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Résumé

L’objectif de ce travail est la compréhension et la modélisation des phénomènes
physiques qui gouvernent la réponse vibro-acoustique d’une cascade de distribution
de poids lourd. On s’intéresse en particulier au bruit de sirènement d’une cascade
de six engrenages, qui correspond à la réponse aux excitations internes générées par
le processus d’engrènement et au bruit de claquement, qui correspond à la réponse
aux vibro-impacts entre dentures sous charge induits par les fluctuations des efforts
extérieurs couplées aux excitations internes.
Dans un premier temps, les corrections de denture sont optimisées par une méthode
méta-heuristique (essaims particulaires), afin de minimiser les fluctuations des er-
reurs statiques de transmission en prenant en compte la large plage de couples de
fonctionnement et les dispersions géométriques induites par les tolérances de fa-
brication des engrenages. Le bruit de sirènement est alors modélisé à partir d’une
méthode spectrale qui prend en compte le couplage entre les différentes excitations
internes de la cascade de dentures. Le gain apporté par l’optimisation des corrections
sur le bruit de sirènement de la cascade de dentures a pu être estimé.
Dans un second temps, le bruit de claquement est analysé à partir de modèles non
linéaires prenant en compte les jeux entre dentures. Une méthode de continuation
couplée à une discrétisation par la méthode des différences centrées et une méthode
d’intégration temporelle directe sont mises en œuvre.
Le comportement dynamique de la cascade induit par la fluctuation des efforts
extérieurs couplée aux excitations internes est complexe : les réponses des différents
pignons peuvent être périodiques, pseudo-périodiques ou chaotiques avec possibilité
d’observer des pertes de contact multiples, et notamment des chocs entre les flancs
rétros des dentures si l’acyclisme moteur est élevé. Les régimes de type vibro-impacts
peuvent être établis sur une large plage de vitesses de fonctionnement.
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Abstract

The aim of this work is to characterize the vibro-acoustic response of a truck timing
gear cascade, and especially the whining noise induced by internal excitations ge-
nerated by the meshing process and the hammering noise induced by vibro-impacts
between gears under fluctuations of external forces coupled with internal excitations.
The tooth corrections are optimized with a meta-heuristic method (particle swarm)
in order to minimize the fluctuations of static transmission errors. A robustness
analysis is performed taking into account the wide range of operating torque and
the geometric dispersions induced by gear manufacturing tolerances. The whining
noise is then modelled using a spectral method considering the coupling between
the different internal excitations. The gain provided by the optimization of tooth
corrections on the whining noise of the timing gear cascade can thus be estimated.
In a second step, the hammering noise is analyzed using nonlinear models which
include the gears’ backlashes. A continuation method coupled with centered finite
differences method is implemented, as well as a direct time integration method.
The dynamic behaviour of the cascade induced by fluctuating external forces coupled
with internal excitations is complex : the gear responses can be periodic, pseudo-
periodic, or chaotic, with possibility of multiple contact losses, including collisions
between reverse flanks when the engine torque fluctuation is high. Vibro-impact
regimes can be observed over a wide range of operating conditions.
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Introduction générale

Introduction générale

Dans un paysage industriel soumis à des contraintes environnementales de plus en
plus grandes, la limitation des nuisances acoustiques liées au fonctionnement des
véhicules poids-lourds est une problématique d’actualité. Les efforts déjà réalisés
depuis 30 ans ont permis une baisse significative des émissions sonores et il est de
plus en plus difficile d’améliorer encore les performances vibro-acoustiques (Figure
0.1). Pourtant, les directives européennes successives relatives au bruit émis par les
véhicules poids-lourds imposent aux constructeurs des limitations de plus en plus
sévères. A titre d’exemple, certaines villes européennes intègrent aujourd’hui des
niveaux sonores maximaux pour les véhicules de livraison circulant en ville.

Figure 0.1. :Niveaux des émissions sonores.

Pour répondre à cette demande sociétale croissante, les constructeurs cherchent au-
jourd’hui à minimiser non seulement l’impact du groupe moto-réducteur, mais égale-
ment celui des organes périphériques. A ce titre, la cascade de distribution constitue
une source de bruit secondaire qu’il convient de minimiser. Elle est située en sortie
du groupe moto-réducteur et permet de synchroniser le mouvement du vilebrequin
et celui de l’arbre à cames, qui gère le mécanisme d’ouverture des soupapes d’ad-
mission et d’échappement. Elle permet également d’entraîner un certain nombre
d’accessoires du véhicule, tels que la pompe à huile ou la prise de force extérieure,
nécessaire à la mise en action d’éléments accessoires du véhicule (benne, toupie de
bétonnière, etc.). Contrairement aux véhicules légers, pour lesquels la transmission
du mouvement et des efforts aux accessoires est réalisée par une courroie, voire une
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chaîne, la distribution d’un véhicule poids lourd est constituée d’une cascade de
pignons (Figure 0.2), en raison du niveau des efforts transmis.

Figure 0.2. :Cascade de distribution d’un véhicule poids lourd.

L’alliance des besoins industriels de Renault et Renault Trucks, et de l’expertise
technique vibratoire de Vibratec au savoir scientifique du Laboratoire de Tribolo-
gie et Dynamique des Systèmes de l’Ecole Centrale de Lyon se matérialise dans le
projet MABCA (Maîtrise du Bruit de la Chaîne cinématique), cadre dans lequel
s’inscrit ce travail de thèse. Le projet a pour but de fournir des méthodologies et
des outils logiciels de conception de transmissions de puissance par engrenages, qui
permettent d’optimiser la conception des transmissions pour garantir de faibles ni-
veaux sonores de bruit émis, et une robustesse des solutions technologiques retenues
à la dispersion inhérente aux procédés de fabrication. Les travaux de thèse réalisés
dans ce contexte ont pour but de proposer des solutions techniques et des modèles
permettant d’estimer le niveau d’excitation dans la cascade de distribution afin de
pouvoir les réduire.
Les engrenages sont utilisés dans de nombreux systèmes pour transmettre à des
organes récepteurs le couple et le mouvement de rotation générés par l’actionneur.
Une transmission par engrenages est constituée de roues dentées montées sur des
lignes d’arbres. Ces lignes d’arbres sont supportées par des paliers, le plus souvent des
roulements. L’ensemble de ces composants mécaniques est généralement assemblé
dans un carter qui supporte les paliers et confine le lubrifiant. Dans notre cas d’étude,
le carter se résume à la plaque supportant les roulements et les arbres des pignons.
Le comportement dynamique des transmissions par engrenages et les bruits associés
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résultent généralement du processus d’engrènement, siège d’excitations internes qui
sont à l’origine de surcharges dynamiques sur les dentures. Celles-ci sont transmises,
via les lignes d’arbres et les roulements, jusqu’au carter de la transmission. Les
vibrations, qui résultent de l’excitation de ces différentes composantes, transmises
de manière solidienne au carter font de l’état vibratoire de celui-ci la principale
source du bruit rayonné. Les mécanismes mis en jeu sont illustrés Figure 0.3.

Figure 0.3. :Principe de génération du bruit de sirènement.

Dans certaines conditions de fonctionnement et en introduisant la non-linéarité liée
au jeu entre dentures, on observe des chocs successifs entre les dentures des pignons
chargés qui sont à l’origine du bruit de claquement, phénomène encore mal maî-
trisé. Ces chocs résultent des pertes de contact autorisées par la présence de jeux
fonctionnels. Elles ont pour cause les excitations internes (fluctuations des raideurs
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d’engrènement et des erreurs statiques de transmission) et les excitations externes
telles que l’acyclisme généré par le fonctionnement des moteurs thermiques : les
différentes phases de combustion et de détente génèrent des fluctuations de couple.
Le couple global en sortie du moteur peut être considéré comme la somme d’un
couple moyen constant et d’un couple oscillant définissant l’acyclisme moteur qui
est considéré comme la principale source excitatrice extérieure du bruit de claque-
ment. Par décomposition spectrale, les variations du couple moteur peuvent s’écrire
sous la forme d’harmoniques multiples de 0.5 de la vitesse de rotation du vilebrequin
(c’est à dire H0.5, H1, H1.5, H2....). Dans la mesure où il y a deux explosions par
tour, l’harmonique H3 est l’ordre le plus énergétique pour un moteur thermique à
six cylindres.
Dans ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés au bruit de sirènement et au
bruit de claquement de la cascade de dentures.
Le chapitre 1 fournit un état de l’art sur les principaux phénomènes observées, et
sur leur modélisation.
Le chapitre 2 traite de l’optimisation des corrections de dentures de six des pignons
de la cascade de distribution. En effet, le principal levier pour minimiser le bruit
de sirènement consiste à optimiser les corrections micro-géométriques des dentures,
afin de réduire les fluctuations des erreurs statiques de transmission associées à
chaque engrènement, qui constituent les sources excitatrices du système. L’objectif
du travail réalisé consiste donc d’abord à développer une méthodologie permettant
de sélectionner un jeu de corrections de dentures optimales qui prennent en compte
le caractère multi-engrènement de la cascade, la large plage de couples de fonc-
tionnement et la robustesse des solutions proposées à la dispersion des corrections
micro-géométriques des dentures.
Le chapitre 3 se propose de qualifier le sirènement de la cascade de denture, à par-
tir de la modélisation de son comportement dynamique. Pour cela, il est nécessaire
de prendre une nouvelle fois en compte le caractère multi-engrènement de la cas-
cade qui génère des excitations paramétriques couplées, induites par les fluctuations
périodiques des différentes raideurs d’engrènement.
Enfin, le chapitre 4 porte sur la modélisation non-linéaire du comportement dyna-
mique des pignons sous charge incluant les pertes de contact. La mise en œuvre
de ce modèle non linéaire a pout but de dégager les principales caractéristiques du
comportement dynamique de la cascade de dentures, dans les conditions de fonc-
tionnement associées à l’apparition du phénomène de claquement.
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1. Comportement dynamique des
systèmes à engrenages

1.1. Introduction

Les comportements dynamiques et acoustiques des transmissions par engrenages
sont bien identifiés (voir par exemple [1]). On distingue généralement le bruit induit
par l’erreur statique de transmission (bruit de sirènement) de ceux générés par des
chocs entre dentures (bruit de graillonnement et bruit de claquement). Dans ce
travail de thèse, nous nous sommes intéressés au bruit de sirènement de transmissions
par engrenages multi-étages d’une part, et au bruit de claquement d’autre part. Une
description particulière de ces deux types de bruit et un état de l’art des modèles
existants et de leurs limites sont donc proposés.

1.2. Bruit de sirènement

Il est communément admis qu’en l’absence de chocs entre les dents, les fluctuations
de l’erreur statique de transmission sous charge constituent la source principale d’ex-
citations internes dans les systèmes à engrenages, à l’origine du bruit de sirènement
[2]. Le présent chapitre a pour objectif de fournir les origines et les caractéristiques
de l’erreur statique de transmission. En outre, nous présentons les grandes lignes
de sa modélisation en tant que source excitatrice ainsi que les modèles dynamiques
associés.

1.2.1. Origines et caractéristiques de l’erreur statique de
transmission

Le profil en développante de cercle des engrenages permet en théorie d’assurer un
rapport de transmission i linéaire tel que :

∀t, i = θ1(t)
θ2(t) = −Z2

Z1
(1.1)
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Chapitre 1 Comportement dynamique des systèmes à engrenages

où θ1et θ2 sont les positions angulaires de deux roues dentées, et Z1, Z2 leurs nombres
de dents respectifs. Ce rapport de transmission idéal s’observerait si les engrenages
étaient géométriquement parfaits et infiniment rigides. L’erreur statique de trans-
mission est définie comme l’écart ∆θ2 entre la position réelle de la roue menée θ2 et
sa position théorique, pour une vitesse de rotation très faible. Pour deux engrenages
cylindriques extérieurs à axes parallèles, cet écart s’exprime :

∆θ2(θ1) = θ2 −
Z1

Z2
θ1 (1.2)

si θ1 et θ2 sont orientés dans le même sens.
Il est également possible de définir l’erreur statique de transmission EST comme le
rapprochement des dentures sur la ligne d’action, comme représentée sur la Figure
1.1, en utilisant la relation suivante :

EST (θ1) = Rb2.θ2(θ1)−Rb1θ1 (1.3)

où Rbj désigne le rayon de base de la roue dentée j.

Figure 1.1. : Schéma de la ligne d’action.

L’angle a est l’angle de pression apparent de fonctionnement de l’engrenage. Lorsque
qu’aucun couple n’est appliqué, l’erreur statique de transmission correspond à l’er-
reur cinématique (ou l’erreur statique de transmission hors charge). Elle a pour
origines physiques :
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1.2 Bruit de sirènement

• les défauts de géométrie (erreurs de profils et d’hélice, erreurs de pas, faux-
ronds, . . . ) qui résultent des procédés de fabrication des engrenages,

• les défauts d’assemblage de la transmission (excentricité des roues, erreurs de
parallélisme entre dentures),

• les corrections de dentures (usinages micro-géométriques des dents, qui cor-
respondent à des écarts de géométrie volontaires).

Lorsque l’engrenage transmet un couple, l’erreur statique de transmission sous charge
a également pour origine :

• les déformations élasto-statiques globales des dentures et des corps de roues,
• les déformations locales de type Hertziennes,
• les déformations globales de la transmission (arbres, paliers, carter) qui peuvent

induire des erreurs de parallélisme (Figure 1.2 et Figure 1.3).
En l’absence de défaut d’excentricité des roues ou d’erreur de pas, l’erreur statique
de transmission est une fonction périodique, à la période dite d’engrènement TE. La
fréquence d’engrènement fE d’un couple d’engrenages est définie comme le produit
de la fréquence de rotation fj d’une roue j par son nombre de dents Zj :

fE = fjZj = 1
TE

(1.4)

En présence de défauts d’excentricité des roues ou d’erreurs de pas, le contenu fré-
quentiel de l’erreur statique de transmission s’enrichit de raies à la fréquence de
rotation des roues dentées et de raies latérales autour de la fréquence d’engrènement
et ses différents harmoniques. Pour des régimes de fonctionnement standards, les fré-
quences de rotation des roues dentées sont liées à des excitations basses fréquences,
alors que la fréquence d’engrènement et ses différents harmoniques sont liés à des
excitations hautes fréquences susceptibles d’exciter les modes de denture. Ces der-
niers correspondent aux modes dont l’excitation génère les plus grandes surcharges
dynamiques de denture, et dont la fréquence est généralement de l’ordre de quelques
kilohertz.
A titre d’exemple, dans le domaine automobile la valeur moyenne de l’erreur statique
de transmission peut être élevée (jusqu’à plusieurs dizaines de µm). L’amplitude des
fluctuations de l’erreur statique de transmission sous charge varie entre quelques µm
et quelques dizaines de µm en fonction des charges transmises. Il est généralement
admis que le bruit de sirènement est directement corrélé à ces amplitudes.

La sensibilité de l’erreur statique de transmission à la micro-géométrie des dentures
a été largement étudiée [3, 4, 5, 6] de même que l’influence des déformations des
corps de roue et des couplages entre les différentes dents en prise simultanément [7].
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Figure 1.2. :Déviation d’une roue.

Figure 1.3. : Inclinaison d’une roue.
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1.2 Bruit de sirènement

L’effet des corrections de denture sur la répartition de la charge, les contraintes et
l’usure des dents a également été étudié [8, 9]. L’introduction d’écarts de corrections
de denture est un moyen efficace de minimiser les fluctuations de l’erreur statique de
transmission. De nombreux auteurs ont étudié l’influence des corrections de dentures
[5, 10, 4] pour un couple de fonctionnement donné. Notre cas d’étude comporte
plusieurs particularités. Il y a multi-engrènement lorsque l’on considère des cascades
de dentures. Les corrections réalisées doivent apporter une amélioration sur une
plage de couples. Enfin, une importante dispersion sur les paramètres de corrections
est considérée. Les cas d’optimisation aussi complexes sont peu présents dans la
littérature.

Il convient donc dans un premier temps de bien modéliser cette source excitatrice.

1.2.2. Modélisation de l’erreur statique de transmission :
principe

La modélisation de l’erreur statique de transmission requiert la connaissance :

• de la micro-géométrie des dentures en contact définissant l’écart initial hors
charge entre les dentures,

• des caractéristiques de souplesse des dentures,

• des déformations locales hertziennes.

A partir de ces données, le calcul de l’erreur statique de transmission est relative-
ment bien maîtrisé [11]. Il est généralement basé sur un modèle éléments finis des
dentures qui permet d’accéder à leurs caractéristiques de souplesse. Les équations
de contact sont ensuite résolues. Ces dernières se présentent sous la forme d’équa-
tions sous contraintes. La description détaillée est présentée dans le chapitre 2. Le
calcul permet ainsi d’accéder à la répartition de la charge sur la ligne de contact
et au rapprochement des dentures projetés sur la ligne d’action, pour les différentes
positions angulaires successives du pignon menant. Par ailleurs la connaissance de
l’erreur statique de transmission permet d’obtenir la raideur d’engrènement, décrite
ci-après.

1.2.3. Fluctuation de la raideur d’engrènement

Les modes locaux des dentures étant de fréquences très élevées, le couplage élastique
induit par l’engrènement entre deux roues dentées peut être modélisé par une raideur
dite d’engrènement Ke. Elle a pour caractéristique d’être périodique à la période de
l’erreur statique de transmission. Elle est définie à partir de l’erreur statique de
transmission et du couple appliqué pour chacune des différentes positions angulaires
successives du pignon menant, par la relation suivante :
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Ke(θ) = ∂F

∂EST (θ) (1.5)

où F est la charge transmise au niveau de la ligne d’action qui vaut pour un couple
C donné :

F = C/Rb (1.6)

Dans le cas des engrenages des transmissions utilisés dans les secteurs de l’auto-
mobile et des poids lourds, l’ordre de grandeur de la valeur moyenne de la raideur
d’engrènement est de quelques centaines de N/µm. Pour des engrenages en acier à
denture droite standard, Welbourn [2] propose un ordre de grandeur de 14 N/µm
par unité de longueur de contact exprimée en mm.
Par ailleurs, la raideur d’engrènement fluctue fortement, de manière périodique en
régime stationnaire en raison de la fluctuation périodique du nombre de dents en
prise. A titre d’exemple, elle peut atteindre des niveaux proches de la valeur moyenne
pour des dentures droites non corrigées. Les fluctuations sont généralement plus
faibles pour des dentures hélicoïdales.
La raideur d’engrènement joue un rôle primordial dans le comportement dynamique
des transmissions par engrenages. D’une part, sa valeur moyenne a un effet direct
sur les modes de dentures. D’autre part, ses fluctuations constituent une excita-
tion paramétrique qui peut donc donner lieu à des instabilités ou des résonances
paramétriques [12, 13].
L’erreur statique de transmission et la raideur d’engrènement constituent les données
d’entrée, en tant que sources excitatrices, aux modèles dynamiques permettant de
prédire le comportement en sirènement des transmissions par engrenages. On décrit
ci-après les grands principes de ces modèles.

1.2.4. Modélisation du comportement dynamique des
engrenages en sirènement

Un très grand nombre de modèles a été proposé pour étudier le comportement
dynamique des engrenages en sirènement. Une étude bibliographique [14] permet de
faire une synthèse de ces modèles. Généralement, la modélisation s’appuie sur des
techniques de discrétisation par éléments finis. On peut distinguer succinctement
ces modèles en fonction de la description du couplage entre dentures, à savoir :

• des modèles linéaires à paramètres constants [15, 16] (dans ce cas, l’erreur
statique de transmission est introduite comme source excitatrice de type dé-
placement et seule la raideur moyenne d’engrènement est prise en compte),
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1.3 Bruits induits par des vibro-impacts entre dentures

• des modèles linéaires à paramètres variables [17] (dans ce cas, la fluctuation
périodique de la raideur d’engrènement est introduite),

• des modèles non-linéaires [18] (dans ce cas, ces modèles tentent de résoudre
les équations du contact à tout instant).

Les différents modèles peuvent également être classés en fonction du nombre de
degrés de liberté. On trouve d’abord des modèles à très faible nombre de degrés de
liberté (réduits au mouvement des pignons). Il existe ensuite des modèles à faible
nombre de degrés de liberté (de l’ordre de la centaine) lorsque sont pris en compte
les lignes d’arbre en torsion/flexion. Enfin, certains modèles proposés possèdent un
très grand nombre de degrés de liberté (modélisation de la transmission complète en
incluant le carter, jusqu’au million de degrés de liberté). Seuls ces derniers modèles
[7] permettent d’accéder à l’état vibratoire de la transmission complète, et donc
d’alimenter un éventuel calcul acoustique (vitesse pariétale du carter).
Dans des cas très particuliers, il est possible d’obtenir une solution analytique ou
semi-analytique à la réponse de modèles linéaires et paramétriques [19]. Toutefois,
cette approche analytique n’est pas généralisable au cas de modèles de transmission
plus réalistes. Les équations du mouvement sont la plupart du temps intégrées nu-
mériquement dans le domaine temporel. Le principal inconvénient est alors le temps
de calcul, qui peut être prohibitif pour des modèles à très grands nombre de degrés
de liberté. Les équations du mouvement peuvent également être résolues dans le
domaine fréquentiel, permettant de réduire considérablement ces temps de calcul, si
tant est que le modèle soit linéaire et paramétrique [17].
Enfin, on trouve également des travaux sur le comportement dynamique des trans-
missions multi-étages [16, 20, 21, 22]. Les effets de l’influence de la longueur des
arbres des pignons, de la flexibilité des roulements et des phases entre les excita-
tions sont étudiés par exemple par Kubur [23].
Les développements du chapitre 3 sont basés sur l’exploitation de la méthode spec-
trale itérative [17] et sur son extension au cas des transmissions multi-étages présen-
tant plusieurs excitations paramétriques simultanées. Les équations du mouvement
sont linéarisées autour des positions d’équilibre statique et prennent en compte les
excitations paramétriques que constituent les fluctuations des raideurs d’engrène-
ment. Le choix de cette méthode se justifie par la possibilité de pouvoir intégrer
dans les modèles l’ensemble des composants de la transmission et de son environne-
ment en vue de calculs acoustiques de rayonnement, qui nécessitent la connaissance
de l’état vibratoire du carter.

1.3. Bruits induits par des vibro-impacts entre
dentures

Les vibro-impacts sont rendus possibles, sous certaines conditions de fonctionne-
ment, compte tenu de la présence de jeux fonctionnels entre dentures. La perte de
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contact des pignons est due en général à de fortes fluctuations de couple ou de vitesse
de rotation sur les pignons de la transmission (conséquence d’un acyclisme moteur
par exemple). Plus rarement, ces pertes de contact sont induites par l’erreur statique
de transmission. Ce phénomène est favorisé par l’excitation des modes propres des
systèmes à engrenages mais peut se produire à tout régime si le niveau d’excitation
est suffisamment important [24]. On distinguera les pertes de contact entre pignons
chargés (bruit de claquement) des pertes de contact entre pignons non chargés (bruit
de graillonnement). Les travaux de thèse sont focalisés sur le bruit de claquement.
La littérature consacrée à l’étude du claquement est très réduite. Pfeiffer [25] pro-
pose un modèle théorique pour étudier le claquement et obtient de bonnes corré-
lations avec des mesures. Ziegler [26] propose un modèle pour déterminer la force
de contact lors des impacts et valide ses résultats avec une approche par éléments
finis. On trouve également des études prenant en compte la non-linéarité de jeu de
denture pour des systèmes de pignons chargés sous l’excitation de l’erreur statique
de transmission (couple extérieur constant) où l’on observe des pertes de contact
[27, 28, 29]. Cependant, ces modèles ne prennent pas en compte simultanément les
excitations internes hautes fréquences (fluctuations de l’erreur statique de transmis-
sion et de la raideur d’engrènement) et les excitations externes basses fréquences
(acyclisme moteur).
Le bruit de graillonnement de boîtes de vitesses automobile associé à la dynamique
des pignons fous, i.e. pignons non chargés, excités par l’acyclisme des moteurs est
désormais relativement bien maitrisé [30, 31, 32, 24]. Dans ce contexte, les rapports
non engagés présentent un pignon fou désolidarisé de l’arbre, et qui tourne donc
librement autour de son axe. Sous certaines conditions de fonctionnement, les fluc-
tuations de vitesse de l’arbre primaire induites par l’acyclisme du moteur génèrent
des vibrations des pignons fous conduisant à des impacts entre le pignon fou et le
pignon complémentaire. Les chocs successifs se propagent par voies solidiennes (rou-
lements, arbres...) et/ou aériennes (rayonnement des corps de roues) jusqu’au carter
de la boîte de vitesses. Le graillonnement est donc le bruit associé à ces régimes de
vibro-impacts.
Compte tenu du faible nombre de travaux relatifs au bruit de claquement, nous nous
sommes intéressés aux modèles et aux techniques de résolution proposés pour ces
problématiques non-linéaires.

1.3.1. Caractéristiques des comportements non-linéaires

On se propose ici de fournir les caractéristiques essentielles des comportements non-
linéaires associés aux bruits de claquement et de graillonnement et à la dynamique
des pignons chargés sous excitation interne (erreur statique de transmission).

Les principales différences avec les résultats issus des modèles linéaires se situent
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1.3 Bruits induits par des vibro-impacts entre dentures

Figure 1.4. :Evolution de la valeur RMS (a) et des trois premières composantes
harmoniques (b), (c) et (d) de la réponse dynamique en fonction de la fréquence
excitatrice sans dimension Λ.
(—) Approche non-linéaire (balance harmonique).
(....) Approche linéaire.
(Blankenship 1995 [33])

Figure 1.5. :Effet de la fluctuation de raideur wa sur la partie fluctuante (a) et la
valeur moyenne (b) de la résonance paramétrique principale du système.
(—) Solutions stables.
(....) Solutions instables.
(Blankenship 1995 [33]).
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Chapitre 1 Comportement dynamique des systèmes à engrenages

autour des amplifications dynamiques induites par l’excitation des modes de den-
ture du système (Figure 1.4). L’amplitude de la réponse est telle que les surcharges
dynamiques de denture ne sont plus négligeables devant les efforts statiques. Lorsque
ces surcharges dépassent l’effort statique, on observe des pertes de contact entre les
dentures conduisant à des régimes de vibro-impacts. Un effet mollissant est d’abord
observé en raison de la phase de "vol libre" du pignon pendant laquelle la raideur
d’engrènement est nulle, ce qui induit une diminution de la valeur moyenne (calculée
sur toute la période de la réponse). Si l’excitation est suffisante, le jeu de denture
est franchi entièrement. Un autre impact a lieu entre les flancs rétros. La nouvelle
raideur de contact induit cette fois-ci une augmentation de la valeur moyenne de
la raideur d’engrènement et le système devient durcissant. La Figure 1.5 montre ce
phénomène pour différentes valeurs de fluctuations de la raideur supposé purement
harmonique d’amplitude wa. Lorsque le régime de fonctionnement varie, le caractère
mollissant ou durcissant de la réponse en fréquence du système conduit à des pertes
de stabilités des solutions qui se traduisent par un saut brutal de l’amplitude de la
réponse. Par ailleurs, Theodossiades, Litak et Ji [34, 35, 36], mettent en évidence
l’apparition de réponses chaotiques en fonction des paramètres principaux, i.e. les
excitations et le jeu de denture, en utilisant des méthodes numériques d’intégration
temporelle. Les réponses dynamiques des systèmes non-linéaires peuvent être très
riches : périodiques, pseudo-périodiques, chaotiques, avec plusieurs impacts par pé-
riode et entre les deux flancs des dents. Les régimes sont fonction de l’architecture
de la transmission et de ses caractéristiques géométriques (jeux fonctionnels, vitesse
de rotation moteur, inerties, couples de fonctionnement ...).

1.3.2. Les modèles non-linéaires

Wang [37] fait l’état de l’art des principaux modèles non-linéaires des systèmes de
transmission à engrenages. La gestion du contact se fait généralement en utilisant les
multiplicateurs de Lagrange ou par pénalité (une raideur d’engrènement est consi-
dérée lorsque le contact est établi).

Le cas des pignons non chargés (graillonnement) est bien étudié [38, 39, 30, 31, 40,
24]. Les modèles correspondants s’appuient généralement sur une description de la
réponse par morceaux. En effet, un coefficient de restitution (grandeur représenta-
tive de l’énergie ou de la vitesse restituée après l’impact) est utilisé pour modéliser
le contact. Le temps de contact est supposé négligeable par rapport au temps de "vol
libre". Le mouvement relatif des deux pignons engrenant peut se ramener au compor-
tement d’un oscillateur à impacts [24]. La dynamique du système peut être décrite
simplement par une carte des itérés précisant la vitesse d’impact et le déphasage par
rapport à l’excitation. Les problèmes de type “bouncing ball” (une masse qui rebon-
dit sur un ou deux plans qui oscillent avec une certaine vitesse et une certaine ampli-
tude) sont abondamment étudiés dans la littérature [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49].

L’étude des pignons chargés sous l’excitation de l’erreur statique de transmission
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(couple extérieur constant) se fait généralement en considérant une raideur d’engrè-
nement constante [50] ou paramétrique [51]. En effet, la prise en compte de l’impact
par un coefficient de restitution n’est plus valide compte tenu des durées de chocs
plus longues dans ce contexte. Ont été également étudiées [52, 29] les interactions
entre les excitations paramétriques internes, périodiques à la fréquence d’engrène-
ment, comme c’est le cas pour les fluctuations de l’erreur statique de transmission
et de la raideur d’engrènement. Les pignons sont réduits à des masses et des inerties
en rotation. Les raideurs des supports (roulements, arbre) peuvent être prises en
compte, mais des modèles complets incluant l’environnement carter sont prohibitifs
au niveau du temps de calcul.
Enfin peu d’études, dans le contexte de l’engrenage, concernent l’amortissement et
vraisemblablement son caractère non-linéaire [50].

1.3.3. Les méthodes de résolution

Comparin [53], Kahraman [54, 52, 29], Natsavias [55] et Theodossiades [34] uti-
lisent des approches semi-analytiques pour étudier les différents types de réponse
périodique possibles (pas d’impact, impact sur un flanc ou impacts sur les deux
flancs). L’intégration temporelle, comme par exemple avec des méthodes de type
Runge-Kutta, est nécessaire pour étudier les solutions non-périodiques, comme les
solutions chaotiques par exemple. Pour les solutions périodiques, l’utilisation de la
méthode de la balance harmonique couplée à des techniques de continuation est la
solution la plus communément utilisée [33, 29, 56, 51, 57, 58].
Cependant, pour décrire correctement la perte de contact, la méthode de la balance
harmonique, nécessite le passage du domaine fréquentiel au domaine temporel pour
résoudre le problème de contact.

1.4. Conclusion

L’étude bibliographique réalisée nous a permis d’orienter les choix techniques de
modélisation de ces phénomènes. Comme nous venons de le voir, la maîtrise vibro-
acoustique de la cascade de distribution passe par plusieurs étapes. En premier lieu,
réduire le bruit de sirènement revient à réduire la source excitatrice que représente
l’erreur statique de transmission. Cela se fait par l’optimisation des corrections de
dentures des pignons. En second lieu, il convient de bien modéliser la cascade de dis-
tribution et les excitations pour estimer l’état vibratoire de la plaque support. Enfin,
pour appréhender le comportement dynamique non-linéaire associé au claquement,
il est nécessaire de prendre en compte l’acyclisme comme excitation externe et la
non-linéarité du jeu entre denture.
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2. Erreur statique de transmission :
optimisation des corrections de
dentures

2.1. Introduction

Le phénomène de sirènement est généré par la fluctuation de l’erreur statique de
transmission qui constitue la source excitatrice vibratoire. Ainsi, réduire cette der-
nière permet de diminuer les surcharges dynamiques de denture, et finalement le
bruit rayonné par la transmission. L’erreur statique de transmission sous charge dé-
pend des situations instantanées des dentures qui résultent des défauts de géométrie,
des déformations élastiques des dentures, mais également des déformations de l’en-
semble de la transmission (carter, plaque support, arbres, roulements) qui peuvent
affecter le parallélisme entre les dentures.
Les corrections de denture correspondent à des écarts de géométrie volontaires. Pour
un engrenage sans défaut de fabrication, l’optimisation des corrections permet de di-
minuer fortement, voire d’éliminer la fluctuation de l’erreur statique de transmission
pour un couple de fonctionnement donné. Dans le cas d’une distribution de véhi-
cule poids-lourd, l’optimisation des pignons doit être performante pour une plage de
couple de fonctionnement, ce qui constitue une première difficulté. Par ailleurs, le
multi-engrènement implique que les corrections réalisées sur un pignon intermédiaire
affectent les deux engrènements concernés. Enfin, il convient de prendre en compte
l’effet des écarts de géométrie involontaires liées aux tolérances de fabrication comme
source de dispersion.
De nombreux auteurs [59, 3, 4, 60, 9, 8, 61] ont considéré l’optimisation des correc-
tions de denture d’un engrenage parallèle simple étage. En revanche peu [62, 63] ont
traité l’aspect multi-engrènement d’une cascade de pignons, où le pignon intermé-
diaire engrène avec deux roues.
Le nombre important de paramètres et les fortes irrégularités de la fonction définis-
sant l’erreur statique de transmission écartent le choix de méthodes classiques de
recherche d’optimum. Par exemple, la méthode du gradient [64] requiert le calcul de
la jacobienne du système, difficile à estimer dans notre cas.
Les algorithmes d’optimisation métaheuristiques [65, 66] ne nécessitent qu’une fonc-
tion de classe C0. Dans ce travail et parmi les algorithmes métaheuristiques exis-
tants, nous avons choisi la méthode des essaims particulaires [67] pour déterminer les
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Chapitre 2 Erreur statique de transmission : optimisation ...

corrections de dentures optimales. La robustesse des solutions (jeux de corrections
des pignons) aux tolérances de fabrication et aux défauts de géométrie est ensuite
éprouvée par un critère de robustesse et par une approche statistique.

2.2. Modélisation du problème d’optimisation

Pour appréhender un problème d’optimisation, il est nécessaire de définir correcte-
ment les facteurs d’optimisation. Les données macrogéométriques et microgéomé-
triques sont présentées. Dans un problème d’optimisation, on définit une fonction à
minimiser (ou maximiser selon les cas) appelée “fonction coût”. Cette fonction est
définie de manière à prendre en considération le multi-engrènement sur une plage
de couples donnée.

2.2.1. Description macrogéométrique des pignons étudiés

La cascade de distribution complète de la Figure 2.1 est composée de 10 pignons
assurant la transmission du couple du vilebrequin à l’arbre à cames et entraînant
également différents organes extérieurs tels que pompe à huile ou prise de force
extérieure. Le modèle d’étude retenu et présenté Figure 2.2, concerne les 6 pignons
cerclés de couleur Figure 2.1.

Figure 2.1. :Cascade de distribution d’un véhicule poids lourd.
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Figure 2.2. : Les pignons de la cascade retenus pour l’étude.
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Chapitre 2 Erreur statique de transmission : optimisation ...

Les caractéristiques macroscopiques de ces pignons sont listées dans le Tableau 2.1.

Pignon P1 P2 P3 P4 P5 P6
Nombre de dents Zi 84 73 56 72 50 54
Module normal mn [mm] 2,85 3,25
Diamètre de pied φri

[mm] 226,7 200,2 151,1 150,8 221,9 163,9
Diamètre de base φbi

[mm] 229,4 199,3 152,9 157,1 226,3 169,7
Diamètre primitif φpi

[mm] 240,6 209,1 160,4 165,0 237,6 178,2
Diamètre de tête φai

[mm] 241,7 217,0 168,0 174,4 243,9 186,0
Largeur active de denture bi [mm] 22 28
Angle de pression normal α0n[°] 17,5
Angle d’hélice de base βbi

[°] 5,78 -5,78 5,78 -10 10 10
Coefficient de déport xni

-0,650 0,148 0,300 -0,081 -0,394 -0,166
84/73 56/73 54/72 50/72

Entraxe de fonctionnement ak [mm] 233,4 186,0 206,0 199,7
Tableau 2.1. :Caractéristiques macrogéométriques des pignons étudiés.

La plage de variation du couple du pignon de l’arbre à cames C84 est [112 -312] N.m
(données fournies par Renault Trucks). Le couple appliqué par le pignon de prise
de force extérieure est supposé constant. Sa valeur peut être soit quasi nulle, soit
200 N.m ou soit 400 N.m. Avec les couples appliqués par les pignons de l’arbre à
cames C84 et de la prise de force extérieure C50, on accède au couple délivré par le
vilebrequin C54 en écrivant l’équilibre statique :

C54 = 54
50C50 + 54

72C56 (2.1)

où

C56 = 56
84C84 (2.2)

soit

C54 = 54
50C50 + 1

2C84 (2.3)

Ainsi les valeurs extrêmales et moyennes des couples appliqués sont données dans le
Tableau 2.2. CX/Y désigne le couple appliqué par le pignon à X dents sur la roue à Y
dents. Pour le couple du vilebrequin C54/72, ces valeurs sont données en fonction des
trois différents couples possibles pour le pignon de prise de force extérieur C50/72.
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2.2 Modélisation du problème d’optimisation

Min Moy. Max Min Moy. Max Min Moy. Max
C50/72 [N.m] ∼ 0 200 400
C54/72 [N.m] 57 107 157 272 322 372 488 538 588

∀C50/72 Min Moy. Max
C84/73 [N.m] 112 222 312
C56/73 [N.m] 74 141 208

Tableau 2.2. :Couples de fonctionnement des pignons.

2.2.2. Définition des facteurs du problème d’optimisation :
corrections microgéométriques de denture

En général, pour minimiser l’erreur statique de transmission, on pratique des enlè-
vements de matières micrométriques selon le profil de denture et selon sa largeur
(correction d’hélice). Ces corrections de denture constituent les facteurs du problème
d’optimisation. En accord avec Renault Trucks, celles retenues pour l’étude sont :

• Xi : les dépouilles en tête de dent pour les 6 pignons. Comme le montre la
Figure 2.3 a, il s’agit de l’enlèvement de matière en tête de dent. Hormis son
effet sur l’erreur statique de transmission, la dépouille en tête de dent permet
d’éviter une entrée en contact prématurée qui est générée par une avance de
la dent liée aux déformations des autres dents.

• φi : les diamètres qui caractérisent les profondeurs de dépouille. Ils correspondent
aux diamètres à partir desquels commencent les dépouilles qui varient linéai-
rement jusqu’à la tête des dents.

• Cβk = Cβi + Cβj : le bombé cumulé entre deux dents centré sur la largeur
active de denture b. Il est supposé parabolique sur la largeur de denture (voir
Figure 2.3b).

où i = 1..6 pour chacun des pignons, et k = 1..4 pour chaque engrènement entre un
pignon i et un pignon j.
Ainsi, le problème d’optimisation concerne au total 16 facteurs.
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Chapitre 2 Erreur statique de transmission : optimisation ...

Figure 2.3. :Paramètres de correction.
a) Correction de profil : dépouille Xi et diamètre de dépouille φi.
b) Correction d’hélice : bombé Cβi.

2.2.3. Définition de la fonction coût du problème d’optimisation

Il est possible de séparer notre problème en deux cascades de trois pignons, les
pignons 84, 73 et 56 d’une part, les pignons 50, 72 et 54 d’autre part. Lorsqu’il y
a multi-engrènement, i.e. un pignon engrenant directement avec deux autres, il y a
interdépendance entre les corrections de dentures des deux engrenages en jeu. La
minimisation du niveau d’excitation vibratoire est un problème d’optimisation multi-
objectifs compte tenu que deux erreurs statiques de transmission sont à minimiser
simultanément. Les fronts de Pareto [65] associés au problème multi-objectifs sont
présentés. Néanmoins, pour une cascade de 3 pignons, les deux erreurs statiques
sont a priori aussi importantes l’une que l’autre, on ramène donc le problème à une
optimisation mono-objectif en considérant la somme sans pondération spécifique des
valeurs crête-à-crête des deux erreurs statiques de transmission (notées EccIet EccII

).
Ce passage d’une optimisation multi-objectifs à une optimisation mono-objectif est
valable car les grandeurs sont de même nature. L’amplitude crête-à-crête de l’erreur
statique de la cascade cumulée sur le pignon intermédiaire est définie comme la
fonction coût à minimiser et est notée f . Si f(Z1/Z2) est la valeur de l’erreur statique
de transmission crête-à-crête d’un engrènement, la fonction coût f d’une cascade de
trois engrenages s’écrit pour des couples de fonctionnement CZ1 et CZ3 donnés :

f(C) = f(Z1/Z2)(CZ1) + f(Z3/Z2)(CZ3) (2.4)

Ainsi pour un couple de fonctionnement donné, la fonction coût dépend de
8 facteurs : les dépouilles des trois pignons, les diamètres de dépouilles respectifs et
les bombés cumulés des deux engrènements considérés. Dans le cas de notre étude,
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2.2 Modélisation du problème d’optimisation

l’optimisation se fait sur une plage de couple. La fonction coût d’un engrènement
devient donc :

f(Z1/Z2) =
Cmaxˆ

Cmin

p(C)EccI
(C)dC (2.5)

Dans l’équation (2.5), p(C) représente la fonction de distribution du couple sur la
plage considérée [Cmin Cmax]. Elle est supposée uniforme, i.e. p(C) = 1

Cmax−Cmin
.

Le calcul de l’intégrale (2.5) est réalisée par quadrature de Gauss-Hermite. Les pon-
dérations des points de Gauss permettent d’approcher la valeur de l’intégrale par
l’estimation de la fonction en N points, ce qui procure un gain de temps très impor-
tant. Avec trois points de Gauss, la fonction coût pour une paire de pignons Z1/Z2
devient :

f(Z1/Z2) = 1
2

3∑
i=1

aiEccI
(Ci) (2.6)

Avec ai les pondérations de Gauss


a1 = 0.5556
a2 = 0.8888
a3 = 0.5556

et Ci les points de Gauss


C1 = Cmax+Cmin

2 (1−
√

3
5)

C2 = Cmax+Cmin

2
C3 = Cmax+Cmin

2 (1 +
√

3
5)

La fonction coût de la cascade 84-73-56 qui sera retenue pour l’optimisation s’écrit
finalement :

f84/73/56 = 1
2

3∑
i=1

ai
(
Ecc84/73(C84/73 i) + Ecc56/73(C56/73 i)

)
(2.7)

Pour considérer les trois différentes valeurs du couple C50/72 dans le cas particulier
de la seconde cascade, on moyenne les trois contributions de la valeur de l’erreur
statique de transmission crête-à-crête de l’engrènement 50/72 et de la fonction coût
de l’engrènement 54/72 associée :

f54/72/50 = 1
3

3∑
j=1

(
Ecc50/72(C50/72 j) + 1

2

3∑
i=1

aiEcc54/72(C50/72 j, C54/72 i)
)

(2.8)
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2.2.4. Calcul de l’erreur statique de transmission sous charge

Le calcul de l’erreur statique de transmission sous une charge F, correspondant à
l’effort total s’exerçant sur l’ensemble des couples de dents en prise, est relativement
classique [11, 7]. Ce calcul est basé sur des hypothèses de petites déformations et
d’élasticité linéaire. Pour chaque position θ de la roue menante, une analyse cinéma-
tique du fonctionnement de l’engrenage permet de déterminer les lignes théoriques
de contact (lieu des contacts potentiels sur les surfaces des dents en prise dans le
plan d’action). On discrétise ensuite les lignes de contact. Une matrice de souplesse
H relie les points discrets des lignes de contact. Elle est calculée à partir des matrices
de souplesse des dents en prise essentiellement représentatives de la flexion des dents
et du corps de roue. Les matrices de souplesse des dents en prise sont généralement
obtenues par modélisation par éléments finis. On intègre également les déformations
locales de type Hertz dans la matrice H. Les corrections de denture et les défauts
de géométrie sont introduits par un vecteur d’écarts initiaux séparant les dents en
ces points discrets e. Avec F la force totale transmise par le pignon menant, on peut
alors accéder au rapprochement de corps rigide global des dents δ pour chaque posi-
tion successive θ des roues dentées et aux charges réparties Pi sur les points discrets
des lignes de contacts.
Le système d’équations sous contraintes qui gère les déformations élastostatiques de
l’engrenage s’écrit alors :

{
H·P = δ(θ) · 1− e

t1 · P = F
(2.9)

avec les contraintes :

{
−H·P + δ(θ) · 1 ≤ e

Pi ≥ 0 (2.10)

La résolution du système d’équations (2.9) sous les contraintes (2.10) peut se faire
avec la méthode du simplexe, par itérations, ou par programmation quadratique.
Dans cette étude, on utilise un logiciel de calcul dédié fourni par Renault Trucks,
qui s’appuie sur une résolution par la méthode du simplexe.

2.2.5. Les sources de dispersion

Les fonctions coût précédemment définies sont des fonctions perturbées par les écarts
de fabrication. Les défauts de géométrie induits par les tolérances de fabrication pré-
sentés Figures 2.4 a et 2.4 b, peuvent constituer d’autres écarts microgéométriques
qu’il est nécessaire de prendre en compte à travers l’étude de la robustesse des so-
lutions :
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2.3 Optimisation par la méthode des essaims particulaires

• le défaut d’angle d’hélice cumulé : fHβ,k = fHβ,i + fHβ,j

• les défauts d’angle de pression pour chacune des roues : fgα,i et fga,j
La variabilité doit donc être prise en compte car elle peut engendrer des écarts de
10 dB entre deux échantillons d’une même population, a priori identiques, en termes
de rayonnement acoustique [68, 69]. La robustesse de chaque solution optimisée
obtenue est donc analysée.

Figure 2.4. :Défauts de géométrie.
a) Défaut d’angle de pression.
b) Défaut d’angle d’hélice fHβ,i.

2.3. Optimisation par la méthode des essaims
particulaires

L’objectif de l’optimisation mise en œuvre est de minimiser le niveau d’excitation
vibratoire en prenant en compte le multi-engrènement et la variation du couple de
fonctionnement dans une grande plage de fonctionnement.

2.3.1. Comportement des pignons non optimisés

Les corrections de denture de référence (avant optimisation) introduites sur les den-
tures sont listées dans le Tableau 2.3. Ces valeurs ont été définies sans tenir compte
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de leur effet sur la fluctuation de l’erreur statique de transmission. Elles ne sont
donc a priori pas optimisées.

Z=84 Z=73 Z=56 Z=54 Z=72 Z=50

Dépouille Xi [µm] 20 15 20 35 35 30

Diamètre de dépouille φi [mm] 239,25 214,55 165,55 183,15 241,05 171,55

Bombé cumulé Cbk [µm] 12 12 12 12

Tableau 2.3. :Valeurs des corrections de référence (non optimisées) pour les
pignons étudiés.

Les Figures 2.5 et 2.6 présentent l’évolution de l’erreur statique de transmission ex-
primée en micromètres sur la ligne d’action pour les deux cascades. L’erreur statique
de transmission sous charge est périodique à la période d’engrènement TE si l’on ne
tient pas compte des erreurs de pas et des défauts d’excentricité des roues. Les
couples de fonctionnement considérés sont les couples moyens, i.e. C84/73 = 222N.m
et C56 = 141N.m pour la cascade 84-73-56, C50/72 = 200N.m et C54/72 = 322N.m
pour la cascade 50-72-54. L’indicateur retenu pour décrire le niveau d’excitation
vibratoire d’une paire de pignons correspond à la valeur crête-à-crête de l’erreur sta-
tique de transmission sous charge Ecc. Pour la cascade 84-73-56, l’erreur statique de
transmission crête-à-crête est égale à 3,9 µm pour l’engrènement 84/73 et à 3,6 µm
pour l’engrènement 56-73. Les valeurs sont sensiblement plus faibles pour la seconde
cascade, soit 1 µm pour l’engrènement 54/72 et 1,3 µm pour l’engrènement 50/72.

Les erreurs statiques de transmission crête-à-crête sont tracées en fonction du couple
de fonctionnement Figures 2.7 et 2.8. Les couples possibles pour chaque engrènement
sont représentés par les zones bleues et rouges des axes des abscisses et sont issus du
Tableau 2.2. Pour les deux cascades, la croissance de l’erreur statique de transmission
crête-à-crête est globalement monotone avec le couple. Il n’y a donc pas réellement
de couple optimal pour ces corrections. Les niveaux sont similaires pour les deux
engrènements d’une même cascade, mais les niveaux de la cascade 50-72-54 sont plus
faibles que ceux de la cascade 84-73-56. Les corrections de profil considérées sont
dites "courtes", i.e. le diamètre de dépouille est très supérieur au diamètre primitif
du pignon. Le rapport de conduite de chaque engrenage est tel qu’il existe toujours
un point pour lequel le profil est non corrigé dans la zone de contact. Par conséquent,
l’erreur statique de transmission hors charge (ou erreur cinématique) de l’engrenage
sans défaut de géométrie est nulle.
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Figure 2.5. :Erreurs statiques de transmission de la cascade 84-73-56 avec les cor-
rections de référence pour un couple de fonctionnement moyen.
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Figure 2.6. :Erreurs statiques de transmission de la cascade 54-72-50 avec les cor-
rections de référence pour un couple de fonctionnement moyen.
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Figure 2.7. :Valeurs crête-à-crête des erreurs statiques de transmission de la cas-
cade 84-73-56 en fonction du couple appliqué (corrections de denture de référence).
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Figure 2.8. :Valeurs crête-à-crête des erreurs statiques de transmission de la cas-
cade 54-72-50 en fonction du couple appliqué (corrections de denture de référence).
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2.3.2. La méthode des essaims particulaires

Comme il est particulièrement difficile d’accéder à la jacobienne de la fonction coût,
les algorithmes métaheuristiques constituent une bonne alternative aux méthodes
dites “classiques” de recherche optimum pour une fonction de classe C0. De plus
les algorithmes méta-heuristiques permettent de “sortir” des minima locaux lors de
l’exploration de la fonction. La Figure 2.9 illustre la complexité de la fonction coût en
présentant la répartition tridimensionnelle d’iso-surfaces de sa valeur pour la cascade
84-73-56. Les dépouilles (30 µm pour les trois pignons) et les bombés cumulés (24
µm pour les deux engrènements) sont fixés. Seuls les diamètres de dépouille sont
variables. La complexité de la fonction coût se traduit par l’existence d’un grand
nombre de minima locaux et la garantie de localiser le minimum global n’est pas
assurée.

Figure 2.9. : Isosurfaces de la fonction coût de la cascade de 84-73-56 en fonction
des diamètres de dépouille variables avec (Xi = 30µm et Cbk=24 µm).

Parmi les différentes méthodes testées, l’algorithme TRUST [70, 71], le recuit simulé
et la méthode des essaims particulaires [66, 65], cette dernière est celle qui fournit les
meilleures solutions (valeurs minimales de la fonction coût) avec le temps de calcul
le plus court. Cette méthode a fait l’objet de nombreuses études [67, 72, 73, 74, 75],
notamment dans le cas d’optimisation multi-objectifs [76].
Le principe repose sur un comportement collectif d’une population d’individus com-
muniquant les uns avec les autres sur leur position dans l’espace de définition de la
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fonction coût à minimiser. L’analogie peut être faite avec le comportement des in-
sectes sociaux tels que les abeilles. On parle aussi de stigmergie. Ainsi, ces particules
explorent la fonction sur son espace de définition avec une position et une vitesse
propres. De cette position initiale sur l’hyper-espace à huit dimensions formé par les
valeurs des paramètres de l’optimisation, les particules vont modifier leur vitesse en
fonction de la position de leurs congénères à la recherche de la meilleure solution,
correspondant à un minimum de la fonction coût f, vers laquelle elles finissent par
converger. Les paramètres de l’algorithme sont les poids attribués à la position d’une
particule pi(t) à un temps t, à sa meilleure position pind et à la meilleure position
globale pglob de la population de particules. A chaque itération, la vitesse de chaque
particule est réévaluée et une nouvelle position est obtenue ainsi que le décrivent la
Figure 2.10 et les équations (2.11) :

{
vi(t) = ϕ0v(t− 1) + ϕ1A1[pind − pi(t− 1)] + ϕ2A2[pglob − pi(t− 1)]

pi(t) = pi(t− 1) + vi(t)
(2.11)

Les termes A1 et A2 correspondent à des nombres aléatoires compris entre 0 et
1. Les choix des paramètres {ϕ0, ϕ1, ϕ2} est important pour les performances de
l’algorithme [77]. Les paramètres finalement utilisés sont ceux suggérés par Clerc et
Trelea [78, 79, 80] :


ϕ0 = 0.729
ϕ1 = 1.494
ϕ2 = 1.494

Comme dans toute optimisation, il s’agit de trouver un compromis entre le temps
de calcul et la qualité du résultat obtenu. La taille de la population est fixée à 25
individus, à la suite d’essais préliminaires. Cela signifie qu’à chaque itération, la fonc-
tion coût est évaluée 25 fois. La convergence est présumée lorsque 30 itérations se
produisent sans amener de solution meilleure. Le nombre d’itérations avant conver-
gence est variable. Si N calculs d’optimisation sont lancés, N jeux de corrections sont
trouvés puis testés en termes de robustesse aux tolérances et défauts de montage
et de fabrication. Comme il n’est pas possible d’affirmer que la meilleure solution
est obtenue, il faut donc se satisfaire d’un critère d’exigence en termes de valeur
crête-à-crête de l’erreur statique de transmission et de robustesse de la solution.
Les bornes de recherches de solutions sont celles définies dans le Tableau 2.4.
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Facteur Bornes
Xi [0 - 60] µm
φi [φbi

- φai
]

Cβk [0 - 40] µm
Tableau 2.4. :Domaines de l’optimisation pour chacun des facteurs et intervalles
de tolérances.

Figure 2.10. : Schéma d’une itération pour une particule pi.

2.3.3. Résultats

Pour chaque cascade, l’algorithme d’optimisation est lancé 20 fois. Ces résultats
sont tout d’abord tracées dans un plan (fZ1/Z2,fZ3/Z2) pour déterminer les solutions
dominantes au sens de Pareto. Parmi les solutions obtenues, trois par cascade, notées
S1, S2 et S3, sont étudiées en détail.

2.3.3.1. Cascade 84-73-56

La Figure 2.11 présente les 20 solutions optimisées et la solution de référence dans
le plan (f84/73,f56/73). L’optimisation est efficace car toutes les solutions trouvées
diminuent sensiblement la fonction coût.

Le front de Pareto de la Figure 2.11 est constitué de deux solutions dominantes très
proches l’une de l’autre. Ce sont a priori les meilleures solutions au problème d’op-
timisation. Les résultats sont présentés plus en détail pour une solution dominante,
deux solutions dominées et la solution de référence. Ce panel de solutions sélectionné
est décrit en comparaison avec la solution de référence dans le Tableau 2.5.
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Tableau 2.5. : Solution de référence et solutions optimisée de la cascade 84-73-56.

Plusieurs remarques peuvent être faites sur ce panel de solutions :
• Les dépouilles sont variées. La solution S1 présente des dépouilles de même

ordre de grandeur que la solution de référence. Les solutions S2 et S3 ont
par contre des dépouilles respectivement plus faible et plus importante que la
solution de référence.

• Les trois solutions optimisées ont des corrections plus longues (diamètres de
dépouille plus proches du diamètre de base) que la solution de référence. Il
s’agit du facteur le plus différent de la solution de référence.

• Les bombés cumulés sont tous au minimum de la plage de recherche. Cela
indique que le bombé est préjudiciable à la minimisation de l’erreur statique
de transmission, mais une valeur minimale est nécessaire pour assurer le bon
fonctionnement de l’engrènement (charge transmise centrée sur la largeur de
denture)

• La valeur de la fonction coût de la solution de référence est divisée de 5 à 7
fois pour les solutions optimisées.

Pour les quatre solutions, il est intéressant de tracer les évolutions des erreurs sta-
tiques crête-à-crête en fonction du couple (Figures 2.12 et 2.13). Les comportements
des deux engrènements sont très similaires pour les solutions optimisées. Toutes
présentent une erreur statique de transmission crête-à-crête bien inférieure à la so-
lution de référence sur la plage de couples considérée (représentée par un trait épais
sur l’axe des abscisses). Les solutions S1 et S2 présentent un optimum peu marqué
centré sur la plage de couples considérée, et fluctuent peu avec le couple sur cette
plage. En revanche la solution S3 a un optimum plus marqué sur le centre de la
plage. Par ailleurs, à faible couple de fonctionnement (mais en dehors de la plage de
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Figure 2.11. : Solutions optimisées de la cascade 84-73-56 dans le plan
(f84/73,f56/73).

couple considérée pour l’optimisation), les trois solutions optimisées présentent des
amplitudes supérieures à la solution de référence.
Ainsi, la solution dominante S2 est bien celle qui optimise le mieux la fonction coût
sur la plage de couples considérée, correctement représentée par les trois points de
Gauss choisis.
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Figure 2.12. :Erreur statique de transmission crête-à-crête pour la solution de
référence (corrections de référence) et les solutions optimisées sélectionnées pour
l’engrènement 84/73.
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Figure 2.13. :Erreur statique de transmission crête-à-crête pour la solution de
référence (corrections de référence) et les solutions optimisées sélectionnées pour
l’engrènement 56/73.
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2.3.3.2. Cascade 50-72-54

La Figure 2.14 présente les 20 solutions optimisées et la solution de référence dans
le plan (f54/72,f50/72). Comme la solution de référence a une fonction coût relati-
vement faible, la minimisation de celle-ci est plus difficile. Cependant, sur les 20
solutions présentées, 10 dominent la solution de référence et aucune n’est dominée.
L’amélioration globale est plus faible que pour la cascade précédente mais néanmoins
satisfaisante.
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Figure 2.14. : Solutions optimisées de la cascade 84-73-56 dans le plan
(f84/73,f56/73).

Le front de Pareto est constitué d’un unique point qui correspond à la solution opti-
male. De la même manière que pour la cascade précédente, cette solution dominante
(S3), deux autres dominées (S1 et S2) et la solution de référence sont sélectionnées
pour une étude plus en détails. Ce panel de trois solutions est décrit en comparaison
avec la solution de référence dans le Tableau 2.6.

Plusieurs remarques peuvent être faites sur ce panel de solutions :

• Les dépouilles sont variées. La solution S1 a deux dépouilles faibles et une
dépouille élevée. La solution S2 a trois dépouilles égales. Enfin la solution S3
a des dépouilles élevées sur les 3 pignons.
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Tableau 2.6. : Solution de référence et solutions optimisée de la cascade 54-72-50.

• Les diamètres de début de dépouille de la solution S3 sont très proches de ceux
de la solution de référence.

• Les bombés cumulés sont presque tous au minimum de la plage de recherche,
mis à part pour la solution S2.

• La valeur de la fonction coût est réduite d’un rapport supérieur à 2 pour les
solutions S1 et S3.

Les évolutions des erreurs statiques crête-à-crête en fonction du couple sont présen-
tées Figures 2.15 et 2.16.
Pour l’engrènement 54/72, aucune solution optimisée n’apporte une réelle amélio-
ration par rapport à la solution de référence pour la première plage de couples (qui
correspond à C50 = 0N.m). En revanche, les trois solutions sont meilleures que la
solution de référence sur les deux autres plages de couples (pour C50 = 200N.m
et C50 = 400N.m). Les solutions S1 et S2 ont un comportement similaire, avec la
présence de deux minima locaux. La solution S3 est relativement constante pour un
couple compris entre 50 et 600 N.m.
Pour l’engrènement 50/72, les solutions S1 et S3 sont meilleures que la solution de
référence pour les trois couples de fonctionnement possibles.
Ainsi, le panel de solutions proposé permet de minimiser l’erreur statique de trans-
mission crête-à-crête par rapport à la solution de référence. La solution S3 est la
solution qui minimise le plus la fonction coût.
On s’intéresse maintenant à la robustesse de ces solutions à des dispersions induites
par les tolérances de fabrication avant de se prononcer sur un choix définitif.
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Figure 2.15. :Erreur statique de transmission crête-à-crête pour la solution de
référence (corrections de référence) et les solutions optimisées sélectionnées pour
l’engrènement 54/72.
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Figure 2.16. :Erreur statique de transmission crête-à-crête pour la solution de
référence (corrections de référence) et les solutions optimisées sélectionnées pour
l’engrènement 50/72.
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2.4. Etude de la robustesse des solutions

Dans cette partie, les panels de solutions des deux cascades sont étudiés en termes
de robustesse vis à vis de la dispersion liée aux tolérances et défauts. Un critère
de détérioration est défini et une étude statistique est réalisée par la méthode de
Monte-Carlo.

2.4.1. Définition du problème de robustesse

Les tolérances sur les facteurs Xi, φi et Cβk et les défauts de profil fgα,i et d’hélice
fHβ,k sont considérées. Pour la solution de référence et les solutions optimisées, les
valeurs de défauts sont supposées nulles. Les intervalles de tolérances sont notés
“IT” et définis pour un facteur Y donné par :

Y ⊂ [Y * ± IT ] (2.12)

Y ∗ est la valeur du facteur sans la dispersion, et Y est la valeur avec la dispersion
inclue dans le domaine défini par l’intervalle de tolérances IT. Pour une cascade
donnée, l’hyper-espace Dtol centré sur une solution donnée est de dimension 13.
Une solution s s’écrit donc dans le domaine Dtol de la manière suivante :

s =



XZ1
φZ1
fgα,Z1
Cβ,Z1/Z2
fHβ,Z1/Z2
XZ2
φZ2
fgα,Z2
Cβ,Z2/Z3
fHβ,Z2/Z3
XZ3
φZ3
fgα,Z3



(2.13)

Le Tableau 2.7 liste les intervalles de tolérances de chaque facteur pour les pignons
considérés de classe de qualité 7. Pour chacun des facteurs, les lois de distribution
sont supposées uniformes (donnée Renault Trucks), ce qui est le cas le plus préjudi-
ciable pour la robustesse. Enfin, on suppose que les facteurs sont indépendants.
Le domaine de tolérances est très large, notamment pour les dépouilles où l’étendue
de l’intervalle est du même ordre de grandeur que la correction. Ce domaine très
vaste mène à une grande dispersion des résultats.
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Facteur IT
Xi 15 µm
φi 0,46 mm
Cβk 8 µm
fgα,i 12 µm
fHβ,k 32 µm

Tableau 2.7. : Intervalles de tolérances.

2.4.2. Critère de détérioration de la solution

Le critère de détérioration d’une solution correspond à la valeur maximale de la
fonction coût dans l’hyper-espace Dtol. Elle correspond à la solution la plus mauvaise
que l’on puisse produire en respectant les intervalles de tolérances autour de la
solution optimisée. Cette valeur détériorée s’écrit fd et s’obtient en utilisant un
algorithme heuristique de type Nelder-Mead [81]. Cependant, la probabilité de voir
cet évènement se produire reste a priori très faible.

2.4.2.1. Valeurs détériorées pour la cascade 84-73-56

Les solutions (référence et optimisées) détériorées de la cascade 84-73-56 sont pré-
sentées Figures 2.17. Les valeurs de chacun des facteurs Y détériorés sont données
en fonction de l’intervalle de tolérances correspondant. On constate que beaucoup
de paramètres correspondant aux solutions détériorées se retrouvent à la valeur li-
mite définie par les bornes de l’intervalle de tolérances (notamment les dépouilles
X et les défauts de profil fga). Néanmoins, les résultats correspondants aux bombés
cumulés et aux diamètres de dépouille montrent qu’il n’est pas possible d’explorer
uniquement les valeurs extrêmes des intervalles de tolérances. Les solutions S2 et S3
(coûts des solutions détériorées respectivement égales à 10.5 µm et 13.1 µm) sont
potentiellement moins dégradables que la solution de référence (coût de la solution
détériorée 14.5 µm), au contraire de la solution S1 (coût de la solution détériorée
29.35 µm).
Les Figures 2.18 et 2.19 présentent l’évolution des erreurs statiques de transmission
crête-à-crête des solutions détériorées en fonction du couple de fonctionnement pour
les deux engrènements. Aucune des solutions n’est optimisée pour la plage de couples
considérée. La solution S1 majore les autres sur toute la plage. Au contraire la
solution S2 les minore, c’est donc la solution la plus favorable par rapport au critère
de détérioration. Les deux figures permettent donc de connaître la limite supérieure
pour chaque couple de fonctionnement pour les valeurs de tolérances listées dans le
Tableau 2.7.
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Figure 2.18. :Erreurs statiques de transmission crête-à-crête des solutions
détériorées pour l’engrènement 84/73 en fonction du couple de fonctionnement.
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Figure 2.19. :Erreurs statiques de transmission crête-à-crête des solutions
détériorées pour l’engrènement 56/73 en fonction du couple de fonctionnement.
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2.4.2.2. Résultats pour la cascade 54-72-50

Les solutions (référence et optimisées) détériorées de la cascade 54-72-50 sont pré-
sentées Figure 2.20. Les valeurs de chacun des facteurs Y détériorés sont données
en fonction de l’intervalle de tolérances correspondant. On constate à nouveau que
nombre de facteurs des solutions détériorées se retrouvent à la valeur limite définie
par les bornes de l’intervalle de tolérances (notamment les dépouilles X et les dé-
fauts de profils fga). Les valeurs des fonctions coût des solutions sont très proches
(environ 10 µm). La solution S3 est néanmoins celle présentant la valeur minimale.
Les Figures 2.21 et 2.22 présentent l’évolution des erreurs statiques de transmission
crête-à-crête des solutions détériorées pour les deux engrènements. Les solutions ne
sont pas optimisées pour les couples considérés. La solution de référence et la solution
S3 sont celles qui se détériorent le moins pour l’engrènement 54/72 alors que la
tendance est inverse pour l’engrènement 50/72. Il convient d’étudier la répartition
statistique de la fonction coût avec les dispersions pour conclure sur un choix de
correction.
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Figure 2.21. :Erreurs statiques de transmission crête-à-crête des solutions
détériorées pour l’engrènement 54/72 en fonction du couple de fonctionnement.
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Figure 2.22. :Erreurs statiques de transmission crête-à-crête des solutions
détériorées pour l’engrènement 50/72 en fonction du couple du fonctionnement.
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2.4.3. Distribution statistique de la fonction coût

La méthode de Monte-Carlo est utilisée pour déterminer statistiquement l’espérance
(ou valeur moyenne) de la fonction coût, son écart-type et sa valeur médiane. On
suppose l’indépendance statistique des variables et une distribution uniforme pour
chacune d’elle (donnée Renault Trucks). L’étude est menée pour les deux panels de
solutions (cascade 84-73-56 et cascade 54-72-50).
Dans un premier temps, la convergence sur la valeur moyenne et son écart-type est
étudiée. La théorie prédit une convergence en n−

1
2 , où n correspond à la taille de

l’échantillon. Les Figures 2.23 et 2.24 présentent les erreurs relatives εrel en fonction
de n, calculées comme suit :

εrel(X) = |X105 −Xn|
X105

(2.14)

où Xn correspond à la grandeur estimée (moyenne ou écart-type) sur un échantillon
de taille n.
On constate que la loi théorique est suivie et qu’une population de 100000 individus
assure une erreur relative inférieure à 1%. Dans la suite de l’étude, l’ensemble des
résultats statistiques est obtenu pour n = 10000.
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Figure 2.23. :Erreur relative sur la moyenne de la fonction coût d’une solution et
fonction 1⁄

√
n en fonction de la taille n de l’échantillon.
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Figure 2.24. :Erreur relative sur l’écart-type de la fonction coût d’une solution et
fonction 1⁄

√
n en fonction de la taille n de l’échantillon.
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2.4.3.1. Résultats pour la cascade 84-73-56

La Figure 2.25 présente les densités de probabilité des fonctions coût p(f) de la
cascade 84-73-56 pour la solution de référence et le panel de solutions S1, S2 et S3.
La valeur moyenne de la fonction coût optimisée est indiquée en trait pointillé sur
la figure. Les lois de distribution de chacune des solutions sont très distinctes. Elles
sont toutes fortement dissymétriques et donc très différentes d’une loi gaussienne.
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Figure 2.25. :Densité de probabilité de la fonction coût des solutions de la cascade
84-73-56.

La solution S1 est statistiquement la plus robuste, même si son critère de détériora-
tion présenté en 2.4.2.1. est le plus défavorable. Ce cas le plus pessimiste, est donc
statistiquement improbable. Les solutions S2 et S3 se détériorent statistiquement
plus que la solution S1. Le Tableau 2.8 liste les valeurs moyennes, les médianes et
les écart-types. Les bornes [B1 − B2] de la plage contenant plus de 99% des échan-
tillons sont également déterminées telles que

B2ˆ

B1

p(f)df > 0.99 (2.15)
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De plus, la probabilité d’être supérieur à la valeur moyenne de la solution de référence
p>ref est relevée. Cette dernière valeur traduit indirectement le recouvrement des
densités de probabilités des différentes solutions.

Référence S1 S2 S3
Valeur moyenne [µm] 7 2.2 2.6 3.4
Valeur médiane [µm] 7.5 1.8 1.9 2.9

Ecart-type [µm] 1.5 1.1 1.1 2
Bornes (B1 ; B2) [µm] (3.6 ; 8.6) (1.0 ; 4.1) (0.5 ; 7.0) (0.7 ; 8.4)

p>ref 0.66 0 0.05 0.11
Tableau 2.8. :Caractérisation statistique des solutions de la cascade 84-73-56.

La solution S1 est meilleure que les autres selon les quatre critères du Tableau
2.8. En effet, la valeur moyenne et l’écart-type de la fonction coût sont les plus
faibles. Enfin, sur cet échantillon de 10000 configurations, la valeur maximale est
statistiquement toujours inférieure à la valeur moyenne de la solution de référence.
Hors dispersion induite par les tolérances de fabrication, la solution dominante S2
est la plus avantageuse. Mais au vu des résultats de l’étude de robustesse, il est
statistiquement plus judicieux de choisir la solution dominée S1.

2.4.3.2. Résultats pour la cascade 54-72-50

La Figure 2.26 présente les densités de probabilité des fonctions coût p(f) de la
cascade 54-72-50 pour la solution de référence et le panel de solutions S1, S2 et
S3. La valeur moyenne de la fonction coût optimisée est indiquée en trait pointillé
sur la figure. Les lois de distribution des solutions sont dissymétriques. La solution
dominante S3 est la moins sensible aux dispersions. On rappelle que la solution S2
sélectionnée ne domine pas la solution de référence (cf. Figure 2.14).

Le Tableau 2.9 liste les valeurs moyennes, les médianes, les écart-types, les bornes
[B1−B2] de la plage contenant plus de 99% des échantillons et la probabilité d’être
supérieur à la valeur moyenne de la solution de référence p>ref .

Référence S1 S2 S3
Valeur moyenne [µm] 2.5 1.9 2.2 1.4
Valeur médiane [µm] 2.2 1.7 2.0 1.3

Ecart-type [µm] 0.8 1.0 0.9 0.6
Bornes (B1 ; B2) [µm] (1.5 ; 3.9) (0.9 ; 3.9) (1.3 ; 4) (0.7 ; 2.5)

p>ref 0.43 0.25 0.32 0.06
Tableau 2.9. :Caractérisation statistique des solutions de la cascade 54-72-50.
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Figure 2.26. :Densité de probabilité de la fonction coût des solutions de la cascade
54-72-50.

La solution S3 est statistiquement meilleure que les autres selon les critères du
Tableau 2.9. En effet, la valeur moyenne et l’écart-type de la fonction coût sont les
plus faibles. Enfin, sur cet échantillon de 10000 configurations, la valeur maximale
est statistiquement inférieure à la valeur moyenne de la solution de référence dans
94% des cas. Cette solution de référence déjà bonne a donc pu être optimisée de
manière satisfaisante.

2.5. Conclusions

Pour traiter le multi-engrènement et l’optimisation sur une plage de couples, la
méthode des essaims particulaires s’avère être un outil adapté à la recherche de
solutions pour minimiser l’erreur statique de transmission en optimisant les correc-
tions de denture. L’analyse de la robustesse des solutions étudiées aux tolérances
de fabrication montre qu’un premier critère de robustesse permet de borner le cas
extrême de détérioration d’une solution dans l’intervalle de tolérances. Cependant,
ce critère n’est pas le plus pertinent pour caractériser la dispersion potentielle d’une
solution. A l’aide de simulations de Monte-Carlo, il est possible d’accéder aux proba-
bilités de distribution de la fonction coût et aux grandeurs statistiques caractérisant
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chacune des solutions. Les solutions proposées au constructeur permettent un gain
moyen de 5 dB par rapport à la solution de référence avec la solution S2 (Tableau
2.5) pour la cascade 84-73-56 et de 2.5 dB avec la solution S2 (Tableau 2.6) pour la
cascade 54-72-50. Les fluctuations des erreurs statiques de transmission correspon-
dantes servent d’entrées au calcul dynamique en sirènement de la cascade de pignons
dans le chapitre suivant.
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3. Analyse du bruit de sirènement
d’une cascade de distribution

3.1. Introduction

La dynamique des systèmes à engrenages est complexe et les aspects linéaires et
non-linéaires peuvent être dissociés pour en simplifier la compréhension. Ce chapitre
traite du sirènement, qui est le bruit rayonné par le carter (ou la plaque support
dans notre cas) engendré par les fluctuations de l’erreur statique de transmission
sous charge et de la raideur d’engrènement.
La distribution étant composée de deux cascades de trois pignons, il est nécessaire
de prendre en compte le caractère multi-engrènement de l’excitation. L’analyse de
la réponse vibratoire de la cascade de distribution s’appuie sur une extension de la
méthode spectrale itérative [17] aux problèmes de type excitations paramétriques
linéaires multi-ordres.
Le chapitre présente d’abord les équations physiques et la méthode de calcul dévelop-
pée. La validité des résultats obtenus est vérifiée par comparaison avec les résultats
issus de méthodes d’intégration temporelle. La mise en œuvre de la méthode pro-
posée permet ensuite d’analyser les couplages entre les différents engrènements, de
qualifier la réponse dynamique de la cascade de distribution et de tester les jeux de
corrections de denture optimaux obtenus dans le chapitre précédent.

3.2. La méthode spectrale itérative

3.2.1. Description de la méthode

La méthode spectrale itérative permet la résolution en régime stationnaire de sys-
tèmes d’équations à coefficients périodiques (masses, amortissements et/ou raideurs
périodiques) par une description spectrale du problème. Cette approche procure un
gain de temps considérable par rapport à des méthodes d’intégration temporelle,
notamment lorsqu’on doit prendre en compte simultanément des excitations basses
fréquences, comme celle générée par un défaut d’excentricité sur les roues dentées,
et hautes fréquences, comme les fluctuations de l’erreur statique de transmission
et de la raideur d’engrènement dont les composantes fréquentielles sont liées à la
fréquence d’engrènement et à ses harmoniques.
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3.2.1.1. Linéarisation de l’effort de denture

Pour expliquer la démarche, on considère le cas simplifié d’une transmission simple
étage, où seule l’élasticité des dentures est prise en compte. L’équation différentielle
du mouvement régissant le vecteur des coordonnées généralisées x peut s’écrire :

Mẍ+ Cẋ+ fNL(x, t) = FS (3.1)

Dans cette équation, M désigne la matrice de masse et C la matrice d’amortisse-
ment. Le terme non-linéaire fNL(x, t) représente l’effort de denture qui dépend des
fluctuations de l’erreur statique de transmission et de la raideur d’engrènement. FS
constitue l’effort statique transmis par l’engrenage.
La Figure 3.1 illustre la variation de l’effort non-linéaire de denture fNL(x, t).

)(tk

x
)(txs

sF

),( txFL

),( txfNL

Figure 3.1. : Linéarisation de fNL.

FL(x, t) représente l’effort linéarisé autour de la position d’équilibre xs et k repré-
sente la raideur d’engrènement définie comme étant :

k(t) =
(
∂fNL
∂x

)
(xs, t) (3.2)

L’effort linéarisé FL(x, t) peut s’écrire en utilisant le développement limité au premier
ordre de fNL(x, t) autour de la position d’équilibre xs :

FL(x, t) ≈ fNL(xs) + ∂fNL
∂x

(xs, t) · (xL(t)− xs(t)) = Fs + k(t) · (x− xs(t)) (3.3)
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Les grandeurs de l’équation (3.3) sont toutes dépendantes du temps. fNL(x, t) est
périodique (en raison de la nature des sources excitatrices), et donc FL(x, t) l’est
aussi.
En introduisant l’effort linéarisé dans l’équation (3.1), l’équation différentielle à co-
efficients paramétriques qui décrit le mouvement s’écrit alors :

Mẍ+ Cẋ+ k(t) · x(t) = k(t) · xS(t) (3.4)

Cette équation peut être résolue en utilisation la Méthode Spectrale Itérative.

3.2.2. Généralisation de la méthode pour m engrènements

3.2.2.1. Equation matricielle du mouvement dans la base physique

Pour m engrènements et une transmission discrétisée par éléments finis en N de-
grés de liberté, l’équation matricielle du mouvement gouvernant le vecteur x des
coordonnées généralisées s’écrit formellement :

MEFẍ + Cẋ + KEFx +
m∑
j=1

RjRT
j fNL j(x) = Fs (3.5)

Dans cette équation, les matrices de masse MEF et de raideur KEF sont issues du
modèle éléments finis, hors liaison élastique entre dentures, et la matrice d’amortis-
sement C est prise en compte a posteriori avec l’hypothèse de Basile. Le couplage
entre dentures pour le j ème engrènement est introduit via la raideur périodique
d’engrènement kj(t) et un vecteur de structure géométrique Rj. FS correspond au
vecteur des efforts statiques appliqués (couples moteur et récepteur). Enfin, le vec-
teur non-linéaire fNLj peut être linéarisé comme expliqué en 3.2.1.1. L’équation du
mouvement s’écrit alors sous la forme suivante :

MEFẍ + Cẋ + KEFx +
m∑
j=1

kj(t)RjRT
j x =

m∑
j=1

kj(t)RjRT
j xs(t) (3.6)

où le vecteur xs(t) correspond à la réponse statique aux efforts extérieurs FS. Au
final, l’équation matricielle retenue s’écrit :

MEFẍ + Cẋ + KAVx +
m∑
j=1

gj(t)RjRT
j x =

m∑
j=1

kj(t)Rj∆(s)
j (t) (3.7)

71



Chapitre 3 Analyse du bruit de sirènement d’une cascade de distribution

La fonction scalaire D(s)
j (t) représente l’erreur statique de transmission sous charge

du j ème engrènement. La fonction gj(t) correspond à la fluctuation centrée de la
raideur du j ème engrènement. De la même manière, on note que la fonction scalaire
Dj(t) = RT

j x représente l’erreur dynamique de transmission du j ème engrènement.
Enfin, la matrice KAV correspond à la matrice de raideur totale moyennée en temps.

gj(t) = kj(t)− kj(t) (3.8)

KAV = KEF +
m∑
j=1

kj(t)RjRT
j (3.9)

avec (•)(t) la valeur moyenne de (•)(t).

3.2.2.2. Calcul de la base modale

On étend la solution sur la base modale déterminée à partir des caractéristiques
moyennes du système. Cependant, cette base modale ne permet pas de découpler
les excitations paramétriques. Le calcul modal est donc réalisé à l’aide d’un code
éléments finis à partir des matrices de masse MEF et de raideur moyenne KAV. Il
convient donc d’introduire dans le modèle discret les matrices moyennes de couplage
élastique entre dentures kj(t)RjRT

j .
Pour un engrenage, le vecteur de couplage Rj s’écrit dans le repère local {xL, yL, zL} :

Rj = {0, 1, tan(β), Rb1tan(α)tan(β),−Rb1tan(β), Rb1,
0,−1,−tan(β), Rb2tan(α)tan(β),−Rb2tan(β), Rb2}

Ce vecteur de couplage permet de relier les 6 degrés de liberté du pignon menant aux
6 degrés de liberté de la roue menée (si tous les degrés de liberté sont considérés).
L’axe yL est porté par la ligne d’action et l’axe zL par l’axe de rotation du pignon
menant (Figure 3.2).
Rb1 et Rb2 sont respectivement les rayons de base des pignons menant et mené. Les
angles a et b sont respectivement l’angle de pression apparent de fonctionnement et
l’angle d’hélice de base de l’engrenage.
Le calcul modal conduit aux pulsations propres ωk et aux vecteurs propres Vk
associés choisis normés sur la matrice de masse :

B = [V1,V2, ... ,VN] (3.10)

tel que
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B−1MEFB=I (3.11)
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Figure 3.2. :Définition du repère local de l’engrènement.

3.2.2.3. Equations modales

Les équations modales du mouvement s’écrivent à partir de l’équation (3.7) :

B−1MEFẍ+B−1Cẋ+B−1KAVx+
m∑
j=1

gj(t)B−1RjRT
j x =

m∑
j=1

kj(t)B−1Rj∆(s)
j (t)

(3.12)

L’hypothèse de Basile sur un amortissement proportionnel tel que C = αMEF + βKAV
est faite. Soit en posant x = Bq , où q est le vecteur des coordonnées modales :

diag[1]q̈ + diag[2ζkωk]q̇ + diag[ω2
k]q +

m∑
j=1

gj(t)rjrT
j q =

m∑
j=1

kj(t)rj∆(s)
j (t) (3.13)

Dans cette équation, zk représente le taux d’amortissement visqueux équivalent du
mode, et rj = B−1Rj le vecteur structure géométrique projeté dans la base modale.
Les équations couplées du système (3.13) s’écrivent sous la forme indicielle suivante :

q̈k + 2ζkωkq̇k + ω2
kqk +

m∑
j=1

gj(t)rjk
N∑
l=1

rjlql =
m∑
j=1

kj(t)rjk∆(s)
j (t) (3.14)
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3.2.2.4. Equations dans le domaine spectral

La résolution des équations couplées (3.14) s’effectue dans le domaine spectral, en
ne retenant que les solutions stationnaires (réponse forcée) du système. En effet, la
réponse libre est soit une exponentielle décroissante (stabilité asymptotique) soit une
exponentielle croissante en cas d’instabilités paramétriques. On suppose que l’amor-
tissement est suffisant pour se situer hors de ces régions d’instabilités paramétriques.
La transformée de Fourier de (3.14) conduit à :

H−1
k (ω)Qk(ω) +

m∑
j=1

Gj(ω)rjk ⊗
N∑
l=1

rjlQl =
m∑
j=1

Kj(ω)⊗ rjkE(s)
j (ω) (3.15)

soit aussi

Qk(ω) +Hk(ω)
m∑
j=1

Gj(ω)rjk⊗
N∑
l=1

rjlQl(ω) = Hk(ω)
m∑
j=1

Kj(ω)⊗ rjkE(s)
j (ω) (3.16)

où Qk(w), Gj(w), Kj(w) et E(s)
j (w) sont respectivement les transformées de Fourier

de qk(t), gj(t), kj(t) et D(s)
j (t). L’opérateur ⊗ représente le produit de convolution.

Hk(w) représente la fonction complexe de réponse en fréquence du mode k, soit :

Hk(w) = 1
(w2

k − w2 + 2izkwkw) (3.17)

Soit Ej(w) la transformée de Fourier de l’erreur dynamique de transmission pour le
mode j :

Ej(ω) =
N∑
l=1

rjlQl(ω) (3.18)

il vient de (3.16) et (3.18) :

∑N
k=1 rikQk(ω) +∑N

k=1 rikHk(ω)∑m
j=1Gj(ω)rjk ⊗

∑N
l=1 rjlQl(ω) =∑N

k=1 rikHk(ω)∑m
j=1Kj(ω)⊗ rjkE(s)

j (ω) (3.19)

Ei(ω) +
m∑
j=1

[
N∑
k=1

rikrjkHk(ω)
]
Gj(ω)⊗ Ej(ω) = Si(ω) (3.20)
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avec

Si(ω) =
m∑
j=1

[
N∑
k=1

rikrjkHk(ω)
]
Kj(ω)⊗ E(s)

j (ω) (3.21)

En introduisant la fonction scalaire Tij(w) définie par :

Tij(ω) =
N∑
k=1

rikrjkHk(ω) (3.22)

Le système des m équations spectrales s’écrit finalement :

Ei(ω) +
m∑
j=1

Tij(ω) · [Gj ⊗ Ej] (ω) = Si(ω) (3.23)

Si(ω) =
m∑
j=1

Tij(ω) ·
[
Kj ⊗ E(s)

j

]
(ω) (3.24)

3.2.2.5. Procédure itérative de la méthode

Le principe de la méthode consiste à itérer selon le schéma suivant à l’étape n+ 1 :

E
(n+1)
i (ω) = Si(ω)−

m∑
j=1

Tij(ω) ·
[
Gj ⊗ E(n)

j

]
(ω) (3.25)

avec

E
(1)
i (ω) = Si(ω) (3.26)

Le critère d’arrêt est basé sur l’écart relatif entre deux itérations qui est comparé à
un réel très petit ε� 1, typiquement ε = 10−6 :

∥∥∥E(n+1)
i (ω)− E(n)

i (ω)
∥∥∥∥∥∥E(n+1)

i (ω)
∥∥∥ < ε (3.27)

Un autre critère d’arrêt est également imposé. Lorsqu’un nombre maximum retenu
d’itérationsNMAX a été réalisé, la non-convergence du calcul itératif est décrétée. Par
expérience, cette dernière situation résulte d’une instabilité paramétrique associée à
la réponse libre du système, et n’est pas imputable au schéma itératif. Il convient
alors d’augmenter l’amortissement visqueux équivalent des modes incriminés.
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Chapitre 3 Analyse du bruit de sirènement d’une cascade de distribution

3.2.2.6. Erreur dynamique de transmission, effort dynamique de denture,
réponses dynamiques des différents degrés de liberté

Les équations (3.23) et (3.24) et le schéma itératif (3.25) fournissent de manière
directe l’erreur dynamique de transmission sur chacun des engrènements. Les sur-
charges dynamiques de dentures associées fDj(t) s’écrivent :

fDj(t) = kj(t)RT
j x(t)− kj(t)RT

j xs(t) (3.28)

Soit, dans le domaine fréquentiel :

FDj(t) = [Kj ⊗ Ej] (ω)−
[
Kj(t)⊗ E(s)

j

]
(ω) (3.29)

Pour restituer la réponse des différents degrés de liberté Xi(w) du système, il faut
revenir à la base physique par la matrice B−1 et utiliser l’équation (3.16), ce qui
donne :

Qk(ω) = Hk(ω).
m∑
j=1

rjk
[
Kj ⊗ E(s)

j −Gj ⊗ Ej
]

(ω) (3.30)

et

Xi(ω) =
m∑
j=1

N∑
k=1

VikrjkHk(ω).
[
Kj ⊗ E(s)

j −Gj ⊗ Ej
]

(ω) (3.31)

3.2.2.7. Fréquences excitatrices

La démarche générale est expliquée à partir d’une série de C cascades à P pignons
(voir Figure 3.3)

L’exposant (i) désigne le numéro de la cascade.
L’indice j désigne le numéro des pignons au sein d’une cascade.
L’indice M désigne le pignon et l’arbre moteurs.
L’indice Lk désigne les pignons de liaison à partir de la cascade contenant l’arbre
moteur.
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3.2 La méthode spectrale itérative

Figure 3.3. : Schéma général d’une transmission par engrenages.

Les termes f (i)
j désignent les fréquences de rotation des pignons et Z(i)

j leur nombre
de dents.
La fréquence excitatrice fondamentale f0 est définie comme étant le plus petit mul-
tiple commun des autres fréquences (engrènement, rotation). Elle s’exprime en fonc-
tion de la fréquence de rotation de l’arbre moteur et du nombre de dents des pignons
par :

f0 =
fMZM

(∏C−1
k=1 ZLk

)
∏C
i=1

(∏P
j=1 Z

(i)
j

) (3.32)

La fréquence d’engrènement fEi est définie comme étant :

fEi = f
(i)
j · Z

(i)
j (3.33)

3.2.2.8. Utilisation d’une base modale tronquée

La méthode précédemment exposée implique jusqu’alors la nécessité de connaître la
base modèle complète du système. Cependant, il est possible de ne considérer qu’une
base modale tronquée en évaluant la contribution statique des modes ignorés. Si n∗
désigne le nombre de modes retenus, alors :

T
(tronqué)
ij (ω) =

n∗∑
k=1

rikrjkHk(ω) +
N∑

k=n∗+1
rikrjkHk(0) = T ∗ij(ω) + TRés,ij (3.34)
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Soit avec Hk(0) = 1/ω2
k,

Tij(0) = Rt
i ·G0 ·Rj = Rt

j ·G0 ·Ri (3.35)

avec

G0 = Gt
0 (3.36)

G0 désigne la matrice de souplesse statique du système. Le terme Tij(0) = Rt
i (G0 ·Rj)

correspond au rapprochement statique sur la denture i, soit Rt
i Xsj induit par un sys-

tème de forces Rj appliqué sur la denture j (force unitaire transmise à la denture).
S’agissant d’une structure libre-libre,

Tij(0) = 1
ki
δij (3.37)

où δij est l’opérateur de Kronecker défini comme :

δij =
{

1 si i = j
0 si i 6= j

(3.38)

La partie résiduelle s’écrit alors :

TRés ij = 1
ki
δij − T ∗ij(0) (3.39)

Ce qui conduit à :

T
(tronqué)
ij (ω) = T ∗ij(ω)− T ∗ij(0) + 1

ki
δij (3.40)

3.2.2.9. Propriétés des modes de denture

La recherche des modes de denture revient à déterminer les modes qui contribuent
de la façon la plus énergétique à la sollicitation de la raideur d’engrènement. En
remarquant par l’équation (3.37) que
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3.2 La méthode spectrale itérative

Tii(0) =
N∑
k=1

r2
ik

ω2
k

= 1
ki

(3.41)

la contribution énergétique ρik du mode k à l’engrènement i s’écrit :

ρik = ki
r2
ik

ω2
k

(3.42)

Dans le cas où la totalité des modes est prise en compte, la relation suivante est
vérifiée :

N∑
k=1

ρik = 1 (3.43)
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Chapitre 3 Analyse du bruit de sirènement d’une cascade de distribution

3.3. Réponse dynamique de la cascade de distribution

3.3.1. Caractéristiques de la distribution étudiée

La cascade de distribution étudiée est celle du chapitre 2, (Figure 2.1). Les Figures
3.4 et 3.5. présentent respectivement les spectres d’amplitude des erreurs statiques
de transmission sous charge et des raideurs d’engrènement correspondant aux cor-
rections de référence. Ces spectres sont obtenus pour les couples de fonctionnement
moyens de l’optimisation (couple d’entrée sur l’arbre à cames égal à 221 N.m, voir
Tableau 2.2).

3.3.2. Modélisation de la cascade de distribution en rotation
pure

La cascade de distribution est modélisée en rotation. Chaque pignon, modélisé par
une inertie en leur centre, possède un unique degré de liberté, la rotation autour de
son axe. L’engrènement entre les pignons est modélisé par une matrice de raideur
[2x2] telle qu’expliquée dans le paragraphe 3.2.2.2. Les sources d’excitation retenues
sont les fluctuations des raideurs d’engrènement et des erreurs statiques de trans-
mission présentés précédemment. Plusieurs modèles sont étudiés, en partant d’une
unique cascade et en complexifiant jusqu’à la cascade complète de six pignons, afin
de bien mettre en évidence les différences observées selon les cas.

3.3.2.1. Cascades 84-73-56

En plus du mode de corps rigide, les deux modes propres sont situés à
f1 (84/73/56) = 1959Hz et f2 (84/73/56) = 3248Hz. La Figure 3.7 montre la contri-
bution énergétique sur les engrènements des modes propres de la cascade 84-73-56
(Figure 3.6). Les deux modes ne sollicitent pas de la même manière les deux en-
grènements (le premier mode sollicite plus le premier engrènement, et le deuxième
mode sollicite plus le deuxième engrènement).

L’erreur dynamique de transmission et l’effort de denture sont susceptibles de présen-
ter une amplification dynamique pour les régimes correspondant à une coïncidence
entre la fréquence du mode et celle d’un des harmoniques de la fréquence d’engrè-
nement.

Validité de la méthode spectrale itérative
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Figure 3.4. : Spectres d’amplitudes des erreurs statiques de transmission (correc-
tions standards et couple nominal).
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Chapitre 3 Analyse du bruit de sirènement d’une cascade de distribution

Figure 3.6. :Cascade 84-73-56 (n° des pignons de haut en bas).

La méthode spectrale itérative est mise en oeuvre pour calculer les réponses dy-
namiques qui sont ensuite validées par comparaison avec une méthode numérique
d’intégration temporelle. Le système d’équations différentielles du mouvement s’écrit
dans le domaine temporel comme ceci :

 ẍ1 + C11ẋ1 + C12ẋ2 + k1(t)
MI

(x1 − xs1(t)) + k2(t)
m2

(x2 − xs2(t)) = 0
ẍ2 + C21ẋ1 + C22ẋ2 + k1(t)

m2
(x1 − xs1(t)) + k2(t)

MII
(x2 − xs2(t)) = 0

(3.44)

Les variables x1 et x2 sont respectivement les erreurs dynamiques de transmission
des couples de pignons 84-73 et 75-56. Les termes de raideur et d’erreur statique de
transmission s’écrivent :

ki(t) = ki(t)
(

1 +∑Nhk
n=1 akncos(2nπωt) + bknsin(2nπωt)

)
xsi(t) = xsi(t)

(
1 +∑Nhe

n=1 aencos(2nπωt) + bensin(2nπωt)
) (3.45)

Les termes akn , bkn et aen , ben sont respectivement les coefficients de Fourier des
raideurs d’engrènement et des erreurs statiques de transmission.
Nh désigne le nombre d’harmoniques considérés pour représenter les deux grandeurs.
Un amortissement visqueux équivalent à 5% est introduit sur chaque mode propre.
La Figure 3.8 présente les évolutions des valeurs efficaces des erreurs dynamiques de
transmission. La valeur obtenue pour un régime nul correspond à la valeur efficace
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3.3 Réponse dynamique de la cascade de distribution

de l’erreur statique de transmission. Les courbes obtenues par la méthode spectrale
itérative et par la méthode d’intégration temporelle se superposent parfaitement. La
méthode spectrale itérative offre un gain de temps de l’ordre de 150 pour une erreur
relative inférieure à 0.1%.

Influence du couplage

Afin de mettre en évidence l’effet du couplage entre les excitations paramétrique,
on calcule l’erreur statique avec les équations couplées d’une part, puis en sommant
les réponses obtenues en considérant les deux excitations séparément. La Figure 3.9
permet de comparer la réponse obtenue en considérant les deux excitations couplées
avec la somme des réponses obtenues en considérant les excitations les unes après
les autres. La valeur efficace de la réponse présente une différence relative qui peut
atteindre 37%. Ce résultat met en évidence la nécessité de prendre en compte les
couplages entre engrènements.

Effort dynamique de denture

La Figure 3.10 montre l’évolution de l’effort dynamique de denture en fonction du
régime de fonctionnement. Les différents pics d’amplification correspondent à l’exci-
tation des modes de denture par la fréquence d’engrènement (résonances principales)
et de ses harmoniques (résonances paramétriques secondaires). Le niveau des efforts
est très élevé. En effet, pour le modèle simplifié retenu, le modèle ne possède que 3
degrés de liberté et chacun des 2 modes est très énergétique. Un modèle plus réaliste
(comme présenté plus tard) prenant notamment en compte l’élasticité des arbres,
des roulements et de la plaque support de la cascade de distribution conduit à une
répartition de l’énergie de déformation de l’engrènement sur un nombre plus grand
de modes et à des niveaux d’effort dynamique plus faibles.

Influence de la phase entre les excitations

Bien souvent, le positionnement relatif des pignons au sein de la distribution répond
en premier lieu à une contrainte d’espace. Il est donc possible de modifier ce para-
mètre dans un cas industriel, mais cela doit être fait bien en amont dans la phase de
préconception du groupe moto-propulseur. Pour étudier l’influence de la phase entre
l’excitation liée à l’engrènement des pignons 84 et 73 et celle liée entre les pignons
56 et 73, un déphasage d’un 1/4, d’un 1/2 et de 3/4 de la période d’engrènement est
introduit sur la première excitation (voir Figure 3.11). Le même déphasage est éga-
lement introduit sur la fluctuation de la raideur d’engrènement qui reste toujours en
phase avec l’erreur statique de transmission correspondante. La Figure 3.12 montre
que l’influence de la phase entre les excitations peut être très importante. En effet,
l’effort de denture à la résonance principale est environ trois fois plus important
pour une valeur de phase de Ψ = 0.75 que pour une valeur de phase de Ψ = 0.25.
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Figure 3.7. :Contribution énergétique des modes propres.
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Figure 3.10. :Efforts dynamiques de denture.
—– Résonances principales.
- - - Résonances secondaires.
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La phase entre ces excitations est physiquement liée à l’angle entre les entraxes des
pignons.
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Figure 3.11. :Déphasage appliqué sur l’erreur statique de transmission de
l’engrènement 84/73.
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Figure 3.12. : Influence de la phase Ψ entre les excitations sur l’effort de denture.
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3.3.2.2. Cascades 50-72-54

Cette configuration (voir Figure 3.13) est similaire à la précédente, les pignons ont
simplement des caractéristiques différentes.
L’analyse modale du système révèle un mode de corps rigide et deux modes aux
fréquences f1 (50/72/54) = 1867Hz et f2 (50/72/54) = 3002Hz.

Figure 3.13. :Cascade 50-72-54 (n° des pignons de haut en bas).

La Figure 3.14 présente les contributions énergétiques des modes sur les engrène-
ments. Les efforts dynamiques de denture des deux engrènements sont présentés Fi-
gure 3.15. Contrairement à la cascade 84-73-56, les spectres excitateurs de la seconde
cascade ont des composantes de plus faibles amplitudes. L’influence des harmoniques
supérieures est plus marquée. Par conséquent, les excitations des modes par les har-
moniques supérieurs (résonances paramétriques secondaires) mènent à un effort de
denture de même ordre de grandeur qu’au niveau des résonances principales.

3.3.2.3. Cascades couplées

Les cascades 84-73-56 et 50-72-54 sont maintenant couplées par une liaison rigide
entre le pignon à 56 dents de la première et le pignon à 72 dents de la seconde
cascade, soit θ56 = θ72 (cf. Figure 3.16). En effet, l’arbre reliant ces pignons est très
court et son diamètre est tel que sa raideur est très grande devant les autres raideurs
du système élastique considéré.
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Figure 3.14. :Contribution énergétique des modes propres.
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Figure 3.15. :Efforts dynamiques de denture.
—– Résonances principales.
- - - Résonances secondaires.
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Figure 3.16. :Cascades 84-73-56 et 50-72-54 couplées.

L’analyse modale révèle un mode de corps rigide et 4 modes propres dont les fré-
quences sont récapitulées dans le Tableau 3.1.

Mode - Fréquence propre
0 - 0 Hz
1 - 1180 Hz
2 - 1868 Hz
3 - 2739 Hz
4 - 3099 Hz

Tableau 3.1. :Fréquences propres des cascades couplées.

L’analyse des contributions énergétiques de ces modes (cf. Figure 3.17) montre que
la déformée modale du premier mode sollicite principalement la première cascade et
celle du second mode la deuxième cascade. Par contre, l’énergie de déformation des
modes 3 et 4 est répartie sur les deux cascades. Les déformées modales de chacun
des modes propres sont représentées 3.18.
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Figure 3.17. :Contributions énergétiques des modes aux différents engrènements.
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Hzf 00 = Hzf 11801 = Hzf 18682 = Hzf 27393 = Hzf 30994 =

Figure 3.18. :Déformées modales du système de cascades couplées.

La cascade de denture complète présente 2 fréquences d’engrènement distinctes :
fE1 pour les engrènements de la cascade 84-73-56 et fE2 pour les engrènements de
la cascade 50-72-54. Par ailleurs, les ordres des différentes raies sont identifiés en
fonction de la fréquence d’engrènement sous cette forme ni · fEi

avec i le numéro de
la cascade, et ni le rang (ni = 1 fondamentale, et ni = 2, 3, ... les deuxième, troisième,
... harmoniques). Les différents ordres attendus peuvent alors s’écrire sous la forme
n1fE1±n2fE2 , avec n1 et n2 des entiers. On identifie alors les différents ordres comme
présenté dans le Tableau 3.2.

Identifiant (n1, n2) Ordres
(-1,1) −fE1 + fE2

(1,0) fE1

(0,1) fE2

(2,0) 2fE1

(1,1) fE1 + fE2

(0,2) 2fE2

(3,0) 3fE1

(0,3) 3fE2

Tableau 3.2. : Identification des ordres.

La Figure 3.19 présentent les cascades des spectres d’amplitudes, ou “waterfalls”,
des différentes erreurs dynamiques de transmission en fonction du régime de fonc-
tionnement. L’amplitude de la raie est représentée en décibels par une couleur. La
référence correspond à l’amplitude maximale de l’erreur dynamique considérée. Pour
comparer deux erreurs dynamiques, il est donc nécessaire en premier lieu de com-
parer les amplitudes maximales. Les fréquences des modes propres (excités) sont
symbolisées par les rectangles en transparence sur la Figure 3.19.
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Les ordres identifiés comme expliqué précédemment sont indiqués et des lignes fic-
tives en pointillées sont tracées pour faciliter la lecture.
L’analyse des résultats montre que le niveau de la réponse dynamique de la cascade
84-73-56 est 3 à 5 fois plus élevé que celui de l’autre cascade. Cela est cohérent avec
les spectres d’erreurs statiques de transmission et de raideurs d’engrènement de la
première cascade (Figure 3.4 et Figure 3.5) qui présentent une raie fondamentale de
grande amplitude masquant l’influence des autres harmoniques.
Le couplage entre les excitations est mis en évidence par l’émergence des ordres
(−fE1 + fE2) et (fE1 + fE2).
Le régime critique à 830 tr/min correspond à une fréquence d’engrènement de la
première cascade de 1150Hz. Pour la cascade 50-72-54, les pics d’amplification
sont plus nombreux en raison de l’influence des différents harmoniques mais leur
amplitude est modérée. Les pics d’amplification de la réponse de la cascade 84-
73-56 correspondent principalement à l’excitation du premier mode, et, de manière
secondaire, au troisième. Les pics d’amplification de la réponse de la cascade 50-72-54
correspondent à l’excitation des quatre modes.

La Figure 3.20 présente les spectres des erreurs dynamiques de transmission à la
vitesse de rotation moteur critique (830 tr/min) avec les ordres les plus influents
indexés.
Pour les quatre erreurs dynamiques de transmission, les maxima d’amplitude cor-
respondent à l’ordre de la fréquence d’engrènement de la première cascade.

La Figure 3.21 présente la valeur efficace des erreurs dynamiques de transmission en
fonction de la vitesse de rotation moteur. La lecture de ce graphe permet de conclure
que le régime critique se situe à 830 tr/minmais l’information sur les ordres critiques
est alors perdue. Les diagrammes waterfall sont donc les plus adaptés à la description
de la réponse dynamique des transmissions multi-étages en raison de la présence de
deux fréquences d’engrènement.
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Figure 3.20. : Spectres d’amplitudes des erreurs dynamiques de transmission pour
une vitesse de rotation moteur de 830 tr/min.
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de la vitesse de rotation moteur.
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3.3 Réponse dynamique de la cascade de distribution

3.3.3. Modélisation complète de la cascade

3.3.3.1. Description du modèle

L’objectif de ce paragraphe est d’introduire une modélisation complète de la cascade
en intégrant l’élasticité des lignes d’arbres, des roulements et de la plaque support,
afin d’analyser notamment la réponse vibratoire de celle-ci et les nuisances générées
par le sirènement de la cascade. Chacun des éléments de la transmission est discrétisé
par éléments finis. Le schéma de la cascade de dentures est représenté Figure 3.22 (les
diamètres et longueurs des arbres ne sont pas respectés dans cette représentation).
Les pignons sont en porte à faux. Les liaisons pivot entre la plaque support et les
arbres supportant les pignons sont assurées par des roulements.

Figure 3.22. : Schéma de la cascade de dentures : arbres, pignons, roulements et
plaque support.

Pignons

Chaque pignon est modélisé par un noeud possédant six degrés de liberté et des
éléments de masse et d’inertie concentrés. Cette modélisation de corps rigide est
justifiée car les fréquences des modes propres des pignons sont très élevés par rapport
à la plage de fréquence d’intérêt.
Lignes d’arbres

Les arbres des pignons sont modélisés par des éléments de poutre à 2 noeuds et 6
degrés de liberté par noeud. La description du couplage élastique entre les lignes
d’arbres induit par le contact entre les dents en prise est assurée par une matrice
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de raideur généralisée de dimension [12x12] telle que présentée dans le paragraphe
3.2.2.2. Le Tableau 3.3 liste la valeur des diamètres des arbres supportant les pignons.

Pignon 84 73 56 50 72 54
Diamètre l’arbre [mm] 70 104 115 60 128 67
Longueur de l’arbre [mm] 12 41

Tableau 3.3. :Diamètres et longueurs des arbres des pignons.

Roulements
Les bagues extérieures et intérieures des roulements sont supposés rigides, et bien que
la nature des contacts dans les roulements rend la raideur de ceux-ci non-linéaire, une
matrice de raideur diagonale linéarisée autour de la position d’équilibre statique in-
duite par le couple transmis est considérée pour les 5 degrés de liberté {x, y, z, θx, θy}
(la rotation autour de l’axe de rotation des pignons est considérée libre). Il est dif-
ficile de caractériser précisément les raideurs des roulements. Ainsi, le Tableau 3.4
liste la valeur des raideurs des roulements choisies de manière réaliste en fonction
de leur architecture.

Pignon Raideurs radiales {x, y} Raideur axiale {z} Raideurs angulaires {θx, θy}
[N/µm] [N/µm] [N/µrad]

84 412 138 0.828
73 346 116 0.695

56/72 218 729 0.438
50 386 129 0.776
54 582 195 0.117

Tableau 3.4. :Raideurs des roulements.

Plaque support
La plaque est modélisé par des éléments de plaques quadrangulaires à 4 noeuds et 6
degrés de liberté par noeud. Les caractéristiques physiques de la plaque sont listés
dans le Tableau 3.5.

Module d’Young 210Gpa
Masse volumique 7800 kg/m3

Coefficient de Poisson 0.3
Epaisseur 15mm
Largeur 43 cm
Hauteur 80 cm
Surface 0.344m2

Tableau 3.5. :Caractéristiques de la plaque support.
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Les liaisons de la plaque avec son environnement (autres composants du groupe
motopropulseur) sont ignorées. Elle est considérée encastrée sur sa périphérie.

3.3.3.2. Réponse dynamique pour des corrections de dentures standards

Les spectres des erreurs statiques de transmission correspondent à ceux fournis Fi-
gures 3.4 et 3.5. La base modale est tronquée à partir du 100ème mode de manière
à assurer qu’au moins 99% de l’énergie de déformation de chaque engrènement est
prise en compte. La Figure 3.23 présente les contributions énergétiques des modes.

Près de 90% de l’énergie est répartie sur 5 modes propres compris dans la plage
[2000 − 3000]Hz (qui se situent donc dans le domaine audible) et listés dans le
Tableau 3.6. Les modes 40 et 42 sont par ailleurs très proches. Les résultats obtenus
confirment que la prise en compte des propriétés élastiques des arbres, des roulements
et du carter modifie sensiblement la localisation fréquentielle des modes de denture
et, par conséquent, des régimes critiques de fonctionnement [82].

Mode - Fréquence ρ1k[%] ρ2k[%] ρ3k[%] ρ4k[%]
32 - 2018 Hz 1 8 - -
33 - 2040 Hz 8 63 1 1
36 - 2454 Hz - - 19 74
40 - 2844 Hz 28 1 49 13
42 - 2950 Hz 51 15 23 6∑
k=32,33,36,40,42 ρik 88 87 92 94

Tableau 3.6. : Liste des 5 modes les plus énergétiques.

La Figure 3.24 présente les “waterfalls” des spectres d’amplitudes des différentes er-
reurs dynamiques de transmission en fonction du régime de fonctionnement. L’identi-
fication des ordres est la même que précédemment (voir Tableau 3.2). L’amplification
dynamique liée à l’ordre de la fréquence l’engrènement de la cascade 84-72-56 reste
la plus importante. Les maxima des erreurs dynamiques des engrènements 84/73,
50/72 et 54/72 s’observent autour de 2870Hz pour une vitesse de rotation moteur de
2050 tr/min, zones où coexistent les deux modes énergétiques 40 et 42. Cependant,
le maximum des 4 erreurs dynamiques de transmission est observé pour l’engrène-
ment 73/56 à 2040Hz, correspondant aussi à un régime moteur de 1440 tr/min.
Le niveau de l’erreur dynamique de transmission atteint alors 13, 7 µm. De manière
générale, les niveaux sont inférieurs à ceux du modèles des deux cascades couplées
en rotation pure (mise à part pour l’engrènement 50/72). Cela s’explique par la
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Figure 3.23. :Contributions énergétiques des modes du système complet (dentures
standards).
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répartition de l’énergie de déformation des dentures sur un plus grand nombre de
modes.
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Figure 3.25. :Effort dynamique de denture de l’engrènement 84/73 pour les dif-
férents modèles étudiés.

La Figure 3.25 présente l’évolution de l’effort dynamique de denture de l’engrène-
ment 84/73 pour les différents modèles étudiés : cascade 84-73-56 en rotation pure,
cascades couplées en rotation pure et modèle complet. Le niveau maximal de l’effort
dynamique de denture diminue fortement lorsqu’on prend en compte l’élasticité des
arbres, des roulements et du carter. Les zones où l’effort dynamique de denture est
le plus élevé indiquent les potentielles zones où l’on peut s’attendre à des pertes de
contact si le jeu entre denture est pris en compte.
Il est également intéressant d’observer l’évolution temporelle de l’erreur dynamique
de transmission pour différents régimes moteurs (Figure 3.26).
A Ωmot = 540 tr/min, on s’aperçoit que la réponse n’est plus périodique à la période
d’engrènement de la cascade 84-73-56 fE1, en raison de l’émergence de raies associées
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3.3 Réponse dynamique de la cascade de distribution

la fréquence d’engrènement fE2 de la deuxième cascade. La période fondamentale
se calcule en considérant le rapport des deux fréquences d’engrènement :

fE1 = 84.fmot
fE2 = 72 · f72 = 72 · 84

56 · fmot
(3.46)

Soit

fmot
12 = 1

7fE1 = 1
9fE2 (3.47)

La plus petite période Tc commune s’écrit alors :

Tc = 7TE1 = 9TE2 = 12
fmot

(3.48)

La période de l’erreur dynamique de transmission à Ωmot = 540 tr/min est donc
7TE1 à cause de l’excitation par le premier harmonique de la deuxième fréquence
d’engrènement, soit l’ordre (0,2).

A Ωmot = 1550 tr/min, peu après l’amplification dynamique à 2000Hz, le signal
n’est à nouveau pas périodique à la période d’engrènement de la cascade 84-73-56 en
raison de l’émergence de l’ordre (0,1), qui correspond à la fréquence d’engrènement
fE2 de la deuxième cascade.

Enfin, pour un régime moteur de Ωmot = 2000 tr/min, on retrouve la périodicité TE1.
L’amplification dynamique induite par l’excitation des modes de denture autour de
2900Hz est très marquée. L’erreur dynamique est essentiellement caractérisée par
l’excitation par le fondamental des excitations à la fréquence d’engrènement de la
cascade 84-73-56 fE1. L’amplitude de la fluctuation est élevée (supérieure à la valeur
moyenne) ce qui impliquerait une éventuelle perte de contact dans un modèle non-
linéaire considérant ce phénomène.
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Figure 3.26. :Evolution temporelle de l’erreur dynamique 84/73 en fonction du
régime de fonctionnement.
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3.3.3.3. Réponse dynamique pour des corrections de dentures optimisées

La réponse dynamique de la cascade de distribution est analysée pour des pignons
avec les corrections de dentures optimisées établies au chapitre 2. Les Figures 3.27
et 3.28 présentent respectivement les spectres d’amplitude des erreurs statiques de
transmission et des raideurs d’engrènement obtenues pour le couple de fonctionne-
ment nominal (C84 = 221N.m, cf. Tableau 2.2). Les valeurs moyennes de raideurs
d’engrènement étant différentes, la base modale est a priori modifiée.

Les amplitudes des raies des spectres d’erreurs statiques de transmission sont forte-
ment réduites, spécialement pour la cascade 84-73-56 (0.15 µm d’amplitude maxi-
male pour les dentures optimisées contre 2 µm pour les dentures standards). En
revanche, l’optimisation ne prédit aucune diminution des fluctuations des raideurs
d’engrènement.

La base modale est tronquée à partir du 100ème mode de manière à assurer qu’au
moins 99% de l’énergie de déformation de chaque engrènement est prise en compte.
La Figure 3.29 présente les contributions énergétiques des modes. Les conclusions
sont semblables à celles du cas des dentures non corrigées. Selon les engrènements
considérés, plus de 80% à 90 % de l’énergie est répartie sur les 5 modes de dentures
listés dans le Tableau 3.7, dont la fréquence se situe dans la plage [2000− 3000]Hz.

Les modes 40 et 41 sont très rapprochés et peu éloignés du mode 42. La région fré-
quentielle correspondante ([2900 - 3000] Hz) est donc le siège de fortes amplifications
dynamique.

Mode - Fréquence ρ1k[%] ρ2k[%] ρ3k[%] ρ4k[%]
33 - 2066 Hz 9 70 2 -
36 - 2586 Hz - - 35 59
40 - 2918 Hz 9 - 12 7
41 - 2927 Hz 18 - 29 20
42 - 3033 Hz 55 14 16 10∑
k=32,36,40,41,42 ρik 91 84 94 96

Tableau 3.7. : Liste des 5 modes les plus énergétiques.
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Figure 3.27. : Spectres des erreurs statiques de transmission pour les corrections
optimisées.
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Figure 3.28. : Spectres des raideurs d’engrènement pour les corrections optimisées.
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La Figure 3.30 présente les digrammes “waterfalls” des erreurs dynamiques de trans-
mission. L’identification des ordres reste la même que dans les modèles précédents.
Comme les excitations sont très fortement réduites, les niveaux maximaux des er-
reurs dynamiques de transmission sont très faibles (1,1 µm). Les spectres d’er-
reurs statiques de transmission de la Figure 3.27 montrent que c’est le deuxième
harmonique qui est le plus élevé, et c’est bien l’excitation liée à cette raie qui
correspond aux valeurs maximales des erreurs dynamiques de transmission de la
cascade 84-73-56. Les amplitudes des composantes aux fréquences fondamentales
des erreurs statiques de transmission de la cascade 50-72-54 sont les plus élevées.
L’excitation des modes de denture par ces raies génère les maxima des erreurs dy-
namiques de transmission de cette cascade. Les contributions liées à cette fréquence
se retrouvent également dans les erreurs dynamiques de la cascade 84-73-56.

La Figure 3.31 présente l’évolution temporelle de l’erreur dynamique de transmission
de l’engrènement 84/73 pour différents régimes moteur (Figure 3.31).

A Ωmot = 540 tr/min, on s’aperçoit que la réponse n’est pas périodique à la pé-
riode d’engrènement de la cascade 84-73-56 fE1, en raison de l’émergence des raies
indexées (0,2) et (0,3) qui modulent légèrement la réponse sur une période de 7TE1.
Le deuxième harmonique de la fréquence d’engrènement de la cascade 84-73-56 reste
très marqué.

A Ωmot = 1550 tr/min, l’erreur dynamique de transmission de l’engrènement 84/73
est induite par les excitations aux fréquences d’engrènement des deux cascades. La
réponse est donc 7TE1 périodique.

Enfin, pour un régime moteur de Ωmot = 2000 tr/min, l’erreur dynamique de trans-
mission est majoritairement induite par l’excitation à la fréquence d’engrènement
fE1 de la cascade 84-73-56.
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Figure 3.29. :Contributions énergétiques des modes du système complet (dentures
optimisées).
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Figure 3.31. :Evolution temporelle de l’erreur dynamique 84/73 en fonction du
régime de fonctionnement.
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3.3.4. Puissance vibratoire de la plaque support

Le bruit rayonné par les transmissions par engrenages provient essentiellement du
comportement vibratoire du carter, correspondant dans le cas de cette étude à la
plaque support. Afin de déterminer l’efficacité de l’optimisation des corrections de
dentures d’un point de vue acoustique, la puissance acoustique rayonnée par la
plaque support est calculée pour les corrections de denture de référence et optimisées.

Soit Pac(ω) la puissance acoustique rayonnée par la plaque :

Pac(ω) = ρ0c0σ(ω)
ˆ

S

< V 2
z (ω) > dS ≈

ρ0c0σ(ω)S
Nnoeuds

Nnoeuds∑
i=1

< V 2
z,i(ω) > (3.49)

ρ0 est la masse volumique de l’air,

c0 est la vitesse du son dans l’air,

S est la surface de la plaque support,

σ(ω) est le facteur de rayonnement de la plaque,

´
S
< V 2

z (ω) > dS est la moyenne spatiale de la vitesse quadratique moyenne du
carter,

< V 2
z,i(ω) > est la vitesse quadratique d’un noeud i du maillage de la plaque,

Nnoeuds = 3440 est le nombre de noeuds du maillage de la plaque, ce qui est suffisant
pour représenter les modes de la plaque dans la plage de fréquences d’intérêt.

La vitesse quadratique moyenne est représentative de la puissance acoustique de
la plaque. La Figure 3.32 présente l’évolution de

´
S
< V 2

z (ω) > dS en fonction
de la vitesse de rotation de l’arbre moteur. On constate que la vitesse quadratique
moyenne augmente fortement jusqu’à 1500 tr/min.
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Figure 3.32. :Gain acoustique apporté par l’optimisation de denture.
— Corrections de référence.
— Corrections optimisées.

L’objectif étant de comparer les puissances acoustiques des deux configurations, le
gain acoustique apporter par l’optimisation des corrections de denture s’exprime
simplement en décibels par la relation suivante :

GdB = 20 · log10

∑Nnoeuds
i=1 < Vz,i(ω) >standard∑Nnoeuds
i=1 < Vz,i(ω) >optimisé

(3.50)

La Figure 3.33 présente l’évolution du gain acoustique en fonction du régime moteur.
L’influence des modes de la plaque est peu marquée. Le gain est important sur toute
la plage (au moins 8 dB) et devient encore plus important à partir de 1000 tr/min.
Au-delà de 1900 tr/min, le gain atteint jusqu’à 20 dB de réduction. Cependant, une
réserve doit être apportée à la vue des ces résultats. Les résultats sont biaisés par le
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fait qu’on ne prend pas en compte les écarts de fabrication et de montage éventuels
évoqués dans le chapitre 2.
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Figure 3.33. :Gain acoustique apporté par l’optimisation de denture.

3.4. Conclusions

La méthode spectrale itérative a été mise en oeuvre pour le calcul de réponses dy-
namiques de systèmes à excitations paramétriques couplées. Elle permet un gain de
temps de calcul très important (d’un facteur 150 à 1000 par rapport à une méthode
d’intégration temporelle). Plusieurs modèles ont été étudiés et les conclusions sont
les suivantes.

Le couplage entre les réponses des deux cascades de pignons se fait d’une part par les
modes propres du système, dont l’énergie se répartit sur les différents engrènements.
D’autre part par les excitations paramétriques à deux fréquences distinctes, qui sont
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couplées à certains régimes de fonctionnement, donnent lieu à des réponses d’une
périodicité égale à un multiple commun des deux périodes d’engrènement.
La prise en compte des arbres, des roulements et du carter augmente la densité
modale. L’énergie de déformation des engrènements se répartit ainsi sur un nombre
de modes de dentures élevé et les niveaux des réponses sont plus faibles. Les spectres
d’erreurs statiques de transmission des dentures non corrigées de la cascade 84-73-56
possèdent une raie à la fréquence d’engrènement qui dominent la réponse dynamique.
La comparaison avec les dentures optimisées souligne le gain apporté par l’opti-
misation. Les excitations sont toutes de faibles niveaux, les fondamentaux des er-
reurs statiques de transmission de la cascade 84-73-56 ayant été fortement diminués.
Les spectres des réponses dynamiques sont plus riches, et aucun régime de fonc-
tionnement particulièrement critique n’apparait. En terme de gain acoustique, les
corrections optimisées permettent 8 à 20 dB de gain par rapport aux corrections de
denture standards. Ce gain espéré doit être relativisé à cause des écarts fabrication
et de montage éventuels.
Jusqu’alors, les éventuelles pertes de contact ne sont pas prises en compte, c’est
l’objet du chapitre 4.
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4. Analyse du bruit de claquement
induit par les pertes de contact
entre dentures

4.1. Introduction

Lorsque les excitations sont de grandes amplitudes, ce qui peut souvent se produire
en présence d’acyclisme, des pertes de contact entre les dentures peuvent apparaître
à certains régimes de fonctionnement. Elles entraînent des chocs à la reprise du
contact. Ces chocs entre les dentures des pignons chargés caractérisent le phénomène
de claquement, également évoqué dans la littérature sous le nom de martèlement.
De nombreux auteurs ont modélisé le comportement dynamique non-linéaire des en-
grenages soumis aux excitations internes (erreur statique de transmission) en prenant
en compte les pertes de contact éventuelles entre dentures [54, 52, 29, 27, 28, 33].
Le comportement non-linéaire induit par les pertes de contact des engrenages non
chargés générées par l’acyclisme a également été modélisé [24]. Par contre, il existe
très peu d’études [25] concernant le claquement, induit par les pertes de contact
entre dentures des engrenages chargés sous l’effet simultané des excitations internes
et de l’acyclisme.
La résolution des équations du mouvement par des techniques de continuation nu-
mériques peut procurer un gain de temps important par rapport aux méthodes
d’intégration temporelle. Cependant, les méthodes existantes n’ont pas été éprou-
vées dans le cadre de la prise en compte d’excitations simultanées à des fréquences
très différentes (basses fréquences pour l’acyclisme lié à la rotation des pignons et
hautes fréquences pour les excitations internes liées à la fréquence d’engrènement).
La première partie du chapitre décrit le modèle utilisé pour décrire le comportement
dynamique non-linéaire d’une cascade de distribution. Dans un premier temps, les
limites du domaine de validité d’une modélisation des impacts par un coefficient
de restitution sont étudiées. Pour cela, les résultats associés au comportement dy-
namique d’une balle rebondissante (“Bouncing Ball Problem”) [41] sont comparés
pour une modélisation du contact entre les solides par un coefficient de restitution
et par un système ressort et amortisseur.
La seconde partie du chapitre a pour but d’évaluer les avantages et inconvénients
de deux méthodes pour résoudre les équations du mouvement : la méthode de la
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balance harmonique et la méthode des différences finies, assortie d’une technique de
continuation par longueur d’arc. Enfin, la troisième partie du chapitre a pour but
d’analyser l’influence des différents paramètres du modèle sur le seuil d’apparition
du claquement et sur les principales caractéristiques du comportement dynamique
non linéaire des engrenages.

4.2. Modélisation du comportement dynamique
non-linéaire des engrenages

4.2.1. Modélisation du contact

Une cascade de pignons peut être décrite comme un système à impacts dans la
mesure où des pertes de contact entre dentures peuvent se produire, en raison de
la présence de jeux fonctionnels. Plusieurs approches peuvent être adoptées pour
décrire la phase de contact des systèmes à impacts. Une première approche consiste
à décrire le mouvement des solides pendant l’impact par une raideur de contact et
une source dissipative. Une seconde approche consiste à introduire un coefficient de
restitution pour décrire les conditions juste après l’impact à partir des conditions
juste avant l’impact. La réponse dynamique du système pendant les phases de vol
libre est alors construite par morceaux à partir des nouvelles conditions initiales
après chaque impact. Cette modélisation a notamment été adoptée pour décrire le
comportement dynamique non-linéaire des pignons fous d’une boîte de vitesses au-
tomobile [24] ou encore du système d’entraînement d’une pompe à huile sur moteur
diesel [83]. L’immense avantage de ce type d’approche est la simplicité de sa mise
en œuvre et les temps de calcul très faibles.
Dans ce cadre, nous avons souhaité comparer les deux types de modèles afin de
choisir le plus pertinent pour modéliser la cascade de distribution. Pour ce faire,
nous avons retenu le modèle classique d’une balle soumise à un effort constant et
qui peut rebondir sur une table vibrant de manière harmonique ("Bouncing ball
problem"). Les deux types de modèles de contact sont décrits Figure 4.1.

Pour la période de vol libre, l’équation du mouvement s’écrit simplement :

ẍ(t) = −F (4.1)

x(t) est le déplacement de la balle sous l’effet de la force F qui peut être induite par
exemple par la gravité g.
Soit y(t) le déplacement de la table qui oscille harmoniquement avec une amplitude
A et une pulsation w. La prise en compte du choc, que l’on suppose de durée infini-
ment courte, s’exprime, pour le modèle avec coefficient de restitution, par l’équation
suivante :
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Figure 4.1. :Modélisation de la "Bouncing Ball" avec coefficient de restitution (a),
ou système ressort-amortisseur (b).

ẋ+(ti)− ẏ(ti) = −r · [ẋ−(ti)− ẏ(ti)] (4.2)

r est le coefficient de restitution ẋ+ et ẋ− sont respectivement les vitesses de la balle
juste après et juste avant l’impact, et ẏ(ti) est le vitesse de la table au moment ti
de l’impact.
Dans le cas du modèle avec raideur et amortissement, le choc est de durée non nulle.
Le contact est géré par l’équation différentielle suivante :

mẍ+ c(ẋ− ẏ) + k(x− y) = −F

k est la raideur de contact et c l’amortissement.
Une analyse dimensionnelle des paramètres des équations du mouvement permet
la réduction du nombre de variables indépendantes conformément au théorème de
Vashi-Buckingham (1890, voir par exemple [84]). Les variables sans dimensions choi-
sis sont :

• le temps ti = w · ti,

• l’excitation L = (Aw2)
g

,
• le déplacement de la balle u = L · x

A
,

• le déplacement de la table p = L · y
A
,

• le taux d’amortissement visqueux équivalent z = c
2
√
km

,

• la pulsation propre W =
√

k
m
,

• le rapport des fréquences $ = W
ω
.

117



Chapitre 4 Analyse du claquement induit par les pertes de contact ...

Il convient de choisir des valeurs de paramètres permettant d’avoir des compor-
tements limites similaires pour les deux modèles. Ainsi, le taux d’amortissement
visqueux équivalent est directement relié au coefficient de restitution par la relation
proposée par Nagurka [85] dans le contexte d’une balle rebondissant sur une table
fixe :

z = − ln r√
π2 + (ln r)2

(4.3)

ϖ

pu,

τ
Figure 4.2. :Réponse dynamique 1-T périodique. L = 1.
z = 0.136, correspondant à r = 0.65.
Trait épais : déplacement de la balle avec coefficient de restitution.
Trait fin pointillé : mouvemement de la table avec ressort et amortisseur pour des
rapports des fréquences croissants.
Trait fin : mouvement de la table.

La Figure 4.2 présente le déplacement de la table p et la réponse 1-T périodique
de la balle u pour les deux approches et pour différentes valeurs croissantes du
rapport des fréquences $. Le temps d’impact est inversement proportionnel à $.
Pour le modèle à coefficient de restitution, la trajectoire de la balle est identique
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à celle obtenue avec le modèle ressort-amortisseur en considérant un rapport des
fréquences infini, i.e. une raideur de contact infinie. Plus le rapport des fréquences
$ diminue, plus le temps de contact augmente et plus les résultats obtenus pour les
deux modèles divergent. Une étude détaillée [86] nous a permis de montrer que le
rapport des fréquences doit être supérieur à 100 pour commettre que la différence
relative sur l’amplitude maximale du déplacement reste inférieure à 1%.
Dans le cas de l’analyse du comportement dynamique non-linéaire des pignons fous
d’une boîte de vitesses [24, 32], les pignons ne sont pas chargés. Les chocs sont de
très courtes durées et la modélisation des impacts par un coefficient de restitution est
justifiée. De même, dans le cas du comportement dynamique du système d’entraî-
nement d’une pompe à huile la raideur du contact extrêmement importante valide
l’utilisation d’un coefficient de restitution [83]. Dans notre cas d’étude, les pignons
sont chargés et l’hypothèse d’un temps d’impact négligeable ne semble pas réaliste.
Aussi, une modélisation des impacts par une raideur de contact et un amortissement
est choisie.

4.2.2. Loi de contact

La loi de contact doit obéir à plusieurs conditions. L’effort de contact fNL(x, t)
est modélisé par une composante purement élastique, linéaire et paramétrique. Il
est nul si les dentures ne sont pas en contact, i.e. si −b < x < b. Par ailleurs, le
jeu 2b est supposé constant. Une fois la dent en contact, on considère la raideur
comme une fonction périodique pour prendre en compte la fluctuation de la raideur
d’engrènement. Par ailleurs, on suppose que la raideur du contact entre les flancs
actifs est égale à la raideur du contact entre les flancs rétros. Dans le principe,
la Figure 4.3 présente l’évolution de l’effort non-linéaire fNL(x, t) en fonction du
rapprochement des dentures. La composante dissipative au moment du choc n’est
pas prise en compte. Elle est introduite a posteriori par un taux amortissement
visqueux équivalent quelles que soient les phases de la réponse dynamique (vol libre
ou contact).

En tenant compte de l’excitation interne que constitue l’erreur statique de trans-
mission, la loi de contact s’écrit pour un engrènement indicé m :

fNLm(xm, t) = km(t)gNLm(xm)
gNLm(xm) = (ẽm + xm − bm)H(ẽm + xm − bm)

+(ẽm + xm + bm)H(−ẽm − xm − bm)− em(t)
(4.4)

ẽm est la partie fluctuante de l’erreur statique de transmission et em(t) est le terme
qui, multiplié par km(t), traduit la contribution de l’effort statique tel que le montre
l’équation 3.3. H(•) désigne la fonction Heaviside définie comme :
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)(~)( tetx +

),( txfNL

b− b

)(tk

Figure 4.3. : Loi de contact.

H(x) =


1, si x > 0
0 si x < 0
1
2 si x = 0

(4.5)

Les raideurs d’engrènement et les erreurs statiques de transmission sont considérées
comme des processus périodiques et s’écrivent :

km(t) = km(t) ·
1 +

Nk∑
i=1

(
k(i,m)
c cos(i · ωEqt) + k(i,m)

s sin(i · ωEqt)
) (4.6)

em(t) = em(t)+ ẽm(t) = em(t)+
Ne∑
i=1

(
e(i,m)
c cos(i · ωEqt) + e(i,m)

s sin(i · ωEqt)
)

(4.7)

km(t) est la valeur moyenne de la raideur de l’engrènement m sur une période d’en-
grènement TEq . ωEq est la fréquence d’engrènement de la cascade q.
k(i,m)
c et k(i,m)

s sont les coefficients de Fourier décrivant la raideur d’engrènement k(t)
en Nk raies pour l’engrènement m.
e(i,m)
c et e(i,m)

s sont les coefficients de Fourier décrivant l’erreur statique de transmis-
sion e(t) en Ne raies pour l’engrènement m.
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4.2.3. Mise en équation

Le système étudié est la cascade de distribution constituée des six pignons modélisés
en rotation pure étudiée dans le chapitre 3. Le modèle à masses et inertie concentrées
associé est présenté Figure 4.4. Dans ce modèle, seule l’élasticité des dentures est
introduite.

Ij désigne l’inertie du pignon j, Zj son nombre de dents et Rbj son rayon de base.
Ces données sont listées dans le Tableau 4.1. θj est le déplacement angulaire du
pignon j. Cj désigne le couple extérieur appliqué sur le pignon j.
Les pignons 3 et 4 sont considérés comme couplés de manière rigide,
i.e. θ3 = θ4 = θ34.

j 1 2 3 4 5 6

Zj 84 73 56 72 50 54

Ij[kg.m2] 0.035 0.026 0.010 0.055 0.016 0.031

Rbj 114.69 99.67 76.46 113.15 78.57 84.86

Tableau 4.1. :Caractéristiques physiques des pignons de la cascade.

Pour un engrènement indicé m, km, em, cm et bm désignent respectivement la raideur
d’engrènement, l’erreur statique de transmission, l’amortissement et le demi jeu de
denture.
L’excitation du système par l’erreur statique de transmission e est prise en compte
comme dans les modèles linéaires et paramétriques introduits au chapitre 3. Les
fluctuations de la raideur d’engrènement et de l’erreur statique de transmission ne
sont considérées que lorsque le contact est établi. Le couple statique moyen est pris
en compte par le terme contenant l’erreur statique de transmission moyenne (voir
équation (4.4)). Seule la partie fluctuante et périodique des couples C̃j que génère
l’acyclisme est considérée sous la forme :

C̃j =
Nc∑
i=1

(
C(i,j)
c cos(i · ωacy,jt) + C(i,j)

s sin(i · ωacy,jt)
)

(4.8)

ωacy,j correspond à la fréquence d’excitation de l’acyclisme. C(i,j)
c et C(i,j)

s sont les
coefficients de Fourier décrivant les fluctuations de couple C̃j en Nc raies pour l’en-
grènement m.
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Figure 4.4. :Modèle de la cascade de pignons.
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Pour l’écriture des équations du mouvement, on considère dans un premier temps
le système sans l’erreur statique de transmission et sans la prise en compte du jeu
par les fonctions gNLm . Le Lagrangien L du modèle présenté s’écrit L = T − U , où
T est l’énergie cinétique du système et U l’énergie potentielle, avec :

T = 1
2

 6∑
j=1

Ij θ̇
2
j

 (4.9)

U = 1
2 [k1(Rb1θ1 +Rb2θ2)2 + k2(Rb2θ2 +Rb3θ34)2

+k3(Rb4θ34 +Rb5θ5)2 + k4(Rb4θ34 +R
b6θ6)2] (4.10)

Les forces dissipatives liées à l’amortissement du système sont introduites par la
fonction de dissipation de Rayleigh :

< = 1
2

[
c1(Rb1θ̇1 +Rb2θ̇2)2 + c2(Rb2θ̇2 +Rb3θ̇34)2

+c3(Rb4θ̇34 +Rb5θ̇5)2 + c4(Rb4θ̇34 +R
b6θ̇6)2

] (4.11)

Les efforts généralisées Qj sont obtenus en considérant les travaux virtuels δW :

δW =
6∑
j=1

Qjδθj =
6∑
j=1

C̃jδθj (4.12)

Les équations d’Euler-Lagrange permettent d’établir le système d’équations diffé-
rentiels gérant le mouvement des pignons et s’écrivent :

d

dt

∂L
∂θ̇j
− ∂L
∂θj

= Qj −
∂<
∂θ̇j

(4.13)

On introduit de nouvelles variables décrivant les rapprochements des dents xm pro-
jetés sur la ligne l’action des engrènements afin d’éliminer le mouvement de corps
rigide du système libre-libre :
x1 = Rb1θ1 +Rb2θ2 pour l’engrènement 84/73,
x2 = Rb2θ2 +Rb34θ34 pour l’engrènement 56/73,
x3 = Rb4θ34 +Rb5θ5 pour l’engrènement 50/72,

123



Chapitre 4 Analyse du claquement induit par les pertes de contact ...

x4 = Rb4θ34 +Rb6θ6 pour l’engrènement 54/72.

Les termes C̃2, C̃3 et C̃4 sont supposés nuls. Le système d’équations devient :

I1θ̈1 +c1Rb1ẋ1 +k1Rb1x1 = C̃1
I2θ̈2 +c1Rb2ẋ1 +c2Rb2ẋ2 +k1Rb2x1 +k1Rb2x2 = 0
I34θ̈34 +c2Rb3ẋ2 +c3Rb4ẋ3+ c4Rb4ẋ4 +k2Rb3x2 +k3Rb4x3 +k4Rb4x4 = 0
I5θ̈5 +c3Rb5ẋ3 +k3Rb5x3 = C̃5
I6θ̈6 +c4Rb6ẋ4 +k4Rb6x4 = C̃6

(4.14)

Il reste alors à mettre en évidence les termes ẍm en combinant les équations du
système (4.14). On divise chacune des équations par l’inertie correspondante et l’on
multiplie ensuite par le rayon de base correspondant. A titre d’exemple, les deux
premières équations du système (4.14) deviennent :

Rb1θ̈1 + c1
R2

b1
I1
ẋ1 + k1

R2
b1
I1
x1 = Rb1

I1
C̃1

Rb2θ̈2 + c1
R2

b2
I2
ẋ1 + c2

R2
b2
I2
ẋ2 + k1

R2
b2
I2
x1 + k2

R2
b2
I2
x2 = 0

(4.15)

En sommant ces deux équations, on peut écrire :

ẍ1+c1

(
R2
b1
I1

+ R2
b2
I2

)
ẋ1+c2

(
R2
b2
I2

)
ẋ2+k1

(
R2
b1
I1

+ R2
b2
I2

)
x1+k2

(
R2
b2
I2

)
x2 = Rb1

I1
C̃1

(4.16)

En procédant de la sorte pour les autres équations, on arrive au système suivant :

ẍ1 + k1
MI
x1 + k2

m2
x2 = Rb1

I1
C̃1 + c1

MI
ẋ1 + c2

m2
ẋ2

ẍ2 + c3
m34

ẋ3 + c4
m34

ẋ4 + k1
m2
x1 + k2

MII
x2 + k3

M34
x3 + k4

m34
x4 = 0 + c1

m2
ẋ1 + c2

mII
ẋ2

ẍ3 + c2
m34

ẋ2 + c3
MIII

ẋ3 + c4
m4
ẋ4 + k2

m34
x2 + k3

MIII
x3 + k4

m4
x4 = Rb5

I5
C̃5

ẍ4 + c2
m34

ẋ2 + c3
m4
ẋ3 + c4

MIV
ẋ4 + k2

m34
x2 + k3

m4
x3 + k4

MIV
x4 = Rb6

I6
C̃6

(4.17)

avec m2 = I2
R2

b2
,m34 = I34

Rb3·Rb4
etm4 = I4

R2
b4
.

Les termes de masse MI , MII , MIII etMIV s’écrivent :
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

MI =
[
R2

b1
I1

+ R2
b2
I2

]−1

MII =
[
R2

b2
I2

+ R2
b3
I34

]−1

MIII =
[
R2

b4
I34

+ R2
b5
I5

]−1

MIV =
[
R2

b4
I34

+ R2
b6
I6

]−1

(4.18)

On définit alors la matrice de raideur sans dimension en introduisant une pulsation
caractéristique ωc :

[Ωij] = 1
ωc



√
k̄1
MI

√
k̄2
m2

0 0√
k̄1
m2

√
k̄2
MII

√
k̄3
m34

√
k̄4
m34

0
√

k̄2
m34

√
k̄3

MIII

√
k̄4
m4

0
√

k̄2
m34

√
k̄3
m4

√
k̄4
MIV


(4.19)

On choisit ωc =
√

k̄1
MI

.

On définit la matrice d’amortissement du système :

[ζij] =


c1

2MIΩ11
c2

2m2Ω12
0 0

c1
2m2Ω21

c2
2MIIΩ22

c3
2m34Ω23

c4
2m34Ω24

0 c2
2m34Ω32

c3
2MIIIΩ33

c4
2m4Ω34

0 c2
2m34Ω42

c3
2m4Ω43

c4
2MIV Ω44

 (4.20)

On définit le temps sans dimension τ :

τ = ω0 · t (4.21)

où ω0 est la pulsation fondamentale des excitations, soit le plus petit multiple com-
mun des fréquences excitatrices considérées.
Les déplacements sont adimensionnés par une longueur caractéristique :

um(τ) = xm(τ)
lc

(4.22)
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On définit le paramètre sans dimension λ :

λ = ω0

ωc
(4.23)

Les termes contenant la fluctuation des couples s’écrivent :

F1(τ) = Rb1C̃1(τ)
I1ω2

c lc

F2(τ) = 0
F3(τ) = Rb5C̃5(τ)

I5ω2
c lc

F4(τ) = Rb6C̃6(τ)
I6ω2

c lc

(4.24)

soit

Fm(τ) =
Ne∑
i=1

(
χ(i,m)
c cos(iωacy,q

ω0
τ) + χ(i,m)

s sin(iωacy,q
ω0

τ)
)

(4.25)

Le système (4.17) peut alors s’écrire sous la forme :

λ2


u”1
u”2
u”3
u”4

+ 2λ [Ωijζij]


u′1
u′2
u′3
u′4

+
[
Ω2

ij

]
u1
u2
u3
u4

 =


F1
F2
F3
F4

 (4.26)

Il reste à prendre en comptre les excitations internes et les pertes de contact. Les
erreurs statiques de transmission et les jeux sont également adimensionnés par la
longueur caractéristique lc tels que :

µm = bm
lc

(4.27)

Em = em
lc

(4.28)

avec
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Em(t) = Em(t) +
Ne∑
i=1

(
E(i,m)
c cos(ωEqt) + E(i,m)

s sin(ωEqt)
)

(4.29)

Les raideurs sont adimensionnées par leur valeur moyenne :

κm(τ) = km(τ)
kj(τ)

(4.30)

avec

κm(t) = κm(t) ·
1 +

Nk∑
i=1

(
κ(i,m)
c cos(ωEqt) + κ(i,m)

s sin(ωEqt)
) (4.31)

On remplace donc les termes linéaires xm dans le système d’équations (4.26) par les
fonctions non-linéaires sans dimension κm(τ)GNLm(um), avec :

GNLm(um) = (Ẽm+um−µm)H(Ẽm+um−µm)+(Ẽm+um+µm)H(−Ẽm−um−µm)−Em(t)
(4.32)

Le système sans dimension régissant l’erreur dynamique de transmission des engrè-
nements de la cascade de distribution avec excitation par les erreurs statiques de
transmission et prise en compte des pertes de contact s’écrit alors :

λ2


u”1
u”2
u”3
u”4

+ 2λ [Ωijζij]


u′1
u′2
u′3
u′4

+
[
Ω2

ij

]
κ1(τ)GNL1(u1)
κ2(τ)GNL2(u2)
κ3(τ)GNL3(u3)
κ4(τ)GNL4(u4)

 =


F1
F2
F3
F4

 (4.33)

Pour traiter le cas de la cascade 84-73-56, il suffit de considérer comme nuls tous
les termes d’indice supérieur à 2 et de prendre en compte I3 au lieu de I34, ce qui
transforme Ωij et ζij en Ω∗ij et ζ∗ij. Par ailleurs, le terme d’excitation extérieure C̃3
et f2 sont considérés non nuls. Dans ce cas, le système (4.33) est réduit à :

λ2
{
u”1
u”2

}
+ 2λ

[
Ω∗ijζ∗ij

] { u′1
u′2

}
+
[
Ω∗2ij

] { GNL1(u1)
GNL2(u2)

}
=
{
F1
F2

}
(4.34)
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4.3. Méthodes de résolution

Dans cette partie, plusieurs méthodes de résolution sont étudiées pour accéder à
la réponse dynamique du système. Pour chacune, le principe, les avantages et les
inconvénients sont présentés afin de mieux justifier le choix des méthodes employées.
Par ailleurs, on considère uniquement le modèle réduit des trois pignons de la cascade
84-73-56, afin de simplifier l’écriture des équations.

4.3.1. Intégration temporelle Runge-Kutta d’ordre 4

Parmi les nombreuses méthodes d’intégration temporelle, une des plus classiques
et efficaces est la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 [87]. Le système (4.34) est
réécrit sous la forme d’un système d’équations différentielles du premier ordre en
introduisant :

yj1 = uj
yj2 = dyj1

dτ

(4.35)

Le flot du système dynamique s’écrit alors :


dy11
dτ
dy12
dτ
dy21
dτ
dy22
dτ

 =


0 1 0 0

Ω∗211κ1GNL1 2λΩ∗11ζ
∗
11 Ω∗212κ2GNL2 2λΩ∗12ζ

∗
12

0 0 0 1
Ω∗221κ1GNL1 2λΩ∗21ζ

∗
21 Ω∗222κ2GNL2 2λΩ22ζ

∗
22



dy11
dy12
dy21
dy22

−


0
F1(τ)

0
F2(τ)


(4.36)

Soit :

dy(τ)
dτ

= ϕ(y, τ) (4.37)

Les conditions initiales sont connues :

y(τ = 0) = y0 (4.38)

Le schéma classique de Runge-Kutta d’ordre 4 s’écrit alors :

y
k+1 = y

k
+ 4τ6 (ν1 + 2ν2 + 2ν3 + ν4) (4.39)

128



4.3 Méthodes de résolution

Avec

ν1 = ϕ(y
k
, τk)

ν2 = ϕ(y
k

+ 4τ
2 ν1, τk + 4τ

2 )
ν3 = ϕ(y

k
+ 4τ

2 ν3, τk + 4τ
2 )

ν4 = ϕ(y
k

+4τν1, τk +4τ)

(4.40)

Le principal inconvénient de la méthode est le temps de calcul lié au pas de temps ∆t
qui doit être suffisamment petit pour assurer la convergence du schéma numérique.
Par ailleurs, il est nécessaire d’attendre la fin du régime transitoire pour observer la
réponse dynamique stationnaire souhaitée, ce qui est également coûteux en temps
de calcul pour des systèmes non-linéaires complexes. En revanche, aucune hypo-
thèse concernant le contenu fréquentiel de la réponse dynamique n’est requise pour
mettre en œuvre cette méthode d’intégration numérique. Celle-ci permet d’obtenir
différents types de réponses dynamiques (présentant un contenu fréquentiel varié),
tels que des régimes périodiques, des régimes pseudo-périodiques ou encore des ré-
gimes chaotiques. Cette méthode permet également d’effectuer un balayage sur le
paramètre λ et de construire un diagramme des bifurcations observées. Par ailleurs,
les solutions périodiques trouvées lors du balayage peuvent servir de solutions ini-
tiales pour les techniques de continuation (voir section 4.4).

4.3.2. Méthode de la balance harmonique

La méthode de la balance harmonique a déjà été employée dans le cadre de la
dynamique non-linéaire des engrenages [27, 50, 56, 28, 51]. Cette méthode s’appuie
sur la résolution du système d’équations différentielles non-linéaires (4.34) dans le
domaine spectral et permet de déterminer les solutions périodiques du système. La
convergence de la réponse dépend du nombre N de raies retenues, et donc de la
troncature de la réponse :

uj(τ) = a0+
∞∑
k=1

(akcos(kτ) + bksin(kτ)) ≈ a0+
N∑
k=1

(akcos(kτ) + bksin(kτ)) (4.41)

Si l’on considère la cascade 84-73-56 avec excitations internes et externes, la fré-
quence d’engrènement qui gouverne la fluctuation de la raideur d’engrènement est
56 fois plus grande que la fréquence fondamentale du système. Pour prendre en
compte les trois premières raies des fluctuations de la raideur d’engrènement il faut
au minimum N = 3 × 56 = 128. Cela mène donc à un système dont la taille to-
tale est égale à 2 · (2N + 1) = 674. Par ailleurs, la résolution du système nécessite
des allers-retours du domaine fréquentiel au domaine temporel (par des transfor-
mées de Fourier) pour traiter les fonctions non-linéaires GNLm . Cette discrétisation
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temporelle et la taille du système génèrent des temps de calculs prohibitifs. La mé-
thode temporelle des différences finies semble alors mieux adaptée à la résolution du
problème.

4.3.3. Méthode des différences finies centrées

τ

u

1τ 2τ 1−jτ jτ
1+jτ Nτ

]2[11 πττ =+N

]2[0 πττ N=

τ∆

Figure 4.5. :Discrétisation temporelle d’une période.

La période T du signal est discrétisée en N points (voir Figure 4.5) avec un pas de
temps h = kT

N
, le N + 1ème point étant identique au premier. Le terme k correspond

à l’ordre de périodicité de la solution (k ∈ N∗). L’échantillonnage doit permettre
de décrire correctement une période du signal. La notation suivante est utilisée :
ui(τj) = ui,j, avec τj = jh.

Le principe des différences finies repose sur un développement de Taylor de l’opéra-
teur dérivée. Les dérivées première et seconde s’expriment alors :
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u′i,j ≈
ui,j+1 − ui,j−1

2h (4.42)

u′′i,j ≈
ui,j+1 + ui,j−1 − 2ui,j

h2 (4.43)

Les vecteurs de solutions sont :

ui =



ui,1
ui,2
...
ui,j
...

ui,N


, i = 1, 2 (4.44)

Soient les matrices de taille [N ×N ] :

Υ(1) = 1
2h



0 1 0 0 · · · 0 −1
−1 0 1 0 0 0
0 −1 0 1 0 0
... . . . ...
1 0 0 0 · · · −1 0

 (4.45)

Υ(2) = 1
h2



−2 1 0 0 · · · 0 1
1 −2 1 0 0 0
0 1 −2 1 0 0
... . . . ...
1 0 0 0 · · · 1 −2

 (4.46)

Compte tenu des conditions ui,0 = ui,N et ui,N+1 = ui,1, la périodicité de la solution
est assurée par les termes Υ(i)

1N et Υ(i)
N1, i = 1, 2.

Le système à résoudre s’écrit finalement :

{
λ2Υ(2)u1 + 2λζ11Ω11Υ(1)u1 + 2λζ12Ω12Υ(1)u2 + Ω2

11κ1GNL1 + Ω2
12κ2GNL2 − F 1 = 0

λ2Υ(2)u2 + 2λζ21Ω21Υ(1)u1 + 2λζ22Ω22Υ(1)u2 + Ω2
21κ1GNL1 + Ω2

22κ2GNL2 − F 2 = 0
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(4.47)

La difficulté réside donc dans le choix du nombre de points pour décrire la plus petite
période. Dans nos applications, nous avons choisi 16 points. Le système d’équation
a également une taille importante (>5000 équations), mais les équations sont beau-
coup plus simples (grande majorité de zéros dans les matrices) que celles obtenues
par la méthode de la balance harmonique et elles sont traitées uniquement dans le
domaine temporel. Les temps de calculs sont donc plus courts.

4.4. Techniques de continuation

Il existe de nombreux logiciels libres d’analyse non-linéaire, comme MATCONT,
MANLAB, AUTO ou encore OSCILL8. Cependant, nous avons développé un code
pour traiter le cas d’équations différentielles non-linéaires à excitations paramé-
triques afin d’avoir une totale maîtrise des étapes du calcul. La description for-
melle complète des principes de continuation est proposée par de nombreux auteurs
[88, 89, 90]. Aussi, ce chapitre propose une description de la méthode choisie. Elle
est basée sur une méthode de prédiction-correction avec longueur d’arc. Elle est
destinée à l’étude des solutions périodiques uniquement.
Le système d’équations non-linéaires à traiter peut s’écrire sous la forme :

G(x, λ) = 0 (4.48)

Avec G : Rn × R 7→ Rn.
l est le paramètre de continuation.
x s’écrit dans le cas du système (4.47),

x =
(
u1
u2

)
(4.49)

Le vecteur x est de dimension n = 2N , où N est le nombre de points sur une période
du signal. L’ensemble de ces points permet de décrire une solution périodique (cycle
limite). Le principe de la continuation est d’obtenir l’ensemble de la branche de
solutions à partir d’une première solution (x0, l0) de (4.48), en incrémentant la
valeur du paramètre de continuation l.
L’utilisation de la longueur d’arc comme paramètre de continuation consiste à in-
troduire l’abscisse curviligne s de la branche de solution (x(s), l(s)). Une nouvelle
équation q (x(s), λ(s), s) = 0 est introduite conduisant au système suivant :
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[
G (x(s), λ(s))
q (x(s), λ(s), s)

]
= F (x(s), λ(s)) = 0 (4.50)

La prochaine solution
(
x(s(i+1)), l(si)

)
est recherchée sur l’intersection entre la

branche de solution (x(s), l(s)) et une hypersphère centrée sur la solution connue
(x(si), l(si)) et de rayon 4s = s(i+1)−si. Les différentes étapes de continuation sont
représentées Figure 4.6.

λ

x

0λ

0x

1
λ

2
λ 3λ 4

λ

���������	


��������	

0s∆ 1s∆

5
λ

��
����	���������

��
����	��������

���	���������
����	�

Figure 4.6. :Etapes de prédiction-correction pour une continuation avec longueur
d’arc.

Pour ce faire, l’équation introduite s’écrit :

q(x(si+1), x(si), λ(si+1), λ(si), si+1, si) = ‖x(si+1)− x(si)‖2+(λ(si+1)− λ(si))2−4s = 0
(4.51)

Avec
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4s = si+1 − si (4.52)

La solution estimée en si+1 s’écrit alors :

(
x(0)(si+1), λ(0)(si+1)

)
= (x(si), λ(si)) +4s (x′(si), λ′(si)) (4.53)

avec

x′(si) = dx(si)
ds

λ′(si) = dλ(si)
ds

(4.54)

Il vient :

x′(si) = dx(si)
ds

= dx(si)
dλ

dλ

ds
(4.55)

Le terme dλ
ds

se calcule à partir de 4.51 :

dλ

ds
= 1√

1 +
∥∥∥dx
dλ

∥∥∥2
(4.56)

Avec

dx

dλ
= dx

dG

dG

dλ
= G−1

x Gλ (4.57)

Une fois les vecteurs directeurs (x′(si), l′(si)) calculés, il convient de les normer par
la longueur d’arc en écrivant :

x′(si) := x′(si)√
‖xi+1−xi‖2

+(λi+1−λi)2

λ′(si) := λ(si)√
‖xi+1−xi‖2

+(λi+1−λi)2

(4.58)

La solution
(
x(0)(si+1), λ(0)(si+1)

)
estimée ne vérifie pas nécessairement :
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F
(
x(0)(si+1), λ(0)(si+1)

)
= 0 (4.59)

Le processus itératif de correction est de type Newton-Raphson. Il s’écrit au point
de calcul i+ 1 et à l’itération k :

JF
(
x(k)(si), λ(k)(si)

)( x(k+1)(si+1)− x(k)(si+1)
λ(k+1)(si+1)− λ(k)(si+1)

)
= −F

(
x(k)(si), λ(k)(si)

)
(4.60)

Avec JF la Jacobienne de F s’écrivant :

JF =
[
F x F λ
∂q
∂x

∂q
∂λ

]
(4.61)

En posant

4x(k)(si+1) =
(
x(k+1)(si+1)− x(k)(si+1)

)
(4.62)

et

4λ(k)(si+1) =
(
λ(k+1)(si+1)− λ(k)(si+1)

)
(4.63)

le système (4.60) devient :

JF
(
x(k)(si), λ(k)(si)

)( 4x(k)(si+1)
4λ(k)(si+1)

)
=
(

−G
(
x(k)(si), λ(k)(si)

)
q(x(k)(si+1), x(si), λ(k)(si+1), λ(si), si+1, si)

)
(4.64)

Une condition nécessaire pour la convergence de cet algorithme est que la Jaco-
bienne JF soit inversible. L’introduction de la longueur d’arc comme paramètre de
continuation d’assurer une Jacobienne non-singulière aux points de rebroussement.
La convergence est déterminée par le critère suivant :

max
(
G
(
x(k+1)(si+1)− x(k)(si+1), λ(k+1)(si+1)− λ(k)(si+1)

))
< ε (4.65)
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Si le critère de convergence est atteint après K itérations, l’étape de correction est
terminée et l’étape suivante est considérée en posant :

x(si+1) = x(K)(si+1) (4.66)

La méthode des différences centrées assortie de cette technique de continuation per-
met ainsi de suivre les cycles limites (stables ou instables), qui correspondent à la
réponse dynamique du système.

4.4.1. Stabilité des cycles limites

Pour étudier la stabilité des cycles limites obtenus par continuation, la méthode
ci-après est retenue et appliquée au système d’équations (4.34).
Soit u0 une solution T-périodique du système (4.34) :

u0(τ) =
(
u0,1(τ)
u0,2(τ)

)
(4.67)

Avec

u0(τ) = u0(τ + T ) (4.68)

La stabilité de cette solution est étudiée en utilisant la théorie de Floquet [90]. Une

perturbation 4u(τ) =
(
4u1(τ)
4u2(τ)

)
est ajoutée à la solution u0. Un développement

en série de Taylor du système autour de u0 conduit à :

λ2
{
u”1
u”2

}
+ 2λ

[
Ω∗ijζ∗ij

] { u′1
u′2

}
+
[
Ω∗2ij

] { GNL1(u1)
GNL2(u2)

}
−
{
f1
f2

}
=

−

λ2
{
4u”1
4u”2

}
+ 2λ

[
Ω∗ijζ∗ij

] { 4u′1
4u′2

}
+
[
Ω∗2ij

]
∂GNL1
∂u0,1

(u0,1)
∂GNL2
∂u0,2

(u0,2)


{
4u1
4u2

}
(4.69)

Comme u0 est solution de (4.34), le membre de gauche de (4.69) est nul. Le membre
de droite peut être réécrit dans l’espace des phases sous la forme suivante :

y′(τ) = Ψ(τ)y(τ) (4.70)
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Avec

y(τ) =


4u1
4u′1
4u2
4u′2

 (4.71)

et

y′(τ) =


4u′1
4u”1
4u′2
4u”2

 (4.72)

La matrice Ψ(τ) est périodique et est définie comme :

Ψ(τ) = Ψ(τ+T ) =


0 1 0 0

Ω∗211κ1
∂GNL1
∂u0,1

(u0,1) 2λΩ∗11ζ
∗
11 Ω∗212κ2

∂GNL2
∂u0,2

(u0,2) 2λΩ∗12ζ
∗
12

0 0 0 1
Ω∗221κ1

∂GNL1
∂u0,1

(u0,1) 2λΩ∗21ζ
∗
21 Ω∗222κ2

∂GNL2
∂u0,2

(u0,2) 2λΩ∗22ζ
∗
22


(4.73)

Par ailleurs, les dérivées des fonctions non-linéaires GNLm s’écrivent :

∂GNLm

∂u0,m
(u0,m) = H(Ẽm + u0,m − µm) +H(−Ẽm − u0,m − µm) (4.74)

Soit la matrice Y (τ = 0) = I, matrice identité carrée de dimension 4, dont les
colonnes forment une base de solutions du système. La stabilité du système est
obtenue en considérant les valeurs propres de la matrice de monodromie Ξ = Y (τ =
T ). Cette dernière est obtenue en intégrant numériquement le système (4.70).
L’étude des 4 valeurs propres complexes Λi de Ξ permet de conclure sur la stabilité :

• la solution est stable si ∀Λi, |Λi| < 1,
• la solution est instable si ∃Λi, |Λi| > 1.

On peut analyser l’évolution des valeurs propres en fonction du paramètre de conti-
nuation λ. Lorsque les valeurs propres de la matrice de monodromie Ξ sortent du
cercle unité représenté dans le plan complexe (Re , Im), on a une bifurcation locale
du cycle limite avec perte de stabilité. Trois cas de figure sont à considérer :
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• La bifurcation “noeud-col” est associée à la sortie du cercle unité d’une des
valeurs propres Λi par l’axe des réels positifs. Il s’agit du point de coalescence
de deux cycles limites, l’un stable et l’autre instable. Le point de coalescence
est aussi appelé point de rebroussement. (Cela peut aussi correspondre aux
bifurcations instables de type transcritique ou fourche).

• La bifurcation par “dédoublement de période” est associée à la sortie du cercle
unité d’une des valeurs propres Λi par l’axe des réels négatifs. Dans ce cas, le
cycle stable de période T perd sa stabilité au profit d’une cycle limite de pé-
riode 2T. On distingue les bifurcations par doublement de période sur-critique
et sous-critique. Dans le premier cas, au passage de la bifurcation, la perte de
stabilité conduit nécessairement à la solution 2-T périodique stable correspon-
dante. Dans le deuxième cas, la solution 2-T périodique issue de la bifurcation
est instable. On ne peut donc pas prédire la réponse juste après la bifurcation.

• La bifurcation de Hopf de seconde espèce (ou de Neimark) est associée à la
sortie du cercle unité de 2 valeurs propres conjuguées Λi et Λj telles que :
Λi = Re(Λi)± iω2. Dans ce cas, le cycle limite de pulsation ω1 devient un tore
avec l’apparition de la deuxième pulsation ω2. Si les pulsations sont incommen-
surables, la solution obtenue est quasi-périodique. De la même manière, les cas
sur-critique et sous-critique sont à distinguer, avec les mêmes conséquences que
pour la bifurcation par dédoublement de période.

4.5. Etude de la cascade de distribution

Dans cette partie, les outils présentés précédemment sont utilisés pour étudier le
comportement dynamique non-linéaire de la cascade 84-73-56 seule et de la cascade
de distribution complète (cascade 84-73-56 et cascade 54-72-50). Dans un premier
temps, seules les excitations internes (raideurs d’engrènement et erreurs statiques de
transmission) sont prises en compte. Dans un second temps, on superpose aux exci-
tations internes différents niveaux d’acyclisme. Le Tableau 4.2 présente les grandeurs
caractéristiques du système. Le taux d’amortissement visqueux équivalent du sys-
tème est de l’ordre de 5%. La Figure 4.7 présente l’évolution des excitations internes
correspondant aux corrections standards, conformément aux spectres présentés sur
les Figures 3.4 et 3.5. On constate que les excitations sont en phase.

Pour la suite pm(τ) désigne l’erreur dynamique de transmission de l’engrènement m,
fonction de la variable sans dimension τ .
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Figure 4.7. :Evolution temporelles des excitations internes des deux cascades sur
3 périodes d’engrènement.
En bleu, engrènement 84/73. En noir, engrènement 56/73.
En vert, engrènement 50/72. En rouge, engrènement 54/72.
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4.5.1. Cascade 84-73-56

Le modèle de la cascade 84-73-56 seule est régi par le système d’équations sans
dimension (4.34). Les deux fréquences propres du système (déterminées dans le
chapitre 3) sont fp1 = 1959Hz et fp2 = 3248Hz.

4.5.1.1. Réponses dynamiques induites par les excitations internes

Le paramètre de continuation est la fréquence d’engrènement de la cascade, soit
Z1ω1. Seules les excitations liées à la fréquence d’engrènement sont prises en compte
(χ(i,m)

c = χ(i,m)
s = 0).

Réponses dynamiques 1-T périodiques

La Figure 4.8 présente les amplitudes maximale et minimale de la réponse 1-T
périodique en fonction de la fréquence d’engrènement fE1 de la cascade 84-73-56
pour les deux engrènements. La réponse est centrée autour de l’écrasement statique,
soit bm+em. Les seuils de contact sont représentés par un trait noir. Le dépassement
du seuil +bm traduit la perte ou la reprise du contact entre les flancs actifs et
dépassement du seuil −bm traduit la perte ou la reprise du contact entre les flancs
rétros. On souhaite dans un premier temps comparer les réponses dynamiques du
modèle non-linéaire avec ceux obtenus avec le modèle linéaire sans jeu. Sans surprise,
les deux modèles sont en accord tant que les contacts restent permanents. Au niveau
de la résonance principale, située dans la région [1720 − 1940]Hz (correspondant
à fE1 = fp1), la perte de contact s’initie d’abord sur l’engrènement 84/73 (p1). La
résonance s’incline vers des fréquences plus basses traduisant le caractère mollissant
du système induit par la perte de contact. Les amplitudes sont plus faibles avec
le modèle non-linéaire. Comme on peut le constater, le jeu n’est pas entièrement
franchi, et aucun impact ne se produit sur les flancs rétros. On remarque que la
réponse 1-T périodique du modèle non-linéaire est rapidement instable dans cette
région. On constate également que l’amplification dynamique induite par l’excitation
du deuxième mode n’induit pas d’amplitudes suffisantes pour entrainer la perte de
contact.
Par ailleurs, les réponses 1-T périodiques linéaires et non-linéaires présentent une
zone d’instabilité dans la plage fE1 ∈ [3853 − 3967]Hz. Cette zone correspond à
l’instabilité paramétrique principale, soit fE1 = 2fp1.
Afin de préciser les bifurcations observées, Les Figures 4.9 et 4.10 présentent l’évo-
lution de la valeur RMS et de la valeur moyenne en fonction de la fréquence d’engrè-
nement des erreurs dynamiques de transmission 1-T périodiques des deux engrène-
ments. La stabilité du système est gouvernée par les 4 valeurs propres de la matrice
de monodromie (théorie de Floquet [90]). Les branches stables sont représentées par
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des lignes continues et les réponses instables par des lignes discontinues. Les bifur-
cations sont indiquées par un point, et accompagnées d’un identifiant traduisant le
type de bifurcation locale. Ces identifiants sont :

• NC pour une bifurcation noeud-col.
• R pour une sortie du cercle unité d’une valeur propre par l’axe des réels positifs,

alors que la solution est déjà instable. Cette “bifurcation” correspond à un
point de rebroussement.

• DPn pour dédoublement de période d’une solution n-T périodique.
• DPn* pour une sortie du cercle unité d’une valeur propre par l’axe des réels

négatifs, alors que la solution est déjà instable. Cette bifurcation correspond
à la naissance d’une solution 2-T périodique instable.

• HS pour une bifurcation de Hopf de seconde espèce.
En général, une bifurcation s’accompagne d’une perte de stabilité. Il s’agit d’un point
de stabilité marginale. Ceci étant dit, la dimension de notre système peut conduire à
une sortie d’une valeur propre du cercle unité alors que la réponse est déjà instable
(i.e. une autre valeur propre est déjà en dehors du cercle unité). Nous décidons
de parler aussi de bifurcation dans ce cas, même si ce terme paraît impropre. Afin
d’illustrer ce propos, la position des valeurs propres sur le plan complexe est précisée
aux abords des bifurcations (Figure 4.9). La branche de solutions 1-T périodiques
(suivie dans le sens des fréquences croissantes) perd sa stabilité à 1718Hz par une
bifurcation noeud-col (NC). A 1687Hz, il y a une bifurcation par dédoublement de
période de la branche instable (DP1*) sans changement de stabilité. A 1559Hz, on
observe un point de rebroussement (R). La stabilité est récupérée par une bifurcation
par dédoublement de période à 1890Hz (DP1). Au-delà de 1890Hz la réponse
reste stable jusqu’à une première bifurcation par dédoublement de période (DP1)
sous-critique à 3853Hz. Elle reste ensuite instable jusqu’à une seconde bifurcation
par dédoublement de période (DP1) sous-critique à 3967Hz. On notera enfin que
l’évolution de la valeur moyenne de la réponse avec la fréquence traduit également
un phénomène paramétrique non-linéaire.
Afin de mieux décrire les différentes réponses observables, on se propose d’étudier
les réponses temporelles 1-T périodiques du modèle non-linéaire à différents régimes
de fonctionnement par intégration numérique (Runge-Kutta d’ordre 4). Les Figures
4.11 à 4.14 présentent l’erreur dynamique de transmission p1(t) de l’engrènement
84/73 pour différentes fréquences d’engrènement. Pour chaque figure, les parties
(a), (b), (c) et (d) correspondent respectivement à la réponse temporelle (avec seuil
de contact en trait pointillé), au spectre d’amplitudes, au plan de phase et à la
section de Poincaré. Nous précisons que les termes de plan de phase et de section
de Poincaré sont impropres. Compte tenu que le système est non-autonome et de
dimension 4, il s’agit en réalité respectivement d’une projection du plan de phase
augmenté (dimension 5 avec le temps) sur le plan position, vitesse (p1, p

′
1) et d’une

stroboscopie de la réponse sur ce même plan.
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Pour fE1 = 1650Hz, juste avant la bifurcation noeud-col, la solution 1-T périodique
stable frôle le seuil de contact et est dominée par le fondamental de la fréquence
d’engrènement (Figure 4.11).
On initie la solution pour fE1 = 1830Hz avec les conditions initiales de la solution
1-T périodique instable et on observe l’évolution de la réponse sur plusieurs périodes.
La réponse évolue pour devenir 2-T périodique avec 2 impacts par période (Figure
4.12).
Pour fE1 = 1950Hz, la solution 1-T périodique est stable avec un impact par
période. Elle est dominée par le fondamental de la fréquence d’engrènement (Figure
4.13).
Pour fE1 = 2110Hz, l’amplitude de la réponse 1-T périodique a diminué et il n’y a
plus de perte de contact (Figure 4.14).
Enfin on initie la solution fE1 = 3880Hz pour avec les conditions initiales de la
solution 1-T périodique instable et on observe l’évolution de la réponse sur plusieurs
périodes. La réponse croit de manière exponentielle. Cette instabilité donne néces-
sairement naissance à une réponse avec perte de contact. En effet, une fois le régime
transitoire achevé, la réponse est 2-T périodique avec un impact par période (Figure
4.15).
Les différentes régions d’instabilités observées sur la solution 1-T périodique peuvent
être le siège de réponses sous-harmoniques ou chaotiques que nous nous proposons
d’étudier.
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Figure 4.8. :Amplitudes extrémales de la réponse dynamique obtenue à partir
d’une approche linéaire (en bleu) et d’une approche non-linéaire (en noir).
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Figure 4.9. :Valeurs RMS des réponses 1-T périodiques des deux engrènements de
la cascade 84-73-56.
(—) Solution stable, (- - -) solution instable.
(•) Sortie d’une valeur propre par l’axe des réels négatifs, (•) sortie d’une valeur
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NC : Noeud-col. DPn : Dédoublement de période. R : Point de rebroussement.
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Figure 4.11. : Solution 1-T périodique sans impact, à fE1 = 1650Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.12. :Evolution temporelle de la solution 1-T instable, à fE1 = 1830Hz.
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Figure 4.13. : Solution 1-T périodique avec 1 impact par période,
à fE1 = 1950Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.14. : Solution 1-T périodique sans impact, à fE1 = 2110Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.

147



Chapitre 4 Analyse du claquement induit par les pertes de contact ...

Engrènement

84/73 56/73 54/72 50/72

Demi-jeu de denture bm [µm] 40 40 40 40

Amortissement cm [N.s/m] 2642 1900 2800 3199

Masse équivalente Mm [kg] 1.34 2.11 1.72 2.32

Raideur d’engrènement moyenne k̄m [N/µm] 327 340 433 479

Erreur statique de transmission moyenne ēm [µm] 8.8 8.4 8.0 10.9

Tableau 4.2. :Grandeurs caractéristiques des engrènements.
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Figure 4.15. :Evolution temporelle de la solution 1-T instable initiée à fE1 =
3880Hz.
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Réponses dynamiques n-T périodiques

Deux zones d’instabilités ont été mises en évidence. La première correspond à la réso-
nance paramétrique principale et la seconde à l’instabilité paramétrique principale.
L’étude des réponses n-T périodiques est séparée entre ces deux zones.

a) Résonance principale

Les Figures 4.16 et 4.17 présentent l’évolution de la valeur RMS et de la valeur
moyenne en fonction de la fréquence d’engrènement des réponses 2-T et 4-T pério-
diques observables dans la région [1550 − 1900]Hz (la solution 1-T périodique est
également rappelée). Les mêmes notations que pour les solutions 1-T périodiques
sont utilisées.

La branche 2-T périodique stable commence à 1890Hz (DP1). On observe une
bifurcation par dédoublement de période (DP2) à 1591Hz (donnant lieu à une solu-
tion 4-T périodique stable). A partir de cette bifurcation, la solution reste instable
jusqu’à son terme (DP1*) à 1687Hz. Néanmoins, un point de rebroussement (R)
est observé à 1580Hz et un dédoublement de période sans changement de stabilité
(DP2*) apparaît à 1607Hz.

La branche 4-T périodique est stable sur une fenêtre fréquentielle très étroite ([1584−
1591]Hz). Elle perd sa stabilité par une bifurcation noeud-col à 1584Hz (NC) et
reste instable jusqu’à la bifurcation par dédoublement de période à 1607Hz de la
solution 2-T périodique (DP2*).

Les Figures 4.11 à 4.14 présentent l’erreur dynamique de transmission p1(t) de l’en-
grènement 84/73 pour différentes fréquences d’engrènement.

Pour fE1 = 1830Hz, la solution 2-T périodique stable engendre 2 impacts par pé-
riode et est fortement dominée par le fondamental de la fréquence d’engrènement.
On observe (Figure 4.18) la présence des raies aux ordres k

2 · fE1 , k ∈ N∗, carac-
téristiques des solutions 2-T périodiques. Sur les parties (c) et (d), la réponse 1-T
périodique instable est tracée en gris clair .

Pour fE1 = 1595Hz, la réponse 2-T périodique est stable juste avec la bifurcation
par dédoublement de période. On observe (Figure 4.19) 2 impacts par période, et la
réponse est fortement dominée par le fondamental de la fréquence d’engrènement.
Elle présente également des raies en k

2 · fE1 , k ∈ N∗. Les amplitudes des raies sont
plus élevées qu’à 1830Hz car la résonance est mollissante.

Pour fE1 = 1589Hz, juste après le passage de la bifurcation par dédoublement de
période à 1591Hz, on observe (Figure 4.20) la solution 4-T périodique stable avec
4 impacts par période. Le spectre est similaire à celui de la solution 2-T périodique
à 1595Hz, mais il s’est enrichi de raies en k

4 · fE1 , k ∈ N∗, caractéristiques d’une
réponse 4-T périodique. L’effet de ces raies s’observe nettement sur les amplitudes
maximales et minimales de la réponse temporelle. Cette solution ne peut s’osberver
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que lors d’une descente en régime très lente car l’étroitesse de sa fenêtre fréquentielle
de stabilité rend la solution difficile à observer.
b) Instabilité paramétrique principale
Les Figures 4.21 et 4.22 également présentent l’évolution de la valeur RMS et de la
valeur moyenne en fonction de la fréquence d’engrènement des réponses 2-T, 4-T et
8-T périodiques observables dans la région [2700 − 4050]Hz. Les mêmes notations
que pour les solutions 1-T périodiques sont utilisées.
L’analyse détaillée de chacune des branches serait fastidieuse et peut être faite de
manière autonome par le lecteur en se reportant aux figures et à la description de la
résonance principale. Cependant, plusieurs remarques peuvent être faites. Plusieurs
bifurcations par dédoublement de période sont de type sous-critique, car elles ne
conduisent pas à une solution de période double stable. Pour chacune d’elle, il est
intéressant de déterminer sur quelle branche la réponse se situe après le régime tran-
sitoire. Le résultat, obtenu par intégration numérique, est représenté sur la Figure
4.21 par les flèches oranges.
En premier lieu, en partant de la branche 1-T instable à 3950Hz (soit, dans une des-
cente en régime juste après la bifurcation par dédoublement de période sous-critique
DP1 de la solution 1-T périodique), la Figure 4.23 montre que la réponse évolue en
trois étapes (a, b et c). La réponse (a) croit de manière exponentielle jusqu’à la
solution 2-T instable (b). Cette réponse étant instable, elle évolue rapidement vers
la réponse 4-T périodique stable (c).
En second lieu, en partant de la branche 1-T instable à 3880Hz (soit, dans une mon-
tée en régime juste après la bifurcation par dédoublement de période sous-critique
DP1 de la solution 1-T périodique), nous avons vu précédemment que la réponse
accroche la réponse 2-T périodique (Figure 4.15), mais celle-ci est stable à ce régime
de fonctionnement, la réponse n’évolue donc plus.
Enfin, on détermine de la même manière à quelle solution conduit l’autre bifurcation
par dédoublement de période sous-critique (DP2) de la branche 2-T périodique à
3123Hz. On observe qu’elle mène à la branche 4-T périodique.
On observe également des bifurcations de Hopf de seconde espèce à (HS) 3321Hz et
à 3654Hz. Elles traduisent l’existence d’un cycle quasi-périodique sur cette plage.
La succession des solutions 2-T, 4-T et 8-T périodiques est le signe d’une cascade
harmonique. Dans notre cas, elle est interrompue à la solution 8-T périodique, car la
bifurcation noeud-col intervient avant la bifurcation par dédoublement de période.
Avec des excitations plus fortes ou un amortissement plus faible, on observerait des
solutions 16-T, 32-T ... jusqu’à l’apparition du chaos.
On se propose d’étudier plus en détails les différentes réponses observables par inté-
gration numérique. Les Figures 4.24 à 4.27 présentent l’erreur dynamique de trans-
mission p1(t) de l’engrènement 84/73 pour différentes fréquences d’engrènement.
Pour fE1 = 3800Hz, a solution 2-T périodique est stable avec un impact par période
(Figure 4.24). Elle est très largement dominée par l’ordre 1

2fE1 .
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Pour fE1 = 3800Hz, la solution 4-T périodique est également stable à cette fré-
quence (Figure 4.25). La réponse engendre 1 impact par période et est dominée par
l’ordre 1

2fE1 , mais on relève la présence d’ordre en k
4 · fE1 , k ∈ N∗.

Pour fE1 = 3650Hz, la solution est quasi-périodique (Figure 4.26). La réponse est
dominée par l’ordre 1

2fE1mais on trouve aussi des raies à environ 0.148fE1 , 0.352fE1 ,
0.648fE1 , ..., qui caractérisent la quasi-périodicité. La réponse 2-T périodique in-
stable est tracée en gris clair sur le plan de phase et la section de Poincaré montre
que la solution quasi-périodique est centrée autour de la solution 2-T instable cor-
respondante.
Pour fE1 = 3000Hz, la solution 8-T périodique à 4 impacts par période est dominée
par les ordres en k

2fE1 , k ∈ N∗ (Figure 4.27). Les raies en k
4 · fE1 , k ∈ N∗ sont plus

marquées et les raies en k
8 · fE1 , k ∈ N∗ émergent.
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Figure 4.16. :Valeurs RMS des réponses 1-T, 2-T et 4-T périodiques des deux
engrènements de la cascade 84-73-56 autour de la résonance principale.
(—) Solution stable, (- - -) solution instable.
(•) sortie d’une valeur propre par l’axe des réels négatifs, (•) sortie d’une valeur
propre par l’axe des réels positifs.
NC : Noeud-col. DPi : Dédoublement de période. R : Point de rebroussement.
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4.5 Etude de la cascade de distribution

Figure 4.17. :Valeurs moyennes des réponses n-T périodiques des deux engrène-
ments de la cascade 84-73-56 autour de la résonance principale.
(—) Solution stable, (- - -) solution instable.
(•) Sortie d’une valeur propre par l’axe des réels négatifs, (•) sortie d’une valeur
propre par l’axe des réels positifs.
NC : Noeud-col. DPi : Dédoublement de période. R : Point de rebroussement.
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Figure 4.18. : Solution 2-T périodique avec 2 impacts par période,
à fE1 = 1830Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.19. : Solution 2-T périodique avec 2 impacts par période,
à fE1 = 1595Hz. (a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de
phase, (d) Section de Poincaré.
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Figure 4.20. : Solution 4-T périodique avec 4 impacts par période,
à fE1 = 1589Hz. (a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de
phase, (d) Section de Poincaré.
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Figure 4.21. :Valeurs RMS des réponses n-T périodiques des deux engrènements
de la cascade 84-73-56 autour d’instabilité paramétrique principale.
(—) Solution stable, (- - -) solution instable.
(•) Sortie d’une valeur propre par l’axe des réels négatifs, (•) sortie d’une valeur
propre par l’axe des réels positifs, (•) sortie d’une paire valeurs propres conjuguées.
NC : Noeud-col. DPi : Dédoublement de période. R : Point de rebroussement.
HS : Hopf de seconde espèce.
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Figure 4.22. :Valeurs moyennes des réponses n-T périodiques des deux engrène-
ments de la cascade 84-73-56 autour d’instabilité paramétrique principale.
(—) Solution stable, (- - -) solution instable.
(•) Sortie d’une valeur propre par l’axe des réels négatifs, (•) sortie d’une valeur
propre par l’axe des réels positifs, (•) sortie d’une paire valeurs propres conju-
guées.
NC : Noeud-col. DPi : Dédoublement de période. R : Point de rebroussement.
HS : Hopf de seconde espèce.
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Figure 4.24. : Solution 2-T périodique avec 1 impact par période,
à fE1 = 3800Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.25. : Solution 4-T périodique avec 1 impact par période,
à fE1 = 3800Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.26. : Solution quasi-périodique à fE1 = 3650Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.27. : Solution 8-T périodique avec 4 impacts par période,
à fE1 = 3000Hz.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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4.5 Etude de la cascade de distribution

Influence de la phase entre les excitations

Pour étudier l’influence de la phase entre les excitations sur la réponse 1-T pé-
riodique, on introduit un déphasage Ψ d’un 1/4, de 1/2 et de 3/4 de la période
d’engrènement entre les excitations liées aux deux engrènements. Les Figures 4.28
et 4.29 présentent l’évolution des valeurs RMS et moyennes des solutions pour les dif-
férentes phases Ψ appliquées. En fonction de la phase, le deuxième mode (à 3248Hz)
peut émerger, mais l’amplitude de la réponse est plus faible qu’au niveau du premier
mode propre (1959Hz). La plage d’instabilité autour de la résonance principale est
plus ou moins large en fonction de la phase. En revanche, la plage d’instabilité au-
tour de l’instabilité paramétrique n’est quasiment pas influencée. Ainsi, le principal
impact de la phase entre les excitations est le niveau d’amplitude des résonances.
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Figure 4.28. :Valeurs RMS des solutions 1-T périodique de la cascade 84-73-56
pour différentes valeurs de déphasage.
En noir : Ψ = 0
En bleu : Ψ = 0.25TE
En rouge : Ψ = 0.50TE
En vert : Ψ = 0.75TE
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Figure 4.29. :Valeurs moyennes des solutions 1-T périodique de la cascade 84-73-
56 pour différentes valeurs de déphasage.
En noir : Ψ = 0
En bleu : Ψ = 0.25TE
En rouge : Ψ = 0.50TE
En vert : Ψ = 0.75TE
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Influence de l’amortissement

L’amortissement a une influence très importante sur l’amplitude des résonances et
sur la stabilité des solutions [13]. Les Figures 4.30 et 4.31 présentent donc l’évolu-
tion des valeurs RMS et moyennes des solutions 1-T périodiques pour des valeurs
d’amortissement ηcm avec η = 0.25, 0.5, 1 ou 2. Le cas η = 1 correspond à celui étu-
dié dans la partie précédente. Lorsque l’amortissement est faible (η = 0.25 ou 0.5),
les zones d’instabilités sont plus larges, et les amplitudes de la réponse sensible-
ment plus grandes. On constate que pour des amortissements faibles, l’excitation du
deuxième mode à 3248Hz peut mener à des pertes de contact et son amplification
dynamique est plus élevée qu’au niveau du premier mode pour l’engrènement 56/73.
De même, les amplifications associées à l’excitation des modes par les harmoniques
supérieurs sont nettement plus marquées avec un amortissement faible. Enfin, un
amortissement important (η = 2) génère des amplitudes faibles et une stabilité de
la solution 1-T périodique sur l’ensemble de la plage considérée.
Un amortissement plus faible rend également possible l’apparition du chaos. Les
Figures 4.32 et 4.33 présentent respectivement la solution 2-T périodique et la so-
lution chaotique. Le contenu fréquentiel de la réponse 1-T périodique est dominé
par les ordres en k

2 · fE1 , k ∈ N∗. Le spectre de la solution chaotique est maintenant
continu. Il reste largement dominé par des composantes discrètes de fréquences égale
à k

2 · fE1 , k ∈ N∗. On remarque par ailleurs que l’attracteur étrange de la solution
chaotique est centré autour des deux points fixes décrits sur la section de Poincaré
de la solution 2-T périodique.
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Figure 4.30. :Valeurs RMS des solutions 1-T périodiques de la cascade 84-73-56
pour différents amortissements.
En vert : η = 2
En noir : η = 1
En rouge : η = 0.5
En bleu : η = 0.25
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Figure 4.31. :Valeurs moyennes des solutions 1-T périodiques de la cascade 84-73-
56 pour différents amortissements.
En vert : η = 2
En noir : η = 1
En rouge : η = 0.5
En bleu : η = 0.25
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Figure 4.32. : Solution 2-T périodique avec 1 impact par période,
à fE1 = 1850Hz. Amortissement pour η = 0.25.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.33. : Solution chaotique pour fE1 = 1850Hz. Amortissement pour η =
0.25.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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4.5.1.2. Réponses dynamiques induites par les excitations internes et externes

Les deux différents cas d’acyclisme envisagés sont listés dans le Tableau 4.3. Les
amplitudes des efforts extérieurs χ(i,m)

c et χ(i,m)
s sont également normées par la valeur

Ēm.

χ(1,1)
c

Ē1

χ(1,1)
s

Ē1

χ(1,2)
c

Ē2

χ(1,2)
s

Ē2

1) Acyclisme modéré 0.20 0.17 0.23 0.16

2) Acyclisme fort 0.20 0.17 0.92 0.50

Tableau 4.3. :Différents cas d’acyclisme considérés pour la cascade 84-73-56.

Les termes relatifs à l’acyclisme n’étant plus négligés, le paramètre de continuation
doit être redéfini. Il y a 3 fréquences excitatrices, la fréquence d’engrènement (haute
fréquence) et les deux fréquences de rotation (basses fréquences). La fréquence de
rotation du pignon 56 est donnée par :

f3 = 84
56f1 = 3

2f1 (4.75)

Par ailleurs, le moteur thermique considéré possède 6 cylindres, de sorte que le
contenu spectral de l’excitation associée à l’acyclisme est dominé par les raies mul-
tiples de 3 fois la fréquence de rotation, soit facy,q = 3 · fq.

fE1 = 84f1 = 56 ·
(

3
2

)
· f1

facy,1 = 3f1 = 2 ·
(

3
2

)
· f1

facy,2 = 3f3 = 3 ·
(

3
2

)
· f1

(4.76)

La discrétisation d’une période du signal est fixée par la plus grande période consi-
dérée. En présence de chocs, le pas de discrétisation minimal est difficile à estimer.
Le nombre de points choisis pour une période totale du système doit être très élevé,
et peut donc invalider la possibilité d’appliquer les méthodes de continuation (temps
de calcul prohibitif). Par ailleurs, l’étude de la stabilité requiert une intégration tem-
porelle particulièrement coûteuse en temps. Aussi, les résultats discutant la stabilité
des solutions ne sont pas présentés.
Dans un premier temps, les deux fréquences d’excitations sont supposées égales, i.e.
facy,1 = facy,2 = 3f1, afin de faciliter la mise en oeuvre des techniques de conti-
nuation. Le paramètre de continuation est alors λ = 3ω1

ωc
, ce qui permet de réduire

considérablement la taille du système.
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La Figure 4.34 présente les enveloppes des valeurs extrémales de la solution 1-T
périodique pour les 3 cas d’acyclisme présentés dans le Tableau 4.3.

Un acyclisme modéré (Cas 1, courbe noire sur la Figure 4.34) augmente l’amplitude
de la réponse et complexifie le comportement autour de la résonance principale. On
observe une perte de contact uniquement dans cette région. L’acyclisme fort (Cas
2 courbe rouge sur la Figure 4.34) entraîne une perte de contact généralisée pour
l’engrènement 56/73 sur la plage de fréquences considérée. En effet, l’acyclisme le
plus élevé (de l’ordre de l’écrasement statique moyen) est appliqué sur l’engrènement
56/73. On note que le maximum d’amplitude ne se situe pas autour de la résonnance
principale mais autour de fE1 = 2400Hz. Les techniques de continuation échouent
en-dessous de 800 Hz. Cela peut être dû à l’apparition de chaos ou bien à une
discrétisation insuffisante.
On considère maintenant les excitations à leur fréquence réelle (telle que définies
par (4.76) en choisissant λ = 3

2
ω1
ωc
. La Figure 4.35 présente les enveloppes des va-

leurs extrémales de la solution 1-T périodique pour les 2 cas d’acyclisme et pour un
acyclisme nul. Les amplitudes sont sensiblement supérieures au cas où l’on consi-
dère les fréquences d’excitations égales (cf. Figure 4.34). L’utilisation de méthode de
continuation s’avère compliquée car le système nécessite plus de points pour la des-
cription de la plus petite période. La discrétisation du système ne permet pas d’aller
en-dessous de 1600Hz pour un cas d’acyclisme modéré et en-dessous de 3500Hz
pour un cas d’acyclisme fort.

On étudie maintenant les réponses dynamiques à différentes fréquences d’engrène-
ment. On distinguera d’une part, les figures présentant les erreurs dynamiques de
transmission p1 et p2 des engrènements 84/73 et 56/73. Pour chaque figure, les
sous-figures (a), (b), (c) et (d) correspondent respectivement à la réponse tempo-
relle (avec seuil de contact en trait pointillé), au spectre d’amplitudes, (par abus
de langage) au plan de phase et à la section de Poincaré. D’autre part, les figures
présentant l’évolution temporelle de deux réponses pour des conditions initiales peu
différentes. Cela permet de se prononcer sur le caractère chaotique de la réponse.
En effet, une des propriétés du chaos est la sensibilité aux conditions initiales. Ainsi,
on initie deux réponses avec un écart ε sur une des conditions initiales p0,m (le
choix de la condition initiale perturbée n’est pas important) et l’on trace l’écart
rp = |p1(τ, p0,1)− p1(τ, p0,1 + ε)| entre les deux solutions. Si l’écart entre les réponses
est décroissant, la solution est périodique, sinon elle est chaotique.
Pour fE1 = 10Hz, la Figure 4.36 montre que pour les deux cas d’acyclisme, les
solutions sont périodiques. On note par ailleurs l’effet de la détection du contact
sur l’écart entre les réponses pour le cas d’acyclisme fort au niveau des pertes de
contact.
Avec un acyclisme modéré, on observe une solution 1-T périodique sans impact
(Figure 4.37). On remarque la convolution de la fréquence d’engrènement avec
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Figure 4.34. :Valeurs extrémales de la réponse dynamique pour les différents cas
d’acyclisme avec facy,1 = facy,2 = 3f1.
En bleu : sans acyclisme.
En noir : acyclisme modéré.
En rouge : acyclisme fort.
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Figure 4.35. :Valeurs extrémales de la réponse dynamique pour les différents cas
d’acyclisme.
En bleu : sans acyclisme.
En noir : acyclisme modéré.
En rouge : acyclisme fort.
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les fréquences de l’acyclisme sur les spectres d’amplitudes qui se traduit par des
modulations d’amplitudes de la réponse temporelle. Les raies liées à la fréquence
d’engrènement et à ses multiples sont flanquées de raies latérales aux fréquences
nfE1 ± k · facy,q, k = 1, 2 et n = 1..Ne. On observe les 3 oscillations basses fréquences
associées à l’acyclisme sur une période totale de la réponse. Les amplitudes des
fréquences associées aux acyclismes sont les plus importantes.
Avec un acyclisme fort, la réponse est 1-T périodique avec pertes de contact a lieu.
Ces dernières occasionnent des chocs violents (vitesse d’impact élevée). On constate
que le jeu est franchi pour les deux engrènements (chocs entre les flancs rétros).
L’apparition de chocs enrichit le spectre des réponses sans pour autant que celles-ci
perdent le caractère périodique. Pour la réponse de l’engrènement 84/73, on observe
que toutes les fréquences autour des raies associées à la fréquence d’engrènement et à
ses multiples sont présentes. Les raies liées à la convolution de la fréquence d’engrène-
ment avec les fréquences d’acyclisme sont également observées. Pour l’engrènement
56/73, les chocs génèrent aussi des raies sur une large bande de fréquences. Cepen-
dant, l’allure du spectre est différente de celle du premier engrènement. Les ampli-
tudes sont plus grandes car les chocs se produisent à chaque période d’acyclisme pour
l’engrènement 56/73 (alors qu’ils ne se produisent que toutes les 3 périodes d’acy-
clisme pour l’autre engrènement). C’est d’ailleurs sur l’engrènement 56/73 que les
excitations externes sont les plus élevées (voir Tableau 4.3). La Figure 4.38 présente
la réponse temporelle des deux engrènements. Les zones encadrées sur la Figure 4.38
illustrent les impacts courts et les impacts longs évoqués. Par ailleurs, on constate
que les chocs se produisant sur l’engrènement 56/73 génère une contribution sur la
réponse de l’engrènement 84/73 et vice versa.
Pour fE1 = 1000Hz, la Figure 4.39 montre que pour les deux cas d’acyclisme, les
solutions sont périodiques.
Avec un acyclisme modéré, on observe (Figure 4.40) une réponse 1-T périodique
avec convolution entre la fréquence d’engrènement et les fréquences d’acyclisme, sans
toutefois observer de perte de contact. Les raies latérales en nfE1 ± k · facy,q, k =
1, 2 etn = 1..Ne sont visibles sur le spectre d’amplitudes. Les raies associées à l’acy-
clisme et à la fréquence d’engrènement sont de même ordre de grandeur.
Avec un acylisme fort, la réponse n’est plus exactement 1-T périodique mais 3-T pé-
riodique. La Figure 4.41 permet de mieux observer cette périodicité. On observe que
des pertes de contacts se produisent avec 2 impacts de fortes intensités par période
pour l’engrènement 56/73. Ces impacts génèrent une perte de contact entraînant
un choc entre les flancs actifs pour l’engrènement 84/73 (cf. Figure 4.41) sans pour
autant que le jeu ne soit franchi. Le spectre de l’engrènement 84/73 est enrichi de
nombreuses raies latérales autour des raies correspondant à la fréquence d’engrène-
ment et à ses harmoniques. Pour l’engrènement 56/73, le spectre d’amplitudes est
dominé par les raies associées aux fréquences d’acyclisme.
Pour fE1 = 1750Hz, au niveau de la résonance paramétrique principale, la Figure
4.42 montre que pour les deux cas d’acyclisme, les solutions sont chaotiques. Les
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Figure 4.36. :Evolution temporelle de l’écart entre deux réponses avec des condi-
tions initiales proches à fE1 = 10Hz.
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4.5 Etude de la cascade de distribution

Figure 4.38. :Réponses dynamiques des engrènements 84/73 (p1) et 56/73 (p2) à
fE1 = 10Hz pour un acyclisme fort.
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Figure 4.39. :Evolution temporelle de l’écart entre deux réponses avec des condi-
tions initiales proches à fE1 = 1000Hz.
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Figure 4.41. :Réponses dynamiques 3-T périodiques des engrènements 84/73 (p1)
et 56/73 (p2) à fE1 = 1000Hz pour un acyclisme fort.
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excitations internes seules jouent un rôle important dans les pertes de contact ob-
servée Figure 4.43. En effet, chaque oscillation associée à la fréquence d’engrènement
conduit à une perte de contact.
Avec un acyclisme modéré, les sections de Poincaré suggèrent des solutions “pério-
diques faiblement bruités”. Les spectres d’amplitudes de la réponse avec un acyclisme
modéré montrent des modulations autour de la fréquence d’engrènement et ses har-
moniques, avec une présence de la raie à 1

2fE1 plus marquée pour l’engrènement
56/73 que pour l’engrènement 84/73. Pour les deux engrènements, le spectre d’am-
plitudes est dominé par la raie à la fréquence d’engrènement.
Avec un acyclisme fort, le caractère chaotique est mis en évidence Figure 4.44. Le
spectre d’amplitudes de l’engrènement 84/73 est principalement marqué par la fré-
quence d’engrènement et ses raies latérales. Pour l’engrènement 56/73, on observe
un double choc (cf. zone encadrée Figure 4.44) entre les flancs rétros par période
fondamentale. Le spectre est essentiellement dominé par les raies à basses fréquences.
Pour fE1 = 2400Hz, on observe une réponse 1-T périodique sans perte de contact
pour un acyclisme modéré (voir Figures 4.45 et 4.46). On observe également la
convolution de la fréquence d’engrènement avec les fréquences d’acyclisme et les
raies latérales en nfE1 ± k · facy,q, k = 1, 2 etn = 1..Ne sont visibles sur le spectre
d’amplitudes. On note que les amplitudes des excitations aux fréquences d’acyclisme
sont moins élevées que celles associées à la fréquence d’engrènement.
Avec un acyclisme fort, des pertes de contact ont lieu, avec un impact entre les
flancs rétros par période fondamentale pour l’engrènement 56/73. La Figure 4.45
nous indique que la réponse est chaotique. Cependant, les sections de Poincaré et la
Figure 4.47 montrent que la réponse est peu différente d’une période sur l’autre et
qu’on peut à nouveau parler de réponse “périodique faiblement bruitée”. Le spectre
de l’erreur dynamique de l’engrènement 84/73 montre un contenu riche entre 0 et
fE1 . Pour l’engrènement 56/73 le spectre est dominé par les basses fréquences.
Pour fE1 = 4000Hz, on observe une réponse 1-T périodique sans perte de contact
pour un acyclisme modéré (voir Figures 4.48 et4.49). Les spectres des erreurs dyna-
miques de transmission sont dominés par les raies associées l’acyclisme. La présence
de la raie à la fréquence d’engrènement est plus marquée pour l’engrènement 56/73
que pour l’engrènement 84/73.
Le cas d’acyclisme modéré génère une solution 1-T périodique et le cas d’acyclisme
fort, une solution chaotique.
Avec un acyclisme fort, la réponse est chaotique comme le montre les Figures 4.48
et 4.50. Les pertes de contact peuvent conduire à des chocs entre les flancs rétros
de l’engrènement 56/73. On peut également observer le décalage entre le moment
où la perte de contact se produit sur l’engrènement 56/73 et l’effet du choc sur
l’engrènement 84/73 (Figure 4.50).
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Figure 4.42. :Evolution temporelle de l’écart entre deux réponses avec des condi-
tions initiales proches à fE1 = 1750Hz.
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Figure 4.44. :Réponses choatiques des engrènements 84/73 (p1) et 56/73 (p2) à
fE1 = 1750Hz pour un acyclisme fort.
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Figure 4.45. :Evolution temporelle de l’écart entre deux réponses avec des condi-
tions initiales proches à fE1 = 2400Hz.
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Figure 4.47. :Réponses chaotiques à fE1 = 2400Hz des engrènements 84/73 (p1)
et 56/73 (p2) pour un acyclisme fort.

185



Chapitre 4 Analyse du claquement induit par les pertes de contact ...

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
10

-20

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

r p

τ/T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10

-14

10
-12

10
-10

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

r p

τ/T

Figure 4.48. :Evolution temporelle de l’écart entre deux réponses avec des condi-
tions initiales proches à fE1 = 4000Hz.
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Figure 4.50. :Réponses choatiques à fE1 = 4000Hz des engrènements 84/73 (p1)
et 56/73 (p2) pour un acyclisme fort.
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4.5.2. Cascades 84-73-56 et 54-72-50 couplées

Le modèle étudié obéit au système d’équations adimensionnées (4.33). Les fré-
quences propres (déterminées dans le chapitre 3) sont fp1 = 1180Hz, fp2 = 1868Hz,
fp3 = 2739Hz et fp4 = 3099Hz. Le système est excité par deux fréquences d’engrè-
nement, une pour chaque cascade, reliées par la relation 9fE1 = 7fE2 . La plus petite
fréquence commune s’écrit :

fE1 = 84f1 = 84f1 = 7 · (12) · f1
fE2 = 72f2 = 108f1 = 9 · (12) · f1

Les fréquences d’excitation frot,q associées aux acyclismes sont exprimées en fonction
de la fréquence de rotation du pignon moteur f1 :

facy,1 = 3f1 = 25 ·
(

3
25

)
· f1

facy,3 = 3f3 = 372
50f2 = 372

50
3
2f1 = 54 ·

(
3
25

)
· f1

facy,4 = 3f4 = 372
54f2 = 372

54
3
2f1 = 50 ·

(
3
25

)
· f1

(4.77)

La discrétisation du système requiert donc un nombre de points très élevé même en
ne considérant que ces excitations externes. En effet, si l’on discrétise un sinus par 8
points, il faut 8×54 = 432 points pour décrire une période de la réponse dynamique
d’un engrènement, soit 4 · 432 = 1728 points pour l’ensemble du système. Dans
le cas où des excitations internes et externes sont considérées, la taille du système
croît encore de manière considérable. En effet, la plus petite fréquence commune
aux excitations s’obtient en considérant :

fE1 = 84f1 = 700 ·
(

3
25

)
· f1

fE2 = 108f1 = 900 ·
(

3
25

)
· f1

facy,1 = 3f1 = 25 ·
(

3
25

)
· f1

facy,3 = 162
25 f1 = 54 ·

(
3
25

)
· f1

facy,4 = 6f1 = 50 ·
(

3
25

)
· f1

(4.78)

4.5.2.1. Réponses dynamiques induites par les excitations internes

La fréquence fondamentale reste suffisamment grande pour que ce système puisse
être étudié par continuation lorsque seules les excitations internes sont prises en
compte. Le paramètre de continuation est égal à λ = 12ω1

ωc
. La Figure 4.51 présente

les valeurs extrêmales des réponses des quatre engrènements. Sans surprise, les ex-
citations étant nettement supérieures sur la première cascade (p1 et p2) seules ces
deux engrènements sont le siège de pertes de contact. On relève des régimes de fonc-
tionnement critiques similaires à ceux du modèle linéaire du chapitre 3, soit autour
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de 830 tr/min et 1950 tr/min. Par ailleurs, bien qu’aucune perte de contact n’est
générée pour la seconde cascade (54-72-50), on observe des résonances non-linéaires
mollissantes associées aux pertes de contact des engrènements de la première cas-
cade.
Les Figures 4.52 à 4.57 présentent les erreurs dynamiques de transmission p2(t)
et p3(t) des l’engrènements 56/73 et 50/72 pour des régimes de fonctionnement
proches des deux régimes critiques. Pour chaque figure, les parties (a), (b), (c) et (d)
correspondent respectivement à la réponse temporelle (avec seuil de contact en trait
pointillé), au spectre d’amplitudes, au plan de phase et à la section de Poincaré. Par
ailleurs, l’existence de deux fréquences d’engrènement rend plus judicieux le choix
fondamentale du système pour rendre sans dimension la fréquence de fonctionnement
lors de la lecture des spectres d’amplitudes (l’ordre 7 ainsi sans dimension correspond
alors à la fréquence d’engrènement de la cascade 84-73-56, et l’ordre 9 à celle de la
cascade 54-72-50).
Pour ω1 = 810 tr/min, la réponse est 1-T périodique et ne génère pas de perte de
contact (Figures 4.52 et 4.53).
Pour l’engrènement 56/73 (p2), la Figure 4.52 montre des raies associées aux deux
fréquences d’engrènement sont présentes, mais c’est le fondamental de la fréquence
d’engrènement de la cascade 84-73-56 fE1 qui domine la réponse.
Pour l’engrènement 50/72 (p3), la Figure 4.53 montre que la réponse est dominée
par le fondamental de la fréquence d’engrènement de la cascade 54-72-50 fE2 .
Cependant, dans les spectres des deux engrènements, des raies au deux fréquences
d’engrènement sont observées, traduisant ainsi le couplages entre les cascades.
Pour ω1 = 810 tr/min, la Figure 4.54 montre qu’une réponse 2-T périodique coexiste
avec la 1-T périodique et génère 7 impacts par période pour l’engrènement 56/73
(ce qui correspond à 1 impact par période d’engrènement TE1). L’amplitude de la
réponse est élevée est dominée par l’ordre 1

2fE1 .
La réponse de l’engrènement 50/72 ne génère pas de perte de contact, et est de faible
amplitude (voir Figure 4.55 ). Le spectre est constitué de plusieurs raies d’amplitudes
de même ordre de grandeur associées aux deux fréquences d’engrènement et à leur
harmoniques. On relève également une raie à fE2−fE1 (ordre 2) de faible amplitude
traduisant le couplage entre les excitations à ces deux fréquences.
Pour ω1 = 1800 tr/min, la réponse 1-T périodique ne génère pas de perte de contact.
Pour l’engrènement 56/73 (p2), des raies associées aux deux fréquences d’engrène-
ment sont présentes, mais c’est la raie fE1 qui domine la réponse (voir Figure 4.56).
Pour l’engrènement 70/72 (p3), la réponse est également dominée par la raie fE1 . La
raie fE2 et son premier harmonique sont aussi présentes (voir Figure 4.57 ).
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Figure 4.52. :Réponse 1-T périodique sans impact pour l’engrènement 56/73,
à ω1 = 810 tr/min.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.

Figure 4.53. :Réponse 1-T périodique sans impact pour l’engrènement 50/72,
à ω1 = 810 tr/min.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.54. :Réponse 2-T périodique sans impact pour l’engrènement 56/73,
à ω1 = 810 tr/min.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.

Figure 4.55. :Réponse 2-T périodique sans impact pour l’engrènement 50/72,
à ω1 = 810 tr/min.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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Figure 4.56. :Réponse 2-T périodique sans impact pour l’engrènement 56/73,
à ω1 = 1800 tr/min.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.

Figure 4.57. :Réponse 2-T périodique sans impact pour l’engrènement 50/72,
à ω1 = 1800 tr/min.
(a) Réponse temporelle, (b) Spectre d’amplitudes, (c) Plan de phase, (d) Section
de Poincaré.
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4.5.2.2. Réponses dynamiques induites par les excitations internes et externes

La fréquence fondamentale du système est f0 = 3
25f1. La continuation des branches

de solutions n’est pas possible (taille du système trop important) et on propose
une description par intégration temporelle. Deux cas d’acyclisme sont envisagés et
présentés dans le Tableau 4.4. On présente l’étude du caractère chaotique de la même
manière que précédemment d’une part, et les erreurs dynamiques de transmission des
4 engrènements et leurs spectres d’amplitudes pour des régimes de fonctionnement
proches des deux régimes critiques et pour les deux cas d’acyclisme d’autre part.

χ(1,1)
c

Ē1

χ(1,1)
s
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Ē3

χ(1,3)
s

Ē3

χ(1,4)
c

Ē4

χ(1,4)
s

Ē4

1) Acyclisme modéré 0.20 0.17 0 0 0.21 0.29 0.34 0.17

2) Acyclisme fort 0.20 0.17 0 0 0.51 0.32 0.88 0.52

Tableau 4.4. :Cas d’acyclisme considéré pour les cascades couplées.

Pour ω1 = 810 tr/min, avec un acyclisme modéré, la réponse est 1-T périodique (voir
Figures 4.58 et 4.59). Pour chaque engrènement, on observe des pertes de contact
et des chocs entre les flancs actifs. Les réponses aux amplitudes les plus élevées sont
celles des engrènements 56/73 (p2) et 54/72 (p4). Pour l’engrènement 56/73, c’est
la raie au fondamental de la fréquence d’engrènement de la cascade 84-73-56 fE1

qui domine la réponse. Pour l’engrènement 54/72, c’est la raie associée à l’acyclisme
facy,4qui domine la réponse.
Avec un acyclisme fort, la Figure 4.58 montre que la réponse est chaotique. On
observe (Figure 4.60) des pertes de contact pour chaque engrènement, avec chocs
entre les flancs rétros excepté pour l’engrènement 84/73, qui est celui pour lequel
l’acyclisme est le plus faible. Pour tous les spectres, les raies associées aux excitations
de l’acyclisme dominent. On note toutefois une contribution non négligeable de la
raie fE1 pour l’engrènement 84/73.
De manière générale, les spectres sont bien plus riches que pour la cascade 84-73-56
seule. Cela s’explique par le fait que les excitations et les raies latérales dues aux
multiples convolutions sont plus nombreuses.
Pour ω1 = 1800 tr/min, avec un acyclisme modéré, la réponse est 1-T périodique
(voir Figures 4.58 et 4.59). Les réponses sont de faibles amplitudes et dominées par
les raies associées aux excitations par l’acyclisme et au fondamental de la fréquence
d’engrènement de la cascade 84-73-56 fE1 .
Avec un acyclisme fort, la Figure 4.61 montre que la réponse est chaotique. Les
réponses de la Figure 4.63 sont très semblables à celles observées pour un régime de
fonctionnement à ω1 = 810 tr/min, et de par ce fait les conclusions et commentaires
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sont relativement identiques. On observe des chocs entre les flancs rétros pour chaque
engrènement excepté l’engrènement 84/73.
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Figure 4.58. :Evolution temporelle du rapport d’amplitudes
de deux réponses avec conditions initiales proches à
ω1 = 810 tr/min.
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Figure 4.61. :Evolution temporelle du rapport d’amplitudes de deux réponses avec
conditions initiales proches à ω1 = 1800 tr/min.
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4.6 Conclusions

4.6. Conclusions

Des modèles non-linéaires de la cascade 84-73-56 et du système des deux cascades
couplées ont été proposés et étudiés. Ils permettent de prendre en compte la perte
de contact entre denture, et des excitations internes et externes aux fréquences très
distinctes.
La technique de continuation mise en place a permis de suivre les solutions pério-
diques de ces systèmes, et d’étudier en détails la dynamique de la cascade 84-73-56
seule. La perte de contact est favorisée par un amortissement faible et des excita-
tions élevées.
Les excitations internes seules conduisent à des pertes de contact aux régions d’am-
plification dynamique et d’instabilité paramétriques. Les résonances non-linéaires
induites par la non-linéarité de jeu donnent naissance à des solutions de périodicité
multiple et des régimes à plusieurs impacts par période.
Lorsque les excitations externes sont introduites, les excitations à la fréquence d’en-
grènement (correspondant aux excitations internes) sont modulées par les acyclismes
(excitations externes à basses fréquences). Lorsque l’acyclisme est suffisamment
élevé, la perte de contact se généralise sur l’ensemble de la plage de fréquence consi-
dérée. La dynamique est complexe, on peut observer du chaos et des chocs sur les
flancs rétros pour un acyclisme fort.
Pour le système constitué des deux cascades couplées, les conclusions sont similaires
à celles de la cascade de trois pignons seules. Les régimes observés comportent des
pertes de contact pour les deux cas d’acyclisme considérés.
Pour un acyclisme modéré, les chocs se produisent uniquement entre les flancs actifs
et les réponses sont périodiques.
Pour un acyclisme élevé, la présence de nombreuses excitations à des fréquences
diverses (hautes et basses) et de chocs génèrent des réponses chaotiques avec chocs
entre flancs rétros.
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Dans le cadre de la réduction des nuisances acoustiques générées par le fonctionne-
ment d’un véhicule poids lourd, l’objectif de ce travail de thèse était de caractériser
le comportement vibratoire d’une cascade de distribution. Cette dernière est compo-
sée de deux cascades de trois pignons chacune. On cherche notamment à caractériser
le sirènement généré par l’erreur statique de transmission et le claquement associé
aux vibro-impacts susceptibles d’apparaître entre les dentures.

Dans un premier temps, nous avons cherché à optimiser les corrections de denture
des pignons, afin de minimiser les fluctuations de l’erreur statique de transmission,
principale source d’excitation interne. On prend en compte, d’une part, le carac-
tère multi-engrènement qui impose une optimisation simultanée des trois pignons
de chaque cascade et la large plage de couples de fonctionnement, d’autre part, la
robustesse des solutions proposées aux écarts de géométrie induits par les tolérances
de fabrication.
Les corrections considérées sont les dépouilles, les diamètres de dépouille et le bombé
cumulé. Les pignons considérés sont de classe de qualité 7, et les intervalles de tolé-
rances associés aux défauts de fabrication correspondant sont de l’ordre de la valeur
moyenne de la correction. Les défauts de profils et d’hélices sont également considé-
rés.
Une fonction coût a été introduite permettant d’intégrer plusieurs critères d’opti-
misation. L’optimisation multi-objectifs (deux erreurs statiques de transmission à
minimiser pour chacune des deux cascades) a été traitée en considérant la somme
des valeurs crête à crête. L’optimisation a été réalisée pour une plage de couples de
fonctionnement. Un algorithme méta-heuristique de type essaims particulaires a été
mis en œuvre pour optimiser efficacement la fonction coût. Les solutions obtenues
ont été triées en fonction de leurs performances et trois d’entre elles ont été sélec-
tionnées pour une étude de robustesse face aux écarts de géométrie.
Un critère de robustesse a été défini de manière à estimer le pire scénario possible
dans les intervalles de tolérances. La densité de probabilité de la fonction coût des
solutions a permis d’effectuer un choix fiable optimisant correctement les pignons.
On propose finalement des jeux de corrections de dentures qui procurent un gain
moyen sur la fonction coût de 5 dB pour la cascade 84-73-56 et de 2.5 dB pour la
cascade 54-72-50, par rapport aux solutions de référence.

Dans un deuxième temps, nous avons analysé le comportement dynamique de la cas-
cade de dentures induit par les fluctuations des erreurs statiques de transmission et
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les fluctuations des raideurs d’engrènement qui en résultent. Pour cela, les différents
composants de la cascade (engrenages, arbres, roulements, plaque support) ont été
discrétisés par la méthode des éléments finis, afin d’établir la base modale moyenne
du système. Les équations de mouvement correspondent à une modélisation para-
métrique linéaire du problème, qui permet la prise en compte du couplage entre les
excitations de chaque engrènement. Elles sont résolues dans le domaine fréquentiel
grâce à une méthode spectrale itérative à multi-excitations qui offre des gains de
temps très importants par rapport aux méthodes d’intégration temporelle.
Pour chaque régime de fonctionnement, les réponses dynamiques des engrenages
mettent en évidence les raies dominantes et le couplage entre les deux fréquences
d’engrènement. Le calcul de la puissance vibratoire de la plaque pour les jeux de
corrections standards et optimisés montre qu’un gain de 8 à 20 dB peut être espéré,
selon le régime de fonctionnement considéré.

Enfin, nous avons modélisé le comportement dynamique non-linéaire de la cascade
associé aux pertes de contact susceptibles d’apparaître entre les dentures. La com-
plexité du problème traité conduit à réduire le nombre de degrés de liberté de la
cascade en introduisant un modèle qui prend en compte uniquement les rotations
des pignons autour de leur axe et les couplages entre les roues induits par les en-
grènements. Le modèle dynamique non-linéaire proposé permet d’introduire simul-
tanément les excitations externes associées aux fréquences de rotation et leurs har-
moniques (excitations basses fréquences liées à l’acyclisme moteur) et les excitations
internes associées aux fréquences d’engrènement et leurs harmoniques (excitations
hautes fréquences liées aux fluctuations des erreurs statiques de transmission et des
raideurs d’engrènement). Une discrétisation des équations de mouvement par la mé-
thode des différences centrées assortie d’une technique de continuation avec longueur
d’arc ont été mise en œuvre pour explorer la dynamique de la cascade de dentures.
Compte tenu de la complexité des calculs, l’étude a dans un premier temps été
menée pour la cascade de pignons 84-73-56. Dans le cas où seules les excitations
internes sont prises en compte, la stabilité des réponses 1-T périodiques et la nature
des bifurcations observées a pu être analysée. Pour les régimes de fonctionnement
correspondants à la résonance paramétrique principale et l’instabilité paramétrique
principale, le comportement dynamique de la cascade est très riche. Des solutions
2-T, 4-T, et 8-T périodiques sont observées, de même qu’une solution quasi-périodique.
Le comportement de chacune des branches de solutions correspondantes a pu être dé-
crit en détail. L’amplitude de la réponse dynamique conduit à des pertes de contact
et des chocs entre les flancs actifs, sans qu’aucun choc entre les flancs rétros ne se
produise.
La prise en compte simultanée des excitations internes et externes conduit à une
augmentation significative de l’amplitude de la réponse et à l’apparition de mo-
dulations entre les basses et les hautes fréquences. Quand le niveau de l’acyclisme
devient suffisamment important (de l’ordre de l’écrasement statique moyen), les
pertes de contact se généralisent et donnent lieu à un comportement très complexe.
Les méthodes de continuation échouent et l’étude du comportement dynamique de
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la cascade est réalisée par intégration temporelle. A basses fréquences, le contenu
spectral de la réponse dynamique est dominé par les raies associées à l’acyclisme.
L’intensité des chocs qui se produisent à la fois entre les flancs actifs et les flancs
rétros est telle que l’amplitude de la réponse dynamique de la cascade est très élevée.
Des régimes chaotiques sont également observés.
En considérant les deux cascades 84-73-56 et 54-72-50 couplées, l’excitation générée
par l’acyclisme conduit systématiquement à des régimes périodiques ou chaotiques
avec pertes de contact entre les dentures selon les niveaux d’acyclisme considérés.
On note toutefois que les pertes de contact sont favorisées par la complexité du sys-
tème et la multitude des excitations. Le couplage entre les engrènements est tel que
les chocs se produisant sur un engrènement peuvent générer des pertes de contact
sur l’autre engrènement.
Par ailleurs, l’amplitude des réponses dynamiques de chaque engrènement après la
perte de contact est bornée par l’amplitude du jeu fonctionnel, si bien que les ré-
ponses chaotiques conservent une certaine périodicité due à l’influence de certaines
raies dominantes.

La principale perspective de ces travaux est la validation expérimentale des modèles
proposés. La méthode d’optimisation des corrections de dentures et le modèle dyna-
mique traitant le problème du sirènement sont suffisamment aboutis pour traiter un
cas industriel complexe. Un jeu de pignons avec dentures corrigées a été fabriqué,
suite aux préconisations issues de l’analyse réalisée. La comparaison du sirènement
d’une cascade modifiée avec celui d’une cascade équipée de pignons standards est
désormais possible. Pour la gestion des pertes de contact entre dentures, le mo-
dèle développé ne permet pas d’intégrer les propriétés élastiques et inertielles de
l’ensemble des éléments de la cascade. Une étude expérimentale du comportement
dynamique non-linéaire d’une maquette composée uniquement d’une cascade de 3
pignons montés sur des supports rigides permettrait de valider la capacité du modèle
non-linéaire à prédire correctement les pertes de contact et les chocs successifs entre
les dentures.
Enfin, compte tenu de la richesse vibratoire des réponses de la cascade, une étude du
bruit rayonné permettrait d’associer une signature acoustique des différents régimes
mis en évidence.
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A. Le code ISIS et ses
entrées/sorties

Le fonctionnement du code est schématisé A.1. Les différentes entrées du code de
calcul sont listées ci-dessous.

Figure A.1. :Entrées et sorties du code de calcul ISIS

A.1. Les entrées

1 Caractéristiques de la transmission

• le nombre d’arbres,
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• le nombre de pignons,
• le nombre d’engrènement,
• l’arbre moteur.

Pour chaque engrènement :
• les arbres et pignons concernés,
• l’angle de pression apparent de fonctionnement,
• l’angle d’hélice de base,
• le sens de rotation,
• l’angle entre les repères local et global.

Pour chaque pignon :
• un identifiant (étiquette facilitant la lecture des résultats),
• le nombre de dents,
• le rayon de base.

Les régimes des vitesses de l’arbre moteur doivent également être spécifiés.
2 : Base modale éléments finis

• le nombre de modes propres (sans compter les modes de corps rigides),
• le nombre de degrés de liberté du modèle.
• les vecteurs de couplages Rj

• en cas de base tronquée, les flexibilités résiduelles TRés ij (voir 1.2.2.8) sont
déduits des informations précédentes

3 : Spectres des raideurs d’engrènements Kj

4 : Spectres des erreurs statiques de transmission E
(s)
j

A.2. Les sorties

A l’issu du calcul, le code donne accès aux erreurs dynamiques de transmission Ej,
aux efforts dynamiques de dentures FDjet aux déplacements Xk en tout degré de
liberté des noeuds du modèle considéré. Il est possible de visualiser ces résultats en
observant :
A : La valeur efficace en fonction du régime de fonctionnement

B : Les spectres à un régime de fonctionnement donné

C : L’évolution temporelle à un régime de fonctionnement donné
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