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RESUME:

La prévision du bruit ray onné par une structure vibrante à partir de données vibratoires calculées ou
mesurées intéresse de nombreux industriels qui, dès le stade de la conception, peuvent prévoir,
analyser et éventuellement corrig er les nuisances sonores eng endrées par une machine. Grâce aux
récents développements des moyens de calcul numériques, les travaux  de recherche théoriques et
expérimentaux dans le domaine de la vibro-acoustique ont fortement prog ressé. Ils ont conduit à des
logiciels de calcul basés sur des méthodes d' éléments finis ou d' éléments finis de frontière qui
nécessitent cependant des investissements importants : calculateurs puissants et utilisateurs avertis.
Afin de réduire les temps de calcul, le principe des sources équivalentes a été appliqué en remplaçant
la structure vibrante par une sphère qui va g énérer le même ray onnement acoustique que cette
structure. Le champ de vitesse vibratoire à la surface de la structure étant supposé connu par le calcul
ou par la mesure, il est utilisé pour déterminer le champ de vitesse à la surface de la sphère
équivalente par minimisation (méthode de la sphère équivalente proprement dite) ou par projection
(approche g éométrique). L es deux  méthodes sont validées sur des exemples numériques et
expérimentaux lorsque la structure admet une g éométrie simple et compacte. Différents paramètres
qui permettent de caractériser le modèle (ray on et position de la sphère par exemple) ainsi que la
précision et la stabilité des résultats en fonction du maillage vibratoire et des erreurs de mesure sont
discutés.

SUMMARY:

The prediction of sound radiated by  vibrating  structures using  measured or calculated data is of
interest to many manufacturers because it allows them to ant icipate, analyze and correct  the noi se
emitted by  a machine. Numerical methods for solving  acoustic radiation problems such as Finite
Element Method or Boundary Element Method have been widely developed but still remain difficult
to apply since they require powerful calculators and experienced users.
In orde r to limit c omputation time , the  princ iple of e quivalent sourc es ha s been applied and the
structure replaced by a sphere which radi ates t he sam e acoust ic fi eld as t he st ructure's one. The
normal velocity fi eld ont o t he surface of t he st ructure, whi ch i s assum ed t o be m easured or
calculated, ha s be en use d to c alculate the  ve locity field onto the sphere using a minimization
technique (the actual equivalent sphere method) or a direct projection (g eometrical approach). Both
methods have been validated from numerical and ex perimental data associated with simple and
compact structures. The influence of the model parameters (position and radius of the equivalent
sphere as well as vibrational mesh and measurement errors) on the accuracy  and stability  of the
radiated acoustic field has been investigated.
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INTRODUCTION

Plus d'un siècle après le début de la révolution industrielle, les outils et les machines se
sont multiplié s jusqu' à inve stir tous le s doma ines de  l' activité huma ine. De  la  c onception à  la
fabrication, les machines intèg rent désormais des technolog ies complex es qui témoignent du
savoir-faire des entreprises. Les compétences acquises dans de nombreuses branches de la
physique leur permettent d' en améliorer quotidiennement les performances. Chacun peut
cependant constater que d' importants progrès restent encore à réaliser dans le domaine du bruit
généré par ces machines.

On estime en effet aujourd'hui en France à 1.800.000 personnes le nombre de travailleurs
exposé à des niveaux  sonores supérieurs à 85 dB A. Reconnue comme maladie professionnelle
depuis 1963, le bruit coûte cher aux  entreprises (environ 500 kF  par an et par surdité reconnue).
La protection des travailleurs exposés à des nive aux de  bruits é levés me t e n oe uvre de s
techniques d'insonorisation coûteuses (traitement acoustique des locaux , capotage des machines)
qui s' avèrent dans cert ains cas i nsuffisantes. L es di rectives françai ses et  européennes m ettent
aujourd'hui l 'accent sur l 'importance de l a réduct ion du bruit à la source afin d'assurer la
protection des travailleurs (directive CEE 86/188) et la sécurité des machines (directives CEE
89/392 et 91/368). Les constructeurs sont désormais tenus de fournir dans les notices techniques
des informations quantitatives sur le  bruit é mis pa r le urs ma chines. Ce s de rnières doive nt
également être conçues et construites de manière à réduire les risques résultants de leur émission
sonore au niveau le plus bas compte tenu des progrès techniques. Au-delà de cet aspect normatif,
la réduction du bruit apparaît plus g énéralement comme un élément de confort qui devient un
argument de vente important pour de nombreux  industriels dans le domaine de l' électroménager
ou de l'automobile par exemple.

L'identification des sources de bruit dans une machine a permis de montrer depuis de
nombreuses années la contribution importante des phénomènes d' origine vibratoire. L es efforts
mécaniques injectés dans l a structure de l a machine par l es sources d' énergie et les mécanismes
qui la constituent génèrent une vibration de la surface de la structure qui engendre du bruit. Grâce
aux récents développements des moy ens de calculs numériques, les travaux  de recherche
théoriques et expérimentaux dans le domaine de la vibro-acoustique ont fortement progressé. Des
logiciels de calcul de ray onnement acoustique ex istent déjà sur le marché. Ils nécessitent
cependant des investissements importants - calculateurs puissants et utilisateurs avertis - qui le s
rendent encore difficilement accessibles à la majorité des bureaux d'études.

C'est dans le cadre de la prévention des surdités professionnelles que le L aboratoire
d'Acoustique Industrielle de l' Institut National de Recherche et de Sécurité développe des outils
de calcul d'aide à la conception de machines plus sile ncieuses qui soie nt simples d'utilisation et
qui limitent les temps de calculs (1). Destinés aux industriels, ces codes de calculs permettront de
prévoir, d' analyser et éventuellement de corrig er les nuisances sonores engendrées par une
machine. Les différentes étapes de l'étude du comportement dynamique d'une structure sont ainsi
traitées. La détermination des efforts mécaniques injectés (étape n°1), le calcul de l'état vibratoire
(étape n°2) et le calcul du ray onnement acoustique (étape n°3) font l' objet de différentes études
où interviennent des compétences internes et externes au laboratoire.
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Développé en collaboration avec le L aboratoire Vibrations-Acoustique de l' Institut
National des Sciences Appliquées, le  travail présenté dans ce mémoire s' intéresse au calcul du
rayonnement acoustique des structures (étape n°3) dans le domaine des basses fréquences. L'état
vibratoire de la structure est supposé connu (étapes n°1 et n°2). On fait ainsi abstraction de
l'origine des sources acoustiques et vibratoires placées à l' intérieur de la structure pour ne
s'intéresser qu'au champ vibratoire qu' elles induisent à la surface de la structure. Notons que la
connaissance du champ de vitesse peut être le résultat d' une analyse modale - issus d' un calcul
par éléments finis et/ou de mesures sur un prototy pe - ou de mesures directes sur la structure (à
l'aide d'accéléromètres ou d'un vibromètre laser par exemple).

Les différentes méthodes qui permettent de calculer le ray onnement acoustique d' une
structure à partir de données vibratoires dans le domaine des basses fréquences vont être
rappelées dans le premier chapitre. Elles font en g énéral appel à des méthodes de ty pes éléments
finis ou éléments finis de frontières dont la mise en oeuvre reste complex e et qui entraînent des
temps de calculs importants. Nous nous sommes donc intéressés au principe des sources
équivalentes qui  consi ste à rem placer l a st ructure vibrante par un ensemble de sources
acoustiques élémentaires placées à l'intérieur de l a st ructure. L es t emps de cal cul sont  al ors
fortement réduits si le ray onnement acoustique de la structure peut être approché à l' aide d' un
faible nombre de sources. Le nombre ainsi que la position de ces sources ne sont cependant pas
connus a priori. La démarche que nous avons adoptée consiste à choisir une source équivalente
unique mais plus complexe : une sphère. L e rayonnement acoustique d' une sphère s' exprime en
effet simplement en fonct ion du cham p de vi tesse vibratoire à sa surface. Deux  approches sont
alors présentées dans le second chapitre de ce mémoire. Elles permettent de déterminer ce champ
de vitesse en fonction de  divers paramètres (rayon e t position du c entre de  la  sphère, maillage
vibratoire, ...). Dans le troisième chapitre, ces deux  approches sont illustrées et validées sur des
exemples numériques simples. Différents critères permettant de déterminer la qualité du modèle
sont également discutés. Les résultats obtenus dans le cas d'une boite rectangulaire sont comparés
à ceux obtenus par une méthode d' éléments finis de frontière. Une application ex périmentale est
finalement présentée dans le quatrième chapitre. Une boite posée sur un sol réfléchissant est
excitée par un pot vibrant. Pour prendre en compte l' effet du sol réfléchissant, on applique la
méthode des images. Le rayonnement acoustique de la boite calculé par la méthode de la sphère
équivalente est alors comparé à la mesure et au ray onnement acoustique calculé par une méthode
d'éléments finis de frontière.
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CHAPITRE I

Exposé du problème et analyse bibliographique

1. Exposé du problème

La prédiction du bruit ray onné par une structure vibrante à partir de données vibratoires
calculées ou mesurées est un problème classique dans le domaine de la vibro-acoustique. I l intéresse
de nombreux industriels qui, dès le stade de la conception, veulent prévoir, analy ser et
éventuellement corriger les nuisances sonores eng endrées par une machine. L es log iciels
actuellement proposés font appels à des techniques de calculs qui demandent des moyens
numériques importants et difficiles à mettre en oeuvre. Toute méthode approchée qui tend à limiter
les besoins informatiques présente donc un intérêt majeur. Le modèle utilisé est celui d’une structure
fermée entourée d' un fluide parfait, homog ène, compressible et infini. Il suppose l'absence de
phénomènes aérodynamiques (couplages avec un écoulement) et thermody namiques (couplage avec
des sources de chaleur). Cette structure est soumise à une ex citation harmonique qui g énère en tout
point Ms de sa surface S un champ de vitesse vibratoire normale Vn supposé connu pour toutes les
fréquences d’ex citation. A chaque instant t, la pression acoustique ray onnée en tout point M
extérieur à S est  not ée     P( M , t ). En régime harmonique de pulsation     ω = 2πf , on suppose une
dépendance temporelle de la forme     P(M , t) = P(M )ejωt . L es hy pothèses de l’acoustique linéaire
classique nous permettent de définir la pression acoustique rayonnée comme la solution d’un
système différentiel de type Neumann extérieur non-homogène défini par:

• l’équation de Helmholtz en tout point M extérieur à la structure
 

 ∆P(M ) + k2P(M) = 0
( I.1a )

• les conditions aux limites pour tout point M s  appartenant à la structure
 

 
    

∂ P(Ms)
∂ nMs

= − jωρ 0Vn(Ms)

( I.1b )

• la condition de rayonnement de Sommerfeld à l’infini
 

 lim
r= OM

→
→ +∞

r( ∂ P(M)
∂ r

+ jkP(M ) ) = 0

( I.1.c )
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où

k est le nombre d’onde associé au milieu fluide (
    
k =

ω
c0

)

c0  est la vitesse de propagation du son dans le fluide
nMS

 est la normale extérieure à la structure au point M s

ρ 0  est la masse volumique du fluide

D’un point de vue mathématique c’est un problème bien posé qui admet une solution unique pour
toutes les fréquences.

2. Analyses des méthodes existantes

2.1. Méthode analytique

Le système différentiel ( I .1 ) peut se résoudre par une méthode analy tique qui consiste à
chercher la solution sous la forme d’une série de fonctions. Dans notre cas, il s’ag it des fonctions
d’onde constituées par les vecteurs propres de l’opérateur d' Alembertien ∆ + k 2  qui vérifient la
condition de ray onnement de Sommerfeld. Ces fonctions constituent les modes de rayonnement
acoustique de certaines structures dites idéales. Morse et  Feshbach (2) ont répertorié les 11 sy stèmes
de coordonnées qui permettent, dans un espace à trois dimensions, de déterminer ces fonctions
propres en appliquant la méthode de séparation des variables. En pratique on s’est surtout intéressé
aux sy stèmes de coordonnées qui g énèrent des surfaces de géométries simples lorsque l’on rend
constant l’une des coordonnées. Ces surfaces peuvent être fermées (sphères et sphéroïdes) ou non
fermées (plaque infinie et cylindre de longueur infinie). Le rayonnement acoustique de ces structures
idéales s’ex prime ainsi analy tiquement au moy en de séries de fonctions plus ou moins faciles à
calculer. Dans le sy stème de coordonnées propre à chacune de ces g éométries, les conditions aux
limites pe rmettent de  c alculer dire ctement le s c oefficients de s sé ries. Ce tte proprié té c onstitue le
principal intérêt de la méthode. L ’expression analy tique de la pression acoustique est donc bien
connue pour ces structures même si la converg ence des séries n’est pas toujours numériquement
accessible. Les résultats obtenus servent en général de référence pour valider les autres méthodes.

2.2. M éthodes numériques

Dans le cas d’une structure quelconque, on ne sait pas ex primer les modes de rayonnement
acoustique sous une forme analy tique. La résolution du système différentiel ( I.1 ) fait alors appel à
des méthodes approchées qui nécessitent des outils numériques avancés que le développement des
calculateurs a rendu possible depuis quelques années.
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2.2.1. Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une technique numérique qui permet de résoudre de
manière approchée les équations différentielles linéaires quelles que soient les conditions aux limites
que l'on impose. Elle consiste plus précisément à transformer le sy stème différentiel en un sy stème
d'équations linéaires qui présente l'avantage d'être creux et symétrique.

Pour des problèmes de ray onnement acoustique, c' est le milieu de propag ation qu'il faut
discrétiser. S’il existe déjà des logiciels commercialisés qui traitent les problèmes intérieurs à partir
de ces méthodes, les problèmes ex térieurs qui nous intéressent nécessitent une approche différente.
En effet, il faut imposer sur une surface finie qui entoure la structure vibrante une condition aux
limites équivalente à la condition de Sommerfeld. Cette nouvelle condition aux limites peut être
déterminée de manière exacte (3) ou approchée par itération (4). Lorsque cette surface de cont rôle est
une surface idéale, au sens du paragraphe 2.1, on peut effectuer un raccordement analy tique. Dans le
cas d'une sphère par ex emple, on peut utiliser le développement en série sur les fonctions d’onde
sphériques pour calculer la pression acoustique ray onnée à l’extérieur de la sphère (5). L e
raccordement avec des solutions analytiques permet de limiter le volume à discrétiser pour réduire la
dimension des matrices et les temps de calculs t out en t raduisant correct ement l a décroi ssance du
champ acoustique lorsque l'on s'éloigne de la structure.

Une variante intéressante consiste par exemple à définir des él éments dits infinis au-delà de
la surface vibrante avec un modèle de décroissance donné qui respecte la condition de Sommerfeld
(6,7). B ien que  le s ma trices re ncontrées soie nt e n g énéral creuses et symétriques, le maillage
tridimensionnel rend la méthode très coûteuse en temps de calcul lorsque la surface vibrante est
grande devant la longueur d’onde acoustique. Il rend également l’utilisation d’un mailleur de volume
quasiment indispensable.

2.2.2. Méthodes des éléments finis de frontière

Le maillage tridimensionnel imposé par la méthode des éléments finis peut sembler d' autant
plus inadapté à notre problème que le milieu de propag ation est supposé homog ène. En effet, le
théorème de Green permet de faire passer le problème de sa forme différentielle ( I.1 ) à une forme
intégrale connue sous le nom d'équation intégrale de Helmholtz . Le champ acoustique ray onné ne
dépend alors que des val eurs de pression et de vitesse à la surface de l a structure ainsi que du choix
d'une fonction de propagation qui respecte la condition de ray onnement de Sommerfeld (la fonction
de Green en champ libre G0 par exemple). La vitesse vibratoire étant connue, l'essentiel du calcul est
reporté sur la détermination de la pression pariétale. L'équation intégrale de Helmholtz doit pour cela
être discrétisée par une méthode de ty pe collocation. Elle conduit à la résolution d' un sy stème
matriciel carré dont la dimension est directement liée au nombre de points de maillag e à la surface
de la structure. La pression pariétale en ces points joue le rôle d' inconnue. Dans ces méthodes dites
intégrales, seule la discrétisation de la surface est nécessaire. On a donc g agné une dimension pour
les éléments de discrétisation appelés désormais éléments finis de frontière ou éléments finis de
surface pour bien les différentier des éléments finis classiques volumiques. En contre partie, les
systèmes matriciels formés sont pleins et non sy métriques. Quelle que soit la fréquence de
l'excitation à laquelle est soumise la structure, on peut démontrer l' existence d' une solution au
système linéaire ainsi formé.
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Cette formulation doit cependant faire face au problème des fréquences dites critiques,
caractéristiques ou encore irrégulières. C'est un problème qui caractérise les intégrales de Freedhom
de première espèce dont fait partie l' intégrale de Helmholtz  (8). Il est lié au choix  de la fonction de
Green en champ libre comme fonction de propag ation (9) et se traduit par une perte de l' unicité de la
solution lorsque la fréquence d' excitation correspond à une fréquence propre du sy stème différentiel
de Diric hlet homog ène inté rieur a ssocié à  a u problè me ( I .1 ). A prox imité de  c es fré quences, le
système devient mal conditionné et peut conduire à des résultats erronés. Ces "accidents" sont
d'autant plus nombreux  que la fréquence aug mente. Pour une structure de g éométrie quelconque il
est impossible de les prévoir sans résoudre le problème de Dirichlet intérieur.

Diverses solutions ont été proposées pour surdéterminer le système matriciel carré initial afin
de rendre le rang du système suffisant et assurer l' unicité de la solution. Reprenant une idée
présentée par C opley (10) en 1967, Schenk (11) a proposé dès 1968 une méthode connue sous
l'acronyme CHIEF. Elle consiste à appliquer l' équation de Helmholtz  en certains points choisis à
l'intérieur de la structure. En e ffet, parmi l'infinité de solutions qui existe aux fréquences critiques,
une seule vérifie à la fois le problème intérieur et ex térieur. La solution du nouveau système
matriciel re ctangulaire e st dé terminée a u se ns de s moindre s c arrés. Le c hoix de s points intérieurs
reste cependant une étape capitale. En effet, le rang  du sy stème ne sera aug menté que si les points
choisis n' appartiennent pas aux  surfaces nodales du volume intérieur associées au problème de
Dirichlet. Pour une structure quelconque on ne connaît pas ces surfaces nodales. De plus, lorsque la
fréquence augmente, la distance entre les surfaces nodales diminue (12) et la difficulté de trouver les
points intérieurs rend la méthode délicate.

Il faut noter également que l'équation intégrale de Helmholtz fait intervenir la dérivée de la
fonction de Green G0 par rapport à la normale à la surface. L orsque le point courant d' intégration
coïncide avec l es points où l a pression pariétale est calculée l'intégrale devient singulière. Elle doit
donc être calculée au sens de la valeur principale de Cauchy  par des techniques numériques
spécifiques qui augmentent les temps de calcul.

Piaszczyk et Klosner (13) ont également proposé de surdéterminer le sy stème linéaire en
ajoutant un certain nombre d’équations obtenues cette fois pour des points qui appartiennent au
champ lointain de la structure vibrante. L e champ de pression ray onnée en ces points
supplémentaires est calculé à partir d' une hy pothèse d' onde plane appliquée à la surface de la
structure. L a pression pariétale est alors déterminée pour toutes les fréquences en résolvant un
système rectang ulaire au sens des moindres carrés. Dans un second temps, la pression pariétale
solution du système est utilisée pour recalculer le champ de pression aux  points supplémentaires. Si
le résultat est différent de celui obtenu par l' hypothèse d' onde plane, alors on résout un nouveau
système rectangulaire défini par les nouvelles valeurs de pression aux  points supplémentaires. L e
procédé est répété jusqu'à ce qu'un critère de convergence donné soit vérifié. Cette démarche a été
testée sur des surfaces de révolution mais des doutes subsistent sur la converg ence de la méthode
dans un cas général.

La méthode proposée par Burton et Miller (14) en 1971 consiste à former un système matriciel
à partir d'une combinaison linéaire entre l'équation intégrale de Helmholtz et sa dérivée par rapport à
la normale en tout point de la surface. L'existence et l'unicité de la solution sont assurées dès que le
coefficient de couplag e entre les deux  équations est un nombre complexe de partie imaginaire non
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nulle. Certaines intégrales font intervenir cette fois la dérivée seconde de G 0. Elles deviennent alors
singulières et doivent être calculée au sens de la partie finie d' Hadamard. Des simplifications ont été
présentées par Terai  (15) et Reut (16) qui  permettent de cal culer ces i ntégrales sans fai re appel  à des
techniques d'intégration numériques trop coûteuses en temps de calcul.

En 1989, Cunefare et al  (17) ont appliqué cette méthode à l' équation intégrale de Helmholtz
intérieure. En choisissant des points à l’intérieur de la structure, les intég rales qui dépendent de la
dérivée seconde de G0 ne sont plus singulières.

La méthode du champ nul (18,19) consiste à calculer l a pressi on pari étale à part ir d' un
développement en série de la fonction de Green en champ libre sur la base des fonctions d’onde
sphériques. L 'orthogonalité de ces fonctions d' onde conduit à un sy stème linéaire que l'on peut
résoudre au sens des moindres carrés. Elle est plus g énéralement connue sous le nom de " T-matrix
method" (TMM) dans le domaine de la diffraction des ondes électromag nétiques et acoustiques (20).
Stupfel et al (21) ont couplé cette méthode avec la méthode intégrale pour surdéterminer le système
carré initial. Ils font cependant remarquer que la convergence numérique de la série peut poser des
problèmes d' une part  l orsque l a fréquence aug mente et, d'autre part, lorsque la surface S e st trè s
différente d’une sphère. Sur ce dernier point, on se référera par exemple à l'article de Tobocman (22)

qui compare la méthode TMM à une méthode intég rale et illustre la lenteur de la convergence des
fonctions d'onde sphériques. Jones (23) a néanmoins montré l’existence et l’unicité de la solution sur
une certaine gamme de fréquence lorsque l’on ne considère qu’un nombre fini de termes de la série.

Les méthodes indirectes appartiennent ég alement aux  méthodes des éléments finis de
frontière. Elles consistent à chercher des distributions de sources simples ponctuelles à la surface de
la structure. L a contribution de chacune des sources est déterminée à partir des conditions aux
limites. On distingue le potentiel de simple couche, qui correspond au saut de vitesse entre les deux
côtés de la surface vibrante, et le potentiel de double couche, qui correspond au saut de pression
acoustique. Cette formulation permet de traiter les surfaces non fermées. Elle est ég alement sensible
au problème des fréquences irrég ulières car la fonction de propag ation associée à chacune de ces
sources est définie simplement à partir de la fonction de Green G0. Une solution unique pour toutes
les fréquences est obtenue en combinant les potentiels de simple et double couche (24). Les méthodes
indirectes s’appuient sur une discrétisation de la surface vibrante où coïncident les points sources et
les points où la vitesse est connue. L es intég rales qui font intervenir les dérivées premières et
secondes de G 0 deviennent alors sing ulières et doivent être calculées respectivement au sens de la
valeur principale de Cauchy et au sens de la partie finie d’Hadamard. L es temps de calcul sont bien
sûr plus importants.

Les méthodes indirectes présentent donc de nombreuses similitudes avec les méthodes
intégrales directes. Seule la nature des inconnues est différente. Dans un cas on introduit des densités
de sources et  dans l 'autre c' est di rectement l a pressi on pari étale qu' il faut  cal culer. On peut noter
également une troisième formulation obtenue en résolvant le sy stème ( I .1 ) par une méthode
variationnelle (25).

Les logiciels vendus actuellement dans le domaine du ray onnement acoustique de structures
sont en majorité issus de ces méthodes. L es systèmes linéaires que l'on est amené à résoudre sont
pleins. Les temps de calcul sont donc directement liés à la dimension du sy stème, c' est-à-dire au
nombre de points de maillag e sur la surface vibrante. L e pas de maillage est donc un paramètre
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important. Il doit être choisi de manière à assurer une représentativité suffisante de l' état vibratoire
sans pour autant conduire à des temps de calcul inutilement long . Seuls les modes vibratoires
associés à une fréquence critique inférieure à la fréquence d'excitation auront une contribution
importante au rayonnement. L a détermination d' un maillag e optimal ne peut donc se faire sans
connaître les modes propres de la structure ainsi que la répartition modale pour chaque fréquence
d'excitation. Lorsque l'on ne connaît pas les modes de la structure on applique en général un critère
simple de quatre à six points de maillag e par long ueur d'onde acoustique. On peut montrer dans le
cas d'une plaque insérée dans un baffle que ce critère conduit à un maillag e surabondant pour un
mode donné lorsque la fréquence d' excitation est supérieure à la fréquence critique du mode. Les
méthodes qui utilisent les éléments finis de frontière entraînent donc des temps de calcul importants
dès que les dimensions de la structure deviennent g randes devant la long ueur d'onde acoustique. En
1964, Chertock (26) a présenté deux  approximations qui permettent d'évaluer simplement la pression
pariétale. Dans le domaine des hautes fréquences, il applique une hy pothèse d'onde plane et dans le
domaine des basses fréquences celle du fluide incompressible. Dans le cas d' une structure de
géométrie quelconque les limites d'application de ces approximations ne sont pas encore entièrement
explicitées.

2.2.3. Méthode des sources équivalentes

La méthode des sources équivalentes consiste à modéliser le champ acoustique ray onné par
une structure vibrante complex e par la superposition des champs acoustiques g énérés par des
sources connues placées à l'intérieur de la structure. L a contribution de chacune des sources est
déterminée en minimisant l'écart entre les conditions aux  limites de vitesse imposées à la surface de
la structure - supposées connues par mesure ou par calcul - et la vitesse rayonnée par ces sources.
Suivant les auteurs, on trouve cette approche sous les noms de " méthodes de superposition"
(Koopmann et al  (27)), "méthodes des sources aux iliaires" (B obrovnitzkii et al  (28)), " méthode des
sources équivalentes" (Tomilina (29)) ou encore plus récemment " méthode de simulation de sources"
(Ochmann (30)).

Ces méthodes se sont développé depuis quelques années pour des sources équivalentes
simples de ty pes monopolaires et dipolaires. Elles ont montré dans le cas d' un cylindre (31) qu'elles
proposaient une alternative intéressante car, contrairement aux  méthodes d'éléments finis de
frontière, les intégrales que l'on doit calculer ne sont plus sing ulières. D' autre part, le nombre
d'inconnues du problème n' est plus directement lié au nombre de points de maillage sur la structure
mais au nombre de sources équivalentes utilisées dans le modèle. L a méthode des sources
équivalentes présente donc un intérêt majeur si le ray onnement acoustique de la structure peut être
approchée avec un nombre de sources suffisamment faible.

Lorsque les monopôles et les dipôles sont répartis sur une surface à l' intérieur de la structure
vibrante, Hwang  et Chang  (32) ont montré en 1990 que seule une combinaison analog ue à celle
utilisée dans les méthodes indirectes permettait d' assurer l'existence et l' unicité d'une solution pour
toutes les fréquences. Le problème des fréquences irrégulières est ici lié à la surface qui supporte les
sources. Il peut également être évité en plaçant les sources sur une surface si mple où ces fréquences
peuvent être connues (une sphère par exemple).
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La dé termination d' une c onfiguration optima le (nombre  e t position des sources) n'est pas
aujourd'hui un problème résolu. D'une part Jeans et Mattews (33) ont montré, dans le cas simple d'une
sphère et d'un sphéroïde, que le conditionnement du sy stème linéaire que l'on est amené à résoudre
se détériore lorsque les sources sont  placées loin de l a surface vi brante. D'autre part , les intégrales
redeviennent singulières si les sources sont trop proches de la surface. L'utilisation de techniques
d'optimisation de la position de chacune des sources conduirait à des temps de calcul prohibitifs car
le nombre de sources reste en général trop important.

L'utilisation de sources équivalentes plus complex es que les monopôles et les dipôles - mais
dont le rayonnement est connu - semble donc une voie intéressante car elle permettrait de limiter le
nombre de sources. En 1988, Cremer et W ang (34) ont proposé d'utiliser les modes de ray onnement
acoustique des sources idéales définis par les méthodes analy tiques pour approcher les modes de
rayonnement d' une structure. En effet, les méthodes numériques qui ont été présentées utilisent
essentiellement la fonction de Green en champ libre comme fonction de propagation. Une partie de
l’information sur la géométrie de la structure serait désormais contenue dans des fonctions d’onde
plus complexes que la fonction de Green en champ libre. On peut donc s’attendre à une diminution
du nombre d’inconnues du problème.

Le multipôle  c onstitue une  e xtension na turelle de s sources simples déjà rencontrées. C'est
une source ponctuelle que l' on peut définir à partir d' un développement de Taylor de la fonction de
Green en cham p l ibre (35,36) ou à partir des fonctions d' onde sphériques (37). Morse et I ngard ont
montré l'équivalence de ces deux  représentations (37). Dans les deux  cas le multipôle est défini par
une série infinie de fonctions d’onde. I l peut donc être considéré comme un ensemble de sources
ponctuelles placées en un même point. Chaque source est associée à une fonction de la série et les
coefficients de la série traduisent la participation de chacune des sources.

Le principe des sources équi valentes consiste alors à remplacer la structure vibrante par un
multipôle placé à l 'intérieur de l a structure. Heckl (38) et Ochmann (39) ont appliqué la méthode des
résidus pondérés pour déterminer les coefficients de la série en minimisant l'écart entre la vitesse
quadratique calculée et celle connue sur la surface de la structure. I l a été montré que le système
matriciel formé ne présentait pas de problèmes de fréquences critiques (8).

Dès 1964, Williams et al (40) avaient appliqué cette méthode pour modéliser le ray onnement
d'un cylindre de longueur finie. La convergence de la série dépend clairement du rapport entre le
rayon et la long ueur du cylindre. Le choix des fonctions d'onde sphéroïdales est alors proposé pour
traiter le cas des sources peu compactes. L e calcul numérique de ces fonctions est cependant plus
complexe que celui des fonctions d' onde sphérique (on se référera par ex emple à l'article de Burnett
(6) pour s'en convaincre) et personne ne semble les avoir utilisées dans le domaine des sources
équivalentes jusqu'à présent. Lorsque la géométrie de la structure vibrante est éloignée de celle d'une
sphère, Oc hmann pré fère utilise r plusie urs sourc es multipola ires. Les c oefficients de chacune des
séries constituent les nouvelles inconnues du problème. Pour déterminer la position optimale des
multipôles, les coordonnées de leurs centres sont ég alement considérés comme des inconnues. Un
système non-linéaire est alors résolu au sens des moindres carrés en appliquant la méthode de
Levenberg-Marquardt (41). L es temps de calcul sont cependant fortement pénalisés. La vitesse
quadratique résiduelle, qui mesure l'écart entre la vitesse connue sur la structure et la vitesse calculée
par les sources multipolaires, permet de caractériser la précision de la reconstitution des conditions
aux limites. On peut c ependant re marquer l' absence de  c ritère de  c hoix e xplicite c oncernant la
troncature des séries et ses conséquences sur le  maillage vibratoire. De même, la détermination des
coefficients par une minimisation au sens de s moindre s c arrés fa it e ntrer le  problè me da ns la
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catégorie des problèmes inverses. Le conditionnement du système linéaire obtenu dans les méthodes
de sources équivalentes est donc un paramètre important qui caractérise l' instabilité de la méthode
liée au choix  des sources équivalentes. I l permet par ex emple de relier la précision que l'on peut
attendre sur les résultats en fonction de la précision à laquelle les données vibratoires sont connues.

3. Méthode de la sphère équivalente

Le principe des sources équivalentes complex es propose donc une alternative intéressante
aux méthodes des éléments finis de frontière généralement utilisées dans le domaine du rayonnement
acoustique. Il reste encore peu étudié et on se propose dans le cadre de ce mémoire de l’appliquer
lorsque la source équivalente est une sphère.

3.1. Application de la méthode des sources équivalentes au cas de la
sphère

La sphère est une structure idéale, au sens du paragraphe 2.1, dont le rayonnement acoustique
s'exprime analytiquement sous la forme d' une série infinie qui fait intervenir les fonctions d'onde
sphériques (i.e. les modes de rayonnement de la sphère). L e problème consiste donc à chercher le
champ de vitesse vibratoire à la surface de la sphère qui donnerait le même rayonnement acoustique
que la structure. Comme dans le cas des sources multipolaires, le problème peut se ramener à la
résolution d'un système linéaire où les inconnues, les coefficients de la série, sont déterminées en
fonction des données vibratoires discrètes sur la structure. L a précision des résultats obtenus dépend
donc de la troncature de la série, du maillag e vibratoire et de la précision des données vibratoires.
C'est l'étude de ces différents paramètres qui va mettre en évidence les limites de la méthode.

En effet, l' utilisation des fonctions d' onde sphériques dans les problèmes de rayonnement
acoustique - mais également électromagnétique - n'est pas nouvelle. On l' a vu dans la méthode du
champ nul  par ex emple. On peut  ci ter ég alement l es dom aines de l 'antennerie (42-44) et  de
l'holographie (45) où le champ acoustique, mesuré sur une sphère qui entoure la source, est propagé
ou rétropropagé grâce aux propriétés des fonctions d' onde sphériques. Certains résultats obtenus par
ces méthodes vont nous permettre d' expliciter les liens qui ex istent entre le maillage vibratoire de la
structure et les fonctions d' onde sphériques utilisées dans notre modèle. Un critère sur le pas de
maillage équivalent à la condition de Shannon dans le domaine du traitement du sig nal peut ainsi
être appliqué dans le cas simple d'une source sphérique. Pour une structure de géométrie quelconque,
le critère d'échantillonnage spatial reste cependant inconnu.

Le conditionnement du système est un paramètre qu' il est indispensable de connaître dans ce
type de problème inverse. On utilisera donc la méthode de décomposition en valeurs sing ulières
(S.V.D.) pour résoudre le système matriciel. C'est une méthode déjà largement utilisée en acoustique
dans le domaine de l' holographie (46-47). El le permet également de m ettre en évi dence l e problème
des fréquences critiques pour les méthodes intég rales (48) et les méthodes de sources équivalentes
simples (33).
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3.2. Approche géométrique

Contrairement au multipôle, la sphère possède une surface propre pour traduire des
conditions aux limites. Cette propriété a  été utilisée par Hickling et Marin (49) pour déterminer les
parties les plus bruyantes d’un moteur diesel. Ils ont remplacé ce moteur par une sphère équivalente.
Ils ont identifié chaques parties du moteur à une partie de la sphère et comparé le rayonnement
acoustique de chacune des calottes sphériques définies suivant différents modèles de champs
vibratoires simples (calotte sphérique pulsante et oscillante, distribution aléatoire proposée par
Morse et  Ingard (37)). Les différences de géométrie entre la sphère et le moteur ont été supposées
négligeables aux fréquences basses considérées et les résultats sont encourageants.

Dans le même esprit, une seconde approche a été développée à partir d'une simplification de
la méthode de la sphère équivalente. Elle consiste à faire correspondre chaque point de la structure à
un poi nt de l a sphère et  l e cham p vi bratoire à l a surface de l a sphère est  dédui t de celui de la
structure par une simple projection géométrique. Des résultats peuvent être obtenus très rapidement
car aucune inversion de matrice n'est nécessaire. La précision des résultats est bien sûr fonction de la
projection, de la fréquence d’excitation et de la distance entre la sphère et la structure.

Dans le chapitre suivant, les bases théoriques de la méthode de la sphère équivalente sont présentées.
Les principales propriétés des modes de rayonnement de la sphère sont d' abord rappelées afin de
déterminer les paramètres importants qui interviennent dans son ray onnement acoustique. L e
système linéaire qui caractérise la méthode de la sphère équivalente est alors défini ainsi que la
méthode de décomposition en valeurs sing ulières utilisée pour le résoudre. L es différents critères
que doivent vérifier les paramètres de la méthode (troncature de la série, maillag e vibratoire, rayon
et position du centre de la sphère, ...) sont explicités en fonction de la géométrie de la structure, de la
fréquence d'excitation et du point d’écoute. L'approche géométrique est ensuite présentée.
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CHAPITRE II

Méthode de la sphère équivalente

Introduction

Dans un premier temps, différents résultats concernant le rayonnement acoustique d'une sphère
vibrante vont être rappelés (§1). L e champ de pression et la puissance acoustique ray onnée par
une sphère sont exprimés au moy en de séries converg entes qui font intervenir une base modale
vibratoire ainsi que des modes de rayonnement. L 'étude de ces fonctions permet de mettre en
évidence les principaux phénomènes phy siques rencontrés dans le domaine du ray onnement
acoustique de structures : ex istence de modes ray onnants et de modes non ray onnants et
décroissance du champ sonore en fonction de la distance par ex emple. Des critères de troncature
simples de ces séries sont alors établis.
Dans le cas d' une structure de g éométrie quelconque, on ne sait ex primer sous une forme
analytique ni la base modale vibratoire, ni les modes de ray onnement associés à cette structure.
On utilisera donc les bases modales de la sphère. Dans un premier temps, la vitesse particulaire
rayonnée par une sphère est calculée en tout point ex térieur à la sphère (§2.1). L es deux
approches annoncées au chapitre I sont ensuite présentées:

1. Méthode de la sphère équivalente
 La démarche adoptée par Butler (42) dans le cas de mesures de pression acoustique autour
d'une structure va être appliquée aux  mesures vibratoires (§2.2). L e ray onnement
acoustique de la sphère équivalente est déterminé en minimisant l' écart entre la vitesse
vibratoire connue sur la structure et celle ray onnée par la sphère sur la surface de cette
structure. Le problème se ramène à l' inversion d'un système linéaire dont les paramètres
importants sont explicités : dimensions du sy stème, converg ence de la série et
conditionnement du sy stème. L es différents critères qui vont guider le choix de ces
paramètres sont e nsuite établis. Ils seront illustrés sur de s exemples numériques simples
dans le chapitre III.  En particulier, lorsque le maillage vibratoire est suffisamment dense
sur toute la surface de l a st ructure, l a solution du sy stème l inéaire t end vers l a solution
théorique du système différentiel ( I .1 ). La vitesse de converg ence dépend bien sûr de la
géométrie de la structure et de la déformée vibratoire.

 
2. Méthode géométrique

 Dans un deux ième temps, une méthode approchée qui s' appuie sur une simplification
géométrique de la méthode précédente sera développée (§2.3). Cette méthode ne nécessite
pas l'inversion numérique d'un système linéaire. Elle identifie au moy en d'une projection
géométrique les champs de vitesse de la sphère et de la structure. Elle sera donc d' autant
plus précise que la sphère sera proche de la structure. Une application sera présentée au
chapitre III dans le cas d'un cube et d'une plaque rectangulaire insérée dans un baffle.
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1. Rayonnement acoustique d'une sphère vibrante

Notations

Soit O le centre d' un repère
orthonormé où tout point
M(x,y,z) est défini par ces
coordonnées sphériques :

x = r sinθ cosϕ
y = r sinθ sinϕ
z = r cosθ

 

 
 

  

avec   (θ ,ϕ ) ∈ 0,π[ ]× 0,2π[ [

Figure II.1
Définition des coordonnées sphériques

On note Sa la sphère de centre O et de rayon a.

1.1. Expression de la pression acoustique rayonnée par une sphère

Il s'agit d' exprimer la pression acoustique ray onnée par la sphère Sa en supposant connue la
vitesse vibratoire normale en tout point de sa surface. L es di fférentes étapes qui  permettent de
résoudre le système différentiel ( I.1 ) dans le cas d' une source sphérique ne sont pas détaillées
ici. On se  re portera à  (2) par ex emple. Une méthode couramment utilisée consiste à appliquer
l'équation intég rale de Helmholtz  à partir d' une ex pression analytique de la fonction de Green
dont la dérivée suivant la normale en tout point de la sphère est nulle. L a pression acoustique
rayonnée dépend alors directement de cette fonction de Green et de la vitesse vibratoire. Pour
tout point M(r,θ,ϕ) extérieur à Sa, elle se met sous la forme d'une série convergente:

    
P(M) = P(r,θ,ϕ ) = − jρ0c0 Vnmσ

a Y nm
σ (θ,ϕ)

hn(kr)
′ h n(ka)σ=0

1

∑
m= 0

n

∑
n= 0

∞

∑

( II.1 )

avec les notations suivantes:

•   Y nm
σ  est la fonction harmonique sphérique normalisée associée au triplet (n,m,σ):

 

 
    
Y nm

σ (θ,ϕ) =
1

Nnm

Pmn(cosθ )
cos(mϕ) siσ = 1
sin(mϕ) siσ = 0

( II.2 )

 
 

r

O

z

y

x

X

Y

Z

M(r,θ,ϕ)θ

ϕ
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 où
 m et n sont deux entiers positifs ou nuls tels que m ≤ n,
 Pmn  est la fonction de Legendre de degré n et d’ordre m,

 Nnm est un coefficient de normalisation : Nnm =
4π

ε m(2n+ 1)
(n+ m)!
(n− m)!

 ε m  est le facteur de Neumann : ε δm m= −2 0,

 et δ est le symbole de Kronecker: δα ,β =
1 si α = β
0 si α ≠ β

• hn  est la fonction de Hankel sphérique d’ordre n définie par h j jyn n n= −  où jn  et  yn  sont
respectivement les fonctions de Bessel et de Neumann sphériques d’ordre n.

• Vnm
a

σ  est un coefficient complexe défini par
 

 
    
Vnmσ

a = V a(θa ,ϕa)Y nm
σ (θa ,ϕa)sinθ adθadϕa

Sa

∫∫

( II.3 )

 où   V a  est la vitesse vibratoire normale à la sphère qui ne dépend que des coordonnées     (θ a,ϕa)
des points de Sa.

Remarquons que les fonctions     Y n0
0  sont ide ntiquement nulle s. Pa r la  suite  e lle se ront

implicitement exclues de l'ensembles des fonctions   Y nm
σ .

Les principales caractéristiques des fonctions de L egendre et des fonctions de Hankel sphériques
sont rappelées dans l' annexe 1. Elles vérifient des relations de récurrences entre les fonctions et
leur dérivées ainsi qu' entre les fonctions de différents ordres qui, sous certaines conditions, sont
utilisées pour le calcul numérique de ces fonctions. Le comportement asymptotique des fonctions
de Legendre et des fonctions de Hankel sphériques est ég alement connu : lorsque l' ordre n
augmente, l'amplitude de Pmn  et  hn  peut augmenter plus rapidement que le factoriel de n. Ces
grandes variations ont des conséquences numériques évidentes sur le calcul de ces fonctions.
Elles auront ég alement des conséquences importantes lors de la résolution du système linéaire
obtenu en appliquant la méthode de la sphère équivalente (cf. § 2.2).
Rappelons également que ces fonctions sont les solutions d' équations différentielles du second
ordre de type Sturm-Liouville. A ce titre elles vérifient des propriétés d'orthogonalités et forment
un ensemble de  fonc tions complet (2). En effet, si on note     L

2 (Sθ ,ϕ )  l' ensemble des fonctions à

valeurs c omplexes de  c arré intégrable sur 
    
Sθ ,ϕ = M(θ,ϕ )/θ ∈ 0, π[ ],ϕ ∈ 0,2π[ [{ }, il forme un

espace de Hilbert pour le produit scalaire hermitien:

    
u,v

Sθ ,ϕ
= u(θ,ϕ ).v∗ (θ,ϕ )sinθdθdϕ

θ ,ϕ
∫∫

( II.4 )

avec u,v ∈     L
2 (Sθ ,ϕ )  et v∗  est le conjugué de v.
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Par construction, les fonctions harmoniques sphériques normalisées constituent une base
orthonormée de     L

2 (Sθ ,ϕ )  car elles vérifient:

Y nm
σ ,Y νµ

τ

Sθ ,ϕ
= δ n,ν .δm,µ .δσ ,τ

( II.5 )

On peut ainsi décomposer de manière unique la vitesse vibratoire normale en une série
convergente, dite série de Fourier généralisée:

    
V a (θ a,ϕa ) = Vnmσ

a Y nm
σ (θ a,ϕa)

σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑
( II.6 )

où les coefficients de F ourier Vnm
a

σ  sont donnés par la relation ( I I.3 ) que l' on met simplement
sous la forme:

Vnmσ
a = V a,Y nm

σ

Sθ ,ϕ

( II.7 )

L'ensemble de s fonc tions ha rmoniques sphé riques norma lisées constitue une base modale
vibratoire pour la sphère. Les coefficients Vnm

a
σ  sont donc les coefficients modaux qui définissent

entièrement la vitesse vibratoire normale de la sphère dans cette base de fonctions.

Remarque sur la convergence des séries ( II.1 ) et ( II.6 )
 
 Les fonctions Y nm

σ  forment un ensemble complet sur     L
2 (Sθ ,ϕ ) . Cela signifie que toute fonction V a

vérifie:
 

 lim
N →∞

Va(θ a,ϕa) −VN
a(θa ,ϕa)

2
sinθadθadϕa

θa ,ϕ a

∫∫ = 0

( II.8 )

 où 
    
VN

a (θa ,ϕa) = Vnmσ
a Y nm

σ (θa,ϕa )
σ =0

1

∑
m= 0

n

∑
n=0

N

∑  et Vnm
a

σ  est défini par ( II.7 )

 La série ( II.6 ) est dite converg ente dans     L
2 (Sθ ,ϕ )  ou encore converg ente au sens des moindres

carrés car l es coeffi cients Vnm
a

σ  minimisent l' écart quadratique entre la fonction   V a  et  sa
décomposition   VN

a  sur tout sous-ensemble fini de fonctions Y nm
σ . Si V a  est une fonction

continue sur Sa (ce qui est toujours le cas pour une structure réelle) alors cette convergence est
uniforme. En revanche, les fonctions Y nm

σ  étant continues, la converg ence ne peut être
uniforme si V a  admet des discontinuités de première espèce. L a série ( I I.6 ) converg e alors
en tout point où V a  est continue et on observe un phénomène de Gibbs aux  points de
discontinuités. L es conséquences de ce comportement caractéristique des séries de Fourier
seront illustrées au chapitre III.
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Exemples de rayonnement acoustique à partir de vitesses vibratoires simples :

• Cas de la sphère pulsante

La vitesse vibratoire est supposée constante en tout point de Sa :     V
a (θ a,ϕa) =V . En appliquant la

relation ( II.3 ) on obtient:

Vnmσ
a = 4πV si(n, m,σ ) = (0, 0,1)

0 si (n,m,σ ) ≠ (0, 0,1)

( II.9 )

La vitesse vibratoire ne dépend que du mode (n,m,σ) = (0,0,1) et la pression acoustique rayonnée
s'écrit:

P(M ) = P(r) = − jρ 0c0V0,0,1
a Y 0,0

1 (θ,ϕ ) h0(kr)
′ h 0(ka)

= ρ0c0
a
r

jka
1+ jka

Ve− jk (r−a)

( II.10 )

car 
    
h0 (x) = j e− jx

x
 et 

    
Y 0,0

1 (θ,ϕ ) =
1

4π
.

• Cas de la sphère oscillante

La vitesse vibratoire de Sa vérifie: V a (θ a,ϕa ) =V cosθa . Elle s'exprime uniquement en fonction

du mode 
    
Y 1,0

1 (θ,ϕ ) =
3

4π
cosθ  et la pression acoustique rayonnée se met sous la forme:

    
P(M ) = P(r,θ ) = − jρ 0c0V1,0,1

a Y 1,0
1 (θ ,ϕ ) h1(kr)

′ h 1(ka)
= ρ0c0(a

r
)2 (1+ jkr )ka

2ka+ j ((ka)2 − 2)
V cosθe− jk(r−a)

( II.11 )

1.2. Expression de la puissance acoustique rayonnée par une sphère

La puissance acoustique ray onnée par une structure vibrante est une g randeur qui intéresse
également l'acousticien. Elle est définie par:

    
W =

1
2

Ré P(M )V∗ (M)dS
S
∫∫

 

  
 

  

( II.12 )

où S est une surface fermée qui entoure la sphère vibrante Sa et V la vitesse particulaire normale à
cette surface. Dans le cas d'une sphère, la puissance acoustique se calcule très simplement à partir
des coefficients modaux grâce à l' orthogonalité des fonctions harmoniques sphériques. En effet,
en posant S = Sa, on applique les relations ( II.1 ) et ( II.6 ) pour obtenir:
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W = 1

2
Ré − jρ0c0 ( Vnmσ

a Y nm
σ (θ ,ϕ )

hn(kr)
′ h n(ka)σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑ )
Sa

∫∫ .( Vnmσ
a Y nm

σ (θ,ϕ )
σ=0

1

∑
m= 0

n

∑
n= 0

∞

∑ )∗ dSa

 

  
 

  

( II.13 )

que l'on peut mettre sous la forme:

W = 1
2

ρ0c0 Im Vnmσ
a V ′ n ′ m ′ σ 

a∗ hn(ka) ′ h n
∗
(ka)

′ h n(ka)
2 Y mn

σY ′ m ′ n 
′ σ dSa

Sa

∫∫
(n,m,σ )
( ′ n , ′ m , ′ σ )

∑
 

 
 
 

 

 
 
 

( II.14 )

Les relations d' orthogonalité ( I I.5 ) vé rifiées pa r le s fonc tions ha rmoniques sphé riques
normalisées impliquent alors:
 

 
    

Y mn
σY ′ m ′ n 

′ σ dSa
Sa

∫∫ = Y mn
σ (θ a,ϕa )Y ′ m ′ n 

′ σ (θa ,ϕa)a2 sinθadθadϕ a
Sa

∫∫ = a2 si (n, m,σ ) = ( ′ n , ′ m , ′ σ )
0 si (n, m,σ ) ≠ ( ′ n , ′ m , ′ σ )

( II.15 )

et la relation dite du Wronskien (52) permet de simplifier l'expression 
    
Im hn (ka) ′ h n

∗(ka)[ ] :

 Im hn (ka) ′ h n
∗(ka)[ ]= jn (ka) ′ y n(ka)− yn(ka) ′ j n(ka) =

1
(ka)2

( II.16 )

On obtient donc finalement:

    
W =

ρ0c0

2k2

Vnmσ
a

′ h n(ka)

2

σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

( II.17 )

1.3. Notion de modes de rayonnement

On peut donner une interprétation physique simple des différents termes de la série ( I I.1 ) en
l'exprimant sous la forme:

P M V Z ka rnm
a

n nm
a

m

n

n

( ) ( ) ( , , )=
===

∞

∑∑∑ σ σ
σ

θ ϕΨ
0

1

00

( II.18 )
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avec

• 
    
Ψnmσ

a (r,θ,ϕ ) =Y nm
σ (θ,ϕ) hn(kr)

hn(ka)

• 
    
Zn (ka) = − jρ 0c0

hn(ka)
′ h n(ka)

Pour simplifier les notations, on notera par la suite H n0,  et H n1,  les fonctions définies par:

    
H 0,n( f ,a,r ) =

hn(kr)
hn(ka)

 et 
    
H 1,n( f ,a,r ) =

hn(kr)
′ h n(ka)

( II.19 )

En dehors des coefficients modaux  Vnm
a

σ  qui tra duisent les conditions aux limites de vitesse sur
Sa, on distingue dans l'expression ( II.18 ) les fonctions Ψnm

a
σ  et Zn :

Ψnmσ
a (r,θ,ϕ ) =Y nm

σ (θ,ϕ)H0, n ( f ,a,r)  est le mode de rayonnement acoustique de Sa associ é au
triplet (n,m,σ). C' est une solution élémentaire de l' équation de Helmholtz  qui vérifie la
condition de rayonnement de Sommerfeld. Les fonctions   Y nm

σ  et H n0,  qui le définissent lui
confèrent des caractéristiques spécifiques respectivement en t ermes de di rectivité et  de
propagation des ondes sonores. En effet, les fonctions Y nm

σ  admettent n+m lignes nodales
sur ]0,π[×[0,2π[. Les modes Ψnm

a
σ  d'ordres élevés sont donc ceux  qui présentent le plus de

directivité. La fonction H n0,  traduit la "propagation" des modes d'ordre n de la surface de la
sphère jusqu'au point d'écoute. Pour un ordre n donné, les deux paramètres importants sont
la fréquence réduite kr et le nombre de Helmholtz  ka. Notons que les 2n+1 modes de
rayonnement d'ordre n admettent le même comportement en fonction de la distance r.

    Zn(ka) = − jρ0c0H1,n( f , a,a)  est l' impédance modale de ray onnement associée au mode Ψnm
a

σ .
Elle se décom pose en une part ie act ive R kan ( )  et  réact ive X kan ( )  où ces deux  fonctions
réelles sont définies par:

Z ka R ka jX kan n n( ) ( ) ( )= −

( II.20 )

La figure II.2 représente les variations de ces fonctions pour différents ordres n.
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Figure II.2
Variations de l'impédance modale de rayonnement

 en fonction de ka pour différents ordres n

En utilisant la relation ( II.14 ), l'impédance modale active s'écrit simplement:

Rn (ka) =
ρ0c0

ka ′ h n(ka)
2

( II.21 )

On peut ainsi exprimer simplement la puissance rayonnée par Sa, sous la forme:

    
W = a2

2
Rn(ka)Vnmσ

a 2

(n,m,σ )
∑

( II.22 )

Lien entre l'impédance modale active et le facteur de rayonnement modal

On définit le facteur de rayonnement de la sphère par:
 

 σSa
=

1
ρ 0c0

W
Vquad

a =
1

ρ0c0

W
1
2

V a
2
dSa

Sa

∫∫

( II.23 )

où Vquad
a  est la vitesse quadratique de la sphère qui s' exprime simplement en fonction des

coefficients modaux:
 

    

Rn (ka)
ρ 0c0     

X n(ka)
ρ 0c0     

Zn (ka)

ρ0c0
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Vquad

a = a2

2
Vnmσ

a 2

(n,m,σ )
∑

( II.24 )

On en déduit:

 

    

σSa
=

Rn(ka)Vnmσ
a

2

(n,m,σ )
∑

ρ0c0 Vnmσ
a 2

(n,m,σ )
∑

( II.25 )

et Rn(ka)
ρ 0c0

 est le facteur de rayonnement modal associé aux modes d'ordre n.

 

1.4. Notion de modes rayonnants et de modes non rayonnants

A partir des modes de rayonnement et de l' impédance qui leur est associée, on peut analy ser
simplement le ray onnement de Sa. En effet, pour une fréquence d' excitation f donnée (i.e. ka
donné), seuls certains modes vont réellement contribuer au ray onnement acoustique de la sphère.
L'étude des fonctions H n0,  et  H n1,  (cf. annex e 1) permet de disting uer trois z ones de
comportement en fonction de l'ordre n du mode:

1. Tous les modes Ψnm
a

σ  d'ordre n inférieur à ka ont une impédance active proche de l'impédance
du fluide: R ka cn ( ) ≈ ρ 0 0 . Ils sont donc rayonnants (i.e. facteur de ray onnement modal proche

de 1). L'étude de H n0,  montre également que ces modes admettent une décroissance en 
    
1
r

.

 
2. Lorsque l' ordre n devient g rand devant ka, R kan ( )  tend très rapidement vers zéro.

L'impédance modale est essentiellement imaginaire et admet une décroissance vers zéro plus
lente. On en déduit que le mode Ψnm

a
σ  ne contribue pas à la puissance acoustique rayonnée: il

est non rayonnant (i.e. facteur de ray onnement proche de 0). Sa contribution à la pression
acoustique dépend principalement de la fonction H n0, , c' est-à-dire de la position du point
d'écoute M. Elle admet son max imum pour r = a avec H f a an0 1, ( , , ) =  et  décroî t com me

    
(
a
r

)n+1 lorsque M s'éloigne de la sphère.

 
3. Les modes qui vérifient n ≈ ka sont ceux qui présentent la plus g rande impédance. I ls

traduisent un phénomène de coïncidence spatiale entre l' onde rayonnée par la sphère et l'onde
qui va  se  propa ger da ns le  milie u fluide  qui l'entoure. En effet, la fonction Ψn

a
01  a dmet n

cercles nodaux  perpendiculaires à l' axe OZ  de la sphère. B ien qu' ils ne soient pas
régulièrement répartis entre 0 e t π, on peut  considérer que l a distance entre chaque cercle est

en moyenne de 
  
d =

πa
n

. Pour un mode qui vérifie n ≈ ka, cel a si gnifie 
  
d ≈

π
k

, c' est-à-dire
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d ≈

λ
2

 où λ est la long ueur de l' onde acoustique dans le milieu fluide. On en déduit que

l'impédance est maximum lorsque la dimension de la rég ion où tous les points vibrent en
phase (i.e. espace entre deux  cercles nodaux ) est de l' ordre d' une demi long ueur d' onde
acoustique.

 

⇒ On associe à chaque m ode Ψnm
a

σ  une fréquence critique modale de ray onnement fn
c  qui ne

dépend que du rayon de la sphère et de l'ordre n du mode:
 

 
    
fn

c = n c0

2πa
( II.26 )

En conclusion, le mode Ψnm
a

σ  sera dit rayonnant si la fréquence d'excitation f est supérieure à fn
c

et non rayonnant si f est inférieure à fn
c . Cette distinction est représentée sur la figure II.3 suivant

l'axe des fréquences et, de manière équivalente, en fonction de ka.

Figure II.3
Distinction entre modes rayonnants et modes non rayonnants en fonction:

a) de la fréquence d'excitation
b) du nombre de Helmholtz ka

f
modes rayonnants

    f0
c

modes non rayonnants

    f1
c

    f2
c

  fn
c

    fn+1
c.  .  . .  .  .

a)

ka
modes rayonnants

0

modes non rayonnants

1 2 n n+1.  .  . .  .  .

b)
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1.5. Application : critère de troncature

On a m ontré au parag raphe précédent  que seul  un nom bre fini de m odes de Sa était rayonnant
pour une fréquence d' excitation donnée. On peut donc en déduire des critères de troncature
simple des séries ( I I.1 ) et ( I I.17 )  qui s' appuient sur l' ordre n des modes de rayonnement.
L'amplitude des modes non ray onnants est suffisamment faible pour que leur contribution soit
négligée. On suppose pour cela que tous les coefficients modaux  Vnm

a
σ  restent d' un ordre de

grandeur comparable.

Troncature de la série ( II.17 ) qui définit la puissance acoustique rayonnée par la sphère

L'expression ( II.22 ) montre que la troncature ne dépend que de la décroissance de la  fonction
R kan ( )  lorsque que n devient supérieur à ka. Pour une fréquence réduite ka donnée, on cherche
donc numériquement le premier entier supérieur à ka te l que  la  quantité

    

Rn (ka)
Max Rn (ka), n = 0,1,2,...{ } soit inférieure à une valeur ε donnée. L e max imum de R kan ( )  ét ant

obtenu pour une valeur un peu supérieur à ka, on définit l'ordre de troncature Nw par:

    Nw (S a ,ε ) = ka[ ]+ nw(ε)

( II.27 )

où
• [ka] est l'entier le plus proche de ka.
• ε est un nombre réel positif qui caractérise la précision de la troncature.
• nw est un entier qui rend compte de la transition entre les modes ray onnants et non

rayonnants. I l est en g énéral assez  faible (i.e. inférieur à 3) pour des valeurs ε de
quelques pourcents.

⇒ conséquence:
Pour des vitesses vibratoires relativement rég ulières (i.e. pas de composantes importantes
dans les ordres n élevés) une précision suffisante pour le calcul de la puissance rayonnée
par la sphère sera obtenue en tronquant la série ( I I.17 ) à l'ordre n = Nw. La série peut ainsi
être tronquée a priori, sans connaître expressément la déformée vibratoire de la sphère.

On peut remarquer que Nw est quasiment proportionnel à ka. I l faut donc prendre en compte
d'autant plus de termes dans la série que la fréquence est élevée et/ou que la sphère est de g rand
rayon. I nversement, pour ka < 1, seuls le mode monopolaire n = 0 (i.e. sphère pulsante) et
éventuellement les t rois m odes di polaires associ és à n = 1 (i.e . sphè re osc illante) a uront une
contribution importante au rayonnement. L a fig ure I I.4 illustre les variations du facteur de
rayonnement modal en fonction de l' ordre n pour une valeur de ka fixée. La décroissance rapide
du facteur de ray onnement modal lorsque n est supérieur à ka conduit, pour une valeur de ε de
quelques pourcents, à un entier nw relativement faible. Pour ka = 4,2 (ce qui correspond à une
sphère de rayon 50 cm excitée à 455 Hz ) et ε < 5 %, nw vaut 2. Notons que Nw = 6 ent raîne le
calcul de (Nw+1)2 = 49 coefficients modaux.
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Figure II.4
Exemple d'application du critère de troncature

à partir des variations de 
    

Rn (ka)
ρ 0c0

 en fonction de l'ordre n pour ka = 4,2

Troncature de la série ( II.1 ) qui définit la pression acoustique rayonnée par la sphère

Le champ de pression acoustique rayonné par Sa est calculé par la somme sur tous le s indices n,
m et  σ des termes     Vnmσ

a Y nm
σ (θ ,ϕ )H1, n( f ,a,r) . L a détermination de l' ordre de troncature Np est

donc ramenée à l'étude de la décroissance du module de H f a rn1, ( , , )  dès que n est supérieur à ka.
La valeur de f, a et r étant fixée, on cherche comme précédemment le premier entier n supérieur à

ka te l que  la quantité 
H1,n ( f , a, r)

Max H1,n ( f , a, r),n = 0,1,2,...{ } soit inférieur à une valeur ε donnée. L e

maximum du module de H f a rn1, ( , , )  étant également obtenu pour une valeur de n proche de ka,
on peut définir Np par:

    N p (Sa ,ε, M ) = ka[ ]+ np(ε ,r)

( II.28 )

où np est un entier qui dépend de la position du point d'écoute : il est d'autant plus grand que r est
voisin de a et ε proche de zéro.
Dans le champ proche de la sphère de nombreux  modes contribuent au ray onnement ( np est
relativement grand) alors qu'en champ lointain np atteint un minimum (typiquement entre 4 e t 5
pour une valeur de ε de quelques pourcents). Ce comportement est illustré sur la figure II.5 où les
variations du module de H f a rn1, ( , , )  sont représentées en fonction de l'ordre n pour ka = 4,2 et
différentes valeurs de kr.
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Figure II.5
Variation du module de H f a rn1, ( , , ) en fonction de l'ordre n

pour ka = 4,2 et différentes valeurs de kr

Pour un point d'écoute qui vérifie kr ≥ 6, l'ordre de troncature Np = 8 est suffisant (i.e. [ ka] = 4 et

np = 4 pour ε ≈ 2 %) alors que le rapport 
H1,n ( f , a, r)

Max H1,n ( f , a, r),n = 0,1,2,...{ } pour les modes d'ordre n

= 10 est encore de 27 % pour un point d'écoute à la surface de la sphère (kr = ka) et de 7 %  pour
kr = 5.

⇒ Des modes considérés comme non ray onnants (i.e. contribution nég ligeable à la puissance
acoustique rayonnée) peuvent admettre une contribution à la pression acoustique encore
importante dans le champ proche de la sphère. Le nombre de coefficients modaux nécessaire
pour calculer avec précision la pression acoustique dans le champ proche de la sphère peut
ainsi être très important. L'ordre Np est en général supérieur à l'ordre Nw.

2. Modélisation du rayonnement d'une surface quelconque à partir
du rayonnement d'une sphère

Dans le cas d' une structure de g éométrie quelconque, on ne sait pas définir de sy stème de
coordonnées simple qui permettent d' appliquer la méthode de séparation des variables et
d'exprimer analy tiquement les modes de ray onnement de la structure. L e principe des sources
équivalentes appliqué au cas d' une sphère revient donc à utiliser les modes de rayonnement
associés à la sphère pour calculer le rayonnement de la structure.



Chapitre II : Méthode de la sphère équivalente

40

Notations

Soit S la surface de l a st ructure
vibrante sur la quelle la  vite sse
vibratoire normale est connue.
Cette surface est supposée
suffisamment rég ulière pour
qu'en chacun de ses points on
puisse définir une normale.
Soit O le centre du repère placé
à l' intérieur de  S et  Sa une
sphère de centre O et de rayon
a. Choisissons le rayon a tel que
la sphère soit totalement inscrite
dans la structure. On discutera
cette hy pothèse au paragraphe
2.2.3.3.

Le rayonnement acoustique de la sphère Sa exprimé par ( II.1 ) vérifie l'équation de Helmholtz et
la condition de ray onnement de Sommerfeld pour tout point M ex térieur à l a st ructure. I l sera
donc équivalent à celui de la structure si les deux  sources vérifient les mêmes conditions aux
limites de vitesse sur S. On cherche ai nsi le champ vibratoire à la surface de Sa qui générerait le
même champ vibratoire que celui de la structure.

Figure II.6
Equivalence structure-sphère

Exprimons, dans un premier temps, la vitesse particulaire ray onnée par la sphère en tout point de
la structure en fonction des coefficients modaux de la sphère.

S

Sa M
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2.1. Expression de la vitesse particulaire rayonnée par la sphère en tout
point de la structure

En tout point Ms de S on peut définir V S
→

(Ms) , la vitesse particulaire ray onnée par la sphère et

n M s

→
( )  la normale extérieure à S. La composante normale de V MS

s

→
( )  s’écrit:

V M V M n M V n V n V nn
S

s
S

s s r
S

r
S S( ) ( ). ( )=

→ →
= + +θ θ ϕ ϕ

( II.29 )

où ( , , )n n nr θ ϕ  et  ( , , )V V Vr
S S S

θ ϕ  sont re spectivement le s c omposantes radiale, tangentielle et

circonférentielle de n M s

→
( )  et V MS

s

→
( ) . On peut alors relier les composantes sphériques

( , , )n n nr θ ϕ  aux composantes cartésiennes ( , , )n n nx y z  par la relation matricielle :

    

nr

nθ

nϕ

 

 

 
 

 

 

÷ 
÷ 

=
sinθs cosϕ s sinθs sinϕ s cosθ s

cosθ s cosϕ s cosθ s sinϕ s −sinθs

−sinϕ s cosϕs 0

 

 

 
 

 

 

÷ 
÷ 

nx

ny

nz

 

 

 
 

 

 

÷ 
÷ 

( II.30 )

où θs et  ϕs et sont les coordonnées sphériques du point Ms. De même, les composantes radiale,

tangentielle e t c irconférentielle de  V MS
s

→
( )  sont obtenues en appliquant l' équation d'Euler qui

relie la pression acoustique à la vitesse particulaire:

    grad
→

P( Ms) = − jωρ0 V
→

( Ms)
( II.31 )

En coordonnées sphériques, le gradient s'exprime dans le repère local par:

grad
→

(.) =
∂
∂r

(.) u
→

r +
1
r

∂
∂θ

(.) u
→

θ +
1

r sinθ
∂
∂ϕ

(.) u
→

ϕ

( II.32 )

Lorsque la pression ray onnée par Sa est définie par ( I I.1 ) les composantes sphériques de

V MS
s

→
( )  s'écrivent respectivement:

Vr
S ( Ms ) = Vnmσ

a Y nm
σ (θs ,ϕs )

′ h n(krs )
′ h n(ka)σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

    
Vθ

S (Ms) = Vnmσ
a ∂ Y nm

σ (θs,ϕs)
krs∂ θ

hn(krs)
′ h n(ka)σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

    
Vϕ

S (Ms) = Vnmσ
a ∂ Y nm

σ (θs,ϕs)
krs sinθs∂ ϕ

hn(krs)
′ h n(ka)σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

( II.33 )
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En rem plaçant     Y nm
σ (θs,ϕs)  par   Y nm

σ , on en déduit l' expression au point Ms de la composante
normale de la vitesse particulaire rayonnée par la sphère:

    
Vn

S (Ms ) = Vnmσ
a Y nm

σ ′ h n(krs)
′ h n(ka)

nr +
∂ Y nm

σ

krs∂ θ
hn(krs)

′ h n(ka)
nθ +

∂ Y nm
σ

krs sinθs∂ ϕ
hn(krs)
′ h n(ka)

nϕ

 

  
 

  σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

( II.34 )

Remarque:

 Pour simplifier les ex pressions liées au ray onnement acoustique de la sphère équivalente, on
adoptera par la suite une notation à un seul indice. On peut en effet passer simplement d’une
notation à trois indices n, m et  σ à une notation à un seul indice à partir de la bijection qui
associe à chaque triplet (n,m,σ) un entier j tel que:

 
     j = jnmσ = n2 + 2m+ σ

( II.35 )

 Cette relation n’est valable que si m et σ ne sont pas nuls en même temps (i.e. les fonctions   Y nm
σ

identiquement nulles sont exclues). Elle permet de décrire l’ensemble des modes de
rayonnement par ordre n puis m et  σ croissants. On obtient le tableau de correspondance ci-
dessous:

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 ...
n 0 1 2 3 4 ...
m 0 0 1 0 1 2 0 1 2 3 0 1 ...
σσ 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 ...

Tableau II.1
Correspondance entre les notations à un et trois indices

La pression acoustique et la vitesse particulaire rayonnée par Sa s’écrivent alors:

    
P(M) = − jρ 0c0 x jΨ j (M )

j=1

∞

∑

( II.36 )

    
Vn

S (Ms ) = xj
∂Ψj (Ms)

∂nj =1

∞

∑

( II.37 )

où les coefficients modaux   x j , les fonctions Ψj  et 
  

∂Ψ j

∂n
 sont définis dans le tableau II.2.
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c j Ψj ∂
∂
Ψj

n
Vnm

a
σ

    
Y nm

σ hn(kr)
′ h n(ka)     

Y nm
σ ′ h n ( krs)

′ h n (ka)
nr +

∂ Y nm
σ

krs∂ θ
hn (krs)

′ h n (ka)
nθ +

∂ Y nm
σ

krs sin θs∂ ϕ
hn( krs)

′ h n(ka)
nϕ

Tableau II.1

Définition de c j , Ψj  et 
∂
∂
Ψj

n

2.2. Application de la méthode des sources équivalentes : détermination
des coefficients modaux de la sphère équivalente par minimisation de
la vitesse résiduelle quadratique

2.2.1. Aspects théoriques et expression d’un premier système linéaire

Notons V cal  la composante normale de la vitesse particulaire ray onnée par la sphère équivalente en
tout point de l a surface S et V mes  la vitesse vibratoire normale connue sur S soit par la mesure soit
par le calcul.
Le rayonnement de la sphère équivalente est identique à celui de la structure si l' écart entre V cal  et
V mes  est nul en tout point de cette structure, c'est-à-dire:

lim
N →∞

∆VN ( M s) = lim
N →∞

V mes( M s) −VN
cal( M s)( )= 0

( II.1 )

où 
    
VN

cal ( Ms ) = x j

∂Ψ j

∂n
(M s)

j=1

N

∑  est la restriction de V cal  aux N premiers termes de la série.

Dans le cadre d' une méthode approchée où la série est tronquée à ses N premiers termes une valeur
minimale de   ∆VN  suffit. En effet, on peut associer à la valeur de la vitesse en tout point de S une
"erreur de mesure", que V mes  soit le résultat de mesures ou de calculs. Il sera alors suffisant de savoir
que l'erreur commise sur l'identification de la vitesse est du même ordre de grandeur que les erreurs
de mesure pour estimer notre modèle satisfaisant.
Les coefficients modaux  qui définissent le ray onnement de la sphère équivalente vont être calculés
de ma nière à  minimise r ∆V . Pour ramener ce problè me de  minimisa tion à  la  ré solution d’un
système linéaire il faut que la distance entre V mes  et VN

cal  sur toute la surface S soit mesurée par une
fonctionnelle quadratique. Notons x = t x1, ...,xj ,...,xN[ ] le vecteur qui contient les N pre miers
coefficients modaux de la sphère équivalente.
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Dans un premier temps, indépendamment de l’aspect discret des mesures de vitesses, on définit
    J N (x) la vitesse vibratoire résiduelle quadratique par:

JN (x) =
1
2

∆VN S

2 =
1
2

V mes(Ms) −VN
cal (Ms)

2
dS

S
∫∫

( II.2 )

où   u S
 est la norme de la fonction u associée au produit scalaire hermitien 

    
u,v

S
= uv∗ dS

S
∫∫  défini

pour toutes fonctions u et v de     L
2 (S ).

Les coefficients modaux qui rendent la fonctionnelle JN (x) minimale vérifient:

    

∂
∂xj

[ JN (x)] = 0 pour 1 ≤ j ≤ N

( II.3 )

Un résultat classique d'analyse matricielle montre que ces N équations conduisent aux  N équations
normales suivantes (50):

x j

∂Ψj (Ms)
∂n

∂Ψi
∗(Ms)
∂nS

∫∫ dS
j =1

N

∑ = Vmes(Ms)
∂Ψi

∗ (Ms)
∂n

dS
S
∫∫  pour i ∈ [1,...,N]

( II.4 )

Le vecteur x est alors solution du système linéaire complexe:

C.x = d
avec

    
Cij =

∂Ψ j

∂n
,
∂Ψi

∂n
S

 pour i ∈ [1,...,N] et j ∈ [1,...,N]

    
dj = V mes,

∂Ψj

∂n
S

 pour j ∈ [1,...,N]

( II.5 )

La matrice C vérifie une symétrie hermitienne (i.e.   C = C ∗  où   C ∗ est la matrice adjointe de C). Le
système ( I I.5 ) admet donc une unique solution si la matrice C est de rang  n, c'est-à-dire si  l es

fonctions 
∂
∂
Ψ j

n
 sont linéairement indépendantes par rapport au produit scalaire     ., . S .

C’est une propriété que l’on peut facilement démontrer lorsque S est une sphère de même centre que

la sphère é quivalente. C e c as e st t raité a u c hapitre III o ù l 'on m ontre q ue l es f onctions 
∂
∂
Ψ j

n
 sont

orthogonales sur S. La matrice C est donc diagonale et le système ( II.5 ) admet une unique solution.
Lorsque le nombre de coefficients modaux  pris en compte aug mente, cette solution tend vers celle
décrite au paragraphe II.1 sous la forme d’une série de Fourier.
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Si S n’est pas une sphère de centre O, i l faut  fai re appel  au caractère complet dans L2(S) de

l'ensemble des fonctions 
∂
∂
Ψ j

n
 lorsque le point O est placé à l’intérieur de toute surface régulière (cf.

annexe 2). Cette propriété est importante car elle permet d' assurer la converg ence de la solution du

système ( I I.5 ) vers la solution du problème différentiel ( I.1 ). L es fonctions 
∂
∂
Ψ j

n
 n' étant plus

orthogonales sur S, le sy stème ( I I.5 ) peut devenir très sensible aux  erreurs numériques et aux
erreurs de mesures. L a position et le ray on de la sphère équivalente sont alors des paramètres
importants qui, en fonction de la g éométrie de la structure, vont conduire à un système linéaire plus
ou moins bien conditionné. L es coefficients modaux que l'on peut déterminer par le sy stème ( II.5 )
dépendent ainsi de la précision avec laquelle est connue le champ de vitesse vibratoire sur S. Ces
différents points seront développés dans les paragraphes II.2.3 à II.2.5.

La résolution du système ( II.5 ) passe par le calcul des 
    
N(N + 3)

2
 intég rales qui définissent les

composantes de la matrice C et du vect eur d. Dans le cas d’une structure de g éométrie quelconque,
on ne connaît pas l’ex pression analytique des intég rales Cij et dj. De plus, la fonction V mes  n'est en
général connue qu' en un nombre fini de points. L a résolution de ce sy stème impose donc une
discrétisation de l a surface S et le calcul approché des com posantes de l a matrice C et du vect eur d
par des méthodes d’intégration numériques.

2.2.2. Choix d’une méthode d’intégration simple et expression d’un système
linéaire approché

2.2.2.1. Cas général

On dispose de nombreuses méthodes numériques simples pour calculer les intégrales définies sur un
domaine à une dimension. L a méthode des trapèz es et la méthode de Simpson par exemple sont
associées à un découpage régulier du domaine d'intégration alors que la méthode de Gauss-Legendre
est associée à un découpage irrégulier. Pour ces méthodes, la convergence de la somme discrète vers
l'intégrale peut ê tre exprimée en fonction du nombre  de  points de  maillage e t des variations de la
fonction à intégrer.
Pour des surfaces à variables séparables, on peut se ramener à un problème à une dimension. Dans le
cas d' une surface constituée d' un assemblag e de plaques rectang ulaires par ex emple, on peut
appliquer une des méthodes monodimensionnelles citées précédemment sur chacune des faces et
dans les deux directions de la plaque.
Dans le cas d'une structure de géométrie quelconque, la discrétisation de l' intégrale fait en g énéral
appel à différents types d'éléments de ma illage. On ne  sa it a lors plus e xprimer a nalytiquement la
convergence de la somme discrète vers l' intégrale en fonction du maillage et des variations de la
fonction à intég rer. Seules les méthodes itératives de ty pe Monte-Carlo qui s' appuient sur un
maillage aléatoire de la surface vibrante permettent d' obtenir une estimation de l' intégrale et de
l'écart entre la somme discrète et l' intégrale. La convergence de ces méthodes (i.e. variance faible de
l'estimateur de l'intégrale) est en général relativement lente. On préférera donc appliquer la méthode
simple des rectang les. Elle consiste à découper la surface vibrante en Ns surfaces élémentaires sur
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lesquelles la fonction à intégrer est supposée constante. Les intégrales Cij et dj sont donc approchées
par une expression de la forme:

f M dS f M Ss
S

l l
l

Ns

( ) ( )∫∫ ∑≈
=

∆
1

( II.6 )

où f est une fonction de L 2(S) et ∆Sl  la surface élémentaire associée au point de maillag e Ml. La
vitesse de converg ence de la somme discrète vers l’intég rale dépend du nombre de points de
maillage et des variations de la fonction f. Pour s'assurer de la bonne représentation de l' intégrale, il
faudra vérifier que le nombre de points de maillage est suffisamment important et qu'il permet bien
de décrire les variations de f.

On écrit donc les intégrales Cij et dj sous forme discrète:

    
Cij ≈

∂Ψj

∂n
(Ml )

∂Ψi
∗

∂nl =1

N s

∑ (Ml )∆Sl

dj ≈ V mes( Ml )
∂Ψ j

∗

∂n
( Ml )∆Sl

l =1

N s

∑
( II.7 )

Les coefficients xj sont ainsi la solution du système linéaire suivant:

    A∗.A.x = A∗ .b
avec

    
( A∗ A)ij =

∂Ψ j

∂n
(Ml )

∂Ψi
∗

∂n
(Ml )

l=1

Ns

∑ ∆Sl  pour i ∈ [1,...,N] et j ∈ [1,...,N]

    
( A∗b) j = Vmes( Ml )

∂Ψj
∗

∂n
(Ml )

l =1

Ns

∑ ∆Sl  pour j ∈ [1,...,N]

( II.8 )

où la matrice A et le vecteur b vérifient:

A.x = b
avec

    
Aij = ∆Si

∂Ψ j

∂n
(Mi )  pour i ∈ [1,...,Ns] et j ∈ [1,...,N]

    bi = ∆Si V
mes(Mi )  pour i ∈ [1,...,Ns]

( II.9 )

Le système ( II.8 ) est constitué des équations normales associée à la résolution au sens des moindres
carrés du système ( II.9 ).
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Remarques:

1. Formulation continue et formulation discrète
 
 On peut désormais distinguer deux formulations de la méthode de la sphère équivalente. La première

est une form ulation "cont inue" associée à l 'espace des fonct ions L2(S) muni du produit scalaire

    ., . S
. Elle conduit au sy stème linéaire ( I I.5 ). Le découpage de la surface S en surfaces

élémentaires permet d'identifier chaque fonct ion u de L2(S) à un vect eur u = t(u1,...,uNs) composé
des valeurs de cette fonction aux points du maillag e. L a seconde formulation est donc une
formulation "discrète" associée au système ( II.8 ) et  au produi t scal aire eucl idien usuel

    
u, v 2 = ui .vi

∗

i=1

N s

∑ .

 Si on not e respect ivement Ai et  Aj le s i ème et  j ème colonnes de la matrice A, la discrétisation des
intégrales Cij et dj revient donc à approcher le produit scalaire     ., . S

 par   ., . 2  avec:
 

 
    
lim

N s→∞
Ai , Aj 2

=
∂Ψi

∂n
,
∂Ψ j

∂n
S

= Cij

 ( II.10 )

 Lorsque le nombre de points de maillag e est suffisamment g rand, les problèmes continu et discret

admettent a priori  des propriétés identiques. En particulier, si les fonctions 
∂
∂
Ψ j

n
 sont

linéairement indépendantes par rapport au produit scalaire     ., . S
 (i.e. la matrice C est inversible)

alors les colonnes de la matrice A sont indépendantes par rapport à   ., . 2  et  l e système ( I I.9 )
admet une unique solution. A contrario , un ma illage vibra toire insuffisa nt pe ut re ndre

linéairement dépendantes deux  colonnes de la matrice A alors que les fonctions 
∂
∂
Ψ j

n
 qui leur

sont associées sont linéairement indépendantes.
 
2. Expression matricielle des grandeurs quadratiques pour la formulation discrète
 
 Soit     JN ,N s

 la vitesse résiduelle quadratique associée au problème discret. En fonction de la matrice A
et du vecteur b elle s'écrit:

 

 JN ,N s
(x) =

1
2

(b− Ax)∗(b− Ax) =
1
2

b− Ax
2

2

 ( II.11 )

 Si   A∗ A est inversible alors     x = ( A∗ A)−1 A∗b est l'unique solution du sy stème ( I I.8 ) pour laquelle
JN ,N s

 devient:
 

 
    
JN ,N s

(x) =
1
2

b 2

2
−

1
2

Ax 2

2

 ( II.12 )
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 où

 
    

1
2

b
2

2
=

1
2

V mes(Mi )
2
∆Si

i =1

Ns

∑ = Vquad
mes,N s

 ( II.13 )

 
    

1
2

Ax 2

2
=

1
2

VN
cal (Mi )

2
∆Si

i=1

N s

∑ =Vquad
cal, Ns

 ( II.14 )
     Vquad

mes,N s  et     Vquad
cal ,Ns  sont respectivement les approximations liées à l a discrétisation de l a surface S des

vitesses quadratiques mesurées et calculées que l'on définit par:
 

 
    
Vquad

mes =
1
2

Vmes2
dS

S
∫∫ =

1
2

V mes

S

2

 ( II.15 )

 et

 Vquad
cal =

1
2

VN
cal 2

dS
S
∫∫ =

1
2

VN
cal

S

2

 ( II.16 )

 
3. Critère pour caractériser la précision du modèle de sphère équivalente
 
 La vitesse résiduelle quadratique mesure l' écart entre les conditions aux limites vérifiées par la

structure et par la sphère équivalente. On associe donc au problème discret une erreur relative
notée e2 et définie par:

 

    

e2
2

=
JN , Ns

Vquad
mes,N s

=
b− Ax

2

2

b
2

2

 ( II.17 )

 Cette fonction ne peut que décroître lorsque le nombre de coefficients modaux  pris en compte
augmente. On peut donc considérer que la sphère équivalente vérifie les mêmes conditions aux
limites que la  struc ture vibrante lorsque  l' erreur quadratique e2 est du même ordre de g randeur
que les erreurs de  me sures c ommise sur la  vite sse vibra toire. On montre ra c ependant da ns le
chapitre III q ue l a connaissance de ce seul critère peut s'avérer insuffisante pour g arantir que le
rayonnement acoustique de la sphère équivalente est proche de celui de la structure.

 
 

2.2.2.2.  Cas d'un maillage vibratoire régulier

Afin d’obtenir une méthode simple à mettre en oeuvre, on s’est intéressé au cas où les éléments du
maillage ont une surface constante : ∆Si = ∆S. Tous le s points de  ma illage sont a lors a ffectés du
même poids et le système ( II.9 ) s'écrit simplement:
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A'.x = b'
avec

    
′ A ij =

∂Ψ j

∂n
(Mi ) = 1

∆S
Aij  pour i ∈ [1,...,Ns] et j ∈ [1,...,N]

    
′ b i =V mes(Mi ) =

1
∆S

bi  pour i ∈ [1,...,Ns]

( II.18 )

La résolution de ce système ramène le calcul des intégrales Cij et dj à un simple calcul des fonctions
∂Ψj

∂n
 aux différents points de maillage. Les coefficients modaux sont a lors indépendants de  ∆S et

minimisent directement l'écart entre V mes  et VN
cal  aux points du maillage.

Remarques:

1. Notion de régularité du maillage
 
 La notion de rég ularité du maillag e fait ici référence à la surface des éléments. En particulier elle

n'implique pas de c onditions pa rticulières sur la  position de s points du ma illage. Pour de s
surfaces simples telles que des plaques, on peut définir des maillages à éléments de surface
constante pour lesquels les points sont régulièrement répartis suivant les deux  axes de la plaque
(i.e. distance constante entre deux  points consécutifs du maillag e). Sur une surface plus
complexe, la notion de points consécutifs disparaît ainsi que celle de points rég ulièrement
répartis.

 
2. Intérêt d'un maillage irrégulier
 
 Pour que les systèmes discrets ( II.9 ) et ( II.18 ) soient proches du système continu ( II.5 ), la densité

du maillag e et la g éométrie des éléments doivent être choisies par rapport aux  variations des
fonctions que l'on cherche à intég rer. Un maillage régulier présente l' avantage de conduire à une

formulation numérique simple puisque seul le calcul des fonctions 
  

∂Ψj

∂n
 aux points de maillage

est nécessaire. Il peut en revanche imposer un nombre de points de maillage inutilement grand sur
une structure hétérog ène où le champ de vitesse varie rapidement dans certaines z ones et
lentement dans d' autres. C' est le cas par ex emple pour une structure fermée constituée d'un
ensemble de plaque dont l' une est plus mince que les autres. Pour une fréquence d' excitation
donnée, la long ueur d' onde de flex ion dans cette plaque est plus faible que dans le reste de la
structure. Sur cette plaque, la déformée contient des modes d' ordre élevé (i.e. nombre de lig nes
nodales élevé) qui demande un maillage plus fin.

 Un ma illage irré gulier de  S sera également intéressant pour prendre en compte les hétérog énéités
locales d'une structure. Il permet de décrire correctement le champ de vi tesse vibratoire avec un
nombre minimum de points de maillage.
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3. Critères supplémentaires pour caractériser la précison du modèle de sphère équivalente
 
 Lorsque les éléments de maillage ont la même surface, on peut donner un sens à la mesure de l' écart

entre Vmes et   VN
cal  par d'autres normes vectorielles que la norme euclidienne (51). On définit alors:

 

    
emax =

′ b − ′ A x
max

′ b 
max

 ( II.19 )

 avec
 ′ b − ′ A x

max
= Max V mes(Mi ) −VN

cal (Mi ), i = 1,..,Ns{ }
 ( II.20 )

 ′ b 
max

= Max Vmes(Mi ), i = 1,..,Ns{ }
 ( II.21 )

 
 ⇒ l'erreur emax caractérise l'écart maximum entre la vitesse mesurée et la vitesse calculée aux points

de maillage. Elle est normalisée par le maximum de la vitesse mesurée sur S.
 
 De même, en utilisant la norme 1 on définit:
 

 

    

e1 =

1
Ns

′ b − ′ A x
1

1
Ns

′ b 
1

=
′ b − ′ A x

1

′ b 
1

 ( II.22 )

 où

 ′ b − ′ A x
1

= V mes(Mi ) −VN
cal (Mi )

i=1

Ns

∑
 ( II.23 )

 ′ b 
1

= V mes(Mi )
i=1

Ns

∑
 ( II.24 )

 
 ⇒ l' erreur e1 caractérise l'écart moyen ent re l a vi tesse m esurée et  cal culée sur t ous l es poi nts de

maillage. Elle est normée par la moyenne des vitesses mesurées sur S.
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Conclusion et paramètres à déterminer

La méthode des rectangles présente l'avantage de résoudre simplement le sy stème ( II.5 ). Seul le

calcul des fonctions 
∂
∂
Ψ j

n
 et  V mes  aux  points du maillag e est nécessaire. L e problème est alors

ramené à la résolution au sens des moindres carrés du système ( II.9 ) si le  maillage est irrégulier
et ( II.18 ) si le maillage est régulier.
Avant d'appliquer cette méthode sur quelques exemples simples, il faut préciser le choix:

• de la méthode numérique utilisée pour l'inversion du système linéaire (§ 2.2.3)
• du nombre de points de maillage (§ 2.2.4)
• du nombre de coefficients modaux que l'on doit déterminer (§ 2.2.5)

Les paragraphes suivants vont permettre d' énoncer les différents critères qui devront être vérifiés
par ces paramètres pour que la précision de notre modèle soit assurée.

2.2.3. Choix d’une méthode de résolution

Si la convergence de la méthode de la sphère équivalente vers la solution du système différentiel   (
I.1 ) est  assurée d' un point de vue t héorique, el le peut  s' avérer dans cert ains cas i naccessible d'un
point de vue numé rique. En e ffet, le s sy stèmes liné aires obte nus pa r minimisa tion d' une
fonctionnelle au sens des moindres carrés doivent être résolus avec précaution lorsque la solution est
décomposée dans un ensemble de fonctions qui ne sont pas orthonormées. En particulier, la solution
d'un tel système linéaire peut être très sensible aux  erreurs d' arrondis. L a précision que l' on peut
attendre de cette solution est liée au conditionnement du système linéaire.

2.2.3.1. Rappels sur le conditionnement d'un système linéaire

a) Définitions

Un système linéaire est dit bien conditionné lorsque de faibles variations sur les éléments du système
(i.e. erreurs d' arrondis ou erreur de mesures sur composantes de la matrice A et/ou du vecteur b)
entraînent de faibles variations sur la solution du système. A contrario, la solution d'un système mal
conditionné est susceptible d'être entachée d'une erreur largement supérieure à celle apportée par les
variations de A et/ou de b. Le conditionnement caractérise la stabilité de la solution d' un système
linéaire. Il se mesure au moyen du nombre de conditionnement, noté µ( )A  et défini par:

µ( A) = A A−1

( II.25 )

où   .  est une norme matricielle subordonnée à une norme vectorielle et A-1 est la matrice inverse de
A (ou la matrice inverse généralisée lorsque A est rectangulaire (52)).
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Si on utilise la norme matricielle euclidienne, µ( )A  s'écrit:

    
µ( A) =

Max wj , j = 1..N{ }
Min wj , j = 1..N{ }

( II.26 )

où wj , j = 1..N{ } e st l’e nsemble de s valeurs singulières de A. µ( )A  est donc un nombre réel
supérieur ou égal à un et la matrice A est d'autant mieux conditionnée que µ( )A  est proche de un.

b) Applications à la résolution du système Cx = d:

Propriété 1
Soit ~x  une solution approchée du sy stème Cx = d. On définit l'écart entre la solution exacte et la
solution approchée par     e = x − ˜ x  et  l e résidu associ é à ~x  par     r = d −C˜ x . Un ré sultat c lassique
d'analyse matricielle (50) montre que l'erreur e vérifie l'inégalité suivante:

    

e

x
≤ µ(C)

r

d

( II.27 )

Cette inégalité montre que l'erreur relative commise sur la  solution du système linéaire peut être
aussi grande que le produit du résidu relatif et du nombre de conditionnement. Si     µ(C)  est proche
de un, le résidu relatif donne une bonne estimation de l' erreur commise sur la solution. En
revanche, un résidu faible ne garantit pas la stabilité de la solution lorsque le conditionnement est
très grand devant un. Cette instabilité doit être considérée comme une caractéristique du système
linéaire.
Exemple: Le champ de vi tesse mesuré sur S peut être correctement approché par un modèle de

sphère équivalente (ie: résidu faible) sans que ce modèle soit stable. Une " légère" modification
des données vibratoires conduirait à une solution tout à fait différente. Dans un tel cas, on peut
dire que les limites d' un modèle déterministe du rayonnement de S par la méthode de la sphère
équivalente sont atteintes.

Notons que la relation ( I I.27 ) ne donne qu’un majorant de l’erreur e. Elle ne permet pas de
distinguer les composantes stables des composantes instables de la solution. Cette inég alité est
également la meilleure possible, c'est-à-dire qu'il exite un champ de vitesse sur S et une solution
approchée ~x  tels que l'égalité soit vérifiée.

Propriété 2
Soit E une matrice erreur telle que     ̃  x  soit la  solution du système C +E( )˜ x = d . L'erreur e vérifie
alors:

    

e
˜ x 

≤ µ(C)
E
C

( II.28 )
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Cette inég alité montre que la solution d' un système linéaire mal conditionné peut admettre de
grandes variations si la matrice C n'est pas connue avec une grande précision. Or, la discrétisation
des intégrales Cij par la méthode des rectang les conduit à la résolution du sy stème linéaire ( II.8 )
où la matrice   A∗ A est une approximation de la matrice C. On en déduit que la solution obtenue
en résolvant le problème discret est a priori très sensible à la discrétisation de la surface vibrante.
En particulier, seul un nombre de points de maillage infini permettrait à la norme de E de tendre
vers zéro et à la solution du système discret de tendre vers la solution du système continu.

Propriété 3
Soit u la précision du codage numérique des nombres réels utilisé par le calculateur (u = 10-6 pour
un codag e en simple précision et u = 10 -15 pour un codag e en double précision). L 'erreur e
commise sur la solution du système Cx = d vérifie:

    

e
˜ x 

≤ µ(C) Nu

( II.29 )

Cette troisième inég alité apporte une majoration de l' erreur en fonction du codage numérique
utilisé. Les erreurs d'arrondis liés à ce codag e constituent en effet une source incontournable de
modification des données. Ce bruit de fond numérique impose une limite au nombre de
conditionnement. Si µ(C) ≈ 10t  et Nu s≈ −10 , il ne faut pas attendre une précision relative sur la
solution du sy stème me illeure que  10 t-s. Quelle que soit la méthode d’inversion de système
linéaire choisie, l'inégalité ( II.29 ) impose une limite supérieure pour     µ(C)  au-delà de laquelle on
peut fortement suspecter la solution d'être dominée par les erreurs d'arrondis.
Exemple: pour un codag e en double précision et un système linéaire d'une centaine d'inconnues,

la limite est donnée par     µ(C) ≈ 1012 (i.e. l' erreur relative 
e
˜ x 

 due aux  erreurs numériques est

inférieure à 10 %).

Conclusions:
Le nombre de conditionnement d' un sy stème linéaire apporte une information sur le risque
d’instabilité du système par rapport aux variations de ses composantes. I l ne permet cependant pas
de quantifier réellement cette instabilité car les inég alités ( I I.27 ) à ( I I.29 )  n’apportent que des
majorants de l' erreur e. En particulier, on ne peut pas préciser quelles sont les composantes de la
solution qui sont sensibles aux  variations du premier et/ou du second membre du système. Quelle
que soit la méthode d’inversion choisie, les erreurs d'arrondis sont une source inévitable d'erreur.
Une première limite simple pour     µ(C)  - et donc pour     µ( A∗ A)  - est donnée par la relation ( I I.29 )
en fonction du codage numérique utilisé.



Chapitre II : Méthode de la sphère équivalente

54

2.2.3.2. Intéret de la méthode de Décomposition en Valeurs Singulières

La matrice A étant rectangulaire, on montre (50) que µ( )A  vérifie:

    µ( A∗ .A) = µ( A)2

( II.30 )

Il n'est donc pas intéressant de résoudre les équations normales associées au sy stème A.x = b lorsque
la ma trice A est mal conditionnée. On préférera utiliser la méthode de décomposition en valeurs
singulières (S.V.D.) de la matrice A pour résoudre directement le sy stème A.x = b au sens des
moindres carrés. En e ffet, la matrice complexe A de dimensions Ns×N, peut se décomposer sous la
forme:

  A =UWV∗

( II.31 )

où V est une matrice carrée N×N unitaire (i.e.   V ∗V =VV ∗ = I ) et U une matrice unitaire suivant ses
colonnes (i.e.   UU ∗ = I ) de mêmes dimensions que A. W est une matrice réelle carrée N×N diagonale
dont les éléments diag onaux sont les valeurs sing ulières de la matrice A. Si la  ma trice   A∗ A est
inversible, alors toutes les valeurs sing ulières de A sont stric tement positive s e t la  solution du
système s'écrit:

    
x = VW−1U ∗ b = Vdiag( 1

w1

,...,
1

wN

)U ∗ b

( II.32 )

Cette solution minimise la norme euclidienne du résidu   r = b− Ax. La solution du sy stème linéaire
rectangulaire ( II.9 ) donnée par la méthode S.V.D. est ainsi identique à la solution issue des
équations normales et du sy stème ( I I.8 ). L a S .V.D. permet également de cal culer di rectement l e
nombre de conditionnement de A en appliquant la relation ( II.26 ).
Si on note respectivement Ui et Vi les ième vecteurs-colonnes des matrices U et V alors ils vérifient:

AVi = wiUi

( II.33 )

La méthode S.V.D. permet de construire ex plicitement une base de vecteurs orthonormés (i.e. les
colonnes de la matrice U) à partir des modes de ray onnement de la sphère équivalente (i.e. les
colonnes de la matrice A). Les vecteurs-colonnes de U forment donc une base modale vibratoire de
la surface S. De même, les vecteur-colonnes de la matrice V définissent une base orthonormée dans
laquelle se décomposent les coefficients modaux de la sphère équivalente. La relation ( II.70) montre
que la valeur singulière wi est un facteur d'amplification qui caractérise la contribution des différents
modes de rayonnement de la sphère équivalente à la i ème composante de la base modale vibratoire de
S. La contribution de ce mode vibratoire au champ de vitesse mesuré est donc faible si l'amplitude de
wi est faible (i.e. si elle est beaucoup plus faible que les autres valeurs singulières). A contrario, les
modes vibratoires associés à des valeurs sing ulières de g rande amplitude ont une contribution
importante au champ de vitesse mesuré.
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La relation ( I I.29 ) montre que les valeurs sing ulières les plus faibles de A peuvent conduire à une
matrice A numé riquement sing ulière. En fonc tion de  la  pré cision du c odage utilisé , le  calcul des
vecteur-colonnes de U associ és à ces val eurs si ngulières devi ent t rès sensi ble aux  erreurs
numériques. Ce sont des vecteurs instables que le modèle de la sphère équivalente ne permet pas de
déterminer avec précision. En particulier, ils peuvent être très sensibles aux  erreurs de mesures (i.e.
modification du vecteur b).
On donne en annex e 3 une interprétation statistique de l' instabilité de la solution d'un système
linéaire lorsqu' il est résolu au sens des moindres carrés. L e champ de vitesse vibratoire de la
structure est considéré comme une variable aléatoire définie en tout point Mi du ma illage pa r sa
valeur moyenne (la vitesse mesurée     V

mes(Mi )) et son écart -type     σV (Mi ) . Les coefficients modaux
de la sphère équivalente ainsi que la pression acoustique ray onnée par cette sphère deviennent
également des variables aléatoires dont on sait calculer l' écart-type ( relations ( A3.6 ) et ( A3.10 )).
La solution obtenue par la méthode des moindres carrés correspond à des hypothèses simples
effectuées sur l' écart-type de la vitesse vibratoire. L e ray onnement acoustique de la sphère
équivalente sera donc stable si les coefficients modaux  qui le définissent sont stables, c' est-à-dire
s'ils sont associés à un faible écart type. On montre également que cette stabilité peut être améliorée
en annulant la contribution des vecteurs-colonnes instables de la matrice U. Cette opération est
rendue possible par la S.V.D. en remplaçant dans la matrice W-1 les coefficients associés aux valeurs
singulières les plus faibles par z éro (53). En diminuant le nombre de valeurs sing ulières on diminue
l'écart type des coefficients modaux, mais on s'écarte également de la solution "exacte" définie par le
système complet (i.e. avec toutes les valeurs singulières prises en compte).

Pour une matrice mal conditionnée, le problème est ramené au choix  des valeurs sing ulières qu' il
faut annuler pour améliorer la stabilité des coefficients modaux . Une approche classique consiste à
déterminer le nombre de conditionnement maximum admissible en fonction de la précision des
données mesurées (46,47,54). La dynamique de mesure doit en effet permettre d' extraire avec précision
la contribution des modes de la sphère équivalente dont l' amplitude sur S est faible. Or, la  relation (
II.70 ) montre que la valeur sing ulière wi traduit l'amplitude du ième mode vibratoire de S que l' on
peut déterminer à partir des modes de ray onnement de la sphère équivalente. L e nombre de
conditionnement caractérise donc le rapport entre le mode de plus g rande et de plus faible amplitude
et on lui impose d' être inférieur à la dy namique de mesure. Ce critère permet donc de ne prendre en
compte que les modes de la sphère équivalente qui admettent une amplitude suffisante sur S.

On montre cependant en annexe 3 que  la stabilité des coefficients modaux dépend de la densité du
maillage vibratoire. On expliquera plus en détail le lien entre le conditionnement de A et le maillage
vibratoire dans le paragraphe II.2.2.4. On montre également au paragraphe II.2.2.5 que seuls certains
modes de la sphère équivalente contribuent au rayonnement acoustique de la structure. On peut donc
obtenir de s ré sultats sa tisfaisants a vec une  ma trice A ma l c onditionnée si l' instabilité du sy stème
n'affecte que des coefficients modaux de la sphère qui ne contribuent pas au rayonnement acoustique
de la structure. On en déduit qu' une limite précise pour le nombre de conditionnement maximum
admissible n'est pas simple à déterminer.

D'un point de vue numérique, la résolution du sy stème ( I I.46 ) par la méthode S.V.D. impose le
stockage d'une matrice Ns×N au lieu d'une matrice N×N pour les équations normales associées au



Chapitre II : Méthode de la sphère équivalente

56

système ( I I.45 ). Si on est assuré du bon conditionnement de A, on peut résoudre directement ce
dernier système par une méthode de type Cholesky ou LU (53).

2.2.3.3.  Application au choix du rayon et de la position de la sphère
équivalente

On montre dans l' annexe 4 que le ray onnement acoustique d' une sphère équivalente dont les
coefficients modaux vérifient le sy stème ( I I.46 ) est théoriquement indépendant  du ray on de la
sphère équivalente. D'un point de vue numérique on a cependant intéret à ce que le conditionnement
du système soit minimum.
Les matrices unitaires ayant un nombre de conditionnement ég al à un, on peut donc disting uer deux
origines au mauvais conditionnement du système ( II.9 ):

• la première est liée à la non-orthog onalité des vecteurs-colonnes de A : les fonctions 
∂
∂
Ψj

n
n'étant pas orthogonales sur des surfaces non sphériques, le nombre de conditionnement de
A sera a priori d'autant plus grand que S sera éloignée d'une sphère.

• la seconde est associée à la différence de norme entre les vecteurs-colonnes de A. En effet,
une colonne de A d'un ordre de grandeur bien plus faible que les autres sera associée à une
valeur singulière de faible amplitude. La matrice A est dite équilibrée suivant ses colonnes
(respectivement suivant ses lig nes) si elle admet des vecteurs-colonnes (resp. des vecteurs-
lignes) dont la norme est comparable (50,55). Pour que les colonnes de A soient équilibrées,

les fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 doi vent présent er des am plitudes com parables à la surface de la

structure. Or, on a montré au paragraphe II.1 que l'on pouvait distinguer parmi les modes de
rayonnement de Sa:

1) les modes rayonnants qui admettent une décroissance du champ de pression en 
  
a
r

2) les modes non rayonnants qui vérifient une décroissance en 
    
(
a
r
)n+1

⇒ L 'amplitude des fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 sera du même ordre de g randeur sur S si la distance

entre la sphère équivalente et la structure est la plus faible possible.

Pour tout point O appartenant au volume intérieur de la structure S on définit la compacité C de cette
structure S relativement au point O par:

    
C(O ) =

rcir

rins
=

Max d(O,Ms),Ms ∈S{ }
Min d(O, Ms), Ms ∈S{ }

( II.34 )

où
rins est le rayon de la plus grande sphère de centre O inscrite dans la structure
rcir le rayon de la plus petite sphère, de centre O circonscrite à S.
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⇒ La position optimale de la sphère équivalente est associée à une compacité minimale.

Figure II.1
Position optimale de la sphère équivalente

La série ( II.42 ) qui traduit le ray onnement acoustique de Sa n'est convergente que pour des points
d'écoute placé en dehors de la sphère. P our pouvoir calculer la pression acoustique en un point
proche de la structure, la sphère équivalente doit donc être inscrite à l' intérieur de la structure
vibrante. L e ray on de la sphère est choisi ég al à rmin. L e nombre de coefficients modaux  étant
nécessairement fini, on constatera cependant sur les exemples du chapitre III que le conditionnement
de la matrice A peut être minimum pour un rayon a un peu supérieur à rmin.

Remarques:

1) Analogie avec les méthodes holographiques

La méthode de la sphère équivalente s' apparente à une méthode d' holographie " vibratoire" où le
champ de vitesse inconnu sur une surface " source" (i.e. la sphère équivalente Sa) est déterminé par
rétropropagation du champ de vitesse mesuré sur un hologramme (i.e. la surface vibrante S). Il s'agit
d'holographie non conforme dès que la surface S n'est plus une sphère de même centre que la sphère
équivalente. C'est donc bien un problème inverse d' autant plus mal conditionné que la surface de
l'hologramme est  él oignée de l a surface de l a source. Comme en holographie de champ proche,
l'amplitude des modes non ray onnants associé à la surface source ne pourra être déterminée avec
précision que si l' hologramme est proche de cette source, c' est-à-dire si la distance entre la sphère
équivalente et la structure est la plus faible possible.
L'influence du rayon et de la position de la sphère équivalente sur le conditionnement de la matrice A
est détaillée au chapitre II sur des exemples simples.

2) Comparaison avec une source multipolaire

On montre en annexe 2 que la pression acoustique rayonnée par un multipôle se met sous la forme:

    
P(M ) = MnmσY nm

σ (θ,ϕ )hn(kr)
σ= 0

1

∑
m= 0

n

∑
n= 0

∞

∑
( II.35 )

rcir

O

rins

S

Sa
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où on définit:

Ψ j
mul (M ) = Y nm

σ (θ ,ϕ)hn(kr)

( II.36 )

comme la  j ème fonction d' onde sphérique ou encore, en reprenant la terminologie modale, le jème

"mode de rayonnement" du multipôle associé au coefficient modal   M nmσ . Si la sphère équivalente et
le multipôle ont le même centre O alors le rayonnement acoustique du multipôle est identique à celui
de la sphère lorsque les coefficients   M nmσ  vérifient le système ( II.46 ) où les N premières fonctions

  Ψ j  sont remplacées par les N premières fonctions     Ψ j
mul . Cette propriété est démontrée dans l' annexe

4 en remarquant que les fonctions   Ψ j  et     Ψ j
mul  vérifient:

    Ψ j
mul = ′ h n(ka)Ψ j

( II.37 )

Le conditionnement du sy stème ( I I.46 ) n' est cependant pas indifférent au choix du modèle. Les
fonctions   Ψ j  et  Ψ j

mul  étant linéairement dépendantes, les deux  modèles correspondent à un
équilibrage différent de la matrice A.
Pour une source multipolaire, la valeur de µ(A) est en effet dirig ée par l' amplitude des fonctions
    hn(krs ) et     ′ h n(krs )  où la fonction     hn(krs ) vérifie:

    
hn (krs ) ≈

(2n−1)!!
(krs )n+1  si n est supérieur à krs

( II.38 )

    
hn (krs ) ≈

1
krs

 si n est inférieur à krs

( II.39 )

La fonction     ′ h n(krs )  admet un comportement identique. A cause du coefficient (2n-1)!!, les
composantes des colonnes de A associées aux modes d'ordres n élevés deviennent donc rapidement
d'une amplitude très supérieure à l' amplitude des composantes des premières colonnes de A. L a
matrice A est donc mal équilibrée et admet un nombre de conditionnement élevé. En choisissant le
modèle d'une sphère, les variations de     hn(krs ) et     ′ h n(krs )  sont "normalisées" par celles de ′h kan ( )  et
la matrice est mieux conditionnée. On comparera plus précisément ces deux modèles au chapitre III
dans le cas simple où S est une sphère vibrante.

Notons pour finir que Stupfel (21) e t Wa ll (56) ont proposé des procédures numériques de
normalisation des fonctions de Hankel sphériques pour appliquer respectivement la méthode du
champ nul et la méthode de la matrice T. La méthode de la sphère équivalente présente l' avantage de
donner une interprétation physique à cette normalisation.
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2.2.4. Choix du maillage vibratoire

Pour que la solution du sy stème discret soit proche de celle du problème continu - et donc du
problème différentiel ( I .1 ) - il faut que les intég rales Cij et  dj soient calculées avec précision. L e
maillage doit ainsi être suffisamment fin pour que la méthode des rectang les conduisent à une
approximation c orrecte de  c es inté grales. Un c ritère de  que lques points de maillage entre chaque

oscillation des fonctions V mes  et 
  

∂Ψj

∂n
 est en général admis comme suffisant.

La fonction V mes  est une donnée de notre problème. On suppose donc que l' on est capable a priori
de déterminer un maillage suffisamment dense pour décrire cette fonction. En pratique on applique
souvent des critères qui dépendent des ondes de flexions attendues dans la structure.

Les variations des fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 sont plus difficile à prévoir. On sait cependant que le nombre

d'oscillations de  c es fonc tions a ugmente ra pidement a vec l'indice j. On peut en effet disting uer
différentes origines:

∂Ψ j

∂n
(M s ) = Y nm

σ (θ s,ϕ s)
′ h n(krs )
′ h n(ka)

nr +
∂ Y nm

σ (θ s ,ϕ s )
krs∂ θ

hn(krs )
′ h n(ka)

nθ +
∂ Y nm

σ (θ s,ϕ s)
krs sinθ s∂ ϕ

hn(krs )
′ h n(ka)

nϕ

a) La fonction harmonique sphérique Ynm
σ  admet n+m cercles nodaux  lorsque ( , )θ ϕ  parcourt

  0,π] [× 0,2π[ [ et ses dérivées suivant les angles θ et ϕ vérifient des propriétés similaires.
 

b) Si l a st ructure n' est pas com pacte, l es fonct ions 
    

′ h n(krs )
′ h n(ka)

 et  
    

hn(krs )
′ h n(ka)

 d' ordre n él evé sont

associées aux modes non-rayonnants de la sphère équivalente et présentent des amplitudes
très différentes entre un point de la structure proche de la sphère et un point éloig né. Ce

comportement accentue les variations des fonctions 
∂
∂
Ψj

n
.

 
c) La géométrie de la structure est également prise en compte par la normale en tout point du

maillage. Les surfaces à fort ray on de courbure sont ainsi caractérisées par des variations
rapides des composantes     (nr ,nθ ,nϕ )  de la normale. Une description précise des fonctions
∂
∂
Ψj

n
 demande donc un nombre de point de maillag e important dans les zones où la

courbure varie rapidement. Si la structure présente des arètes, la normale devient même

a)

b)

c)
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discontinue. La surface vibrante n' est alors plus rég ulière et la converg ence de la méthode
n'est plus assurée d'un point de vue théorique. Les exemples traités dans les chapitres III e t
IV montrent cependant que la méthode ne semble pas être très sensible à cette hy pothèse de
régularité.

Remarques:

1. Lien entre le maillage vibratoire et le nombre de conditionnement de A
 

 Lorsque le maillage vibratoire de S n'est pas suffisamment dense, certaines fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 peuvent

devenir difficile à distinguer. Elles peuvent donc sembler linéairement dépendantes et conduire à

une matrice A mal conditionnée. En a ffinant le maillage, l'orthogonalité des fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 sera

mieux traduite et le nombre de conditionnement de la matrice A diminuera.
 ⇒ Le maillage sera suffisamment dense s'il permet au moins de différentier la contribution de toutes

les fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 prises en compte dans le modèle. Le nombre de conditionnement de A

apparaît comme un indicateur du sous-maillage de la structure.
 Notons cependant qu'en augmentant la densité du maillage le  système discret tend vers le  système

continu dont on sait a priori qu'il est mal conditionné. Le nombre de conditionnement du système
discret admet donc une valeur limite. Rien ne s' oppose par ailleurs à ce qu' il existe un maillag e
pour lequel le système discret soit mieux conditionné que le système continu.

 
2. Notion de critère d'échantillonnage
 
 Le maillage vibratoire de la surface S pe ut ê tre inte rprété simple ment c omme un c ritère

d'échantillonnage des fonctions 
∂
∂
Ψj

n
. En effet, la relation ( I I.37 ) traduit explicitement la

décomposition de la vitesse vibratoire V mes  dans l'ensemble des fonctions 
∂
∂
Ψj

n
. Ce sont donc des

fonctions d’interpolation qui permettent de reconstituer les variations de V mes  en tout point de S à
partir de la connaissance de V mes  en un nombre fini de points de S. Entre les points de maillage, il
est implicite que la vitesse calculée n’a dmet pa s de  va riations importa ntes. Or, lorsque  le s

fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 d' ordres é levés qui a dmettent de s osc illations rapides sur S sont sous-

échantillonnées, la vitesse calculée peut se caractériser par une erreur très faible aux  points de
mesure (i.e. valeurs des paramètres e2, emax et e1 faibles) et des oscillations importantes entre les
points de maillage (cf. figure II.8). Le calcul de la contribution des modes d'ordre n et/ou m élevé
est donc très sensible au maillage vibratoire. Les coefficients modaux solution du système linéaire
sous-échantillonné sont alors très différents des coefficients solutions du sy stème continu. Ce
comportement est comparable à celui que l'on peut constater en traitement du sig nal lors d' un
repliement de spectre.
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Figure II.2

 Conséquences d'un sous-échantillonnage des fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 
 Critère de validité du modèle de sphère équivalente

 Si on est capable de définir un surmaillag e de la surface S (i.e. maillage contenant deux ou trois
fois plus de  points que  le  maillage initia l) a lors la  validité du modèle de sphère équivalente
peut être vérifiée a posteriori  en comparant la vitesse quadrat ique cal culée par l a sphère
équivalente à pa rtir du ma illage initia l e t la  vite sse qua dratique c alculée à  pa rtir du
surmaillage. Si le maillage initial n'est pas suffisamment dense, les oscillations entre les points
de maillage se traduiront par une différence entre les deux vitesses quadratiques.

 
 Notons qu'un maillage de la surface S peut être tout à fait correct pour décrire la vitesse vibratoire

(cas de la figure II.8 par exemple) et s'avérer insuffisant pour décrire les oscillations de certaines

fonctions 
∂
∂
Ψj

n
.

 
3. Application de la méthode de la sphère équivalente aux  mesures de pression acoustique et

comparaison des critères de maillage
 
 Si on était capable de mesurer la pression pariétale en tout point de la surface S  alors la méthode de

la sphère équivalente conduirait à la minimisation au sens des moindres carrés de la pression
pariétale résiduelle quadratique:

 

 
    

P mes(Ms ) − PN
cal( Ms)

2
dS

S
∫∫

 ( II.40 )

 où   PN
cal  est la restriction de la pression acoustique ray onnée par la sphère équivalente aux  modes de

rayonnement d'ordre n inférieur ou égal à N:
 

Structure S

Vitesse mesurée

Vitesse calculée
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PN

cal (Ms ) = Pnmσ
a Y nm

σ (θs,ϕ s)
hn(krs)
hn(ka)σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

N

∑

 ( II.41 )

 Les coefficients modaux de Sa vérifient alors le système Ax = b avec:
 

     Aij = ∆Si Ψj (Mi )

     bi = ∆Si P
mes(Mi )

 où 
    
Ψ j (Mi ) = Y nm

σ (θ i ,ϕ i )
hn(kri )
hn(ka)

 ( II.42 )

 Les fonctions Ψ j  forment un e nsemble complet sur L 2(S) et la solution de ce sy stème converge au
sens des moindres carrés vers   Pmes . Le maillage de la surface S doit tenir compte des variations de
la pression pariétale et des fonctions Ψ j . Ces fonctions admettent des variations plus rég ulières

que les fonctions 
  
∂Ψj

∂n
 définies dans le système ( II.46 ) car elles ne dépendent pas de la normale.

 On peut également remarquer que si les mesures de pression sont effectuées sur une sphère S0 qui
englobe la structure, on pose Sa = S0 et les coefficients vérifient:

 
 
    
Pnmσ

a = Y nm
σ (θ,ϕ)Pmes(θ ,ϕ )sinθdθdϕ

S
∫∫

 ( II.43 )

 On retrouve la méthode classique proposée par (42-44) où le  maillage de mesure ne dépend plus que
des variations de la pression acoustique sur S0 et des fonctions harmoniques sphériques. Le critère
de maillage est alors identique à celui défini en annex e 5 pour des mesures vibratoires sur une
sphère.

 
 ⇒ Le critère de maillage appliqué pour la modélisation du rayonnement acoustique d'une structure

à partir de mesures vibratoires est plus sévère que celui appliqué pour des mesures de pression
acoustique car les fonctions utilisées pour décomposer la vitesse vibratoire sur S admettent des
variations plus rapides que les fonctions   Ψ j  définies par ( II.79 ).

 
Conclusion : Démarche préconisée pour choisir un maillage vibratoire

Dans un pre mier temps, le maillage vibratoire est défini en fonction des variations de la vitesse
vibratoire. On applique par ex emple les mêmes critères que pour une méthode d' éléments de
frontière. Dans un second temps, et de manière itérative, on définit un maillag e plus fin de la
structure jusqu'à obtenir une solution du système ( II.9 ) qui ne dépende plus du nombre de points
de maillage. Si le  ma illage initia l a  é té c orrectement c hoisi, la  vite sse vibra toire pe ut ê tre
interpolée pour définir les autres maillag es. Pour un nombre de coefficients modaux  donné, un
maillage vibra toire se ra c onsidéré c omme suffisa mment de nse dès que la vitesse quadratique
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calculée par Sa est indé pendante du ma illage. Un c ritère simple  qui ne  tie nt c ompte que  de s
variations des fonctions harmoniques sphériques sera présenté au chapitre III.

2.2.5. Choix du nombre de coefficients modaux à déterminer

La méthode de minimisation est intéressante, en terme de temps de calcul, si une approx imation
correcte du ray onnement de S est obtenue pour une faible valeur de N. I l est donc important de
pouvoir prédire le nombre de coefficients modaux  qu' il est nécessaire de calculer pour obtenir un
modèle satisfaisant (i.e. valeurs des paramètres e2, emax et e1 suffisamment faibles).

Lorsque la structure S est une sphère de centre O, on a montré que l' on pouvait définir des ordres Np
et Nw (respectivement pour la pression et pour la puissance) au-delà desquels les modes acoustiques
de la sphère ne ray onnaient plus. Ce sont des critères intéressants car ils permettent de prévoir a
priori (i.e. quelle que soit la déformée vibratoire sur la sphère) les termes de la série qui vont
contribuer au rayonnement. Physiquement, les termes que l'on néglige correspondent aux modes non
rayonnants de la sphère. Cette approx imation est donc tout à fait lég itime dès lors que la vitesse
vibratoire n'admet pas de fortes composantes pour n > Np (resp. n > Nw). La décroissance des modes
non rayonnants est en g énéral suffisamment rapide lorsque le point d' écoute appartient au champ
lointain de la sphère pour que les critères de troncature n > Np (resp. n > Nw) conduisent à des
résultats satisfaisants. On cherche donc à établir des critères équivalents dans le cas d' une structure
de géométrie quelconque.

Critère de troncature associé au calcul de la pression acoustique

Dans un premier temps, les coefficients modaux  de la sphère équivalente vont être exprimés
analytiquement en fonction de la pression pariétale et de la vitesse vibratoire mesurée sur la structure
S. Soit S0 une sphère de rayon r0  et de même centre que la sphère équivalente eng lobant la structure
S.

Figure II.3
Représentation de S0, Sa et S

En tout point M extérieur à S0, on montre (cf annex e 6) que la pression ray onnée par la structure se
met sous la forme d'une série convergente:

    
P(M ) = − jρ0c0 Vnmσ

r0 Y nm
σ (θ,ϕ)

hn(kr)
′ h n(kr0)σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

( II.44 )

r0

a
rs

S0

S
Sa
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avec
    
Vnmσ

r0 = k
ρ 0c0

′ h n(kr0) P(M s )
∂ ˆ Ψ nmσ

∂n
( M s) + jkρ 0c0V

mes(M s ) ˆ Ψ nmσ (M s )
 

 
  

 
÷ 

S
∫∫ dS

( II.45 )

et     
ˆ Ψ nmσ ( M s) = Y nm

σ (θs ,ϕ s ) j n(krs )

( II.46 )

Cette expression est obtenue à partir de l' équation intég rale de Helmholtz  lorsque la fonction de
Green en cham p l ibre G0 est décomposée dans l' ensemble des fonctions d’onde sphériques. Elle
caractérise le ray onnement acoustique de la sphère S0 :  l es coeffi cients m odaux     Vnmσ

r0  de S0 sont
exprimés directement en fonction de la pression pariétale et de la vitesse vibratoire mesurée sur la
surface S. L orsque ses coefficients modaux  vérifient la relation ( I I.44 ), la sphère S0 peut être
considérée comme une sphère équivalente à la structure S.
En appliquant la méthode de la sphère équivalente on exprime la pression acoustique rayonnée par la
structure sous la forme:

P(M ) = − jρ0c0 Vnmσ
a,∞Y nm

σ (θ,ϕ)
hn(kr)
′ h n(ka)σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

( II.47 )

où les coefficients     Vnmσ
a,∞  sont la solution du système ( II.9 ) lorsque tous les modes de rayonnement de

Sa sont pris en compte. L a convergence de cette série est uniforme en tout point M extérieur à S. La
décomposition du champ de pression ray onné par la structure dans l' ensemble des fonctions d'onde
sphériques étant unique (cf annexe 7), on en déduit que les coefficients Mnmσ

∞  et  Vnmσ
r0 vérifient pour

tous les triplets ( , , )n m σ :

    

Vnmσ
a,∞

′ h n(ka)
= Vnmσ

r0

′ h n(kr0)

( II.48 )

Cette relation traduit l'équivalence terme à terme entre le ray onnement des modes de Sa et de S0,
c'est-à-dire entre le rayonnement acoustique de Sa et de S0. On en déduit l' expression analytique des
coefficients modaux de Sa:

    
Vnmσ

a,∞ =
k

ρ 0c0
′ h n(ka) P( M s )

∂ ˆ Ψ nmσ

∂n
( M s ) + jkρ0c0V

mes( M s) ˆ Ψ nmσ ( M s)
 

 
  

 
÷ 

S
∫∫ dS

( II.49 )

Conséquence:

La distinction entre les modes ray onnants et les modes non ray onnants de la sphère S0 permet
d'appliquer le critère de troncature développé au paragraphe II.1.5. Si la vitesse particulaire rayonnée
par la structure à l a surface de S0 est suffisamment rég ulière, alors les séries ( I I.44 ) et   ( I I.47 )
peuvent être tronquée à l'ordre:
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Np = Np(S0,ε,M) = [kr0] + np(ε,r)
( II.50 )

La décroissance des coeffi cients     Vnmσ
r0  pouvant être assez lente, le critère de troncature est d' autant

plus pré cis que  la  vite sse vibra toire a dmet de s oscillations lentes sur S et que le point d' écoute
appartient au champ lointain de S0. On en déduit également que les modes vibratoires de la structure
qui vont contribuer au ray onnement acoustique sont entièrement décrits par les Nray = ( Np+1)2

premiers modes de rayonnement de la sphère équivalente. L es modes de Sa d'ordre n supérieur à Np
sont associés aux modes non rayonnants de la structure. La figure II.10 résume le comportement des
différents modes de Sa en fonction de leur ordre n, de ka et de kr0.

Figure II.4
Caractéristiques des modes de la sphère équivalente

en fonction de leur ordre n

Les problèmes de conditionnement associés aux  systèmes linéaires ( I I.42 ) et ( I I.46 ) sont lié s à la
contribution des modes non ray onnants de Sa (i.e. n > ka) qui admettent une contribution au
rayonnement de S0 (i.e. n < kr0).

Application au choix de N

La pression acoustique rayonnée par la sphère équivalente limitée aux modes d'ordre n inférieur ou
égal à Np et associée aux coefficients modaux     Vnmσ

a,∞  est une bonne approximation du champ pression
acoustique rayonné par la structure. Le critère de troncature ( II.87 ) n'est cependant applicable que si
les coefficients     Vnmσ

a,∞  sont connus, c'est-à-dire lorsque le système linéaire ( II.9 ) est résolu en prenant
en compte tous les modes de Sa. Notons alors     Vnmσ

a, N  les coefficients modaux  solutions du sy stème
linéaire lorsque  se uls les N premiers modes de Sa sont pris en compte. Comme la série ( I I.47 )
converge uniformément à l'extérieur de S, les coefficients     Vnmσ

a, N  vérifient:

    
lim
N →∞

Vnmσ
a, N =Vnmσ

a, ∞

( II.51 )

ordre n
des modes de Sa0

modes rayonnants modes non rayonnants

modes qui contribuent
au rayonnement de S

ka

kr0

modes qui ne contribuent
pas au rayonnement de S
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Le nombre de coefficients modaux  qu'il faut réellement prendre en compte dans le sy stème linéaire
doit ainsi tenir compte de la vitesse de converg ence des coefficients     Vnmσ

a, N  d'ordre n inférieur à Np

vers l es coeffi cients     Vnmσ
a,∞ . Si la converg ence est rapide (cas n°1 de la fig ure I I.11) alors le

rayonnement acoustique de la structure sera correctement approché en calculant les coefficients
modaux de Sa jusqu'à un ordre n = Nmax un peu supérieur à Np. En revanche, si la converg ence est
lente (cas n° 2 de la figure II.11), il faudra choisir Nmax très supérieur à N.

Figure II.5

Exemple de variations de 
    

Vnmσ
a, N

Vnmσ
a,∞  en fonction de N (amplitude arbitraire)

Si la structure est une sphère de centre O, alors     Vnmσ
a,N = Vnmσ

a,∞  quel que soit N et le critère ( I I.87 ) est
vérifié exactement. On en déduit que la converg ence de Vnm

a N
σ
,  vers     Vnmσ

a,∞  est d'autant plus rapide que
la structure est proche d'une sphère.
La vitesse de convergence dépend également de la déformée vibratoire. Ce sont en effet les modes
de Sa d'ordres m et/ou n élevés qui admettent le plus de directivité et qui seront capables de traduire
les oscillations rapides sur S.
De manière g énérale, le champ de pression acoustique ray onné par la structure sera donc approché
par:

P(M ) = − jρ0c0 Vnmσ
a,N maxY nm

σ (θ,ϕ )
hn(kr)
′ h n(ka)σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

Nmax

∑

( II.52 )

où Nmax est supérieur à Np.

convergence rapide convergence lente
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Critère de troncature associé au calcul de la puissance acoustique

En appliquant les relations ( I I.17 ) pour calculer la puissance ray onnée par S0 et ( I I.48 )  pour
l'équivalence entre Sa et S0, la puissance acoustique rayonnée par la structure s'écrit simplement:

W =
ρ0c0

2k2

Vnmσ
r0

′ h n(kr0)

2

(n,m,σ )
∑ =

ρ0c0

2k2

Vnmσ
a,∞

′ h n(ka)

2

(n,m,σ )
∑

( II.53 )

Comme précédemment, la décroissance des coeffi cients modaux de S0 permet d' appliquer le critère
du paragraphe 1.5 On en déduit que l'ordre de troncature Nw vérifie:

Nw = Nw(S0,ε) = [kr0] + nw(ε)
( II.54 )

La puissance acoustique rayonnée par S est donc approchée par:

    
W =

ρ0c0

2k2
Vnmσ

a,N max

′ h n(ka)

2

σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n= 0

N max

∑

( II.55 )

avec Nmax > Nw.

Conclusion sur le choix de N:

A partir de l' équation intég rale de Helmholtz  et du ray onnement acoustique d' une sphère S0 qui
entoure la structure, on a déterminé les modes de ray onnement de la sphère équivalente qui vont
théoriquement contribuer au rayonnement acoustique de la structure (i.e. modes d' ordre n inférieur à
Np pour la pression acoustique et  Nw pour la puissance acoustique). L es coefficients modaux  qui
rendent le ray onnement de Sa équivalent à celui de la structure ont été ex primés en fonction de la
pression pariétale et de la vitesse vibratoire mesurée sur la structure.
Si cette structure n'est pas compacte, la vitesse de convergence des coefficients modaux de la sphère
équivalente d' ordre n inférieur à Np impose en g énéral de prendre en compte un nombre plus
important de coefficients modaux . En revanche, si la vitesse vibratoire varie lentement sur une
surface compacte, l es prem iers m odes de Sa peuvent très bien converg er rapidement et traduire
correctement le rayonnement de la structure. L a troncature peut alors avoir lieu avant l' ordre n = Np
(resp. Nw).
Les critères de troncature ( I I.87 ) et ( I I.91 ) donnent donc un ordre de g randeur pour le choix de N.
Une démarche itérative est en g énéral nécessaire pour confirmer la converg ence du modèle. Un
premier calcul peut être effectué avec N = (Np+1)2. Le rayonnement acoustique est alors comparé à
celui obtenu pour une valeur supérieure de N jusqu'à ce que les ( Np+1)2 premiers coefficients aient
convergé.
On a montré au parag raphe 2.3 que la sphère équivalente devait approcher au plus près la structure
pour que le système linéaire soit le mieux conditionné possible. Pour que le nombre de coefficients à
calculer soit également le plus faible possible, les relations ( II.87 ) et ( II.91 ) montrent que la sphère
S0 doit ê tre de  ra yon minima l. La position de la sphère équivalente influence donc à la fois le
conditionnement du système linéaire et le nombre de coefficients modaux à calculer.
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2.3. Méthode géométrique

En appliquant la méthode des sources équivalentes au cas de la sphère, nous avons montré
qu'il était possible de ramener le rayonnement acoustique d'une structure S fermée et régulière
à celui d'une sphère dont le centre est choisi à l'intérieur de la structure. Lorsque la surface S
s'éloigne de celle d'une sphère le système linéaire que l'on doit inverser peut cependant
prendre des dimensions importantes. Il conduit alors à des temps de calcul comparables à
ceux des méthodes intégrales. Des problèmes numériques liés au conditionnement du système
viennent également limiter les applications de la méthode. L'idée développée dans ce
paragraphe consiste à éviter la résolution d'un système linéaire en déterminant le champ de
vitesse vibratoire à la surface de la sphère équivalente par une simple projection géométrique
du champ de vitesse connu sur la structure. On définit donc dans un premier temps un
maillage vibratoire de la sphère équivalente tel que tout point de la structure soit associé à un
point image sur la sphère. La projection permet ainsi de définir la vitesse vibratoire en chaque
point de la sphère équivalente en fonction de la vitesse vibratoire de son image sur la structure
(figure II.12).

Figure II.1
Projection de la vitesse vibratoire de la structure sur la sphère
Dans un second temps, le rayonnement acoustique de la sphère équivalente est déterminé en
calculant les coefficients modaux associés aux modes rayonnants par la relation ( II.3 ):

    
Vnmσ

a = V a ,Y nm
σ

θ ,ϕ
=

1
a2 V a (θ a ,ϕa )Y nm

σ (θ a ,ϕa )dSa
Sa

∫∫

( II.1 )

Cette intégrale est calculée numériquement à partir du maillage de la sphère équivalente.

Deux exemples de projection sont illustrés sur les figures II.13 et II.14 lorsque la structure est
une plaque rectangulaire:
• La première est une projection suivant les rayons de la sphère. Le point Ms de la structure

défini par ses coordonnées sphériques (rs,θs,ϕs) dans le repère lié au centre de la sphère est
associé au point Ma de Sa de coordonnées (a,θs,ϕs).

& �

V (M a)dSs

dSa

& �

V (M s)

Structure

Sphère
équivalente
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• Le seconde est une projection suivant l'axe OZ. Le point Ms(xs,ys,zs) est associé au point

Ma(xs,ys,za) où z a = a2 − xs
2 − ys

2 . Pour que ce point soit défini sur la sphère, il faut que
le diamètre de la sphère soit supérieur à la plus grande dimension de la plaque.

Figure II.2
Projection suivant les rayons de la sphère équivalente

Figure II.3
Projection suivant l'axe OZ

Dans ces deux exemples, l'amplitude de la vitesse vibratoire normale sur la plaque est
conservée lors de la projection (i.e. même amplitude pour la vitesse associée à un point de la
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structure et à son image sur la sphère). On suppose donc que la propagation entre la sphère et
la structure ne modifie pas radicalement le champ de vitesse.
On peut alors montrer que la méthode géométrique est une simplification de la méthode de la
sphère équivalente. On définit en effet sur la sphère équivalente un maillage de Na points tel
que   ∆Si

a  est la surface de l'élément associé au point Mi
a . On applique alors une méthode de

collocation simple où la vitesse est supposée constante sur chaque élément du maillage. La
relation ( II.93 ) est approchée par:

    
Vnmσ

a =
1
a2 V a(θ i

a ,ϕ i
q )Y nm

σ (θ i
a ,ϕ i

q )∆Si
a

i =1

N a

∑
( II.2 )

En adoptant la notation à un seul indice ( II.35 ) et en notant   x j = Vnmσ
a  le jème coefficient

modal de la sphère équivalente, on écrit sous forme matricielle:

x = By
( II.3 )

où y est le vecteur de dimension Na  qui contient la vitesse vibratoire à la surface de la sphère:

    yi = ∆Si
aV a(θ i

a ,ϕ i
a )

( II.4 )

et B la matrice   N × Na  qui traduit la contribution de la vitesse en tout point de la sphère aux
coefficients modaux de cette sphère :

    
Bij =

∆Si
a

a2 Y nm
σ (θ i

a ,ϕ i
a )  où j = jn,m,σ

( II.5 )

En utilisant la relation ( II.46 ) il vient:

ABy = b
( II.6 )

où AB est une matrice de dimensions N s × Na .

Lorsque la vitesse vibratoire est connue à la surface de la sphère (i.e. le vecteur y est connu),
on peut déterminer la vitesse vibratoire à la surface de la structure en appliquant directement
la relation ( II.98 ). La vitesse normale en tout point de la structure dépend alors linéairement
de la vitesse aux points du maillage de la sphère. Réciproquement, l’inversion de la matrice
AB permet de déterminer le champ de vitesse de la sphère équivalente à partir de celui de la
structure.

En choisissant Na = Ns, la matrice AB devient carrée et, si elle est inversible, le champ de
vitesse de la sphère s'exprime en fonction de celui de la structure sous la forme:
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    y = AB( )−1
b = Pb

( II.7 )

où P est une matrice qui caractérise la projection du champ de vitesse de S vers Sa.
L'inversibilité de la matrice de projection dépend de la position des points de maillage sur S et
sur Sa. Or, lorsque la distance qui sépare Sa de S est faible, la vitesse en un point de la sphère
est déterminée principalement par la vitesse du point de la structure le plus proche. Si les
points de S et de Sa sont numérotés de manière à ce que le point de Sa le plus proche du ième

point de S soit le ième point de Sa, alors la matrice de projection est à diagonale dominante
pour les points de la sphère qui sont proches de la structure. L'approximation géométrique
consiste à poser simplement P = I où I est la matrice identité. Pour tous les points de la sphère
(i.e. proche ou loin de la structure) la vitesse vibratoire vérifie ainsi:

    
V( Mi

a ) =
∆Si

s

∆Si
aV( Mi

s)

( II.8 )

On peut alors remarquer que la vitesse quadratique de la structure est conservée lors de la
projection. En effet, à partir du maillage vibratoire de la sphère, on peut exprimer la vitesse
quadratique de la sphère en fonction du vecteur y:

    
Vquad

N a (Sa ) =
1
2

V a( Mi
a )

2
∆Si

a

i=1

N a

∑ =
1
2

y
2

2

( II.9 )

De même, la relation ( II.50 ) permet d'exprimer la vitesse quadratique de la structure sous la
forme:

2

2
1

2

quad 2
1)(

2
1)( bSMVSV

s
s

N

i

s
i

s
i

sN =∆= ∑
=

( II.10 )

En posant P = I, les vitesses quadratiques de la sphère et de la structure sont égales.
Si les éléments de maillage ont des surfaces voisines sur S et sur Sa (i.e. a

i
s
i SS ∆≈∆ ), les

vitesses vibratoires normales peuvent alors être simplement identifiées entre les deux points
images. On suppose donc que le champ de vitesse n'est pas modifié par la distance entre les
deux éléments. Cette hypothèse est d'autant mieux vérifiée que la sphère est proche de la
structure. On validera ainsi la méthode géométrique dans le chapitre III en traitant le cas d'une
structure plane insérée dans un baffle plan. En augmentant le rayon de la sphère équivalente
on peut en effet rendre la distance entre la structure et la sphère aussi faible que l'on veut pour
tous les points de la plaque et du baffle. On traitera également le cas simple d'un cube en
choisissant une sphère équivalente de même centre que le cube.
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3. Conclusion

Après avoir rappelés les principaux résultats concernant le rayonnement acoustique d'une
sphère vibrante, la méthode des sources équivalentes a été appliquée au cas de la sphère. Les
coefficients modaux de la sphère équivalente sont définis comme la solution d'un système
linéaire qui traduit la décomposition de la vitesse vibratoire de la structure dans l'ensemble

des fonctions 
n

j

∂
∂Ψ

. Ces fonctions traduisent la contribution des modes de rayonnement de la

sphère
Lorsque la vitesse est connue en un nombre fini de points de la structure, les coefficients
modaux qui conduisent au minimum de la vitesse résiduelle quadratique de la structure sont
obtenus en résolvant un système linéaire au sens des moindres carrés. On dispose alors
d'autant d'équations que de points de mesure. Le second membre du système est directement
constitué des vitesses vibratoires supposées connues au points du maillage de la structure. La
matrice à inverser au sens des moindres carrés traduit la contribution de chaque coefficient
modal au champ de vitesse vibratoire de la structure.

Dès que la structure est différente d'une sphère, les fonctions 
n

j

∂
∂Ψ

 ne sont plus orthonormées.

Elles conduisent donc à un système linéaire mal conditionné. La méthode de décomposition
en valeurs singulières permet d'exprimer une base modale vibratoire de la structure à partir du
maillage vibratoire et de calculer le nombre de conditionnement du système linéaire. On peut
ainsi qualifier la stabilité du modèle de la sphère équivalente. Plus généralement, à partir
d'hypothèses statistiques simples sur les erreurs de mesures de vitesse vibratoire, la résolution
du système au sens des moindres carrés permet de calculer la variance associée à chaque
coefficient modal. On peut ainsi quantifier l'instabilité du modèle de la sphère équivalente en
distinguant les modèles stables (i.e. la variance des modes de la sphère qui contribuent au
rayonnement de la structure est faible), des modèles instables (i.e. la variance de ces modes
est supérieure à la variance associée aux erreurs de mesure).
Pour appliquer la méthode de la sphère équivalente, il faut choisir le rayon et la position de la
sphère. On a tout intérêt à choisir un modèle stable, c'est-à-dire une sphère équivalente qui

conduit au minimum du nombre de conditionnement. Les fonctions 
  

∂Ψj

∂n
 prises en compte

dans le modèle seront associées à un système linéaire équilibré si elles admettent des
amplitudes comparables sur la structure. Pour limiter la propagation des modes non
rayonnants de la sphère, on peut choisir comme centre de cette sphère le point qui correspond
au minimum de compacité de la structure. Le choix de la sphère équivalente sera précisé au
chapitre III sur des exemples simples.
Pour que le nombre de conditionnement soit également minimum, le maillage vibratoire doit

permettre de traduire l'orthogonalité des fonctions 
∂Ψj

∂n
. Ces fonctions admettent cependant

des variations très rapides sur la structure lorsqu'elles sont associées à des modes de la sphère
d'ordre élevé. Lorsque le maillage vibratoire ne permet pas de traduire les oscillations de ces
modes, la vitesse calculée par la sphère équivalente peut admettre des oscillations entre les
points de maillage et conduire à un rayonnement acoustique erroné. La méthode de la sphère
équivalente impose donc un nombre de points de maillage très important, en général plus
important que celui nécessaire pour traduire les variations de la vitesse vibratoire.
Nous avons également montré que les modes de la sphère équivalente qui vont contribuer au
rayonnement acoustique de la structure sont déterminés par le rayon de la plus petite sphère
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qui admet le même centre que la sphère équivalente et qui englobe la structure. Une
expression analytique des coefficients modaux de la sphère équivalente lorsque tous les
modes sont pris en compte a été déterminée en fonction de la vitesse et de la pression
acoustique à la surface de la structure. La convergence des coefficients vers cette valeur limite
est cependant d'autant plus lente que la structure s'éloigne d'une sphère. Des exemples vont
être donnés au chapitre III.
De même, différents critères qui permettent a priori de mesurer la précision du modèle ont été
présentés. Les erreurs quadratique, moyenne et maximale sont des indicateurs qui vont être
étudiés aux chapitres III et IV. Nous montrerons également dans quelle mesure le nombre de
conditionnement du système linéaire et des écart-types associés aux coefficients modaux et à
la pression acoustique rayonnée par la sphère permettent de prévoir la précision du modèle.

Une approche simplifiée qui s'appuie sur la projection du champ de vitesse de la structure sur
la sphère a ensuite été présentée. Les coefficients modaux de la sphère équivalente sont
directement calculés en associant chaque point de la sphère à un point image sur la structure.
Si la distance entre la structure et la sphère est faible, la vitesse vibratoire en tout point de la
sphère peut être simplement identifiée à celle de son point image sur la structure. Le
rayonnement acoustique de la sphère équivalente sera alors relativement proche de celui de la
structure. Cette approche géométrique va être validée dans le cas d'une plaque rectangulaire
insérée dans un baffle et dans le cas d'une boîte aux chapitres III et IV.
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CHAPITRE III

Validations numériques

1. Introduction

Il s'agit de valider sur des ex emples simples les méthodes présentées au chapitre précédent.
Différentes configurations vont permettre d'illustrer la qualité des critères établis pour la méthode de
la sphère équivalente.

Le cas le plus simple consiste à comparer le ray onnement d'une sphère vibrante calculé directement
à partir des relations ( II.1 ) et ( II.3 ) à celui obtenu par la méthode de la sphère équivalente.
Dans un premier temps, un maillage vibratoire régulier est défini sur la sphère vibrante (§2.1).
On étudie alors le comportement du conditionnement du sy stème linéaire en fonction de la densité
du maillage vibratoire pour mettre en évidence les problèmes liés au sous-échantillonnage (§2.2).
Les critères qui conduisent au choix  optimum du ray on et de la position de la sphère équivalente
sont également interprétés à partir des modes rayonnants et non rayonnants de la sphère équivalente.
On applique alors la méthode de la sphère équivalente au cas d'une portion de sphère pulsante (§2.3).
De manière à rendre plus critique les problèmes de maillag e vibratoire, de conditionnement et de
vitesse de converg ence de la méthode, le ray onnement acoustique d' une sphère pulsante est traité à
partir d'une sphère équivalente décentrée. On illustrera sur ces ex emples les variations des
paramètres présentés au chapitre II. (i.e. paramètres e2, emax, et e1)

La méthode de la sphère équivalente est ég alement appliquée au cas d'une boîte rectangulaire (§3).
Le rayonnement acoustique est alors comparé avec celui obtenu par une méthode d'éléments finis de
frontière. Des déformées simples sur les faces de la boîte sont adoptées (faces pulsantes ou faces
vibrants suivant des déformées simples).

L'approche géométrique est ensuite validée dans le cas d' une plaque rectangulaire insérées dans un
baffle et dans le cas d'un cube (§4).
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2. Calcul du rayonnement acoustique d'une sphère vibrante

Dans tout le parag raphe on note S la sphère vibrante de centre O et de ray on R. Dans le repère
(O,X,Y,Z) chaque point de S est défini par ses coordonnées sphériques     M (R,θ,ϕ ) . L a vitesse
vibratoire est supposée connue en tout point de S. Elle est notée V R ( , )θ ϕ . On définit également Sa

la sphère équivalente de centre Oa et de rayon a. Dans le repère ( Oa,X,Y,Z) lié à Sa chaque point Ms
de S est repéré par ses coordonnées sphériques ( , , )rs s sθ ϕ . Le repère ( Oa,X,Y,Z) est défini par une
simple translation du repère (O,X,Y,Z).

Figure III.1
Sphère vibrante et sphère équivalente

On a montré au paragraphe II.1 que l'on pouvait exprimer simplement les coefficients modaux  de la
sphère S à partir de la vitesse vibratoire     V

R (R,θ ,ϕ) . On pe ut a insi c omparer c ette solution
analytique exacte à la solution obtenue par la méthode de la sphère équivalente en résolvant au sens
des moindres carrés le système linéaire Ax = b décrit par la relation ( II.46 ):

    
Aij = ∆Si

∂Ψ j

∂n
(Mi )

    bi = ∆Si V
R( M i )

où Mi ∈ S et

    

∂Ψ j

∂n
(Mi ) = Y nm

σ (θ i ,ϕ i )
′ h n(kri )
′ h n(ka)

nr (Mi ) +
∂ Y nm

σ (θ i ,ϕ i )
kri∂ θ

hn(kri )
′ h n(ka)

nθ (Mi ) +
∂ Y nm

σ (θ i ,ϕ i )
kri sinθ i ∂ ϕ

hn(kri )
′ h n(ka)

nϕ (Mi )

( III.1 )

Oa

X
Y

Z

R
rs

X

Y

Z

O

M R O X Y Z( , , ) ( , , , )θ ϕ  = M rs s s s O X Y Za
( , , ) ( , , , )θ ϕ

Sa

S
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2.1. Définition d'un maillage vibratoire régulier

Pour toute surface à variables séparables de la forme 
    
S = (x, y) ∈ xa, xb[ ]× ya, yb[ ]{ }, la méthode des

rectangles qui permet d'associer une surface élémentaire constante à chacun des points de maillag e
s'écrit simplement:

    
f (x, y)dS

S
∫∫ = f (x, y)dxdy

ya

yb

∫
xa

xb

∫ ≈ f (xiX , yiY )∆x∆y
iY= 1

NY

∑
iX= 1

NX

∑

( III.2 )

avec

  
∆x =

xb − xa

Nx
 et 

    
xiX

= xa +
∆x
2

(2i X −1)

  
∆y =

yb − ya

N y

 et y y y ii a YY
= + −∆

2
2 1( )

Dans le cas de la sphère S, l'intégrale 
    
I = f (θ ,ϕ)dS(θ ,ϕ)

ϕ= 0

2π

∫
θ =0

π

∫  est associée à la surface infinitésimale

dS( , )θ ϕ  définie par:

dS R d d R d d( , ) sin ( cos )θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ= = −2 2

( III.3 )

Avec les notations précédentes, on pose:

x = − cosθ ; (xa, xb) = (−1,1)
y= ϕ ; ( ya , yb ) = (0, 2π )

 
 
 

( III.4 )

et on en déduit une expression approchée de l'intégrale I:

    
INθ ,Nϕ

= f (θ iθ ,ϕ iϕ )∆S
iϕ =1

Nϕ

∑
iθ =1

Nθ

∑

( III.5 )

∆x
xa xb

x1 xiX
xN x

∆y
ya yb

y1 yiY yN y
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avec le maillage suivant:

Maillage à surface élémentaire constante : 

    

θ iθ
= Arccos(1−

2iθ −1
Nθ

)

ϕ iϕ =
π
Nϕ

(2iϕ −1)

∆S =
4πR2

Nθ Nϕ

( III.6 )

Le maillage de  S e st a insi entièrement dé terminé pa r le s entiers Nθ  et  Nϕ  qui correspondent au
nombre de  points de  ma illage re spectivement dans le s inte rvalles [0,π] e t [0 ,2π]. Un te l ma illage
permet de vérifier:

    
lim

Nθ →∞
Nϕ →∞

I Nθ Nϕ
= I

( III.7 )

En posant N N Ns = θ ϕ. , on notera par la suite     Mi , i = 1,...,N s{ } l'ensemble des points de  maillage
sur la sphère S.

2.2. Choix du rayon et de la position de la sphère équivalente

Il s'agit dans ce parag raphe d'étudier l'influence du ray on et de la position de la sphère équivalente
sur le conditionnement du système linéaire. On s'intéresse dans un premier temps au cas où la sphère
équivalente et la sphère vibrante sont identiques (i.e. même centre et même rayon).

2.2.1. Cas d'une sphère équivalente identique à la sphère vibrante

En tout point Ms de S, la normale est donc purement radiale : ( , , ) ( , , )n n nr θ ϕ = 1 0 0 . Tous les points

de S vérifie également  rs = R = a. On en déduit une expression simple des fonctions 
  
∂Ψj

∂n
 aux points

du maillage vibratoire:

    
∂Ψj

∂n
(Mi ) = Y nm

σ (θ i ,ϕ i )

( III.8 )
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En appliquant le découpag e de S donné par le maillag e ( III.6 ), le s c oefficients de  la  ma trice A
s'écrivent donc:

    Aij = ∆SY nm
σ (θ i ,ϕ i )

( III.9 )

C'est une matrice réelle qui ne dé pend que  de  la  position a ngulaire de s points de  ma illage. L es
fonctions   Y nm

σ  étant orthonormées par rapport au produit scalaire 
    
., .

Sθ ,ϕ
, on déduit de ( I I.5 ) et  (

III.9 ) que les vecteurs colonnes de A vérifient:

lim
Nθ →∞
Nϕ →∞

Ai , Aj 2
= R2δ ij

( III.10 )

Lorsque le nombre de points de maillag e aug mente, les colonnes de matrice A deviennent
orthogonales et de même norme R2. La matrice A vérifie donc:

lim
N
N

A A R I
θ
ϕ

→∞
→∞

∗ = 2

( III.11 )

où I est la matrice identité.
La sphère est un cas particulier pour lequel le nombre de conditionnement de A tend vers un
lorsque le nombre de points de maillage tend vers l'infini.

On cherche alors les critères que doivent vérifier Nθ  et Nϕ  en fonction de l' ordre des coefficients
modaux pour que le conditionnement de A soit " suffisamment proche" de un. Pour cela, on analy se
séparément l'influence de Nθ  et de Nϕ .

2.2.1.1. Choix de Nϕϕ

On montre en annexe 5 qu'à partir du maillage vibratoire:

    

θ i =
π

2 ′ N θ
(2i −1)

ϕ j = π
′ N ϕ

(2j −1)

( III.12 )

où les points sont régulièrement répartis suivant les angles θ et ϕ, toute intégrale de la forme:

I = 
    

f ,Y nm
σ

S
= f (θ,ϕ )Y nm

σ (θ,ϕ )dS(θ,ϕ )
ϕ=0

2π

∫
θ =0

π

∫

( III.13 )

⇒



Chapitre III : Validations numériques

80

peut être calculée exactement si N'θ et N'ϕ vérifie le critère d'échantillonnage:
a)  N'θ = n+1

b)  N'ϕ = 2m+1
( III.14 )

En effet, les variations de   Y nm
σ  sont 2 π-périodiques par rapport à l' angle ϕ car elles dépendent des

fonctions sin(mϕ) si σ = 0 et  cos(mϕ) si σ = 1. Ave c un ma illage régulier de l'intervalle [0,2π], il
faut donc simplement vérifier le théorème de Shannon pour que, dans l'intégrale I, la contribution
liée à l a vari able ϕ soit calculée ex actement à partir d' une somme discrète. L a relation ( III.14 )
traduit ce critère (i.e. minimum de deux  points de maillage par longueur d'onde). On en déduit
également que la contribution suivant l'angle ϕ est calculée exactement pour toute fonction   Y nm

σ  telle
que n ≤ Nmax dès que N'ϕ = 2Nmax+1. Les maillages 1 et 2 ayant le même découpag e suivant l' angle
ϕ, Nϕ doit donc vérifier:

Critère pour Nϕ :  Nϕ = 2Nmax+1

( III.15 )

La figure III.2 montre les variations de µ(A) en fonction de N pour différentes valeurs de Nϕ (on
montrera dans le paragraphe suivant que Nθ = Nϕ est une valeur satisfaisante de Nθ).

Figure III.2
Variations du nombre de conditionnement de A

en fonction du nombre de coefficients modaux N = n2 + 2m + σ
et pour différentes valeurs de Nθ et Nϕ

Pour une faible valeur de N, le  nombre  de  points de  ma illage e st suffisa nt c ar le s fonc tions
harmoniques sphériques ont des variations lentes sur la sphère : Y nm

σ  a dmet n-m z éros lorsque θ
décrit l'intervalle ]0,π[ et 2m zéros lorsque ϕ décrit [0,2π[. La matrice A est donc bien conditionnée
puisque ses colonnes sont quasiment orthonormées.
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Lorsque N a ugmente, le  nombre  de  points de  ma illage suivant l'angle θ devient insuffisant pour
rendre compte des variations des fonctions   Y nm

σ  d' ordre n é levé. Les re lations d' orthogonalité sont
donc moins bien traduites et le nombre de conditionnement augmente légèrement avec N. La limite
au-delà de laquelle le nombre de conditionnement aug mente brusquement est en revanche liée au
non respect du critère d'échantillonnage suivant l'angle ϕ.

Pour Nϕ = 11 par exemple, la valeur limite de m est atteinte dès que m > 
    

Nϕ − 1
2

 = 5. L'ordre n étant

toujours supérieur ou égal à m, la première fonction qui ne respectera pas le critère d'échantillonnage
sera donc     Y6,6

0 . Cette fonction est repérée sur la fig ure III.2 par le numéro N = n2+2m+σ(n,m,σ) = (6,6,0)

= 48.
Les limites associée aux autres valeurs de Nϕ ont également été repérées. Le critère d'échantillonnage
suivant l'angle ϕ est donc respecté pour les 100 premiers coefficients modaux (i.e. Nmax = 9) dès que
Nϕ est supérieur ou égal à 2Nmax + 1 = 19.

2.2.1.2. Choix de Nθθ

Bien que  le s ma illages ( III.6 ) et ( III.12 ) soie nt diffé rents suiva nt l' angle θ, on peut ég alement
mettre en évidence les problèmes de maillage liés à une valeur trop faible de Nθ (figure III.3).

Figure III.3
Variations du nombre de conditionnement de A en fonction du nombre de coefficients modaux N

pour Nϕ fixé et différentes valeurs de Nθ

La valeur de Nϕ a été choisie de manière à respecter le critère d' échantillonnage pour les 100
premiers coefficients modaux  (i.e. jusqu' à l' ordre m = 9 c' est-à-dire Nϕ = 19). L a valeur Nθ = 6
correspond à la valeur limite en dessous de laquelle le sy stème présente plus d'inconnues que
d'équations. L e calcul étant effectué en double précision, une valeur de µ(A) proche de 10 15
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correspond à une valeur théorique infinie. Pour une valeur de Nθ fixée, il ex iste donc une fonction

  Y nm
σ  qui re nd le  sy stème sing ulier. L e ma illage ne  pe rmet pa s de  disting uer c ette fonc tions de s

précédentes. La fonct ion   Y nm
σ  admettant n-m z éros ent re 0 et  π, un nombre minimum de point est

donc nécessaire pour rendre compte de ses variations. En particulier, le maillag e ( III.12 ) impose un
minimum de n+1 points qui correspond à un point par lobe de directivité de la fonction     Y n0

1 . On peut
constater sur la figure III.4 que ce minimum reste applicable au maillage ( III.6 ). Le maillage suivant
l'angle θ doit ainsi vérifier:

Critère pour Nθ :  Nθ ≥ Nmax+1

( III.16 )

Avec Nθ = 6 par ex emple, le sy stème devient sing ulier pour la première fonction harmonique
sphérique où n = 6, c'est-à-dire     Y 6,0

1  dont le numéro est N = n2+2m+σ = 37.

Si Nϕ respecte le critère d' échantillonnage, l'écart entre l'intégrale 
    
Y nm

σ ,Y ′ n ′ m 
′ σ 

S
 et la somme discrète

Aj , A ′ j 2
 est d' autant plus faible que Nθ est g rand. L es fonctions   Y nm

σ étant orthonormées, on en

déduit:

    
lim

Nθ →∞
Nϕ =2N max+1

µ( A) = 1

( III.17 )

La figure III.4 illustre la décroissance de µ(A) vers un lorsque Nθ tend vers l'infini.

Figure III.4
Variations du nombre de conditionnement de A en fonction de Nθ

pour Nϕ = 13 et Nmax = 6
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A partir de Nθ = 4 le sy stème admet plus d' équations que d' inconnues. Pour Nθ égal à 4, 5 et  6, l e
critère Nθ ≥ Nmax+1 n'est pas vérifié et le système est singulier. Une solution stable (i.e. µ(A) proche
de 1) est obtenue assez rapidement.

2.2.1.3. Conclusion sur le choix de Nθθ et Nϕϕ

L'étude des variations du nombre de conditionnement de la matrice A en fonction du nombre de
coefficients modaux permet de mettre en évidence les problèmes liés au sous-échantillonnag e des
fonctions harmoniques sphériques. Pour calculer les coefficients modaux  jusqu'à l'ordre n = Nmax, le
maillage doit vérifier:

Nϕ = 2Nmax+1
Nθ ≥ Nmax+1

( III.18 )

La première condition est suffisante pour g arantir le respect du critère de Shannon suivant l'angle ϕ.
La seconde n' est qu' une condition minimum pour assurer la non-sing ularité de la matrice A. En
choisissant Nθ deux  fois supérieur à Nmax (Nθ = Nϕ par ex emple) on assure en g énéral un bon
conditionnement pour A.

2.2.1.4. Remarque sur la normalisation de s fonc tions harmonique s
sphériques

Il s'agit de justifier le choix  des fonctions harmoniques sphériques normalisées Y nm
σ  par rapport aux

fonctions harmoniques sphériques Ynm
σ . Elles sont liées par la relation:

    
Ynm

σ = 4π
ε m(2n+ 1)

(n+ m)!
(n− m)!

.Y nm
σ = Nnm.Y nm

σ

( III.19 )

où Nnm est le coefficient de normalisation de la fonction   Ynm
σ  qui vérifie:

    
Ynm

σ ,Yνµ
τ

Sθ ,ϕ
=

δn,ν .δm,µ .δσ ,τ

Nnm
2

( III.20 )

Si on applique la méthode de minimisation avec les fonctions Ynm
σ , la matrice A devient:

    Aij = ∆SYnm
σ (θ i ,ϕ i )

( III.21 )
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Si le maillage est suffisamment dense, les colonnes de A vérifient donc :

    
Ai , A j 2

≈ R2

N nm
2 δ ij

( III.22 )

Elles sont quasiment orthog onales mais leur norme dépend du coefficient Nnm. On peut montrer
l'influence des coefficients Nnm sur la valeur de µ(A) en mettant A sous la forme:

A = A'.D
( III.23 )

où A' est la matrice Ns×N étudiée au paragraphe précédent:     ′ A ij = ∆SY nm
σ (θ i ,ϕ i )

et D la matrice carrée diagonale qui contient les coefficients 
    

1
N nm

 sur sa diagonale.

La matrice D traduit le  déséquilibre de A. En effet, si les colonnes de A' sont orthonormées alors
µ(A) = µ(D). L a ma trice D é tant dia gonale à  c oefficients ré els stric tement positifs, Dii est
directement la ième valeur singulière de D et µ(D) vérifie:

µ(D) =
Max Dii ,i = 1..N{ }
Min Dii,i = 1..N{ }

( III.24 )

Lorsque le nombre de coefficients modaux  pris en compte s'écrit N = (n0+1)2, les coefficients Nnm
maximum et minimum sont respectivement:

    
Nn0 ,0 = 4π

2n0 +1

    
Nn0 ,n0

= 4π (2n0)!
2(2n0 + 1)

( III.25 )

On en déduit:

    
Min Dii , i = 1..N{ }= 2(2n0 + 1)

4π (2n0)!

    
Max Dii , i = 1..N{ }= 2n0 + 1

4π
( III.26 )

et le nombre de conditionnement de D s'écrit simplement
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µ(D) =

(2n0)!
2

( III.27 )

Le conditionnement du sy stème A se détériore donc rapidement lorsque l'ordre des coefficients
modaux augmente. La figure III.5 permet de comparer le nombre de conditionnement des matrices A
et A' ainsi que la valeur de µ(D) pour les entiers N égaux à (n0+1)2 avec n0  = 1, 2, 3, ...

Figure III.5
Variations du nombre de conditionnement de A

en fonction du nombre de coefficients modaux N pour (Nθ,Nϕ) = (15,15)

Pour de faibles valeurs de N, la  ma trice A' est quasiment orthonormée et µ(D) est une bonne
approximation de µ(A) : le mauvais conditionnement de A est donc uniquement lié à la différence de
norme entre ses colonnes, c'est-à-dire à la norme des fonctions harmoniques sphériques.
Lorsque le maillage devient insuffisant (i.e. problème d' échantillonnage suivant l'angle ϕ à partir de
N = 80 par ex emple), µ(A) devient supérieur à µ(D): le conditionnement de A traduit à  la  fois la
différence de  norme  de s fonc tions ha rmoniques sphé riques e t la  fa ible de nsité du ma illage. Le
problème d'échantillonnage semble donc en partie masqué par le déséquilibre de A.

Conclusion :

Le choix des fonctions harmoniques sphériques normalisées permet un équilibrage optimal de la
matrice A. Les fonctions Ynm

σ  ne doivent donc pas être utilisées car elles risquent de masquer les
problèmes liés au maillage vibratoire.
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2.2.2. Influence du rayon de la sphère équivalente

On choisit la sphère équivalente avec un rayon a différent de R. L es normales restent purement

radiales en tout point du maillage vibratoire. Les fonctions 
∂
∂
Ψ j

n
 s'écrivent simplement:

    

∂Ψj

∂n
(Mi ) = Y nm

σ (θ i ,ϕ i )
′ h n(kR)
′ h n(ka)

( III.28 )

On en déduit que la matrice A se met sous la forme:

    
Aij = ∆SY nm

σ (θ i ,ϕ i )
′ h n(kR)
′ h n(ka)

( III.29 )

Soit H n2,  la fonction définie par H f a b
h kb
h kan

n

n
2, ( , , )

( )
( )

=
′
′

. On peut séparer dans la matrice A l 'aspect

directivité apporté par les fonctions harmoniques sphériques de l' aspect propagation apporté par la
fonction H n2, . On écrit donc A sous la forme:

A = A'.H
( III.30 )

où A' est la matrice Ns×N définie par     ′ A ij = ∆SY nm
σ (θ i ,ϕ i )

et H la matrice N×N complexe diagonale telle que     H = Diag H2,0,H2,1, H2,1, H2,1, H2,2 ,...,H2,N max
{ }

Les 2n+1 modes d'ordre n sont associés à la même fonction H n2, . On retrouve donc sur la première
ligne de H la contribution monopolaire (i.e.     H 2, 0), sur les trois suivantes les contributions dipolaires
(    H 2,1 ) et sur les cinq suivantes les contributions quadripolaires (     H 2, 2), et caetera j usqu'aux m odes
d'ordre Nmax.
La ma trice A' est identique à celle étudiée au parag raphe 2.2.1. En imposant un maillage
suffisamment dense, ces colonnes peuvent être rendues quasiment orthonormées (de norme R2).
Ainsi, comme dans le cas des fonctions harmoniques sphériques non normalisées, le nombre de
conditionnement de H est une bonne approximation de celui de A.

Les figures III.6a et III.6b permettent de comparer µ(A) à une ex pression asymptotique de µ(H) que
l'on va établir dans le parag raphe suivant (relations ( I II.36 ) et ( III.38 )) en fonction du ray on a. Le
nombre de coefficients modaux  pris en compte est choisi suffisamment g rand (i.e. Nmax > kR) de
manière à respecter le critère de troncature défini au paragraphe II.2.2.
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Figures III.6 a) et b)
Variations du nombre de conditionnement de A en fonction du rayon de la sphère équivalente

pour kR = 1 et différentes valeurs de (Nθ,Nϕ) et Nmax

Analyse des variations de µ(A) en fonction de a

1. a = R
 
 Pour a = R (i.e. ka = 1,0 sur la fig ure III.6), la  ma trice H e st la  ma trice identité e t le  nombre  de

conditionnement de A atteint un minimum qui tend vers un lorsque le nombre de points de
maillage suivant l'angle θ tend vers l'infini. (i.e.     µ

(A) Nθ =2N max+1  est inférieur à     µ
(A) Nθ = N max+1  sur la

figure III.6a)
 
 
2. a < R

La matrice A est d'autant plus mal conditionnée que a est petit devant R. C'est un résultat classique
des méthodes d' holographie (47). Le champ de vi tesses normales sur l a surface source (i ci la sphère
équivalente Sa) est déterminé par rétropropag ation du champ de vitesses normales sur un
hologramme (ici la sphère vibrante S). L es problèmes de conditionnement s' expliquent
physiquement à partir des modes rayonnants et non rayonnants de la sphère équivalente.

• Tant que l'ordre n est inférieur à ka, il s'agit de modes rayonnants qui admettent la même
décroissance entre Sa et S. Les fonctions H2,n(f,a,R) sont donc du même ordre de g randeur
sur S et les premières colonnes de A qui leur sont associées ont une norme comparable.
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• Lorsque l'ordre n est supérieur à ka, il s'agit de modes non ray onnants dont l'amplitude en
tout point de S est d'autant plus faible que n est grand devant ka et que Sa est éloignée de S
(i.e. source éloig née de l' hologramme). Les dernières colonnes de A qui sont associées à
ces fonctions sont donc d' une norme bien plus faible que les premières colonnes. La
matrice A n'est plus équilibrée et µ(A) est grand devant un.

Les modes rayonnants et non rayonnants sont représentés sur la figure III.7 avec la même amplitude
au point Ma de la sphère équivalente. Sur la sphère vibrante les modes non rayonnants (flèche rouge)
ont une amplitude qui devient très faible par rapport à celle des modes rayonnants (flèche bleue) dès
que a est très inférieur à R.

Figure III.7
Amplitude des modes rayonnants et non rayonnants de Sa sur la surface S

Cas où Sa est de rayon inférieur à R

Le conditionnement de A est directement lié au rapport entre les amplitudes des différents modes de
Sa sur S. En effet, si le maillage est suffisamment dense, µ(A) est très proche de µ(H). La matrice H
étant diagonale, son nombre de conditionnement est donné par:

    
µ(H) =

Max H ii , i = 1..N{ }
Min Hii , i = 1..N{ }

( III.31 )

Mode rayonnant :

    ⇒  décroissance en a
R

Mode non rayonnant :

    ⇒  décroissance en 
    
(
a
R

)n+2

S

Sa

OMaMs
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Lorsque les paramètres ka et kR sont petits devant Nmax, on peut approcher µ(H) par les ex pressions
asymptotiques de la fonction H2,n. La décroissance des modes non ray onnants est donnée avec une
très bonne précision par la relation:

H 2,n( f ,a,R) ≈ (
a
R

)n+ 2

( III.32 )

On en déduit:

    
Min Hii , i = 1..N{ }= (

a
R

)Nmax+2

( III.33 )

D'autre part, les modes rayonnants ont une amplitude très voisine qui permet de prendre la valeur
pour n = 0 comme référence. On a alors:

H 2,0( f ,a,R) = (
a
R

)2 1+ (kR)2

1+ (ka)2

( III.34 )

et

Max H ii , i = 1..N{ }= (
a
R

)2 1+ (kR)2

1+ (ka)2

( III.35 )

Un modèle approché des variations du nombre de conditionnement de H en fonction de ka et kR est
donc donné par:

µapp(H) a<R = (
R
a

)N max
1+ (kR)2

1+ (ka)2

( III.36 )

Il est représenté sur la fig ure I II.6 et donne des résultats très satisfaisants dès que le maillag e est
suffisamment dense.

3. a > R

Le cas d' une sphère équivalente dont le ray on est supérieur au ray on de la sphère vibrante a
également été tracé sur l a figure III.6. Le modèle de la sphère équivalente ne peut plus s' interpréter
comme une méthode d'holographie puisque la surface de mesure est à l' intérieur de la sphère
équivalente. Les coefficients modaux  de Sa sont  simplement calculés en "propag eant" le champ de
vitesse de S vers Sa. Lorsque Sa s'éloigne de S, les modes non ray onnants de Sa admettent désormais
une amplitude qui augmente plus rapidement que l' amplitude des modes ray onnants (resp. flèche
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rouge et bleue sur la fig ure III.8). Les colonnes de A ne sont donc plus équilibrées et µ( )A  devient
grand devant un.

Figure III.8
Amplitude des modes rayonnants et non rayonnants de Sa sur la surface S

Cas où Sa est de rayon supérieur à R

On peut remarquer que la fonction H2,n vérifie:

    H2,n ( f , a, R) = H 2,n( f ,R, a)−1

( III.37 )

On en déduit que  le  maximum et le  minimum de  l'ensemble 
    

H ii , i = 1,...,N{ } pour ka > kR sont
respectivement les valeurs inverses du minimum et du maximum du même ensemble pour ka < kR.
Si Nmax reste supérieur à ka - ce qui est le cas sur les fig ures III.6a et III.6b - alors on peut approcher
le nombre de conditionnement de H par:

    
µapp(H )a>R = (

a
R

)N max
1+ (ka)2

1+ (kR)2

( III.38 )

Mode rayonnant :

    ⇒  croissance en a
R

Mode non rayonnant :

    ⇒  croissance en ( )a
R

n

Sa

S

OMsMa
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On peut constater sur la fig ure I II.6 que cette ex pression conduit à une très bonne estimation du
nombre de conditionnement de A.
Les relations ( I II.36 ) et ( III.38 ) indiquent que le conditionnement de H pour a = 2R est identique
au conditionnement de H pour a = R/2.

2.2.3.  Comparaison Sphère/Multipôle

Il s'agit dans ce paragraphe de comparer le conditionnement du sy stème linéaire obtenu en
appliquant la méthode des sources équivalentes à partir d'une sphère et à partir d' un multipôle. En
effet, on montre en annex e 2 que l' on peut représenter le ray onnement acoustique d' une sphère à
partir d'une source multipolaire définie par:

    

∂Ψj
mul

∂n
(R,θ i ,ϕ i ) = Y nm

σ (θ i ,ϕ i ) ′ h n(kR)

( III.39 )

Ce modèle conduit théoriquement au même ray onnement acoustique que celui de la sphère
équivalente Sa représentée par ( III.28 ) car les modes de rayonnement d'une sphère et d'un multipôle
sont linéairement dépendants. Il conduit cependant à un conditionnement du sy stème linaire très
différent. Comme dans le paragraphe précédent, on peut décomposer la matrice A obtenue à partir de
( III.39 ) sous la forme:

A = A'Hm

( III.40 )

où Hm est la matrice diag onale qui contient les dérivées des fonctions de Hankel sphériques et A' la
matrice définie au parag raphe précédent. Si le maillag e vibratoire de S est suffisamment dense, on
peut approcher le conditionnement de A par celui de H avec:

    
µ(H m ) =

Max ′ h n(kR),n = 0,1,...,N max{ }
Min ′ h n(kR),n = 0,1,...,N max{ }

( III.41 )

En fonction de la valeur de Nmax il faut distinguer deux cas:

1. Nmax < kR
 

 Les modes de ray onnement du multipôle sont rayonnants et admettent une décroissance en 1
R

. Les

composantes de Hm sont du même ordre g randeur sur S e t, si le  ma illage vibra toire e st
suffisamment dense, le nombre de conditionnement de H est proche de un.
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 Le module des fonctions   ′ h n  peut être approché par celui de     ′ h 0  qui vérifie:
 

 
    

′ h 0(kR) =
1+ (kR)2

(kR)2

 ( III.42 )

 
2. Nmax > kR
 
 Les modes de rayonnement du multipôle dont l'ordre n est supérieur à kR sont non rayonnants car les

fonctions ′hn  vérifient:
 

 ′ h n(kR) ≈ (n+1)
(2n −1)!!
(kR)n+2

 ( III.43 )

 Comme la  sphè re Sa, ils admettent une décroissance en 
    

1
Rn+ 2  ma is le ur a mplitude a ugmente trè s

rapidement avec l'ordre n (i.e. plus vite que le factoriel de n). On en déduit:
 

 
    
Max ′ h n(kR) ,n = 0,1,...,Nmax{ }= ′ h Nmax

(kR) ≈ ( Nmax +1)
(2Nmax −1)!!

(kR)Nmax+2

 ( III.44 )

 On peut alors approcher le nombre de conditionnement de Hm par:
 

    
µapp(Hm ) Nmax> kR ≈

′ h Nmax
(kR)

′ h 0(kR)
≈

( Nmax +1)(2Nmax −1)!!

(kR)Nmax 1+ (kR)2

( III.45 )

La figure III.9 permet de comparer le conditionnement de A et celui de Hm approché par la relation (
III.45 ). Tant que n est inférieur ou égal à kR, le nombre de conditionnement de A reste très proche
de un (i.e. tous les modes sont ray onnants). I l aug mente cependant rapidement dès qu'un mode
d'ordre n supérieur à kR est pris en compte.
Pour kR = 5, le premier mode d' ordre n = 6 correspond au numéro     N = n2 + 2m+σ (n,m,σ )=(6, 0,1) = 37.
On observe les mêmes décrochements pour N = 50, 65, ... qui correspondent respectivement aux
ordres n = 7, 8, ...
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Figure III.9
Comparaison entre µ( )A  et     µapp(Hm)

pour kR = 5 et (Nθ,Nϕ) = (30,30)

En choisissant le modèle de la sphère équivalente, les variations de     ′ h n(kR)  sont " normalisées" par
celles de     ′ h n(ka) . La figure III.10 permet de comparer le nombre de conditionnement de A pour un
multipôle et pour une sphère ayant le même centre. On détermine les coefficients modaux  de mêmes
ordres pour les deux modèles et le maillage vibratoire de S vérifie le critère du paragraphe 2.2.
Tant que l'ordre maximum des modes qui sont pris en compte est inférieur ou ég al à kR (cas des
deux premières figures), on ne détermine que les modes ray onnants du multipôle et le
conditionnement de A est proche de un. En choisissant ka supérieur à Nmax, seuls les modes
rayonnants de la sphère sont également pris en compte et la sphère se comporte comme le multipôle.
En revanche, dès que Nmax est supérieur à kR, le modèle Sa = S est le seul qui permette d'équilibrer la
matrice A. Si a est différent de R, les modes non ray onnants de  Sa conduisent à une matrice mal
conditionnée. En particulier, lorsque ka devient supérieur ou ég al à Nmax tous les modes de Sa sont
rayonnants mais leur amplitude est dirig ée par la fonction     ′ h n(kR) . La sphère et le multipôle
admettent alors un conditionnement identique que l'on peut approcher par la relation ( III.45 ).
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Figure III.10
Comparaison Sphère/Multipôle

Variations du nombre de conditionnement de A en fonction de ka et Nmax

pour kR = 5 et (Nθ,Nϕ) = (2Nmax+1,2Nmax+1)

Conclusion sur l'analyse du conditionnement de A lorsque Sa et S ont le même centre

Nous avons montré dans les parag raphes précédents que le conditionnement de la matrice A
dépendait fortement du ma illage de la sphère vibrante. En c hoisissant Sa = S, l'orthogonalité des
fonctions harmoniques sphériques permet cependant d'obtenir un conditionnement proche de un
lorsque ces fonctions sont normalisées et que le nombre de points de  maillage tend vers l'infini.
En fonction de l'ordre des coefficients modaux que l'on cherche à déterminer, un sy stème linéaire
bien conditionné est obtenu si le maillag e vibratoire vérifie les critères
( III.16 ) et ( III.17 ). Pour un maillag e donné, le conditionnement du sy stème augmente dès que
l'ordre des modes est supérieur à kR et que le rayon de la sphère équivalente est différent du rayon
de la sphère vibrante. Nous avons montré que l' on pouvait déterminer analy tiquement une
expression asy mptotique du nombre de conditionnement en fonction de kR et  ka qui permet

Nmax = 7 Nmax = 9 Nmax = 11

Nmax = 3 Nmax = 5
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d'expliquer ce comportement à partir de la décroissance rapide des modes non rayonnants de la
sphère équivalente. L e nombre de conditionnement de la matrice A est donc d'autant plus g rand
devant un que la distance entre S et Sa est importante et que l' ordre n des modes est élevé. Le cas
du multipôle a ég alement été traité. I l conduit à une matrice mal équilibrée pour des modes
d'ordre supérieur à kR. Le rayon de la sphère équivalente apparaît donc comme un moy en
d'équilibrer la  ma trice H (i.e. normaliser les fonctions     ′ h n(kR)  par     ′ h n(ka) ). On va montrer que
c'est un résultat que l'on peut généraliser lorsque Sa et S ne sont pas deux sphères concentriques.

2.2.4. Cas d'une sphère équivalente décentrée

Il s'agit dans ce parag raphe de montrer la sensibilité du conditionnement de A à la compacité de la
surface vibrante. Pour cela on impose au centre de la sphère équivalente d'être différent du centre de
la sphère vibrante.

Figure III.11
Sphère vibrante et sphère équivalente décentrée

Dans le cas d'une sphère, rins, rcir et la compacité vérifient simplement:

rins = R - d
rcir = R + d

    
C(S ,Oa ) =

rcir

rins

=
R+ d
R− d

( III.46 )

où d la distance entre le centre de S et le centre de Sa.
Lorsque Oa est différent de O, la normale extérieure en tout point de la sphère S exprimée dans le

repère (Oa,X,Y,Z) n'est plus uniquement radiale. On ne peut plus simplifier les fonctions 
  

∂Ψ j

∂n
 car

OaO

R

a

d
rcir rins

S

Sa
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elles c ontiennent dé sormais le s c omposantes ta ngentielle e t c irconférentielle de  la  norma le des
modes de Sa en tout point de S:

∂Ψ j

∂n
(M ) = Y nm

σ (θ ,ϕ)
′ h n(kr)
′ h n(ka)

nr

contribution
radiale

	 � 
������� ��������

+
∂Y nm

σ (θ ,ϕ)
kr∂θ

hn(kr)
′ h n(ka)

nθ

contribution
tangentielle

	 � 
������� ��������

+
∂Y nm

σ (θ ,ϕ)
kr sinθ∂ϕ

hn(kr)
′ h n(ka)

nϕ

contribution
circonférentielle

	 � 
������� ��������

( III.47 )

2.2.4.1. Influence de la position e t du rayon de Sa sur le conditionnement de
A

La figure III.12 illustre les variations de µ( )A  en fonction de a pour différentes positions de Sa. Le
maillage vibratoire et le nombre de mode de Sa que l' on cherche à déterminer sont identiques dans
les quatre configurations. Les valeurs de rins, rcir et C(S,Oa) qui correspondent à chaque configuration
sont exprimées dans le tableau III.1.

Figure III.12
Variations du nombre de conditionnement de A

en fonction de ka pour différentes positions de la sphère équivalente
( kR = 1,0 - (Nθ,Nϕ) = (30,30) - Nmax = 5 )

d 0 R/4 R/2 3R/4
rins R 3R/4 R/2 R/4
rcir R 5R/4 3R/2 7R/4
C 1 5/3 3 7

Tableau III.1
Valeurs de rins, de rcir et de la compacité de S pour les différentes positions de Sa
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Pour une position de Sa donnée, le minimum de conditionnement est obtenu pour une sphère dont le
rayon est un peu supérieur au ray on de la sphère inscrite. Comme dans le cas de deux sphères
concentriques, le comportement de µ( )A  en fonction de a s'explique simplement à partir des modes
rayonnants et non rayonnants de Sa.

Cas n°1.  : a < rins
 
 

Figure III.13
Amplitude des modes rayonnants et non rayonnants de Sa sur la surface S

Cas où Sa est décentrée et de rayon inférieur à rins

La décroissance rapide des fonctions 
    

′ h n(kr)
′ h n(ka)

 et  
    

hn (kr)
′ h n(ka)

 lorsque n est  supérieur à ka (i .e. associées

aux modes non rayonnants de Sa) conduit à une matrice A mal équilibrée suivant ses colonnes, donc
mal conditionnée. L es variations de µ( )A  en fonction de ka ne s' expriment plus aussi simplement
qu'au paragraphe III.2.2.2. On peut néanmoins remarquer que les composantes radiales, tang entielles

et circonférentielles de 
  

∂Ψ j

∂n
 admettent la même décroissance en 

    

1

rs
n+2  si n est grand devant ka et krs.

Lorsque a tend vers z éro, le nombre de conditionnement de A augmente donc au moins aussi
rapidement que si S était une sphère de rayon rins.

Mode rayonnant

Mode non rayonnant

S

Sa

O MsMaMaMs
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Cas n°2.  : a > rins
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure III.14
Amplitude des modes rayonnants et non rayonnants de Sa sur la surface S

Cas où Sa est décentrée et de rayon supérieur à rins
 
Lorsque le rayon de Sa est supérieur à rins, le champ de vitesse vibratoire de S est à la fois propagé et
rétropropagé vers Sa. Aux points de S situés à l 'extérieur de Sa les modes non ray onnants de Sa ont
une amplitude plus faible que l'amplitude des modes rayonnants (flèche bleue et rouge côté gauche).
Aux points de S situés à l'intérieur de Sa l'amplitude des modes non ray onnants est au contraire plus
grande que celle des modes ray onnants (flèche bleue et roug e côté droit). L es colonnes de A
associées aux modes non rayonnants de Sa ont ainsi une amplitude forte aux  points de S extérieur à
Sa et faible aux points intérieur à Sa. L'amplitude de ces modes est d'autant plus élevée que a devient
grand devant rins. Le minimum de conditionnement est donc obtenu pour le rayon de Sa qui équilibre
les contributions de forte et de faible amplitudes. Sur la fig ure III.14, il s'agit d'un rayon légèrement
supérieur au rayon de la sphère inscrite qui tend vers rins lorsque le nombre de modes de Sa pris en
compte augmente. Il s'agit bien sûr de résultats que l'on ne peut démontrer analytiquement. Ils ont
néanmoins été constatés dans tous les exemples traités.
On constate également que le minimum atteint par le nombre de conditionnement de A est d'autant
plus grand devant un que la compacité de la sphère S est g rande par rapport au centre de la sphère
équivalente.

Mode rayonnant

Mode non rayonnant

S

Sa

O Ms MaMaMs
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2.2.4.2. Influence du maillage vibratoire

La figure III.15 montre que le ray on de Sa qui rend minimum le nombre de conditionnement de A
dépend également de la position des points du maillage vibratoire. Dans l'exemple de la figure III.15,
le ma illage vibra toire de  la  sphè re vibra nte e t la  dista nce e ntre le s c entres de s de ux sphè res sont
constants. Le rayon de Sa qui rend µ(A) minimum varie alors en fonction de la position de Oa. La
valeur de ce m inimum varie également. Dans cet  exemple, on cherche à dét erminer les 36 premiers
coefficients modaux de Sa pour une sphère de compacité ég ale à 7. Avec 900 points de maillage, le
nombre de conditionnement minimum de A reste particulièrement élevé (i.e. entre 220 et 1000
suivant la position de Oa).

Figure III.15
Variations du nombre de conditionnement de A en fonction de ka
pour différentes positions de la sphère équivalente avec d constant

( d = 3R/4 ; kR = 1 ; (Nθ,Nϕ) = (30,30) ; Nmax = 5 )

Lorsque la sphère équivalente a le même centre que la sphère vibrante, on a montré au parag raphe
III.2.2.1 que le nombre de conditionnement de A pouvait être très sensible à la densité du maillag e
vibratoire. En particulier, lorsque les modes de Sa admettent des oscillations rapides sur S (i.e. modes
d'ordres n et/ou m élevés), un maillag e fin est indispensable pour traduire correctement ces
oscillations. L'exemple de la figure III.16 illustre les variations du nombre de conditionnement de A
en fonction du nombre de coefficients modaux  pris en compte et pour différentes densités du
maillage de S. Le centre de la sphère équivalente a été choisi de manière à éviter les sy métries. Pour
déterminer la contribution des cinq premiers modes de Sa le maillage régulier (Nθ,Nϕ) = (10,10) est
associé au même conditionnement que les maillag es plus denses. L es oscillations des cinq premiers
modes sont donc bien traduites par ce maillag e et on peut supposer que les systèmes discret ( II.42 )
et continu ( I I.48 ) sont très proches : le nombre de conditionnement "résiduel" associé aux deux
systèmes linéaires est alors une caractéristique du modèle de la sphère équivalente. I l traduit la non
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orthogonalité de s fonc tions 
∂
∂
Ψj

n
 et ne peut être diminué en aug mentant le nombre de points de

maillage. S'il est grand devant un, il faut vérifier la stabilité des coefficients modaux  solutions du
système linéaire.

Figure III.16
Variations du nombre de conditionnement de A

en fonction du nombre N de coefficients modaux pris en compte et du maillage vibratoire (Nθ,Nϕ)
lorsque Oa a pour coordonnées cartésiennes ( 0,437R ; 0,125R ; 0,597R ) dans le repère (O,X,Y,Z)

( ka = kR/4 = 0,25 )

Pour N = 36 par ex emple, le nombre de conditionnement du sy stème discret ne se stabilise qu' à
partir du ma illage (Nθ,Nϕ) = (50,50). L a détermination a priori d' un critère de maillag e est rendue
difficile à cause de la contribution couplée des différentes composantes radiales, tang entielles et

circonférentielles de la fonction 
∂
∂
Ψj

n
.

La figure III.17 représente les variations de 
∂
∂
Ψj

n
 pour différentes valeurs de j en tout point de la

sphère S. Le centre de la sphère équivalente a ét é choi si de m anière à si mplifier l a représent ation
graphique et l'amplitude de chaque fonction est normalisées par rapport au max imum qu'elle atteint
sur S. On obtient ainsi les mêmes courbes quel que soit le ray on de la sphère équivalente. Elles
correspondent également au cas d'un multipôle de même centre que Sa. Le point M0 de coordonnées
��  (θ 0 ,ϕ 0) = (105,5$ ;146,3$ )  est le point de S le plus proche de Sa.
Les modes j = 1(n,m,σ) = (0,0,1) et j = 2(n,m,σ) = (1,0,1) correspondent respectivement aux  modes pulsant
et oscillant suivant l'axe OaZ de Sa. Ils admettent déjà des variations sur S qui nécessitent un nombre
de points de  ma illage importa nt. L es fig ures III.17c et III.17d montrent les lobes de directivité
associés aux modes j = 16(n,m,σ) = (3,2,0) et j = 36(n,m,σ) = (5,5,1). Avec krins ≈ 0,75 ces deux modes sont
non ray onnants. L eur amplitude est donc max imum au point le plus proche de S et  décroît
rapidement dès que l'on s'éloigne de ce point.
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Figure III.17

Variations de 

    

∂Ψ j

∂n

Max(
∂Ψ j

∂n
)

 en tout point de la sphère S pour différentes valeurs de j

(chaque point de S est défini par ses coordonnées sphériques associées au repère (O,X,Y,Z))
(Coordonnées cartésiennes du point Oa dans le repère (O,X,Y,Z) = (-0,3 ; 0,2 ; -0,1 )

( kR = 1 ; (Nθ,Nϕ) = (30,30) )

La figure III.18 montre alors qu' un maillage vibratoire trop faible autour de M0 ne permet pas de
différentier la contribution des modes 16 et 36. Pour un maillage régulier (Nθ,Nϕ) = (10,10), ces deux
modes sont quasiment comme linéairement dépendants. En aug mentant le nombre de points de
maillage ils sont donc mieux décrits et conduisent à un système mieux conditionné.



Chapitre III : Validations numériques

102

Figure III.18

Variations de 

    

∂Ψ j

∂n

Max(
∂Ψ j

∂n
)

 en tout point de la sphère S

pour différentes valeurs de j et différents maillage vibratoire (Nθ,Nϕ)
(Coordonnées cartésiennes du point Oa dans le repère (O,X,Y,Z) = (-0,3 ; 0,2 ; -0,1 )

( kR = 1 )

Remarque : critère de maillage vibratoire lié aux fonctions Ynm
σ

Lorsque la sphère équivalente est de même centre que la sphère vibrante, la relation ( I II.18 ) montre
que pour échantillonner toutes les fonctions cos( mϕ) et sin (mϕ) dont l'indice m est inférieur à Nmax,
l'écart ∆ϕ  entre deux points du maillage vibratoire doit vérifier:
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∆ϕ π≤
+

2
2 1Nmax

( III.48 )

où ∆ϕ π

ϕ

=
2
N

. Lorsque la surface vibrante n'est pas une sphère de cent re O, l'écart entre deux points

de maillage vu depuis le centre de la sphère équivalente n' est plus constant. Pour assurer une bonne
description des fonctions cos(mϕ) et sin (mϕ), on peut alors appliquer le critère:

∆ ϕ π
m ax

m ax

≤
N

( III.49 )

où ∆ϕ max  est l' écart maximum entre deux  points de maillag e "consécutifs" par rapport à un repère
lié au centre de la sphère équivalente. Notons que si la structure n' est plus une sphère, les points de
maillage vibratoire définis dans le repère lié à la structure ne sont plus répartis suivant des cercles où
les ang les θ et  ϕ sont constants. L a notion de points consécutifs suivant l' angle ϕ n' est donc pas
réellement définie. Une application du critère ( I II.49 ) sera néanmoins donnée au paragraphe III.3
dans le cas où la structure vibrante est un cube.
On peut définir un c ritère similaire suivant l'angle θ: Si on note ∆θ l'écart moyen entre deux points

consécutifs du maillage (i.e. ∆θ π

θ

≈
N

) la relation ( III.18 ) entraîne:

∆θ π
m ax

m ax

≤
N

( III.50 )

Pour les structures à fort ray on de courbure, ces deux  critères sont en g énéral insuffisants car ils ne
tiennent pa s c ompte de s osc illations e ngendrées pa r le s composantes radiales, tangentielles et
circonférentielles de la normale et par les dérivées des fonctions Ynm

σ  suivant les angles θ et  ϕ. Ils
donnent néanmoins un ordre de g randeur intéressant sur la densité du maillag e vibratoire minimum.
Ils montrent plus généralement que le maillage de la structure vibrante doit être défini en fonction de
la position de la sphère équivalente. Pour un maillag e vibratoire donné, les ang les ∆θ max  et ∆ϕ max

seront en effet d'autant plus g rands que la sphère équivalente est proche de la structure (fig ure
III.19). On en déduit que l'ordre maximum des coefficients modaux qu'un maillage vibratoire imposé
permet de calculer est d'autant plus faible que la sphère équivalente est proche de la surface vibrante.
Pour décrire les oscillations des modes d'ordre n et m plus élevés, il faut diminuer ∆θ max  et ∆ϕ max ,
c'est-à-dire augmenter le nombre de points de maillage lorsque la sphère équivalente est proche de la
structure.
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Figure III.19
Influence de la position de la sphère équivalente sur ∆ϕmax

a) sphère équivalente éloignée de la structure
b) sphère équivalente proche de la structure

Notons que le critère ( I II.49 ) a été utilisé par I mhof (57) dans le cadre d' une méthode de sources
équivalentes multipolaires appliquée à la diffraction acoustique dans un domaine à deux dimensions.
Chaque point du domaine étant repéré par ses coordonnées polaires (r,ϕ), les fonctions harmoniques
sphériques se ramènent en effet aux  seules fonctions sinusoïdales cos( mϕ) et sin( mϕ). Les dérivées
de ces fonctions étant encore des fonctions sinusoïdales, le critère est toujours satisfait.

2.2.4.3.  Conclusion

En modélisant le rayonnement acoustique d'une sphère par une sphère équivalente décentrée on met

en évidence les problèmes liés à la non compacité de la surface vibrante. L es fonctions 
∂
∂
Ψj

n
 n'étant

plus orthonormées, la matrice A est  a priori  ma l c onditionnée. On pe ut c ependant minimise r c e
conditionnement en choisissant une sphère équivalente dont le ray on est proche du rayon de la
sphère inscrite. C'est pour cette sphère que l'amplitude des modes non rayonnants de Sa conduit à un
meilleur équilibrag e des colonnes de la matrice A. L e nombre de conditionnement de A est

également trè s se nsible a u ma illage vibra toire. En e ffet, le s fonc tions 
∂
∂
Ψj

n
 associ ées aux  modes

d'ordre n et  m élevés a dmettent de  nombre uses osc illations sur S, notamment aux  points les plus
proches de Sa. Lorsque ces fonctions sont correctement échantillonnées, leur contribution au champ
de vitesse mesuré sur S est en g énéral stabilisée et le conditionnement de A a tteint un

∆ϕmax∆ϕmax

S S

Sa

Sa

a) b)
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minimum. Si la structure n'est pas compacte et que l'on cherche à déterminer les coefficients modaux
associés aux  modes d' ordre n supérieur à krins, ce minimum reste g rand devant un. I l est alors
indispensable d' analyser la  sta bilité de  la  solution du sy stème liné aire afin de différentier les
coefficients modaux associés à de forts ou à de faibles écart types.
Notons pour finir que dans tous les ex emples traités le nombre de conditionnement de A décroît de
manière monotone lorsque la densité du maillage aug mente. Ce n' est cependant pas un résultat
général. Il peut en effet exister un maillage vibratoire de S - régulier ou non - qui contient un nombre

de points minimum et qui échantillonne correctement les fonctions 
∂
∂
Ψj

n
. Le système discret associé

à ce maillage peut alors être mieux  conditionné que le système continu ou que les systèmes discrets
associés à certains maillages plus denses.

2.3. Comparaison entre le rayonnement acoustique d'une sphère
équivalente et une solution analytique

2.3.1.  Calcul du rayonnement acoustique d'une portion de sphère pulsante

En tout point de la sphère S et quelle que soit la fréquence, la vitesse est définie par:

  

L x

N x

=
L y

N y

=
L z

N z

( III.51 )

Figure III.20
Portion de sphère pulsante

définie par l'angle θ0

θ0Z

O R
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2.3.1.1.  Description de la solution analytique

En appliquant la relation ( I I.3 ) on peut décomposer la fonction Z= −
Lz

2 dans la base des fonctions
harmoniques sphériques normalisées:

    
Z =

L z

2
( III.52 )

où les coefficients 
  

L xLz

N x N z
 sont les coefficients modaux de la sphère S. La vitesse étant indépendante de

l'angle ϕ, on montre en annex e 8 qu' elle s' exprime en fonction de l'angle θ et des poly nômes de
Legendre Pn. Les modes vibratoires de S associ és aux  i ndices m différents de z éro ont une
contribution nulle au champ de vitesse. On note alors ∂

∂
Ψ j

n  les coefficients modaux  non nuls.
On montre également que les fonctions harmoniques sphériques normalisées vérifient:

    
Y nm

σ (θ,ϕ) =
2n+1

4π
Pn(cosθ)

( III.53 )

et on en déduit l'expression de   V R  et de la pression acoustique rayonnée par S:

    
V R (R,θ ,ϕ) = V R(θ ) =

2n +1
4π

Vn
RPn(cosθ )

n= 0

∞

∑ =
V
2

Pn− 1(cosθ 0) − Pn+ 1(cosθ 0)( )Pn(cosθ)
n= 0

∞

∑

( III.54 )

    
P(M) = P(r,θ ) =

V
2

Pn−1(cosθ0) − Pn+1(cosθ0 )( )Pn(cosθ )
hn(kr)
′ h n(kR)n=0

∞

∑

( III.55 )

Il faut ainsi la contribution d' une infinité de modes vibratoires pour traduire la discontinuité de la
vitesse e n   θ =θ 0 . En effet, les poly nômes de L egendre étant continus sur l'intervalle [0,π], la
convergence de la série ( III.54 ) n' est pas uniforme sur cette intervalle. En particulier, la
convergence sera lente aux points proche de la discontinuité.

La figure III.21 illustre le phénomène de Gibbs que l' on peut observer en   θ =θ 0  lorsque le nombre
de coefficients pris en compte dans la série ( III.54 ) augmente.
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Figure III.21
Illustration du phénomène de Gibbs en   θ =θ 0

lorsque les coefficients modaux Vn
R  sont pris en compte jusqu'à l'ordre n = Nmax

( θ0 = 40° ; V = 1,0 m/s )

Pour Nmax = 50, on peut encore observer une erreur supérieur à 5 % en de très nombreux points de S.
La vitesse de convergence ne posent cependant pas de problème car seul un nombre fini de modes
vibratoires de la sphère sont rayonnants. Le rayonnement acoustique de la portion de sphère est ainsi
approché avec précision dès que les critères de troncature développés au parag raphe I I.1 sont
vérifiés. En prenant en compte les coefficients modaux de S jusqu'à l'ordre n = Nmax on peut attendre
une précision correcte sur la pression acoustique rayonnée jusqu'à la fréquence kR définie par:

Nmax = [kR] + np

( III.56 )

Pour Nmax fix é, la  fré quence limite  a u de là de  la quelle le  nombre  de  modes pris en compte est
insuffisant vérifie donc:

kR ≈ Nmax − np

( III. 57 )

Pour le point d' écoute M1 de coordonnées (4 R,0,2R), la décroissance rapide de la fonction 
    

hn(kr)
′ h n(kR)

conduit à np ≈ 3. Le rayonnement acoustique de S est donc correctement approché jusqu' à kR = 2
pour Nmax = 5 (respect ivement kR = 7 et 12 pour Nmax = 10 et 15). L a fig ure I II.22 confirme la
validité de la relation ( III.57 ).
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Figure III.22
Pression acoustique rayonnée par une portion de sphère pulsante au point M1

( θ0 = 40° ; V = 1,0 m/s )

Pour Nmax = 5, la vitesse vibratoire sur S est différente de celle donnée par le modèle de la portion de
sphère pulsante avec une erreur max imum de l'ordre de 40 % au point θ = 0° (cf. fig ure III.21). On
montre donc sur cet ex emple que le ray onnement acoustique de S peut  êt re calculé avec précision
(i.e. si kL ≤ 2 pour Nmax = 5) alors que le champ de vitesse imposé n'est pas entièrement reconstitué.
Il suffit en effet de calculer la contribution des seuls modes rayonnants. De manière plus générale,
les critères qui s'appuient sur la reconstitution de la vitesse vibratoire peuvent donc être trop sévère
pour caractériser la précision du ray onnement acoustique. Ce point sera illustré au parag raphe
suivant.

2.3.1.2. Calcul du rayonnement acoustique de S par la méthode de la sphère
équivalente

La sphère équivalente est choisie identique à la sphère vibrante. On définit sur S un ma illage
vibratoire régulier à partir du ma illage ( III.6 ). La surface associée à chaque point du maillag e est

donc constante (i.e. 
    
∆S =

4πR2

Ns
) et on se ramène donc à la résolution du système A'x = b' décrit par (

II.48 ):

    ′ A ij = Y nm
σ (θ i ,ϕ i )

    ′ b i =V R (θ i ,ϕ i )
( III.58 )
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où l es coeffi cients     x j = Vnmσ
a,N  sont les coefficients modaux  de la sphère équivalente lorsque l' on

cherche à déterminer la contribution des N premiers modes de Sa.
La sy métrie du problème conduit à une solution où seuls les coefficients d'ordre (n,0,1) sont
différents de z éro. Ils sont notés     Vn

a,N . La figure III.23 montre que la converg ence vers la solution
analytique est rapide et qu'elle vérifie exactement le critère de troncature ( III.57 ).

Figure III.23
Comparaison entre la solution analytique et la pression acoustique rayonnée par la sphère

équivalente au point M1 lorsque tous les modes d'ordre n inférieur à Nmax sont pris en compte
(Nθ = 50 ; V = 1,0 m/s)

Stabilité du modèle en fonction du maillage vibratoire

Le tableau I II.2 permet de comparer les quatre premiers coefficients modaux  non nuls de Sa pour
différents maillages vibratoires. Tous les modes de Sa dont l'ordre n est inférieur ou égal à 9 ont  été
pris en compte. On applique un modèle de Gauss-Markov en associant à chaque point de mesure un

écart-type constant 
    
σ 0 =

V
10

 m/s avec V = 1,0 m/s (i.e. 10 % d' erreur sur les mesures). L a relation (

A3.13 ) permet alors de calculer les écart-ty pes     σ(Vn
a,N )  associés aux coefficients     Vn

a , N . Le nombre
de conditionnement de A ainsi que les paramètres e2, emax et e1 sont également indiqués.

Le tableau I II.3 contient la pression acoustique rayonnée au point M1 et  l 'écart-type σP qui lui e st
associé pour les différents maillages vibratoires (σP est calculé par ( A3.14 )).
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    Vn
a , N      σ(Vn

a ,N )   Vn
R

n   Nθ  = 10
Nϕ = 20

  Nθ  = 30
Nϕ = 20

  Nθ  = 50
Nϕ = 20

0 0,453 0,051 0,466 0,015 0,423 0,011 0,415
1 0,768 0,320 0,701 0,015 0,645 0,011 0,634
2 0,831 0,105 0,659 0,015 0,632 0,011 0,627
3 0,850 0,493 0,444 0,015 0,462 0,011 0,468

µ(A) 52,3 1,48 1,16
e2 ≈ 0 27,2 % 28,5 %
e1 ≈ 0 35,9 % 36,6 %

emax ≈ 0 37,9 % 44,1 %

Tableau III.2
Comparaison entre les valeurs des quatre premiers coefficients modaux de S et de Sa

pour N = 9 et valeurs des paramètres µ(A), e2, emax et e1 correspondant

P(M1) et σP(M1)
en Pascal

Nθ  = 10 Nθ  = 30 Nθ  = 50 solution exacte

kR = 2 32,0 9,8 27,6 1,0 25,7 0,8 25,4
kR = 20 2,2 8,3 11,1 4,1 8,48 3,2 15,2

Tableau III.3
Comparaison entre le module de la pression acoustique rayonnée par Sa au point M1

et la solution analytique pour les données du tableau III.1

Pour   Nθ  = 10, les erreurs quadratique, moyenne et maximale sont quasiment nulles (i.e. de l'ordre de
grandeur de la précision du calculateur). L a vitesse calculée par la sphère équivalente aux points de
maillage est donc égale à la vitesse de la portion de sphère pulsante. Cette solution est cependant très
instable comme l'indique le nombre de conditionnement de la matrice A et  les écart-types associés
aux quatre premiers coefficients modaux  de Sa : avec 10 % d' erreur sur les données, le coefficient
    V3

a ,100 admet un écart ty pe relatif de 50 %. La pression acoustique rayonnée au point M1 adm et
également un écart type important pour les fréquences kR = 2 et kR = 20. Bien que la différence entre
la pression acoustique rayonnée par Sa et la solution ex acte soit inférieure à 3 dB  pour kR = 2 l 'écart
type associé à la pression acoustique ray onnée nous indique que cette solution n' est pas stable : elle
pourrait être complètement différente si l'on modifiait lég èrement les données de vitesse par
exemple.
Lorsque Sa et  S sont identiques, on sait que l' on peut rendre le nombre de conditionnement très
proche de  un e n augmentant le  nombre  de  points de  ma illage. La stabilité du système linéaire se
traduit alors par des écart-ty pes plus faibles pour les coefficients modaux de Sa et pour la pression
acoustique rayonnée. On constate également que les coefficients modaux  de Sa se rapprochent des
coefficients modaux  de S. On a m ontré au chapi tre I I que l es coeffi cients de Sa ne sont
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théoriquement égaux à ceux de S que lorsque tous les coefficients modaux de Sa sont pris en compte.
La vitesse de convergence est donc ici relativement rapide.
Pour kR = 20 et   Nθ  = 50, on peut noter que la pression acoustique rayonnée par la sphère équivalente
est relativement stable et  reste néanmoins éloignée de l a solution analytique. A cet te fréquence, l e
critère de troncature ( I II.56 ) indique qu'il faudrait prendre en compte les coefficients modaux  de Sa
supérieur à l'ordre 23 pour approcher la pression acoustique ray onnée par S. L'écart type associé à la
pression acoustique ne permet donc pas de savoir si l'on est proche ou non de la solution exacte. Il ne
caractérise que la stabilité du rayonnement acoustique de Sa.
On a m ontré en annex e 3 que l es écart-types associés aux coefficients modaux de Sa admettent une

décroissance en 
    

1
Ns

 lorsque le nombre de points de  maillage tend vers l'infini. Dans le cas d'une

sphère, on peut  même exprimer analytiquement cet  écart-type. En effet , l'écart type associé au jème

coefficient modal est défini par:

    
σ j = σ 0 ′ A ∗ ′ A ( )−1 

 
 
 jj

( III.59 )

avec 
    

′ A ∗ ′ A ( )ij
= Y nm

σ (θ l ,ϕ l )Y υµ
τ (θ l ,ϕ l )

l= 1

Ns

∑
i =(n,m,σ )
j= (υ ,µ ,τ)

Lorsque le nombre de points de  maillage tend vers l'infini, on déduit de ( III.10 ) que la matrice de

variance-covariance     σ 0
2 ′ A ∗ ′ A ( )−1

 tend vers 
    
σ 0

2 ∆S
R2

I , c'est-à-dire:

    
σ j Ns→∞ →    σ 0

4π
Ns

( III. 60 )

Cette relation est déjà vérifiée pour (Nθ,Nϕ) = (30,20) et ( Nθ,Nϕ) = (50,20) car elle donne
respectivement σj = 0,015 et σj = 0,011. Dan le cas d'une sphère, l'écart-type est donc identique pour

tous les coefficients modaux et vérifie la décroissance en 
    

1
Ns

 lorsque Ns tend vers l'infini.

Remarquons enfin que le maillag e Nθ = 50 conduit à un rayonnement acoustique de la sphère
équivalente très proche de la solution analy tique alors que les erreurs quadratique et moy enne sont
encore voisines de 30 %. Pour que le rayonnement acoustique de Sa soit proche de la solution ex acte
il suffit en effet que les coefficients modaux associés aux modes rayonnants aient convergé. L'erreur
quadratique résiduelle caractérise alors les oscillations de  vite sse a ssociées a ux mode s non
rayonnants (i.e. oscillations sur la surface de la sphère plus rapides que la long ueur d' onde
acoustique). On en déduit que le rayonnement acoustique de S peut être correctement approché sans
que la vitesse vibratoire soit entièrement reconstituée.



Chapitre III : Validations numériques

112

2.3.2.  Cal cul d u rayon nement d 'une sp hère p ulsante à partir d'une sphère
équivalente décentrée

Il s'agit dans ce parag raphe de calculer le ray onnement acoustique d' une sphère pulsante (i.e. pour
tout point de S :     V

R (R,θ ,ϕ ) =V ) à part ir d' une sphère équi valente décent rée. Les deux  exemples
traités vont permettre de comparer la vitesse de convergence du rayonnement acoustique de la sphère
équivalente en fonction de la position de cette sphère. L a sphère équivalente est choisie faiblement
décentrée dans le premier cas et fortement décentrée dans le second. Dans les deux  cas le rayon de la
sphère équivalente est ég al au ray on de la sphère inscrite et le centre de Sa est choisi de manière à
éviter les symétries.

Cas d'une sphère faiblement décentrée : 
    
Oa = (−

3R
10

,
R
5

,−
R
10

)

On en déduit 
    
a = rins = (1−

14
10

)R = 0,626R et  rcir = 1,374 R. L a sphère vibrante a donc une

compacité de 2,2.
Le rayonnement acoustique de la sphère équivalente est comparé à la solution analytique lorsque kR
varie de 0 à 10. Avec les 10 premiers modes de Sa (Nmax = 3), la pression acoustique ray onnée par S
au point M2 de coordonnées (3 R,4R,5R) est approchée à 2 dB près (figure III.24a). Pour obtenir une
erreur inférieure à 0,5 dB, il faut prendre en compte les 36 premiers modes (Nmax = 5). La puissance
acoustique converge cependant beaucoup plus rapidement que le champ de pression (figure III.24b).

Figure III.24
Pression et puissance acoustique rayonnée par la sphère équivalente décentrée

en fonction de la fréquence et du nombre de modes pris en compte
avec un maillage vibratoire (30,30)
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L'erreur quadratique e2 est inférieure à 30 % avec l es 10 prem iers coefficients et  inférieure à 5 %
avec les 36 premiers coefficients (figure I II.25a). L 'erreur max imum reste néanmoins larg ement
supérieure à l' erreur quadratique (fig ure I II.25b). C' est un résultat g énéral qui caractérise la
convergence plus lente du champ de vitesse aux points de S proches de Sa. L'erreur moyenne admet
des valeurs très voisines de l'erreur quadratique et n'a pas été représentée.

Figure III.25
Variations des erreurs e2 et emax en fonction de la fréquence et
du nombre de modes pris en compte avec un maillage (30,30)

Le maillage vibratoire a été choisi en fonction du conditionnement de la matrice A. Lorsque l' on
cherche à déterminer la contribution des 36 premiers modes de Sa, la fig ure III.26b montre en effet
que le nombre de conditionnement de A se stabilise à partir du maillag e (30,30) et atteint un
minimum sur toute  la  gamme de fréquence étudiée. Ce minimum e st même proche de un dès que
krins est  supéri eur à Nmax car les modes pris en compte sont alors tous ray onnants. L a fréquence
limite au delà de laquelle tous les modes sont rayonnants vérifie donc:

    
kR ≥ Nmax

R
rins

( III.61 )

Pour Nmax = 1, 3 et 5 les valeurs attendues sont respectivement 1,6 , 4,8 et 8,0 que l'on retrouve sur la
figure III.26a.
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Figure III.26
Variations du nombre de conditionnement de A en fonction de la fréquence et

a) du nombre de modes pris en compte avec un maillage (30,30)
b) de la densité du maillage vibratoire avec 36 modes

La fig ure I II.27 permet de mettre simplement en évidence les conséquences d' un sous-
échantillonnage de la sphère pulsante. L e module de la vitesse calculé aux points de maillage de S à
partir des 16 premiers coefficients modaux  de Sa et d'un maillage (10,10) est représenté sur la figure
III.27a. Il semble très proche de la valeur attendue (i.e. V = 1,0 m/s). En réalité, le champ de vitesse
calculé par la sphère équivalente admet des oscillations entre ces points de maillage. Elles sont mises
en évidence en représentant le module de la vitesse calculée à partir d' un surmaillage (30,30) de S
(figure III.27b). Ces oscillations ont lieu entre deux  demi-cercles à angle ϕ constant. Le mode sous-
échantillonné est donc le mode d' ordre m le plus é levé car c 'est lui qui fa it intervenir les fonctions
qui admettent le plus de zéros suivant l'angle ϕ.

Lorsque kR est supérieur à 5, la fig ure I II.24 montre que les quatre premiers modes de Sa ne
permettent pas d'approcher le ray onnement acoustique de la sphère pulsante. Ces modes sont
cependant tous rayonnants. La matrice A est donc bien conditionnée et les écart ty pes associés aux
quatre coefficients modaux sont  faibles. La pression acoust ique rayonnée est  également associée à
un écart  t ype fai ble al ors qu' elle est  t out à fai t di fférente de l a sol ution anal ytique. C et exemple
montre bien que les écart ty pes ne peuvent être interprétés qu' en terme de stabilité du ray onnement
de Sa et non en terme de "proximité" de la solution.
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Figure III.27
Calcul du champ de vitesse avec un maillage (10,10) et 16 modes de Sa

a) Représentation à partir du maillage initial (10,10)
b) Représentation à partir d'un surmaillage (30,30) de la sphère

Cas d'une sphère équivalente fortement décentrée : Oa = ( 0,437R; 0,125R; 0,597R )

La sphère vibrante a une compacité de 7 (
    
a = rins =

R
4

,
    
rcir =

7R
4

).

La pression acoustique rayonnée au point M1 est désormais beaucoup plus lente à converg er vers la
solution analy tique (fig ure I II.28a). L 'erreur n' est inférieure à 3 dB  que pour Nmax = 7 (i.e. 64
premiers modes pris en compte). De même, la puissance acoustique ray onnée converg e moins
rapidement que dans le premier cas (figure III.28b).
On a montré au parag raphe II.2.2 que les modes de Sa qui vont contribuer à la pression acoustique
rayonnée par la surface vibrante sont les modes dont l'ordre n vérifie:

  n ≤ krcir[ ]+ nw

( III.62 )

La fréquence limite au delà de laquelle ce critère n'est plus vérifié est donc donnée par:

    
kR ≈ ( Nmax − nw )

R
rcir

( III.63 )

Avec nw ≈ 2, les valeurs attendues pour Nmax égal à 3, 5 et 7 sont respectivement kR = 0,6; 2,3 et 2,9.
Elles correspondent bien aux fréquences pour lesquelles la puissance acoustique ray onnée par Sa est
proche de la solution analy tique. Les coefficients modaux  de Sa sont donc proches de leur limite
théorique donnée par la relation ( II.86 ) (i.e.     Vnmσ

a, N ≈Vnmσ
a,∞ ).
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Figure III.28
Pression et puissance acoustique rayonnée par la sphère équivalente décentrée

en fonction de la fréquence et du nombre de modes pris en compte
avec un maillage vibratoire (50,50)

Pour Nmax = 7, la fig ure I II.29 montre que l' erreur quadratique est inférieur à 20 % en basses
fréquences, où la puissance rayonnée est bien approchée par la sphère équivalente, et supérieure à 50
% en hautes fréquences où l'erreur sur la puissance rayonnée de l'ordre de 3 dB.

Figure III.29
Variations de l'erreur quadratique e2 en fonction de la fréquence et
a) du nombre de modes pris en compte avec un maillage (50,50)

b) de la densité du maillage vibratoire avec 36 modes
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Les fig ures I II.30a et III.30b permettent de comparer le ray onnement acoustique calculée par la
sphère équivalente pour les 36 premiers modes (i.e. Nmax = 5) et différents maillages vibratoires. Les
maillages (10,10) et (20,20) ne sont pas suffisamment fins et conduisent à une solution qui présente
de grandes oscillations entre les points de maillag e. A partir du maillag e (30,30) les modes de Sa
sont correctement décrits et la solution du sy stème linéaire devient quasiment indépendantes du
maillage vibratoire (i.e. solution identique pour le maillag e (30,30) et (50,50)). Le maillage (50,50)
correspond cependant à la solution la plus stable car il rend le conditionnement de A minimum
(figure III.31a). Notons ég alement que si les maillag es (10,10) et (20,20) ne sont pas suffisamment
fins, ils conduisent à une erreur quadratique beaucoup plus faible que celles associées aux  maillages
(30,30) et (50,50) (figure III.29b). En effet le champ de vitesse peut admettre de grandes oscillations
entre les points de  maillage et identifier néanmoins correctement le champ de vitesse aux points de
maillage. Il faut donc prendre g arde à n' interpréter les valeurs faibles de l' erreur quadratique,
moyenne et maximum qu'après s'être assurer de la validité du maillage vibratoire.
Pour Nmax = 7, le nombre de conditionnement de A est compris entre 102 pour kR = 10 et 103 lorsque
kR est  proche de z éro. La solution rest e néanmoins st able car l 'écart-type associ é aux coefficients
modaux reste en général  inférieure à 10 % de la valeur du coefficient. Certains termes de la matrice
de covariance admettent une g rande amplitude, mais ils sont associés à des modes non rayonnants.
L'écart type associé à la pression acoustique est ainsi très faible (i.e. inférieur à 0,5 dB).

Figure III.30
Pression et puissance acoustique rayonnée par la sphère équivalente décentrée

en fonction de la fréquence et de la densité du maillage vibratoire
avec 36 modes pris en compte
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Figure III.31
Variations du nombre de conditionnement de A en fonction de la fréquence et

a) du nombre de modes pris en compte avec un maillage (50,50)
b) de la densité du maillage vibratoire avec 36 modes

2.3.3.  Conclusion

Les deux  structures simples étudiées dans ce parag raphe (sphère pulsante et portion de sphère
pulsante) ont pe rmis de  me ttre e n é vidence le s problè mes lié s à  l' interprétation des critères de
validité du modèle de la sphère équivalente.

• Interprétation des erreurs quadratique, maximum et moyenne

Les caractéristiques modales de la structure (i.e. modes vibratoires et modes de ray onnement)
sont a priori inconnues. Nous savons cependant que les composantes de la vitesse vibratoire qui
varient plus rapidement que la long ueur d' onde acoustique sont associées aux  modes de
rayonnement de la structure qui ont un comportement non ray onnants. Les oscillations rapides
de la vitesse n'admettent donc pas de contribution importante au ray onnement acoustique de la
structure. Ce dernier peut ainsi être approché avec précision par une sphère équivalente sans que
la dé formée vibra toire soit c orrectement re constituée. I l suffit en effet que les modes de la
sphère qui contribuent au ray onnement de la structure converg ent rapidement vers leur limite
théorique (i.e.     Vnmσ

a, N ≈Vnmσ
a,∞  pour N faible). L es erreurs quadratique, moy enne et max imum

peuvent alors être rel ativement i mportantes :  el les caract érisent l es com posantes "non
rayonnantes" de la vitesse qui n' ont pas été reconstituées. Ce phénomène est particulièrement
mis en évidence lorsque la structure est proche d' une sphère car la convergence de la sphère
équivalente est très rapide. Un exemple sera donné au paragraphe suivant dans le cas d'un cube.
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Nous avons ég alement montré que les erreurs e2, emax et e1 pouvaient être très proches de z éro
alors que le ray onnement acoustique de la structure est erroné. L orsque le maillage vibratoire
n'est pas suffisamment dense, la contribution des modes de la sphère équivalente qui oscillent
rapidement sur l a structure n'est pas cal culée correctement. Le champ de vi tesse peut alors être
minimum a ux points de  ma illage e t a dmettre de s osc illations importa ntes entre les points de
maillage. Si les modes sous-échantillonnés sont des modes ray onnants, le ray onnement
acoustique de la sphère équivalente diffère très rapidement de celui de la structure alors que les
différentes erreurs tendent vers zéro.
Pour interpréter les erreurs e2, emax et  e1 il faut donc s' assurer de la validité du maillage
vibratoire en comparant par ex emple la vitesse vibratoire calculée par la sphère équivalente
entre les points du maillage à la vitesse connue aux points du maillage les plus proches.
Notons également que l'erreur quadratique ne peut que décroître lorsque le nombre de modes de
la sphère équivalente pris en compte aug mente car le rayonnement acoustique de la sphère
minimise la vitesse quadratique résiduelle. L'erreur moyenne ne vérifie pas cette propriété mais
son comportement est en général très proche de celui de e2. Elle n' apporte donc pas
d'information particulière. L'erreur max imum peut en revanche rendre compte de problèmes
locaux où la converg ence est plus lente. On a cité le cas des points de S proches de la sphère
équivalente et les points de S où la vitesse vibratoire est discontinue (i.e. admet des variations
très rapides). A proximité de ces points, le rayonnement acoustique de la structure peut être très
lent à converger.

• Interprétation du nombre de conditionnement de la matrice A et  des écart -types associ és des
coefficients modaux

Lorsque la structure vibrante est une sphère, on a montré qu' en choisissant Sa = S le nombre de
conditionnement de la matrice A ne  dé pendait que  de  la  de nsité du ma illage vibra toire (i.e .
µ( A) Ns→∞ →    1). Plus g énéralement, pour une structure quelconque, le nombre de
conditionnement sera minimum si le maillag e vibratoire permet de traduire l'orthogonalité des
modes de la sphère équivalente pris en compte. L e nombre de conditionnement peut donc être
considéré comme une c aractéristique du modè le de  la  sphè re é quivalente (i.e . ma illage
vibratoire + modes pris en compte).
Lorsque la densité du maillag e vibratoire est suffisante, le ray onnement acoustique de Sa peut
cependant être tout à fait stable sans que le nombre de conditionnement de A soit proche de un.
Pour que  le  modè le soit sta ble il suffit e n e ffet que  le s mode s de  Sa qui contribuent au
rayonnement acoustique de S soient stables. Les écart -types associés aux  coefficients modaux
permettent d'effectuer cette distinction.
Nous avons montré dans le cas de la portion de sphère pulsante que le sous-échantillonnag e des
modes de Sa pouvaient se traduire par des écart-ty pes élevés. Ce résultat n' est cependant pas
généralisable. En appliquant le modèle simple de Gauss-Markov, on a ég alement ex primé la

décroissance en 
    

1
Ns

 de ces écart-types.

Notons enfin que l' écart-type associé à la pression acoustique ray onnée ne caractérise que la
stabilité de la solution et non l' écart entre cette solution et le rayonnement acoustique exact. La
solution calculée par la sphère équivalente peut en effet être tout-à-fait stable sans être proche de
la solution.



Chapitre III : Validations numériques

120

En conclusion, ces premiers ex emples ont permis de montrer que l' interprétation des différents
critères n' est pa s simple . L es e rreurs e2, emax et  e1 peuvent ainsi être faibles sans que le
rayonnement de Sa  soit proc he de  la  solution (i.e . problè me lié  a u ma illage vibra toire), ou
élevées avec un rayonnement acoustique proche de la solution (les coefficients modaux  associés
aux modes qui contribuent au ray onnement acoustique de S converg ent rapidement). De même,
le nombre de conditionnement est un indicateur du sous-maillag e de la structure vibrante. Le
rayonnement acoustique de Sa peut cependant être stable sans que le nombre de
conditionnement soit proche de un.
Ces différents points vont être confirmés par l' étude de la boîte rectang ulaire pour laquelle la
solution analytique n'est pas connue.

3. Calcul du rayonnement acoustique d'une boîte par la méthode de
la sphère équivalente

3.1. Définition de la boîte et du maillage vibratoire

On consi dère une boî te rect angulaire de côté Lx, Ly et  Lz dont le centre est le point O, cent re du
repère (O,X,Y,Z).

Figure III.32
Description de la boîte

X

O

Lx

Ly

Lz

Z

Y
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Un maillage régulier est défini pour chacune des faces de la boîte en appliquant la relation ( III.1 ).
Si on note Nx, Ny et Nz le nombre de points de maillage respectivement suivant les côtés de longueur
Lx, Ly et  Lz, alors la surface élémentaire associée aux  points de maillag e de chacune des faces est
exprimée dans le tableau III.4.

Faces de la boîte ∆S

    
X =

Lx

2
 et 

    
X = −

Lx

2   

L yLz

N yN z

    
Y =

L y

2
 et 

    
Y = −

L y

2   

L xLz

N xNz

    
Z =

Lz

2
 et 

    
Z = −

Lz

2   

L xL y

N xN y

Tableau III.4
Surface des élements associés au maillage des faces de la boîte

Si le maillage vérifie 
  

Lx

Nx
=

Ly

Ny
= Lz

Nz
 alors il est régulier pour l'ensemble de la boîte.

3.2. Choix de la position et du rayon de la sphère équivalente

Afin de minimiser la compacité de la boîte le centre de la sphère équivalente est choisi au centre de
la boîte. La compacité s'exprime alors simplement en fonction des dimensions:

    
C(O, S) =

Lx
2 + Ly

2 + Lz
2

Min Lx, Ly,Lz{ }
( III.64 )

On a m ontré dans l e parag raphe précédent  que l e ray on de Sa qui minimise le  nombre  de
conditionnement de la matrice A est en g énéral obtenu pour a légèrement supérieur à rins. La figure
III.33 illustre ce résultat dans le cas de boîtes de différentes longueurs.

Boîte 1 : (Lx,Ly,Lz) = (L,L,L) et (Nx,Ny,Nz) = (Nm,Nm,Nm)
⇒  C(O)=  3  ≈ 1,73

Boîte 2 : (Lx,Ly,Lz) = (2L,L,L) et (Nx,Ny,Nz) = (2Nm,Nm,Nm)
⇒  C(O,S) = 6  ≈ 2,45

Boîte 3 : (Lx,Ly,Lz) = (3L,L,L) et (Nx,Ny,Nz) = (3Nm,Nm,Nm)
⇒  C(O,S) =   11 ≈ 3,32
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Le nombre total de points de maillage est respectivement de     6N m
2 , 10 2Nm  et 14 2N m .

Figure III.33
Variations du nombre de conditionnement de la matrice A en fonction de ka

pour différentes dimensions de la boîte et différents maillages vibratoires
( kL = 2 ; Nmax = 7 ; Nm varie de 4 à 8 )

Les fonctions 
  

∂Ψ j

∂n
 ne sont  pl us ort hogonales sur l a surface de l a boî te. L e nom bre de

conditionnement de A admet donc un minimum supérieur à un. B ien que les modes de Sa pris en
compte soient fortement non rayonnants (i.e. Nmax grand devant ka), ce minimum reste très proche de
un dans le cas du cube (fig ure III.33a) et aug mente légèrement lorsque l' une des dimensions de la
boîte augmente (figure III.33b et III.33c). On constate également sur la figure III.34 que ce minimum
augmente lorsque le nombre de mode pris en compte augmente.

On peut donc choisir a = rins pour traiter le cas d' une boîte par la méthode de la sphère équivalente.
En fonction de la densité du maillag e vibratoire, le conditionnement de la matrice A peut être
suffisamment faible et conduire à une solution stable.

boite 3boite 2boite 1
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Figure III.34
Variations du nombre de conditionnement de la matrice A

en fonction de ka et du nombre de mode de Sa pris en compte
a) boîte 1 avec Ns = 600 et kL = 2
b) boîte 3 avec Ns = 896 et kL = 2

3.3. Comparaison avec une méthode intégrale

3.3.1.  Description de la méthode utilisée

La méthode des éléments finis de frontière utilisée a été développée au Laboratoire de Vibrations et
d'Acoustique de l'I.N.S.A. de Lyon. On trouvera les détails de la méthode dans (58).
Rappelons que l a pression acoust ique rayonnée par une surface vi brante fermée s' exprime en tout
point M extérieur à cette surface au moyen de l'équation intégrale de Helmholtz:

    
P(M ) = P(Ms)

∂G0

∂n
( M, Ms) + jωρ0V

mes( Ms)G0(M, Ms)
 
 
  

 
dS

S
∫∫

( III.65 )

où P(Ms) est la pression pariétale et G0 la fonction de Green en champ libre.
En tout point de S le champ de pression pariétale inconnu vérifie l'équation intégrale de surface:

    

1
2

P( Ms ) = vp P(Ms)
∂G0

∂n
(M, Ms) + jωρ 0V

mes(Ms)G0(M, Ms)
 
 
  

 
dS

S
∫∫

( III.66 )



Chapitre III : Validations numériques

124

où l'intégrale est à prendre au sens de la valeur principale de Cauchy  (59). On se ramène alors à la
résolution d'un système linéaire ayant la pression pariétale pour inconnue en appliquant une méthode
de collocation simple : la surface vibrante est décomposée en Ns éléments de surface quadrilatère sur
lesquels la vitesse vibratoire et la pression pariétale sont supposées constantes. On obtient ainsi le
système suivant:

    
(
1
2

I − D)P = MV

( III.67 )

où
• les vecteurs P et  V contiennent la pression pariétale et la vitesse vibratoire mesurée sur chaque

élément de surface,
• la matrice I est la matrice identité
• les matrices M et D sont respectivement les matrices monopolaires et dipolaires définies par:

    
Mij = jωρ 0 G0(Mi , Mj )dSj

∆Sj

∫∫

( III.68 )

Dij =
∂G0

∂n
(Mi , M j )dSj

∆S j

∫∫

( III.69 )

Les inté grales Mij et  Dij sont calculées numériquement par la méthode de Gauss-L egendre. L e
système ( I II.67 ) est connu pour admettre une unique solution en dehors des fréquences

caractéristiques de S. On met alors en évidence la singularité de la matrice 
    
1
2

I − D  en ét udiant son

conditionnement (cf (46) par exemple).

La figure III.35 permet de visualiser les différentes fréquences caractéristiques dans le cas d' un cube
de coté L. L'expression analytique des fréquences caractéristiques réduites est connue:

    
kL(nx ,ny,nz ) = π nx

2 + ny
2 + nz

2

( III.70 )

où nx, ny et  nz sont des entiers supérieurs où ég aux à un. Sur la figure III.35, le nombre de

conditionnement de 
    
1
2

I − D  est défini à partir de la norme matricielle 1:

    
µ1 = 1

2
I −D

1

(1
2

I − D)−1

1

( III.71 )
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et les fréquences réduites kL calculées par ( III.70 ) sont signalées par les symboles " � ".

Figure III.35

Mise en évidence des fréquences caractéristiques de la matrice 
  

L xL y

N x N y

à partir des variations de son nombre de conditionnement µ1

Conséquences:

Dans les exemples qui vont suivre, on s'est assuré que la fréquence d' excitation ne coïncidait pas
avec une fréquence caractéristique de la boîte.

3.3.2.  Comparaison des résultats

La vi tesse vi bratoire i mposée sur chacune des faces de l a boî te est  choi sie parm i les deux
configurations suivantes:

1. Face pulsante:
 En tout point de la face la vitesse est uniforme :V M Vs( ) =
 
2. Face vibrante sur un mode (p1,p2) :

Dans un repère local associé à la face on définit un point par ses coordonnées cartésiennes (x1,x2)
et la vitesse en ce point vérifie:

V (x1 ,x 2 ) =V sin(πp1

x1

L1

)sin(πp2

x2

L2

)

( III.72 )

où L1 et L2 sont les dimensions de la face.
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La comparaison des résultats obtenus par les deux méthodes est effectuée à partir de la directivité du
champ de pression acoustique rayonné par la boîte. Pour simplifier la représentation g raphique, les
vitesses vibratoires imposées sur chacune des faces sont normalisées par rapport à la fréquence. L e
maximum de vitesse correspond à une accélération de 1 m/s2.
Les figures citées dans les paragraphes suivants sont rassemblées dans l'annexe 9.

a) Cas d'un cube de côté L dont une des faces vibre sur le mode (1,1)

Dans un premier temps, toutes les faces du cube sont supposées rigides (i.e. vitesse vibratoire nulle)
à l'exception de la face X = L/2 qui vibre suivant le mode (1,1). On compare alors les diagrammes de
directivité du cube calculés par la méthode intégrale et par la sphère équivalente dans le plan Z = 0 à
une distance r = 10 L pour les fréquences kL = 2 et  kL = 10 (fig ure A9.1). L e diag ramme de
directivité calculé par la méthode intég rale est stabilisé à partir d' un maillag e vibratoire de 294

points (i.e. Nx = Ny = Nz = 7). La sphère équivalente de rayon 
    
a =

L
2

 est placée au centre du cube. Le

champ de vitesse étant sy métrique par rapport aux  plans Z = 0 et  Y = 0, les modes de la sphère
équivalente qui vérifient cette symétrie auront une contribution importante au champ de vitesse
vibratoire. En revanche, la contribution des modes définis par σ = 0 (modes anti-sy métriques par
rapport au plan Y = 0) ou n+m impair (modes anti-sy métriques par rapport au plan Z = 0) est

rigoureusement nulle car les fonctions 
  

∂Ψ j

∂n
 associées à ces modes sont orthog onales au champ de

vitesse.
Pour la fréquence kL = 2 (L = 1,0 m et f = 108 Hz par exemple), seuls les modes de Sa dont l'ordre n
est inférieur ou égal à 3 contribuent au ray onnement acoustique du cube en champ lointain. A cette
fréquence, le cube admet une directivité peu marquée et la sphère équivalente converge très
rapidement vers la solution donnée par la méthode intég rale. L 'écart entre les deux  méthodes est
inférieur à 3 dB si tous les modes d'ordre n inférieur ou égal à 6 sont pris en compte. L a méthode de
la sphère équivalente permet donc d'approcher très rapidement le rayonnement acoustique du cube.
Lorsque la fréquence aug mente, le ray onnement acoustique devient plus directif et la convergence
des coefficients associés aux modes rayonnants de la sphère équivalente est plus lente. En prenant en
compte les modes jusqu'à l'ordre n = 10, l'erreur commise pour les points d' écoute situés en face de
la face vibrante devient négligeable. Du côté opposé à la face vibrante, les champs acoustiques
calculés par la sphère et par la méthode intégrale admettent jusqu'à 10 dB d'écart. L'amplitude de ces
lobes de directivité secondaires est cependant très faible et le diag ramme calculé par la méthode
intégrale est encore sensible au maillage vibratoire. Notons également que la vitesse de converg ence
des coefficients modaux de la sphère est identique si une autre face est choisie comme face vibrante.

Application des critères de maillage ( III.49 ) et ( III.50 )

En appliquant ces critères, on peut déterminer l' ordre max imum des coefficients modaux  que le
maillage vibra toire permet de  calculer. Dans les plans Z = 0 et  Y = 0, l es angles ∆ϕ max  et  ∆θ max

vérifient en effet:
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∆ϕ max = ∆θ max = Arctan(
∆
L
2

)

( III.73 )

avec 
    
∆ =

L
7

 pour le maillage considéré. Le critère suivant l'angle θ est le plus sévère. Il entraîne:

    
N max ≤

π
∆θ max

−1≤ 10,3

( III.74 )

Figure III.36
Lien entre le maillage vibratoire régulier d'un cube et les angles (∆ϕmax,∆θmax)

A partir de Nmax = 10, les fonctions harmoniques sphériques sont donc susceptibles d' être sous-
échantillonnées. L'influence de Nmax sur le ray onnement acoustique de la sphère est illustrée sur la
figure A9.2. Dans un premier temps, le diagramme de directivité associé à la sphère converge vers le
diagramme calculé par la méthode intégrale. Le mode pulsant de la sphère n'est bien sûr pas suffisant
(Nmax = 0). En lui ajoutant les modes dipolaires ( Nmax = 1) puis quadripolaires (Nmax =2) on voit
apparaître progressivement les différents lobes de directivité du cube. L 'amplitude du lobe principal
lié à la face vibrante est correctement décrite dès l'ordre Nmax = 5 alors que les lobes secondaires sont
plus long s à converg er. Pour Nmax = 11, l'écart devient relativement faible entre les deux
diagrammes. Au delà de Nmax = 11, le ray onnement acoustique de la sphère commence à diverg er.
Les lobes secondaires sont modifiés en premier à cause de leur faible amplitude. En effet, le sous-
échantillonnage des fonctions harmoniques sphériques affecte dans un premier temps les modes
d'ordre n et/ou m élevés qui sont très directifs mais non ray onnants. Les erreurs qu'ils engendrent sur
le rayonnement ne sont donc perceptibles que dans les zones où l' amplitude du ray onnement est
faible. Ils conduisent à une solution qui minimise la vitesse quadratique résiduelle calculée à partir
du ma illage vibra toire ma is qui a dmet de s osc illations importa ntes e ntre le s points du maillage.

ϕ θ

∆θmaxY

∆

∆ϕmax

X
L

Z

X
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L'amplitude de ces modes peut donc être surévaluée.  L e ray onnement acoustique calculé par la
sphère est alors supérieur au rayonnement acoustique réel. En faisant intervenir des modes d' ordre n
encore plus g rand ( Nmax = 17), les coefficients associés aux  modes ray onnants sont à leur tour
modifiés. L'amplitude du lobe principal commence alors à être modifiée.

On peut également distinguer les deux  z ones de converg ence et de diverg ence à partir de la
puissance acoustique rayonnée par la sphère équivalente (fig ure A9.3a). De même, le nombre de
conditionnement de la matrice A permet de caractériser le sous-échantillonnag e des modes de la
sphère. Le cube étant une structure très compacte, le nombre de conditionnement de la matrice A
reste proche de un ta nt que le maillage vibratoire du cube permet de distinguer la contribution des
différents modes de la sphère (i.e. Nmax < 10 sur la fig ure A9.3b). Au-delà de cette valeur,
l'orthogonalité des modes n'est plus traduite et le nombre de conditionnement augmente.

La fig ure A9.3c montre qu' il est difficile d' interpréter le sous-échantillonnag e des fonctions
harmoniques sphériques à partir des erreurs quadratique et max imum. En effet, quel que soit le
maillage vibra toire, l' erreur qua dratique ne  pe ut que  diminue r lorsque  le  nombre de modes de la
sphère équivalente pris en compte aug mente. Tant que Nmax est inférieur à 10, la décroissance de e2
traduit la converg ence du ray onnement de la sphère vers le ray onnement du cube ( e2 = 15 % pour
Nmax = 10). La décroissance de e2 est cependant encore plus rapide lorsque Nmax est supérieur à 10
car les modes sous-échantillonnés sont très directifs et améliorent la reconstitution de la vitesse aux
points du maillage.

L'erreur maximum tend également très vite vers zéro lorsque Nmax est supérieur à 10. En revanche,
elle ne décroît pas systématiquement lorsque le nombre de modes pris en compte aug mente (i.e. emax
augmente légèrement entre Nmax = 7 et  Nmax = 10 sur la fig ure A9.3c). La figure A9.4 représente en
effet la vitesse vibratoire exacte et calculée par l a sphère équi valente sur l a face vi brante et sur une
face rigide en contact avec la face vibrante. Elles sont calculées à partir d' un maillage important (Nx
= Ny = Nz = 20) de manière à simplifier la représentation graphique et à s'affranchir des problèmes
d'échantillonnage. En ne considérant que le mode pulsant de la sphère (i.e. Nmax = 0) la déformée du
cube n'est bien sûr pas correctement approchée. En aug mentant le nombre de modes de Sa, la vitesse
vibratoire est de mieux  en mieux  approchée en dehors des arêtes. L'erreur maximum est alors
obtenue aux points proches de l'arête du cube. Les arêtes engendrent une discontinuité de la normale

- et donc des fonctions 
∂Ψj

∂n
 - qui se traduit par une converg ence relativement lente de la vitesse

vibratoire calculée par la sphère. On observe un comportement proche du phénomène de Gibbs
illustré au paragraphe III.2 lorsque la vitesse vibratoire était une fonction discontinue.

Stabilité des coefficients modaux de la sphère équivalente

On a montré en annexe 3 que la stabilité des coefficients modaux de la sphère équivalente dépendait
du nombre de points de maillage. On associe donc à chaque point du maillag e vibratoire un écart-
type σ0 é gal à  10 % du ma ximum de  la  vite sse imposée sur le cube. Le maillage du cube étant
régulier, le modèle vérifie les hy pothèses de Gauss-Markov et l' écart-type     σ(xj )  associ é au j ème
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coefficient modal admet une décroi ssance en 
    

1
Ns

 (relation ( A3.28 )). L e tableau III.5 permet de

vérifier cette décroissance pour différents maillages lorsque les modes de Sa sont limités à l'ordre 4.

Ns = 294 Ns = 600 Ns = 1350

    

σ (x1) Ns

σ(x1) Ns0

0,70 0,503 0,334

    

Ns0

Ns
0,71 0,5 0,333

Tableau III.5
Vérification de la décroissance de l'écart-type coefficient modal (n,m,σ) = (0,0,1)

en fonction du nombre de points de maillage
( référence     Ns0

 = 150 ; kL = 10 ; Nmax = 4 )

Les quatre maillages considérés respectent le critère d'échantillonnage ( III.48 ). Pour la fréquence kL
= 10, le sy stème linéaire est donc très bien conditionné (i.e. µ(A) ≈ 1,3) et la matrice de variance-
covariance qui lui est associée est quasiment orthonormée (la norme de ses vecteurs-colonnes ne
dépend que de σ0). On en déduit que les coefficients modaux  sont fortement décorélés (i.e. termes
hors-diagonaux de la matrice de variance-covariance quasiment nuls) et qu' ils admettent à peu près
le m ême écart -type. Les m odes de Sa pris en compte sont donc stables pour les quatre maillag es
vibratoires (i.e. écart-type compris entre 5 et 50 % de l a valeur du coefficient modal). On peut alors
calculer l 'écart-type σP(M) associé à la pression acoustique ray onnée par la sphère en tout point du
cercle de directivité. Il est représenté sur la figure A9.5 à l'aide des trois courbes suivantes:

a) P(M ) = 20Log10

P(M)
P0

b) P+ (M) = 20Log10

P(M) + σ P( M)
P0

c) P−(M) = 20Log10

P(M ) −σ P (M )
P0

( III.75 )

avec la référence P0 = 2.10-5 Pascal.
Pour Ns = 150, les trois courbes se confondent sur les forts niveaux  (i.e. en face de la face vibrante)
et admettent des écart s importants dès que l e niveau est inférieur à 40 dB. L'écart-type associé à la

pression est en effet de cet ordre de g randeur sur tout le cercle de directivité (i.e. 
    
20Log10

σ P( M)
P0

 ≈
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40 dB). On a montré en annex e 3 que σP(M) vérifiait également la décroissance en 
    

1
Ns

. Pour Ns =

1350, elle se traduit par un g ain de 
    
20Log10

1350
150

≈ 10 dB  que l' on peut constater sur la fig ure

A9.5d.
Rappellons également que le ray onnement acoustique de la sphère équivalente peut être stable sans
être proche du ray onnement acoustique du cube. L a contribution des modes d' ordre n inférieur ou
égal à 4 est en effet stabilisée lorsque le  nombre  de  points de  ma illage augmente, ma is e lle re ste
insuffisante pour décrire le rayonnement acoustique du cube (cf. figure A9.2).

Lorsque la face X = L/2 est une face pulsante (fig ure A9.6) le diagramme de directivité du cube à la
fréquence kL = 2 est très proche de celui de la face vibrante. L a convergence des coefficients de la
sphère est cependant plus lente pour kL = 10 car l a discontinuité de l a surface est  accentuée par la
discontinuité de la vitesse sur les arêtes de la face pulsante.

b) Cas d'un cube dont les six faces vibrent en phase sur le mode (1,1)

En plus des sy métries précédentes, le champ de vitesse admet également les plans X = 0 et  X = Y
comme plans de symétrie. On en déduit que les modes de la sphère équivalente associés à un indice
m multiple de quatre sont les seuls à contribuer au ray onnement acoustique du cube. Pour kL = 2 l e
seul mode rayonnant qui admette une contribution différente de z éro est le mode pulsant ( n,m,σ) =
(0,0,1) et le cube se comporte exactement comme une sphère pulsante (figure A9.7). Pour kL = 10, le
rayonnement acoustique du cube est parfaitement décrit par les modes dont l'ordre n est inférieur ou
égal à quatre (écart inférieur à 0,5 dB). P our ces deux  fréquences, la convergence des coefficients
modaux de la sphère équivalente est donc très rapide. P our un cube à six  faces pulsantes la
convergence est plus lente en face des arêtes (figure A9.8).

c) Cas d' un cube dont la face Z = L/2 vibre sur un mode (3,3) et les autres vibrent en phase sur le
mode (1,1) (figure A9.9)

Pour la fréquence kL = 10, la solution donnée par la méthode intég rale se stabilise pour un maillag e
vibratoire de 480 points ( Nx = Ny = 10 et  Nz = 7). En dehors des poi nts situés en face de l a face Z =
L/2, le diagramme de directivité est identique à celui obtenu dans le cas du cube à six faces vibrantes
(i.e. même forme pour les lobes de directivité et même amplitude). I l faut cependant attendre les
modes d' ordre n = 10 pour traduire la contribution de la face Z = L/2. L a forme des lobes de
directivité est alors respectée mais l'amplitude de ces lobes peut admettre jusqu' à 10 dB  d'erreur. A
partir des modes d' ordre n = 20, l'écart entre les deux  diagrammes est toujours inférieur à 3 dB. L e
nombre de points de maillage nécessaire pour appliquer la méthode de la sphère équivalente est alors
très importa nt (i.e . plusie urs millie rs si on applique les critères  ( III.49) et ( III.50 ) ). L es deux
méthodes admettent le même nombre d'inconnues et conduisent à des temps de calculs équivalents.

Notons que le nombre de conditionnement de A est proche de 100 lorsque tous les modes d' ordre n
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inférieur ou égal à 20 sont pris en compte. En appliquant le modèle de Gauss-Markov avec un écart-
type constant et égal à 10 % du maximum de la vitesse vibratoire, les écart-types associés aux modes
rayonnants sont ég alement de l' ordre de 10 %. L e modèle est donc stable bien que le nombre de
conditionnement soit grand devant un.

La figure A9.10 illustre la convergence de la vitesse vibratoire calculée par la sphère sur la face     Z
= L/2 vers le mode (3,3). Comme dans le cas du cube à une face vibrante, le choix  de la face qui
vibre sur le mode (3,3) n' affecte pas la vitesse de converg ence des coefficients modaux de la sphère
équivalente.

d) Cas d'une boîte de dimensions 2L×L×L dont les six faces vibrent en phase sur le mode (1,1)

Cet exemple permet d'illustrer la lenteur de la converg ence des coefficients modaux  de la sphère
équivalente lorsque la structure n' est plus compacte. Pour approcher avec précision le rayonnement
acoustique de la boîte lorsque ses six  faces vibrent en phase sur le mode (1,1), il faut en effet
davantage de coefficients que dans le cas du cube. Pour kL = 10, les lobes de directivité sont
relativement bien décrits à partir de l'ordre n = 4 (figure A9.11). Il faut cependant attendre les modes
d'ordre n = 10 pour que l'erreur sur la pression acoustique rayonnée soit partout inférieure à 5 dB. La
solution e st a lors sta ble ( µ(A) = 2,0) et l' erreur quadratique inférieure à 25 %. Pour kL = 20, le
rayonnement acoustique de la boîte est très directif et, contrairement au cas du cube, il ne peut plus
être traduit par les modes d'ordre n inférieur à 4 (figure A9.12). Les erreurs quadratique et maximum
sont de l' ordre de 75 %. A partir de Nmax = 10, les principaux  lobes de directivité sont très bien
approchés alors que l' erreur quadratique est encore supérieure à 40 %. L a vitesse est en effet bien
approchée au cent re des faces et  m oins bi en aux  poi nts proches des arêt es. Tous l es m odes étant
rayonnants, le conditionnement de A est très proche de un             (i.e µ(A) = 1,6). Notons que pour
obtenir des lobes secondaires stables par la méthode intég rale il faut un maillag e vibratoire de plus
de 400 points. B ien que la converg ence soit plus lente que dans le cas du cube, la méthode de la
sphère équivalente permet d' approcher assez  rapidement la forme et l' amplitude des lobes de
directivité de la boîte.

Pour un maillage régulier de la boîte, l'angle ∆ϕmax vérifie la relation ( I II.73 ) avec 
    
Nx =

2L
∆

. Pour

déterminer les coefficients modaux jusqu'à l'ordre Nmax, Nx doit donc vérifier:

Nx ≥
4

tan(∆ϕ max)
≥

4

tan( 2π
2Nmax +1

)

( III.76 )

Pour Nmax = 10, on en déduit : Nx ≥ 13. En choisissant Nx = 20 (i.e. 1000 points de maillag e), le
critère ( III.49 ) est donc largement respecté.
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4. Applications de la méthode géométrique

4.1. Calcul du rayonnement acoustique d'une plaque rectangulaire insérée
dans un baffle

On considère une plaque rectangulaire, homogène, appuyée sur ses bords et soumise à une excitation
ponctuelle harmonique. On sait exprimer analytiquement la base modale vibratoire de cette plaque
en fonction de ses dimensions ( Lx;Ly), de sa masse M et de son module de rig idité de flex ion D (59).
Dans un repère lié au centre de la plaque on définit ainsi respectivement la forme propre et la
pulsation propre associées au mode d'ordre (nx,ny) par:

Φnxny
(xs, ys) = sin(nxπ

xs

Lx

)sin(nyπ
ys

Ly

)

( III.1 )

et

    
ωnxn y

=
D
M

(π
nx

Lx
)2 + (π

ny

Ly
)2

 

 
 

 

 
÷ 

( III.2 )

La vitesse vibratoire normale en tout point de la plaque s'écrit alors:

    
V s(xs , ys ) =

4jω
M

Fnxny
sin(nxπ

xs

Lx

) sin(nyπ
ys

Ly

)

ωnxn y

2 − ω 2 + jηnxn y
ω nxn y

ωnx,n y

∑

( III.3 )

où

• 
    
Fnxny

= F0 sin(nxπ
x0

Lx

) sin(nyπ
y0

Ly

)  est l'amplitude de l 'excitation associée au mode (nx,ny) pour une

force F0 placée au point (x0;y0)
• ηn nx y

 est l'amortissement du mode (nx,ny)
Le rayonnement acoustique de cette plaque est obtenu en appliquant la formule de Rayleigh (59):

    
P(M ) = 2jkρ0c0 Vs(Ms)G0(Ms, M)dS

S
∫

( III.4 )

où G0 est la fonction de Green en champ libre définie en annexe 2.
On définit une sphère équivalente de rayon a et de centre (0;0;-a). C'est une sphère qui est tangente à
la plaque au point O centre du repère. L es coefficients modaux  de cette sphère sont calculée par
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l'intégrale ( II.93 ). La vitesse en tout point de la sphère est définie par l'une des projections présentée
au paragraphe II.2.3.
Seule une portion de la sphère équivalente est ainsi associée à la plaque vibrante (cas 1 de l'équation
( III.81 )). En dehors de cette portion vibrante, la vitesse est égale à zéro (cas 2 de l'équation ( III.81
)). Elle rend compte du baffle rigide.

��    

Vnmσ
a = V a(θa,ϕa)Y nm

σ (θa,ϕa)sinθadθadϕa
θa= 0

θ lim (ϕ a )

∫
ϕ a= 0

2π

∫
cas 1 : point image sur la plaque

⇒ V a(θa,ϕa)=V s(xs,ys)

	� 
��������������� ����������������

+ V a(θa ,ϕ a)Y nm
σ (θa ,ϕa)sinθ adθadϕa

θa=θ lim (ϕa )

π

∫
ϕa =0

2π

∫
cas 2 : point image sur le baffle

⇒ V a(θa,ϕa)=0

	� 
��������������� ����������������

( III.5 )

Les relations qui permettent d' exprimer les coordonnées (xs,ys) des points de la plaque en fonction
des coordonnées (θa,ϕa) de leur point image sur la sphère sont détaillées en annexe 10 en fonction de
la projection choisie.
Le rayonnement acoustique de la sphère équivalente est comparé à la solution analytique donnée par
la formule de Ray leigh pour une plaque en acier de dimensions (Lx;Ly)=(L;0,7L) dont les
caractéristiques mécaniques sont les suivantes:

masse volumique : ρ = 7800 kg/m3 ; module de Young : E = 2,0 1011 N/m2

coefficient de Poisson : ν = 0,3 ; amortissement : η = 0,01
Cette plaque est excitée par une force unitaire placée au point (x0;y0) = (-0,15L;0,10L).
Pour le point d' écoute M1 proche de la plaque, la fig ure I II.37 indique que les deux projections
conduisent à un ray onnement acoustique très proche de la solution analytique. La pression
acoustique rayonnée en ce point est t rès peu i nfluencée par l e baffl e. Une sphère équi valente de
rayon a = 2 L suffit donc pour traduire le ray onnement acoustique de la plaque, que la déformée
admette des variations lentes (figure III.37a) ou plus rapides (figure III.37b).

Figure III.1
Validation de la méthode géométrique : comparaison des deux projections

a) épaisseur de la plaque = L / 20
b) épaisseur de la plaque = L / 40

( a = 2L ; Nmax = 10 ; Point d'écoute M1( 0,2L ; 0,15L ; 0,3L ) )
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Lorsque le point d' écoute s'éloigne de la plaque, il faut augmenter le rayon de la sphère équivalente
pour prendre en compte l'effet du baffle. Une sphère de ray on a = 10 L permet ainsi de mieux
approcher le rayonnement acoustique de la plaque qu'une sphère de rayon a = L ou       a = 2L (figure
III.38).

Figure III.2
Validation de la méthode géométrique : influence du rayon de la sphère équivalente

pour une projection suivant les rayons de la sphère
( épaisseur de la plaque = L / 20 ; Point d'écoute M2( 0,6L ; 0,4L ; 2L ) )

Le ray onnement acoustique de la sphère équivalente de rayon a = 10 L s' éloigne de  la  solution
analytique lorsque kL est supérieur à 3,8. Ce résultat est lié à l' ordre max imum des modes de la
sphère pris en compte (figure III.39). Le critère ( I I.28 ) montre en effet que les modes de la sphère
équivalente dont l' ordre n est i nférieur ou ég al à ka + nP sont des modes qui participent au
rayonnement acoustique de la sphère (avec nP ≈ 4 pour le point d'écoute M2). En tronquant la base
modale de la sphère de ray on a = 10L à l'ordre Nmax = 10 (respectivement 25 et 40), tous les modes

rayonnants sont pris en compte tant que la fréquence reste inférieure à 
    
kL =

L
a

(Nmax − nP )  ≈ 0,6

(respectivement 2,1 et 3,6). Au-delà de cette fréquence, certains modes ray onnants de la sphère
peuvent manquer pour traduire avec précision le rayonnement acoustique de la plaque.
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Figure III.3
Validation de la méthode géométrique :

Influence de l'ordre maximum des modes de la sphère équivalente pris en compte
pour une projection suivant les rayons de la sphère
( a = 10L ; Point d'écoute M2( 0,6L ; 0,4L ; 2L ) )

L'approximation géométrique a ég alement été val idée à part ir de vitesses vibratoires mesurées sur
une plaque en acier de 5 mm d'épaisseur et de dimensions (Lx;Ly) = (0,60m;0,40m) (figure III.40).

Figure III.4
Validation de la méthode géométrique : comparaison Calculs/Mesures

a) Point d'écoute proche de la plaque : ( 0,20 m ; 0,12 m ; 0,10 m )
b) Point d'écoute éloigné de la plaque : ( 1,30 m ; 0,12 m ; 1,30 m)
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La vitesse vibratoire est connue en un nombre fini de points (i.e. maillage régulier 13×9). La vitesse
vibratoire doit cependant être connue aux  points de la sphère définis par la discrétisation de
l'intégrale ( II.93 ). Lorsque leur imag e sur la plaque ne correspond pas à un point de mesure, la
vitesse vibratoire est calculée par une interpolation des vitesses mesurées (i.e. interpolation par des
fonctions splines cubiques (53)).
Des résultats comparables à ceux obt enus par l a form ule de R ayleigh sont  présent és sur l a fi gure
III.40 avec une projection parallèle à l'axe Oz et une sphère équivalente de rayon 0,60 m.

4.2. Calcul du rayonnement acoustique d'un cube

1. Cas d'un cube de côté L dont la face X = L / 2 vibre sur un mode (1,1)

L'intégrale ( II.93 ) est calculée à partir d'un maillage vibratoire de la sphère équivalente défini par la
relation ( III.6 ). On utilise  le critère ( III.18 ) pour s' assurer que les modes vibratoires de la sphère
équivalente que l'on cherche à déterminer sont suffisamment échantillonnés.
Les meilleurs résultats ont été obtenus pour une sphère de même centre que le cube et de ra yon

    
a =

rins + rcir

2
 (figure III.41). En adoptant une projection suivant les rayons de la sphère, la distance

maximum, notée dmax, entre un point de la structure et son point image sur la sphère vérifie:

    
dmax =

rins + rcir

2
− rins =

3− 1
4

L

( III.6 )

Cette sphère admet également une surface très proche de celle du cube.

Figure III.5
Sphère équivalente pour le calcul du rayonnement acoustique d'un cube

 par la méthode géométrique

    
L
2

    
a = rcir = 3

2
L

a =
rins + rcir

2
=

3 +1
4

L

    
a = rins =

L
2

dmax
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La figure A10.2 permet de comparer les diag rammes de directivité obtenus par la méthode intég rale
présentée au paragraphe III.3 et par la méthode géométrique.

• Pour kL = 2, le rayonnement acoustique du cube est très peu directif (fig ure A10.2a). I l est très
bien représenté si on prend en compte tous les modes de la sphère équivalente jusqu' à l' ordre
Nmax = 3 (i.e. tous les modes ray onnants de la sphère). L'écart entre les coefficients modaux
calculés par la méthode de la sphère équivalente (cf. parag raphe 3 et fig ure A9.1) et les
coefficients modaux  calculés par l' approche géométrique est relativement faible (i.e. inférieur à
10 % du module du coefficient). A cette fréquence, la long ueur d'onde acoustique λ0 est en effet

largement supérieure à la distance qui sépare le cube de la sphère (i.e. 
    

λ0

dmax

=
πL

dmax

≈ 17). De

plus, les modes de la sphère pris en compte sont des modes d' ordre peu élevé qui ont une faible
directivité. On a montré au parag raphe 1.4 du chapitre I I que la longueur d'onde associée aux

modes (n,0,σ) vérifiait 
    
λ (n) =

2πa
n

 (i.e. 
    

λ (n)

2
 est la distance qui caractérise les points de la sphère

qui vibrent en phase). Pour Nmax =  3, le s modes pris e n compte admettent des oscillations à la

surface de l a sphère qui  rest ent g randes devant  dmax (i.e. 
    

λ (3)

dmax

≈ 8). La projection géométrique

n'entraîne donc pas d'écarts importants sur le calcul des coefficients modaux.
 
• Pour kL = 10, le rayonnement acoustique du cube est très directif (fig ure A10.2b). I l est bien

approché sur les forts niveaux lorsque les modes de la sphère équivalente sont pris en compte
jusqu'à l' ordre Nmax = 5. La longueur d'onde acoustique est du même ordre de g randeur que le

rayon de la sphère équivalente (
    
λ 0 =

2π
10

L ≈ 0,63L et  
    
a =

1+ 3
4

L ≈ 0,68L) et 
λ (5)

dmax

≈ 5. L a

distance entre la sphère et la structure est donc suffisamment faible devant la longueur d'onde
acoustique et la long ueur d' onde associée aux  modes de la sphère d' ordre élevé pour que
l'approximation géométrique conduisent à des résultats satisfaisants. Si on prend en compte tous
les modes rayonnants de la sphère (i.e. Nmax = 8), le diagramme de directivité s'éloigne davantage
du diag ramme donné par la méthode intég rale (fig ure A10.3a). On observe toujours un écart
relativement faible entre les premiers coefficients modaux calculés par la méthode géométrique et
ceux calculés par la méthode de la sphère équivalente. En revanche, les modes d'ordre n et  m
élevés admettent des erreurs importantes qui expliquent l'écart observé sur les lobes de directivité
de faibles niveaux.

 

• Pour kL = 20, la long ueur d'onde acoustique est inférieure à dmax et 
    

λ(16)

dmax
≈1,5 (les modes de la

sphère sont rayonnants jusqu'à l'ordre Nmax = 16). Le calcul de la contribution de ces modes n' est
donc plus insensible aux  erreurs g énérées par la projection géométrique. Le diagramme de
directivité admet un écart de 5 dB sur le lobe principal (figure A10.3b).
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2. Cas d'un cube de côté L dont la face Z = L/2 vibre sur le mode (3,3) et les autres faces vibrent sur
le mode (1,1)

En appliquant une projection suivant les rayons de la sphère équivalente, le diagramme de directivité
de la sphère est proche de celui du cube, en part iculier sur l es forts niveaux associés aux faces qui
vibrent sur le mode (1,1) (fig ure A10.4). Comme précédemment, les coefficients modaux  associés
aux premiers modes de la sphère admettent des valeurs très proches de celles calculées par la
méthode de la sphère équivalente alors que les coefficients d' ordre élevé admettent davantag e
d'écart. Cela se t raduit par une erreur i mportante sur l es lobes de directivité associés à la face Z =
L/2. Le champ de vitesse sur cette face n'est cependant pas reconstitué par la projection géométrique.
La figure A10.5 permet de comparer la vitesse vibratoire ex acte           (i.e. mode (3,3)) à la vitesse
vibratoire calculée par la sphère équivalente. L orsque l'ordre n des modes pris en compte augmente,
les modes de la sphère sont de moins en moins ray onnants et le champ acoustique qui leur est

associé vari e en pui ssance de n. Pour une sphère équivalente de ray on a =
rins + rcir

2
, la  vite sse

vibratoire calculée aux  points proches du cent re des faces (i .e. où l a di stance ent re l a sphère et le
cube est max imale), est obtenue en rétropropag eant les différents modes de la sphère. Elle admet
donc une amplitude importante liée à la contribution des modes non ray onnants. En choisissant une
sphère de rayon a = rins, l 'amplitude est moins importante au cent re des faces m ais la vitesse sur l e
bord des faces n'est pas reconstituée.
Différents essais ont été effectués pour prendre en compte lors de la projection la distance qui sépare
un point du cube de son imag e sur la sphère. Aucune tendance cohérente n' a pu être mise en
évidence dans les résultats obtenus. L 'influence de la distance sur la contribution des différents
modes ne peut en effet pas traduire le comportement des différents modes de la sphère. On peut par
exemple montrer à partir de ( II.10 ) que la composante radiale de la vitesse particulaire rayonnée par

le mode pulsant de la sphère admet une composante qui décroit en 
    
1
r

 et une composante qui décroît

en 
    

1
r 2 . D'autre part, la méthode de la sphère équivalente a montré que le calcul du champ de vitesse

sur le cube faisait intervenir des modes non ray onnants de la sphère équivalente. Ces modes

présentent une décroissance en puissance de 1
r

 qui ne peut être prise en compte.

5. Conclusion

La méthode de la sphère équivalente a été validée sur des structures simples et compactes. L e
rayonnement acoustique de la sphère équivalente a été comparé à celui obtenus par une méthode
intégrale (cas de la boîte) ou à une solution analy tique (cas de la sphère). Dans un premier temps,
l'influence du rayon et de la position du centre de la sphère équivalente sur le conditionnement du
système linéaire a été étudiée. Lorsque la structure vibrante est une sphère, on pe ut en effet utiliser
les expressions asymptotiques des modes de ray onnement de la sphère équivalente pour calculer le
nombre de conditionnement du sy stème linéaire. En disting uant la contribution des modes
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rayonnants et des modes non ray onnants de la sphère équivalente, les critères simples établis au
chapitre II sur le choix de la position et du rayon de la sphère équivalente ont été validés.
Les problèmes liés à l' interprétation des critères de validité du modèle de la sphère équivalente ont
été mis en évidence. Nous avons ainsi montré que l' écart entre la vitesse mesurée et la vitesse
calculée par la sphère sur la structure peut être faible sans que le ray onnement de la sphère
équivalente soit proche de la solution (i.e . problè me lié  a u ma illage vibra toire), ou é levé a vec un
rayonnement acoustique proche de la solution (i.e. les coefficients modaux  associés aux modes de la
sphère qui contribuent au rayonnement acoustique de la structure convergent rapidement). De même,
le nombre de conditionnement peut être un indicateur du sous-maillag e de la structure vibrante. Le
rayonnement acoustique de Sa peut cependant être stable sans que le nombre de conditionnement soit
proche de un.
Nous avons montré sur différents ex emples que le nombre de modes de la sphère équivalente que
l'on peut déterminer dépend fortement du maillage vibratoire de la structure. Un critère simple qui ne
prend en compte que les variations des fonctions harmoniques sphériques a été validé dans le cas
d'une boîte. La convergence du champ de vitesse calculé par la sphère vers celui mesuré sur la
structure est relativement lente aux  points proches des arètes de la boîte où l' on peut observer un
comportement proche du phénomène de Gibbs. L e modèle de la sphère équivalente semble
cependant peu sensible à l'hypothèse de régularité de la structure.

L'approche géométrique a également été validée dans l e cas d'une plaque rectangulaire insérée dans
un baffle. Le rayon de la sphère équivalente est choisi en fonction de la position du point d'écoute de
manière à rendre compte de la plaque et du baffle. L a distance entre la sphère équivalente et la
structure peut en effet être rendue très faible en choisissant un g rand ray on pour la sphère
équivalente. Le rayonnement acoustique de cette sphère est alors une très bonne approximation de
celui de la plaque si tous les modes rayonnants de la sphère sont pris en compte (i.e. tous les modes
qui vérifient les critères de troncature établis au paragraphe 1.5 du chapitre II).
L'application au cas d'un cube a montré que la projection du champ de vitesse modifiait la
contribution des modes de la sphère équivalente dès que la distance entre la sphère et le cube
devenait du même ordre de g randeur que la long ueur d'onde caractéristique des modes de la sphère
et/ou du même ordre de grandeur que la longueur d'onde acoustique.
La méthode géométrique fournit donc des résultats rapides puisque les calculs se ramènent à une
simple intégration de la vitesse vibratoire de la sphère. Le temps nécessaire pour définir la projection
géométrique est cependant important. I l peut ég alement devenir difficile d' associer de manière
automatique un point de la structure à un point de la sphère lorsque cette structure devient complexe.
Le calcul des coefficients modaux  de la sphère impose d'autre part de connaître la vitesse vibratoire
en certains points de la sphère, c'est-à-dire de connaître la vitesse vibratoire associée à leurs points
images sur la  struc ture. L orsque c es points ne  c oïncident pa s a vec des points de maillage où la
vitesse est connue (par la mesure ou par le calcul) il faut la calculer par interpolation. Cette étape
peut également s'avérer difficile à mettre en oeuvre pour une structure de géométrie quelconque.
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CHAPITRE IV

Validations expérimentales

Il s'agit dans ce chapitre de valider la méthode de la sphère équivalente et l'approche géométrique à
partir de données mesurées sur une boîte rectang ulaire posée sur le sol réfléchissant d' une chambre
semi-anéchoïque. Après a voir pré senté le  monta ge e xpérimental utilisé  (§1), le  c omportement
vibratoire de la boîte est analy sé (§2). Afin de simplifier la lecture, les différentes courbes citées
dans ce paragraphe sont rassemblées en annexe 12. On applique alors la méthode des images pour se
ramener à un problème de rayonnement acoustique en champ libre (§3) et les résultats obtenus par
les deux méthodes sont comparés d' une part à la mesure et d' autre part aux  résultats obtenus par la
méthode intégrale présentée au chapitre III (§4 et §5).

1. Description du montage expérimental

Description de la structure
La structure étudiée est une boîte rectang ulaire de dimensions 0,610 m × 0,410 m × 0,305 m posée
sur le sol réfléchissant de la chambre semi-anéchoïque de l' I.N.R.S (plan Z = 0 sur la figure IV.1).
Elle est constituée de cinq faces homog ènes (i.e. pas de raidisseur, pas de masse ajoutée) et
d'épaisseur constante égale à 4 mm.

Figure IV.1
Schéma de la boîte

Les faces 2, 3 et  4 repérées sur l a fi gure IV.1 sont  i ssues d' une pl aque pl iée sur laquelle ont été
soudées les faces 1 et 5. Afi n d' assurer l 'étanchéité acoust ique ent re l 'intérieur et  l 'extérieur de l a
boîte celle ci repose sur un joint en mousse dont l'épaisseur sera toujours négligée par la suite.

O
12

3

5

4

X

Y

Z

Ly

Lx

Lz

Lx = 0,410 m
Ly = 0,610 m
Lz = 0,305 m
e = 0,004 m
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Description de l'excitation
Un pot vibrant placé à l' intérieur de la boîte ex cite la face n° 4 au point de coordonnées
(0,000;0,475;0,100). Il est alimenté en bruit blanc sur la gamme de fréquence 20-1000Hz.

Description de la mesure des vibrations
Suivant les ax es Ox, Oy et Oz un maillag e régulier respectivement de 5 cm, 5 cm et 4,5 cm a été
appliqué. Il conduit à un ensemble de 425 points de mesure :

63 points sur les faces 1 et 5
91 points sur les faces 2 et 4
117 points sur la face 3

La vitesse vibratoire est mesurée en chacun de ces points par un vibromètre laser monté sur un robot
2-axes piloté par un ordinateur. Le robot permet un balayage semi-automatique des faces de la boîte.
La vitesse vibratoire est mesurée par le vibromètre en amplitude et en phase. L es déformées
vibratoires sont reconstruites à partir d'une référence de phase prise sur une tête d' impédance montée
entre le pot vibrant et la structure (cf. fig ure IV.2) : l' autospectre de la vitesse mesurée donne le
module de la vitesse vibratoire et la phase est apporté par la phase de l' interspectre entre la vitesse
mesurée et le signal de référence.

Figure IV.2
Schéma du montage expérimental - matériels utilisés

Générateur de
bruit blanc
(BK 1405)

Analyseur de fréquence
utilisé comme filtre

passe-bas (BK 2120)

Amplificateur
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(BK 4809)

Structure
étudiée

Tête d’impédance
(BK 8001)

Amplificateur de
charge (BK 2635)

Microphone
(BK 4188)

Préamplificateur
(BK 2671)

Alimentation
(BK 5935)

Vibromètre laser
(Polytec OFV3000)

Acquisition des signaux
et pilotage du robot
(Masscomp 5500)

Voltmètre
de contrôle

Robot 2-axes
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2. Comportement vibratoire de la boîte

Les conditions aux  limites vibratoires sur chacune des faces ne sont bien sûr pas connues. On ne
peut donc pas prévoir analy tiquement les modes propres de la boîte (i.e. fréquences propres et
déformées modales). Un certain nombre de résultats peuvent cependant être établis à partir des
vitesses quadratiques partielles mesurées sur chacune des faces de l a boîte. Elles sont représentées,
ainsi que la vitesse quadratique globale, sur la figure A12.1.
Elles montrent dans un premier temps que la boîte admet un comportement modal très marqué sur
toute la g amme de fréquence d' analyse. L a face n°4, ex citée par le pot vibrant, apporte la
contribution principale à la vitesse quadratique de la boîte. Elle présente par exemple de forts
niveaux de vitesse quadratique pour les fréquences 95 Hz , 200 Hz , 305 Hz  et 345 Hz . Les figures
A12.2 à A12.5 montrent que les déformées vibratoires associées à ces fréquences sont associées à
l'émergence de modes locaux et/ou globaux de la boîte. On constate alors que ce sont les bords de la
boîte en contact avec le joint en mousse qui admettent les vibrations de plus grandes amplitudes. Les
conditions aux limites sur ces arêtes sont donc assez proches des conditions libres.
En étudiant les déformées de la face 3 (i .e. la face du dessus), on const ate également que cette boîte
admet un découplag e assez  fort entre chacune des plaques. L es fréquences associées aux premiers
maxima de l a vi tesse quadrat ique part ielle mesurée sur cet te face sont  répertoriées dans l e tableau
IV.1. Elles sont comparées aux fréquences propres calculées pour une plaque appuyée sur ces quatre
bords dont les dimensions et les caractéristiques mécaniques sont celles de la
face 3.

Premières fréquences émergeant de la vitesse
quadratique mesurée sur la face 3

98 Hz 209 Hz 305 Hz 380 Hz 442 Hz

Fréquences propres des modes vibratoires
associés à un modèle de plaque appuyée ayant

les même caractéristiques mécaniques
que la face 3

104 Hz
mode (1,1)

201 Hz
mode (2,1)

319 Hz
mode (1,2)

363 Hz
mode(3,1)

416 Hz
mode (2,2)

Tableau IV.1
Comparaison entre les modes d'une plaque appuyée
et le comportement vibratoire mesurée sur la face 3

Les déformées vibratoires associées aux  fréquences propres de la plaque ont été mentionnées. On
peut alors vérifier sur les fig ures A12.6 et A12.7 la prédominance de ces modes sur les déformées
mesurées. On en déduit que les modes locaux associés à cet te face sont  assez peu pert urbés par l es
modes d'ensemble de la boîte.
Les figures A12.8 et A12.9 montrent que le maillag e vibratoire permet de représenter correctement
les déformées vibratoires mesurées dans toute la bande d' analyse (déformée de la face 3 à 800 Hz et
de la face 5 à 975 Hz). Il en est de même sur les autres faces.

On peut conclure ce paragraphe en remarquant que les vitesses quadratiques partielles mesurées sur
les faces 1 et 5 (respectivement 2 et  4) sont  relativement différentes alors qu'elles sont  associées à
des surfaces qui  ont  a priori  des caractéristiques mécaniques et des conditions aux  limites très
voisines.
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3. Prise en compte du sol réfléchissant par la méthode des images

Le champ de pression acoustique ray onné par une structure de g éométrie arbitraire posée sur un sol
rigide vérifie le système différentiel suivant:
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( IV.1 )

où Π est le plan réfléchissant défini par z = 0 et Π+ le demi-espace supérieur (z > 0) extérieur à S.

Figure IV.3
Structure vibrante posée sur un sol réfléchissant

Le champ acoustique en tout point M de Π+ se décompose en un champ direct rayonné par la surface
S et un cham p réfléchi par l e plan Π (cf.figure IV.3). Quelle que soit la méthode utilisée, (méthode
intégrale ou méthode de la sphère équivalente), la contribution associée au plan réfléchissant ne peut
être obtenue simplement puisqu'il ne constitue pas une surface fermée et qu' il est théoriquement de
dimensions infinies. Pour se ramener à l' étude d'une surface vibrante fermée qui ray onne en champ
libre on applique la méthode des images.
Soient S' la surface i mage de S par rapport au plan Π et  Σ l a surface ferm ée fi ctive définie par l a
réunion de S et S'.
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Figure IV.4
Application de la méthode des images

Si le champ vibratoire sur S' est également le symétrique du champ vibratoire de S alors le champ de
pression acoustique rayonné par Σ admet le plan Π comme plan de sy métrie et vérifie en tout point
du demi-espace Π+ le système différentiel suivant:
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On en déduit qu'il vérifie également l'équation IV.1.c) car la symétrie du champ de pression entraîne
que son gradient suivant l'axe Oz est nul sur le plan Π (i.e.     Vn (z = 0) = 0 ).
Les sy stèmes I V.1 et I V.2 décrivent donc la même solution : la méthode des images permet de
traduire simplement la contribution du plan réfléchissant en remplaçant la surface S et le plan Π par
la surface Σ. On est alors ramené au calcul du rayonnement acoustique d'une surface vibrante fermée
en champ libre.
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Conséquences:

1) sur la méthode des éléments finis de frontières
On peut appliquer la méthode présentée au chapitre I I à partir d'un maillage vibratoire de Σ
symétrique par rapport au plan Π. Le cham p de pressi on pari étale ét ant également symétrique, le
nombre d'inconnues du système linéaire peut être divisé par deux  en ne calculant que les pressions
pariétales sur S.

2) sur la méthode de la sphère équivalente
La sy métrie de  Σ par rapport au plan Π e ntraîne da ns un pre mier te mps que  le  minimum de
compacité de  Σ est obtenu lorsque le centre de la sphère équivalente appartient au plan Π. On
choisira donc le centre de la sphère équivalente sur le sol réfléchissant.
Dans un second temps, si l'axe Oz de la sphère est choisi normal au plan Π, les relations de symétrie

vérifiées par les fonctions 
  
∂Ψj

∂n
 entraînent (cf. annexe 11):
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( IV.3 )

Toutes les fonctions 
  
∂Ψj

∂n
 telles que n+m est impair sont orthogonales au champ de vitesse vibratoire

de Σ. Elles ne peuvent donc pas contribuer à la base modale vibratoire de Σ. Seules les fonctions
telles que  n+m est pair peuvent contribuer au champ de vitesse vibratoire. Elles seules sont donc
prises en compte dans la matrice A. Remarquons alors qu'elles vérifient:
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( IV.4 )

On en déduit que les coefficients modaux de la sphère équivalente ne dépendent que des points de
maillage qui appartiennent à la surface S. Ils sont donc déterminés en résolvant au sens des moindres
carrés le système:

Ax = b
avec

    
Ai, j = ∆Si

∂Ψ j

∂n
(M i )  pour i ∈ [1,...,Ns] et j ∈ [1,...,N]

bi = ∆Si V
mes(Mi )  pour i ∈ [1,...,Ns]

pour Mi ∈ S et j tel que n+m est pair
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( IV.5 )

De manière plus générale, la méthode des images peut être appliquée lorsque la structure n'est pas en
contact avec l e pl an réfl échissant. L a surface Σ est alors constituée de deux  surfaces sources
distinctes S et S'. On peut  alors remplacer la surface S par une sphère équivalente Sa en résolvant le
système ( I I.45 ) et associer à la surface S' la sphère   ′ S a , imag e de Sa par rapport au plan
réfléchissant. La pression acoustique rayonnée par S en présence du plan réfléchissant est obtenue en
additionnant la pression acoustique rayonnée par Sa et   ′ S a .

4. Comparaison Calculs / Mesures

4.1. Caractéristiques de la sphère équivalente utilisée - Résultats

Dans le cas de la boîte, le minimum de compacité est obtenu pour une sphère équivalente placée au

centre de la boîte Σ de dimensions Lx×Ly×2Lz. La sphère inscrite a donc pour rayon rins = 
    

Lx

2
 = 0,205

m. Lorsque la fréquence varie de 20 à 1000 Hz , krins varie de 0,076 à 3,8. Dès que l' on prend en
compte des modes de la sphère équivalente d' ordre n supérieur à 4 le ray on de cette sphère qui
conduit au minimum de conditionnement est a = 0,28 m qui est légèrement supérieur à rins. C'est un
résultat que l' on a déjà interprété au chapitre I I sur des exemples numériques à partir des modes
rayonnants et non rayonnants de la sphère équivalente.

Dans un premier temps, la méthode de la sphère équivalente a été appliquée avec les modes d'ordre n
inférieur ou ég al à 5 (i.e. les 21 premiers modes). La boîte Σ étant relativement compacte (i .e. C =
2,33), la solution obtenue est totalement stable. La figure A12.10 montre en effet que le nombre de
conditionnement de la matrice A est inférieur à dix  sur toute la g amme de fréquence. Les figures
IV.5 et IV.6 permettent de comparer la mesure et le calcul de la pression acoustique rayonnée par la
boîte en différents points dont les coordonnées sont ex primées en mètre dans le repère lié à la boîte
(figure IV.1).

En utilisant les 21 premiers modes de la sphère équivalente on obtient donc un spectre de la pression
acoustique rayonnée aux points M1 et M2 du même ordre de grandeur que ceux donnés par la mesure
et par la méthode intégrale. La figure IV.7a montre en particulier que la différence entre la puissance
acoustique calculée par les deux méthodes est inférieure à 5 dB  sur toute la g amme de fréquence
étudiée.

A partir d'un maillage vibratoire identique, on résout dans un cas un système à 425 inconnues et dans
l'autre un système à 21 inconnues Rappelons que le nombre d' opérations nécessaires à la résolution
d'un système linéaire est en g énéral proportionnel au cube du nombre d' inconnue du système (53).
Dans le cas de la boîte, le rapport 20 entre les nombres d' inconnues permet de passer, pour chaque
fréquence, d'une heure de calcul à quelques secondes. L e calcul des coefficients de la matrice à
inverser est également beaucoup plus rapide dans le cas de la méthode de la sphère équivalente.
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Figure IV.5
Comparaison calculs/mesures pour la pression acoustique rayonnée par la boîte

au point M1(-0,33;2,30;2,37)

Figure IV.6
Comparaison calculs/mesures pour la pression acoustique rayonnée par la boîte

au point M2(-0,10;0,40;0,40)
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Figure IV.7
Calcul de la puissance acoustique rayonnée par la boîte

a) par la méthode intégrale et la méthode de la sphère équivalente
b) par la méthode de la sphère équivalente pour difféntes valeurs de Nmax

4.2. Analyse du modèle de la sphère équivalente

Critères d'erreur e2, emax et e1

La valeur des paramètres e2, emax et e1 associés au modèle à 21 modes est représentée en fonction de
la fréquence sur la fig ure A12.11. L 'erreur quadratique est comprise entre 50 et 95 % sur toute la
gamme d'analyse. Elle devient inférieure à 80 % si on prend en compte les modes de la sphère
équivalente jusqu'à l'ordre Nmax = 8 (i.e. 45 premiers modes) (figure A12.12).
Le modèle à 21 modes est donc stable et traduit relativement bien le ray onnement acoustique de la
boîte alors que l'erreur quadratique est encore importante. L es coefficients modaux  associés aux
modes rayonnants de la sphère équivalente ont donc convergé rapidement. La puissance acoustique
rayonnée par la sphère est en effet peu modifiée lorsque l'on considère les modes jusqu'à l'ordre Nmax
= 8 (figure IV.7b). Les nouveaux modes pris en compte ne modifient que très peu la contribution des
21 premiers, en particulier en dessous de 500 Hz . Comme dans les exmples du paragraphe III.2,
l'erreur quadratique reste élevée car la vitesse vibratoire sur la boîte admet des variations plus
rapides que la long ueur d' onde acoustique. Seuls des modes d' ordre n et  m él evés de l a sphère
permettraient de reconstituer entièrement le champ de vitesse. Ces modes apportent cependant une
contribution négligeable à la puissance acoustique rayonnée.
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Cas d'un point d'écoute proche d'une face de la boîte

La pression acoustique mesurée en un point proche d'une face de l a boîte dépend essentiellement de
la reconstitution de la vitesse vibratoire sur cette face. C' est le cas par ex emple pour le point M3 de
coordonnées (0,36;0,48;0,405) qui est situé à 10 cm au dessus de la face 3. A 240 Hz , le champ de
vitesse sur cette face est dominé par le mode (1,2). La figure A12.14 montre que la vitesse vibratoire
calculée à partir des 21 premiers modes de la sphère équivalente est assez  proche de cette déformée.
A cette fréquence, la différence ent re l a pressi on acoust ique m esurée et  cal culée au poi nt M3 est
inférieure à 2 dB  (figure A12.13). L a figure A12.15 montre en revanche que le champ de vitesse
mesuré sur la face 3 à 625 Hz  est proche d' un mode (1,4) qui n' est pas traduit par les 21 premiers
modes de l a sphère équi valente. On const ate al ors un écart  supéri eur à 10 dB entre la pression
acoustique calculée et mesurée. En prenant en compte tous les modes d'ordre n inférieur ou égal à 8
la figure A12.16 montre que la vitesse est un peu mieux  reconstruite. L 'écart entre la pression
acoustique calculée et mesurée est alors inférieure à 5 dB.
Pour un point proche de la structure, tous les modes de la sphère équivalente sont ray onnants. La
reconstruction du champ de vitesse vibratoire est donc une condition nécessaire pour assurer la
précision du rayonnement acoustique de la sphère. L es erreurs quadratique, moy enne et max imum
sont alors des critères tout à fait pertinents.

Troncature de la base modale liée au maillage vibratoire

On a montré au chapitre II que la solution du système linéaire discret sera proche de la solution du
système linéaire continu si le maillage vibratoire traduit correctement les oscillations des modes de
Sa pris en compte. L a limite imposée par le maillag e n'est cependant pas accessible a priori puisque

l'on ne connaît pas les variations des fonctions 
  

∂Ψ j

∂n
. On a alors proposé de déterminer cette limite a

posteriori en comparant la  vitesse quadratique calculée à partir du maillage initial de la boîte à la
vitesse quadratique calculée à partir d'un surmaillage de  la  boîte . En e ffet, si le  ma illage e st
suffisamment dense, la solution du système liné aire disc ret ne  doit pa s a dmettre d' oscillations
importantes entre les points de maillage. Les vitesses quadratiques calculées à partir du ma illage et
du surmaillage doivent donc être très proches.
On définit ainsi sur la boîte un surmaillage tel que le nombre de points de maillage est multiplié par
trois. Si on prend en compte les 120 premiers modes de Sa (i.e. Nmax = 14), les vitesses quadratiques
partielles calculées sur les faces 2 et 4 à partir du surmaillag e admettent un écart compris entre 15 et
20 dB par rapport aux  vitesses quadratiques mesurées (fig ure A12.17). La figure A12.18 permet de
comparer le champ de vitesse g énéré par les 50, 80 et 100 premiers modes de Sa sur la face 4 à 200
Hz. Elle montre que des oscillations ont lieu entre les points de maillage situé le long de l'axe OY de
la plaque (i.e. ax e appartenant au plan du sol). On en déduit que ce sont les modes sous-
échantillonnés sont des modes qui admettent des variations rapides suivant l'angle ϕ (i.e. les modes
dont l'ordre m est élevé). On peut en effet montrer que les oscillations apparaissent lorsque l'on fait
intervenir les ordres m supérieurs à 11. Comme dans le cas de la boîte étudiée au chapitre III, cette
limite s' explique simplement à partir du critère d' échantillonnage des fonctions harmonique
sphériques (i.e. relations ( I II.49 ) et ( III.50 )). Sur l'ensemble de la boîte, l'angle maximum ∆ϕmax -
défini à  pa rtir du c entre de  la  sphè re - qui sépare deux points de maillage "consécutifs" est situé
précisément au centre de l'arète de la face 4 en contact avec le sol (ou au centre de l'arète de la face 2
par symétrie du maillage).
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Figure IV.8
Représentation du maillage vibratoire dans le plan Z = 0

On en déduit:

    
∆ϕ max = Arctan

2∆
Lx

( IV.6 )

c'est-à-dire, en appliquant la relation ( III.49 ) :

    

N max ≤
π

Arctan2∆
Lx

−
1
2

( IV.7 )

Le pa s de  ma illage suiva nt l' axe OY est  de 5 cm . Avec Lx = 0,410 m, on obtient Nmax ≤ 12 qui
correpond à la limite observée.

Lorsque le nombre de modes sous-échantillonnés aug mente, la vitesse vibratoire calculée par la
sphère se rapproche de la vitesse mesurée aux points de maillage mais admet une amplitude de plus
en plus grande entre certains points du maillage. Les coefficients modaux associés aux modes sous-
échantillonnés sont alors mal évalués. S' ils sont ray onnants, nous avons vu au paragraphe 2 du
chapitre III d ans l e c as d 'une s phère v ibrante, q ue l e rayonnement acoustique de la sphère
équivalente peut devenir rapidement très différent du ray onnement acoustique de la structure. S' ils
ne sont pas ray onnants, la diverg ence est plus lente. En effet, lorsque le nombre de modes sous-
échantillonnés est faible, les petites oscillations présentes entre les points du maillage de mesure ne

∆

Ly

Ly

Oa

Y

X

O

  ∆ϕmax

face 4
face 5

face 1

face 2
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modifient pas fondamentalement la contribution des modes ray onnants. Le rayonnement acoustique
de la sphère équivalente est alors identique à celui obtenu en ne prenant pas en compte les modes
sous-échantillonnés. Quand les oscillations deviennent très importantes, la contribution des modes
rayonnants est modifiée et le ray onnement acoustique de la sphère équivalente ne correspond plus à
celui de la structure vibrante. L orsque les modes sous-échantillonnés ne sont pas rayonnants, le
rayonnement acoustique de la sphère est donc un peu plus robuste. L a fig ure A12.19 montre par
exemple que la pression acoustique calculée par la sphère au point M3, situé au dessus de l a face 3,
est proche de la mesure même si on prend en compte les coefficients modaux  jusqu'à l'ordre Nmax =
14 (i.e. 120 modes pris en compte). Le problème de sous-échantillonnage est en effet lié aux  faces 2
et 4 et fait intervenir des modes qui ne contribuent pas au rayonnement acoustique au point M3.

Afin de simplifier le déplacement du robot, le maillag e vibratoire de la boîte n' est pas totalement
régulier. Les points de mesures proches du sol et des arètes de la boîte ne sont pas associés à la
même surface élémentaire que les autres points (i.e. rapport deux  entre la surface associée au point
proches des arètes et les points du centre d' une face). Nous avons cependant constaté que le
rayonnement acoustique de la sphère équivalente est très peu modifié si l' on affectait la même
surface à chaque point du maillag e. Il suffit donc que le maillag e soit suffisament dense et uniforme
sur la structure pour que la solution soit stabilisée.

Notons enfin que le maillage de la boîte est suffisant pour décrire la déformée vibratoire et appliquer
la méthode intégrale. En revanche, si l' on veut améliorer la précision du modèle en aug mentant le
nombre de modes de la sphère équivalente, il faut d' abord aug menter le nombre de points de
maillage. Une méthode d' interpolation de type "spline cubique" peut être appliquée pour utiliser les
données de vitesse existantes.

5. Application de la méthode géométrique

L'approche g éométrique présentée au parag raphe 2.3 du chapitre I I est appliquée en projetant le
champ de vitesse mesuré sur la boîte Σ de dimensions Lx×Ly×2Lz suivant les rayons d'une sphère de

même centre que Σ et de rayon 
    
a =

rins + rcir

2 ≈ 0,34 m . Le plan 
  
θ =

π
2

 est un plan de sy métrie pour

la boîte  Σ, pour le champ de vitesse vibratoire de Σ et pour les fonctions harmoniques sphériques
associée à la sphère équivalente. Les coefficients modaux de cette sphère vérifient donc:

    

Vnmσ
a =

2 V a(θ a ,ϕa )Y nm
σ (θa ,ϕ a )sinθ adθadϕ a

θa =0

π / 2

∫ si n+ m est pai
ϕ a =0

2π

∫

0 si n+m est impair

( IV.8 )

où     V
a (θ a ,ϕa )  est la vitesse vibratoire au point     M a (θa ,ϕ a )  de la sphère.
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La projection géométrique permet de définir     V
a (θ a ,ϕa )  en fonction de la vitesse du point imag e de

    M a (θa ,ϕ a )  sur la boîte. Ce point image n'étant a priori pas un point de mesure, la vitesse vibratoire
est déterminée par i nterpolation à part ir des vi tesses mesurées sur l es di fférentes faces de l a boîte
(interpolation par des fonctions splines cubiques (53)).

Tous les modes rayonnants de la sphère équivalente sont pris en compte pour comparer la puissance
acoustique rayonnée par la sphère équivalente à celle calculée par la méthode intégrale (i.e. Nmax = 9
pour f = 1000 Hz ). L'écart entre les différentes méthodes est g lobalement inférieur à 5 dB (figure
IV.9). L 'amplitude des coefficients modaux  de la sphère équivalente est donc relativement bien
approchée.

Au point M1(-0,33;2,30;2,37) éloigné de la boîte, l' écart entre la pression acoustique calculée par la
sphère et la pression acoustique mesurée est g lobalement du même ordre de g randeur que pour la
méthode intég rale et la méthode de la sphère équivalente (fig ures IV.10a et I V.4). Pour un point
proche de la boîte tel que le point M3(0,36;0,48;0,405), l' écart est parfois plus important
(figure IV.10b).

Figure IV.9
Comparaison des différentes méthodes

pour le calcul de la puissance acoustique rayonnée par la boîte
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Figure IV.10
Comparaison des différentes méthodes

pour le calcul de la pression acoustique rayonnée par la boîte aux points :
a) M1(-0,33;2,30;2,37)
b) M3(0,36;0,48;0,405)

( Nmax = 9 )

6. Concl usion

La méthode de la sphère équivalente et l' approche géométrique ont été validées sur une structure
semi-complexe. On a montré en particulier qu' elles pouvaient s'appliquer lorsque la surface vibrante
est posée sur un sol réfléchissant en utilisant la méthode des imag es. A partir du même maillag e
vibratoire que celui utilisé pour la méthode intégrale, la méthode de la sphère équivalente a donné
des résultats satisfaisants avec un nombre relativement faible de modes. Comme pour les exemples
numériques du chapitre III,  i l est d ifficile de prévoir la précision du rayonnement acoustique de la
sphère à partir des erreurs e2, emax et  e1. De même, le maillag e vibratoire impose une limite pour
l'ordre maximum de modes de la sphère équivalente pris en compte. Au delà de cette limite, certains
modes sont sous-échantillonnés. Ces modes n' étant pas rayonnants dans la gamme de fréquence
étudiée, le ray onnement acoustique de la sphère est cependant moins sensible au sous-
échantillonnage que la sphère pulsante étudiée au chapitre III.
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CHAPITRE V

Conclusions et perspectives

1. Synthèse des conclusions

Les différentes méthodes numériques qui permettent de prévoir le rayonnement acoustique des
structures vibrantes ont été rappelées dans le premier chapitre. Lorsqu'elles s'appuient sur une
discrétisation de ty pe éléments finis ou éléments finis de frontières, elles nécessitent des moyens
informatiques importants. Depuis la fin des années quatre-ving t, de nombreuses méthodes ont été
développées à partir du principe des sources équivalentes. Des articles parus récemment dans
différentes revues spécialisées (30,31) confirment l'intérêt porté à ces méthodes inverses qui consistent
à remplacer la structure vibrante par des sources acoustiques simples (i.e. monopôles et dipôles).
L'amplitude de ces sources est déterminée en minimisant l'écart entre le champ de vitesse vibratoire
mesuré sur l a st ructure et  l e champ de vi tesse calculé par ces sources à l a surface de la structure.
L'intérêt de la méthode réside dans le faible nombre de sources équivalentes qui peut être nécessaire
pour modéliser le rayonnement acoustique de la structure. Le nombre minimum ainsi que la position
optimale de ces sources ne sont cependant pas connus pour une structure de géométrie complexe.

Le principe des sources équivalentes a été appliqué au cas d' une sphère en calculant le champ de
vitesse vibratoire de la structure à partir des modes de ray onnement de la sphère (méthode de la
sphère équivalente) ou en projetant directement sur la sphère équivalente le champ de vitesse mesuré
sur la structure (approche géométrique). Dans le premier cas, le système linéaire que l'on est amené à
résoudre s' appuie sur une discrétisation de la surface vibrante qui impose de connaître la surface
élémentaire e t la  norma le à  la  struc ture a ssociées à  c haque point du ma illage. L es pa ramètres
importants du modèle sont alors:

a) la position et le rayon de la sphère équivalente,
b) le maillage vibratoire et le nombre de modes de ray onnement de la sphère équivalente pris

en compte,
c) le conditionnement du sy stème linéaire et les critères d' erreur qui caractérisent la

reconstruction du champ de vitesse vibratoire.

Différents critères ont été présentés pour g uider le choix  de la sphère équivalente en fonction de la
structure et du maillage vibratoire. Ils ont é té va lidés sur de s struc tures simple s e t ont pe rmis
d'interpréter les variations du conditionnement et des erreurs en fonction des paramètres qui
définissent la sphère équivalente.
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2. Validations et solutions proposées

La méthode de la sphère équivalente et l' approche géométrique ont été validées sur des structures
simples : une plaque rectangulaire insérée dans un baffle, une sphère et une boîte. L es résultats ont
été comparés à ceux  obtenus par une méthode analy tique ou par une méthode d'éléments finis de
frontière sur les niveaux  de pression et de puissance acoustique et sur la directivité de rayonnement
acoustique. Pour la méthode de la sphère équivalente on a ainsi pu mettre en évidence les résultats
suivants:

a) En distinguant la contribution des modes ray onnants et des modes non rayonnants de la sphère
équivalente, on a montré que le conditionnement du sy stème linéaire était lié à la compacité de la
structure. L e centre de la sphère équivalente doit être choisi de manière à rendre minimal le
rapport entre le ray on de la sphère circonscrite et le ray on de la sphère inscrite dans la structure.
Dans le cas de structures simples (i.e. sphère et boîte), le ray on de la sphère équivalente qui
conduit au modèle le plus stable est proche du ray on de la sphère inscrite. Il correspond à une
distance de propag ation minimale pour les modes non ray onnants de la sphère équivalente et se
traduit par un équilibrage optimal du système linéaire.

 
b) On a  pa r a illeurs e xprimé a nalytiquement le s c oefficients moda ux de la sphère équivalente en

fonction de l a vitesse vibratoire et de l a pression acoustique à l a surface de la structure. L'ordre
maximum des modes de la sphère équivalente qui contribuent au ray onnement acoustique de la
structure aug mente avec l a fréquence et  l e ray on de l a sphère ci rconscrite à l a st ructure. Les
modes d'ordre élevés de la sphère équivalente admettent également une directivité très marquée et
la densité du maillage vibratoire nécessaire pour traduire les différents lobes de directivité devient
un paramètre très important. Lorsque la structure est de géométrie complexe, le nombre de points
de maillage vibratoire peut devenir bien plus important que celui nécessaire pour appliquer une
méthode d'éléments finis de frontière (en particulier aux points de la structure les plus proches de
la sphère). Pour un maillag e vibratoire donné, un critère simple a été présenté qui permet de
définir les modes de rayonnement de la sphère équivalente que l'on peut déterminer. Il a été validé
dans le cas d'une boîte aux chapitres III e t IV. Différentes solutions ont également été proposées
pour valider a posteriori la qualité du maillage vibratoire en fonction des modes pris en compte.

 
c) Les méthodes inverses conduisent en g énéral à des sy stèmes linéaires mal conditionnés où la

stabilité de la solution par rapport aux erreurs numériques (i.e. erreurs d' arrondis liées au
calculateur) et par rapport aux  variations des composantes du sy stème n' est pas assurée. L e
rayonnement acoustique de la sphère équivalente peut néanmoins être stable et approcher
correctement le ray onnement acoustique de la structure. A partir d' hypothèses simples sur les
propriétés statistiques vérifiées par les erreurs de mesure, la solution du sy stème linéaire peut être
interprétée comme une variable aléatoire dont on peut calculer la variance. Pour que le modèle de
la sphère équivalente soit stable, il suffit donc que les modes de la sphère équivalente qui
contribuent au rayonnement acoustique de la structure soient stables (i.e. associés à une variance
faible).

 Différents critères d'erreur qui caractérisent l'écart entre le champ de vitesse mesuré et le champ de
vitesse calculé par la sphère équivalente ont ég alement été définis. Le rayonnement acoustique de
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la sphère équivalente est a priori d'autant plus proche de celui de la structure que les conditions
aux limites de vitesse vérifiées par les deux sources sont voisines. L'interprétation de ces critères
s'avère cependant difficile. D'une part, l 'écart ent re l es deux  cham ps de vi tesse peut  êt re fai ble
sans que le rayonnement acoustique de la sphère soit proche de celui de la structure (i.e. problème
lié au maillag e vibratoire). D' autre part, cet écart peut être élevé alors que le ray onnement
acoustique de la sphère est proche de celui de la structure (i.e. problème lié au calcul des
composantes vibratoires non rayonnantes de la structure).

L'approche géométrique permet d' éviter l'inversion du sy stème linéaire. Elle conduit à des résultats
satisfaisants sur des structures simples (i.e. une plaque rectang ulaire insérée dans un baffle rig ide et
un cube) tant que l'écart entre la structure et la sphère est inférieur d' une part à la long ueur d'onde
acoustique et, d'autre part, à la long ueur d' onde vibratoire qui caractérise les modes de la sphère
équivalente pris en compte dans le modèle. L a projection peut cependant s' avérer difficile à définir
lorsque la structure est de géométrie complexe.

La méthode de la sphère équivalente et l' approche géométrique ont été validées à partir de données
vibratoires mesurées sur une boîte posée sur un sol réfléchissant. On a montré que l' on pouvait
prendre en compte le sol réfléchissant en appliquant la méthode des imag es. Le modèle de la sphère
équivalente confirme les résultats établis sur les ex emples numériques. I l conduit à des résultats
comparables à ceux obtenus par une méthode intég rale ou par la mesure, avec un nombre de modes
relativement faible. Si le s temps de calcul sont nota blement réduits, les critères d'erreurs semblent
également insuffisants pour interpréter et prévoir la qualité du modèle.

3. Perspectiv es

La méthode de la sphère équivalente et l'approche géométrique ont montré leur intérêt en terme de
temps de calcul en permettant d' approcher le rayonnement acoustique de structures de géométries
simples à partir d' un faible nombre de modes de la sphère. Elles apportent également une autre
représentation du rayonnement acoustique de la structure vibrante qui peut simplifier l' analyse de ce
rayonnement (i.e. structure vibrant comme une sphère pulsante, comme une sphère oscillante, ...).

Pour traiter des structures plus complex es (i.e. structures non compactes, non convexes, ...), la
convergence de la méthode de la sphère équivalente devient lente. L e sy stème linéaire devient
également mal conditionné et les erreurs de mesures sur la vitesse vibratoire rendent la solution
instable. Le modèle de la sphère équivalente ne peut plus être appliqué ou conduit à un temps de
calcul supérieur à celui nécessaire pour appliquer une méthode intégrale.

Dans un premier temps, on peut choisir une source équivalente plus complexe que la sphère telle que
le sphéroïde. Il permettrait en particulier de traiter le cas de structures élancées. L e rayonnement
acoustique de cette structure est plus complex e à interpréter que celui de la sphère car les modes
rayonnants et non rayonnants dépendent désormais des dimensions du sphéroïde suivant ses trois
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axes principaux. Le choix de ces dimensions s' effectuerait a priori de la même manière que dans le
cas de la sphère en choisissant un sphéroïde inscrit dans la structure.

Dans un deuxième temps, on peut choisir de prendre en compte plusieurs sphères équivalentes (ou
plusieurs sphéroïdes équivalents). L a vitesse vibratoire en tout point de la structure est déterminée
par la contribution de toutes les sources. L e sy stème linéaire que l' on est amené à résoudre est
explicité en annexe 13 dans le cas de plusieurs sphères. I l est résolu dans le cas d' une boîte de
dimensions 2L×L×L pour une déformée vibratoire simple. Cet ex emple montre que la converg ence
peut être plus rapide avec un modèle à deux  sphères équivalentes qu' avec une seule sphère. Un
certain nombre de résultats obtenus dans le cadre de la méthode de la sphère équivalente peuvent
également être transposés. En aug mentant l e nom bre de sphères équi valentes, l e sy stème l inéaire
devient plus rapidement instable et demande un nombre de points de maillage plus important. Il faut
donc trouver un compromis entre cette instabilité et une converg ence plus rapide vers le champ de
vitesse de la structure.
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Annexe 1

Rappel des propriétés des fonctions de Legendre
et des fonctions de Hankel sphériques

1. Fonctions de Legendre

1.1. D éfinition

On appelle fonction de Legendre d’ordre n et de degré m la fonction Pmn  définie sur l’intervalle     I
= [-1,1] qui est solution de l’équation différentielle (2):

    
(1− x2 ) ′ ′ f (x)− 2x ′ f (x)+ (n(n+1)− m2

1− x2 ) f (x) = 0

( A1.1 )

où m et n sont deux entiers.
C'est une équation différentielle de ty pe Sturm-Liouville obtenue en résolvant l’équation d’onde par
la méthode de séparation des variables dans le cas des coordonnées sphériques avec x = cosθ  et
θ π∈[ , ]0 .

1.2. Cas particulier m = 0

L'équation différentielle devient:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 02− ′′ − ′ + + =x f x xf x n n f x

( A1.2 )

Les fonctions f(x) = 1 et  f(x) =  x sont les solutions de cet te équat ion associées respect ivement aux
entiers n = 0 et n = 1. On note donc P x0 1( ) =  et     P1(x) = x . On montre alors aisément que pour tout x
∈ I et  n > 0, les fonctions     Pmn (x) = P0n(x) = Pn(x)  solutions de l' équation différentielle ci-dessus
vérifient la relation de récurrence:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n P x n xP x nP xn n n+ = + −+ −1 2 11 1

( A1.3 )

La fonction Pn  est donc un poly nôme de degré n en x appelé polynôme de Legendre . Elle possède n
zéros compris entre -1 et 1 et vérifient pour tout entier n: Pn ( )1 1=  et     Pn (x) ∈ −1,1[ ]. Elle admet la
même parité que n : P x P xn

n
n( ) ( ) ( )− = −1 .
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En posant x = cosθ , on peut exprimer le polynôme Pn  sous la forme:

Pn (cosθ ) =
1
4n

2m
m

 
 
  

 
÷ 

m= 0

n

∑
2n− 2m
n− m

 
 
  

 
÷ cos(n− 2m)θ

( A1.4 )

où 
k
l

 
 
  

 
÷ =

k!
(k − l )!l!

Figure A1.1
Polynômes de Legendre     Pn(x) pour [ ]x ∈ −11,

1.3. C as général

On définit   Pmn  en fonction du polynôme de Legendre Pn  par:

    
Pmn (x) = (−1)m(1− x2)m / 2 dm(Pn(x))

dxm

( A1.5 )

Pour m ≤ n, on en déduit que Pmn  est une fonction de même parité que m+n, ayant n-m zéros dans ]-
1,1[. Pour m > n, Pmn  est identiquement nulle. D' autre part, quels que soient m et  n:
P Pmn mn( ) ( )− = =1 1 0 . Sur l'intervalle [-1,1], les fonctions de Legendre vérifient:

    
Pmn (x)Pml(x)dx

−1

1
∫ =

2δnl

2n+ 1
(n+ m)!
(n− m)!

( A1.6 )
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On en déduit que les fonctions 
    
P mn(x) = 2n+1

2
(n− m)!
(n+ m)!

Pmn(x)  associ ées au produi t scal aire

    
u,v [−1,1] = u(x)v(x)dx

−1

1

∫  forment une base orthonormée sur [-1,1].

Figure A1.2
Fonctions de Legendre normalisées pour n = 3 et m variant de 0 à 3

1.4. Calcul numérique de     Pmn (x)

Le calcul des fonctions de Legendre fait intervenir les trois relations de récurrence suivantes:

a)     Pmm (x) = (−1)m(2m− 1)!!(1− x2)m / 2

b)     Pm ,m +1(x) = x(2m+ 1)Pmm(x)
c)     (n− m)Pmn(x) = (2n− 1)xPm,n−1(x) − (n+ m− 1)Pm,n−2(x)

( A1.7 )

où     (2n − 1)!! = 1× 3×5× ...× (2n− 1)
C'est la méthode préconisée par (53). Notons que l'amplitude des fonctions de Legendre augmente très
rapidement avec l' ordre n. Pour une valeur de n donnée, le max imum est atteint par

    Pnn(0) = (2n− 1)!! (i.e.     P20,20 (0) ≈ 3,21023 ).
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1.5. Application : étude des fonctions harmoniques sphériques   Ynm
σ

Par définition, on note:

    
Ynm

σ (θ ,ϕ ) =
cos(mϕ )Pmn(cosθ) si σ = 1
sin(mϕ )Pmn(cosθ) si σ = 0

( A1.8 )

Les propriétés de ces fonctions sont directement issues de celles des fonctions de L egendre suivant
l'angle θ et des fonctions sinusoïdales suivant l' angle ϕ. En pa rticulier, e lles forment un e nsemble
orthogonal sur l'intervalle   [0,π ] × [ 0,2π [ :

    
Ynm

σ ,Yνµ
τ

[ 0,π ] ×[ 0,2π[
=

4π
εm(2n+1)

(n+ m)!
(n− m)!

.δn,ν .δm,µ .δσ ,τ

( A1.9 )

où ε m  est le facteur de Neumann défini par ε δm m= −2 0, .

Soit Y nm
σ  la fonction harmonique sphérique normalisée définie par:

Y nm
σ

=
εm(2n+1)

4π
(n− m)!
(n+ m)!

.Ynm
σ =

εm

2π
cos(mϕ )P mn(cosθ )

εm

2π
sin(mϕ )P mn(cosθ )

( A1.10 )

Les fonctions Ynm
σ  forment un ensemble orthonormé sur [ , ] [ ,2 [0 0π π× .

Propriétés:
• Les n-m zéros de la fonction Pmn  se traduisent par n-m cercles nodaux  perpendiculaires à l’ax e

Oz. Les 2 m zéros associées aux fonctions sinusoïdales se traduisent ég alement par 2 m cercl es
nodaux qui contiennent l'axe OZ.

• Suivant l' angle θ, on ne connaît pas l' expression analytique des z éros de Ynm
σ  alors que suivant

l'angle ϕ ils sont régulièrement répartis entre 0 et 2π.

Les fig ures A1.3 à A1.6 illustrent les oscillations des fonctions Ynm
σ  lorsque  le s a ngles θ et ϕ

parcourent [ , ] [ ,2 [0 0π π×  pour différentes triplets ( n,m,σ). En tout point Mi de coordonnées
(ri,θi,ϕi), ces figures représentent la fonction Ynm

σ  sous la forme:

    
ri = 1+ 1

2
Y nm

σ (θ i ,ϕ i )
Max Y nm

σ (θ i ,ϕ i ),i = 1,2,...{ }
( A1.11 )
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Figure A1.3
Représentation de la fonction     Y 13,0

1

Figure A1.4
Représentation de la fonction     Y 13,4

1
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Figure A1.5
Représentation de la fonction     Y 13,9

1

Figure A1.6
Représentation de la fonction     Y 13,13

1
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2. Etude de la fonction de Hankel sphériques hn

2.1. Définitions

On note respectivement jn et yn les fonctions de B essel et de Neumann sphérique d' ordre n qui sont
les solutions linéairement indépendantes de l'équation différentielle:

x f x xf x x n n f x2 22 1 0′′ + ′ + − + =( ) ( ) ( ( )) ( )

( A1.12 )

pour x > 0 et  n = 0, 1, 2, ... On appelle alors fonction de Hankel sphérique d' ordre n la fonction à
valeurs complexes définie par:

    hn(x) = j n(x) − jyn(x)

( A1.13 )

On trouve également jn, yn et hn sous les noms respectifs de première, seconde et troisième fonctions
de Bessel sphériques d’ordre n. Pour tout entier n et x > 0, on peut définir jn, et yn par rapport aux
fonctions de Bessel cylindriques Jn et Yn:

    
jn(x) =

π
2x

J
n+ 1

2

(x)

    
yn(x) =

π
2x

Y
n+ 1

2

(x)

( A1.14 )

La formule de Rayleigh (60) permet également d'exprimer jn, et yn sous la forme:

jn(x) = xn(−
1
x

d
dx

)n sinx
x

yn(x) = −xn(−
1
x

d
dx

)n cosx
x

( A1.15 )

On en déduit une ex pression de hn en fonction des dérivées de la fonction de Green en champ libre

    
G0(x) = e− jx

4πx
:

    
hn(x) = − jxn(− 1

x
d
dx

)n e− jx

x
= −4πjxn(− 1

x
d
dx

)nG0(x)

( A1.16 )
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Plus simplement, la fonction hn s'exprime comme le produit de G0  par un polynôme de degré fini en
1
x

:

hn(x) = 4πj n+1G0(x)
(n+ m)!

m! (n− m+ 1)!
(

1
2 jx

)m

m=0

n

∑

( A1.17 )

2.2. Exemples

Figure A1.7
Variations des fonctions de Bessel et de Neumann sphériques

pour n variant de 0 à 4 et x ∈ [0,20]

Les fonctions jn se prolongent par continuité en x = 0 : j0(0) = 1 et jn ( )0 0=  si n > 0.
Les fonctions de B essel sphériques ont des comportements asy mptotiques différents suivant que
l'argument est grand ou petit devant l'ordre n de la fonction.

2.3. Propriét és

 Propriété 1 : Approximation pour les grands ordres
 pour n >> x :

 a) 
    
jn(x) ≈ xn

(2n+ 1)!!
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 b) 
    
yn(x) ≈ −

(2n− 1)!!
xn+1

 c) 
    
hn(x) ≈ − j

(2n−1)!!
xn+1

( A1.18 )

 où     (2n + 1)!!= 1× 3× ...× (2n+1)
 On en déduit que jn tend très vite vers z éro lorsque n tend vers l' infini alors que yn et  hn ont une

amplitude qui augmente très rapidement.
 
 Conséquences:
 

1. Problèmes numériques
 Le calcul des fonctions de B essel sphériques pour des arg uments proches de z éro et des

ordres é levés pe ut ê tre limité  pa r le  c odage numé rique utilisé . Pour un codage des
nombres réels en simple précision (c'est-à-dire 10-38 < |x| < 10 +38) les fonctions de B essel
sphériques d'ordre n supérieur à Nmax ne pourront être représentées pour certaines valeurs
de x données dans le tableau ci-dessous:

 
x 100 10-1 10-2

Nmax 28 18 13
 
 Rappelons que x = ka = 0,1 correspond à l'étude d'une sphère de ray on 1,0 m à 5,4 Hz  ou

d'une sphère de ray on 10 cm à 54 Hz . On pourrait donc appliquer la méthode de sphère
équivalente à des structures de quelques dizaines de centimètres sans que la représentation
numérique soit un problème. L es difficultés sont en fait davantage liées à la précision du
calcul. Comme pour les fonctions de L egendre, les alg orithmes de calcul doivent
s'appuyer sur des relations de récurrence stables (53). L e principal problème consiste en
effet à assurer la précision du résultat afin de ne pas accumuler les erreurs d'arrondis. Le
codage des nombres réels en double précision est donc fortement recommandé.

 
2. Approximation de   ′ j n , ′yn  et ′hn

 Lorsque x est  t rès i nférieur à n, les fonctions de B essel sphériques sont continues et
monotones. On en déduit des approximations simples de leurs dérivées:

 

 a) 
    

′ j n(x) ≈
n

(2n+ 1)!!
xn−1

 b) 
    

′ y n(x) ≈ −(n+ 1)
(2n− 1)!!

xn+ 2

 c) 
    

′ h n(x) ≈ − j(n+ 1)
(2n− 1)!!

xn+ 2

( A1.19 )
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• Propriété 2 : Approximation pour des grands arguments (i.e. champ lointain)
 pour x >> n :

 
    
hn(x) ≈ j n+1 e− jx

x
( A1.20 )

 c'est-à-dire     hn(x) ≈ 4πj n+1G0(x) . L es fonctions de Hankel sphériques se comportent comme la
fonction de Green en champ libre. L a fig ure A1.8 montre que cette approximation est assez
rapidement vérifiée.

 
 

 
Figure A1.8

 Validité de l'expression asymptotique ( A1.20 ) pour n = 2
 ( les zones d'évanescence, de Fresnel et de Franhofer sont définies au § 2.4.1 )
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• Propriété 3 : décroissance monotone du module de hn

Quel que soit n, hn est une fonction strictement monotone décroissante.

Démonstration

Il faut montrer que   hn
′
 est strictement négatif quels que soient n = 0, 1, ... et x > 0.

Comme 
    

hn

2 
 

 
 

′
= 2hn hn

′
 et que hn n’admet pas de z éro réel, le problème revient à montrer que

    
hn

2 
 

 
 

′
 est strictement négatif. On montre que     hn

2
 se met sous la forme (60):

hn(x)
2

=
1
x2 an,m(2x)2(m− n)

m=0

n

∑

avec 
    
an ,m =

(2n− m)!(2n− 2m)!
k![( n− m)!]2 .

On obtient donc simplement

• si n = 0 : h0( x)
2 

 
 
 
′

= (
1
x2 ′ ) = −

2
x3

• si n > 0 : hn(x)
2 

 
 
 

′
= −

2
x3 (n+1− m)an,m(2x)2(m− n)

m=0

n−1

∑

Comme an,m est strictement positif, on en déduit que hn

2 
 

 
 

′
 est bien strictement nég atif pour tout x

>0 et quel que soit n. La proposition est donc démontrée.

2.4. Applications :

2.4.1.  Calcul du rayonnement acoustique d'un multipôle

On défini en annexe 2 les modes de rayonnement d’un multipôle par:

    Ψnmσ
mul (r,θ,ϕ) = Y nm

σ (θ,ϕ )hn(kr)

( A1.21 )

Les fonctions de Hankel sphériques traduisent donc la propag ation de ces modes du centre O du

multipôle au point M si tué à une di stance 
  
r = OM

→

. On peut ainsi disting uer la contribution des

différents modes au point M en fonction de leur décroissance, on peut alors identifier les différentes
zones de comportement en fonction de l'ordre n du mode et de la position du point d’écoute.
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En adoptant la terminologie de (61), on a ainsi distingué sur la figure A1.8:

1. la zone d’évanescence définie par 0 < ≤kr n ;

 La relation ( A1.18 ) indique que le ray onnement acoustique du mode décroît en 
    

1
rn+1  avec une

amplitude qui est néanmoins très importante (i.e. proportionnelle à (2n-1)!!).
 

2. la zone de Franhofer (ou champ lointain) telle que 4n2

π
≤ kr < ∞ ;

 On peut appliquer la relation ( A1.20 ) et en déduire que champ acoustique décroît en 
    
1
r

indépendamment de l'ordre n du mode.
 

3. la zone de Fresnel (où champ proche) qui est la zone de transition : 
    
n ≤ kr ≤

4n2

π

On parle généralement des modes évanescents d' une structure pour désig ner les modes de
rayonnement qui admettent une contribution nulle à la puissance acoustique rayonnée par cette
structure. Dans le cas d' une plaque de dimensions infinies par ex emple, la pression acoustique
rayonnée par ces modes admet une décroissance en fonction de la distance de ty pe exponentielle. Le
terme d'onde évanescente a ainsi été parfois utilisé pour décrire cette décroissance ex ponentielle
(pour les modes ax iaux des cy lindres par ex emple). On le trouve plus g énéralement chez  certains

auteurs - dont (61) - pour décrire toute décroissance du champ de pression plus rapide que 1
r

 (modes

circonférentiels des cylindres par exemple qui admettent, comme pour la sphère, une décroissance de
type puissance). Pour éviter les ambiguités, le terme de "mode non rayonnant" a été préféré dans tout
le mémoire à celui de mode évanescent.

2.4.2.  Etude de la fonction H n0,

La fonction H n0,  est définie par 
    
H0,n( f , a,r) =

hn(kr)
hn(ka)

 où n = 0, 1, ... et 
    
k =

2πf
c0

. Elle intervient dans

le calcul de la pression acoustique rayonnée au point M(r,θ,ϕ) par une sphère de centre O et de rayon
a > 0:

    
P(M ) = − jρ0c0 Vnmσ

a Zn(ka)Ynm
σ

(θ,ϕ) hn(kr)
hn(ka)σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

( A1.22 )

La fonction H n0,  traduit la propagation du rayonnement de la surface de la sphère jusqu’au point M.
On s’intéresse donc uniquement au cas r a≥ . On a montré que le module de hn est une fonction
strictement monotone décroissante. On en déduit que     H 0,n  admet son maximum pour r = a :
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    H 0,n( f , a, a) = 1. Dès que le point M s'éloigne de la sphère, la décroissance du champ sonore dépend
de l’ordre n de la fonction. Comme il n’ex iste pas d’ex pression analytique simple de H n0, , on peut
utiliser les différentes ex pressions asymptotiques établies pour les fonctions de Hankel sphériques
pour étudier son comportement.

• Si kr est grand devant n, on applique la relation ( A1.20 ). L a fonction H n0,  a dmet une

décroissance en 
    
1
r
 qui caractérise les modes rayonnants de la sphère.

 
• Si n est grand devant kr (et donc devant ka), la fonction hn est dominée par sa partie imaginaire et

vérifie la relation ( A1.19c ). On en déduit:

H0,n ( f ,a,r) ≈ (
a
r
)n+1

( A1.23 )

 La fonction H n0,  admet une décroissance en puissance de 1
r

 d’autant plus rapide que r est  g rand

devant a. Dès que le point M s' éloigne de la surface de la sphère, les modes de rayonnement
associés à ces fonctions de propag ation ont une contribution nég ligeable par rapport aux  modes
rayonnants. Ils ont un comportement non rayonnants.

2.4.3.  Etude de la fonction H n1,

La fonction H n1,  est définie par 
    
H1,n ( f ,a,r) =

hn(kr)
′ h n(ka)

.

Si on note Z kan ( )  l'impédance modale associée aux modes d'ordre n alors:

Z ka H f a an n( ) ( , , ),= 1

( A1.24 )

et la fonction H n1,  vérifie:

H f a r Z ka H f a rn n n1 0, ,( , , ) ( ) ( , , )=

( A1.25 )

La fonction H n1,  traduit la propag ation des modes d' ordre n et tient c ompte de  l' impédance de
chacun de ces modes. Le comportement de H n1,  en fonction de r est donc identique à celui de H n0, .
La figure A1.9 montre que l'on peut distinguer trois zones:
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1) Zone où les modes sont rayonnants : n < ka
Lorsque n est inférieur à ka (et donc kr), H n1,  vérifie:

H f a r j a
r

en
jk r a

1,
( )( , , ) ≈ − − −

( A1.26 )

Le module et la phase de H n1,  sont indépendants de n et  t endent respect ivement vers a
r

 et

k r a( )− + π
2

. Ils caractérisent les modes ray onnants de la sphère qui se propagent jusqu’au point M

avec une contribution équivalente.

2) Zone de transition : n ka≈
En fonction de la fréquence, on constate que le module de H n1,  peut admettre un maximum dans
cette zone qui caractérise l'adaptation d'impédance optimum e ntre la  sphè re vibra nte e t le  milie u
fluide extérieur.

3) Zone où les modes sont non rayonnants : n > ka
En utilisant les expressions asymptotiques vérifiées par la fonction de Hankel sphérique et sa dérivée
on obtient:

    
H1,n ( f , a, r) ≈

ka
n+ 1

(
a
r
)n+1

( A1.27 )

Conclusion :

Les fonctions H n1,  évaluées au triplet (f,a,r) sont du même ordre de grandeur lorsque n est faible (i.e.
inférieur à ka) et  décroi ssent t rès fort ement dès que n est  l argement supérieur à ka. Ce tte
décroissance est d’autant plus rapide que r est grand devant a.
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Figure A1.9
Variations de H n1,  en fonction de ka et de n pour a et r fixés ( r = 3a )

Partie
imaginaire

de H1,n

Module
de H1,n

Partie
réelle de

H1,n
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Annexe 2

Définition des fonctions d'onde sphériques et du multipôle
Propriétés et application à la méthode de la sphère équivalente

Définitions

En appliquant la méthode de séparation des variables à partir du système de coordonnées sphériques,
on montre (2) qu'il existe une infinité de fonctions qui sont solutions de l'équation de Helmholtz ( I.1a
) et qui vérifient également la condition de ray onnement de Sommerfeld ( I .1c ). Ces fonctions sont
appelées fonctions d'onde sphériques et elles sont notées:

    Ψnmσ
mul (r,θ,ϕ) = Y nm

σ (θ,ϕ )hn(kr)
( A2.1 )

Ce sont les fonctions propres de l' opérateur ( ∆ + k 2 ) qui vérifient la condition de ray onnement de
Sommerfeld.

Exemples de fonctions d'onde :

•     Ψ0,0,1
mul = Y 0,0

1 .h0  avec 
    
Y 0,0

1 (θ,ϕ ) = 1
4π

 et 
    
h0(kr) = j e− jkr

kr
= 4jπ

k
G0(r)

La fonction   Ψ0,0,1
mul  est proportionnelle à la fonction de Green en champ libre G0 . Elle traduit

le rayonnement acoustique d'un monopôle placé au point O.

• Ψ1,0,1
mul = Y 1,0

1 .h1 avec 
    
Y 1,0

1 (θ,ϕ ) = 3
4π

cosθ  et 
    
h1(kr) = e− jkr

kr
(1− j

kr
)

La fonction Ψ1,0,1
mul  traduit le rayonnement d'un dipôle orienté suivant l'axe Oz. Les deux autres

fonctions d' ordre n = 1, Ψ1,1,0
mul  et  Ψ1,1,1

mul, traduisent le ray onnement acoustique de dipôles
orientés respectivement suivant les axes Ox et Oy.

⇒ On peut interpréter de la même manière les cinq fonctions d'onde d'ordre n = 2 comme des
quadripôles. Plus g énéralement, l' ensemble des fonctions     Ψnmσ

mul  permet de définir une source
ponctuelle complexe appelée multipôle dont le rayonnement acoustique se met sous la forme
d'une série convergente:

    
P(M ) = Mnmσ Ψnmσ

mul (r,θ,ϕ )
σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑
( A2.2 )

Par analogie avec le ray onnement acoustique d' une sphère les fonctions Ψnmσ
mul  sont les modes de

rayonnement du multipôle associés aux coefficients modaux   Mnmσ .
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Remarque:

Il existe une autre définition du multipôle que l' on trouve dans (2,p.1276) et (35,51) par exemple. Elle
consiste à développer la fonction de Green en champ libre G0  en série de Tay lor en fonction des
coordonnées cartésiennes. L ’équivalence de cette représentation avec celle du multipôle défini
par les fonctions d' onde sphériques a été montrée dans (2). Il n'en sera donc pas dit davantag e sur
cette représentation.

Application au rayonnement acoustique d'une sphère:

La pression acoustique rayonnée par la sphère Sa de même centre que le multipôle vérifie:

P(M ) = − jρ0c0 Vnmσ
a Y nm

σ (θ,ϕ)
hn(kr)
′ h n(ka)σ =0

1

∑
m= 0

n

∑
n= 0

∞

∑

( A2.3 )

En utilisant l'orthogonalité des fonctions harmoniques sphériques, on montre  que les expressions (
A2.1 ) et ( A2.3 )  traduisent le même ray onnement acoustique en tout point ex térieur à Sa si et
seulement si les coefficients modaux de la sphère et du multipôle vérifient pour tout triplet (n,m,σ):

    
M nmσ = − jρ 0c0

Vnmσ
a

′ h n(ka)

( A2.4 )

Cette expression traduit également une dépendance linéaire entre les fonctions d' ondes sphériques et
les modes de rayonnement de la sphère. En reprenant les notations du chapitre I I on peut en effet
écrire:

    Ψnmσ
mul (r,θ,ϕ) = ′ h n(ka)Ψnmσ (r,θ,ϕ )

( A2.5 )

où 
    
Ψnmσ (r,θ,ϕ) = Y nm

σ (θ,ϕ )
hn(kr)
′ h n(ka)

Notations

Pour simplifier les expressions, on appliquera la notation à un seul indice:

Ψnmσ
mul = Ψ j

mul

( A2.6 )

où j = j(n,m,σ) est défini par la relation ( II.35 ).
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Propriétés des fonctions d'onde sphériques

Soit S une surface fermée suffisamment régulière pour qu’une normale puisse être définie en chacun
de ses points. Sur une telle surface, dite de Lyapunov, l'ensemble des fonctions à valeurs complexes
et de carré intégrable est noté L2(S). Il forme un espace de Hilbert pour le produit scalaire usuel:

    
u,v

S
= u(Ms).v

∗(Ms)dS
S
∫∫

( A2.7 )

où v∗  est le conjugué de v.
Soit O le centre d’un repère placé à l’intérieur de S.

Théorème 1:
L’ensemble des fonctions d’onde sphériques 

    Ψ = Ψ j
mul, j = 1,2,...{ } est complet dans L2(S).

Théorème 2:
L’ensemble des dérivées normales sur S des fonctions d’onde sphériques

    
∂Ψ =

∂Ψ j
mul

∂n
, j = 1, 2, ...

 
 
 

 
 
 

 est complet dans L2(S).

Cela signifie qu’il n’existe pas de fonction, autre que la fonction nulle, qui soit orthog onale à toutes

les fonctions     Ψ j
mul (respectivement 

    
∂Ψj

mul

∂n
). Ces théorèmes ont été démontrés par (62-64). On trouvera

d'autres références dans l'article (30) de Ochmann.
Tout ensemble complet pouvant être orthonormé par la procédure de type Gram-Schmidt, on en

déduit l' existence d' une base de fonctions orthonormées sur S notée 
    
∂Φ =

∂Φ j

∂n
, j = 1,2,...

 
 
 

 
 
 

 te lle

que:

    

∂Φ i

∂n
,
∂Φ j

∂n
S

= δ ij

( A2.8 )

Toute fonction f de L2(S) vérifie donc:

    
lim
N →∞

f − f N

2
dS

S
∫∫ = 0

( A2.9 )
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où fN est la décomposition en série de Fourier généralisée de la fonction f sur l'ensemble Φ∂ :

    
f N (Ms ) = f ,

∂Φ j

∂n
S

∂Φ j

∂n
(M s)

j =1

N

∑

( A2.10 )

Cette série est dite convergente vers la fonction f au sens des moindres carrés.

Application à la méthode de la sphère équivalente:

Les fonctions 
∂Ψj

∂n
 utilisées par la méthode de la sphère équivalente forment un ensemble

complet sur L2(S) car elles sont linéairement dépendantes des fonctions 
    
∂Ψj

mul

∂n
.

⇒ En appliquant la procédure de Gram-Schmidt on peut donc orthog onaliser les fonctions 
∂Ψj

∂n
 et

exprimer la vitesse vibratoire de S sous la forme d'une série convergente de la forme ( A2.11 ).
À cause de sa très g rande sensibilité aux  erreurs numériques (i.e. accumulation des erreurs
d'arrondis), cette technique d'orthonormalisation n'est en général pas conseillée (cf. (50) ou (53)).
On lui préférera la méthode de Décomposition en Valeurs Sing ulières (S.V.D.) telle qu' elle est
présentée au paragraphe 2.2.3. du chapitre I I. En effet, la minimisation au sens des moindres carrés
de la vitesse vibratoire résiduelle quadratique de S associée à la S.V.D. permet de construire la base
orthonormée ∂Φ  (i.e. ensemble des vecteurs colonnes de la matrice U dans l'expression    ( I I.68 ))
tout en conservant l' information sur la sensibilité aux  erreurs (i.e. conditionnement de la matrice A).

La décomposition de la vitesse vibratoire de S dans un sous-ensemble fini de fonctions 
∂Ψj

∂n
 conduit

donc à un sy stème linéaire dont la solution converg e au sens des moindres carrés vers la vitesse
vibratoire.
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Annexe 3

Prise en compte des erreurs de mesure
par la méthode de la sphère équivalente

1.  Introduction

On a montré au paragraphe 2.2.3. du chapitre I I que le conditionnement d' un système linéaire est un
paramètre important car il permet de qualifier la stabilité de la solution numé rique du système. Les
inégalités ( II.64 ) à ( I I.66 ) fournissent en effet des majorants de la norme de l'erreur commise par
rapport à la solution ex acte lorsque les sources d' erreur sont liées aux  composantes de la matrice A

(erreurs dues au maillage vibratoire et au calcul des fonctions 
∂Ψj

∂n
) et aux composantes du vecteur b

(erreurs de mesure). Le nombre de conditionnement ne permet cependant pas de traduire directement
cette instabilité en terme d' incertitude associée à chaque coefficient modal. On cherche donc à
affecter à chaque coefficient modal, puis à la pression acoustique rayonnée par la sphère équivalente,
une incertitude qui dépend des erreurs de mesure.
Une première approche consiste à modifier " légèrement" les données de vitesse sur la structure et à
comparer le rayonnement du champ de vitesse initial au ray onnement du champ de vitesse modifié.
En fonction des différences observées entre les deux  rayonnements on peut conclure sur la stabilité
de la solution du sy stème. Cette démarche nécessite cependant de déterminer différents champs de
vitesse vibratoire. Outre le problème du choix  de ces différentes config urations, cette approche peut
s'avérer très coûteuse en temps de calculs. Une méthode plus avantag euse consiste à inverser
directement un système linéaire qui tient compte du caractère aléatoire des mesures de vitesses.

2. Application du modèle linéaire : cas général

Dans le  modè le liné aire, le  ve cteur b qui contient les vitesses vibratoires mesurées est considéré
comme une réalisation particulière d' un vecteur aléatoire dont l' espérance (c' est-à-dire la moy enne
pour une infinité de réalisations) vérifie le sy stème linéaire ( II.46 ). Si on note     ̂  b  cette réalisation,
elle vérifie:

    
E ˆ b [ ]= Ax

( A3.1 )

La matrice A est une matrice déterministe alors que le vecteur x est un vecteur aléatoire qui contient
les coefficients modaux que l' on cherche désormais à déterminer en fonction de l' erreur de mesure
associée à la réalisation ˆ b .
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Le vecteur     ̂  b  vérifie donc:

    ̂  b = Ax+ ˆ e 
( A3.2 )

où ˆ e  est la réalisation d'un vecteur erreur al éatoire centré (i.e. [ ] 0ˆ =eE ) et de m atrice de vari ance-
covariance:

[ ] [ ][ ] [ ]∗∗ =−−= eeEbEbbEbESb
ˆˆ)ˆˆ)(ˆˆ(ˆ

( A3.3 )

Cette matrice caractérise la corrélation des erreurs entre les différents points de mesure. On cherche
donc un estimateur de la solution x pour     ̂  b  et     S ˆ b  donnés.
Le théorème de Gauss-Markov g énéralisé (65) montre alors que l'estimateur     ̂  x  de x non biaisé    (i.e.

    E
ˆ x [ ]= x) qui admet une variance minimale est défini par:

bSAASAx bb
ˆ)(ˆ 1

ˆ
11

ˆ
−∗−−∗=

( A3.4 )

Ce vecteur minimise la forme quadratique:

    
J( ˜ x ) =

1
2

( ˆ b − A˜ x )∗ Sˆ b 
−1( ˆ b − A˜ x )

( A3.5 )

et la matrice de vari ance-covariance 
    
S ˆ x = E ( ˆ x − x)( ˆ x − x)∗[ ] qui lui e st associée se met simplement

sous la forme:

    S ˆ x = ( A∗Sˆ b 
−1

A)−1

( A3.6 )

La diagonale de cette matrice contient la variance associée à chaque coefficient modal. On peut donc
déterminer le s c oefficients le s plus se nsibles a ux e rreurs de  me sure en comparant entre elles les
erreurs normalisées:

    
ε( ˆ x j ) =

(Sˆ x ) jj

ˆ x j
( A3.7 )

On définit de manière équivalente l'erreur normalisée associée aux mesures:

    
ε( ˆ b j ) =

(Sˆ b ) jj

ˆ b j
( A3.8 )
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Les composantes de     ̂  x  te lles que      ε( ˆ x j )  est du même ordre de g randeur que     ε( ˆ b j )  sont des
composantes stables de la solution.

Application au rayonnement acoustique de la sphère équivalente:

Soit φ une fonction qui dépend linéairement des coefficients modaux:

φ(x) = α j x j
j=1

N

∑ =tαx

( A3.9 )

où α est le vecteur [α1, α2, ..., αN]. Le modèle linéaire permet d'estimer la variance de cette fonction
lorsqu'elle est associée à la solution     ̂  x  (65) :

σ 2 φ( ˆ x )( )= tαSˆ x α

( A3.10 )

⇒ En posant φ = P( M) et      α j = − jρ0c0Ψ j (M ) , on peut  calculer l a variance associée à l a pression
acoustique rayonnée par la sphère équivalente (la fonction   Ψ j  est définie dans le tableau II.2).

Que les vitesses vibratoires soient obtenues par le calcul ou par la mesure, le problème consiste
désormais à connaître la matrice     S ˆ b . C'est en effet  une m atrice difficile à cal culer car elle nécessite
une modélisation statistique des sources d' erreur dans le calcul des vitesses vibratoires. Elle
demande également des calculs importants lorsque les vitesses sont mesurées. Une estimation même
imprécise de      S ˆ b  nécessite en particulier le stockag e d' un g rand nombre de données (i.e. tous les
spectres de vitesses pour tous les points de mesure). On est donc amené à appliquer des hypothèses
simplificatrices.

3.  Hypothèses de Gauss-Markov

Elles consistent à supposer la matrice     S ˆ b  diagonale et à coefficients constants. L es erreurs ne sont

donc pas corrélées d'un point de mesure à l' autre et admettent la même variance σ0
2  (hypothèse

d'homocédasticité). La matrice     S ˆ b  devient:

    

S ˆ b =

σ 0
2 0 ... 0 0

0 σ 0
2 ... 0 0

... ... ... ... ...
0 0 ... σ 0

2 0
0 0 ... 0 σ 0

2

 

 

 
 
 
 

 

 

÷ 
÷ 
÷ 
÷ 

= σ 0
2I

( A3.11 )
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La solution     ̂  x  est alors indépendante de   σ0
2  et s'écrit:

    ̂  x = ( A∗ A)−1 A∗ ˆ b 
( A3.12 )

C'est la solution obtenue en appliquant directement la méthode des moindres carrés. On en déduit les
expressions:

    S ˆ x = σ 0
2
.(A∗ A)−1

( A3.13 )

et

    σ
2 φ( ˆ x )( )= σ 0

2.t α (A∗ A)−1α

( A3.14 )

Remarques:

1. Lien avec la minimisation de la vitesse résiduelle quadratique
 
 Les hypothèses de Gauss-Markov conduisent à une méthode de rég ression linéaire classique où tous

les points de mesure sont affectés de la même incertitude. La fonctionnelle J définie par ( A3.5 )
s'écrit:

 

 
    
J( ˜ x ) =

1
2σ 0

2 ( ˆ b − A˜ x )∗ ( ˆ b − A˜ x ) =
1

σ 0
2 JN , Ns

( ˜ x )

( A3.15 )

 On est donc bien ramené à la minimisation de la vitesse résiduelle quadratique sur S.
 

2. Estimation de σ0
2

 
 On choisit en g énéral pour   σ0  un pourcentage de la dy namique des vitesses mesurées. Avec les

hypothèses de Gauss-Markov on peut estimer la valeur de   σ0
2
 associée au m odèle de régression

linéaire par:

 
    
ˆ σ 0

2 =
ˆ b − Aˆ x 

2

Ns − N
( A3.16 )

 C'est un estimateur sans biais de   σ0
2
.
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3. Application de la méthode de décomposition en valeurs singulières
 
 La décomposition en valeurs sing ulières de la matrice A pe rmet de  me ttre la  ma trice S ˆ x  sous la

forme (53,65):

 

    
(S ˆ x )ij = σ 0

2.
VikVjk

wk
2

k=1

N

∑

( A3.17 )

 où wk e st la  k ème valeur sing ulière de A. L a vari ance des coeffi cients m odaux est  i nversement
proportionnelle au carré des valeurs sing ulières de la matrice A. Les valeurs sing ulières les plus
faibles entraînent donc des coefficients de g rande amplitude dans la matrice     S ˆ x . A une  matrice
mal conditionnée sont associées de g randes incertitudes sur les coefficients modaux . La matrice
S ˆ x  permet donc bien de quantifier l' influence d'un mauvais conditionnement sur la stabilité des
coefficients modaux.

 
Conclusion:

En appliquant les hypothèses de Gauss-Markov, on obtient un modèle simple qui, à défaut d'être
réaliste, pe rmet de  tra duire dire ctement sur de s g randeurs phy siques le s insta bilités lié es a u
modèle de sphère équivalente. On peut en effet associer à ce modèle:

• un écart type à tous les coefficients modaux: 
    
σ( ˆ x j ) = σ0 ( A∗ A)−1( )jj

• un écart type pour la pression acoustique rayonnée par la sphère équivalente

On a vu au paragraphe 2.2.5. du chapitre II que seuls certains modes contribuent au ray onnement
acoustique de la sphère équivalente. Pour que le modèle soit stable par rapport aux erreurs de
mesure il suffit donc que les coefficients associés à ces modes rayonnants soient caractérisés par
un faible écart type. L'écart type des coefficients qui " ne rayonnent pas"  peut en revanche être
assez élevé. On peut ainsi distinguer parmi les systèmes mal conditionnés ceux qui correspondent
à un modèle stable ou instable. Notons ég alement que le nombre de coefficients qui participe au
rayonnement augmente lorsque le point d' écoute se rapproche de la structure. Un modèle pourra
donc être stable en champ lointain et instable en champ proche.

4.  Autres modèles pour la matrice de variance-covariance

Si l' on veut conserver un modèle simple, il est difficile de lever l' hypothèse d' une matrice     S ˆ b 

diagonale. En revanche, on peut supposer que la variance n' est pas constante d'un point de mesure à
l'autre (hypothèse d'hétérocédasticité). On définit alors la matrice diagonale     H ˆ b  telle que     S ˆ b 

−1 = H ˆ b 
2 :

    
H ˆ b = diag

1
σ1

,...,
1

σ Ns

 

 
 

 

 
÷ 

( A3.18 )
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et la solution     ̂  x  s'écrit:

ˆ x = (H ˆ b A)∗ (Hˆ b A)( )−1
(H ˆ b A)∗H ˆ b 

ˆ b 

( A3.19 )

Elle est obtenue simplement à partir de la méthode de décomposition en valeurs singulières en
remplaçant A et     ̂  b  respectivement par     H ˆ b A et     H ˆ b     ̂  b . Elle rend minimale la fonctionnelle:

    
JH ( ˜ x ) =

1
2

(H ˆ b 
ˆ b −H ˆ b A˜ x )∗ (Hˆ b 

ˆ b − H ˆ b A˜ x )

( A3.20 )

que l'on peut mettre sous la forme:

    
JH ( ˜ x ) = 1

2

Vmes(Mi ) −VN
cal(Mi )

2

σ i
2 ∆Si

i=1

Ns

∑

( A3.21 )

La matrice     H ˆ b  apporte donc une pondération des lig nes de la matrice A et " favorise" les points de
mesure associ é à un fai ble écart  t ype. L a contribution de la différence     V

mes(Mi ) −VN
cal (Mi )  à l a

fonctionnelle     JH ( ˜ x ) est en effet plus importante pour les points associés à un faible écart type. Pour
rendre     JH ( ˜ x ) minimum, la solution ˆ x  devra davantage minimiser cette différence. Affecter un écart
type élevé à un point de mesure revient à diminuer son importance dans le calcul de     ̂  x .
Si l'écart type est choisi arbitrairement proportionnel à l' amplitude de la vitesse mesurée, la solution
    ̂  x  conduira à une bonne estimation des faibles niveaux  de vitesse sur S. En revanche, si l' amplitude
des forts niveaux  n'est pas respectée, le ray onnement de la structure risque d'être largement sous-
estimé !

Un modèle moins " déterministe" que celui de Gauss-Markov est obtenu en faisant varier
aléatoirement les écarts types autour d'une valeur moyenne. On pose:

    
S ˆ b = diagσ1

2, ...,σ Ns

2( )
( A3.22 )

avec

Modèle aléatoire centré :     σ i = σ 0(1+η i
ε )

( A3.23 )

où

  ηi
ε  est un nombre aléatoire compris entre -ε et ε

  σ0  est la valeur moyenne des écarts types
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Exemple :
Pour une vitesse vibratoire comprise entre - V et V, on peut définir un modèle simple avec un
écart type moyen de 5% (  σ0  = 0,05*V) et une fluctuation de 10% autour de cette moy enne (ε
= 0,1).

Remarques :

1. Loi suivie par les erreurs de mesure
 Les modè les utilisé s n' ont pa s fa it d' hypothèse sur la  loi suivie  par le vecteur aléatoire e. Si on

suppose que l' erreur en chacun des points de mesure suit une loi de Laplace-Gauss (i.e. loi
normale) alors les coefficients modaux  et la pression acoustique ray onnée par la sphère
équivalente sont des variables aléatoires qui suivent également une loi normale.

 
2. Amélioration de la stabilité du modèle à partir de la méthode S.V.D.
 Avec les hypothèses de Gauss-Markov, la méthode des moindres carrés conduit à un estimateur de la

solution qui est non biaisé et de variance minimale. On ne peut donc espérer trouver un
estimateur de  va riance plus fa ible (i.e . une  solution plus sta ble) qu' en utilisa nt un estimateur
biaisé. L a relation ( A3.17 ) montre que ce sont les valeurs sing ulières les plus faibles qui
génèrent le plus d' instabilité. On peut donc diminuer la variance des coefficients modaux en
supprimant certaines de ces valeurs singulières. C'est une opération simple à effectuer lorsque l'on
dispose de la décomposition en valeurs singulières de la matrice A        (cf. § 2.2.3 du chapitre II).

 
3. Application des hypothèses de Gauss-Markov à la résolution du système ( II.46 )
 Lorsque l'on cherche à résoudre le système ( II.46 ), la ième composante du vecteur b est définie par:
 

     bi = ∆Si V( Mi )

( A3.24 )

 Elle dépend donc de la vitesse vibratoire et de la surface associée au point de maillage Mi. Pour que
les hypothèses de Gauss-Markov soient vérifiées, il faut que:

 a) la vitesse vibratoire admette un écart-type constant pour tous les points du maillage:
 

     σV (Mi ) = σ0

( A3.25 )

 b) le maillage vibratoire soit régulier:

 
  
∆Si = ∆S =

S
Ns

( A3.26 )

 où Ns est le nombre de points de maillage.
 Lorsque ces deux conditions sont vérifiées, l'écart type associé à chaque composante du vecteur b est

constant:     σ bi( )= σ 0 ∆S .
 On peut alors montrer que les écart-types associés aux coefficients modaux tendent vers zéro lorsque

Ns tend vers l'infini. En effet, la matrice   A∗ A vérifie:
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lim

N s→∞
A∗ A = C

( A3.27 )

 où la matrice C est associée au sy stème continu ( I I.42 ). En fonction du conditionnement de C, la

matrice     A
∗A( )−1

 converg e donc plus ou moins rapidement vers C-1 et  l a m atrice de vari ance-

covariance     S ˆ x  vers la matrice     σ0
2
∆S C−1. On en déduit:

 

 
    
σ(xj ) = (Sˆ x ) jj Ns→∞ →    σ 0

S
Ns

(C−1) jj

( A3.28 )

 Lorsque le nombre de points de maillag e tend vers l'infini, l'écart-type associé à chaque coefficient

modal admet donc une décroissance en 
    

1
Ns

. Cette décroissance caractérise la converg ence du

système discret vers le système continu.
 On déduit de l'expression ( A3.10 ) que l' écart-type associé à la pression acoustique ray onnée par la

sphère équivalente admet la même décroissance:
 

 σP = tαSˆ x α Ns→∞ →    σ 0
S
Ns

tαC−1α

( A3.29 )

 Si la matrice C est bien conditionnée, on améliore la stabilité du modèle en augmentant le nombre de
points de maillage. Si elle ne l' est pas, la converg ence vers z éro des écart-ty pes peut être
relativement lente et la valeur des σ(xj )  associés aux  modes rayonnants caractérisent le modèle
de la sphère équivalente. Notons enfin que cette décroissance des σ(xj )  traduit la convergence de
la formulation discrète du problème de minimisation vers la formulation continue. Cette dernière
est en effet entièrement déterministe car elle admet N équations pour N inconnues.
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{P1

{P2

Annexe 4

Propriété du rayonnement acoustique d'une sphère équivalente
dont les coefficients modaux sont solutions du système ( II.42 )

Objectif:

Il s'agit de montrer que le ray onnement acoustique d' une sphère équivalente définie à partir de la
résolution du sy stème ( I I.42 ) est théoriquement indépendant du choix  du ray on de cette sphère
(démonstration 1). L e cas d’un m ultipôle pl acé au cent re de l a sphère équi valente est  ég alement
traité (démonstration 2) et on montre que ce multipôle conduit au même ray onnement acoustique
que la sphère.

Démonstration 1

Soient     Sa1
 la sphère de centre O et de rayon

a1  et      Sa2
 la sphère de centre O et de ray on

a2  telle que a a2 1≠ .

En reprenant les notations du chapitre II, on note P1 le problème:

Trouver les coefficients Vj
a1  associés à la sphère     Sa1

 qui minimisent

J N
a1 = J N Ψ j =Ψ j

a1 = V mes( Ms ) − V j
a1

∂Ψ j
a1

∂nj =1

N

∑
2

dS
S
∫∫

et P2 le problème :

Trouver les coefficients Vj
a2  associés à la sphère     Sa2

 qui minimisent

    
JN

a2 = JN Ψ j =Ψ j
a2 = V mes( M s) − Vj

a2
∂Ψ j

a2

∂nj =1

N

∑
2

dS
S
∫∫

où les fonctions Ψj
a1  et Ψj

a2  sont liées aux modes de rayonnement de     Sa1
 et     Sa2

 et définies par:

    
Ψ j

a1( M ) =Y nm
σ (θ,ϕ )

hn(kr)
′ h n(ka1)

( A4.1 )

    
Ψ j

a2 (M ) = Y nm
σ (θ ,ϕ )

hn(kr)
′ h n(ka2)

( A4.2 )

O

 S

     Sa1

     Sa2



Annexe 4

188

Soit 
    

˜ V j
a1 , j = 1..N{ } l’unique solution de P1. Elle vérifie le système S1:

S1 : pour i = 1..N,     
    

˜ V j
a1

∂Ψj
a1 (M s)
∂n

∂Ψi
a1

∗
(M s)

∂nS
∫∫ dS

j =1

N

∑ = V mes( Ms )
∂Ψi

a1
∗
( Ms )

∂n
dS

S
∫∫

( A4.3 )

De même, on note ˜ V j
a2 , j = 1..N{ } l'unique solution de P2. Elle vérifie le système S2:

S2 : pour i = 1..N,     
    

˜ V j
a2

∂Ψj
a2 ( M s)
∂n

∂Ψ i
a2

∗
(M s)

∂nS
∫∫ dS

j =1

N

∑ = V mes( Ms )
∂Ψi

a2
∗
(M s)

∂n
dS

S
∫∫

( A4.4 )

1ère étape :
Montrons que les ensembles ˜ V j

a1 , j = 1..N{ } et ˜ V j
a2 , j = 1..N{ } sont liés termes à termes.

Les relations ( A4.1 ) et ( A4.2 ) montrent que les fonctions Ψj
a1  et  Ψj

a2  sont liné airement
dépendantes. En tout point de la surface S elles vérifient:

Ψ Ψj
a

j j
a1 2= α  avec 

    
α j =

′ h n(ka2)
′ h n(ka1)

( A4.5 )

Le système S1 admet donc la même solution que le système S'1:

S'1 : pour i = 1..N ,     
    

˜ V j
a1α jα i

∗ ∂Ψj
a2 ( Ms )
∂n

∂Ψi
a2

∗
( M s)

∂nS
∫∫ dS

j =1

N

∑ = α i
∗ V mes( M s)

∂Ψ i
a2

∗
(M s)

∂n
dS

S
∫∫

( A4.6 )

Comme α i ≠ 0  pour tout entier i, S'1 devient:

S'1 : pour i = 1..N ,     ˜ V j
a1α j

∂Ψ j
a2 (M s)
∂n

∂Ψi
a2

∗
( Ms)

∂nS
∫∫ dS

j =1

N

∑ = V mes(M s)
∂Ψi

a2
∗
(M s)

∂n
dS

S
∫∫

( A4.7 )

On en dédui t que l e sy stème S '1 est  i dentique au sy stème S 2 et les coefficients solutions des
problèmes P1 et P2 vérifient donc:

˜ V j
a2 = α j

˜ V j
a1 =

′ h n(ka2)
′ h n(ka1)

˜ V j
a1  pour j = 1..N

( A4.8 )
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2ème étape :
Montrons que les rayonnements de Sa1

 et Sa2
 sont identiques.

Si on note P M1 ( )  (respectivement P M2 ( ) ) la pression acoustique rayonnée par  Sa1
 (resp. Sa2

) qui
est solution du problème P1 (resp. P2), on a pour tout point M extérieur à S:

    
P1(M ) = − jρ0c0

˜ V j
a1Ψ j

a1 (M)
j=1

N

∑

( A4.9 )

et

    
P2(M ) = − jρ0c0

˜ V j
a2 Ψj

a2 (M)
j=1

N

∑

( A4.10 )

On déduit des expressions ( A4.5 ) et ( A4.8 ) les relations suivantes:

    

P1 (M ) = − jρ0c0
˜ V j

a1Ψj
a1 (M )

j=1

N

∑

= − jρ0c0 ( ′ h n(ka1)
′ h n(ka2)

˜ V j
a2 ).( ′ h n(ka2)

′ h n(ka1)
Ψj

a2 ( M )
j =1

N

∑ )

= − jρ0c0
˜ V ja2 Ψ j

a2 ( M )
j =1

N

∑

= P2( M )

Bien que leurs ray ons soient différents, les sphères     Sa1
 et      Sa2

 ont un ray onnement acoustique
identique en tout point M extérieur à S.

Démonstration 2

Soit     Pmul (M ) la pression ray onnée au point M par un m ultipôle placé au point O. En reprenant les
notations de l'annexe 2, on peut écrire:

    
Pmul (M ) = M j Ψ j

mul(M )
j =1

N

∑

( A4.11 )

avec

    Ψ j
mul(M ) =Y nm

σ (θ ,ϕ )hn(kr)

( A4.12 )
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{Pm

Comme précédemment, on note Pm le problème :

Trouver les coefficients M j  associés au multipôle qui minimisent

    
JN = V mes(M s) − M j

∂Ψj
mul

∂nj =1

N

∑
2

dS
S
∫∫

Soit     
˜ M j , j = 1..N{ } les coefficients qui sont solution de P1. Ils vérifient le système Sm:

Sm : pour i = 1..N,     
    

˜ M j

∂Ψ j
mul(M s)
∂n

∂Ψj
mul∗ ( Ms)

∂nS
∫∫ dS

j =1

N

∑ = V mes(M s)
∂Ψj

mul∗ (M s)
∂n

dS
S
∫∫

( A4.13 )

En tout point de la surface S, les fonctions Ψ j
mul et Ψ j

a1  vérifient la relation:

    Ψ j
mul = ′ h n(ka1)Ψ j

a1

( A4.14 )

On peut donc appliquer la même démarche que précédemment et en déduire:

    
˜ M j = − jρ0c0

˜ V ja1

′ h n(ka1)

( A4.15 )

Les coefficients modaux du multipôle et de la sphère     Sa1
 vérifient donc:

˜ M jΨ j
mul = − jρ0c0

˜ V j
a1Ψ j

a1

( A4.16 )

et le rayonnement du multipôle est bien identique à celui de la sphère Sa1
.

Conclusions

Lorsque l'on cherche à remplacer une st ructure vibrante par une source sphéri que équivalente
en résolvant le système ( II.42 ), le ty pe de la source (sphère ou multipôle) n' a théoriquement
pas d'importance dès lors que ces sources admettent le même centre O. En particulier, quel que
soit le rayon de la sphère - a priori même lorsque la sphère n'est pas inscrite dans la structure !
- le champ acoustique rayonné est le même. D'un point de vue numérique le problème est tout
à fait différent car le conditionnement du sy stème linéaire dépend fortement du ray on de la
sphère (cf. § 2.2.3. du chapitre II).
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Annexe 5

Critère d'échantillonnage pour la décomposition de la vitesse vibratoire
d'une sphère dans l'ensemble des fonctions harmoniques sphériques

Objectif:

Soit Sa la sphère de centre O et de ray on a sur laquelle est définie en tout point M(a,θ,ϕ) la vitesse
vibratoire V Ma ( ) . L es fonc tions ha rmoniques sphé riques norma lisées c onstituent une  base
orthonormée pour l' ensemble des fonctions définies sur une sphère. On peut donc décomposer
V Ma ( )  sous la forme (cf. les notations du chapitre II):

V M V Ya
nm
a

nm
m

n

n

( ) ( , )=
===

∞

∑∑∑ σ
σ

σ
θ ϕ

0

1

00

( A5.1 )

où

V V Y d dnm
a a

nmσ
ϕ

π
σ

θ

π

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ=
==
∫∫ ( , ) ( , )sin

0

2

0

( A5.2 )

Soit V MN
a ( )  la restriction de V Ma ( )  aux  termes d' ordre n i nférieur ou égal à N (i.e. V MN

a ( )
contient ( )N + 1 2  termes).

Afin de simplifier les ex pressions, on adopte la notation complexe e jmϕ  pour remplacer les
fonctions cos( )mϕ  et sin( )mϕ  qui interviennent dans Ynm

σ . On note désormais:

V M V YN
a

nm
a

nm
m n

n

n

N

( ) ( , )=
=−=
∑∑ θ ϕ

0

( A5.3 )

avec

    
Y nm (θ ,ϕ ) =

1
Nnm

Pmn(cosθ )ejmϕ

    
Nnm =

4π
εm(2n+1)

(n+ m)!
(n− m)!

 (coefficient de normalisation)

et Vnm
a = VN

a (θ ,ϕ
ϕ=0

2π

∫ )Y nm
θ =0

π

∫ sinθdθdϕ
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Par rapport aux  notations du chapitre I I les coefficients modaux  et les fonctions harmoniques
vérifient:

Vnmσ
a =

Ré(Vnm
a ) siσ = 1

Im(Vnm
a ) siσ = 0

 et Y nm =
Ré(Y nm

σ ) siσ =1
Im(Y nm

σ ) siσ = 0

( A5.4 )

Il s'agit de montrer que les coefficients Vnm
a  peuvent être calculés de manière exacte à partir

d'un nombre fini de valeurs discrètes de V MN
a ( )  régulièrement répartis suivant angles θ et

ϕ.

Démonstration:

a) Décomposition en série de Fourier suivant l'angle ϕ

Par rapport à l' angle ϕ, la fonction V MN
a ( ) est une fonction 2 π-périodique définie par ses 2 N+1

coefficients de Fourier cm ( )θ  tels que:

V M c e jm
N
a

m
m N

N

( ) ( )=
=−
∑ θ ϕ

( A5.5 )

avec, pour m = 0,..,N:

c V e jm dm N
a( ) ( , )θ

π
θ ϕ ϕ ϕ

π

= −∫
1

2 0

2

( A5.6 )

En appliquant le théorème d' échantillonnage de Shannon, cette intég rale est calculée exactement à
partir de 2N+1 valeurs discrètes de V MN

a ( )  régulièrement réparties sur l'intervalle [0,2π]:

cm (θ) =
1

2N +1
VN

a(θ,ϕ i )e
− jmϕi

i =0

2N

∑
( A5.7 )

avec

ϕ ϕi i= ∆  et 
    
∆ϕ =

2π
2N +1

( A5.8 )

On reconnait dans cette expression la transformée de Fourier discrète de cm ( )θ .
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Par définition, les coefficients Vnm
a  s'écrivent:

    
Vnm

a = VN
a (θ ,ϕ

ϕ=0

2π

∫ )Y mn(θ ,ϕ)
θ =0

π

∫ sinθdθdϕ = 1
Nnm

VN
a(θ,ϕ

ϕ= 0

2π

∫ )Pmn(cosθ )e jmϕ
θ =0

π

∫ sinθdθdϕ

( A5.9 )

On en déduit:

    
Vnm

a = 2π
Nnm

cm(θ)Pmn(cosθ )sinθdθ
0

π

∫

( A5.10 )

Il faut maintenant montrer que l' intégrale ( A5.9 ) peut être calculée exactement à partir de valeurs
discrètes de cm ( )θ .

b) Décomposition en série de Fourier suivant l'angle θ

La fonction de Legendre Pmn (cos )θ  se peut se mettre sous la forme (60) :

P A e jq
mn q

q n

n

(cos )θ θ=
=−
∑

( A5.11 )

où l es coeffi cients Aq  ne dépendent que des entiers n et  m. On trouvera dans (66) une relation de
récurence qui permet de les calculer.

La fonction V MN
a ( )  se décompose donc ég alement dans l' ensemble des fonctions e jqθ  avec q = -

N,...,0,...,N. Les fonctions cm ( )θ  et Pmn (cos )θ  n'étant définies que sur [0,π], on les prolonge pour les
rendre 2π-périodique:

~ ( )
(cos ) [ , ]

( ) (cos( )) [ ,2 ]
P

P

Pmn
nm

m
mn

θ
θ θ π

π θ θ π π
=

∈

− − ∈




si

si

0

1 2

( A5.12 )

~ ( )
( ) [ , ]

( ) ( ) [ ,2 ]
c

c

cm
m

m
m

θ
θ θ π

π θ θ π π
=

∈

− − ∈




si

si

0

1 2

( A5.13 )

On en déduit une décomposition en série de Fourier de ~ ( )cm θ :

~ ( )c d e jq
m qm

q N

N

θ θ=
=−
∑

( A5.14 )
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avec

    
dqm = 1

2π
˜ c m(θ)e− jqθ dθ

0

2π

∫

( A5.15 )

En appliquant le théorème d' échantillonnage de Shannon, cette intégrale est également calculée
exactement à part ir de 2 N+1 valeurs discrètes de ~ ( )cm θ  ré gulièrement ré parties sur l' intervalle
[0,2π]. En utilisa nt les proprié tés de  symétrie de ~ ( )cm θ , on peut ex primer les coefficients dqm  en
fonction de N+1 valeurs de cm ( )θ :

    
dqm =

1
2N +1

cm(0) + (e− jqθ i + (−1)mejqθi )cm(θ i )
i=1

N

∑
 
 
  

 

( A5.16 )

où

θ θi i= ∆  et ∆θ =
2π

2N + 1
( A5.17 )

On en déduit:

V A dnm
a

qnm qm
q N

N

=
=−
∑

( A5.18 )

où les Aqnm  sont des coefficients constants qui s' expriment en fonction des Aq . Sous sa forme
développée, on obtient:

Vnm
a =

1
(2N +1)2 Aqnm VN

a(0,ϕ i ) + (e− jqθ l + (−1)me jqθl )VN
a(θ l ,ϕ l )

l=1

N

∑
 
 
  

 e
− jmϕ i

i= 0

2N

∑
q= −N

N

∑

( A5.19 )

Conclusion:

Dans le cas d' une sphère vibrante, les coefficients modaux  Vnm
a  peuvent  être calculés exactement à

partir de valeurs discrètes de la vitesse vibratoire si le maillag e vérifie un double critère de Shannon
suivant les angles θ et ϕ. Tous les coefficients Vnm

a  d'ordre n inférieur à N sont ainsi calculés pour un
maillage de     (N +1)× (2N + 1)  points régulièrement répartis sur le domaine [0,π]×[0,2π].
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Avec les définitions ( A5.8 ) et ( A5.17 )  les points { }( , ), ,...0 1 2ϕ i i N=  correspondent en fait à un
seul et même point. I l faut donc définir     (N +1)× (2N −1)  points de maillag e sur la sphère pour
calculer les (N+1)2 premiers coefficients. Pour N >> 1, il faut environ deux  fois plus de points de
maillage que de coefficients à calculer.
En particulier, si on note Nθ et Nϕ le nombre de points de maillage suivant les angles θ et ϕ alors le
calcul du coefficient Vnm

a  respectera le critère de Shannon si n et m vérifient:

Critère d'échantillonnage pour le coefficient modal Vnm
a  : 

n+ 1≤ Nθ

2m+1≤ Nϕ

 
 
 

( A5.20 )

Les coefficients qui ne  re spectent pa s c e c ritère ne  pourront ê tre c alculés. Ce tte limite  lié e à
l'échantillonnage s'interprète comme dans le domaine du traitement du sig nal à partir du phénomène
de recouvrement de "spectre" (61).
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Annexe 6

Expression du rayonnement acoustique d'une surface vibrante
à partir du rayonnement d'une sphère qui englobe cette surface

Objectif

Il s' agit de montrer, à partir de l' équation intég rale de Helmholtz , que la pression acoustique
rayonnée par une structure vibrante S peut s'exprimer sous la forme d' une série converg ente si le
point d'écoute est placé à l'extérieur de S0, une sphère qui englobe la surface S.

Démonstration:

L'équation intégrale de Helmholtz  permet d' exprimer la pression acoustique ray onnée en tout point
M extérieur à S sous la forme:

    
P(M) = (P(Ms)

∂G(M, Ms)
∂nMs

+ jωρ0V( Ms)G(M, Ms))dS
S
∫∫

( A6.1 )

où P(Ms) et V(Ms) sont respectivement la pression pariétale et la vitesse vibratoire définies en tout
point Ms de S, et G une fonction de Green solution de l'équation d'onde non-homogène:

∆G M M k G M M M M( , ) ( , ) ( , )1 2
2

1 2 1 2+ = −δ

( A6.2 )

Si l'on n'impose pas à G de vérifier de conditions aux limites particulières sur S, on peut prendre la
fonction de Green en champ libre G0 définie par:

    
G0( M1, M2 ) =

e− jkr

4πr
( A6.3 )

où r = M1M2

→
. G0 s'exprime simplement en fonction de h0 la fonction de Hankel sphérique d'ordre

0:

    
G0( M1, M2 ) = −

jk
4π

h0(kr)

( A6.4 )
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Soit O un poi nt situé à l'intérieur de la surface S. Dans un repère associé à O, les points M1 et  M2
sont définis par leurs coordonnées sphériques M r1 1 1 1( , )θ ϕ  et  M r2 2 2 2( , )θ ϕ . En appliquant le
théorème de translation des fonctions de B essel (2), on peut ex primer h0 sous la forme d' une série
convergente qui dépend des coordonnées des points M1 et  M2. En fonction de la position de ces
points par rapport au point O il faut distinguer deux cas:

1) si r r1 2≥  : 
    
G0(M 1, M2) = − jk Ψnmσ (M1) ˆ Ψ nmσ (M2)

σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑
( A6.5 )

2) si r r1 2≤  : 
    
G0(M 1, M2) = − jk Ψnmσ (M2) ˆ Ψ nmσ (M1)

σ= 0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑
( A6.6 )

où

    Ψnmσ (M1) = Y nm
σ (θ1,ϕ1)hn(kr1)

    
ˆ Ψ nmσ (M1) = Y nm

σ (θ1,ϕ1) jn (kr1)

Si le point M respect e l a condi tion 
    
r = OM

→
≥ rs(Ms)  pour tout point Ms de S, alors on peut

développer la fonction de Green G0 de l'équation ( A6.1 ) sous la forme ( A6.6 ).
En posant M1 = M et M2 = Ms, on obtient:

    

P(M ) = (P(M s)
∂G0(M , Ms)

∂nMs

+ jωρ0V(Ms)G0(M , Ms))dS
S
∫∫

= − jk (P(Ms)Ψnmσ (M )
∂ ˆ Ψ nmσ (Ms)

∂nMs

+ jωρ 0V(M s)Ψnmσ (M) ˆ Ψ nmσ (Ms))dS
S
∫∫

σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

= − jk Ψnmσ (M ) (P(M s)
∂ ˆ Ψ nmσ (Ms)

∂nMs

+ jωρ 0V(M s) ˆ Ψ nmσ (Ms))dS
S
∫∫

σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑

c'est-à-dire:

    
P(M ) = PnmσY nm

σ (θ,ϕ )hn(kr)
σ =0

1

∑
m=0

n

∑
n=0

∞

∑
( A6.7 )

avec

Pnmσ = − jk P(Ms)
∂ ˆ Ψ nmσ (Ms)

∂nMs

+ jkρ0c0V(Ms) ˆ Ψ nmσ (Ms)
 

 
 

 

 
÷ 

S
∫∫ dS

( A6.8 )
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Ces deux  relations traduisent le ray onnement acoustique d' un multipôle équivalent à la structure S
(cf. annexe 2 pour la définition du multipôle).

Soit S0 une sphère de centre O et de ray on r0 qui englobe la structure. L a fonction     ′ h n(kr0)  n'étant
jamais nulle, on peut donc poser:

    
Vnmσ

r0 =
j

ρ0c0
′ h n(kr0)Pnmσ

( A6.9 )

et exprimer simplement le champ acoustique ray onné par la structure pour tout point M extérieur à
S0 sous la forme attendue:

P(M ) = − jρ0c0 Vnmσ
r0 Y nm

σ (θ,ϕ)
hn(kr)
′ h n(kr0)σ=0

1

∑
m= 0

n

∑
n= 0

∞

∑

( A6.10 )

avec

    
Vnmσ

r0 =
k

ρ0c0

′ h n(kr0) P(Ms)
∂ ˆ Ψ nmσ (Ms)

∂nMs

+ jkρ0c0V(M s) ˆ Ψ nmσ (Ms)
 

 
 

 

 
÷ 

S
∫∫ dS

( A6.11 )

Remarque:

 Les relations ( A6.7 ) et ( A6.10 ) ont assez peu d'applications pratiques car en général on ne connaît
pas la pression pariétale sur la structure S. Elle s pe rmettent c ependant de  fa ire le  lie n e ntre la
formulation intégrale et la méthode de la sphère équivalente développée au chapitre I I. En
particulier, la méthode utilisée pour démontrer la relation ( A6.10 ) ne permet pas de montrer la
convergence de la série entre S et  S0. Or, la série ( I I.84 ) obtenue par la méthode de la sphère
équivalente converge en tout point ex térieur à S. La décomposition en série dans l' ensemble des
fonctions d'onde sphériques étant unique, la série ( A6.10 ) converg e donc également aux points
compris entre S et S0.
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Annexe 7

Unicité de la décomposition de la pression acoustique rayonnée par une structure
vibrante dans l'ensemble des fonctions d'onde sphériques

Soient S une surface vibrante et O un point placé dans le volume intérieur de S. On note:

    
A1 = Pnmσ

1 ,n = 0,...;m= 0,...,n;σ = 0,1{ }
    
A2 = Pnmσ

2 ,n = 0,...;m= 0,...,n;σ = 0,1{ }
deux ensembles de coefficients tels que la pression acoustique rayonnée par S et  associ ée
respectivement à A1  et A2  s'écrit:

    
P1 (M ) = Pnmσ

1 Y nm
σ (θ,ϕ )hn(kr)

σ= 0

1

∑
m= 0

n

∑
n=0

∞

∑

    
P2( M ) = Pnmσ

2 Y nm
σ (θ ,ϕ )hn(kr)

σ =0

1

∑
m= 0

n

∑
n= 0

∞

∑
( A7.1 )

Ces deux séries convergent uniformément en tout point M extérieur à S et, par hypothèse:

    P1 (M ) = P2(M )
( A7.2 )

Soit S0 une sphère de centre O et de rayon     r0  qui eng lobe la structure. En tout point

    M 0 (r0 ,θ 0 ,ϕ 0)de S0 les éléments de A1  et A2  vérifient:

    
(Pnmσ

1 − Pnmσ
2 )Y nm

σ (θ 0,ϕ 0)hn(kr0 )
σ =0

1

∑
m= 0

n

∑
n= 0

∞

∑ = 0

( A7.3 )

On peut alors multiplier chaque membre de l'équation par     Y νµ
s (θ 0 ,ϕ0 )  et  intégrer sur l a surface

S0. On en déduit:

    
(Pnmσ

1 − Pnmσ
2 )hn(kr0) Y nm

σ (θ 0,ϕ 0)Y νµ
s (θ 0,ϕ 0)sinθ 0dθ0dϕ0

S0

∫∫
σ =0

1

∑
m= 0

n

∑
n=0

∞

∑ = 0

( A7.4 )

En utilisant les propriétés d'orthogonalité des fonctions   Y νµ
s , les coefficients vérifient:

    (Pnmσ
1 − Pnmσ

2 )hn(kr0 ) = 0 pour tout triplet     (n,m,σ )

( A7.5 )

Les zéros des fonctions de Hankel sphériques étant des nombres complex es de partie imag inaire
strictement négative (52), on en déduit l' unicité du développement en série du rayonnement de S
dans l'ensemble des fonctions d'onde sphériques.
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Annexe 8

Calcul du rayonnement acoustique d'une portion de sphère pulsante

Définition

Soit S la sphère de centre O et de rayon R telle qu'en tout point de sa surface la vitesse vibratoire V R
vérifie:

    
V R (θ,ϕ ) =

V siθ ∈ 0,θ0[ [
0 siθ ∈ θ0,π] ]

( A8.1 )

Expression des coefficients modaux de S

En appliquant la relation ( II.3 ) les coefficients modaux de S vérifient

��    

Vnmσ
R = V R(θ ,ϕ )Y nm

σ (θ ,ϕ)sinθdθdϕ
θ = 0

π

∫
ϕ= 0

2π

∫

= V
Nnm

cos(mϕ)
sin(mϕ )

dϕ
ϕ= 0

2π

∫
 

 
  

 
÷ 

I ϕ

	� 
����� ������

Pmn(cosθ )sinθdθ
θ = 0

θ0

∫
 

 
 

 

 
÷ 

Iθ

	� 
������� ��������

( A8.2 )

θ0Z

O R
Figure A8.1

Portion de sphère pulsante
définie par l'angle θ0
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Si l' indice m est différent de z éro alors l'intégrale Iϕ  est nulle. On en déduit que seuls les
coefficients m odaux     (m,σ ) = (0,1)  sont différents de z éro. L 'intégrale Iϕ  vaut alors 2 π. L es

coefficients sont notés Vn
R .

Le coefficient de normalisation s'exprime simplement en fonction de l'ordre n:

    
N nm = Nn0 = 4π

2n+1
( A8.3 )

De même, l'intégrale Iθ  vérifie:

    
Iθ = Pn(x)

cosθ 0

1

∫ dx

( A8.4 )

où les fonctions Pn sont les poly nômes de Legendre définis en annex e 1. Avec la notation P-1 = P0
cette intégrale se met sous la forme:

    
Iθ =

Pn−1(cosθ0) − Pn+1(cosθ0)
2n+ 1

( A8.5 )

On en déduit l'expression des coefficients modaux de S:

Vn
R = V π

2n+1
Pn−1(cosθ 0) − Pn+1(cosθ 0)( )

( A8.6 )

Application

La vitesse vibratoire, la pression et la puissance acoustique rayonnée par S se mettent sous la forme:

    
V R(θ ) =

V
2

Pn−1(cosθ0) − Pn+1(cosθ0)( )Pn(cosθ )
n= 0

∞

∑

( A8.7 )

    
P(M ) = P(r,θ ) = − jρ0c0

V
2

Pn−1(cosθ0)− Pn+1(cosθ0)( )Pn(cosθ )
hn(kr)
′ h n(kR)n= 0

∞

∑

( A8.8 )

W =
ρ0c0

2k2 V 2π
Pn−1(cosθ0) − Pn+1(cosθ0)( )2

(2n+1) ′ h n(kR)
2

n= 0

∞

∑

( A8.9 )
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Annexe 9

Cette annexe contient les figures citées dans le paragraphe 3.3.2. du chapitre III.

Figure A9.1
Diagramme de directivité d'un cube de côté L
dont la face X = L/2 vibre sur le mode (1,1)

(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
distance au centre du cube r = 10L
maillage vibratoire utilisé
pour la méthode intégrale

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

maillage vibratoire utilisé
pour la méthode de la sphère équivalente

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

Y/Z

a

O X
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Figure A9.2
Variation du diagramme de directivité d'un cube de côté L

dont la face X = L/2 vibre sur le mode (1,1)
en fonction de l'ordre maximum des modes de la sphère équivalente pris en compte

(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
distance au centre du cube r = 10L
maillage vibratoire utilisé
pour la méthode intégrale

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

maillage vibratoire utilisé
pour la méthode de la sphère équivalente

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)
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Figure A9.3
Variations de la puissance acoustique, du nombre de conditionnement de la matrice A,

de l'erreur quadratique et de l'erreur maximum
en fonction de l'ordre maximum des modes de la sphère équivalente pris en compte.

(maillage de 294 points : Nx = Ny = Nz = 7)
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Figure A9.4
Déformée vibratoire calculée par la sphère équivalente en fonction de Nmax

a) sur une face qui vibre sur le mode (1,1)
b) sur une face rigide en contact avec la face vibrante

(L = 1,0 m ; kL = 10 ; 400 points de maillage sur chaque face ; vitesses normalisées)

a) face vibrante
⇓

b) face non vibrante
⇓

déformée
exacte

⇒

Nmax = 0 ⇒

Nmax = 4 ⇒

Nmax = 14 ⇒
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Figure A9.5
Diagrammes de directivité du champ de pression acoustique rayonné par la sphère équivalente

pour un écart type constant sur les vitesses vibratoires : 
    
σ 0 =

1
10

Max V Mi( ), i = 1,...,Ns{ }
a) maillage de 150 points : Nx = Ny = Nz = 5
b) maillage de 294 points : Nx = Ny = Nz = 7
c) maillage de 600 points : Nx = Ny = Nz = 10

d) maillage de 1350 points : Nx = Ny = Nz = 15
( Nmax = 4 ; kL = 10 ; plan de directivité Z = 0 ; distance au centre du cube r = 10L )
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Figure A9.6
Diagramme de directivité d'un cube de côté L

dont la face X = + L/2 pulse
(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
distance au centre du cube r = 10L
maillage vibratoire utilisé
pour la méthode intégrale

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

maillage vibratoire utilisé
pour la méthode de la sphère équivalente

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

Y/Z

a

O X

kL = 2
Nmax = 6

kL = 10
Nmax = 10
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Diagramme 
dont les six face

(10

plan de dir
distance au cen
maillage vibra
pour la méthod

maillage vibratoire
pour la méthode de la

Y/Z

a

O X

kL = 2
Nmax = 0

k
N

L = 10

 = 4
Annexe 9

Figure A9.7
de directivité d'un cube de côté L
s vibrent en phase sur le mode (1,1)

 dB entre chaque cercle)

ectivité Z = 0
tre du cube r = 10L
toire utilisé
e intégrale

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

 régulier utilisé
 sphère équivalente

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

max
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Diagramme
dont le

(10

plan de di
distance au ce
maillage vibra
pour la métho

maillage vibratoir
pour la méthode de la

Y/Z

a

O X

k
Nmax
kL = 10
N  = 4
 

r
n

e

L = 2
 = 0
Annexe 9

Figure A9.8
de directivité d'un cube de côté L
s six faces pulsent en phase
 dB entre chaque cercle)

ectivité Z = 0
tre du cube r = 10L
toire utilisé
de intégrale

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

 régulier utilisé
 sphère équivalente

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

max
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Figure A9.9
Diagramme de directivité d'un cube de côté L
dont la face Z = L/2 vibre sur le mode (3,3)

et les cinq autres faces vibrent en phase sur le mode (1,1)
(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité X = 0
kL 10

Nmax 10
maillage vibratoire utilisé
pour la méthode intégrale

480
Nx = Ny = 10 ; Nz = 7

maillage vibratoire régulier utilisé
pour la méthode de la sphère équivalente

600
( Nx = Ny = Nz = 10)

O

Z

a

X/Y

r = L

r = 10L
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Figure A9.10
Comparaison entre le module de la déformée vibratoire imposée et calculée

par la sphère équivalente
Cas d'une face vibrant sur le mode (3,3)
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Figure A9.11
Diagramme de directivité d'une boîte de dimensions Lx = 2L et Ly = Lz = L

dont les six faces vibrent en phase sur le mode (1,1)
(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
kL 10

distance au centre de la boîte r = 10L
maillage vibratoire utilisé
pour la méthode intégrale

264 points
(Nx = 8, Ny = Nz = 6)

maillage vibratoire régulier utilisé
pour la méthode de la sphère équivalente

1000 points
(Nx = 2Ny = 2Nz = 20)

O

X

a

Y/Z

Nmax = 4

Nmax = 10
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Figure A9.12
Diagramme de directivité d'une boîte de dimensions Lx = 2L et Ly = Lz = L

dont les six faces vibrent en phase sur le mode (1,1)
(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
kL 20

distance au centre de la boîte r = 10L
maillage vibratoire utilisé
pour la méthode intégrale

264 points
(Nx = 8, Ny = Nz = 6)

maillage vibratoire régulier utilisé
pour la méthode de la sphère équivalente

1000 points
(Nx = 2Ny = 2Nz = 20)

O

X

a

Y/Z

Nmax = 4

Nmax = 10
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Annexe 10

Méthode géométrique :
1) Définitions des projections dans le cas d'une plaque rectangulaire

insérée dans un baffle
2) Applications au cas d'un cube

1) Définitions des projections

Soit une plaque rectang ulaire de centre O et de dimensions Lx × Ly telle que tout point de la plaque
est repéré par ses coordonnées (Xs,Ys) dans le repère (O,X,Y,Z). On définit également la sphère Sa de
rayon a et  de centre Oa(0,0,-a). Cette sphère est tang ente à la plaque au point O. Dans le
repère(Oa,X,Y,Z), tout point de la sphère est défini par ses coordonnées sphériques (a,θa,ϕa).

Il s'agit d'exprimer les coordonnées (Xs,Ys) d’un point Ms qui décrit la surface plane en fonction
des coordonnées ( a,θa,ϕa) de son point imag e Ma sur la sphère équivalente pour les deux
projections définies au paragraphe 2.3. du chapitre II.

Figure A10.1
Schéma de la plaque

rs

O

θs

a

ϕs

Ys

Z

Xs

ϕ0
X

Y

Oa

⇒

ys

xs
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a) Projection suivant l'axe OZ

Soit (xs,ys,zs) les coordonnées cartésiennes du point Ms dans le repère lié à la sphère. Le point Ma,
image de Ms par la projection suivant l'axe Oz, vérifie:

(xa,ya) = (xs,ys)
( A10.1 )

On en déduit:

xs = asinθ a cosϕa

ys = asinθ a sinϕa

 
 
 

( A10.2 )

Avec (Xs,Ys) = (xs,ys), il vient:

    

X s = asinθa cosϕ a

Ys = asinθ a sinϕ a

 
 
 

( A10.3 )

b) Projection suivant les rayons de la sphère

Les coordonnées cartésiennes du point Ms s'exprime fonction des coordonnées sphériques ( rs,θs,ϕs)
par:

xs = rs sinθs cosϕs

ys = rs sinθs sinϕs

zs = rs cosθs

 

 
 

  

( A10.4 )

Le point Ms appartenant au plan zs = a, on en déduit rs =
a

cosθ s

, c'est-à-dire :

    

X s = atanθ s cosϕ s

Ys = atanθs sinϕ s

 
 
 

( A10.5 )

Pour la projection suivant les rayons de la sphère, l’image de Ms sur la sphère est le point Ma tel que
(θs,ϕs) = (θa,ϕa). On obtient donc la relation:

    

X s = atanθ a cosϕa

Ys = atanθa sinϕ a

 
 
 

( A10.6 )
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Les coefficients modaux de la sphère équivalente vérifient:

    

Vnmσ
a = V a(θ,ϕ )Y nm

σ (θ ,ϕ )sinθdθdϕ
θa =0

θlim (ϕ a)

∫
ϕ a= 0

2π

∫
point image : sur la plaque

	 � 
������������� ��������������

+ V a(θ ,ϕ )Y nm
σ (θ ,ϕ)sinθdθdϕ

θa =θlim (ϕ a )

π

∫
ϕ a = 0

2π

∫
point image : sur le baffle

	 � 
������������� ��������������

( A10.7 )

Pour décrire l'ensemble de la plaque vibrante, l' angle ϕa doit donc varier de 0 à 2 π et l’angle θa de 0

à un angle limite   θ lim  qui dépend de l’angle ϕa. Si on note 
    
ϕ 0 = Arctan(

Ly

Lx

)  alors l'angle θa vérifie:

θ a ∈[0,Arcsin Lx

2acosϕa

]  si     ϕ a ∈[−ϕ 0 ,ϕ0 ]∪ [π − ϕ0 ,π + ϕ0 ]

    
θ a ∈[0,Arcsin

Ly

2asinϕ a

] si     ϕ a ∈[ϕ0 ,π −ϕ 0] ∪ [π +ϕ 0 ,2π − ϕ0 ]

( A10.8 )

pour une projection suivant l'axe OZ et

    
θ a ∈[0,Arctan Lx

2acosϕ a
] si ϕ ϕ ϕ π ϕ π ϕa ∈ − ∪ − +[ , ] [ , ]0 0 0 0

θ a ∈[0,Arctan
Ly

2asinϕ a

] si ϕ ϕ π ϕ π ϕ π ϕa ∈ − ∪ + −[ , ] [ , ]0 0 0 02

( A10. 9 )

pour une projection suivant les rayons de la sphère.
A partir des relations ( A13.7 ) et ( A13.8 ), on peut donc exprimer la vitesse vibratoire en tout point
Ma(a,θa,ϕa) de la sphère équivalente en fonction de la vitesse vibratoire au point Ms(Xs,Ys) de la
plaque. En dehors de ces domaines, le point Ma(a,θa,ϕa) est associé à une vitesse vibratoire nulle qui
rend compte du baffle.

2) Application au cas d'un cube

Lorsque la surface vi brante est  un cube de m ême centre que l a sphère, chaque poi nt du cube peut
être associé à un unique point de la sphère en choisissant une projection suivant les ray ons de la
sphère. Des relations équivalentes à la relation A10.6 peuvent être établies pour la projection de
chacune des faces du cube. Les figures A10.2 à A10.5 sont commentées au parag raphe 4.2. du
chapitre III.
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Figure A10.2
Diagramme de directivité d'un cube de côté L
dont la face X = L/2 vibre sur le mode (1,1)

Approche géométrique avec une projection suivant les rayons de la sphère
(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
distance au centre du cube r = 10L

maillage vibratoire du cube utilisé
pour la méthode intégrale

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

maillage vibratoire de la sphère équivalente
pour la méthode géométrique

800 points
(Nϕ = 2Nθ = 40)

rayon de la sphère équivalente a = (rins + rcir ) /2

Y/Z

a

O X

kL = 2
Nmax = 3

kL = 10
Nmax = 5
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Figure A10.3
Diagramme de directivité d'un cube de côté L
dont la face X = L/2 vibre sur le mode (1,1)

Approche géométrique avec une projection suivant les rayons de la sphère
(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
distance au centre du cube r = 10L

maillage vibratoire du cube utilisé
pour la méthode intégrale

294 points
(Nx = Ny = Nz = 7)

maillage vibratoire de la sphère équivalente
pour la méthode géométrique

800 points
(Nϕ = 2Nθ = 40)

rayon de la sphère équivalente a = (rins + rcir ) /2

Y/Z

a

O X

kL = 10
Nmax = 8

kL = 20
Nmax = 16
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Figure A10.4
Diagramme de directivité d'un cube de côté L dont la face Z = L/2 vibre sur le mode (3,3)

et les cinq autres faces vibrent en phase sur le mode (1,1)
Approche géométrique avec une projection suivant les rayons de la sphère

(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité X = 0
kL 10

maillage vibratoire utilisé
pour la méthode intégrale

480
(Nx = Ny = 10 ; Nz = 7)

maillage vibratoire de la sphère
équivalente

pour la méthode géométrique

800 points
(Nϕ = 2Nθ = 40)

rayon de la sphère équivalente a = (rins + rcir ) /2

O

Z

a

X/Y

r = L
Nmax = 11

r = 10L
Nmax = 8
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Figure A10.5
Comparaison entre le module de la déformée vibratoire imposée et calculée

par la sphère équivalente (approche géométrique) pour différentes troncatures modales
Cas d'une face vibrant sur le mode (3,3)
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Annexe 11

Méthode des images et orthogonalité des fonctions 
  
∂Ψj

∂n

Objectif :
Il s'agit de démontrer les relations IV.3 et IV.4.

La méthode des images permet de calculer le rayonnement acoustique de toute structure vibrante
S posée sur un sol réfléchissant à partir de celui d' une structure fictive Σ constituée de la surface
S et de son imag e S' par rapport au plan du sol Π (cf. figure IV.4). En choisissant le centre de la
sphère équivalente dans le plan de sy métrie Π et  l 'axe Oz perpendi culaire au plan Π, on peut
associer à tout point M(r,θ,ϕ) de S un point M'(r',θ',ϕ') de S' symétrique de M par rapport au plan
Π.

Figure A11.1
Symétrie entre les points M et M' par rapport au plan Π.

Les coordonnées sphériques des points M et M' vérifient:

  

′ r = r
′ θ = π −θ
′ ϕ = ϕ

 

 
 

  

( A11.1 )

r'
X

Y

Z

M(r,θ,ϕ)

M'(r',θ',ϕ')

θ

θ'

ϕ
ϕ'

Π
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De même, les coordonnées sphériques de la normale à la surface S' au point M' s' exprime
simplement en fonction des coordonnées sphériques de la normale à S au point M

′ n r = nr

′ n θ = −nθ

′ n ϕ = nϕ

 

 
 

  

( A11.2 )

En tout point M' on peut écrire la fonction 
  
∂Ψj

∂n
 sous la forme:

    

∂Ψ j

∂n
( ′ M ) = Y nm

σ ( ′ θ , ′ ϕ )
′ h n(k ′ r )
′ h n(ka)

′ n r +
∂ Y nm

σ ( ′ θ , ′ ϕ )
krs∂ θ

hn(k ′ r )
′ h n(ka)

′ n θ +
∂ Y nm

σ ( ′ θ , ′ ϕ )
krs sin ′ θ ∂ ϕ

hn(k ′ r )
′ h n(ka)

′ n ϕ

( A11.3 )

En appliquant les relations ( A11.1 ) et ( A11.2 ), l'expression ( A11.3 ) devient:

    

∂Ψ j

∂n
( ′ M ) = Y nm

σ (π −θ ,ϕ ) ′ h n(kr)
′ h n(ka)

nr +
∂ Y nm

σ (π −θ ,ϕ )
krs∂ θ

hn(kr)
′ h n(ka)

(−nθ ) +
∂ Y nm

σ (π −θ ,ϕ )
krs sinθ∂ ϕ

hn(kr)
′ h n(ka)

nϕ

( A11.4 )

Or, les fonctions de L egendre d'ordre n et de degré m admettent de s re lations de  symétrie pa r

rapport au plan Π (i.e. 
  
θ =

π
2

) qui entraînent:

    
Ynm

σ (π −θ ,ϕ) =
Ynm

σ (θ ,ϕ ) si n+ mestpair
−Ynm

σ (θ ,ϕ ) si n+ mestimpair

 
 
 

( A11.5 )

et

∂
∂θ

Ynm
σ (π −θ ,ϕ ) =

− ∂
∂θ

Ynm
σ (θ ,ϕ) sin+ mestpair

∂
∂θ

Ynm
σ (θ ,ϕ ) si n+ mestimpair

 

 
 

 
 

( A11.6 )

On en déduit donc :

    

∂Ψ j

∂n
( ′ M ) =

∂Ψ j

∂n
( M ) sin + mestpair

−
∂Ψ j

∂n
(M ) si n+ mestimpair

 

 
 

 
 

( A11.7 )
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Application à la méthode de la sphère équivalente:

Pour toute fonction f intégrable sur S on peut écrire:

∂Ψ j

∂n
( M) f ( M)dS =

Σ
∫∫

∂Ψj

∂n
(M )f (M )dS+

S
∫∫

∂Ψ j

∂n
( ′ M ).f ( ′ M )d ′ S 

′ S 
∫∫

( A11.8 )

Si f est une fonction sy métrique par rapport au plan Π, c'est-à-dire f(M') = f(M), alors on déduit
de ( A11.7 ) qu'elle vérifie:

    

∂Ψ j

∂n
( M) f ( M)dS

Σ
∫∫ =

2
∂Ψ j

∂n
( M) f ( M)dS

S
∫∫ si n+ mestpair

0 sin + mestimpair

 

 
 

  

( A11.9 )

⇒ En posant     f ( M ) = V mes(M )  ou 
    
f ( M ) =

∂Ψ j

∂n
(M ) n+ mest pair  on démontre respectivement

les relations 3 et 4 du chapitre IV.



Annexe 11

228



Annexe 12

229

Annexe 12

Cet annexe contient les figures citées dans les paragraphes 2 et 4 du chapitre IV.

Figure A12.1
Vitesses quadratiques partielles et globale mesurées sur la boîte
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Figure A12.2
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 4 de la boîte à 95 Hz

Figure A12.3
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 4 de la boîte à 200 Hz

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)
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Figure A12.4
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 4 de la boîte à 305 Hz

Figure A12.5
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 4 de la boîte à 345 Hz

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)
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Figure A12.6
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 3 de la boîte à 98 Hz

Figure A12.7
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 3 de la boîte à 209 Hz

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)
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Figure A12.8
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 3 de la boîte à 800 Hz

Figure A12.9
Vitesse vibratoire mesurée sur la face 5 de la boîte à 975 Hz

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)

Partie réelle de la vitesse (m/s) Partie imaginaire de la vitesse (m/s)
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Figure A12.10
Variations du nombre de conditionnement de la matrice A en fonction de la fréquence

et du nombre de l'ordre maximum des coefficients modaux de la sphère équivalente pris en compte

Figure A12.11
Variations des erreurs quadratique, moyenne et maximale en fonction de la fréquence

lorsque les 21 premiers coefficients modaux de la sphère équivalente sont pris en compte
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Figure A12.12
Variations de l'erreur quadratique en fonction de la fréquence

pour différentes troncatures modales

Figure A12.13
Comparaison calculs/mesures pour la pression acoustique rayonnée par la boîte

au point M3(0,36;0,48;0,405)
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MESURES CALCULS

Figure A12.14
Comparaison entre la vitesse mesurée sur la face 3 à 240 Hz et la vitesse calculée par la sphère

équivalente lorsque tous les modes d'ordre n inférieur ou égal à 5 sont pris en compte
(les vitesses sont normalisées par rapport au maximum de la vitesse mesurée)
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MESURES CALCULS

Figure A12.15
Comparaison entre la vitesse mesurée sur la face 3 à 625 Hz et la vitesse calculée par la sphère

équivalente lorsque tous les modes d'ordre n inférieur ou égal à 5 sont pris en compte
(les vitesses sont normalisées par rapport au maximum de la vitesse mesurée)
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MESURES CALCULS

Figure A12.16
Comparaison entre la vitesse mesurée sur la face 3 à 625 Hz et la vitesse calculée par la sphère

équivalente lorsque tous les modes d'ordre n inférieur ou égal à 8 sont pris en compte
(les vitesses sont normalisées par rapport au maximum de la vitesse mesurée)
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Figure A12.17
Comparaison entre les vitesses quadratiques partielles et globale mesurées sur la boîte et calculées

par la sphère équivalente lorsque les 120 premiers modes sont pris en compte
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Figure A12.18
Comparaison entre le module de la vitesse vibratoire mesuré sur la face 4 à 200 Hz sur le maillage
de 63 points et le module de la vitesse calculée par la sphère équivalente à partir de ce maillage et

pour différentes troncatures modales
(les vitesses calculées sont représentées avec un surmaillage de 3*63 = 189 points)

(elles sont normalisées par rapport au maximum de la vitesse mesurée)
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Figure A12.19
Comparaison calculs/mesures pour la pression acoustique rayonnée par la boîte

au point M3(0,36;0,48;0,405)
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Annexe 13

Extension de la méthode de la sphère équivalente au cas de plusieurs sphères
Application au calcul du rayonnement acoustique d'une boîte

1. Systèmes linéaires associés à un modèle à plusieurs sphères
équivalentes

La vitesse vibratoire en tout point de la structure est déterminée par la contribution de toutes les
sphères. On note donc:

V cal ( M i ) = xj
l ∂Ψ j

( l )

∂nj =1

N ( l )

∑ ( M i
(l ) )

l =1

N sph

∑

( A13.1)

où:

• 
    

∂Ψj
( l )

∂n
 est la fonction associée au jème mode de la lème sphère équivalente

• x j
( l )  est le jème coefficient modal de la lème sphère équivalente

• M i
( l )  est le ième point du maillag e vibratoire de la structure dont les coordonnées sont exprimées

dans le repère lié au centre de la lème sphère équivalente
• Nsph est le nombre de sphères équivalentes et N(l) le nombre de coefficients modaux  pris en

compte pour la lème sphère équivalente

Si on note x(l) le vecteur de dimension N(l) qui contient les coefficients modaux  de la l ème sphère et
A(l) la matrice de dimensions Ns × N(l) qui traduit la contribution de la l ème sphère aux  Ns points de
maillage de la structure, le système linéaire que l'on est amené à résoudre se met sous la forme:

Ax = b

où 
    
A = A(1),...,A(l ) ,...,A( N sph)[ ] et 

    
tx = tx (1) ,...,tx(l) ,...,tx (Nsph)[ ]

avec:

Aij
( l ) = ∆Si

∂Ψ j
( l )

∂n
( Mi

(l ) )  pour i ∈ [1,...,Ns], j ∈ [1,...,N(l)] et l ∈ [1,...,Nsph]

    bi = ∆SiV
mes( Mi )  pour i ∈ [1,...,Ns]

( A13.2 )
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C'est un sy stème linéaire qui g énéralise le sy stème ( I I.46 ) et que l'on peut résoudre au sens des
moindres carrés. La solution minimise alors la vitesse vibratoire résiduelle quadratique.
Si les éléments associés à chaque point de mesure admettent la même aire (i.e. ∆Si = ∆S) le système
devient:

A'.x = b'
avec:

    
′ A ij

( l) =
∂Ψ j

(l)

∂n
(M i

(l) ) =
1
∆S

Aij
(l)  pour i ∈ [1,...,Ns], j ∈ [1,...,N(l)] et l ∈ [1,...,Nsph]

    
′ b i =V mes(Mi ) =

1
∆S

bi  pour i ∈ [1,...,Ns]

( A13.3 )

Ce système est analogue au système ( II.55 ).

2. Application au calcul du rayonnement acoustique d'une boîte

Le rayonnement acoustique d' une boîte de dimensions 2L×L×L dont les six  faces vibrent en phase
sur un mode (1,1) peut être calculé à partir d' un modèle à deux  sphères équivalentes dont les
coefficients modaux  sont limités à l' ordre 5 (i.e. 72 inconnues) (figure A13.1). Pour kL = 10, le
modèle à deux sphères conduit à un diag ramme de directivité plus proche du diag ramme calculé par
la méthode intégrale que le modèle à une sphère lorsque les coefficients modaux de cette sphère sont
pris en compte jusqu' à l'ordre 10 (i.e. 121 inconnues). L e nombre de conditionnement du système
linéaire e st re lativement fa ible (i.e . µ(A) ≈ 25) c ar d' une pa rt, le s c ritères de  ma illage
( I II.49 ) et ( III.50 )  sont vérifiés pour chacune des sphères et, d' autre part, seuls les modes
rayonnants de ces sphères sont pris en compte. Pour kL = 20, la converg ence est plus lente en face
des plus grands côtés de la boîte.

Plus généralement, un certain nombre de résultats obtenus dans le cadre de la méthode de la sphère
équivalente peuvent être transposés. L e conditionnement du sy stème linéaire ( A13.2 ) dépend
toujours du maillag e vibratoire et des modes de ray onnement pris en compte pour chacune des
sphères. I l sera donc minimal lorsque les modes pris en compte pour chaque sphère seront des
modes ray onnants (i.e. équilibrag e des vecteurs-colonnes des matrices A(l) donc des vecteurs-
colonnes de la matrice A) et que le maillage vibratoire permettra de distinguer la contribution de tous
les modes (i.e. l'orthogonalité des vecteurs-colonnes de la matrice A).

La structure ne peut en effet pas être "compacte" pour toutes les sphères équivalentes. En particulier,
les modes non ray onnants associés à une sphère équivalente ex centrée admettront une différence
d'amplitude importante entre les points les plus proches et les points les plus éloignés de la structure.
En cherchant à déterminer leur contribution, on détériorera le conditionnement du système. On aura
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ainsi intérêt à limiter le nombre de modes non ray onnants pris en compte pour des sphères
excentrées.

De même, la contribution des modes rayonnants et non rayonnants conduira au meilleur équilibre de
la matrice A lorsque le rayon de la sphère équivalente sera proche du ray on de la sphère inscrite. La
distance entre deux sphères équivalentes devra être suffisante pour que leurs contributions au champ
de vite sse puisse nt ê tre c orrectement disting uées. Les c ritères de  ma illage doive nt également être
vérifiés par chacune des sphères. On en déduit que l' ordre maximum des coefficients modaux  que
l'on pourra déterminer pour chaque sphère équivalente sera donc d' autant plus faible que le centre de
cette sphère sera proche de la structure. Pour éviter les problèmes de sous-échantillonnag e sans
devoir définir un nombre prohibitif de points de maillage, il faudra donc limiter le nombre de modes
de rayonnement pris en compte pour de telles sphères.

En augmentant le nombre de sphères équivalentes, le sy stème linéaire devient a priori plus instable
et demande un nombre de points de maillag e plus important. I l faut donc trouver un compromis
entre cette instabilité et une convergence plus rapide vers le champ de vitesse de la structure.
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Figure A13.1
Diagramme de directivité d'une boîte de dimensions Lx = 2L et Ly = Lz = L

dont les six faces vibrent en phase sur le mode (1,1)
Comparaison avec un modèle à deux sphères équivalentes

(10 dB entre chaque cercle)

plan de directivité Z = 0
distance au centre de la boîte r = 10L

Nmax

• pour une sphère : Nmax = 10
• pour chacune des deux sphères :

Nmax = 5 pour kL = 10
Nmax = 8 pour kL = 20

maillages vibratoires utilisés cf. figure A9.12

O1

X1

a1

Y1/Z1

O2

X2

a2

Y2/Z2

kL = 10

kL = 20
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