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Introduction

L’objectif de cette étude est de développer une méthode de localisation et de détermination
des sources d’excitation d’'une structure vibrante, rayonnant éventuellement acoustique-
ment (cf [24]). De facon schématique, I'effet d’une sollicitation en vibroacoustique résulte
d’un processus comprenant trois étapes principales:

— L’excitation d’une structure par une ou plusieurs sources,
— La propagation solidienne des ondes mécaniques engendrées,
— Le rayonnement des structures mécaniques ainsi excitées.

Bien entendu, ces trois étapes interférent les unes avec les autres. L’excitation d’une struc-
ture peut étre vue comme un effort extérieur appliqué mécaniquement, acoustiquement, ou
d’une autre facon, mais elle peut étre aussi issue du rayonnement acoustique propre de la
structure elle méme (effet du couplage fluide-structure |7]), ou du couplage entre plusieurs
propagations solidiennes d’ondes mécaniques (couplage avec d’autres types d’ondes).
L’objectif pratique visé ici, est de pouvoir obtenir une évaluation de ces différentes causes
a partir de la connaissance d’'un minimum d’informations sur la nature des solutions (mo-
dele) et sur l'état vibratoire de la structure (mesures) que l'on voudrait, par la suite,
étendre a la connaissance de son champ acoustique rayonné.

Les intéréts sont multiples:

— En premier lieu, 'application type est de pouvoir localiser la, ou les causes d’un effet
indésirable (bruit sonore, vibrations génantes,...), afin de les identifier et y remédier.

— Comme deuxiéme application importante, ’approche présentée peut étre vue comme
un moyen de mesure. Par exemple, il peut étre intéressant de mesurer une ou plu-
sieurs forces (forces d’excitation ou de jonction) en fonction de la fréquence ou la
présence d’un capteur de force n’est pas possible, ou de mesurer le saut de pression
acoustique pariétale participant a la vibration de la structure.

— On peut également voir cette approche comme un moyen d’analyse de structure.
En effet, une structure complexe peut étre décomposée en une structure simple
(modéle connu) excitée par des efforts de couplage internes modélisant les éléments
qui la rendent compliquée. Par exemple, la vibration d’une plaque raidie peut étre
analysée comme celle d’une plaque simple avec des efforts supplémentaires créés par
les raidisseurs. Ces efforts peuvent ainsi étre localisés et identifiés.

Ces trois applications fournissent le principal intérét de ce développement, nous verrons
que d’autres peuvent s’y rajouter.
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Dans la suite de cette introduction, le lecteur trouvera 4 paragraphes:

— Le premier concerne la nature du sujet, c’est-a-dire une situation par rapport aux
divers problémes de méme type que 'on rencontre généralement dans la littérature
scientifique.

— Le second s’intéresse plus particuliérement aux aspects de la localisation de sources
en vibroacoustique, afin de mieux situer ’approche proposée dans ce travail.

— Le troisiéme positionne le sujet par rapport aux études précédemment citées et met
en évidence les différents objectifs ainsi que la contribution apportée par la méthode
proposée.

— Le quatriéme décrit 'articulation du document autour de 6 chapitres qui constituent
son ensemble.

Nature du probléme

En général, les problémes vibroacoustiques consistent, en connaissant le milieu et les
efforts appliqués, a décrire les signaux mesurables en un formalisme mathématique suffi-
samment précis pour décrire correctement les phénomeénes, et assez simples pour se préter
a un traitement numérique ultérieur. Ce type de modélisation peut étre définie comme
un probléme direct, puisqu’il calcule 'effet d'une cause donnée. En outre, notre probléme
d’identification des efforts constitue un probléme inverse étant donné qu’il détermine les
causes d'un phénoméne grice a la connaissance de leurs effets (données fournies par 1'ins-
trumentation) et du modéle fourni par I’étude du probléme direct.

Il arrive souvent que cette notion de probléme inverse rejoigne le concept du probléme mal
posé, défini par Tikhonov [42] comme un probléme ne vérifiant pas les exigences suivantes :

1. l'existence d’une solution,
2. 'unicité de la solution,
3. la stabilité du probléme.

Si ces trois conditions sont respectées, alors le probléme est dit "bien posé". En ce qui
concerne notre approche, la formulation mathématique choisie permet de respecter les
deux premiéres exigences. En revanche, comme dans la plupart des problémes inverses, la
stabilité n’est pas assurée. Ainsi, lorsque les données ne sont connues qu’avec un certain
degré d’approximation, le probléme devient instable et la solution calculée diverge par
rapport a la solution exacte.

Aujourd’hui, on connait bon nombre de problémes mal posés, appartenant tant aux ma-
thématiques classiques qu’a un panel de branches appliquées dont I'importance pratique
est incontestable. De plus en plus, des revues scientifiques publient des travaux consacrés
aux formalismes généraux de ces problémes. Etant donné leur grand nombre, nous n’avons
pas cherché a faire le point pour toute la littérature consacrée a ce domaine. Néanmoins,
le lecteur trouvera une bibliographie compléte dans les références citées ci-dessous.
Parmi tous ces formalismes, on peut retenir deux grandes tendances: le principe proba-
biliste et le principe déterministe. Méme si ces deux concepts différent dans leurs formes,
on retrouve toujours la méme idée de base: pour pallier aux problémes d’instabilité d’une
inversion, il faut régulariser le probléme par une information a priori sur le résultat.
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Dans 'approche probabiliste, Tarantola [39] montre qu’une information & priori représen-
tée par des données statistiques (moyenne a priori, covariance & priori) sur les résultats
peut permettre de régulariser le probléme. Il est ainsi possible de diminuer considérable-
ment 'effet néfaste de I'inversion et d’obtenir une information a postériori précise.

Dans le concept déterministe, basé essentiellement sur la minimisation de la fonction-
nelle d’écart entre les quantités mesurées et les quantités calculées par le probléme direct,
Tikhonov [42] introduit la notion d’opérateur régularisant, permettant de calculer une
solution approchée (quasi solution) et rendant le probléme mal posé, stable. L’introduc-
tion de cet opérateur se fait généralement par 'apport d’une ou de plusieurs informations
supplémentaires dans la fonctionnelle d’écart (ou fonction cott). Ces informations a priori
sont représentées par des contraintes limitant une quantité voulue (valeurs calculées, va-
riations, etc...).

Toutes ces notions de régularisation posent évidemment le probléme du choix de I'infor-
mation a priori. Si celle-ci est faussée ou exagérée, la solution approchée, qui doit étre la
plus proche de la solution exacte, peut s’en écarter de fagon conséquente. Le risque est de
ne plus accéder a l'information recherchée.

Dans notre domaine, les problémes inverses sont nombreux. Mis a part tout ce qui concerne
les localisations de sources, dont fait 1’objet le paragraphe suivant, on trouve d’autres
applications comme l'identification de paramétres de modélisation, trés utilisée dans le
recalage calculs-essais initialement introduit par Berman & al [3], Baruch [1], collins &
al [10]. Dans ces techniques, on cherche & corriger par probléme inverse les paramétres
du modéle éléments finis [50] [51] par la connaissance de valeurs expérimentales. Dans le
domaine purement acoustique, on peut par exemple, citer les travaux de Bonnet [6] qui
identifie la forme d’un objet par inversion du probléme de la diffusion. D’autres exemples
existent mais nous nous bornerons a notre objectif qui consiste a localiser et identifier les
sources.

Les localisations de sources en vibroacoustique

Les différentes techniques de localisation de sources peuvent se regrouper dans deux
groupes: le domaine purement acoustique et le domaine purement vibratoire. Toutefois,
certaines études utilisent les deux. Tous ces travaux sont intéressants parce qu’ils vont
permettre non seulement, de situer I’approche présentée, mais aussi de faire le lien entre
les diverses techniques utilisées, notamment en ce qui concerne les difficultés de stabilisa-
tion et donc, de régularisation.

En acoustique, les localisations de sources caractérisent le champ vibratoire d'une struc-
ture vibrante, a partir de la connaissance du champ acoustique rayonné. Ce type d’étude
ressemble & ce que nous visons, en ce sens qu’elles cherchent a identifier la cause de I'effet
mesuré.

La plus connue est certainement 1’holographie acoustique introduite par Williams & al
[47] et par Maynard & al [28] sous le nom de Nearfield Acoustic Holography (NAH). Son
principe est de rétropropager le champ acoustique mesuré sur une surface (hologramme)
par une déconvolution spatiale. La technique utilisée est basée sur la transformée de Fou-
rier spatiale bidimensionnelle, permettant de rétropropager le champ acoustique, a ’aide
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d’une simple division par la fonction de transfert dans le domaine des nombres d’onde
(connue par I’équation d’Helmoltz [7]). Le champ étant rétropropagé, la vitesse vibratoire
peut se calculer en amont et en particulier sur la surface coincidente avec la structure,
par 'équation d’Euler (cf [7]) reliant vitesse et gradient de pression. Beaucoup de déve-
loppements en ont découlé, et montrent de toute évidence une méthode de plus en plus
efficace, méme dans des cas difficiles comme le milieu sous marin [46], les géométries cy-
lindriques [8] [45], etc... Par ailleurs, on peut citer également la méthode BAHIM [25]
(Broadband Acoustic Holography reconstruction from acoustic Intensity Measurements)
qui permet d’accéder a la pression complexe et a la vitesse particulaire par mesures d’in-
tensités acoustiques [13|. La connaissance d’un signal de référence de phase n’est plus
nécessaire puisque la phase est définie quel que soit le point de mesure. En plus de son
originalité par rapport a ’holographie NAH, cette technique est facile a utiliser tout en
nécessitant un appareillage trés simple.

Comme le soulignent Der Mathéossian & al [11], ’holographie acoustique constitut un pro-
bléeme inverse puisqu’il s’agit de reconstruire un champ de déplacement, cause du champ
de pression ou de l'intensité acoustique mesuré. Ceci pose évidemment le probléme de la
stabilité. Dans les premiers travaux sur I’holographie NAH, Veronesi & al [43| montrent
que la rétropropagation du champ de pression mesuré, amplifie considérablement le bruit
inhérent a toute mesure. Physiquement, cette amplification provient de la fonction de
transfert directe qui prend des valeurs petites pour les hauts nombres d’onde (atténuation
exponentielle des ondes évanescentes). Le processus inverse tend donc a amplifier ce do-
maine. Pour remédier a cette instabilité, ils introduisent un filtrage limitant la transformée
de Fourier spatiale obtenue, dans le domaine stable. Les paramétres du filtre (coupure,
forme,...) sont déterminés empiriquement par I'expérience et nécessitent une information
a priori sur le champ situé en amont. D’autres auteurs ont aussi défini des filtres d’ondes
évanescentes (cf par exemples [19], [12] [15]). IIs mettent également en évidence le carac-
tére intuitif du choix des paramétres de filtrage. Der Mathéossian propose en [11| une
nouvelle formulation de I’holographie, basée sur I’approche des problémes mal posés de
Tikhonov [42]. L’intérét cherché est d’obtimiser les paramétres du filtre de maniére auto-
matique.

Tous ces travaux montrent la possibilité de régulariser le probléme inverse du rayonne-
ment d’'une structure. Les difficultés résident dans le choix de I'information a prior: qui
se traduit, dans cette technique, par la détermination des paramétres du filtrage spatial.
Proches de I’holographie, d’autres études se sont penchées sur la reconstruction du champ
vibratoire d’une structure. Quelle que soit I’approche choisie, les difficultés de stabilité du
probléme inverse interviennent et conduisent aux diverses techniques de régularisation.
Bonnet [5| propose la formulation probabiliste de Tarantola [39] en utilisant une inversion
dite Gaussienne qui élimine ’effet des mesures perturbées par la connaissance d’informa-
tions & priori statistiques (moyennes, covariances). Tekatlian [40] [41] tente d’inverser le
probléme de rayonnement de fagon déterministe par la minimisation d’une fonctionnelle
d’écart. L’instabilité y est mise en évidence. La réalisation expérimentale parait alors dif-
ficile, & moins d’étre trés proche de la source ou l'instabilité est moins forte.

En vibration, dés que 1'on parle de localisation de source, I'idée est d’utiliser I'intensi-
métrie de structure. Historiquement, 'intensité de structure a été définie, par analogie a
I'intensité acoustique, par Noiseux [31] et Pavic [32]. Dans le cas de structures homogénes
d’épaisseur constante, 'intensité exprimée en W/m correspond a ’énergie par unité de
temps qui traverse l'unité de largeur, le flux de puissance se propageant dans le sens de
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la longueur. Il est ainsi possible d’analyser le chemin parcouru par I'énergie vibratoire.
On peut également, en intégrant cette quantité par éléments de surface, déterminer la
puissance injectée ou dissipée sur chaque élément (cf [36]). L’expression de l'intensité
vibratoire proposé par Noiseux [31] et Pavic [32] a la particularité d’étre une combinai-
son du déplacement transverse, de ses dérivées temporelles et de ses dérivées spatiales.
La connaissance seule du déplacement transverse suffit. Ses dérivées temporelles peuvent
se calculer par passage dans le domaine de Fourier, ses dérivées spatiales peuvent étre
déduites suivant 3 méthodes que 'on rencontre dans la littérature:

— par différences finies [32],
— par projection dans la base modale [17],
— par transformée de Fourier spatiale [38].

Dans toutes ces formulations, aucun auteur parle vraiment de probléme inverse. Pourtant,
on retrouve toujours les obstacles diis a la sensibilité aux incertitudes de mesure. En ce
qui concerne les techniques des différences finies, Hayek & al [20] se sont particuliérement
penchés sur ce probléme et montrent que l'ordre d’approximation du schéma a une im-
portance primordiale. Si lordre est élevé (utilisation d’un plus grand nombre de points
de mesure), I’erreur d’approximation est réduite mais I'instabilité de la technique est plus
grande. Par contre, si 'ordre est faible, la méthode est plus stable vis-a-vis des erreurs de
mesure, mais on s’écarte de la solution exacte. Il existe donc un compromis sur le choix
de 'ordre. Les approximations utilisées, allant du second au sixiéme ordre, montrent que
I'optimum est obtenu au second ordre avec 5 capteurs. Dans I'approche modale, Gavric
& al [17] mettent en évidence que les ordres modaux élevés sont trés sensibles et difficiles
a calculer. Les négliger, permet le calcul d’une solution plus stable mais approchée, ce
qui coincide avec la notion du filtrage utilisée en holographie. Enfin, par transformée de
Fourier spatiale, Spalding & al [38] utilisent un filtrage numérique idéal 2D pour suppri-
mer effet d’instabilité. Le paramétre de filtrage (coupure) est déterminé empiriquement
par un procédé algorithmique cherchant les frontiéres ot le bruit couvre la transformée
de Fourier du déplacement. Les tendances que suivent ce parameétre ne sont pas encore
définies.

Les études menées en acoustique comme en vibration et plus particuliérement 1'holo-
graphie acoustique et I'intensimétrie structurale commencent a étre connues et mises au
point. C’est dans ce sens qu’elles nous intéressent, et que nous ne les perdrons pas de vue.

Position du sujet

Le but principal de la méthode exposée ici et en [35], [34], [33], est de déterminer toutes
les causes participant a la vibration d’une structure. Ces causes, exprimées sous forme
d’efforts, peuvent avoir des caractéristiques bien différentes. Jusque la, I'intensimétrie
structurale, dont le but est d’analyser le cheminement de ’énergie vibratoire, ne permet
d’accéder qu’a une quantité énergétique. De ce fait, son utilisation se restreint a la lo-
calisation d’efforts qui injectent (forces extérieures) ou qui dissipent (amortisseurs) de la
puissance mécanique. D’ailleurs, son application a des structures réverbérantes pose pro-
bléme.

La particularité de I’approche proposée est de rechercher directement les efforts de tous
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types (ponctuels, surfaciques, avec ou sans transferts d’énergie,...) sous forme d’une dis-
tribution sur le domaine spatial de la structure. La formulation mathématique choisie est
déterministe pour raison de simplicité et parce qu’elle a donné rapidement des résultats
encourageants. Le développement n’est pas typique d’un probléme inverse au sens des
mathématiques (inversions de matrices, minimisations de fonctionnelles d’écart, etc...) ; la
régularisation est nécessaire toutefois, mais intervient par une voie différente: filtrage et
fenétrage. La méthode proposée est locale, elle utilise une information a priori: I’équation
du mouvement de la structure et nécessite les données sur une partie du systéme vibrant,
pour calculer les efforts qui y sont éventuellement appliqués.

Sur un plan pratique, nous serons en mesure, a partir de données de vibration sur une
structure mince, de localiser les efforts internes appliqués. C’est en quelque sorte une "ra-
diographie" de l'intérieur d’une machine que nous avons développé.

Par ailleurs, on pourra remarquer que les travaux publiés récemment par Yong Zhang et
J. Adin Mann III en [49] et [48], sont particuliérement proches de notre étude. Méme si
ces travaux ont été menés paralléelement, nous en ferons souvent référence, pour mettre
en évidence les différences qu’ils présentent.

Structure du document

[’ensemble du document s’articule en 6 chapitres:

— Le premier introduit le formalisme choisi pour déterminer la distribution des efforts
sur une structure. Des simulations numériques sont réalisées sur des structures mo-
nodimensionnelles, pour qualifier et quantifier les possibilités dans ce type de cas
simples.

— Le deuxiéme est consacré aux difficultés engendrées par le probléme inverse. On y
étudie, dans la méme configuration, une technique de régularisation permettant sa
réalisation.

— Le troisiéme étend la méthode aux structures 2D planes. Certains parameétres y sont
réétudiés. Des simulations numériques montrent des applications particuliérement
intéressantes.

— Le quatriéme propose une approche sur 'identification des conditions aux limites,
avec une technique proche de celle proposée dans les chapitres précédents.

— Le cinquiéme présente un autre objectif développé par la méme formulation. Il s’agit
de l'identification de l'opérateur d’une structure, & partir de la connaissance du
champ vibratoire mesuré et de la force d’entrée appliquée.

— Enfin, le dernier présente les expérimentations réalisées au laboratoire, permettant
la validation de la méthode de localisation des efforts, sur poutres et plaques.
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Chapitre 1

Principe de la méthode: Application au
cas d’'une structure monodimensionnelle

1.1 Buts du chapitre

L’objectif de ce chapitre est de donner le cheminement de la méthode d’identification
des efforts appliqués a une structure, a partir de son champ vibratoire. Pour simplifier le
développement, on traite le cas d’une structure monodimensionnelle. Aprés un bref rappel
des équations de base du probléme vibratoire, on définit différentes approches, permettant
le calcul des forces sur la structure. Des exemples, tirés de simulations numériques, sont
présentés, afin de mettre en évidence les limites de deux techniques que nous avons retenus.
En conclusion, on donnera une comparaison de ces deux méthodes, ce qui permettra de
retenir celle qui nous offre le plus de satisfaction.

1.2 Equations de base du probléme

Dans le probléme vibratoire des structures minces, on trouve plusieurs types de mouve-
ment mécaniques. En régime harmonique e*/“!, ces mouvements sont solutions d’équa-
tions différentielles du second ou du quatriéme ordre. Dans la suite, nous avons pris comme
exemples :

— le mouvement de traction-compression dans les barres, régi par I’équation :

J%u

— E(1+ jn)S@ — pSw’u = F,(z,w) (1.1)
ot u(z,w) désigne le champ de déplacement longitudinal, F,(z,w) la distribution de
force longitudinale, S la section de la barre, E et p le module d’Young et la masse

volumique du matériau, n 'amortissement structural propre au matériau.
— Le mouvement de flexion des poutres, régi par I’équation :
0t
E(1+ jn)I@ — pSw*w = F,(r,w) (1.2)

ou w(z,w) désigne le champ de déplacement transverse, F,(x,w) la distribution de
force transverse.
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Les autres types de mouvement, comme le mouvement de torsion ou le mouvement des
cordes, correspondent a des équations différentielles du second ordre. Elles ont exactement
les mémes expressions que 1.1.

Les équations 1.1 et 1.2 fournissent donc les équations de base de notre probléme. L’in-
connue est la distribution de force F,,(z,w) ou F,(z,w), exprimée en N/m. Les caractéris-
tiques du matériau et la géométrie de la structure sont supposées connues. Le déplacement
u(z,w) ou w(x,w) est mesuré en plusieurs points uniformément répartis sur la structure.
Pour une distribution de force non harmonique, la reconstitution se traduit par le calcul
de ses composantes fréquentielles (spectre), grace a la connaissance des transformées de
Fourier des déplacements mesurés.

Le probléme réside dans le calcul des dérivées spatiales du déplacement, du second ou du
quatriéme ordre, selon la nature du mouvement considéré. Les trois paragraphes suivants
proposent différentes techniques. La premiére utilise une décomposition du mouvement
dans une base de fonctions, cinématiquement admissibles aux limites, et analytiquement
dérivables. La deuxiéme calcule ces dérivées par un schéma aux différences finies. La
troisiéme est basée sur le passage dans le domaine des nombres d’onde par transformée
de Fourier spatiale. Dans ce cas, le calcul des dérivées spatiales se traduit par une simple
multiplication.

1.3 Meéthode globale

L’idée est d’utiliser la méthode de Ritz (cf [14] ou [18]) qui décompose le déplacement
w(z,w) dans une base cinématiquement admissible. Nous utilisons dans la suite les dé-
formées propres de la structure, qui fournissent une base idéale, compte tenu de leurs
orthogonalités:

—+00

w(zw) =Y a,(w).¢n(x) (1.3)

n=0

ou les a,(w) sont les coefficients modaux, correspondants a la projection du mouvement
dans la base modale:

an( L/ (2.w).¢n(z)da (1.4)

et les ¢, () sont les déformées propres de la structure, solutions de 1’équation du mouve-
ment sans second membre :

0 bn
ES = —pSw: o 1.5
Fowe pSwypn () (1.5)
pour les vibrations longitudinales, et
B1Z _ pSuts (a) (1.6)
oxt " '

pour les vibrations de flexion.
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En multipliant les équations du mouvement 1.1 ou 1.2 par une déformée quelconque
¢p(x), et en intégrant dans le domaine spatiale, les relations d’orthogonalités entre les
modes ([ ¢p(2)dn(x)dz = N,6(n—p)), permettent d’obtenir les équations du mouvement
projetées dans la base modale:

4 (@) (202 = )N, E(1+ jn)S = Fo(w) (1.7)
an(w).(g—s}wz — EYNLE(1 + jn)I = F,(w) (1.8)

ou F,,(w) représentent les forces généralisées, N,, la norme du mode de rang n:

No= [ Gy (1.9

et k, le nombre d’onde naturel, relié a la pulsation d’excitation par I’équation de disper-

sion :
P
b= —P 1.10
VEQ ) (1.10)

pour les vibrations de longitudinales, et

k= —"" & (1.11)

pour les vibrations de flexion.

On reconstitue alors la distribution de force F(z,w), appliquée sur la structure, a partir
des forces généralisées, calculées par 1.7 ou 1.8:

F(rw)= Z%Fn(w)d)n(x) (1.12)

avec N lordre de la troncature modale et F' la distribution de force F,, ou F,, selon le
mouvement considéré.

Jusque-la, nous n’avons pas parlé des conditions aux limites. Or, celles-ci doivent étre
connues, pour obtenir la base des fonctions ¢, (), solutions des équations différentielles
1.5 ou 1.6. Cette connaissance, au préalable, avec celle de opérateur constitut donc les
informations "a priori" nécessaires a la détermination de ’excitation.

En résumé, les étapes de la méthode sont les suivantes:
— Choix des modes suivant les conditions aux limites,
— Calcul des coordonnées généralisées du déplacement (a partir du champ discrétisé) :

) M—-2

an,(w) = =1 > widy (i) (1.13)

1=0

ol M est le nombre de points constituant le maillage, A 1’écart entre deux points
consécutifs, w; le déplacement au point indicé i (w; = w(i1Aw)),
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— Calcul des forces généralisées (équations 1.7 ou 1.8),
— Calcul de la distribution de force (sur un nouveau maillage) par I’équation 1.12

Etant donné que le champ de déplacement est échantillonné spatialement, on est amené a
discrétiser 1'expression 1.4 qui calcule les coordonnées généralisées (cf 1.13). Cette discré-
tisation fait que le calcul des amplitudes des modes, dont la longueur d’onde propre est
inférieure a A, est physiquement faux. Le nombre d’amplitudes modales maximum N,
que I'on peut calculer se déduit du critére de Shannon (cf [16]), qui conduit a 1’égalité
entre le nombre d’onde du mode de rang N,,.. et le nombre d’onde d’échantillonnage
ke = QK”. Par exemple, dans le cas d'une poutre sur appuis, oil ¢,(x) = sin 7z, le critére
de Shannon s’écrit :

Npax™ 2
L A

Sauf indication contraire, on choisira ce nombre comme troncature de la série 1.12.

= Npao = 2(M — 1) (1.14)

1.4 Méthode locale

On décide de calculer les dérivées spatiales du champ de déplacement discrétisé, par un
schéma aux différences finies (cf [14]). Afin d’obtenir une convergence rapide des dérivées
paires, on utilise un schéma centré déterminé a partir des séries de Taylor suivantes:

w((i +1)Aw) = Y5 ar ot
. +oo (;A)“IE ok (1.15)
w((i —1)Aw) = 3320 5%
On pose, comme schéma de base:
+ 1) Aw) — 2w(zA —1)A
et
k=2 _ 952k—2 | 52k—2
oF = = (22 O (1.17)
pour k > 1.

Ces schémas peuvent alors s’exprimer comme une combinaison des dérivées paires du
champ de déplacement :

+oo A2172 a2lw

2 _
6 _2; @)1 97 (1.18)
A21-2 A22-2 52(li+l2),,
4 __
=L (20)! (20)! Ox2(hitt) (1.19)

(11 ,lz)G]NZ*

et, de facon générale:
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EoA2=2 52Xk la)y,
52k = ok 1.20
1 Z [H (2[])‘ ] 8:52(2221 la) ( )

kx 7=
(11,...,lk)€]N J !

De 1.18, on peut tirer ’expression de la dérivée seconde :

82’(1) +oo A2l—2 anw

2
- = 529
0x? & 2 (20)! 0z

1=2
A2 84’(1) +oo A2172 82lw

52 —9 1.21
‘12 oxt g (20)! Oz? (1.21)
De méme, la dérivée quatriéme s’exprime :
4 A21172 A2l272 2([1+12)
Tw _s1_g > 0 i (1.22)
ozt ! (201)! (205)! Qa2(at)

(11,12)eIN" —(1,1)

De fagon itérative, les dérivées paires du champ de déplacement peuvent prendre la forme
d’une combinaison linéaire des schémas ainsi définis:

4 2 4
Ow _ o4 A_56+E53+.,., (1.24)

L’ordre de troncature de ces deux derniéres séries fixe ’approximation du calcul des
dérivées et le nombre de points nécessaires.
Pour un minimum de points, les équations du mouvement 1.1 et 1.2 s’écrivent :

—E(1+jn)S
%(wiﬂ — 211]1 + wi_l) - pSwai = E (125)
E(1+ jn)I
A4
ou w; est le déplacement mesuré au point i, F; la valeur de la distribution de force en ce
point. Les simulations numériques du paragraphe suivant donneront une appréciation de
I’ordre de troncature.

(Wiyo — 4wiyy + 6w; — dw;_y + wi_y) — pSww; = F; (1.26)

Remarquons enfin, que cette technique présente I’atoiit majeur de n’utiliser que des in-
formations locales. Il n’est plus nécessaire de connaitre :

— le champ de déplacement dans son ensemble,

— les conditions aux limites.

Les seules informations nécessaires sont ’équation du mouvement et une partie du champ
de déplacement.
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1.5 Meéthode de la transformée de Fourier

Le calcul des dérivées spatiales est réalisé indirectement en utilisant les propriétés de la
transformée de Fourier comme le préconise 1’holographie acoustique (cf [28]). Le passage
dans le domaine des nombres d’onde correspond a la transformée de Fourier spatiale des
équations 1.1 et 1.2:

~

[E(1 + jn)SK? — pSw?i(k w) = F, (K w) (1.27)

A

[E(1 + jn)Ik" — pSw?i (kK \w) = Fy(K w) (1.28)

ou le caractére " indique la transformée de Fourier spatiale de la distribution considérée :

L .
u(k'\w) :/ u(z,w)e Fdy (1.29)
0

Une fois le champ de déplacement discrétisé, les transformées obtenues sont périodiques et
toute I'information est contenue dans la premiére période qui est comprise entre k&’ = —%e
et k' = ’“2—8, en rappelant que k, est le nombre d’onde d’échantillonnage (k. = QX”) Le calcul
de la distribution de force correspond alors a celui de la transformée de Fourier inverse
de F, (k' w) ou de E, (K w):

F _ L e et g 1.30
(zw)=5- | B (K w)e (1.30)

avec I'=F, ou I' = F,,.

Un algorithme de FFT (Fast Fourier Transform) et de FFT ! (cf [2]), permet de faire
facilement et rapidement les calculs des transformées discrétes.

En fait, cette approche ressemble a la méthode globale décrite en 1.3. Dans les deux cas,
le principe consiste a décomposer le champ de déplacement dans une base de fonctions
analytiquement dérivables. La méthode globale utilise les déformées propres de la struc-
ture ¢,(z); la méthode de la transformée de Fourier utilise des fonctions en e=/*%_ ou k,
est une discrétisation du domaine des nombres d’onde, correspondant a une périodisation
du domaine spatial (k, = 2"7”) L’utilisation des modes est une approche plus physique,
mais nécessite une connaissance de toute la structure (opérateur, champ de déplacement,
conditions aux limites). La deuxiéme solution présente les mémes atoits que la méthode
locale puiqu’elle a I'avantage de pouvoir s’affranchir des conditions aux limites et peut
étre réduite a un domaine spatial plus restreint (calcul des F'F'T sur une fenétre locale).
Toutefois, le temps de calcul des FFT et FFT! est plus long que celui d’un schéma aux

différences finies.

Par ailleurs, la méthode de la transformée de Fourier fait I'objet des travaux [49] et [48],
ol les structures étudiées sont des plaques. Elle n’a pas été développées ici. On pourra,
par la suite, comparer ces travaux a ceux du chapitre 3, ou la méthode locale est appliquée
sur des plaques.
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1.6 Simulations numériques

1.6.1 Principe

Pour étudier la possibilité de reconstruire F'(x,w), et notamment sa convergence, des simu-
lations numériques ont été effectuées. Chaque simulation est constituée de deux étapes:

1. _Le calcul direct: calcul des déplacements en M points de la structure pour une
fréquence donnée, en connaissant 'opérateur, les conditions aux limites et la force
appliquée.

2. _Le calcul inverse: calcul de I'effort par les techniques décrites aux paragraphes 1.3
et 1.4, avec les résultats issus du calcul direct (déplacements).

Deux structures de référence ont été choisies:

— La premiére est une barre en traction-compression, de longueur L = 1m, de section
carrée de largeur [ = 2 ¢m, en aluminium (E = 2.7.10'°°N/m?, p = 2700 kg/m?, fac-
teur de perte n = 10~*), immobile a ses extrémités. Les déplacements longitudinaux
sont solution de:

(1.31)

E(1+ jn)S% + pSwiu(z,w) = —F,(7,w)
u(0,w) = u(Lw) =0

— La deuxiéme est une poutre de longueur L = 1m, de section carrée, de largeur
| = 2cm,en acier (F =2.101N/m? p = 7800 kg/m?, facteur de perte n = 4.1073),
sur appuis. Les déplacements sont solution de:

{ E(1 +jn)é% — pSwtw(zw) = F(z,w) (1.32)

w(z,w) =57 =0enr =0et z = L.

Dans les deux cas, les conditions aux limites permettent d’utiliser, pour le calcul direct,

la méthode de Ritz. Les déformées propres ¢, (), associées aux modes propres de la barre
immobile & ses extrémités et de la poutre sur appuis, fournissent une base fonctionnelle:

On(z) = sin(%x) (1.33)

Le calcul du déplacement consiste donc a déterminer les amplitudes modales a,(w), par
inversion des équations du mouvement projetées dans cette base:

(@it — i ELEIDSE g () (1.34)
(@it~ K EEEIDIE g ) (1.35)

avec k, = “F, k le nombre d’onde naturel (cf équations 1.10 et 1.11), F}, les forces géné-
ralisées, déduites, dans chaque exemple, par la projection:

F, = /UL F(zw) Sin(n%x)dx (1.36)

Le calcul des déplacements, en chaque point, se résume alors par:
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wi = w(iAw) =Y a,(w) sin(n%iA) (1.37)

n=1

avec N = 2(M — 1) pour satisfaire le critére de Shannon:

Nm 2T

I = kéchantillonnage = K (138)

1.6.2 Exemples
1.6.2.1 Barre excitée par une force ponctuelle longitudinale

La distribution de force a pour expression :

Fu(rw)=Fyd(x —zp) (1.39)

ou Iy est 'amplitude de I'effort, z 'abscisse de son point d’application.
Le calcul direct se déduit de 1.36, 1.34 et 1.37, par:

B 2(]\51) 2F, sin(“Fxp) sin(“FiA)
Y (k2 —k2)E(1 + jn)SL

n=1

(1.40)
avec Fy =1N et xp = 0.6 m.

La figure 1.1 montre, pour les deux techniques (globale et locale avec un minimum de
point), le module des forces reconstruites, obtenues avec ce champ de déplacement, cal-
culé pour 26 points, 51 points, et 201 points, pour une fréquence fixée a 800 Hz.
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Fi1G. 1.1 — Distribution de force reconstruite sur une barre
excitée ponctuellement et longitudinalement en xp = 0.6 m
a la fréquence 800 Hz (avant le premier mode).

La localisation du point d’excitation est flagrante dans les deux cas. Le module de la
distribution calculée correspond a la valeur d’une force par unité de longueur (IN/m). Pour
connaitre le module de I'effort excitateur, comme |F| = Fy = [J F(x)dx, il faut intégrer
cette distribution dans le domaine spatial. Quel que soit le nombre de points utilisé,
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les deux approches donnent des résultats excellents. L’erreur apportée sur le module de
leffort est négligeable (< 0.002 %). Par ailleurs, on peut remarquer sur cette figure, en
particulier pour 201 points, que les amplitudes des pics obtenus par les deux méthodes
n’ont pas les mémes valeurs et que la méthode globale présente une meilleure précision
(le pic correspondant est légérement plus fin). La différence s’explique par le fait que la
méthode locale calcule la dérivée quatriéme du déplacement par un schéma aux différences
finies et donc introduit, & ce niveau, une erreur d’approximation due a la troncature des
séries de Taylor 1.15, ce qui n’est pas le cas de la méthode globale, ou la dérivée est
obtenue analytiquement (équation 1.7).

1.6.2.2 Poutre excitée par une force ponctuelle

L’expression de la force est identique a 1.39 en remplacant F, par F,,. Le calcul direct est
aussi immédiat :

20D 2 Fy sin(" ) sin(EiA)

w; = Z L

= (ki —kYE(+jn)IL (1.41)

avec Fy =1N et xp = 0.6 m.
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F1G. 1.2 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée ponctuellement en rp = 0.6 m
a la fréquence 326 Hz (entre le deuziéme et le troisiéme mode).

Par la technique des différences finies, on obtient les mémes conclusions que précédem-
ment. Par contre, la méthode globale donne des résultats trés surprenants (cf figure 1.2).
Pour 26 et 51 points, on voit apparaitre un bruit de fond. Pour 201 points, la distribution
n’a plus de sens. En fait, nous avons 1a une instabilité numérique. Dans le probléme direct,
le critére de Shannon nous indique que le nombre d’amplitudes modales & considérer est
N = 2(M —1). Ainsi, pour 201 points, nous obtenons 400 amplitudes modales, ce qui
est bien trop élevé. Théoriquement, les amplitudes de rangs trés élevés sont quasiment
nulles. Or, le calcul numérique introduit forcément une petite erreur. En pourcentage,
cette erreur est énorme. Dans le probléme inverse, le calcul des forces généralisées 1.8
comprend ici le terme multiplicatif n*. Pour les rangs élevés, les erreurs numériques sont
alors amplifiées considérablement (N . = 2.56.10'9). Le critére de Shannon est bien

max
trop optimiste. On montre en figure 1.3 qu’en réduisant le nombre de modes considéré N,
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la distribution obtenue a du sens. Le choix de N dépend de I'erreur introduite dans les
déplacements et nous verrons plus en détail sa détermination au chapitre 2.
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FiG. 1.3 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée ponctuellement en xp = 0.6 m
a la fréquence 326 Hz (entre le deuziéme et le troisiéme mode),
obtenue avec la méthode globale avec 201 points et 100 modes.

1.6.2.3 Poutre excitée par un moment ponctuel
La distribution de force a pour expression:

Fy(zw) = Mgg—i(x — Tp) (1.42)

ou M, est 'amplitude du moment, z,; ’abscisse de son point d’application.

Le calcul direct se déduit de 1.36, 1.35 et 1.37, par:

B Mz’:l —2Mynm cos(2Ex ) sin(2EiA)
e (ki — k) E(L + jn)IL?

n=1

(1.43)
avec Mo =1Nm et x;; = 0.4m.

La figure 1.4 qui montre les parties réelles des reconstructions d’efforts obtenues (les
parties imaginaires sont nulles) correspond a deux efforts ponctuels opposés de part et
d’autre du point d’application. L’intégration de cette distribution donne une valeur nulle,
ce qui traduit qu’il n’y a pas de force appliquée. Par contre, ces deux efforts correspondent
a I’application d’un moment dont le module vaut :

M = 2ApF (1.44)

ou Ap est la distance entre le point d’application d’une des force et celui du moment, F'
I’amplitude de la force considérée obtenue par intégration sur la partie gauche ou droite
du point d’application du moment.

L’intérét de cet exemple est de voir la convergence des deux méthodes pour une distribu-

tion ayant une forte discontinuité. Il est clair que la méthode des différences finies donne
des résultats bien meilleurs puisque la reconstruction d’une forte discontinuité, avec une
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F1G. 1.4 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée ponctuellement par un moment en xp; = 0.4m
a la fréquence 326 Hz (entre le deuxiéme et le troisiéme mode).

série de fonctions continues, est difficile. Les oscillations que I’on observe, avec la méthode

globale, traduisent le lissage de la distribution 1.42.
1.6.2.4 Poutre excitée par une force répartie
La distribution de force a pour expression:

Fy(z.w) = F pour x € [x1; x9]
Fy(z,w) = 0 pour x € [0; x1[U]xy; L]

ou F est 'amplitude, en N/m, de la distribution de force.
Le calcul direct se déduit de 1.36, 1.35 et 1.37, par:

N 2F (cos(BEmy) — cos(™Ex,)) sin(ZEiA)

’U}Z:Z L

= (kpy — EYE(1 + jn)Inm
avec ' =1N/m, 1 =0.6m et x5 = 0.7m.

(1.45)

(1.46)

La figure 1.5 montre, comme dans les exemples précédents, ’allure de la distribution
obtenue par les deux méthodes, en fonction du nombre de points. La aussi, ’approche des

différences finies est plus séduisante.

En figure 1.6, on présente, pour cette approche, la reconstruction obtenue pour différentes
troncatures du schéma 1.24. L’ordre indique le nombre de termes pris dans cette série.
[’addition des termes supplémentaires améliore la convergence locale aux discontinuités
de la distribution. Par contre, ils n’apporte pas de contributions notables en dehors. Leur
emploi n’a donc pas une grande importance et nécessite 1'utilisation de plus de points.
Dorénavant, on utilisera, comme schéma de référence, celui de 'ordre 1.
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FiG. 1.5 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une force répartie entre x1 = 0.6m et 1o = 0.7m
a la fréquence 326 Hz (entre le deuxiéme et le troisiéme mode).
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Fi1G. 1.6 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une force répartie entre x1 = 0.6m et 1o = 0.7m
a la fréquence 326 Hz (entre le deuxiéme et le troisiéme mode)

par la méthode locale selon trois shémas.
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1.7 Influence des hétérogénéités de structure

1.7.1 Le probléme

En considérant maintenant une structure munie d’hétérogénéités, I’équation du mouve-
ment ne correspond plus a ’expression 1.1 ou 1.2. Dans le cas d’une poutre, elle s’écrit :

4 Np
E(1 +j77)]2—15 — pSwrw(z.w) + > Ayw(zw)d(z — z) = Fy(z,w) (1.47)
X k=1

avec N, le nombre d’hétérogénéités, x, la position de I’hétérogénéité k, A, = Kj pour
une raideur, Ax = —w?M;, pour une masse, Ax = jwa; pour un amortisseur.

Dans le processus de reconstruction, nous n’utilisons pas cette équation, mais celle de la
poutre sans hétérogénéité. La distribution calculée correspond donc a 1’addition de celle
des efforts excitateurs et de celle des efforts appliqués sur la structure homogéne (structure
maitresse) par les hétérogénéités (structures annexes):

Fy(zxw) — kz}i Agw(z,w)d(x — ) (1.48)

Il est alors possible de localiser et d’identifier les hétérogénéités d’une structure. Bien
entendu, dans le cas ou la structure hétérogéne est parfaitement connue et que I’on ne veut
pas leffet des hétérogénéités, on peut toujours ajouter le terme associé dans l'opérateur
du probléme inverse, afin d’isoler la distribution des efforts excitateurs.

1.7.2 Exemple

Reprenons I'exemple de la poutre excitée par une force répartie (paragraphe 1.6.2.4), ou
I’on a fixé un ressort de raideur K au point d’abscisse xp.

Le calcul direct se déduit de I'inversion du systéme d’équation correspondant a la projec-
tion de I’équation du mouvement dans la base des modes propres de la structure maitresse
(poutre seule) :

EQ+jnIL X 2FL
an(w)[k;ﬁ—kﬂ%Jr; Ka, sin(n%xR) sin(p—;xR) == (Cos(n%xl)—cos(n%xz))
(1.49)

L’inversion de ce systéme est réalisé par la méthode de Gauss. Le déplacement est ensuite
déduit de 1.37.

la reconstruction de la distribution de force, illustrée par la figure 1.7, est réalisée avec
Iopérateur de la poutre simple si bien que le terme associé au ressort n’est pas présent
dans l’équation. Ce terme se retrouve ainsi au second membre, et traduit la présence
d’une force, celle du ressort exercée sur la poutre au point de jonction. Méme si cet effort
n’injecte pas ou ne dissipe pas d’énergie (raideur réelle), il participe a la déformée de la
poutre, et peut étre localisé et identifié a chaque fréquence.
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F1G. 1.7 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
couplée a un ressort de raideur K = 1.10'N/m en zp = 0.3m
et excitée par une force répartie entre 1 = 0.6m et x5 = 0.7m
a la fréquence 326 Hz (entre le deuziéme et le troisiéme mode).

1.8 Conclusion

Ce chapitre a introduit, pour des structures monodimensionnelles, le formalisme de re-
construction de la distribution de force, a partir des données discrétes du champ de dé-
placement. L’approche proposée est basée sur le calcul du second membre de I’équation
du mouvement, pour une fréquence fixée. Selon la nature de I’onde mécanique considérée
(information nécessaire), la dérivée spatiale du second, ou du quatriéme ordre, doit étre
calculée. Pour cela, deux techniques sont retenues:

— La méthode globale : on décompose les champs dans une base de fonctions globales
analytiquement dérivables. Elle nécessite la connaissance de 'opérateur, du champ
de déplacement complet et des conditions cinématiques aux limites.

— _La méthode locale: on construit un schéma aux différences finies qui n’utilise que
les informations locales. Elle nécessite la connaissance de 'opérateur et d’une partie
du champ de déplacement. La signification du qualitatif "locale" correspond au fait
que la méthode utilise peu de points de mesure pour le calcul d’une valeur de la
distribution de force.

L’utilisation des différences finies parait plus séduisante, parce qu’elle réduit 'espace des
connaissances nécessaires. Les simulations numériques présentées dans plusieurs exemples,
accentuent aussi cette préférence. En effet, la convergence obtenue par cette derniére est
nettement meilleure.

En plus de ces simulations, nous avons vu un cas particuliérement intéressant qui concerne
une poutre couplée avec un ressort. Son équation du mouvement (équation 1.47) n’est
pas celle utilisée dans le processus de reconstruction (équation 1.2), puisque celle-ci ne
comprend pas le terme supplémentaire di au ressort. L’application de 'opérateur d’une
poutre simple permet, dans ce cas, de retrouver, non seulement, 'effort introduit, mais
aussi ce terme qui caractérise 1'effort du ressort appliqué sur la poutre. Il est donc possible
d’identifier n’importe quel effort, méme si celui-ci n’injecte pas ou ne dissipe pas d’énergie.
Ce point donne un intérét séduisant a cette approche, car c’est un atott supplémentaire
par rapport aux techniques d’identification de sources, issues de I'intensité structurale.
Evidemment, tous ces résultats proviennent de simulations numériques ot les données
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sont connues presque exactement. Dans la réalité, les déplacements sont supposés étre
mesurés et n’auront pas la précision que peut donner un ordinateur. Or, nous avons vu
un exemple mettant en évidence que la moindre erreur peut étre un probléme majeur
d’une telle méthode. L’effet d’incertitudes provoquées par la mesure doit étre étudiée.
C’est I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Instabilités aux incertitudes:
Régularisation

2.1 Buts du chapitre

L’objectif final de I’étude est de déterminer la distribution de force appliquée a une struc-
ture, a partir de la connaissance des déplacements mesurés en M points. Bien entendu,
ces données (résultats de mesures) ne peuvent étre connues exactement et sont entachées
d’incertitudes. Le but de ce chapitre est de répondre a la question de la robustesse de la
méthode présentée au chapitre précédent. Dans un premier temps, nous proposons d’ob-
server et d’analyser ’application des deux méthodes décrites au premier chapitre, avec
des données faussées. Nous verrons alors que le probléme de reconstitution des efforts
appliqués est mal posé, en ce sens qu’il présente une forte instabilité & la moindre er-
reur sur les données. Dans un deuxiéme temps, nous définissons, pour les deux méthodes,
une approche régularisatrice, permettant de réduire cette instabilité. Cette régularisation
constitue I'objectif principal du chapitre et nous améne a conclure sur la possibilité de
localiser les efforts sur une structure monodimensionnelle, et d’en définir le domaine de
validité.

2.2 Simulations numériques

2.2.1 Principe

Afin d’étudier I'influence des incertitudes de mesure sur les résultats, nous proposons
de bruiter les déplacements "exacts", calculés par les simulations numériques définies au
paragraphe 1.6, ou I'on définit chaque déplacement, a chaque fréquence, par une quan-
tité complexe. Le principe du bruitage est d’utiliser deux variables aléatoires Gaussiennes
indépendantes, simulant les erreurs appliquées sur le module et sur la phase du déplace-
ment :

wi_)ruzte — wieIaCt . A’U) . 6JA<P (21)

ou Aw est une variable aléatoire Gaussienne réelle, définie par sa moyenne ma,, = 1, et
son écart type oa., A une deuxiéme variable aléatoire Gaussienne réelle, indépendante
de la premiére et définie par sa moyenne ma, = 0, et son écart type oa,.
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Le niveau d’incertitude est alors défini par les valeurs que prennent les deux écarts types
Oaw €t oa,. Sauf indication contraire, nous utilisons dans la suite un pourcentage p fixant
ce niveau:

p exact
w = 2w 2.2
Oa, = arctan a (2.3)

100

De cette facon, I’erreur de mesure est définie par un cercle dans le plan complexe.

2.2.2 Observations

Reprenons 'exemple de la poutre excitée par une force répartie, identique a celle du para-
graphe 1.6.2.4. On applique le bruitage 2.1 au champ de déplacement issu de 1.46, avec un
niveau d’incertitude p = 1, correspondant & un "bon" systéme de mesure (1 % d’erreur,
c’est-a-dire & 0.086 dB prés).

Les figures 2.1, 2.2 et 2.3 présentent les résultats obtenus pour une erreur appliquée
uniquement sur le module (oa, = 755 |wi™*|, oa, = 0), uniquement sur la phase (oA, =
0, oa, = arctan 155) et sur les deux (équations 2.2 et 2.3). Ces résultats sont & comparer
avec la figure 1.5. Il est clair que le bruit ajouté aux déplacements, que ce soit sur le module
ou sur la phase, ne permet pas d’utiliser directement les approches décrites au premier
chapitre. Des efforts aberrants de grandes amplitudes apparaissent et noient complétement
la véritable distribution recherchée. La méthode globale est, sur ce cas, nettement plus

sensible que la méthode locale, qui, méme a ce niveau, est plus intéressante.
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F1G. 2.1 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une force répartie entre x1 = 0.6m et xo = 0.7m,
a la fréquence 326 Hz (entre le deuxiéme et le troisiéme mode).
Le champ de déplacement est bruité en module, avec une erreur de 1 %
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F1G. 2.2 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une force répartie entre x1 = 0.6m et 1o = 0.7m,
a la fréquence 326 Hz (entre le deuziéme et le troisiéme mode).
Le champ de déplacement est bruité en phase, avec une erreur de 1 %

Reconstruction de ladistribution de force

160 T T
140 -

120

100

80 r

60 - ,/' <<<<<<
40

20 -

751 point

=

126 hoifts

0 0.2 0.4 0.6
poutre (m)

0.8

a) méthode globale (méthode de Ritz)

1

module (N/m)

30

25

20

15

10

Reconstruction de ladistribution de force

'26_poifits
N 51ﬁi nt:

0.2

0.4 0.6 0.8
poutre (m)

b) méthode locale (différences finies)

F1G. 2.3 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une force répartie entre x1 = 0.6 m et x9 = 0.7m,
a la fréquence 326 Hz (entre le deuxiéme et le troisiéme mode).
Le champ de déplacement est bruité en module et phase, avec une erreur de 1 %
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2.2.3 Analyse du probléme

L’explication des précédents résultats peut se comprendre de plusieurs maniéres.

Physiquement, les erreurs de mesure introduisent un bruit lié au maillage choisi. Ce bruit
produit des déplacements de faibles longueurs d’onde devant la longueur d’onde naturelle.
Pour générer de telles vibrations non naturelles a la fréquence d’étude, des efforts d’am-
plitudes considérables doivent étre appliquées (cf figure 2.4). On comprend donc bien que
cette amplification est liée directement au nombre de points utilisés.

Forces resultantes du bruit applique Force excitatrice

L
)ﬁ/ b <

A Poutre

Deformee exacte

Deformee bruitee

F1G. 2.4 — Forces reconstruites a partir d’un champ de déplacement bruité.

Mathématiquement, le bruit est amplifié par la dérivée spatiale d’ordre 4, utilisée dans
I’équation du mouvement 1.2. Comme on peut le constater en figures 2.1, 2.2 et 2.3,
cette dérivée introduit une amplification d’autant plus grande que le maillage est fin.
La distribution des efforts aberrants qui résulte de 'amplification du bruit appliqué au
déplacement, est une distribution trés chahutée. Pour mettre ceci en évidence, la figure
2.5 montre les forces généralisées calculées par la méthode globale (équation 1.8), avec
les champs de déplacement exact et bruité. Le bruit observé se situe dans les rangs n
d’ordres élevés. En figure 2.6, on illustre le méme phénoméne, en calculant la transformée
de Fourier discréte spatiale de la distribution de force (cf [2]|), obtenue par la méthode
locale:

M=2 2mni
F(k,) =AY Fe /% (2.4)
i=0
avec k, = Q”T”

Le bruit se situe aussi dans un domaine de nombres d’onde élevés.

Les deux approches conduisent a la méme conclusion. C’est I’équation du mouvement 1.2
qui pose probléme, et notamment le terme associé a la dérivée quatriéme du déplacement.
Son application a des déplacements bruités affecte le domaine des nombres d’onde élevés,
ce qui se traduit par une distribution spatialement trés chahutée. Dans le probléme des
vibrations longitudinales, ce phénoméne existe aussi, avec cependant moins de sensibilité,
grace a la présence d’une dérivée seconde du déplacement, beaucoup plus réguliére qu’'une
dérivée quatriéme. Dans la suite du chapitre, on étudie une méthode de régularisation
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appliquée sur les poutres en flexion qui, néanmoins, reste tout aussi valable pour les
barres en traction-compression.

Forces generalisees
10 . .

0.1
E
=3 0.01
<
g 0001
IS
0.0001
1le-05
1e_06 L L L L
5 10 15 20 25
ordren

F1G. 2.5 — Forces généralisées des distributions de force exacte et bruitée
calculées par la méthode globale.
Mémes exemples que les figures 1.5 et 2.3 avec 51 points.

TFD des distributions de force
10 . . : :

module (N/m)

1e-09 . . . .
-300 -200 -100 0 100 200 300
nombre d’ onde Kn (rad/m)

F1G. 2.6 — Transformées de Fourier discrétes spatiales
des distributions de force exacte et bruitée,
calculées par la méthode locale.

Mémes exemples que les figures 1.5 et 2.3 avec 51 points.

39



2.3 Régularisations

2.3.1 Meéthode globale
2.3.1.1 Troncature de la série

A partir de la figure 2.5, illustrant les forces généralisées exactes et bruitées, on détermine
la troncature N de la série 1.12, afin de ne garder que les composantes peu affectées par
le bruit. La figure 2.7 montre les distributions de force obtenues. L’influence du bruit
est bien réduite et on retrouve l'information de la force d’entrée. Par contre, 'effet de
troncature introduit évidemment un lissage. Ce lissage dégrade les discontinuitées de la
distribution, ce qui explique les oscillations observées (phénoméne de Gibbs).

Distributions de force

12 ‘
exact ——
1k bruite’ -
£ 0.8 -
<
@ 0.6 -
=
k=]
[=]
= 04t
0.2 -
oL

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
poutre (m)

F1G. 2.7 — Distributions de force exacte et bruitée
obtenues apres troncature de la série modale (méthode globale).
Mémes exemples que les figures 1.5 et 2.3 avec 51 points.

La qualité du résultat n’est pas aussi excellente que dans la chapitre 1, mais satisfait aux
exigences de localisation. C’est une premiére étape qui ameéne a penser qu’il est possible
de régulariser le probléme, en supprimant les composantes élevées affectées par les erreurs
introduites sur le champ de déplacement.

2.3.1.2 Choix de la troncature

Le probléme est de choisir le bon nombre de termes de la série 1.12, sachant que les
données ne sont connues qu’a partir d’'un champ bruité. Il faut donc pouvoir déterminer
des régles, fonctions des paramétres essentiels du probléme, afin de les appliquer a une
régularisation de ce type. Pour cela, nous avons défini un nombre de terme optimum N,
égal au nombre de forces généralisées dont la différence, entre les résultats bruité et non
bruité, ne dépasse pas un seuil prédéfini. Dans le cas de la figure 2.5, ce nombre correspond
a Nop: = 10 pour un seuil égal a 0.05.

Pour comprendre la dépendance de ce nombre, des calculs ont été réalisés pour différentes
fréquences. Un tirage des variables aléatoires A,, et A, est appliqué a chaque fréquence.
La figure 2.8 montre la dépendance de Ny en fonction du nombre d’onde naturel k = £.
Mis a part la disparité obtenue par les différents tirages réalisés, on observe une tendance
générale suivant une loi linéaire N,,; = ak, en dehors des fréquences propres de la poutre.
Aux résonances, 'amplitude du mode excité est forte, celles des autres étant faible. Une
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incertitude de 1 % sur cette forte vibration produit de grandes amplitudes modales des
modes non excités. Les forces généralisées qui leur sont reliées, ont pour expression :

F, = an[(k;lz - k4)NnE(1 + Jm] (2.5)

Ces forces généralisées sont donc fortement amplifices quand le facteur (k2 — k%) est
différent de zéro, c’est-a-dire pour tous les modes non résonants. On constate aussi que
I’amplification croit fortement avec k,, dés que k, > k. Ces tendances sont confirmées
numériquement en figure 2.9. D’un point de vue physique, la seule information réellement
accessible est la participation d’un seul mode, ce qui ne suffit pas pour I'obtention de
I'information locale traduisant la présence d’une force.

a Dependance de Nopt en fonction de k
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F1G. 2.8 — Dépendance du nombre optimum de forces généralisées
en fonction du nombre d’onde naturel.
Le niveau d’incertitude est fixé a 1 %,
lamortissement structural est n = 0.004
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F1G. 2.9 — Forces généralisées des distributions de force exacte et bruitée
calculées par la méthode globale sur la deuziéme résonance (183.7 Hz).

En figures 2.10 et 2.11, on montre les résultats obtenus pour un niveau d’incertitude
moins élevé et un amortissement structural plus important. La pente a, définissant la loi
linéaire, ne dépend que du niveau d’incertitude. Elle devient plus importante lorsque le
pourcentage p diminue, et n’est pas affectée par I’élévation de ’amortissement structural.
Par contre, ce dernier paramétre agit sur les singularités observées a chaque résonance.
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Pour une structure trés amortie, 'effet de résonance est atténué et le mode résonant
domine moins les autres. L’information du champ de déplacement est donc mieux répartie
sur les différents ordres modaux. Il est ainsi possible d’utiliser plus de termes de forces
généralisées (cf 2.5), et en conséquence de localiser 1'effort.

Dependance de Nopt en fonction de k
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FiG. 2.10 — Dépendance du nombre optimum de forces généralisées
en fonction du nombre d’onde naturel.
le niveau d’incertitude est fizé a 0.5 %,
l'amortissement structural est n = 0.004
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Fi1G. 2.11 — Dépendance du nombre optimum de forces généralisées
en fonction du nombre d’onde naturel.
le niveau d’incertitude est fizé a 1 %,
l'amortissement structural est n = 0.05

Par ailleurs, ’expression de la densité de force, en un point, s’exprime par une combinaison
linéaire des valeurs de déplacement mesurées :

nim

Fy = f(w;) = ) ((%)4 — kY sin(%iA) sin(—-jA)w, (2.6)

n=0 =0
En supposant que chaque mesure posséde une erreur indépendante des autres (ce qui n’est
pas forcément le cas), on peut estimer 'erreur appliquée a la densité de force au point j,
par:
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M—-2 af

(o) = ki_: (a—wk)2 (0w,)? (2.7)

ou oF; et oy, sont les écarts types des erreurs appliquées sur Fj et wy.

On peut donc calculer ’écart type de 'erreur sur la densité de force au point j, qui est
aussi une variable aléatoire Gaussienne:

5 E(l—l—]nIL N2 nm, 4 . nT LN g 5
(o0 = (C 28 3 5 () = k) sin(Fh)sin A () (29

Cette expression nous montre I'importance primordiale des paramétres cités précédem-
ment. Tout d’abord, on voit que l'incertitude de la force peut étre diminuée si le nombre
N est réduit, ce qui confirme les observations faite en 2.3.1.1. On voit ensuite que chaque
terme de cette derniére série posséde un coefficient amplificateur, strictement positif, di-
rectement lié a 'ordre n et au nombre d’onde naturel complexe k, lui méme dépendant
de la fréquence d’excitation et de I'amortissement structural (équation 1.11). La figure
2.12 montre la dépendance du nombre de terme N & prendre en compte pour satisfaire
I'inéquation :

ol A est un majorant de I'erreur sur la distribution de force. Le calcul est effectué pour
x = 0.65m, M = 51 points, A = 0.01.

Cette approche, plus déterministe que la précédente, conduit aux mémes observations:
le nombre optimum N,,; de forces généralisées dépend linéairement du nombre d’onde
naturel £ et chute plus ou moins a chaque résonance, selon la valeur de I’amortissement
structural. Les pics observés dépendent du point d’observation. On ne les retrouve pas sur
les figures 2.8, 2.10 et 2.11, puisque I’algorithme associé compare des forces généralisées,
c’est-a-dire 'influence du bruit en tout point de la structure.

Un autre paramétre important a étudier est le nombre de points constituant le maillage
de la poutre. De fagon analogue au premier algorithme exposé ci-dessus, le calcul de N,
a été réalisé pour une fréquence fixée et pour un nombre de points variant de 20 a 200. Le
résultat surprenant illustré en figure 2.13, montre la non dépendance de N, en fonction
de M. Les disparités observées sont issues des différents tirages réalisés. En fait, cette non
dépendance est issue de 'opposition de deux tendances:

— La premiére est que le nombre de points agit sur 'amplification du bruit, comme le
montre le paragraphe 2.2.2, ce qui tend a diminuer le nombre N,.
— La deuxiéme est issue de la nature du bruit. Plus le maillage est fin, plus le bruit

associé est de nature a affecter les ordres modaux plus élevés, ce qui tend a augmenter
Nopt-

Le deuxiéme algorithme (calcul d’erreur) associé aux équations 2.8 et 2.9, donne le résultat
illustré en figure 2.14. On y observe une légére croissance de N,,, mais négligeable par
rapport a celle du nombre d’onde naturel. M définit le nombre de terme de la série 2.8.
Son augmentation tend & diminuer /N, mais I’amplitude de chaque terme est alors diminué

par le rapport % ce qui permet d’augmenter N. Les deux tendances se compensent.
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Dependance de Nopt en fonction de k
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Fi1G. 2.12 — Dépendance du nombre optimum de forces généralisées
en fonction du nombre d’onde naturel,
déterminée par majoration de [’erreur calculée en x = 0.65m :
UFj S ].%

Dependance de Nopt en fonction de M
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F1G. 2.13 — Dépendance du nombre optimum de forces généralisées
en fonction du nombre de points. Le niveau d’incertitude est fixé a 1 %,
l'amortissement structural est n = 0.004

2.3.1.3 Domaine de validité

Nous synthétisons ici les différents résultats obtenus, afin de donner le domaine ou cette
approche globale peut étre appliquée.

Compte tenu des remarques faites au premier chapitre (cf paragraphe 1.8), il ne faut pas
oublier qu’il est nécessaire ici de connaitre les conditions cinématiques aux limites ainsi
que 'opérateur de la structure.

Des résultats et observations faites en 2.3.1.2, on peut tirer deux conclusions:

1. II n’est pas possible de régulariser le probléme lorsque la structure monodimen-

sionnelle est excitée a sa résonance, en particulier si elle est peu amortie (acier,
aluminium, etc...).

2. On peut définir un lien entre le nombre optimum de termes a prendre en considé-
ration N,y le nombre de points M et la fréquence d’excitation. M pouvant étre
déterminé indépendamment de N,,;, on peut prendre autant de terme que I'on veut,
a condition de respecter le critére de Shannon (cf 1.38):
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Dependance de Nopt en fonction de M
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Fi1G. 2.14 — Dépendance du nombre optimum de forces généralisées
en fonction du nombre de points,
déterminée par majoration de [’erreur calculée en x = 0.65m :

UFj S ].%
N, 2
M > % (2.10)
Nous avons vu aussi que N, dépend linéairement de £ :
Nopt = ak (2.11)

ol a est un facteur dépendant du niveau d’incertitude des données que ’'on peut dé-
terminer par simulations en connaissant le niveau d’incertitude des mesures ou par
observation de la transformée de Fourier spatiale de la distribution de force bruitée
obtenue a une fréquence (la limite est relativement franche).

Les relations 2.10 et 2.11 permettent ainsi de connaitre le nombre de points mi-
nimum, le nombre de termes optimum en fonction de la fréquence étudiée ou de
déterminer la fréquence maximum d’étude pour un nombre de points M fixé.

2.3.2 Meéthode locale
2.3.2.1 Filtrage

Nous avons vu au paragraphe 2.2.3 le calcul des transformées de Fourier discrétes spatiales
des distributions de force bruitée et non bruitée. Le résultat présenté en figure 2.6 montre
que le bruit se situe dans un domaine des nombres d’onde élevés. Comme dans la méthode
globale, nous proposons de régulariser le probléme, en supprimant le domaine instable.
Dans un premier temps, nous utilisons un filtre passe-bas idéal (cf [22]), permettant de
ne garder que les composantes peu affectées par le bruit. Sa fonction de transfert iz(k)
correspond a une fonction porte, centrée a I'origine, et limitée par son nombre d’onde de
coupure k. :

{ h(k) =1 pour k € [~k k. (2.12)

iz(k) =0 pour k € | — 00; —k.[ U |k.; +o0[

Le nombre d’onde de coupure k. est alors défini de maniére a ne garder que I'information
ot les distributions de force bruitée et non bruitée coincident.
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AN
h(k)

-kc +kc k

FiG. 2.15 — Fonction de transfert du filtre idéal.

L’opération de filtrage consiste a faire le produit de convolution avec la réponse du filtre
correspondant a la transformée de Fourier inverse de h(k):

hz) = — / 2 )ik gy = Snker) (2.13)

21 J -0 T

A priori, le filtrage peut se faire sur le champ de déplacement :

e 5, snthli )2 o

w w —
j=0 ! W(Z—])

ou sur la force:

F.filtré _ Mz_:z Fj Sin(kc(i — ])A)
l j=0 m(i — j)

(2.15)

Les figures 2.16 et 2.17 montrent les deux résultats obtenus.

Distributions de force
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F1G. 2.16 — Distributions de force exacte et bruitée
reconstruites par la méthode locale, apres filtrage du déplacement.
Mémes exemples que les figures 1.5 et 2.3 avec 51 points.

Contrairement a la méthode globale, filtrer le champ de déplacement avant le calcul de la
distribution de force ne correspond pas au filtrage de la distribution obtenue par le schéma
aux différences finies. Dans le premier cas, 'opération consiste a calculer la distribution
avec les données filtrées:

46



Distributions de force

' exact’
‘bruite’ -
0.8 -
E L
= 0.6
o
g 0.4
g .
02
0 i ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

poutre (m)

F1G. 2.17 — Filtrage des distributions de force exacte et bruitée
reconstruites par la méthode locale.
Mémes exemples que les figures 1.5 et 2.3 avec 51 points.

> e o M2 sin(ke(i — 1 — j)A
Fl = 3 Al = 375 ey B L=

l=—s l=—s j=0

(2.16)

ou A; indique les coefficients du schéma, s la limite du schéma défini par ’ordre de son
développement (s > 4).

Sur la figure 2.16, on voit que les distributions bruitée et non bruitée sont presque confon-
dues. L’influence du bruit est bien réduite. Le probléme est rendu stable. Par contre, le
filtrage dégrade trop le résultat. L’information propre a la force d’excitation n’est pas
accessible.

Dans le deuxiéme cas, on filtre la distribution de force obtenue par le schéma:

- M-2 +s in(k.(i — A
F2 = Bt = 3 3 Ay, S0kl = ))A) (2.17)
J=0 I=—s )
En posant j' = j — [, on obtient:
+s M—2-1 : ~ ”
sin(ke(i — 1 — j")A)
F? = Ayw; , : (2.18)
l;s j’:z:—l ’ (i —1—7j)

Le terme générique de la somme est identique a celui de ’expression 2.16. Cependant, les
deux densités de force reconstruites par 2.16 et 2.18 sont différentes car les bornes des
indices de sommation ne sont pas identiques. Les deux opérations ne sont pas commuta-
tives. La figure 2.17 montre la possibilité, a partir de ce deuxiéme traitement, de réduire
aussi I'influence du bruit engendré par les incertitudes de mesure. La localisation de la
force est bien meilleure. Par contre, des efforts (dépendant du bruit) résident aux limites
de la structure. En effet, la limitation du domaine spatial implique des discontinuités sur
le résultat. Ces discontinuités (phénomeéne local) couvrent forcément tout le domaine des
nombres d’onde. Il n’est donc pas possible, par simple filtrage, de les éliminer. Par ailleurs,
on observe, comme pour la méthode globale, I'effet du phénoméne de Gibbs, responsable
du lissage des discontinuités de la distribution. Les oscillations dépendent de la nature du
filtre utilisé. Nous verrons, par la suite, comment les réduire de fagon significative.
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Le filtrage de la distribution de force est une voie de régularisation, mais il est important de
remarquer que le produit de convolution 2.15 avec la réponse h(z) du filtre idéal (exprimée
en 2.13) qui est infinie, détruit 'aspect local de la méthode, en ce sens qu’il devient
nécessaire d’utiliser toutes les données mesurées pour obtenir une bonne régularisation et
que si la limitation spatiale du champ de déplacement mesuré est trop petite, les bords du
domaine impliquent une troncature de la réponse du filtre et dégradent la régularisation.
L’objet des deux paragraphes suivants est de réduire les efforts aberrants résiduels aux
limites, de limiter I'effet du phénoméne de Gibbs et de définir un filtre plus approprié
afin que la méthode garde I'attrait d'une approche locale qui utilise le moins de données
mesurées possibles.

2.3.2.2 Problémes aux limites: Fenétrage

Aux limites de la structure, la distribution de force bruitée présente de fortes discontinui-
tés. L’information de ces discontinuités est répandue dans tout le spectre de la distribution
de force. Non seulement le filtrage ne permet pas de les supprimer, mais son utilisation
répand 'information par le phénoméne de Gibbs.

Le fait d’utiliser une distribution définie pour z € [0; L] revient a limiter le domaine
spatial par la multiplication de la fenétre rectangulaire:

W(x) =1 pour x € [0; L]
{ () =0£0urx€]—oo;0[u][,;+oo[ (2.19)

Cette fenétre présente deux discontinuités en x = 0 et x = L. Comme en traitement du
signal (cf [16]), nous proposons d’utiliser une fenétre moins abrupte. Parmi celles que 1’'on
trouve dans ce domaine, on s’est intéressé plus particuliérement a la fenétre de Hanning,
parce qu’elle s’annule & ses bords, ce qui la rend continue dans tout le domaine. Son
expression est de la forme:

{ Y(x) = 0.5(1 — cos(¥2)) pour z € [0; L] (2.20)

(z) = 0 pour x €] — o0;0[U|L; +00]

L’inconvénient d’une telle fenétre est de pondérer, donc de transformer le résultat. Nous
utiliserons en fait une combinaison, définie par la fenétre rectangulaire adoucie aux limites
par une demi fenétre de Hanning sur la longueur «:

(z) = 0.5(1 — cos(Z2)) pour x € [0; ]

(z) =1 pour z € |a; L — af

P(z) =0.5(1 — COS(@)) pour x € [L — a; L]
(z) = 0 pour x €] — 00; 0[ U |L; +00|

(2.21)

Sa forme est présentée en figure 2.18.

Pour éviter les effets néfastes du filtre (phénomeéne de Gibbs) sur les bords, le fenétrage
est réalisé avant le filtrage. Le résultat est illustré en figure 2.19, ou « a été fixé a la
demi-longueur d’onde de coupure du filtre. Le bruit n’influe plus. La méthode est rendue
stable sur tout le domaine. Par contre, il est évident que le fenétrage ne permet pas la
détermination des efforts aux limites. La méthode est restreinte au domaine ouvert. Le
choix de « est issu de plusieurs simulations. Sa valeur, qui est la demi-longueur d’onde de
coupure du filtre, correspond a la largeur des efforts résiduels observés précédemment.
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F1G. 2.18 — Fenétre utilisée pour adoucir les discontinuités aux limites
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F1G. 2.19 — Distributions de force exacte et bruitée
reconstruites par la méthode locale, puis fenétrées et filtrées.
Mémes exemples que les figures 1.5 et 2.3 avec 51 points.

2.3.2.3 Optimisation de la régularisation

Jusque-1a, le filtre utilisé est de type idéal. L’opération consistait a exécuter le produit de
convolution 2.15. Cela présente deux inconvénients :

— la méthode n’est plus locale, le produit de convolution implique 'utilisation de tout
les points,

— ce type de filtre posséde une fonction de transfert fortement discontinue, ce qui
implique une réponse constituée de lobes latéraux d’amplitudes élevées. Ces lobes
sont responsables du phénoméne de Gibbs, donc des oscillations observées en figure
2.19. Lorsque la distribution recherchée est trés discontinue, le risque est d’obtenir
des oscillations trop réparties sur le domaine. Par exemple, I'utilisation des étapes
de régularisation décrites précédemment, au cas de la poutre excitée par un mo-
ment ponctuel (exemple du paragraphe 1.6.2.3), ne donne pas vraiment un résultat
concluant (cf figure 2.20).

Ces deux inconvénients peuvent étre réduits si on utilise localement I'information. On se
propose maintenant d’utiliser, pour chaque calcul en un point x; = ¢A, une fenétre de
Hanning locale centrée sur ce point:

Wz — ;) = 0.5(1 + cos @) s (2 — 1) (2.22)
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F1G. 2.20 — Reconstruction de la partie réelle de la distribution de force
apres fenétrage et filtrage idéal.
Cas de la poutre excitée par un moment ponctuel en xp; = 0.4m.

ou [ est la demi-longueur de la fenétre, My (z) la fonction porte entre —f et f.
Les étapes de la régularisation sont donc:
1. Un fenétrage local utilisé pour chaque point z; et de largeur 23 :

Fien(x) = 0.5F (2)(1 + cos W) Mg (x — ;) (2.23)

2. Un filtrage idéal sur la distribution ainsi pondérée, pour chaque point z; :

2+ sin(ke(x; — x)
Firéi:/ Fren(v)———————d 2.24
R (2.21)
Ces deux étapes peuvent se développer sous la forme:
1 zi+06 Tr—T;
Friwre(z;) = o s F(z)H( ;) )dx (2.25)

ol A\, = i—f est la longueur d’onde de coupure du filtre, H(z) la fonction meére correspon-
dant a la réponse totale du filtre muni du fenétrage local :

H(z) = %(1 + cos 7;—”“") sin(27z) (2.26)
avec f le rapport /\’%, que 'on appellera facteur de forme de la réponse du filtre. La figure
2.21 montre la forme de cette fonction pour f =1 et f = 4.

Le filtre ainsi utilisé a une réponse finie. L’opération de filtrage 2.25 n’utilise que des
informations locales. La méthode peut donc étre appliquée sur une partie limitée de la
structure, et ne nécessite pas la connaissance de la globalité du champ de déplacement. En
figure 2.22, on montre, lorsque la distribution recherchée présente une forte discontinuité
(effort ponctuel,...), que le filtre introduit forcément un lissage, responsable des oscillations
que nous avons observées. Avec une réponse finie, 'information utilisée par le filtre est
locale, si bien qu’il ne tiendra compte de la discontinuité qu’a I’endroit ou elle s’applique.
Ceci a pour conséquence de réduire nettement 1’effet du phénomeéne de Gibbs.

Les figures 2.23 et 2.24 montrent les résultats obtenus dans le cas du filtrage optimisé,
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F1G. 2.21 — Fonctions meres correspondant au filtrage optimisé.

avec le paramétre f = 1. On constate une réelle amélioration par rapport aux courbes
précédentes (figures 2.19 et 2.20).

OPERATIONS DE CONVOLUTION RESULTATS

: \ discontinuite

o discontinuite ! \

. hd \\,/ = R N f NS
Xi xf Xi - -

—— information utilise par lefiltre areponse finie

Fi1aG. 2.22 — Principe de lopération de convolution,
dans le cas d’un filtre a réponse infinie et d’un filtre a réponse finie.
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Distributions de forces
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F1G. 2.23 — Distributions de force exacte et bruitée
reconstruites par la méthode locale, avec le filtrage optimisé, pour f = 1.
Mémes exemples que les figures 1.5 et 2.3 avec 51 points.
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F1G. 2.24 — Reconstruction de la partie réelle de la distribution de force
apres filtrage optimisé, pour f = 1.
Cas de la poutre excitée par un moment ponctuel en xp = 0.4m.
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Par ailleurs, les expressions 2.25 et 2.26 font penser a la définition de la transformée en
ondelettes (cf [29]). L’expression est de la forme:

S(ba) = l/+°° s@)e(* =Y dn (2.27)

a J—oo a

ou S est la transformée du signal s par I'ondelette &, qui doit vérifier 2.28 pour que la
transformée inverse ait un sens:

¢ 2
Ce = /+°° SR i < o (2.28)
—o0 k

Cette condition implique que & corresponde a la réponse d’un filtre passe-bande, ce qui
n’est pas le cas de H(z). Nous proposons tout de méme de faire le lien avec I'analyse en
ondelettes, qui n’exige pas le calcul inverse.

Pour f fixé, la fonction Fy¢(20,k.) rejoint la notion d’analyse "temps-fréquence", qu'il
conviendrait mieux d’appeler "espace-nombre d’onde", dans notre cas. La fonction mére
correspond alors a la restriction d’un sinus cardinal de nombre d’onde k. a une fenétre
fixe. Quel que soit le nombre d’onde k., le nombre d’échantillons de la réponse est le méme
(cf figure 2.25).

2 2
1.5 B 1.5
% 1t % 1
= =
g 0.5 g 0.5
o o
-0.5 -0.5
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 a4
espace x espace x
a) ke =k a) ke =2k
2 2
1.5 B 1.5
% 1 % E
= =
s 0.5 s 0.5
° \J ° VoV
_0.5 -0.5
-4 3 -2 -1 0o 1 2 3 4 -4 3 -2 -1 0o 1 2 3 4
espace x espace x
a) k.= 3k a) ke =4k

F1G. 2.25 — Evolution de la réponse du filtre optimisé,
en fonction du nombre d’onde de coupure pour (3 fizé.

Pour f fixé, la largeur de la fenétre locale est liée a la longueur d’onde de coupure du
filtre. On retrouve 1a, la notion d’analyse "temps-échelle", ou plutot "espace-échelle", com-
munément appelée analyse multirésolution. Cette notion d’échelle signifie que la réponse
ne change pas de forme (cf figure 2.26). En "voyageant" des échelles grossiéres vers des
échelles fines, on pratique un "zoom" et I'on accéde a des représentations de plus en plus
précises du signal (ou de I'image) donné.

Nous avons vu au paragraphe 2.3.2.2, que la largeur a de la fenétre 2.21 est optimisée
pour a = .. Cette dépendance nous améne naturellement a faire le lien avec ['analyse
multirésolution.

Pour un facteur de forme égal a 1, on montre en figure 2.27, le résultat obtenu sur la
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F1G. 2.26 — Evolution de la réponse du filtre optimisé,
en fonction du nombre d’onde de coupure pour f fixé.

poutre, pour différentes valeurs de k.. A gauche, les courbes sont en 3 dimensions: I’es-
pace (poutre) en x, le coefficient a = % en y, et la valeur du module de la densité de force
en z. A droite, on représente ces mémes courbes sous forme de contours (comme en topo-
graphie). On observe donc directement les distributions obtenues pour différentes valeurs
de k.. Pour les premiéres valeurs de a (a < 2), c’est-a-dire pour un nombre d’onde de
coupure faible, la distribution est trés lissée, la localisation est ambigiie. Pour 3 < a < 4,
la source est identifiée (force répartie entre 0.6 m et 0.7 m). Au dela, le nombre d’onde de
coupure est trop grand, et on observe la présence et la domination des forces aberrantes.
En figure 2.28, le méme résultat est illustré pour f = 4. La limite du domaine bruité est
légérement repoussée, jusqu’a a = 4.5, mais pas de fagon significative. Les deux résultats

sont proches. La premiére valeur de f (f = 1) suffit pour ce genre d’application.

Cependant, le facteur de forme peut étre un paramétre important. Sa valeur permet de
"régler" la qualité du filtre. Pour f petit, la réponse comporte peu d’échantillons. Les
éventuelles discontinuités de la distribution sont mieux localisées. Par contre, la fonction
de transfert est plus étalée. La coupure est moins franche. Il peut y avoir dépassement
sur le domaine des nombres d’onde instable. Pour f grand, le filtre est plus restrictif. Il
se rapproche du filtre idéal. La régularisation est plus sévére. Ce cas convient mieux pour
les distributions continues et réparties (excitation par ondes, etc...). Selon la nature de la
distribution recherchée (information a priori), le facteur de forme f pourra étre ajusté en
fonction du degré d’acceptabilité recherché pour le résultat.
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FiG. 2.27 — Analyse 3D du filtrage optimisé avec un facteur de forme f =1,

Méme exemple que la figure 2.3 avec 51 points.
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F1G. 2.28 — Analyse 3D du filtrage optimisé avec un facteur de forme f =4,

Méme exemple que la figure 2.3 avec 51 points.
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2.3.2.4 Choix du nombre d’onde de coupure

Nous proposons dans ce paragraphe, de faire le cheminement identique au paragraphe
2.3.1.2 vis a vis du choix de la troncature utilisée dans la méthode globale. Le probléme
est de déterminer le nombre d’onde de coupure optimum k,y;, le plus grand possible,
pour éviter de perdre trop d’information. Le calcul des transformées de Fourier discrétes
spatiales des distributions de force exacte et bruitée (cf figure 2.6) permet de déterminer
ce nombre d’onde, en imposant un seuil que ne doit pas dépasser la différence entre ces
deux fonctions. La figure 2.29 compare les différents cas de dépendance de k,,, en fonc-
tion du nombre d’onde naturel £ = %. On retrouve exactement les mémes lois que suit la
troncature optimum N, de la méthode globale (au paragraphe 2.3.1.2). En dehors des
résonances, ko, dépend linéairement de k. La pente a = % est définie par le niveau d’in-
certitude des données. Aux résonances, le bruit domine et k,,; chute de fagon significative,
en particulier si la structure est peu amortie.
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F1G. 2.29 — Dépendance du nombre d’onde de coupure optimum
en fonction du nombre d’onde naturel.

En figure 2.30, on met en évidence I'indépendance de k,, par rapport au nombre de
points M. Discrétiser plus finement la structure tend & augmenter I’amplification du bruit
(diminution de k), mais cette tendance est compensée par le fait que la périodisation
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du spectre, dile a la discrétisation, est plus grande. Entre 20 et 200 points, k., ne dépasse
pas la disparité des différents tirages aléatoires.
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nombre d’ onde de coupure optimum (rad/m)

ol .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Nombre de points M
F1G. 2.30 — Dépendance du nombre d’onde de coupure optimum

en fonction du nombre de points M.

2.3.2.5 Domaine de validité

La méthode locale n’utilise que les données d’une partie du champ de déplacement. Cette
partie constitue la fenétre d’étude. Sa largeur ne peut étre inférieure a (2A, + 4A), car
elle est imposée par la fenétre de Hanning 2.21 et par le schéma centré 1.26. Compte tenu
des lois qui régissent le nombre d’onde de coupure optimum (k,,; = ak), nous obtenons
I'inéquation :

4
Lienetre > Z +4A (2.29)

a
qui permet de fixer la fréquence minimum d’étude pour une fenétre fixée:

&

/ S
a2 m([ﬂ)‘enétre - 4A)2

Par ailleurs, ’échantillonnage du champ de déplacement constitue lui aussi un filtrage
passe-bas. Il est souhaitable qu’il ne coupe pas I'information peu bruitée. Le nombre d’onde

de coupure optimum doit étre inférieur au nombre d’onde de Shannon (-serertfrennase) .

f mini —

(2.30)

kopt S (231)

[ =

Cette condition fixe la fréquence maximum d’étude, pour un nombre de points M donné:

M —5)?
Jmazi = — ;T( ) - (2.32)
2a E(1+jn)1 (Lfenétre — 4A)
soit :
M —5)?
fmaxi = fmmz( ) (233)
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2.4 Conclusion

Les simulations faites au début de ce chapitre montrent que les formalismes introduits
dans le premier chapitre ne peuvent étre appliqués directement dans la pratique. Dés que
les données du champ de déplacement ne sont connues qu’avec un certain degré d’aproxi-
mation, ce qui est le cas de grandeurs mesurées, les résultats divergent. Cette instabilité
est typique des problémes inverses. Nous avons développé une approche régularisatrice,
pour rendre le probléme stable. Elle est basée sur le constat que la partie des forces aber-
rantes est due & des composantes de faibles longueurs d’onde. Il s’agit donc de limiter les
trop grandes variations spatiales de la distribution par 'utilisation de filtres passe-bas sur
les nombres d’onde.

Pour la méthode globale, cette opération se résume a tronquer la série modale. Un nombre
de terme optimum a été défini ou I'influence du bruit parasite est considérablement ré-
duit. La solution approchée permet de localiser les sources, mais le lissage introduit une
dégradation importante de la solution exacte, quand celle-ci comporte des discontinuités
marquées (phénoméne de Gibbs).

Pour la méthode locale, I’opération consiste a calculer le produit de convolution de la
réponse d’'un filtre passe-bas avec la distribution de force obtenue par le schéma aux dif-
férences finies. L’utilisation d’un filtre a réponse finie donne a cette méthode un avantage
certain. Elle permet non seulement d’utiliser peu d’information mais aussi de réduire la
difficulté de localisation des discontinuités d’une distribution. Cette méthode est donc plus
encourageante. Son utilisation est simple et peut étre appliquée avec des opérateurs lo-
caux, sans connaitre les conditions aux limites. On imagine donc la possibilité de I’étendre
a des structures complexes qui peuvent étre décomposées en éléments d’opérateur simples
(on rejoint I'idée des éléments finis [50], [51]). Dans la suite, nous I’avons baptisée méthode
R.LLF.F. (Résolution Inverse Filtrée Fenétrée). Compte tenu de ses atotts incontestables,
nous nous sommes intéressés plus particuliérement a son extension. Les trois chapitres
suivants sont basés sur son développement.
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Chapitre 3

Extension de la méthode locale aux
structures 2D planes

3.1 Buts du chapitre

Dans les travaux [49] et [48], on retrouve I'idée d’utiliser un filtrage pour régulariser la
reconstruction d’une distribution de force sur une plaque. Leur approche est basée sur le
calcul de la transformée de Fourier bidimensionnelle spatiale de la distribution de force. Le
filtre utilisé correspond a celui de I’holographie acoustique, c’est-a-dire avec une fonction
de transfert exponentiellement décroissante. Cette méthode parait simple car elle évite le
calcul des dérivées spatiales, par transformée de Fourier, mais présente I'inconvénient de ne
pas étre locale (intégration spatiale et filtre & réponse infinie). L’avantage d’une méthode
locale est d’étre utilisable avec peu d’information quand on s’intéresse a quelques points
particuliers (évaluer un effort de couplage,...) et de I'étendre facilement a des structures
complexes.

Nous proposons dans ce chapitre I'extension de la méthode R.I.LF.F. (Résolution Inverse
Filtrée Fenétrée), correspondant a la méthode locale du chapitre 2, au cas des structures
bidimensionnelles planes. Dans un premier temps, on rappelle les nouvelles équations
de base considérées comme information a priori de la méthode. On propose, ensuite, de
reprendre les trois étapes de la méthode : Le schéma aux différences finies, le fenétrage et le
filtrage. Tous les paramétres des deux chapitres précédents sont réétudiés et adaptés pour
ce type de structure. Plusieurs exemples, issus de simulations numériques, sont regroupés
dans un paragraphe pour préciser le cadre d’application de la méthode. En synthése, on
dégagera les applications intéressantes que 1’on peut obtenir avec une telle approche.

3.2 Equations de base du probléme

Pour les structures 2D minces planes, nous considérons, sauf indication contraire, I’opéra-
teur différentiel classique décrivant le mouvement transversal des plaques. C’est le mou-
vement de flexion régi par I’équation du quatriéme ordre:
E(1+jn)h® 0w 0'w 0*w
+ + 2 — phw?w = F(x,y,w 3.1

12(1 — 12) (8x4 ayt 8x28y2) P (z,y,w) (3.1)
ou h est I’épaisseur de la plaque, w le déplacement transverse, F' la distribution des efforts
transversaux.
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Cette expression fournit I’équations de base de ce chapitre. L’inconnue est la distribution
F(x,y,w), exprimée cette fois ci par unité de surface (N/m?).

3.3 Simulation numérique : Exemple de référence
Avant de commencer la description et le développement de ’approche en deux dimensions,
nous choisissons un exemple de référence, pour montrer, au fur et a mesure, les résultats

de chaque étape.

La structure choisie est une plaque carrée sur appuis, de cotés L, = L, = 1m, d’épais-
seur h = 5mm, en acier (E = 2.10'"' N/m?, p = 7800 kg/m?, facteur de perte n = 4.107?).

L’excitation est définie par la distribution :

F(zyw) = F pour x € [x1;25] et y € [y1; Yo (3.2)
F(z,y.w) =0 ailleurs '

ol F est 'amplitude (en N/m?) de la distribution de force excitant la structure a 110 Hz.
Le calcul direct consiste a déterminer la valeur w;; du déplacement vibratoire au point

indicé (7,7). Il est réalisé par la méthode modale, identique au paragraphe 1.6.1 et étendue
en deux dimensions. L’expression du champ de déplacement discrétisé se résume par:

00200 AF (cos(fa) — cos(Fa2)) (cos(Fyn) — cos(F5u2))  nr mm
Wy j = 712::1 P i — k4]Dnm7ry2 L SIH(L—IlAm) sm(L—y]Ay)

(3.3)

E(1+in)h3 4.4 4.4 2,24 , .
avec D = %, ki = (% + - 4 228-0) et k le nombre d’onde naturel régi par
T Yy Ty

I’équation de dispersion de la plaque:

k= @\/a (3.4)

Pour I'exploitation qui suit, nous avons choisi les données: M, = M, = 51 points, F' =
IN/m? 21 =0.6m, 2o =0.7m, y; = 0.4m, yo = 0.5m.

Le champ de déplacement ainsi calculé constitue les données dites "exactes". L’influence
du bruit associé aux incertitudes de mesure est étudiée par la comparaison des résultats
obtenus avec les données "bruitées" :

bruité __ , exact JAP
w; M = wiT Aw e (3.5)

ot Aw et A¢ sont les deux variables aléatoires Gaussiennes définies dans la section 2.2.
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3.4 Méthode locale

3.4.1 Schéma aux différences finies

La méthode des différences finies étendue aux structures bidimensionnelles utilise les sché-
mas centrés, correspondant a chaque dérivée spatiale, développés au premier ordre. Pour
un maillage cartésien, les expressions sont de la forme:

0*w 1
9z 0i5 = A—%(wi-i-l,j — 2w;j + wi_15) (3.6)
0?w 1
oy = 53? = P(wi,ﬁrl — 2w;; +wij 1) (3.7)
Y
otw "
Ot = 035 = E(U’HQ,J’ —Awi 5 + 6w ; — 4w+ wig ;) (3.8)
X
otw 4
yt = 0,5 = B(wi,jJrQ — 4w, j41 + 6w, j — 4w, 1 +w; o) (3.9)
Y
otw 959 1
D12 y? o= m(wm,ﬂl = 2Wit1j F Witrjo1 — 2w+ dwy
—2W;j_1 + Wis1 11 — 2Wi—1j + Wiy jo1) (3.10)

ou A, A, correspondent aux écarts entre deux points consécutifs selon les directions x et
y; 1 et j sont les indices d'un point courant du maillage de la structure, w; ; est la valeur
du déplacement transverse au point indicé 7 et j.

Pour la plaque en flexion, nous avons:

On constate avec 3.8, 3.9 et 3.10 que le calcul de I'effort au point 7,7 nécessite la mesure
du déplacement vibratoire en 13 points.

Un premier calcul d’identification de 'effort a été mené avec 3.11. La figure 3.1 montre
la distribution reconstruite, a partir des données exactes de ’exemple de référence. L’ap-
proximation du calcul des dérivées spatiales, par les schémas 6,7, 6;1’ Yet 63’ :;Qy suffit.

Par contre, en appliquant cette méme démarche avec les données bruitées (voir figure
3.2), on observe, comme précédemment pour les poutres, I'apparition d’efforts aberrants,
résultant de 'amplification des erreurs appliquées sur le champ de déplacement.

Les deux sections suivantes proposent I'extension 2D des approches régularisatrices de la
méthode locale (paragraphe 2.3.2) pour remédier a cette instabilité.
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FiG. 3.1 — Dustribution de force reconstruite par le schéma aux différences finies 2D
sur la plaque de référence, a partir des données exactes.
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Vue 3D Contours

F1G. 3.2 — Distribution de force reconstruite par le schéma aux différences finies 2D
sur la plaque de référence, a partir des données bruitées.
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3.4.2 Fenétrage

Il s’agit d’adoucir les discontinuités aux limites par une demi fenétre de Hanning. Pour
une structure rectangulaire, on utilise la fenétre globale monodimensionnelle étendue en
deux dimensions:

Yap (1,y) = P (7)Y (y) (3.12)

avec 1 (z) la fenétre définie par I’expression 2.21.

3.4.3 Filtrage

Le filtrage constitue 'opération essentielle de la régularisation. Il permet d’éliminer 1’effet
amplificateur des erreurs associées aux mesures qui caractérisent le probléme inverse. En
deux dimensions, on pense naturellement & filtrer I'information selon deux axes orthogo-
naux. L’utilisation de la combinaison de deux filtres pose plusieurs questions:

— Y a-t-il un lien entre les deux nombres d’onde de coupure dans les deux directions
et comment les optimiser ?

— Comment, choisir la forme de la réponse de chaque filtre?
— Peut on optimiser le filtrage, en choisissant deux directions particuliéres?

Ces questions font ’objet des quatre sous sections suivantes. Comme point de départ, nous
proposons d’aborder le probléme avec deux filtres idéaux dans les directions principales
du repére: 7 et . Sa réponse correspond au produit de deux sinus cardinaux (cf [22]):

1
h(x,y) = - sin(kezx) sin(keyy) (3.13)

ol k., et k., sont les nombres d’onde de coupure du filtre selon les axes 7' et .

3.4.3.1 Coupures du filtre

Nous avons vu au paragraphe 2.3.2.4 que le nombre d’onde de coupure optimum du filtre
régularisant dépend uniquement de la physique du probléme (structure, fréquence d’exci-
tation) et que le maillage n’intervient pas sur le choix de k.. Dans le cas d’une structure
bidimensionnelle rectangulaire, constituée d’un maillage cartésien, nous avons constaté le
méme phénomeéne; le nombre M, de points suivant & et M, suivant § n’influent pas sur
le choix des deux nombres d’onde de coupure.

D’autre part, la répartition dans le plan d’onde de I'énergie vibratoire d’une plaque est
régie par les deux régles suivantes:

— le phénoméne de coincidence fréquentielle (cf |30]) impose une répartition sur un
cercle du plan d’onde, fixé par la relation de dispersion,

— le phénoméne de coincidence spatiale (cf [27], [21]) impose un transfert d’énergie
entre 'excitation et la vibration par égalité des nombres d’onde.

Le premier phénomeéne ne privilégie pas de directions particuliéres. Dans le plan d’onde,
I'information vibratoire se répartie sur un cercle de rayon k = %. Le deuxiéme phénomeéne
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dépend de la nature de la distribution de la force excitatrice que nous cherchons a iden-
tifier. Nous ne pouvons donc pas en tenir compte.

Sans informations supplémentaires sur la nature de 'excitation, on ne peut définir un lien
entre k., et k., quelle que soit la géométrie de la structure étudiée. Dans ce cas, nous
prenons autant d’information selon les directions de filtrage:

koo = key = ke (3.14)

La fonction de transfert du filtre idéal est définie par un carré centré a l'origine et limité
par la valeur de k..

3.4.3.2 Choix du nombre d’onde de coupure

Les deux nombres d’onde de coupure sont considérés égaux. Le probléme est de détermi-
ner le nombre d’onde de coupure optimum £k, suffisamment grand pour ne pas dégrader
le résultat et suffisamment petit pour supprimer les efforts aberrants résultant des erreurs
de mesure. Comme dans le cas des poutres, nous I'avons déterminé par comparaison des
transformées de Fourier spatiales de la distribution de force exacte avec celle bruitée. Il
correspond au plus grand nombre d’onde, pour lequel I’écart entre les deux transformées
ne dépasse pas un seuil acceptable sur les deux axes k, et £,.

La figure 3.3 met en évidence la méme loi linéaire k. = ak en basses fréquences et en
dehors des résonnances. Pour des fréquences plus élevées, ou le recouvrement modal est
plus important, on constate que k,,; ne chute plus systématiquement sur chaque résonance.
Cela s’explique par la présence d’un plus grand nombre de modes excités. L’information est
mieux répartie dans le plan d’onde, ce qui permet d’accéder a 'information locale du point
d’application de Ieffort. Le recouvrement modal pour lequel on assiste au changement de
comportement du nombre d’onde de coupure est de 10 modes (pour k = 48 rad/m). C’est
bien sur une valeur indicative, obtenue dans un cas particulier.

250

200
150 -

100 | ‘w il

nombre d’ onde de coupure optimum (rad/m)

m
50 yia Ao [ {
|41 ‘
O Pt L L L L L
(0] 10 20 30 40 50 60
nombre d’ onde naturel (partie reelle) en rad/m

Fi1G. 3.3 — Dépendance du nombre d’onde de coupure optimum
en fonction du nombre d’onde naturel k.
(Cas de lexemple de référence).

Enfin, & partir d’'une certaine limite, on s’apercoit que le nombre d’onde de coupure
optimum diverge a I'infini. Ce phénomeéne résulte de I’échantillonnage spatial. En effet, la
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discrétisation implique une périodisation des transformées de Fourier de nos distributions

avec une période de k., = Z—“ selon l'axe kg, et ke, = Z—’r selon I’axe k, (critére de Shannon).
T Yy

L’échantillonnage constitue donc un filtrage passe-bas qui implique que I'information est

vérifiée pour:

k k

cr k- < ex

2 v 2 3.15
{ k;y < ky < key ( )

En figure 3.4, on montre comment 1’échantillonnage spatial joue le role de filtre régula-
risant, a partir du moment ou ak > % Dans ce cas, les deux transformées de Fourier

coincident pour toute valeur de k,. Lorsque ak > kT’” et ak > k—;l, I’algorithme du calcul
de k,p: tend alors vers une valeur infinie.

Module

kx

.
f f ¥ f f f f f
-~ kex - kex/2 - kopt ‘ koglt( kex/2 kex

a ak<kex/2

Module

kx

: : ‘ : :
-kex  -kex/2 kex/2 kex

b) ak=kex/2

F1G. 3.4 — Influence de la discrétisation spatiale dans le domaine des nombres d’onde
en a) la discrétisation est plus fine. Elle ne suffit pas a régulariser le bruit.
en b) la discrétisation est plus grossiére. Elle filtre le bruit.

3.4.3.3 Facteurs de forme

L’application du filtrage optimisé (& réponse finie), définie en 2.3.2.3, s’accommode aussi
facilement aux cas des structures bidimensionnelles. L’opération consiste a faire le double
produit de convolution :

1 zi+8 [yt T—T; Y — Y

Frire i,':—/ / F(zy)H , dyd 3.16

filt (1'. y]) )\g vi—f iy (l' y) ( )\C )\C ) yar ( )

ol A\, = i—ir la longueur d’onde de coupure du filtre, 5 et v les demi largeurs de la fenétre
locale selon les axes x et y; H(x) la fonction meére bidimensionnelle définie par :

(1 + cos 7}—:E)(l + cos %) sin(27z) sin(2my) (3.17)
z Y

H(x7y) = 477'21'y
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ou f, = /\ﬁ et f, = /\l définissent deux facteurs de forme de la réponse du filtre selon les
axes x et y.

Ces facteurs fournissent deux parameétres d’ajustement du filtre. Dans le cas ou 'on dé-
sire localiser des discontinuités de la distribution (localisation d’efforts mécaniques,...), il
est préférable de choisir un facteur petit. Au contraire, si I’on veut déterminer une distri-
bution répartie (excitation par onde,...), un facteur plus élevé donne une meilleure mesure.

Les figures 3.5 et 3.6 donnent, pour deux facteurs différents, une appréciation de la dis-
tribution reconstruite a partir des données bruitées de I'exemple de référence. Dans cet
exemple (distribution discontinue), le choix de facteurs de forme petits (f, =1; f, =1)
est préférable.

N/m2)

=, 100

Module

o o i o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
y (m) x (M) x (m)

Vue 3D Contours

F1G. 3.5 — Distribution de force reconstruite
apres filtrage optimisé (fy =1; f, =1),
sur la plaque de référence, a partir des données bruitées.

NIm2)
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o o B o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
y (m) x (m) x (m)

Vue 3D Contours

F1G. 3.6 — Distribution de force reconstruite
apres filtrage optimisé (fy =4; f, =4),
sur la plaque de référence, a partir des données bruitées.

3.4.3.4 Directions du filtrage - Multifiltrage

En figures 3.5 et 3.6, et surtout pour un facteur élevé, on observe les oscillations du
phénomeéne de Gibbs dans les directions x et y, c’est-a-dire dans les directions du filtrage.
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Au regard de la transformée de Fourier bidimensionnelle spatiale de la distribution de
force bruitée en figure 3.7, on s’apercoit que le bruit associé & un maillage cartésien se
situe a 'extérieur d’un losange. Pour ce type de maillage, il parait préférable d’utiliser les
directions diagonales pour ajuster au mieux la fonction de transfert du filtre. L’expression
de la réponse du filtre idéal correspondant s’écrit :

1 . ke . ke
Y P P— Sln(ﬂ($ +9)) Sln(ﬂ(x v)) (3.18)

La division de k. par v/2 est réalisé pour obtenir une coupure a k. dans les directions
et y.

h(z,y) =

ky (rad/m)
3 300

4 200

4 100
40
-100
-200
-300

FiG. 3.7 — Transformée de Fourier bidimensionnelle spatiale
de la distribution de force bruitée, illustrée sous forme de contours.
(La distribution est celle de la figure 3.2).

La comparaison des effets des filtre idéaux "carré" et "losange" est mise en évidence en
figure 3.8. Le filtre losange n’apporte pas vraiment une amélioration sur la régularisation.
Les oscillations causées par le phénoméne de Gibbs résident et se situent sur les axes
du filtrage. Par contre, I'aspect bidimensionnel du probléme présente l'intérét de pou-
voir orienter ces oscillations dans différentes directions. Pour les réduire, nous proposons
d’utiliser plusieurs résultats obtenus par des filtres différents, et d’en faire une moyenne
géométrique. La figure 3.9 montre la moyenne obtenue, & partir des deux filtres utilisés
ci-dessus:

Fliltré (g 4y = \/Fcarré(x’y)‘Flosange(l-,y) (3.19)

olt F°mé(z,y) et F'osam9¢(z 4) sont les distributions obtenue aprés filtrage "carré" et "lo-
sange'".

Cette procédure est aussi une possibilité d’amélioration. Elle permet de réduire le phéno-
méne de Gibbs en jouant sur plusieurs filtres géométriquement différents. La régularisation
est évidemment meilleure avec 'utilisation de deux filtres a réponse finie (cf figure 3.10).
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F1G. 3.8 — Distributions de forces obtenus par les filtres idéauz "carré” et "losange.
(méme exemple que la figure 3.2).

Module (N/m2)

y (m) 0 o x (M)

Fi1aG. 3.9 - Moyenne géométrique des résultats obtenus
apres filtrages idéauz "carré" et "losange".

Module (N/m2)

0.4

y (m) 0 o x (M)

Fic. 3.10 — Moyenne géométrique des résultats obtenus
apres filtrages "carré” et "losange"” munis de réponses finies.
(Les facteurs de forme sont fixés a 1).
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3.4.4 Domaine de validité

La méthode locale étendue aux plaques peut s’appliquer a partir de la connaissance d’une
partie du champ de déplacement, définissant la fenétre d’étude. Ses dimensions Ly, et Ly,
doivent étre assez grandes pour pouvoir appliquer la fenétre définie au paragraphe 3.4.2:

>
{ Lfm_Oé+4Am (320)

Lfy Z Oé+4Ay

Par ailleurs, nous avons vu, pour le cas monodimensionnel, que 1'égalité¢ a = A\, était un
bon compromis. Etant donné que les nombres d’onde de coupure selon les axes orthogo-
naux sont considérés égaux, les dimensions de la fenétre d’étude doivent vérifier:

L, >4 4 AN,
{ o2kt (3.21)

Ly > 5 +44,
Compte tenu des lois qui régissent le nombre d’onde de coupure optimum (k,,; = ak),

nous pouvons exprimer la relation entre la fréquence et les dimensions de la fenétre, et de
déterminer la fréquence minimum par:

&
Fmini = —— e (3.22)
a Eh2 Lmzm

(Lyy+ Ly, — 40, —4A,) — |Lpy — Ly, — 40, + 4A,]].

Par ailleurs, I’échantillonnage du champ de déplacement doit étre réalisé de facon a ce
que le plus petit nombre d’onde de Shannon soit supérieur au nombre d’onde de coupure
optimum :

Fopt < ‘ (3.23)
avec A\gpi = %[(Am +A,)) — Az — A -
Cette condition fixe la fréquence maximum d’étude:
t (3.24)

fma:ci =
902,/ 1200 -12) A2
Eh2 maxt

3.5 Exemples - Applications

Cette section a pour but de montrer 'application de la méthode locale d’identification des
efforts, a différents cas représentatifs. Les trois exemples proposés sont issus de simulations
numeériques dont on rappellera le principe de calcul. Les champs de déplacement ont été
bruités, en considérant que 'on a 1 % d’erreur de mesure (1 % en module et 0.57 degrés
en phase).

3.5.1 Plaque excitée par une force ponctuelle et couplée & un
amortisseur et un ressort

L’objectif est de retrouver les trois efforts ponctuels appliqués & la plaque, qui sont de
natures différentes: La premiére est I'effort extérieur appliqué a la plaque alors que les
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deux autres résultent d’actions de couplage avec des éléments mécaniques. Il faut aussi
distinguer ces deux derniers efforts car I’amortisseur introduit une intensité vibratoire due
a la dissipation dans 'amortisseur, alors que l'intensité est nulle dans le cas du ressort.
La plaque est identique au cas de référence. Elle est excitée par un effort ' = 1N au point
d’abscisses v = 0.3m et yr = 0.6 m. L’amortisseur et le ressort sont fixés respectivement
enz, =06mety,=04m;x, =07Tmety. =0.7Tm.

Le calcul direct est réalisé par la méthode modale. Le déplacement est décomposé dans
la base des modes propres de la plaque découplée:

2(My—1) 2(My—1)

w; ;= Z Z Urm sm (ZA ) sin sz (1A,) (3.25)

Les amplitudes modales a,,, sont déterminées par 'inversion du systéme linéaire 3.26,
représentatif de I’équation du mouvement de la plaque et des éléments mécaniques couplés,
projetée dans cette base:

L,L
anmlkr — kYD m4 Y
+ 2= M’”_l Zz(_]\fy_l Apg| K, sin 2 " 2Ty, sin 2 T, BT 9)q SIN L—xa sin qua
+ K, sin 751, sin —yr sin L—.’Er sin %—Zy,«] Fsin 7 ap sin —yp (3.26)

avec K, = 30005 N/m et K, = 1.10® N/m.

La figure 3.11 représente la distribution de force obtenue par la résolution du probléme
inverse avec le multifiltrage a réponses finies, a partir de ce champ de déplacement, que
I’on a bruité. Les trois efforts sont bien localisés. L’identification de la valeur de chaque
effort peut étre réalisé par intégration spatiale de chaque pic. Les caractéristiques du res-
sort et de I’amortisseur peuvent étre déterminés par le calcul des impédances mécaniques
(rapport force sur vitesse) aux points de couplage.

Bien sur, cette analyse peut étre menée en fonction de la fréquence, permettant ainsi de
visualiser I'effet des éléments mécaniques couplés a la plaque. La méthode d’identification
des efforts est donc adaptée au diagnostic des transmissions dans les assemblages, aussi
bien qu’a la détermination des sources dominantes en cas de multiexcitation.
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F1G. 3.11 — Distribution de force reconstruite sur une plaque couplée
a un amortisseur et un ressort (a 110 Hz).
L’excitation est appliquée en xp = 0.3m et yrp = 0.6 m,
le ressort est fizé en x, = 0.7m et y, = 0.7m,
Uamortisseur est fixé en v, = 0.6 m et y, = 0.4m.

3.5.2 Membrane excitée par une onde plane

Les objectifs sont d’une part de montrer I'application de notre méthode sur une mem-
brane et d’autre part de mettre en évidence la possibilité de déterminer une distribution
de force répartie.

Dans le cas des membranes, I’équation du mouvement est du second ordre. Le déplacement
transverse est régi par:

Pw  OPw
T(1 i (— + —) — phw’w = —F 2
( +]77)(ax2 + ayQ) phw w (z,y,w) (3.27)

ou 1" est la tension statique dans la membrane.

Dans I’exemple considéré ici, la membrane est immobile a ses extrémités. Elle est excitée
par une onde plane acoustique harmonique d’incidence 6 = 45 °:

P(x,y,w) — P[] 6+J’CaCICOSg (3_28)

avec Py Pamplitude de 'onde: Py = 0.631N/m?(90dB) ; k4. le nombre d’onde acoustique :
kae = < olt ¢ = 340 m/s.

Les effets de rayonnement acoustique de la membrane sont négligés, ce qui est licite en
premiére approximation. La pression pariétale 3.28 est donc caractéristique de la pression

bloquée, c’est-a-dire membrane immobile.

Le calcul direct se déduit de la décomposition modale de I’équation du mouvement de la
membrane 3.27:
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2(Mz—1) 2(My—1) —APnl1 — (—1)™][eikacLacost( _1\n _
wi= Y o1 — (=1)"]e CU" =Y G ™ AL sin ™ (A,)
n=1 m=1 m[k?w cos? 6 — n—ﬂ][k'r%m - kZ]T(l + j?’])L:% Lm Ly

2
(3.29)

Le maillage est réalisé avec M, = M, = 26 points.

La méthode R.ILF.F. appliquée aux membranes utilise les schémas aux différences finies
centrés correspondant aux dérivées secondes. L’équation du mouvement discrétisée est
donc:

T(1+ jn)(67% + 61) — phw’w;; = —Fy (3.30)

N 2 . CRA
ol 6;% et 6;% sont les schémas exprimés en 3.6 et 3.7.

La reconstruction de la distribution de force sur la membrane en utilisant le schéma 3.30
muni du fenétrage 3.12 et du multifiltrage a réponses finies est illustrée en figure 3.12,
ot les données du déplacement 3.29 ont été bruitées avec 1 % d’erreur (1 % en module
et 0.57 °en phase). On constate bien un module constant, mis a part aux limites ou on
observe une décroissance due a la nécessité d’utiliser le fenétrage global. En phase, on
observe une croissance linéaire selon x, ce qui indique la propagation de ’'onde excitatrice
sur cet axe. Sa pente correspond a la valeur du nombre d’onde acoustique projeté dans le
plan de la structure (k,.cos@).

y (m) o o x (m) y (m) ° o x (m)

Module Phase

F1G. 3.12 — Distributions de forces reconstruite sur une membrane.
excitée a 55 Hz par une onde plane acoustique d’incidence § = 45 °.

3.5.3 Plaque excitée par une force ponctuelle et couplée a un
fluide lourd

La plaque considérée est de méme caractéristique que celle de 'exemple de référence. Elle
est bafflée et sépare un milieu composé d’un fluide lourd (eau) a un fluide léger, dont nous
négligerons l'effet de couplage avec la plaque.

L’excitation est une force ponctuelle FF = 1N au point d’abscisses rr = 0.7m et
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Dans ce cas, I’équation du mouvement de la plaque comprend un terme supplémentaire
P(z,y,w) au second membre, correspondant & la pression acoustique pariétale:
E(1 +j77)h3(84w 0*w L9 o*w )
12(1 —v?) “ox* = Oyt d0z20y?
La pression acoustique engendrée par la vibration de la plaque est solution de I’équation
d’Helmholtz en demi espace infini:

- phw2w = F(:E,y,w) + P(:E,y,w) (331)

2

AP(M) + Cz—2P(M) = 0 pour M € (V) (3.32)

avec (V) le volume du fluide lourd, A l'opérateur Laplacien, ¢ la célérité du son dans le
fluide.

Les conditions aux limites acoustiques sont :

3 (Q) = poww(Q) pour Q € (S,)
52 (@) = 0 pour @ € (Sp) (3.33)

Condition de Sommer feld a l'in fini

avec S, la surface de la plaque et S celle du baffle.

Le calcul direct est réalisé par un logiciel du laboratoire (VITAFOR). La méthode est
basée sur la résolution de I’équation d’Helmholtz 3.32 par transformée de Fourier bidi-
mensionnelle spatiale et sur la projection de I’équation du mouvement 3.31 dans la base
des modes propres de la plaque "in vacuo" :

L.L LL AMa—1) 2(My 1) nr

x mm
- y Z Z pgnmQpq = F'sin L—me sin L—ny (3.34)

A [y — K1) D
avec Zpgnm les impédances intermodales de rayonnement complexes, qui proviennent de
la projection de la pression pariétale P(z,y,w) dans la base modale. Leurs expressions
viennent de la résolution par la transformée de Fourier d’espace:

dkdk, (3.35)

/+°° /+°° pw ¢nm km,k )5y (k)
Dpanm. = o 4r (k2 —|—k2)

ol (;Aﬁnm(km,ky) est la transformée de Fourier d’espace de la déformée propre ¢, (z,y) =
sin(7-x) sin(rg—:y).

On trouvera en [44], [26], [27] et [37], une biliographie des pionniers ayant développé ces
méthodes modales et le calcul des impédance de rayonnement, et plus récemment en [4],
[23], des publications ou I’exploitation numérique des modélisations est plus poussée.

Les déplacements w; ; sont ainsi déterminés a partir des valeurs des amplitudes modales,
calculées par inversion du systéme 3.34.

La méthode R.I.F.F. appliquée a ce champ de déplacement donne le résultat illustré en
figure 3.13, ou on a utilisé les déplacements bruités (1 % d’erreur) et ou on régularise

73



avec le multifiltrage a réponses finies. L’effort mécanique est parfaitement localisé, et
nous observons en plus, une distribution répartie sur la plaque. Cette distribution résulte
du couplage fluide-structure qui, dans ce cas, n’est pas négligeable. Elle correspond a la
pression acoustique pariétale du fluide lourd, créée par la vibration de la plaque et qui
interagit avec cette derniére. On pourra comparer cette distribution avec celle de la figure
3.14, identifiée par la méthode modale:

1 My—1 M1 My—1
L,L, Mo 1 My Mz 1y nmw mm

4 202 > 2 Zpnmygsin 7 * SinL— (3.36)
z y

n=1 m=1 p=1 g=1

P(zyw) = —jw

La ressemblance est frappante, montrant que la méthode ouvre des possibilités pour une
mesure indirecte des interactions fluide-stucture.

0.5
y (m) x (m) x (m)

Vue 3D Contours

F1G. 3.13 — Distribution de force reconstruite sur une plaque
couplée a un fluide lourd (eau,).
L’excitation mécanique est située en xp = 0.7m et yp = 0.6 m.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x (m)

Contours

F1G. 3.14 — Pression acoustique parictale
calculée par la méthode modale.
(Pour comparaison avec la figure 3.13).
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3.6 Conclusion

[’extension de la méthode locale aux structures bidimensionnelles ne pose pas de probléme
particulier. Seule I'opération de filtrage demande réflexion. Par son aspect bidimensionnel,
le filtre régularisant doit étre défini par deux nombres d’onde de coupure. Nous avons vu
comment les choisir pour un champ de déplacement discrétisé par un maillage cartésien.
Dans ce cas, les directions du filtrage peuvent étre prises quelconques. Le phénoméne
vibratoire de coincidence fréquentielle n’indique aucune relation entre les nombres d’onde
de coupure optimum, associés aux différentes directions. Les deux nombres d’onde de cou-
pure sont donc pris égaux et suivent les mémes lois que dans le cas des poutres.

En fait, I’aspect bidimensionnel apporte deux avantages. D’une part, le recouvrement mo-
dal est plus élevé, ce qui permet de reconstruire la distribution de force sur une résonance,
car le mode excité n’est plus complétement isolé. D’autre part, nous avons pu définir une
deuxiéme amélioration possible, basée sur un moyennage géométrique, entre les résultats
que l'on obtient avec des filtres de directions différentes. Cette optimisation permet de
réduire les effets néfastes induits par le phénoméme de Gibbs.

Les exemples développés donnent des résultats excellents. Ils fournissent une idée des ap-
plications que I’on peut obtenir avec une telle méthode : localisation de forces mécaniques
ponctuelles, identification de sources réparties (excitation par onde), identification d’ef-
forts de couplage mécaniques, détermination des interactions fluide-structure. On peut
aussi imaginer d’autres applications comme l’'identification de défauts, comme un moyen
de surveillance et de diagnostic, ou encore comme un outil original de recalage de modéle.
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Chapitre 4

Identification des conditions aux limites

4.1 Buts du chapitre

Dans la modélisation des problémes vibratoires, les conditions aux limites sont trés sou-
vent les éléments les moins connus, car ils résultent de l'intéraction avec le milieu extérieur,
non modélisé. On utilise souvent une approche simplificatrice reposant sur des conditions
idéales de blocage. Cette vue est cependant insuffisante dans de nombreux cas oi, par
exemple, le coté absorbant des limites est important. On voit donc tout 'intérét d’identifier
les conditions aux limites, en vue d’établir un modéle pour I’étude d’une sous-structure.
Jusque-la, la méthode exposée est basée sur le calcul du second membre de 1’équation du
mouvement. La localisation des efforts est possible, mais se restreint au domaine intérieur
de la structure. Aux limites, les équations & considérer sont celles qui relient les différents
efforts internes aux quantités cinématiques (conditions aux limites). Pour cela, nous re-
venons aux cas des poutres, oll nous cherchons a identifier, aux limites, I’effort tranchant,
le moment fléchissant et la pente, en fonction du champ de déplacement, supposé connu
par la mesure. Ces quantités sont directement liées aux différentes dérivées spatiales du
mouvement. Dans un premier temps, nous exprimons les schémas aux différences finies
décentrés, qui permettent le calcul de ses dérivées spatiales aux limites. Ensuite, nous
étudions le probléme associé aux incertitudes de mesure et la possibilité d’utiliser une
approche régularisatrice du méme type qu’au chapitre 2. Quelques exemples, tirés de si-
mulations numériques, sont présentés, afin de mettre en évidence les limites d’une telle
technique. En conclusion, nous verrons dans quels cas, ce type d’approche peut étre ap-
pliquée et quels sont les extensions que ’'on peut envisager.

Ce chapitre constitue en fait une introduction a 'emploi de la méthode R.I.LF.F. pour
identifier les conditions aux limites. Il faut y voir une ouverture & un approfondissement,
plutot qu’a une approche terminée.

4.2 Calculs des dérivées du déplacement

Identifier les conditions aux limites d’une poute en flexion, ¢’est connaitre, aux extrémités
. . 2

de la structure, le déplacemen;c w, la pente g—g’, le moment fléchissant E(1 + ]77)]?97%’, et

leffort tranchant E(1 + jn)[gT%’. A partir de la connaissance du champ de déplacement,

il s’agit donc de calculer les dérivées spatiales jusqu’au troisiéme ordre. Comme pour

I’identification des efforts, nous proposons de développer des schémas aux différences finies

associés a ces dérivées
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4.2.1 Schémas aux différences finies

Pour pouvoir calculer les dérivées spatiales du déplacement aux limites de la structure,
nous développons des schémas décentrés, n’utilisant que les données a gauche ou a droite
du point considéré. Les schémas "a droite" sont déterminés a partir de la série de Taylor
suivante (cf [14]):

. +o00 Ak 8kw
On pose comme schéma de base:
5Z — ’U}((Z + 1)A,w) — ’U}(ZA,(U) (4‘2)
A
et
ok ok

oF = A 4,

bt (43)
pour k > 1.

Ces schémas peuvent alors s’exprimer comme une combinaison des dérivées successives
du champ de déplacement :

+ooAlflalw
8 = Z 4.4
lz:; ! Oxt (44)
Allfl AlQ*l a(l1+l2)w
2 __
D D R PRI

(4.5)

et, de facon générale:

ko AlLi-1 8(22:1la)w
i- T M (16)
T

: ! la)
kx 4= ] a=1
(ll,...,lk)G]N j=1

De 4.4, on peut tirer I’expression de la dérivée premiére:

ow J’zo:o A= o (4.7)
or ' & 1l ot '
De méme, les dérivées suivantes peuvent s’exprimer par:
a?_w _ 62 B Z All_l Alz—l a(l1+l2)w (4 8)
0x? o o ll' 12' Ox(litl2) ’
(l1,lz)€m —(1,1)
O w kAL 9 ami ey
I v 4.9
axk 2 Z [Jr[l l]' ] ax(zzzl la) ( )

() eIN* —(1,.1) 77

De facon itérative, les dérivées a l'ordre 1, 2 et 3 du champ de déplacement peuvent
prendre la forme d’'une combinaison linéaire des schémas décentrés ainsi définis:
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ow A A2 A3

xXr
0?w 11A2 A3
— =6 - A&+ 5 — —55 (4.11)
8x2 (3 13
3 2 3
Ow _ g 3B A5 3N | (4.12)

O3 ! 2 " 12 24 "
L’ordre de troncature de ces trois derniéres séries fixe ’approximation du calcul des déri-
vées et le nombre de points nécessaires.

Le développement des schémas "& gauche" est rigoureusement identique en posant A’ =
—A. Dans la suite, On présente uniquement 1’étude de I'identification des conditions a la
limite gauche d’une poutre qui utilise le schéma "a droite". L’obtention des conditions a
la limite droite est identique en prenant les schémas "a gauche".

4.2.2 Etude de la convergence

Le type de schémas définis au paragraphe précédent présente 'inconvénient de ne pas
aussi bien converger que ceux utilisés au chapitre 1 (schémas centrés). Nous proposons
donc de regarder cette convergence en comparant les résultats obtenus par les différentes
troncatures des séries 4.10, 4.11 et 4.12. Pour simplifier les calculs, nous avons choisi de
prendre 'exemple de la poutre sur appuis. Dans ce cas, nous pouvons calculer aisément
les différentes dérivées dans la base modale:

N
z:jl%” cos(”L” z) (4.13)
Pw N 22
n’r? ni
5z = 2 w) sin(— 7 ) (4.14)
N 3.3
n’r’ nw
8:53 = Z w) cos(— 7 x) (4.15)

Ce calcul permet de fournir une reference, a partir du moment ou il a été réalisé avec le
maximum de modes (critére de Shannon). La figure 4.1 montre ces résultats pour la pente
(dérivée premiére), le moment fléchissant (dérivée seconde), et leffort tranchant (dérivée
troisiéme).

Sur cette figure, on constate, pour chaque dérivée, I'ordre d’approximation & prendre afin
de converger correctement. Pour la pente, le moment fléchissant et I'effort tranchant, les
courbes d’ordres 3 et 4 sont confondues avec celle de référence. On peut donc prendre
comme approximation 'ordre 3, c’est-a-dire que l'on considérera trois termes dans les
séries 4.10, 4.11 et 4.12. Le schéma nécessitant le plus de points est §7. On aura donc
besoins de 6 points de mesure.

Bien entendu, ces résultats sont issus d’'un exemple. Avec un maillage plus fin, I'écart
obtenu avec la solution exacte se réduit. Il ne sera pas forcément nécessaire de tenir
compte d’autant de termes. A I'inverse, I'utilisation d’un maillage plus grossier demandera
de prendre en compte plus de termes, donc plus de points.
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module

8e-08 : : : : : : — 0.0016
7e-08 0.0014 1
6e-08 == 0.0012 B
5e-08 E 0.001 F ,
=3
4e-08 % 0.0008 B
3e-08 é 0.0006 B
2e-08 0.0004 |/ ,
1e-08 0.0002 |
o o
(o] 005 01 015 02 025 03 035 04 (o] 005 01 015 0.2 025 03 0.35
poutre (m) poutre (m)
, .
a) Pente b) Moment fléchissant
0.014 T T T
‘reference’ ——
0.012 L ‘ordre 1 - 4
§ ‘ordre 2
‘ordre_3’
0.01 Tordre_4 - seees ]
£ o0.008 |
2
=
g 0.006
0.004 -
0.002
(o]

o 005 01 015 02 025 03 035 04
poutre (m)

c¢) Effort tranchant

FiG. 4.1 — Convergence des différentes dérivées en fonction des
ordres de troncature des schémas auz différences finies décentrés a droite.
On représente les résultats obtenus sur un trongcon gauche d’une poutre sur appuis.
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4.3

Influence des incertitudes de mesure

Comme nous avons pu le remarquer au chapitre 2, le calcul des dérivées du déplacement
pose probléme lorsque les données sont entachées d’une incertitude. En figure 4.2, on
constate exactement le méme phénoméne si on applique le bruitage 2.1 aux déplacements.
C’est en particulier le moment fléchissant (dérivée seconde) et l'effort tranchant (dérivée
troisiéme) qui présentent le plus d’instabilité.

8e-08

7e-08 -

6e-08 =<\

5e-08 -

(module)
8
8

0.05 0.1 0.5 .. .
poutre(m)

a) Pente

0.2

module (N)

0.25

03 035 04

0.009

0.007 -
0.006 -
0.005 -

0.004 |/

module (N.m)

0.003 |
0.002 -
0.001 -

N ‘exact! —— |
0.008 - ] 'bruite’ - ra

(o] 005 01 015 02 025 03 0.35
poutre(m)

b) Moment fléchissant

T T
‘exact [ ——
*bruite’ |-

o 005 0.1 0.15

02 025 03 035 04

poutre (m)

c¢) Effort tranchant

F1G. 4.2 — Distributions obtenues sur un trongon gauche d’une poutre sur appuis,

a partir d’un champ de déplacement exact et bruité (1 % d’erreur).

On ne peut donc pas appliquer directement cette technique. Les dérivées seconde et troi-
siéme introduisent une amplification trop importante du bruit. Nous proposons donc de
faire le méme cheminement qu’au chapitre 2, c’est-a-dire, d’utiliser un moyen de régula-
risation, basé sur le calcul d’une solution approchée (lissée) qui rend la méthode stable.
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4.4 Régularisation

L’idée est d’utiliser un filtre passe-bas sur les distributions de pente, de moment fléchissant,
et d’effort tranchant. Le probléme est qu’a la limite de la structure, chaque distribution
n’est définie qu’a gauche ou a droite. Par conséquent, il y a une discontinuité inévitable
qui introduit, aprés filtrage, une erreur non négligeable associée au phénomeéne de Gibbs.
Pour limiter ce phénoméne, nous choisissons d’utiliser le filtre & réponse finie défini au
chapitre 2, dont la réponse, pour un facteur de forme f = 1, a pour expression :

1 ket .
hr) = 5—(1+ cos 7‘5) sin(kex) (4.16)

avec k. le nombre d’onde de coupure défini de la méme facon qu’au chapitre 2.

La figure 4.3 montre 'application de ce filtrage sur les distributions exactes et bruitées
de l'exemple précédent (figure 4.2).

1.6e-07 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.003 ‘ ‘
‘exact! ——
1.4e-07 'bruite’ ——
0.0025 |- g
1.2e-07
. 0002 |
1e-07 | =
@ =
2 8e08 | o 0.0015 |
=
e =S
6e-08 2
0.001 |
4e-08 p
0.0005 |,
2e-08
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 005 01 015 02 025 03 035 04 0 005 01 015 02 025 03 035
poutre (m) poutre (m)
, 1
a) Pente b) Moment fléchissant

‘exact’ ——
*bruite’ - ]

module (N)
o)
w

(o] 005 01 015 02 025 03 035 04
poutre (m)

c¢) Effort tranchant

F1G. 4.3 — Distributions obtenues sur un trongon gauche d’une poutre sur appuis,
apres filtrage a réponse finie, a partir d’un champ de déplacement
exact et bruité (1 % d’erreur).
La longueur d’onde de coupure est égale a A\, = 0.13 m.

Comme on peut le constater, I'effet du filtrage ne dégrade pas trop les distributions
exactes. Les discontinuités sont bien conservées. Par contre, lorsque les distributions sont
issues de données bruitées, les discontinuités associées aux dérivées d’ordres élevées (effort
tranchant dans notre exemple) sont trop importantes. Le filtrage ne permet pas d’obtenir
une valeur correcte a la limite. Le probléme devient régulier pour x > ., c’est-a-dire
lorsque le filtre ne "voit"plus la discontinuité. Il est donc possible de connaitre la valeur
des dérivées du déplacement au voisinage de la limite, et donc, d’accéder aux conditions a
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la limite apparente a la distance \. de I'extrémité de la poutre. Dans le cas ot la structure
n’est pas excitée dans ce voisinage, les distributions de pente, de moment fléchissant,
et d’effort tranchant sont continues et on peut penser que la vision des conditions aux
limites & la distance A, sont alors représentatives de celles des extrémités. Il faut noter
que la distance A, diminue avec la fréquence (comme nous I’avons montré au chapitre 2),
ce qui est en cohérence avec la physique du probléme; plus la fréquence est élevée, plus
I’observation des limites doit étre effectuée a proximité de 'extrémité.

4.5 Identification

4.5.1 Principe

Dans cette section, nous allons montrer, pour des conditions aux limites connues a priori,
comment fonctionne la technique d’identification que nous proposons, et en particulier
déterminer si I'observation a la distance A, de 'extrémité est suffisante pour identifier les
conditions aux limites.

Pour mettre en évidence a quel type de conditions aux limites est soumise la poutre, nous
proposons d’exprimer les relations qui existent entre les quatre quantités: le déplacement,
la pente, le moment fléchissant et 'effort tranchant. Le modéle que nous avons choisi
consiste a exprimer les deux impédances mécaniques suivantes :

t tranchant 3 3
IT:eff?r ranchan :E(1+j77)fa w/0x (4.17)
déplacement
moment fléchissant 0w/ ow?
Ir = = FE(1 [—— 4.18
f pente (1+.4m) ow/0x (4.18)

I7 constitue I'impédance de translation. Sa partie réelle correspond a une raideur, sa par-
tie imaginaire & un amortissement.

I constitue 'impédance de rotation. Sa partie réelle correspond & une raideur en rota-
tion, sa partie imaginaire a un amortissement.

Les conditions extrémes, utilisées comme conditions aux limites standards, sont les sui-
vantes:

appuis <= Iy — o0, Ir — 0

encastrement <= Iy — oo , [ — 00
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gquidage <= Iy — 0, I — o0

libre <= Iy — 0,1p — 0

4.5.2 Exemples

Dans cette section, on présente les calculs des impédances mécaniques de translation et de
rotation sur un troncon gauche d’une poutre, pour divers types de conditions aux limites.
La poutre considérée est de longueur L = 1 m, de section carrée et de largeur [ = 2 cm, en
acier (E = 2.10""N/m?, p = 7800 kg/m?, facteur de perte n = 4.107?). Elle est excitée
par une force ponctuelle F =1N en xp = 0.6 m.

Les données du déplacement sont issues d'un calcul direct par décomposition en ondes
forcées'. Les solutions a gauche wg(x), et a droite wp(x), de I'excitation en xp, sont
formées par:

wa (1) = G1e/* + Goe 7k 4 Gaek + Gue™k®
wp(x) = D1€7"* 4+ Doe™ % 4 D3y + Dye
ou k est le nombre d’onde naturel :
S
k=2 e (4.20)

ET

Le calcul des 8 constantes (G; et D; est réalisé en résolvant le systéme de 8 équations
issus des conditions aux limites, des conditions de continuité du déplacement et du mo-
ment fléchissant et de discontinuité de l'effort tranchant en xrp. Comme pour les études
précédentes, nous utilisons ce déplacement comme données exactes, que nous bruitons
ensuite avec I'expression 2.1, afin d’étudier I'influence des incertitudes de mesure. Dans la
suite, nous utilisons une discrétisation spatiale composée de 51 points le long de la poutre.
[’écart entre deux points consécutifs est donc 0.02 m.

4.5.2.1 Poutre sur ressorts de translation

La poutre est montée sur des ressorts de translation a ses extrémités. Dans ce cas, le calcul
direct se déduit de 4.19 et des conditions suivantes:

1. tiré du cours Vibrations en milieux continus de J.L. Guyader & 'INSA de Lyon
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dwg

5. = 0enx =0
E(1 —i—jn)]agz’f = Kwg enz =0
8;?;’ =0enx =1L
E(1+jmI%% = Kwp enz = L (4.21)
WG = Wp enT = Tp
a;;“f = 3;;’5 enxT = Ip
| E(1 +j77)[‘9;z’3l’ - E(1 +jn)la;;”3"' =Fenx=u1p

oit K est la raideur de translation des deux ressorts, que nous avons fixé a K = 107" N/m.

On présente en figure 4.4, les impédances de translation et de rotation calculées a partir
des données exactes et bruitées, sur le tron¢on gauche de la poutre (0 < z < 0.2). Les
dérivées nécessaires au calcul de chaque impédance ont été lissées avec ’application du
filtre de réponse 4.16. Les courbes sont représentatives des impédances de translation et
de rotation obtenues en chaque point du maillage. Elle peuvent prendre une large gamme
de valeurs. Le pic observé est représentatif d’un noeud de vibration en x = 0.02m. Par
ailleurs, la comparaison des courbes obtenues a partir des champs de déplacement exact
et bruité aboutit a la constatation que, dans cet exemple, 'impédance de rotation est bien
régularisée sur tout le trongon, alors que I'impédance de translation n’est valable que pour
x > 0.1 m. Cela provient du fait que I'effort tranchant n’est pas régularisé pour 0 < x < A,
(constation faite au paragraphe 4.4). Il faut aussi remarquer que la valeur de 'impédance
de translation exacte, obtenue pour x = 0.13 m ne peut étre comparée a la valeur théorique
a la limite (K = 1077 N/m), car la courbe évolue beaucoup dans cette partie de la poutre.

Cet exemple montre qu’il est difficile de déterminer la valeur de I'impédance de translation
(raideur du ressort). Par contre, la nullité de I'impédance de rotation qui ne dépend pas
de Deffort tranchant, a été obtenue. Le paragraphe suivant traite ’exemple d’une poutre
sur appuis et couplée a ses extrémités avec des ressorts de rotation. Le but est de voir si
il est possible de déterminer de facon précise la valeur de la raideur de ce type de ressort.

1.4e+08 100000
‘exact! —— _—
1.2e+08 A ‘bruite’ - | . s pruife e
80000 |
1evo8 |/
£ seor| / 5 eoo00 -
= / =
3 6e+07 |/ 3
g / 8  4aoooo
4e+07 |}
20000 |-
2e+07
ol——— === o
O 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 O 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
poutre (m) poutre (m)
4 . , .
a) Impédance de translation b) Impédance de rotation

F1G. 4.4 — Impédances calculées sur le tron¢on gauche d’une poutre
sur ressorts de translation.
La longueur d’onde de coupure est égale a A\, = 0.13 m.

4.5.2.2 Poutre sur ressorts de rotation

La poutre est sur appuis (déplacements nuls aux extrémités) et couplée a des ressorts de
rotation. Dans ce cas, le calcul direct se déduit de 4.19 et des conditions suivantes:
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wg=0enz =0
E(1 4 jn)I2va — C2G ey =0

ox?

wp=0enx =1

. 2
E(1+4 jn)I%4p = C%L eny =L (4.22)
Wg =Wp enxTr =If
—8;;“5 = agz’zD EnT =ITp

. 3 . 3

| E(L+jn)I1%% — E(1 + jn)I%% = F enx = xp

ou (' est la raideur de rotation des deux ressorts, que nous avons fixé a C' = 1000N.m.

On présente en figure 4.5, les impédances de translation et de rotation calculées a par-
tir des données exactes et bruitées, sur un troncon voisin de la limite gauche. A la li-
mite, on constate que les impédances de translation exacte et bruitée sont trés grandes
(It > 9.10"22 N/m). Méme si il existe un écart important entre 'impédance exacte et
I'impédance bruitée, les deux valeurs sont & rapprocher de la valeur théorique infinie. On
retrouve donc bien la condition de nullité du déplacement. Dans ce cas, I’erreur sur 'effort
tranchant (cf paragraphe 4.4) n’est pas génante, puisque I ne dépend plus directement
de sa valeur (Ir — +o00). Comme précédemment, on observe aussi que I'impédance de
rotation est bien régularisée par le filtrage (les courbes exacte et bruitée sont presque
confondues). La valeur obtenue a la limite est d’environ 5000 N.m. Elle ne correspond pas
a celle de la raideur du ressort de rotation (C' = 1000 N.m) placé en x = 0. Les erreurs
apportées par le filtrage, sur la pente et sur le moment fléchissant, ne permettent pas
d’obtenir une valeur d’impédance de rotation précise. Le résultat obtenu donne un ordre
de grandeur. Nous proposons de voir, dans la suite, les valeurs que 1’on obtient, pour les
quatre conditions extrémes que nous avons citées en 4.5.1.

3.5e+23 100000
‘exact” —— —_—
ser23 | bruite’ vy p—
\ 80000
2.5e+23 |
£ seizsll £ o000 |
5 \ 5
1.5e+23
le+23 4
20000 -
S5e+22 -
. o
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
poutre (m) poutre (m)
a) Impédance de translation b) Impédance de rotation

F1G. 4.5 — Impédances calculées sur le tron¢on gauche d’une poutre
sur ressorts de rotation.
La longueur d’onde de coupure est égale a A\, = 0.13m.

4.5.2.3 Poutre sur appuis
Le calcul direct est issus de 4.19, ou les constantes G; et D; sont solutions de:

( Pwg

we =% =0enx =0
wpzagz’f =0enzx =1L
WG = Wp ENT = Tp (4.23)
%‘i = 3;;’5 enxT = Ip
| E(1 +j77)18;z’3D — E(1 +jn)]8;;”3G =Fenx=up
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On présente en figure 4.6, les impédances de translation et de rotation calculées a partir
des données exactes et bruitées, sur un trongcon gauche de la poutre. De la méme fagon
qu'en 4.5.2.1 et 4.5.2.2, Les dérivées nécessaires au calcul de chaque impédance ont été
lissées avec 'application du filtre de réponse 4.16. Le pic observé pour 'impédance de
rotation est représentatif d’un ventre de vibration ou la pente est nulle. Les impédances
exactes et bruitées sont quasiment identiques. La régularisation est donc efficace. Elle ré-
duit complétement 1'effet d’instabilité propre au probléme inverse. A la limite, on constate
alors une impédance de translation trés grande (Ir > 2.5107 N/m), qui peut étre consi-
dérée infinie, et une impédance de rotation quasiment nulle. Les conditions & la limite
correspondent bien a la signature de I'appuis.
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F1G. 4.6 — Impédances calculées sur le trongon gauche d’une poutre sur appuis.
La longueur d’onde de coupure est égale a A\, = 0.13 m.

4.5.2.4 Poutre encastrée

Le calcul direct est issus de 4.19, ou les constantes G; et D; sont solutions de:

wG:—ag’xG =0enx =0

wp =22 =0enz=1L

wWg = Wp ENT =T (424)
82wQ dwp

922 oz2 3€TLZL':£EF \

E(l +j77)183;)3D - E(l +j77)183$3(; =Fenz= TE

La figure 4.7 montre les impédances mécaniques de translation et de rotation. L'impédance
de translation présente comme précédemment une discontinuité en z = 0 ou Iy — oo.
Cela traduit le fait qu’il n’y a pas de déplacement en z = 0. Pour I'impédance de rotation,
on observe une croissance continue atteignant une valeur de I'ordre de 10*° N.m. Devant
I'ordre de grandeur du moment fléchissant dans ce genre de systéme (de I’ordre de 1 N.m),
on constate que 'impédance de rotation est particuliérement grande, ce qui exprime le
fait que la pente est bloquée en z = 0. Contrairement a4 'impédance de translation, on
n’observe pas ici une discontinuité marquée car la pente calculée n’est pas exactement
nulle.

Les deux impédances obtenues sont trés élevées. On reconnait le profil de ’encastrement.

4.5.2.5 Poutre guidée

Le calcul direct est issu de 4.19, ot les constantes G; et D; vérifient le systéme d’équations:
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Fi1G. 4.7 — Impédances calculées sur le trongon gauche d’une poutre encastrée.
La longueur d’onde de coupure est égale a A\, = 0.13 m.

( 83”—5— 325’3"' =0enz =0
8;’; = 82531’ =0enx=1L
We = Wp enT = Tp (4.25)
a;;’f = a;z’;’ enr =Ty

| E(1 +j77)18;z’3D — E(1 +jn)]8;;”§ =Fenx=up

La figure 4.8 montre, sur ce cas, les résultats obtenus. On constate cette fois-ci que I'in-
fluence du bruit n’est pas négligeable a la limite. Pour I'impédance de rotation, 1’écart
n’est pas génant car la valeur obtenue est trés grande (du méme ordre que dans le cas
précédent), et correspond au fait que la pente est négligeable. Par contre, 1'effet du bruit
sur le calcul 'impédance de translation pose probléme. On observe une raideur, alors que
I'impédance exacte est nulle. Ce probléme est lié a la difficulté de régularisation de ’effort
tranchant que nous avons mis en évidence au paragraphe 4.4 (figure 4.3). L’amplification
du bruit par la dérivée troisiéme du déplacement est trop importante. A la limite, il en
résulte une discontinuité associée au bruit qui ne peut étre régularisée par filtrage. Dans
les deux exemples précédents, ce probléme n’intervient pas car les deux conditions aux
limites associées comprennent la condition de nullité du déplacement. La valeur de I est
alors infinie quelle que soit celle de I’effort tranchant.

On s’apercoit donc qu’il est difficile de retrouver une condition d’effort tranchant nul. C’est
le cas du guidage, mais aussi de la poutre libre que nous présentons dans le paragraphe
suivant.
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F1G. 4.8 — Impédances calculées sur le troncon gauche d’une poutre guidée.
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4.5.2.6 Poutre libre

Le calcul direct est issus de 4.19, ou les constantes G; et D; vérifient le systéme:

ag);“f = 3%;”3(’” =0enx=0
aaff = 38;’31’ =0enz=1L
We = Wp enT = Ty (4.26)
a;;“f = agz’zD enxy = Ip
| E(1 +j77)[‘9;2’3l’ - E(1 +jn)]a;;”3"' =Fenx=u1p

On constate bien en figure 4.9 une impédance de rotation nulle. Pour I'impédance de
translation, la raideur observée sur la courbe bruitée est fausse. Nous avons le méme
probléme qu’avec la poutre guidée. L’approche ne permet pas d’obtenir une valeur correcte
a la limite, car I'effort tranchant présente une trop forte instabilité aux incertitudes des
données.
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F1G. 4.9 — Impédances calculées sur le troncon gauche d’une poutre libre.

4.6 Conclusion

Le calcul des dérivées spatiales du déplacement jusqu’a ’ordre 3 est un moyen de connaitre
la pente, le moment fléchissant et 'effort tranchant le long de la structure. L’utilisation
de schémas aux différences finies décentrés est possible et permet théoriquement d’at-
teindre ces quantités aux bords. Comme pour 'identification des efforts, cette approche
présente une forte sensibilité aux incertitudes de mesure. Une régularisation par filtrage
passe-bas dans le domaine des nombres d’onde est une voie, mais pose encore probléme
sur la détermination de I'effort tranchant a la limite. Celui-ci est en effet 1ié avec la dérivée
troisieme du déplacement qui présente une instabilité trop importante. La conséquence
est que le bruit amplifié par cette dérivée posséde une discontinuité marquée par la tron-
cature spatiale qui peut étre difficilement éliminée par un simple filtrage. Les exemples
présentés montrent que ’erreur apportée sur 'effort tranchant est pénalisante. La valeur
de 'impédance de translation est érronée et ne permet pas a cette technique d’étre un
moyen d’identification d’une raideur de translation. On montre aussi que la régularisation
ne permet pas I'obtention d’'une impédance de rotation exacte. Sa valeur est obtenue de
fagon qualitative (ordre de grandeur). A son stade de développement, I'identification des
conditions aux limites par la méthode R.I.F.F. est une approche qui peut situer les condi-
tions aux limites entre les quatre conditions extrémes: appuis, encastrement, guidage,
libre. Ces résultats ne suffisent pas. On sait que les difficultées sont liées a la discontinuité
de la troncature spatiale. Comme extension, il faut envisager un reméde a ce probléme,
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en cherchant a ne pas dégrader les valeurs des dérivées du déplacement aux limites, par
le filtrage. Il est donc nécessaire d’utiliser soit un autre type de régularisation qui ne lisse
pas la discontinuité (en adaptant peut étre le concept de "Denoising" (cf [9]), développé
dans ces derniéres années), soit en extrapolant judicieusement la distribution du déplace-
ment & l'extérieur du domaine étudié (utilisation de fonctions d’interpolation de signaux
échantillonés), pour supprimer la présence inévitable de la troncature spatiale.
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Chapitre 5

Identification de 'opérateur d’une
structure

5.1 Buts du chapitre

La méthode R.I.LF.F., développée dans les chapitres précédents, résoud un probléme in-
verse, qui utilise I’opérateur de la structure comme information a priori, pour déterminer
les efforts externes. Il s’agit donc de connaitre les caractéristiques du matériau et la phy-
sique du probléme. Dans ce chapitre, nous tentons d’introduire une approche pour réduire
cet espace de connaissance. Le but est de pouvoir identifier I'opérateur avec des moyens
expérimentaux. Le principe est de reconstruire I’équation du mouvement de la structure,
en connaissant le champ de déplacement vibratoire pour une force excitatrice connue.
Bien sur, ce genre d’étude constitue lui aussi un probléme inverse. Sa résolution n’est
certainement pas chose évidente et demande a étre étudiée de facon plus approfondie. Ce-
pendant, quelques aspects ont été éclaircis, et nous proposons ici de montrer les premiéres
conclusions que ’'on peut en tirer.

Dans un premier temps, nous présentons le principe de approche tel qu’il a été déve-
loppé, et nous montrons des résultats de simulations qui permettent de conclure sur les
conditions de sa mise en oeuvre. Dans un deuxiéme temps, nous verrons que le probléme
est mal posé, en ce sens qu’il n’est pas réalisable, lorsque les données ne sont connues
qu’avec un certain degré d’approximation. Comme ces données sont issues de mesures,
il est nécessaire, 1a aussi, de développer une régularisation. Une tentative est présentée.
Elle est basée sur le méme principe que celle de la méthode R.I.LF.F., ou l'utilisation
d’un filtrage passe-bas, dans le domaine des nombres d’onde donne des résultats satisfai-
sants. En conclusion, nous verrons que 1’enjeu d’une telle approche est considérable, en ce
sens qu’elle permet d’étendre la reconstitution des efforts sur une structure complétement
inconnue et qu’elle s’ouvre a un vaste champ d’applications.

5.2 Principe de l'identification

Nous prenons comme hypothése, un opérateur correspondant & une équation différentielle
quelconque, pour un probléme monodimensionnel, en régime harmonique. Son expression
est de la forme:
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Nordre akw

kz::() ak(x,w)% = F(x) (5.1)
ou les ay(z,w) sont les coefficients inconnus qui caractérisent 1'opérateur, Ny.q4. est Uordre
de I'équation qui est également inconnu.

11 s’agit donc de déterminer, en tout point, les (Nyy4r.+1) inconnues a (z,w). En supposant
que l'opérateur est identique en (N,.q4- + 1) points, on peut construire un systéme de
(Norare + 1) équations, correspondant au calcul de F(z) en ces points. Nous avons alors:

S perdre g —g;ﬁ’ (x0) = F(x0)
Nord're 0w
ordre g Z % () = F
;k_o k 57k ( 1) (5‘2)

Z/i&?]dm akngquc)(xordre) = F(l‘ordre)

ou F'(z) est une distribution de force connue et w le champs de déplacement résultant de
cette excitation.

De facon analogue a la détermination des efforts par la méthode locale décrite au cha-
pitre 1, les dérivées spatiales du déplacement sont calculées par des schémas aux différences
finies centrés 8%, dont les expressions sont déduites de la méme maniére qu’au chapitre 1
(paragraphe 1.4), ou on pose comme schémas de base pour les dérivées impaires:

51— w((i+ 1A w) —w((i—1)Aw)

et
5_2]4:—1—1 _ ZQ—Ik—:I_l — 25i2k_1 + 51251_1 (5 4)
L 4A? ‘
pour k > 1.

Ceux des dérivées paires sont données en 1.16 et 1.17.

En utilisant (N4 + 1) points consécutifs, le systéme 5.2 peut s’écrire sous la forme
matricielle suivante :

N,
w; (SZI e 61 ordre ag E
1 Nord
Wit1 Oip1  --- 0" a Fin
- | (5.5)
. 1 Nordre .
Wit Nyygre 6i+Nordre 6i+No'rdre ANopare E+No'rdre

L’inversion de ce systéme permet de déterminer les coefficients de I'opérateur pour les
(Norare + 1) points considérés. Cette approche est donc locale et peut s’appliquer sur des
structures complexes, a homogénéité locale.

Le probléme est que la dimension du systéme 5.5 est inconnue. Il faut donc s’appliquer
a la déterminer dans un premier temps. C’est ensuite que I'on va s’intéresser a la déter-
mination méme des ay, qui constituent 'opérateur. Ces deux étapes font 'objet des deux
paragraphes suivants.
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5.2.1 Identification de I’ordre de I’équation différentielle

Le cas considéré est celui d'une poutre excitée par une distribution uniformément répartie.
Les données nécessaires au calcul sont obtenues pour une poutre homogéne en flexion pure.

Ainsi, 'ordre de 'opérateur est 4 et les valeurs des coefficients sont :

ap = pSw? = 1.31.107" N/m?

ar =0N/m
CLQZON
a3:ON.m

ay = B(1 + jn)I = 2.66.1073(1 + j 4.1073) N.m?
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La figure 5.1 donne la valeur des différents coefficients calculés grace a 5.5, pour des
ordres de dérivation a priori depuis 0 jusqu’a 8. On constate que si I'ordre considéré a
priori est inférieur a celui de I'équation différentielle réelle (= 4 dans notre exemple),
les coefficients calculés sont érronés. Si I'ordre est égal ou immédiatement supérieur, les
valeurs des coefficients sont correctes. Enfin, pour un ordre trop élevé, on constate que les
valeurs des coefficients théoriquement nulles, sont fausses. Par contre, les coefficients ag
et a4 ne varient plus quand 'ordre dépasse la valeur exacte de 4.
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On retiendra comme critére d’identification le fait que le premier coefficient qui converge
indique 'ordre de l'opérateur. En figure 5.2, on met en évidence ce critére pour deux
autres solutions d’équations différentielles (ordre 1 et ordre 2):

w; = A(1 — e7k2)
{ wy = A(1+ e *cos(Bx)) (5:7)

On observe bien la convergence de ag, a partir de 'ordre 1 pour w; et de 'ordre 2 pour
Wa.
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B ol B 16 |
2 a ) 12
g 5 | g 8
4
or ol
0123456738 0123456738
ordre ordre
a) solution d’ordre 1 b) solution d’ordre 2

Fi1G. 5.2 — Convergence du coefficient ay de l'opérateur de solutions
d’équations différentielles d’ordre 1 et 2.

5.2.2 Choix de l'excitation de calibration

Dans cette section, on étudie le principe de la méthode d’identification. On ne se pose pas
les problémes liés aux incertitudes de mesure qui seront étudiés dans la section 5.3.

A partir du moment o ordre de I'opérateur est connu ou identifié, le calcul des ay(z,w)
peut se faire avec la connaissance d’un champ de déplacement d’une structure vibrante
pour une excitation connue. Il reste a savoir si on peut utiliser n'importe quel type d’ex-
citation.

La démarche suivante est basée sur des simulations numériques, constituées de trois
étapes:

1. Le calcul direct : calcul du champ de déplacement pour une excitation dite de cali-
bration (méthode modale).

2. Détermination des opérateurs locaux, en utilisant les données de déplacement (exactes)
et de celles de I’excitation de calibration.

3. La reconstruction d’une distribution de force quelconque en utilisant les opérateurs
identifiés par I’étape 2 (schéma aux différences finies).

On propose de montrer les résultats des étapes 2 et 3 que I'on obtient pour plusieurs types
de distributions de force de calibration sur une poutre, ot 1’on sait que l'opérateur est
d’ordre 4. Pour I’étape 3, la reconstruction est réalisée sur ’exemple de la poutre excitée
par une force répartie entre 1 = 0.6 L et x5 = 0.7 L, que I'on a deja décrit au chapitre 1
(paragraphe 1.6.2.4). Les types d’excitation de calibration étudiés sont : un effort ponctuel,
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une distribution répartie et continue, une distribution répartie et discontinue. Chaque
sous-section suivante traite un de ces trois cas particuliers.

5.2.2.1 Effort ponctuel

La figure 5.3 montre les modules des coefficients identifiés le long de la poutre par I’étape
2, lorsque celle-ci est excitée par une force ponctuelle en 0.4 L.

Il est clair que les troncons ou la distribution de force est nulle donne des valeurs de
coefficients aberrantes. En effet, a ces endroits, le systéme 5.5 posséde un second membre
nul, et une matrice mal conditionnée. Il n’admet donc pas forcément une solution unique.
Au point d’excitation, on n’obtient pas non plus les vraies valeurs des coefficients qui sont
indiquées en 5.6. En figure 5.4, on voit que 1'utilisation de ces coefficients n’est pas valide
pour la reconstruction des efforts.
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F1G. 5.3 — Calcul des coefficients de l'opérateur le long d’une poutre,
excitée ponctuellement en rp = 0.4m.
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F1G. 5.4 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une distribution F =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,
avec les coefficients déterminés en figure 5.3.
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5.2.2.2 Distribution répartie et continue

Les modules des coefficients identifiés par I’étape 2 sont montrés en figure 5.5, ol on a
utilisé, comme excitation de calibration, une distribution continue d’expression :

Les valeurs obtenues sont constantes le long de la poutre (nous avons bien une structure
homogeéne) et correspondent aux valeurs théoriques exprimées en 5.6. La figure 5.6 montre
bien la possibilité d’utiliser cet opérateur, pour reconstruire la distribution de force avec

m
F(x) = —
(x) = cos 5%

la méthode R.I.F.F.
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F1G. 5.5 — Calcul des coefficients de l'opérateur le long d’une poutre,
excitée par une distribution répartie et continue sur toute sa longueur:

F(z) = cos gy .
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F1G. 5.6 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une distribution F =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,
avec les coefficients déterminés en figure 5.5.
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5.2.2.3 Distribution répartie et discontinue

L’expression de la distribution de force de calibration est :

F(z) =1N/m pour x < 0.5L (5.9)
F(z) =2N/m pour z > 0.5L '

Elle posséde donc une discontinuité en x = 0.5L.

De la méme facon que précédemment, on trace en figure 5.7, la valeur du module de
chaque coefficient le long de la structure. On s’apercoit que 'opérateur identifié sur le
trongon comportant la discontinuité, ne posséde pas les méme valeurs de coefficient. La
reconstruction de I'effort appliqué, par la méthode R.I.LF.F. est montré en figure 5.8. On
s’apercoit alors que des efforts aberrants se situent sur la partie de la poutre ou il y avait
la discontinuité de 'effort de calibration. Les coefficients identifiés sur ce troncon sont

donc faux.
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F1G. 5.7 — Calcul des coefficients de l'opérateur le long d’une poutre,
excitée par une distribution discontinue (F =1 N/m) pour x < 0.5 L,
et (F=2N/m) pour x> 0.5L.

En conclusion, pour avoir un systéme d’identification bien posé, il est nécessaire d’utiliser
une distribution de force de calibration répartie et continue. En pratique, on pense natu-
rellement a utiliser une excitation acoustique. Les deux étapes de la méthode se résument

donc par:

— Identification des opérateurs locaux d'une structure, en I’excitant par une onde plane
acoustique et en mesurant le champ de déplacement vibratoire.

— Reconstitution des efforts appliqués a la structure en utilisant les données du champ
de déplacement vibratoire "in situ" et les coefficients déterminés précédemment.

La méthode utilise donc deux séries de mesure. Les données ne peuvent étre connues
exactement et sont entachées d’incertitudes. On propose d’étudier, dans la suite, ’effet
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Fi1G. 5.8 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une distribution F =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,
avec les coefficients déterminés en figure 5.7.

des incertitudes sur la reconstruction de I'opérateur différentiel de structure. Pour I'iden-
tification de l'effort appliqué, la technique de régularisation de la méthode R.I.F.F. a
été précisément décrite au chapitre 2. Cependant, dans la démarche envisagée ici, il y a
un double niveau d’incertitude puisque l'identification de I’effort utilise un opérateur lui
méme entaché d’incertitudes.
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5.3 Probléme de réalisation

5.3.1 Effet des incertitudes de mesure

Les données de calibration sont celles qui permettent l'identification de 'opérateur. Elles
sont composées

— de la distribution de force que 'on applique sur la structure et qui doit étre répartie
et continue,

— des déplacements résultant de cette excitation obtenus par la mesure.

Dans un premier temps, On supposera que 'effort appliqué est connu théoriquement et
constitue des données exactes. Dans la suite du chapitre, on se consacre principalement
a l'influence des incertitudes de mesure du champ de déplacement. L’étude est basée sur
I'utilisation de données obtenues par simulations numériques, ot les déplacement résultent
du calcul direct (étape 1) et sont bruités, en module et phase par Pexpression 2.1, avec
oaw = 1% et oay = 0.57 °. C’est seulement en fin du paragraphe suivant que nous nous
intéresserons au bruitage de toutes les données susceptibles d’étre mesurées.

L’exemple de référence que nous considérons ici, est celui d’une poutre (mémes caracté-
ristiques qu’en 5.6), ot 'opérateur est identifié & partir d’une distribution de calibration
constante :

F(z) =1N/m pour x € [0,L] (5.10)

En figure 5.9, on juxtapose les valeurs des modules des coefficients obtenues avec des don-
nées de déplacements exactes et bruitées. Les deux courbes sont complétement différentes.
De plus, on voit en figure 5.10 que les coefficients "bruités" ne donnent aucun résultat sur
la reconstitution de l'effort. Le probléme est bien instable et il est nécessaire d’aborder
une régularisation pour y remédier.
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F1G. 5.9 — Calcul des coefficients de l’opérateur le long d’une poutre,
excitée par une distribution constante (F' =1N/m) en tout point.
En trait continu : a partir d’un déplacement exact.

En trait pointillé : a partir d’un déplacement bruité (1 % d’erreur).
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F1G. 5.10 — Distribution de force reconstruite sur une poutre
excitée par une distribution F =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,
avec les coefficients bruités de la figure 5.9.
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5.3.2 Reégularisation

Nous avons vu dans les chapitres 2 et 4, que I'utilisation de données incertaines du déplace-
ment a pour conséquences de bruiter considérablement les différentes dérivées spatiales, en
particulier celles des ordres élevés et d’affecter ces fonctions dans le domaine des nombres
d’onde élevés. Les schémas aux différences finies 0% sont donc des distributions discrétes
trés affectées par les incertitudes. Ces distributions correspondent aux (Ny.qre+1) vecteurs
colonnes de la matrice 5.5. Pour régulariser le probléme, on propose de lisser ces vecteurs
afin d’obtenir une matrice la plus proche possible du cas exact. De la méme facon qu’au
chapitre 2, nous effectuons cette régularisation en deux étapes:

— Un fenétrage : On multiplie chaque vecteur par la fenétre 2.21 pour éviter les consé-
quences du phénoméne de Gibbs aux limites aprés filtrage.

— Un filtrage idéal : On convolue chaque vecteur avec la réponse du filtre idéal 2.13.

Par ailleurs, le second membre du systéme 5.5, correspondant & la distribution de force
de calibration discréte, doit étre aussi fenétré et filtré. Le fenétrage est nécessaire pour
éviter d’obtenir une augmentation de la raideur de 'opérateur au voisinage des limites
(diminution du déplacement pour le méme effort). Le filtrage permet d’éviter des effets
néfastes, car le phénoméne de coincidence spatiale di au transfert d’énergie entre ’exci-
tation et la vibration par égalité des nombres d’onde, ne peut plus correspondre puisque
les composantes du champ de déplacement dans le domaine des hauts nombres d’onde
sont nulles et ne correspondent plus a celles de la distribution de force.

La comparaison entre les coefficients "exacts" et les coefficients obtenus aprés filtrage du
systéme 5.5 bruité, est mise en évidence en figure 5.11. On constate une amélioration des
valeurs obtenues par rapport aux valeurs purement bruitées (figure 5.9). Par contre, la
régularisation ne permet pas de connaitre précisément les coefficients a;(z,w). On voit
qu’ils ne sont pas constant spatialement et que leurs valeurs sont encore bien éloignées de
celles de référence.

Pour savoir si l'opérateur régularisé, obtenus a partir de données bruitées, est utilisable,
nous effectuons en figures 5.12, 5.13 et 5.14, des reconstitutions de plusieurs types de
distributions sur la méme structure, ou les conditions aux limites peuvent étre différentes.
Les nouvelles données de déplacement sont exactes. On s’apercoit alors que 1’on retrouve
facilement les discontinuités de la densité de force. L’exemple du moment ponctuel (dis-
continuité trés forte) est tout a fait remarquable. Ces résultats sont encourageants, car
on voit qu’il est possible, sans rien connaitre de la structure, de localiser de fortes dis-
continuités de la distribution excitatrice. C’est un des objectifs principal de la méthode
R.LLF.F., lorsque I'on veut localiser des forces.

Cependant, on voit apparaitre un bruit de fond associé a 'inexactitude des coefficients.
Dans le cas ou la distribution recherchée est répartie (figure 5.12), la forme obtenue peut
étre dégradée, si bien que l'identification devient moins évidente.
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F1G. 5.11 — Calcul des coefficients de l’opérateur le long d’une poutre,
excitée par une distribution constante (F =1 N/m) en tout point.
En trait continu : a partir d’un déplacement exact.

En trait pointillé : o partir d’un déplacement bruité (1 % d’erreur).
Les vecteurs du systéme 5.5 ont été fenétrés et filtrés.
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F1G. 5.12 — Distribution de force reconstruite sur une poutre sur appuis
excitée par une distribution F =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,
avec les coefficients bruités de la figure 5.11.
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F1G. 5.13 — Distribution de force reconstruite sur un tron¢on de poutre infinie
excitée par une force ponctuelle en xp = 0.6 m,
avec les coefficients bruités de la figure 5.11.
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F1G. 5.14 — Distribution de force reconstruite sur une poutre sur appuis
excitée par un moment ponctuel en xpr = 0.4m,
avec les coefficients bruités de la figure 5.11.
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En fait, sur les parties homogeénes de la structure, 'opérateur ne devrait pas varier. Si on
prend un seul des opérateurs identifié localement, et qu’on 1'utilise sur toute la structure,
on évite inévitablement les erreurs dues aux variations des coefficients. En figure 5.15, on
montre que l'utilisation d’un seul opérateur parmi ceux qui ont été identifiés (n’importe
lequel!), donne des résultats tout a fait excellents. Le bruit de fond est presque inexistant.
La résolution est aussi bonne qu’au premier chapitre (figure 1.6). La valeur de la densité
est inférieure, mais I'intégration de la distribution donne 'amplitude de 1'effort total ap-
pliqué (0.1 N dans notre exemple).

L’inversion du systéme 5.5 est donc un moyen de connaitre 'ordre de grandeur des coeffi-

cients. Cet ordre de grandeur suffit largement a I’identification des sources sur des parties
de structures, a condition qu’elles soient homogénes.

1.2
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0.8 -

0.6 -

module (N/m)

04 -

0.2 -

00.2 03 04 015 O‘.6 0‘.7 0.8
poutre (m)
F1G. 5.15 — Distribution de force reconstruite sur une poutre sur appuis
excitée par une distribution F =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,

avec les coefficients de la figure 5.11 pour x = 0.4m.

Maintenant, si on applique le bruitage sur toutes les données de calibration (forces et
déplacements), on s’apercoit en figure 5.16 que le résultat est moins bon, mais suffit a la
localisation. Ceci est intéressant car il n’est pas évident de pouvoir régulariser ’étape de
calibration en imposant une distribution de force connue théoriquement.

Enfin, si on considére I'ensemble des données comme étant issu de mesures (densité de
force de calibration, déplacements résultant de la calibration, déplacements de la structure
in situ), on doit prendre en compte, non seulement la régularisation de l'identification de
I'opérateur, mais aussi celle de la méthode R.I.F.F., que 'on a développé au chapitre 2.
La distribution obtenue pour notre exemple de référence est illustré en figure 5.17, ou
toutes les données ont été bruitées avec 1 % d’erreur ( 1% en module et 1 °en phase). Ce
résultat montre aussi que la localisation est possible.
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F1G. 5.16 — Distribution de force reconstruite sur une poutre sur appuis
excitée par une distribution F' =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,
avec les coefficients obtenus, pour x = 0.4m,
a partir de données de calibration bruitées (déplacements et forces).
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F1G. 5.17 — Distribution de force reconstruite sur une poutre sur appuis
excitée par une distribution F =1 N/m entre 0.6 m et 0.7m,
avec les coefficients obtenus, pour x = 0.4m,
a partir de données de calibration bruitées (déplacements et forces).
et des données de déplacement in situ bruitées (déplacements et forces).
(La méthode R.I1.F.F. utilise le filtrage optimisé)

105



5.4 Conclusion

Ce chapitre a introduit une approche originale, ou I'objectif est d’étendre la méthode
R.ILF.F. aux cas de structures ou aucune information a priori n’est disponible. 1l s’agit
d’identifier un opérateur local de cette structure, en n’utilisant que des données mesurées.
Le principe est basé sur le calcul des coefficients de I’équation différentielle correspondant
a l’équation du mouvement en régime harmonique, ot 'on mesure localement le champ
de déplacement vibratoire et 'effort excitateur. L’étude montre qu’il est nécessaire, pour
réaliser ce probléme inverse, d’utiliser une distribution excitatrice répartie et continue.
L’identification se fait en deux étapes: la premiére est un procédé itératif ou ’on cherche
a identifier 'ordre de I’équation en observant la convergence des coefficients; la deuxiéme
consiste a déterminer les coefficients en inversant un systéme d’équation du mouvement
discrétisé. Comme on pouvait s’y attendre, cette technique présente une instabilité im-
portante aux erreurs de mesure. Une régularisation basé sur un filtrage passe-bas dans
le domaine des nombres d’onde a été développée. On montre que c’est une technique
qui aboutit a la possibilité d’identifier un opérateur utilisable par la méthode R.I.LF.F.
si I’on cherche a localiser des efforts ponctuels. En faisant I’hypothése que la structure
est homogeéne et que la distribution de force de calibration est connue théoriquement, on
arrive méme a un opérateur presque parfait qui peut étre utilisé pour l'identification de
la distribution de force.

Pour le moment, le but était de trouver un opérateur susceptible d’étre utilisé par la
méthode R.I.F.F.. Les coefficients identifiés suffisent a cette application. Par contre, leurs
valeurs ne sont pas encore trés précises. Une technique de recalage, comme on le fait
sur les modéles éléments finis, permettrait certainement d’affiner le probléme et d’obtenir
une méthode d’identification d’opérateurs expérimentaux. Cette perspective a un enjeu
considérable.
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Chapitre 6

Validations expérimentales

6.1 Buts du chapitre

La méthode de localisation des efforts (cf trois premiers chapitres) a été développée sur
des exemples dont les données sont issues de simulations numériques. Méme si ces données
ont été bruitées de facon a tenir compte des incertitudes de mesure, il est nécessaire de
valider notre approche sur des cas concrets. Ce chapitre s’articule en trois parties. La
premiére décrit le dispositif expérimental général qui a été mis en place pour mesurer le
champ de déplacement vibratoire d’une structure. La deuxiéme est consacrée aux diffé-
rents cas étudiés sur une poutre, ot on montre les résultats issus des étapes qui constituent
les deux premiers chapitres du mémoire. La troisiéme partie valide la méthode R.I.LF.F.
dans le cas des plaques simples et raidies, ou les données ont été mesurées sur une partie
de chaque plaque. Ces expériences permettent de valider la technique de reconstruction
d’efforts excitateurs et de couplage entre des éléments mécaniques, et montrent une mé-
thode d’identification robuste. Nous concluerons sur les éventuelles validations qu’il serait
encore nécessaire de réaliser, afin de montrer tous les types de distributions que ’on peut
réellement déterminer, et toutes les structures que I'on peut envisager.

6.2 Dispositif expérimental

L’expérience consiste a mesurer le champ de déplacement vibratoire sur une structure
en fonction de la fréquence. Il s’agit donc de déterminer des quantités complexes, en
module et phase, associées a chaque point du maillage effectué (discrétisation spatiale).
Le matériel utilisé et le schéma de principe sont présentés en figure 6.1.

Pour mesurer ces quantités, nous utilisons deux accélérométres. Le premier délivre un
signal A proportionnel a l'accélération du point considéré (accélérométre mobile); le
deuxiéme un signal B proportionnel a I'accélération d’un point de référence sur la struc-
ture (accélérométre fixe). L’analyseur de spectre permet 'obtention, en fonction de la
fréquence f, de la densité spectrale de puissance Sy4(f) du signal A et de la densité spec-
trale d’intéraction Spa(f) entre les signaux A et B qui sont supposés étre stationnaires
et conjointement stationnaires, ce qui est trés réaliste compte tenu de I'excitation utilisée.
Les composantes fréquentielles du module du signal A sont obtenues a partir de la densité
spectrale de puissance:

[A(S)] =/ Saa(f) (6.1)
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F1G. 6.1 — Dispositif expérimental

La phase @ 4(f) du signal A est mesurée par rapport a celle du signal B. Elle correspond a
celle de la fonction de transfert entre les deux signaux, donc a celle de la densité spectrale
d’interaction :

pa(f) = spalf) (6.2)

La valeur |A(f)|e’#4() correspond donc aux composantes fréquentielles de I’accélération
mesurée au point considéré. Celles des déplacements sont obtenues par doubles intégra-
tions numeériques ultérieures, en divisant cette quantité par (—4w?f?).

Le signal B est nécessaire pour ’obtention d’une référence de phase. Le capteur "fixe" doit
donc toujours délivrer un signal suffisant afin de pouvoir "accrocher" la phase. Pour éviter
d’étre trop souvent sur un noeud de vibration, ce capteur est placé au voisinage des limites.

Enfin, pour s’assurer que les valeurs mesurées sont correctes, on reléve en plus la cohérence
entre les deux signaux, définie par la fonction:

_ Spa(f)Spalf)
Saa(f)Sea(f)

La mesure est considérée correcte pour v45(f) > 0.75.

Yan(f) (6.3)

6.3 Validation sur poutre

6.3.1 Montage et caratéristiques de la poutre

L’expérience a consisté a mesurer les signaux accélérations en 51 points également répartis
le long d’une poutre en acier, de longueur L = 1.5m, de largeur | = 6 cm et d’épaisseur
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h = 1cm. Elle est fixée a ses extrémités par un systéme de serrage entre deux cylindre de
diamétres 1 em (cf figure 6.2).

Excitation A

B
POT
VIBRANT
Serrage Serrage
wo | mg VA
O~

249)
POUTRE

249
L

F1G. 6.2 — Montage expérimental dans le cas de la poutre

L’excitation a été réalisée avec un pot vibrant fixé au point d’abscisse xp = 0.615m.
L’effort recherché est donc une force ponctuelle appliquée en ce point dont on a mesuré
son module a I'aide d’un capteur de force pour vérifier la précision des méthodes de re-
constitution.

Deux signaux excitateurs ont été utilisés: un bruit blanc (Sy(f) = 1) qui permet d’avoir
un résultat sur une large bande de fréquence, et un signal sinusoidal a la fréquence fy, =
304 Hz (Sss(f) = 0(f — fo))-

En bruit blanc (pseudo random noise), le niveau excitateur a été réglé faiblement de fagon
a ce que les mesures effectuées soient proches du bruit de fond. Les valeurs mesurées
correspondent a des moyennes effectuées sur 100 acquisitions (convergence assez lente).
En excitation harmonique, le niveau a été réglé fortement afin d’obtenir des résultats de
mesure précis et on a moyenné les valeurs sur 20 acquisitions (convergence trés rapide).
Les précisions obtenues par ces deux excitations ont été différentes et permettent, dans la
suite, d’apprécier la qualité des résultats correspondants.

A titre indicatif, on montre en figure 6.3, la vitesse quadratique moyenne obtenue avec
le bruit blanc, pour que le lecteur puisse situer les fréquences étudiées par rapport aux
fréquences propres de la structure.

6.3.2 Reésultats

Les données de mesure que 1’on se propose d’utiliser dans la suite sont illustrées en figures
6.4, 6.5 et 6.7. Les deux premiéres figures montrent les accélérations mesurées le long
de la poutre a 304 Hz (entre le cinquiéme et le sixiéme mode), & partir de I'excitation
harmonique et de I'excitation en bruit blanc. En figure 6.6, on indique la cohérence ob-
tenue a 304 Hz entre les signaux A et B avec I’excitation en bruit blanc. On remarquera
qu’elle chute systématiquement la ot la valeur mesurée est petite, ce qui traduit bien que
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F1G. 6.3 — Vitesse quadratique moyenne mesurée sur la poutre
en fonction de la fréquence.

le rapport signal /bruit est faible.
Il est clair que ’excitation harmonique donne des valeurs plus précises et que les erreurs
de mesure y sont moins importantes. On peut constater, qu’il n’est pas possible de lo-

caliser la source, & partir d'une information d’accélérations a fréquence pure, le long de
la poutre, car aucune singularité n’apparait au niveau de la position du point d’excitation.
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F1G. 6.4 — Accélérations mesurées le long de la poutre
a 304 Hz avec une excitation harmonique.
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F1G. 6.5 — Accélérations mesurées le long de la poutre
a 304 Hz avec une excitation en bruit blanc.
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F1G. 6.6 — Cohérences obtenues le long de la poutre
a 304 Hz avec une excitation en bruit blanc.
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La figure 6.7 montre les accélérations obtenues & 167 Hz, c’est-a-dire a la quatriéme fré-
quence propre du systéme, correspondant a un mode trés isolé. La aussi, la localisation
n’est pas possible par simple observation. Cette difficulté de localiser les sources n’est
pas nouvelle et justifie les études entreprises a ce sujet, en particulier I'intensimétrie de
structure.

On propose donc d’appliquer dans les deux sous-sections suivantes, les deux méthodes de
reconstitution des efforts que I'on a développées dans les chapitres 1 et 2 (méthode globale
et locale), aux champs de déplacement précédents, ce qui donnera une bonne validation
expérimentale de la technique proposée.

module m/s2
w

0o 0:2 0:4 016 O‘.8 i l‘.2 114
poutre (m)
F1G. 6.7 — Accélérations mesurées le long de la poutre
a 167 Hz (quatriéme résonance) avec une excitation en bruit blanc.

6.3.2.1 Meéthode globale

Pour cette méthode, on doit connaitre les conditions limites pour pouvoir utiliser les
déformées propres de la structure, comme fonctions de base. Le montage réalisé (voir
paragraphe 6.3.1) est proche de celui d’'une poutre sur appuis. Cependant, le serrage
des systémes de fixation, qui est nécessaire pour éviter le décollement de la poutre, a
pour conséquence de limiter le mouvement de rotation aux extrémités de la structure. Le
moment fléchissant n’est donc pas parfaitement nul, mais on utilisera tout de méme les
déformées propres d'une poutre sur appuis (¢,(x) = sin Fx), qui forment une base de
fonctions cinématiquement admissibles (les déplacements sont nuls en z = 0 et z = L).

En figures 6.8, 6.9 et 6.10, on applique, sur les trois cas étudiés, la méthode globale en uti-
lisant le maximum de forces généralisées (N = 100), comme nous ’avons fait au chapitre
1. Le nombre de forces généralisées N est bien trop grand et les ordres de rangs élevés
amplifient les erreurs de mesure. Il en résulte une distribution de force aberrante.
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F1G. 6.8 — Distribution de force reconstruite par la méthode globale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation harmonique.
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F1G. 6.9 — Distribution de force reconstruite par la méthode globale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation en bruit blanc.
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F1G. 6.10 — Distribution de force reconstruite par la méthode globale,
a partir des données mesurées & 167 Hz (quatriéme mode)
avec une excitation en bruit blanc.
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En figures 6.11, 6.12 et 6.13, les distributions sont issues de séries tronquées (N = % en

trait continu et N = £ en trait pointillé).
Pour la fréquence 304 Hz, on constate la possibilité de localiser et d’identifier le module
Ieffort pour N = 10modes. On voit aussi que prendre plus de termes (N = 20 modes)
est valable uniquement dans le cas ou les données ont été mesurées avec 1’excitation har-
monique. En bruit blanc, on obtient alors un résultat aberrant. Cela confirme bien le fait
que la troncature modale dépend du niveau d’incertitude des mesures et que les mesures
en bruit blanc peuvent s’avérer insuffisantes pour notre méthode.

Pour la fréquence d’excitation 167 Hz, on n’arrive pas a régulariser le probléme. C’est en
effet le cas ou la poutre est excitée sur une résonance trés marquée. Nous avons vu au
chapitre 2 que dans ce cas, la méthode n’est pas valide. L’information est concentrée sur
une seule amplitude modale. Elle ne suffit pas pour localiser la force.

module (N/m)
o Rr N W A O O N ®

(0] ' ’0:2 0:4 016 018’ Z;. l.’2 1.4
poutre (m)
Fi1G. 6.11 — Distribution de force reconstruite par la méthode globale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation harmonique (|F| = 0.59N ).
En trait continu: N = 10 modes, |F| = 0.61N.
En trait pointillé : N = 20 modes, |F| = 0.64N.
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F1G. 6.12 — Distribution de force reconstruite par la méthode globale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation en bruit blanc (|F| = 0.09N ).
En trait continu: N = 10 modes, |F| = 0.08N.
En trait pointille : N = 20 modes.
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F1G. 6.13 — Distribution de force reconstruite par la méthode globale,
a partir des données mesurées & 167 Hz (quatriéme mode)
avec une excitation en bruit blanc.

En trait continu: N = 8 modes.
En trait pointille : N = 16 modes.
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6.3.2.2 Méthode locale

Nous utilisons, cette fois-ci, la méthode locale (méthode R.I.F.F.), qui consiste a calculer
la distribution de force par un schéma aux différences finies et de régulariser le probléme
par filtrage et fenétrage.

Le résultat du schéma aux différences finies est illustré, pour les trois cas étudiés, en fi-

gures 6.14, 6.15 et 6.16. On constate aussi que les erreurs de mesure entrainent des effets
indésirables sur la distribution obtenue.
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F1G. 6.14 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation harmonique.
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F1G. 6.15 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation en bruit blanc.

La premiére régularisation (fenétrage et filtrage idéal) a été appliquée sur ces résultats
et sont montrés en figures 6.17, 6.18 et 6.19. Deux nombres d’onde de coupure ont été
utilisés: k. = 2k (en trait continu) et k. = 4k (en trait pointillé). Ces courbes sont tout
a fait analogues aux résultats de la méthode globale. Leurs interprétations sont identiques.

Toutefois, la distribution recherchée est discontinue (effort ponctuel). Le filtrage idéal a

tendance a trop lisser le résultat. On observe donc des oscillations causées par le phé-
nomeéne de Gibbs. En figures 6.20, 6.21 et 6.22, on applique la deuxiéme régularisation
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F1G. 6.16 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées & 167 Hz (quatriéme mode)
avec une excitation en bruit blanc.
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F1G. 6.17 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation harmonique (|F| = 0.59N ).
Le filtrage est idéal.
En trait continu : k. = 2k, |F| = 0.53N.
En trait pointillé : k. = 4k, |F| = 0.56N.

(filtrage a réponse finie) que nous avons développée au paragraphe 2.3.2.3. Cette régula-
risation permet a la méthode , de garder son aspect local (on utilise 9 points de mesure
a 304 Hz), tout en constatant une réduction des oscillations précédemment observées.
Cependant, on observe toujours 'impossibilité de régulariser le probléme lorsque la struc-
ture est excitée sur une de ses résonances (figure 6.22).

L’application des deux méthodes de reconstruction des efforts, a partir de données mesu-

rées, est validée. Les résultats obtenus sont conformes aux interprétations que nous avions
formulé, & partir de simulations numériques.
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F1G. 6.18 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation en bruit blanc (|F| = 0.09N ).
Le filtrage est idéal.
En trait continu: k. = 2k, |F| = 0.08N.
En trait pointille : k. = 4k.
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F1G. 6.19 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées a 167 Hz (quatriéme mode)
avec une excitation en bruit blanc.

Le filtrage est idéal.

En trait continu : k., = 2k.

En trait pointille : k. = 4k.
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F1G. 6.20 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,

a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation harmonique (|F| = 0.59N ).
Le filtrage est optimisé avec un facteur de forme f = 1.

En trait continu : k. = 2k, |F| = 0.5TN.
En trait pointillé : k. = 4k, |F| = 0.52N.
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F1G. 6.21 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées a 304 Hz
avec une excitation en bruit blanc (|F| = 0.59N ).
Le filtrage est optimisé avec un facteur de forme f = 1.

En trait continu: k. = 2k, |F| = 0.08N.
En trait pointillé : k., = 4k.
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F1G. 6.22 — Distribution de force reconstruite par la méthode locale,
a partir des données mesurées & 167 Hz (quatriéme mode)
avec une excitation en bruit blanc.

Le filtrage est optimisé avec un facteur de forme f =1.

En trait continu - k., = 2k.
En trait pointillé : k. = 4k.
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6.4 Validation sur plaques

6.4.1 Montage et caratéristiques des plaques

Dans cette partie du chapitre, nous proposons de montrer 'application de la méthode
R.I.F.F. sur des plaques en aluminium (E = 7.2.10'°N/m?, p = 2700 kg/m?, facteur de
perte n = 107*), d’épaisseur h = 1.5mm, de cotés L, = L, = 1m, suspendues a un
portique. Les accélérations vibratoires sont mesurées sur une partie de la plaque (carré
de 26 em de cotés). Le maillage est constitué de 14 x 14 points. L’excitation est fournie
par un pot vibrant alimenté par un bruit blanc, ot I’on a mesuré, par capteur de force,
le module de 'effort appliqué. Les valeurs mesurées correspondent & la moyenne obtenue
sur 100 acquisitions. La figure 6.23 présente le montage tel qu’il a été réalisé.

Amplificateur de puissance
/ B&K 2706
excitation
4 ANALYSEUR
1
|

B&K 2034 —

ORDINATEUR

-
| R

o (i

vibrant
\

amplificateurs de charge
B&K 2635

accelerometre
mobile
(19

accelerometre
fixe 19
(reference de phase)

F1G. 6.23 — Montage expérimental dans le cas de la plaque

Deux plaques ont été étudiées :

— La premiére est simple. Le point d’excitation se trouve dans la fenétre de mesure
(xp =14 em et yp = 12cem). On propose de le localiser.

— La deuxiéme est une plaque ou on a collé cinq raidisseurs en L horizontaux et équi-
distants (cf figure 6.24). La surface collée du raidisseur est située entre y; = 0.13m
et yo = 0.15m dans le repére associé a la fenétre de mesure. Le point d’excitation
est placé en dehors de la fenétre de mesure.

En figure 6.25, on montre, & titre d’indication, les vitesses quadratiques moyennes obte-
nues, par intégration sur la fenétre spatiale de mesure. Les pics observés correspondent
aux résonances des plaques. On constate bien sur, que les densités modales des plaques de
cette expérience sont bien plus fortes que celles de la poutre de 'expérience précédente.

6.4.2 Reésultats

Les distributions que nous présentons dans les deux sous-sections suivantes sont obtenues
avec la méthode R.I.LF.F.. Le schéma aux différences finies correspond a la discrétisation
de I’équation du mouvement de la plaque (cf équation 3.11). La régularisation est réalisée
avec le principe du multifiltrage que 1'on a présenté en 3.4.3.4, ou les filtres "carré" et
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F1G. 6.25 — Vitesse quadratique moyenne mesurée sur la fenétre de mesure,
en fonction de la fréquence.

"losange" sont munis de réponses finies, avec des facteurs de forme fixés a 1. On propose
de montrer, pour chaque cas étudié, le champ vibratoire, la distribution de force obtenue
par les différences finies, et la distribution régularisée.

6.4.2.1 Plaque simple

Les figures 6.26,6.27 et 6.28 montrent les trois résultats (déplacement, différences finies,
régularisation) réalisés pour la fréquence 520 Hz. Cette fréquence se situe a la limite
supérieure de la gamme fixée par I’étude. En effet, I’échantillonnage spatial fixe le nombre
d’onde de Shannon:

kes s

> T A 157rad/m (6.4)

Le rapport entre ce nombre et le nombre d’onde naturel £ est:

_kem_ T 4D_
a= or Ax\/awph_llg (6.5)

En figure 6.27, on constate que I’échantillonnage joue déja le role de filtre régularisant et
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supprime presque l'effet néfaste du bruit associé aux incertitudes de mesure. En prenant
k. = 2k, on voit en figure 6.28 que la régularisation permet d’obtenir une bonne localisa-
tion de 'effort.
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Vue 3D Contours

F1G. 6.26 — Champ de déplacement obtenu sur la fenétre de mesure
a la fréquence 520 Hz, sur la plaque simple.
Le module de la force mesuré est |F| = 0.008N.
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F1G. 6.27 — Distribution de force obtenue aprés schéma auz différences finies
a la fréquence 520 Hz, sur la plaque simple.

Les distribution de déplacement, de force non régularisée, et de force régularisée, illustrées
en figures 6.29,6.30 et 6.31, correspondent aux résultats obtenus a la fréquence 448 Hz
qui est une fréquence de résonance (cf relevé de la vitesse quadratique en figure 6.25). On
s’apercoit que la méthode R.ILF.F. est tout a fait applicable sur une résonance de plaque.
Contrairement a ’exemple de la poutre que nous avons vu précédemment, le mode réso-
nant n’est pas le seul excité. Le recouvrement modal est assez élevé pour que plusieurs
modes répondent de facon significative, ce qui rend possible la localisation de ’effort. En
généralisant ce résultat, on peut dire que la localisation du point d’excitation est possible
sur les fréquences propres des systémes vibrants a densités modales suffisamment fortes.
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F1G. 6.28 — Distribution de force obtenue apres régularisation
a la fréquence 520 Hz, sur la plaque simple.
Le filtrage est réalisé pour k. = 2k.
Le module de la force identifié est |F| = 0.002N.
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F1G. 6.29 — Champ de déplacement obtenu sur la fenétre de mesure
a la fréquence 448 Hz (fréquence de résonance), sur la plaque simple.
Le module de la force mesuré est |F'| = 0.03N.
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F1G. 6.30 — Distribution de force obtenue aprés schéma auz différences finies
a la fréquence 448 Hz (fréquence de résonance).
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F1G. 6.31 — Distribution de force obtenue apres régularisation
a la fréquence 448 Hz (fréquence de résonance), sur la plaque simple.
Le filtrage est réalisé pour k. = 2k.
Le module de la force identifié est |F'| = 0.03N.
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6.4.2.2 Plaque raidie

La figure 6.32, illustre le champ de déplacement & la fréquence 580 Hz. On constate
bien que le raidisseur tend a réduire la vibration & son emplacement (y = 13¢m). Les
efforts de contact qu’il applique sur la plaque sont d’autant plus forts que les vibrations
de la plaque sans raidisseur sont grandes. L’application du schéma aux différences finies
est montrée en figure 6.33. La distribution de force appliquée a la plaque est composée
essentiellement de bruit, en particulier 1a ou le déplacement est important. L utilisation
du multifiltrage a réponses finies (en figure 6.34) sur cette distribution bruitée régula-
rise le probléme et fait apparaitre une densité de force composée de deux pics situés en
T >~ 8cmet ypp >~ 1dem; xpo >~ 17¢em et ypo >~ 13 cm.

y (m)

Vue 3D Contours

F1G. 6.32 — Champ de déplacement obtenu sur la fenétre de mesure
a la fréquence 580 Hz, sur la plaque raidie.
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F1G. 6.33 — Distribution de force obtenue aprés schéma aux différences finies
a la fréquence 580 Hz, sur la plaque raidie.

Bien entendu, la densité de force obtenue corrrespond a 1’action du raidisseur sur la plaque
pour la fréquence 580 H z. L’application de la méthode R.I.F.F. sur les données obtenues a
une autre fréquence d’analyse (voir figures 6.35 et 6.36) donne une distribution différente
ou l'action du raidisseur est principalement une seule force répartie entre z; = 2.5m et
x9 = 19.5m.
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F1G. 6.34 — Distribution de force obtenue apreés régularisation
a la fréquence 580 Hz, sur la plaque raidie.
Le filtrage est réalisé pour k. = 1.5k.
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Fi1G. 6.35 — Champ de déplacement obtenu sur la fenétre de mesure
a la fréquence 550 Hz, sur la plaque raidie.

6.5 Conclusion

Ce chapitre a permi de valider expérimentalement plusieurs aspects quand a la localisation
et la détermination des efforts. Le principe de mesure est trés simple. Il s’agit de mesurer
l'autospectre des accélérations en chaque point du maillage (pour obtenir le module des
déplacements) et I'interspectre de ces mémes accélérations avec celle d’un point fixe sur
la structure (pour obtenir la phase du déplacement). Les expérimentations présentées ici
utilisent deux accéléromeétres. On peut, bien sur, imaginer d’autres types d’acquisition
(laser, antenne holographique, etc...) qui présentent des avantages de manipulation.

Deux types de structures ont été utilisées: une poutre et deux plaques. Pour la poutre,
on montre les différentes étapes développées dans les chapitres 1 et 2, en particulier I'ap-
plication de la méthode globale et de la méthode locale. Ces deux approches donnent
des résultats similaires, mais 'utilisation des différences finies régularisée par la méthode
R.LLF.F. est préférable car elle permet d’obtenir des résultats plus précis si on utilise un
filtre & réponse fini.

Pour les plaques, on utilise la méthode R.I.LF.F. afin de localiser une source d’excitation
sur une plaque simple et d’analyser les efforts appliqués sur une plaque raidie. Les résul-
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F1G. 6.36 — Distribution de force obtenue aprés régularisation
a la fréquence 550 Hz, sur la plaque raidie.
Le filtrage est réalisé pour k. = 1.5k.

tats et les interprétations du chapitre 3, que 'on avait obtenus & partir de simulations,
sont confirmés. On montre bien qu’il est possible de localiser une source, non seulement
pour des fréquences quelconques, mais aussi pour des fréquences de résonance (résultats
obtenus sur la plaque simple), et que la méthode d’identification peut s’étendre facilement
a une méthode d’analyse qui décompose une structure complexe en une structure simple
soumise a des efforts de couplage (résultats obtenus sur la plaque raidie).

Ces premiéres expérimentations mettent en évidence que la méthode d’identification est
simple et robuste. Son application sur des cas d’école n’a posé aucun probléme particulier.
On peut envisager d’étendre une telle technique sur des cas industriels, représentatifs des
problémes évoqués par les industriels eux-mémes, et aussi de valider les identifications des
conditions limites et de 'opérateur d’une structure quelconque.
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Conclusion

Cette étude avait pour objectif de développer une méthode, la plus simple possible, pour
localiser et identifier les différents efforts qui participent a la vibration d’une structure,
avec un minimum de connaissance au préalable. Deux méthodes ont été développées dans
le cas de structures monodimensionnelles. Elles sont basées sur le calcul du second membre
de I’équation du mouvement. Elles se différencient sur ’approche du calcul des dérivées
spatiales du déplacement vibratoire. La premiére (méthode globale) calcule ces dérivées
en utilisant le concept de décomposition modal du mouvement. La deuxiéme est une
méthode de dérivation numérique qui utilise un schéma aux différences finies (méthode
locale). Trois raisons font que la méthode locale est préférée:

— Elle n’utilise que des données locales (non nécessité de connaitre tout le champ de
déplacement).

— Elle n’utilise pas les conditions aux limites (réduction des informations & priori).
— Elle donne des résultats plus précis.

La difficulté de ces méthodes qui calculent les dérivées spatiales du déplacement est qu’elles
présentent une forte instabilité aux erreurs de mesure. C’est la difficulté des problémes
inverses qui nécessitent un traitement ultérieur (régularisation) pour les rendre stables.
La régularisation proposée ici est une méthode de filtrage. Que ce soit la méthode globale
ou la méthode locale, on montre bien que ce sont les composantes associées aux hauts
nombres d’onde qui sont affectées par le bruit des incertitudes de mesure. Pour la méthode
globale, il s’agit de réduire convenablement le nombre de modes utilisés. Pour la méthode
locale, on a développé la méthode R.ILF.F. (Résolution Inverse Filtrée Fenétrée) qui est
basée sur l'utilisation d’une fenétre spatiale et d’un filtre passe-bas dans le domaine des
nombres d’onde. On montre en particulier qu'un filtre a réponse finie donne des résultats
trés satisfaisants, et que son application sur des structures monodimensionnelles et bidi-
mensionnelles est tout a fait réalisable.

La méthode R.I.F.F. est une approche régularisatrice trés intéressante car elle est simple
et son utilisation pour la reconstruction des efforts donne des résultats excellents. En plus
de cet objectif, nous nous sommes intéressés a son application pour l'identification des
conditions limites et de celle de 'opérateur (équation du mouvement) d’une structure in-
connue, en utilisant des schémas aux différences finies. On montre que l'identification des
conditions limites n’est pas facile. Une telle technique ne permet pas d’obtenir une mesure
précise de la condition limite. Dans ce cas, la méthode R.I.F.F. est une approche plutot
qualitative qui peut permettre de situer la condition limite entre les quatre conditions ex-
trémes qu’on utilise en général dans les modélisations vibratoires (appuis, encastrement,
guidage, libre). Enfin, la reconstruction de I'opérateur est une voie encourageante. En
effet, on montre qu’en connaissant, par la mesure, le champ de déplacement et 'effort in-
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jecté (qui doit étre réparti), il est possible de reconstruire I'opérateur qui décrit le modéle
vibratoire de la structure. Dans ce travail, on constate que I'utilisation de cet opérateur
est applicable pour la reconstruction des efforts. On arrive donc a une approche qui est
capable de localiser des forces sur une stucture complétement inconnue (aucune informa-
tion a priori).

Les expérimentations réalisées au laboratoire valide la reconstruction des distributions des
forces sur poutre et plaques. Les expériences a prévoir, pour la suite, sont les validations
de l'identification des conditions limites et de I'opérateur, toujours sur des cas d’école.
Quand a la reconstruction des efforts, il est prévu d’utiliser des données de mesure sur
des structures industrielles, c’est-a-dire sur des structures beaucoup plus réalistes que des
poutres et des plaques.

Comme extensions, plusieurs voies s’ouvrent a cette étude. On peut déja envisager d’étendre
la méthode d’identification de forces & d’autres types d’opérateurs, en particulier d’uti-
liser une discrétisation par éléments finis (cf [50],[51]). Les codes de calcul qui existent
aujourd’hui sur le marché peuvent fournir un modéle éléments finis (matrice de masse et
de raideur), directement utilisable comme opérateur de base sur des structures plus com-
plexes (on remplace la discrétisation par différences finies). On congoit alors la possibilité
de régulariser ensuite le probléme inverse avec la méthode R.I.F.F.. Pour les industriels,
cette voie est forcément intéressante, car leurs simulations sont, en général, fournies par
des modéles éléments finis, mais les efforts qui excitent les structures ne sont pas toujours
bien connus.

En plus d’une telle extension, on peut aussi voir la détermination de forces comme un
moyen de recalage calcul-essais. En effet, il arrive bien souvent qu'un modéle éléments
finis soit trop éloigné de la réalité pour étre prédictif. Pour cela, on utilise de plus en plus
des méthodes de recalage (cf [3], [1] et [10]), dont le principe est de corriger les paramétres
du modéle afin que les résultats de la simulation coincident, au mieu, avec les données
de mesure. Ici, on peut concevoir de ne pas corriger le modéle, mais d’utiliser les efforts
résultants des erreurs de modélisation et issus des mesures. Dans ce cas, la correction
ne se fait qu’en "post-processing", en ajoutant les forces "fictives" identifiées, au second
membre du systéme a résoudre.

En tous cas, le plus bel enjeu que 'on peut voir pour la méthode R.I.F.F. est certaine-
ment l'identification de 'opérateur, & partir de données de mesure. Dans ce travail, les
simulations ont montré que I’'on peut trés bien utiliser un opérateur ainsi identifié (opéra-
teur expérimental), pour reconstruire les efforts, donc de résoudre le probléme inverse. La
premiére question qui vient a ’esprit est de savoir, s’il est possible, d’utiliser cet opéra-
teur pour le probléme direct (calcul du champ vibratoire), ¢’est-a-dire d’avoir un modéle
prédictif, avec ou sans recalage.

On voit donc que la méthode R.I.LF.F. est ouverte a un vaste champ d’application. Elle
est simple a mettre en oeuvre, elle est efficace et robuste. L’idée d’utiliser un filtrage
comme moyen de régularisation a fait ses preuves, non seulement dans ce travail, mais
aussi dans d’autres disciplines qui nécessitent le besoin de résoudre un probléme inverse
(cf introduction). Aujourd’hui, ce genre d’approche doit devenir un des premiers réflexes
de régularisation.
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