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AVANT-PROPOS

Ce texte comp orte deux grandes parties: le corps principal de la th�ese et les annexes.

La premi�ere partie est ind�ep endante et doit su�re �a pr�esenter l'appro che par mobilit�es

moyennes �energ�etiques et les applications trait�ees jusqu'�a pr�esent (chapitres 3 �a 6).

La deuxi�eme partie (les annexes) n'est pas indisp ensable �a la compr�ehension globale de

l'appro che; elle regroup e tous les d�evelopp ements analytiques et les compl�ements aux si-

mulations num�eriques et aux applications exp�erimentales, qui auraient alourdi la r�edaction

et entrav�e la lecture de la premi�ere partie. Ces annexes n'en sont pas moins imp ortantes

p our ceux qui voudront approfondir le sujet et entreprendre des d�evelopp ements ult�erieurs.

Le chapitre 3, co eur du sujet, est le minimum conseill�e au lecteur press�e.



8

REMERCIEMENTS

Je tiens �a remercier, en premier lieu, mon directeur de th�ese Jean-Louis Guyader p our le

b on suivi du travail et le soutien qu'il m'a app ort�e durant les trois derni�eres ann�ees.

Je tiens aussi �a remercier Christian Cacciolati p our l'int�er^et qu'il a p ort�e sur ce sujet.

Je remercie vivement Emile Luzzato de la Direction

�

Etudes et Recherche de Clamart de

EDF, p our le suivi exemplaire du pro jet et p our ses suggestions lors des r�eunions. Je

remercie aussi Andr�e Adob es d'avoir particip�e �a la d�e�nition du sujet et m'avoir p ermis

de me familiariser avec les outils de calcul SEA.

Je tiens �a remercier Monsieur Lovat p our avoir mis �a ma disp osition les infrastructures

et le mat�eriel de mesure de l'INRS, Thierry Loyau p our l'accueuil, le suivi scienti�que et

technique, ainsi que Jean-Louis Barbry p our son soutien informatique et moral, Michel

Cafaxe p our l'aide technique aux mesures, et tous les membres du service MAV p our leur

b onne humeur, p endant les trois mois que j'ai pass�es �a l'INRS de Vando euvre.

Je remercie aussi Rob ert Aquilina, Conseiller technique du Centre Technique des Syst�emes

Navals �a Toulon, p our la sup ervision scienti�que �nale.

D'autre part, je suis reconnaissant �a

�

Electricit�e de France et �a l'Institut National de Re-

cherche et Securit�e (INRS) p our leur soutien logistique et �nancier.

Je remercie MM. Nick Lalor de l'ISVR de Southampton (UK) et Antonio Carcaterra de

l'INSEAN de Rome, d'avoir accept�e de rapp orter ce m�emoire et p our leurs suggestions

int�eressantes.

Mes remerciements vont �egalement aux Professeurs Louis J�ez�equel, de l'Ecole Centrale de

Lyon et Michel Fayet de l'INSA, p our avoir accept�e de faire partie du jury.

Un grand merci aux do ctorants, en particulier Jean-Jacques Laissus, Dominique Trentin,

Charles P�ezerat et G�erald Poum�erol, sans lequels les calculs et la r�edaction de ce travail

auraient �et�e hasardeux, aux secretaires du lab oratoire et aux p ermanents du lab oratoire,

qui m'ont p ermis de me concentrer sur mon travail.

Merci aussi �a Myriam Djimadoum, Didier Boiteux et Hugues Nelisse, ainsi qu'aux p er-

sonnes de passage et aux p ersonnes ext�erieures au lab oratoire p our les nombreuses discus-

sions, qui m'ont p ermis de prendre du recul et de p oursuivre ce travail avec discernement.



TABLE DES MATI

�

ERES 9

Table des mati�eres

1 CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET BUTS DE L'

�

ETUDE 13

1.1 Imp ortance des quantit�es �energ�etiques et moyennes : : : : : : : : : : : : : 13

1.1.1 Disp ersion des mesures sur s�eries de syst�emes : : : : : : : : : : : : 13

1.1.2 Stabilisation par quantit�es �energ�etiques : : : : : : : : : : : : : : : : 14

1.1.3 Stabilisation par quantit�es moyenn�ees : : : : : : : : : : : : : : : : : 14

1.2 Contexte scienti�que: analyse bibliographique : : : : : : : : : : : : : : : : 16

1.2.1 Mobilit�es classiques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16

1.2.2 Mobilit�es moyennes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16

1.2.3 La Statistical Energy Analysis (SEA) : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

1.2.4 Autres appro ches �energ�etiques des ann�ees "70 - "80 : : : : : : : : : 19

1.2.5 Mobilit�es E�ectives et Co e�cients d'Inuence : : : : : : : : : : : : 19

1.2.6 Les PFRF et la M�etho de des R�eceptances de Puissance : : : : : : : 20

1.2.7

�

Ecoulement d'�energie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

1.3 R�ecapitulatif des buts de l'�etude : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

1.3.1 Une formulation �energ�etique lo cale : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

1.3.2 Des v�eritables mobilit�es moyennes p our assemblages : : : : : : : : : 21

1.3.3 Utilisation d'un formalisme simple et g�en�eral : : : : : : : : : : : : : 21

2 LES MOBILITES CLASSIQUES : UN OUTIL PREDICTIF 23

2.1 La mobilit�e classique: une fonction de transfert : : : : : : : : : : : : : : : : 23

2.1.1 D�e�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23

2.1.2 Propri�et�es : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24

2.2 Utilisation p our une structure isol�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

2.2.1 Additivit�e des excitations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

2.2.2 D�e�nition des typ es de source : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

2.3 La connectivit�e par mobilit�es classiques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26

2.3.1 Calcul de quantit�es apr�es couplage rigide en plusieurs p oints : : : : 26

2.3.2 D�e�nition des typ es de source : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

2.3.3 Mobilit�es apr�es couplage en fonction de celles avant couplage : : : : 28

2.4 Compl�ement �a la connectivit�e: les Couplages Internes : : : : : : : : : : : : 29

2.5 Conclusions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

3 LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE 31

3.1 Exp osition succincte : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31

3.2 Mobilit�es �energ�etiques sur une structure isol�ee : : : : : : : : : : : : : : : : 34

3.2.1 D�e�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34

3.2.2 Non r�ecipro cit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35

3.2.3 Additivit�e �energ�etique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36

3.3 Connectivit�e �energ�etique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40



10 TABLE DES MATI

�

ERES

3.3.1 Tentative simpliste : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40

3.3.2 Les probl�emes d'un raccordement �energ�etique : : : : : : : : : : : : 41

3.3.3 Mobilit�es �energ�etiques "de connexion" : : : : : : : : : : : : : : : : 43

3.3.4 Compl�ements : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44

3.3.5 Cas non couverts par la m�etho de : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45

3.4 Le concept de Source de Puissance Active Moyenne : : : : : : : : : : : : : 48

3.4.1 Points non coupl�es excit�es et Typ es de source : : : : : : : : : : : : 48

3.4.2 Points de couplage excit�es et Typ es de source : : : : : : : : : : : : 49

3.5 Conclusions de l'�etude analytique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

4 ANALYSE NUMERIQUE SYST

�

EMATIQUE SUR DES PLAQUES HO-

MOG

�

ENES 53

4.1 Erreurs de m�etho de sur une Structure isol�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : 54

4.1.1 Erreurs de d�e�nition : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54

4.1.2 Erreurs sur les sources de puissance en multi-excitation : : : : : : : 58

4.1.3

�

Etude des erreurs d'additivit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

4.2 Erreurs de m�etho de sur les assemblages : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

4.2.1 Pr�esentation des structures : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

4.2.2 Analyse des r�esultats : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64

4.2.3 Conclusions p our le couplage de structures homog�enes : : : : : : : 67

4.3

�

Etude de quelques param�etres : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69

4.3.1

�

Etude d'un assemblage plus amorti : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69

4.3.2

�

Etude du recouvrement mo dal et de la densit�e mo dale : : : : : : : 71

4.4 Conclusions p our l'�etude num�erique des erreurs : : : : : : : : : : : : : : : 73

5

�

ETUDE NUM

�

ERIQUE DE CAS PLUS COMPLEXES 75

5.1 Assemblage de plaques avec des discontinuit�es massiques : : : : : : : : : : 75

5.1.1 E�ets des discontinuit�es de masse sur la structure : : : : : : : : : : 76

5.1.2 Puissances �echang�ees et "Miels" apr�es couplage : : : : : : : : : : : 78

5.1.3 Conclusions p our l'assemblage de structures h�et�erog�enes : : : : : : 78

5.2 Couplages �elastiques dissipatifs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80

5.2.1

�

Etude d'un syst�eme de couplage de faible raideur : : : : : : : : : : 81

5.2.2

�

Etude d'un syst�eme de couplage de forte raideur : : : : : : : : : : : 82

5.2.3 Conclusions p our les couplages �elastiques et dissipatifs : : : : : : : 83

5.3 Conclusions p our les compl�ements num�eriques : : : : : : : : : : : : : : : : 84

6 APPLICATION A DES DONN

�

EES ISSUES DE MESURES 85

6.1

�

Etude d'assemblages de structures simples : : : : : : : : : : : : : : : : : : 85

6.2 Assemblage de deux cylindres fortement amortis : : : : : : : : : : : : : : : 86

6.3 Assemblage d'un cylindre et d'un couvercle de climatiseur : : : : : : : : : 93

6.4 Conclusions sur l'application exp�erimentale de la m�etho de : : : : : : : : : 96

7 CONCLUSIONS 97

7.1 Conclusions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97

7.1.1 Principaux r�esultats de l'�etude : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 98

7.1.2 Autres asp ects trait�es : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100

7.2 Autres applications et d�evelopp ements p ossibles : : : : : : : : : : : : : : : 100

7.2.1

�

Etablissement de crit�eres �energ�etiques : : : : : : : : : : : : : : : : : 101

7.2.2 App orts et compl�ements �a la SEA : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 101



TABLE DES MATI

�

ERES 11

7.2.3 Approfondissements p ossibles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 102

ANNEXES ET CONNEXES 104

A Rapp els concis de probabilit�es 105

B Exercice de style: couplage en deux p oints 107

C Compl�ements analytiques 111

C.1 Expressions �energ�etiques des couplages internes : : : : : : : : : : : : : : : 111

C.2

�

Etude �energ�etique du couplage en deux p oints : : : : : : : : : : : : : : : : 113

C.3 Etude du couplage avec une masse p onctuelle : : : : : : : : : : : : : : : : 117

C.4 Expressions tr�es appro ch�ees, sans inversion : : : : : : : : : : : : : : : : : : 118

C.5 Calcul des CLF p our des couplages p onctuels : : : : : : : : : : : : : : : : 119

D Compl�ements aux simulations de plaques homog�enes 121

D.1 Calculs sur un syst�eme isol�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 121

D.2 Assemblage de plaques de mobilit�es tr�es di��erentes : : : : : : : : : : : : : 124

D.2.1 Erreurs de couplage : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 124

D.2.2 Calcul des plaques amorties : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128

D.3 Assemblage de plaques plus p etites : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 130

D.3.1

�

Etude des sources de puissance : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132

D.3.2

�

Etude d'autres bandes de fr�equence : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132

D.4 Cas particulier: assemblage de deux plaques identiques : : : : : : : : : : : 134

D.4.1 Couplage en un seul p oint : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 134

D.4.2 Couplage en trois p oints : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 137

E Compl�ements aux simulations de cas plus complexes 143

E.1 Assemblage de plaques h�et�erog�enes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 143

E.1.1 Variation des sources p our deux syst�emes excit�es : : : : : : : : : : 145

E.2 Couplages �elastiques et dissipatifs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146

E.2.1

�

Etude d'un syst�eme de couplage de faible raideur : : : : : : : : : : 146

E.2.2 Faible raideur, dissipation augment�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : 146

E.2.3 Raideur augment�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 147

E.2.4

�

Etude d'un syst�eme de couplage de forte raideur : : : : : : : : : : : 150

E.2.5 Forte raideur, dissipation augment�ee : : : : : : : : : : : : : : : : : 151

E.2.6 Excitation de part et d'autre, variation des sources : : : : : : : : : 153

E.3 Pistes p our un indicateur d'erreur : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 154

F Compl�ements aux applications exp�erimentales 157

F.1 M�etho dologie de mesure des mobilit�es classiques : : : : : : : : : : : : : : : 157

F.1.1 Princip e des Montages : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 157

F.1.2 Capteurs et Correction de masse : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 159

F.1.3 Autres probl�emes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 160

F.2 Mesures sur un assemblage de structures simples : : : : : : : : : : : : : : : 163

G Surprise �nale 165

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES 173



12 TABLE DES MATI

�

ERES



13

Chapitre 1

CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET

BUTS DE L'

�

ETUDE

La derni�ere d�ecennie a encore vu cro^�tre la puissance et la vitesse informatiques, donc

les p ossibilit�es et la convivialit�e des m�etho des de calcul, comme les �el�ements �nis et les

�el�ements de fronti�ere, qui r�esolvent par discr�etisation les �equations exactes.

C'est paradoxalement dans ce contexte qu'on a assist�e en vibro-acoustique �a un regain

d'int�er^et p our des m�etho des de calcul appro ch�e, plus simples et rapides, qui r�eduisent

l'information n�ecessaire au calcul et prop osent des r�esultats plus globaux et simples �a

interpr�eter.

Ces m�etho des, qui vont ^etre bri�evement ab ord�ees et r�ef�erenc�ees au 1.2, constituent le

cadre scienti�que dans lequel s'est d�evelopp�ee la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques.

Toutefois il nous semble utile de mieux expliquer tout d'ab ord les motivations qui ont

anim�e ces recherches sur des quantit�es moyennes ou �energ�etiques, de souligner leurs avan-

tages et leurs signi�cations.

1.1 Imp ortance des quantit�es �energ�etiques et moyennes

�

A l'origine de ces travaux il y a sans doute la demande croissante d'�etudes vibratoires

et acoustiques dans d'autres domaines industriels que ceux classiques de l'a�erospatiale

et de la marine militaire, qui p ouvaient se p ermettre des moyens de calcul et des temps

de recherche �enormes : d�esormais le bruit est un facteur concurrentiel p our les transp orts,

l'�electrom�enager, etc. ... On a donc b esoin d'appliquer des m�etho des rapides, et si p ossible

simples, autres que les abaques et les tables empiriques, d�es la phase du bureau d'�etudes,

p our des pro duits de s�erie.

On p eut constater aussi la volont�e de mieux prendre en compte des s�eries de structures

r�eelles, dont les propri�et�es, di�ciles �a mo d�eliser, varient fortement d'une r�ealisation �a

l'autre et doivent donc ^etre d�ecrites, avec des crit�eres statistiques, par des donn�ees issues

de la mesure.

1.1.1 Disp ersion des mesures sur s�eries de syst�emes

Lorsqu'on mesure une fonction de transfert, aux m̂emes endroits, sur une s�erie de struc-

tures industrielles, apparemment "identiques", on obtient une forte disp ersion des r�esultats,
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�a cause des p etites variations des caract�eristiques des structures utilis�ees : propri�et�es

des mat�eriaux, g�eom�etrie, conditions d'assemblage de di��erents �el�ements (voir [2] et ses

r�ef�erences).

Des �etudes visent �a mieux conna^�tre les causes p ossibles de cette disp ersion (voir [48 ],

[116 ] et les r�ef�erences de [105 ]), d'autres ont prop os�e des crit�eres th�eoriques p our d�e�nir

des b ornes p our ces variations de comp ortement (voir [20 ], [45], [70]). Une troisi�eme ap-

pro che, (voir [102]) consiste �a trouver des quantit�es qui, mesur�ees sur un syst�eme, soient

caract�eristiques p our toute une "classe" de syst�emes, ou varient p eu d'un syst�eme �a l'autre.

La pr�esente �etude p eut ^etre replac�ee dans cette derni�ere optique.

1.1.2 Stabilisation par quantit�es �energ�etiques

Lorsque le recouvrement mo dal est fort (sup�erieur �a un), le comp ortement vibratoire

d'une structure n'est plus domin�e par des mo des isol�es, mais par les contributions de

plusieurs mo des �a la fois et tend asymptotiquement (vers les hautes fr�equences) vers celui

d'une structure in�nie de m̂emes caract�eristiques (mat�eriau et �epaisseur) (voir [7], [20 ],

[117 ]). Ceci se pro duit au dessus d'une certaine fr�equence, analogue �a la fr�equence limite

d'un champ di�us en acoustique, inversement prop ortionnelle �a la densit�e mo dale et �a

l'amortissement (voir [45] pp.74-76).

Alors le niveau de vitesse j V j varie p eu d'un p oint �a l'autre, s'ils sont distants de quelques

longueurs d'onde des limites et des discontinuit�es structurales (inhomog�en�eit�es de masse,

de raideur, d'amortissement) et des excitations ext�erieures ([118 ]). L'�energie cin�etique

p onctuelle en haute fr�equence �= 2 j V j

2

, ind�ep endante de la phase, est donc un param�etre

plus stable que la simple vitesse, p our des structures ayant des amortissements compa-

rables, m̂eme en pr�esence de variations g�eom�etriques, ou de raideur, ou de masse lo cale,

en des p oints distants de celui consid�er�e.

De m̂eme il a �et�e observ�e que la puissance active inject�ee dans une structure lo calement

homog�ene, avec un fort recouvrement mo dal, est p eu sensible �a l'endroit d'injection ([7],

[54]), (sauf pr�es des limites ou des discontinuit�es). Cette puissance ne d�ep end en e�et que

de la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee (au p oint d'injection), qui, en haute fr�equence,

tend vers celle de la structure in�nie de m̂eme �epaisseur et mat�eriau.

On p eut donc d�ej�a consid�erer le rapp ort entre �energie cin�etique lo cale et puissance active

inject�ee, �a fr�equence pure, comme �etant une quantit�e int�eressante, car assez stable en

haute fr�equence.

1.1.3 Stabilisation par quantit�es moyenn�ees

Il a �et�e observ�e (en calculant les �energies globales, p our une classe de structures, voir

encore [111 ], [102 ] et [45] ) que l'utilisation de quantit�es moyenn�ees en fr�equence, ou spa-

tialement, ou des deux fa�cons �a la fois, p ermet aussi d'obtenir des variations b eaucoup

moins imp ortantes. Cette propri�et�e est largement exploit�ee dans la SEA, qui applique les

deux typ es de moyenne �a la fois.

Par exemple, Bourgine ([7]) montre que la moyenne fr�equentielle et spatiale des admit-

tances d'entr�ee d'une structure, �egale au rapp ort de sa densit�e mo dale et de sa masse

totale, est �egale aussi �a l'admittance dentr�ee de la structure in�nie asso ci�ee. Donc il s'agit

bien d'une quantit�e commune �a des structures industriellement identiques.
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Moyennes spatiales

L'e�et de moyenne spatiale sur une partie ou sur la globalit�e de la structure est transpa-

rent: on excite et on mesure la vitesse �a tous les p oints d'un maillage (d�e�ni en fonction

de la fr�equence maximale �a analyser); les variations des caract�eristiques lo cales (masse

surfacique, raideur, amortissement, g�eom�etrie...) se r�ep ercutent sur les valeurs globales

(masse totale, surface totale), ou moyennes (�epaisseur, raideur, amortissement...), et sur

leurs �ecarts typ e.

On remarquera cep endant que les mesures que cette moyenne implique sont lourdes, sur-

tout p our des syst�emes complexes, non homog�enes, et que p our ces derniers on n'obtient

aucune information sur le comp ortement lo cal.

Moyennes fr�equentielles

La signi�cation physique d'une moyenne fr�equentielle est moins �evidente.

Pour des structures �a comp ortement lin�eaire, par le th�eor�eme de Parseval on p eut aussi

interpr�eter la moyenne d'une �energie cin�etique lo cale sur une bande de fr�equences, comme

la moyenne temp orelle de cette �energie due �a la part d'excitation, s'exer�cant uniquement

dans cette bande de fr�equences:

E =

Z

+ 1

�1

�= 2 j V ( t ) j

2

dt =

Z

+ 1

�1

�= 2 V ( f ) V

�

( f ) df (1.1)

Cep endant la r�ep onse en un p oint d'une structure, �a une fr�equence d'excitation, d�ep end

de tous les mo des �a la fois, donc non seulement des caract�eristiques lo cales aux p oints

mesur�e et excit�e, mais aussi de celles aux autres p oints de la structure. La variation

des caract�eristiques, lo cales, par exemple �a l'endroit mesur�e, change les contributions de

certains mo des, donc elle p eut b eaucoup jouer sur certaines bandes de fr�equences mais

presque pas sur d'autres.

On ne p eut donc pas mettre en relation une variation moyenne des caract�eristiques de la

structure et son �ecart typ e, (qui p euvent s'obtenir avec les m̂emes variations �a des endroits

di��erents), avec une moyenne et un �ecart typ e de la r�ep onse sur une bande de fr�equences

donn�ee (arbitrairement choisie). (Voir aussi dans cette optique [111 ], [21 ]).

Moyennes fr�equentielles et moyennes d'ensemble

Keane et Mace ([52], [81]) montrent, sur des syst�emes de p outres coupl�ees, que la moyenne

par bandes fr�equentielles ne p eut pas ^etre consid�er�ee comme l'�equivalent d'une moyenne

d'ensemble (sur une classe de syst�emes de caract�eristiques semblables). De Jong ([26])

soutient, au contraire, que p our des syst�emes su�samment complexes la distribution des

r�ep onses en fr�equence et celle sur l'espace ont la m̂eme variance normalis�ee, ce qui in-

dique que ces structures sont "ergo diques dans leur variation en fr�equence" (une moyenne

d'ensemble, avec une variation al�eatoire des mo des est repr�esentative d'une moyenne

fr�equentielle p our une structure d�etermin�ee). Si cette th�ese se con�rme, �a partir des me-

sures sur un syst�eme complexe, moyenn�ees en fr�equence on obtiendra une estimation

correcte du comp ortement d'une classe de syst�emes semblables (voir aussi [83]).

Il semble alors imp ortant de d�evelopp er des m�etho des qui utilisent des quantit�es moyenn�ees

en fr�equence, mesur�ees sur des syst�emes isol�es, p our pr�edire le comp ortement (par bandes

de fr�equences) d'assemblages de ces syst�emes ou la r�ep onse �a des sollicitations di��erentes.
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Comme la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques qu'on va pr�esenter ici est bas�ee sur la

moyenne en fr�equence, on essayera de d�e�nir des param�etres, mesurables, qui a priori

inuencent cette moyenne.

1.2 Contexte scienti�que: analyse bibliographique

Apr�es avoir pr�esent�e les motivations de ce travail, on va maintenant rapp eler plus pr�ecisement

dans quel contexte scienti�que il se situe.

On citera ici des m�etho des qui, par leur ob jet, par leur d�emarche, ou par leur forma-

lisme p ermettent d'�etablir des analogies et d'envisager les mobilit�es �energ�etiques, qu'on

pr�esentera par la suite, sous des angles di��erents.

1.2.1 Mobilit�es classiques

L'utilisation des mobilit�es (ou "admittances"), p our le calcul des vitesses des assemblages

et des e�orts de couplage, date de la premi�ere moiti�e de ce si�ecle.

Leur mise en o euvre, compar�ee �a celle des imp�edances, a fait l'ob jet de nombreuses pu-

blications (voir [109 ], [94], [20], [84], [10]...) et collo ques (par exemple le "Collo que sur

l'imp�edance m�ecanique" de mai 1972 �a l'ECL).

La m�etho de sera d�etaill�ee ici au chapitre 2 , mais on p eut d�ej�a dire que sa simplicit�e

th�eorique et son c^ot�e semi-exp�erimental ont fait en sorte qu'elle a �et�e utilis�ee dans b eau-

coup de travaux de recherche, de la d�etermination des puissances �echang�ees entre struc-

tures ([38], [101 ], [32 ]), ou inject�ees ([17], [69 ]), �a l'intensim�etrie structurale ([21], [22 ],

[108 ], [124 ]...) au calcul des ingr�edients de la SEA (voir au 1.2.3 et [7], [14 ]), au diagnos-

tique vibratoire ([75]).

Les d�evelopp ements les plus r�ecents concernent l'�etude des mobilit�es de moment et les

techniques de mesure asso ci�ees ([34], [44], [97], [68], [128 ], [90], [71], [124 ]), l'�etude des

mobilit�es lin�eiques et surfaciques ([91], [23 ], [66], [93 ]), l'�etude de concepts d�eriv�es, tels la

"mobilit�e e�ective" (rapp ort complexe de la vitesse en un p oint et de la somme de toutes

les forces excitatrices: [98], [99], [40]), la caract�erisation de sources �a l'aide du "descripteur

de source" ([88 ], [66], [49 ], [126 ]), la caract�erisation de jonctions ([107 ]), ou l'utilisation

des mobilit�es de chaque sous-structure assembl�ee, avec les autres sous-structures blo qu�ees,

p our mieux d�e�nir les couplages ([84 ], [4])...

On p eut aussi remonter des sensibilit�es sur les mobilit�es �a celles sur les valeurs et vecteurs

propres d'une structure ([70 ]).

1.2.2 Mobilit�es moyennes

Pour les raisons �enonc�ees au 1.1, dans la derni�ere d�ecennie, on a aussi vu resurgir (apr�es

Cremer et Heckl [20 ]), des �etudes sur des mobilit�es moyenn�ees.

Langley ([63]) a prop os�e le calcul des envelopp es des mobilit�es moyenn�ees spatialement.

Skudrzyck ([117 ], [118 ] ...) a �elab or�e la M�etho de de la Valeur Moyenne (en fr�equence) a�n

d'�evaluer les mobilit�es moyennes d'entr�ee, le mo dule moyen des mobilit�es de transfert et

leurs envelopp es, p our des structures simples, en moyennes et hautes fr�equences. Il a aussi

prop os�e d'utiliser les moyennes g�eom�etriques fr�equentielles des amplitudes des r�esonances
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et des antir�esonnances des premiers mo des p our des structures complexes, a�n de retrou-

ver les caract�eristiques de la "structure in�nie asso ci�ee".

Par la suite d'autres �etudes ont repris l'id�ee de Skudrzyk de lissage fr�equentiel des mobi-

lit�es et l'ont appliqu�ee au calcul d'assemblages de p outres, avec des techniques de lissage

di��erentes. Girard et Defosse [43 ] utilisent une s�election de chemins structuraux directs

entre deux p oints (les plus courts, sans b oucles) qui fournissent la contribution moyenne

de l'e�ort appliqu�e en un p oint sur le niveau de la vitesse �a l'autre p oint. Delattre [28]

prop ose dans ce m̂eme but l'utilisation de l'analyse cepstrale, qui p ermet de s�electionner

les premi�eres contributions dans un signal temp orel (contributions qui corresp ondent au

cepstre d'�energie), en �eliminant les "�echos" (contributions indirectes dues aux r�eections

aux limites). Mo orhouse et Gibbs ont aussi prop os�e un calcul de la mobilit�e moyenne

et maximale (en fr�equence) dans [89 ]. Le calcul de la mobilit�e de transfert moyenne aux

hautes fr�equences, par une formulations �energ�etique simpli��ee a �et�e e�ectu�e par Y. Las�e

et al. ([65 ], [64]). Ce qui souligne encore le fait que l'utilisation de la moyenne fr�equentielle

est li�ee �a celle de quantit�es �energ�etiques.

Notre �etude p eut ^etre lue comme un nouveau d�evelopp ement de l'id�ee de mobilit�e moyenn�ee

en fr�equence, mais avec des moyennes arithm�etiques, qui p ermettent d'op�erer des simpli-

�cations sur des quantit�es �energ�etiques, m̂eme si ces derni�eres ne sont pas directement

identi�ables �a celles d'une "structure in�nie asso ci�ee". Elle comp orte aussi une mise en

o euvre de ces mobilit�es moyennes dans une m�etho de �energ�etique d'assemblage de struc-

tures, sous une forme quasi-identique �a celle des mobilit�es classiques.

1.2.3 La Statistical Energy Analysis (SEA)

La SEA est n�ee dans les ann�ees "60 avec les travaux de Lyon, Smith, Maidanik, Eichler,

Sharton, Newland, Gersch, Pop e ...([78], [120], [77 ], [79], [80 ], [92], [42 ], [103],...) et fait

l'ob jet encore actuellement de tr�es nombreuses �etudes et prop ositions de remaniement.

Th�eorie de base

La th�eorie de base est simple : il y a une relation de prop ortionnalit�e entre la di��erence des

�energies globales et la puissance �echang�ee par deux oscillateurs coupl�es en d�eplacement

vitesse et acc�el�eration.

En assimilant les mo des d'une structure �a des oscillateurs, en consid�erant que la r�ep onse de

la structure dans une bande de fr�equences excit�ee est due surtout aux mo des r�esonnants,

en consid�erant de plus que les mo des d'une classe de structures semblables sont distribu�es

r�eguli�erement en fr�equence et ont la m̂eme �energie (excit�es par une excitation large bande),

on �etablit la prop ortionnalit�e entre la di��erence des �energies mo dales E

A

et E

B

des sous-

structures A et B et la puissance �echang�ee P

AB

(de A vers B) dans une bande de fr�equences:

P

AB

= �

AB

! ( E

A

� E

B

) (1.2)

Les termes �

AB

sont app el�es "facteurs de p ertes par couplage" ou CLF (coupling loss

factors).

Cette m�etho de p ermet d'analyser le comp ortement �energ�etique statistique d'une classe

(=ensemble de r�ealisations) d'assemblages, par bandes de fr�equences, �a partir de la connais-

sance des puissances inject�ees, des facteurs de p ertes internes des sous-structures et des

facteurs de p erte par couplage, entre les couples de sous-structures directement li�ees, avec

une hyp oth�ese de couplage faible (cf.[74]).
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Autres caract�eristiques et remarques

La SEA s'applique �a des structures "lin�eaires, passives et bilat�erales" (cf. [76] p.69). Elle

utilise le premier princip e de la thermo dynamique : la puissance inject�ee dans un syst�eme

est �egale �a la puissance dissip�ee dans ce syst�eme ("p ertes internes", plus la puissance qui

sort �eventuellement de ce syst�eme):

P

ext

+ P

diss

= 0 (1.3)

Ce qui p ermet de calculer le facteur de p ertes internes �

A

par la puissance inject�ee P

A

et

l'�energie cin�etique moyenne de la structure E

A

:

P

A

= �

A

! E

A

(1.4)

Il ne s'agit pas d'une m�etho de pr�edictive, car la relations 1.2 p orte sur les �energies mo-

dales apr�es couplage. Dans certains cas on p eut consid�erer qu'elle est valable aussi avec

les �energies mo dales avant couplage (par exemple si on n'assemble que deux syst�emes,

par couplage faible), mais dans le cas g�en�eral on ne p ourra pas exprimer la puissance

�echang�ee entre deux syst�emes A et B ind�ep endamment de l'�energie mo dale avant cou-

plage des autres syst�emes coupl�es (C, D ...).

La relation de base est toutefois robuste: une erreur sur les CLF, sur les amortissements

ou sur les �energies mo dales des soussyst�emes n'est pas ampli��ee dans les puissances ob-

tenues, c'est p our cette raison que dans b eaucoup de cas, on p eut l'utiliser abusivement

p our des couplages non faibles, avec des faibles densit�es mo dales, p our des d�emarches

pr�edictives ou avec des maillages grossiers des structures.

La "relation inverse", c'est �a dire la reconstitution des CLF, est b eaucoup plus probl�ematique

et son utilisation "abusive", ou avec des donn�ees fortement entach�ees d'erreur, donne sou-

vent des r�esultats ab errants.

Variantes et approfondissements

Une variante apparue tr�es t^ot ([125], [114], [132], [27]...) consiste �a utiliser les �energies des

sous-structures "isol�ees blo qu�ees", en consid�erant, apr�es couplage, tour �a tour, chaque

sous-structure excit�ee, reli�ee aux autres p endant qu'elles sont maintenues immobiles.

Une autre prop osait d'utiliser une formulation duale sur la relation de base du couplage

faible entre oscillateurs ([50 ]), mais n'a pas eu de suites.

Une variante actuellement r�epandue, pr�econise l'utilisation de "CLF indirects", d�e�nis

entre les sous-syst�emes non directement coupl�es, a�n d'am�eliorer les r�esultats, par des

relations du genre:

P

AB

= ! [ �

AB

( E

A

� E

B

) +

X

C

�

AC

( E

A

� E

C

) + �

C B

( E

C

� E

B

)] (1.5)

Dans ces appro ches les relations inverses restent tout autant probl�ematiques et l'appli-

cation au couplage fort, l'application pr�edictive et les autres applications "abusives" ne

semblent toujours pas g�en�eralisables (voir [39], [123], [60], [61 ], [62], [113 ],..).

La SEA a �et�e �etudi�ee analytiquement et num�eriquement par des appro ches de sup erp osi-

tion mo dale ou d'ondes, p our des syst�emes simples (p outres, plaques minces sur appuis...),

ou par des simulations num�eriques avec les �el�ements �nis.

Les di��erents travaux ont �etudi�e le r^ole de la densit�e mo dale et du recouvrement mo dal

([20], [25], [53], [37], [52], [87],...), le r^ole du niveau d'�energie ([123 ]), de l'excitation ([131])

la fa�con de calculer et mesurer les CLF ([119 ], [5], [15], [127 ], [16], [61 ], [115 ], [11], [85 ],
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[23], [110], [59]...), l'incertitude et la variance des r�esultats ([76 ]).

Un autre souci p ermanent a �et�e celui de mieux d�e�nir la "force" du couplage ([104 ], [18 ],

[24], [106 ], [13], [119 ], [35], [82], [83], [36 ]...), d'�etendre la validit�e des formules SEA au

cas du "couplage fort" et aux moyennes fr�equences (voir par exemple [130], [53], [29 ]),

avec un d�evelopp ement li�e �a une notion de "ou structural" (Soize et al. [122], [121 ] ) ou

l'utilisation de l'�energie thermo dynamique des sous-syst�emes plut^ot que l'�energie sto ck�ee

(Bernstein et Kishimoto [55]).

D'autres auteurs ([86 ], [100]...), ont d�e�ni une SEA dans le domaine temp orel ("transient

SEA") p our traiter des excitations par cho cs ou des syst�emes non lin�eaires.

C'est en tout cas la m�etho de en hautes fr�equences la plus utilis�ee et celle autour de laquelle

il y a eu le plus d'�etudes dans les derni�eres ann�ees. Dans le dernier chapitre on expliquera

comment la SEA p eut aussi tirer pro�t de la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques.

1.2.4 Autres appro ches �energ�etiques des ann�ees "70 - "80

Au d�ebut des ann�ees "70 ([7]) A. Bourgine, L. Cremer et M. Heckl ([20] pp.293-305) ont

contribu�e �a mieux comprendre les bases th�eoriques des appro ches statistiques et globales

en dynamique vibratoire, en reliant certaines quantit�es comme la densit�e mo dale d'une

structure, la masse totale et la partie r�eelle de l'admittance de la structure in�nie asso ci�ee.

J. L. Guyader dans ([45]) a calcul�e des b ornes p our l'�energie et la puissance dissip�ee par

un milieu excit�e par des forces harmoniques ou al�eatoires large bande, en montrant que

p our ces derni�eres l'�ecart en �energie (lorsque les conditions aux limites et la loi de com-

p ortement varient) est plus faible.

Pour l'analyse des �energies globales des structures aux hautes fr�equences, Kub ota et

Dowell ([33], [58]) ont prop os�e une technique d'approximation asymptotique, bas�ee sur

une d�ecomp osition mo dale, limit�ee �a des structures analytiquement connues (p outres et

plaques appuy�ees): l'AMA (Asymptotic Mo dal Analysis). Leur d�emarche a le m�erite

d'analyser clairement certaines approximations sur des quantit�es moyenn�ees, et de re-

trouver certains r�esultats de la SEA.

1.2.5 Mobilit�es E�ectives et Co e�cients d'Inuence

Il s'agit de deux m�etho des �energ�etiques apparues au d�ebut des ann�ees "80.

La mobilit�e e�ective r�epartie (voir [98], [99]) est le rapp ort de l'�energie cin�etique globale

sur la puissance totale (complexe) inject�ee. Elle p eut s'exprimer en fonction des mobilit�es

classiques, avec certaines hyp oth�eses sur les mo dules des forces et leurs phases relatives.

Son utilisation est cep endant purement formelle: la mobilit�e e�ective d�ecrit seulement une

certaine con�guration: elle d�ep end de la distribution des e�orts ext�erieurs et ne p eut donc

pas caract�eriser une structure en soi.

Les co e�cients d'inuence relient les �energies globales des sous-syst�emes aux densit�es

sp ectrales de puissance des forces excitatrices, p ermettant d'analyser s�epar�ement le cou-

plage "spatial, sp ectral et par excitation" (voir [46]).

L'id�ee d'une mobilit�e entre quantit�es �energ�etiques moyenn�ees (spatialement) est d�ej�a en

germe dans ces deux �etudes.
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1.2.6 Les PFRF et la M�etho de des R�eceptances de Puissance

Les Fonctions de R�ep onse en Fr�equence p our les Puissances (PFRF) prop os�ees par Koss

sont des rapp orts de l'�energie cin�etique p onctuelle et de la puissance inject�ee ([56], [57 ]).

Elles p euvent s'exprimer �a partir des mobilit�es des syst�emes assembl�es ou isol�es. Les ex-

pressions des PFRF, moyenn�ees en fr�equence et spatialement, en fonction des mobilit�es

moyennes apr�es couplage ont aussi �et�e prop os�ees, p our le calcul des facteurs de p ertes par

couplage de la SEA.

Dans la m�etho de de Keane et al. ([51], [113], [3]), (�a situer �a la suite de celle des Co-

e�cients d'Inuence) on utilise les r�eceptances de puissance" H

ee

d�e�nies, en entr�ee, au

p oint e par le rapp ort de la puissance P

e

et de la densit�e sp ectrale de puissance S

F eF e

de

la force Fe : P

e

= H

ee

S

F eF e

p our calculer les �energies des syst�eme coupl�es et les puissances

�echang�ees.

Ces quantit�es sont �a l'�evidence d�ep endantes du typ e de force utilis�e, leur expression a �et�e

d�etaill�ee p our des forces p onctuelles et des forces r�eparties d�ecorr�el�ees (typ e "pluie sur le

toit").

Lundb erg a prop os�e dans [72 ], [73] d'utiliser les fonctions complexes de transfert par mo-

dulation, d�e�nies par Shro eder ([112 ]), p our relier des �energies et des puissances.

Ces trois m�etho des utilisent des mobilit�es classiques (qui sont des DSP de fonctions de

transfert en fr�equence) p our pr�edire les puissances �echang�ees et les �energies des assem-

blages, en faisant des hyp oth�eses simpli�catrices sur le typ e des excitations ext�erieures.

Des moyennes spatiales et fr�equentielles e�ectu�ees sur les quantit�es apr�es assemblage,

p ermettent le calcul des facteurs de p ertes par couplage de la SEA, avec des hyp oth�eses

suppl�ementaires concernant le typ e d'excitation.

Elles pr�esentent donc des fortes analogies avec l'�etude actuelle; cep endant les quantit�es de

base (les mobilit�es) ne sont pas des quantit�es moyenn�ees par bandes (larges) de fr�equence

et les simpli�cations que cette moyenne intro duit n'ont pas �et�e p er�cues.

1.2.7

�

Ecoulement d'�energie

La derni�ere d�ecennie a aussi vu la naissance de formulations visant �a conna^�tre l'�energie

en tout p oint d'une structure �a fr�equence pure, �a partir des travaux de Belov et al. ([1])

et des descriptions de la distribution de l'�energie de Bernhard, Bouthier et Wohlever ([8],

[9]), suivant une analogie avec l'�ecoulement de la chaleur. Une appro che simpli��ee n�eglige

les champs pro ches ([30],[31] ), d'autres, plus �elab or�ees, utilisent les densit�es d'�energie

totale et lagrangienne ([64 ], [67 ]), ou des formulations int�egrales appro ch�ees p our obtenir

des calculs plus exacts.

Derni�ere appro che, souvent class�ee (�a tort) parmi celles �energ�etiques, car elle travaille aussi

sur une repr�esentation par envelopp e plus que sur la solution vibratoire exacte (vitesse

complexe et oscillante) est celle de Carcaterra et Sestieri ([12]), qui utilisent la transform�ee

de Hilb ert p our analyser le d�eplacement p our des nombres d'onde �elev�es, avec un maillage

faible.

Ces appro ches sont toutes d�ep endantes de l'op�erateur caract�eristique de la structure

consid�er�ee, donc leur application semble limit�ee aux structures minces et homog�enes.
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1.3 R�ecapitulatif des buts de l'�etude

On a vu que la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques se situe au carrefour de plusieurs ten-

dances actuelles: des formulations donnant une information �energ�etique lo cale, la volont�e

d'utiliser des quantit�es moyenn�ees en fr�equence et le b esoin de m�etho des appro ch�ees mais

simples et rapides. Dans ce contexte on va maintenant pr�eciser les buts de ce travail, qui

ont pu transpara^�tre dans les sections pr�ec�edentes, et annoncer les choix m�etho dologiques

e�ectu�es.

1.3.1 Une formulation �energ�etique lo cale

On a annonc�e au 1.2 que notre m�etho de s'inscrit parmi celles qui visent �a donner une in-

formation �energ�etique lo cale sur une structure qui p eut pr�esenter de fortes discontinuit�es,

donc de fortes variations de l'�energie cin�etique d'un p oint �a un autre.

Cette information �energ�etique lo cale fait d�efaut �a la SEA et �a d'autres m�etho des cit�ees

(mobilit�es e�ectives, co e�cients d'inuence...) qui utilisent des moyennes spatiales. On

gardera tous les avantages d'une technique de mobilit�es classiques qui n�ecessite des donn�ees

calcul�ees ou des mesur�ees seulement aux p oints int�eressants, (optimisation spatiale de l'in-

formation).

1.3.2 Des v�eritables mobilit�es moyennes p our assemblages

D'un certain p oint de vue, au del�a de son asp ect de m�etho de �energ�etique lo cale, la prin-

cipale id�ee de cette �etude est de prop oser des v�eritables mobilit�es moyennes.

On va utiliser exclusivement des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equence (donc moins

sensibles aux p etites variations de la structure), avec des temps de calcul extr^emement

r�eduits (optimisation fr�equentielle de l'information) et sans information venant de la

phase: cette information n'est donc pas n�ecessaire lorsqu'on veut reconstituer des quan-

tit�es �energ�etiques par bandes de fr�equence. On e�ectuera avec ces quantit�es l'�equivalent

�energ�etique des calculs r�ealis�es avec les mobilit�es classiques (addition des contributions

de plusieurs excitations simultan�ees, calcul d'assemblages �a partir des caract�eristiques,

mesur�ees ou calcul�ees, des sous-structures isol�ees...).

Elles vont nous p ermettre en�n de d�e�nir des sources par bandes de fr�equence.

La nouvelle d�e�nition de mobilit�es moyenn�ees en fr�equence nous semble ^etre le maillon

manquant, entre les m�etho des du 1.2.2 et les appro ches �energ�etiques.

1.3.3 Utilisation d'un formalisme simple et g�en�eral

Par le choix des mobilit�es mesur�ees, comme ingr�edients de base, notre m�etho de �evite les

di�cult�es d'une description compl�ete de l'�energie des syst�emes vibrants et veut ^etre une

formulation ind�ep endante de l'op�erateur et de la complexit�e de la structure.

On a t^ach�e de ne pas intro duire d'hyp oth�eses qui restreignent l'applicabilit�e �a des struc-

tures particuli�eres (p ourvu qu'elles soient lin�eaires), la seule restriction, �a l'�etat actuel de

la m�etho de, concerne le typ e de couplage entre structures, qui doit ^etre p onctuel, du fait

m̂eme de l'utilisation des mobilit�es classiques. Ceci ne nous a pas disp ens�es d'�etudier des

limites d'utilisation, par des simulations num�eriques.

En�n on a conserv�e le formalisme des mobilit�es classiques (rapp el�e au chapitre 2), �a la

fois simple (bas�e sur la r�egle de trois) et assez familier au monde scienti�que et industriel.
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Chapitre 2

LES MOBILITES CLASSIQUES :

UN OUTIL PREDICTIF

Il faut avoir clairement �a l'esprit la technique des mobilit�es classiques avant d'ab order

celle des mobilit�es �energ�etiques, qui en empruntera le formalisme et les d�emarches. Cette

technique �etant simple, on va la d�ecrire ici in extenso.

G�en�eralit�es

Les mobilit�es p ermettent d'�etablir des relations alg�ebriques simples, ind�ep endantes du

typ e de structure et de la m�etho de de calcul (ondes, contributions mo dales, EF...) entre

les e�orts et les vitesses.

Lorsqu'on les mesure, elles prennent en compte les �eventuels couplages vibro-acoustiques

(avec des cavit�es internes �a la structure, ou avec le milieu environnant), les conditions

aux limites r�eelles et les d�efauts lo caux ou globaux de la structure, (qu'on aurait du mal

�a caract�eriser et �a intro duire dans d'autres m�etho des num�eriques): on n'a donc pas les

probl�emes du recalage du mo d�ele.

Les r�ef�erences bibliographiques d�etaill�ees ont �et�e donn�ees au 1.2.1.

2.1 La mobilit�e classique: une fonction de transfert

La th�eorie des mobilit�es s'applique �a des structures qui ont un comp ortement lin�eaire

(le d�eplacement est prop ortionnel �a l'excitation), et sont passives (sans sources d'�energie

internes) (voir [91]).

Ces structures sont consid�er�ees p our des mouvements �a fr�equence pure et dans une con�-

guration ou un montage donn�e.

La notion de fonction de transfert en fr�equence est utilis�ee au sens classique du traitement

du signal (voir par exemple [41 ]).

2.1.1 D�e�nition

La mobilit�e Y

me

( f ), est d�e�nie comme l'amplitude complexe de la vitesse obtenue au p oint

m en appliquant au p oint e une excitation harmonique d'amplitude complexe unitaire (�a

la fr�equence f ), en l'absence d'autres excitations.

Compte tenu de la lin�earit�e, p our un e�ort F

e

( f ) au p oint e on a donc une vitesse V

m

( f )
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telle que V

m

( f ) = Y

me

( f ) F

e

( f ), ou encore

Y

me

( f ) =

V

m

( f )

F

e

( f )

(2.1)

Cette quantit�e complexe caract�erise le chemin physique entre les deux p oints de la struc-

ture: on dira donc qu'elle est intrins�eque .

La relation 2.1 est en fait �ecrite p our l'une des 6 comp osantes du vecteur vitesse au p oint

m

~

V

m

( f ), qui comp orte 3 rotations et 3 translations, et p our l'une des 6 comp osantes du

vecteur des e�orts au p oint e,

~

F

e

( f ), comp os�e de 3 forces et de 3 moments.

Il est donc clair que ce qu'on app elle "mobilit�e entre les deux p oints m et e", n'est autre

qu'une matrice de 36 �el�ements

�

�

Y

me

( f ). Chacun de ces �el�ements est une fonction de trans-

fert en fr�equence entre une comp osante du vecteur des vitesses obtenues au p oint m et

une comp osante du vecteur des forces et des moments appliqu�es au p oint e. On aura donc

la relation g�en�erale

~

V

m

( f ) =

�

�

Y

me

( f )

~

F

e

( f ) (2.2)

2.1.2 Propri�et�es

Deux propri�et�es principales d�erivent du th�eor�eme de l'�energie mutuelle de Heaviside ([47 ]).

P. 1 La matrice [ Y

me

]( f ) est sym�etrique : la vitesse V

mx

obtenue en appliquant le moment

M

ez

est, par exemple, �egale �a la vitesse V

mz

obtenue en appliquant le moment M

ex

.

Application: une excitation par moments purs �etant di�cile �a obtenir exp�erimentalement,

on utilise souvent les comp osantes de rotation des vitesses dues �a des forces au lieu de

celles de translation dues aux moments.

P. 2 La mobilit�e (chaque composante) Y

me

( f ) est aussi sym�etrique par rapport aux indices

des points de mesure m et d'excitation e: Y

me

( f ) = Y

em

( f ) .

C'est ce qu'on app elle couramment "r�ecipro cit�e entre les e�orts et les vitesses" (voir [129 ],

[19], [68]...).

Application : on p eut limiter le nombre d'exp�eriences �a mener p our construire la ma-

trice des mobilit�es, en particulier on a un fort gain de temps sur le montage du syst�eme

d'excitation.

Simpli�cati on des notations

Souvent, sur les structures minces, on ne consid�ere que les mobilit�es entre les comp osantes

de translation des vitesses et les forces, voir m̂eme la seule mobilit�e entre la vitesse nor-

male �a la structure et la force normale, qui excite la structure en exion.

Ceci est valable g�en�eralement en basse fr�equence, lorsque l'e�et des excitations par mo-

ment est n�egligeable devant celui des forces ([20 ]), cep endant, dans b eaucoup de cas r�eels,

on ne p eut pas n�egliger les contributions des moments.

Dans ce travail on ne va pas consid�erer ce typ e d'excitation: p our des raisons de simplicit�e

de pr�esentation, la matrice [ Y

me

]( f ) pr�ec�edente, reliant les deux p oints m et e, se r�eduit

alors �a la seule comp osante Y

me

( f ).

Si l'on consid�ere plusieurs p oints m et e de la structure, on p eut maintenant former la

matrice (sym�etrique en vertu de P.2) des mobilit�es entre ces p oints: quand on parlera de

matrice des mobilit�es [ Y

me

]( f ) c'est �a cette derni�ere matrice qu'on fera r�ef�erence.
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De plus on omettra souvent l'argument (f ), car tous les termes des �equations seront

consid�er�ees �a une m̂eme fr�equence pure.

On notera Z

ee

(ou Z

e

) l'imp�edance de la structure au p oint e, inverse de la mobilit�e

d'entr�ee Y

ee

(ou Y

e

) et on aura une matrice des imp�edances [ Z

me

] telle que [ Z

me

]

� 1

= [ Y

me

].

Remarques Physiques

Au niveau exp�erimental, dans la technique des mobilit�es, par "p oint d'une structure" on

d�esigne un disque, dont le rayon est inf�erieur ou �egal �a un dixi�eme de la longueur d'onde

(de exion ou de traction-compression) �a la fr�equence consid�er�ee (voir [20 ]), �a l'int�erieur

duquel la vitesse varie tr�es p eu.

En plus des di�cult�es p our les mesures des moments et des rotations, il faut rapp eler

que les mobilit�es mesur�ees sur une structure pr�esentent une dynamique d'autant plus

grande que la structure est p eu amortie et qu'une incertitude sur le p oint de mesure, sur

les conditions aux limites, sur le syst�eme de mesure ou d'excitation, p eut entra^�ner un

changement de phase imp ortant et une variation imp ortante de la valeur complexe de ces

mobilit�es.

2.2 Utilisation p our une structure isol�ee

2.2.1 Additivi t�e des excitations

On utilise les mobilit�es classiques p our additionner les contributions de Ne e�orts F

e

,

appliqu�es en di��erents p oints e a�n de calculer la vitesse obtenue en un p oint m, par:

V

m

=

N e

X

e =1

Y

me

F

e

(2.3)

avec une notation matricielle on aura donc

f V

m

g = [ Y

me

] f F

e

g (2.4)

Reconstitution des forces par relation inverse

Dans la relation pr�ec�edente les forces F

e

sont celles inject�ees simultan�ement.

En pratique il est on�ereux de mesurer plusieurs forces en m̂eme temps, il est donc conseill�e

de mesurer les vitesses obtenues, en au moins Ne p oints i et de reconstituer les forces par

une relation inverse:

f F

e

g = [ Y

ie

]

� 1

f V

i

g (2.5)

ensuite on p ourra pr�evoir les vitesses aux autres p oints m par:

f V

m

g = [ Y

me

][ Y

ie

]

� 1

f V

i

g (2.6)

2.2.2 D�e�nition des typ es de source

Si on ne veut pas mesurer les vitesses dues �a plusieurs excitations, on p eut utiliser les

forces isol�ee en faisant l'une des hyp oth�eses suivantes.
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Sources de force

En supp osant que chaque force n'est pas a�ect�ee par la pr�esence des autres (ce qu'on

app elle une "source de force"), on identi�e le pro duit Y

me

F

e

avec la vitesse qu'on aurait

obtenue au p oint m si cette force avait agi seule. On �ecrit donc 2.3 ou 2.4, par sup erp o-

sition, en consid�erant que les forces F

e

sont celles mesur�ees lorsqu'elles sont appliqu�ees

seules.

On s'appro che de ce cas p our des syst�emes d'excitation qui ont une mobilit�e grande

devant celle de la structure excit�ee (c'est un typ e de syst�eme d'excitation �a rechercher

exp�erimentalement, car il p erturb e p eu le comp ortement de la structure observ�ee).

Sources de vitesse

Si l'on supp ose au contraire que chaque syst�eme excitateur imp ose une vitesse constante

au p oint e, ind�ep endamment de la pr�esence des autres excitations ("sources de vitesse"),

on reconstitue les forces inject�ees par 2.5, (avec ici les vitesses V

i

mesur�ees p our chaque

excitation isol�ee), et on calcule la vitesse au p oint m par 2.6.

C'est le cas p our des syst�emes excitateurs de mobilit�e d'entr�ee faible devant celle du

syst�eme excit�e (par exemple un gros moteur sur un supp ort mince), avec en m̂eme temps

des mobilit�es de transfert tr�es faibles entre les p oints du syst�eme excit�e: il faut que la

vitesse imp os�ee (p our chaque excitateur !) reste la m̂eme quel que soit le nombre d'autres

syst�emes excitateurs.

Autres sources

On p eut d�e�nir de m̂eme d'autres typ es de sources th�eoriques, (ou les r�ealiser par des

techniques de contr^ole actif ), comme une source qui annulerait une vitesse en un p oint

donn�e, etc .... La plupart des sources vibratoires r�eelles se situe cep endant entre celles de

force (mobilit�e d'entr�ee tr�es grande) et celles de vitesse (mobilit�e tr�es faible).

2.3 La connectivit�e par mobilit�es classiques

Connaissant les mobilit�es resp ectives Y

I

em

et Y

I I

em

de deux sous-structures S

I

et S

I I

, les

e�orts qui les excitent et/ou leurs r�ep onses, on souhaite �a pr�esent d�eterminer les ca-

ract�eristiques (mobilit�es, vitesses, forces) de la structure r�esultant de leur assemblage

rigide en quelque p oints.

2.3.1 Calcul de quantit�es apr�es couplage rigide en plusieurs p oints

On "coi�era" ici les quantit�es apr�es couplage par un tilde. On consid�ere que les deux

structures S

I

et S

I I

, sont rigidement coupl�ees en N

c

p oints c, ce qui signi�e qu'apr�es

couplage les vitesses en ces p oints c sont �egales sur les deux structures et les e�orts de

couplage qui rentrent dans l'une sont opp os�es �a ceux qui rentrent dans l'autre:

f

V

I

c

=

g

V

I I

c

et

f

F

I

c

= �

g

F

I I

c

(2.7)

Les vitesses aux p oints de couplage c (ou k), sont obtenues avec 2.3, en sommant les

contributions des e�orts ext�erieurs F

e

et de ceux de couplage F

c

:

f

V

I

k

=

N

I

e

X

e =1

Y

I

k e

f

F

I

e

+

N

c

X

c =1

Y

I

k c

f

F

I

c

(2.8)
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et

g

V

I I

k

=

N

I I

e

X

e =1

Y

I I

k e

g

F

I I

e

+

N

c

X

c =1

Y

I I

k c

g

F

I I

c

(2.9)

On p eut alors appliquer les relations de couplage 2.7 p our obtenir les e�orts de couplage

aux di��erents p oints c:

f

f

F

I

c

g =

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

f [ Y

I I

k e

] f

g

F

I I

e

g � [ Y

I

k e

] f

f

F

I

e

gg (2.10)

et obtenir les vitesses aux p oints m, quelconques, de S

I

apr�es couplage:

f

g

V

I

m

g = [ Y

I

me

] f

f

F

I

e

g + [ Y

I

mc

] f

f

F

I

c

g (2.11)

L'expression p our les p oints m de S

I I

s'obtient en p ermutant les indices I et I I :

f

g

V

I I

m

g = [ Y

I I

me

] f

g

F

I I

e

g � [ Y

I I

mc

] f

f

F

I

c

g (2.12)

Ces deux derni�eres expressions sont fonction des e�orts

f

F

I

e

et

g

F

I I

e

apr�es couplage, qu'on

p ourrait reconstituer, �a partir des vitesses apr�es couplage, par des expressions inverses,

analogues �a 2.5.

2.3.2 D�e�nition des typ es de source

Pour que la m�etho de devienne pr�edictive, c'est �a dire p our p ouvoir calculer les quan-

tit�es apr�es couplage, uniquement en fonction de celles avant couplage, il faut, ici encore,

formuler des hyp oth�eses sur les sources.

Sources de force

En supp osant que les e�orts ext�erieurs appliqu�es resp ectivement �a S

I

et �a S

I I

, avant

couplage, sont inchang�es apr�es couplage, soit f

f

F

I

e

g = f F

I

e

g , on obtient les formules sim-

pli��ees suivantes (usuelles, car cette hyp oth�ese est souvent utilis�ee implicitement, par

commo dit�e):

f

g

V

I

m

g = [ Y

I

me

] f F

I

e

g + [ Y

I

mc

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

f [ Y

I I

k e

] f F

I I

e

g � [ Y

I

k e

] f F

I

e

gg (2.13)

et

f

g

V

I I

m

g = [ Y

I I

me

] f F

I I

e

g � [ Y

I I

mc

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

f [ Y

I I

k e

] f F

I I

e

g � [ Y

I

k e

] f F

I

e

gg (2.14)

Sources de vitesse

Pour des sources qui, aux p oints f excit�es, conservent les vitesses avant et apr�es couplage

on a:

f

f

V

I

f

g = f V

I

f

g et f

g

V

I I

f

g = f V

I I

f

g (2.15)

donc les forces appliqu�ees apr�es couplage s'obtiennent en r�esolvant les �equations suivantes,

avec les p oints f d�esignant des p oints excit�es (ainsi que e) sur S

I

et sur S

I I

, en fonction

des vitesses imp os�ees aux p oints f (mesur�ees avant couplage):

f V

I

f

g = [ Y

I

f e

] f

f

F

I

e

g + [ Y

I

f c

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

f [ Y

I I

k e

] f

g

F

I I

e

g � [ Y

I

k e

] f

f

F

I

e

gg (2.16)

et

f V

I I

f

g = [ Y

I I

f e

] f

g

F

I I

e

g � [ Y

I I

f c

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

f [ Y

I I

k e

] f

g

F

I I

e

g � [ Y

I

k e

] f

f

F

I

e

gg (2.17)
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Autre sources

Comme pr�ec�edemment, les autres typ es de sources se situent entre ces deux cas extr^emes.

Dans le cas g�en�eral (sources quelconques) il sera impossible de pr�evoir les vitesses apr�es

couplage et les e�orts de couplage si on ne conna^�t pas les excitations ext�erieures apr�es

couplage .

Il est toutefois p ossible de trouver une formulation pr�edictive par mobilit�es classiques sans

faire d'hyp oth�ese sur le typ e d'excitation. Cette pr�ediction concernera �evidemment des

quantit�es qui sont ind�ep endantes de l'excitation: les mobilit�es qui sont intrins�eques.

2.3.3 Mobilit�es apr�es couplage en fonction de celles avant cou-

plage

En empruntant la d�emarche suivie entre autres par Koss ([57]), nous allons exprimer de

fa�con g�en�erale les mobilit�es de l'assemblage, apr�es couplage, en fonction de celles des sous-

structures isol�ees, (avant couplage).

Elles se d�eduisent simplement des expressions (2.11) et (2.12), en consid�erant un seul

p oint d'excitation �a la fois, sur S

I

ou sur S

I I

et en divisant le tout par cette excitation.

Entre deux p oints m et e de l'ex sous-structure S

I

, on aura :

[

g

Y

I

me

] = [ Y

I

me

] � [ Y

I

mc

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

[ Y

I

k e

] (2.18)

Entre deux p oints m et e de l'ex sous-structure S

I I

, on aura :

[

g

Y

I I

me

] = [ Y

I I

me

] � [ Y

I I

mc

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

[ Y

I I

k e

] (2.19)

En un p oint m de l'ex sous-structure S

I

, lorsque le p oint e de S

I I

est excit�e, on aura :

[

g

Y

me

] = [ Y

I

mc

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

[ Y

I I

k e

] (2.20)

De m̂eme, en un p oint m de l'ex sous-structure S

I I

, lorsque le p oint e de S

I

est excit�e,

on aura :

[

g

Y

me

] = [ Y

I I

mc

]

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

[ Y

I

k e

] (2.21)

On remarquera que la matrice

h

Y

I

ck

+ Y

I I

ck

i

� 1

caract�erise le couplage: chacune de ses co-

lonnes quanti�e les contributions de chaque e�ort de couplage sur les autres p oints de

couplage.

L'imp ortance relative de chaque p oint de couplage doit cep endant ^etre �evalu�ee p our

chaque p oint de calcul, en tenant compte des mobilit�es de transfert entre ce p oint de

calcul et les di��erents p oints de couplage.

Sous-structures isol�ees et isol�ees blo qu�ees

Les "sous-structures isol�ees" pr�ec�edentes �etaient consid�er�ees avec les futurs p oints de

couplage libres (contraintes nulles). La variante qui consiste �a consid�erer les mobilit�es de

chaque sous- structure assembl�ee, p endant que les autres sous-structures sont maintenues

blo qu�ees, prop os�ee par [84], d�erive d'une formulation utilisant les imp�edances (voir [94]

ou [109]). Elle p ermet une caract�erisation simple et globale de la "force du couplage" par

les valeurs propres de la matrice de couplage et la lo calisation des couplages principaux

p our chaque fr�equence [4]. Elle s'applique si on p eut blo quer en pratique les sous-syst�emes

lorsqu'ils sont assembl�es, ou les liaisons d'un sous-syst�eme isol�e.
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2.4 Compl�ement �a la connectivit�e: les Couplages In-

ternes

Dans b eaucoup de cas pratiques il ne s'agit pas d'assembler des sous-syst�eme distincts,

mais d'a jouter des liaisons entre certains p oints c et c' d'un m̂eme syst�eme.

Dans le cadre de cette �etude cette d�emarche a �et�e red�evelopp�ee p our traiter les couplages

internes d'une �etude exp�erimentale sur un climatiseur.

Cas G�en�eral: N

c

couplages internes

c'

c c'c=

Fig. 2.1 - Exemple connu de Couplage Interne (en un point)

On va suivre la m̂eme d�emarche que p our les couplages externes.

Les relations du couplage rigide restent les m̂emes p our chaque paire (c;c') de p oints

coupl�es:

f

f

V

c

g = f

f

V

c

0

g et f

f

F

c

g = �f

g

F

c

0

g (2.22)

Ici les vitesses apr�es couplage aux N

c

p oints coupl�es c=c' (ou k=k') s'�ecrivent:

f

V

k

=

N

e

X

e =1

Y

k e

f

F

e

+

N

c

X

c =1

Y

k c

f

F

c

+

N

c

X

c

0

=1

Y

k c

0

f

F

0

c

(2.23)

et

g

V

k

0

=

N

e

X

e =1

Y

k

0

e

f

F

e

+

N

c

X

c =1

Y

k

0

c

f

F

c

+

N

c

X

c

0

=1

Y

k

0

c

0

f

F

0

c

(2.24)

d'o �u les e�orts de couplage:

f

f

F

c

g = [ Y

k c

+ Y

k

0

c

0

� Y

k c

0

� Y

k

0

c

]

� 1

[ Y

k

0

e

� Y

k e

] f

f

F

e

g (2.25)

et les vitesses aux p oints m, quelconques, de S

I

apr�es couplage:

f

g

V

m

g = [ Y

me

] + [ Y

mc

� Y

mc

0

] [ Y

k c

+ Y

k

0

c

0

� Y

k c

0

� Y

k

0

c

]

� 1

[ Y

k

0

e

� Y

k e

] f

f

F

e

g (2.26)
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toujours en fonction des e�orts ext�erieurs apr�es couplage.

La discussion sur les typ es de source reste la m̂eme que p our les couplages externes. On

p eut ici encore utiliser les mobilit�es mesur�ees avant d'e�ectuer ces couplages internes,

p our pr�evoir celles apr�es couplage par la formule g�en�erale suivante :

f

g

Y

me

g = [ Y

me

] + [ Y

mc

� Y

mc

0

] [ Y

k c

+ Y

k

0

c

0

� Y

k c

0

� Y

k

0

c

]

� 1

[ Y

k

0

e

� Y

k e

] (2.27)

Remarques

1) Il est �equivalent de traiter les couplages internes tous �a la fois comme ci-dessus (gros

syst�eme matriciel) ou l'un apr�es l'autre, de fa�con r�ecursive (une seule �equation �a traiter �a

la fois, sans inversions, ce qui p ermet d'�eviter les probl�emes de mauvais conditionnement

des matrices).

2) Le couplage (externe) entre deux structures en Nc p oints, trait�e pr�ec�edemment, p eut

^etre �ecrit analytiquement, de fa�con r�ecursive, comme un premier couplage (externe) en un

p oint, entre les deux structures, suivi de Nc-1 couplages internes sur l'assemblage. Cette

deuxi�eme d�emarche �evite la formation de syst�emes mal conditionn�es car on ne r�esout

qu'une �equation �a la fois, et p ermet ainsi de traiter des couplages multiples analytique-

ment, sans inversion de matrices.

C'est ce qu'on p eut voir dans l'exercice de style de l'annexe B.

Cep endant le calcul des forces de couplage ou des puissances �echang�ees et l'hi�erarchisations

des couplages n'est pas p ossible par cette deuxi�eme appro che.

2.5 Conclusions

Les mobilit�es classiques sont un outil exceptionnel analytique et de calcul. Elles p er-

mettent de d�e�nir simplement di��erents typ es de sources, de quanti�er l'imp ortance des

chemins vibratoires dans un assemblage et d'e�ectuer des pr�evisions sur le comp ortement

d'un assemblage �a partir des caract�eristiques des sousstructures isol�ees.

Pour pr�evoir les e�orts de couplage et les vitesses apr�es couplage, il est n�ecessaire d'ef-

fectuer des hyp oth�eses sur le typ e de source, alors qu'on p eut pr�evoir les mobilit�es apr�es

couplage sans faire d'hyp oth�eses.

Il nous a sembl�e int�eressant de compl�eter les expressions classiques du couplage p onc-

tuel rigide externe entre deux structures, par celles des couplages p onctuels internes �a

une m̂eme structure, ces derni�eres, qui sont r�ecursives, vont nous p ermettre d'�etendre

les d�emonstrations du chapitre suivant, �etablies dans le cas d'un seul p oint de couplage,

externe et interne, au couplage en N p oints.

La mesure des mobilit�es et ses probl�emes sp�eci�ques seront trait�es bri�evement dans la

partie F.1.

On rapp elle en�n que l'inversion des syst�emes matriciels, p our les calculs du couplage,

p eut pr�esenter des di�cult�es num�eriques (fr�equences singuli�eres) li�ees au mauvais condi-

tionnement, surtout p our des donn�ees issues de mesures, le bruit de mesure p ouvant

intro duire des fr�equences singuli�eres qui n'appartiennent pas �a la physique des structures

coupl�ees. Dans ce cas il est conseill�e d'adopter des r�esolutions avec des techniques du typ e

SVD (d�ecomp osition en valeurs singuli�eres).
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Chapitre 3

LE CONCEPT DE MOBILITE

ENERGETIQUE

3.1 Exp osition succincte

Une fonction de transfert �energ�etique

La mobilit�e classique p ermet d'�etablir un lien entre une excitation en un p oint d'une

structure et la vitesse obtenue en un autre p oint.

Notre premier but est de voir s'il existe, de m̂eme, une quantit�e qui relie une puissance

active inject�ee dans la structure en un p oint au mo dule carr�e de la vitesse obtenue en

un autre p oint ("�energie cin�etique massique"), une quantit�e qui quali�e donc un transfert

�energ�etique sur la structure.

Si l'on conna^�t la force excitatrice, via les mobilit�es classiques il est clair qu'on conna^�t

aussi la vitesse, donc l'�energie cin�etique massique en tout p oint. A fr�equence pure il est

donc �evident que le rapp ort entre le mo dule carr�e de la vitesse V au p oint m et la puissance

active �

e

inject�ee au p oint e s'�ecrit:

j V

m

j

2

�

e

=

j V

m

j

2

Re f F

e
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e

g

(3.1)

ou encore
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=
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ee
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e
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(3.2)

soit

j V

m

j

2

�

e

=

j Y

me

j

2

Re f Y

ee

g

(3.3)

Cette expression, ind�ep endante de l'excitation, a �et�e utilis�ee par Koss ([57 ]). Elle montre

que p our d�eterminer l�energie cin�etique massique en un p oint donn�e d'une structure due

�a une excitation en un autre p oint e de cette structure, on n'a pas b esoin de savoir quelle

est la valeur de cette �energie en des p oints interm�ediaires, ou de conna^�tre l'�equation de

l'�energie propre �a la structure, seule la connaissance des mobilit�es d'entr�ee et de transfert

est n�ecessaire.

La mobilit�e �energ�etique pr�ec�edente, d�e�nie �a fr�equence pure, n'est cep endant pas celle

qui nous int�eresse, car elle ne p ermet pas d'additionner les e�ets de plusieurs excita-

tions simultan�ees et elle n'app orte rien de vraiment nouveau, par rapp ort aux mobilit�es

classiques.



32 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE

Une fonction de transfert moyenn�ee en fr�equence

On remarquera tout d'ab ord qu'il n'est pas sens�e de relier une vitesse moyenn�ee par

bandes de fr�equence �a une force moyenn�ee aussi, car ce sont des fonctions complexes de

la fr�equence, dont les parties r�eelles et imaginaires uctuent autour de z�ero; leur moyenne

sur une bande de fr�equences, tend vers z�ero lorsqu'on augmente la largeur de la bande et

n'est pas une valeur exploitable. Passons donc �a des quantit�es �energ�etiques, qui seules ont

un sens, lorsqu'on e�ectue des moyennes fr�equentielles ( "m.f." ).

Les moyennes sur une bande de fr�equences de la puissance active p onctuelle et du mo dule

carr�e de la vitesse lo cale < j V

m

j

2

> , qu'on app ellera " miel " ("mass-indep endent energetic

level"), sont ind�ep endantes de la phase et ne tendent pas vers z�ero. De plus, elles varient

moins que celles d�e�nies �a fr�equence pure, lorsque les caract�eristiques de la structure sont

sujettes �a incertitude (voir au 1.1.3) et ce d'autant plus que la structure est complexe (voir

[26]). Elles sont donc a priori b eaucoup plus int�eressantes �a utiliser que les pr�ec�edentes.

Cremer et Heckl ont reli�e la puissance et le "miel" au p oint d'injection (c.f. [20 ] p.295),

par une analyse mo dale.

Notre d�emarche d�eterminera, ind�ep endamment des quantit�es mo dales, le lien entre la

puissance active inject�ee en un p oint, par bande de fr�equences, et le "miel" en tout p oint

d'une structure.

Remarque C'est parce que �

s

, la masse surfacique lo cale de la structure, ne d�ep end

pas de la fr�equence et parce qu'il est di�cile �a �evaluer lo calement sur une structure

complexe, qu'on a choisi de s'int�eresser au "miel" plut^ot qu'�a la densit�e d'�energie cin�etique

p onctuelle.

On �evitera m̂eme d'intro duire �

s

dans les expressions, car on veut formuler une m�etho de

simple de mise en o euvre exp�erimentale. Ceci implique qu'on ne p ourra pas utiliser les

bilans d'�energie cin�etique ou totale, qu'on trouve dans les autres travaux sur des quantit�es

�energ�etiques.

Un outil additif p our une Connectivit�e

�

Energ�etique

Notre quantit�e H, p our fonctionner de fa�con analogue aux mobilit�es classiques, doit p er-

mettre d'e�ectuer deux calculs:

- sur une structure isol�ee , on doit p ouvoir additionner les contributions de plusieurs

puissances actives P

e

inject�ees aux p oints e d'une structure, par bande de fr�equences, p our

trouver les "miels" en tout p oint m, en �ecrivant:

< j V

m

j

2

> =

N

e

X

e =1

H

me

P

e

(3.4)

m
e1e2 e3 e4

- sur un assemblage de deux structures , on doit p ouvoir calculer les puissances

�echang�ees et les �energies cin�etiques p onctuelles apr�es couplage (coi��ees par un tilde) en

fonction des quantit�es �energ�etiques (puissances inject�ees ou �energies) avant couplage, sur



3.1. EXPOSITION SUCCINCTE 33

les sous-structures isol�ees. On r�ealise cela en trois �etap es.

Premi�ere �etap e, on �ecrit les �equations �energ�etiques de couplage (exactes) suivantes, �a

chaque p oint c rigidement coupl�e:

�egalit�e des "miels" apr�es couplage

< j

f

V

I

c

j

2

> = < j

g

V

I I

c

j

2

> (3.5)

et puissances actives moyennes �echang�ees opp os�ees

f

P

I

c

= �

g

P

I I

c

(3.6)

Deuxi�eme �etap e, on additionne les contributions des puissances ext�erieures (inject�ees apr�es

couplage) et des puissances �echang�ees, p our obtenir le "miel" en c sur S

I

:

< j

f

V

I

c

j

2

> �

N

I

e

X

e =1

H

I

ce

f

P

I

e

+

N

c

X

k =1

H

I

ck

f

P

I

k

(3.7)

et sur S

I I

:

< j

g

V

I I

c

j

2

> �

N

I I

e

X

e =1

H

I I

ce

g

P

I I

e

+

N

c

X

k =1

H

I I

ck

g

P

I I

k

(3.8)

Troisi�eme �etap e, on r�esout le syst�eme d'�equations ci-dessus, et on trouve les m.f. des

puissances actives �echang�ees en fonction de celles ext�erieures:

f

f

P

I

c

g �

h

H

I

ck

+ H

I I

ck

i

� 1

f [ H

I I

k e

] f

g

P

I I

e

g � [ H

I

k e

] f P

I

e

gg (3.9)

Comme les m.f. des puissances ext�erieures inject�ees, avant couplage, en des p oints non

coupl�es, sont quasiment inchang�ees apr�es couplage (ce qu'on verra au 3.4), on p eut alors

obtenir les m.f. des "miels" apr�es couplage, en tout p oint m, en fonction des m.f. des

puissances inject�ees avant couplage, en �ecrivant (par exemple sur S

I

):

< j

g

V

I

m

j

2

> �

N

I

e

X

e =1

H

I

me

f

P

I

e

+

N

c

X

c =1

H

I

mc

f

P

I

c

(3.10)

S2
mPe1

e2P
c2

S1S1
c1

c2

c1
S1

c2

c1

<|Vm|   > 
2e1P

e2P

S2

c1P

c2P

m

On app ellera cette appro che par mobilit�es moyennes �energ�etiques "EMMA" (energetic

mean mobility approach). Le lecteur remarquera qu'on a suivi un formalisme identique �a

celui des mobilit�es classiques, exp os�e au chapitre 2.

On va d�etailler tout ceci dans les paragraphes suivants.
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3.2 Mobilit�es �energ�etiques sur une structure isol�ee

3.2.1 D�e�nition

Sur une structure lin�eaire, passive, r�ecipro que (voir au 2.1.1), on d�e�nit la mobilit�e

�energ�etique entre le p oint excit�e e et celui de r�eception m, par le rapp ort suivant :

H

me

=

< j Y

me

j

2

>

< Re f Y

ee

g >

(3.11)

o �u les cro chets d�esignent la moyenne sur une bande de fr�equences de largeur � f .

Ce rapp ort est intrins�eque �a la structure, car ind�ep endant de l'excitation.

Signi�cation physique de H

me

On va montrer maintenant que la mobilit�e �energ�etique relie la puissance active inject�ee

au point e, moyenn�ee en fr�equence, au "miel" au point m .

D�evelopp ons encore le rapp ort

< j V

m

j

2

>

<Re f F

e

V

�

e

g >

avec les mobilit�es classiques :

< j V

m

j

2

>

< Re f F

e

V

�

e

g >

=

< j Y

me

j

2

j F

e

j

2

>

< Re f Y

ee

gj F

e

j

2

>

(3.12)

On fait alors la double hyp oth�ese suivante:

Hyp. 1a) < j Y

me

j

2

j F

e

j

2

> � < j Y

me

j

2

>< j F

e

j

2

>

et

Hyp. 1b) < Re f Y

ee

gj F

e

j

2

> � < Re f Y

ee

g >< j F

e

j

2

>

Ces deux relations p euvent ^etre v�eri��ees p our plusieurs raisons:

- si les fonctions de la fr�equence j Y

me

j

2

et Re f Y

e

g , ou j F

e

j

2

, varient p eu sur la bande

consid�er�ee (c'est le cas des hautes fr�equences, avec des mobilit�es d'entr�ee et de transfert

assez liss�ees, ou le cas d'une excitation par bruit blanc, d'amplitude constante)

- si j F

e

j

2

et j Y

me

j

2

, resp ectivement j F

e

j

2

et Re f Y

ee

g sont des fonctions statistiquement

ind�ep endantes par rapp ort �a la variable fr�equence sur la bande � f ; on p eut alors rempla-

cer la moyenne de leur pro duit par le pro duit de leurs moyennes (cf. [6] et explications �a

l'annexe A).

On p eut alors �ecrire:

< j V

m

j

2

>

< Re f F

e

V

�

e

g >

�

< j Y

me

j

2

>< j F

e

j

2

>

< Re f Y

ee

g >< j F

e

j

2

>

(3.13)

et simpli�er le rapp ort par < j F

e

j

2

> p our obtenir la relation appro ch�ee suivante

< j V

m

j

2

>

< Re f F

e

V

�

e

g >

� H

me

(3.14)

Cette relation donne un sens physique �a notre mobilit�e �energ�etique. Au 4.1.1 on la testera

sur des cas num�eriques: c'est ce qu'on app ellera aussi "erreur de d�e�nition" et qui traduit

le resp ect de la double hyp oth�ese Hyp.1.
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Discussion des hyp oth�eses de la d�e�nition

On p eut se demander si l'expression 3.14, est r�eellement assez ind�ep endante du typ e de

source utilis�e.

Quel que soit le syst�eme excitateur S

I I

, la force inject�ee dans une structure S

I

au p oint

e, est aussi l'e�ort de couplage, p our le seul p oint de couplage e (cf. 2.10):

F

I

e

=

P

N e

f =1

Y

I I

ef

F

I I

f

Y

I

e

+ Y

I I

e

Pour tout p oint m distinct de e, j F

e

j

2

ne va donc pas d�ep endre explicitement du terme de

transfert j Y

I

me

j

2

et Hyp.1a) est g�en�eralement v�eri��ee.

Le fait d'a jouter la mobilit�e Y

I I

e

de l'excitateur �a Y

I

e

, en g�en�eral, d�ecorr�ele en fr�equence

la force F

e

de Y

I

e

, donc Hyp.1b) est aussi v�eri��ee).

M̂eme dans le cas o �u Y

I

e

� Y

I I

e

, ("source de force") le mo dule carr�e j F

e

j

2

va ^etre inverse-

ment prop ortionnel �a la somme Re

2

f Y

I

e

g + I m

2

f Y

I

e

g .

Or, en basse fr�equence, I m

2

f Y

I

e

g n'est pas n�egligeable, en g�en�eral, devant Re

2

f Y

I

e

g , donc

j F

e

j

2

et Re f Y

I

e

g vont ^etre statistiquement ind�ep endantes et Hyp.1b) sera v�eri��ee.

En haute fr�equence on a certes (asymptotiquement) Re

2

f Y

I

e

g � I m

2

f Y

I

e

g , mais Re

2

f Y

I

e

g

est liss�ee et son �ecart typ e est faible, donc

< j V

m

j

2

>

<Re f F

e

V

�

e

g >

�

< j Y

me

j

2

>

<Re

2

f Y

I

e

g >

1

<Re f Y

e

g >

�

< j Y

me

j

2

>

<Re f Y

e

g >

et 3.14 est v�eri��ee m̂eme si les hyp oth�eses Hyp.1 ne le sont pas.

Comme l'a fait remarquer A. CARCATERRA, l' "erreur de d�e�nition" p eut s'�etudier en

�ecrivant que

< j Y

me

j

2

j F

e

j

2

> = < j Y

me

j

2

> < j F

e

j

2

> + �

1

et

< Re f Y

ee

gj F

e

j

2

> = < Re f Y

ee

g > < j F

e

j

2

> + �

2

donc

< j V

m

j

2

>

< Re f F

e

V

�

e

g >

=

< j Y

me

j

2

j F

e

j

2

>

< Re f Y

ee

gj F

e

j

2

>

=

H

me

+

�

1

<Re f Y

ee

g > < j F

e

j

2

>

1 +

�

2

<Re f Y

ee

g > < j F

e

j

2

>

(3.15)

Pour une force donn�ee, l'erreur de d�e�nition d�ep end donc seulement du terme < Re f Y

ee

g > .

C'est ce qu'on constatera dans les simulations num�eriques du chapitre suivant.

3.2.2 Non r�ecipro cit�e

Contrairement aux mobilit�es classiques, les mobilit�es �energ�etiques ne v�eri�ent pas la

r�ecipro cit�e :

H

me

6= H

em

(3.16)

car les mobilit�es aux d�enominateurs resp ectifs, Y

ee

au p oint e et Y

mm

au p oint m, p euvent

^etre tr�es di��erentes sur des structures quelconques.

Ceci signi�e que le "miel" < j V

m

j

2

> , obtenu au point m en injectant < Re f F

e

V

�

e

g > au

point e, et le "miel" < j V

e

j

2

> , obtenu au point e en injectant < Re f F

m

V

�

m

g > au point

m, sont a priori di��erents . Sur des structures homog�enes cep endant la recipro cit�e sera

v�eri��ee asymptotiquement en haute fr�equence, car le terme Re f Y

ee

g en tout p oint e tend

vers celui de la structure in�nie asso ci�ee (de m̂emes mat�eriau et �epaisseur).
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3.2.3 Additivi t�e �energ�etique

Position du probl�eme �a fr�equence pure

Est-il p ossible d'additionner les contributions de plusieurs puissances actives inject�ees

simultan�ement dans la structure p our calculer l'�energie cin�etique qui en r�esulte en un

p oint ?

Pour r�ep ondre �a cette question on va d'ab ord �ecrire le mo dule carr�e de la vitesse obtenue

au p oint m en excitant la structure par Ne forces aux p oints e, �a l'aide des mobilit�es

classiques:

j V

m

j

2

= j

N e

X

e =1

Y

me

F

e

j

2

(3.17)

ce qu'on d�evelopp e encore en

j V

m

j

2

=

N e

X

e =1

( j Y

me

j

2

j F

e

j

2

+

N e

X

f 6= e =1

Re f Y

me

F

e

Y

�

mf

F

�

f

g ) (3.18)

Par ailleurs les puissances actives inject�ees simultan�ement aux p oints e s'�ecrivent

Re f F

e

V

�

e

g = Re f F

e

( F

�

e

Y

�

ee

+

N e

X

f 6= e =1

Y

�

ef

F

�

f

) g (3.19)

soit

Re f F

e

V

�

e

g = j F

e

j

2

Re f Y

ee

g +

N e

X

f 6= e =1

Re f F

e

F

�

f

Y

�

ef

g (3.20)

On remarquera que les deuxi�emes termes de 3.18 et 3.20 p euvent ^etre n�egatifs.

�

A fr�equence pure, les puissances actives simultan�ees p euvent donc ^etre n�egatives, alors

que celles inject�ees isol�ement (une �a la fois) sont toujours p ositives et �egales �a:

Re f F

e

V

�

e

g = j F

e

j

2

Re f Y

ee

g (3.21)

Le terme j V

m

j

2

p eut s'annuler en fonction du d�ephasage entre les forces inject�ees, donc il

d�ep end aussi fortement des puissances r�eactives. Malgr�e les analogies �evidentes des deux

expressions 3.18 et 3.20, il n'est donc pas p ossible, �a fr�equence pure, de trouver une relation

lin�eaire entre le j V

m

j

2

et uniquement les puissances actives (simultan�ees ou isol�ees).

Solution par moyennes fr�equentielles

Consid�erons des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equence; comme p our la d�e�nition

des mobilit�es �energ�etiques, le "miel" est �egal �a:

< j V

m

j

2

> =

N e

X

e =1

( < j Y

me

j

2

j F

e

j

2

> +

N e

X

f 6= e =1

< Re f Y

me

F

e

Y

�

mf

F

�

f

g > ) (3.22)

et la puissance active moyenne est:

P

e

= < Re f F

e

V

�

e

g > = < j F

e

j

2

Re f Y

ee

g > +

N e

X

f 6= e =1

< Re f F

e

F

�

f

Y

�

ef

g > (3.23)
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On supp ose que

Hyp.2 a)

on peut n�egliger le terme

P

N e

e =1

P

N e

f 6= e =1

< Re f Y

me

F

e

Y

�

mf

F

�

f

g > devant

P

N e

e =1

< j Y

me

j

2

j F

e

j

2

>

et

Hyp.2 b)

on peut n�egliger le terme

P

N e

f 6= e =1

< Re f F

e

F

�

f

Y

�

ef

g > devant < j F

e

j

2

Re f Y

ee

g >

alors le "miel" p eut s'appro cher par

< j V

m

j

2

> �

N e

X

e =1

< j Y

me

j

2

j F

e

j

2

> (3.24)

et les puissances actives moyennes inject�ees par

< Re f F

e

V

�

e

g > � < j F

e

j

2

Re f Y

ee

g > (3.25)

Avec la double hyp oth�ese Hyp.1 on va p ouvoir d�evelopp er la moyenne du pro duit en

pro duit des moyennes:

< j V

m

j

2

> �

N e

X

e =1

< j Y

me

j

2

>< j F

e

j

2

> (3.26)

et

< Re f F

e

V

�

e

g > � < j F

e

j

2

>< Re f Y

ee

g > (3.27)

En�n en �ecrivant

< j V

m

j

2

> �

N e

X

e =1

< j Y

me

j

2

>

< Re f Y

ee

g >

< j F

e

j

2

>< Re f Y

ee

g > (3.28)

on voit appara^�tre une relation lin�eaire entre le "miel" < j V

m

j

2

> et les puissances ac-

tives isol�ees, ne faisant intervenir que des mobilit�es �energ�etiques, de fa�con formellement

identique �a celle des mobilit�es classiques :

< j V

m

j

2

> �

N e

X

e =1

H

me

P

e

(3.29)

ou, sous forme matricielle,

f < j V

m

j

2

> g � [ H

me

] f P

e

g (3.30)

Cette relation, fondamentale p our toute la m�etho de, est ce qu'on app elle l' additivit�e

�energ�etique (des contributions des puissances actives moyenn�ees en fr�equence).

L'�etude num�erique du 4.1.3 illustrera et approfondira cette relation p our di��erents typ es

de source.
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<|Vm|   > 
2

m

P1

P3 P4

P2

e3 e4

e1 e2

Fig. 3.1 - Additivit�e des excitations aux points e

Remarques

1) Les erreurs de d�e�nition se r�ep ercutent sur les termes carr�es de l'expression 3.18,

donc, en th�eorie, sur l'additivit�e �energ�etique aussi. Cep endant les simulations num�eriques

ont montr�e que, lorsqu'on utilise les rapp orts exacts

< j V

m

j

2

>

<Re f F

e

V

�

e

g >

au lieu des mobilit�es

�energ�etiques H

me

dans la relation d'additivit�e �energ�etique, on obtient des r�esultats de

la m̂eme qualit�e. De m̂eme, lorsqu'on utilise les puissances exactes inject�ees au lieu de

celles inject�ees s�epar�ement, le r�esultat de l'additivit�e ne s'am�eliore pas. Donc l'erreur de

d�e�nition et celle sur les puissances comptent globalement p eu dans l'erreur d'additivit�e

�energ�etique (sauf p eut-^etre dans les premi�eres bandes).

2) La double hyp oth�ese Hyp.2 revient �a supp oser que les termes dont on prend les

moyennes, Re f Y

me

F

e

Y

�

mf

F

�

f

g de 3.22 et Re f F

e

F

�

f

Y

�

ef

g de 3.23, oscillent autour de z�ero

dans la bande de fr�equences, �a cause des mobilit�es de transfert Y

me

, Y

ef

et Y

mf

. Ceci

se pro duit lorsque p our tout couple de p oints distincts (e;f ) ou (e;m), F

e

et Y

me

sont

des fonctions de la fr�equence statistiquement ind�ep endantes. On p eut alors n�egliger leurs

moyennes devant celles des premiers termes (toujours p ositifs). On n'a donc pas b esoin

de supp oser que les e�orts F

e

et F

f

sont d�ecorrel�es (comme le font d'autres m�etho des

�energ�etiques), l'oscillation des mobilit�es de transfert Y

me

, Y

ef

et Y

mf

su�t �a la b esogne.

3) Les limites de l'additivit�e �energ�etique sont li�ees �a l'hyp oth�ese fondamentale que les

termes Re f Y

me

F

e

Y

�

mf

F

�

f

g et Re f F

e

F

�

f

Y

�

ef

g oscillent autour de z�ero. Si les deux e�orts

s'appliquent "au m̂eme p oint" e=f et sont en phase, ceci est manifestement faux.

Pour d�e�nir que "deux p oints e et f sont distincts" au sens de l'additivit�e �energ�etique

on supp osera donc que, sur chacune des bandes de fr�equences, p our tout p oint m, Y

me

6=

Y

mf

.

En g�en�eral il faut donc souligner que l'erreur d'additivit�e d�ep end fortement de la distance

entre les di��erents p oints d'excitation (compar�ee bien entendu �a la longueur d'onde): il

s'agit de v�eri�er si une distance de �= 4 (�a partir de laquelle on a un transfert p our les

mobilit�es classiques, d'apr�es [91 ]) est su�sante ici.

Des cas particuliers p euvent se pr�esenter, malgr�e cel�a, sur des syst�emes sym�etriques, s'il

existe des p oints e, f et m, tels que Y

me

= Y

mf

et Y

ee

6= Y

ef

, sur certaines bandes de

fr�equence.

4) Pour la relation 3.26, on a n�eglig�e la moyenne de certains termes de transfert "oscil-

lants", au pro�t d'autres, toujours p ositifs. Lorsqu'on augmente le recouvrement mo dal,
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les oscillations diminuent et cette relation est de moins en moins v�eri��ee, sauf en m = e

(voir remarque pr�ec�edente). Le choix des bandes p our les moyennes fr�equentielles

devra donc se faire en fonction du nombre d'oscillations et du niveau des oscillations, p our

qu'on ait un b on resp ect de l'additivit�e �energ�etique. D'autres suggestions au sujet d'un

indicateur p our choisir les bandes de fr�equence seront donn�ees au E.3.

5) Lorsqu'on monte en fr�equence, ou lorsqu'on augmente l'amortissement, p our deux

p oints e et f distincts, j Y

ef

j devient p etit devant j Y

e

j , donc la relation 3.25 est v�eri��ee

asymptotiquement, m̂eme si l'hyp oth�ese Hyp.2 ne l'est pas. En e�et on n�eglige une contri-

bution d'un transfert devant celle directe d'une entr�ee.

La relation 3.25 signi�e que, lorsqu'on les moyenne en fr�equence, les puissances actives

inject�ees simultan�ement p euvent ^etre appro ch�ees par celles inject�ees s�epar�ement.

Toutes les sources qui v�eri�ent Hyp.1 et Hyp.2 p euvent donc ^etre consid�er�ees comme des

sources de puissance active moyenne par bande de fr�equences et on p eut les mesurer

s�epar�ement, sans r�ef�erence de phase commune.

6) La relation 3.30 p eut ^etre invers�ee en 3.31 et devrait ainsi p ermettre de reconstituer

les puissances actives moyennes inject�ees aux di��erents p oints connaissant uniquement les

"miels" en au moins autant de p oints: Les "miels" p euvent ^etre mesur�es sans r�ef�erence de

phase commune et l'un apr�es l'autre . Ceci traduit une extr^eme simplicit�e exp�erimentale.

f P

e

g � [ H

me

]

� 1

f < j V

m

j

2

> g (3.31)

Comme il a �et�e remarqu�e lors de la soutenance, cette "application inverse" de la m�etho de

p ose cep endant des probl�emes.

Ce ne sont pas a priori des probl�emes de mauvais conditionnement, comme ceux rencontr�es

p our les mobilit�es classiques, corresp ondant �a des r�esonances du syst�eme ou �a la pr�esence

d'un bruit dans la mesure (incertitude sur les quantit�es). Ils viennent plut^ot du fait que

le probl�eme inverse, p os�e sur des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equences, n'a pas

une solution unique. On p eut obtenir un m̂eme miel �a plusieurs endroits par di��erentes

combinaisons d'injections de puissance.

Une �etude sp�eci�que de ces relations inverses est n�ecessaire, a�n de trouver des solutions

qui consentent cette unicit�e: par exemple il faut bien choisir les endroits de mesure des

"miels", avec des mobilit�es �energ�etiques de transfert tr�es di��erentes entre ces p oints de

mesure et les di��erents p oints p otentiellement excit�es.

7) Les mobilit�es moyennes de Skudrzyk utilisent des moyennes g�eom�etriques en fr�equence;

les quantit�es pr�ec�edentes utilisent des moyennes arithm�etiques. Ces deux moyennes sont

voisines lorsque l'�ecart typ e de chaque mobilit�e, sur la bande de fr�equences est faible

(fort recouvrement mo dal). On serait donc tent�e de tester la m�etho de avec des moyennes

g�eom�etriques; cep endant on verra au chapitre suivant que c'est dans le cas du fort recou-

vrement mo dal que l'additivit�e �energ�etique pr�esente les erreurs les plus imp ortantes.
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3.3 Connectivit�e �energ�etique

On a vu au chapitre 2 que les mobilit�es classiques p ermettent, �a fr�equence pure, de pr�evoir

des quantit�es lo cales apr�es couplage, en fonction de quantit�es lo cales avant couplage.

On a vu aussi que p our pr�evoir les vitesses apr�es couplage et les e�orts de couplage il faut

faire des hyp oth�eses sur les sources qui excitent les sous-syst�emes assembl�es.

On va voir �a pr�esent que l'on p eut pr�evoir des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equence

apr�es couplage en fonction uniquement de quantit�es moyenn�ees en fr�equence avant cou-

plage et ce sans faire d'hyp oth�eses sur les sources.

3.3.1 Tentative simpliste

Ayant d�e�ni une mobilit�e �energ�etique et v�eri��e qu'elle s'applique de fa�con formellement

identique aux mobilit�es classiques p our additionner les contributions de plusieurs excita-

tions simultan�ees sur une structure, on est tent�e de l'appliquer au couplage p onctuel de

deux structures, toujours en copiant le formalisme classique, rapp el�e au 2.3, (dans la suite

de ce do cument on app ellera cette d�emarche "simpliste" ).

Soient deux structures (comme celles d�e�nies au 2.1.1), f S

I

g et f S

I I

g rigidement coupl�ees

aux p oints c. En chaque p oint de couplage c, la continuit�e des vitesses implique que les

"miels" apr�es couplage sont �egaux aussi:

< j

f

V

I

c

j

2

> = < j

g

V

I I

c

j

2

> (3.32)

Le couplage rigide �etant non dissipatif, les puissances actives moyennes �echang�ees rentrant

resp ectivement dans f S

I

g et dans f S

I I

g , en chaque p oint c, sont opp os�ees (comme les

e�orts de couplage):

f

P

I

c

= < Re f

f

F

I

c

g

V

I �

c

g > = �

g

P

I I

c

(3.33)

Ces deux relations de raccordement �etant exactes elles ne vont intro duire aucune erreur

dans le calcul.

On d�evelopp e alors chacun des < j

f

V

I

c

j

2

> en fonction des puissances inject�ees ext�erieures

et de celles �echang�ees aux p oints de couplage c ou k, en appliquant l'additivit�e �energ�etique

d�e�nie p our une structure isol�ee (3.30):

f < j

f

V

I

c

j

2

> g � [ H

I

ce

] f

f

P

I

e

g + [ H

I

ck

] f

f

P

I

k

g (3.34)

on fait de m̂eme sur la structure f S

I I

g :

f < j

g

V

I I

c

j

2

> g � [ H

I I

ce

] f

g

P

I I

e

g + [ H

I I

ck

] f

g

P

I I

k

g (3.35)

et en utilisant 3.33, on obtient les puissances actives moyennes �echang�ees en fonction de

celles ext�erieures:

f

f

P

I

k

g � [ H

I

ck

+ H

I I

ck

]

� 1

([ H

I I

ce

] f

g

P

I I

e

g � [ H

I

ce

] f

f

P

I

e

g ) (3.36)

puis les "miels" en tout p oint m non coupl�e, aussi en fonction des puissances inject�ees

ext�erieures uniquement:

f < j

g

V

I

m

j

2

> g � [ H

I

me

] f

f

P

I

e

g + [ H

I

mk

][ H

I

ck

+ H

I I

ck

]

� 1

([ H

I I

ce

] f

g

P

I I

e

g � [ H

I

ce

] f

f

P

I

e

g ) (3.37)

Si l'on ne veut pas formuler d'hyp oth�ese sur le typ e d'excitation ext�erieure utilis�ee, on

p eut ici encore pr�evoir les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage

g

H

me

(couronn�ees par un
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tilde), uniquement en fonction de celles des structures isol�ees, avant couplage.

Par d�e�nition la mobilit�e �energ�etique H

me

est �egale au "miel" obtenu au p oint m quand

on injecte une puissance active moyenne unitaire au p oint e. De l'expression 3.37 on tire

donc directement les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage: par exemple, si les p oints m

et e sont sur la structure f S

I

g ,

[

g

H

I

me

] � [ H

I

me

] � [ H

I

mk

][ H

I

ck

+ H

I I

ck

]

� 1

[ H

I

ce

] (3.38)

et si m est sur f S

I

g et e sur f S

I I

g ,

[

g

H

me

] � [ H

I

mk

][ H

I

ck

+ H

I I

ck

]

� 1

[ H

I I

ce

] (3.39)

Pour des p oints m de f S

I I

g il su�t de p ermuter les exp osants I et I I .

Ces relations ont �et�e test�ees num�eriquement dans le cas d'un couplage rigide en trois

p oints de deux plaques identiques (cf.[95]); les r�esultats �etaient tr�es satisfaisants (on verra

p ourquoi �a l'annexe D.4).

3.3.2 Les probl�emes d'un raccordement �energ�etique

Consid�erations g�en�erales

Lorsqu'on a test�e num�eriquement les relations pr�ec�edentes sur un assemblage de deux

plaques tr�es di��erentes ([96 ]) de fortes erreurs sont apparues sur certaines quantit�es.

En fait on a appliqu�e l'additivit�e �energ�etique sans savoir si ses hyp oth�eses Hyp.2 a) et

Hyp.2 b) sont bien v�eri��ees sur des structures apr�es couplage.

Dans le cas g�en�eral elles ne le sont pas car les forces de couplage F

c

, dues aux forces

ext�erieures F

e

, sont prop ortionnelles aux mobilit�es de transfert Y

ce

entre les p oints de

couplage c et les p oints excit�es de l'ext�erieur e (voir leur expression au 2.10), donc la

double hypoth�ese Hyp.2 de l'additivit�e �energ�etique n'est pas v�eri��ee pour les contributions

des e�orts de couplage .

De plus on veut exprimer les puissances �echang�ees en fonction de celles ext�erieures, alors

que sur une structure isol�ee, d'apr�es l'additivit�e �energ�etique, on ne p eut pas exprimer

certaines puissances inject�ees en fonction des autres.

Les puissances �echang�ees ne sont pas les m̂emes en l'absence ou en pr�esence des puissances

ext�erieures (en leur absence elles deviennent nulles).

L'additivit�e �energ�etique ne p eut donc pas s'appliquer aux contributions des puissances

actives moyennes �echang�ees, avec les mobilit�es �energ�etiques d�e�nies jusqu'�a pr�esent.

Si on veut continuer �a appliquer le formalisme simple analogue �a celui des mobilit�es

classiques, une red�e�nition des mobilit�es �energ�etiques m̂emes s'av�ere n�ecessaire.

�

Etude analytique du couplage rigide en un p oint

Soient deux structures (comme celles d�e�nies au 2.1.1), f S

I

g et f S

I I

g , rigidement coupl�ees

au p oint c. On va s'int�eresser au transfert d'une structure �a l'autre, qui a p os�e des

probl�emes p our la d�emarche simpliste.

La mobilit�e �energ�etique ("exacte") apr�es couplage entre un p oint m de f S

I

g et un p oint

n de f S

I I

g s'obtient �a partir de sa d�e�nition, par

g

H

mn

=

< j

g

Y

mn

j

2

>

< Re f

f

Y

n

g >

(3.40)
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avec les mobilit�es classiques apr�es couplage donn�ees au 2.3.3

g

Y

mn

=

Y

I

mc

Y

I I

cn

Y

I

c

+ Y

I I

c

(3.41)

Les parties r�eelles de Y

I

c

et de Y

I I

c

sont toujours p ositives; si on supp ose que leurs par-

ties imaginaires uctuent sur la bande de fr�equences, ou que leur niveau baisse en mon-

tant en fr�equence, alors que le niveau des parties r�eelles tend vers une constante, la

moyenne fr�equentielle du pro duit des parties imaginaires est (au moins asymptotique-

ment) n�egligeable devant celle des parties r�eelles et on p eut �ecrire:

Hyp.3 a) < Re f Y

I

c

Y

I I �

c

g > � < Re f Y

I

c

g Re f Y

I I

c

g >

De plus on consid�ere que, en g�en�eral, les mobilit�es classiques d'entr�ee avant couplage,

au(x) futurs p oint(s) coupl�e(s) c des deux structures, ont des distributions en fr�equence

statistiquement ind�ep endantes:

Hyp.3 b) < Re f Y

I

c

g Re f Y

I I

c

g > � < Re f Y

I

c

g > < Re f Y

I I

c

g >

Le d�enominateur carr�e < j Y

I

c

+ Y

I I

c

j

2

> de 3.41 p eut alors s'appro cher par:

< j Y

I

c

j

2

> + < j Y

I I

c

j

2

> +2 < Re f Y

I

c

g >< Re f Y

I I

c

g >

en divisant le tout par < Re f Y

I I

c

g > on obtient donc:

< j Y

I

c

+ Y

I I

c

j

2

>

< Re f Y

I I

c

g >

� H

I

c

< Re f Y

I

c

g >

< Re f Y

I I

c

g >

+ H

I I

c

+ 2 < Re f Y

I

c

g > (3.42)

On consid�ere, de m̂eme, que les mobilit�es classiques de transfert des deux structures avant

couplage, entre le p oint coupl�e et tout autre p oint ont des distributions en fr�equence sta-

tistiquement ind�ep endantes:

Hyp.3 c) < j Y

I

mc

Y

I I

cn

j

2

> � < j Y

I

mc

j

2

> < j Y

I I

cn

j

2

>

Le num�erateur carr�e < j Y

I

mc

Y

I I

cn

j

2

> p eut aussi se d�evelopp er en

H

I

mc

< Re f Y

I

c

g > H

I I

cn

< Re f Y

I I

n

g >

Finalement, en supp osant que p our un p oint n non coupl�e de f S

I I

g , on a < Re f Y

I I

n

g >

� < Re f

g

Y

I I

n

g > , on p eut appro cher la mobilit�e �energ�etique interstructure par:

g

H

mn

�

H

I

mc

H

I I

cn

H

I

c

+ H

I I

c

<Re f Y

I I

c

g >

<Re f Y

I

c

g >

+ 2 < Re f Y

I I

c

g >

(3.43)

Tandis que celle obtenue par la tentative simpliste serait:

g

H

mn

�

H

I

mc

H

I I

cn

H

I

c

+ H

I I

c

(3.44)

On rapp elle que la di��erence entre 3.43 et 3.44 re�ete le fait que les e�orts de couplage

d�ep endent des e�orts ext�erieurs.
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3.3.3 Mobilit�es �energ�etiques "de connexion"

D�e�nition

En rappro chant les deux expressions pr�ec�edentes, on prop ose de d�e�nir les mobilit�es

�energ�etiques "de connexion" p our des sous-structures qui vont ^etre coupl�ees au

p oint(s) c comme ci-suit:

- sur S

I

, si le p oint excit�e e est di��erent de c

H

I

ce

= H

I isol �e e

ce

�

I

c

=

< j Y

I

ce

j

2

>

< Re f Y

I

e

g >

�

I

c

(3.45)

- sur S

I I

, si le p oint excit�e e est di��erent de c:

H

I I

ce

= H

I I isol �e e

ce

�

I I

c

(3.46)

dans tous les autres cas, p our tout p oint m et e (y compris p our e=c), les mobilit�es

�energ�etiques sont inchang�ees:

H

I

me

=

< j Y

I

me

j

2

>

< Re f Y

I

e

g >

et H

I I

me

=

< j Y

I I

me

j

2

>

< Re f Y

I I

e

g >

(3.47)

Avec, p our chaque p oint c, les facteurs de connexion suivants:

�

I

c

=

H

I

c

+ H

I I

c

H

I

c

<Re f Y

I

c

g >

<Re f Y

I I

c

g >

+ H

I I

c

+ 2 < Re f Y

I

c

g >

(3.48)

et

�

I I

c

=

H

I

c

+ H

I I

c

H

I

c

+ H

I I

c

<Re f Y

I I

c

g >

<Re f Y

I

c

g >

+ 2 < Re f Y

I I

c

g >

(3.49)

Ces mobilit�es �energ�etiques vont p ermettre d'e�ectuer des calculs �energ�etiques sur les sous-

structures coupl�ees, avec le m̂eme formalisme que p our les mobilit�es classiques (on utilisera

alors les m̂emes formules que p our la "tentative simpliste", avec les nouvelles mobilit�es

�energ�etiques de connexion).

Comme la deuxi�eme quantit�e utilis�ee, < Re f Y

c

g > , est d�ej�a disp onible quand on forme

les H

mn

, aucun calcul suppl�ementaire de moyenne n'est n�ecessaire.

Puissance �echang�ee

La d�e�nition des mobilit�es �energ�etiques de connexion a �et�e prop os�ee sans faire intervenir

directement les puissances et les "miels".

Comme les relations de couplage (3.32 et 3.33) n'intro duisent pas d'erreur, il est �equivalent

de dire que, avec les mobilit�es �energ�etiques de connexion, on trouve des puissances actives

moyennes �echang�ees et des miels" apr�es couplage correctes ou encore que l'additivit�e

�energ�etique fonctionne aussi p our les contributions des puissances �echang�ees.

C'est ce qu'on va v�eri�er, toujours p our un seul p oint de couplage.

Un calcul exact des vitesses apr�es couplage (2.13) au p oint c, et de l'e�ort de couplage

p ermet de trouver la puissance active moyenne �echang�ee suivante:

f

P

I

c

= � < j

f

F

I

e

j

2

Re f Y

I

e

g

j Y

I

ce

j

2

Re f Y

I

e

g

Re f Y

I I

c

g

j Y

I

c

j

2

+ j Y

I I

c

j

2

+ 2 Re f Y

I

c

Y

I I �

c

g

> (3.50)
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Avec l'hyp oth�ese Hyp.3 a) on p eut d'ab ord n�egliger le second terme du pro duit moyen

suivant:

< Re f Y

I

c

Y

I I �

c

g > = < Re f Y

I

c

g Re f Y
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g > � < I m f Y
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Avec l'hyp oth�ese Hyp.3 b) on p eut ensuite remplacer la moyenne du pro duit restant par

le pro duit des moyennes:
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En utilisant aussi les hyp oth�eses Hyp.3 c), Hyp.2 et Hyp.1, on obtient la puissance active

moyenne �echang�ee:
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(3.51)

dans laquelle on p eut faire appara^�tre des mobilit�es �energ�etiques:
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(3.52)

on intro duit alors le facteur de connexion �

I

c

et on �ecrit
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soit
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c

� �
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e
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I

c

+ H

I I

c

(3.54)

La derni�ere expression est identique �a celle obtenue par la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques

(3.36), donc la nouvelle d�e�nition est e�cace p our un p oint de couplage.

3.3.4 Compl�ements

Remarques

1) On a bien exprim�e les quantit�es apr�es couplage uniquement en fonction de quantit�es

moyenn�ees avant couplage.

2) La pr�esentation ci-dessus est quelque p eu insatisfaisante, car on p ourrait p enser qu'on

d�e�nit les mobilit�es �energ�etiques d'une sous-structure en fonction de donn�ees appartenant

aux autres sous-structures qui lui seront attach�ees, un p eu comme les facteurs de p ertes

par couplage (CLF) de la SEA. Cep endant il faut remarquer que, contrairement aux CLF,

le couplage �a une troisi�eme structure n'a�ecte en rien les calculs pr�ec�edents: le pro c�ed�e

d�ecrit ci-dessus est r�ecursif et on ne fait pas d'hyp oth�eses de couplage faible.

De plus ce n'est que lors du couplage qu'on intro duit les facteurs de connexion qui lui cor-

resp ondent: en pratique il su�t de disp oser p our chaque sous-structure, avant couplage,

des H

me

p our tous les couples de p oints m et e et des < Re f Y

m

g > en tout p oint m

susceptible d'^etre coupl�e.

3) Des tests analytiques analogues ont �et�e e�ectu�es sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es

couplage p our d'autres p oints (entre p oints de couplage, entre p oints non coupl�es etc.).
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4) Pour deux p oints de couplage le m̂eme calcul analytique a �et�e men�e et les m̂emes fac-

teurs de connexion semblent convenir (cf. Annexe C.2), m̂eme en pr�esence de transferts

entre les p oints coupl�es.

5) Les v�eri�cations num�eriques du chap^�tre suivant montreront que la correction marche

bien aussi p our trois p oints de couplage.

6) Les m̂emes corrections s'appliquent aussi au couplage interne par mobilit�es �energ�etiques.

Ceci est tr�es imp ortant, car les couplages internes sont r�ecursifs, donc, en utilisant la re-

marque 2) du 2.4, on g�en�eralise la validit�e des facteurs de connexion p our N p oints de

couplage.

7) On app ellera la m�etho de d�e�nie pr�ec�edemment EMMA (Energetic Mean Mobility Ap-

proach), ou m�etho de des mobilit�es �energ�etiques.

Signi�cation physique des facteurs de connection

La correction app ort�ee par les facteurs de connection est prop ortionnelle �a la disparit�e des

sous-structures assembl�ees, exprim�ee par le rapp ort

<Re f Y

I

c

g >

<Re f Y

I I

c

g >

. Plus ce rapp ort s'�ecarte

de 1, plus une structure (la moins mobile au d�epart) est susceptible de blo quer l'autre et

de cr�eer un fort changement de sa mobilit�e �energ�etique au p oint de couplage.

Comme en �n de compte seules les mobilit�es H

ce

entre les p oints de couplage c et les p oints

excit�es e de la sous-structure la plus mobile au d�epart subissent une forte correction, ceci

signi�e bien que, apr�es couplage, l'e�et au p oint c de l'excitation au p oint e n'est plus le

m̂eme que celui sur le p oint c non coupl�e et que le changement est d'autant plus imp ortant

que la structure a �et�e blo qu�ee par l'autre.

Les sous-structures assembl�ees seront compar�ees et consid�er�ees plus ou moins "mobiles

�energ�etiquement", "semblables" ou "di��erentes", en �etudiant les rapp orts des moyennes

des parties r�eelles de leurs mobilit�es d'entr�ee aux di��erents p oints de couplage.

Le fait que la correction des quantit�es apr�es couplage s'exprime uniquement en fonction

des caract�eristiques des sous-structures aux p oints coupl�es, donc ind�ep endamment de la

p osition et de la nature de l'excitation, est indicatif de sa p ertinence et de sa robustesse.

3.3.5 Cas non couverts par la m�etho de

Couplage sym�etrique de structures identiques

II

m2

I c
m1

Lorsqu'on couple deux structures identiques, de fa�con sym�etrique, on a les relations par-

ticuli�eres suivantes (p our tous les p oints c):

Y

I

c

= Y

I I

c

(3.55)

donc on n'a plus le droit d'�ecrire l'hyp oth�ese Hyp.3 a)
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g Re f Y

I I

c

g > � < Re f Y
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g >< Re f Y

I I

c

g >
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(on fait une erreur d'autant plus forte que l'�ecart typ e de Re f Y

c

g est grand), ce qui

compromet d�ej�a les expressions des puissances �echang�ees.

De plus, p our deux p oints sym�etriques m1 et m2 on a, par r�ecipro cit�e,

Y

I

m 1 c

= Y

I I

cm 2

donc p our un p oint de couplage c, le calcul exact donne un "miel" en m1 d ^u �a une force

en m2 �egal �a
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ou encore
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ce "miel" < j

g

V

I

m 1
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2

> ne p eut plus s'appro cher par
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g
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(3.58)

ce qui serait �equivalent au r�esultat �energ�etique:
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I I
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en e�et on ne p eut plus �ecrire

< j Y

I I
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I I

cm 2

j

2

>< j Y

I

m 1 c
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2

>

car les quantit�es moyenn�ees sont �egales (et on fait encore une erreur d'autant plus forte

que l'�ecart typ e de j Y

I

m 1 c

j

2

est grand). La simulation num�erique du D.4.1 illustre ces deux

erreurs. Elle montre aussi que la tentative simpliste (sans le facteur de connexion �

I I

c

)

paradoxalement "marche mieux" p our ces deux cas.

Pour des plaques identiques le facteur de connexion est syst�ematiquement inf�erieur �a

1 et tend vers 0.5 en haute fr�equence: c'est bien l'�ecart qu'on retrouve entre le calcul

"appro ch�e" de l'EMMA et celui "simpliste". Pour le cas trait�e, avec un amortissement

� = 0 : 01, le rapp ort entre le calcul exact et celui de l'EMMA, p our les deux raisons in-

diqu�ees ci-dessus, se trouve ^etre aussi pro che 0.5. Le calcul simpliste, p our le cas trait�e

num�eriquement, co•�ncide tr�es bien (par hasard) avec le calcul exact. Pour des faibles

amortissements il va de toute fa�con dans le b on sens par rapp ort au calcul "appro ch�e"

de l'EMMA; avec un fort amortissement par exemple il risque de s'�ecarter aussi du calcul

exact, qui sera "b orn�e" par les deux calculs "appro ch�e" et "simpliste".

Tous ces cas sont cep endant plus th�eoriques que r�eels, car il est di�cile de mesurer des mo-

bilit�es �egales sur deux structures, donc d'avoir un couplage aussi parfaitement sym�etrique.

Vitesses avant couplage �egales ou opp os�ees

On a dit que les relations �energ�etiques de couplages sont exactes et c'est vrai. Cep endant

elles ne sont pas �equivalentes �a celles exactes sur les vitesses et sur les e�orts.

Le cas de deux structures ayant des vitesses opp os�ees avant couplage, aux p oints de

couplage, est un cas particulier p our lequel la pr�evision �energ�etique p eut ^etre mise �a mal.
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Pour deux structures, excit�ees par des sources de force, en e�et le "miel" apr�es couplage,

au p oint de couplage c, est exactement �egal �a
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> (3.60)
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ou encore
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(3.63)

Dans tous les cas le "miel" est inf�erieur �a celui avant couplage, car
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donc on retranche au num�erateur et on a joute au d�enominateur une m̂eme quantit�e p o-

sitive. Si les structures ont la m̂eme mobilit�e au p oint de couplage, alors le "miel" apr�es

couplage est nul.

La m�etho de �energ�etique quant �a elle donne
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Ce "miel" p eut ^etre sup�erieur ou inf�erieur �a celui avant couplage, suivant les mobilit�es

moyennes des structures au p oint de couplage. L'erreur en dB p eut ^etre tr�es imp ortante

(voire in�nie) p our ce cas de �gure.

Dans le cas o �u les vitesses avant couplage sont identiques sur les deux structures au p oint

de couplage, l'expression �energ�etique du "miel" apr�es couplage est inchang�ee (et il p eut

donc ^etre sup�erieur ou inf�erieur �a celui avant couplage), alors que le "miel" exact est

toujours �egal �a celui avant couplage. Dans ce cas cep endant l'erreur ne d�epasse pas 3 dB.
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3.4 Le concept de Source de Puissance Active Moyenne

3.4.1 Points non coupl�es excit�es et Typ es de source

On va voir �a pr�esent que l'utilisation de quantit�es moyenn�ees en fr�equence met en �evidence

une propri�et�e remarquable: les puissances actives moyennes inject�ees en des points e non

coupl�es, peuvent ^etre consid�er�ees comme inchang�ees apr�es couplage quel que soit le typ e

de source, d�es que le recouvrement mo dal est sup�erieur �a 1:
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et la mobilit�e d'entr�ee moyenne en e (non coupl�e) est �a p eu pr�es inchang�ee par le couplage

en un p oint c (di��erent de e): analytiquement, d'apr�es 2.18, on a en e�et
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et, comme < j Y
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g > (car p our le deuxi�eme terme

on moyenne des quantit�es qui oscillent autour de z�ero), on a bien
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On p eut �ecrire la m̂eme relation p our un couplage interne en un p oint, donc elle est

g�en�eralisable au couplage en N p oints c distincts (d'autant plus que les termes qu'on a

n�eglig�es ne jouent pas tous dans le m̂eme sens (ils sont tant^ot p ositifs, tant^ot n�egatifs).

Le couplage p onctuel a�ecte p eu la valeur moyenne de la mobilit�e en e, m̂eme p our un

recouvrement mo dal inf�erieur �a 1.

Sources de force

La relation 3.69 implique que les sources de force sont aussi des "sources de puis-

sance active moyenne" ; en e�et si la mobilit�e moyenne d'entr�ee ne change pas apr�es

coupage, on p eut �ecrire
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M̂eme si la variation de la vitesse au p oint excit�e est maximale, la puissance active

moyenne inject�ee est quasiment inchang�ee.

C'est ce qu'on v�eri�e dans les simulations num�eriques du chapitre suivant.

Sources de vitesse

De la m̂eme mani�ere P
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En "haute fr�equence", p our un recouvrement mo dal sup�erieur �a 1, les mobilit�es d'entr�ee

ont un �ecart typ e faible et de plus on a < Re

2
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ee

g > � < I m
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f Y

ee

g > ; donc on p eut

�ecrire
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Donc, l'imp�edance d'entr�ee moyenne ayant p eu chang�e,
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On p eut a�rmer que, en haute fr�equence, des sources de vitesse sont aussi des

"sources de puissance active moyenne" .

Autres sources

Les autres typ es d'excitation se situant entre les sources de force et celles de vitesse, on

d�eclare que, p our un couplage en N p oints distincts, en haute fr�equence "nous sommes

tous des sources de puissance active moyenne !" . Ceci p eut contribuer �a expliquer

p ourquoi la "SEA pr�edictive", qui utilise implicitement le fait que la puissance moyenne

totale inject�ee dans un sous-syst�eme est inchang�ee apr�es couplage, a le droit de le faire,

en haute fr�equence.

Pr�edictivit�e

Le corollaire le plus imp ortant ici est la pr�edictivit�e: on peut �ecrire les "miels" apr�es

couplage uniquement en fonction de ceux avant couplage aux futurs points de couplage

et en fonction de quantit�es des sous-structures isol�ees, avant couplage, moyenn�ees en

fr�equence :
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Fig. 3.2 - "Miels" avant couplage pour pr�evoir les "miels" apr�es couplage

3.4.2 Points de couplage excit�es et Typ es de source

En toute rigueur il faut mettre un b�emol �a l'enthousiasme pr�ec�edent au sujet des sources

de puissance active moyenne: comme on l'a pr�ecis�e, il faut que le p oint excit�e ne soit pas

un futur p oint de couplage.

En e�et, si l'on excite un futur p oint de couplage, les hyp oth�eses sur les sources devien-

nent tr�es imp ortantes: si l'on supp ose par exemple que la force ext�erieure n'a pas chang�e
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apr�es couplage (source de force), comme la vitesse au p oint de couplage sera elle forte-

ment chang�ee, la puissance active moyenne inject�ee au p oint de couplage ne p eut que

changer fortement. Il en est de m̂eme p our des sources de vitesse appliqu�ees aux p oints

de couplage, p our lesquelles les forces inject�ees varient fortement, ainsi que la puissance

active moyenne inject�ee.

Pour les deux cas extr^emes pr�ec�edents on p eut �evidemment trouver des expressions p our

les puissances actives moyennes inject�ees apr�es couplage, en fonction de celles avant cou-

plage, et utiliser la m�etho de �energ�etique de fa�con pr�edictive (par exemple p our un p oint

de couplage unique).
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(la puissance active moyenne inject�ee apr�es couplage est inf�erieure �a celle avant couplage).

2) Pour une source de vitesse en e=c sur S

I

on a

f
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ou encore
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c

H

I I

c

(3.75)

(la puissance active moyenne inject�ee apr�es couplage est donc sup�erieure �a celle avant

couplage).

3) Pour une source de puissances active moyenne on a bien quelque chose d'interm�ediaire

entre les deux typ es de source pr�ec�edents, donc elle devrait corresp ondre au mieux aux

autres typ es de source r�eelles.

Th�eoriquement p our toute autre source on retomb e dans l' impossibilit�e d'e�ectuer de

v�eritables pr�evisions , sur les vitesses ou les forces apr�es couplage, qui caract�erise les mo-

bilit�es classiques. La source de puissance active moyenne repr�esente cep endant le meilleur

compromis pr�edictif, m̂eme p our des excitations aux p oints de couplage par des sources

quelconques.
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3.5 Conclusions de l'�etude analytique

On a montr�e qu'il est p ossible de d�e�nir des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equence,

app el�ees mobilit�es �energ�etiques , qui relient la puissance active inject�ee lo calement aux ni-

veaux lo caux carr�es de vitesse ("miels") sur toute structure.

On a vu que ces quantit�es p ermettent de calculer les "miels" dus �a plusieurs excitations

simultan�ees, par une relation d' "additivit�e �energ�etique" utilisant les puissances actives par

bande fr�equentielle, inject�ees s�epar�ement, en des p oints distincts, sans r�ef�erence de phase

en commun.

On a montr�e qu'�a l'aide de ces quantit�es on p eut e�ectuer des pr�edictions �energ�etiques

locales sur les assemblages rigides en Nc p oints s�epar�es, uniquement �a partir des mobilit�es

�energ�etiques de connexion et des "miels" des sous-structures isol�ees, avant couplage.

On a en�n observ�e que p our des sources de force comme p our des sources de vitesse, la

puissance active inject�ee par bande de fr�equence dans un sous-syst�eme varie p eu lorsqu'on

couple celui-ci en Nc p oints, su�samment loin du p oint d'injection; on en a alors conclu

que les syst�emes excitateurs p euvent ^etre consid�er�es comme des "sources de puissance

active moyenne" et qu'on p eut vraiment pr�evoir les "miels" apr�es couplage �a partir de

ceux avant couplage.

On a utilis�e des hyp oth�eses simples sur les distributions en fr�equence des mobilit�es clas-

siques et des e�orts ext�erieurs appliqu�es, qui p euvent ^etre test�ees facilement lors des

mesures ou des calculs sur les sous-structures isol�ees.

Ces hyp oth�eses vont ^etre �etudi�ees num�eriquement et les limites de la m�etho de, li�ees �a

ces distributions en fr�equence (nombre de mo des dans la bande consid�er�ee, recouvrement

mo dal ...), vont ^etre mieux d�e�nies dans le chapitre suivant.

Des compl�ements analytiques ont �et�e rep ort�es �a l'Annexe C, ils concernent

- les couplages internes,

- l'�etude �energ�etique du couplage en deux p oints,

- l'�etude �energ�etique du couplage avec une masse p onctuelle,

- des expressions simpli��ees qui ne n�ecessitent pas d'inversion,

- le calcul des facteurs de p ertes par couplage p our des couplages p onctuels.
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Fig. 3.3 - Sch�ema R�ecapitulatif de l'Application de l'EMMA
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Organisation du chapitre

Dans ce chapitre on met en o euvre l'appro che par mobilit�es moyennes �energ�etiques (EMMA)

sur des cas de plaques minces homog�enes coupl�ees.

Nous allons d'ab ord traiter les erreurs de m�etho de sur une structure isol�ee. Nous allons en-

suite pr�esenter di��erents cas de couplage rigide de fa�con �a analyser des situations vari�ees.

Nous allons aussi tester l'inuence de certains param�etres globaux des structures (comme

l'amortissement et la densit�e mo dale), ou du calcul (comme le nombre de mo des dans les

bandes de fr�equence utilis�ees).

On se comparera toujours par rapp ort au calcul exact issu des mobilit�es classiques.

Analyse des erreurs de m�etho de

On p eut classer les erreurs en quatre group es:

- celles sur la d�e�nition des H

mn

(dues aux hyp oth�eses 1 et 2),

- celles sur l'hyp oth�ese de sources de puissance active moyenne,

- celles sur l'additivit�e �energ�etique (hyp oth�ese 3),

- celles sur les simpli�cations des relations de couplage (hyp oth�eses 4 et 5).

Les hyp oth�eses 1 �a 3 p ortent sur les excitations, alors que celles relatives au couplage ne

p ortent que sur les mobilit�es classiques des sous-syst�emes isol�es.

Nous soulignons le fait que les erreurs qu'on fait quand on veut reconstituer des mobilit�es

�energ�etiques sur l'assemblage, �a partir de celles des structures isol�ees, avant couplage, en-

glob ent les erreurs dues aux hyp oth�eses de la d�e�nition, celles sur les sources de puissance,

celles sur l'additivit�e �energ�etique et celles sur les relations de couplage.

Choix des structures �a �etudier

Les plaque minces rectangulaires appuy�ees aux quatre b ords, p ermettent des calculs assez

"exacts" (par sommation mo dale) et rapides sur un large sp ectre de fr�equences et elles

p ermettent aussi d'analyser des bandes de fr�equence qui contiennent b eaucoup de mo des,

(ce que n'auraient pas p ermis des p outres).

De plus elles ont une densit�e mo dale asymptotiquement constante en fr�equence, donc une
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analyse par bandes de largeur constante, p ermet d'avoir �a p eu pr�es le m̂eme nombre de

mo des par bande; seul le recouvrement mo dal augmente en fr�equence. Ceci simpli�e les

interpr�etations.

A�n d'�etendre la p ort�ee des analyses �a des structures moins "parfaites", on va aussi

consid�erer des plaques avec des discontinuit�es massiques concentr�ees, obtenues en assem-

blant en quelques p oints les plaques homog�enes pr�ec�edentes avec des masses ind�eformables

p onctuelles, par la m�etho de (exacte) des mobilit�es classiques. Ces plaques "h�et�erog�enes"

p euvent mettre �a mal certaines m�etho des comme l'Asymptotic Mo dal Analysis (qui ex-

ploite les propri�et�es des bases de sinus), surtout �a proximit�e des discontinuit�es.

Les applications exp�erimentales du chapitre suivant, sur des cylindres multicouche, mon-

treront que notre m�etho de n'est pas li�ee au choix d'une base fonctionnelle particuli�ere.

Mo d�ele choisi p our les plaques

Les plaques qu'on va �etudier, vibrent en exion pure et sont minces, homog�enes, rectan-

gulaires de dimensions ( L

x

� L

y

� h ), appuy�ees aux quatre b ords. Leurs mobilit�es resp ectives

sont obtenues par les expressions mo dales classiques: (voir les r�ef�erences de [33 ])

Y

me
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est la masse g�en�eralis�ee, et, p our le �eni�eme mo de, d'indices (p;q),
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la pulsation propre du mo de; E est le mo dule d'Young, � est le co e�cient de Poisson, �

est la masse volumique du mat�eriau et � est l'amortissement hyst�er�etique.

La plage de fr�equences va de 100 �a 5000 Hz, le calcul est e�ectu�e avec les mo des contenus

dans un "rectangle" mo dal de c^ot�es dix fois plus grands que ceux du rectangle des mo des

r�esonnants; une erreur inf�erieure �a 5% est tol�er�ee sur les parties r�eelles ou imaginaires des

mobilit�es classiques.

4.1 Erreurs de m�etho de sur une Structure isol�ee

On consid�ere une plaque mince rectangulaire appuy�ee aux quatre b ords, ayant environ

44 mo des dans chacune des bandes de 200 Hz utilis�ees (ses caract�eristiques sont donn�ees

dans l'Annexe D.1).

4.1.1 Erreurs de d�e�nition

Comme annonc�e au 3.2.1 on va �etudier ici, sur une plaque, dans quelle mesure les mobilit�es

�energ�etiques, d�e�nies par

< j Y

me

j

2

>

<Re f Y

e

g >

, (3.11), p euvent repr�esenter le rapp ort

< j V

m

j

2

>

<Re f F

e

V

�

e

g >

entre

le "miel" et la puissance active moyenne inject�ee (3.14).

Choix de l'excitation

Pour des forces de sp ectres constants sur la bande de fr�equences, les deux quantit�es

pr�ec�edentes sont �egales, l'erreur est nulle.

A�n d'illustrer proprement la propri�et�e utilis�ee (cf.A.15) on va consid�erer le cas (purement

num�erique) d'une force al�eatoire, de mo dule compris entre 0 et 1 [N] et de phase variant

de � 2 � �a +2 � [rad]. Cette force est donc statistiquement ind�ep endante de toute mobilit�e,
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m

e1

e2

e3

Fig. 4.1 - Plaque simplement appuy�ee aux quatre bords

d'entr�ee et de transfert.

Comme on veut montrer que la d�e�nition repr�esente le rapp ort "miel"/puissance ind�ep endamment

du typ e d'excitation utilis�e, on va aussi consid�erer une force due �a un couplage avec un

syst�eme excitateur b eaucoup moins mobile que la structure, ayant une vitesse unitaire

sur toute la bande; cette force est appro ch�ee par: F

e

=

1

Y ee

.

Ce cas particulier est tr�es d�efavorable: p our m = e la force est corr�el�ee en fr�equence �a la

mobilit�e d'entr�ee, voire �a certaines mobilit�es de transfert en basse fr�equence.

Voir dans l'Annexe D.1 l'allure des forces utilis�ees et les commentaires ult�erieurs.

Mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee

Pour une excitation en e1 on compare les expressions 3.11 et 3.14, p our les amortissements

� = 0 : 01 et � = 0 : 1.

Sur les Figures 4.2 et 4.3 on constate que l'erreur de d�e�nition est tr�es faible p our une

force d�ecorr�el�ee de la mobilit�e d'entr�ee (Force al�eatoire).

Pour F

e

= 1 = Y e , l'erreur est quasi nulle en haute fr�equence, mais p eut devenir imp ortante

(facteur quatre) en basse fr�equence.

Pour des bandes de largeur constante, l'erreur d�ecro^�t globalement en montant en fr�equence

et aussi quand on augmente l'amortissement; elle est donc d'autant plus faible que le re-

couvrement mo dal est fort et qu'il lisse la force excitatrice, qui se rappro che d'un sp ectre

constant.

Dans l'Annexe D.1 on donne quelques explications �a ce sujet.

Mobilit�es �energ�etiques de transfert

Sur les Figures 4.4 et 4.5 on compare les expressions 3.11 et 3.14 entre le p oint m et le

p oint e1, resp ectivement p our un amortissement � = 0 : 01 et � = 0 : 1.

Les erreurs de d�e�nition sont faibles en transfert; elles ne diminuent pas lorsque le recou-

vrement mo dal augmente (en montant en fr�equence, ou lorsqu'on augmente l'amortisse-

ment). Elles uctuent d'une bande �a l'autre, de fa�con irr�eguli�ere et ne sont pas les m̂emes

p our les deux typ es d'excitation test�es.
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Fig. 4.2 - Mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee en e1 pour � = 0 : 01
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Fig. 4.3 - Mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee en e1 pour � = 0 : 1
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Conclusions sur les erreurs de d�e�nition

Les erreurs de d�e�nition sont li�ees au typ e d'excitation et varient donc d'une bande �a

l'autre de fa�con irr�eguli�ere et "impr�evisible" �a partir des seules mobilit�es (li�ees unique-

ment �a la structure).

Sur les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee les erreurs p euvent ^etre imp ortantes en basse

fr�equence, mais diminuent asymptotiquement vers z�ero lorsque le recouvrement mo dal

augmente (ici elles sont inf�erieures �a 3 dB si le recouvrement mo dal est sup�erieur �a 1, �a

partir de la troisi�eme bande).

Sur les transferts les erreurs sont plus faibles qu'en entr�ee, mais ne diminuent pas lorsque

le recouvrement mo dal augmente.

D'apr�es d'autres simulations analogues, toutes les erreurs diminuent asymptotiquement

vers z�ero lorsque le nombre de mo des dans la bande consid�er�ee (ou le nombre d'oscilla-

tions de la partie imaginaire des mobilit�es) augmente, ce qui s'obtient en augmentant la

largeur des bandes d'analyse).

La d�ep endance de l'erreur de d�e�nition du terme < Re f Y

ee

g > se traduit par la d�ep endance
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Fig. 4.4 - Transfert m-e1 pour � = 0 : 01
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Fig. 4.5 - Transfert m-e1 pour � = 0 : 1
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de l'amortissement (car le niveau moyen de la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee d'une

structure augmente avec l'amortissement) et de la densit�e mo dale. Cette d�ep endance

th�eorique est tr�es visible en entr�ee, mais elle est moins nette sur les transferts.

Une �etude plus approfondie de l'erreur de d�e�nition semblerait ici n�ecessaire, mais on va

voir que cette erreur n'est pas l'erreur principale dans la m�etho de prop os�ee.
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4.1.2 Erreurs sur les sources de puissance en multi-excitati on

Il s'agit ici de voir dans quelle mesure la puissance active inject�ee en un p oint, par bande

de fr�equence, ne change pas lorsqu'on excite simultan�ement la structure en d'autres p oints

(cf. 3.4). On trouvera des compl�ements au E.1.1 et au D.3.

Sur une structure isol�ee, on consid�ere trois excitations simultan�ees, p our di��erents typ es

de source et p our deux amortissements di��erents (�gures 4.6 et 4.7).

Trois typ es d'excitation sont envisag�es, en chaque p oint e:

- F

e

=

1

Y ee

, inchang�ee en pr�esence d'autres forces ("sources de force")

- V

e

= 1 en pr�esence d'autres forces ("sources de vitesse" unitaire)

- F

e

al�eatoire, inchang�ee en pr�esence d'autres forces.

Globalement on constate que l'hyp oth�ese de source de puissance active moyenne est
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Fig. 4.7 - Comparaison des P
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robuste par rapp ort aux variations intro duites par l`excitation simultan�ee de la structure

par d'autres sources. Sa robustesse augmente avec le recouvrement mo dal.
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4.1.3

�

Etude des erreurs d'additivit�e

On compare ici le "miel" < j V

m

j

2

> , issu d'un calcul exact de la vitesse obtenue en excitant

la plaque en trois p oints simultan�eement, avec le "miel" obtenu par addition �energ�etique

des contributions des puissances actives moyennes (inject�ees "une �a la fois").

On consid�ere les m̂emes excitations que pr�ec�edemment:

- des sources de force avec F

e

=

1

Y ee

- des sources de vitesse unitaire

- des sources de force avec F

e

al�eatoire.

Calcul uniquement en transfert

Sur les Figures 4.9 on compare les expressions au p oint m, non excit�e directement, p our

les deux amortissements 0.01 et 0.1 et p our trois typ es d'excitation.
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|{ calcul exact - - - r�esultat additivit�e
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|{ calcul exact - - - r�esultat additivit�e.

Analyse des r�esultats

Ici il n'y a que des contributions de transfert.

L'erreur est faible en basse fr�equence, puis p eut devenir grande (elle est donc ind�ep endante

du recouvrement mo dal, qui lui augmente en fr�equence).

Les sources de force ou de vitesse donnent des erreurs semblables, alors que les sources

al�eatoires (p our lesquelles les forces sont d�ecorr�el�ees entre elles et oscillent fortement

autour de z�ero) donnent des erreurs b eaucoup plus faibles. Di��erente suivant le typ e d'ex-

citation employ�ee, l'erreur est donc impr�evisible avec les seules donn�ees de la structure.

On constate que p our la plaque la plus amortie, (p our le m̂eme nombre de mo des), les

erreurs sont plus imp ortantes, mais elles sont tout aussi irr�eguli�eres et ce ne sont pas les

m̂emes bandes qui sont a�ect�ees (l'augmentation de l'erreur n'est pas syst�ematique p our

chaque bande).

Si l'on consid�ere des bandes plus larges (400 Hz) l'erreur maximale d�ecro^�t �a environ 3

dB (cf. Figure 4.10).

Interpr�etation

Le seul param�etre qui explique les r�esultats pr�ec�edents est le comp ortement du pro duit

crois�e dans 3.22, qui doit uctuer su�samment autour de z�ero avec la fr�equence p our

que le cumul de ces termes dans la bande soit faible. Cette uctuation p eut ^etre due aux

forces (corr�el�ees ou non) ou aux mobilit�es de transfert (donc �a l'�eloignement des p oints).

Ce param�etre est assez impr�evisible si on ne fait pas le calcul exact.

En e�et le nombre d'oscillations des parties r�eelles ou imaginaires de chaque mobilit�e de

transfert, que l'on a rep ort�e en annexe (D.1), ne p eut que donner une indication, p eu

�able, sur le nombre d'oscillations du pro duit complexe de deux mobilit�es di��erentes.

C'est le co eur du probl�eme de l'additivit�e �energ�etique.

Sur la plaque la plus amortie il y a moins d'oscillations des mobilit�es, p our les m̂emes

bandes de fr�equence, et l'erreur globalement augmente: il faut choisir la largeur des bandes

d'analyse par rapp ort au nombre d'oscillations des mobilit�es dans ces bandes (il faut avoir

au moins une oscillation par bande).

Autres remarques imp ortantes

1) Le pro duit des forces intervient aussi dans les pro duits crois�es de 3.22, donc les forces
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al�eatoires, qui rendent ces pro duits oscillants autour de z�ero, donnent des r�esultats bien

meilleurs.

2) Pour les trois typ es de sources l'hyp oth�ese Hyp.3 est assez v�eri��ee (voir l'erreur de

d�e�nition sur les mobilit�es de transfert).

3) Les erreurs de d�e�nition sur les mobilit�es �energ�etiques de transfert sont faibles (cf.

�gures 4.4 et 4.5) ainsi que les di��erences sur les puissances isol�ees ou inject�ees simul-

tan�ement (cf. �gures 4.6 et 4.7), donc elles ne p euvent pas expliquer les fortes erreurs

observ�ees p our l'additivit�e �energ�etique.

Pour en ^etre s ^urs on a pass�e les m̂emes calculs d'additivit�e:

< j V

m

j

2

> �

P

H

me

P

e

,

- avec les puissances exactes simultan�ees < Re f F

e

V

�

e

g > (au lieu des P

e

, inject�ees "une �a

la fois"), ou

- avec les rapp orts

< j V

m

j

2

>

<Re f F

e

V

�

e

g >

au lieu des mobilit�es �energ�etiques H

me

.

C'est �a dire, qu'on a utilis�e des "ingr�edients" plus exacts: les r�esultats obtenus n'�etaient

pas meilleurs que les pr�ec�edents.

Entr�ee plus transfert

Sur les Figures 4.11 et 4.12 on compare les expressions au p oint e1, excit�e aussi directe-

ment.

La contribution de l'excitation au p oint e1 devient pr�ep ond�erante lorsque le recouvrement

mo dal augmente; on va donc retrouver essentiellement l'erreur de d�e�nition de la mobilit�e

�energ�etique au p oint d'entr�ee, qui diminue en augmentant l'amortissement (c'est transpa-

rent dans le cas de la source de vitesse).

�

A cette erreur de d�e�nition se sup erp osent (c'est

bien visible p our les sources de force) des uctuations plus p etites ("impr�evisibles"), qui

diminuent si l'amortissement augmente, mais sont ind�ep endantes du recouvrement mo dal

(elles ne diminuent pas en fr�equence).

Ces uctuations ont donc les m̂emes caract�eristiques que les erreurs de d�e�nition sur les

mobilit�es de transfert. Elles sont donc dues aux transferts, qui sont ici du deuxi�eme ordre

par rapp ort �a la contribution de l'excitation directe (en entr�ee).

Conclusions sur les erreurs d'additivit�e

Les erreurs sur l'additivit�e �energ�etique p euvent ^etre imp ortantes, surtout p our les calculs

en des p oints non directement excit�es ("transfert pur").

Un amortissement plus fort, p our les m̂emes bandes, augmente les erreurs d'additivit�e en

transfert (sauf p our nos excitations al�eatoires, qui sont les m̂emes p our tous les amortis-

sements).

Les erreurs sur les "miels" aux p oints excit�es sont comparables (et sont dues) aux erreurs

de d�e�nition des mobilit�es �energ�etiques et aux erreurs sur la puissance active moyenne

inject�ee en ces p oints.

Des excitations par des sources de force, al�eatoires, d'ecorr�el�ees entre elles en fr�equence,

donnent des erreurs b eaucoup plus faibles (les erreurs qui restent sont celles sur les puis-

sances et celles de d�e�nition).

Tous ces r�esultats sont conformes aux remarques th�eoriques du 3.2.3.

En g�en�eral les erreurs diminuent si le nombre d'oscillations du pro duit crois�e des mobilit�es

de transfert et des di��erentes forces dans la bande de fr�equence augmente. Ce param�etre

est impr�evisible si l'on ne fait pas le calcul exact. On prop ose donc d'utiliser le nombre

moyen d'oscillations des mobilit�es de transfert, (ici p our une moyenne d'au moins 2 oscil-
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|- calcul exact - - - r�esultat additivit�e
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|- calcul exact - - - r�esultat additivit�e

lations par bande on a obtenu des erreurs inf�erieures �a 3 dB).

Remarque

Les fortes erreurs d'additivit�e montr�ees ici p our des plaques amorties ne se retrouveront

pas dans les exemples suivants, car on utilisera par la suite des plaques p eu amorties (avec

� = 0 : 01). Une alternative serait de consid�erer des bandes d'analyse plus larges, avec les

plaques amorties, mais, comme le nombre d'oscillations est alors tr�es faible sur toutes les

bandes, il est plus di�cile de d�egager des tendances claires.
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4.2 Erreurs de m�etho de sur les assemblages

Globalement on s'attend �a retrouver dans le calcul d'assemblages les m̂emes erreurs de

m�etho de que sur une structure isol�ee, car les conditions de couplage n'intro duisent pas

d'erreur suppl�ementaire.

Cep endant il est int�eressant de voir si le fait d'utiliser les contributions des puissances

�echang�ees (corr�el�ees entre elles) intro duit des erreurs suppl�ementaires dans l'additivit�e

�energ�etique, ou si le fait d'utiliser les facteurs de connexion, su�t �a prendre en compte

les interactions entre les puissances �echang�ees et les puissances ext�erieures.

4.2.1 Pr�esentation des structures

On simule d'ab ord l'assemblage de deux plaques de mobilit�e�es tr�es di��erentes: une plaque

mince, d�e�nie au D.4, coupl�ee rigidement en trois p oints avec une plaque plus p etite et

quatre fois plus �epaisse.

Sur la �gure 4.13 on p eut visualiser la di��erence sur les parties r�eelles des mobilit�es
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Fig. 4.13 - Mobilit�es classiques et �energ�etiques des deux plaques di��erentes

|{ plaque mince - - - plaque �epaisse

classiques et sur les mobilit�es �energ�etiques des deux plaques.
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Pour la deuxi�eme plaque, p our les bandes de 200 Hz, on a rapp ort�e dans le tableau

suivant les valeurs de Densit�e mo dale e�ective, Recouvrement mo dal, Nombre de mo des

dans la bande, Longueur d'onde [m], Nombre d'Oscillations de la partie imaginaire de Y

12

(indicatif ):

Finf.[Hz] Fsup Fcentr mo des/Hz Rec.mo d. Nb.Mo des � [ m ] Nb.Osc.

100.0 300.0 200.0 .040 .084 8 .447 8

300.0 500.0 400.0 .040 .160 8 .316 10

500.0 700.0 600.0 .045 .266 9 .258 5

700.0 900.0 800.0 .045 .356 9 .223 9

900.0 1100.0 1000.0 .045 .449 9 .200 2

1100.0 1300.0 1200.0 .040 .472 8 .182 5

1300.0 1500.0 1400.0 .050 .685 10 .169 2

1500.0 1700.0 1600.0 .050 .795 10 .158 4

1700.0 1900.0 1800.0 .045 .803 9 .149 4

1900.0 2100.0 2000.0 .055 1.109 11 .141 3

2100.0 2300.0 2200.0 .050 1.109 10 .135 4

2300.0 2500.0 2400.0 .040 .977 8 .129 3

2500.0 2700.0 2600.0 .045 1.162 9 .124 1

2700.0 2900.0 2800.0 .045 1.261 9 .119 3

2900.0 3100.0 3000.0 .055 1.654 11 .115 2

3100.0 3300.0 3200.0 .045 1.442 9 .112 0

3300.0 3500.0 3400.0 .045 1.540 9 .108 3

3500.0 3700.0 3600.0 .045 1.616 9 .105 4

3700.0 3900.0 3800.0 .050 1.893 10 .102 3

3900.0 4100.0 4000.0 .055 2.217 11 .100 1

4100.0 4300.0 4200.0 .045 1.891 9 .097 2

4300.0 4500.0 4400.0 .045 1.994 9 .095 2

4500.0 4700.0 4600.0 .045 2.071 9 .093 0

4700.0 4900.0 4800.0 .050 2.398 10 .091 3

4.2.2 Analyse des r�esultats

Reconstitution des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage

Pour �etudier l'erreur de couplage, ind�ep endamment de l'excitation, on compare ici les

mobilit�es �energ�etiques de l'assemblage, apr�es couplage:

- celles "exactes" , d�e�nies par 3.11, obtenues �a partir des mobilit�es classiques (exactes)

apr�es couplage

- celles "simplistes" (obtenues par la tentative du 3.3.1, sans facteurs de connexion)

- celles "approch�ees" , obtenues par la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques (EMMA), avec

facteurs de connexion, cf. 3.3.3.

Les deux derniers calculs sont e�ectu�es �a partir des mobilit�es �energ�etiques des plaques

isol�ees, avant couplage, obtenues par la d�e�nition 3.11.

N.B. Pour les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee H

mm

et de transfert H

mn

, entre points non

coupl�es, on prendra directement cel les avant couplage , sans autres calculs, car on a v�eri��e

(cf.D.4.1) qu'elles changent p eu lors du couplage.

Des compl�ements aux r�esultats se trouvent dans l'annexe D.2.

Sur la Figure 4.14 on visualise quelques transferts, p our des bandes de fr�equence de largeur
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200 Hz.

Globalement on constate que EMMA est int�eressante dans tous les transferts trait�es.
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Fig. 4.14 - Assemblage de plaques di��erentes: mobilit�es �energ�etiques de transfert

|{ calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste

La tentative Simpliste est inadapt�ee lorsqu'on veut calculer le mouvement du syst�eme le

moins mobile, (ou d'un p oint de couplage) alors qu'on excite le syst�eme le plus mobile

(par exemple les mobilit�es H m2m1 et H cm1 seront tr�es mal calcul�ees); elle reste valable

dans les autres transferts.

Reconstitution des puissances �echang�ees

Il est aussi int�eressant de savoir si, �a partir des puissances inject�ees avant couplage, on

est en mesure de pr�evoir correctement les puissances actives moyennes �echang�ees.

Pour deux p oints excit�es P4 et P5 de la plaque la plus mobile, on compare les r�esultats

du calcul exact et EMMA, p our les trois p oints c coupl�es sur la Figure 4.15 (p our plus de

d�etails voir aussi la Figure D.6).

On constate que le calcul EMMA des puissances �echang�ees est globalement correct, sauf

sur quelques bandes isol�ees, et qu'il p ermet d'obtenir une valeur moyenne sur le sp ectre.

Il ne s'am�eliore pas lorsque la fr�equence augmente. Il ne p ermet pas ici de pr�evoir avec

pr�ecision les uctuations de la puissance �echang�ee sur les di��erentes bandes de fr�equence

et p eut pr�esenter de tr�es fortes erreurs.

Reconstitution des "miels" apr�es couplage

Apr�es les r�esultats sur les puissances �echang�ees, on p ourrait s'attendre �a des fortes erreurs

aussi p our les "miels" (donc p our les �energies)... Il n'en est rien !

On va voir que la EMMA p ermet de bien pr�evoir les "miels" < j V j

2

> = 2 apr�es couplage

en fonction des puissances actives moyennes inject�ees avant couplage et des mobilit�es

�energ�etiques des deux plaques isol�ees.

Sur la Figure 4.16 on visualise la comparaison p our un p oint coupl�e (P1), p our un p oint

non coupl�e de la plaque plus mobile (P4) et p our un p oint non coupl�e de la plaque moins

mobile (P7).
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Fig. 4.15 - Puissances actives �echang�ees |{ calcul exact - - - EMMA
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Fig. 4.17 - Assemblage de plaques di��erentes, � = 0 : 01 .

|{ calcul exact - - - calcul EMMA
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L'erreur sur les "miels" est comparable �a celle sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es cou-

plage (cf. 4.2.2).

En�n la somme (donc la moyenne) des "miels" apr�es couplage (Figure4.17) est meilleure

que chaque "miel" pris s�epar�ement, car leurs erreurs n'interviennent pas sur les m̂emes

bandes; l'erreur oscille, mais ne diminue pas en montant en fr�equence (cf.aussi la Fi-

gure D.8b). Globalement elle suit assez bien le nombre moyen d'oscillations des parties

imaginaires des mobilit�es (elle reste inf�erieure �a 3 dB lorsque ce nombre moyen d'oscilla-

tions est sup�erieur �a 2 ou 3).

Les "miels" < j V j

2

> = 2, sont bien reconstitu�es m̂eme aux p oints de couplage, lorsque les

puissances �echang�ees sont mauvaises.

Sur le syst�eme excit�e ceci n'a rien d'extraordinaire, car les contributions des puissances

ext�erieures sont pr�ep ond�erantes par rapp ort �a celles des puissances �echang�ees, mais sur

le syst�eme r�ecepteur (qui de plus, ici, est le moins mobile), ce sont uniquement les contri-

butions des "mauvaises" puissances �echang�ees sur certaines bandes qui ont p ermis de

reconstituer des "miels" tout �a fait satisfaisants.

Cela signi�e que:

- la puissance �echang�ee totale obtenue doit ^etre assez b onne, (la �gure 4.17 b) le con�rme)

- les puissances �echang�ees obtenues sont celles compatibles avec les mobilit�es �energ�etiques

de transfert et d'entr�ee aux p oints de couplage et contiennent donc l'information �energ�etique

lo cale souhait�ee.

�

Etude des Puissances actives inject�ees

Sur la structure isol�ee, on a d�ej�a vu au 4.1.2, que des sources appliqu�ees seules ou simul-

tan�ement fournissaient �a p eu pr�es la m̂eme puissance active par bande de fr�equence. On

va voir maintenant que, m̂eme apr�es des couplages en des points di��erents de celui excit�e,

la puissance active inject�ee moyenne (par bande) ne change pas sensiblement .

Dans le cas de l'assemblage de deux plaques di��erentes le couplage intro duit un fort

changement sur la structure qui �etait la plus mobile avant couplage (ici la plaque la plus

mince), c'est donc un cas d�efavorable.

Pour analyser les changements de la puissance active moyenne inject�ee il su�t de com-

parer les parties r�eelles moyennes des mobilit�es classiques d'entr�ee aux p oints d'injection,

avant et apr�es couplage (cf. Figure 4.18a); la variation obtenue sera prop ortionnelle �a

celle obtenue sur les puissances actives moyennes inject�ees par des sources de force (cf.

Figure 4.18b).

On constate que la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee, moyenn�ee sur une bande de

fr�equence, varie p eu apr�es couplage et que cette variation repr�esente bien celle de la puis-

sance active moyenne inject�ee par une source de force unitaire. L'hyp oth�ese de "Sources

de Puissance Active Moyenne" est donc v�eri��ee ici p our des sources de force.

4.2.3 Conclusions p our le couplage de structures homog�enes

On a con�rm�e par des simulations num�eriques que, p our des assemblages de struc-

tures qui ont des mobilit�es d'entr�ee tr�es di��erentes aux p oints de couplage,

les facteurs de connexion de la EMMA sont n�ecessaires .

Le calcul �energ�etique "Simpliste" pr�esente de fortes erreurs lorsqu'on excite des p oints non

coupl�es du syst�eme le plus mobile et on calcule les transferts sur des p oints de couplage

(dont la mobilit�e a baiss�e apr�es couplage) ou sur des p oints du syst�eme le moins mobile.
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Fig. 4.18 - Variation de la Puissance active moyenne inject�ee au point P4

|{ avant couplage - - - apr�es couplage

Les puissances �echang�ees sont assez bien reconstitu�ees globalement, en augmentant la lar-

geur des bandes (donc en augmentant le nombre de mo des par bande), elles ne s'am�eliorent

pas en montant en fr�equence (donc en augmentant le recouvrement mo dal).

Les Puissances Actives Moyennes inject�ees par des sources de force changent tr�es p eu

apr�es couplage.

Les "miels" < j V j

2

> = 2, donc les densit�es d'�energie cin�etique moyennes, sont bien re-

constitu�es sur presque toutes les bandes.

Le calcul EMMA donne des r�esultats tr�es satisfaisants, p our un nombre moyen d'oscilla-

tions des parties imaginaires des mobilit�es sup�erieur �a 5.

Dans l'annexe D.2.1 on voit que l'erreur devient inf�erieure �a 3 dB lorsqu'il y a plus de

deux ou trois oscillations par bande. Sans oscillations dans les bandes de fr�equence, l'er-

reur p eut devenir �enorme (erreurs de signe sur les puissances �echang�ees).

En�n l'�etude des erreurs sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage p ermet d'estimer

les erreurs sur les "miels" apr�es couplage, ind�ep endamment de l'excitation.



4.3.

�

ETUDE DE QUELQUES PARAM

�

ETRES 69

4.3

�

Etude de quelques param�etres

A�n de mieux comprendre quels param�etres inuencent le plus les di��erentes erreurs, on

a fait varier l'amortissement des plaques, leurs dimensions (densit�e mo dale) et la largeur

des bandes de fr�equences.

4.3.1

�

Etude d'un assemblage plus amorti

On a vu que en augmentant l'amortissement hyst�er�etique des plaques pr�ec�edemment

d�ecrites, coupl�ees et calcul�ees aux m̂emes p oints, donc en conservant les m̂emes densit�es

mo dales, l'erreur de d�e�nition sur les mobilit�es �energ�etiques diminuait (cf.4.1.1) et l'erreur

sur l'additivit�e augmentait (cf.4.1.3). Qu'en est-il de l'erreur sur les puissances �echang�ees ?

Pour voir cela on a refait les m̂emes calculs que pr�ec�edemment, avec � = 0 : 1 p our les deux

plaques homog�enes di��erentes, coupl�ees aux trois m̂emes p oints, p our des bandes de 200

Hz (et par bandes de tiers d'o ctave, dans l'annexe D.2.2).

Sur la �gure 4.19 on p eut visualiser les mobilit�es des deux plaques.

La puissance active totale �echang�ee (Figure 4.21a) est toujours mieux reconstitu�ee que
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Fig. 4.19 - Mobilit�es classiques et �energ�etiques: |{ plaque mince - - - plaque �epaisse

celles relatives �a chaque p oint de couplage (Figure 4.20).

Toutes les puissances sont aussi bien reconstitu�ees que celles des plaques p eu amorties

(Figures 4.15 et 4.17b) et ne s'am�eliorent pas en montant en fr�equence.

L'hyp oth�ese de source de puissance active moyenne ici est encore mieux v�eri��ee (Fi-

gure 4.21b).

Les "miels" apr�es couplage ne sont pas mieux reconstitu�es, que ceux des plaques p eu amor-

ties, sauf au p oint P4 qui est directement excit�e. En e�et, �a distance �egale entre le p oint

excit�e et les p oints coupl�es, l'amortissement plus fort fait baisser le niveau des mobilit�es

�energ�etiques de transfert, donc r�eduit aussi les contributions des puissances �echang�ees aux

p oints coupl�es sur le "miel" au p oint excit�e.

Sur la plaque �epaisse (le r�ecepteur), le nombre d'oscillations des I m f Y

mn

g s'annule sur

certaines bandes et l'erreur p eut devenir tr�es grande (facteur six, au p oint P7, Figure 4.22

c).
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Fig. 4.20 - Reconstitution de la puissance active moyenne �echang�ee, � = 0 : 1

|{ calcul exact - - - calcul EMMA
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Fig. 4.21 - Assemblage de structures di��erentes, � = 0 : 1
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4.3.2

�

Etude du recouvrement mo dal et de la densit�e mo dale

R^ole du recouvrement mo dal

En augmentant l'amortissement, sur les m̂emes bandes de fr�equence le recouvrement mo-

dal augmente aussi, l'erreur sur les puissances �echang�ees et celle sur les "miels" apr�es

couplage ne diminuent pas, conformement aux r�esultats de l'additivit�e �energ�etique.

De m̂eme, p our un amortissement donn�e, p our des largeurs de bande constantes, en

montant en fr�equence le recouvrement mo dal augmente, mais l'erreur sur les puissances

�echang�ees moyennes et celle sur les "miels" ne d�ecroissent pas.

Ceci indique que l'erreur sur les puissances �echang�ees ainsi que celle sur les "miels" ne

d�ep end pas d'un seul param�etre simple.

Nombre de mo des et nombre d'oscillations

Pour des plaques, la densit�e mo dale est constante en fr�equence, donc le nombre de mo des

par bande est bien un param�etre qui augmente p our des bandes logarithmiques et qui

reste constant p our des bandes de largeur constante.

Pour analyser un cas avec une plus faible densit�e mo dale, (et un plus faible nombre de

mo des ou d'oscillations des mobilit�es par bande) on a pass�e le cas d'un assemblage de

deux plaques plus p etites (voir l'annexe D.3).

Globalement, p our les m̂emes bandes, les r�esultats sont moins b ons.

Pour les tiers d'o ctave, le fait de monter en fr�equence, am�eliore la qualit�e des r�esultats:

seules les quatre bandes plus larges que 400 Hz donnent des erreurs maximales autour

de 3 dB p our les "miels" apr�es couplage; elles contiennent alors au moins 2 mo des et la

partie imaginaire des mobilit�es oscille environ 3 fois autour de z�ero.

Pour les bandes constantes l'erreur ne diminue pas sensiblement en montant en fr�equence.

Dans toutes les bandes de 200 Hz on a moins de 3 mo des et de 0 �a 2 oscillations de la

partie imaginaire des mobilit�es: on constate que l'erreur p eut atteindre 10 dB. Pour des

bandes de 800 Hz l'erreur est inf�erieure �a 3 dB: le nombre de mo des va de 3 �a 5 et celui

des oscillations va de 1 �a 7.

Largeur des bandes de fr�equence

Pour les grandes plaques, dans les premi�eres bandes de 200 Hz, l'erreur sur les "miels"

n'atteint plus les grandes valeurs des premi�eres bandes de tiers d'o ctave (qui �etaient moins

larges).

De plus le fait que la EMMA donne des "miels" tant^ot plus grands, tant^ot plus p etits

que ceux exacts, suivant la bande consid�er�ee, laisse p enser que si l'on �elargit les bandes

d'analyse, sur la m̂eme plage de fr�equences, les r�esultats deviennent meilleurs. On l'a

v�eri��e en prenant des bandes de 400 Hz (comparer Figures 4.16 et 4.23): l'erreur sur les

"miels" diminue (inf�erieure �a 2 ou 3 dB).

En r�esum�e, si on augmente la densit�e mo dale, les r�esultats s'am�eliorent globalement. De

m̂eme si on augmente la largeur des bandes.

Ceci semble indiquer que l'erreur maximale sur le calcul des "miels" apr�es couplage d�ep end

globalement du nombre de mo des par bande (ou du nombre d'oscillations des mobilit�es).

Trois constatations viennent cep endant nuancer cette conclusion.
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Fig. 4.23 - Reconstitution des "miels", � = 0 : 01

|{ calcul exact - - - calcul EMMA

Pour les bandes de tiers d'o ctave (voir annexe D.2) l'erreur sur les "miels" ne diminue

pas b eaucoup en montant en fr�equence, alors que la largeur des bandes et le nombre de

mo des par bande augmentent.

Pour des bandes constantes l'erreur varie d'une bande �a l'autre (ainsi que le nombre d'os-

cillations des mobilit�es), alors que le nombre de mo des est le m̂eme.

En augmentant l'amortissement, avec le m̂eme nombre de mo des par bande, l'erreur maxi-

male augmente.

Ceci induit �a conclure que le nombre de mo des par bande n'est pas su�sant p our d�ecrire

l'�evolution de l'erreur.

On a vu avec l'additivit�e �energ�etique que la valeur de l'erreur d�ep end du choix des sources

et que les sources de force et celles de vitesses (toute deux d�efavorables) donnaient des

erreurs maximales comparables.

C'est p our cette raison qu'on p eut consid�erer les �etudes pr�ec�edentes, e�ectu�ees avec des

sources de force, comme repr�esentatives d'une erreur maximale, p essimiste mais p ossible.

Le fait que l'erreur sur les "miels" et celle sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es cou-

plage soient comparables, indique par ailleurs que cette erreur d�ep end faiblement du

typ e de source utilis�e (m̂eme si elle va fortement diminuer p our des sources al�eatoires et

ind�ep endantes).

En�n on remarquera que l'erreur n'�evolue pas de la m̂eme fa�con suivant le p oint de cal-

cul, les p oints coupl�es et les p oints excit�es qu'on consid�ere: l'erreur est lo cale et li�ee aux

di��erents transferts.

Dans l'annexe E.3 on donne des pistes p our un indicateur d'erreur.
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4.4 Conclusions p our l'�etude num�erique des erreurs

Par des simulations num�eriques sur des assemblages de plaques homog�enes, qui p ermet-

tent d'�etudier facilement des syst�emes �a faible ou forte densit�e mo dale et de s�eparer les

e�ets de la densit�e mo dale, du recouvrement mo dal et de l'amortissement, on a d'ab ord

mis en �evidence la part relative des erreurs intro duites par les di��erentes hyp oth�eses.

Les erreurs de d�e�nition sont faibles; sur les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee elles dimi-

nuent lorsque le recouvrement mo dal augmente (lorsqu'on augmente l'amortissement ou

lorsqu'on monte en fr�equence); p our les transferts elles diminuent lorsque la largeur de la

bande de fr�equences consid�er�ee augmente.

Les erreurs sur les sources sont faibles (Hyp.2b) et diminuent lorsque le recouvrement mo-

dal augmente. Tout au long des simulations on a bien observ�e un comp ortement de source

de puissance active moyenne, sauf dans le cas o �u l'une des sources est tr�es sup�erieure aux

autres en niveau (cf. Annexe E.1): dans ce cas les puissances actives moyennes inject�ees

par les sources (de force) "secondaires" changent consid�erablement, mais la m�etho de ap-

pro ch�ee EMMA marche car les sources secondaires sont alors n�egligeables devant la source

principale.

Les erreurs propres �a l'additivit�e �energ�etique p euvent ^etre imp ortantes. Elles diminuent

lorsqu'on augmente la largeur des bandes, mais augmentent lorsqu'on augmente l'amor-

tissement (et lorsqu'on rappro che les p oints d'excitation).

Sur les assemblages, les erreurs principales proviennent de l'additivit�e �energ�etique.

Le calcul des puissances �echang�ees en chaque p oint de couplage, qui utilise la relation d'ad-

ditivit�e �energ�etique invers�ee, p eut ^etre compl�etement faux sur certaines bandes (mauvais

signe ou niveau) si le nombre d'oscillations des mobilit�es dans la bande est inf�erieur �a

deux (�a p eu pr�es). La puissance totale �echang�ee est b eaucoup mieux reconstitu�ee. Les

deux calculs s'am�eliorent lorsque le nombre de mo des par bande ou la largeur des bandes

augmentent.

Le calcul des "miels" apr�es couplage est meilleur que celui des puissances, m̂eme lorsqu'il

utilise des puissances mal reconstitu�ees; il s'am�eliore lorsque la largeur des bandes aug-

mente, mais ne s'am�eliore pas, voire il se d�et�eriore, lorsqu'on augmente l'amortissement.

Globalement la m�etho de test�ee a donn�e pleine satisfaction, dans le cas d'assemblages

multip oint rigides, de plaques homog�enes.

Les erreurs d�ep endent globalement des p oints de calcul et d'excitation et leurs uctuations

d�ep endent plus en d�etail des typ es de source utilis�es. Il semble souhaitable de pr�evoir

l'erreur moyenne lo cale en utilisant des indicateurs lo caux.

On pr�econise d'utiliser le nombre de passages �a z�ero de la partie imaginaire des mobilit�es

de transfert et le rapp ort de la mobilit�e �energ�etique d'entr�ee sur la partie r�eelle moyenne

de la mobilit�e d'entr�ee, p our fabriquer un indicateur de la qualit�e du calcul (cf. E.3).
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PLUS COMPLEXES

Dans ce court chapitre, on sonde encore deux asp ects imp ortants p our la m�etho de des

mobilit�es �energ�etiques:

- l'application au calcul de structures h�et�erog�enes,

- les couplages p onctuels �elastiques et dissipatifs, qui p euvent mo d�eliser b eaucoup de

liaisons p onctuelles r�eelles.

5.1 Assemblage de plaques avec des discontinuit�es

massiques

On consid�ere les deux m̂emes plaques que au 4.2. Sur la premi�ere plaque, S1, aux p oints

P1(0.2;0.5), P4(0.5;0.6) et P6(0.6;0.3), on a attach�e des masses p onctuelles, resp ective-

ment de 0.1kg, 0.2kg et 0.5kg et on l'a coupl�ee toujours aux p oints P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2),

P3(0.7;0.3), �a la deuxi�eme plaque, S2.

Ce cas est assez complet car il pr�esente une discontinuit�e massique sur un p oint de cou-

plage, une discontinuit�e massique en un p oint excit�e et une discontinuit�e massique en un

p oint non coupl�e, sur laquelle on p ourra calculer le "miel" apr�es couplage.

P1

P2 S1

S2

P7
P6

P4
P5 P3

S2

P1

P2

P3

P7
P4

P1

P6

P3

P2

S1

P5

Fig. 5.1 - Plaque S1 h�et�erog�ene coupl�ee rigidement �a S2
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5.1.1 E�ets des discontinuit�es de masse sur la structure

Mobilit�es classiques

Lo calement, par exemple au p oint P6, l'a jout d'une forte discontinuit�e massique entra^�ne

des changements sur les mobilit�es d'entr�ee.

Les mobilit�es de transfert gardent les m̂emes tendances que celles de la structure homog�ene

(cf. Figure 5.2): leurs parties r�eelle et imaginaire m̂eme si elles baissent en niveau en

montant en fr�equence, continuent notamment �a osciller autour de z�ero (cf. Figure 5.3) et

c'est ce qui fait que l'additivit�e �energ�etique est v�eri��ee.

En comparant les Figures 5.4, et 5.5, on voit que la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee
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Fig. 5.3 - Oscil lations de la mobilit�e de transfert, apr�es ajout de masses
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sur la discontinuit�e massique diminue fortement en niveau en montant en fr�equence. La

partie imaginaire est presque toujours n�egative (elle n'oscille plus autour de z�ero); son

niveau g�en�eral est plus imp ortant que celui de la partie r�eelle.

Le fait que I m f Y

p 6 p 6

g � Re f Y

p 6 p 6

g explique que la mobilit�e �energ�etique d'entr�ee en

moyenne et haute fr�equence p eut s'�ecrire H
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Fig. 5.5 - Mobilit�e d'entr�ee de la Plaque h�et�erog�ene S1 en P6

L'a jout de masses entra^�ne un certain lissage asymptotique des courb es: la mobilit�e de

masse s'imp ose en haute fr�equence.

Mobilit�es �energ�etiques

Les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee sur une discontinuit�e massique restent asymptotique-

ment du m̂eme niveau que cel les de la plaque homog�ene (sauf en basse fr�equence, o �u le

niveau baisse, cf. Figure 5.6 a), et ce niveau est presque constant en fr�equence (car les

niveaux de < I m

2

f Y e g > et < Re f Y e g > ont �a p eu pr�es la m̂eme d�ecroissance en

fr�equence).

Les mobilit�es �energ�etiques de transfert, entre un p oint excit�e quelconque et un p oint de

masse concentr�ee, diminuent fortement par rapp ort �a celles de la plaque homog�ene (cf.

Figure 5.6 b). Elles sont fortement dissym�etriques: si on excite la structure directement

sur la masse concentr�ee, les transferts avec d'autres p oints (sans masse) de la plaque res-

tent comparables �a ceux d'une structure homog�ene (cf. Figure 5.7).

La pr�esence d'une discontinuit�e massique au point d'excitation a�ecte peu les mobilit�es

�energ�etiques d'entr�ee et de transfert . C'est un r�esultat imp ortant, qui p eut se d�emontrer

(cf. Annexe C.3). On visualise par la m̂eme o ccasion que sur un syst�eme homog�ene (Fi-

gure 5.7a) on a une tr�es b onne r�ecipro cit�e des mobilit�es �energ�etiques de transfert aussi

p our les premi�eres bandes choisies.
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Fig. 5.6 - Changements sur les mobilit�es �energ�etiques, par ajout de masse
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b) Plaque h�et�erog�ene: Dissym�etrie

Fig. 5.7 - Mobilit�es �energ�etiques de transfert entre P5 et P6

|- H

P 6 � P 5

- - - H

P 5 � P 6

5.1.2 Puissances �echang�ees et "Miels" apr�es couplage

En comparant les calculs exact et EMMA des puissances actives moyennes �echang�ees, aux

trois p oints de couplage rigide, on p eut voir si la discontinuit�e en P1 induit plus d'erreur

dans le calcul en ce p oint (Figure 5.8. Ce n'est pas le cas. La puissance �echang�ee en ce

p oint est inf�erieure aux autres, surtout en haute fr�equence, mais l'erreur est comparable

et tout �a fait admissible.

Les p oints de calcul les plus sensibles sont le p oint P6 (sur la plus grosse discontinuit�e

massique) le p oint P7 (non coupl�e, sur la plaque �epaisse) et le p oint P1; c'est p ourquoi

on calcule le "miel" apr�es couplage en ces p oints (Figure 5.9).

Les r�esultats sont tr�es satisfaisants, m̂eme en ces p oints "critiques".

(aux autres p oints ils sont �equivalents, voire meilleurs).

5.1.3 Conclusions p our l'assemblage de structures h�et�erog�enes

M̂eme p our des sous-structures homog�enes, un p oint de couplage constitue une discon-

tinuit�e sur leur assemblage. On avait d�ej�a vu que l'additivit�e �energ�etique marchait bien

apr�es couplage, donc sur une structure h�et�erog�ene .
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Fig. 5.8 - Puissances actives moyennes �echang�ees
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Fig. 5.9 - Reconstitution des "miels" aux points "critiques":

|- calcul exact - - - calcul EMMA

La simulation de cette section ne fait que con�rmer que la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques

doit fonctionner ind�ep endamment du typ e de structure.

M̂eme si la dynamique des "miels" aux p oints de masse concentr�ee est b eaucoup plus

grande que p our des p oints quelconques, les pr�evisions du calcul EMMA sont tr�es satis-

faisantes sur toute la gamme des fr�equences, en entr�ee et en transfert.

Globalement les r�esultats p our l'assemblage h�et�erog�ene trait�e sont presque meilleurs que

dans le cas des plaques homog�enes.

Le nombre d'oscillations par bande baisse tr�es p eu mais devient plus "irr�egulier" que p our

les plaques homog�enes (l'�ecart typ e de ce nombre augmente et il change b eaucoup d'un

transfert �a l'autre).

On p eut donc se demander si la complexit�e croissante des structures ne tend pas �a

am�eliorer les r�esultats (de fa�con analogue �a la SEA).
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5.2 Couplages �elastiques dissipatifs

Dans les simulations num�eriques qui suivent on prend de nouveau les deux plaques du 4.2,

coupl�ees aux m̂emes p oints, avec trois syst�emes interm�ediaires identiques et sym�etriques,

constitu�es, chacun, de deux p etites masses M1 = M2 = M, avec un ressort et un amor-

tisseur, dont on fait varier la masse M, la raideur K du ressort et l'amortissement C (voir

Figure 5.10).

On compare alors les puissances �echang�ees et les "miels" apr�es couplage, obtenus par le
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Fig. 5.10 - Plaque S1 coupl�ee �a S2 par syst�emes interm�ediaires
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Fig. 5.11 - D�emarche d'assemblage de S1 et S2 par le syst�eme interm�ediaire C1

calcul exact (par mobilit�es classiques), ceux obtenus par le calcul EMMA de l'assemblage

de A1 (exact) avec la plaque S2 (voir Figure 5.11). On consid�ere donc les syst�emes in-

term�ediaires C1 comme �etant rattach�es �a une sous-structure (ici �a S1), le calcul EMMA

est alors "partiel" (seulement sur le couplage de A1 avec S2).

Cette appro che, bien que plus longue du p oint de vue d'une �eventuelle optimisation des

syst�emes interm�ediaires (qui doit ^etre e�ectu�ee en partie par la m�etho de des mobilit�es clas-

siques), est simple dans sa mise en o euvre exp�erimentale: il est plus simple (et r�ealiste)

de caract�eriser les syst�emes de couplage lorsqu'ils sont reli�es �a une sous-structure que

lorsqu'ils sont isol�es.
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5.2.1

�

Etude d'un syst�eme de couplage de faible raideur

Consid�erons d'ab ord un syst�eme de couplage de "faible" raideur (M= 0.0005 [kg], K= 100

[N/m], C=0.1 [N.s/m]); sa fr�equence de r�esonnance est autour de 70 Hz, et sa mobilit�e

d'entr�ee est visualis�ee sur la Figure 5.12.

Les puissances �echang�ees sont globalement assez bien pr�evues; (cf.Figure 5.13) l'erreur
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Fig. 5.12 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire

p eut cep endant atteindre 10 dB sur certaines bandes.

Les "miels" apr�es couplage sont bien reconstitu�es (Figure 5.14), m̂eme au p oint non
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Fig. 5.13 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)

|- calcul exact - - - calcul EMMA

coupl�e P7 de la structure r�eceptrice, c'est �a dire en utilisant uniquement les contributions

des puissances �echang�ees, par additivit�e �energ�etique.

Couplage plus dissipatif

Lorsqu'on augmente l'amortissement d'un facteur dix: C=1, avec les autres donn�ees in-

chang�ees, les erreurs sur les puissances et sur les "miels" apr�es couplage sont globalement

les m̂emes, ou baissent l�eg�erement (voir annexe E.2.2).
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Fig. 5.14 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)

|- calcul exact - - - calcul EMMA

5.2.2

�

Etude d'un syst�eme de couplage de forte raideur

On consid�ere maintenant un syst�eme de couplage de raideur K=100000; dans la plage

d'analyse 100 - 5000 Hz on a maintenant une zone en dessous de la r�esonnance des

syst�emes interm�ediaires (environ 3100 Hz) et une zone au dessus (Figure 5.15).

Le calcul EMMA est g�en�eralement satisfaisant, avec des erreurs allant jusqu'�a un facteur
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Fig. 5.15 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire

|- partie r�eel le - - - partie imaginaire

cinq sur les puissances et �a un facteur trois sur les "miels". (cf.Figures 5.16 et 5.17)

Couplage plus dissipatif

Lorsqu'on augmente encore l'amortissement d'un facteur dix: C=10, avec les autres donn�ees

inchang�ees, les erreurs du calcul EMMA sur les puissances et sur les "miels" apr�es cou-

plage sont globalement les m̂emes, (voir annexe E.2.5).
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Fig. 5.16 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)
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Fig. 5.17 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)

|{ calcul exact - - - calcul EMMA

5.2.3 Conclusions p our les couplages �elastiques et dissipatifs

La m�etho de des mobilit�es �energ�etiques fonctionne de fa�con satisfaisante p our les couplages

multip oint �elastiques et dissipatifs, en suivant la d�emarche suivante.

Si l'on consid�ere les liaisons comme un sous-syst�eme �a part C1 (masses-ressorts-amortisseurs)

interm�ediaire, les calcul appro ch�e ("total") de l'assemblage des trois sous-syst�emes S1, C1

et S2, ne converge vers un calcul correct qu'au dessus de la fr�equence de r�esonnance des

syst�emes interm�ediaires, et d'autant plus lentement que la dissipation est forte.

Pour les calculs autour et en dessous de cette fr�equence on pr�econise de rattacher les

syst�emes de liaison �a l'une des sous-structures et de mesurer les mobilit�es de cet ensemble.

Le calcul appro ch�e ("partiel") devient alors tout �a fait satisfaisant, avec les m̂emes niveaux

d'erreur que p our les couplages rigides.
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5.3 Conclusions p our les compl�ements num�eriques

Globalement la EMMA est applicable dans le cas de couplages multip oint rigides ou

�elastiques, de plaques homog�enes ou h�et�erog�enes.

La pr�esence de discontinuit�es massiques sur les plaques ne p erturb e aucunement la qualit�e

des r�esultats de l'EMMA, voire les am�eliore, contrairement �a des m�etho des comme l'AMA.

Les liaisons �elastiques et dissipatives p euvent ^etre prises en compte en tant que sous-

syst�emes �a part (form�es de masses, ressorts et amortisseurs) seulement asymptotiquement,

au dessus de leur fr�equence de r�esonnance. Autour et en dessous de cette r�esonnance on

pr�econise de les int�egrer �a l'une des sous-structures avant couplage. Le calcul est alors

aussi satisfaisant que celui des couplages rigides, mais une forte dissipation aux liaisons

joue comme un fort amortissement et d�et�eriore la pr�evision des "miels" apr�es couplage.
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ISSUES DE MESURES

Lorsqu'on utilise des donn�ees issues de mesures, des nouvelles di�cult�es apparaissent par

rapp ort aux simulations num�eriques, mais aussi de nouveaux avantages de la m�etho de des

mobilit�es �energ�etiques.

Les di�cult�es concernent les mobilit�es classiques mesur�ees sur des syst�emes r�eels, et,

comme ce sont les ingr�edients de base p our les mobilit�es �energ�etiques, elles se r�ep ercutent

sur ces derni�eres.

On trouvera �a l'Annexe F un rapp el de la m�etho dologie de mesure des mobilit�es classiques

et des di�cult�es rencontr�ees habituellement.

Dans ce chapitre on relate bri�evement la mise en o euvre et les principaux r�esultats des

mesures men�ees sur des assemblages de structures simples (cylindres et plaque susp endus).

6.1

�

Etude d'assemblages de structures simples

Il s'agit d'�etudier si le calcul d'assemblage par mobilit�es �energ�etiques s'applique bien aux

donn�ees issues de mesures sur des structures simples, avec des amortissements imp ortants

ou faibles, et de mettre au p oint les techniques d'excitation et montage qui seront utilis�ees

p our les mesures sur le climatiseur.

Les exp�eriences ont �et�e e�ectu�ees �a l'Institut National de Recherche et S�ecurit�e (INRS),

site de Vando euvre, au service M�etrologie Vibrations Acoustique, dans la p�erio de o ctobre-

d�ecembre 1996.

Choix des syst�emes simples �a �etudier

L'hyp oth�ese de contact p onctuel par force normale, utilis�ee dans le logiciel �a l'�etat actuel,

implique le choix de sous-syst�emes avec ce typ e de liaison.

On souhaitait en outre que les syst�emes �etudi�es soient plus complexes que les simples as-

semblages de plaques �etudi�es num�eriquement, qu'ils aient une densit�e mo dale su�sante et

qu'ils soient mesurables sur une plage de fr�equences la plus �etendue p ossible (p eu amortis

et su�samment �epais et rigides p our que les capteurs utilis�es ne d�eterminent pas, par leur

masse, une fr�equence maximale trop basse).

En�n il fallait que ces structures soient disp onibles rapidement, avec un travail suppl�ementaire

minimum.

Pour cet ensemble de raisons on a choisi deux cylindres en PVC (bien amortis) et le

couvercle du climatiseur (p eu amorti, forte densit�e mo dale).
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Mesures e�ectu�ees

Dans l'annexe F.2 on trouvera le d�etail des mesures pr�eliminaires e�ectu�ees, du mat�eriel

utilis�e etc...

Mesure des mobilit�es "�a vide"

Sur les sous-syst�emes isol�es choisis pr�ec�edemment on a mesur�e les mobilit�es d'entr�ee au

futur p oint de couplage c et les mobilit�es de transfert entre ce p oint c et un autre p oint

m (ou n) quelconque, non blo qu�e.

Mesures sur l'assemblage

On a r�ealis�e un assemblage p onctuel des deux syst�emes pr�ec�edents par un p etit b out de

vis coll�e, au p oint c.

On a mesur�e les mobilit�es du syst�eme assembl�e entre les trois p oints m, n et c.

6.2 Assemblage de deux cylindres fortement amortis

Le syst�eme S

1

("gros cylindre"), est un tricouche de PVC - Fibres de verre - PVC de

diam�etre ext�erieur 250 mm, longueur 1367mm et �epaisseurs 1.5 + 7 + 1.5 mm.

Le syst�eme S

2

("p etit cylindre") en PVC a un diam�etre ext�erieur de 100mm, une longueur

de 407mm (environ) et une �epaisseur de 3 mm; sa densit�e mo dale p eut a priori s'av�erer

insu�sante: il faudra consid�erer des bandes de fr�equence assez larges p our que la m�etho de

des mobilit�es �energ�etiques marche.

Description du montage et tests

LMS

M1
CM2

C

Fig. 6.1 - Mesure des mobilit�es des deux cylindres isol�es
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Le gros cylindre a �et�e susp endu horizontalement par un �l (en Nylon tress�e, isol�e du

supp ort par des sandows) passant par une g�en�eratrice (p our �eviter de p ercer le mat�eriau

comp osite).

Le p etit cylindre p erc�e diam�etralement pr�es du sommet a �et�e susp endu verticalement par

un �l mince en Nylon (d�ecoupl�e du supp ort par des �elastiques en caoutchouc) et muni

d'un b out de vis coll�e au futur p oint de couplage c (avec de la colle biphasique, tr�es dure,

p eu amortissante).

Le p ot vibrant a �et�e susp endu horizontalement par son cerceau, pilot�e par LMS, avec

excitation typ e bruit blanc, et reli�e �a la t^ete d'imp�edance par une tige mince ("stinger",

utilis�ee p our �eviter d'exciter par moments).

Au b out de la t^ete d'imp�edance on a �x�e un b out de vis (1.1g) qui a �et�e coll�e aux

structures.

On a excit�e successivement au p oint m et au p oint c et mesur�e la la force inject�ee et la

vitesse en c et en m par des acc�el�erom�etres l�egers (Kiestler 0,4g avec �electronique int�egr�ee):

ceci a p ermis d'obtenir les mobilit�es d'entr�ee et de transfert sur les deux sous-structures

isol�ees.

En comparant les mobilit�es de transfert Y

mc

et Y cm , qui doivent ^etre �egales, on a test�e

la r�ecipro cit�e des mesures de mobilit�e (b on montage, lin�earit�e, bruit de fond...) (cf.

Figure 6.2).
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Fig. 6.2 - Tests de R�eciprocit�e (permutation excitation / acc�el�ero.)

On a ensuite coupl�e les deux structures au p oint c, en collant au gros cylindre l'extr�emit�e

libre de la vis du p etit cylindre (cf. Figure 6.3). On a v�eri��e (cf. Figure F.5) par deux

acc�el�erom�etres plac�es �a l'int�erieur de chaque cylindre, en corresp ondance avec la vis), que

le couplage �etait bien rigide et p eu dissipatif et, accessoirement, qu'il n'y avait pas d'e�et

de "p ompage" dans l'�epaisseur du gros cylindre (m̂eme vitesse dedans et dehors). On a fait

de m̂eme au p oint excit�e (p our que la force mesur�ee par la t^ete d'imp�edance soit correcte,

il faut que la vitesse donn�ee par la t^ete d'imp�edance soit la m̂eme que celle obtenue sur
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LMS
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Fig. 6.3 - Couplage au point c des deux cylindres tr�es di��erents

la structure au p oint d'excitation). On a alors mesur�e les mobilit�es apr�es couplages qui

serviront �a valider les pr�evisions de la m�etho de des mobilit�es classiques et de la m�etho de

des mobilit�es �energ�etiques.

On a d�esassembl�e et reassembl�e les syst�emes, p our v�eri�er la r�epro ductibilit�e des me-

sures e�ectu�ees: p our des couplages su�samment rigides (colle dure) elle est b onne.

R�esultats du calcul par mobilit�es classiques

On remarquera ici que les mobilit�es classiques oscillent p eu sur les bandes de 200 Hz

choisies et que les mobilit�es des deux cylindres sont tr�es di��erentes (cf. Figure 6.4). C'est

donc un cas de �gure qui va p ermettre de voir si les mobilit�es �energ�etiques de connexion

ont �et�e bien d�e�nies.

�

A partir des mobilit�es mesur�ees avant couplage sur les sous-structures isol�ees, on calcule

les mobilit�es apr�es couplage, suivant les formules du chapitre 2.

Les r�esultats sont b ons (cf. Figures 6.5 �a 6.7), car sur des syst�emes fortement amortis les

mobilit�es des p oints non coupl�es varient p eu si les conditions aux limites changent un p eu.

Ces p etits changements sont cep endant bien pr�evus par le calcul: les faibles di��erences de

niveau entre calcul et mesure apr�es couplage con�rment que les montages �etaient soign�es,

les couplages p eu dissipatifs, le bruit de fond faible et les contributions des forces normales

tr�es sup�erieures �a celles d'�eventuels moments transmis par le couplage. On a bien e�ectu�e

une exp�erience de lab oratoire.

En comparant la �gure 6.5 et la �gure 6.8 on s'ap er�coit cep endant que la visualisation

en bande �ne est tromp euse, car les di��erences sur les pics sont mal appr�eciables et il

ne faut pas oublier de comparer aussi les parties imaginaires (Figure 6.6), car les erreurs

des pr�evisions appro ch�ees cumulent celles sur les parties r�eelles et celles sur les parties

imaginaires, par bandes de fr�equences.
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Fig. 6.4 - Mobilit�es d'entr�ee et de transfert des deux sous-structures isol�ees
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R�esultats du calcul par mobilit�es �energ�etiques

�

A partir des mobilit�es mesur�ees avant couplage sur les sous-structures isol�ees, on forme

leurs mobilit�es �energ�etiques et on calcule les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage, suivant

les formules EMMA (cf. chapitre 3) avec des bandes de largeur constante 200 Hz.

On obtient ainsi les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage en entr�ee au p oint m2 du p etit

cylindre (cf. Figure 6.8) et en transfert, entre le p oint m1 du gros cylindre et le p oint m2

du p etit (cf. Figure 6.9) et entre le p oint m1 et le p oint c coupl�e (cf. Figure 6.10).

On remarquera aussi que les r�esultats obtenus par la EMMA (courb es HNRJ ou Hnrj)

sont aussi pr�ecis que ceux obtenus par la m�etho de classique (courb es "HEX " ou "Hex "),

sauf p our les trois premi�eres bandes de 200 Hz.

Contrairement aux attentes, les autres bandes de 200 Hz n'�etaient pas trop �etroites,

p ourtant les nombres d'oscillations des parties imaginaires des mobilit�es des deux cylindres

�etaient souvent nuls, comme le montre le tableau suivant.

Nombres d'oscillations des parties imaginaires des mobilit�es Y

mc

Fcentr [Hz] Gros Cyl. Petit Cyl. Fcentr [Hz] Gros Cyl. Petit Cyl.

150.0 3 0 2150.0 1 2

350.5 3 1 2350.0 0 1

550.4 0 2 2550.0 0 2

750.0 3 0 2750.0 1 0

950.0 0 1 2950.0 0 0

1150.0 1 1 3150.0 0 1

1350.0 1 0 3350.0 0 0

1550.0 1 1 3550.0 1 1

1750.0 1 0 3750.0 0 1

1950.0 0 0 3950.0 0 0

On p eut remarquer que les transferts sur une structure fortement amortie (gros cylindre)

sont n�egligeables par rapp ort aux contributions directes, m̂eme si les mobilit�es n'oscillent

pas b eaucoup: on n'a pas b esoin de l'e�et de moyenne.

L'erreur maximale sur les autres bandes est autour des 3 dB qu'on s'�etait pr�e�x�es comme

"erreur admissible" p our notre m�etho de appro ch�ee.

En�n on constate sur un transfert entre le p oint coupl�e et le p oint excit�e (qui serait

mauvais sans facteurs de connexion), que la d�e�nition des mobilit�es �energ�etiques prop os�ee

p our les syst�emes coupl�es, fonctionne bien, conformement aux r�esultats des simulations

num�eriques (cf. Figure 6.10).
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6.3 Assemblage d'un cylindre et d'un couvercle de

climatiseur

Le couvercle du climatiseur est un rectangle en acier 885 * 275 * 1 mm, ayant des b ords

repli�es, de 20 mm.

Susp endu verticalement, il a �et�e coupl�e au p etit cylindre, toujours en collant le b out de

vis qui d�epasse du p etit cylindre �a un p oint quelconque de la plaque.

On mesure donc les mobilit�es d'entr�ee et de transfert du couvercle seul et de l'ensemble

couvercle-cylindre, comme pr�ec�edemment.

On a v�eri��e l�a aussi que la vitesse au p oint de couplage est la m̂eme de part et d'autre

du couplage, sur les deux structures.

Les mobilit�es classiques du couvercle sont b eaucoup plus "piqu�ees": on a une densit�e

LMS

CM1

M2

C

a) sous-structures isol�ees

M2

LMS

M1 C

b) Assemblage au p oint c

Fig. 6.11 - Couplage au point c du couvercle et du petit cylindre

mo dale b eaucoup plus forte et un amortissement b eaucoup plus faible que p our les cy-

lindres(cf. Figure 6.12).

Avant de faire les calculs il a �et�e n�ecessaire de "nettoyer" les donn�ees (cf. F.1.2) car les

parties r�eelles des mobilit�es d'entr�ee pr�esentaient des valeurs n�egatives (qu'on a mis �a

z�ero); on n'a cep endant pas "nettoy�e" les pics anormaux (dont la largeur n'est pas com-

patible avec l'amortissemen)t, ce qui p eut expliquer les di��erences entre calcul et mesure.

Comme p our les simulations num�eriques, on constate que les di��erences entre r�esultats

classiques ("exacts") et appro ch�es (EMMA) sont impr�evisibles et ne diminuent pas en

montant en fr�equence.
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Assemblage du couvercle et du petit cylindre.

Dans ce cas aussi les r�esultats de la m�etho de EMMA sont tout aussi b ons que ceux de la

m�etho de des mobilit�es classiques, sauf p our les premi�eres bandes.
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6.4 Conclusions sur l'application exp�erimentale de la

m�etho de

Les deux exp�eriences e�ectu�ees, avec des couplages rigides contr^ol�es et des montages

propres (b onne r�ecipro cit�e) valident la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques, lorsqu'elle est

appliqu�ee dans des b onnes conditions exp�erimentales (pro ches de celles th�eoriques).

Ses r�esultats sont aussi b ons que ceux obtenus par les mobilit�es classiques si on choisit

convenablement les bandes de fr�equence (avec quelques oscillations des mobilit�es clas-

siques (parties r�eelles ou parties imaginaires) des deux sous-structures isol�ees, dans chaque

bande, ou, p our un fort recouvrement mo dal, avec la partie r�eelle des mobilit�es d'entr�ee

bien plus grande que celle des mobilit�es de transfert).

Les avantages de la m�etho de appro ch�ee par rapp ort aux mobilit�es classiques sont les sui-

vants:

- meilleure lisibilit�e des r�esultats

- utilisation de quantit�es moyenn�ees en fr�equence, plus stables

- insensibilit�e aux erreurs de signe (gain de temps consid�erable sur la conception et l'ex-

ploitation des mesures, s�ecurit�e suppl�ementaire, robustesse)

- temps de calcul et bases de donn�ees extr^emement r�eduites

- insensibilit�e aux bruits de fond al�eatoires (non trait�ee dans l'exemple pr�esent�e ici).

Une tentative d'application �a une structure complexe (un climatiseur) n'a pas �et�e concluante

car la mise en o euvre de la m�etho de des mobilit�es classiques �etait elle m̂eme trop approxi-

mative et les r�esultats des "calculs exacts" �etaient eux m̂emes tr�es di��erents de ceux des

mesures.

On a cep endant obtenu des r�esultats EMMA de la m̂eme qualit�e que ceux "exacts" des

mobilit�es classiques. La m�ethode des mobilit�es �energ�etiques suppose donc qu'on fasse des

mesures sens�ees de mobilit�es classiques .

Aux vues de ces premi�eres exp�eriences, la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques semble un

outil prometteur, p our donner une information �energ�etique lo cale.

Le fait de consid�erer des quantit�es moyenn�ees par bande de fr�equence, rend la m�etho de

un p eu plus robuste que celle des mobilit�es classiques, tant du p oint de vue exp�erimental

(la p osition exacte des pics dans une bande compte p eu, un bruit al�eatoire �electrique,

donne une contribution p etite en moyenne devant celle du signal, pas de corrections de

signe n�ecessaires), que du p oint de vue calculatoire (moins de probl�emes de b on condi-

tionnement et d'inversion des matrices).

Des probl�emes typiques de la m�etho de des mobilit�es classiques demeurent: probl�emes de

non lin�earit�e, pr�esence de sources internes variables (cho cs, frottements), di�cult�es de

mesure p our les couplages �elastiques dissipatifs, bruit �electronique et niveau d'excitation

(en transfert), erreurs de mesure en entr�ee (accessibilit�e, voisinage de discontinuit�es, p o-

sitionnement du syst�eme excitateur, n�ecessit�e de parties r�eelles e�ectivement p ositives),

couplages mal d�e�nis, ou variables (non rigides, p oints de contact mal lo calis�es), couplages

surfaciques �a discr�etiser, contribution des moments...
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Chapitre 7

CONCLUSIONS

Dans ce chapitre on va rapp eler les principaux r�esultats de l'�etude et faire quelques sug-

gestions sur les applications p ossibles et sur les voies de recherche ouvertes.

7.1 Conclusions

R�ecapitulatif

Apr�es une analyse bibliographique des principales tendances concernant les m�etho des

�energ�etiques et un rapp el du formalisme des mobilit�es classiques, cette �etude s'est struc-

tur�ee en trois parties:

- la mise en forme analytique de l'Appro che par Mobilit�es Moyennes

�

Energ�etiques ("EMMA"),

- l'application num�erique �a quelques assemblages de plaques homog�enes et h�et�erog�enes

par couplages p onctuels rigides ou �elastiques,

- l'�etude exp�erimentale de deux assemblages de structures simples.

D�emarche suivie

Notre but �etant d'�elab orer une m�etho de appro ch�ee de pr�evision de quantit�es �energ�etiques

lo cales sur les assemblages, �a partir des quantit�es �energ�etiques lo cales des sous-structures

s�epar�ees, il nous a sembl�e judicieux d'utiliser comme ingr�edients des quantit�es lo cales,

mesurables et exactes: les mobilit�es classiques.

Ce choix a limit�e l'application de notre d�emarche �a des structures dont le comp ortement

est lin�eaire, passif et r�ecipro que.

On a utilis�e l'e�et simpli�cateur des moyennes fr�equentielles p our obtenir des expressions

�energ�etiques appro ch�ees entre puissances inject�ees et niveaux vibratoires par bandes de

fr�equence.

Par des simulations num�eriques d'assemblages de plaques on a �etudi�e les di��erentes er-

reurs de m�etho de et d�egag�e l'inuence qualitative de certains param�etres.

Par des applications exp�erimentales �a des assemblages de plaques et cylindres, on a com-

par�e les pr�evisions de la EMMA �a celles des mobilit�es classiques (m�etho de "exacte") et

aux mesures e�ectu�ees apr�es couplage.
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7.1.1 Principaux r�esultats de l'�etude

Analyse bibliographique

L'analyse bibliographique a p ermis de constater l'int�er^et croissant p our des m�etho des

�energ�etiques lo cales, applicable �a des structures h�et�erog�enes, compl�ementaires �a la SEA.

Des m�etho des bas�ees sur les mobilit�es, comme celle des R�eceptances de puissance ou

des PFRF, travaillent �a fr�equence pure et utilisent des hyp oth�eses contraignantes sur les

excitations ("rain on the ro of", sources de force).

Les m�etho des utilisant les densit�es d'�energie Lagrangienne et totale sont prometteuses,

mais n�ecessitent un partage des structures en sous-syst�emes simples coupl�es (p outres,

plaques, co ques).

Les m�etho des avec des mobilit�es moyenn�ees par bandes de fr�equences (Valeur moyenne,

Lissage par Cepstre...) utilisent des moyennes g�eom�etriques et ne p euvent pas se rattacher

�a des v�eritables quantit�es �energ�etiques; de plus elles ont des probl�emes avec les structures

h�et�erog�enes.

Choix d'un formalisme simple

Le rapp el de la m�etho de des mobilit�es classiques a p ermis de mettre en place un forma-

lisme coh�erent, p our l'analyse exacte des assemblages par couplages p onctuels externes

de deux sous-structures ou par couplages internes sur une seule structure, en d�etaillant

les hyp oth�eses, habituellement implicites, e�ectu�ees sur les sources excitatrices.

D�e�nition et Additivit�e �energ�etique

On a d�e�ni la mobilit�e �energ�etique, en fonction uniquement des mobilit�es classiques,

moyenn�ees par bandes de fr�equences. On a montr�e qu'elle appro che, sur une bande de

fr�equences, le rapp ort de la moyenne fr�equentielle du mo dule carr�e de la vitesse en un

p oint (app el�ee "miel") et de la moyenne fr�equentielle de la puissance active inject�ee en

un autre p oint, de fa�con assez ind�ep endante du typ e de source utilis�e (surtout en haute

fr�equence).

On a ensuite montr�e que, sur une structure excit�ee en plusieurs p oints, s'ils sont su�-

samment �eloign�es les uns des autres, on p eut appro cher le "miel" obtenu en tout p oint,

en additionnant les pro duits des mobilit�es �energ�etiques et des puissances actives inject�ees

par bande, consid�er�ees s�epar�ement, sans utiliser une r�ef�erence de phase commune.

Connectivit�e �energ�etique

Apr�es un couplage rigide en N p oints, on a obtenu des expressions appro ch�ees des puis-

sances actives �echang�ees par bande et des "miels" de l'assemblage en utilisant les mobilit�es

�energ�etiques et les "miels" avant couplage des sous-structures s�epar�ees aux futurs p oints

de couplage:

- on a d�e�ni des mobilit�es �energ�etiques de connexion,

- on a �ecrit la continuit�e des "miels" et le bilan des puissances �echang�ees,

- on a appliqu�e l'additivit�e �energ�etique des puissances �echang�ees et ext�erieures apr�es cou-

plage.
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Invariants et Pr�evision �energ�etique

La pr�evision (appro ch�ees) des mobilit�es �energ�etiques et des "miels" apr�es couplage en fonc-

tion des "miels" avant couplage, sur les sous-structures s�epar�ees, p eut se faire, ind�ep endamment

du typ e des sources ext�erieures, en vertu de la propri�et�e suivante: on peut n�egliger les chan-

gements des puissances actives inject�ees par bande de fr�equence en des points non coupl�es

(i.e. su�samment �eloign�es des p oints de couplage).

Contrairement aux mobilit�es classiques, qui sont a�ect�ees par tout changement de la struc-

ture (couplage, conditions aux limites, a jout de masse), les mobilit�es �energ�etiques sont

moins sensibles dans certains cas. Une premi�ere propri�et�e imp ortante a �et�e d�ecouverte et

utilis�ee tout au long de l'�etude: lors du couplage d'une sous-structure, on peut n�egliger les

changements induits sur la mobilit�e �energ�etique de transfert entre deux points non coupl�es .

Une autre propri�et�e remarquable est la suivante: si on a joute une masse concentr�ee sur

une structure, en montant en fr�equence on p eut n�egliger de plus en plus les changements

induits sur les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee et de transfert, p our un p oint excit�e qui

co•�ncide avec le p oint massique.

Simulations num�eriques

Les �etudes num�eriques ont montr�e que la m�etho de p eut s'employer de fa�con satisfaisante,

sur des assemblages de plaques minces homog�enes et h�et�erog�enes et sur des assemblages

d'oscillateurs.

Les puissances �echang�ees aux di��erents p oints de couplage sont pr�evues de mieux en

mieux lorsque le recouvrement mo dal augmente; la puissance �echang�ee totale est toujours

plus �able.

Les "miels" et les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage sont satisfaisants si les mobilit�es

classiques oscillent au moins deux ou trois fois dans chaque bande; ils ne s'am�eliorent pas

en augmentant le recouvrement mo dal.

Toutes les pr�evisions s'am�eliorent en augmentant la largeur des bandes d'analyse.

Les couplages �elastiques et dissipatifs p euvent ^etre pris en compte soit en utilisant un

syst�eme interm�ediaire �a part (solution valable seulement au dessus de sa fr�equence de

r�esonance interne), soit en rattachant ce syst�eme de liaison �a l'une des sous-structures,

avant d'e�ectuer le couplage (solution valable sur tout le sp ectre).

L'erreur exacte du calcul EMMA ne p eut pas ^etre pr�evue �a partir des seules caract�eristiques

de la structure, car elle d�ep end des e�orts appliqu�es. Elle est li�ee de plus �a des quantit�es

lo cales.

Comme piste de recherche on prop ose d'utiliser deux quantit�es (disp onibles), p our former

un indicateur de l'erreur de m�etho de, en chaque p oint, dans chaque bande de fr�equences:

- le nombre moyen de passages �a z�ero des parties imaginaires des mobilit�es classiques de

transfert entre le p oint de calcul et les p oints excit�es (et entre les di��erents p oints excit�es),

- le rapp ort de la mobilit�e �energ�etique d'entr�ee et de la partie r�eelle moyenne de la mobilit�e

classique d'entr�ee aux p oints excit�es.

Premi�eres �etudes exp�erimentales

Par des exp�eriences sur des structures simples (deux cylindres, et une plaque) coupl�ees en

un p oint, avec des mobilit�es classiques bien mesur�ees, on a constat�e que, par rapp ort aux

mesures apr�es couplage, la qualit�e des pr�evisions par mobilit�es �energ�etiques est comparable

�a celle des mobilit�es classiques. De plus l'utilisation de quantit�es p ositives, moyenn�ees

par bande de fr�equence, p ermet de s'a�ranchir des erreurs de signe sur les mobilit�es de
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transfert et �elimine les e�ets d'un �eventuel bruit al�eatoire.

7.1.2 Autres asp ects trait�es

Couplages internes

Les couplages internes �a une m̂eme structure ont �et�e trait�es, en utilisant la m̂eme d�emarche

que p our les couplages externes. Des expressions �energ�etiques p our les couplages internes

ont alors �et�e prop os�ees.

Couplage en deux p oints

Il a �et�e montr�e, sur un cas simple, qu'il est �equivalent d'e�ectuer deux couplages externes

ou un couplage externe suivi d'un couplage interne. La deuxi�eme appro che p ermet de

traiter r�ecursivement (analytiquement ou num�eriquement) le couplage en N p oints, sans

e�ectuer d'inversion matricielle, qui p ose parfois probl�eme p our les mobilit�es classiques.

Couplage �a une masse p onctuelle

L'insensibilit�e en haute fr�equence de la mobilit�e �energ�etique d'entr�ee lorsqu'on a joute une

masse p onctuelle a �et�e montr�ee analytiquement (et constat�ee num�eriquement dans le cas

des plaques avec discontinuit�es massiques).

Expression des CLF, pr�edictivit�e

On a donn�e au C.5 une expression intrins�eque des facteurs de p erte par couplage (CLF)

de la SEA, dans le cas du couplage rigide par p oints de structures h�et�erog�enes.

De plus, la propri�et�e de quasi-invariance des puissances actives moyenn�ees en fr�equence,

inject�ees en des p oints non coupl�es, p eut expliquer, dans certains cas, p ourquoi on p eut

appliquer une m�etho de comme la SEA de fa�con pr�edictive, alors que ses hyp oth�eses sur

les sources (consid�er�ees des sources de force) sont viol�ees.

Assemblages d'oscillateurs

L'�etude des assemblages d'oscillateurs amortis de l'annexe G, a p ermis de mieux com-

prendre les assemblages par liaisons �elastiques, mais constitue un �el�ement �etonnant, car

on aurait pu p enser que la EMMA ne p eut pas s'appliquer dans ces conditions (trop p eu

de mo des et d'oscillations des mobilit�es de transfert dans les bandes choisies).

7.2 Autres applications et d�evelopp ements p ossibles

Ce travail est une exploration rapide, avec des outils formels simples, d'une nouvelle

m�etho de pr�edictives sur des quantit�es �energ�etiques lo cales des assemblages multip oint.

Chacune de ses �etap es p eut ^etre approfondie, par d'autres �etudes analytiques (par la

m�etho de mo dale ou la d�ecomp osition en ondes).

Des applications num�eriques et exp�erimentales �a d'autres typ es de structure sont n�ecessaires

a�n de mieux �evaluer la p ort�ee pratique de la m�etho de prop os�ee.

Des extensions �a d'autres typ es de couplage (lin�eique et surfacique) et �a l'excitation par

moments seront les bien venues, ainsi qu'une extension au couplage vibro-acoustique.
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7.2.1

�

Etablissement de crit�eres �energ�etiques

L'analyse par mobilit�es �energ�etiques des sous-structures p ermet d'e�ectuer des choix sur

le dimensionnement des structures, par rapp ort �a des crit�eres �energ�etiques lo caux.

Variation du niveau vibratoire lo cal

Sur des syst�emes complexes et h�et�erog�enes, il est imp ortant de p ouvoir pr�evoir lo calement

les variations du niveau vibratoire, car le niveau global ne su�t plus �a dimensionner la

structure aux endroits sensibles.

La pr�evision des "miels" apr�es couplage seulement aux p oints voulus, est l'un des r�esultats

principaux de l'EMMA, avec une grande �economie sur l'information n�ecessaire et sur le

temps de calcul.

Diminution des puissances inject�ees ou �echang�ees

La diminution de la puissance active totale �echang�ee ou inject�ee est aussi un crit�ere utile

au dimensionnement des structures et des liaisons ([69]).

Les mobilit�es �energ�etiques donnent l�a aussi plus de d�etails sur la puissance �echang�ee en

chaque p oint de couplage et sur la puissance inject�ee et dissip�ee en chaque p oint, par

bandes de fr�equence, �a partir des "miels" avant couplage.

En e�et, dans le domaine d'application de la SEA (hautes fr�equences, recouvrement mo dal

sup�erieur �a 1) les calculs des puissances lo cales de la EMMA sont satisfaisants.

Augmentation d'une dissipation interm�ediaire

Au E.2 on a vu qu'on ne p eut optimiser un syst�eme de liaison �elastique amortissant, ex-

clusivement par mobilit�es �energ�etiques, que si sa r�esonance interne est inf�erieure �a celles

de la bande de fr�equences analys�ee. Sinon il faut utiliser les mobilit�es classiques.

Cette limite �etant �x�ee, on p eut faire varier l'amortissement ou les autres caract�eristiques

d'un syst�eme interm�ediaire et �etudier rapidement e�cacit�e de l'isolation vibratoire obte-

nue, en termes de puissances �echang�ees ou dissip�ee dans ce sous-syst�eme, ou en termes de

niveau vibratoire des autres sous-syst�emes.

On p eut donc analyser et optimiser chacune des liaisons p onctuelles s�epar�ement.

7.2.2 App orts et compl�ements �a la SEA

La Statistical Energy Analysis fait des analyses globales, sans devoir se soucier des

r�ealisations du couplage ou des endroits coupl�es ou excit�es. Les mesures des �energies

cin�etiques moyennes impliquent un maillage des sous-syst�emes. Sa d�emarche n'est g�en�eralement

pas pr�edictive et devrait se b orner aux moyennes et hautes fr�equences.

La EMMA n�ecessite au contraire des informations lo cales pr�ecises, sur les �el�ements de

couplage et sur les niveaux vibratoires. Elle ne s'applique actuellement qu'aux couplages

p onctuels, mais p ermet de pr�evoir les puissances �echang�ees et l'�energie cin�etique d'un

sous-syst�eme apr�es couplage, sans mailler les sous-syst�emes: seule la connaissance des

"miels" aux p oints de couplage, avant couplage, (et des p oints d'injection ext�erieure) est

n�ecessaire. On p eut ainsi conna^�tre

- les p oints qui vibrent le plus lorsqu'on injecte des puissances dans la structure �a des

endroits donn�es (sans avoir des relations de phase entre elles),

- les p oints de couplage ou d'injection ext�erieure les plus imp ortants p our les vibrations
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d'autres p oints (analyse des chemins vibratoires).

Les deux appro ches sont compl�ementaires et p euvent app orter des �el�ements pr�ecieux l'une

�a l'autre. La SEA p eut �etendre les pr�evisions des mobilit�es �energ�etiques au domaine du

rayonnement acoustique, aider �a �etablir des mo d�eles p our les couplages non p onctuels et

app orter la robustesse li�ee �a la conservation de l'�energie totale.

Les mobilit�es �energ�etiques app ortent �a la SEA une d�etermination semi-exp�erimentale des

CLF (cf.C.5) p our des structures complexes ou p our des assemblages successifs, d'o �u une

aide p ossible p our la caract�erisation des couplages "forts".

Elles app ortent aussi leur cot�e pr�edictif, avec les puissances totales �echang�ees, et la

connaissance des niveaux vibratoires lo caux p our des structures h�et�erog�enes.

7.2.3 Approfondissements p ossibles

�

Etude �energ�etique des chemins de transmission

Les mobilit�es classiques ont �et�e utilis�ees par plusieurs auteurs a�n de mieux d�e�nir les

"chemins" de transmission vibratoire.

Dans ce travail nous avons utilis�e les mobilit�es des structures isol�ees (libres) p our e�ectuer

des couplages internes et externes.

Nous n'avons pas soulign�e le fait que la valeur des di��erents termes de la matrice de

couplage (surtout celle des termes diagonaux) est indicative de l'imp ortance des p oints

de contact corresp ondants p our les transferts vibratoires d'une structure �a l'autre.

On p ourrait aussi consid�erer les mobilit�es �energ�etiques des structures isol�ees blo qu�ees,

d'une fa�con analogue �a celle pr�esent�ee par Bessac, Gagliardini et Guyader ([4]), p our

montrer l'imp ortance ou la "force" relative de certains couplages. Ce cas d'analyse serait

compl�ementaire �a ceux exp os�es ici, car, p our certains assemblages, il est plus simple de

blo quer des sous-syst�emes que de les d�ecoupler.

Application aux mobilit�es de moment

Les mobilit�es de moment constituent un probl�eme en soi car la mesure des moments

appliqu�es (et la r�ealisation d'une excitation par moment pur) est di�cile �a ce jour p our

des structures minces.

De plus la prise en compte des rotations et des moments alourdit les calculs matriciels, la

gestion des donn�ees et complique l'analyse des r�esultats.

Cep endant les contributions des moments deviennent imp ortantes aux hautes fr�equences,

l�a o �u les th�eories �energ�etiques sont les plus indisp ensables. C'est p ourquoi une �etude des

contributions des moments, moyenn�ees par bande de fr�equence, semble n�ecessaire, a�n de

voir si les m̂emes relations que celles �etablies s'appliquent bien �a des mobilit�es �energ�etiques

de moment et aux mobilit�es mixtes vitesse/moment et rotation/force.

Extension aux couplages lin�eiques et surfaciques

Le couplage p onctuel souvent ne su�t pas �a mo d�eliser une jonction r�eelle entre sous-

structures, d�es que celle-ci a des dimensions telles qu'on p eut d�e�nir des mobilit�es de

transfert entre les p oints de sa surface.

A�n de rendre la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques un outil p erformant d'analyse

exp�erimentale, il semble aussi n�ecessaire d'�etudier des expressions appro ch�ees p our des
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mobilit�es lin�eiques et surfaciques, par bande de fr�equences. Une comparaison avec les

nombreuses "recettes" (biblioth�eque de couplages) de la SEA ne p eut ^etre qu'utile.

Application �a l'�etude de syst�emes vibro-acoustiques

Les mobilit�es classiques mesur�ees "in situ" prennent en compte les couplages uide-

structure, donc les mobilit�es �energ�etiques aussi.

Cep endant lorsqu'on applique la m�etho de des mobilit�es aux assemblages, on n�eglige

syst�ematiquement les contributions acoustiques, car on supp ose que les mesures sur les

pi�eces s�epar�ees et sur l'assemblage se font avec le m̂eme champ acoustique et que les fac-

teurs de rayonnement resp ectifs ont p eu chang�e apr�es couplage.

La EMMA p ermet de pr�evoir quels p oints des sous-structures seront les plus a�ect�es par le

couplage et par les changements des autres sous-structures.

�

A partir de l�a, il faut essayer

d'estimer les r�ep ercussions sur le bruit rayonn�e apr�es couplage. En e�et, ayant calcul�e

avec les mobilit�es �energ�etiques les puissances totales �echang�ees par les di��erents sous-

syst�emes, on p eut ensuite appliquer des relations globales comme celles de la SEA p our

pr�evoir la puissance acoustique �emise par la totalit�e ou par une partie de l'assemblage.

Cep endant une diminution globale du niveau vibratoire ne corresp ond pas forcement �a

une diminution du bruit rayonn�e, car les changements de niveau p euvent a�ecter surtout

les parties les plus massiques ou les moins rayonnantes de la structure.

Il serait donc int�eressant d'avoir des relations entre des quantit�es lo cales vibratoires et

des quantit�es lo cales acoustiques, moyenn�ees en fr�equence, surtout lorsque les structures

sont fortement h�et�erog�enes et les milieux acoustiques ne sont pas des champs di�us ou

des champs libres.

Autrement dit, il faut �etudier si la moyenne spatiale est indisp ensable p our avoir des

relations vibro-acoustiques par bandes de fr�equence. On sugg�ere d'appliquer la d�emarche

exp os�ee dans ce travail �a d'autres fonctions de transfert entre un signal A au p oint e et

un signal B au p oint m, du typ e suivant:

H

me

=

< j

I nter spectr e

B mAe

Autospectr e

AeAe

j

2

>

<Re f

I nter spectr e

B eAe

Autospectr e

AeAe

g >

�

Etudes num�eriques et exp�erimentales

On a vu que les liaisons �elastiques et dissipatives demandent une application particuli�ere

de l'EMMA. L'�etude num�erique d'autres typ es de liaisons p ermettra d'enrichir le savoir

faire sp�eci�que p our cette nouvelle m�etho de.

Des �etudes param�etriques sur des structures plus complexes sont aussi souhaitables. Un

indicateur de �abilit�e de la m�etho de p eut notamment ^etre recal�e et p erfectionn�e, par des

simulations sur di��erents syst�emes.

Des �etudes exp�erimentales, sur des structures complexes, ou en milieu bruit�e, sont en�n

n�ecessaires p our mettre au p oint des d�emarches simpli��ees de mise en o euvre, di��erentes

de celles des mobilit�es classiques.
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Annexe A

Rapp els concis de probabilit�es

On rapp elle ici quelques notions de la th�eorie des probabilit�es, a�n de d�e�nir plus propre-

ment la notion d'"ind�ep endance", utilis�ee �a plusieurs reprises dans le texte.

Un "�ev�enement" E, observ�e n(E) fois au cours de N "�epreuves" � (ou "r�ealisations") a

une probabilit�e P(E) (r�eel p ositif ) d�e�nie par:

P ( E ) = lim

N !1

n ( E )

N

=

n ( E )

X

k =1

P ( �

k

) (A.1)

o �u P( �

k

) est la probabilit�e �el�ementaire de la k-i�eme �epreuve qui r�ealise E.

Soient deux �ev�enements E1 et E2, on note P(E1/E2) la "probabilit�e conditionnelle" de

r�ealiser E1 alors que E2 est r�ealis�e.

Deux �ev�enements sont dits "ind�ep endants"

si et seulement si P ( E 1 =E 2) = P ( E 1) et P ( E 2 =E 1) = P ( E 2)

ou encore si et seulement si P ( E 1 etE 2) = P ( E 1) P ( E 2)

L'application qui �a une �epreuve � asso cie un r�eel X ( � ), est app el�ee variable scalaire

al�eatoire ("V.A.") . Au r�eel X ( � ) on fait corr�esp ondre, un p oint A ( � ) de l'espace image D

de celui des �epreuves. Le p oint A ( � ) a donc une probabilit�e P ( � ) de repr�esenter la V.A.

La fonction de r�epartition F (d�eterministe, p ositive) d'une V.A. est la probabilit�e de

retrouver le p oint A ( � ) dans un sous-espace � de D:

F (�) = P f A ( � ) 2 � g (A.2)

si � ! D , alors F (�) ! 1 La densit�e de probabilit�e d'une V.A. est la d�eriv�ee de sa

fonction de r�epartition par rapp ort �a ses arguments x

1

, ... x

n

:

f ( x

1

; x

2

; :::x

n

) =

@ F ( x

1

; x

2

; :::x

n

)

@ x

1

::@ x

n

(A.3)

telle que, p our deux r�eels a et b,

P f a � X ( � ) � b g =

Z

b

a

f ( x ) dx (A.4)

et norm�ee par

P f�1 � X ( � ) � 1g =

Z

1

�1

f ( x ) dx = 1 (A.5)

Pour une distribution gaussienne (ou "normale"), on a:

f ( x ) =

exp

� x

2

2�

2

�

p

2 �

(A.6)
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�

ES

o �u � est l'�ecart typ e. On app elle moment d'ordre q la valeur moyenne de x

q

p ond�er�e par

la densit�e de probabilit�e f ( x ):

E [ X

q

( � )] = m

q

=

Z

1

�1

x

q

f ( x ) dx (A.7)

p our q=1 on a l' "esp�erance math�ematique" ou moyenne

p our q=2 on a la moyenne quadratique.

De m̂eme on d�e�nit des moments centr�es sur la moyenne:

E [( X ( � ) � m

1

)

q

] = �

q

=

Z

1

�1

( x � m

1

)

q

f ( x ) dx (A.8)

p our q=1 c'est nul, p our q=2 on a la "variance".

On app elle "moyennes mixtes" p our un couple al�eatoire (de deux V.A.)

E [ X

q 1

( � ) Y

q 2

( � )] = m

q

=

Z

1

�1

Z

1

�1

x

q 1

y

q 2

f ( x; y ) dxdy (A.9)

et "moments centr�es"

E [( X ( � ) � m

x

)

q 1

( Y ( � ) � m

y

)

q 2

] = �

xy q 1 q 2

=

Z

1

�1

Z

1

�1

( x � m

x

)

q 1

( y � m

y

)

q 2

f ( x; y ) dxdy

(A.10)

p our q

1

= q

2

= 1 on a la "covariance" de x et y.

Deux V.A. X ( � ) et Y ( � ) sont ind�ep endantes si les �ev�enements asso ci�es �a ces V.A. sont

ind�ep endants

P f X ( � ) � xetY ( � ) � y g = P f X ( � ) � x g P f Y ( � ) � y g (A.11)

ce qu'on �ecrit encore

F ( x; y ) = F ( x ) F ( y ) (A.12)

ou

f ( x; y ) = f ( x ) f ( y ) (A.13)

ou

m

xy

= m

x

m

y

(A.14)

La covariance est alors nulle (la covariance nulle n'implique pas l'ind�ep endance).

Si deux variables al�eatoires r�eelles X et Y sont ind�ep endantes, et si f et g sont deux

fonctions quelconques, resp ectivement de x et de y, alors f(X) et g(Y) sont ind�ep endantes

et l'on a (voir [6], page 59):

E [ f ( X ) g ( Y )] = E [ f ( X )] E [ g ( Y )] (A.15)

Pour une combinaison lin�eaire de V.A. ind�ep endantes Z ( � ) = aX ( � ) + bY ( � ), on a des

moyennes telles que:

m

z

= am

x

+ bm

y

(A.16)

et des variances telles que:

�

z

= a�

x

+ b�

y

(A.17)

Soit une r�ep onse temp orelle y ( t; � ) �a une entr�ee x ( t; � ) sur un syst�eme de r�ep onse impu-

sionnelle h(t), on a la relation suivante entre les moyennes (o �u * d�esigne le pro duit de

convolution):

m

y

( t ) = h ( t ) � m

x

( t ) (A.18)
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Annexe B

Exercice de style: couplage en deux

p oints

On va traiter ici analytiquement le couplage rigide de deux structures S

I

et S

I I

en deux

p oints c1 et c2, de deux fa�cons �equivalentes:

- le couplage externe en deux p oints (classique)

- le couplage externe en un p oint, suivi du couplage interne en un p oint.

II

SI

c1 c2
c1 c2

f

S

e

c2

c'2c'1

f

c'1 c2=c'2

e

f

e

Fig. B.1 - Couplage en deux points, ou en un point �a la fois

Couplage externe en un p oint + Couplage interne en un p oint

Commen�cons par les couplage externe classique en un p oint c1:

conformement �a 2.3, on applique

d

V

I

c 1

=

d

V

I I

c 1

et

d

F

I

c 1

= �

d

F

I I

c 1

aux vitesses apr�es couplage

(coi��ees d'un

d

cir conf l �exe ), sur S

I

d

V

I

c 1

= Y

I

c 1 e

c

F

I

e

+ Y

I

c 1

d

F

I

c 1

(B.1)
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et sur S

I I

d

V

I I

c 1

= Y

I I

c 1 f

d

F

I I

f

+ Y

I I

c 1

d

F

I I

c 1

(B.2)

on obtient directement l'e�ort de couplage:

d

F

I

c 1

=

( Y

I I

c 1 f

d

F

I I

f

� Y

I

c 1 e

c

F

I

e

)

( Y

I

c 1

+ Y

I I

c 1

)

(B.3)

et la vitesse en tout p oint m apr�es couplage:

d

V

I

m

= Y

I

me

c

F

I

e

+ Y

I

mc 1

( Y

I I

c 1 f

d

F

I I

f

� Y

I

c 1 e

c

F

I

e

)

( Y

I

c 1

+ Y

I I

c 1

)

(B.4)

ainsi que les mobilit�es apr�es ce premier couplage:
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sur S

I

, de m̂eme p our les p oints de S

I I

et p our les croisements.

Aux p oints c2 et c'2 on obtient par exemple
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Couplons ensuite rigidement les p oints c2 et c'2 du premier assemblage; apr�es couplage

les vitesses en ces p oints (coi��ees d'un

g

til de ) sont �egales et donn�ees par:
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Avec

g

F

c

0

2

= �

g

F

c 2

on obtient donc
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et des vitesses apr�es couplage en tout p oint m sont donn�ees par
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ce qui, apr�es d�evelopp ement des termes

c

X , donne:
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Couplage externe en deux p oints

Les vitesses apr�es couplage aux deux p oints coupl�es sont donn�ees par:
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sur S

I

, et elles sont �egales �a celles sur S

I I

, donn�ees par:
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Avec les relations de couplage rigide
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d'o �u les vitesses en tout p oint m apr�es couplage:
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On retrouve donc bien la m̂eme expression qu'au paragraphe pr�ec�edent.

On p orrait aussi comparer les mobilit�es apr�es couplage obtenues par les deux voies, en

fonction des mobilit�es des sous-syst�emes isol�es, avant couplage; elles s'obtiennent sim-

plement en consid�erant une seule excitation �a la fois et en divisant les deux membres

de l'�equation B.20 par cette excitation; par exemple p our deux p oints m et e (m̂eme

confondus) non coupl�es de S

I

on obtient:
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Cette expression est pr�edictive puisqu'elle ne d�ep end pas des sources utilis�ees.
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Annexe C

Compl�ements analytiques

On a rep ort�e ici en annexe des d�evelopp ements analytiques qui auraient trop alourdi

l'exp osition et embrouill�e son cours. Ils n'en sont pas moins imp ortants et d'un int�er^et

pratique p our la mise en o euvre des mobilit�es �energ�etiques.

Ils concernent

- les couplages internes par mobilit�es �energ�etiques,

- l'�etude �energ�etique du couplage en deux p oints

- l'�etude du couplage d'une structure avec une masse p onctuelle

- des expressions simpli��ees qui ne n�ecessitent pas d'inversion,

- des expressions des facteurs de p erte par couplage de la SEA en fonction de quantit�es

intrins�eques, moyenn�ees par bandes de fr�equences.

C.1 Expressions �energ�etiques des couplages internes

Les relations de couplage sont les m̂emes que p our des couplages externes: p our chaque

paire de p oints coupl�es rigidement (c;c'), on �ecrit que les "miels" apr�es couplage sont

�egaux et que les puissances rentrant de part et d'autre sont opp os�ees:
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en utilisant l'additivit�e �energ�etique on exprime les "miels" aux p oints c et c':
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d'o �u les puissances actives moyennes �echang�ees (sous leur forme matricielle):
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et les "miels" apr�es couplage:
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Ici encore, on va se comparer aux puissances actives moyennes �echang�ees calcul�ees exac-

tement, p our une seule paire de p oints coupl�es (c,c') et un seul p oint d'excitation e:
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en n�egligeant les moyennes des termes oscillants devant celles des termes toujours p ositifs

on obtient (p our e di��erent de c ou de c')
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soit encore, en mettant < Re f Y

e

g > en facteur, de fa�con �a faire appara^�tre les mobilit�es

�energ�etiques et la puissance active moyenne P

e

inject�ee au p oint e,
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en�n, comme 4 < j Y
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> le calcul exact (apr�es

les approximations annonc�ees) donne:
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ce qu'il faut identi�er �a:
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ou plus simplement �a
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on retrouve donc des facteurs de connexion identiques �a ceux d�eriv�es p our les couplages

externes:
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De m̂eme, on trouverait des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage sous la forme appro ch�ee

suivante:
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Ce qui, p our la mobilit�e d'entr�ee au p oint coupl�e (m=e=c) donne
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(donc, �energ�etiquement, le couplage interne est �equivalent au couplage externe en ce qui

concerne ses e�ets au p oint coupl�e).

Les "facteurs de connexion" �etant valables p our le couplage interne et p our le couplage

externe, leur usage doit ^etre g�en�eralisable aux couplages en N p oints (puisque ceux-ci

p euvent se mettre toujours sous la forme d'un premier couplage externe en un p oint suivi

de N-1 couplages internes successifs, en un p oint).

On va tester cette d�emarche dans le paragraphe suivant.

C.2

�

Etude �energ�etique du couplage en deux p oints

Consid�erons deux sous-structures qu'on va coupler rigidement en deux p oints, app el�es b

et c sur S

I

et b' et c' sur S

I I

.

On a vu au B qu'il est �equivalent d'�ecrire le couplage externe simultan�e aux deux p oints

b et c de deux sous-structures, ou d'�ecrire d'ab ord le couplage externe en un p oint, disons

en b1=b2, puis le couplage, interne �a ce premier assemblage, aux p oints c1 et c2.

Les deux typ es de couplage (interne et externe) doivent donner des termes sym�etriques

p our les deux p oints de couplage, puisqu'on p eut coupler indi��eremment d'ab ord un p oint

ou l'autre (c'est bien le cas p our les mobilit�es classiques).

A�n de r�esoudre le probl�eme de fa�con ind�ep endante de l'excitation, on va toujours expri-

mer les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage, en fonction des mobilit�es des sous-structures

avant couplage.

Pour les couplage externe en deux p oints, �ecrit exactement en termes de mobilit�es clas-

siques, on va essayer d'appro cher le r�esultat uniquement en fonction de quantit�es moyenn�ees

en fr�equence (mobilit�es �energ�etiques et parties r�eelles des mobilit�es).

Pour la deuxi�eme fa�con de pro c�eder on va utiliser les formules �energ�etiques appro ch�ees

du couplage externe, puis celle �etablie au C.1 p our un p oint de couplage interne, ce qui

revient �a reprendre les expressions classiques, en substituant des H aux Y.

Si par les deux voies on obtient la m̂eme expression �energ�etique, on p ourra p enser que les

m̂emes "facteurs de connexion" sont utilisables p our les couplages en N p oints.

Expressions exactes

On va reprendre l'expression des mobilit�es classiques entre un p oint m et un p oint e de

S

I

, apr�es un couplage rigide en deux p oints c1 et c2.

Entre un p oint m et un p oint e sur S

I

, on a la mobilit�e apr�es couplage suivante:
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Entre un p oint m sur S

I

et un p oint e sur S

I I

, on a:
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On p eut alors former p our ce deuxi�eme cas, par exemple, l'expression exacte de la mobilit�e

�energ�etique corresp ondante
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et on va essayer de la simpli�er.

Approximation des expressions exactes

On consid�ere que le p oint e n'est pas le p oint de couplage, et on remplace < Re f

f

Y

e

g >

par < Re f Y

e

g > .

On d�evelopp e alors le mo dule carr�e du num�erateur en somme de mo dules carr�es et de

termes crois�es. On remplace la moyenne fr�equentielle de la somme de rapp orts par la

somme des moyennes de ces rapp orts et on n�eglige les moyennes des rapp orts dont le

num�erateur comp orte des termes oscillants comme Re f Y

c 2 e

Y

�

c 1 e

g devant les moyennes des

rapp orts de termes carr�es comme j Y
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Ces simpli�cations supp osent que les p oints de couplage sont assez �eloign�es entre eux et

qu'il n'y a pas de sym�etrie dans le syst�eme telle que Y

c 2 e

= Y

c 1 e

.

Il reste alors l'expression:
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En supp osant que les num�erateurs et les d�enominateurs sont statistiquement ind�ep endants,

on fait les remplacements suivants:

<

a

b

> � < a ><

1

b

> .

Il faut alors supp oser qu'on est en haute fr�equences, avec des mobilit�es d'entr�ee liss�ees,

on remplace alors la moyenne des inverses par l'inverse de la moyenne et on obtient:

<

a

b

> �

<a>

<b>

.

Entre un p oint m sur S

I

et un p oint e sur S

I I

, on obtient alors des mobilit�es �energ�etiques

de la forme suivante:
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ou encore
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o �u D E N
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en utilisant les facteurs de connexion
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on p eut en�n �ecrire les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage sous la forme:
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(C.24)

avec deux premiers termes d'autant plus grands devant les autres que les di��erents p oints

consid�er�es sont �eloign�es.

Ces mobilit�es �energ�etiques ont aussi des termes sym�etriques en c1 et c2.

Deux couplages externes par mobilit�es �energ�etiques

Si on applique la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques au couplage externe en deux p oints,

on trouve une expression formellement identique �a celle des mobilit�es classiques (C.19):
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(C.25)

ce qui p eut encore se mettre sous la forme
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(C.26)

o �u les deux premiers termes sont d'autant plus grands devant les autres, que les p oints

consid�er�es sont �eloign�es entre eux.
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Un couplages externe suivi d'un couplage interne

Si on applique la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques d'ab ord au couplage externe au

p oint c1 de S

I

et c1' de S

I I

, on trouve (cf.3.43):
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Si on l'applique ensuite au couplage interne en c2=c2', on trouve (cf C.16):
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Dans cette derni�ere expression on va n�egliger les termes de transfert interstructure devant

ceux sur une m̂eme sous-structure
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en supp osant que le couplage interne a p eu a�ect�e les mobilit�es d'entr�ees des p oints non

coupl�es, on a
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, on p eut alors �ecrire (sans les '):
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ou encore
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dans cette derni�ere expression les deux premiers termes sont aussi d'autant plus grands

devant les autres que les di��erents p oints sont �eloign�es les uns des autres.

Pour que les trois expressions C.24, C.26 et C.31 donnent des r�esultats voisins il su�t de

les consid�erer r�eduites �a leurs deux premiers termes:

g

g

H

me

�

H

I

mc 1

H

I I

c 1 e

�

I I

c 1

H

I

c 1

+ H

I I

c 1

+

H

I

mc 2

H

I I

c 2 e

�

I I

c 2

H

I

c 2

+ H

I I

c 2

(C.32)

o �u tous les termes en c1 sont dans un quotient et les termes en c2 dans l'autre.

Remarque imp ortante

Chacun de ces deux quotients repr�esente le r�esultat d'un couplage externe au p oint c

corr�esp ondant.

Contrairement aux mobilit�e classiques, p our calculer les mobilit�es �energ�etiques apr�es cou-

plage, on p eut donc consid�erer les p oints de couplage un par un et sommer simplement

leurs e�ets. Ceci revient �a n�egliger les contributions crois�ees des puissances �echang�ees aux

autres p oints de couplage.
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C.3 Etude du couplage avec une masse p onctuelle

On s'int�eresse ici au couplage rigide non dissipatif au p oint c d'une structure quelconque,

de mobilit�e Y

c

, avec une masse p onctuelle de mobilit�e Y

m

.

La mobilit�e apr�es couplage s'�ecrit:

f

Y

c

=

Y

c

Y

m

Y

c

+ Y

m

=

Y

m

1+

Y

m

Y

c

Pour une structure mince, �a partir d'une certaine fr�equence on p ourra �ecrire
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et encore

f

H

c

�

<
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On fait alors des hyp oth�eses d'ind�ep endance statistique des di��erentes quantit�es dans

les bandes de fr�equence et on remplace les moyennes des pro duits par les pro duits des

moyennes:

f

H

c

�

<I m

4

f Y

m

g >

< j Y

c

j

2

>

+ <I m

2

f Y

m

g > � 2
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3
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m
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c

g >
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c

j

2

>

<I m

2

f Y

m

g ><Re f Y

c

g >

< j Y

c

j

2

>

soit

f

H

c

�

<I m

4

f Y

m

g >

<I m

2

f Y

m

g ><Re f Y

c

g >

+

< j Y

c

j

2

>

<Re f Y

c

g >

� 2

<I m

3

f Y

m

g >

<I m

2

f Y

m

g >

<I m f Y

c

g >

<Re f Y

c

g >

Pour une plaque, en haute fr�equence, on a asymptotiquement

Re

2

f Y

c

g � I m

2

f Y

c

g
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alors que p our une masse le niveau de I m f Y

m

g baisse en montant en fr�equence, donc on

p eut e�ectivement �ecrire

f

H

c

�

< j Y

c

j

2

>

<Re f Y

c

g >

ce qui traduit bien le fait que l'a jout d'une masse ne change pas la mobilit�e �energ�etique

d'entr�ee (asymptotiquement, en haute fr�equence).

On p eut d�eriver de m̂eme une relation d'invariance p our la mobilit�e �energ�etique de trans-

fert

g

H

p

c �

< j Y

p

c j

2

>

<Re f Y

c

g >

C.4 Expressions tr�es appro ch�ees, sans inversion

En �egalisant les expressions appro ch�ees des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage, obte-

nues p our le couplage externe en deux p oints et p our le couplage externe en un p oint, suivi

du couplage interne �a l'autre p oint, on obtient des expressions "tr�es appro ch�ees", qu'on

p eut appliquer aux couplages en N p oints et qui pr�esentent l'avantage de ne n�ecessiter

d'aucune inversion matricielle.

La mobilit�e �energ�etique d'entr�ee en un p oint coupl�e c de l'assemblage s'�ecrit:

f
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c

�
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I I
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I I
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(C.33)

Entre deux p oints coupl�es c et g on a:
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(C.34)

(ils sont ainsi "ind�ep endants des autres p oints de couplage). Entre un p oint coupl�e c et

un p oint non coupl�e m on a:
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(C.35)

(p our les p oints de S

I I

inverser les indices I et I I) et
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(C.36)

Entre un p oint m non coupl�e de f I g et un p oint n non coupl�e de f I I g on a:

g
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I I
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(C.37)

Entre deux p oints non coupl�es de la m̂eme sous-structure apr�es couplage la mobilit�e

�energ�etique est consid�er�ee inchang�ee:

g

H

mn

� H

mn

(C.38)
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C.5 Calcul des CLF p our des couplages p onctuels

Les facteurs de p erte par couplage (CLF: Coupling Loss Factors) de la SEA, p our des

assemblages par couplages p onctuels rigides ont �et�e calcul�es en fonction des mobilit�es des

sous-syst�emes isol�es, par Cacciolati et Guyader et par Manning ([11], [85]).

On va voir �a pr�esent qu'on p eut �etablir des relations semblables avec les mobilit�es �energ�etiques,

c'est �a dire avec uniquement des quantit�es moyenn�ees en fr�equence, sans utiliser des rela-

tions de phase.

Reprenons simplement l'expression des CLF donn�ee par [11 ], p our le cas de deux struc-

tures homog�enes coupl�ees rigidement ("loin des b ords") aux p oints c:

�

I I :I
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> (C.39)

et
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> (C.40)

o �u <> d�esigne une moyenne fr�equentielle. En utilisant le fait que les fonctions de la

fr�equence Re f Y

I I

c

g et j Y

I

c

+ Y

I I

c

j

2

sont statistiquement ind�ep endantes en basse fr�equence

et liss�ees en haute fr�equence, on supp ose que:
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c
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>

on exprime alors les CLF en fonction uniquement des termes moyenn�es en fr�equence de

chaque sous-structure:
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et
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Dans le cas des structures non homog�enes, contrairement �a ([11]), il semble imp ortant

d'intro duire des facteurs d'h�et�erog�en�eit�e g

c

ind�ep endants des excitations externes:
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=
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o �u (()) indique une moyenne spatiale et les N

m

p oints m de S

I

sont �equirepartis ( g

I I

c

a une

expression "intrins�eque" identique, avec des exp osants I I ). Alors les CLF s'�ecrivent:
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et
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Remarque: on utilise toujours seulement des quantit�es moyenn�ees en fr�equence, mesur�ees

sur les sous-syst�emes avant couplage, donc dans une d�emarche pr�edictive (qui ne doit pas

d�ep endre des excitations apr�es couplage).
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Annexe D

Compl�ements aux simulations de

plaques homog�enes

D.1 Calculs sur un syst�eme isol�e

On consid�ere une plaque mince appuy�ee (cf. Figure 4.1). Dimensions: L

x

= 1 : 0[ m ], L

y

=

0 : 7[ m ], h = 0 : 001[ m ]. Mat�eriau: � = 7800[ k g =m

3

], E = 2 : 110

1

1[ P a ], � = 0 : 33, � = 0 : 01,

puis � = 0 : 1.

La densit�e mo dale th�eorique est d'environ 0.2 mo des par Hz. Recouvrement mo dal: 0.4 �a

10.8; nombre de mo des: 40 �a 47; longueur d'onde moyenne � = 0.22 �a 0.046 [m], p our des

bandes de 200 Hz.

Points excit�es: e1(0.4;0.2), e2(0.7;0.3), e3(0.5;0.6). Point de mesure m(0.2;0.5).

Trois typ es d'excitation: source de force (unitaire ou al�eatoire), F

e

= 1 = Y e (p our deux

amortissements).

Explication de l'erreur de d�e�nition en entr�ee

Pour F

e

= 1 = Y

ee

le rapp ort

< j V

e

j

2

>

<Re f F

e

V

�

e

g >

vaut exactement
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j Y
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j

2

>

< j F

e

j

2

Re f Y

e

g >

ou encore

1

<

Re f Y

e

g

j Y

e

j

2

>

.

Pour recouvrement mo dal sup�erieur �a 1, en haute fr�equence , I m

2

f Y

e

g est n�egligeable

devant Re

2

f Y

e

g , on a j Y

e

j

2

� Re

2

f Y

e

g , donc le rapp ort se r�eduit �a

1

<

1

Re f Y

e

g

>

. Or sur une

bande de fr�equences la di��erence entre

1

<x>

et <

1

x

> est d'autant plus faible que la

variance de x est faible. Donc asymptotiquement, en montant en fr�equence, on a

< j V

e

j

2

>

<Re f F

e
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e

g >

� < Re f Y

e

g >

De m̂eme la mobilit�e �energ�etique s'appro che par
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ou encore par
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Donc les deux quantit�es convergent en haute fr�equence.

Au contraire, en basse fr�equence , < I m
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g > , mais l'�ecart typ e de Re f Y
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g (en fr�equence) est fort,

donc la mobilit�e �energ�etique est tr�es sousestim�ee en ecrivant
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Or <

1

x

>>

1

<x>

, donc le rapp ort est inf�erieur �a <

I m

2

f Y

e

g

Re f Y

e

g

> + < Re f Y

e

g > ce qui est

compris entre < Re f Y

e

g > et, �a p eu pr�es, 2 < Re f Y

e

g > .

L'�ecart typ e de Re f Y

e

g diminue lorsque le recouvrement mo dal augmente. Le recouvre-

ment modal est donc le param�etre important pour l'erreur de d�e�nition des mobilit�es

�energ�etiques d'entr�ee .

�

Etude de l'erreur de d�e�nition en transfert

On consid�ere le nombre de passages �a z�ero de la partie Imaginaire de chaque mobilit�e de

transfert dans chaque bande:

Pour � = 0 : 01 Pour � = 0 : 1

Fcentr H

me 1

H

me 2

H

me 3

Fcentr H

me 1

H

me 2

H

me 3

200.0 30 23 15 200.0 7 8 2

400.0 13 15 10 400.0 4 2 1

600.0 10 16 7 600.0 1 3 4

800.0 10 6 6 800.0 1 1 2

1000.0 12 6 7 1000.0 3 0 1

1200.0 6 6 3 1200.0 0 2 1

1400.0 3 3 5 1400.0 1 1 1

1600.0 3 5 0 1600.0 1 0 0

1800.0 6 4 3 1800.0 2 1 1

2000.0 3 1 6 2000.0 1 1 1

2200.0 2 7 2 2200.0 0 1 0

2400.0 4 3 2 2400.0 1 0 0

2600.0 5 3 3 2600.0 0 1 1

2800.0 5 3 2 2800.0 0 1 0

3000.0 3 3 4 3000.0 1 0 1

3200.0 2 1 2 3200.0 0 1 0

3400.0 1 1 4 3400.0 0 0 0

3600.0 1 3 2 3600.0 0 0 0

3800.0 4 1 1 3800.0 0 1 1

4000.0 1 3 3 4000.0 1 0 0

4200.0 2 2 2 4200.0 0 0 0

4400.0 2 3 2 4400.0 1 0 0

4600.0 1 2 2 4600.0 0 0 0

4800.0 1 2 0 4800.0 0 0 0

Ces variations irr�eguli�eres, propres �a chaque couple de p oints consid�er�e, corresp ondent

bien �a celles de l'erreur qu'on a remarqu�ee sur les mobilit�es de transfert et sur l'additi-

vit�e, d'ab ord faible, sur les toutes premi�eres bandes de 200 Hz, o �u les mobilit�es oscillent

b eaucoup, puis irr�eguli�ere sur les autres bandes, p our lesquelles il y a p eu d'oscillations

(voire pas du tout, p our � = 0 : 1). Ici on constate que p our une moyenne sup�erieure ou

�egale �a 2 ou 3 passages �a z�ero par bande l'erreur est inf�erieure �a 3 dB.

Si on repasse le cas de la plaque amortie, avec des bandes de 400 Hz, on a �a nouveau au

moins une oscillation par bande et c'est su�sant p our �eviter les erreurs sup�erieures �a 3

dB (cf. Figure 4.10).
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Fig. D.1 - Mod�eles de force utilis�es
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D.2 Assemblage de plaques de mobilit�es tr�es di��erentes

On simule maintenant le couplage rigide d'une plaque de caract�eristiques identiques aux

plaques du D.4, calcul�ee aux p oints P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2), P3(0.7;0.3), P4(0.5;0.6),

P5(0.4;0.4), P6(0.6;0.3), coupl�ee aux p oints P1, P2, P3, avec les trois p oints P1(0.2;0.5),

P2 (0.4;0.2), P3 (0.7;0.3), d'une plaque plus p etite et quatre fois plus �epaisse, calcul�ee aussi

en P7(0.5;0.6) et ayant les dimensions suivantes: L

x

= 0 : 9[ m ], L

y

= 0 : 7[ m ], h = 0 : 004[ m ],

� = 7800[ k g =m

3

], E = 2 : 1 10

11

[ P a ], � = 0 : 33, � = 0 : 01.

Une analyse par bandes de tiers d'o ctave, p ermet de voir si il y a un nombre de mo des

par bande (ou une largeur de bande) en dessous duquel la m�etho de EMMA n'est plus

appliquable.

Pour la deuxi�eme plaque, la densit�e mo dale th�eorique est d'environ 0.05 mo des par Hz et,

p our les bandes de tiers d'o ctave, sp�eci��ees par leurs fr�equences centrales Fcentr. et leurs

b ornes Finf et Fsup, on a les valeurs suivantes de Densit�e mo dale e�ective, Recouvrement

mo dal, Nombre de mo des dans la bande, Longueur d'onde, Nombre d'oscillations de la

partie imaginaire de Y

12

(indicatif ):

Finf Fsup Fcentr Dens.mo d. Rec.mo d. Nb.Mo des � [ m ] Nb.Osc.

111.4 140.3 125.0 .069 .090 2 .563 0

140.3 176.8 157.5 .000 .000 0 .502 1

176.8 222.7 198.4 .065 .132 3 .447 1

222.7 280.6 250.0 .035 .088 2 .398 1

280.6 353.6 315.0 .041 .132 3 .355 1

353.6 445.4 396.9 .044 .172 4 .316 1

445.4 561.2 500.0 .052 .266 6 .281 1

561.2 707.1 630.0 .041 .267 6 .251 1

707.1 890.9 793.7 .044 .349 8 .223 6

890.9 1122.5 1000.0 .052 .531 12 .199 5

1122.5 1414.2 1259.9 .045 .578 13 .177 2

1414.2 1781.8 1587.4 .044 .702 16 .158 3

1781.8 2244.9 2000.0 .048 .958 22 .141 6

2244.9 2828.4 2519.8 .048 1.223 28 .125 6

2828.4 3563.6 3174.8 .048 1.531 35 .112 7

3563.6 4489.8 4000.0 .046 1.874 43 .100 7

La longueur d'onde sert �a �evaluer si les p oints doivent ^etre consid�er�es comme di��erents

ou confondus (distance inf�erieure �a � /4). Le recouvrement mo dal Rm est �egal �a la somme

des largeurs des bandes passantes �a -3 dB des mo des dans la bande, divis�ee par la largeur

de la bande: Rm ( ! ) =

P

N b:M odes ( ! )

n =1

� !

n

!

sup

� !

inf

D.2.1 Erreurs de couplage

Inadaptation du Calcul Simpliste

Comme annonc�e dans la partie analytique, c'est lorsque les mobilit�es d'entr�ee (clas-

siques ou �energ�etiques) resp ectives des deux structures aux p oints de couplage sont tr�es

di��erentes, que les facteurs de connexion intro duits dans le Calul EMMA prennent tout

leur sens: le Calcul Simpliste devient compl�etement erron�e p our certains transferts.
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C'est ce qu'on p eut observer sur les mobilit�es �energ�etiques de transfert entre un p oint de

couplage et un p oint non coupl�e de chaque plaque et entre deux p oints non coupl�es de

chaque plaque. (voir Figure D.2 et Figure D.3).
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Fig. D.2 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques di��erentes

|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste

mauvais Calcul Simpliste pour le transfert Hcm, entre un point coupl�e et un point non

coupl�e
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Fig. D.3 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques di��erentes
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mauvais Calcul Simpliste pour le transfert interplaque Hm1n2

Bonne pr�evision par la EMMA

Le Calcul EMMA, mis au p oint analytiquement p our le cas d'un ou deux p oints de cou-

plage, marche ici (avec trois p oints de couplage), dans tous les transferts (voir Figure D.4,

Figure D.2 et Figure D.3), m̂eme p our le transfert entre deux p oints de couplage (voir

Figure D.5). Les deux calculs, Simpliste et EMMA, p euvent pr�esenter de fortes erreurs,

si la bande analys�ee est trop �etroite: p our les six premi�eres bandes de tiers d'o ctave le

nombre de mo des dans la bande est inf�erieur �a 5 et le nombre moyen d'oscillations des

parties imaginaires des mobilit�es classiques inf�erieur �a 2.

Ces deux crit�eres p euvent servir d'indicateurs grossiers.
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Fig. D.4 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques di��erentes
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Fig. D.5 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques di��erentes
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Calcul des Puissances et des "miels"

On pr�esente ici le calcul des puissances �echang�ees (Figure D.6) et des "miels" apr�es cou-

plage (Figure D.7), par bandes de tiers d'o ctave.

La puissance active totale �echang�ee (Figure D.8a) est toujours mieux reconstitu�ee que

celle relative �a chaque p oint de couplage.

La somme (donc la moyenne) des "miels" apr�es couplage (Figure D.8b) aux p oints non

coupl�es, est meilleure que chaque "miel" pris s�epar�ement, car les erreurs n'interviennent

pas sur les m̂emes bandes; elle a une erreur qui oscille, mais diminue globalement en

montant en fr�equence: les bandes s'�elargissent et le nombre d'oscillations par bande des

parties r�eelles des mobilit�es augmente. (cf.aussi Figure4.17).
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Fig. D.6 - Assemblage de plaques di��erentes: Puissances actives moyennes �echang�ees
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D.2.2 Calcul des plaques amorties

On consid�ere les m̂emes g�eom�etries que pr�ec�edemment, mais avec un amortissement � =

0 : 1, on e�ectue les m̂emes calculs qu'en 4.3.1. Pour des bandes de tiers d'o ctave on a les

valeurs suivantes de Densit�e mo dale e�ective, Recouvrement mo dal, Nombre de mo des

dans la bande, Longueur d'onde, Nombre d'oscillations de la partie imaginaire de Y

12

(indicatif ):

Finf Fsup Fcentr Dens.mo d. Rec.mo d. Nb.Mo des � [ m ] Nb.Osc.

111.4 140.3 125.0 .069 .904 2 .563 1

140.3 176.8 157.5 .000 .000 0 .502 0

176.8 222.7 198.4 .065 1.316 3 .447 1

222.7 280.6 250.0 .035 .882 2 .398 0

280.6 353.6 315.0 .041 1.316 3 .355 1

353.6 445.4 396.9 .044 1.720 4 .316 1

445.4 561.2 500.0 .052 2.660 6 .281 2

561.2 707.1 630.0 .041 2.668 6 .251 0

707.1 890.9 793.7 .044 3.492 8 .223 2

890.9 1122.5 1000.0 .052 5.314 12 .199 0

1122.5 1414.2 1259.9 .045 5.781 13 .177 2

1414.2 1781.8 1587.4 .044 7.023 16 .158 3

1781.8 2244.9 2000.0 .048 9.579 22 .141 1

2244.9 2828.4 2519.8 .048 12.234 28 .125 2

2828.4 3563.6 3174.8 .048 15.311 35 .112 1

3563.6 4489.8 4000.0 .046 18.743 43 .100 3

Analyse des r�esultats

Les puissances �echang�ees n�egatives ne sont pas repr�esent�ees. Par rapp ort au 4.3.1, on

constate l'apparition de grandes erreurs sur les puissances �echang�ees, sur les six premi�eres

bandes de tiers d'o ctave: trop �etroites.

Les puissances �echang�ees ne sont pas mieux reconstitu�ees que celles des plaques p eu amor-

ties (comparer Figure D.9 et Figure D.6), mais la puissance totale est tr�es satisfaisante

(comparer Figure D.10 et Figure D.8).

Les "miels" apr�es couplage ne sont pas mieux reconstitu�es, que ceux des plaques p eu

amorties, (sauf au p oint P4 qui est directement excit�e): cel�a corresp ond aux r�esultats de

l'additivit�e �energ�etique, qui fonctionne moins bien p our un amortissement plus imp ortant.

Pour les bandes de tiers d'o ctave le nombre d'oscillations de I m f Y

mn

g n'a pas diminu�e

de b eaucoup, mais il s'annule maintenant sur certaines bandes; l'erreur p eut ainsi devenir

tr�es grande (facteur six sur la cinqui�eme bande, au p oint P7, Figure D.11 c).

L'hyp oth�ese de source de puissance active moyenne ici est tr�es bien v�eri��ee (Figure D.10b).

On p eut constater que le calcul par bandes constantes est pr�ef�erable p our les plaques, car

le nombre d'oscillations des I m f Y g est plus stable.



D.2. ASSEMBLAGE DE PLAQUES DE MOBILIT

�

ES TR

�

ES DIFF

�

ERENTES 129

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

100 1000

P
 [
W

] 

f [Hz]

a) Puissance au p oint P1

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

100 1000

P
 [
W

] 

f [Hz]

b) Puissance au p oint P2

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

100 1000

P
 [
W

] 

f [Hz]

c) Puissance au p oint P3

Fig. D.9 - Reconstitution de la puissance active moyenne �echang�ee � = 0 : 1

|- calcul exact - - - calcul EMMA

1e-05

0.0001

0.001

0.01

100 1000

P
to

t [
W

] 

f [Hz]

a) Puissance �echang�ee totale

|- calcul exact - - - calcul EMMA

0.001

0.01

0.1

100 1000

P
 [W

] 

f [Hz]

b) Puissance inject�ee en P4

|- avant couplage - - - apr�es couplage

Fig. D.10 - Assemblage de plaques di��erentes amorties, � = 0 : 1
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D.3 Assemblage de plaques plus p etites

A�n de v�eri�er si c'est bien le nombre de mo des par bande qui d�etermine l'erreur sur les

pr�evisions apr�es couplage on calcule un assemblage de deux plaque di��erentes entre elles,

plus p etites que les pr�ec�edentes.

Les donn�ees du mat�eriau sont les suivantes: � = 7800[ k g =m

3

], E = 2 : 1 10

11

[ P a ], � = 0 : 33,

� = 0 : 01. La premi�ere plaque, de dimensions Lx = 0 : 43[ m ], Ly = 0 : 37[ m ] et h = 1[ mm ],

est calcul�ee aux p oints P1(0.1;0.15), P2(0.2;0.3), P3(0.15;0.2), P4(0.3;0.1), P5(0.25;0.25),

P6(0.06;0.1), coupl�ee aux p oints P1, P2, P3, avec les trois p oints P1(0.1;0.05), P2 (0.2;0.2),

P3 (0.15;0.1), de la deuxi�eme plaque ( L

x

= 0 : 32[ m ], L

y

= 0 : 23[ m ], h = 4[ mm ], m̂eme

mat�eriau), calcul�ee aussi en P7(0.05;0.15).

Pour la deuxi�eme plaque, la densit�e mo dale th�eorique est d'environ 0.006 mo des par Hz

et p our les bandes de tiers d'o ctave, on a les valeurs suivantes de Densit�e mo dale e�ec-

tive, Recouvrement mo dal, Nombre de mo des dans la bande, Longueur d'onde, Nombre

d'oscillations de Y c1c3 (indicatif ):

Finf[Hz] Fsup[Hz] Fc[Hz] Dens.mo d. Rec.mo d. Nb.Mo des � [m] Nb.Osc.

111.4 140.3 125.0 .000 .000 0 .563 0

140.3 176.8 157.5 .000 .000 0 .502 0

176.8 222.7 198.4 .000 .000 0 .447 0

222.7 280.6 250.0 .000 .000 0 .398 0

280.6 353.6 315.0 .014 .039 1 .355 1

353.6 445.4 396.9 .000 .000 0 .316 0

445.4 561.2 500.0 .000 .000 0 .281 1

561.2 707.1 630.0 .007 .040 1 .251 1

707.1 890.9 793.7 .005 .046 1 .223 2

890.9 1122.5 1000.0 .004 .046 1 .199 1

1122.5 1414.2 1259.9 .003 .039 1 .177 1

1414.2 1781.8 1587.4 .005 .092 2 .158 0

1781.8 2244.9 2000.0 .004 .084 2 .141 3

2244.9 2828.4 2519.8 .005 .129 3 .125 2

2828.4 3563.6 3174.8 .005 .176 4 .112 3

3563.6 4489.8 4000.0 .004 .172 4 .100 1

Pour les quatres premi�eres bandes le crit�ere d'�eloignement minimum entre deux p oints

sup�erieur �a �= 4 n'est pas resp ect�e.

Les puissances �echang�ees sont souvent tr�es mal reconstitu�ees (Figure D.12).

Ici encore la puissance active totale �echang�ee est mieux reconstitu�ee que celles relatives

�a chaque p oint (Figure D.13).

Le calcul des "miels" et celui de la puissance totale �echang�ee n'est acceptable que sur

les quatre derni�eres bandes de tiers d'o ctave: le nombre d'oscillations est alors sup�erieur

�a 1 ou 2 et le nombre de mo des est sup�erieur �a 2 ou 3. Les premi�eres bandes d'analyse

utilis�ees ici sont donc trop �etroites.
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Fig. D.12 - Reconstitution des puissances actives �echang�ees, petites plaques
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D.3.1

�

Etude des sources de puissance

L'hyp oth�ese de source de puissance active moyenne ici est toujours assez bien v�eri��ee par

rapp ort aux sources de force (cf. Figure D.15a).

On consid�ere aussi deux excitations, toujours aux p oints P4 et P5, telles que la vitesse en

ces p oints est inchang�ee et �egale �a un, avant et apr�es couplage (ce cas est tr�es p�enalisant

et ne corresp ond pas �a des sources r�eelles).

On compare les puissances actives moyennes (exactes) inject�ees avant et apr�es couplage,

a�n de voir si l'hyp oth�ese de source de puissance est valable dans ce cas (Figure D.15b).

On constate que, dans les quatre derni�eres bandes p our lesquelles le calcul a �et�e jug�e

correct, l'hyp oth�ese de source de puissance active moyenne est tr�es bien v�eri��ee, ainsi que

sur la pluspart des bandes, �a partir d'un recouvrement mo dal de 0.17 p our la premi�ere

plaque (ou �a partir de 4 mo des dans la bande).

D.3.2

�

Etude d'autres bandes de fr�equence

Les calculs des Figures D.16 et D.17 montrent que le choix de bandes adapt�ees p eut se

faire �a partir du nombre d'oscillations des mobilit�es.

Globalement on constate une d�et�erioration des r�esultats, par rapp ort au cas des grandes

plaques (avec des structures qui avaient �a p eu pr�es dix fois plus de mo des et aussi plus

d'oscillations des parties imaginaires des mobilit�es dans les m̂emes bandes). Pour des

bandes de 200 Hz et de 800 Hz, p our la plaque la plus p etite et �epaisse, on a en e�et les

nombres de mo des et d'oscillations de I m f Y

m 4 c 3

g (indicatifs) du tableau ci-dessous.

Bandes de 200 Hz Bandes de 200 Hz Bandes de 800 Hz

Fcentr Mo des Osc. Fcentr Mo des Osc. Fcentr Mo des Osc.

200.0 1 1 2600.0 2 1 500.0 3 5.0

400.0 0 0 2800.0 0 0 1300.0 3 2.0

600.0 1 2 3000.0 0 0 2100.0 4 3.0

800.0 1 2 3200.0 3 2 2900.0 5 4.0

1000.0 1 1 3400.0 1 0 3700.0 3 1.0

1200.0 1 0 3600.0 1 0 4500.0 4 3.0

1400.0 0 0 3800.0 1 0

1600.0 1 1 4000.0 0 0

1800.0 2 1 4200.0 2 0

2000.0 1 0 4400.0 0 1

2200.0 0 0 4600.0 1 1

2400.0 1 2 4800.0 1 1
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Fig. D.16 - Reconstitution des "miels", petites plaques � f= 200 Hz
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D.4 Cas particulier: assemblage de deux plaques iden-

tiques

Les deux plaques identiques sont les m̂emes que celles utilis�ees au D.1. Pour les bandes de

tiers d'o ctave, on a les valeurs suivantes de Densit�e mo dale e�ective (nombre de mo des sur

la largeur de la bande), Recouvrement mo dal, Nombre de mo des dans la bande, Longueur

d'onde:

Finf[Hz] Fsup[Hz] Fc[Hz] Dens.mo d. Rec.mo d. Nb.Mo des � [m]

111.4 140.3 125.0 .173 .225 5 .281

140.3 176.8 157.5 .192 .303 7 .251

176.8 222.7 198.4 .218 .437 10 .223

222.7 280.6 250.0 .190 .481 11 .199

280.6 353.6 315.0 .219 .699 16 .177

353.6 445.4 396.9 .207 .836 19 .158

445.4 561.2 500.0 .199 1.002 23 .141

561.2 707.1 630.0 .206 1.298 30 .125

707.1 890.9 793.7 .218 1.738 40 .112

890.9 1122.5 1000.0 .207 2.084 48 .100

1122.5 1414.2 1259.9 .213 2.686 62 .089

1414.2 1781.8 1587.4 .215 3.426 79 .079

1781.8 2244.9 2000.0 .212 4.250 98 .070

2244.9 2828.4 2519.8 .218 5.509 127 .063

2828.4 3563.6 3174.8 .219 7.007 161 .056

3563.6 4489.8 4000.0 .214 8.614 198 .050

Si deux structures sont coupl�ees en des p oints de mobilit�es d'entr�ee (classiques) iden-

tiques, on a vu qu'on a des erreurs suppl�ementaires (cf 3.3.5) il s'agit ici de les �evaluer

par rapp ort aux autres erreurs de m�etho de, analys�ees pr�ec�edemment.

Le cas de deux plaques identiques p ermet entre autre de v�eri�er par sym�etrie les calculs

exact et appro ch�e des quantit�es de transfert. On remarquera que ce cas de �gure "par-

ticulier" p eut se retrouver sur des assemblages r�eels, mais semble p eu probable, �a cause

des variations des caract�eristiques (et des mobilit�es) d'une structure �a l'autre, rapp el�ees

au premier chapitre.

D.4.1 Couplage en un seul p oint

Consid�erons le couplage des deux plaques en un p oint P

1

(0 : 2; 0 : 4). On calcule les mobi-

lit�es �energ�etiques apr�es couplage, en entr�ee et en transfert, p our les p oints P

1

(0 : 2; 0 : 5),

P

2

(0 : 4; 0 : 2), P

3

(0 : 7; 0 : 3) et P

4

(0 : 5; 0 : 6)[ m ].

Mobilit�es �energ�etiques tr�es bien reconstitu�ees

Les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee H

cc

au p oint de couplage c et celles de transfert H

mc

entre un p oint quelconque m et le p oint c sont calcul�ees quasi exactement par la m�etho de

appro chh�ee et m̂eme par celle simpliste (voir Figure D.19).
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Fig. D.18 - Couplage en un point et en trois points de deux plaques identiques

Mobilit�es �energ�etiques p eu mo di��ees par le couplage

Les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee H

mm

et de transfert H

mn

, p our les p oints m et n non

coupl�es (sur chacune des deux plaques), sont quasiment inchang�ees apr�es couplage, par

rapp ort �a celles avant couplage (Figure D.20).

Ces m̂emes mobilit�es sont bien reconstitu�ees, sauf en basse fr�equence, o �u de fortes erreurs

p euvent se pro duire dans les deux calculs �energ�etiques (cf. Figure D.21). C'est p ourquoi,

en pratique, p our les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee et de transfert entre p oints

non coupl�es on prendra directement celles avant couplage , sans autres calculs.

Mobilit�es �energ�etiques bien corrig�ees

Les mobilit�es �energ�etiques de transfert exactes H

m 1 n 2

, entre un p oint quelconque m1 sur

f S1 g et un p oint quelconque n2 (di��erent de c) sur f S2 g , sont mal calcul�ees par le Calcul

Simpliste: sur la Figure D.22 a) on constate un d�ecalage constant d'un facteur deux.

(le p oint P6 corresp ond, sur l'assemblage, au p oint P3 de la deuxi�eme plaque avant cou-

plage) La prise en compte de la sym�etrie p ermet de rattrap er ce d�ecalage (les H

C O Rm 1 n 2

obtenues sont tr�es voisines de celles exactes) et le calcul EMMA ( H

AP P m 1 n 2

) converge

asymptotiquement vers le b on r�esultat en haute fr�equece.

Cette convergence s'explique car en haute fr�equence

H

c

=

<Re

2

f Y

c

g > + <I m

2

f Y

c

g >

2 <Re

2

f Y

c

g >

tend vers

<Re f Y

c

g >

2

,

donc le d�enominateur appro ch�e

H

I

cc

k

c

+ H

I I

cc

+ < Re f Y

I

cc

g > = 2 H

c

+ < Re f Y

c

g > tend vers celui exact (ici = 4 H

c

).

La Figure D.22 b) compare les di��erents calculs.

On p ourrait donc en conclure que le calcul EMMA constitue bien une am�elioration par

rapp ort au calcul simpliste, et que la correction du d�enominateur su�t �a prendre en

compte la sym�etrie. Cep endant un dernier cas reste �a analyser et il r�eserve bien de sur-

prises...
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Fig. D.19 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c

|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste
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Fig. D.20 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c

|- avant couplage - - - apr�es couplage

Mobilit�es �energ�etiques peu modi��ees par le couplage

Cas particulier du transfert sym�etrique

Pour les mobilit�es �energ�etiques de transfert H

m 1 m 2

, entre un p oint quelconque m1 de f S1 g

et le p oint sym�etrique m2 sur f S2 g , le calcul EMMA est mauvais et converge vers celui

(mauvais aussi) obtenu avec la simple correction du d�enominateur, qui n'est pas su�sante

ici.

Plus surprenant encore: le calcul simpliste, p our des raisons qui restent �a �eclaircir, donne

un r�esultat tr�es correct. Les �gures D.23 illustrent ce cas particulier.

Explication du "myst�ere" L'erreur est due essentiellement au fait qu'on consid�ere la

moyenne d'un pro duit de deux quantit�es comme �egale au pro duit des moyennes alors que

les quantit�es ne sont pas statistiquement ind�ep endantes.

En e�et on n'a plus le droit d'�ecrire que

< j Y

m 1 c

Y

cm 2

j

2

> � < j Y

m 1 c

j

2

>< j Y

cm 2

j

2

>

car (en vertu de la r�ecipro cit�e et de la sym�etrie) Y

m 1 c

= Y

cm 2

, et < x

2

> 6= < x >< x > ,

surtout si les donn�ees dans la bande analys�ee pr�esentent un fort �ecart typ e (ce qui est
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Fig. D.21 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c

|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste

Mobilit�es �energ�etiques �a ne pas calculer

r�ealis�e ici, sur toutes les bandes analys�ees): voir la Figure D.24.

L'erreur intro duite, dans le cas analys�e (tout d�ep end de la mobilit�e de transfert), est aussi

voisine d'un facteur deux; elle rattrap e ainsi (�a cause de l'amortissement, choisi au hasard)

l'erreur (constante) du calcul simpliste et rend la m�etho de EMMA inadapt�ee, ainsi que

la seule correction du d�enominateur.

Conclusions p our le Couplage en un seul p oint

Le Calcul EMMA et celui Simpliste (compar�es au Calcul Exact) donnent globalement des

b ons r�esultats (erreur inf�erieure �a 3 dB) sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage.

Les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee H

cc

au p oint de couplage c et celles de transfert H

mc

entre un p oint quelconque m et le p oint c sont calcul�ees quasi exactement (erreur tr�es

inf�erieure �a 1 dB).

Le Calcul Simpliste est meilleur p our les transferts interplaque entre deux p oints sym�etriques

H

m 1 m 2

. Dans tous les autres cas, le Calcul EMMA est plus p erformant.

Les erreurs de la tentative Simpliste s'expliquent par l'application abusive de l'additi-

vit�e �energ�etique; celles de la EMMA s'expliquent par l'application abusive des hyp oth�eses

Hyp.3 a), b) et c).

D.4.2 Couplage en trois p oints

On consid�ere �a pr�esent un couplage rigide (sans dissipation) des m̂emes plaques aux trois

p oints P

1

(0 : 2; 0 : 4), P

2

(0 : 5; 0 : 1), P

3

(0 : 8; 0 : 6) et on calcule aussi au p oint P

4

(0 : 5; 0 : 4)[ m ].

L'int�er^et de ce calcul est de p ouvoir analyser les interf�erences entre les di��erents p oints

de couplage.

Mobilit�es �energ�etiques quasi exactes

Comme p our le couplage en un seul p oint, les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee Hcc aux

p oints de couplage c et celles de transfert Hmc, entre des p oints non coupl�es m et les

p oints de couplage c, sont tr�es bien calcul�ees par le calcul EMMA et par celui simpliste:
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|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste

Bonne correction par le Calcul Approch�e (EMMA)

l'erreur est tr�es inf�erieure �a un dB (Figure D.25). Si deux structures sont coupl�ees en des

p oints de mobilit�es d'entr�ee (classiques) identiques, on a vu (cf 3.3.5) qu'on p eut faire des

corrections a priori, les mobilit�es ainsi obtenues seront app el�ees "corrig�ees" .

Mobilit�es �energ�etiques bien corrig�ees

Les mobilit�es de transfert Hcm, entre les p oints de couplage c et ceux non coupl�es m, et

celles de transfert interplaque Hm1n2, entre deux p oints non coupl�es et non sym�etriques

m1 et m2, sont mal calcul�ees par le calcul simpliste (facteur deux). La correction du

d�enominateur su�t �a expliquer ce d�ecalage (puisque le calcul "corrig�e" est tr�es voisin de

celui exact), et le calcul EMMA converge asymptotiquement vers le calcul exact.

La �gure D.26 synth�etise ces r�esultats (le p oint P5 corresp ond, sur la deuxi�eme plaque

l'assemblage, au p oint P4 de la premi�ere).

Cas particulier

Comme p our le couplage en un seul p oint, on retrouve le "cas particulier" du transfert

interplaque Hm1m2, entre deux p oints sym�etriques non coupl�es, et on constate qu'il y

a les m̂emes erreurs sur le transfert Hc1c2 entre deux p oints de couplage (c'est la seule

nouveaut�e ici). L'explication est la m̂eme que dans le cas d'un seul p oint de couplage. La

Figure D.27 illustre ces "disfonctionnements".
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Fig. D.23 - Mob.s �energ. de transfert interplaque entre deux points sym�etriques.

Cas particulier de mauvaise correction.
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Fig. D.24 - Analyse de l'erreur du cas particulier
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Visualisation du module carr�e de la mobilit�e de transfert.
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Fig. D.25 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c

|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste
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Mauvais Calcul Simpliste, bon Calcul EMMA
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Fig. D.27 - Cas particuliers, avec mauvais Calcul EMMA et bon Calcul Simpliste

|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste
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Calcul par bandes de 200 Hz

Les plaques identiques ont maintenant une quarantaine de mo des par bande.
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Fig. D.28 - Mobilit�es �energ�etiques de transfert; plaques identiques coupl�ees en 3 points

|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste

Conclusions p our le Couplage en trois p oints

Globalement on retrouve les m̂emes r�esultats que dans le cas du couplage en un seul p oint:

- l'erreur maximale est d'environ 3dB,

- l'erreur est quasi nulle p our les quantit�es Hcc et Hmc,

- le calcul Simpliste est meilleur sur le transfert Hc1c2 entre deux p oints de couplage et

sur le transfert interplaque Hm1m2, entre deux p oints sym�etriques non coupl�es,

- le Calcul EMMA est meilleur dans les autres cas.

Conclusions p our les assemblages sym�etriques

On a vu par les deux cas pr�ec�edents, de deux plaques identiques, coupl�ees en un ou en trois

p oints, que la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques EMMA s'applique, de fa�con satisfaisante

et que des erreurs (inf�erieures �a 3 dB) subsistent p our les transferts interplaque, entre deux

p oints sym�etriques et p our les transferts entre deux p oints de couplage.

Dans ce cas particulier d'un assemblage sym�etrique (de deux structures identiques), le

formalisme des mobilit�es classiques s'applique aussi aux quantit�es �energ�etiques ("Calcul

Simpliste") avec une erreur d'environ 3dB. Cette erreur p eut augmenter, en th�eorie, si les

structures coupl�ees sont tr�es p eu amorties.

De plus, sur les transferts, lorsque un calcul pr�esente l'erreur maximale, l'autre est tr�es

p erformant (et vice versa).

Donc ce n'est pas sur ce cas qu'on p eut montrer le bien fond�e de la M�etho de EMMA.

On pr�econise cep endant d'appliquer la EMMA ici aussi, en tenant compte du fait que les

transferts entre p oints de couplage et ceux interplaque entre p oints sym�etriques, seront

sousestim�es: ceux exacts sont ici jusqu'�a deux fois plus forts que ceux pr�evus par les H

AP P

,

et si on diminuait l'amortissement des structures, ce d�ecalage p ourrait encore s'accro^�tre.
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Annexe E

Compl�ements aux simulations de cas

plus complexes

E.1 Assemblage de plaques h�et�erog�enes

D�e�nition des structures et compl�ements

Sur la premi�ere plaque, S1, aux p oints P1(0.2;0.5), P4(0.5;0.6) et P6(0.6;0.3), on a attach�e

des masses p onctuelles, resp ectivement de 0.1kg, 0.2kg et 0.5kg et on l'a coupl�ee toujours

aux p oints P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2), P3(0.7;0.3), �a la deuxi�eme plaque, S2.

Ici on compl�ete l'illustration de ce cas par la comparaison du calcul exact et appro ch�e

P1

P2 S1

S2

P7
P6

P4
P5 P3

Fig. E.1 - Plaque S1 h�et�erog�ene coupl�ee rigidement �a S2

des "miels" apr�es couplage en des p oints moins "critiques" que ceux montr�es au cha-

pitre 4 (Figure E.3) et par la v�eri�cation de l'hyp oth�ese des sources de puissance active

moyenne, en comparant les puissances actives moyennes exactes inject�ees dans la plaque

mince avant et apr�es couplage (Figure E.2).

En�n on trace encore la puissance active moyenne totale �echang�e obtenue par le calcul

exact et par le calcul appro ch�e (Figure E.4). On constate que tous ces calculs sont plei-

nements satisfaisants.

Les di��erences de niveau sur les puissances inject�ees au p oint P4 et au p oint P5, traduisent

bien la pr�esence de la masse concentr�ee (au p oint P4).
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Fig. E.2 - Puissances actives moyennes ext�erieures inject�ees
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1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

500 100015002000250030003500400045005000

<
|V

|2
>

 [
m

2
/s

2
]

f [Hz]

a) < j V j

2

> = 2 au point P2

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

500 100015002000250030003500400045005000

<
|V

|2
>

 [
m

2
/s

2
]

f [Hz]

b) < j V j

2

> = 2 au point P4

1e-05

0.0001

0.001

500 100015002000250030003500400045005000

<
|V

|2
>

 [
m

2
/s

2
]

f [Hz]

c) < j V j

2

> = 2 au point P5

Fig. E.3 - Reconstitution des "miels" apr�es couplage:

|- calcul exact - - - calcul EMMA
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Fig. E.4 - Reconstitution de la puissance active totale �echang�ee:

|- calcul exact - - - calcul EMMA
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E.1.1 Variation des sources p our deux syst�emes excit�es

On a aussi consid�er�e le cas d'une source de force ( j F j = 100[N]), qui excite la deuxi�eme

plaque et �etudi�e la variation de la puissance active moyenne inject�ee par les deux premi�eres

sources ( j F j = 1[N]): elle est tr�es forte (Figure E.5), les puissances actives moyennes

inject�ees p euvent m̂eme devenir n�egatives. L'hyp oth�ese de sources de puissance active

moyenne est alors compl�etement fausse. Cep endant dans ce cas la contribution des puis-

sances qui ont chang�e est n�egligeable devant celle des puissances "principales" qui les ont

faites changer: m̂eme aux deux p oints d'injection directe de ces "fausses puissances" on

arrive �a bien reconstituer les "miels" apr�es couplage par la m�etho de EMMA, qui utilise

l'hyp oth�ese de sources de puissance (voir Figure E.6).
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Fig. E.5 - Puissances actives moyennes inject�ees dans S1

|{ avant couplage - - - apr�es couplage, avec forte excitation sur S2
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Fig. E.6 - Miels aux points excit�es de S1, avec forte excitation sur S2

|{ calcul exact - - - calcul EMMA
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E.2 Couplages �elastiques et dissipatifs

On compare ici les puissances �echang�ees et les "miels" apr�es couplage, obtenus par le

calcul exact (par mobilit�es classiques), ceux obtenus par le calcul appro ch�e "total" (qui

consid�ere les syst�emes interm�ediaires comme un syst�eme �energ�etique C1 et op�ere d'ab ord

l'assemblage "A1 appro ch�e" de S1 avec C1, puis celui de "A1 appro ch�e" avec S2) et ceux

obtenus par le calcul appro ch�e "partiel" de l'assemblage de A1 (exact) avec la plaque S2

(voir Figure 5.11).

Le couplage �elastique et dissipatif p ose en e�et un probl�eme de princip e: les syst�emes

interm�ediaires c n'ont pas de mo des dans la pluspart des bandes, m̂eme p our un faible

recouvrement mo dal, donc le calcul �energ�etique "total" ne se justi�e pas, m̂eme si les

mobilit�es �energ�etiques d�e�nies p our ces syst�emes interm�ediaires repr�esentent bien des

rapp orts entre la puissance inject�ee et le miel obtenu ("faible erreur de d�e�nition").

Si l'on consid�ere cep endant les syst�emes interm�ediaires C1 comme �etant rattach�es �a une

sous-structure ou �a l'autre, le calcul des quantit�es �energ�etiques "partiel" apr�es couplage

devient sens�e.

E.2.1

�

Etude d'un syst�eme de couplage de faible raideur

Consid�erons d'ab ord un syst�eme de couplage de "faible" raideur (M= 0.0005 [kg], K= 100

[N/m], C=0.1 [N.s/m]); sa fr�equence de r�esonnance est autour de 70 Hz, et sa mobilit�e

d'entr�ee est visualis�ee sur la Figure E.7.

Les puissances �echang�ees sont globalement assez bien pr�evues, tant par le calcul ap-
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Fig. E.7 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire

pro ch�e total que par celui partiel. L'erreur p eut atteindre 10 dB sur certaines bandes

(cf.Figure E.8). Les "miels" apr�es couplage sont cep endant bien reconstitu�es (Figure E.9),

m̂eme au p oint non coupl�e P7 de la structure r�eceptrice, c'est �a dire en utilisant unique-

ment les contributions des puissances �echang�ees, par additivit�e �energ�etique.

E.2.2 Faible raideur, dissipation augment�ee

Par rapp ort au calcul pr�esent�e en 5.2.1, on augmente maitenant l'amortissement d'un

facteur dix: (M= 0.0005 [kg], K= 100 [N/m], C=1 [N.s/m]); les autres donn�ees sont

inchang�ees.
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Fig. E.8 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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Fig. E.9 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel

Les puissances �echang�ees sont encore assez bien pr�evues (cf.Figure E.11), par le "calcul

appro ch�e total", comme par le "calcul appro ch�e partiel", sauf sur quelques bandes, avec

de fortes erreurs.

Les "miels" apr�es couplage sont cep endant bien reconstitu�es (Figure E.12), m̂eme au p oint

non coupl�e P7 de la plaque r�eceptrice (obtenu avec les seules puissances �echang�ees).

E.2.3 Raideur augment�ee

On augmente maintenant la raideur K des ressorts d'un facteur 10: (M= 0.0005 [kg], K=

1000 [N/m], C=1 [N.s/m]) La r�esonnance des syst�emes interm�ediaires est �a environ 318

Hz, (voir Figure E.13) donc dans la plage d'analyse (de 100 �a 5000 Hz).

Dans les puissances �echang�ees (cf.Figure E.14) et dans les "miels" (Figure E.15) on com-

mence �a voir un d�ecalage entre le calcul appro ch�e "total" et celui "partiel", surtout en

dessous de la r�esonnance des syst�emes interm�ediaires, p our les deux premi�eres bandes.
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Fig. E.10 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire
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c) Puissance au p oint P3

Fig. E.11 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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Fig. E.12 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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Fig. E.13 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire
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c) Puissance au p oint P3

Fig. E.14 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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Fig. E.15 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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E.2.4

�

Etude d'un syst�eme de couplage de forte raideur

On consid�ere maintenant un syst�eme de couplage de raideur K=100000; dans la plage

d'analyse 100 - 5000 Hz on a maintenant une zone en dessous de la r�esonnance des

syst�emes interm�ediaires (environ 3100 Hz) et une zone au dessus (Figure 5.15).

Les puissances �echang�ees du calcul "appro ch�e total" sont compl�etement fausses (cf.Figure E.16),

jusqu'�a la bande p our laquelle la partie imaginaire de la mobilit�e des syst�emes interm�ediaires

passe par z�ero p our la premi�ere fois (autour de 2300Hz); autour de la r�esonnance elles

sont encore mauvaises, puis se rappro chent symptotiquement du calcul appro ch�e partiel.

Sur les "miels" on retrouve ces erreurs (cf.Figure E.17).

Le p oint P4 de la premi�ere structure, excit�e directement, est �evidemment bien calcul�e par

les deux m�etho des appro ch�ees.

Le calcul appro ch�e partiel est g�en�eralement satisfaisant, avec des erreurs allant jusqu'�a

un facteur cinq sur les puissances et �a un facteur trois sur les "miels".

(cf.Figure E.17)
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Fig. E.16 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)
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Fig. E.17 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)

|{ calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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E.2.5 Forte raideur, dissipation augment�ee

Par rapp ort au calcul pr�ec�edent, on augmente maitenant l'amortissement d'un facteur dix:

(M= 0.0005 [kg], K= 100000 [N/m], C=10 [N.s/m]); les autres donn�ees sont inchang�ees.

Les puissances �echang�ees sont encore mal pr�evues (cf.Figure E.19), par le "calcul appro ch�e
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Fig. E.18 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire

total", en dessous et autour de la fr�equence de r�esonnance des syst�emes interm�ediaires

(quelques valeurs n�egatives sur les premi�eres bandes ne sont pas repr�esentables en �echelle

log.).

Comme la partie imaginaire de la mobilit�e d'entr�ee de ces derniers ne s'annule plus, �a

cause de la forte dissipation, on n'a plus les deux plages de fr�equences avec un tr�es b on

calcul, qu'on avait au 5.2.2.

Le calcul appro ch�e total, converge encore vers le calcul appro ch�e partiel au dessus de

la fr�equence de r�esonnance. Cep endant il converge plus lentement que dans le cas d'une

dissipation plus faible.

Sur la premi�ere plaque (voir le "miel" au p oint P4), les r�esultats des deux calculs ap-

pro ch�es sont presque identiques.

Le "calcul appro ch�e partiel" est satisfaisant, sauf p our les toutes premi�eres bandes.

Les "miels" apr�es couplage sont toujours mieux reconstitu�es que les puissances �echang�ees

(Figure E.12), m̂eme au p oint non coupl�e P7 de la structure r�eceptrice, c'est �a dire en uti-

lisant uniquement les contributions des puissances �echang�ees, par additivit�e �energ�etique.

Pour compl�eter cette �etude il faudrait consid�erer le cas de trois syst�emes interm�ediaires

di��erents entre eux et observer le "miel" apr�es couplage sur un p oint de S2 �equidistant

des trois p oints de couplage.
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Fig. E.19 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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Fig. E.20 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)

|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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E.2.6 Excitation de part et d'autre, variation des sources

Dans l'assemblage du 5.2.2, avec des liaisons de forte raideur (M= 0.0005 [kg], K=

100000 [N/m], C=1 [N.s/m]), on excite �a pr�esent aussi le deuxi�eme syst�eme par une

force constante de mo dule 100 [N] au p oint P7, les p oints P4 et P5 de S1 �etant toujours

excit�es par des forces unitaires. La variation de la puissance active moyenne inject�ee par

ces forces avant et apr�es couplage, repr�esent�ee dans la Figure E.21, reste faible (car le

couplage est faible), mais, contrairement aux attentes, elle ne diminue pas en montant en

fr�equence.

Le calcul appro ch�e des "miels" apr�es couplage en ces m̂emes p oints P4 et P5, excit�es

directement, qui utilise les puissances inject�ees avant couplage au lieu de celles inject�ees

apr�es couplage, re�ete ces variations mais est toujours tr�es satisfaisant (cf. Figure E.22).

0.001

0.01

0.1

500 100015002000250030003500400045005000

P
 [
W

] 

f [Hz]

a) Puissance au p oint P4

0.001

0.01

0.1

500 100015002000250030003500400045005000

P
 [
W

] 

f [Hz]

b) Puissance au p oint P5

Fig. E.21 - Puissances actives moyennes inject�ees dans S1
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Fig. E.22 - "Miels" aux points excit�es

|{ calcul exact - - - calcul EMMA



154 ANNEXE E. COMPL

�

EMENTS AUX SIMULATIONS DE CAS PLUS COMPLEXES

E.3 Pistes p our un indicateur d'erreur

Etant donn�e que les forces ext�erieures et les e�orts de couplage ne sont pas id�ep endants

les uns des autres, on p eut exprimer l'erreur (p essimiste) du calcul des "miels" en termes

des seules mobilit�es classiques. On p eut donc obtenir des expressions qui comp ortent des

moyennes fr�equentielles de pro duits et de rapp orts de mobilit�es classiques; des expressions

analogues �a celles des termes "crois�es" qui conditionnent l'additivit�e �energ�etique.

Qualitativement la moyenne de ces pro duits, ou rapp orts, sera d'autant plus p etite qu'ils

changent de signe �a l'int�erieur de la bande consid�er�ee.

Ici encore l'erreur sera li�ee �a la distance entre les p oints d'excitation, qui d�eterminera la

d�ecorr�elation e�ective des di��erentes mobilit�es et l'e�cacit�e de leurs oscillations.

Il semble alors imp ossible de pr�evoir l'erreur de calcul sur chaque bande de fr�equences

sans e�ectuer le calcul exact.

Cep endant plus il y a de changements de signe p our chacune des mobilit�es (p our sa partie

r�eelle ou sa partie imaginaire), plus on a des chances d'avoir des changements de signe

p our leurs pro duits et rapp orts. C'est dans ce sens qu'on prop ose d'utiliser le nombre

d'oscil lations par bande des parties imaginaires des mobilit�es classiques , comme indica-

teur approximatif de la qualit�e du calcul.

Ce param�etre p eut facilement se mesurer par le nombre de passages �a z�ero de la par-

tie imaginaire des mobilit�es. Il augmente avec la largeur de la bande et avec la densit�e

mo dale et semble mieux corresp ondre qualitativement aux variations de l'erreur, dans les

di��erentes simulations e�ectu�ees (sans qu'on puisse p our autant �etablir une relation simple

entre l'erreur et le nombre d'oscillations dans chacune des bandes). D'apr�es les simula-

tions num�eriques e�ectu�ees (cf. 4.3.1, D.2.2, et D.3) il semblerait aussi que p our obtenir

le m̂eme niveau d'erreur, il su�t de moins d'oscillations en haute fr�equence, lorsque l'am-

plitude de celles-ci est plus p etite (et le recouvrement mo dal est plus fort). Donc cette

amplitude des oscillations p eut constituer un deuxi�eme indicateur.

Signi�cation physique

En basse fr�equence, le nombre de mo des dans une bande est directement li�e au nombre

de passages �a z�ero de la partie imaginaire de la mobilit�e d'entr�ee I m f Y

e

g , mais d�es que

le recouvrement mo dal est sup�erieur �a 1, on ne p eut plus s�eparer les mo des sur Re f Y

e

g

et I m f Y

e

g , qui ne passe plus par z�ero �a chaque mo de, oscille de moins en moins dans la

bande de fr�equences.

Le nombre d'oscil lations dans une bande d�epend donc du nombre de modes (ou de la

densit�e modale), mais aussi du recouvrement modal .

Pour une structure homog�ene, Bourgine ([7]), ou Cremer et Heckl ([20]) ont �etabli le lien

entre la densit�e mo dale n(f ), la masse totale M

T

et la moyenne spatiale de la mobilit�e

d'entr�ee < Y

ee

>

S

:

n ( f ) = 4 M

T

< Re f Y

ee

( f ) g >

S

(E.1)

Pour des structures complexes on p eut se demander comment acc�eder �a la densit�e mo dale

ou au nombre de mo des et si elle est encore utile p our des calculs lo caux. De plus elle

n'intervient pas explicitement dans la m�etho de des mobilit�es �energ�etiques.

Ici toute la m�etho de se base sur des quantit�es lo cales mesurables et bien d�e�nies: les

mobilit�es classiques. On va donc essayer de d�egager des crit�eres li�e aux mobilit�es d'entr�ee

qu'on a d�ej�a mesur�ees.

On disp ose de < Re

2

f Y

e

g > + < I m

2

f Y

e

g > , de < Re f Y

e

g > et de leur rapp ort

H

e

=

<Re

2

f Y

e

g > + <I m

2

f Y

e

g >

<Re f Y

e

g >

.
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En basse fr�equence on a < Re

2

f Y

e

g > � < I m

2

f Y

e

g > et < Re

2

f Y

e

g > est sup�erieur �a

< Re f Y

e

g >< Re f Y

e

g > (d'autant plus que l'�ecart typ e de Re f Y

e

g est grand), donc H

e

est d'autant sup�erieur �a 2 < Re f Y

e

g > que l'amortissement est faible (et l'amplitude des

oscillations est forte).

En haute fr�equence l'amplitude des oscillations est plus faible et on a < Re

2

f Y

e

g >>><

I m

2

f Y

e

g > et < Re

2

f Y

e

g > � < Re f Y

e

g >< Re f Y

e

g > , donc H

e

� < Re f Y

e

g > .

Le rapport

H

e

<Re f Y

e

g >

est donc un indicateur du recouvrement modal et de l'amplitude des

oscil lations .

On prop ose d'utiliser ce rapp ort

H

e

<Re f Y

e

g >

, p our compl�eter (p ond�erer) le nombre N

0

( Y

me

)

de passages �a z�ero de I m f Y

me

g .

Ces deux ingr�edients, N

0

( Y

me

) et

H

e

<Re f Y

e

g >

, sont mesurables, exprim�es par bande de

fr�equence et sont lo caux. Il faut les p ond�erer et fabriquer un indicateur unique �a relier �a

l'erreur sur les "miels" apr�es couplage, en traitant b eaucoup de cas d'assemblages.
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Annexe F

Compl�ements aux applications

exp�erimentales

F.1 M�etho dologie de mesure des mobilit�es classiques

F.1.1 Princip e des Montages

Pour mesurer les mobilit�es des sous-structures isol�ees il faut soit les susp endre, soit (par

exemple s'il s'agit de la structure principale), il faut les placer dans la p osition r�eelle

(con�guration d'utilisation) qu'elles auraient apr�es assemblage.

Dans tous les cas les structures p�eriph�eriques (c^ables, plots de susp ension, supp orts etc.)

gre��ees �a ces syst�emes doivent ^etre isol�ees de toute source ext�erieure et elles ne doivent

subir aucune mo di�cation ext�erieure lors du couplage (autre que celles propres au cou-

plage).

Susp ensions et Excitations

Lorsqu'on susp end les sous-structures isol�ees il vaut mieux que les ventuels e�orts dus aux

susp ensions (traction ou compression) s'exercent dans une direction orthogonale �a celle

dans laquelle on va exercer l'excitation ext�erieure (direction de mesure) (cf. Figure F.1).

De m̂eme on �evitera de blo quer la structure en rotation suivant les axes d'une excitation

ext�erieure par moments.

Les e�orts et moments restants doivent ^etre n�egligeables par rapp ort �a l'excitation prin-

cipale, ou s'exercer sur des parties p eu mobiles de la structure.

Signe des mobilit�es

Si en th�eorie la correction du signe des mobilit�es ne p ose pas de probl�emes, dans la pratique

elle p eut tourner au casse t^ete p our des structures minces compliqu�ees, qui ont des p oints

de couplage inaccessibles, ou mesurables "du mauvais c^ot�e".

La cause principale des doutes est le signe du signal de sortie des di��erents capteurs (le

"sens de mesure" �x�e par le constructeur des appareils), surtout s'il n'est pas indiqu�e par

la do cumentation.
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F

V

ISOLANTES
ELASTIQUES

LIAISONS

a) Faux montage

ISOLANTES

LIAISONS

ELASTIQUES V

F

b) Bon montage

Fig. F.1 - Montage pour mesure de mobilit�es de force

Signe des mobilit�es d'entr�ee

La correction des mobilit�es d'entr�ee ne p ose pas de probl�emes: quelle que soit la direction

de mesure ou d'excitation, il faut qu'au b out du compte la mobilit�e ait une partie r�eelle

p ositive.

On p eut aussi �xer une convention par rapp ort aux signes des signaux (de force et vitesse)

issus d'une t^ete d'imp�edance. L'ayant obtenue, on p eut se �xer une convention p our le

sens p ositif d'excitation et de mesure (voir par exemple sur les Figures F.2 et F.3)

Correction des mobilit�es de transfert

Ayant �x�e le sens p ositif des capteurs d'acc�el�eration, tous les probl�emes ne sont pas

r�esolus p our autant: consid�erons un transfert entre deux futurs p oints de couplage c et k,

(cf.Figure F.3 b), il ne s'agit pas de faire co•�ncider les sens de l'excitation en c et de la

vitesse en k, mais de faire co•�ncider les sens de l'excitation actuelle en c et de celle qu'il

faut exercer en k p our mesurer la mobilit�e d'entr�ee en k.

R�ecipro cit�e

La r�ecipro cit�e p ermet de v�eri�er que le syst�eme d'excitation et de mesure de la vitesse sont

adapt�es et que le montage est assez stable entre deux mesures di��erentes (par exemple on

v�eri�e que les moments inject�es ont un e�et n�egligeable par rapp ort aux forces normales).

Le princip e est simple: on intervertit les endroits d'excitation et de mesure et les sens

d'excitation et de mesure (cf.Figure F.4). Si l'on disp ose de plusieurs cha^�nes de mesure,

on p eut aussi op�erer une correction de l'intersp ectre, par p ermutation des cha^�nes de

mesure (cf. [124 ]).
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F.1.2 Capteurs et Correction de masse

Pr�ecision, Disp ersion, Calibration

La pr�ecision des capteurs est donn�ee par le constructeur, cep endant il faut d�eterminer la

disp ersion des mesures obtenues par di��erents capteurs aux m̂emes p oints et au m̂eme

moment. C'est ce qu'on fait p endant une calibration correcte utilisant la loi F = M 

(calibration absolue) et en a justant la sensibilit�e des capteurs p our qu'ils donnent le

m̂eme r�esultat (a�nage relatif ).

Correction de masse

�

A chaque masse M de capteur corresp ond une "fr�equence de coupure" �a partir de laquelle

il va masquer les vibrations du p oint mesur�e. La mobilit�e mesur�ee Y

mes

est en e�et fonction

de la mobilit�e de la structure Y

str

et de celle du capteur Y

cap

=

1

j ! M

:

Y

mes

=

Y

cap

Y

str

Y

str

+ Y

cap

(F.1)

Tant que Y

cap

est grande (basse fr�equence) devant Y

str

, on a Y

mes

� Y

str

et tout va bien.

D�es que Y

cap

et Y

str

sont du m̂eme ordre de grandeur il faut corriger la mesure p our

obtenir:

Y

str

=

Y

mes

Y

cap

Y

cap

� Y

mes

(F.2)

La fr�equence de coupure au del�a de laquelle la mesure n'est plus p ossible corr�esp ond �a:

Y

str

� Y

cap

(F.3)

On ne fait pas de correction sur la masse de la t^ete d'imp�edance ou du capteur de force,

car on mesure bien la force qui est inject�ee dans la structure seule et non celle qui est

inject�ee par le p ot vibrant dans la t^ete d'imp�edance.

Toutefois si l'on ra joute une masse apr�es ce capteur, alors il faudra corriger la valeur de

l'excitation par la relation fondamentale de la dynamique F = M  .

Ceci n'est valable que si le syst�eme d'excitation E (p ot vibrant + capteur + stinger et

visses) a une mobilit�e d'entr�ee b eaucoup plus grande que celle du syst�eme r�ecepteur R; en

e�et c'est la mobilit�e apr�es couplage au p oint de couplage qu'on est en train de mesurer

et elle s'�ecrit:

f

Y

c

=

Y

R

c

Y

E

c

Y

R

c

+ Y

E

c

(F.4)

p our avoir

f

Y

c

� Y

R

c

il su�t que Y

E

c

>> Y

R

c

.

Sinon il faudra d'ab ord mesurer la mobilit�e du syst�eme d'excitation (avec un marteau de

cho c).

Erreurs de mesure

En sus de la pr�ecision , des erreurs de mesure sont dues au mauvais contact du capteur

avec la structure (�xation par cire ou colle dissipative) et au m�esalignement avec la di-

rection th�eorique de mesure.

L'analyse des parties r�eelles des mobilit�es d'entr�ee p ermet aussi d'estimer la "propret�e"

des mesures: si elles sont n�egatives ou trop p etites par rapp ort �a un seuil (d ^u �a l'amortis-

sement), on a soit un probl�eme de montage (excitation trop loin du capteur: on mesure en



160 ANNEXE F. COMPL

�

EMENTS AUX APPLICATIONS EXP

�

ERIMENTALES

r�ealit�e une mobilit�e de transfert), soit un probl�eme de bruit ou d'adh�erence des capteurs.

On p eut donc "nettoyer" les mobilit�es d'entr�ee en leur imp osant la valeur minimale d'un

certain seuil.

De m̂eme, p our des structures dont l'amortissement est homog�ene, on p eut �eliminer les

pics trop �etroits dont la largeur n'a pas une bande passante compatible avec l'amortisse-

ment de la structure, sur les mobilit�es d'entr�ee comme sur celles de transfert.

F.1.3 Autres probl�emes

Bruit de fond

Mis �a part le bruit de fond acoustique, qui est g�en�eralement n�egligeable p our des mesures

vibratoires (sauf �eventuellement sur des transferts tr�es faibles), les vibrations parasites

ext�erieures �etant coup�ees par un b on montage, il reste le bruit de fond de l'�electronique des

capteurs et du syst�eme d'acquisition, qui est g�en�eralement consid�er�e d�ecorrel�e des signaux

mesur�es. Des fonctions comme la coh�erence et le rapp ort signal sur bruit p ermettent de

l'�evaluer.

Non lin�earit�es

Des parties du montage ou des parties de la structure �etudi�ee p euvent intro duire des cho cs

ou des frottements qui ne varient pas lin�eairement avec l'excitation ext�erieure. Tant que le

niveau de ces contributions est n�egligeable, par rapp ort aux contributions de l'excitation

ext�erieure, la mesure est correcte. Sinon elle devient d�elicate, car ces signaux, vehicul�es

par la m̂eme structure, p euvent d�ep endre de l'excitation principale.

Il se p eut aussi que des parties dissipatives non lin�eaires de la structure (en caoutchouc

par exemple) n'interviennent (en "ouvrant" ou en coupant de nouveaux chemins) qu'�a

partir d'un certain niveau vibratoire.

En g�en�eral on veillera �a trouver un niveau d'excitation qui n'engendre pas ces ph�enom�enes.

Couplages dissipatifs

Le couplage rigide est di�cilement r�ealisable. Quels que soient les �el�ements utilis�es, le

couplage est toujours un p eu �elastique et dissipatif. Pour certaines con�gurations on p eut

le v�eri�er en mesurant les vitesses de part et d'autre (cf.Figure F.5). Pour d'autres on

p eut le caract�eriser �a partir des mobilit�es avant et apr�es couplage en identi�ant alors la

masse a jout�ee, la raideur et l'amortissement intro duits.

Mesure des mobilit�es de moment

On a d�ej�a cit�e les probl�emes dus �a la masse app ort�ee par les capteurs et �a leur sen-

sibilit�e transversale p our les mesures en translation. Pour les mesures des rotations et

des moments inject�es, d'autres probl�emes viennent s'a jouter. La rotation est mesur�ee par

di��erences �nies ou par des capteurs sp�eciaux. Dans la premi�ere technique la b onne me-

sure de la phase entre les deux capteurs devient tr�es imp ortante, donc p our les deux

m�etho des des capteurs d'une grande qualit�e sont requis.

La mesure du moment exerc�e est tout aussi probl�ematique car on exerce toujours en m̂eme

temps un e�ort transversal et les syst�emes actuellement disp onibles sont encombrants et

ne p ermettent pas d'e�ectuer des mesures sur des structures minces.
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V

V

F

FFT

MAUVAIS SIGNE:

A CORRIGER

FFTF

BON SIGNE

DIRECTEMENT

Excitation au marteau

Fig. F.2 - Exemple de convention de signe en entr�ee

FFT

FV

DIRECTEMENT

BON SIGNE

a) En entr�ee, au p ot vibrant

FFT

V

F

k

c

MAUVAIS SIGNE:

A CORRIGER

b) En transfert, au marteau

Fig. F.3 - Exemples de Convention de signe



162 ANNEXE F. COMPL

�

EMENTS AUX APPLICATIONS EXP

�

ERIMENTALES

F

V

FFT
F

FFT

V

Fig. F.4 - Mesures par r�eciprocit�e
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ACCELEROMETRE
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a) Au p oint coupl�e V

I
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c

FFT
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d'IMPEDANCE
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COLLE
GROS
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b) Au p oint excit�e V

tete

= V

str uct

Fig. F.5 - V�eri�cation du couplage rigide par continuit�e des vitesses
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F.2 Mesures sur un assemblage de structures simples

Mesures e�ectu�ees

Mesure des mobilit�es "�a vide"

Sur les sous-syst�emes isol�es choisis pr�ec�edemment on a mesur�e les mobilit�es d'entr�ee au

futur p oint de couplage c et les mobilit�es de transfert entre ce p oint c et d'autres p oints

m (ou n) quelconque, non blo qu�e.

Mesures sur l'assemblage

On a r�ealis�e un assemblage p onctuel des deux syst�emes pr�ec�edents par un p etit b out de

vis coll�e, au p oint c.

On a mesur�e les mobilit�es du syst�eme assembl�e entre les trois p oints m, n et c.

Mat�eriel n�ecessaire

Syst�eme d'acquisition LMS 8 voies avec g�en�erateur de signaux interne.

Marteau de cho cs avec c^able.

Pot vibrant avec cerceau circonf�erenciel p our susp ension.

T^ete d'imp�edance avec c^ables et vis �a coller (1.1g)

2 Acc�el�erom�etres 0,4 g avec �electronique int�egr�ee et �ls (0,7 g au total)

1 Ampli�cateur 4 voies p our les acc�el�erom�etres

2 Ampli�cateurs de charge p our la t^ete d'imp�edance

2 alimentations p our les ampli�cateurs de charge

10 m de �l de Nylon, �elastiques de gomme, colle biphasique (dure).

tige ("stinger") avec emb outs vissables.

Vis de diam�etre 5mm, di��erentes longueurs,

�ecrous p our �xer les di��erents �el�ements,

Vis (3 g avec colle) sur p etit cylindre, p our couplage p onctuel robuste.

Mesures et calculs pr�ealables

Correction de masse inutile

On a mesur�e au pr�ealable, le plus pr�ecis�ement p ossible, la masse des di��erents �el�ements

du montage:

- celle des capteurs de vitesse, vis, colle et c^ables

- celle de la vis et de la colle p our la t^ete d'imp�edance

on a relev�e les caract�eristiques de la t^ete d'imp�edance (masse interne) d'apr�es la notice

constructeur.

Avec ces donn�ees a fait un calcul de correction de masse p our les mobilit�es mesur�ees,

comme indiqu�e au F.1.2; on a constat�e que la correction app ort�ee est n�egligeable et on

s'est assur�e que la "fr�equence de coupure" est plus haute que celles mesur�ees.

Autres v�eri�cations par la masse

On a v�eri��e les capteurs en faisant une mesure de mobilit�e "�a vide" avec le p ot vibrant avec

stinger, t^ete d'imp�edance et c^ables: il faut v�eri�er le princip e fondamental de la dynamique

p our la masse interne calcul�ee: la mobilit�e d'entr�ee obtenue doit ^etre Y

e

=

1

j ! M

On v�eri�e ainsi aussi le b on fonctionnement du p ot vibrant et de la t^ete d'imp�edance,

ainsi que le montage en g�en�eral avec le syst�eme d'excitation et d'acquisition.










































