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Résumé

Titre : CONTROLE DU PROFIL DE FACTEUR DE SECURITE DANS LES
PLASMAS DE TOKAMAK EN DIMENSION INFINIE

Les besoins énergétiques croissants de la population mondiale requiérent le développement,
la maitrise et la fourniture de nouvelles formes d’énergie. Dans ce contexte, la fusion nucléaire
est une piste de recherche extrémement prometteuse. Le projet mondial ITER est destiné a
démontrer la faisabilité scientifique et technique de la fusion nucléaire comme nouvelle source
d’énergie. Un des nombreux verrous tient & la maitrise de la distribution spatiale du profil de
courant dans les plasmas de tokamak, paramétre clé pour la stabilité et la performance des
expériences. L’évolution spatiotemporelle de ce courant est décrite par un ensemble d’équations
aux dérivées partielles non linéaires.

Ce document traite de la stabilisation par un contréle robuste de la distribution spatiale du
profil de courant en dimension infinie. Deux approches sont proposées : la premiére s’inspire
d’une approche de type mode glissant et la seconde (de type proportionnelle et proportionnelle
intégrale) est basée sur les fonctions de Lyapunov en dimension infinie. La conception des lois
de controle est basée sur I’équation 1D de la diffusion résistive du flux magnétique. Les lois
de controle sont calculées en dimension infinie sans discrétisation spatiale préalables.

Mots clés : Controle des plasmas de tokamak, équation aux dérivées partielles, fonctions
de Lyapunov, commande par mode glissant, commande H, stabilisation asymptotique, LMI
(linear matrix inequality), fonctions de Lyapunov contrdlées.






Abstract

Titre : CONTROL OF SAFETY FACTOR PROFILE IN PLASMAS OF TO-
KAMAK IN INFINITE DIMENSION

The increasing energy needs of the world population require the development, the control
and the supply of new forms of energy. In this context, nuclear fusion is a track of extremely
promising research. World project ITER is intended to prove the scientific and technical fea-
sibility of nuclear fusion. One of the many key-goal is the control of the current profile spatial
distribution in plasmas of tokamak, which is one of the main parameter for the stability and
the performance of the experiments. The spatiotemporal evolution of this current is described
by a set of nonlinear partial differential equations.

In this document stabilization is proposed considering robust control of current profile spa-
tial distribution in infinite dimension. Two approaches are proposed : the first one is based on
sliding mode approach and the second one (of type proportional and proportional integral) is
based on the Lyapunov functions in infinite dimension. The design of the control law is based
on the 1D equation resistive diffusion of the magnetic flux. The control laws are calculated in
infinite dimension without space discretization.

Keywords : Tokamak plasmas control, partial differential equations, Lyapunov functions,
sliding mode control, H, control, asymptotic stabilization, LMI (linear matrix inequality),
control Lyapunov function.
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. s e .
Notations et abréviations
Notations
Symbole Description Unité
B: Champ magnétique toroidal T
R: Grand rayon du tore m
1o - Perméabilité du vide, 47 x 1077 Hm™!
I: Courant dans la bobine de champ toroidal A
(N Flux magnétique poloidal Wb radian—!
¢ : Flux magnétique toroidal Tm?
I Fonction diamagnétique Tm
< A> Moyenne scalaire d’une quantité A sur une surface magné-
tique
q: Facteur de sécurité
By : Champ toroidal au centre de la chambre & vide du tokamak T
I, : Courant total circulant dans le plasma A
Ry : Grand rayon du plasma m
€: Rapport d’aspect (Rio)
Ini Densité de courant non-inductive Am ™2
m(m < Composante paralléle de la résistivité du plasma Qm
n2) :
a: Petit rayon du plasma m
T Variable d’espace normalisée
Vo : Tension par tour V
Jbs Courant plasma auto-généré (dit courant bootstrap) Am™2
TR Charge effective des ions du plasma C
Me : Masse de 1’électron, 9.1096 x 1073 Kg
e: Charge de I'électron, 1.6022 x 10~ C
c: Vitesse de la lumiére dans le vide, 3 x 108 ms™ 1
€ : Permitivité de I’espace libre, 8.854 x 10712 Fm™!
te : Temps caractéristique de collision électron-électron S
fe: Fraction d’électrons piégés
Vse : Parameétre de collisionnalité électronique
C: Facteur de réduction de conductivité due & des collisions
électron-électron
T : Température électronique dans le plasma eV
T : Température ionique dans le plasma eV
Te Densité électronique m=3
Te : Moyenne linéique de la densité électronique m=2
JLH Densité de courant hybride Am ™2



16 Notations et abréviations

TR : Temps de confinement S

Nip. Indice de réfraction

By, Puissance Hybride w

Xe Coefficient de diffusion m2s~!

R: Corps des réels

C: Corps des complexes

RN . R—espace vectoriel de dimension N

r=00: Bord de I'ensemble 2

LP(Q) = {f:Q— K : f mesurable et [, |f|" < +oo } 1

T Norme sur ZP(€) donnée par |||, = [y I/ (€)1 de]

L>(Q) = {f:Q — K : f mesurable et 3C > 0 telle que |f (§)| < C sur Q}

| f1l 700 Norme sur L*(Q) donnée par [ f|; =

inf {C:|f(&)] < C sur Q}

H™(Q) = {f € L*(Q):Df € L*(Q),Va € RY |a| <m}

H}(Q) : Ensemble des fonctions de H! () qui sont nulles au bord T’

H Q) : Dual de I'espace H} ()

B*: Adjoint de 'opérateur borné B

L(H,U): Ensemble des applications linéaires de H dans U

(S(t))e0: Semi-groupe

H: Espace de Hilbert

D(A) : Domaine de définition de l'opérateur A

p(A): Ensemble résolvant de A

o(A): Spectre de A

t: Variable temporelle

|| = Valeur absolue

et = ano %

> AB: 2= Az+ Bu

zZr et 2z - Dérivée temporelle et spatiale de z respectivement

1 Unité imaginaire, i = —1

C([0,T]; D(A)) : Ensemble des fonctions continues de [0,7"] dans D(A)

CY([0,T]; H) : Ensemble des fonctions de classe 1 de [0,7] dans H

WP (Q)) = {feLr(Q):Df € LP(Q),Va € R, |a| < m}
Abréviations

EDO : Equation Différentielle Ordinaire

EDP : Equations aux Dérivées Partielles

INED : Institut National Etudes Démographiques

MHD : Magnéto-Hydro-Dynamique

ITER : International Thermonuclear Experimental Reactor
CEA : Commissariat & I’Energie Atomique

JET : Join European Torus

LH : Lower Hybride
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Avant-propos

Ce mémoire présente les travaux que j’ai effectués pendant trois ans au sein du LISA (An-
gers) et de 'IRFM (CEA-Cadarache). Le travail présenté est organisé de la maniére suivante :

Dans le chapitre 1, aprés avoir introduit le contexte physique de ce travail, nous présentons
les équations de la magnétohydrodynamique et I’équilibre a symétrie de révolution. Nous nous
intéressons ensuite aux notions de surfaces magnétiques et a la moyenne sur les surfaces ma-
gnétiques. Nous terminerons ce chapitre par la motivation du probléme de controle du profil de
courant, I’état de I’art et ’approche de contréle distribué pour le dispositif expérimental utilisé.

Dans le chapitre 2, nous proposons les équations de la diffusion résistive du flux magné-
tique et du transport de la chaleur. Nous nous intéressons ensuite plus en détails & I’équation
de la diffusion résistive du flux magnétique dont nous détaillons quelques propriétés (existence
et unicité de la solution, existence des solutions asymptotiques, ...).

Le chapitre 3 est divisé en deux parties. Dans la premiére partie qui est largement inspirée
de [76], on va s’intéresser a la construction de contréles pour stabiliser des EDPs linéaires en
dimension infinie. La deuxiéme partie, qui est inspirée de [65], est dédiée a la stabilisation des
systémes non linéaires en dimension infinie.

Enfin, dans les chapitres 4 et 5, nous nous intéressons a la construction des lois de com-
mande pour controler le profil de courant en dimension infinie. Dans le chapitre 4, c’est la
méthode par mode glissant qui sera utilisée pour construire le controle et dans le chapitre 5,
le controéle est construit a 'aide d’une fonction de Lyapunov.

Les conclusions relatives a I’ensemble de ce travail sont proposées a la fin du manuscrit.
Quelques perspectives sont alors dressées afin d’envisager des études ultérieures.
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Chapitre 1

Problématique de contrdle du profil de
courant plasma
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Dans ce chapitre, le contexte général des activités de recherche dans lequel se situe la thése
est exposé. Il s’agit de :
— présenter briévement les réactions de fusion thermonucléaire en tant que potentielle
nouvelle source énergétique pour I’humanité,
— de décrire le principe des installations expérimentales dédiées a cette recherche,
— discuter la problématique du profil du courant plasma en situant ’approche traitée dans
cette thése dans I'état de ’art pré-existant.
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1.1 La fusion thermonucléaire controlée

Selon 'INED (Institut National Etudes Démographiques), la population mondiale est de
6, 7 milliards d’individus aujourd’hui. Ce chiffre devrait augmenter pour atteindre 9, 2 milliards
d’individus en 2050 et entrainer une augmentation des besoins énergétiques pour des pays en
voie de développement. En 2050, la consommation d’énergie pourrait atteindre deux & trois
fois la consommation actuelle (voir Fig. 1.1 ), on voit sur la figure le scénario haut et le scénario
moyen.

Conzormmation d'énergie primaire (&t éguivalent pétrole]
S0

population rnondiale [rmilliards]
2

qnq ! =
L .__f'
o ey i P
30 ]
e
20 4 o T T T
1850 1950 2050
104
]

1850 1900 1950 2000 2050 2100

FI1GURE 1.1 — Consommation d’énergie et évolution de la population : Source CEA IRFM

Les énergies fossiles sont trés utilisées aujourd’hui dans le monde : prés de 88% de ’énergie
primaire consommée provient de carburants fossiles (voir Fig. 1.2).

Autres (6.3%)

Nuclars (5.5 T
.

F!étrole\ { o
37.5%

)I.ff’

T
Réserve en énergies fossies Breyidu petrale
i

Quelle(s) source(s)
d'énergie P27
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FIGURE 1.2 — Prévision des quantités d’énergie : Source CEA IRFM

Les ressources énergétiques fossiles sont limitées et ne pourront répondre aux besoins crois-
sants de la population mondiale. Sans parler du probléme de changement climatique global du
a Deffet de serre exacerbé par 'utilisation de ces combustibles. D’otu la nécessité de développer
de nouvelles formes de production d’énergie. Celle-ci devront bien évidemment satisfaire des
critéres économiques, mais aussi prendre en compte des exigences en terme d’environnement,
de stireté de fonctionnement et de disponibilité des ressources. L’énergie de fusion représente
une option attractive pour répondre & ’ensemble de ces exigences.
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1.1.1 La fusion comme processus exo-énergétique

Les réactions mises en jeu pour les sources d’énergie fossiles sont des réactions chimiques.
Les énergies obtenues & partir de ces réactions chimiques sont beaucoup plus faibles que celles
obtenues par les réactions nucléaires (typiquement 1 million de fois plus faibles). La possibilité
de réaliser des réactions nucléaires exo-énergétiques tient & ce que I’énergie de liaison d’un
noyau par nucléons varie suivant les éléments (voir Fig. 1.3). En conséquence, la fusion de
noyaux légers comme la fission de noyaux lourds sont des réactions exo-énergétiques, I’énergie
produit étant reliée au défaut de masse entre produits et réactifs par la fameuse formule
d’Einstein E = mc?
lumiére.

ou F est I'énergie produite, m la masse disparue et c¢ vitesse de la

B(AI)/A
B

0 ; ; i ; i
0 50 100 150 200 250

A (nombre de masse)

FIGURE 1.3 — Energie de liaison par nucléon des noyaux en fonction du nombre de nucléons :
Source CEA IRFM

B(A, Z) est I'énergie de liaison, A le nombre de nucléon ou nombre de masse et Z est le
numéro atomique.

Les réactions de fusion (de I’hydrogéne) sont la source principale d’énergie du Soleil et des
autres étoiles.

1.1.2 La nécessité de confiner un plasma chaud

Pour obtenir une réaction de fusion, il faut rapprocher suffisamment deux noyaux qui,
puisqu’ils sont tous deux chargés positivement, se repoussent. Une certaine énergie est donc
indispensable pour franchir cette barriére et arriver dans la zone, trés proche du noyau, ol
se manifestent les forces nucléaires capables de I’emporter sur la répulsion électrostatique. La
probabilité de passage de cette barriére peut étre quantifiée par la "section efficace". La section
efficace est une grandeur physique correspondant a la probabilité d’interaction entre particules
pour une réaction donnée. La variation en fonction de I’énergie d’interaction, exprimée en keV
(1eV = 1.610719.7), des sections efficaces de plusieurs réactions de fusion est indiquée sur la
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courbe ci-aprés (voir Fig. 1.4).
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FIGURE 1.4 — Section efficace (m?) : Source CEA IRFM

On note que la réaction qui a la plus grande section efficace, et donc la plus "facile" a faire
est la réaction impliquant le deuterium et le tritium [6, 91] ((1.1) et Fig. 1.5)

D+ T —* He(3.56MeV) 4+ n(14.03MeV) (1.1)

C’est sur cette réaction que se concentrent les recherches sur la fusion controlée.

Deuterium Helium 4
0\
g

Tritium neutron

— — + Energy

FIGURE 1.5 — Réaction de fusion : Source CEA IRFM

Les températures (qui mesurent 1’énergie d’interaction) requises pour la fusion thermonu-
cléaire dépassent la centaine de millions de Kelvins. A de telles températures, les électrons se
sont détachés complétement du noyau ; on dit que ’atome s’ionise et I'on entre alors dans le
quatriéme état de la matiére, I’état de plasma (voir Fig. 1.6).

Pour atteindre ces températures, il faut autant que possible isoler la matiére de I’environ-
nement extérieur et des parois matérielles, autrement dit confiner la matiére.

Dans une étoile, la fusion se met en oeuvre quand la matiére en son coeur atteint, sous
I’effet des forces gravitationnelles, des densités et des températures suffisantes pour déclencher
des réactions thermonucléaires libérant de 1’énergie. Ce mode de confinement est impossible a
réaliser sur Terre. D’autres voies vont donc étre explorées.

1.1.3 Rendement énergétique : le critére de Lawson

Le critére de Lawson [18, 27, 83] donne des conditions sur les paramétres du plasma pour
produire de I’énergie & partir de la fusion thermonucléaire.
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FIGURE 1.6 — Physique de la matiére : Source CEA IRFM

Le bilan total de puissance dans le milieu s’écrit

dw
ﬁ = Palpha + Pextérieure — Ipertes; (1'2)

ou, Pypna représente I'énergie que cédent les particules alpha au plasma par collision, Peyiérieure
est la puissance provenant des systémes de chauffage extérieures et Pperes correspond a la
puissance perdue par conduction, convection et rayonnement. Le temps de confinement est le
temps caractéristique que met le plasma a se vider de son contenu énergétique si on coupe
brutalement les sources qui I’alimentent.

w

o — , 1.3
Ppertes ( )

En pratique, pour des conditions intéressantes pour un réacteur, on obtient [62]
n-T- 15 >102'm™>  keV - s avec T ~ 10K eV (1.4)

avec n la densité de plasma et T la température moyenne plasma.

Autrement dit, pour déclencher suffisamment de réactions de fusion, il est indispensable de
confiner avec un temps caractéristique suffisant 7z le plasma suffisamment chaud (température
T) et suffisamment dense (densité n).

Pour établir les conditions de la relation (1.4), il y a en pratique deux voies :

— confiner sur un temps caractéristique 75 de 'ordre de la seconde un plasma de densité

n faible, de I'ordre de 10~° fois celle de ’air qu’on appelle le confinement magnétique,

— confiner sur un temps caractéristique 7g trés court de l'ordre de la nanoseconde un

plasma de forte densité n, c’est le confinement inertiel.

Sur la Terre, deux voies sont étudiées pour reproduire ces réactions (voir la figure 1.7). Ces
deux voies de confinement correspondent & deux maniéres différentes de satisfaire le critére de
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Lawson, c’est-a-dire la relation (1.4) (qui donne une condition sur le produit n - T - 7). Les
deux voies étudiées sont les suivants :

La voie inertielle est une méthode utilisée pour porter un petit volume de matiére & une
trés haute pression et trés haute température. Le volume est compressé en utilisant des lasers,
qui vont produire un plasma trés dense mais de trés courte durée. Cette voie est principalement
utilisée a des fins militaires pour produire, par exemple, la bombe H [64] .

La voie magnétique, dans le cadre de laquelle nous nous placerons dorénavant, est une
méthode utilisée pour confiner le plasma dans une enveloppe de forme torique créée par des
champs magnétiques. Cette méthode est la plus avancée car elle permet de produire un plasma
de faible densité durant un temps assez long [1].

FIGURE 1.7 — Les trois approches de confinement existantes : Source CEA IRFM

Ce sont les deux voies qui sont & 1’étude dans la communauté internationale. On distingue
plus précisément des conditions pour :

— le "break-even" qui correspond a I’égalité entre la puissance provenant des sources ex-

térieures et la puissance totale produite par les réactions de fusion,

— I""ignition" qui correspond au cas ot la puissance de fusion suffit a elle seule a compenser

la puissance perdue : on dit que le plasma s’auto-entretient.
Comme indiqué & la figure 1.8.

Si on introduit le facteur @ qui est le rapport entre la puissance totale produite par les
réactions de fusion et la puissance provenant des sources extérieures, alors deux valeurs de @
sont caractéristiques : () = 1 correspond & "break-even" et ) = oo a "ignition". Le facteur Q
est souvent appelé facteur d’amplification de I’énergie.

Les chercheurs du JET (Join European Torus) ont obtenu un facteur d’amplification @ = 1
pour un plasma D-T (du Deutérium et du Tritium) |6, 46].

1.1.4 Etat des lieux de la voie confinement magnétique

Sur la figure 1.8, on peut voir ’évolution des performances atteintes par rapport au critére
de Lawson, depuis les premiéres machines russes jusqu’au projet ITER (International Ther-
monuclear Experimental Reactor). ITER a été mis en place dans l'objectif de démontrer la
faisabilité "scientifique" de la fusion thermonucléaire. Les partenaires de ce projet sont I’Union
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FIGURE 1.8 — Diagramme de performances des dispositifs vis-a-vis du critére de Lawson :
Source www.nuclear-info.com

Européenne, le Japon, la République de Chine ainsi que la Corée du Sud, I'Inde, la Russie
et les Etats-Unis. Le réacteur sera mis en place sur le site frangais de Cadarache avec un
démarrage prévu en 2019.

1.1.5 Schéma de principe d’un réacteur de fusion par confinement magné-
tique

Depuis longtemps, les physiciens spécialistes des plasmas de fusion ont cherché & définir ce
que pourrait étre le futur réacteur. Le réacteur de fusion qui sera utilisé pour le confinement
magnétique va étre composé : d’une enceinte pour la production des réactions nucléaires de
fusion et de bobines, afin de limiter la consommation d’énergie. Le schéma de principe du
réacteur est indiqué ci-dessous (voir figure 1.9). En 1, on injecte du Deutérium et du Tritium
au coeur du réacteur ou le mélange est chauffé et amené a ’état de plasma dans la chambre a
vide 2. Les particules chargées cédent leur énergie a la premiére paroi suite a des collisions en
3. Aprés récupération de ’énergie des neutrons sous forme thermique en 4, il est transformé
en électricité suivant le processus classique échangeur a vapeur - turbine - générateur en 5.

La réalisation de décharges longues, dans des scénarios spécifiques, demande une bonne
conduite des paramétres du plasma afin d’en assurer le controle.
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FIGURE 1.9 — Schéma d’un réacteur de fusion par confinement magnétique : Source [10]

1.2 La configuration tokamak et la description du plasma comme
fluide conducteur

1.2.1 Principe de la configuration tokamak

Le principe du confinement magnétique repose sur le fait que I'on peut agir sur les tra-
jectoires des particules chargées du plasma (formé par chauffage du milieu initialement sous
forme gazeuse) au moyen de champ magnétique par 'intermédiaire de la force de Laplace.

Si on considére pour commencer une région de champ approximativement rectiligne et
uniforme, on sait que les particules chargées du plasma vont décrire une trajectoire hélicoidale
autour des lignes de champ (voir figure 1.10).

Confinement magnétique

Champ
magneticue

FIGURE 1.10 — Influence des lignes de champ sur les particules : Source [10]
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Pour supprimer les pertes trop importantes de particules aux extrémités qui étaient obser-
vées dans les machines dites droites, I'idée a été d’évoluer vers des machines de forme torique
en refermant les lignes de champ magnétique sur elles-mémes en forme de ligne circulaires
(voir figure 1.11). Le champ magnétique est dit toroidal et les bobines générant ce champ sont
appelées les bobines de champ toroidal.

FIGURE 1.11 — Boite magnétique torique : Source CEA IRFM

Mais si on suppose uniquement un champ magnétique circulaire, les particules subissent
une dérive verticale. En effet, le champ magnétique toroidal est donné par le théoréme d’Am-
pére comme suit

_ pol

Br =
T 21 R

(1.5)
avec R le grand rayon de la ligne de champ circulaire, pg la perméabilité du vide, et I le courant
dans la bobine de champ toroidal. Le module du champ magnétique Br est inversement
proportionnel au rayon R. Son rayon de courbure dépend de 'intensité du champ magnétique.
Plus le champ magnétique est puissant, plus le rayon de courbure est faible, la particule restant
au voisinage de la ligne de champ. Son rayon de courbure qui est plus élevé sur I'intérieur du
tore que sur l'extérieur engendre une légére dérive verticale des particules dont la direction
dépend du signe de sa charge (voir figure 1.12).

FIGURE 1.12 — Dérives des particules : Source CEA IRFM
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C’est pour compenser cet effet qu’on applique une composante de champ magnétique
poloidal pour annuler en moyenne la dérive verticale. Les lignes de champs ont alors des
formes hélicoidales qui tournent autour de la surface du tore (voir figure 1.13).

FIGURE 1.13 — Lignes de champ : Source CEA IRFM

Ainsi, les particules dérivent alternativement vers 'intérieur et I'extérieur suivant que la
ligne de champ autour de laquelle elles tournent se situe au dessous ou au dessus d’un plan
équatorial, ce qui permet de résoudre le probléme global de dérive.

Le moyen utilisé pour produire des lignes de champ hélicoidales a donné naissance a deux
machines :

— le tokamak [91] dans le quel le champ magnétique de confinement est produit par des
bobines toroidales autour de I’axe du plasma et par le courant qui circule dans le plasma
lui méme qui génére le champ magnétique poloidal. La somme de ces deux champs est
le champ de confinement du plasma (voir figure 1.14a).

— le stellarator [89] dans lequel le champ magnétique de confinement est entiérement réalisé
par des bobines complexes autour du tore (voir figure 1.14b).

(a) Tokamak (b) Stellarator

Ficure 1.14 - Différents types de machines : Source WWW.newsidenergy.fr et
www.ipp.mpg.de

On utilise de préférence aujourd’hui le tokamak au lieu du stellarator. En effet, a I’heure
actuelle, le tokamak & I'avantage au niveau de performance par rapport au stellarator.
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Les tokamaks sont la configuration de confinement magnétique la plus répandue dans le
monde de la fusion thermonucléaire. Le nom dérive de la fusion des mots russes Toroidalnaya
(toroidal), Kamera (chambre), et Magnitnaya (magnétique). Développé dans les années 50, le
principe a été rapidement adopté par la communauté scientifique mondiale.

Si 'on considére non plus une particule isolée, mais un ensemble de particules qui consti-
tuent le plasma, il va exister des phénomeénes qui influent sur le confinement du plasma dans
la direction radiale :

— la répulsion électrodynamique, qui a tendance & accroitre I'inductance de ’anneau, donc

son grand rayon,

— la pression cinétique, qui fait éclater le plasma (comme une chambre a air) di a sa

résultante radiale.

C’est pour compenser cet effet qu’il est nécessaire d’appliquer en réalité un champ vertical
crée par des bobines de champ poloidal externes pour assurer I’équilibre du plasma (voir figure
1.15). Le plasma est ainsi confiné par des champs extérieurs (champs toroidal et vertical),
mais aussi par son propre champ, créé par le courant qui y circule. Ce courant est généré par
induction comme dans un simple transformateur dont le circuit primaire est ’ensemble des
bobines ohmiques et le secondaire, le plasma lui méme et par des moyens non inductifs a ’aide
d’ondes électromagnétiques.

) Bobines de
Bobine
i 2 champ
d’induction toroidal Bohine d’équilibre du
du courant plasma

FI1GURE 1.15 — Présentation de la géométrie du tokamak : Source CEA TRFM

1.2.2 Description magnéto-hydro-dynamique (MHD) et définition des pro-
fils 1D des grandeurs plasmas

Sur des échelles de temps et d’espace importantes (fréquence inférieure a la fréquence de
giration des ions, longueur supérieure au rayon de Larmor des ions, collisions non négligeable
voir [5], [31] et [58]), le plasma peut étre caractérisé localement par un ensemble de grandeurs
macroscopiques : densité n, densité de masse p, pression p, température T, vitesse d'un élément
fluide . I1 a une densité de courant électrique 7 et baigne dans un champ électromagnétique
décrit par le champ électrique E et I'induction magnétique B.
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Hypothése d’équilibre

Sur les échelles de temps que 1'on va étudier, on peut considérer que le plasma passe par
une suite d’état ou ’équilibre des forces est satisfait, soit dans le cadre de la description MHD :

1 - =
gradp= j N B,

L’étude de I’équilibre de plasma en géométrie axisymétrique date du début des années 60

[79].

Hypothése de systéme de révolution

De plus, compte tenu de la forme torique de la configuration de tokamak, on fait classi-
quement une hypotheése d’invariance des grandeurs ¢ autour de Iaxe principal (hypotheése de
symétrie de révolution).

Plagons nous dans un systéme de coordonnées cylindriques (r, ¢, Z). Soient les fonctions
1 et f définies par :

1 — — o — —
(r, Z :/ B.ds et flr,Z :/ j .ds
r.2) 27 Jp(r2) r.2) 21 Jp(r,2)

ou D(r,Z) est le disque ayant pour circonférence le cercle centré sur 'axe du tokamak, de
rayon r, et d’altitude z (voir figure 1.16), 9 est le flux poloidal et f la fonction diamagnétique.

7

FIGURE 1.16 — Repére d’espace : Source [18]

Le champ magnétique est donné par (nous ne donnerons pas ici les preuves, pour plus de
détails voir 'annexe A)

f(TaZ)—>

1 /—
B = - (gradl/} A e_)T) + er. (1.6)
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La densité de courant est obtenue en utilisant I’équation d’Ampére :

7 = —gradf(r, 2) A& + LyET
Ko™
avec ) )
1 1
o L [0GE) | 0G5
140 or 0z
On note
Jr = L.

Surface magnétique et profil 1D des grandeurs plasma

Notion de surfaces magnétiques
La notion de surface magnétique permet de passer d’une géométrie 2D en 1D (voir figure
1.17 pour la transformation de 3D en 1D).

F1GURE 1.17 — Transformation d’une géométrie 3D en 1D : Source CEA IRFM

La conservation de 'induction magnétique oblige une ligne de champ magnétique, définie
—
comme tangente en chaque point & B, a rester dans un volume fini et fermée, contenue dans
une surface.
. . — - =
La relation d’équilibre grad p = j A B entraine d’autre part :

— — — —
B.gradp=20 et j .gradp=0.

On peut alors définir une suite infinie de surfaces isopression p = cste (iso-p), ou les lignes
de champ magnétique et de courant résident (voir figure 1.18).

En effet, en chaque point de cette surface, 'induction magnétique et la densité de courant

—_—

sont toutes les deux orthogonales au vecteur normal grad p. Elles sont dans le plan tangent a
la surface en ce point. Ces surfaces sont appelées surfaces magnétiques.

B.grad p = 0 implique que les vecteurs grad p et grad i sont colinéaires. Les surfaces
isopression qui sont par définition les surfaces magnétiques sont aussi des surfaces iso-1. En

conséquence il existe une relation du type p = p(1).
— —_—

R R
j .grad p = 0 implique de méme que grad p et grad f sont colinéaires. Les surfaces
isopression qui sont par définition les surfaces magnétiques sont aussi des surfaces iso-f. En
conséquence il existe une relation du type f = f(p) = f(¢).

Les équations d’équilibre du plasma permettent en particulier d’obtenir I’équation de Grad-
Schluter-Shafranov [79] (voir 'annexe A) :
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e
= - #
“‘“ﬂ;_: -""".:f

FI1GURE 1.18 — Configuration du confinement magnétique dans le plasma de tokamak : Source
CEA IRFM

o, 1 0P
O 2por O
Il s’agit d’'une EDP de type elliptique pour une pression p et la fonction f fonction de v

supposées connues.
Profil de facteur de sécurité

Lp=r (1.7)

Certains grandeurs caractéristiques plasma sont uniformes sur les surfaces magnétiques et
peuvent donc étre décrites par un profil 1D.

Une grandeur importante est notamment le facteur de sécurité ¢, définie comme le rap-
port entre le nombre de tours effectués par ligne de champ dans les directions toroidales et
poloidales.

1 1 Br
q = % E?pds (1'8)
Compte tenu de I'hypothése de symétrie de révolution, ¢ est uniforme sur une surface
magnétique.
Le facteur de sécurité est lié physiquement au profil de densité de courant plasma j, via
la dérivée spatiale du flux magnétique poloidal, dont la dynamique est régie par la diffusion
résistive du flux magnétique poloidal.

1.3 La problématique du controéle du profil de facteur de sécu-
rité/courant dans le plasma

1.3.1 Motivations

Le facteur de sécurité est un paramétre clé qui joue un role principal en déterminant la
stabilit¢ MHD de la décharge de plasma (c’est la raison de I'expression "facteur de sécurité").
Il apparait aussi comme un facteur important dans la théorie du transport de la chaleur, en
particulier pour basculer vers les scénarios avancés de tokamak avec amélioration de 1’énergie
de confinement & cause des barriéres internes de transport (voir [85] par exemple). Les trois
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scénarios prévus pour ITER peuvent étre schématiquement distingués par différentes formes
de profil de courant ¢ (voir Fig. 1.19).

Profil &f

. H-mode scénario inductive P
Scénario non inductive

| Scénario hybride 1

0 0.5 1

Rayon normalisé

FIGURE 1.19 — Formes de profils typiques de facteur de sécurité pour les trois scénarios réfé-
rence d’ITER

C’est pour toutes ces raisons que 1'on va s’intéresser au contrdle de profil de gq.

1.3.2 Les différents moyens d’actions

Nous allons décrire les différents moyens d’actions utilisés pour agir sur le profil de facteur
de sécurité. Les deux principaux actionneurs sont le systéme de champ poloidal, et les systémes
de chauffage / génération de courant (voir figure 1.20 et 1.21).

Systéme de

champ poloidal
S¥ystéme
plasma
tokamak
Systeme de
chauffage >
FCL FCE, 0 1
HYB, NBI

F1GURE 1.20 — Différents moyens d’action

— Le systéme de champ poloidal remplit en réalité deux fonctions. Le premier ensemble
de bobines dites de chauffage ohmique est susceptible d’induire du courant dans ’an-
neau de plasma. Le deuxiéme ensemble de bobines dites de champ d’équilibre permet
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Courant

Chauffage par
ondes

Injection de
particules neutres

F1GURE 1.21 — Chauffage additionnel

de maintenir le tore de plasma dans la position souhaitée, voire de donner une forme
particuliére a sa section méridienne.

— Le systéme de chauffage / génération de courant est susceptible de générer du courant
non inductif et de chauffer le plasma (effet sur la diffusion résistive du flux). Le plasma
peut absorber I'énergie d’ondes électromagnétiques aux fréquences caractéristiques du
milieu. Ce chauffage par ondes électromagnétiques est transmis au plasma par des an-
tennes qui tapissent une partie de ’enceinte de confinement. Le choix de la fréquence
permet de définir espéce de particule (ions ou électrons) qui sera chauffée et la région
ol se fera 'absorption de l'onde et donc le chauffage. On a trois antennes d’émission
d’ondes : Fréquence Cyclotroniques loniques (FCI), Fréquences Cyclotroniques Elec-
triques (FCE) et Fréquences dites Hybrides (HYB) (voir les Fig. 1.22a, 1.22b et 1.22c).
Un autre moyen de chauffer le plasma est d’injecter des neutres rapides.

1.3.3 Différentes approches étudiées - état de I’art

La question du contréle du facteur de sécurité / profil de courant dans les plasmas de
tokamak est trés difficile, en particulier en raison des couplages non linéaires entre la densité
de courant et les profils de pression. Plusieurs approches ont été développées au fil des années
et des résultats préliminaires ont été obtenus sur les différentes installations de tokamak dans le
monde entier (JET, JT-60U, DIII-D, Tore Supra, ...) mais ce probléme n’est pas résolu jusqu’ a
I’heure actuelle. Le controle en boucle fermée d’'un paramétre de forme de ce profil basé sur un
modele semi-empirique de type Single Input - Single Output (SISO) a été expérimentalement
réalisé sur Tore Supra (par exemple dans [92| pour le controle de l'inductance interne de
plasma [; ou dans [4] pour le controle de largeur du profil de dépot LH). Plus récemment,
des états stationnaires du profil de facteur de sécurité, définis par leurs activités MHD, ont
été controlés sur Tore Supra pendant la phase principale de chauffage d’une décharge de
plasma, comme présenté dans [44]. Mais ce n’est manifestement pas suffisant pour répondre
a l'exigence principale qui est la stabilité MHD et / ou ’établissement et le maintien de
barriéres internes de transport. Le controle du profil de facteur de sécurité sur un nombre fini
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N
(a) Antenne d’émission d’ondes FCI (b) Antenne d’émission d’ondes (c) Antenne d’émission d’ondes
de Tore Supra FCE de Tore Supra HYB de Tore Supra

FIGURE 1.22 — Source de chauffage

de points, basé sur une approche Multi entrées - Multi sorties (MIMO) en dimension finie a été
développé en utilisant 'identification de modéles linéaires a partir de données expérimentales
[61]. Le controle des profils magnétiques (facteur de sécurité) couplés avec la pression cinétique
a été expérimentalement implémenté, en particulier sur le tokamak JET (Joint European
Torus) [60]. Cette approche a montré des limitations en termes notamment de sensibilité aux
conditions de fonctionnement. D’autres approches récentes ont été développées en simulations
[97], |66], [67], [94], [95], [96], [68], [16], [17], [70] et [93].

Dans [97], la méthode de la réduction de dynamique par Décomposition Orthogonale aux
valeurs Propres (POD) est proposée. Avec ce modéle réduit, un controle optimal est déterminé
en utilisant une stratégie en temps fini pour des systémes de dimension finie, le controle est
calculé en utilisant ’hamiltonien. Dans [66], une étude sur la controlabilité du profil de cou-
rant dans les plasmas de tokamak est proposée et la preuve que le profil de courant n’est pas
complétement controlable est faite. Dans [67] I'approche controle optimal a horizon glissant
basée sur une technique dite de "recherche des extremums" pour obtenir le profil désiré est
proposée. Dans [94], le probléme de I'optimisation a été formulé pour obtenir un probléme
de programmation quadratique (QP) en dimension finie avec contrainte. Dans [95], la mé-
thode POD est utilisée pour réduire la dynamique du modéle et réécrire le probléme comme
un probléme de contréle optimal pour utiliser ’algorithme de programmation quadratique
séquentielle (SQP) afin de determiner le minimum local. Dans [96], le controle optimal en
boucle ouverte en temps fini et en dimension finie est proposé en utilisant la théorie des sur-
faces minimales et la méthode des moindres carrés. La théorie des surfaces minimales est
utilisée pour générer la dynamique transitoire voulue, puis un probléme de suivi de trajectoire
est formulé pour le controle du profil de courant. Dans [68|, 'approche proposée est basée sur
la réduction de dynamique par POD. Le probléme de contréle optimal en dimension finie avec
suivi de trajectoire est formulé, et I’hamiltonien est utilisé pour determiner la loi de controle.
Dans [16], c’est I'approche controle optimal en dimension finie qui est utilisée, et ’équation
de Riccati est résolue pour obtenir le contréle. Dans [17], 'approche polytopique Linéaires
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a Parameétres Variants (LPV) en dimension finie est utilisée pour la conception du controle.
Dans [70], 'approche commande prédictive basée sur un modeéle 1D est utilisée. Pour trouver
les actionneurs, une fonction quadratique est minimisée sous contrainte et dans 93], c’est une
premiére approche basée sur un modéle distribué qui a été développée spécifiquement pour
la synthése de lois de contréle. Mais afin de faire un pas en avant vers 'application sur les
grands domaines opérationnels et de s’attaquer aux problémes de robustesse, des approches
en dimension infinies ont été initiées. Des premiers résultats ont été obtenus en utilisant un
controle par mode glissant [35] ou encore un controle basé sur les fonctions de Lyapunov dans
[15].

1.3.4 Approche de contrdle distribué et application au tokamak TORE
SUPRA

En réalité le probléme de controle du profil de courant dans les plasmas de tokamak peut
étre analysé globalement de la fagon suivante :

La grandeur que nous cherchons & controler est le facteur de sécurité ¢, qui est de dimension
infinie. Pour faire cela, nous disposons d’un nombre fini de variables de commande (voir figure
1.23).

Extension
Dimension finie terme i )
source inension
infinie a
MMoyens . Modéle EDP
d’actions physique
coefficients
0 1

I

Dimension infinie

FIGURE 1.23 — Schéma de contrdle entré finie - sortie infinie

Jusqu’a maintenant, toutes les approches utilisées sont & base de réduction de modéle,
pour trouver un modéle en dimension finie, en faisant des discrétisations spatiales, ou des
développements en séries de Fourier. Ce qui permet d’appliquer les méthodes classiques d’au-
tomatique entrée finie - sortie finie (voir figure 1.24) ou procéder a l'identification d’un modeéle
de ce type. L’inconvénient de ces approches est la perte du sens physique des paramétres dans
le processus de réduction ainsi que des problémes de robustesse.

L’objectif principal de ce mémoire est de développer des lois de controles en dimension
infinie, ¢’est-a-dire entrée infinie - sortie infinie (voir figure 1.25). Parmi les avantages d’une
approche en dimension infinie, on peut citer :

— éviter la perte d’information comme dans le processus de réduction en dimension finie

— garder le plus loin possible les sens physique des paramétres manipulées et donc de

mieux pouvoir traiter les incertitudes de modéle pour essayer de résoudre les problémes
de robustesse rencontrés par les méthodes en dimension finie

— potentiellement, une meilleure prise en compte des couplages non-linéaires
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Dimension finie . .
Dimension :
finie 1 a
q o ]
Moyens _| Tokamak 1
d’actions I
]
]
1
1
0 1
FIGURE 1.24 — Schéma de controle entré finie - sortie finie
Dimension finie . <
Dimension
infinie q
Moyens Contréleur EDP
2 ——i
d’actions
Dimension
infinie
P

FIGURE 1.25 — Schéma de contréle entrée infinie - sortie infinie

Les cas d’application numérique et de simulation de ce travail sont basés sur les paramétres
de la machine Tore Supra.

Tore Supra est un tokamak frangais et il fait partie de I'un des cinq grands tokamaks dans
le monde dont le champ toroidal est créé par des bobines supraconductrices. Il est utilisé pour
sa capacité a exécuter de longues décharges de plasma.

Tore Supra permet d’explorer des décharges longues de plusieurs minutes (6mn) et I’échelle
de temps de la dynamique d’évolution du courant est de quelques secondes. Les autres machines
ont une durée de décharge plus courte (de l'ordre de quelques dizaines de secondes (20s) et
ont des difficultés a atteindre le régime permanent.

Le réacteur Tore Supra offre une occasion unique pour le développement et I'implémen-
tation de lois de controle pour le profil de courant dans le plasma sur les échelles de temps
pertinentes (voir Fig. 1.26 et les tableaux 1.1 et 1.2 pour une description technique de Tore
Supra).
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Grand rayon du plasma 24m

Petit rayon du plasma 0.72m

Volume du plasma 25 m?

Champ magnétique toroidal au centre du plasma 4.2T
Courant de plasma 1.5 MA

Durée potentielle de la décharge 1000 s
Chauffage additionnel (par ondes HF) 20 MW

TABLE 1.1 — Caractéristiques principales de Tore Supra

1 Structure mécanique

a 4 K des bobines 8 Limiteur pompé toroidal
2 Bobinage
superconducteur 1.8 K 9 et 10 Alimentation cryogénique, 1.8 K, 4 K et 80 K
3 Ecran thermique 80 K 11 Vers échangeur, eau pressurisée a 220 C, 40 bars
4 Cryostat, enceinte
interne 220 C 12 Bobines du champ poloidal
5 Cryostat, enceinte
externe 20 C 13 Circuit magnétique
6 Pied support : du cryostat,
des écrans 14 Antenne de chauffage a

la fréquence cyclotronique ionique

7 Premiére paroi
activement refroidie a 220 C 15 Antenne de chauffage & la fréquence hybride

TABLE 1.2 — Composantes de Tore Supra visibles sur la figure 1.26
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FI1GURE 1.26 — Tore Supra
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1.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, une introduction sur la fusion thermonucléaire est proposée, et l'intérét
d’utiliser la fusion par confinement magnétique comme nouvelle source d’énergie est discuté.
Aprés avoir introduit la description macroscopique du plasma comme un fluide conducteur
sur laquelle est basé le modéle physique qui sera utilisé dans ce travail, nous avons montré
comment on peut définir la notion de profil 1D radial d’un certain nombre de grandeurs
physiques. Ceci a permis d’introduire le sujet de cette thése, & savoir le contréle du profil de
facteur de sécurité de plasma.

La problématique du controle de profil de courant est ensuite exposée. L’état de I’art récent
sur le controéle du profil de courant dans le plasma des réactions de fusion par confinement
magnétique est exposé et 'approche aujourd’hui développée dans ce travail est introduite.
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Dans le chapitre précédent, il a été précisé que ’évolution spatio-temporelle du facteur de
sécurité
1 1 Byp

== ¢ =Ty
=% P RB,™

était un paramétre clé pour la performance de la décharge du plasma. I’équation aux déri-
vées partielles décrivant ’évolution de cette grandeur est détaillée dans ce deuxiéme chapitre.
L’existence et I'unicité d’une solution sont établies. Quelques solutions analytiques dans des
cas simplifiés sont discutées. Par ailleurs les codes de simulation physiques développés par le
CEA sur lesquels seront effectués les tests des lois de commande sont présentés.

2.1 Modélisation du systéme physique

Nous allons présenter le modeéle physique, basé sur une description du plasma comme fluide
conducteur, qui gouverne ’évolution dynamique du profil de facteur de sécurité étudié. Il s’agit
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d’un modéle & base d’équations aux dérivées partielles, donc un modéle en dimension infinie
(les entrées et les sorties dépendant de 'espace et du temps sont en dimension infinie).

2.1.1 Equation de diffusion résistive du flux magnétique
Evolution du flux magnétique et conditions aux bords

On a vu dans le chapitre précédent la définition du flux poloidal ¢. Dans ce qui suit, le
flux toroidal ¢ est défini par

o= | B.dS (2.1)
D/

FIGURE 2.1 — Définition du flux toroidal

ot D' est un domaine borné par C’ qui est l'intersection entre la section méridienne du
tore et la surface magnétique S (voir Fig. 2.1) .

On va maintenant calculer les expressions de ¢ et le facteur de sécurité ¢q. Les calculs ne
sont pas détaillés (voir 'annexe B pour plus de détails).

1
o= [ B.dS L

=dV.
D’ 2T VT'Q
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En utilisant la définition du facteur de sécurité (1.8), on peut montrer que nous pouvons
'écrire sous la forme suivante (voir [91] pour plus de détails)

109

27 O’

En utilisant cette derniére expression de ¢ et 'expression de ¢, on a

19 /1 [ f 1% 1
——— (= Lav)=— — s
1 21 O <27T/V1"2 V) 4772‘3%‘]0 <2

< T% > est la moyenne de %2 sur la surface magnétique S, V le volume a l'intérieur de la

surface magnétique, V' = %—‘; et p un index quelconque de surface magnétique (pour plus de
détails voir 'annexe B).
Considérant que le facteur de sécurité est fonction de ¢, I’équation d’évolution de ¢ est

proposée. On a la proposition suivante (pour la preuve des propositions voir [7]).

Proposition 1 Les équations d’évolution de i et ¢ sont

0 — —
06 10V —= L Lz
5= %% < E.B > =27q (up — uy) .\ ¢ (2.3)

ot uTZ est la vitesse des surfaces a 1 constant définie par
. —
Y+ .7 ¢ =0.

En moyennant ’équation de Grad-Schluter-Shafranov, on obtient la proposition suivante
(voir [7] pour plus de détails).

Proposition 2

o 9 Y ,0p  C30f?
— Oy ) = =+ =L 2.4
dp Op (028 ) moV5, T2 oy (24)
avec _
2
02:V’<|V2p| >, 03:V’<i2>.
T T

Choix de la variable p

Un index particulier de surface magnétique est utilisé dans la suite. Il est défini par

=\ (25

ol By est le champ toroidal au centre de la chambre vide du tokamak supposé indépendant
du temps. Ce choix est justifié dans [8], [40] et [57]. On va maintenant réécrire 1’équation
d’évolution du flux poloidal avec p défini par (2.5). Voici une proposition qui se trouve dans
[7].
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Proposition 3 En utilisant la définition de p de (2.5), on obtient

N mp 9 [ CaCs 0% V' jm.B
o9 9 gy _ Y Inie B 2.
ot Am6§6%>< p Op an?p S By (2:6)

ou 1) est la composante parallele (paralléle au champ magnétique) de la résistivité et ]_n; la
densité du courant non-inductive.

Avec )
414 p By
f = Ta
3
le facteur de sécurité devient B
PHo
=55 (2.7)
dp

Conditions aux bords

Au centre, pour des raisons de symétrie
o
dp

Pour l'autre extrémité p = ppaz, on a (voir 'annexe B pour plus de détails sur les calculs)

gz/jws
Q

P

=0
p=0

1 oY
- C &
27-‘-”0 2(pmax) a Pmazx
ou I, est le courant plasma total. Donc
077# _ 27tpoly
8p Pmaz C2(pma:v) ‘

On peut aussi choisir une condition au bord de type Dirichlet 1 (t, pmaz)-

Cette derniére condition aux limites est celle qui permet d’introduire 'une des variables
de controéle de I’évolution dynamique du flux magnétique et du facteur de sécurité, a savoir
la variation temporelle de flux magnétique au bord de plasma, encore appelée communément
tension par tour, alors que la condition aux limites de type Neumann utilise le courant plasma
total qui n’est pas directement en pratique une variable de controle.

Hypothése cylindrique
L’approximation cylindrique consiste & ne garder que ’ordre 0 dans un développement des
équations en fonction du rapport d’aspect
_ e
ou Ry est le grand rayon du plasma. C’est une autre maniére de dire que

,0<<R0.
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On a alors :

V(p) =27°p*Ro, V'(p) =4 Rop

Ainsi, on a

FIGURE 2.2 — Repére de plasma

472 p
Cy=C5=
2 3 Ro
L’équation d’évolution (2.6) devient
O mLO (0N g e s S D > 2.9
ot 140 pap pap 77” 0Jni» Ini BO .
et les conditions aux bords
[ei —0:
Bp‘ P
p=0 (2.9)
Rol. :
Bl B o ().

Hypothése petit rayon moyen constant

Cette hypothése correspond & une situation ou la frontiére plasma est supposée fixe ou
régulé par ailleurs (on néglige alors les petites variations éventuelles de frontiére plasma dans
la mesure ou ’échelle de temps de controle de la forme de plasma est plus courte que 1’échelle
de temps du controle du profil de facteur de sécurité).

Une version simplifiée du systéme a commander (2.8) est proposée en posant

p==za, avec x € [0,1].

Alors le systéme (2.8) devient

o oy 13<8¢)

ot /140@25% x&ﬂ) = 11 RoJni (2.10)
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avec les conditions aux bords

G =0
* e=0 (2.11)
0 Rol, ’
)
D’ou l’écriture suivante

oY m 10 o\ _ L.

B3t hoaZ z 0z <$@) = 77||R0.7n17

oY — 0

|, = 0; (2.12)

%—f(t, 1) =—=Vp ou Vj est la tension par tour.

2.1.2 Termes sources et coefficients de 1’équation, relation aux actionneurs
pour la commande

Nous allons décrire ici les termes sources et coefficients de ’équation du modéle de com-
mande utilisé, et leur relation aux actionneurs réels (voir [93] pour plus de détails).

La résistivité du modéle

Le coefficient de diffusion dans le systéme (2.12) est proportionnel & la résistivité électrique
du plasma n|(t, x).

La résistivité peut s’exprimer dans le cadre de la théorie dite néoclassique [42] par la
formule approchée

0.73+0.27Zc¢f 1

ta) = nsZe , 2.13

m(tx) = 11053+ 0.47Zes (1— W)(1— CW) (213)

avec B My (2 14)
s = ety '

ns est la résistivité dite de Spitzer, oit me = 9.1096 x 103! K¢ est la masse de 1'électron,
e = 1.6022 x 10~ 12C est la charge de 1'électron, ey = 8.854 x 10~ 2 F.m~! est la permitivité de
I’espace libre, T, température électronique et t. le temps caractéristique de collision électron-
électron

e

3 1
12m2mé 5(2) T

te(t,x) = 2.15
e( ’$) egﬂ Ne lnA ( )
ot In A(t, x) est le logarithme du Coulombien des collisions électrons-ions
InA(t,z) = 31.318 +1 <Te> (2.16)
nA(t,z) = 31. n .
Ve
avec
~ Zesy la charge effective des ions du plasma
- W= 1+(O.58+0.§0Z5H)u*e
ou f; désigne la fraction d’électrons piégés
fi=1—(1—262(1— (20?72 (1+ 146 Vze) ", e¢= = (2.17)
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et vy désigne le paramétre de collisionnalité électronique

R

Vet ) = — g — (2.18)

(x€)2 et

el,
t — 2.19
aclta) = 1/ 5 (219)
et C est la réduction de conductivité due & des collisions électron-électron
0.56 /3.0—Z
Zepr \3.0+ Zeyy

Dans le systéme (2.12), la densité de courant non-inductive jn; = jrg + jec + jrc + Jos
avec jrg courant généré par I’onde hybride basse, Jgo courant généré par ’onde cyclotronique
électrique et jjo courant généré par I'onde cyclotronique ionique est une source externe alors
que jps le courant de bootstrap une source interne qu’on va intégrer dans le simulateur. Dans le
travail de cette thése, on n’utilisera que les sources jps et jrp. D’ou la définition des courants
Jru et Jps-

Sur Tore Supra, la génération de courant non inductive est faite essentiellement par ’onde
hybride jrg (Lower Hybride en anglais car il s’agit de 'onde hybride basse).

Courant généré par ’onde hybride basse

Le modéle le plus simple utilisé pour décrire la source de courant non-inductive généré par
I’onde hybride basse est basé sur une expression sous forme de gaussienne tronquée.

 (pgr—)?

Jin(t, @) =vppe > (2.21)
avec

-1
_ 2 T =22
o(t) = M et up(t) = I [277@2/ re 29 dw]
0

2In2
Ol fipzr est le maximum du dépot, wp,, la largeur du dépot & mi-hauteur et Ij;(t) = %
avec
mn(t) = 3.39D, 007 51 ou g (t) = 118D 1) 2752, (2.22)

ou Dy (t) ~ 2.03 — 0.63Ny, Tp temps de confinement et Ny, 'indice de réfraction. Les para-
metres [, et Wy peuvent étre obtenus a partir de lois d’échelle [93].

Le courant de bootstrap

Jbs(t, ) le courant bootstrap qui est un courant auto-généré, introduit la non-linéarité dans
I’équation de diffusion. Ce courant est généré par des particules piégées et peut étre la source
principale de courant non inductif dans certains scénarios spécifiques. Le modéle utilisé se
trouve dans [41] et on peut I’écrire sous la forme

< j.B> Pe 1dpe p; (1dp; 1 dT; 1 dT5
— A | — L) —Ayg——= 3 2.23
< B.V¢ > <}§2>{ 1[ped¢+pe Ty dip (2:23)

pdy T dy
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ou p;(t,x) est la pression des ions

w1 |0.754 + 221 Ze s + Z2; + @y <0.348 +1.243Z. 5 + szf)}

A =
1(t,.%') De 3

(2.24)

0.884 + 2.074Z.s¢) ()= LT
D, r S 04620,

Ag(tz) = “ (2.25)

De(t,x) = 1.414Zpp+ 221 w0 (0.754 + 2.657 Zpp + 2725 ;) +7 (0.348 +1.243Z 55 + Z244)

(2.26)
ol x; est le ratio de particules piégées. Considérant I'approximation cylindrique et en définis-
sant le courant de bootstrap comme

L. <jB> 1 <jB>

.- _ 1 =JB> 2.27
Jb By Ry < B.NV¢ > (221
on a
, peRo 1 9pe _ pi (13 1 9T, 1 9T
_ AL pi (L — = — Ao— . 2.2
Jos(t, x) o0 { 1 L?e o +pe (pi 0z YT oz 2T, ox (2.28)

Les relations p. = kyn.Te et p; = kyn;T; sont utilisées pour exprimer le courant de bootstrap
en fonction de la température

R Oy g 0ne T o
jbs(t, JJ) = % {(Al —Ag)ne oz + AT, Oz —|—A1(1 —az)nz oz + A T; Oz } (229)

La résistivité parallele du plasma 7| et la densité de courant non inductive jp; dépendent
de certains paramétres et en particulier de la température T,. Il est donc nécessaire pour les
simulations de modéliser le transport de la chaleur.

2.1.3 Equation de transport de la chaleur

Bilan d’énergie local

La conservation de I’énergie des électrons peut étre écrite localement par (voir [40])

3 Ope 5 .
5 ;t +v (Qe+ 2peue) =J.E—Qn —u; V pi+ 52 (2.30)

ou pe est la pression électronique, Q. le flux de la chaleur électronique, j - E la chaleur due a
leffet joule, QA la perte d’énergie par collision avec des ions, u; la vitesse des ions et ss une
terme source externe (source de chauffage IC, LH, EC) avec

Pe = nekple

pi = nikpT;

P = Pe + pi (2.31)
Ne = 4N,

Qn = 20=te(T, - T;)
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ou T, et T; sont respectivement les températures des électrons et des ions, kj la constante de
Boltzmann, Z le numéro de charge, me et m; les masses des électrons et des ions respective-
ment, et ¢ le temps de la collision pour les électrons (voir [13]). On pose de plus

Qe = —neXe NV Te. (2.32)

On va utiliser la moyenne sur les surfaces magnétiques, en faisant de plus les hypothéses
suivantes :
— le terme convectif de transport de la chaleur est négligeable devant le terme diffusif
considéré,
— les sources et puits internes autres que ’effet joule et le terme d’équipartition électrons-
ions sont négligeables.

Dérivation de I’équation générale

Si on moyenne sur les surfaces magnétiques, le bilan d’énergie (2.30) se traduit par (pour
plus de détails voir [7])

2 T,
%Vig & (neTeV/3) = a% (nexe V' < |V p|? >)
—QAV'+ < s3> V! -
9 M\ o (C205 09 .
o e gy (Oo50) 3 (47 55)
\ ) O\ <jni.B>
+ wbas (Co55) <

Hypothése cylindrique
Dans le cadre de 'hypothése cylindrique, on a
V =2m 2 p2R0

Vo2 =1 ] (2.34)
Cy=0C3= 4200

L’équation du bilan d’énergie se transforme alors en

2
30 190 T, o il oY M9 o\ ;|
35 L) — 18 (onexe ) = it | (055) | + oy (255 o (2.35)
—Qar+ < 52 >

et comme conditions aux limites : pour des raisons de symétrie, au centre du plasma (p = 0),
une condition de Neumann homogene est considérée. Au bord du plasma (p = 1), on suppose
que la température peut étre observée. Ainsi une condition de Dirichlet est prise en compte
(la température T, (t,1) étant alors une donnée du probléme) :

o7,
ap p=0

=0 et T(t,1).
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Hypothése petit rayon moyen constant

Pour simplifier I'écriture du bilan d’énergie, on considére I’hypothése suivante

p = za,

avec x € [0,1],

ce qui donne une nouvelle écriture du bilan d’énergie

N

i (neTe) = oy (wnexe )

2
_ 9 (.00
~ wiR2a32? |:8£E (xam>} +

—Qa+ < 59>

Les conditions aux bords se traduisent en

oT,
ox

=0

2.1.4 Tableaux récapitulatifs

Dans les tableaux 2.1 et 2.2, le résumé des équations du flux

transport de la chaleur est proposé.

=0 et Tc(t,1).

) 0
noRoa?x Oz

magnétique poloidal et du

Hypothese Hypothese Hypotheése petit
p =1/ —ﬂ%o cylindrique rayon constant
Equation
diffusion
M _ mP_ 9 (0203@> o _ mM1o o _ m 10 (.00
résistive o #00—6? B o 9t popOp (Pap) 0t = poa® w Oz (x%>
< e +n) 1 Rojni +n) 1 Rojni
Conditions
aux
9 | _ 9| _
l. ites 890 O 8p0_0 8x0_0
HIILES o _ _ 2wl ov _ noRol, aw| _ _moRol
op Prmaz C2(pmax) op Ponas 2T Pmazx oz || 2
Expression
du facteur
de sécurité q= 4,r28wf< = > q:—% qg=- %
P oz
Expression
de la
densité
/U C 1 o 1
R 77 poV’ JT uoRop JT poRoa?
de courant P o o [ o P o
Op <C2 8p> ap \Pap oz (JI%

TABLE 2.1 — Tableaux récapitulatifs (flux magnétique)

(2.36)
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Equation de Conditions
transport de la chaleur aux limites
+<sp >V
Hypothése p = \/WIEO +ap <nexeaT6 V' < |Vp|? >> 8671;6 0 0

- T t,
+m| [ 202 0p (02 ) 9 (%%) 6( pmax)

)% @ Y\ <jni-B>
T T 200 0p <02 8/)) Bo -‘
T,

%% (neTe) = ; o (pneXe 8p)

Ul 9
Hypothése cylindrique u2R2p? [8

o 0
IR N /A N T.(t,
poRop Op (p )] e(t, Pmaz)
2

—Qr+ <s

T,
13 (o) = 2 (o )

2
Ul 9 (.00 T,
+ BR2 %22 [81 (xﬁzﬂ o
M9 (.00,
+,u,oRoa21 ox (‘7;69:) Jni
—Qar+ < s9 >

Hypothése petit rayon constant

TABLE 2.2 — Tableaux récapitulatifs (transport de la chaleur)

2.1.5 Simulateurs physiques utilisés

Nous allons décrire le code de simulation METIS (Minute Embedded Tokamak Integra-
ted Simulator) développé précédemment au CEA, a I'aide duquel ont été testées les lois de
commande congues pendant ce travail.

METIS est un outil de simulation de tokamak intégré faisant partie de la suite CRONOS
(voir [3]). Le code METIS a été développé pour simuler ’évolution du plasma a l’aide d’infor-
mations venant de lois d’échelles couplées & des modéles simplifiés 0D ou 1D, d’ou le terme
de simulateur "intégré". Il utilise un schéma numeérique de convergence rapide qui permet de
simuler une décharge compléte de plasma dans un temps raisonnable (de l'ordre de la mi-
nute). Il décrit n’importe quel scénario en fonction du temps, y compris diverses sources de
courant et de chaleur. METIS est congu pour : la préparation et ’analyse rapide de décharge,
la conception de scénarios, la préparation de simulations CRONOS, la vérification de simu-
lations CRONOS et la conception des futurs tokamaks (ITER). Dans notre cas, METIS sera
utilisé pour valider nos lois de commande grace a une interface avec Matlab/Simulink™

Sur la figure 2.3, on montre le schéma principe du simulateur METIS.

Le simulateur METIS contient un solveur pour la diffusion compléte du courant. La densité
de courant de bootstrap et la résistivité sont calculées en utilisant la formulation de Sauter
(voir |78] pour plus de détails). Les formes des sources de courant hybride sont basées sur
des formulations analytiques simplifiées considérant des lois d’échelle empiriques. Le profil de
densité est décrit au moyen d’un facteur de piquage prescrit ou donné par une loi d’échelle.
La densité linéique moyenne est prescrite. L’énergie contenue dans le plasma est donnée par
une loi d’échelle qui dépend du scénario.
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I Tension par tour I
I (Svstéme de champ poloidal) |
I

Lo v,

; Parameéere | loap
| ingénieur, | — —
| systéme de | Diffusion résistive du
I [‘:hauffage, I 5 flux magnétigue
| généradon ! B L, (EDP 1D))
| de courant !
""""" fizg
B Iy [ i
Hge
Frs
Poar ==
245

~ Bilmdénergie 1,
=  (EDOOD + loi d’échelleT,) ——
B, '

|

i Densité particules, charge effective
I (0D + facteur de piquage)
|
1

FIGURE 2.3 — Schéma de principe METIS

2.2 Problématique et modéle mathématique étudié

2.2.1 Formulation du modéle de commande

La résistivité n) et la densité de courant j,; sont fonction de la température T;, d’ou la
nécessité & terme de considérer les deux équations d’évolutions couplées.

Néanmoins, dans le cadre du travail qui sera présenté ici, qui représente 1’'une des premiéres
tentatives de traitement en dimension infinie de la problématique de controle du facteur de
sécurité, nous ne considérons pour commencer qu’'une seule EDP, c’est-a-dire que dans notre
modéle de commande, on ne considéra pas le systéme (2.36) qui gouverne ’équation de trans-
port de la chaleur néanmoins celui-ci sera pris en compte en simulation.

Nous allons présenter la formulation du modéle de commande utilisé et les différents types
de controéles étudiés. Voici le modeéle utilisé
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Contrdle de diffusivité

|

() il £ hir ; . _
C;; ,u-{}iﬁ %d_ci' (I%) = ?”iRUjﬂi +«— Contrdle distribué

o), o= 0
%{f 1) = —Vjy +—— Contrdle frontiére

FIGURE 2.4 — Formulation du probléme en dimension infinie

oY m_o19 Y

B9t hoaZ z Oz (33%> = 77||R0]nzv

oY _ 0.

gl =0 (2.37)
x=0

avec le facteur de sécurité

4= 35 (2.38)

En examinant I’équation (2.37) on peut distinguer trois moyens de controle :

1. générer du courant de I'extérieur par des moyens inductifs en utilisant le systéme de

champ poloidal (tension par tour a la frontiére du plasma) "effet transformateur" —controle
frontiére

. générer du courant par des moyens non inductifs — contréle distribué par :
— injection de particules neutres rapides,

— injections d’ondes & des fréquences bien déterminées HYB, FCE, FCI,
— ou le courant auto généré (bootstrap).

3. chauffage de plasma (effet sur la résistivité) —controle de diffusivité

Sur la figure 2.4, on donne la formulation du probléme en dimension infinie avec les diffé-
rents types de controle.

Dans le cadre de ce travail, nous n’allons utiliser que le controle frontiére et le controle
distribué (on n’utilisera pas le controle de diffusivité dans un premier temps).

2.3 Analyse mathématique de I’équation de diffusion résistive

2.3.1 Caractérisation

On va donner ici la caractérisation du systéme a commander, ¢’est-a-dire le systéme suivant

O M 19 (,00) _ -

9t poa®z oz (l“%) = 1)1 Rojni;

o —0-

ox | Oa (239)
=0
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Le systéme (2.39) qui représente I’évolution du flux magnétique poloidal dans les plasmas
de tokamak est un probléme d’évolution d’équation aux dérivées partielles (EDPs) linéaires
de type parabolique.

Il est intéressant de remarquer que tout en étant de type parabolique, 'EDP (2.39) cepen-
dant n’est pas triviale dans le controle des systémes a paramétres distribués, car 'opérateur
différentiel %8% (aza%), contient une singularité en x = 0.

Le controle d'un tel type d’EDP n’a pas été développé jusqu’a maintenant. L’objectif
dans ce mémoire est de présenter des stratégies de controle pour des systémes a paramétres

distribués s’écrivant sous la forme (2.39).

2.3.2 Existence et unicité de la solution

L’existence et I'unicité de la solution de I'EDP (2.39) sont établies dans cette section.

Proposition 4 L’équation de la diffusion résistive du flux magnétique (2.39) admet une
unique solution.

Preuve. Pour cela, une nouvelle variable 1, (¢, z) est définie comme suit :

%(taﬁf) - 1/1(75750) - w<t7 1)'

La variable v, vérifie le systéme suivant

oy oy .
e 1.9 (x o ) = n)Rojni + Vo;

poa
Yy —_0-
G = 0; (2.40)
O
g;g (ta 1) =0
Si on pose
F =mnyRojni + Vo,
on a
Opr m 19 oYr\ _
Bt e s 0z (fU 896) =7
Or —_0-
el g, (2.41)
=0

Maintenant on va faire un changement de coordonnées (voir Fig. 2.5) pour écrire le systéme
(2.41) dans une nouvelle base et ceci pour enlever la singularité dans 'opérateur %a% (x%).
Soit

{ ¥ = x cos b,

y* = xsind.

Par définition de ., on a 881%’" = 0. On a le résultat suivant qui donne la relation de
lopérateur Laplacien en coordonnées cylindriques et cartésiennes (voir [24, 52] pour plus de
détails) :
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A X

3k

Y

FI1GURE 2.5 — Changement de coordonnées

FPpr 0P 19 [ Iy 1 &y,
Ay, = === e 2.42
¥ ox*?  Oy*? xOx <x ox > R (242)
Avec ces nouvelles coordonnées, le systéme (2.41) devient
oy n — T
% - M0!2A¢r = fa
el =y (2.43)

L’existence et I'unicité de la solution de (2.43) sont données dans [15] et [29].
[
2.3.3 Définition et existence de la solution asypmtotique

Une fois acquises l'existence et I'unicité de la solution de (2.39), on peut s’intéresser a son
comportement asymptotique lorsque le temps tend vers I'infini. D’oul la proposition suivante

Proposition 5 Le systeme (2.39) admet une solution satisfaisant a la relation

1 étant la solution de (2.39) avec

oYy

ot
et ceci dans le cas ou Vo(t) = cste, jni = jni(z) et n = n)(z) > 0 sont indépendants du temps
t.

(ta ‘T) = *VO

Preuve.
Soit 1 la solution de (2.39) avec %(t,x) = —Vj. Cela donne

9 SV
s% = ,u06l2/0 <0 - Rojm(ﬁ)) &dg, (2.45)

donc
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0 28—V
M _ o /0 <n”° - Rojni(§)> ¢de, (2.46)
ce qui implique que
x 2 s /_
) = [ [T(Z0 — Ryj(e)) cdas + n(e ), (2.47)
avec
t
it 1) = /O Vo(r)dr + g (t = 0,1) = —Vot + v (£ = 0,1). (2.48)
On pose maintenant
f=v—11 (2.49)

et on veut montrer que f — 0 quand ¢t — co. On a les deux systémes suivants

o M 10 oY\ _ P

Bt jwa? T oz (3«"%) = 1 Rojni;

Wl _y

| = 0; (2.50)
0

G (t.1) =W,

et

~Vp— 10 (96%> = 1)1 Rojni;
— 0, (2.51)

On prend la différence des deux systémes et on trouve que la fonction f vérifie le systéme
suivant

of _ M 1o ($ﬁ>

t — ppa? x Oz ox |

(%) .

u =0 (2.52)
9

5{@7 1) =

On suppose que 7| = 77”(1:) ne dépend pas du temps. On a

of.  mx) o ( of

ce qui donne

x of 1 9 ([ 0f
"7\\(37)5]( " poa? 0z (9503;) f. (2.54)

Los 1 (Yo [ o

On intégre
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ainsi
d (', = 2 [tof) 2 0f
— dr = ——— —| xd — t,1 2.56
dt Jo f () ! uoaQ/o x| P a0 fit. 1) (2:56)
Comme %(t, 1) = 0 implique que
f(t,1) =f§(t =0,1) = ¢o(1) — 1 (t = 0,1),
et si YPo(1) = ¢1(t =0,1), on trouve
d /1 , T 2 [ AR
— f dx:—/n ) |=— 2.57
dt Jo = ny(z) toa? Jo 1) | 5 () (2.57)
Dongc, il vient
d /1 9 T N AR
— f de < — / — 2.58
@ Jo @™ = T Jy ox] @ (2:5%)
avec
0<m <nz) <no.
Maintenant, on a
' 9i(s)
1) — = ——d 2.59
0 i) = [ Z s (2.59)
et f(1) = 0 implique que
() = / LK) 4 (2.60)
), 0z 7 '

2

[f(a)* =

/1 [s 0f(s)V nH(S)ds
Hor) [P s o [ mis)ds
S(L 8a m@d)L ;
1 S 2 S
< </ 8(;(:1:) 77||(8)d8) n2 (In(1) — Inx)

Hof(s)|* s
S(»/x Ox 77||(8)d8

ainsi
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9(s)
ox

2
5 2 —rnx
n(s) dS) () (Felnz)

x 9 !
iy ol < < /

Hof(s) P s 2
< ds | —=(—zlnzx
</ oz | m@™ )y T
1 2
< K/ %%(s) i ds, avec K = 12 sup {—zlnz}
= | 0 | m(s) T 2€(0,1)
donc
! x Loj(z)]?
f(x 2 dx < K/
/o ) () o | x| ny(=)
D’apreés (2.57), on a
d [y x 2 (1, @

_ T < — X
dt Jo  n(x) poa’K Jo © omy(x)

par conséquent (voir par exemple le lemme de Gronwall qui se trouve dans [36])

1 211 1
2 X —— ot 2 X
d noa® K dx | .
/0 f () v (/0 fo??u(ff) x>

1 X
lim / 2 dr =0
t—oo Jo ()

Il est clair que

ce qui donne

tlim f(t,z) = 0.

2.3.4 Solutions analytiques dans quelques cas de référence

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

Maintenant, on va déterminer analytiquement les solutions asymptotique v de (2.39) et

ceci en faisant varier les termes, 7|, Vo et jn;. On a toujours la relation suivante
O
ot
On va maintenant injecter (2.66) dans (2.39)

SR VAN | I S ST SR
Vo a1 01 (ff D = 0 Rojni(T).

(tv $> = —Vo.

En intégrant par parties, on trouve

s% = ,uoa2/ <_V0 — Rojm(a:)> xdr.
Os 0 |

Plusieurs cas ont été traités sous forme de propositions.

(2.66)

(2.67)
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Proposition 6 Si on suppose que
Vo = jni(z) =0
alors, la solution asymptotique (2.39) est donnée par
P1(t, z) = cste.

Preuve. Si

on a o0
1
— =0
" Bs
ce qui implique que
o o1
Os c ot 0
et donc
Y1(t, z) = cste.
|
Le courant total jr est donné par la relation suivante
oL 1o [0k _,
= woa?Ry x Ox ox )
et g le facteur de sécurité par
2
a*zBy
q=——55 = (2.68)
Ox

Proposition 7 Si on suppose que
Vo=cste #0, jni =0 et n =no = cste,

alors, la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

2 2
poa“Vo (o 1
tx) = — S [ 7 t=0,1).
1 (t, x) " <4 4) ot + 1 ( 1)

Preuve.
Si

Vo =cste #0, jni =0 et n=mno=cste

alors on a
2 2
s% = _7#020‘/0 Jo wdx = _7#0:;0‘/0 % (2.69)

et

M poa*Vos
0s N o 2
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ce qui donne

(] (t7 x) - (ta 1) =

Par conséquent, il vient

a?Vy [ 2
zbl(t,x):—ﬂo o<

1
= 4_4> +1;/}1(ta1)7

]
Le facteur de sécurité est alors donnée par

Q

T nea?Vp
2n9

et le courant total

Vo
noRo’

jr =

Les résultats sont donnés dans la figure 2.6.
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Wb radian™*
o
o
(=
facteur de sécurité

_HOGQVO

Mo

|

52

4

|

xz

1

avec Y1(t,1) = =Vot +¢1(t =0,1).

a®?By  _ 2m0Bo

HoVo

7.5

(2.70)

o
5
T

o
T

55

i
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i i
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X rayon normalisé

(b)

i
0.8 1

FIGURE 2.6 — Distribution spatiale de v1(t,.) — ¥1(t,1), g avec Vo = 0.1V et g = 1077Q - m

Proposition 8 Si on suppose que
Vo =cste #0, jn; =0

la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

3 2
b1 (t,x) = —Vouoa® <alg + b‘% - (

1
et — =ajx+Db,

|
@OV Dy (e = 0,1)
9 A 0 1 — Y, .
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Preuve.
On a

o SV 3 2
Sﬂ — _'anJQ/ ixdﬂf — _M0a2‘/'0 (als + bs>
0s 0 77” 3 2

ce qui implique

o1 9 52 s
95 Voroa (a13 —I—b2 .

Donc pour le flux magnétique, on a

3 PRE
Pi(t,x) = ~Vopoa® [6189 + bé;] + Y (t, 1)
1

3

x2 ai b

X
= —V()M()CLQ <a19 + bZ — <9 + 4>> + ¢1(t, 1).

]
Le facteur de sécurité est

et le courant total

v
iT = Fz(a1$ + b)

On peut voir les courbes de ces grandeurs dans les figures 2.7 et 2.8.

0.1 T T T T 16
TR

0.09 s 151

0.08 B 141

0.07 k B 131
2

w006 5 12
S 3

g 0.05F g 11r
) 5

= 0.04f g 10t
8

0.03 - B 9r

0.02 B 8r

0.01r B 7r

0 i i i i 6 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X rayon normalisé X rayon normalisé
(a) (b)

FIGURE 2.7 — Distribution spatiale de vy (t,.) — 1 (t,1), ¢ avec Vo = 0.1V, ay = 10% — 107(Q2 -

m)~Let b=107(Q-m)"!
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x10°

25

courant total

=
= & N
T T T

I
o

o

i i i i
0.2 0.4 0.6 0.8 1
X rayon normalisé

o

FIGURE 2.8 — La courbe de courant total jr avec Vo = 0.1V, a; = 105 — 107(Q - m)~! et
b=107(Q-m)~!
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Proposition 9 En supposant
V():O et jm':jo?éo,
la solution asymptotique de (2.39) est donnée par
9 (2?1
Y1(t, x) = —poa”Rojo T 1 + 11 (t =0,1).
Preuve.
Avec ces hypothéses, on a
61/}1 2 s . 2 . 52
S5 = Hoa —Rojozdr = —ppa” Rojo—
S 0 2
ce qui implique
o Raio—
Js Hoa 0]02
donc
9 . x2 1
Y1(t,z) = —poa”Rojo = 1)t Pa(t,1).
|
Le facteur de sécurité est
2By
q= :
poRojo
et le courant total
. npRojo
ir =R = (2.71)

Les courbes sont données dans la figure 2.9.
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4 T T
0.4 T T T
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0351 B
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2 25F .
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0.1F 1
2k 1
0.05 1
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(a)

FIGURE 2.9 — Distribution spatiale de ¥1(¢,.) — ¥1(¢,1), ¢

X rayon normalisé

avec Vy = 0V et jo = 104 - m~2
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Proposition 10 Si maintenant on suppose
Vo # 0, jni(z) = jo = cste et m =no,
la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

—V

4

MOQQ . 2
bt ) = (no _ Ro]0> (22 — 1) — Vit + (¢t = 0,1).

Preuve.
Sous ces hypothéses, on a

s s 2
ce qui implique
31/11 2 - S
¥l EERAUNENY - i
Js HoG 77 0J0 5
alors la solution devient
2
a W .
I (t,z) = O <no° — Rom) (2 — 1) + 1 (t,1).
]
Le facteur de sécurité est
aszo 2BO
q=- =
foa® (_T‘? - Roio) 3 Ho (_T‘f - Roio)

et le courant total

jr = om (0Rojo + Vo) = jo + s

Les résultats se trouvent dans les figures 2.10 et 2.11.

(2.72)
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— 00,0
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FIGURE 2.10 — Distribution spatiale de 1 (t,.) — 11(t, 1), g avec Vo = 0.1V, g = 1077Q - m
et jo = 1004 . m=2

x 10
1.4167 T T T T

1.4167 1

1.4167 q

courant total

1.4167 1

1.4167 q

1.4167 . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X rayon normalisé

FIGURE 2.11 — La courbe de courant total j7 avec Vy = 0.1V, ng = 1077Q-m et jo = 1064-m=2
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Proposition 11 Si on suppose
Vo=0 et jm(.%') = j(](—$ + 1)

alors

3 x2

9 . [ )
= PR 1
P1(t,z) = poa”Rojo < o 1T 36> + 11 (t, 1)
Preuve.
Sous ces hypothéses, on a

8% = Moa2/ (VO - Rojm) xdx
Js 0 |

(3§
= poa” Rojo (3 - 2>

ce qui donne
3 22

U1 (t, z) = poa®Rojo < 1 + 356> + (2, 1).

Le facteur de sécurité est
By

poRojo (5 — 3)

et le courant total
JT = Jni = jo (—x +1).

Les résultats se trouvent dans les figures 2.12 et 2.13.
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0.25 T T T T
— U, (0P, (1)
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0.15 . B

Wb radian™*
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-
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facteur de sécurité

0.051 q

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X rayon normalisé X rayon normalisé

(a) (b)

FIGURE 2.12 — Distribution spatiale de 11 (t,.) — 91(¢, 1), ¢ avec Vo = 0V et jo = 10°4 - m~2

10 T T T T

courant total
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X rayon normalisé

FIGURE 2.13 — La courbe de courant total jr avec Vo = 0V et jo = 1054 - m—2
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Proposition 12 Ft finalement si on suppose que

1 1
Vo#0, jni(z) =—jox® +jo et — = —(a1z+b)
m Vo

alors, la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

a3 b+ Rojo o Rojo a1 b+ Rojo

24
¢1(t’$) = Hoa <R0]016 - 595 1 16 9 1

Preuve. On a

37#1 2/ < ROjni) xdx
0o\ 7

2/ —a1z — b+ Rojox® — Rojo) xdx
0

o2 ( T0J0 4 ﬂ s _ b+ Rojo o
4 2
donc ' |
O _ o (Rojo s a1 o bt Rojo
0s Ho 4 3 2
d’ou
4 . , .
— joa® (Rojo e — B g _ 0H Bodo o Fojo  ar b+ Rojo
P1(t, ) = poa <R0]0 T T T 4 ; n ;
|

Le facteur de sécurité est

By
q=— -
0 (R(ZLJO 22— Uy b+RoJo)

et le courant total

1
Jr = R (—a1z — b+ Rojox® — Rojo) -

Les résultats se trouvent dans les figures 2.14 et 2.15.

)—l—wl(t, 1).

)—i-wl(t,l).
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FIGURE 2.14 — Distribution spatiale de 1 (¢,.) — 1(¢,1), q¢ avec a3 = 10° — 105(2 - m) =1,
b=105(2-m)~! et jo =104 - m~2
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FIGURE 2.15 — La courbe de courant total j7 avec a; = 10° — 105(2-m)~!, b = 10%(Q2 - m)~*
et jo = 104 . m=2
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Dans les tableaux 2.3 et 2.4, on donne un résumé des solutions asymptotiques de I’équation
de diffusion résistive du flux magnétique avec le facteur de sécurité. Les expressions analytiques
de la solution asymptotique 1 et le facteur de sécurité q ont été calculées en faisant varier les

paramétres Vg, jni et |-

Dans le tableau 2.4, on observe la dépendance (inverse) entre le facteur de sécurité et le

profil de courant plasma.

On observe bien aussi que le facteur de sécurité g est d’autant plus grand que la dérivée

spatiale de 1) est petite (et réciproquement).

Vo = jni(z) =0 P1(t,z) = cste
Vo = este # 0,
. (Z2 x
Jni =0 et m=mno=cste V1(t, x) Z—MOTVO (;—%)
+77Z}1 (t> 1)
Vo = cste # 0, ,
jni =0 et ULH =a1x + b 1/}1(25’33) = —‘/0/1,0(12(al%d + bef
—(§ + 1)+t 1)
. : (2
Vo=0 el jni=jo#0 Y1 (t,z) = —poa®Rojo (z - i)
+1(t,1)
Vo # 0,
. . a2 — .
Jni(w) = jo = cste et m =mno Yi(t, x) = B (T‘f’ - Ro]o) X
(2 = 1) + Y1 (¢,1)
Vo # 0,
P — a2 ; 1 _ 1 — 2 ‘ozt a3
Jni(x) = —jox* + jo et T -(a1z 4+ b) Y1(t,z) = poa*(Rojolg — o

b+Roji Roj b+Roj
_ 40]01,2_ fgo+%+ 4030)+¢1(t,1)

Vo=0 et jni(z) =jo(—2+1)

1/11(?5’295) = MOCLQROJO(%)*
T+ a) H(t1)

TABLE 2.3 — Tableaux récapitulatifs (solutions asymptotiques)

Vo = jni(z) =0

q =00

Vo = cste # 0, jni =0

et m =mno = cste

_ 2n0Bo
9= v

I

Vo=cste#0, jni=0 et — =az+b q %

B poVo(z+32)

Vo=0 et jni=Jjo#0

— 2By
1o Fojo
2B

Vo # 0, jni(x) = jo = cste

et ="no q=

0

1

Vo#0, jni(z) =—jox* +jo et

= (a1z + b)

- —Vo :
Ho (W *ROJO)
Bo

q=-

nH W ﬂo(%ﬁ—%x—iﬂgojO)
3 2

TABLE 2.4 — Tableaux récapitulatifs (facteurs de sécurité)

7
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2.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, on a explicité la modélisation de I’équation de diffusion résistive du flux
magnétique dans les plasmas de tokamak et de I’équation de transport de la chaleur. Diverses
hypotheéses réalistes ont été rappelées afin de simplifier le systéme étudié puis le simulateur
physique utilisé (METIS), développé par le CEA, a été briévement présenté.

Pour la partie mathématique, aprés avoir donné la caractérisation de 'EDP qui gouverne
I’évolution du flux magnétique et montré I'existence et 1'unicité de la solution de cette EDP,
I’existence des solutions asymptotiques a été établie. Enfin, pour divers cas de référence, des
solutions analytiques ont été déterminées.
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Le systéme d’équations aux dérivées partielles décrivant ’état qu’il est nécessaire de contro-
ler a été exposé dans le chapitre précédent. L’existence et 'unicité d’une solution ont été
établies. Il s’agit dans ce troisiéme chapitre d’exposer les définitions mathématiques liées a la
théorie du controle (automatique) des systémes régis par des EDPs. On peut se référer a 1'ou-
vrage de référence de J. L. Lions [53]. Pour ce faire, les notions de controlabilité et de stabilité
sont rappelées en dimension finie et en dimension infinie. Quelques méthodes de stabilisations
en dimension infinie sont proposées. Enfin quelques exemples illustratifs sont discutés.

3.1 Notions générales

Dans cette section, on va rappeler quelques notions sur les espaces LP, la théorie des
semi-groupes et la controlabilité des systémes linéaires.
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On rappelle quelques définitions qui se trouvent dans [14]. Soit © € RY un ouvert borné
de bord 92 qu’on va noter I', et K = R ou C. On note pour tout p € R avec 1 < p < 400

LP(Q) = {f:Q—>K:fmesurable et/ |fIP < 400 }
Q
On note

11l = [/Qlf(ﬁ)l”df];.

Il » est une norme sur LP(€2). Si p = oo, on pose

L*(Q)={f:9Q — K : f mesurable et 3C > 0 telle que |f (§)| < C sur Q}.

On pose

[fllgoe = inf {C: [f ()] < C sur 2}

I|.]| oo est une norme sur L (£2). On définit

H™ (Q) = {f € L*(Q) : D*f € L*(Q),Ya, |a| < m}

Iespace de Sobolev de dimension m et H}(2) 'ensemble des fonctions de H! (Q) qui sont
nulles au bord T' et H71(2) le dual de Pespace H}(£2). On appelle fonction caractéristique
d’un ensemble E la fonction x g définie par

|1 st €k

L’adjoint d’un opérateur borné B € L(U,H) est l'opérateur B* € L(H, U) défini pour tout
(z,u) € H x U par
(B*z,u)uy = (2, Bu)g

ou (-, )y désigne le produit scalaire dans l'espace U et

L(H,U) = {I’ensemble des applications linéaires de H dans U} .

Soient E et F deux ensembles quelconques et f une application de E dans F. Soit E’ une
partie de E. Nous appelons la restriction de f a E/, Papplication g de E' dans F qui a tout &
de E’ associe f(§), c’est-a-dire telle que

VEEE, g =1().
Cette application g est habituellement notée fg .

Exemple 13 1) Si Bu = y,u avec w C Q, U = L*(w) et H = L*(Q) alors B*z = 7.
2) Si Bu = apu avec ag € L®(Q) et H=U = L?() alors B* = B.

Définition 14 Un semi-groupe sur un espace de Hilbert H est une famille (S(t))i>0 d’opéra-
teurs linéaires bornés sur H vérifiant
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1. S(0)=1;
2. pour toutt >0, s >0, S(t+s)=95(t)S(s).

Définition 15 Le semi-groupe (S (t)),~, est fortement continu si

lim S(t)p=¢, VpeH.

t—0t

Dans la suite, nous les appellerons plus simplement Cy semi-groupe.
Définition 16 Le générateur infinitésimal du semi-groupe (S (t)),~ est Uopérateur linéaire

A:D(A)CcH—H,

ou
S(t)p—
D(A) = {ga eH: lim Se=¢ existe dans H}
t—0t t
défini par
- Se—¢
Voe D(A), Ap= 1 —_—
4 (4) 4 t—1>H8+ t
En particulier, si A € L (H), A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (etA)t>0.

On va donner une proposition dont la preuve se trouve dans |71, Théoréme 2.2].

Proposition 17 Si (S (t)),~, est un semi-groupe fortement continu, alors il existe M > 1 et
w > 0 tels que

Vi >0, (IS (0]l g < Me. (3.1)

On dit que (S (t));5q est un Co semi-groupe de contraction si on a (3.1) avec M =1 et
w = 0.

Soit

A:D(A)CH— H.
L’adjoint d’un opérateur non borné A est un opérateur non borné A* avec comme domaine de
définition
D(A") ={z € H:3ce R, [[(Ay,2)|x < cllylle}

et défini pour y € D(A) et z € D(A*) par

(Ay, 2)g = (y, A™2) 1 -

M 2 P . . *
A* est aussi un générateur d’un semi-groupe continu (etA )

>0 dui vérifie pour tout ¢ > 0

e = 5%(t).
Si A= A* (resp A = —A*), on dit que A est auto-adjoint (resp. anti-adjoint).
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Définition 18 On dit que l'opérateur A est fermé si son graphe est fermé; i.e. {(x, Ax) : © € H}
est un sous-ensemble fermé dans H x H.

Le théoréme suivant se trouve dans [21].

Théoréme 19 On suppose que le domaine de définition de A est dense et A* = —A. Alors
A est générateur d’un groupe fortement continu.

Définition 20 Si z = z; + iza; Re(z) = 21 est la partie réelle de z et Im(z) = z2 sa partie
1maginaire.

Définition 21 L’opérateur A est dissipatif si
Re (Ap,¢)g <0, Ve D(A).
On appelle ensemble résolvant de A I’ensemble

p(A) ={X € C: Al — A est inversible dans £ (H)}
et

o (A) =C\p(4)
le spectre de I'opérateur A.

Théoréme 22 Soit (S (1)), un Co semi-groupe sur H tel qu’il existe M > 1, et w € R tel
que pour tout t > 0

1S (Ol ar) < Me™
alors A, générateur infinitésimal de (S (t));>q, vérifie
1. p(A) D P, ={A € C:Re\ > w} et pour tout A € P,, et n € N*

M

1A =AD" gy < Rer—w)™

2. la résolvante de A est donnée, pour tout A € P, et ¢ € H, par la transformation de
Laplace

+oo
M —A) o= / e NS (t) dt;
0

3. on peut retrouver le semi-groupe (S (t)),~q @ partir de son générateur A par la formule

S(t)p = lim ey, t>0,0€H,

A—00

ot Ay € L (H) est l'approximation de Yosida définie pour tout X > w par

Ay= - A=),

Pour la preuve, voir |71].
Nous allons maintenant donner la notion de controlabilité des systémes dynamiques.
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3.2 Controlabilité

3.2.1 Controlabilité en dimension finie
Systéme controlé

Un systéme controlé est un systéme différentiel de la forme

X=f(X,u, Xt)eM, u(.)eU. (3.2)

En général, le vecteur des états X (t) appartient a une variété différentielle M de dimension
n (on supposera ici que M est un ouvert connexe de R™) et les contrdles u(.) appartiennent
a un ensemble admissible U, qui est un ensemble de fonctions localement intégrables définies
sur [0,+00) & valeurs dans R™. On suppose le champ de vecteurs f suffisamment régulier,
de sorte que pour toute condition initiale zyp € M et tout contrdle admissible u(.) € U, le
systéme (3.2) admette une unique solution X (¢) telle que X (0) = z¢ et que cette solution soit
définie sur [0, +00). Le systéme (3.2) est dit en boucle ouverte.

Définition 23 Le systéme controlé (3.2) est dit contrélable en temps T si pour tout xo et x1
dans R", il existe un contréle u(t) (t € [0,T]) qui permettre depuis l’état initial x(0) = xo
d’atteindre Uétat x(T) = ;.

Parmi les objectifs principaux de la théorie du controle qui seront abordés dans ce mémoire,
il y a les notions de contrélabilité et de stabilisation. On se propose de définir ces notions et
de rappeler les principaux résultats de controlabilité et de stabilisation des systémes linéaires
(voir Fig. 3.1) de la forme

X(t) = AX(t) + Bu(t), (3.3)

ol A est une matrice n x n appelée matrice d’état et B une matrice n x m appelée matrice
de commande.

7] X
— %_AX+BM —3
7

FIGURE 3.1 — Systéme linéaire
Les solutions de (3.3) sont données par
t
X(t) = etz + / et =4 Bu(s)ds. (3.4)
0

Il faut noter que de nombreux problémes physiques sont mieux modélisés par des équations
aux dérivées partielles.
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Approximation linéaire d’un systéme contrélé

Le systéme linéaire (3.3) s’obtient généralement par linéarisation du systéme non linéaire
(3.2) autour d'un point d’équilibre (X, u.). En effet, si on pose :

> _ _ _of _of
X=X-X.,, U=u—u,, A= W(Xe,ue), B= %(Xe,ue) (3.5)
on obtient I’équation :
X = AX + BU + o (X, U) (3.6)

Le systéme linéaire commandé X = AX + BU s’appelle alors Papproximation linéaire ou le
linéarisé du systéme non linéaire (3.2).

Condition de Kalman

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contrélabilité du
systéme autonome (3.3) (le systéme est autonome si les matrices A et B ne dépendent pas du
temps t). Pour la preuve du théoréme, voir annexe D.

Théoréme 24 Le systéme (3.3) est controlable en temps T (quelconque) si et seulement si la
matrice

C=(B,AB,A’B,.., A" 'DB) (3.7)

est de rang n.

La matrice C est appelée la matrice de Kalman, et la condition rang(C) = n est appelée
condition de Kalman.

Remarque 25 La condition de Kalman ne dépend ni du temps T ni de l’état xg. Autrement
dit, si un systéme linéaire autonome est controlable en temps T depuis l’état xg, alors il est
controlable en tout temps depuis tout point.

3.2.2 Controlabilité des systémes linéaires en dimension infinie

Nous rappellerons la théorie générale de controlabilité pour des systémes controlés sous la
forme canonique
ZAB:z:Az—i—Bu (3.8)

)

ol z = fl—f, A: D(A) C H— H est un opérateur non borné, B : U — H un opérateur borné,

u le contrdle, H et U sont des espaces de Hilbert réels ou complexes (espaces de fonctions).
On suppose que A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu sur H
et on note ce semi-groupe (S(t))i>0 ou (¢! A)>o.
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Concept de controélabilité

Pour zy € H, u € L?((0,T),U), on considére z : [0,T] — H la solution du probléme de
Cauchy :

{ 2 = Az + Bu, (3.9)

2(0) = 2.

On rappelle (voir [14] pour plus de détails) que pour tout zy € D(A) et pour tout u €
WH1((0,T); U), le probléme de Cauchy a une unique solution z € C([0, T]; D(A))NC* ([0, T]; H)
donnée par la formule suivante

z(t) = S(t)z0 + /Ot S(t — s)Bu(s)ds, Vte[0,T].

Définition 26 1. > 4 p est exactement controlable au temps T si pour tout zo, zp € H, il
eziste u € L*((0,T);U) tel que la solution z du probléme de Cauchy vérifie z(T) = z.

2. > ap est zéro controlable au temps T' si pour tout 20 € H, il existe u € L%((0,T);U)
tel que la solution z du probléme de Cauchy vérifie z(T) = 0.

3. > 4 p est approximativement contrdlable au temps T' si pour tout zg, zpr € H et € > 0,1l
ezisteu € L2((0,T) ; U) tel que la solution z du probléme de Cauchy vérifie || 2(T) — 2r|lg <
£.

Si on introduit 'opérateur Ly défini par :

Ly : L*((0,7),U) — H

T
u /0 S(T — s)Bu(s)ds

alors |76]

1. étre exactement controlable au temps T est équivalent & ImLr = H
2. étre zéro contrdlable au temps T est équivalent & S(T)H C ImLyp

3. étre approximativement contrélable au temps T est équivalent & ImLpr = H

En dimension finie (i.e. A € R™"™ B € R™ ™) ces trois concepts sont équivalents, et
équivalents a une condition algébrique, la fameuse condition de Kalman (théoréme 24).

Test de controlabilité

On va donner ici des conditions nécessaires et suffisantes pour que le systéme (3.8) soit
exactement controélable, zéro contrdlable ou approximativement contrdlable. Les preuves se
trouvent dans |76].

Théoréme 27 Le systéme ZA,B est exactement controlable au temps T > 0 si et seulement
s’il existe ¢ > 0 tel que

T
/0 185" (8ywoll? dt > ¢ lyoll%

pour tout yg € H.
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Théoréme 28 ), 5 est zéro controlable au temps T > 0 si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel
que :

T
/0 1B*5* (Oyoll? dt > ¢ |5* (Dol

pour tout yg € H.

Théoréme 29 Le systéeme ZA,B est approrimativement contrélable au temps T > 0 si et
seulement s’il existe pour tout yo € H,

(B*S*(t)yo=0 Vte[0,T]) = (yo =0). (3.10)

La propriété (3.10) s’appelle la Propriété de Continuation Unique (PCU) qui est dans [76].

Controlabilité de certaines EDPs

Nous rapportons dans le tableau suivant les principales caractéristiques des résultats de
controlabilité pour des systémes hyperboliques, dispersifs ou paraboliques avec le controle
interne (voir table 3.1).

Type I’EDP Controlabilité | Domaine de controle | Temps de controle
Hyperbolique
(ex : équation des ondes) Exacte Dépend de Q T>Tp
Dispersive
(ex : équation Schrédinger) Exacte Dépend de 2 Pour tout T"> 0
Parabolique
(ex : équation de la chaleur) Nulle Pour tout w C Q2 Pour tout T'> 0

TABLE 3.1 — Résultats de controélabilité pour des EDPs linéaires
_ d4z

. . 2 2
Dans ce qui suit on note z; = %, 2y = %, Zpg = 373 et Zpgas = G-

Exemple 30 On va étudier la controlabilité au bord de ’équation des ondes, qui modélise la
propagation d’une onde d’amplitude z (voir figure 3.2) fixée du coté x =0, 4 savoir

=(t..)

)

0

FIGURE 3.2 — Amplitude de 'onde
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2t — Zgg = 0, O<t<T, O<z<m
z(t,0) =0, 0<t<T,
2(t,7) = h(0), 0<it<T, (3.11)

(Z(Oa ')7 Zt(ov )) = (20, ZO)

ou h € L*(0,T) est le controle et (z9,%0) représentent les données initiales. La preuve du
résultat suivant pour la controlabilité du systéme (3.11) se trouve dans [76].

Le systéeme (3.11) est evactement controlable dans L*(0,7) x H=1(0,7) au temps T si et
seulement si T > 2.

Exemple 31 On va étudier la controlabilité de l’équation de poutre, qui modélise la vibration
d’une poutre, l'extrémité x = 0 est simplement supporté (voir figure 3.3)

“Dh

FIGURE 3.3 — Poutre en flexion

2t + Zgzaz = 0, O<t<T,0<ax<m
2(t,0) = 2(t, ) = 242(¢,0) =0, 0<t<T, (3.12)
Zza(t, ™) = h(t), 0<t<T, '

(2(0,.),2(0,.)) = (20, 20)-

ot 2z(t, ) est de déplacement du flexion, h € L?(0,T) le moment de flexion en x = 7 est le
controle. On va donner un résultat sur la controlabilité du systéme (3.12) dont la preuve se
trouve dans [76].

Le systéme (3.12) est ezactement contrélable dans H(0,m) x H™(0,7) pour tout T > 0.

Exemple 32 Nous allons étudier ici des propriétés de controlabilité de ’équation de la cha-
leur, qui modélise I’évolution du profil de température dans un barre homogéne. Toutes les
températures auzx bords (x = 0 et x = L) sont fizées (voir figure 3.4). Nous considérons le
probléeme de controle interne suivant :

0 a b L

FIGURE 3.4 — Equation de la chaleur pour une barre homogéne
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2t — Zzgo + d(x)z = x(a,b) f,

2(t,0) = z(t, L) = 0, (3.13)
2(0,z) = 2o,
dans lequel la température z = z(t,x) est l’état du systéme, le terme de source chauffant

f = f(t,x) est le controle et d(x) le terme de puits. On suppose que d € L*(0,L), que
f € L*((0,7); L*(a,b)), et que zg € L*(0,L). Ici a et b sont deur nombres donnés avec
0<a<b<[L.

On va donner un résultat sur la controlabilité du systéme (3.13) dont la preuve se trouve
aussi dans [76].

Le systéeme (3.13) est zéro controlable dans L?(a,b) pour tout T > 0.

3.3 Stabilisation

Un controéle en boucle ouverte est une application ¢ — wu(t) d’un intervalle de temps
dans I'espace des controles. Un contréle en boucle fermée, appelé aussi une rétroaction ou un
bouclage, ou encore un feedback, est une application X — u(X) définie sur les variables d’état
du systéme. Un des objectifs de la théorie du contrdle (voir par exemple [86]) est de déterminer
des feedbacks qui stabilisent le systéme autour d’un état d’équilibre.

3.3.1 Stabilité en dimension finie

Considérons le systéme linéaire :

{‘Y:AX’ (3.14)

X(O) = X,

avec A une matrice de taille n. Si X (0) = 0, alors quel que soit ¢ > 0, on a X (¢) = 0. Voyons
maintenant ce qu’il se passe si

X(O) :.%'07&0.

Nous allons d’abord donner la définition d’un point d’équilibre.
Définition 33 On suppose que notre systéme s’écrit sous la forme

X =f(X), XeDCcCR" (3.15)
ot f:D — R™. Le point d’équilibre X € D est dit point d’équilibre de (3.15) si f(X) = 0.

Remarque 34 1. Nous nous limiterons a l'étude de systemes pour des points d’équilibre
qui, aprés un évident changement de coordonnées, peuvent se ramener a l’origine.

2. "Systéme stable" signifie "Origine du systéme stable”.

Une définition intuitive de la stabilité peut étre donnée comme suit. Si le systéme est
initialement "légérement" perturbé de son point d’équilibre, le systéme reste "proche" de ce
point (voir Fig. 3.5).
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Stable Instable

FIGURE 3.5 — Illustration de la définition intuitive de la stabilité

Exemple 35 L’équation différentielle du mouvement du pendule de la figure 3.6 est donnée

par :
mlf = —mgsin 6 — kl6. (3.16)

En posant x1 = 0 et x9 = 9, on obtient
j:l = T2,
2 = —7sin(x1) — ;- xo.
Pour trouver les points d’équilibre du systéme, il suffit de résoudre le systéeme suivant :
0= €2,
. 3.18
{ 0= —9sin(z) — £y, (3.18)

Les points d’équilibres sont donnés par (nm,0) pour tout n € Z. Physiquement, cela correspond
a Uexistence de 2 points d’équilibre (0,0) et (,0).

FIGURE 3.6 — Pendule simple

Nous avons la définition suivante

Définition 36 On dit que l’état d’équilibre X = 0 est stable si, pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que || X (0)|| < 0 implique que pour toutt > 0, || X (t)|| < e. Si de plus, lim;_, o [| X (t)|| = 0,
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Uétat d’équilibre X = 0 est asymptotiquement stable. Et si pour tout X (0), lim_, 1o || X (#)]| =
0 alors Uétat d’équilibre X = 0 est dit globalement asymptotiquement stable. Et s’il existe
a,B >0 tel que | X (1) < a|| X (0)|le™P pour tout t > 0, alors I’état d’équilibre X = 0 est dit
exponentiellement stable.

La stabilité signifie que, & chaque déviation e de la solution X (¢), correspond une pertur-
bation maximale ¢ de la condition initiale xg. Si le systéme est asymptotiquement stable, il
converge vers son état d’équilibre.

Définition 37 Le point d’équilibre X = 0 est dit instable s’il n’est pas stable.

Asymptotiquement stable
/

stable

FIGURE 3.7 — Pour mieux comprendre la stabilité

Dans I'exemple 35, le point d’équilibre (0, 0) est asymptotiquement stable. Pour démontrer
la stabilité de I’équilibre (0,0), prenons comme fonction de Lyapunov (pour plus de détails
sur les fonctions de Lyapunov voir définition 69 qui se trouve dans annexe E)

1
V(z1,2z2) = % (1 —coszxy) + 535%

On a clairement, V' (0) = 0 et que V est définie positive sur un domaine —27 < x; < 27. De
plus la dérivée de V pour le systéme vaut

. k
V(xy,x2) = %1‘2 sinx, — %xz sinxy — —:L‘% < 0.
m

Exemple 38 On considére le systéme :

X:—aX, t>0eta>0.

Ce systéme admet comme solution :

X(t) = zpe™ ™, Vt>0.

On a X(0) = zg. On voit aussi que le point d’équilibre X = 0 est exponentiellement stable
(voir Fig. 3.8a). Si le paramétre a = 0 le systéme est stable mais pas asymptotiquement stable.
Et dans le cas ou le paramétre a < 0, il est clair que le systéme est instable (voir Fig. 3.8b).
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Courbe de la fonction ><Ue’at

s Courbe de la fonction x,e™*| |

X,=2, a=1/2 et =0 X,=2, a=-1/2 et t,=0

. . .
40 60 80
t[sec]

L
20

0 20 40 60

t [sec]

80 100 0 100

(a) La fonction X (t) = zoe™*" avec a > 0 (b) La fonction X (¢) = zoe™*" avec a < 0

FIGURE 3.8 — Courbe de la fonction X (t) = xge~

Maintenant, le systéme en dimension finie (3.14) est considéré avec A € R™*™. On a les
deux théorémes suivants qui se trouvent dans |76].

Théoréme 39 Le point d’origine est asymptotiquement stable (< exponentiellement stable)
pour le systéme (3.14) si et seulement si

0(A) Cc C_ ={z: Re(z) < 0}.

De plus on a
sup{Re(\) : A € 0(A)} = inf{p e R:3C > 0, ||e!|| < Cet Wt > 0}.

Exemple 40 On considere le systéme suivant

{ T (3.19)
To = —T1 — X9.
On peut aussi écrire ce systéme sous la forme
T o 0 1 I
(2)-(5 () 620
avec
0 1
A= ( ot )
On a
1 3 1 3
o= Ld Lvsl
2 2 2 2

ce qui implique que le systéme est asymptotiquement stable ou exponentiellement stable.
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Le théoréme suivant est connu sous le nom de théoréme de Wonham en dimension finie

[76].

Théoréme 41 Le systéme (3.3) est controlable si et seulement s’il est exponentiellement sta-
bilisable, 1.e.

Yp € (—00,0), 3K e CM*N  Cp >0 Het(AJrBK)H < Cre* t>0. (3.21)

3.3.2 Stabilité en dimension infinie
Propriétés de stabilité pour des systémes en dimension infinie

On va supposer ici que A est un générateur d’un semi-groupe continu (S(¢))¢>o sur H et
considérer les propriétés suivantes :
P1. pour certaines constantes C' > 0, u > 0, et pour tout ¢t > 0, ||S (t)|| < Ce™H;
P2. pour tout zg € H, S (t) 290 — 0 exponentiellement quand ¢ — 4o0;
P3. pour tout zp € H, f0+oo 1S (t) 20|y dt < +o00;
P4. pour tout zp € H, S (t) 20 —» 0 quand t — +o0;
P5.sup{ReA: A€o (A)} <0.
En dimension finie, ces propriétés sont équivalentes. En dimension infinie, la situation est plus
délicate. Le résultat suivant montre les relations entre ces propriétés (Voir [98] pour la preuve).

Théoréme 42 On a les relations suivantes :
1. (P1) < (P2) < (P3).
2. mais on a seulement (P1) = (P4) et (P1) = (P5).
Définition 43 Si (P1), (P2) ou (P3) est vérifiée, alors on dit que le semi-groupe (S (t));>q

est exponentiellement stable. Quand (P4) est vérifiée, on dit que le semi-groupe (S (t)),~, est
fortement stable.

Nous passons maintenant a un résultat pour la stabilité forte donné dans |2]

Théoréme 44 (Arendt-Batty) Si (S (t)),~q est borné et iR C p(A), alors (S (t));~q est for-
tement stable. - -

La condition iR C p (A) n’est pas nécessaire pour que le semi-groupe soit fortement stable.
Voici un exemple :

Exemple 45 Soit Au = CC%‘ avec comme domaine D (A) = H' (0,4+00) et H = L? (0, +00).
Alors A est le générateur d’un semi-groupe (S (t));>q défini par S (t) u (§) = u(§+1). (S ()10
et est fortement stable car :

+00 +oo
. 2, 2
Jim ; 1S () u @) de = lim ; |u (§+1)|" d¢,
+oo
= lim lu(s))*ds = 0,

t——+o0 ¢
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car u € L?(0,+00) . On a aussi iR C o (A), car pour tout X\ € p(A) et pour tout f € H,
il existe un unique u € D (A)tel que (A — NI)7 f = u. Ainsi (A — N)u = f implique que
Au— M= f donc v — Au = f. La solution de cette équation différentielle est :

w(€) = </0£ M F (1) dt) X

Donc si on prend f = e T et X\ =ia, on a

u () = </0£ e_tdt> e,
Il vient [u(€)| =1 —e € et [u(€)]* =1—2e¢ +e 2 ¢ L1 (0,+00). Donc A ¢ p(A).
Nous allons maintenant donner le théoréme de Huang-Pruss qui se trouve dans [43] et [75].
Théoréme 46 (Huang-Pruss) On suppose que (S (t)),~q est borné. Alors (S (t)),~, est expo-
nentiellement stable si et seulement si iR C p (A) et SU;)BER H(zﬁ[ — At H < +ooi

En conclusion, on rappelle le théoréme de Liu-Rao donné dans [55].

Théoréme 47 (Liu-Rao) On suppose que (S (t)),~, est borné, iR C p(A), et que pour un
certain nombre s > 0,
1

sup ——
811 181°

(i8I — A)~! H < +00.
Alors, pour tout k € N*, il existe une constante Cy > 0 telle que

1(t) 2l < C (m;) (W) ellppany . Ve e D(4F)

ou AF =AoAo..0A.
—
k fois
Stabilisation des systémes linéaires en dimension infinie

Pour tout opérateur borné K € £ (H, U), on définit l'opérateur Axz = Az + BKz avec
le domaine D (Ag) = D(A), et (Sk (t));>o le semi-groupe généré par Ag , ie. Sk (t) =
et(A+BK) h
Définition 48 On dit que le systéme de commande (3.8) est

1. exponentiellement stabilisable s’il eziste K € L (H,U) tel que l'opérateur Ak est expo-
nentiellement stable; i.e. il existe Cy, > 0, u > 0, tels que

1Sk (t)|| < Cre ", Wt > 0.

2. complétement stabilisable si pour p € R arbitraire, il existe K € L£(H,U) et une
constante Cy, > 0 tels que

ISk (t)|| < Cre ", V¥t > 0.
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Le résultat suivant est donné dans [22] ( voir aussi [98, Théoréme 3.3]) et relie la contro-
labilité et la stabilisation.

Théoréme 49 Si le systeme (3.8) est zéro contrélable, alors il est exponentiellement stabili-
sable.

Le théoréme suivant donne une version en dimension infinie du théoréme de Wonham (Voir
[76] pour plus de détails).

Théoréme 50 On suppose que A est générateur d’un groupe (S (t)),cr. Alors les propriétés
swvantes sont équivalentes :

1. ZA’B est exactement controlable au temps T > 0;
2. > up est zéro controlable au temps T > 0;
3. ZA,B est complétement stabilisable.

Pour les opérateurs anti-adjoints, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 51 (/54, Théoreme 2.3]) On va supposer que A est un opérateur anti-adjoint.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. > 4 g est exactement controlable au temps T > 0;
ZA,B est zéro controlable au temps T > 0;
YA p est complétement stabilisable ;

ZA,B est exponentiellement stabilisable ;

A NI

Pour chaque opérateur auto-adjoint défini positif S € L (U), lopérateur A — BSB* est
un générateur d’un semi-groupe exponentiellement stable dans H.

Exemple 52 On considére ’équation des poutres suivante [76]

w’ + 2% = G(z)u, 0<t<T, 0<z<]l
w(t,0) = w(t, 1) = L¥(t,0) = T¥(,1) =0, 0<t<T (3.22)
(U)(O, )7wt(07 )) = (’UJO,wl)

On suppose que H=U = L*(0,1),u € U, L = 86—;1 de domaine de définition

0%z

D(L) = {z € HY(0,1) : z, 5 € Hy(0, 1)}

eta € L*(0,1) tel que aH C H. L’opérateur L est défini positif et auto-adjoint, donc il admet
une racine carrée. En effet Vo e H :

1 1 o4 1 93 1192,,(2
0*v 0°v Ov 0“v
L = Lvvdx = —uvdr = — — = —| dx >0
(Lo, v) /0 vees 0 gzt " o O0x3 Oxdx /0 az2| ‘=
Comme
1 94 1 93
0™ 0°v1 Ovg
(Lvy,v9) = 5l vodr = — N %dx
192 2 1 3 1 4
041 0“v9 Ovy 0°vy 0%*vy
- o 0x2 0x? e o Oz Ox3 dr = / YL 92t da = (v1, Lvs)
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il vient L* = L. On a D (L%> = H?(0,1) N H(0,1). On introduit I’espace H=D (L%> x H

muni d’un produit scalaire

((F1:9) s (fos92))g = (L3 1, L3 L) + (91,920

0
—-L 0

de définition D (A) = D (L) x D (L%> et Be Ll (U, ﬁ) défini par Bu = (0, au). L’opérateur

Le systéme (3.22) peut s’écrire sous la forme canonique (3.8), avec A = [ } de domaine

A est anti-adjoint. En effet, pour tout v = (v1,v2) et w = (w1, wz) dans H on a
1 1
(v, Aw)g = ((v1,v2) , (w2, —Lw))g = (LZvl,LZU)g)H + (v, —Lwn )y

192, a2 1 o
_ 82}18w2dx_/v23’w1dx
0

o 0x2 0x2 ox?t
1 84?}1w do — 1 82’02 82w1d _ 1 82’02 (92101 - — 1 84?)1w da
N ozt 2 0x2 0x2 o 02 022 o ozt
= — (Av,w) _
ce qui implique que A* = —A. On a aussi

(Bu,w), = ((0,av), (wy,wa)), = (L30,L3wi) + (av,wa)gy = (v,aws)gs = (v, B'w)gy

donc B*w = aws, pour tout w = (wy,wy) € H. Comme le systeme (3.22) est ezactement
controlable et d’apres la propriété 5 du Corollaire 51, si on prend S =1 € L(U) qui est un
opérateur auto-adjoint défini positif, alors l'opérateur A— BSB* = A— BB* est un générateur
d’un semi-groupe exponentiellement stable et

BB*w = BB* (w1, ws) = Bawy = (gQwQ)

. 0 0
donc BB* = [O C~L2:| et

Ceci implique que le systéme
v = 0 I v
T |-L —a(x)?
est exponentiellement stable pour tout v € H.

Donc on a pu construire un contréle u = —B*v € U, pour tout v € H tel que le systeme (3.22)
soit exponentiellement stable.

3.4 Quelques méthodes de stabilisation des systémes décrits par
des EDPs
3.4.1 Panorama des méthodes

Dans cette sous-section, deux méthodes de stabilisation pour des systémes dynamiques
décrits par des EDPs en dimension infinie sont données. Dans un premier temps, un contréleur
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de type proportionnel qui est une généralisation de 'action proportionnelle en dimension finie
(voir [21] pour plus de détails) est présenté. L’inconvénient de ce controleur est qu’il n’est
pas applicable sur tous les systémes dynamiques. On ne peut ’appliquer que sur des systémes
dynamiques de dimension infinie qui sont exactement controlables (voir la Définition 26).

Dans un deuxiéme temps, c’est le controleur par mode glissant appliqué aux EDPs en
dimension infinie qui est présenté. Ce type de controle ne s’applique que pour des systémes
d’EDPs exponentiellement stabilisables. De plus, le controle par mode glissant se caractérise
par des propriétés de robustesse, en particulier vis-a-vis des variations des paramétres du
systéme et des incertitudes sur le modéle. De plus amples détails sur les modes glissants
peuvent étre trouvés dans [28], [72] et [87].

Il existe aussi d’autres approches en dimension infinie pour des EDPs, notamment une
approche qui ne s’applique que pour des systémes de type Pritchard-Salamon (voir [37] et
[45] pour plus de détails). Dans [47] et [48], c’est 'approche Hoo qui a été appliquée sur les
systémes Pritchard-Salamon, ou la loi de contréle est déterminée par une résolution d’une
équation algébrique dite équation de Riccati en dimension infinie.

Pour I'approche Ho, on peut parcourir les ouvrages suivants [25], [26] et [30]. Dans [32],
c’est I'approche Hoo, qui a été utilisée pour le controle des systémes semi-linéaires en dimension
infinie de type parabolique et hyperbolique et dans [11], ¢’est la commande proportionnelle et
proportionnelle intégrale qui a été mise en oeuvre pour des systémes linéaires de type Salamon-
Weiss en dimension infinie. Pour plus de détails sur les systémes de type Salamon-Weiss, on
peut consulter les ouvrages [77], [84] et [90].

3.4.2 Grammien de controlabilité et stabilisation exponentielle rapide

Nous expliquons ici comment utiliser I’approche du grammien de controlabilité pour la
stabilisation des systémes de controle linéaires en dimension infinie. L’approche du grammien
de controélabilité pour des systémes de controle linéaires en dimension infinie est due &

1. Marshall Slemrod [80], dans le cas ot 'opérateur de controle B est borné (i.e. 'opérateur
B est continu de U dans H C D(A*)’),

2. Vilmos Komornik [51], dans le cas ou 'opérateur de contréle B est non borné.

Le résultat suivant se trouve dans [21].
Soit B € L (U,D (A*)/>. On va supposer la propriété de régularité suivante (voir [21,
Chapitre 2, p.52]) :

¥r>0,3C, >0 / IB*S* (1) 2|3 dt < Cy 2], V2 € D(A%). (3.23)
0

Le systéme de commande qu’on va considérer ici est
y=Ay+ Bu, te]0,T] (3.24)

ou ¢t est le temps, u(t) € U le controle et y(¢) € H I'état. La définition de la solution du
probléme de Cauchy

{ y = Ay + Bu;
y(0) = vo.
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avec yg € H et uw € L?(0,T), est dans [21, définition 2.36, page 53]. Soit 7' > 0. On rappelle
que (voir Théoréme 27) ce systéme linéaire est exactement controlable au temps 7' > 0 si et
seulement s’il existe ¢ > 0 tel que

T
/ | B*S* (t) z||3; dt > cllz||3, Vze€ D(AY). (3.25)
0

Dans cette section, nous supposons que le systéme controlé linéaire y = Ay + Bu est exacte-
ment contrdlable au temps 7. D’apreés ce qui précéde, (3.25) est vérifiée pour tout ¢ > 0. Soit
A > 0. Notre but est de construire une loi de contréle u = Ky, avec K : y — Ky pour que
le systéme y = (A + BK)y soit exponentiellement stable, c’est-a-dire I'existence d’un certain
M > 0, tel que toute solution de § = (A + BK)y satisfait

ly W)l < Me ™ [ly (0)[lg, V¢ € [0,400). (3.26)
Soit .
Tv=T+ 5 (3.27)

et fx:[0,7\] — [0,400) définie comme suit

e~ M Si0<t<T,
)= { NPT (T —t) siT <t<Th. (3:28)
Soit @) une forme bilinéaire, symétrique, continue sur D (A*) définie comme suit
T )
A (y,2) = ; @) (B*S ()" y, B*S (—t)"2)dt, V(y,2)D(A")". (3.29)
En utilisant (3.23) et
S(—t)"=8(Th—t)"S(-Tn)", Vtel0,Ty],
on a
Ty
Qx(y,2) = ; fa (@) (B*S™ (=t) y, B*S™ (—t) z) dt;
T
< ; IO NB*S" (=) yll [ B*S™ (1) 2| dt;
Ty
< sup () / [B*S (T — )" S (=) ylly [I1B*S (Tn — )" S (=T1)" 2|y dt;
0,7 0

Tx
= sup () [ B () S (D) ulu B8 ()7 S () sl ds, s =Tt
0

S DB s (0" S (-1l ds)é (/ P 1BS (9 8 () 2l ds)é ;

[OvT/\]

< sup IO CANS (T2) yllg 1S (=T0)" 2l
s b

< sup fr (&) Cx 1S (=12 1P 1yl 12 gz -

0,7
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Donc si on pose

My = sup fr (t) Cx |IS (=T2)*|* > 0,

[OvTX}
il vient
@x (v, 2)] < M|yl 1zl ¥ (,2) € D(A%)?. (3.30)
Par le théoréme de représentation de Riesz , il existe C\ € L (H) tel que
Qx(y,2) = (y,Cxz), V(y,2) € H”. (3.31)
On note que
S(—t)"=S(T—-t)*S(-T)", Vte|0,Ty], (3.32)
S(-T)"S(I'y=vy, VYyeH. (3.33)

En utilisant (3.25), (3.28), (3.29), (3.32) et (3.33), on a

T
Qx(y,y) = ; Ia (@) (B*S (—=t)"y, B*S (—t)" y) dt;

Ty
=, K@) (B S (=) S(=T)" S(T)"y, B*S (—t)" S (=T)" S (T)"y) dt;

Tx
= (@) (B*S (T —t)* S (=T)*y,B*S (T —t)* S (—T)"y) dt;
Tx
= | K@ =)(BS () STy BS () S (-1 y)ds; s=T 1

T 2X

T
= [ DT =9)|B"S(s)" S (=) ylly ds;

"
> /OT (T —s)||B*S (s)*S(-T)" yH% ds, puisque [—21)\,T>\] D [0,77;
> [N ) s 1y ol ds
> e P e||S (=T) yllg
> e P ||S (7)) 72 Iyl -

Donc

Qx(.y) = e M e||S (D)) ylfy. VyeH. (3.34)

D’apreés le théoréme de Lax Milgram, (3.31) et (3.34), C\ € £ (H) est inversible dans £ (H).
On va maintenant définir 'opérateur K pour qu’on puisse construire le controéle. Soit

K,:C\(D(A")—-U
défini comme suit :

Ky =-B*C'y, Vye C\(D(AY). (3.35)

On a alors le théoréme suivant, donné dans [51].
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Théoréme 53 L’opérateur A + BK) est un générateur d’un semi-groupe fortement continu
(S (t));>0- De plus il existe M > 0 tel que

IS () yollyr < Me ™ |lyolly;, V¢ >0, Vyo€H.

Ce théoréme montre que le systéme (3.24) est exponentiellement stable.

3.4.3 Commande par mode glissant

Nous donnons une méthode pour construire une loi de contréle par mode glissant pour
une classe de systémes dynamiques en dimension infinie [65]. Ces systémes s’écrivent sous la
forme

€= AL+ f(1.€) + bu(t,€)
{ £(0) =& € D(A), (3.36)

ou A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu 74 (¢) sur H, exponentiel-
lement stable, et b € £(U, H). La fonction f(¢,£) a valeurs dans H représente la perturbation
du systéme, cette fonction est supposée differentiable et vérifie la condition suivante:

f(t,6) =bh(t,§) (3.37)

ot la fonction h(t,¢), a priori connue, est majorée par une fonction scalaire N (&) € C1, i.e.
1h(t,)lly < N(§), VE€H, t>0. (3.38)

Tout au long de ce paragraphe, nous supposons que le couple {A, b} est exponentiellement
stabilisable et le spectre o(A) = 01(A) + 02(A) de lopérateur A est divisé en deux parties :
la premiére

o1(A) ={X€c(A):Re >0},

est de dimension finie, et ’autre partie
o2(A) ={X € 0(A) : ReX <0},

est un ouvert. Rappelons que le couple {4, B} du systéme (3.8) est exponentiellement stabi-
lisable §'il existe D € £(X, U) tel que l'opérateur A + BD soit générateur infinitésimal d’un
semi-groupe exponentiellement stable.

Soient P; et P les projections sur les ensembles o1(A), 02(A) respectivement, et H; = P;H,
j =1,2. Alors (voir 38, Sec. 1.5])

1. H=H; ® Hy, et AHJ CHj,j =1,2;
2. Vopérateur A; = A |g, est de dimension finie, i.e. H} = R";

3. 'opérateur As = A |, est générateur d’un semi-groupe exponentiellement stable T4, (¢)
qui vérifie
174, (8)]| < we™, w>0. (3.39)

Si ’ensemble résolvant de 'opérateur A est compact, alors le spectre de A est discret, i.e.
o(A) = {\i}2,, et pour tout 5 > 0 il existe un nombre entier naturel [ tel que o2(A) =
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{Xi}i2, < —p. Pour décrire le controle en dimension infinie, on va écrire (3.36) avec des
variables &1 € Hj et & € Ho,

{ €1 = Anéy + Ao + Pif(t,&, &) + Pibu(t,&1,&), t>0, &(0) =&

o = Ag1&y + Anolo + Pof(t,&1,0) 4+ Pobu(t,&1,6), t>0, £&(0) = £9. (340)

Iei & + & =&, ) + €Y = €0, P, est la projection sur le sous espace H;, A;; = P;A; est un
opérateur de H; dans H;, A; = A|Hj est la restriction de A sur Hj, 4, j = 1, 2. Les propriétés
de Popérateur A permettent de réécrire le systéme (3.40) de la maniére suivante

&G =M +Pift,&, &)+ Pbut,&,&), t>0, &(0)=¢ (3.41)
fo= Asbo + Pof (1, 61,8) + Pobu(t,&1,&), t>0, &(0) =g (3.42)

On rappelle que dans le systéme (3.40), A;; = 0 pour @ # j, 4,5 = 1,2 car AH; C Hj. On
signale que P1b € L(U,R"), et la codimension du sous-espace

Uy =ker Pib={u € U: Pibu =0}

est égale & [ (voir [50]). On rappelle que la codimension d’un sous-espace vectoriel est la
dimension d’un de ses sous-espaces supplémentaires. Donc il existe un sous-espace de dimension
finie U; = R™ tel que U = Ui @ kerPib, et d’aprés (3.37), ’équation en dimension finie (3.41)
donne

&1 = A1&y + Pybh(t, &) + Pibu(t,§)
= Alfl + Plb (hl(t7£) + hQ(tvg)) + Plb(ul(t7£) + u?(tvf))

= A1&1 + Pib ha(t,€) + Prbua(t, )
= Alfl + Pib [hl (tvg) + w1 (t7 5)]
donc '
§1 = A&+ Br[h(t,6) +w(t, )] (3.43)
avec h(t,&,t) = hi(t,&) + ha(t, &), et
u(t, &) = w(t, &) + ua(t, &) (3.44)

avec hi(t,€) € Uy, ho(t,§) € Uz, ui(t, &) € Uy, ua(t,&) € Ug et By = Pib |u,. Le couple
{A1, By} est contrdlable, car {A, b} est contrdlable. Par contre, il n’est pas exponentiellement
stabilisable. La solution du probléme de rejet de perturbation avec le controle est basée sur
les modes glissants. La procédure de conception pour des systémes de contrdle en dimension
finie proposée dans [88, Chap. 10| nous permet de choisir la variétée C¢&; = 0, C € R™<
det C'By # 0 qui assure la stabilité exponentielle

lx @l < wllg(Dfe, =T (3.45)

du systéme en dimension finie (3.43) a partir d’un certain temps T' > 0, avec le controle

C&
ur(t,€) = — [N(&) + L&) cal (3.46)
ol «, w, L sont des constantes positives avec « aussi grand qu’on veut, et la matrice C
est constante (voir I'annexe E.1). Le contrdle discontinu w;(t,&) est défini pour assurer la
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convergence vers la surface C'¢; = 0. Cette commande permet aussi de rejeter les perturbations
hi(t,€). Sur la variété C& = 0, on a d’aprés (3.43)

Cé1 = CA&r + OBy [ha(t,€) + ua(t,€)]
puisque C’él = 0. On peut donc déduire la valeur de u dans cette équation
CA1&1 + OBy [ (t,€) +w(t, §)] =0
ha(t,€) +ur(t,§) = = (CB1) ' CALG

ainsi

Uteg = — (CB1) " CAG — In(t,€). (3.47)

Avec ce nouveau controle, I’'équation (3.43) devient
& = [A1 — Bi(CBy)'CA ] &. (3.48)
La commande w14 est la commande équivalente de w1, elle caractérise la dynamique du systéme
en mode glissant. Pour 1’équation (3.42), on a
€2 = Aoy + Pab[h(t,€) + u(t, &)]
= A2€2 + P2b [hl (ta g) + ul(tv f)] + PQb [hQ(tu {) + u2 <t7 g)] :

Finalement, (3.42) devient
52 = Agfg — Ba (CBl)_l CAlfl + By [hg(t,f) + U/Q(t,é)] , t>T (349)

ol Boy = Pobluy,, B2 = Poblu,. D’aprés (3.39) et (3.45), les systémes (3.48) et (3.49)
sous les conditions © = f = 0 sont exponentiellement stables. Il reste & utiliser les résul-
tats qui se trouvent dans [65, Section II] pour rejeter la perturbation ha(t,&). Soit Wa, =
O+°° T3, (t)T'a,(t)dt. Nous définissons la deuxiéme composante de u(t,§) par

B;WA2£2

ug(t,§) = —N(ﬁ)m-

(3.50)

Donc on a prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 54 On suppose que le couple {A, B} est exponentiellement stabilisable. Alors le
systéme (3.36) est exponentiellement stabilisable par les contréles (3.44), (3.46), et (3.50) avec
les perturbations (3.37) et (3.538).

Cette méthode sera utilisée pour le systéme de controle du profil de courant dans le chapitre

3.5 Application & la stabilisation de quelques systémes phy-
siques

3.5.1 Etude compléte d’une situation linéaire

Pour cet exemple qui se trouve dans [20], nous allons nous intéresser au controle frontiére de
I'équation de Korteweg-De Vries (KdV). Plus précisément, un controle de type proportionnel
est utilisé comme dans la sous-section 3.4.2. Nous étudions le systéme suivant



102 Chapitre 3 . Controlabilité et stabilité des systémes régis par des EDPs

Yt + Yo + Yzaz = 0,
y(t,0) =y(t, L) =0, (3.51)
Yo (t, L) — y.(t,0) = v(t).

ou y(t,.) : [0, L] — R est I’état est du systéme et v(t) € R est le contrdle avec L > 0 fixé. Ces
équations modélisent la formation d’ondes solitaires dans le contexte d’eaux peu profondes
dans un canal.

En introduisant une nouvelle variable de contréle u définie par

u(t) = yz(,0) + v (t),

nous pouvons réécrire le systéme (3.51) sous la forme canonique (3.8) en définissant les opé-
rateurs A et B comme suit :

D(A) = {w € H}(0, L) : w(0) = w(L) = 0,uw,(0) = w,(L)} C L*(0, L),
Aw = —wy — Waga,
B:seRw Ls € (D(AY)),
Ls:z¢e€ D(A") — sz, (L) € R.

Il n’est pas difficile de voir que A* = —A et que
(14’[,(]7 w)L2(0,L) = 0, Yw € D(A)

Par conséquent, 'opérateur A est générateur infinitésimal fortement continu d’un semi-groupe.
Nous voyons également que 'opérateur B est linéaire continu. Les relations (3.23) et (3.25)
pour le systéme (3.51) sont montrées dans [20]. La controlabilité exacte de (3.51) est également
prouvée. Alors, d’aprés les résultats développés dans la sous-section 3.4.2, 'opérateur A,, défini
par

oo
(szhzz)Lz(o L) 2/ (B*e_T(AJ“"I) zl,B*e_T(AJ“"I) 22>Rd7, Vz1,29 € LQ(O,L),
' 0

permet de définir le controle qui stabilise exponentiellement le systéme (3.51). La loi de controle
est donnée par u = F,y avec
FE,:=—B*A;L.

3.5.2 Etude compléte d’un exemple non linéaire

Nous étudions maintenant la stabilisabilité d’un systéme qui se trouve dans [73]. Il s’agit
d’un bac de fluide soumis & un déplacement longitudinal. Le mouvement du fluide est modélisé
par les équations de Saint-Venant (voir par exemple [82, P. 26| et [69]). Une fonction de
Lyapunov est utilisée pour construire les lois de controle qui stabilisent 1'état du fluide dans
le bac.

Les équations d’eau peu profonde décrivent le mouvement d’un fluide parfait sous la gravité
g avec une frontiére libre :



3.5 Application a la stabilisation de quelques systémes physiques 103

Hix el
Fxt)

0 Dt}

FIGURE 3.9 — Un réservoir de longueur L contenant un fluide

OH (4 1y 1 O 2) =
{ i (62) + 55 (HV) (t,2) =0, (3.52)

P(t.2)+ 2 (H + ) (t.2) = =D(t),
ou z € [0, L] est la variable spatiale attachée au réservoir, ¢ € [0,7] est la variable de temps,
T > 0, H(t,z) désigne la hauteur du liquide, V(¢,z) désigne la vitesse horizontale du fluide
dans un référenciel attaché au réservoir, D est la position du réservoir dans les coordonnées
universelles, D et D sont respectivement la dérivée premiére et seconde de D par rapport au
temps (voir Fig. 3.9).

Les conditions aux bords sont données par, pour tout ¢ dans [0, 77,

V(t,00)=0, V(¢ L)=0. (3.53)
Notons H(x) et V(x) les états d’équilibres de (H,V), i.e.

0 o ( - V2 _
5 (HV) =0, ax(gH—FQ):—A,

oll A est un nombre constant définissant ’accélération constante du réservoir. Nous définissons
la variable de contréle u par

u=D - A

Pour la stabilisation de I’état du fluide (H, V'), le controleur suivant est utilisé

w=a / V) (4 2)de (3.54)
0

ot @ > 0. En introduisant les deux fonctions suivantes : 'entropie E (H,V) et I'entropique
F(H,V)

v ()

E(HV) =5 +9—F— (3.55)

F(H, V)= H‘j +gVH(H-H). (3.56)

On a le théoréme suivant, qui se trouve dans |73, 74].
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Théoréme 55 Pour tout o positif la fonction
L
R— a/ E(H(t2), V(L 2)) d
0

est une fonction de Lyapunov pour le systeme (3.52). De plus R = 0 si (H,V) = (ﬁ, V).
Ainsi le controle (3.54) stabilise le systéme (3.52)-(3.53)

3.6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons effectué une courte présentation des principaux résultats sur
la controlabilité et la stabilisation des systémes dynamiques en dimension finie et infinie. On
a aussi présenté deux méthodes de stabilisation en dimension infinie pour des systémes décrits
par des EDPs.

L’intérét majeur de ces approches se situe dans la simplicité de la mise en oeuvre de
la loi de commande. La premiére méthode, i.e. ’action proportionnelle, permet de stabiliser
rapidement le systéme de maniére exponentielle. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle
n’est applicable que pour des systémes exactement contrdélables et qu’elle n’est pas robuste
vis-a-vis des perturbations extérieures.

La commande par mode glissant permet de stabiliser le systéme et de rejeter aussi les
perturbations par rapport aux incertitudes du modéle.

On a aussi donné deux applications a la stabilisation des systémes physiques en traitant
deux cas linéaires et non linéaires, en utilisant deux stratégies de contrdle des EDPs. Dans le
cas linéaire, on a utilisé la méthode du grammien de controlabilité qui délivre une commande
proportionnelle pour stabiliser le systéme de maniére exponentielle. Et dans le cas non linéaire,
le contréle est obtenu & ’aide d’une fonction de Lyapunov.

Dans ce qui suit, différentes commandes visant & controler le profil de courant dans les
plasmas de tokamak seront proposées afin d’assurer robustesse et performance.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier la stabilité de I’équation d’évolution du flux magné-
tique et construire une loi de controle robuste en dimension infinie en appliquant une stratégie
de controéle développée par Yury Orlov dans [65] pour les systémes régis par des EDPs. L’en-
semble des résultats présenté dans ce chapitre fait ’'objet de la référence [34], actuellement en

relecture.

4.1 Mise sous forme canonique de 'EDP

Nous rappelons I’équation du flux magnétique introduit au chapitre 2 par (2.37)

o _ M 19 oy i

= oa? 3 0s (90%) + ) Rojni
0

=0, 2(t,1) = —Vo(t).

ox =0

La condition au bord

implique que

= (1) = =Vo(?)

P(t,1) = _/0 Vo(r)dr +9(t =0,1).
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On va définir maintenant une nouvelle variable v, (t,x) qui est 1'écart entre le profil du
flux magnétique et la valeur du flux au bord (au point = 1)

¢r(tv :L‘) = ¢(t’ I‘) - ¢(ta 1)' (4'4)

Le systéme (4.1) peut étre écrit en la variable 1), sous la forme

Oty n oYy .
et 2) = 22 (2% (@) )+ Rojms + Va(2),

=Y ¢r(t7 1) =0 (4‘5)

Cette formulation permet d’homogénéiser les conditions aux bords et de transformer le
controle frontiére en un controle distribué .

Nous cherchons a atteindre une cible i (z). Pour cela, on va introduire la variable
d’erreur qui est ’écart entre ), et @Zztmget

e(t,x) = dn(t, o) — 9" () (4.6)

avec la cible 1’9" dans I'espace de Sobolev H2(0,1) (voir [14]) qui se note aussi :

0x2

des fonctions dérivables, dont les dérivées spatiales premiéres et secondes sont de carré inté-
grable sur l'intervalle (0, 1). La variable d’erreur ¢ est alors gouvernée par le systéme suivant

W22(0,1) = {¢ e L*(0,1) : Z—f e L*(0,1) et & e L*(0, 1)} (4.7)

Je _ I 10 Oe M 19 awtarget
o = oz 0 (T02) + ez o (37 + 0 Rojni + Voi
Oe 8¢ta7'get

(4.8)
By = — 25| et =~ ().

3 target L. L.
Pour régulariser le terme %a% (x 9 ) dans (4.8) et homogénéiser les conditions aux bords,

on suppose que

1 a target
ili% x w@x < e (4.9)
8 target
wax =0; target(1) = 0. (4.10)
=0

Ces hypothéses réalistes conduisent & un systéme avec des conditions aux bords homogénes :

e _ M 19 (.0 1.0 Oy T9et - )
{ % = azzos (T5:) t marzos (37 oz >+”\|ROJm+V0’ (4.11)

poa
o ‘x:O =0, (t,1)=0

On va utiliser la théorie des opérateurs sur le systéme précédent (4.11) pour construire une
loi de contréle de type mode glissant. Considérons :

mo (0N _ 0 ( O\ (m _ Om O
x Oz <m8x>_8x Moz \% ox ) oz (4.12)

Le systéme (4.11) peut étre reformulé en appliquant la transformation suivante

77|\R0jtarget = 7]||R0]nl + Vo = nu +tv (413)
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avec u comme controle intermédiaire et v vérifiant la relation suivante

1 o b 10 a target
po L (M _om\0oe w10 o) (4.14)
woa? \z 0z ) 0z poalzdx \©  Or
En injectant (4.13) et (4.14) dans (4.11), on obtient
de _ 0 o .
{ o = (uoa2£> s (4.15)
gi'm 0 E(t’ 1) -
Il s’agit d’'une EDP de type parabolique dans I’espace
0
H= {e EH2(0,1): &= —¢| = 0} (4.16)
ox 20

des fonctions qui vérifient les conditions aux bords du probléme (4.15) (voir [14] pour plus
d’informations sur les espaces de Sobelev H? (0,1)). On équipe cet espace d’une norme

el = \//0152dx+\//01< dz + \// . (4.17)

L’opérateur A défini par
R, ( il 85) : (4.18)

Ox \ poa? Ox
qui apparait dans le systéme (4.15) est défini dans le domaine
D(A) = H c L*(0,1) (4.19)
et on pose
Maintenant, on va ajouter une perturbation au systéme (4.15) de la forme 7, et on aboutit
a I'équation suivante
%e _ 0 (Tl +n (u+h);
ot Oz \ poa? 8ac Ul (4'21)
%}I:O =e(t,1)=0.
Le systéme s’écrit alors sous forme canonique
2=Az+B(u+h). (4.22)

Ce type de systémes a déja été étudié par Yury Orlov dans [65] sous la condition que le
systéme sans la perturbation 2 = Az + Bu, c’est-a-dire tel que h = 0, soit exponentiellement
stabilisable. Pour qu’on puisse appliquer les résultats qui se trouvent dans [65] au systéme
(4.21), on va vérifier que notre systéme satisfait la condition précédente.

Le systéme (4.21) dans le cas nominal, c’est-a-dire h = 0, est décrit par (4.15) Commengons
par donner un résultat sur la controlabilité du systéme (4.15). Dans [19], les auteurs ont étudié
une certaine classe de systémes dont fait partie le systéme (4.15). Ils ont montré que cette
classe de systémes est zéro controlable et que lopérateur A est un générateur d’un semi-
groupe fortement continu. D’aprés le Théoréme 49, le systéme (4.15) est exponentiellement
stabilisable. Ceci implique qu’on peut appliquer les résultats qui se trouvent dans [65].

Nous allons méme pouvoir montrer que le semi-groupe généré par 'opérateur A est expo-
nentiellement stable, ce qui est plus fort que la condition requise d’étre un générateur d’un
semi-groupe fortement continu.
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Proposition 56 L’opérateur A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe exponentiel-

lement stable.

Preuve.
Soit

9e _ 0 (_N_0e
ot = 0z \ poa? Oz

et e € D(A) avec D(A) défini dans (4.19) (la solution e vérifie (¢, .)

9= _ 9 (927
ot~ Oz \ popa2 0z

lageda:—/la m_oe edx
o Ot ~Jo 0z \oa? 0x '

En utilisant 'intégration par parties, il vient

qu’on intégre

d (1 (', Loy [0e)?
i (] #) = [ e ()

avec n
m < Il < 12

0<
poa® ~ poa® T poa’

D’ou

d (1 (Y, m [t 0e\?
-z < _ = .
(2] o) = (5) o

D’autre part, on a

1 9e
tx)=c(t,z) —e(t,1)=— | —d
e(t,x) =e(t,z) —e(t,1) N x
et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve
1 o 2
523/ o dx.
0 ox

Ceci implique que

! 11 oe|?

/52dx§/ —| dzx
0 0 6(E

ce qui donne en utilisant la relation (4.28) que

d. 2 m 2
%”E”LQ(OJ) < _2M0a2 ||5”L2(o,1)
avec
2 'y
H5HL2(0,1) :/0 e“dx.
Finalement, on trouve que

2 2 —2- 0yt
HEHL?(O,l) < ||50||L2(0,1)5 roa® ¢ >0,

S(t)eo). On a

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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ou encore ”
— My
lellz20,1) < lleollzzo,ye #0o* ', ¢ >0. (4.35)

Ceci termine la preuve. m
Le résultat suivant se trouve dans [76].

Théoréme 57 Soit 29 € H, u € L?(0,T;U), on considére z : [0,T] — H la solution du
probléme de Cauchy
{ 2= Az + Bu;

20) = 2, (4.36)

Pour tout zo € D(A) et pour tout u € WH(0,T;U), le probleme de Cauchy (4.36) a une
unique solution z € C ([0, T]; D(A)) N C* ([0, T); H) donnée par la formule de Duhamel

z(t) = S(t)zo0 + /Ot S(t — s)Bu(s)ds Vt e [0,T]. (4.37)

Ainsi, d’aprés le Théoréme 57, le systéme (4.15) admet une unique solution.
Maintenant, nous allons étudier les propriétés spectrales de 'opérateur A. On va commen-
cer par rappeler la définition d’un opérateur de Sturm-Liouville donnée dans [63].

Définition 58 Soit l'opérateur A défini sur son domaine :

D(A) = {h € L?*(0,1) : h, % absolument continues ,

% € L?(0,1) et aph,(0) — aph(0) = ajhy(1) — a1h(1) = 0} 7 (4.38)

ou af, ap, o, et oy sont des réels tels que (af, ap) # (0,0) et (af, 1) # (0,0). On dit que A
est un opérateur de Sturm-Liouville si pour tout h € D(A)

b= (s (2@ @) +at@n) (4:39)

ot p(.), Z—i(.), q(.), et p(.) sont des fonctions continues sur [0,1] a valeurs réelles telles que
p(.) >0 etp(.)>0.

Voici un résultat utile sur les opérateurs de Sturm-Liouville qui se trouve dans [39] et [63].
Théoréme 59 Soit A un opérateur de Sturm-Liouville défini par (4.89) sur son domaine de

définition. Alors A vérifie les propriétés suivantes :

1. Le spectre de A est constitué uniquement de valeurs propres dénombrables (\;);>1 réelles
et simples, c’est-a-dire de multiplicité 1.

2. {\i,i > 1} est minoré et non majoré. On peut donc supposer sans perte de généralités
qu’on a :
A< A < .. <\ < .. (4.40)

3. A est un opérateur auto-adjoint dans ’espace de Hilbert L?(0,1) muni du produit scalaire

1
<g,h >p:/0 p(x)g(z)h(z)dz. (4.41)
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4. Si on note e;(x) la fonction propre normalisée (||e;||, = 1) correspondant a X;, alors
(ei(z))i>1 forme une base de L?(0,1) orthonormée relativement au produit scalaire
<y >y, le

Vi,j €N, <e;, ej >p= (51] (4.42)

Pour notre opérateur A défini par (4.18), on a

g ( m Oe 0 n| Oe
Ae = — — | —Ae=—| - — . 4.43
T or <,u0a2 Ox T o poa? Ox (4.43)
On voit que lopérateur —A est un opérateur de Sturm-Liouville |23, P. 126|. D’apreés le
Théoréme 59 le spectre de 'opérateur A est un ensemble discret o(A) = {A;}5°; et les vecteurs
propres normalisés de A, c’est-a-dire les (e;);>1, forment une base orthonormée de L?(0, 1).

On peut donc décomposer I'espace de Hilbert H = L?(0,1) en somme directe de deux
espaces Hq et Ho

définis par
H, = span{ei}fvzdo, Hy = span{e; };2 N, 11- (4.45)

On va maintenant calculer explicitement les valeurs propres de 'opérateur A. On pose

ei(x) = cos (Z_;> ~sz :: w0 |

ei(1) =0;
{ 875(1) —0. (4.47)

i=1,2,.... (4.46)

Il est clair que

De plus, on a

dei _ 1 (izg)m <Z’_ 1) Jo it (4.48)

) 1 ds 2 1 ds
T Uil fo nl\(s) fO 7]H(s)
ce qui donne
. 1 T ds
n Oe; 1 (Z - 5) T o1 fO 0y (s)
M0a2 871‘ - _HOCLQ flids sin L 5 Trfl ds ’ (449)
0 ny(s) 0 m(s)

Dong, il vient
. 1 2
6( U 8) S Gt 5. I NP <¢—1> Jo 5 moh (4.50)
Oz \ poa? Ox poa? fo nu(s | 2

D’aprés (4.18) et (4.46), on obtient

1
Aej = — 1 (Z 2)77 L., (4.51)

2
_1
et e; est bien un vecteur propre de 'opérateur A associé a la valeur propre \; = — 1 (f(z 2 )W )
0 77H<5>
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4.2 Etablissement de la loi de commande en dimension infinie
et réglage des parameétres

Pour la robustesse de notre systéme, I’approche de commande par mode glissant développée
dans [65] pour des systémes en dimension infinie est adaptée a notre systéme. Le contrdle
intermédiaire u est construit comme suit

i=Ng i=Ng )
Z (Pi(2))* | sign (Z c,;PZ(f-:)) (4.52)
i=0

=0

oun C = (c,-)ZN:dO est un vecteur qui va nous servir a définir la surface de glissement, N est
déterminé pour rejeter les perturbations, L doit assurer la stabilité de Lyapunov et Ny est le
nombre des projections P* de l'erreur ¢ sur les vecteurs propres de 'opérateur A définies par

’ 1 L de
Pie) = —— B S 4.53
(€) I1(i)2/o = ull ' (4.53)

avec I1(7) la norme du vecteur propre e; définie comme suit

1 X
ne) = lell =/ [ &7 (4.54)

Nous allons décrire le mouvement de glissement pour des systémes qui s’écrivent sous la
forme (4.22) le long de la surface de glissement donnée par (3.48) (voir |65] pour de plus amples
détails)

i‘l = [Al - Bl (CBl)il CAl]l'l (455)
ou .
T = (Po(e(t, ), ooy PN (e(t, ))) (4.56)
est la projection de 'erreur € sur les Ny + 1 vecteurs propres de I'opérateur ot
Ay = diag {\} N4 € RNaFxNatl (4.57)
et By les projections de 7 sur les Ny + 1 vecteurs propres de l'opérateur A définies comme
suit
T
By = (P°(m)), P (my)), ... PN (my))) " - (4.58)
On pose
A.=A; —B1 (CB)) ' C4 (4.59)
et on a
CA.=CA, —CB, (CB)) 'CA, =0« ATCT = 0. (4.60)

Par conséquent, CT est un vecteur propre de la matrice Ag associé a la valeur propre A = 0.
Posons maintenant K = (CB;) ' CA;. D’aprés (4.55), on obtient

i?l == [Al - BlK]l'l. (461)
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K est choisie, de telle sorte que la matrice AL a une valeur propre égale a zéro et les autres
valeurs propres strictement négatives. Puisque S = Cz; = 0 est un hyperplan de dimension
Ny, on peut exprimer 1’état associé a la valeur propre nulle en fonction des autres états qui
convergent vers zéro et donc toutes les composantes Ny + 1 de x1 vont tendre vers zéro.

Montrons que la surface S = 0 est attractive, ce qui permettra de déterminer L. Nous
considérons le systéme sans perturbations (N = 0)

1 = A1 + Biu (4.62)
et la fonction de Lyapunov V' définie comme suit
1
V(S) = 552 >0, avecS =Cuz;. (4.63)

On dérive la fonction V' par rapport au systéme (4.62), en prenant la loi de commande u
donnée dans (4.52) et on trouve

dv = SS = Cx10 (All‘l + Blu)

dt 4.64
= Cz1CA1x1 — Cx1CB1L||x1]|sign(S). (4.64)
On a V < 0 si et seulement si
Cxchll‘l < CB1LH$1” ]C’xﬂ . (465)
On sait que
et que
CB1L||z1|[ [Cz1| < [Caq| | OBy || L. (4.67)
Pour avoir V' < 0 il suffit d’avoir
|Ca1] [| CAy || [|z1]] < OBiL|21] |CA].
D’apreés les relations (4.66) et (4.67), on obtient
| CA ||
L> = (4.68)
| OBy ||

On voit que le paramétre L est minoré. De plus la loi de controle proposée dans (4.52) pour
le systéme

de _ 0O L) .

(’Ti — Oz (uoaQ 8%2) +mu+ a(t, ); (4.69)
Oe ’
%‘1‘:0 = E(t, 1) = 0

rejette les perturbations qui vérifient la matching condition
aft,z) = nh(t, z) (4.70)

et qui sont bornées
| hl<N. (4.71)

En conclusion, on a obtenu le résultat suivant.
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Théoréme 60 Considérons le systeme d’erreur (4.15) et le controle par mode glissant (4.52)
tel que (4.68). Le systéme en boucle fermée (4.15) et (4.52) est globalement exponentiellement
stable dans Uespace d’état L?(0,1). La stabilité est encore vérifiée pour le systéme perturbé
(4.69) affecté par une perturbation externe (4.70) satisfaisant (4.71).

Le systéme (4.15) est approché par un systéme en dimension finie (4.62) qui est expon-
nentiellement stabilisé par le contrdle par mode glissant (4.52). Le reste du systéme associé
a la variable d’état xo € Ho, qui est la projection de € sur Hs en dimension infinie, posséde
un spectre a partie réelle négative de sorte qu’il est globalement exponentiellement stable en
boucle ouverte et ne pose pas de probléme pour la stabilisation du systéme (4.15). En effet, cela
est dii au fait que le systéme d’erreur est naturellement asymptotiquement stable, c’est-a-dire
pour u = 0.



114 Chapitre 4 . Commande par mode glissant en dimension infinie

4.3 Qualification par simulation numérique de cas test en vue
d’expérimentation sur la machine Tore Supra

4.3.1 Simulations en dimension infinie

On considére le cas test suivant, ot on veut controler ’évolution du flux magnétique 1,
d’un état initial jusqu’a 1’état final wf«arget(:l:) (voir Fig. 4.1a). Pour commencer, nous avons
effectué une série de simulations de réponses indicielles en dimension infinie (sans le bloc de
recherche des paramétres d’ingénierie, voir 'annexe C) en réglant le paramétre L (voir Fig.
4.1b, 4.2a, 4.2b et 4.3a) (dans la figure 4.4, on remarque que le parameétre Ny ne semble pas
avoir d’influence significative sur le systéme).

Nous avons également vérifié l'effet d’incertitudes du modéle en ajoutant & t = 10s sur le
courant non inductif 5% du profil cible de courant.

Le comportement du systéme en boucle fermée est illustré par I’évolution en temps du flux

magnétique v, au point x = 0.4 (le comportement est similaire aux autres points).
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o
N
©
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X

(a) Profil initial et cible de ),
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(a) Evolution en temps de ¥, & z = 0.4
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(b) Evolution en temps de ¢, & = 0.4
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FIGURE 4.1 — Profil initial et cible, et evolution en temps de ),
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(b) Evolution en temps de ¢, & = 0.4

FIGURE 4.2 — Evolution en temps de 1, : L = 103 et L = 10° en fixant A" = 10 et Ng = 10
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FIGURE 4.3 — Evolution en temps de 1, : N' =10, L = 510°, Ny = 10 et ' = 2.510°, L = 10,
N; =10
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FIGURE 4.4 — Influence du paramétre Ny

Comme prévu a partir des résultats théoriques,
1. le systéme en boucle fermée est asymptotiquement stable,

2. pour le paramétre L, l'erreur en régime permanent résultant d’'une perturbation est
autant plus petite que le paramétre L est plus grand,

3. le temps de réponse du systéme peut étre réduit en utilisant un paramétre L grand, mais
en provoquant d’éventuels grands dépassements,

4. le parameétre N permet de rejeter les perturbations h (N qui est dans la section 4.2
permet de rejeter des perturbations h si NV >|| h ||). De grandes valeurs du parameétre

N peuvent accélérer le rejet de perturbation au détriment des éventuels grands dépas-
sements.
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4.3.2 Simulations avec METIS

Dans ce qui suit, le simulateur METIS est utilisé conjointement avec le Matlab/Simulink™™
pour simuler les décharges de plasma dans Tore Supra.

Premiérement, une simulation METIS en boucle ouverte basée sur des variables d’entrée
d’ingénierie (Vy, P, et Njp) a été effectuée afin de trouver un profil cible atteignable.

Le contréleur par mode glissant a ensuite été mis en oeuvre en utilisant les valeurs N' =
3.10°, L = 10° et Ny = 10.

Dans les simulations suivantes, nous considérons le schéma de controéle global en utilisant
le modele physique décrit dans [93]. Pour la robustesse du controleur, nous avons ajouté a
t = 19s sur le courant non inductif 5% du profil cible de courant.

A t = 115 le contréleur est activé afin de forcer le profil du flux magnétique ), & atteindre
son profil cible. Les évolutions du flux magnétique aux points z = 0.2, z = 0.6 et z = 0.8
sont données dans la figure 4.5b. L’évolution en temps des paramétres d’ingénierie (réalisant
le controle) est donnée dans la figure 4.5a. L’évolution du profil de courant (facteur de sécurité
q) est donnée par la figure 4.6a. Les évolutions de jengineering €t Jtarget sont données dans la
figure 4.6b, la densité de courant LH dans la figure 4.7a et la densité de courant ohmique dans
la figure 4.7b.

04r
N=310° L=10° et N ;=10

N=310° L=10°etN,=10 L ———
6F 03 06=0-2)
— (=06)
5 025} = = = ,(=08)
. I w:a'gel(x:O.Z)
_:LH [MW] 5 o02f - = = =06
LH
3l - = - el g)
= Yo ™ | 015 _ e e —
2!\\ /
01
1L
S
AN 0.05f
1 ’ y y y y y y % 12 12 1 18 20 2 2 26
12 14 16 18 20 22 24 26
t[sec] t[sec]
(a) Evolution en temps de Vo, P, et Ny, (b) Evolution de ¢, & x = 0.2, x = 0.6 et x = 0.8

FIGURE 4.5 — Evolution en temps des paramétres ingénieries et de 1, : N' = 3.10%, L = 10°
et Ny =10

Dans la figure 4.5a, Vy, P, et Njp, se comportent comme prévu. Juste aprés Iactivation de
la commande, la puissance hybride Py, va croitre dans un premier temps avant de décroitre et
de se stabiliser, pour décroitre une nouvelle fois & cause de la perturbation ajoutée a t = 19s
et d’augmenter aprés pour se stabiliser. Dans la figure 4.5a, on observe que le profil cible
du flux magnétique ¥, est atteint. Dans la figure 4.6b, on voit que le bloc de recherche des
parametres d’ingénierie arrive a minimiser ’écart entre jiqrge¢ qui est donné par le controleur
et jengineering = jﬂ + jlh + jbs-
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12} N=310° L=10° et N =10
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Pour analyser 'influence de paramétre L sur le systéme, on va augmenter la valeur de L
par rapport a la simulation précédente, la simulation a été faite avec L = 8.10° au lieu de
L = 5.10° en fixant ' = 3.10° et N; = 10. Les résultats de simulation se trouvent dans les
figures 4.8a, 4.8b, 4.9a et 4.9b. On observe sur la figure 4.8b que plus le paramétre L est grand,
plus la vitesse de convergence augmente. L’évolution du profil de courant est donnée dans la
figure 4.9a et dans figure 4.9b on montre le jiqrger donné par le controleur et jengineering donné

par METIS.
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4.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilité de I’équation du flux magnétique en
construisant une loi de commande en dimension infinie.

On a d’abord régularisé I'opérateur qui apparait dans 'EDP pour enlever le terme de
singularité et définir un opérateur de Type Sturm-Liouville pour mettre le systéme sous forme
canonique afin de prouver les conditions nécessaires pour appliquer la stratégie de controle de
type mode glissant.

Pour la partie simulation, on a effectué plusieurs cas tests en dimension infinie (sans le
bloc de recherche des paramétres d’ingénierie) en faisant varier les paramétres qui sont dans
la loi de controle pour étudier leurs influences sur le systéme et la robustesse vis-a-vis des
perturbations extérieures et des incertitudes du modéle.

A partir des simulations en dimension infinie, on a choisi les valeurs des paramétres qui
apparaissent dans la loi de contréle, afin d’implémenter le controleur dans le code METIS
qui est un code physique dédié & I’étude des scénarios de plasma et d’étudier 'influence des
parameétres.
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Chapitre 5

Commande PI distribuée a ’aide de
fonction de Lyapunov en dimension

infinie
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Dans le chapitre 4, le contrdle généré par mode glissant est discontinu (& cause de la fonction
signe), il y a donc un risque d’apparition d’oscillations. Dans ce chapitre, la stabilisation de
I’équation d’évolution du flux magnétique (2.37) introduite dans le chapitre 2 est obtenue a
'aide d’une loi de contrdle distribué et robuste (en dimension infinie) basée sur une fonction
de Lyapunov. L’approche LMI (Linear Matrix Inequality) est mise en oeuvre pour s’assurer
des propriétés Ho, d’un tel controleur. L’ensemble des résultats présenté dans ce chapitre fait

I'objet de la référence [33], actuellement en relecture.

5.1 Commande proportionnelle

Voici le rappel de I'équation du flux magnétique, déja donnée par (2.37)

o _ M 10 (,.00 .
9t ~ oaZx (%7) + 1)1 RoJni;
oy — o —

or|,_, =0 a(t1)=-V()
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La fonction v, (t,x) représente 1’écart entre le profil du flux magnétique et la valeur du
flux au bord (z = 1) comme dans le chapitre 4 (relation (4.4))

¢r(t71‘) = ¢(ta$) _w(t71)' (5'2)

Alors la variable v, est gouvernée par le systéme ci-dessous (voir (4.5))

Otr. oYy .
() = 2 L2 (0% (8,2) ) + my Rojus + Vo),

~ poa? x Oz

=0 (1) =0

(5.3)

Cette formulation permet d’exprimer le controle Vj(t), non plus comme un controle fron-
tiére mais directement dans 1’équation d’évolution.
Soit 19 état désiré dans Pespace W défini ci apres. La variable d’erreur e(t, x) repré-

., target
sente I’écart entre 1, et 1" 9¢

et,x) = Yr(t, ) — 9% () (5.4)
W ={UeH?(0,1): Z¥| _ =W(1)=0}cC L*0,1). (5.5)

Cet espace W est muni du produit scalaire de I'espace L?(0,1) avec le poids z :

1
< WUy, Uy >L2(0,1): / \I’l($)\1’2($)$d$ (56)
0

avec la norme

1
19 00) = \/ /0 U ()2 wdr. (5.7)

La fonction d’erreur ¢ est gouvernée comme dans (4.8) par le systéme suivant

Bloo =0 =(t1) =0,
(

sous les hypothéses réalistes (4.9) et (4.10) du chapitre 4.
En introduisant comme dans (4.13) la relation

de _ M 19 (.0 m 19 (0%t . )
{ aii ~ poa? z 0z (xaii) + poaZ T Ox (CL' Ox ) +77\|R0]"2 + Vo; (58)

. . Vo
Jtarget = Jni + 7?7HR0’ (59)
le systéme (5.8) s’écrit
de _ M 10 (.90 19 (00! ; .
{ Fi ~ poa? z 0z (xaizi) + noaZ = Ox (.fl]' ox > + 77||R0.7ta7‘get, (510)
% _,=0, &(t1)=0

Supposons de maniére réaliste que la résistivité du plasma 77||(t, x) est bornée par 7y et 7y :

0<m < 77||(t, x) <o (5.11)

On suppose de plus que la dérivée temporelle de 7)(, z) est bornée
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o
| <A (5.12)

L’objectif est de construire un controle jiqrger pour que le systeme d’équations aux dérivées
partielles décrivant 1’évolution (¢, z) 'erreur du systéme soit exponentiellement stable.

5.1.1 Stabilisation exponentielle

Afin d’assurer la stabilité exponentielle du systéme (5.10), on considére la loi de controle
suivante

k 1 10 [ oplorset
-ar et — — - — . 5.13
Jtarget 77HRO5 Roppa? x 0x (;1: Oz ( )

Alors le systéme en boucle fermée (5.10), piloté par le controleur (5.13), se transforme en le
systéme suivant

de _ M| 10 0. .

67‘; ~ poa? z Oz (3387?:) — ke;

De (5.14)
el 0=0, e(t1)=0

Dans la suite, le contrdleur proposé (5.13) est étudié pour prouver la stabilité exponentielle
du systéme (5.14). Pour ce faire, le lemme suivant est nécessaire (inégalité de type Poincaré).

Lemme 61 Soit L € W et w(.) une fonction bornée

0<w <w(z) <ws. (5.15)
Alors il existe une constante K = o :}’fp(l) > 0 telle que
1 1 2
oL
/ | L(z) | ——dz < K/ 8(”6) T d. (5.16)
0 w(x) o | Oz | w()
Preuve.
Il est clair que
1
OL
L(1) - L(z) = a(:)ds. (5.17)
Comme L € W, il suit d’apres (5.5) que L(1) = 0, ce qui implique que
1
OL
—L(x) = 8((j)ds. (5.18)
Donc )
1 [s OL(s) Vw(s
’L(:U)’Q = f,z’ w(s) ag )\/g()ds‘
1]oL(s)]% s 1 w(s)
< fa: 0s w(s)ds fx s ds (5 19)
< (fr2zaf g In(1) —1 |
- f:c Os ms wQ(n()_nx)

- 2
OL " asds | wa (—Inz).

IA
S
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On a aussi
. 1|oL(s)|? s
w(x) |L(l‘)|2 < fm 8?9) w(s)ds w(?ﬂ)( 1"1111")
2
< fml 8(%(:) wfs) ds g—f (—zlnx) (5.20)
1]8L(s)|% s
< fo ox w(s) ds
avec
K = % supme(oyl){—:z;ln:z;} = o ;‘)’fp(l). (5.21)

Par conséquent l'inégalité (5.16) est établie. m
A partir du Lemme 61, le théoréme suivant peut étre considéré

Théoréme 62 Considérons le systéme d’erreur (5.10) piloté par le controleur (5.13) sous
les hypotheses (5.11) et (5.12). Alors le systéme en boucle fermée (5.14) est globalement ex-
ponentiellement stable pour la norme ||.||12(0,1y, sous contrainte que le gain k du controleur
vérifie

Cniexp(l) | A

k> —— 5.22
10a21)2 2m (5.22)
Preuve.
Considérons la fonctionnelle suivante
Loz
V(e(t,.) = / e2 L dx (5.23)
o
qui est définie positive et vérifie
ny NelBaon < V (£(2) < 1t el 2oy (5.24)

ol 71 et 72 sont les bornes inférieure et supérieure définies dans (5.11). La dérivée temporelle
de (5.23) est donnée par

AV(et) 12(21>d1‘

dt —Jo ot n
L ! oy (5.25)
e . X . 2T "9t
—2f0 8tswdx 0 dz

En utilisant le systéme (5.14) et 'integration par parties, la dérivée temporelle de (5.25) donne

o
dV (e(t,.)) 19 1 2
B =2y ey
gl
_ 1 2 2 19 1 22 &
= 2k [y ¥ de + ;2 Bx( %) eda — | ejl o da (5.26)
Wl
- _ 1 _ _ (122 =
= -2k fo mldw “Oag fo ‘ xdx 0 € o ”\tl dx
Par conséquent
dV(E(t,.)) _ —2k'fl dx_ f n ‘ | ld.ﬁ— 1 2 x aatH du
dt 0 7| ,uoaz 0 || ull 0 n!‘lm‘ (527)
1 2 2n 1 22 5
R T Jo 152 WT\ T TR
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En appliquant l'inégalité (5.16) avec w(.) = ) et L(.) = &, on obtient I'inégalité suivante

! x Mo Voe)? o
/ le|? —dx < / —| —dx (5.28)
0 ull mexp(l) Jo [0z| n
ce qui permet de réécrire la relation (5.27) sous la forme
omy
1dV(e(t,)) n exp(1) 1 2z | (5.29)
27 at < - ( “hoatm. T k) f n Ly + % IR dz.
Sous I’hypothése (5.12), (5.29) devient
ldV(a(t,.)) . 772exp(1) 1
2 dt < lléLDCLQTIQ + k- 2771 fO 8 77H (5 30)
xp(1 ’
= — (220 4k — 2 ) V().
Alors
V(e(t,.)) < V(e(0,.))e 2 (5.31)
avec

2 1 A
- (7716}(5() - > > 0. (5.32)
Hoa“1)2 2m

La positivité de c est due a la relation (5.22). D’aprés la relation (5.24), le systéme en boucle
fermée (5.14) est globalement exponentiellement stable dans 'espace d’état W. m

5.1.2 Atténuation des perturbations

L’objectif est de montrer que le controleur défini par la relation (5.13) résout le probléme de
controle H, avec 'atténuation des perturbations v (voir [25] pour plus de détails). Considérons
une perturbation sur le systéme (5.14)

%:MZQQ%E)@( 295) — ke + h(t, z) (5.33)
Oe |
%‘m:():o’ (tjl) =0

ot h € L?(0,00; W) est une perturbation. Dans ce cas, on a h(-,z) € L%(0,00) et h(t,-) € W
pour tout ¢t € [0, 00).

On cherche une condition sur le gain k, du controleur (5.13) qui assurerait la stabilité
asymptotique du systéme (5.14), afin d’avoir un indice de performance négatif (voir [25] pour
plus de détails)

*7:A et By — VIR B oldt = V0, 2oy <O (534)

sur la solution du systéme perturbé (5.33) pour tout h € L?(0,00; W) avec v une constante
positive. Pour résoudre ce probléme, nous allons suivre une idée proposée dans [32], et trouver
une condition qui garantisse la négativité de la fonctionnelle W définie comme suit

dv (e(t,.
Wit )bt ) = mr? DD el Iy <0 (5.35)
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calculée sur la solution du systéme perturbé (5.33) avec V' (g(¢,.)) donné par (5.23). Une fois
'inégalité (5.35) garantie, en intégrant W(e(t,.), h(t,.)) en t de 0 & co et en prenant en compte
que limsup,_,., V'(e(t,.)) > 0, on obtiendra I'inégalité (5.34). En effet, (5.35) assure que

1 o0
2 2 X 9 9 9
_7717/507”3 div+/ e(t,- — ||t - dt <0 5.36
0 0,2) (0, x) 0 [l )HLQ(OJ) 1A( )||L2(0,1)] ( )

en utilisant (5.11), d’ou 'inégalité (5.34).
Pour assurer I'inégalité (5.35), nous allons poser

¢(t,2) = (lel, [n)" (5.37)

et on calcule la dérivé de (5.23) par rapport au systéme perturbé (5.33). De méme que dans
(5.29), on obtient

< [ ~omy2 (M ke %)] Jo 2zdz + 292 [} |h| |eede —~2 [} W2zdx

- poaZi (5.38)
< f T<I> ~Crdx
ou
_ om 2 [(miexp(l) A 2
1 277;7 ( l1t0<12772 tk 2771) v
P, = . (5.39)
A2 2

Si @, < 0 alors W < 0. La LMI (7@, ¢ < 0 est satisfaite (voir [12, P. 7-8] pour plus de détails
sur les LMIs) si

1—

2 2 2¢ A
ny < LI - >+7 <0,
72 Hoa“1?2 2m

c’est-a-dire

(L+9%)ms _ exp(lnf &

k > .
272 poa’nz  2m

(5.40)

En conclusion le résultat suivant est obtenu.

Théoréme 63 Soit la condition du Théoréeme 62 satisfaite et soit la condition (5.40) imposée
sur le gain k du controleur. Alors le systéme perturbé (5.33) est (sous condition h = 0) glo-
balement exponentiellement stable. De plus, les perturbations h € Lo(0,00; W) sont atténuées
au sens de (5.34).

Preuve. La stabilité exponentielle (sous condition h = 0) est déja établie dans le Théoréme
62. La condition (5.40) implique que (5.39) est défini négatif, par conséquent (5.38) implique
(5.35). Alors en intégrant (5.35) t de zéro a co et en utilisant que V' est défini positif, on obtient
(5.36) ce qui implique directement (5.34). Ceci termine la démonstration du Théoréme 63. m
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5.2 Commande PI

L’objectif est de construire une loi de contréle pour qu’on puisse complétement rejeter les
perturbations qui sont invariantes par rapport au temps, en utilisant une loi de contréle de
type proportionnelle intégrale (PI). Pour cela, on rajoute une hypothése supplémentaire, sur
la résistivité du plasma

() = f(t)g(x) (5.41)
avec les contraintes
0<fi<ft)<fe, 0<g1<g(x)<go (5.42)

fi, f2, g1 et g étant des constantes. L’hypothése (5.41) est justifiée dans [68], [67] et [97].
L’espace W est défini par

W, ={TeH?(0,1): & =¥(1) =0} C L*(0,1) (5.43)

Oz lz=0
Cet espace est muni d'un produit scalaire de I'espace L?(0,1) avec le poids ﬁ :

1
< \1/1,\1/2 >L2(0,1):/0 qfﬂ:ﬂ)‘l’z(l‘)ﬁdl‘ (5.44)

et de la norme

1 X
H\Ifuml):\/ / V() e (5.45)

Il est clair que I'espace W, n’est rien d’autre que l'espace W équipé d’'un produit scalaire
équivalent.

5.2.1 Stabilisation asymptotique et rejet de perturbation

On va considérer la loi de contréle suivante (proportionnelle intégrale)

1 1 t 1 1 8 8¢target
target = — ke k ,x)ds — —a. 5.46
Juarget 1 Ro 7]||Ro 1/ (s, @)ds Roppa? x 0z ( ox (5.46)

ol k et k1 sont des parametres de poids a définir et jiqrger €st donnée par (5.9). Alors, I’équation
de lerreur (5.10), pilotée par le contrdleur (5.46), avec une perturbation constante par rapport
au temps h(z) € Wy, est gouvernée par

% - MZULZ%% (JJ%) — ke — kl fﬂ 5T d8+h( ) (5 47)
%{m 0 = O’ E(t’ 1) =0. ’

Dans la suite de 'analyse, on donne les conditions sur les gains proportionnel et integral (k et
k1) afin que le systéme en boucle fermée (5.47) soit asymptotiquement stable sous la condition
h(z) € Wy,

Théoréme 64 On suppose que les gains k et k1 du contréoleur vérifient

f193 exp(1) L

k> — 3 ,
Hoa“g2

1> 0. (5.48)
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Alors le systéeme en boucle fermé (5.47) est globalement asymptotiquement stable dans [’espace
d’état Wy indépendamment de la perturbation externe h(x) € Wy qui affecte le systéme et par
conséquent €gieady state = 0-

Preuve. Pour une utilisation ultérieure, nous allons introduire une variable auxiliaire
I(t, z) gouvernée par

oI
ot
Tout en étant couplé a (5.49), le systéme (5.47) sous I'hypothese (5.41) est augmenté par :

=e,  I(t=0,2)=0. (5.49)

% _ f(t)g(x)%@ (%) — ke — k11 + h(z)

ot noa? Ox
o — ¢ (5.50)
|y =0, &(t,1)=0.

L’état stationnaire (g45, Iss) du systéme (5.50) est clairement défini par

Oess 0l
=0 =0 5.51
ot ot (5:51)
ce qui entraine
h
ess() =0, Iss(x) = ﬂ (5.52)
k1
Pour le systéme (5.50), on considére la fonctionnelle
1 k1 h 2 T

:WU+%U

qui s’avére étre définie positive et radialement non bornée. En effet,

Vi(essy Iss) =0, Ve, I) >0 V(e I)# (gss,1ss) (5.54)
et
V(e,I) — oo quand || € [|r20,1) + || 1 [[2(0,1y— 00 (5.55)
On calcule la dérivée temporelle
avit) _ 119 x
(;t - §f0 E <€2m> d.’L' (5 56)
1 85 T dr ’
0 ot g(:p)

de (5.53) par rapport au systéme (5.50) et en utilisant l'intégration par parties, on obtient

A% 1 T x
ét(t) = ;{0(2)2 o aax ( g) edz — kfo ( — k1 fo da: + fo ﬁdw;
1 _avk
— L0 fy |5 wde — k [} £ty da 5,5”-

(5.57)

Il s’ensuit que
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avi(t) _ _ f@®) fl ‘Q‘ & e — k f AA0)
dt /}0(12 ()1 5 0. g ) a(t) dt (558)
< —#;Zlg 0 a—i Sy de —k f g( d:v jt

En tenant compte du Lemme 61, appliqué avec w(.) = g(x) et L(.) = £(t, z), cela entraine que

1 U1 0e(t, x) |?
/ et 2) |2 ——dr < —22 / GUL) (5.59)
0 g9(z) g1 exp(1) Jo Ox g9(z)
On arrive alors &
V() _ di) | da)
« _ Chtf gie p(%tl) 1 2 (5.60)
1 X x :
< — (W + k) g md%
Gréce a (5.48), on en conclut que
AV (e(t,.
(Zi D <o, (5.61)
Or, on a
dV (e(t, . !
Velt,) :0;»/ 2 dz =0 (5.62)
dt o 9(=)
ie., g(t,x) = 0 = g45 quand w = 0. En outre, la relation e(¢,2) = 0 = egs, couplé avec
(5.49), assure que I(t,z) = %‘? = I, concluant ainsi que I'invariant maximal de W =0

coincide avec (e, ) = (gss, Iss). Ainsi, en appliquant le principe d’invariance de LaSalle pour le
systéme parabolique (5.50) (voir [38] pour le principe d’invariance de LaSalle pour les systémes
paraboliques), la stabilité asymptotique est établie. D’ow, le systéme (5.47) est globalement
asymptotiquement stable dans W sous la condition h(z) € W,. m

5.2.2 Controleur H,

L’objectif est de montrer qu’en plus de rejeter des perturbations qui ne dépendent pas du
temps, le controleur proposé (5.46) atténue les perturbations qui dépendent du temps avec un
certain paramétre d’atténuation v > 0. Supposons que la perturbation h affectant le systéme
(5.47) varie avec le temps, entrainant ainsi I’équation d’état

2
poa
Oe

%|,,=0, et1)=0 (5.63)

{ %: fWg(x )%a@( —) —ks—klfo s,x)ds + h(t,x)
ot h € L?(0, oo; W) est une perturbation externe. Une condition supplémentaire sur le gain
k dans le controleur proportionnel intégral est proposée, qui fait en sorte que l'indice de
performance soit négatif

Jg = /0 [lle(t, ')H%?(O,l) — 2|, ')H%?(o,1)]dt —?]e(0, ')H%Q(O,l) <0 (5.64)

pour les solutions de (5.63) et les perturbations variant en temps h € L?(0,00; W) avec un
paramétre d’atténuation v > 0. Comme précédemment la function h(-, z) € L?(0, 00) avec des
valeurs h(t,-) € W, pour tout t € [0, 00).

Pour établir (5.64), il suffit de démontrer que
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Wy(e(t, ) = 272divg(e(t, )+ /1 (e(t,2)% = Vh(t,2)?) ——dz <0 (5.65)
t 0

g9(z)
ol ) i
V(e t. .)):;/0 e(t, 7)? mcz +% 102 (5.66)

En effet, I'intégration de Wy(e(t,.)) en ¢ de 0 jusqu'a oo et en tenant compte du fait que
lim sup;_,, Vy4(e(00,.)) > 0 entraine (5.64).

On va maintenant exprimer la dérivée temporelle de la fonctionnelle (5.66) pour les solu-
tions de (5.63) :

vyt ) (flg%exp(l) + k> /1 e(t, 1) dx + /1 ht, 2)e(t, o) ——dz.  (5.67)
0 0

dt 110a%ga 9(x) g9(x)
On pose
¢=(lel a7, (5.68)
il s’ensuit
Wy < (1207 (B 4 ) )ttt + 20 ) ) el
— fo Ih o)|? sty de (5.69)
S fO CT\I/’YCQ(I
avec
_ 9.2 (Jrgiexp(1) 2
N U ( poa’gz +k> 7 : (5.70)
v % e

Si U., < 0 alors W, < 0. En utilisant le lemme de Schur [12], la condition de LMI ¢Z¥,¢ < 0
est satisfaite si

Chgiexp(l) 1,

k> +42
foa?ga 2y2

(5.71)
D’ou, W, < 0 a condition que k soit choisi selon la relation (5.71) et dans ce cas 'inégalité
(5.64) est garantie.

Ainsi, le résultat suivant est établi :

Théoréme 65 On suppose que les conditions du Théoréeme 64 sont satisfaites et on impose
que le gain proportionnel k du controleur (5.46) vérifie la relation (5.71). Alors en affectant le
systeme par une perturbation externe h(x) € Wy, le systéme en boucle fermée (5.63) est globa-
lement asymptotiquement stable dans l'espace d’état Wy. De plus, toute perturbation externe
dépendant du temps h € L?(0, 00; Wy) est atténuée au sens de (5.64).
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Preuve. La premiére assertion est établie par le Théoréme 64. En utilisant la relation
(5.71), la matrice (5.70) est définie négative. Couplée a (5.69), il en résulte (5.65). Pour justifier
(5.64), il suffit alors d’intégrer (5.65) de t allant de zero jusqu’a I'infini et il en résulte I'inégalité

/Ooo[Hé?(t Wiz,1) = VIR ) 2(0,1)]dE + 2977 Vg(e(00)) — 29V, (e(0)) < 0. (5.72)

On enléve le terme positif 272V, (g(o0,.)) et on note que 272V, (£(0,.)) = +2||£(0, -)

||%2(071) est
da a (5.66). Le Théoréme 65 est alors établi. m

5.3 Qualification par simulation numérique de cas tests en vue
d’expérimentation sur la machine Tore Supra

5.3.1 Simulations en dimension infinie

Nous considérons le cas test pertinent ot nous voulons controéler I’évolution du flux ma-
gnétique 1, d’un état initial jusqu’a 'état final (voir Fig. 5.1a). Pour commencer, nous avons
effectué une série de simulations de réponses indicielles en dimension infinie (sans le bloc de
recherche des paramétres d’ingénierie) en réglant le gain proportionnel & et le gain intégral kq
(voir Fig. 5.1b, 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5).

Nous avons également vérifié 'effet d’incertitude du modéle par rapport a des perturbations
h en ajoutant & t = 10s sur le courant non inductif 20% du profil cible de courant.

Le comportement du systéme en boucle fermée est illustré par I’évolution en temps du flux
magnétique 1, au point x = 0.4 (le comportement est similaire aux autres points).
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(a) Profil initial et cible de ), (b) Evolution en temps de ¢, & z = 0.4

FI1GURE 5.1 — Profil initial et cible, et évolution en temps de ),

Comme prévu a partir des résultats théoriques qui se trouvent dans les sections 5.1 et 5.2,

1. le systéme en boucle fermée est stable a condition que les relations du Théoréme 64 et
Théoréme 65 soient satisfaites,

2. dans le cas d’une action proportionnelle, 'erreur en régime permanent résultant d’une
perturbation est d’autant plus petite que le gain proportionnel est grand,
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le temps de réponse peut étre réduit en utilisant un gain proportionnel grand, mais
risque de provoquer d’éventuels grands dépassements,

le gain intégral permet d’annuler l'erreur en régime permanent résultant d’une pertur-
bation de I'état d’équilibre, de grandes valeurs du gain intégral peuvent accélérer le
rejet de perturbation de I'état d’équilibre mais risque de provoquer d’éventuels grands
dépassements
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5.3.2 Simulations avec METIS

Dans ce qui suit, le simulateur METIS est utilisé conjointement avec le Matlab/Simulink™™
pour simuler les décharges plasma dans Tore Supra.

Premiérement, des simulations METIS en boucle ouverte basées sur des variables d’entrée
d’ingénierie (Vy, P, et Njp,) ont été effectuées afin de trouver un profil cible atteignable.

L’action proportionnelle et intégrale a ensuite été mise en oeuvre en utilisant les gains
suivants k = 1s~ ! et k; = 0.8s2.

Dans les simulations suivantes, nous considérons le schéma de controéle global en utilisant
le modéle physique décrit dans [93]. Pour la robustesse du controleur, nous avons ajouté a
t = 16s sur le courant non inductif 20% du profil cible de courant.

At = 10.1s, le controleur est activé afin de forcer le profil du flux magnétique 1, a atteindre
son profil cible. L’évolution du flux magnétique aux points z = 0.2, x = 0.6 et z = 0.8 est
donnée par la figure 5.6b. L’évolution en temps des paramétres d’ingénierie est donnée par
la figure 5.6a. L’évolution du profil de courant est donnée par la figure 5.7a. L’évolution de
Jengineering €t Jiarget €st donnée par la figure 5.7b, la densité de courant LH et ohmique est
donnée par la figure 5.8a et 5.8b.

Dans la figure 5.6a, Vi, P, et Ny, se comportent comme prévu, dans la figure 5.6b, on
observe que le profil cible du flux magnétique 1, est atteint et dans la figure 5.7b, on voit que le
bloc de recherche des parameétres d’ingénierie arrive bien a minimiser I’écart entre jengineering

et jtarget-
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FIGURE 5.6 — Evolution en temps des paramétres ingénieries et de 1), : k =1 et k; = 0.8
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Pour analyser 'influence du paramétre ki sur le systéme, nous allons augmenter la valeur
de ki par rapport & la simulation précédente, la simulation a été faite avec un gain integral
k1 = 1.5 au lieu de k; = 0.8 en fixant le gain proportionnel £ = 1. Les résultats de simulation
se trouvent dans les figures 5.9a, 5.9b, 5.10a et 5.10b. Il est observé sur la figure 5.9b qu’un gain
integral grand fait apparaitre un dépassement. L’évolution du profil de courant est donnée dans
la figure 5.10a et dans figure 5.10b on montre le jigrger donné par le controleur et jengineering
donné par METIS.
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5.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilité de I’équation du flux magnétique en
construisant une loi de commande en dimension infinie en utilisant les fonctions de Lyapunov.

On a commencé par montrer qu’avec ’action proportionnelle, le systéme devient expo-
nentiellement stable et on a démontré en utilisant les fonctions de Lyapunov et les inégalités
LMIs qu’avec cette loi de commande on a atténuation des perturbations (qui ne sont pas
complétement rejetées).

Pour rejeter les perturbations, on a utilisé & la fois I'action proportionnelle et intégrale,
qui permet d’annuler I'erreur statique en présence des perturbations constantes par rapport
au temps.

Pour la partie simulation, on a effectué plusieurs cas test en dimension infinie (sans le bloc
de recherche des paramétres d’'ingénierie) en faisant varier le gain proportionnel et intégral pour
étudier leurs influences sur le systéme et la robustesse vis-a-vis des perturbations extérieures
et les incertitudes du modéle.

A partir des simulations en dimension infinie, on a choisi les valeurs de gain proportionnel
et integral, afin d’implémenter le contréleur dans le code METIS.
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Nous présentons dans ce chapitre un résumé des principaux résultats exposés dans ce
mémoire. Nous développons ensuite quelques perspectives de ce travail.

6.1 Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour sujet principal le contréle du profil de
facteur de sécurité dans les plasmas de tokamak en dimension infinie.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté une introduction générale sur la fusion, plus
précisément sur la fusion par confinement magnétique et la problématique de controle du profil
de facteur de sécurité / courant.

Dans le second chapitre, le modéle physique & commander, modélisé par une EDP para-
bolique, est présenté. Nous avons procédé a la caractérisation mathématique du systéme et
démontré 'existence et I'unicité de la solution et I'existence de solutions asymptotiques.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons traité la controlabilité et la stabilisation des sys-
témes dynamiques, notamment la stabilisation des EDPs. Nous avons ensuite donné deux
exemples physiques modélisés par des EDPs. Le premier exemple linéaire, qui est modélisé
par les équations de Korteweg-De Vries, est stabilisé en utilisant un contréle proportionnel.
Le deuxiéme exemple est non linéaire, modélisé par les équations de Saint-Venant, et stabilisé
en utilisant une fonction de Lyapunov.

Le quatriéme chapitre est consacré & 1’étude de la stabilisation du profil de courant dans
les plasmas de tokamak en dimension infinie. Nous avons construit un contréle de type mode
glissant, qui s’appuie essentiellement sur les travaux de Yury Orlov dans [65]. Cette méthode
est 'une des rares méthodes existant en dimension infinie qui présente des propriétés de
robustesse.

Le cinquiéme chapitre traite de I’étude de la stabilisation du profil de courant en dimension
infinie en utilisant une loi de contréle robuste qui rejette complétement les perturbations
invariantes par rapport au temps et atténue les perturbations qui dépendent du temps. Cette
loi de commande est déterminée en utilisant une fonction de Lyapunov. En effet, ces derniéres
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restent encore aujourd’hui 'un des outils les plus puissants pour I’étude de la stabilité des
systémes dynamiques en dimension infinie.

Ces deux lois de commande ont été testées numériquement, les résultats obtenus sont
satisfaisants et démontrent ’attractivité des approches proposées. Un intérét particulier a été
porté sur le faisabilité et la mise en place de telles lois de commande sur le réacteur Tore
Supra.

6.2 Perspectives

L’ensemble du travail accompli sur le controle du profil de courant en dimension infinie
doit se poursuivre en collaboration avec I’équipe de Sylvain Brémond du CEA de Cadarache
pour la mise en oeuvre expérimentale des lois de commande construit dans cette thése.

Au dela de cette étape, il pourra étre intéressant & I’avenir, d’aborder le problématique de
controle & la fois de ’équation de la diffusion résistive du flux magnétique et du transport de
la chaleur (voir chapitre 2) en dimension infinie en utilisant par exemple la méthode & base
de fonction de Lyapunov mise en oeuvre dans le chapitre 5 de cette thése.

En effet, le couplage des équations de diffusion résistive du flux magnétique et de trans-
port de la chaleur doit notamment permettre d’utiliser la résistivité paralléle du plasma 7
(77H x T 6) non pas comme une entrée du systéme, mais comme un controle (voir discussion du
chapitre 2).

Si les paramétres de I’équation de diffusion résistive du flux magnétique sont bien connus,
ceux de I’équation de transport de la chaleur sont plus incertains quant & leur modélisation
physique. En effet, la physique liée & ce domaine reste encore mal connue. Dans une optique
de controle, il sera essentiel de mettre en oeuvre une estimation en temps réel du coefficient
de diffusion ye.



Annexe A

Equation de Grad-Schluter-Shafranov

L’équation de Grad-Schluter-Shafranov est formulée en utilisant I’expression de I'induction
— —
magnétique B et la densité de courant électrique j .
D’apreés la définition du flux poloidal v, dans le chapitre 1, on a

1 1 r 2m r
Y(r, z) = / ' B.dr'dfdz = / Bzr/dr’/ do = / B,r'dr’
27 D(r,z) 27 0 0 0

_)
En utilisant div B = 0 en coordonnées cylindriques, on trouve :

10(rB,) 0B,
r o or + 0z =0

et d’aprés I'expression de ¥ on a

op (" ,0B,  , "o(r'B,) ,,
az—orazdr— /0 57 dr' = —rB,

ce qui implique que

109
B,=———
" r 0z
. o 10y
— =rB,= B, = ——
ar 2 = ror
pour déterminer la composante By (composante sur le vecteur e7) du champ magnétique, on
a:
1 1 (" [ 10('B
O N B B ey ("B1) 14t = 1By
27 Jp(r,2) 27 JD(r,2) 2r Jo Jo 1 Or
donc o)
T,z
B — )
r r

Dans les coordonnées cylindriques (e, est vecteur radial et e vecteur orthoradial)

o 10V, 0

€z

d —
grady =5 e+ 56T+ 5,
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ainsi
gradv Aot =~ 205+ 25 = v (B& + B.)
0z or
d’ou )
§ = ; (gradq/) A €—>T> + f(7;: Z) €_>T (Al)

On pose

1 /—

E;; = - (grad¢ A e_f)

,

et

B—T): f(ﬁz)@
T

Pour la densité de courant, I’équation d’Ampére est considérée :
— —
rot B = o j

f(r,2) df et
—
@BTzrot(me—f) _ gradf Ner

r T
et
— [ gradf Ner 0325 G o
rot | —m—m—m@@m— | = — 4 er
r or 0z
donc .
—_—
7 = —gradf(r,z) A&7 + Lper
Ko™
avec o o
(=52 0(=%2
E@/):_i (T8T)+ (7“82)
Ko or 0z
on note
Jjr = Ly
1 —
g = ——gradf(r,z) A er
HoT
on peut encore écrire
. —_—
IT _ g (gradzﬁ)
= = —div 5 | -
4 o
En effet
gio [(grade _ (100 10w\ 1|0GE) | OGE)| Ly
72 N r2 Or " r2 Oz 2] = r or Oz = — Mo r

On va donner ici ’équation d’équilibre de Plasma :
— — =
gradp= j N B.
. . - = . o
En utilisant les expressions de j et B en fonction de ¥ et f, il vient

— 1 /— 1 —
grad p = - (grad WA er + f6_>T> A <w(grad fAer)+ Cibe_)T) . (A.2)
0
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— — — — e R —

Ona B.grad p = 0et d’aprés (A.1) ona B.grad ¢ = 0. Ceci implique que grad p et grad
sont colinéaires. Les surfaces magnétiques sont aussi des surfaces iso-¢). En conséquence, il
existe une relation p = p(¢)). De la méme maniére on trouve que Wi p et M f sont
colinéaires. Les surfaces magnétiques sont aussi iso-f. En conséquence il existe une relation
f = f(%) et on a forcément la colinéarité entre Wl P et Wl f. Ceci implique que

(gmdw A e—f) A <g7“ad A e—)T) =0
et par simple calcul on a

11— —_—
(grad YA 671> A ,Clbe—f = %grad P
T r

f —
sgrad f.
Lor

f@A(ﬁ;ﬁ(Mf/\e_T))>=

r

Alors (A.2) devient

gradp = — f2gr7>if+ [’—wgradda
HoT r
On a 5
grad f = &];grad P
et P
grad p = %grad .
(A.2) devient alors
op—> f Of — Lp—
awgradw - awgradw + " grad .
On obtient
w_ o Ly
o Lor2 O r
d’ott

Op 1 0f?
=r—— 4 =
oY 2per 0P

Cette équation est appelée équation d’équilibre de Grad-Schluter-Shafranov.

Ly
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Annexe B

Moyennage sur les surfaces
magnétiques

Sommaire

B.1 Notion de moyenne sur les surfaces magnétiques . ... ... .. 145

B.2 Calcul de champ toroidal ¢, du facteur de sécurité ¢ et du courant
totaldansleplasma [, .. ... ... ... ... .. 0.0, 147

B.1 Notion de moyenne sur les surfaces magnétiques

Définition 66 La moyenne scalaire < A > d’une quantité A sur une surface magnétique S

est définie par
0
A>=— | AdV
AT /V

ot V est le volume a Uintérieur de la surface magnétique S.

Soit p un index quelconque de surface magnétique et dV = ‘ dSZp 5 Pour simplifier, on va
grad p
noter
_— —
grad p =<7 p
alors on a )
<A>:8/AdV:8/ d5dp.
v Iy ov |y ‘V p‘
On a aussi
0 0 oV 0 oV
_——=——— = V’i VI = —
dp OV Op 1% dp
done 0 AdS AdS
1 dSd 1 d
pJv ‘v p’ § ‘V p
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On a aussi une relation qui nous donne la moyenne de la divergence d’'un vecteur :

— = 0 — =
Fo>=— Fd B.2
SV E>=55 v |4 (B.2)
0 - —
=— [ Fd
oV Jg
0 FYo — §
o “VLis avee dS = Y gs
s |V pl a4
_ 0 / =
1071, ==
Ainsi, il vient
— — 1 0

Soit % la dérivée partielle d’une quantité par rapport au temps, A la dérivée totale de A par
rapport au temps et 17; la vitesse des surfaces & p constant définie par

p+i.s p=0. (B.4)
On a
. dA
A=
8A 8A
oot ap
8A 8A —
_0A 0A_ —
=9t VP
ainsi 94 94
. —
On a

0A
A
8th / dV+/aupvpdV

0A_, — dSdp
% v op ‘V p’

/ Adv + / o, dSdp
:/ AdV—i—/Aup.dS
\% S

5 / AdV = / “Lav = / Adv + / Aw,.dS. (B.6)

ce qui implique que



B.2 Calcul de champ toroidal ¢, du facteur de sécurité ¢ et du courant total dans
le plasma I, 147

Les relations (B.1) et (B.6) donnent

0 , 0 ' — VP
g (V 8V/Adv> V@V/Adv+8p/A ‘vp‘ds

gt(v’<A>):V/<A>+§O<V’<A17p>.§p>>.

En prenant A =1 (<1 >=1), il vient

8;/:;<V’<1T;.§p>).

B.2 Calcul de champ toroidal ¢, du facteur de sécurité ¢ et du
courant total dans le plasma I,

On a
& :/ B.dS= | B.dSer car dS=dS.er
D’ D’
1 27

= BrdS = / BpdbdS
D! 2 0 D!
1 [ [ B 1 [ B

= “Lrapds = — | =Lav
271' DT Ty T

f ~=dV.

o Jy 12

En utilisant la définition du facteur de sécurité (1.8), il vient

_ tof1 [ fo\__ 19 f
7= 2w Oy <27r/v7“2dv)_ 4m2 O </X/T2dv>
__tovo N _ 1oV _f
T AR Y OV (/Vr2dv)_ o 27
1 oV 1 % 1
2

T Tamay) ST Tl e

Et pour le courant total, on a
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1 27 21 1
Ip = / deS = / / ]TTdeS = / / 7]T1"d9d5’
Qp Q, 2nr Jo o, Jo 2rr
) Pmaz :
27T Vp r 271' 0 8p Vp T

_ L om0 Jr 9 _ 90
T A Vav(/vprdv>d’” o~V av

1 Pmazx o
= — < V'dp
2 Jo r
1 fpmer 19 o\ ., ir 1 0 b
=— ——— (G- ) V'd Loo= = (O
27 Jo oV’ Op <023P> P ST TV op 0239
I B RN A N | A
o2 )y Op <C2 8[)) = 27w002(p mas) 0 | ppe

Les moyennages sur les surfaces magnétiques permettent de passer d’une géométrie 2D a
une gépmétrie 1D et de calculer I’équation d’évolution du flux magnétique poloidal.



Annexe C

Construction de la loi de commande a
partir des paramétres d’ingénierie réels

Nous allons montrer, dans cette annexe, la construction des lois de commande réelles, a
partir d’une loi de commande en dimension infinie. La construction des lois de commande se
fait en deux temps (voir Fig. C.1). Dans en premier temps, une loi de controle en dimension
infinie (jtarget) €st proposée. En suite pour le passage aux leviers de commande réels, un critére
est minimisé sous contrainte comme suit :

1
U Py Nup, Vo) = / Grarget — G+ i + o)) d (C.1)
0

sous les contraintes
Vinin < Vo < Vinax;
Prin < Py < Prax; (02)
Nmin < Nipp < Niax;
—Vp
UK
[70] pour plus d’informations).
Dans les simulations, les valeurs minimales / maximales des lois réelles seront prises a
partir des contraintes sur le tokamak Tore Supra, i.e.

ol jo = Jin est la densité de courant LHCD et jps la densité de courant bootstrap (voir

-5V < Vo <5V, OMW < Py, < TMW, 1.43 < Ny, < 2.37. (C.3)

fargef

w,
¥ Contréle en Algorithme Ny Modél (e
: .
— dlfn;_lls_lon d’optimisation odeie
infinie
Jfarggf PLH

!

FIGURE C.1 — Schéma de controle
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Annexe D

Condition de Kalman

Voici un rappel de théoréme de Kalman (voir Théoréme 24 dans le chapitre 3).

Théoréme 67 (Théoréme de Kalman) Le systtme X = AX + BU est controlable en
temps T' (quelconque) si et seulement si la matrice

C= (B,AB,A’B, .., A" 'B)
est de rang n.

L’essentiel de la preuve est contenue dans le lemme suivant (voir [86] pour la preuve).
Lemme 68 La matrice C = (B,AB,A2B, ...,A"le) est de rang n si et seulement si [’ap-
plication linéaire

¢ L>*([0,T],R™) - R"
T
U / eT=DABuy(t)dt
0
est surjective.

Preuve. Supposons tout d’abord que rang(C) < n, et montrons qu’alors ® n’est pas
surjective. L’application C étant non surjective, il existe un vecteur ¥ € R™* = R™\{0}, que
I’on supposera étre un vecteur ligne, tel que WC = 0. Par conséquent,

UB=UAB=UA’B=..=0A""'B=0.

Or d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, il existe des réels ag, a1, ..., an,—1 tels que

A" =aol + a1 A+ ...+ a,_1 A" L.

On en déduit par récurrence immeédiate que, pour tout entier k,

vAkB =0,

et donc, pour tout ¢ € [0,T7,

Vel B = 0.
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Par conséquent, pour tout contréle u, on a

T
v / e T=DABy(t)dt = 0,
0

ie. UP(u) =0, ce qui montre que ¢ n’est pas surjective.
Réciproquement, si @ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne ¥ € R™* tel que
pour tout contréle u, on ait

T
v / e T=DABy(t)dt = 0.
0

Ceci implique que, pour tout t € [0, 7],

VeI-H4p —

En £ =T on obtient ¥YB = 0. En suite, en dérivant par rapport a t, puis en prenant t =T, on
obtient YAB = 0. Ainsi, par dérivations successives, on obtient finalement

UB=UAB=..=0A"'B=0,

donc WC = 0, et donc rang(C) < n. Ce qui termine la preuve du Lemme. ®

Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoréme. Si la matrice C est de
rang n, alors d’aprés le Lemme 68 l'application ® est surjective, i.e. ®(L>*°) = R™. Or, pour
tout controle u, 'extrémité au temps T' de la trajectoire associée a u est donnée par

T
X(T) =eTzg + / e T4 Bu(t)dt,
0

de sorte que I’ensemble accessible en temps 1" depuis un point zg € R" est

Ace(T, xo) = eT4zg + ®(L>®°) = R,

ce qui montre que le systéme est contrélable.
Réciproquement si le systéme est contrdlable, alors il est en particulier contrélable depuis
xo défini par xg = 0. Or, en ce point I’ensemble accessible en temps T' s’écrit

Ace(T, z) = (L),

et le systéme étant controlable, cet ensemble est égal a R™. Cela prouve que ® est surjective
et donc, d’aprés le Lemme 68, on obtient que la matrice C est de rang n. Ce qui termine la
preuve du théoréme.
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E.1 Commande par mode glissant

Nous allons présenter briévement les modes glissants en dimension finie [56]. Supposons
que le systéme non linéaire & controler s’écrive sous la forme

£=f(&) +9(&u

avec £ € R, u € R™. La commande u(t) est déterminée en utilisant une fonction S souvent
linéaire. Cette fonction est appelée surface car ses zéros appartiennent a la surface dite de
glissement (une surface sur laquelle on va contraindre ’état du systéme a glisser) d’équation
S = 0 construite dans 'espace d’état. La surface S = 0 peut étre une droite ou un hyperplan
selon 'ordre du systéme a controler.

Le controle nécessaire u(t) dépend du signe de la fonction de la surface S. Sous la disconti-
nuité de u(t), le comportement dynamique du systéme bouclé devient celui du systéme défini
par S = 0. Il y a ainsi une "structure variable" puisque la dynamique du systéme a controler
est maintenant définie par S = 0 au lieu d’étre définie par la transmittance entre la sortie et
Uentrée u(t).

Le contréle comprend en général deux termes

U = Ueq + Au

un terme continu appelé commande équivalente u.q(t) correspondant au régime glissant idéal
pour lequel non seulement le systéme reste sur la surface, mais aussi pour lequel la dérivée de
la fonction de surface reste nulle et un terme de commande discontinue Au(t) = —ksign(S)
qui impose au point de fonctionnement de rester au voisinage de la surface. Le contrdle peut
aussi s’écrire sous la forme d’un terme d’amplitude constante et proportionnel au signe de la
fonction de surface de la forme u(t) = —Ksign(S).
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Le signe "—" dans le controle discontinu u(t) = —K sign(S) indique le "rappel" du systéme
vers la surface a tout instant. Dans ce cas, on dit que le surface est attractive (voir Fig. E.1).

ST g+

q-

FIGURE E.1 — Comportement en dehors de la surface (St si S > 0et S~ si S <0)

Sur la figure E.2, on montre le schéma de principe d’un systéme bouclé, ot on commande
la position y avec une commande par mode glissant.

» — K ng}’!( 5 ) > Systéme a commander -

Algorithme de commande

e en régnne ghisgant L —————

FI1GURE E.2 — Schéma de principe d’un systéme bouclé

Le controle par mode glissant trouve sa justification en utilisant la notion de stabilité de
Lyapunov. La stabilité est déterminée a 'aide d’une fonction différentiable V' (£) de R™ dans
R*, dite fonction de Lyapunov.

Définition 69 (Fonction de Lyapunov) Une fonction de Lyapunov pour le systeme £ = f&+
g(&)u est une fonction V : R™ — R vérifiant

1. V() >0 VE#0,
2. V(0) =0,
3. V(€)<0 VE#O.

Le théoréme de stabilité fondamental de la théorie de Lyapunov peut maintenant étre
énonce.

Théoréme 70 Si une fonction de Lyapunov existe pour un systéme donné, alors ce systéme
est stable. Si la fonction de Lyapunov est strictement décroissante, ¢’est-a-dire que V' < 0 pour
tout £ # 0, alors la stabilité est en plus asymptotique.
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Cette fonction sera déterminée a partir d’une surface S car c¢’est sur la surface d’équation
S = 0 que 'on va forcer le systéme & glisser. Prenons la fonction de Lyapunov

alors V = SS. Nous calculons alors
§ =% + %5 =5 + O +9©ul
— Sl(tv 5) + SQ(ta f)u

En prenant

U = Ueqg + Un

avec Ueq la commande équivalente ueq = —g; Eig et v, = %, nous obtenons donc

V = Su,.
Afin de rendre V < 0 pour S # 0, il nous suffit de prendre
u, = —Ksign(S), K > 0.
On va donner un exemple illustratif qui se trouve dans [81].
Exemple 71 Soit le systéme
.fl = X9
o = —ksign(S)
avec ’équation décrivant la surface de glissement choisie comme étant
S(z1,x2) = cx1 + x2
ot ¢ est une constante positive. Nous choisissons la fonction de Lyapunov :
1
V=-5%
2
Alors pour que la surface S = 0 soit attractive, il suffit que :

5SS < 0. (E.1)

La condition d’attractivité (E.1) donne lieu au développement suivant :

S = cxy — ksign(S).
On a

. k
S>0etS<0= 20 < —;
C

. k
S<0etS>0= 29> ——.
C

En notant respectivement D} et D, les domaines d’attractivité pour S >0 et S <0, on a
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k
D:[ = {(a:l,xg) S >0etx < c}

et

k
D, = {(xl,xg) 18 <0etzg > —C}.

Alors le domaine de glissement est donné par :
—_ =
D, = {($1,£L’2) : (z1,22) € D, mDa}

ol b; et D, sont les plus petits fermés respectivement de D} et D, (voir Fig. E.3).

FiGURE E.3 — Domaine de glissement

E.2 Invariance de LaSalle

L’objectif est de présenter les conditions supplémentaires & une fonction Lyapunov définie
par la Définition 69 pour garantir la stabilité asymptotique (voir [59, 9] pour plus d’informa-
tions).

La solution du systéme & = f(£) ayant comme condition initiale £(0) = z( sera notée
X(xo,t).

Définition 72 (ensemble invariant) Un ensemble invariant M, pour un systéme dyna-

mique £ = f(&), est défini comme un ensemble de conditions initiales telles que la solution
X(zo,t) reste dans l’ensemble M pour tous les temps, c’est-a-dire

M=A{: 20 € M = x(x9,t) € M ¥Vt >0} (E.2)
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FIGURE E.4 — Ensemble invariant M

Parallélement a la notion d’ensemble invariant, celui des points pour lesquels V s’annule
est de premiére importance (V' étant la fonction de Lyapunov). Ceci n’a rien de surprenant,
car un des objets de cette analyse est d’étendre la conclusion de la stabilité asymptotique au
cas ott V < 0 au lieu de V < 0; la différence entre les deux cas se situe dans la possibilité que
V =0.

L’ensemble en question sera noté &

={e: V(¢ =0} (E:3)

Le théoréme de Lasalle (qui se trouve dans [59]) peut maintenant étre énoncé.

Théoréme 73 (Théoréme d’invariance de LaSalle) Soit 1 >0, et O ={£{: V(&) <1}. Si
1. Q; fermé et borné,
2.¥6eQ onaV <0,
3. £Cy,
4. M le plus grand ensemble invariant contenu dans &,

alors
Vag € Q, x(xo,t) — M lorsque t — oc.

Le corollaire suivant est dans [49, P. 129].

Corollaire 74 Soit V : R™ — R une fonction continue différentiable, radialement non bornée,
définie positive telle que V < 0 pour tout x € R™. On suppose qu’aucune solution de f = f(&)
ne peut rester identiquement dans 'ensemble £, autre que la solution triviale £(t) = 0. Alors,
le point d’équilibre € = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Nous donnons un exemple d’étude d’un systéme dynamique qui se trouve dans [21].

Exemple 75 On considere le systéme a ressort classique. Le systéme de controle est défini

par
-il = X2,
. k
T2 = _Exl + %7
ot m est la masse du point attaché au ressort, x1 le déplacement de la masse sur l'axe (Ox),

xo la vitesse de la masse, k la constante de ressort et w7 la force horizontale appliquée a la
masse (voir Fig. E.5). L’état du systéme est (x1,x2)" € R? et le controle u € R.
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r
——

A AN
EAVARVARVARV.

1

m X

e 0 O 0

FiGURE E.5 — Le ressort

L’énergie totale E du systéme est donnée par

E= % (k:n% —l—mm2).

Le systéme de contréole peut étre écrit sous la forme

£=fo(&) +ufi(), &= (a1,22)" €R?, uweR, (E4)
avec
o= 2, ) ae=(1). w=(@mnr
On a

fol€).VE() =0, V&= (21,20)" € R%,

f1(§).VE(§) =z, V&= ($1,x2)T e R%

D’ou, st x9 = 0, il n’existe pas de u tel que

(fo(€) +ufi(§)) . VE(S) < 0.

Par conséquent, I’énergie totale n’est pas une fonction de Lyapunov stricte. Mais on a

(fo(&) + ufi(§)) - VE(§) = ufi(§)-VE() = uxs.

D’ou, il est normal de considerer la loi de feedback

u(§) = —vVE(§).f1(§) = —vaz,

ot v > 0 est fixé. Avec cette loi de controle, le systeme en boucle fermé est

{92 (E5)

|4
T2 = = T1— %2,
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qui est la dynamique du systéme masse-ressort-amortisseur. En d’autres termes, la loi de
controle ajoute un certain amortissement sur le systéme ressort-masse. Avec cette loi de
controle,

VE(&). (fo(€) +u(§) f1(€)) <0,

de sorte que (0,0) € R? est stable pour le systéme en boucle fermée d’aprés le Théoreme 70.
En fait, le point (0,0) est globalement asymptotiquement stable pour ce systéeme. En effet, si
la trajectoire £(t), t € R, du systéme en boucle fermée est de telle sorte que l'énergie totale
E(&(t)) ne dépende pas du temps t (i.e. % =0), alors

x2(t) =0, VteR. (E.6)
En dérivant (E.6) par rapport au systéeme (E.5), on obtient

.Tl(t) =0, VteR,

qui, conjointement avec (E.6) et le principe d’invariance de LaSalle (voir [38] par exemple),
prouve que (0,0) est globalement asymptotiquement stable pour le systéme en boucle fermée.
Dans les figures E.6a et E.6b, on montre les simulations avec m =1 Kg et k=1 Nm™'.

151

0.5

05+ or

_1‘50 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 e‘o 0 10 20 30 40 50 60
t[sec] t [sec]

(a) Implémentation de la commande avec v =0 (b) Implémentation de la commande avec v = —1

FIGURE E.6 — Illustration de la commande
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Titre : CONTROLE DU PROFIL DE FACTEUR DE SECURITE DANS LES
PLASMAS DE TOKAMAK EN DIMENSION INFINIE

Les besoins énergétiques croissants de la population mondiale requiérent le développement,
la maitrise et la fourniture de nouvelles formes d’énergie. Dans ce contexte, la fusion nucléaire
est une piste de recherche extrémement prometteuse. Le projet mondial ITER est destiné a
démontrer la faisabilité scientifique et technique de la fusion nucléaire comme nouvelle source
d’énergie. Un des nombreux verrous tient & la maitrise de la distribution spatiale du profil de
courant dans les plasmas de tokamak, paramétre clé pour la stabilité et la performance des
expériences. L’évolution spatiotemporelle de ce courant est décrite par un ensemble d’équations
aux dérivées partielles non linéaires.

Ce document traite de la stabilisation par un contréle robuste de la distribution spatiale du
profil de courant en dimension infinie. Deux approches sont proposées : la premiére s’inspire
d’une approche de type mode glissant et la seconde (de type proportionnelle et proportionnelle
intégrale) est basée sur les fonctions de Lyapunov en dimension infinie. La conception des lois
de contréle est basée sur ’équation 1D de la diffusion résistive du flux magnétique. Les lois
de contréle sont calculées en dimension infinie sans discrétisation spatiale préalables.

Mots clés : Controle des plasmas de tokamak, équation aux dérivées partielles, fonctions
de Lyapunov, commande par mode glissant, commande H, stabilisation asymptotique, LMI
(linear matrix inequality), fonctions de Lyapunov contrdlées.

Titre : CONTROL OF SAFETY FACTOR PROFILE IN PLASMAS OF TO-
KAMAK IN INFINITE DIMENSION

The increasing energy needs of the world population require the development, the control
and the supply of new forms of energy. In this context, nuclear fusion is a track of extremely
promising research. World project ITER is intended to prove the scientific and technical fea-
sibility of nuclear fusion. One of the many key-goal is the control of the current profile spatial
distribution in plasmas of tokamak, which is one of the main parameter for the stability and
the performance of the experiments. The spatiotemporal evolution of this current is described
by a set of nonlinear partial differential equations.

In this document stabilization is proposed considering robust control of current profile spa-
tial distribution in infinite dimension. Two approaches are proposed : the first one is based on
sliding mode approach and the second one (of type proportional and proportional integral) is
based on the Lyapunov functions in infinite dimension. The design of the control law is based
on the 1D equation resistive diffusion of the magnetic flux. The control laws are calculated in
infinite dimension without space discretization.

Keywords : Tokamak plasmas control, partial differential equations, Lyapunov functions,
sliding mode control, H, control, asymptotic stabilization, LMI (linear matrix inequality),
control Lyapunov function.



