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0 Introduction

Depuis les idées novatrices d’Evariste Galois, les mathématiciens ont
appris qu’étant donné un probleme a résoudre, il est important de con-
sidérer les solutions dans leur ensemble, ainsi que les relations qui les
lient entre elles. D’une certaine facon, la théorie des champs, ima-
ginée par Alexandre Grothendieck dans les années 60, est une illus-
tration de ce principe. En effet, dans les problemes de classification,
I'utilisation des champs permet de prendre en compte 'information con-
cernant I’ensembles des solutions, codé sous forme ”d’ensembles d’objets”,
mais aussi les relations entre ses solutions, codées sous forme de ”mor-
phismes entre les objets”. Ainsi, tout comme la théorie de Galois nous
dit que 'ensemble des solutions d'une équation algébrique peut-étre con-
sidéré comme un groupoide, dont les morphismes sont déterminés par
I’action de son groupe de Galois, les solutions aux problemes de classi-
fications apportées par la théorie des champs se trouvent sous forme de
groupoides ( plus précisément de ”catégories fibrées en groupoides” ).

L’utilisation avec succes de la théorie des champs aux problemes de
modules ( i.e. de classification en géométrie algébrique ), ainsi que
I’apparition des solutions sous forme de ”champs algébriques”, remonte
a l'article fondateur de Pierre Deligne et David Mumford [D-M]. Les
deux auteurs y montrent qu’il est possible de ”géométriser” ( ou encore
”d’algébriser” ) la notion de champs, et de créer ainsi un cadre unique
contenant, d’une part les schémas, mais aussi certains champs de nature
géométrique ( les champs de modules par exemple ) : celui des champs
algébriques.

Tout comme un schéma peut-étre vu comme une solution au probleme
de modules du foncteur qu’il représente ( qui classifie ses ”points” ), un
champ algébrique est un objet de nature géométrique, classifiant non
seulement des objets ( ses points ), mais aussi leurs isomorphismes. Ainsi,
de fagon un peu naive, on peut se représenter un champ algébrique comme
un objet en groupoides dans la catégorie des schémas.

L’introduction de tels objets apporte de nombreux avantages en théorie
des modules. A titre d’exemple, examinons brievement le cas du champ
des courbes de genre g ( qui est 'exemple traité dans [D-M] ).

Considérons le probleme de modules suivant : chercher un objet de
nature géométrique My, qui représente le foncteur qui a un schéma X
associe le groupoide des familles de courbes propres lisses de genre g sur
X.

Il est démontré dans [D-M] qu'il existe un champ algébrique M,,
lisse sur SpecZ, et une équivalence naturelle entre Hom(X, M,), et le
groupoides des courbes de genre g sur X. De plus, il existe une compact-
ification M, — Mg, ou Mg est un champ irréductible, propre et lisse



sur SpecZ, classifiant les courbes stables de genre g.

Ainsi, par définition méme, il existe une courbe stable universelle
o Eg — Mg, correspondant au morphisme identité de Mg. De
plus, si w est le fibré en droites canonique relatif de Eg sur Mg, on peut
alors définir des fibrés vectoriels V,, := m,(w®™) sur M,,.

Les avantages d’une telle situation en comparaison avec celle dont on
dispose a I'aide de I’espace de modules grossier M, ( qui est le schéma
dont les points géométriques classifient les courbes stables de genre g )
sont nombreux.

e Tout d’abord le schéma M, n’est qu’une solution partielle au probleme
de modules initial consistant a classifier toutes les familles de courbes
de genre g. Pour cette raison, la courbe universelle de genre g sur
Mg ne peut pas exister ( il manque une cohérence entre les points
géométriques de Mg, du a l'existence de courbes avec des groupes
d’automorphismes non triviaux ).

e Bien que M, soit un champ lisse sur SpecZ, le schéma M, ne Pest
pas. Par exemple, cela pose quelques problemes si 'on souhaite
utiliser des outils analytiques tels que la théorie de Hodge sur M,& C,
ou encore la théorie des intersections ( au moins a coefficients en-
tiers ).

e Les fibrés vectoriels V,, n’existent pas sur Mg ( pour la méme raison
que la courbe universelle n’existe pas ). Ainsi, 'étude de ces fibrés
ne peut se faire que si 'on accepte de travailler sur le champ M,.

Les trois exemples précédents, qui ne sont que des exemples parmi
tant d’autres, montrent qu’il est capital de généraliser les outils de la
géométrie algébrique ( théorie de Hodge, théorie des intersections,
K-théorie et classes caractéristiques ... ) au cadre plus général des
champs algébriques, si I’'on veut profiter de la richesse de tels objets.

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a essentiellement deux
problemes

e [’étude de la K-théorie algébrique des champs algébriques, et son
application a des formules de Riemann-Roch ainsi que des formules
d’indices de D-modules.

e Lesrelations entre champs algébriques et champs analytiques : théoremes
GAGA et criteres d’algébrisations.

Expliquons en quelques mots les raisons de ces deux choix.

Comme nous l'avons apergu dans ’exemple précédent, il existe na-
turellement de nombreux fibrés vectoriels sur les champs de modules. Il



se trouve que 1'étude de ces fibrés présente des intéréts géométriques et
arithmétiques.

Par exemple, dans 'exemple de Mg, les sections des fibrés V), s’identifient
aux "formes modulaires de poids m”. De meéme, il existe des fibrés
vectoriels V,, sur le champ ( compactifié ) A; des courbes elliptiques,
dont les sections sont les formes modulaires de poids m sur le demi-plan
de Poincaré. On connait depuis longtemps l'intérét de tels objets en
arithmétique.

D’autre part, la formule bien connu pour des variétés, C1(V,,) = Div(f),
pour une section méromorphe f de V,, sur A, s'interprete comme la for-
mule classique ( [Bd, V1, 3.1] )

m 1 1 1
on = ZUZ(f) + évp<f) + 5 Z vz (f)
TH#i,p

Ceci permet légitimement de penser que le formalisme des classes car-
actéristiques a un intéréet dans ce contexte.

Dans le méme genre d’idées, les formules de Riemann-Roch appliquée
aux fibrés V,,, sont aussi un outil pour étudier les dimensions d’espaces
de formes modulaires.

Un autre champ d’application éventuel du formalisme des classes car-
actéristiques et des formules de type Riemann-Roch est celui de la géométrie
énumérative de M. Kontsevich et Y. Manin [Kd, 2] ( d’autant plus que la
transformation de Riemann-Roch est souhaitée pour certaines construc-

tions [B-H, 5.4] ).

L’étude des D-modules sur les champs algébriques présente, elle aussi,
plusieurs intéréts. Le premier qui vient a l'esprit est 1’étude topologique
des champs algébriques. Par exemple, les théoremes d’indices pour les
D-modules holonomes permettent de démontrer des formules de Gauss-
Bonnet pour des caractéristiques d’Euler pondérées ( analogues a [Mad] ).

Par ailleurs, il est montré dans [Jod], que le théoreme de Riemann-
Roch pour les D-modules équivariants est utile en théorie des représentations.
Dans la méme veine d’idée, la correspondance de Langlands géométrique
fait naturellement apparaitre des D-modules sur certains champs de fibrés
vectoriels ( [[Gid] ). L’étude de ces objets ( par exemple leurs indices )
nécessite alors une généralisation des résultats de [Jog au cadre plus
général, et bien plus maniable, des champs algébriques.

Il va sans dire que 'utilisation de méthodes analytiques en géométrie
algébrique complexe est un outil extrémement puissant. Leur pertinence
est d’autant plus grande qu’il existe des théoremes de comparaison en-
tre la géométrie algébrique et analytique ( par exemple les ”théoremes
GAGA” ). Il nous semble alors intéressant de posséder de tels résultats



pour les champs algébriques complexes.

Il se trouve qu’'une partie non négligeable des travaux consacrés aux
champs algébriques traite de la théorie des intersections ( [Mu, [GZ, Vi3,
E=G, Ki] ), et plus particulierement de la définition de groupes ( ou
anneaux ) de Chow pour des champs algébriques. Le point commun a
toutes ces définitions est la remarquable propriété que pour la projection
d’un champ de Deligne-Mumford sur son espace de modules p : F' — M,
le morphisme d’images directes p, : CH(F) ® Q — CH(M) ® Q est
un isomorphisme. Ainsi, ces groupes ne contiennent pas ( ou pas assez )
I'information équivariante supplémentaire que possede F' par rapport a
M. Ceci implique en particulier, que méme pour les champs les plus
simples ( les champs classifiant d’un groupe fini par exemple ), il ne peut
exister de formule du type Hirzebruch-Riemann-Roch a valeurs dans ces
groupes de Chow.

C’est cette derniere remarque qui nous a naturellement amenés a nous
intéresser au probleme majeur traité dans cette these, qui est d’élargir
les précédentes définitions des groupes de Chow, de facon a ce que des
formules d’Hirzebruch-Riemann-Roch puissent exister. Nous résolvons ce
probleme en introduisant la notion de ” cohomologie a coefficients dans les
représentations”, ce qui nous permet de démontrer des formules générales
de Grothendieck-Riemann-Roch dans le cadre des champs algébriques.

Comme il a été expliqué ci-dessus, le point de départ est la constata-
tion que les groupes de Chow déja existant ( [Mu, [GZ, V12, [E=G, K1 )
ne sont pas adaptés aux formules de Riemann-Roch. Pour résoudre ce
probleme nous avons décidé de remonter ”a la source”, et d’étudier di-
rectement les propriétés de la K-théorie des champs algébriques. Comme
on sait, la K-théorie algébrique joue un role de ” cohomologie universelle”
et donc, a travers son étude, ce sont les propriétés cohomologiques ( voire
meéme “motiviques” ) que nous étudions. Les résultats clés que nous
démontrons sont les théoremes de dévissage. Pour simplifier, supposons
que F soit un champ de Deligne-Mumford lisse sur le corps des nombres
complexes. Dans ce cas, le théoreme de dévissage assure 'existence d’un
isomorphisme d’anneaux, fonctoriel pour les images réciproques

¢r: G (F)®C — H " (Ip,G)® C

ou Iy est le champ des ramifications de F', et le membre de droite est la
cohomologie de Ir a valeurs dans le préfaisceau en spectres de
G-théorie ( remarquons des maintenant que nous sommes obligés ici
d’utiliser les techniques d’algebre homotopique pour lui donner un sens ).
Il est & noter, que lorsque F = [X/H] est le champ quotient d’une
variété par un groupe fini, la formule précédente est équivalente a une
formule connue depuis longtemps, décrivant la K-théorie équivariante de



X en fonction de la K-théorie des points fixes ( [A-5, V1] )

K.(X H®C~ P K. (x")®

hec(H)

ot ¢(H) est I'ensemble des classes de conjugaisons de H, X" le sous-
schéma des points fixes de X par h, et Z(h) le centralisateur de h dans
H. Comme un champ de Deligne-Mumford est localement un quotient
par un groupe fini, on peut légitimement penser que notre théoreme de
dévissage est obtenu en "recollant” les isomorphismes ci-dessus. C’est
précisément cette opération de recollement qui fait appar;ﬁtre la coho-
mologie généralisée dans la formule de dévissage.

Notons enfin, que sans 'utilisation du formalisme des champs, la con-
struction du morphisme ¢ pourrait paraitre un peu technique, alors
qu’il s’agit d'une construction tout a fait naturelle, consistant a diago-
naliser chaque fibré vectoriel suivant les actions des automorphismes du
champ F' ( construction qui existe au niveau des catégories ).

En gardant a 'esprit l'isomorphisme ¢p, il est alors tres naturel de
penser que la cohomologie du champ Iy est le bon objet a considérer.
Nous avons choisi d’appeler cette cohomologie la ”cohomologie a coef-
ficients dans les représentations”. Le choix de cette terminologie réside
dans le fait qu’elle s’interprete effectivement comme la cohomologie de
I'espace de modules de F', mais ou les coefficients des cycles sont pris
dans les fonctions centrales des groupes d’automorphismes de ses points.

Un fois cette idée dégagée, on peut dire, en exagérant tout de meéme
un peu, que la démonstration du théoreme de Grothendieck-Riemann-
Roch n’est plus quun gros exercice technique. La méthode que nous
avons choisie pour résoudre cet "exercice” est la suivante. Dans un
premier temps nous nous inspirons des démonstrations des formules de
Lefschetz-Riemann-Roch ( [B-F-M], [[h3] ) pour démontrer le théoreme
dans le cas d’'un morphisme fortement projectif. Ensuite, a I'aide de
techniques de descente par quasi-enveloppes de Chow ( notion qui rem-
place celle des enveloppes de Chow de [[GJ] ), et du cas précédent, nous
réduisons le probleme au cas des champs classifiants de groupes finis. Le
théoreme devient alors équivalent a des formules classiques de la théorie
des représentations des groupes finis.

Avant de décrire plus en détail les chapitres a venir, notons que
la ”cohomologie a coefficients dans les représentations” permet aussi
d’interpréter de nombreux travaux antérieurs.

e La premiere référence que nous connaissons dans laquelle on peut
reconnaitre cette notion, est 'article de P. Baum, W. Fulton, et

R. MacPherson sur la formule de Lefschetz-Riemann-Roch [B-F-M].
En effet, si I'on considere le champ quotient d’une variété par un

10



automorphisme d’ordre fini, sa ”cohomologie a coefficients dans les
représentations” contient naturellement le réceptacle du caractere de
Chern équivariant construit dans [B-F-M]. La formule de Grothendieck-
Riemann-Roch que I'on démontre, appliquée au morphisme naturel

d’un tel champ vers le classifiant du groupe engendré par I’automorphisme,

redonne alors la formule de Lefschetz-Riemann-Roch démontrée dans

[B-F-M]. Plus généralement, les formules de Riemann-Roch équivariantes

se retrouvent en appliquant notre théoreme de Grothendieck-Riemann-
Roch a la projection d'un champ quotient par un schéma en groupe
vers le classifiant de ce groupe.

e Dans ses deux articles [[Kd, T. Kawasaki démontre des for-
mules d’indices et de Riemann-Roch pour des V-variétés, qui, dans le
cadre des champs algébriques, s’interpretent comme des champs de

Deligne-Mumford lisses sur le corps des nombres complexes, génériquement

non-ramifiés ( i.e. des orbifolds complexes ). Pour cela, il associe a
toute V-variété X, une nouvelle V-variété X X. Cette derniere corre-
spond exactement au champ des ramifications ( [.LI( ) du champ X.
Par ces identifications, la formule d’Hirzebruch-Riemann-Roch qu’il
démontre est équivalente a celle que nous déduisons du théoreme
de Grothendieck-Riemann-Roch, lorsqu’on ’applique au morphisme
structural.

e Fn géométrie non commutative, on trouve une description de I’homologie
périodique d’un groupoide étale différentiel X,, a I’aide de la coho-
mologie du groupoide des lacets QX, ( [C-M, 6.12] ). Or, si F est le
champ différentiel associé au groupoide X,, alors le champ associé
a X, s’identifie naturellement au champ des ramifications de F.
Ainsi, par ces identifications, le caractere de Chern non-commutatif
pour les groupoides différentiels étales est une version C* du car-
actere de Chern a ”coefficients dans les représentations”.

Le corps de la these est constitué de cinq chapitres et un appendice.
Le premier est un résumé de notations et de définitions. Les chapitres
deux et trois vont ensembles, et traitent de la K-théorie des champs
algébriques et des formules de Riemann-Roch. Dans le chapitre qua-
tre, on applique ces formules aux D-modules. Le cinquiéme chapitre
est indépendant de tous les autres, et rassemble des résultats de types
"GAGA”. Enfin, 'appendice comporte quatre parties qui rassemblent
des faits ( quelques fois avec démonstrations ) qui nous sont utiles tout
au cours de ce texte.

Dans le premier chapitre, le lecteur trouvera deux paragraphes que
nous invitons a considérer comme des annexes de notations et de définitions
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( bien que 'on y trouve des démonstrations ). On s’y référera tout au
long du texte, surtout au cours des chapitres 2, 3 et 4.

Dans le premier paragraphe nous donnons essentiellement deux définitions
. les foncteurs de K-théorie et de K-cohomologie. Nous avons choisi de
les définir dans le cadre le plus général possible, a savoir celui d'un site
muni d’une catégorie cofibrée en catégories exactes ( dont I’exemple stan-
dard est celui du grand site lisse des schémas, muni de son champ des
fibrés vectoriels ). Ce degré de généralité nous permettra de traiter,
de facon uniforme et sans répétitions, aussi bien le cas des fibrés vecto-
riels, que celui des faisceaux cohérents, des D-modules, des fibrés avec
connexion ... Le seul résultat démontré dans ce paragraphe est le fait
qu’il existe toujours une transformation naturelle de la K-théorie vers la
K-cohomologie.

Le second paragraphe est consacré aux champs algébriques. On y rap-
pelle les principales définitions, ainsi que quelques résultats concernant
les espace de modules. Enfin, nous introduisons les quasi-enveloppes de
Chow ( qui remplaceront pour les champs algébriques la notion d’enveloppe
de Chow de [[GJ] ), et on démontre des résultats d’existence.

Dans le second chapitre on étudie la G-théorie et la G-cohomologie
des champs algébriques. Nous n’insistons pas beaucoup sur les propriétés
générales ( fonctorialités, localisation, homotopie ... ), mais nous con-
centrons plutot nos efforts sur les résultats de descente et de dévissage.

Les théoremes de descente sont de deux types : contravariants et co-
variants. Dans le premier cas on montre que le foncteur de G-théorie
vérifie la propriété de descente étale au-dessus d’un espace algébrique.
C’est un résultat tres commode qui permet par exemple d’utiliser la de-
scente galoisienne, ainsi que de réduire certains énoncés au cas de champs
quotients. Notons aussi que I’on montre que le morphisme de la G-théorie
vers la G-cohomologie n’est pas un isomorphisme ( méme rationnelle-
ment ), ce qui est un phénomene nouveau quand on compare avec le cas
des schémas. En réalité, ce phénomene explique déja pourquoi il ne peut
y avoir de formule de Riemann-Roch a valeurs dans les groupes de Chow
usuels ( ou méme dans la cohomologie usuelle ).

Les théoremes de descente covariante permettent a 1’aide des quasi-
enveloppe de Chow de ramener certains calculs au cas des gerbes ( voir
méme des gerbes triviales ). La moralité de ces théoremes est que 'on
connait la G-théorie ( resp. la G-cohomologie ) des champs algébriques,
si on connait celle des gerbes ( resp. celle des schémas ).

Comme nous l'avons expliqué plus haut dans cette introduction, les
résultats clés sont les théoremes de dévissage. Bien qu’inspirés de con-
structions existantes en géométrie équivariante ( [B=F-M], [[L3, V]| ), ces
résultats sont nouveaux. De fagon intuitive, il s’agit de diagonaliser les
fibrés vectoriels sur un champ algébrique. Dans le cas des champs de
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Deligne-Mumford, tous les automorphismes sont d’ordre fini, et donc
diagonalisables s’ils sont d’ordre premier aux caractéristiques. Ainsi, le
théoreme de dévissage dans ce cas, compare la K-théorie d'un champ F', a
la K-cohomologie de son champ des ramifications modéré I% ( classifiant
les automorphismes d’ordre premier aux caractéristiques ). En contre-
partie, dans le cas des champs algébriques généraux, il nous faut utiliser
une construction un peu plus technique, s’appuyant sur un théoreme
de représentabilité d’Alexandre Grothendieck. On construit le ”champ
des sous-groupes de type multiplicatif” Dp, qui remplacera le champ I.
Le théoreme de dévissage compare alors la K-théorie d'un champ F,
avec la K-cohomologie du champ Dp, tordue par le "faisceau des car-
acteres”. Le formalisme nécessaire pour donner un sens a cette expression
est brievement rappelé en appendice.

Notons aussi, qu’il existe une autre fagcon de traiter le cas général. Cela
consiste a ne considérer que les automorphismes d’ordre fini et premier
aux caractéristiques. A la fin du troisieme chapitre, on démontrera donc
aussi un théoreme de dévissage comparant la K-théorie de F', avec la K-
cohomologie du champ des automorphisme d’ordre fini et modérés [fw’f .
La justification de la pertinence d’une telle définition, est a chercher dans
le fait que pour un schéma en groupes affine, les éléments d’ordre fini for-
ment un ensemble schématiquement dense dans I’ensemble des éléments
semi-simples. L’information contenue dans la K-cohomologie de I?f doit
donc s’avérer suffisante pour démontrer des formules de Riemann-Roch,
ce que nous montrerons étre le cas sous certaines hypotheses.

A la fin de ce chapitre nous nous intéressons a la description de la
G-théorie des gerbes bornées par des groupes réductifs. Ce résultat ne
sera pas utilisé par la suite.

Le troisieme chapitre est le coeur de la these. On commence par y
étudier les propriétés générales de la cohomologie a coefficients dans les
représentations ( ou encore dans les caracteres ). On montre en partic-
ulier I'existence du caractere de Chern, et on définit la transformation de
Riemann-Roch pour des champs ”bien ramifiés” ( qui comprennent les
champs lisses qui sont localement des quotients par des groupes affines
et lisses sur un corps ).

Ensuite, on démontre les différentes formules de Riemann-Roch ( Lefschetz-
Riemann-Roch et Grothendieck-Riemann-Roch ). Tous ces théoréemes
sont nouveaux, et généralisent les différents théoremes de Riemann-Roch
équivariants déja existants ( [B-F-M] [ThL] ), ainsi que la formule de
Riemann-Roch pour les V-variétés de T. Kawasaki ( [Kd] ).

Les démonstrations ont toutes deux étapes. La premiere traite le
cas de morphismes fortement projectifs. Les démonstrations proposées
ici sont alors tres proches de celles utilisées en géométrie équivariante
( déformation vers le cone normal, et utilisation du calcul de la K-théorie
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des fibrés projectifs ). La seconde étape traite du cas des morphismes
propres généraux ( éventuellement non représentables ). La méthode
consiste a utiliser la premiere étape et les quasi-enveloppes de Chow, afin
de se ramener au cas des champs classifiants de schémas en groupes. Les
théoremes se traduisent alors par des formules connues en théorie des
représentations.

La fin de ce chapitre est consacré a quelques exemples d’applications
de telles formules dans le cas des champs de Deligne-Mumford ( for-
mule d’Hirzebruch-Riemann-Roch, cas particulier des courbes, formules
de Gauss-Bonnet, de signature ... ), ainsi qu’a la comparaison de la co-
homologie a coefficients dans les représentations avec deux autres théories
cohomologiques : les groupes de Chow du complexe de Gersten, et la co-
homologie périodique. La seconde comparaison nous semble intéressante,
car elle confirme les relations entre la théorie des champs algébriques et
la géométrie non-commutative.

Depuis 'article de G. Laumon [[J], on sait que le théoréme de Riemann-
Roch permet de calculer des indices de D-modules algébriques. Dans ce
quatrieme chapitre nous suivons cette idée afin de démontrer des for-
mules de Riemann-Roch pour les D-modules sur des champs de Deligne-
Mumford. Nous n’avons pas traité le cas des champs algébriques généraux
que par souci de simplicité. Il semble clair que les résultats s’étendent a
ce cas, et donnent ainsi des théoremes généralisant les théoremes de R.
Joshua [Jod], bien que les techniques utilisées pour prendre en compte la
K-théorie supérieure, soient différentes.

Un autre résultat qui nous semble nouveau ( méme dans le cas des
schémas ) est la description de la K-théorie des D-modules holonémes,
a ’aide de "fonctions constructibles”.

Dans le cinquieme chapitre nous étudions les relations entre champs
algébriques complexes ( de Deligne-Mumford ), et champs analytiques.
Nous commengons par y démontrer que les théoremes ”GAGA” restent
valables. Nous nous intéressons ensuite aux problemes d’algébrisation
des champs analytiques. A ce sujet nous posons la question de savoir si
un champ analytique propre est algébrique si et seulement si son espace
de modules I'est. On démontrera que ceci est vrai apres éclatement, et
on proposera une méthode, basée sur les idées de M. Artin ( [] ), pour
démontrer que ceci est suffisant pour répondre par I'affirmative a la ques-
tion précédente.

Enfin, nous avons rassemblé en appendice des résultats concernant les
spectres, la descente cohomologique, I'extension des coefficients, la stric-
tification des pseudo-foncteurs, et la théorie de Hodge pour les champs
complexes. Le premier de ces appendices a pour but d’expliquer tres
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rapidement le fonctionnement des spectres aux lecteurs peu habitués a
ce language. Les deux appendices suivants rassemblent des résultats qui
seront utilisés tout au long du chapitre deux, dans 1’étude des foncteurs
de K-théorie. En ce qui concerne la strictification, nous rappelons juste
que la théorie des pseudo-foncteurs est, d’un point de vue de la théorie de
I’homotopie, équivalente a celle des foncteurs stricts. Ceci nous permet
de contourner des difficultés ( dues au fait que la catégorie des champs
est une 2-catégorie ) pour définir certains objets ( spectres de G-théorie
des champs simpliciaux augmentés R.7, construction du morphisme ¢p
dans la preuve de B.25, ... ). Dans la derniére partie de cet appendice on
montre tres brievement comment la théorie de Hodge reste valable pour
des champs de Deligne-Mumford complexes. Ces résultats sont, semble-
t-il, des faits connus, bien que n’apparaissant pas, ou peu ( [[Tel] ), dans
la littérature.
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Notations et Conventions:

Pour une catégorie C', on notera Ob(C') son ensemble d’objets, FI(C)
son ensemble de morphismes, et my(C') I'ensemble des classes d’isomorphie

d’objets de C.

La catégorie simpliciale standard sera notée A. Pour toute catégorie
C, la catégorie des objets simpliciaux de C' est

SC := Homgg (A7, C)

La catégorie des ensembles sera notée Ens, celle des groupes Gp, et
celle des groupes abéliens Ab.
Pour tous groupes abéliens M et A, on notera M, := M ®z A.

Un groupoide est une catégorie pour laquelle tout morphisme admet
un inverse. La 2-catégorie des groupoides est celle dont les objets sont
les groupoides, les 1-morphismes sont les foncteurs, et les 2-morphismes
les transformations naturelles entre foncteurs.

Si C est une catégorie de modeles fermée au sens de [[97], nous noterons
HoC' la catégorie homotopique associée.

Une résolution injective d'un objet X € Ob(C'), est une cofibration
triviale X — X' avec X' fibrant.

La catégorie des ensembles simpliciaux est notée SEns. Par con-
vention, on appliquera systématiquement la construction de Kan décrite
dans [J7], et on supposera donc qu’ils sont tous fibrants.

Si I est une catégorie, et H : [ — S Ens un préfaisceau, on notera sa
limite homotopique et sa colimite homotopique ( [B-K|, XI, X1I] ) par

holimiH hocolim; H

La catégorie des spectres est notée Sp. Pour tout objet £’ de Sp, nous
noterons Ep,; € Ob(SEns) son "n-eme étage”.

Si I est une catégorie, et H : I — Sp un préfaisceau, sa limite
homotopique et sa colimite homotopique ( [Th4, 5] ) seront notées par

holimiH hocolim; H

Si X est un espace algébrique, X ( resp. Xj; ) désignera le site des
espaces algébriques étales et de type fini sur X ( resp. lisses et de type
fini sur X ) muni de la topologie étale ( resp. lisse ).

16



Premiere Partie :

Théoremes de .
Grothendieck-Riemann-Roch
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1 Chapitre 1 : Généralités sur les champs

Dans ce chapitre nous fixerons les notations et les définitions dont
nous aurons besoin par la suite. Comme il ne contient aucun résultat
vraiment nouveau, nous invitons le lecteur a le considérer comme une
annexe de notations.

Dans un premier temps nous rappelons les relations entre champs et
préfaisceaux simpliciaux. Cela nous permettra par la suite de donner
un cadre naturel pour la cohomologie d'un champ a valeurs dans un
préfaisceau en spectres, formalisme qu’il est indispensable de posséder
pour étudier la K-théorie de tels objets. Comme nous aurons a faire de
nombreuses constructions directement au niveau des spectres, en parti-
culier pour appliquer des techniques de descente, nous avons choisi de
travailler dans le cadre des catégories homotopiques.

Dans la seconde partie du chapitre nous fixerons quelques définitions
concernant les champs algébriques. Certaines se trouvent dans la littérature
classique ( [D-M, L-M]] ), d’autres pas ( [[.2(] ). Le lecteur y trouvera aussi
des énoncés sur les ( quasi ) enveloppes de Chow dans le cadre des champs
algébriques. Cette notion nous sera tres utile pour ”approximer” certains
champs algébriques par des gerbes.

1.1 Champs, préfaisceaux simpliciaux et préfaisceaux en spec-
tres

Tout au long de ce paragraphe, C' désignera un site de Grothendieck,
dans lequel les produits fibrés existent.

1.1.1 Champs et préfaisceaux simpliciaux

Soit SPr(C) la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur C'. D’apres
[P, c’est une catégorie de modeles fermée simpliciale. Rappelons que
lorsque C' possede suffisamment de points ( par exemple lorsque C' est le
grand site étale des schémas ), un morphisme f : F' — F” entre deux
préfaisceaux simpliciaux est une équivalence faible, si pour tout point z,
le morphisme induit sur les fibres f, : F, — F est une équivalence
faible.

Si F' et G sont deux objets de SPr(C'), nous noterons Hom(F,G)
I’ensemble simplicial des morphismes de F' dans G, et

RHomy(F,G) := Hom(F, HG)

ol l'on a choisi une résolution injective G <— HG. Comme les résolutions
injectives sont essentiellement uniques, RHomg(F, G) est un objet déterminé
a isomorphisme unique pres dans la catégorie homotopique HoSFEns.
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Soit U — X un morphisme de C, et N (U/X) son nerf. C’est 1'objet
simplicial de C' défini par

NU/X): AP — C
[p] — yXXUXX"'XXq
p};is

Ainsi, pour tout préfaisceau simplicial F' sur C', on dispose du foncteur
composé

FoN{U/X): A — SEns
pl = FWN(U/X)(p))

Nous noterons alors
H(U/X, F) := holima(F o N (U/X))

Dans le cas ou U — X est un morphisme couvrant, H(U/X, F') est
I’espace de cohomologie de Clech du recouvrement U — X & coefficients
dans F'. Par la propriété universelle des limites homotopiques, il existe
un morphisme naturel d’ensembles simpliciaux

F(X)—H(U/X,F)
Définition 1.1 Un objet F' de SPr(C) est appelé flasque, si pour tout
morphisme couvrant U — X de C', le morphisme naturel
F(X)—H({U/X,F)
est une équivalence faible.

La relation entre préfaisceaux flasques et fibrants est donnée par le
théoreme de descente, dont une partie de la démonstration figure en

appendice ([6.17 ).

Théoreme 1.2 Un préfaisceau simplicial F' sur C' est flasque, si et seule-
ment si pour toute résolution injective

F—HF
et tout objet X € Ob(C), le morphisme
F(X)— HF(X)
est une équivalence faible.

Remarque: Dans la terminologie de [J3], notre notion de flasque se
traduit par "flasque par rapport a tout objet X de C”.

Il existe aussi une notion analogue pour les préfaisceaux en spectres,
et le théoreme précédent reste encore valable.
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Rappelons ( [E-M] ) qu’'une catégorie fibrée en groupoides sur C' est
la donnée d’un catégorie C et d’un foncteur

m:C —C
vérifiant les deux conditions suivantes

1. Pour tout morphisme f : Y — X dans C, et tout objet x € Ob(C)
tel que 7(z) = X, il existe un morphisme u : y — z dans C tel que

m(u) = f.

2. Pour toute paire de morphismes u : y — x et v: 2z — x dans C, et
tout morphisme f : 7w(y) — 7(z) dans C tel que 7(v)on(f) = 7(u),
il existe un unique morphisme w : y — z dans C tel que w(w) = f.

Pour tout préfaisceau d’ensembles E' sur C, on définit la catégorie
fibrée en groupoides 7 : F — C de la fagon suivante

e les objets de E sont les couples (X, s) ot X € Ob(C), et s € E(X)

e un morphisme u : (Y,t) — (X, s) est la donnée d’un morphisme
f:Y — X dans C, tel que u*(s) =t

e le foncteur 7 est défini par w(X,s) = X, et w(u) = f.

Simt:C — Cetn :(C — C sont deux catégories fibrées en
groupoides sur C, nous noterons Homg(C,C') la catégorie des foncteurs
de C vers C' qui commutent avec 7 et 7’. Remarquons que cette catégorie
est en réalité un groupoide ( [L-M] ).

Définition 1.3 Soit m : C — C une catégorie fibrée en groupoides sur
C. Le préfaisceau en groupoides associé est défini par

Fci c — Gpd~
X +— Home(X,C)

ot X est le préfaisceau représenté par X .
Le préfaisceau simplicial déduit de Fe par le foncteur qui a un groupoide
associe son ensemble simplicial classifiant, sera noté BF¢.

Rappelons qu'un catégorie fibrée en groupoides C est un champ en
groupoides, si toutes les données de descente sont effectives ( [L-M] ). Par
abus de langage le mot ” champ” signifiera toujours ”champ en groupoides”,
sauf mention explicite du contraire. Il est alors facile de voir que C est
un champ si et seulement si BFp est flasque. La catégorie des champs en
groupoides sur C' sera notée Ch(C'). Nous noterons aussi HoCh(C') sa
catégorie homotopique. C’est la catégorie qui possede les mémes objets
que Ch(C), et dont ’ensemble des morphismes entre deux champs C et
C’ est

Hompocnc)(C,C") := meHome(C,C')

20



En réalité le foncteur C — BFp induit une équivalence de la catégorie
homotopique des champs sur C' avec celle des préfaisceaux simpliciaux
flasques 1-tronqués et morphismes flexibles ( [§] ). Remarquons que
cette derniere est elle-méme équivalente a la sous-catégorie pleine de
HoSPr(C), formée des objets 1-tronqués.

Ainsi, il nous est permis de voir un champ ( ou une catégorie fibrée
en groupoides ) comme un préfaisceau simplicial. De cette fagon, pour
tout champ C sur C, et tout F' € SPr(C), nous pouvons définir

RHomy(C, F) := RHomy(BF¢, F) € HoSEns

1.1.2 Cohomologie généralisée des préfaisceaux Simpliciaux

Soit Sp(C) la catégorie des préfaisceaux en spectres sur C. Nous
savons d’apres [, 2.53], que c’est une catégorie de modeles fermée munie
de "Hom” internes que l'on notera Hom,(.,.). Le spectre des mor-
phismes entre deux objets F, G € Sp(C'), est défini par

Homy(F, G) = limc(Hom,,(F, G))
On définit alors
RHom,(F,G) := Homg,(F, HG)
ou l'on a choisi une résolution injective G — HG. C’est un objet

déterminé a isomorphisme unique pres dans HoSp.

Si F' est un préfaisceau simplicial, et K un préfaisceau en spectres, on
peut définir exactement comme dans [.]] le préfaisceau en spectres des
morphismes

Hom, (F,K).

On dipose alors du spectre des morphismes de F' vers K, défini par
Homg,(F, K) := limg(Hom,(F, G)).

Définition 1.4 Soit F' un préfaisceau simplicial, et K un préfaisceau en

spectres sur C. Alors le spectre de cohomologie de F a coefficients dans

K est défini par
H(F,K) := RHom,,(F, K)

St C — C' est une catégorie fibrée en groupoides sur C, son spectre de
cohomologie a coefficients dans K est défini par

H(C,K) :=H(F, K)
Remarquons que H définit des bifoncteurs
H: HoSpr(C) x HoSp(C) — HoSp
H: HoCh(C) x HoSp(C') — HoSp

21



1.2 Champs et spectres de K-théorie

Pour ce paragraphe, on supposera de plus qu’il existe une catégorie
cofibrée en catégories exactes

p:&€—C
C’est a dire que &€ est une catégorie exacte, et p est un foncteur tel que

e Pour tout objet z € ObE, et tout morphisme de C' f : Y — X il
existe une "image réciproque de x par f’. C’est a dire, il existe un
morphisme u : y — z dans &, tel que p(u) = f, et tel que pour
tout morphisme de £ v : z — z avec p(v) = f, il existe un unique
morphisme w : y — z tel que p(w) = Id.

e Soit Z—2>Y AN X sont deux morphismes de C', x € ObE, et
y € ObE une image réciproque de x par f. Alors toute image
réciproque de y par g est une image réciproque de x par f o g.

e Si  —= Y —"=z est une suite exacte dans &, alors p(u) = p(v) = Id.

e Si F: r—=y—">2 est une suite exacte avec p(z) = X, alors
pour tout morphisme de C' f : Y — X, toute image réciproque de
E par f est encore une suite exacte.

Nous lui associons le préfaisceau en catégories exactes suivant

Fe: C — CatEx
X — Homeg(X,E)

ou CatEwx est la catégorie des catégories exactes et foncteurs exacts, et
Homeoi (X, €) lasous-catégorie de Home (X, E) des sections cartésiennes

([Gi, 1.1.1]).

L’exemple standard que 'on utilisera est celui ou C' = (Sch/S);; est
le site des schémas muni de la topologie lisse, et £ la catégorie cofibrée
des fibrés vectoriels sur C. Ses objets sont les couples (X, V), avec X
un schéma sur S, et V un fibré vectoriel sur X, et un morphisme entre
(Y, W) et (X, V) est la donnée d'un morphisme de schémas f:Y — X
et d’un morphisme de fibrés vectoriels sur Y, W — f*(V).

Si C est un champ, on posera

/5 = Homear(C, E)
c

la catégorie des morphismes cartésiens de champs sur C' ( [G, 1.1.1] ).

Si on note C(X) la catégorie des fleches de C au-dessus de l'identité
de X, alors la catégorie [ o € est équivalente a la catégorie suivante

un objet : est défini par la donnée suivante :
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e Pour tout objet X € Ob(C), et tout objet s € Ob(C(X)) la donnée
d’un objet V{,) € ObE(X)

e Pour tout morphisme de C, f : Y — X, et toute paire d’objets
s € Ob(C(X)), s € Ob(C(Y)), et tout isomorphisme dans C(Y),
h : f*(s) ~ t, un isomorphisme dans £(Y)

¢s,f,h : f*‘/(s) = Vv(t)

e Pour toute paire de morphismes de C'

72y x

tout triplets d’objets s € Ob(C(X)), t € Ob(C(Y')), u € Ob(C(Z)),
et toute paire d’isomorphismes dans £(Y) et £(Z)

h:f*(s)~t
Jig(t)~u
une égalité dans £(2)
Gtg.5 © 9 Ps,fih = Pu,fog,hoj
un morphisme : entre V et W est défini par la donnée suivante :

e Pour tout objet s € Ob(C(X)), un morphisme dans E(F)

as = Viey — Wiy

e Pour tout morphisme de C, f : ¥ — X, toute paire d’objets
s € OC(X)ett € C(Y), et tout isomorphisme dans E(Y),
h : f*(s) =~ t, une égalité dans E(Y)

(bgf/;‘,h o f*(as) = a; 0 (b;/,f,h

Alinsi, fcé' est équivalent a la catégorie des pseudo-transformations

naturelles entre les pseudo-foncteurs ( )

et

C — Cat
X C(X)
C — C(Cat
X - &X)

Nous noterons aussi |, o € la catégorie des sections cartésiennes globales

de &£ sur C. En clair

/5 = Homear (%, E)
c

ou * est le préfaisceau d’ensembles constant associé a un ensemble a un
¢élément.
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Définition 1.5 Le préfaisceau en spectres de K -théorie associé au couple
(C, &) est défini par

K — Sp

C
X = K(Fe(X))

ou
K :CatEx — Sp

est le foncteur de K-théorie défini dans [Wa], 1.3] par exemple. On
définit alors la K -cohomologie d’un champ C a coefficients dans £ par

K(C) = H(C, K)

Le spectre de K -théorie d’un champ C a coefficients dans & est défini

K(C) := K(/CS)

Les groupes de K-cohomologie et de K-théorie de C a coefficients dans &€
sont définis respectivement par

K,.(C) == mK(C)
K,.(C) := 7, K(C)

Les correspondances C — K(C) et C — K(C), définissent des foncteurs
K : HoSPr(C) — HoSp
K : HoCh(C) — HoSp

En effet, pour K cela provient directement de sa définition. Pour le
second, il suffit de garder a 'esprit que

C»—>/5
c

transforme équivalences de champs en équivalences de catégories, et détermine
donc un foncteur

HoCh(C) — HoCatEx

Proposition 1.6 [l existe une transformation naturelle de foncteur
can : K — K

Preuve: Soit C un champ en groupoides sur C'. Alors, pour chaque
objet X de C, et chaque morphisme de champs s : X — C, on dispose
du foncteur image réciproque

s*: /5 = Homge(C, E) — Homcart()?,é') =: Fe(X)
C
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Ces images réciproques vérifient de plus (sos')* = s* o (s')*. Ainsi, pour
X variable dans Ob(C), les foncteurs

Homcmt()?,C) — Fg(X)

définissent un foncteur exact de catégories exactes

/5 e HOmc(Fc,Fg)
C

ou Home(Fe, Fe) est la catégorie exacte des morphismes de préfaisceaux
en catégories sur C'. Or, il existe un morphisme naturel de catégories

WHOmc(Fc, Fg) — HOmc(Fc, WFg)

ol W désigne la construction de Waldhausen ( [Wal, 1.3] ) qui a une
catégorie exacte associe son spectre de K-théorie. Ainsi, on trouve un
foncteur naturel en C

W/S — Home(Fe, W Fe)
c
que 'on compose avec le foncteur classifiant
BW/E: — BHomc(Fc,WFg)
c

Comme il existe un morphisme canonique
BHomgg (A, B) — Homgg,s(BA, BB)

on en déduit un morphisme d’ensembles simpliciaux
K(C)po := BW/S — Homy(BFc, Ki,)
c

Par la naturalité de cette construction, ce morphisme s’étend en un mor-
phisme de spectres

K(C) — Homs,(S(BFe), K)
On peut alors composer ce morphisme avec une résolution injective
K — HK
pour obtenir le morphisme cherché
K(C) — H(C, K)

Une fois que cette résolution injective a été choisie, ce morphisme est
fonctoriel en C. O
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Voici deux exemples qui montrent que le morphisme de HoSp
K(C) — K(C)

peut étre, ou ne pas étre, un isomorphisme.

Considérons C' = (QProj/k) zar, le gros site des schémas quasi-projectifs
sur un corps k, muni de la topologie de Zariski. Prenons £ la catégorie
cofibrée des faisceaux cohérents localement libres et de rang fini sur C|
et K et K les foncteurs de K-théorie et de K-cohomologie associés.

Alors, pour C = X un schéma de C, K(F') est le spectre de K-théorie
de la catégorie des faisceaux localement libres et de rang fini sur X, et
K(C) est le spectre de cohomologie de Xz, a coefficients dans K. On
sait alors que le morphisme canonique

K(X) — H(Xzar, K)

est une équivalence faible ( [TH, 10.5] ).

Prenons maintenant C' = (Q Proj/k)e, le gros site des schémas quasi-
projectifs sur un corps k, muni de la topologie de étale. Dans ce cas
K(X) est le spectre de cohomologie de X a coefficients dans K. On
sait alors que le morphisme naturel

K(X) — H(Xz.,K)
n’est une équivalence que rationnellement.
Supposons pour terminer que I’on dispose d’une autre catégorie cofibrée
en catégories exactes £ sur C, qu'il existe un produit tensoriel exact dans

les deux variables
X & X E— €&

ainsi qu’'une structure de £-module sur &’
®R:EXcE — &

qui est exacte en la premiere variable. Notons K’ et K’ les foncteurs de
K-théorie et de K-cohomologie a coefficients dans £’. On sait alors que
I'on peut construire des produits ( [[J, 5.3] )

KAK — K
KAK — K
KANK —K
KNK — K

qui font de K ( resp. K ) un foncteur en spectres en anneaux, et de K’
( resp. K’ ) un foncteur en spectres en K-modules ( resp. K-modules ).
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1.3 Champs algébriques

Nous noterons S un schéma noethérien integre de dimension finie et
universellement japonais ( i.e. toutes les normalisations de schémas de
type fini sur S sont des morphismes finis ), et (Esp/S); le gros site des
S-espaces algébriques essentiellement de type fini et séparés sur S, oti un
morphisme est couvrant s’il est lisse et surjectif.

A T’aide du lemme de Yoneda, nous identifierons la catégorie (Esp/S)
a une sous-catégorie pleine des préfaisceaux simpliciaux sur (Esp/S);;.
Nous dirons alors qu'un objet F' € SPr((Esp/S);;) est représentable s’il
est isomorphe dans HoSPr((Esp/S);) a un objet provenant de (Esp/S).
Par extension, nous appellerons tout objet représentable un ” S-espace
algébrique”.

Comme nous 'avons fait remarquer au 2.1.1, nous pouvons définir les
champs en groupoides comme des préfaisceaux simpliciaux. Il nous ar-
rivera cependant de les définir comme des catégorie fibrées en groupoides.
Comme nous les considérerons dans la catégorie homotopique, le point
de vu adopté importe peu.

1.3.1 Quelques définitions et propriétés

Définition 1.7 1. Un morphisme de préfaisceaux simpliciauz f : F — F’
sur (Esp/S); est représentable, si pour tout S-espace algébrique X,
et tout morphisme s : X — F' de préfaisceauxr simpliciauz, le
préfaisceau simplicial f~1(X) := F xp X est représentable.

2. Soit P un type de morphismes de S-espaces algébriques, stable par
changement de base ( e.g. lisse, étale, plat, immersion fermée,
immersion ouverte, surjectif, de type fini ... ). Un morphisme
représentable de préfaisceauzr simpliciaux sur (Esp/S); f :+ F —
F' est de type P, si pour chaque S-espace algébrique X, et chaque
morphisme s : X — F' de préfaisceaux simpliciauz, le morphisme
d’espaces algébriques

fx: (X)) — X
est de type P.

3. Soit P un type de morphismes de S-espaces algébriques, local pour la
topologie lisse ( e.g. localement d’intersection compléte, immersion
réguliére ... ). Un morphisme représentable de préfaisceaux sim-
pliciauz sur (Esp/S); f: F — F' posséde la propriété P, si pour
chaque S-espace algébrique X, et chaque morphisme s : X — F’
représentable et lisse, le morphisme d’espaces algébriques

fX . f71<X) — X

est de type P.
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4. Un préfaisceau simplicial 1-tronqué sur (Esp/S); F, est algébrique
( quasi-séparé et localement de type fini ), si

e e morphisme diagonal
A:F—F Xg F

est représentable, quasi-compact et séparé

e il existe un S-espace algébrique X, et un morphisme ( automa-
tiquement représentable par le premier point ), lisse et surjectif

f: X—F

On dira alors que F est lisse ( resp. régulier, normal, de type fini )
sur S, si on peut prendre X lisse ( resp. régulier, normal, de type

fini ) sur S.

5. une catégorie fibrée en groupoides C sur (Esp/S); est un champ
algébrique, si le préfaisceau simplicial Fe est flasque et algébrique.

Remarquons qu’'une catégorie fibrée en groupoides C sur (Esp/S);
est un champ algébrique dans la terminologie de [E-M], si et seulement
si ¢’est un champ algébrique pour la définition précédente.

Définition 1.8 La 2-catégorie des champs algébriques sur S sera notée
ChAlg(S). Le groupoide des 1-morphismes de C vers C' sera noté Homep(C,C').

La catégorie homotopique des champs algébriques sur S, notée HoChAlg(S),
est l'image essentielle dans HoSPr((Esp/S);) du foncteur

ChAlg(S) — HoSPr((Esp/S)u)
C = Fe

Notations et Terminologie: Le mot ”morphisme” fera toujours référence
a un morphisme dans HoChAlg(S), alors que nous préciserons
”1-morphisme” pour ceux dans ChAlg(S). De méme nous parlerons de
”diagrammes commutatifs” pour les diagrammes commutatifs de HoChAlg(S),
et de ”diagrammes 1-commutatifs” pour ceux de ChAlg(S). Nous dirons
que deux champs sont équivalents s’ils sont isomorphes dans HoChAlg(S).

Un l-morphisme s : X — F', avec X un espace algébrique sera
appelé une section de F' au-dessus de X. Le lemme de Yoneda permettant
d’identifier canoniquement le groupoide des sections au-dessus de X avec
F(X), nous parlerons alors de I'objet s € ObF(X) associé a s. Ce n’est
que I'image par s de I'identité.

Par la suite un ”champ algébrique” sera toujours un champ algébrique
de type fini sur S. Dans les quelques cas ou les champs ne seront pas de
type fini, nous préciserons ”champs algébriques localement de type fini”.
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En particulier, comme S est noethérien, tout champ algébrique est aussi
noethérien.

Bien que nous travaillerons essentiellement dans HoChAlg(S), nous
aurons besoin quelque-fois de revenir a ChAlg(S) pour définir certains
objets.

Définition 1.9 Un 1-morphisme de champs algébriques f : F — F’
est propre, si pour tout S-espace algébrique X, et tout 1-morphisme
s« X — F', il existe un S-espace algébrique Y, et un diagramme
commutatif

avec q propre, et p surjective.

Remarque: Comme la propriété d’étre représentable pour un 1-morphisme
est invariante par équivalence, la notion de morphismes représentables
dans HoChAlg(S) est bien définie ( comme morphismes isomorphes a des
images de 1-morphismes représentables ). De méme, pour un morphisme
représentable, la propriété d’etre étale, surjectif, lisse, plat, localement
d’intersection complete, une immersion fermée, une immersion ouverte
... possede un sens.

Il en est de méme pour la notion de morphisme propre.

Définition 1.10 Le champ des ramifications I d’un champ algébrique
F est défini par
IF =F XFxgF F

On notera
TR . [F — F

le morphisme naturel.

Soit F' un champ algébrique.
1. On dira que F' est séparé, si le morphisme
A:F— FxgF
est propre.
2. Nous dirons que F' est de Deligne-Mumford, si le morphisme
A:F— FxgF

est non-ramifié.
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3. Nous dirons que I est A-affine, si le morphisme
A:F— FxgF
est affine.

Par la suite, tous les champs de Deligne-Mumford que [’on rencontr-
era seront Supposés seépares.

Remarques:

e Soit F' un champ algébrique. Pour chaque objet X € (Esp/S), et
chaque objet s € ObF(X), le faisceau des automorphismes de s

Auty(s): (Bsp/X)u — — Gp
(u:Y =X ) —  Aulpy)(u*(s))

est représentable par un X-espace algébrique en groupes ( [L-M] ),
noté Autx(s). Dire alors que F' est A-affine, est équivalent & dire
que pour tout X et s comme ci-dessus, Auty(s) est affine sur X.

e D’apres [L-M], la définition (2) précédente est équivalente a la définition

donnée dans [D-M, 4.6], ce qui explique le choix de la terminologie.

e Un champ algébrique séparé de Deligne-Mumford est A-affine. En
effet, A étant quasi-compact et non-ramifié, il est quasi-fini. Ainsi,
A est propre et quasi-fini, donc fini, et en particulier affine.

e Si S est de caractéristique nulle, tout champ algébrique A-affine et
séparé est de Deligne-Mumford. En effet, A étant affine et propre,
il est fini, et donc quasi-fini. C’est donc un champ de Deligne-
Mumford d’apres [Vi2, 7.17]. Ceci n’est plus vrai pour S général.

e Remarquons aussi, qu'un S-espace algébrique est un champ algébrique
F tel que
A:F— FxgF

soit un monomorphisme. ( [L-M] ).

Exemple: Soit X un S-espace algébrique, et H — S un X-espace
algébrique en groupes, lisse sur S. On suppose que H opere sur X au-
dessus de S

a:X X S H— X

On définit le champ classifiant [X/H], comme la catégorie fibrée sur
(E'sp/S)i;, dont la catégorie fibre au-dessus d'un objet Y € (E'sp/S) est
le groupoide des diagrammes

vy ptl.ox
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ol p est un H-fibré principal, et f un morphisme H-équivariant. On sait
que [X/H] est un champ algébrique ( [L-M] ).

De plus, dans le cas ou H est affine sur 5, [X/H] est A-affine. En
effet, le champ I est alors équivalent au Champ quotient [X/H], on X
est le sous-espace algébrique en groupes de X xg H des couples (z,h)
tels que h.x = x.

Définition 1.11 Soit F' un champ algébrique.

e Un espace de modules pour F' est un S-espace algébrique M, muni
d’un morphisme
p: FF— M

tel que
1. pour tout S-corps séparablement clos K, le morphisme induit
ps : Mo F (SpecK) — moM (SpecK)

est une bijection

2. le morphisme p est universel ( dans HoChAlg(S) ) pour les
morphismes vers les espaces algébriques.

e Un quotient géométrique uniforme pour F' est un espace de modules
M, tel que

1. la projection p : F — M est un morphisme submersif ( i.e.
un sous-champ F' — F est ouvert si et seulement si p(F') est
ouvert dans M )

2. le morphisme naturel ' — F X, F' est surjectif

3. pour tout morphisme plat d’espaces algébriques f : M' — M,
la projection p’ : F' .= F Xy M' — M’ est un morphisme sub-
mersif, qui fait de M' un espace de modules pour F', et vérifiant
la propriété (2) ci-dessus

Remarque: Si F' = [X/H|, est un champ quotient d’une action d'un S-
schéma en groupes sur un S-schéma X, alors M est un quotient géométrique
uniforme pour F si et seulement s’il est un quotient géométrique uniforme

de X par H au sens de [M-F-K], 0.6].

Rappelons les deux principaux résultats d’existence.
Théoréme 1.12 [K-M] Si F' est un champ algébrique tel que
A:F— FxgF

soit fini, alors F' posséde un quotient géométrique uniforme.
En particulier, tout champ de Deligne-Mumford posséde un quotient
géométrique uniforme.

31



Question: Le théoreme [[.T] reste-t-il vrai si on remplace ”fini” par
7 équidimensionnel” 7

Dans le cas ou S est de caractéristique nulle, on possede le lemme
suivant, répondant partiellement a la question précédente.

Lemme 1.13 Soit F' un champ algébrique sur S, tel que le morphisme
diagonal A : FF — F xg F est équidimensionnel. Alors, si S est de
caractéristique nulle, il existe une factorisation unique a homotopie pres

F—f>Fo

)

M

ot Fy est un champ de Deligne-Mumford ( éventuellement non quasi-
séparé, i.e. avec un morphisme diagonal éventuellement non séparé ), et
f fait de F une gerbe bornée par des espaces algébriques en groupes lisses
sur Fy.

Preuve: Pour chaque paire de sections s,t : X — F, on dispose
de 'espace algébrique des isomorphismes [somx(s,t) — X. C’est un
torseur sous le X-espace algébrique en groupes Auty(s). Par hypothese,
le morphisme de projection Autx(s) — X est équidimensionnelle. Comme
la caractéristique de S est nulle, on conclut donc par [FGA 31}, Exp. IVp
Cor. 4.4] que le schéma des composantes connexes K = myAutx(s) —
X existe, mais peut étre non séparé sur X. Le torseur Isomx(s,t) induit
donc un K-torseur sur X, molsomx(s,t) — X.

Ceci nous permet alors de définir Fy(X) comme étant le groupoide
possédant les mémes objets que F'(X), et avec ’ensemble des sections de
mol somx(s,t) — X comme morphisme de s vers t.

De cette fagon, Fj est clairement un champ tel que le morphisme diago-
nal Fy — Fy x Fy est quasi-fini. Comme nous sommes en caractéristique
nulle, ¢’est un champ de Deligne-Mumford. Enfin, le morphisme naturel
F — Fj est localement sur s : X — Fy de la forme

BAutx(s) — BmyAutx(s).

C’est donc une gerbe borné par 'espace algébrique en groupes lisse sur
X représentant la composante neutre de Autx(s). O

Définition 1.14 Supposons que S est de caractéristique nulle. Un champ
algébrique F', tel que le morphisme diagonal est équidimensionnel est ap-
pelé A-équidimensionnel.

Dans ce cas, si le champ F° du lemme est séparé, on dira que F
est pseudo-séparé.
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Ainsi, on voit que si S est de caractérisitique nulle, tout champ A-
équidimensionnel pseudo-séparé possede un quotient géométrique uni-
forme.

Inversemment, si F' est normal et possede un quotient géométrique
uniforme, alors le morphisme diagonal est forcemment équidimensionnel.

Théoréme 1.15 [L-N]] Si F est un champ algébrique, tel que le mor-
phisme
TE . ]F — F

soit plat, alors F posséde un quotient géométrique uniforme M. De plus
le morphisme naturel ' — M, fait de F une gerbe sur M, bornée par
des M-espaces algébriques en groupes plats sur M.

Par la suite, nous nous intéresserons particulierement aux champs qui
sont localement des quotients par des groupes affines.

Définition 1.16 Un champ algébrique F' est localement un quotient ( resp.
localement un quotient affine ), s’il existe un morphisme

p:F— X

ou X est un S-espace algébrique, tel qu’il existe un recouvrement étale
{Ui}ier de X, des S-espaces algébriques en groupes H; lisses ( resp.
lisses et affines ) sur S, opérant sur des S-espaces algébriques X;, et
des équivalences

FU,' = F xXx UZ ~ [XZ/HZ]
Si de plus, F' posséde un quotient géométrique uniforme, on dira que
F est localement un quotient géométrique uniforme ( resp. quotient
géométrique uniforme affine ).

Pour terminer nous rappelons un fait bien connu, mais pour lequel
nous n’avons pas trouvé de référence sous cette forme.

Proposition 1.17 Soit F' un champ de Deligne-Mumford, etp : F — M
son espace de modules. Alors, il existe un recouvrement étale {U;}icr de
M, des groupes finis H;, des espaces algébriques X; et une action de H;
sur X;, tel que pour tout i € I, le champ Fy, := p~*(U;) soit équivalent
au champ [X;/H;].

Preuve: Voir la premiere partie de la preuve de [Vi3, 2.8]. O

Corollaire 1.18 Tout champ F de Deligne-Mumford est localement un
quotient géométrique uniforme affine.

S1.S est de caractéristique nulle, tout champ algébrique A-équidimensionnel
et pseudo-séparé est localement un quotient géométrique uniforme.

Question: Si F' est un champ algébrique A-affine possédant un quo-
tient géométrique uniforme, F' est-il localement un quotient géométrique
uniforme ?
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1.3.2 Quasi-enveloppes de Chow

Pour un champ algébrique F', nous noterons |F| 'ensemble de ses
sous-champs fermés integres. Les éléments de |F| seront appelés les
points de F'.

Pour chaque point = € |F|, le sous-champ correspondant sera noté
{z}. Comme ce champ est integre, il existe un sous-champ ouvert U de
{z} qui est une gerbe sur un espace algébrique integre M. Notons
i: SpecK (M) — M, le point générique de M. Alorsi*F := U x; SpecK (M)
est une gerbe sur SpecK (M).

Définition 1.19 La gerbe i* F définie ci-dessus est appelée la gerbe résiduelle
de F' au point x. Elle sera notée .

La classe du groupe d’isotropie d’un point x € |F|, est la classe de
conjugaison du groupe algébrique sur Speck(x)®® qui borne la gerbe .
On la notera |H,|.

L’ordre de ramification de F' en un point x est par définition [’ordre
de |H,|, s’il existe.

Remarquons que pour chaque point z de F', on dispose d'un mor-
phisme représentable canonique

Ip: @ — I

Définition 1.20 Un morphisme propre de champs algébriques
f:F—F

est une quasi-enveloppe de Chow, si pour tout point x € |F'|, le mor-
phisme induit

:if @) =FxpT—7T
admet une section aprés un changement de base fini de k(zx).

Notons que les quasi-enveloppes de Chow sont stables par change-
ments de base quelconques, ainsi que par composition.

Exemple: Soit F' un champ algébrique séparé, et X — F' une quasi-
enveloppe de Chow, avec X un espace algébrique. Alors I est au-
tomatiquement un espace algébrique. FEn effet, lorsqu’un morphisme
représentable f : F' — F’ est une quasi-enveloppe de Chow, pour tout
point € |F'|, il existe un point y € |F| avec f(y) = =z, tel que le
morphisme induit

|H,| ® Speck(y)s — |H,| @ Speck(y)»

soit un isomorphisme. Comme X est tel que |H,| est trivial pour chaque
y € |X]|, on en déduit que F' est un champ algébrique tel que

AZF—>FXSF
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est une immersion fermée. C’est donc un espace algébrique.

Théoreme 1.21 1. Soit F' un champ algébrique de Deligne-Mumford
réduit. Alors, il existe un nombre fini de S-espaces algébriques X;,
des groupes finis H; ( opérant trivialement sur X; ), et un mor-
phisme représentable fini

[ H[Xi/Hz‘] — I

qui est une quasi-enveloppe de Chow.

2. Supposons que S est de caractéristique nulle. Soit F un champ
algébrique normal, A-équidimensionnel et pseudo-séparé ([.14). Alors,
il existe un nombre finis d’espaces algébriques X;, et un morphisme
représentable fini

e —rF

qui est une quasi-enveloppe de Chow, avec F; une gerbe sur X;
bornée par des espaces algébriques en groupes lisses sur X;.

Preuve: (1) Si on construit une quasi-enveloppe de Chow vérifiant
les conclusions du théoreme pour chacune des composantes irréductibles
de F', leur union disjointe satisfera aux conditions demandées. On peut
donc se restreindre au cas ou F' est integre. Soit M l'espace de modules
de F. D’apres [Vid, 2.6], il existe un S-espace algébrique normal X et
un morphisme représentable fini

f: X —F

Notons Fj la normalisation de F' xj;; X, et Xy 'espace de modules de
Fy. Alors le morphisme naturel X — X est un morphisme fini et bi-
rationnel entre deux espaces algébriques normaux, ¢’est donc un isomor-
phisme. Démontrons alors que Fjy est une gerbe triviale sur son espace
de modules X.

Lemme 1.22 Soit F' un champ de Deligne-Mumford normal tel que la
projection naturelle p : F' — M sur son espace de modules admette une
section. Alors F' est équivalent a une gerbe triviale sur M.

Preuve: Il suffit de montrer que la projection F' — M fait de F' une
gerbe sur M. Comme ceci est local sur M,;, on peut supposer par [L.17,
que F = [X/H] est un champ quotient d’un groupe fini H opérant sur
un S-schéma normal et irréductible X.
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Dans ce cas M = X/H, et la section M — F est définie par un
diagramme commutatif

X/H-L% X/H
(IT Tp
Y X

ou p est la projection canonique, ¢ un H-fibré principal, et f un mor-
phisme H-équivariant. Comme ¢ est étale, f est non-ramifié. Or Y et X
sont normaux et de méme dimension, donc f est étale. Ce qui implique
que p est aussi étale. Ainsi, si Hy = Ker(H — Aut(X)), l'action de
H/H, est libre , et F est équivalent a [(X/H)/Hy). O

Ainsi, Fy ~ [Xy/H] pour un groupe fini opérant trivialement sur X.
De plus, le morphisme
fo . FO — F

est représentable fini, et est génériquement une quasi-enveloppe de Chow.
Il existe donc un sous-champ ouvert dense U — F tel que Fy xpU — U
soit une quasi-enveloppe de Chow. Notons F” le fermé complémentaire
réduit de U dans F'. Par récurrence noethérienne, la proposition est vraie
pour F'. Soit X!, H! et

IS | B

une quasi-enveloppe de Chow pour F’. Alors

f=nllr: XoH [[X/H] — F

2

est une quasi-enveloppe de Chow pour F' qui vérifie les conditions de-
mandées.

(2) Le résultat se déduit immédiatemment du cas (1) et du lemme

L.13. O
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2 Chapitre 2 : K-théorie des champs algébriques

Dans ce chapitre nous allons étudier les spectres de K-théorie des
champs algébriques. Il s’agit d’essayer de décrire ces spectres en fonctions
de " choses connues”, a savoir les spectres de K-théorie des schémas ou des
espaces algébriques, ou encore la K-cohomologie des champs algébriques.

Les premiers résultats dans cette direction sont les théoremes de de-
scente ( 2.4, ). Cependant, ils ne sont pas réellement utilisables pour
décrire la K-théorie, mais sont plutot des outils techniques permettant
de ramener les calculs a des cas connus ( quotients par des groupes finis
par exemple ). Nous en feront un usage intensif dans le chapitre suivant,
lors de la preuve des formules de Riemann-Roch.

Bien que possédant de nombreuses propriétés analogues a celles de la
K-théorie des schémas ( localisation, homotopie, axiome du fibré pro-
jectif ... ), la K-théorie des champs algébriques differe de celle-ci par le
fait qu’elle ne possede plus la propriété de descente étale ( [CH], 11.10] ).
Ceci provient de la nature mixte des faisceaux cohérents sur les champs
algébriques, dans le sens ou ils font intervenir d’une part des faisceaux
cohérents sur des schémas, et d’autre part des représentations de groupes
algébriques. Dans le cas des champs de Deligne-Mumford par exem-
ple, la K-cohomologie rationnelle ne peut pas retenir I'information sur
ces représentations, car la cohomologie d’un groupe fini est de torsion.
Bien que je n’aie pas vérifié tous les détails, il est méme probable que
la condition de descente étale pour la K-théorie caractérise les espaces
algébriques parmi les champs de Deligne-Mumford. C’est alors le but
des théoremes de dévissage ( B.19, B.23, B.29 ) de décrire la partie de
la K-théorie qui disparait dans la K -cohomologie. Ces théoremes sont
d’un certain point de vue orthogonaux aux théoremes de descente. En
effet, il est difficile de les utiliser dans les calculs, mais en contre-partie,
leur caractere descriptif permet de définir, de maniere assez évidente, le
caractere de Chern qui sera utilisé dans les formules de Riemann-Roch.

Le site (Esp/S);; est muni d'un faisceau d’anneaux cohérent
O: X~ OX (X)

On lui associe le champ en catégories Vect — (Esp/S);; ( resp.
Coh — (Esp/S); ), dont la catégorie des sections au-dessus d’un es-
pace algébrique X est la catégorie des faisceaux de O-modules localement
libres et de rang fini ( resp. localement de présentation finie ) sur le site
restreint (E'sp/X);. Remarquons que Vect est un champ en catégories
exactes. Il n’en n’est plus de méme de Coh.

Si F' est un champ algébrique, on peut définir son petit site lisse Fj;.
Ses objets sont les 1-morphismes lisses s : X — F, avec X un espace
algébrique. Un morphisme entre s : X — Fett:Y — F est la
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donnée d'un morphisme f : X — Y, et d’'un 2-morphisme h entre s et

tof.

Ce site est muni du faisceau d’anneaux
OF(X—>F)’—>OX(X)

On lui associe le champ en catégories exactes Cohr — Fj;, dont la
catégorie des sections au-dessus de l'objet X — F est la catégorie des
faisceaux de Op-modules cohérents sur X. C’est la catégorie cofibrée
Coh restreinte a Fj;.

Pour un champ algébrique F', on pose alors

Vect(F) ::/Vect
F

Coh(F) ::/COh

F

D’apres la définition des sections cartésiennes globales d’un champ
( [G], 1.1.1] ), la catégorie Vect(F) ( resp. Coh(F) ) peut-étre définie
de la facon suivante

un objet : est défini par la donnée suivante :

e Pour toute section s : X — F, avec X un espace algébrique, la
donnée d'un fibré vectoriel ( resp. faisceau cohérent ) V) sur X

e pour tout morphisme d’espaces algébriques f : Y — X, et toute
paire de sections
s: X — F

t:Y — F

et tout 2-morphisme h : so f = t, un isomorphisme de fibrés vecto-
riels ( resp. faisceaux cohérents )

¢s,f,h : f*‘/(s) = Vv(t)
e Pour toute paire de morphismes d’espaces algébriques

g !
—_—

A Y —X

tout triplet de 1-morphismes s : X — F,t:Y — F,u : Z — F,
et toute paire de 2-morphismes

h:sof=1t
jitog=u

une égalité
Prg.j © 9 Ps.fh = Pu.foghoj
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un morphisme : entre V et W est défini par la donnée suivante :

e Pour toute section s : X — F'| avec X un espace algébrique, un
morphisme de fibrés vectoriels ( resp. faisceaux cohérents ) sur X

as = Viey — Wiy

e Pour tout morphisme d’espaces algébrique f : Y — X, et toute
paire de sections
s: X — F

t:Y — F

et tout 2-morphisme h : so f = t, une égalité
w * \%
s,f,h © f(as) = az 0 ¢s,f,h

Plus généralement, pour £ une catégorie cofibrée sur (Esp/S);;, F' un
champ, et V une section globale cartésienne de £ sur F', nous noterons
V(s) la section de & sur 'espace algébrique X définie par un 1-morphisme
s: X — F.

Supposons que f : ' — F’ soit un morphisme propre de champs
algébriques. Alors, on peut définir une pseudo-transformation naturelle
entre les pseudo-foncteurs sur Fj,

U — Coh(f(U))
U — Coh(U)

qui & un faisceau cohérent F sur f~1(U), associe le faisceau f.(F) sur U.
Le fait que ceci définit bien une pseudo-transformation naturelle est une
conséquence de la formule de transfert pour les morphismes lisses. Ainsi,
f+ définit un morphisme de champs sur Fj;

f.: f.Coh — Coh

Par la méme construction, si CMod,., désigne la catégorie cofibrée des
complexes de O-modules, a cohomologie quasi-cohérente et bornée, on
définit une image directe

ot .CMod eon —> CMod e

2.1 Premieres propriétés

Définition 2.1 Le préfaisceau en spectres de K-théorie a coefficients
dans Vect est noté K. La K-cohomologie d’un champ algébrique F' est
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Le foncteur de K-théorie a coefficients dans Vect est noté
K: Ch(S) — Sp
F —  K(F):= K(Vect(F))

Si F' est un champ algébrique, son préfaisceau en spectres de K -théorie
a coefficients dans Cohg sera noté G. On définit la G-cohomologie de
F par
G(F) == H(Fy, Gq)

Le spectre de G-théorie d’un champ algébrique F' est défini par
G(F) := K(Coh(F))

Nous noterons
cang : K(F) —
cang : G(F) —

les morphismes canoniques ([1.4 ).

(F)

K
G(F)

Remarque: Pour le site lisse Fj; les morphismes de transitions ne
sont pas forcement plats. Ainsi, G n’est pas réelement défini comme
préfaisceau en spectres sur Fj;. Pour résoudre cette difficulté il suffit de
travailler avec les définitions de [[I'H].

Notons que si f : F© — F’ est un l-morphisme plat entre deux
champs algébriques, le foncteur

f* . f*COhF/ — (COhF)

est exact, et induit donc des morphismes

[ G(F) — G(F)

f*:G(F) — G(F)
De cette fagon, F' — G(F) et F' +— G(F') sont des foncteurs stricts de
la 2-catégorie (ChAlg(S), fl) des champs algébriques et 1-morphismes
plats, vers celle des spectres, morphismes de spectres et classe d’homotopie
d’homotopie entre morphismes.

Si f : FF — F' est un morphisme propre et de dimension coho-
mologique finie. Alors, on peut définir un morphisme dans HoSp

fe: G(F) — G(F)

De cette fagon, F' — G(F') est un foncteur covariant de la catégorie
(HoChAlg(S),pr < o) des champs algébriques et morphismes propres
de dimension cohomologique finie, vers HoSp.

Nous aurons besoin a certains moments d’avoir une version fonctorielle
de ces images directes. Pour cela, nous utiliserons les constructions de
Thomason ( [[TH] ).
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Par exemple supposons que 'on dispose d'un /-pseudo-diagramme de
champs algébriques
F:1— ChAlg(S)

tel que pour chaque u : i — j, le morphisme F(u) : F(i) — F(j)
soit propre et de dimension cohomologique finie. Notons, pour chaque
i € I, A(i) la catégorie bi-compliciale de Waldhausen des complexes de
Ogr(-modules acycliques, et a cohomologie cohérente et bornée. Alors,
la correspondance

i— A1)

définit un /-pseudo-diagramme de catégories bi-compliciales de Wald-
hausen. Et par le procédé de strictification .3, un I-diagramme de
catégories bi-compliciales de Waldhausen

SA i SA®)

En prenant I'image par le foncteur covariant G, on obtient donc un
I-diagramme dans Sp
G:i— K(SA(1))

Ainsi, pour chaque diagramme de champs algébriques, avec des mor-
phismes de transition propres et de dimension cohomologique finie, on
disposera d’'un diagramme de spectres de G-théorie associé. Le cas que
nous utiliserons le plus est celui ou I = A,

Supposons maintenant que f : F' — F’ est propre et représentable.
On dispose alors d'un morphisme de champs sur FJ;

f.: f.Coh — Coh

Si on note CMod,,, ( resp. CModZ, ) la catégorie cofibrée en catégories
bi-compliciales de Waldhausen des complexes de O-modules ( resp. des
O-modules acycliques et a cohomologie cohérente et bornée ), a coho-
mologie bornée et cohérente, ce morphisme induit un morphisme exact
de catégories cofibrées en catégories bi-compliciales de Waldhausen

fe fxCModi, — C'Mod,,,

coh

Ainsi, en passant aux spectres de K-théorie, on a construit un morphisme
de préfaisceaux en spectres sur Fj,

Les produits tensoriels
® : Vect X(ggp/s),, Vect — Vect

® : Vecty xp, Vectp — Vectp

41



X Vectp X Fy, COhF — COhF
induisent des produits dans HoSp ([L.9)
®:KAK—K
®:K(F)ANG(F) — G(F)
®:KAK — K
®: K(F) ANG(F) — G(F)
Rappelons les principales propriétés de ce foncteurs.

Proposition 2.2 1. ( aziome du fibré projectif ) Soit 7 : P(V) — F
un fibré projectif associé a un fibré vectoriel V. de rang r + 1 sur
un champ algébrique F, et x = Op(1) le fibré inversible canonique.
Alors il existe des isomorphismes dans HoSp

Vi K(F) —  K(P(V))
V,;a; — Zz ' ® * (CLZ)
et de méme avec K, G et G.
2. (localisation ) Si j : F' — F est une immersion fermée de champs
algébriques, et 1 : U — F limmersion ouverte complémentaire.

Alors il existe des triangles fonctoriels pour les images réciproques
de morphismes plats

G(F)

G(F')
G(U) i G(F) G

G(U) :

3. (homotopie ) Sip : V. — F est un morphisme de champs algébriques
qui est un torseur affine sur Fy;, alors les morphismes naturels dans
HoSp

p*:G(F) — G(V)
P G(F) — G(V)
sont des isomorphismes.

4. ( dualité de Poincaré ) Si F' est un champ algébrique régulier, le
morphisme naturel dans HoSp(Fy;)

K—G

est un isomorphisme.
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5. ( descente ) Pour tout champ algébrique F', le morphisme canonique
K(F) — H(Fj;, Kq)
est un isomorphisme d’anneauzr dans HoSp, compatible avec les im-
ages réciproques.
St X est un espace algébrique, alors le morphisme canonique
G.(X)®Q — G,(X)
est un isomorphisme.
6. (invariance topologique ) Si j : Freq — F' est l'immersion canonique

du sous-champ algébrique réduit d’un champ algébrique, les mor-
phismes

Js : G(Freq) — G(F)
j* : Q(Fred) — Q(F)
sont des isomorphismes de HoSp.
7. ( continuité ) Soit {F;};cr un systeme inductif filtrant de champs
algébriques avec 1-morphismes de transition plats. Alors, si
F = ColimF; est une 1-limite inductive dans ChAlg(S), le mor-
phisme naturel
G(F) — lim;G(F;)
est un isomorphisme dans HoSp.
8. ( transfert ) Si
F 2> F
f/l lf
F’ —u F
est un carré 2-cartésien dans ChAlg(S), avec f propre et représentable,

et u plat et représentable, alors les diagrammes suivants commutent
a homotopie naturelle pres dans Sp

G(F) <2 G(F,) G(F) <2 G(R)
e )
G(F') <— G(F) G(F') ~— G(F)

9. ( formule de projection ) Soit f : F' — F un morphisme propre et
représentable de champs algébriques. Alors les diagrammes suivants
commutent a homotopie naturelle prés dans Sp

1d®f+ 1d® f.

K(F) A G(F) === G(F) K(F) AG(F') == G(F)
f*®IdJ/ Tf* f*®ldl Tf*
K(F') A G(F') = G(F") K(F') A G(F') = G(F")
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Preuve: Les points (1), (2), (3), (6), (7), (8) et (9) se démontrent
exactement comme dans le cas d'un schéma ( [@] ). Le point (4) se
démontre comme dans [[Th].

Le point (5) provient directement du théoreme de descente de la
G-théorie étale ( [[TH, 11.10] ), et du fait qu'un préfaisceau en spectres
est flasque pour la topologie étale si et seulement il I’est pour la topologie
lisse ( car tout morphisme lisse possede une section apres un recouvre-
ment étale ). O

Remarques:

e Le probleme de savoir si pour un champ régulier F', le morphisme
naturel K(F) — G(F) est un isomorphisme semble difficile, méme
a coefficients rationnels. Les seuls cas ou nous connaissons une
réponse partielle est celui des champs quotients par des groupes

affines ( [Th] ).

e La propriété de descente implique que 'on a un isomorphisme na-
turel dans HoSp(Fy;)
QQ — G

Ainsi, si f: F' — F’ est un morphisme propre et représentable, on
a Rf.Gq ~ f.Gq dans HoSp(F};), et donc on peut construire une
image directe

f.: G(F) ~ H(F}, R£.G) ~ H(F},, Rf.Gq) ~23 H(F}, Gq) ~ G(F")

1

dans HoSp. En utilisant les images directes fonctorielles pour G, et
cette identification, on peut montrer que

F— G

est un foncteur covariant de la 2-catégorie des champs algébriques
représentables sur un champ de base fixe F’, et 1-morphismes pro-
pres et représentables, vers celle des spectres, morphismes de spec-
tres et classes d’homotopie d’homotopie entre morphismes.

Corollaire 2.3 Soit f : F — F’" un 1-morphisme propre et représentable
de champs algébriques. Alors le diagramme suivant commute dans HoSp

G(F) L~ aG(F)

can l \L can

(F) —=G(F)

Preuve: C’est immédiat d’apres la fonctorialité du morphisme can. O
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2.2 Descente de la G-théorie rationnelle

2.2.1 Descente au-dessus d’un espace algébrique

Théoreme 2.4 Soit F' un champ algébrique, et p: FF — X un
1-morphisme, avec X un espace algébrique. Alors

p*GQ3 Xy — Sp
U = G 'Uq

est un préfaisceau flasque sur Xy;.

Preuve: Comme un morphisme lisse possede des sections apres un
changement de base étale et surjectif, un préfaisceau est flasque sur Xj;
si et seulement si sa restriction l'est sur X.;. On travaillera donc avec la
topologie étale sur X.

Remarquons aussi, que s’il existe un triangle

7N

dans Sp(X.:), G est flasque si et seulement si F et F' le sont. Ainsi,
en utilisant la localisation ( .3 ), la continuité ( £ ) et une récurrence
noethérienne on peut supposer que X = SpecK, est le spectre d'un corps.

F

G

Lemme 2.5 Soit K — L une extension galoisienne de corps, et H son
groupe de galois. Soit F' un champ algébrique sur K, et Fr, := F X gpecx SpecL,
muni de l’action de H induite. Alors le morphisme naturel

G(F)Q — holzmHG(FL)Q
est un isomorphisme dans HoSp.

Preuve: Comme H est un groupe fini, et que les spectres sont a
coefficients rationnels, le lemme est équivalent au fait que le morphisme
naturel

0" Gu(F)q — Gu(FL)}

est un isomorphisme. Mais d’apres la formule de projection ( B3 (9) )
pour la projection ¢ : F, — F', un inverse de ¢* est %q*, ou m est
l'ordre de H. O

D’apres le lemme, p.Gq possede la propriété de descente pour tout
recouvrement dans (SpecK). qui est de la forme SpecL — SpecK,
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pour une extension galoisienne L/K. Mais comme tout morphisme cou-
vrant de (SpecK),; possede une section apres un changement de base de
cette forme, le préfaisceau en spectres p,.Gq est flasque sur (SpecK)e. O

Corollaire 2.6 1. Soit F' un champ algébrique, F — X un 1-morphisme
vers un espace algébrique, et Y — X un fibré principal homogene
sous un groupe fini H. Notons p : Fy := F xx Y — F son im-
age réciproque sur F. Alors, il existe un diagramme commutatif
d’isomorphismes dans HoSp

hOCOlimHG<Fy)Q Ln, hOlZmHG<Fy)Q

2. Si F' est un champ de Deligne- Mumford régulier, et p : F' — M la
projection sur son espace de modules, alors il existe un isomorphisme
naturel dans HoSp

H(M.,p. K® Q) ~ G(F)q

Preuve: (1) Comme H est fini, on sait que pour toute action de H
sur un Q-espace vectoriel V, le morphisme naturel Vi — V¥, des co-
invariants vers les invariants, est un isomorphisme. Ceci implique que le
morphisme can du corollaire est un isomorphisme.

Il suffit ensuite de remarquer que p* o p, = xm, avec m l'ordre de
H. Or une application du théoréme R4 au morphisme F' — X, et au
recouvrement étale Y — X, montre que

p*: G(F)q — H(Y/X, f.Gq)

est un isomorphisme. Mais le membre de droite est canoniquement iso-
morphe dans HoSp a holimpyG(Fy)q.

(2) Considérons les morphismes naturels de HoSp
G(F)q —*>H(Me, p.Gq) ="— H(M., p.Kq)

Le théoreme P.4 implique que a est un isomorphisme. Localement sur
M, on a F ~ [X/H]|, avec H un groupe fini opérant sur un schéma
régulier X ( [[LT7 ). Mais dans ce cas, on sait que le morphisme naturel

K([X/H]) — G([X/H])

est un isomorphisme dans HoSp ( [[hZ, 5.3] ). Ce qui montre que le
morphisme
p-Kq — p.Gq
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est une équivalence faible sur M., et donc que b est un isomorphisme
dans HoSp. O

Remarques:

o Il est en général faux que Gq soit flasque sur F};. Un exemple simple
est celui de F' = [SpecK/H|, avec H un groupe fini ( [.7).

e Un cas d’application important du précédent théoreme est celui ou F'
est localement un quotient affine géométrique uniforme ( par exem-
ple un champ de Deligne-Mumford ), et p : F' — M la projection
naturelle sur 'espace de modules. En effet dans ce cas le théoreme
nous permet de localiser sur M., et donc de ramener certaines sit-
uations au cas ou F' = [X/H| est un quotient par un groupe affine.

2.2.2 Descente covariante

Dans ce paragraphe on considérera des ”champs simpliciaux aug-
mentés”. Comme ces objets ne sont pas réellement des objets simplici-
aux strictement augmentés, mais seulement ”augmentés a isomorphismes
pres”, nous allons commencer par fixer le vocabulaire pour éviter les con-
fusions.

Définition 2.7 1. Soit F' un champ algébrique. On définit la 1-catégorie
quotient des champs sur F', Ch/F, par

e les objets de Ch/F sont les 1-morphismes
u: F'— F

e un morphisme entre u : F' — F et v : F" — F, est un
couple (f,h), ot f est un 1-morphisme entre F" et F', et h un
2-morphisme entre wo f et v.

2. Un champ simplicial augmenté vers un champ algébrique F', est un
objet simplicial de Ch/F.

Remarque: Si on considere les champs comme des catégories fibrées
( donc, en particulier, comme des catégories ), un champ simplicial aug-
menté vers F' donne lieu a un pseudo-foncteur covariant

Fy: A? — Clat

En particulier, si chaque 1-morphisme de transition est propre et de di-
mension cohomologique finie sur F', on peut en prendre 'image par le
pseudo-foncteur covariant Coh, et obtenir un A°-pseudo-diagramme de
catégories
Coh(F,): A? — Cat
[n] +— Coh(F,)
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En considérant les catégories de complexes de O-modules acycliques et a
cohomologie cohérente et bornée, on en déduit un A°?-pseudo-diagramme
( covariant ) de catégories bi-compliciales de Waldhausen ( .3 ). Par les
procédés de strictification p.3, on en déduit un A°-diagramme dans Sp

G: A? — Sp
m] = G(F,)

On posera alors

G(F,) := hocolimpjcpor G(F,)

De plus, 'augmentation de F, vers F' induit un pseudo-morphisme de F,
vers le champ simplicial augmenté constant F'. Et donc, un morphisme

dans HoSp (p3)

De méme, si f : F' — F’ est un 1-morphisme de champs, ¢ : Fy, — F et
q : F. — F’" deux champs simpliciaux augmentés, et f, : Fy, — F. un
morphisme de champs simpliciaux augmentés sur F’, propre sur chaque
F,,, alors on trouve un diagramme commutatif dans HoSp

G(F.) L (R

N

G(F) ——~ G(F")

Soit f : Fy — F un 1-morphisme propre de champs algébriques. Son
nerf est le champ algébrique simplicial augmenté sur F', N'(F,/F’), défini
par

N(F,/F): A — ChAlg(S5)
[m] = FOXFFO"'XFFQ

~
m fois

Définition 2.8 Le spectre G(N(F,/F)) sera noté G(F,/F).
De la méme facon, si f est représentable, on définit les spectres de
G-cohomologie relatifs

G(Fy/F) := hocolimppjeaor G(N (Fy/ F),,)

Comme la construction précédente est fonctorielle, elle garde un sens
au niveau des catégories homotopiques. Ainsi, si f : Fy — F est un mor-
phisme propre et de dimension cohomologique finie dans HoChAlg(S),
on dispose des spectres G(F,/F), et G(Fy/F) dans le cas ou f est
représentable, munis de morphismes dans HoSp

fi: G(E/F) — G(F)
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Théoreme 2.9 1. Soit f : X — F un morphisme propre et surjectif
de champs algébriques, avec F' de Deligne-Mumford et X un espace
algébrique. Alors le morphisme naturel

fe: G(X/F) — G(F)
est un isomorphisme.

2. Soit [ Fy — F une quasi-enveloppe de Chow de dimension coho-
mologique finie. Alors le morphisme naturel

fe 1 G(F/F)q — G(F)q
est un isomorphisme.

Preuve: (1) En utilisant la localisation (2.2 ), la continuité (.3 ),
et une récurrence noethérienne, on peut se ramener au cas ou F' est une
gerbe sur un corps K. De plus, comme les colimites homotopiques com-
mutent entre elles, une utilisation du corollaire .3 nous ramene au cas
ou K est séparablement clos, et donc au cas ou I’ est une gerbe triviale,
bornée par un groupe fini H.

Formons le diagramme cartésien

SpecK —— F
|
Y X

Il nous permet de construire un diagramme commutatif

hocolim g G(SpecK) G(F)

a |

hocolimpyG(Y/SpecK) — G(X/F)

La formule de projection ( .2 ) implique que les fleches horizontales sont
des isomorphismes. Il reste donc a montrer que g, est un isomorphisme.
Comme les colimites homotopiques préservent les équivalences faibles, il
suffit de montrer que

g« : G(Y/SpecK) — G(SpecK)

est un isomorphisme.

Soit L/K une extension purement inséparable, telle que Y possede un
point rationnel sur L. Posons Y, =Y Xgpecx SpecL. Alors, on sait que
les morphismes

G(Y,) — G(Y)
G(SpecL) — G(SpecK)
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sont des isomorphismes ( [, 4.7] ). On peut donc supposer que Y possede
un point rationnel sur K. Mais dans ce cas, la section s : SpecK — Y,
induit un inverse homotopique de g, ( [G3, 4.1 (I)] ).

(2) Comme pour le point (1), on peut se ramener au cas ou F' est
une gerbe sur un corps séparablement clos K. Comme, par définition
des quasi-enveloppes de Chow, le morphisme Fy — F' dispose alors
d’une section apres un changement de base par une extension purement
inséparable de K, on peut supposer que

Fy = F Xgpecx SpecL — F

ou L/K est purement inséparable.
Dans ce cas on a un isomorphisme

N(F,/F) ~ F Xgpeex N (SpecL/SpecK)

De plus, N (SpecL/SpecK),.q est isomorphe au champ simplicial con-
stant SpecL. Par invariance topologique, il faut donc montrer que

Je: G(FO)Q - G(F)Q

est un isomorphisme.

Or la formule de projection ( R.3 ) implique que f, o f* = xm, ou m
est le degré de L sur K.

Considérons le carré cartésien

F

| Is

FO XFFQ—p>F0

Comme L/ K est purement inséparable, la section diagonalea : Fy — Fy X Fo,
est une immersion nilpotente. En particulier a, : G(Fy)q — G(Fo Xr Fy)q
est un isomorphisme (B-3). Ainsi, p, = ¢. = (a,)~!. Un autre application
de la formule de projection implique alors que p* = ¢* = m X a,.
Le transfert implique alors que

ffofi =q.op
=m X (a.)" ' oa,

= Xm

Ainsi, f, o f* = xm, et f*o f. = xm. Donc f, : G(F,)q — G(F) est
un isomorphisme. O

Corollaire 2.10 1. Pour toute hyper-quasi-enveloppe de Chow ([[.19 )

p: by — F
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3.

le morphisme naturel
G(F.)q — G(F)q

est un isomorphisme dans HoSp.

. Le foncteur covariant

G: (HoChAlg(S),pr.rep.) — HoSp
F = G(F)

s’étend en un foncteur covariant

G: (HoChAlgDM(S),pr.) — HoSp
F = G(F)

ot (HoChAlgDM (S), pr.) est la sous-catégorie des champs algébriques
de Deligne-Mumford et morphismes propres. Ce foncteur vérifie en-
core les formule de transfert et de projection pour des morphismes
non-nécessairement représentables.

De plus, st F' est de Deligne-Mumford, et p : ' — M la projection
sur son espace de modules, alors

P+ G(F) — G(M) =~ G(M)q

est un isomorphisme.

S1 S = SpecK, avec K un corps de caractéristique nulle, alors le
foncteur précédent s’étend en un foncteur covariant

G : (HoChAlg¥I(S),pr.) — HoSp
F = G(F)

ot (HoChAlg*7(S), pr.) est la sous-catégorie des champs algébriques
A-affines, et morphismes propres.

Preuve: (1) Il suffit d’appliquer un raisonnement analogue a celui fait

dans [G3] 4.1].

(2) Soit f : FF — F’ un morphisme propre de champs de Deligne-
Mumford. D’apres [Vid, 2.6], il existe un espace algébrique X, et un
morphisme propre et surjectif p : X — F. On définit alors f, par le

diagramme commutatif dans HoSp suivant

G(X/F)
. (fop)«
(p«) T

G(F)——G(F)
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Comme le produit fibré de deux morphismes propres et surjectifs est
encore un morphisme propre et surjectif, on vérifie aisément que f, ne
dépend pas du choix du morphisme p : X — F', vérifie la formule de
transfert et de projection, et défini bien un foncteur covariant. Pour
un choix fixé de X — F', on dispose en réalité d’'un morphisme dans
HoSp(Fy)

f* : Rf*QQ - QQ

Soit p : F' — M la projection d’un champ de Deligne-Mumford sur
son espace de modules, et montrons que p, est un isomorphisme.

Par invariance topologique, on peut supposer que F' et M sont réduits.
Considérons le morphisme

f.:Rf.Gq — Gq

sur Mj;, et montrons que c¢’est une équivalence faible. Comme localement
sur M, F' est un quotient par un groupe fini, on peut se restreindre au
cas ou F' = [X/H|, avec H un groupe fini opérant sur un schéma réduit
X.

On considere alors le morphisme propre et surjectif ¢ : X — F. On
a alors un isomorphisme

G« = hocolimyG(X) ~ G(X/F)
I reste & montrer que le morphisme induit par la projectionr : X — X/H
s : hocolimpyG(X) — G(X/H)
est un isomorphisme. Ce qui est équivalent au lemme suivant

Lemme 2.11 Soit X un schéma, et H un groupe fini opérant sur X.
Alors le morphisme naturel p : X — X/H induit un isomorphisme

P (G (X)) — G.(X/H)

Preuve: On peut clairement supposer que H opere fidelement, et
que X est réduit. En utilisant alors la localisation ( R4 ), on se ramene
au cas oll 'action de H est libre sur X. Le lemme provient alors de R.d. O

On vient de voir que f, : R f*QQ — QQ est un isomorphisme dans
HoSp(My;). 1l induit donc un isomorphisme dans HoSp

fo: H(My;, Rf.Gq) ~ G(F) — H(My;, Gg) ~ G(M)

(3) Soit f : F' — F’ un morphisme propre de champs algébriques A-
affines. Pour chaque U — F” lisse, avec U un espace algébrique, f~1(U)
est un champ algébrique A-affine, et propre sur U. En particulier, il est
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séparé, donc de Deligne-Mumford ( [.37] ). Ainsi, f.F détermine un
champ en champs de Deligne-Mumford sur Fj;, avec morphismes de re-
striction lisses et représentables.

Rappelons que (Ch/F") désigne la catégorie des 1-morphismes vers F,
dans laquelle un morphisme de f : F; — F’ vers g : F, — I’ est une
paire composée d'un 1-morphisme u : Fy — F5 et d’'un 2-morphisme
de g o u vers f. De méme, nous noterons (Esp/F") la sous-catégorie de
(Ch/F") des espaces algébriques sur F".

Soit CModZ, la catégorie cofibrée des complexes de O-modules acy-
cliques, a cohomologie bornée et cohérente, sur le site (Esp/F’,li);; des
espaces algébriques sur F’ et morphismes lisses. Par strictification, on
peut associer a cette catégorie cofibrée un préfaisceau en catégories bi-
compliciales de Waldhausen sur (Esp/F’ li); ( qui sera encore noté

CMod?, ), et vérifiant les hypotheses suivantes :

coh

e Pour tout morphisme propre de Esp/F’, f : X — Y, il existe un
foncteur ”exact”

. CMod®, (X) — CMod™, (Y)

coh coh

e Pour toute paire de morphismes propres f : X — Yetg : ¥V — 7
d’espaces algébriques sur F’, on a une égalité de foncteurs

(g0 f). = g. o f. : CMod?%, (X) — CMod%,(Z)

coh coh
e Pour tout diagramme cartésien d’espaces algébriques sur F’

Y/i)'XI

Y —f> X
avec [ propre et u lisse, une égalité de foncteurs

W o fu = flo ()" : CMod2%,(Y) — CModz, (X')
e Pour tout objet X de Esp/F’, il existe une équivalence faible dans
Sp, compatible avec les images réciproques, et les images directes
K(CMod%, (X)) ~ G(X)
On pourra donc supposer que X — G(X)q, ou X € Ob(Esp/F"), est
un foncteur strict pour les images réciproques de morphismes lisses et

pour les images directes de morphismes propres, et qui vérifie de plus la
formule de transfert strictement.
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En clair, si on note (Esp/F’, pr.) la catégorie des espaces algébriques
sur I’ et morphismes propres, on a construit un foncteur covariant

(Esp/F',pr.) w Sp(F})
(p: X > F) = pG

Pour tout champ de Deligne-Mumford Fj sur F’, nous noterons Pr(Fy)
la catégorie des 1-morphismes propres et surjectifs p : X — Fy avec X
un schéma ( un morphisme entre p : X — Fyet ¢ : Y — [ étant la
donnée d'un morphisme f : X — Y et d’un 2-morphisme entre go f et
p ). Le théoreme P.9 (1), et la descente R.3 (5) impliquent qu'il existe un
isomorphisme naturel dans HoSp

hOCOlimXepr(Fo)G<X/FO)Q — Q<FO)Q

De plus, la propriété universelle des colimites homotopique, et la formule
de transfert ( stricte ) pour G montrent que si u : F; — Fj, est un
1-morphisme lisse et représentable de champs sur F’, il existe un mor-
phisme naturel

u* = hocolimxepr(ry) G(X/Fy)q — hocolimxcprpnG(X'/F))q

qui fait de U +— hocolimxepyp—1(v)G(X/f*(U))q un foncteur con-

travariant de F}; vers Sp. L’isomorphisme précédent montre alors qu'’il ex-

iste un isomorphisme dans HoSp(F};) entre f.G et U — hocolimxepyt-1 () G(X/f(U))
De plus, ce foncteur est naturellement muni d’une augmentation

hOCOlimXepr(f—l(U))G(X/f71<U>)Q — G(U)Q

donné par les images directes. Ainsi, cette augmentation définit un mor-
phisme dans HoSp(F};)

f* : Rf*QQ B QQ
En passant a la cohomologie, on obtient le morphisme cherché dans HoSp
fo: G(F) — G(F)

On vérifie aisément que ces images directes sont fonctorielles, vérifient les
propriétés de transfert et de projection, et étendent les images directes
pour les champs de Deligne-Mumford. O

Remarque: Au cours de la preuve du point (3), nous avons défini un
foncteur covariant

(Esp/F',pr.) w— Sp(F};)
p: X—=F) — pG

Il est a noter, que c’est cette forme de covariance renforcée que nous
imposerons par la suite aux théories cohomologiques utilisées (B, 3 ).
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2.3 Théoremes de dévissage de la G-théorie

2.3.1 Cas des champs de Deligne-Mumford

Rappelons que pour un champ F, nous avons défini son champ des
ramifications Ir, muni de sa projection canonique ( [[.1( )

WFZ[F%F

Remarquons que si F' est représenté par un préfaisceau en groupoides,
alors Ir est canoniquement équivalent au préfaisceau en groupoide QF,
dont le groupoide des sections au-dessus d'un S-espace algébrique X est
défini par :

e Les objets de QF sont les couples (s,h), avec s € ObLF(X), et
h € Homp(x)(s, s).

e Les fleches entre (s, h) et (s, ') sont les fleches w € Hompx)(s, '),
telle que w=t.h .u = h.

Définition 2.12 Soit F' un S-champ de Deligne-Mumford. On définit
son champ des ramifications modérées I, comme le sous-champ de Ir
formé des objets (s,h) € ObF(X) x Aut(s), avec h d’ordre premier auz
caractéristiques de S.

Nous dirons alors que F et modéré sur S si It = Ip.

Remarquons que si F' est un champ de Deligne-Mumford, alors tous
les automorphismes des objets de I’ sont d’ordre fini. Ainsi, la définition
précédente a un sens. De plus, I est un sous-champ ouvert et fermé de
Ir.

Un champ F' de Deligne-Mumford est modéré sur son espace de mod-
ules, si et seulement si pour tout point z € |F|, Iordre de ramification
de Fen z ( [[I9) est premier avec la caractéristique du corps résiduel

Par définition méme, le faisceau sur (I%).; représenté par I L, — Ik,
possede une section canonique

SI;;—>II%

qui & un objet (s, h) € IL(X) au-dessus d'un espace algébrique X, asso-
cie 'automorphisme h : s ~ s, qui vérifie bien h=*.h.h = h.

Nous noterons pf_ le faisceau sur (Esp/S)es, qui a un S-espace algébrique
X associe le sous-groupe de O% (X) des éléments de torsion, dont 'ordre
est premier aux caractéristiques de S. On dispose alors d'un faisceau en
Q-algebres
Qlutel : (Esp/S)a —  Q—alg
X = Qlug (X))
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Si H est un groupe cyclique d’ordre fini, on peut choisir un isomorphisme

Q[X]
Xm—1

Q[H] ~
ou m est lordre de H. On écrit alors

X™—1 =H¢d(X)

dlm

ot Pg(X) est le d-eme polynome cyclotomique. Le noyau du quotient de
Q[H] correspondant a la projection naturelle

Qx| QL]
X7 —1 Om(X)’

sera notée Iy. Il est indépendant de I'isomorphisme choisi entre Q[H| et

Q[X]
~o—7- On notera alors

De plus, si H < H’ est un homomorphisme injectif de groupes cycliques,
alors le morphisme naturel

Q[H] — Q[H']

induit un morphisme de Q-algebres entre Q(H) et Q(H').

En appliquant cette construction aux faisceaux i, des racines
m-eme de "unité sur (Esp/S)e, on peut définir un faisceau en Q-algebres
Q(pm). On passe alors a la limite inductive sur les entiers m premiers
avec les caractéristiques de S, et on obtient un faisceau de Q-algebres

sur (Esp/S)et

A (Bsp/S)e — Q- alg
X = colimy, Q(um (X))

C’est une algebre quotient de Palgebre de groupes Q[u%.]. On dispose
donc d’une projection naturelle

Qlus] — A

Dans le cas ou S = Speck, avec k un corps contenant les racines de
I'unité, on peut choisir un plongement ( non canonique )

f1o(Speck) — f10o(C)

Ceci nous permet alors de définir un plongement ( non canonique )

A= Q(ui (k) = Q" — C
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oll Q% est la cloture abélienne de Q, vue comme un faisceau constant
sur (Esp/S)e.

Comme il est expliqué dans I'appendice, il existe des objets K ® A et
G ® A dans HoSp((I%)e:). Le premier est un objet en Q-algebres dans
HoSp((I%)et), et le second est un objet en K ® A-modules.

A Taide de ces notations on va définir la K-cohomologie ”a coefficients
dans les représentations”. Le choix de la terminologie sera expliqué au
cours du chapitre suivant.

Définition 2.13 Soit F' un champ de Deligne-Mumford. La K-cohomologie
et la G-cohomologie a coefficients dans les représentations sont définies
par
K'(F) := H((Ip)et, K@ A)
F):=H((I

G"™(F) : (Ip)et: G @A)

Des propriétés des foncteurs K et G ( .3 ) on tire immédiatement la
proposition suivante.

Proposition 2.14 La correspondance F — K"P(F) est un foncteur
contravariant de la sous-catégorie de HoChAlg(S) des champs de Deligne-
Mumford vers les Q-algebres de HoSp.

La correspondance F' +— G"P(F) est un foncteur covariant de la
sous-catégorie de HoChAlg(S) des champs de Deligne-Mumford et mor-
phismes propres, vers HoSp. C’est aussi un foncteur contravariant pour
les morphismes étales représentables. De plus, on a les propriétés suiv-
antes

1. pour tout champ F de Deligne-Mumford, G"?(F') est un
K"P(F)-module. Si f : F' — F est un morphisme propre, x € K.?(F)
ety € GIP(F"), alors

f(f*(@).y) = 2. fu(y)

2. si le carré suivant est cartésien
a —t
’Ul lu
G—=F

avec p propre, et u étale, alors

g.ov" =u"op,
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3. sij: F'— F est une immersion fermée, et i : U — F l'immersion
complémentaire, alors il existe un triangle fonctoriel dans HoSp

Grep(F/

TN

grep Grep )

4. s1p: T — F est un torseur sous un fibré vectoriel V- sur F', alors
le morphisme naturel

P GYF) — GX(V)
est un isomorphisme.
Preuve Il suffit d’appliquer les propriétés des foncteurs K et G au
cas des champs I.. O

Remarque: D’apres les propriétés rappelées en appendice ( 6.4 ), si
loo €st un faisceau constant sur I (‘on dira dans ce cas que 7S contient
les racines de 1'unité” ), on a un isomorphisme canonique

K'?(F) ~K(Ip) ® A(If)

Comme, A est le sous-corps de Q% engendré par les racines de 1'unité
d’ordre premier aux caractéristiques de S, on a

K\(F) — K,(Ip) ® Q™

Théoreme 2.15 Soit F' un champ de Deligne-Mumford.
1. 1l existe un morphisme de spectres en anneaux
or : K(F) — K™¥(F)
qui est fonctoriel pour les images réciproques.

2. Si de plus, S est d’égales caractéristiques et contient les racines de
l'unité, et ' est réqulier alors le morphisme induit

¢ G(F) @ A(5) ® Q — G"*(F)
est un isomorphisme.

Preuve: (1) Soit ¢ € pl (IL) une section globale. Commengons par
définir un foncteur exact

F : Vect(Iy) — Vect(Iy)

Soit V' € Vect(1L), un fibré vectoriel sur I%. Il est défini par les données
suivantes :
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e Pour tout S-espace algébrique X, et tout objet (s, h) de It (X), un
fibré vectoriel Vi, ) sur X.

e Pour tout couple (s,h) € Ob(IL(X)), (s',1) € Ob(IL(Y)), tout
morphisme f : Y — X de S-espaces algébriques, et tout isomor-
phisme H : f*(s,h) ~ (s, h’), un isomorphisme de fibrés vectoriels
sur Y

Ot [ Visny = Visw)

e Pour tout couple de morphismes de S-espaces algébriques

72y x

tout objet (s, h) € Ob(IL(X)), (s',h') € Ob(IL(Y)), et (s",h") €
et tout isomorphisme H; : f*(s,h) ~ (s',h'), et Hy : g*(s', h’) ~ (
une égalité

S

g*¢f7H1 © ¢97H2 - ¢fog7g*H10H2

En particulier, comme pour tout objet (s, k) € I};,(X), h € Hompx)(s, s),

définit un isomorphisme h : (s, h) — (s, h) dans IL(X), le fibré vectoriel
Vis,ny sur X est muni d’'une action du groupe cyclique < h >, engendré
par h dans Homp(x)(s,s). Par hypothese sur I'ordre de h, cette action
se diagonalise canoniquement

O
View = Vi, @ Wiem

ol V((SC,)U, est le sous-fibré ou h opeére par multiplication par (.

De plus, pour tout couple (s,h) € Ob(I%(X)), (s',h') € Ob(IL(Y)),
tout morphisme f : Y — X de S-espaces algébriques, et tout isomor-
phisme H : f*(s,h) — (s', h'), ¢y commute avec les actions de < h >
et < A’ >. Il induit donc des isomorphismes

2 74%9) (©)
¢f,H : -f Vv(s,h - ‘/(s’ h')
La condition de cocycle pour ¢ induit alors une condition de cocycle pour

chaque ¢¢. Ainsi, la donnée de V(Ch), pour chaque (s,h) € Ob(I%), et des

cocycles ¢¢, définissent un fibré vectoriel V() sur It.
Ce fibré vectoriel V(€ est aussi le sous-fibré de V sur lequel la section
canonique S : It — T rt, opere par multiplication par ¢.
Posons alors
Fe: Vect(Ih) — Vect(I})
1% — V(©

Pour chaque ¢ € p', F; est un foncteur exact. On peut considérer la
somme directe de ces foncteurs

F: Vect(lp) — D, Vect(])
|4 = @Céuoo(f%)v
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Nous noterons P, = Vect le champ associé a la catégorie fibrée

(I%'>et — Cat
U — ®NOO(U) Vect(U)

On peut alors vérifier que le foncteur F' se localise sur (Ik)., et induit
un morphisme sur les champs en catégories exactes sur (1)

F : Vect — @ Vect
3

Nous faisons ici remarquer au lecteur que la catégorie cofibrée @ Vect
n’est généralement pas un champ. Ce morphisme induit donc un mor-
phisme dans HoSp((I%))

F: K — K(EP Vect)
Mo

Or, d’apres (4), on sait que

dans HoSp((I%)er)-
On compose alors avec les deux morphismes canoniques
Qus] — A
can : K(I},) — K(I%)
pour obtenir le morphisme cherché
FK(I) — K'(F)
Posons alors
¢op = Fony: K(F) — K"?(F)

Ce morphisme est clairement fonctoriel en F' pour les images réciproques.
La compatibilité avec les produits, provient du fait que F' est un mor-
phisme de champs en catégories tensorielles. Ce qui peut se vérifier lo-
calement sur (Ir)e & 1’aide de I'isomorphisme naturel de foncteurs

—) =~ @ Fy(=) ® Fy(-)
n-n'=¢

Remarquons que le morphisme au niveaux des catégories cofibrées

Vect — @ Vect

Bho
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ne préserve pas le produit tensoriel en général ( prendre par exemple
S = SpecR, et F = BZ/3 ).

(2) Comme S ”contient les racines de I'unité”, on a ( p.16 (5) )
G'(F) = G(Iy) ® A(S)

Soit p : I — M Vespace de modules de F. D’apres P.4, pour montrer
que le morphisme ¢ induit une équivalence faible en Gthéorie, on peut
remplacer M par un recouvrement étale. Ainsi, nous permet de
supposer que F' est un champ quotient [X/H], avec X un S-schéma
régulier d’égales caractéristiques, et H un groupe fini opérant sur X. On

sait alors que I est équivalent & [X/H], ou
X :={(z,h) € X x H/h.x = z et h d'ordre premier avec carS}

Ainsi

G.(Ir) ~ D G..(x")7™

heH o(h) premier avec carS

avec X" le sous-schéma des points fixes de h, et Z(h) le centralisateur
de h dans H.
Mais alors le morphisme

or : Gu(F) @ A(S) — ar) G.(XM)7™M @ A(S)

hec(H) o(h) premier avec carS

est celui défini dans [Vi, Th. 1]. On sait alors que c¢’est un isomorphisme.
O

Notons que le foncteur F' défini au cours de la preuve du point (1),
existe plus généralement sur la catégorie des Oy -modules. De plus, il
est exact et préserve la cohérence, la quasi-cohérence, et la propriété
d’étre acyclique. La construction est rigoureusement la méme. Il suffit
de se rappeler que I'action d’un groupe diagonalisable sur un O-module
se diagonalise canoniquement.

Corollaire 2.16 Soit F' un champ algébrique de Deligne-Mumford régulier,
avec S d’égales caractéristiques et contenant les racines de l'unité. Soit
IM Uespace de modules de It.. Alors, il existe un isomorphisme de A(I%)-
modules

G(F)® A(S) — G(IM) @ A(S)
Preuve: Il suffit de composer le (2) avec .10. O
Remarque: Notons que cet isomorphisme est composé de deux isomor-

phismes, dont I'un préserve les images réciproques, et 'autre les images
directes. Ainsi, I'isomorphisme précédent n’est pas fonctoriel en général.
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Une version covariante, ainsi qu’'une extension aux cas des champs avec
singularités, seront données comme conséquences des théoremes de Grothendieck-
Riemann-Roch.

Dans le cas o le faisceau ! est constant sur S (i.e. 7S contient les
racines de I'unité” ), on peut choisir un plongement

Nio — NOO(C)

Dans ce cas la Q-algebre A(S) s’identifie & un sous-corps de Q®, la cloture
abélienne de Q. Ainsi, le corollaire précédent donne un isomorphisme

G.(F)® Q" — G.(IM) 2 Q"

2.3.2 K-théorie a coefficients dans les caracteres

Nous venons de voir que pour un champ de Deligne-Mumford F', les
spectres de G-théorie sont approximables ( et méme calculables, apres
extension des coefficients et dans le cas régulier ) par la G-cohomologie du
champ It. Une généralisation directe de ses résultats pose quelques dif-
ficultés. Nous proposons dans ce paragraphe une approche dont les idées
sont proches de celles du paragraphe précédent. Cependant, méme dans
le cas des champs qui possedent des quotients géométriques uniformes
affines sur un corps de caractéristique nulle, cette derniere méthode ne
permet pas d’obtenir des résultats analogues a .16

Soit X un S-espace algébrique, et H — X un X-espace algébrique
en groupes. Par abus de notations, nous dirons que H est de type
multiplicatif, s’il est de type multiplicatif et de type fini sur X ( donc
quasi-isotrivial d’apres [EGA 3 11, X 4.5] ). Avant tout rappelons que
si H — X est un X-espace algébrique en groupes affine et lisse sur X,

alors le foncteur
Ty : Esp/X —  Ens

Y = Ty(Y)

ou 7y (Y) est 'ensemble des sous-groupes de type multiplicatif de

Hy := H xx Y, est représentable ( localement de type fini ), et lisse sur X
( [EGA 3T, XI 4.1] ). De plus, si H — H est un sous-groupe fermé,
alors Ty — Ty représentable par une immersion fermée ( [SGA 3 T71],
X1 4.3]).

Définition 2.17 1. Soit F un champ algébrique. Nous définissons le
champ des sous-groupes de type multiplicatif de F

Dgp: Esp/S —  Gpd

ot Dp(X) est le groupoide dont les objets sont les couples (s, D),
avec s € ObF(X), et D un sous-groupe de type multiplicatif fermé
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de Autx(s), et un isomorphisme entre (s, D) et (s, D) est donné
par un isomorphisme u : s ~ s’ dans F(X), tel que u='.D'.u = D.

2. Nous définissons le champ des caracteres de F

X5 (Esp/S) —  Gpd

ot X5(X) est le groupoide des triplets (s, D, x), avec (s, D) € ObDp(X),

et X € Homgyx(D,Gy,) un caractére de D. Un morphisme de
(s, D, x) vers (s', D', x') est un morphismeu : (s,D) — (s, D')
dans Dp(X), tel que u=t.x .u = x.

D’apres [EGA 3T, IX 6.8], si f: H — H’ est un morphisme de
X-espaces algébriques en groupes affines sur X, et D — H un sous-
groupe de type multiplicatif, le morphisme induit D — H' se factorise
canoniquement en

D—D ——H
ou D’ est de type multiplicatif, et 7 une immersion fermée. Ainsi, on
dispose d’une application f, qui envoie sous-groupes de type multiplicatif
de H vers sous-groupes de type multiplicatif de H’. Ceci permet de voir
que F +— Dp est fonctoriel.

Il est clair que ces définitions passent a la catégorie homotopique. On
peut donc définir le foncteur suivant

Dr: HoChAlg(S) — HoCh(S)
F = DF

De plus, si f : ' — F’ est un morphisme représentable de champs, il
existe un morphisme naturel

X*(f): X5 — XF

En effet, si f est représentable, pour chaque section s € ObF(X), et
s = f(s) € ObF'(X), le morphisme induit

Autx(s) — Autx(s')

est une immersion. Ainsi, si D est un sous-groupe de type multiplicatif
de Autx(s), et x € X*(D), 'image de (s, D, x) par f est par définition
(f(s),D,x), ou D est vu comme sous-groupe de Autx(f(s)).

Proposition 2.18 Soit F' un champ algébrique tel que, pour chaque ob-
jet s € ObF(X) au-dessus d'un S-espace algébrique X, le X-espace
algébrique en groupes Autx(s) soit localement sur Xe;, un sous-groupe
fermé d’un X-espace algébrique en groupes affine et lisse sur X ( par
exemple F' est un localement un quotient affine ). Alors le champ Dp est
un champ algébrique, localement de type fini sur F.
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Preuve: Il nous suffit de démontrer que
DF — F

est représentable par une réunion disjointe de champs algebriques de
type fini sur F. Comme Dp est réunion disjointe des sous-champs D¥
paramétrisants les sous-groupes de types constants égaux a M, ou M
parcourt l’ensemble d’isomorphie des groupes abéliens de type fini, il
suffit de montrer que chaque D} est algébrique et de type fini sur F.

Il faut donc montrer que pour chaque l-morphisme s : X — F,
avec X représentable, le champ D¥ xp X est un espace algébrique
de type fini sur X. Considérons ce champ comme un champ sur X.
Son groupoide des sections au-dessus de f : Y — X, est formé des
triplets (¢, D, h), ot (t, D) € ObD¥(Y), et h est un 2-morphisme entre
so f et t. Par le morphisme de groupoides (t, D,h) — h~1.D.h, il est
équivalent au groupoide discret des sous-groupes de type multiplicatif de
type M de f*Autx(s) — Y. Ainsi, DM xp X est équivalent au fonc-
teur 7™ (Autx(s)) des sous-groupes de type multiplicatif de Autx(s),
de types constants égaux a M ( [SGA 3T, IX 1.4] ). Mais d’apres
I’hypothese, on sait que ce foncteur est représentable par un X-espace
algébrique de type fini sur X. O

Corollaire 2.19 Si F' est un champ algébrique vérifiant I’hypothése de
la proposition précédente. Alors le morphisme naturel

X, — F
est représentable.
Preuve: D’apres la proposition, il suffit de montrer que
X — Dp

est représentable. Montrons que X —— Dp est un champ constant
tordu quasi-isotrivial ( au sens de [EGA 3 11, X 7] ).

On peut se restreindre au-dessus d’une composante DY, et supposer
que les types des sous-groupes de type multiplicatif sont constants égaux
a M.

Soit X un espace algébrique, et X — D¥ une section, correspon-
dant & Dobjet (s, D) € ObDM. Ainsi, D est un sous-groupe de type
multiplicatif de Autx(s). Son faisceau des caractere Homey, x (D, Gp,),
est un faisceau constant tordu quasi-isotrivial sur X, dont les fibres sont
isomorphes au schéma discret M. Il est donc représentable par un espace
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algébrique constant tordu quasi-isotrivial X*(D) — X. Comme cet es-
pace algébrique représente le champ X7, xp, X, il vient que X}, — Dp
est un champ constant tordu quasi-isotrivial. O

La proposition et le corollaire précédents permettent de donner un
sens aux foncteurs suivants

D: HoChAlg'(S) — HoChAlg(S)
F — Dr

X*: (HoChAlg'(S),rep.) — HoChAlg(S)
F — X3
ou HoChAlg'(S) ( resp. (HoChAlg'(S),rep.) ) est la sous-catégorie
pleine de HoAlgCh(S) des champs vérifiant 'hypothese de la propo-

sition ( resp. et morphismes représentables. ), et HoChAlg(S) celle des
champs algébriques locamenent de type fini sur S.

Remarquons aussi, que si F’ < F est une immersion localement
fermée, alors les diagrammes suivants sont cartésiens

DF/—>DF X;/—>X}k,—v
Fr—F '——F

Il est assez difficile de décrire D en fonction de F' en toute généralité.
Par contre, la proposition suivante donne une description locale du mor-
phisme induit D f : Dp — D, lorsque f est un morphisme représentable.

Proposition 2.20 Soit f : F — F' un morphisme représentable de
champs algébriques, et Df : Dp — Dpgr le morphisme induit.

Soit (s, D) : X — Dpr un 1-morphisme, avec X un espace algébrique,
correspondant a un sous-groupe de type multiplicatif

D — Autx(s)

et a un 1-morphisme s : X — F. Notons Z = X Xp_, Dp, et
X' =X xp F. Alors il existe un isomorphisme canonique entre Z et
(X", le sous-espace des points fizes de X' par Uaction de D, induite
par celle de Autx(s) sur X'.

Preuve: C’est une vérification immédiate a ’aide des définitions. O
Par construction, on dispose du groupe de type multiplicatif uni-

versel, Dp — Dp. C’est un champ en groupes de type multiplicatif
sur Dp, tel que pour toute section au-dessus d'un espace algébrique
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(s,D) : X — Dp, X Xp, Dp >~ D comme X-espace algébrique
en groupes. On peut alors définir le faisceau des caracteres universels

Xp: (Esp/Dp)i — Ab
XHDF = Homgp/X(DF XDp X, Gm)

De fagon plus explicite, si (s, D) : X — Dp est une section au-dessus
de X, correspondant au sous-groupe D — Autx(s), alors

X3(X) = Homey)x (D, Gy)

C’est aussi le faisceau sur (E'sp/ D );; représenté par le morphisme X — Dp.
Pour tout groupe abélien de type fini M, nous noterons K [[M]] 'anneau

K[M] localisé le long du systeme multiplicatif engendré par les éléments

de la forme 1 — m, oum € M.

Définition 2.21 e La Q-algébre Q[[X*(F)]] est notée Ap.

e La K-cohomologie d’un champ F', a coefficients dans les caracteres,
est définie par
KX(F) :=H(Dr, K ® Ar)
ot l’on prend la cohomologie dans la catégorie Sp((Esp/Dr)i).

La G-cohomologie d’un champ F, a coefficients dans les caractéres,
est définie par

GX(F) :=H((Dr)u, G ® Ar)
ot l’on prend la cohomologie dans la catégorie Sp((Dp)y;).

Notons que KX(F') est muni naturellement d’une structure d’algebre,
qui est le produit tensoriel des produits sur K et sur Q[[X}]] (64 ). De
méme, GX(F') est un KX(F')-module.

Proposition 2.22 La correspondance F +— KX(F') est un foncteur con-
travariant de HoChAlg'(S) vers les anneauzr de HoSp.
La correspondance F' — GX(F') est un foncteur covariant de (HoChAlg'(S), pr.rep.),
la sous-catégorie de champs algébriques et morphismes propres représentables,
vers celle des groupes abéliens. C’est aussi un foncteur contravariant
pour les morphismes étales représentables. De plus, on a les propriétés
suivantes

1. pour tout champ F, GX(F) est un KX(F)-module. Si f : F' — F
est un morphisme propre, x € KX(F) et y € GX(F”), alors

fo(ff(2)y) = 2. fiu(y)

2. si le carré suivant est cartésien
q
G ——F'

G—p>F
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avec p propre, et u étale, alors
g« 0V = u’ o p,

3. s1j: F' — F est une immersion fermée, et i : U — F 'immersion
complémentaire, alors il existe un triangle fonctoriel dans HoSp

GX(F")

/\

4. stp: T — F est un torseur sous un fibré vectoriel V. sur F', alors
le morphisme naturel

(F)

Pt GX(F) — GX(V)
est un isomorphisme.

Preuve: Commencons par les fonctorialités.
Soit f : F' — F’ un morphisme de champs de HoChAlg'(S). 1l existe
un morphisme de restriction des caracteres

Resy: Df*Xp — Xp

ou Df : Dp — Dy est le morphisme induit par f. Il est défini de
la fagon suivante. Une section de D f*X*(F’) au-dessus d’un espace
algébrique X, est la donnée d’une section (s, D) € ObDp(X), d’une sec-
tion (s', D', x') € ObXp:(X), et d'un isomorphisme u € Isomx(f(s),s'),
tel que u™.Df(D).u = D’. On pose alors

Res¢(s,D,x) :=ux'w"'of:D— Df(D) — G,
Ce morphisme induit donc un morphisme d’algebres
Res; : Q[[Df*Xp]|=Df*Ar — Ap
On dispose ainsi d'un morphisme dans HoSp(Esp/Dp)
Id® Resy : K@ Df*Apr — K ® Ap

En prenant l'image par RDf, : HoSp(Esp/Dr) — HoSp(Esp/Dpg),
on obtient un morphisme dans HoSp(Esp/ D)

RDf.(K)® A — RDf. (K ® Ar)

que I'on compose avec les images réciproques pour K
K& Ap L2 RDf(K) © Ap —= RD (K @ Ap)
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En prenant les sections globales sur Dg/, on trouve
f*KX(F) — KX(F)

Il est clair que cette construction est naturelle pour la composition, et
préserve la structure d’anneau.

Soit f : I — F’ un morphisme propre et représentable. Il induit
alors un morphisme naturel Ind; : Xr — Xp, et donc un morphisme
d’algebres

Ind; : Ap — Df*Ap

et donc

Id@Ind; : GO Apr — G Df " Ap

En en prenant 'image directe par D f

RDf.(G® Ar) — RDf.G @ Ap
et en composant avec les images directes pour Gq

RDf.Gq — Gq

on obtient un morphisme dans HoSp((Dg+);)

Df.: RDf.(G® Ar) — G ® Apr
et donc le morphisme cherché sur les sections globales

fo: GX(F) — GX(F)

Il est aussi clair que cette construction est naturelle pour la composition.
Passons a la démonstration des points (1) a (4).

Une remarque générale qui nous sera utile, est que lorsque f : F — F’
est représentable, le morphisme de restriction

Resy : Df*Apr — Ap

est un isomorphisme, et Ind; = (Resy) ™.

Les points (1) et (2) se déduisent directement de la formule de projec-
tion P.2, et du fait que Resy = I nd}?1 pour un morphisme représentable.

(3) Comme le diagramme suivant est cartésien

Dj Di
Dp—= Dp<——Dy

| ]

F'jF’U
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on a un triangle dans HoSp((Dg)y;)

7.G
77X
*G G

qui induit un triangle apreés tensorisation par Apg ( car Ap est plat sur
zZ)

"G ® Ap G® Ap

Ind; : Rj.(G® Ap) ~ j.G® Ap
Res; :i"G @ Ap ~i" (G ® Ap)

Ainsi, le triangle précédent induit un triangle sur la cohomologie

GX(F)

G*(U) - GX(F)

(4) Commengons par montrer que Dp : Dy — Dp est encore un
torseur sous un fibré vectoriel. Soit (s, D) : X — Dp une section, avec
X un espace algébrique, correspondant au sous-groupe D — Auty(s).
Alors Dy X p, X est équivalent & 'espace V¥ des points fixes de 'action
de D sur la restriction Vx, de V sur X ( B:20 ). Or V¥ est un sous-
fibré vectoriel de V. Ceci montre que Dy est un sous-fibré vectoriel de
V X Dp. De plus, Dy étant un torseur sous Dy, ¢’est encore un torseur
affine sur Dp.

On sait alors que ( .7)

Dp*: G — RDp,G
est une équivalence faible, et donc
Dp*®Id: G® Ap — RDp,G® Aps

aussi. Mais
RDp,G ® Ap ~ RDp,(G® Dp* Apr)

et comme la restriction Resy : Dp*Aps — Ap est un isomorphisme, on
obtient bien que

f*=Dp*®Resy: G Apr — RDp,(G® Dp* Ap) ~ RDp.(G @ Ar)

est un isomorphisme. O
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Théoréme 2.23 Soit F' un champ algébrique de HoChAlg'(S). Alors,
il existe un morphisme d’algébres dans HoSp

xr : K(F) — KX(F)
qui est compatible avec les images réciproques.

Preuve: Comme il existe un morphisme naturel d’algebres Q[X}] — Ap,
il suffit de construire un morphisme

K(F) — H(Dp, Kq ® Q[X}])
Counstruisons un foncteur exact

p: Vect(Dp) — EB Vect(Dr)

Xp(Dr)

Si V est un fibré vectoriel sur Dp, il est canoniquement muni d’une action
du groupe de type multiplicatif universel Dy — Ip,. Pour cette action,
V' se décompose en somme de sous-fibrés propres

v~ @ vgpw

XEXE(Dr)

ott VO est le sous-fibré de V sur lequel Dp opere par multiplication
par x € Homegy/p,.(Dr, Gy,). Le foncteur exact V +— @xeX;(Dp) V&)
se localise sur (Dg);;, et induit un morphisme de champs en catégories
exactes sur (Dp)y;
p: Vect — EB Vect
X

Remarquons qu’il se passe ici le méme phénomene que dans la preuve de
P23, a savoir que la catégorie cofibrée

U @ Vect(U)

Xp(U)

n’est pas un champ sur (Dg);. Nous mettons en garde le lecteur que
la notation €p o Vect fait référence au champ associé a cette catégorie
cofibrée.

En termes de cocycles, les fibrés V) sont construits de la facon suiv-
ante.

Le fibré V sur Dp est défini par les donnée suivantes :

e Pour chaque espace algébrique X, et chaque section (s, D) € ObDp(X),
un fibré vectoriel V(s py sur X.

e Pour chaque morphisme d’espaces algébriques f : Y — X, chaque
couple de sections (s, D) € ObDp(X), (s',D') € ObDp(Y), et
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chaque isomorphisme u : f*(s, D) ~ (', D’) dans Dp(Y), un iso-
morphisme de fibrés vectoriels

(bf,u : f*‘/(s,D) = ‘/(s’,D’)
e Pour tout couple de morphismes d’espaces algébriques
72ty Lo x

tout objet (s, D) € ObDp(X), (s',D") € ObDp(Y), et (s",D") € ObDp(Z),
et tous isomorphismes uy : f*(s, D) ~ (s, D'), et ugy : g*(s',D’) ~ (s",D"),
une égalité

g*gbfﬂn o ¢97“2 = ¢f0979*u10m

Ainsi, chaque V{; py sur X, est muni d’une action linéaire du sous-groupe
D. Comme D est de type multiplicatif, cette action se diagonalise

~ x)
Very = @ Viin @D Wen
X€X*(D)

o X*(D) = Homgy x (D, Gy,) est le groupe des caracteres de D, et
V) le sous-fibré de V sur lequel D opere par multiplication par .
Alors, pour chaque morphisme f : Y — X, chaque couple de sec-
tions (s, D) € ObDp(X), (s',D") € ObDp(Y), et chaque isomorphisme
u : f*(s,D) ~ (s',D') dans Dp(Y'), 'isomorphisme ¢y, préserve cette
décomposition, et induit donc un isomorphisme

) 0
Ot fViipy = Vi

Ces isomorphismes vérifient évidemment la condition de cocycles, et per-
mettent donc de recoller les V((SXI))) en un fibré vectoriel sur Dy, noté V),

Par le morphisme canonique [[.§ appliqué a la K-théorie & coefficients
dans P o Vect, le morphisme p induit un morphisme de spectres

p:K(Dr) — H(Dp,K) — H(Dp, K(EP Vect) ~ H(Dp, P K) — H(Dp, K&Q[X;]

F F

et en composant avec le morphisme naturel Q[X}] — Ap
p: K(Dp) — KX(F)
On définit alors
d*

xr : K(F) —>K(Dp) ——~K\(F)

oudr : Dp — F est la projection.

71



Pour finir, la compatibilité avec le produit provient du fait que p est un
foncteur de champs en catégories tensorielles. Ce qui se vérifie localement
sur (Dp)y;, al'aide de la formule

(VW)W ~ EB Vo) g 11 2)

X1-X2=X

Remarquons qu’ici aussi, le morphisme p preserve la structure tensorielle
car nous avons considéré le champ € . Vect, et non la catégorie cofibrée
F

U +— EBX;(U) Vect(U). O

Remarque: Lorsque le morphisme pp : Dy — F est de T'or-dimension
finie, on peut définir une image réciproque

& : G(F) — G(Dy)

La méme construction que précédemment, donne également un mor-
phisme
p: G(Dr) — GX(F)

Ce morphisme sera utilisé dans le cas des ”champs bien ramifiés” ( B.9 ),
pour démontrer une formule de Riemann-Roch. Notons alors que les deux
constructions sont compatibles pour le morphisme naturel Vect — Coh.

Une fois de plus, la construction du foncteur p garde un sens dans le
cadre plus général des Op,-modules.

Exemple: Soit k£ un corps algébriquement clos, S = Speck, H un
groupe algébrique affine et lisse opérant sur un schéma X, et F' = [X/H].
Notons A I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de type
multiplicatif de H, et fixons pour chaque a € A, un représentant D, — H.
Notons M, le groupe des caracteres de H, et N, le normalisateur de D,
dans H. Alors N, opere par conjugaison sur M,, et par 'action induite
sur X%, le sous-schéma des points fixes de D,. Alors on a des équivalences

X7(F) > [TIX" x Mo /N

a€A

Dp =~ H[X a/ N, a]
acA
Ceci provient du fait que le schéma des sous-groupes de type multiplicatif
de H, est la réunion disjointes de ses orbites sous l'action de H par
conjugaison ( voir la preuve de [SGA 3 11|, XII 5.5] ). Ainsi

K3 (F) ~ @ H([X/N.], K © Q[[M.]))

a€A
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et le morphisme

Xr : Ko(F) — EQH([X/N], K ® Q[M,]))

a€A

induit un morphisme

K,(F) — (D K,(X*) ® Q[[M,]))"

a€A

qui est la somme des morphismes res,, décrits dans [[C-G|, 5.11]. Ainsi, le
théoreme précédent est une globalisation du morphisme de localisation
en K-théorie équivariante.

Pour finir, nous allons montrer que 1’on peut aussi généraliser le théoreme
de dévissage des champs de Deligne-Mumford au cas des champs algébriques
vérifiant I'hypotheése de la proposition R.1§. Comme les idées et les
preuves sont tout a fait analogues, nous nous contenterons d’une breve
description.

Définition 2.24 Soit F' un champ algébrique. On définit le champ I;lf,
des automorphismes d’ordre fini et non-ramifiés, comme le sous-champ
de Ir formé des couples (s,h), ot h est d’ordre fini et premier auz car-
actéristiques de S.

En clair, le champ [fv’f est défini par le préfaisceau en groupoides,
dont la valeur sur un espace algébrique X est le groupoide des couples
(s,h), avec s € ObF(X), et h € Autp(x)(s) est d’ordre fini, premier aux
caractéristiques de S.

Lemme 2.25 Si F' est dans HoChAlg(S)' (i.e. satisfait a I’hypothése
de la proposition [2.1§ ), alors le champ I?f est algébrique, et la projection
naturelle

Tp . I?f — F

est représentable.
Preuve: On considere le morphisme naturel
p: I?f — Dp

qui & une section (s, h) au-dessus de X, associe la section (s, < h >) de
Dp, out < h > est le sous-schéma en groupe de Auty(s) engendré par h.
Il est clair que ce morphisme est représentable, fini et étale. En effet, si
(s, D) est une section de Dy au-dessus de X, It/ xp X est vide si D
n’est pas fini sur X, et un D-torseur sinon.

Comme d’aprés P18, Dy est représentable, I1' aussi. O
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. , t
Remarque: On peut aussi démontrer ce lemme en remarquant que [ F’f
est un sous-champ ouvert et fermé de Dp.

Définition 2.26 Soit F' un champ de HoChAlg(S)'. On définit sa
K -cohomologie et sa G-cohomologie a coefficients dans les représentations
par

K™ (F) = H(I{, K @ A)

G™?(F) :=H((I ), G® A)

La méme construction que celle décrite dans P.15 donne alors le théoreme
sulvant.

Théoréme 2.27 Soit F' un champ de HoChAlg(S)'. Alors il existe un
morphisme d’anneaux dans HoSp, et fonctoriels pour les images réciproques

o5 : K(F) — K'*7(F)

2.3.3 Dévissage des gerbes réductives

Bien que 'on ne sache pas démontrer de résultats analogues a .19
pour le cas des champs d’Artin, il existe un résultat pour les gerbes
bornée par des groupes réductifs.

Rappelons que tout schéma constant tordu quasi-isotrivial sur un
schéma normal, est isotrivial ( ¢’est un corollaire de [FEGA3 11}, X 5.13] )
(i.e. trivial aprés un changement de base étale et fini ).

Soit X un espace algébrique normal, et H — X un espace algébrique
en groupes réductifs ( [SGA 3 TT1, XIX 2.7] ). On se propose de ”cal-
culer” G(F')q, ou F' est une gerbe sur X bornée par H.

Pour cela nous construisons 1'espace des caracteres de F. Sans perte
de généralité on pourra supposer X connexe. Soit r le rang réductif de H.
Notons 7™ (F') le sous-champ ouvert et fermé de Dp des sous-groupes
de type multiplicatif de type Z". Ainsi, 7% (F) est le ”champ des tores
maximaux de F”. Nous noterons X """ = X3 Xp, T™**(F).

Lemme 2.28 Le champ X" est une gerbe bornée par H, sur un es-
pace algébrique M X7, tel que la projection naturelle

p:MX; — X

fasse de M X3 un espace constant tordu et quasi-isotrivial sur X ( [SGA 3 T,
X 7).

De plus, pour tout point géométrique T de X, la fibre de p au-dessus
de T s’identifie a [’ensemble des caractéres invariants par conjugaison,
d’un tore mazimal de H, ® k(z)®.
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Preuve: Comme ceci est local sur X, il suffit de traiter le cas ou F est
une gerbe triviale bornée par H. On peut aussi supposer que H admet un
tore maximal T — H, diagonalisable sur X. Alors X7."*" est équivalent
au quotient [(H/N(T)) x Z"/H] ( ou N(T) est le normalisateur de T
dans H ) ou encore au quotient [X x Z"/H|, ou H opere sur Z" par

conjugaison a travers l'identification

Homey x (T, Gp,) ~ Z7

Théoréme 2.29 Soit Z(H) le centre de H. Si la classe définie par F
dans H%(X,Z(H)) est de torsion, alors il existe un isomorphisme dans
HoSp

vr: G(F)q ~ G(MXf)q

Preuve: Le principe de la démonstration consiste a construire f :
Y — X, une normalisation de X dans une extension galoisienne de
K(X). Alors d’apres le théoreme de descente on a

[f:G(F)q ~ G(Fy)gal

ou Gal est le groupe de galois de Y sur X, et Fy = F Xx Y. De plus,
comme le carré suivant est cartésien

% ! X

| |

Tmax (Fy) Tmaa: (F)

on a aussl

[ G(MX;)q ~ G(MX(*Fy))gal

On construira alors ¢r a 'aide de ¥p, et du carré commutatif

G(F)q —*—~G(MX})q

1

G(Fy)q g G(MX*(Fy))q

11 suffira pour cela de vérifier que la construction est compatible avec les
changements de bases étales.

Comme X est normal, il existe un revetement galoisien ¥ — X, tel
que le schéma en groupes Outx(H), soit constant sur Y ( [EGA 3 TT1,
XXIV 4.16] et [SGA 3 TT], XXIV 1.3 (i4)] ). Par 'argument ci-dessus,
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on peut donc supposer que le schéma des automorphismes extérieurs,
Outx(H) est constant sur X.

Soit Z(H) le centre de H. Comme H est réductif, alors Z(H) est un
groupe de type multiplicatif de type fini. Or comme X est normal, il
existe un revétement galoisien Y — X, tel que la restriction de Z(H)
sur Y soit le produit direct d'un tore déployé et d'un groupe constant
fini. On peut donc aussi supposer que Z(H) ~ (G,,,/X)" x Z, avec Z un
groupe fini.

Soit @ € HY (X, Outx(H)) le lien de F' ( [B3] ). Comme Outx(H)
est constant et X normal, toute classe dans H'(X,;, Outx(H)) devient
triviale apres un revétement galoisien ¥ — X. Ainsi, on peut sup-
poser que I est déterminée par sa classe b € H?*(X., Z(H)) ( [BT] ),
qui est de torsion par hypothese. Elle provient donc d’un élément dans
H?,( X, u" x Z), correspondant a une gerbe de groupe u” x Z sur X.
Etant un champ de Deligne Mumford, on sait qu’il existe un revétement
ramifié galoisien Y — X, qui la trivialise. Ainsi, on peut supposer que
F~X x BH.

Enfin, comme H est réductif sur X, qui est normal, le théoreme
d’isotrivialité ( [SGA3TTI, XXIV 4.16] ), permet de se ramener au
cas ou H admet un tore maximal déployé sur H, que nous noterons alors
T — H, et M son groupe des caracteres.

Construisons un morphisme
x:G(F) — G(X x M)V

ou W est le groupe de Weil de T. On procede de la facon suivante. En
choisissant une section de I — M, on peut identifier F' & un quotient
[M/H], et donc Coh(F) a la catégorie des faisceaux cohérents sur M
munis d’'une action de H. Nous noterons Coh(M, H) cette catégorie.
Par restriction, on dispose d’un foncteur exact

Res : Coh(M, H) — Coh(M,T)

De plus le groupe W opere par automorphismes intérieurs sur T, et
donc sur la catégorie Coh(M,T). Le foncteur de restriction Res de-
vient alors une pseudo-transformation naturelle de W-pseudo-foncteurs,
Coh(M, H) étant vu comme un diagramme trivial. Par les procédés de
strictification .3, on en déduit un morphisme de spectres de K-théorie

G(F) — holimyG(BT x X) =: G(BT x X))V

Or, on sait que la catégorie Coh(BT x X) est canoniquement équivalent
a la catégorie @ ,; Coh(X). Ainsi, on a des isomorphismes canoniques
dans HoSp

G(BT x X)" ~ (\/ G(X))" ~ Coh(X x M)"
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Mais, on sait que le morphisme 7 : X x M — (X x M)/W = MX}.
induit un isomorphisme

r* G(MXp)q ~ G(X x M)§
Ainsi, on a construit le morphisme cherché
Vr: G(F)q — G(MX})q

Par construction, ce morphisme est clairement compatible aux change-
ments de base étales sur X. Ainsi, I'existence de 9y est démontrée. Pour
voir que c’est une équivalence faible, une localisation sur X ( B4 ),
permet de se ramener au cas ou F' est triviale, et H possede un tore
maximal déployé. On utilise alors une localisation sur X (2.9 ), et un
raisonnement par récurrence noethérienne, pour ce ramener au cas ou
X = Speck, le spectre d'un corps. Par une autre application de la de-
scente ( B.4 ), on peut aussi supposer que k est séparablement clos. Et
comme une extension purement inséparable induit un isomorphisme en
G-théorie rationnelle, on peut méme supposer que k est algébriquement
clos.

Alors, la catégorie Coh(F') est semi-simple, car H est réductif. De
plus, comme k est algébriquement clos, 'anneau des endomorphismes
d’un objet simple est isomorphe a k. On sait alors que

G(F)q ~ \/ G(Speck)q

S(Coh(F))

ot S(Coh(F)) est I'ensemble des classes d’isomorphie d’objets simples
de Coh(F). Ceci implique, que le morphisme de Kunneth

Go(F) @ Gy(Speck) — Gy(F)
est un isomorphisme. On se ramene donc a démontrer que

ch: Go(F)q — QMW
x —  ch(z)

qui a une représentation associe son caractere, est un isomorphisme. Ce
qui est bien connu. O

Remarquons que I'hypothese concernant la torsion de 1’élément dans
H?(X,Z(H)), est de torsion est vérifiée lorsque X est lisse, on encore
lorsque H est semi-simple.
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3 Chapitre 3 : Cohomologie a coefficients dans les
caracteres et théorémes de Grothendieck-Riemann-
Roch

Ce chapitre est consacré aux théoremes de Riemann-Roch. On y
démontre essentiellement deux types de formules, les formules de type
Lefschetz-Riemann-Roch, et celles de type Grothendieck-Riemann-Roch.

Dans le premier cas ( B.1G, B-25 ), ces formules explicitent le com-
portement des morphismes de dévissage ( .17, .23, .27 ), par rapport
aux images directes. Lorsque le champ est un quotient d’un schéma par
un automorphisme d’ordre fini, nous retrouvons la formule de Lefschetz-
Riemann-Roch de [B-F-M]. Plus généralement, si le champ est un quo-
tient par un schéma en groupes affine, nous retrouvons la formule des
traces de Lefschetz pour les faisceaux cohérents démontrée dans [Th3,
6.4]. Remarquons que lorsque I'on applique ces formules a des schémas,
on trouve que l'identité commute avec les images directes, ce qui n’est
pas une grande découverte.

Les formules de Grothendieck-Riemann-Roch ( B.27], ), quant a
elles, explicitent le comportement du caractere de Chern en K-cohomologie
par rapport aux images directes. Dans le cas ot on les applique a
des schémas, on retrouve les formules de Grothendieck-Riemann-Roch
démontrées dans [[G, 4.1]. Cependant, appliquées au morphisme struc-
tural d’'un champ algébrique sur un corps, elles ne donnent pas de formule
de Hirzebruch-Riemann-Roch.

On peut alors dire que le cas le plus intéressant est lorsque 1’on com-
pose les formules de Grothendieck-Riemann-Roch, avec celles de Lefschetz-
Riemann-Roch. On obtient, dans ce cas, le théoreme de Grothendieck-
Riemann-Roch sous sa forme finale ( B.23, B.36, B.37 ), qui permet de
calculer des caractéristiques d’Euler de faisceaux cohérents, au moins
dans le cas des champs de Deligne-Mumford.

Notons que nous n’avons réussi a démontrer les théoremes de Riemann-
Roch pour des morphismes non-représentables de champs algébriques
d’Artin, que dans le cas des champs qui admettent des quotients géométriques
uniformes. Cette restriction nous est imposée par le manque de résultats
concernant les quasi-enveloppes de Chow de morphismes propres, ana-
logues a [.2]] ( mais dans un cadre relatif ).

Notons aussi que le théoreme de Riemann-Roch est démontré en toute
généralité en utilisant la cohomologie a coefficients dans les représentations,
et non celle a coefficients dans les caracteres. Il se trouve que cette
derniere n’est pas bien adaptée au cas des morphismes non représentables,
et que le théoreme serait faux, méme pour les cas les plus simples.

Bien que cela multiplie les notations et les énoncés nous avons tenu a
donner les formules précédentes séparément avant de les composer, car les
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deux formules nous semblent séparément intéressantes. Le lecteur pourra
se convaincre par exemple de l'utilité de la formule de Grothendieck-
Riemann-Roch en K-cohomologie dans ’étude de la topologie orbifold
des champs de Deligne-Mumford ( ).

3.1 Cohomologie des champs algébriques

Nous commencerons ce chapitre par des préliminaires sur la coho-
mologie des champs algébriques. Cela nous semble nécessaire, car nous
ne savons définir des images directes que sous certaines hypotheses con-
cernant la théorie cohomologique utilisée. Nous expliciterons donc de
quelles propriétés nous avons besoin, et donnerons deux exemples de
théorie cohomologique vérifiant ces hypotheses.

On supposera, sauf exception au paragraphe B.2.3, que S = Speck,
avec k un corps.
3.1.1 Théorie cohomologique avec images directes

Définition 3.1 Une théorie cohomologique avec images directes est la
donnée de :

1. Pour chaque entier i, un préfaisceau en spectres sur (Esp/S); H,
muni d’une structure de groupe abélien dans HoSp(S).

2. Des morphismes dans HoSp(S)
qui font de H == \/; H" un anneau gradué commutatif dans HoSp(S).

3. Pour tout espace algébrique lisse X, une structure de foncteur co-

variant
(Li/X,pr.) — (Hx,)— mod
f:Y—=X RfH

ot (Li/ X, pr.) est la catégorie des X-espaces algébriques lisses, et

fortement quasi-projectifs sur X avec morphismes propres, et (Hx,, )-mod

celle des objets en H-modules dans Sp(Xy;). L’image d’un
X -morphisme
Z—=Y

sera notée
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St de plus, u : Y — X est un morphisme propre d’espaces algébriques
lisses et irréductibles, alors u, est gradué de degré d.p, ou d est un
entier égal a 1 ou 2, et p = DimX — DimY .

4. Pour toute immersion fermée 7 'Y — X d’espaces algébriques
lisses, un triangle fonctoriel dans HoSp(Xy;)

Ry,

M)
N
1"H = H

ou1: X —Y — X est immersion ouverte complémentaire.

5. Un morphisme dans HoSp(S)
C, : BPic — Hﬁ)]

tel que si p: P(V) — X est un fibré projectif associé a un fibré
vectoriel V' de rang r + 1 sur X, et x = C1(O,(P(V)), alors le
morphisme '
\/2;6 HXli - Rp*H )
Va; = > (a;).a
est un isomorphisme dans HoSp(Xy;).
Remarquons, qu’en dehors du point (3), ces axiomes sont ceux donnés
dans [G, 2.1]. Le point (3) quant & lui, est une covariance renforcée,
qui n’est pas vérifiée, a priori, pour toutes les théories cohomologiques

habituelles citées dans [, 1.4]. Nous connaissons essentiellement deux
exemples vérifiant ces axiomes.

Exemples:

e La théorie de Gersten ( [, 1.4] ):

Soit IC; : X +— K;(X) le préfaisceau du i-eme groupe de K-théorie
sur (Esp/S);. On lui associe par la construction de Dold-Puppe un
préfaisceau en spectres ( [QF] )

Pour montrer que cette théorie vérifie (3), on utilise les résolutions

de Gersten ( [@, 7.17] ).

Notons K; — R' la résolution de Gersten de K; sur (Esp/S, fl)i,
le site des S-espace algébriques et morphismes plats. Soit

H, = K(R' ®z Q, 1)
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Alors, pour tout espace algébrique lisse X, le morphisme induit
M — (M)

est une équivalence faible sur X;;. De plus, comme on a pris le com-
plexe R" a coefficients rationnels, le préfaisceau H, est flasque sur
Xj;. Ainsi, pour tout morphisme f:Y — X, avec Y lisse, Rf,H
est canoniquement isomorphe dans HoSp(Xy;) a f.H'. Mais on sait
alors, que les images directes de morphismes propres sur H' vérifient
les formules de transfert et de projection, elles permettent donc de
définir le foncteur cherché dans (3).

e La cohomologie de De Rham ( [H] ):

Supposons que k soit de caractéristique nulle. Posons alors
H' = K(Q,2i)

ot  est le complexe de De Rham sur (Fsp/S);; défini dans [H].
Pour montrer que cette théorie vérifie (3), on utilise les résolutions
canoniques de [H, 2]. On conclut alors par la méme méthode que
précédemment.

Pour la suite, on se fixe une théorie cohomologique avec images di-
rectes. Si X est un espace algébrique, la restriction de H sur le petit site
lisse X;, sera notée Hy.

Si X est un espace algébrique irréductible, on peut trouver d’apres
[Id], une hyper-quasi-enveloppe de Chow

Dty — X

telle que chaque Z,, soit lisse irréductible et quasi-projectif sur Speck.
En appliquant (3) au-dessus de Zj, on peut définir un spectre simplicial

H(Z., 1) : [m] = H((Zyn)ui, H™ ")
ou d,, = DimZy, — DimZ,,. Notons alors
H(Z/X,H") := hocolimaorH(Z,, H")

et
H(X) == hocolimz,capx)H(Z/ X, H")

ou la limite est prise sur la catégorie HF(X) des hyper-enveloppes de
Chow lisses et quasi-projectives sur Speck. Notons que les images directes
sur H ( B 3 ) induisent des morphismes pour tout entier ¢

Hi(X) — H'(X)
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Lemme 3.2 Si X est lisse, alors le morphisme naturel
Hi(X)q — H'(Xi, H)q

est un isomorphisme dans HoSp.
De plus, la correspondance X — Hi(X) est un préfaisceau en spectres
sur (Esp/S,li), la catégorie des espaces algébriques et morphismes lisses.
Si f: X — Y est un morphisme propre d’espaces algébriques, alors
il existe un morphisme dans HoSp(Y};)

for fHy — Hy
compatible avec I’équivalence précédente lorsque X et Y sont lisses, et f

fortement quasi-projectif.

Preuve: La premiere partie se démontre comme les théoremes de
descente R.4. La seconde assertion est une conséquence directe de (3), et
de la propriété universelle des colimites homotopiques.

Soit f : X — Y un morphisme propre. On considere la catégorie
f*HE(Y) formée des triplets (Z,, Z,,u), ou Z, est un objet de HE(X),
Z! un objet de HE(Y'), et u un morphisme de Z, vers f~1Z. := 7 xy X
dans HE(X). Alors, par (3) on a un morphisme naturel

[ - hocolimz, 71 wyesnEyB(Z/ X, H) — hocolimZ;eHE(y)H(Z’/Y, H)=H(Y)

Or, comme toute objet f~1Z. ou Z, € HE(Y), est dominé par un objet
de HE(X), le morphisme naturel

a = hocolimz, 71 wep upcyH(Z/X, H) — hocolimg,cupx H(Z/X, H) = H'(X)

est une équivalence faible. Comme cette construction est compatible avec
le changement de base par des morphismes lisses, on a donc construit un
diagramme dans HoSp(Y};)

hOCOlim(Z.’Z‘7u)€f*HE(y)H(Z/X, H)X i> Hg/
fHy

avec u un isomorphisme. Ceci définit donc de fagon unique un morphisme
dans HoSp(Y};)

for [ Hy — Hy
(I

Définition 3.3 Soit F' un champ algébrique. On définit sa cohomologie
et son homologie par

HP(F’ Q) = qu—pH(-F}ia Hq X Q)

HP<F7 Q) = qupr<Fli7 H; &® Q)
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Les principales propriétés sont répertoriées dans la proposition suiv-
ante.

Proposition 3.4 La correspondance F'— H*(F, *) est un foncteur con-
travariant de HoChAlg(S) vers les Q-algebres commutatives bi-graduées.
La correspondance F' — Ho(F, %) est un foncteur covariant de (HoChAlg(S), pr.rep.),
la sous-catégorie de champs algébriques et morphismes propres représentables,
vers celle des groupes abéliens. C’est aussi un foncteur contravariant
pour les morphismes lisses et représentables. De plus, on a les propriétés
sutvantes :

1. Pour tout champ F, Ho(F,*) est un H*(F,*)-module bi-gradué. Si
f: F' — F est un morphisme propre représentable, x € H®(F,x)
ety € Hy(F', %), alors

F(f(2)y) = . fuly)
2. Si F est lisse, il existe un isomorphisme de H®(F,x)-modules
pr: H*(F, %) ~ H,(F, %)
compatible avec les images réciproques et les produits.
3. St le carré suivant est cartésien
G ——F
G—>F
avec p propre représentable, et u lisse et représentable, alors
g o V" =u" op,

4. Stj: F'— F est une immersion fermée, eti: U — F ["immersion
complémentaire, alors il existe une suite exacte fonctorielle

o Hy(F', %) =2 Hy(F, %) = Hy(U, %) — - --

5. Sip:V — F est un fibré vectoriel, alors le morphisme naturel
P* i Ho(F, %) — Hy(V, %)
est un isomorphisme.

6. Sip:P(V)— F est la projection d’un fibré projectif associé a un
fibré vectoriel V' de rang r + 1, et si x = C1(Op(1)) € HY(F,1),
alors le morphisme naturel

Py Ho(F,x) —  Hy(P,*)
2T = ot pt(wi)

est un isomorphisme.
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Preuve: L’existence des images directes pour les morphismes propres
représentables est une conséquence directe du lemme B.J. Toutes les
autres propriétés se déduisent alors aisément des axiomes B.1. O

Il nous reste a traiter le cas des images directes pour des morphismes
propres non-nécessairement représentables. Pour cela, on utilise les mémes
arguments que P.6, et on démontre la proposition suivante.

Proposition 3.5 1. Le foncteur covariant

2.

Ho(—,%): (HoChAlg(S),pr.rep.) — Ab
F s H.(F,%)

s’étend en un foncteur covariant

Ho(—,%): (HoChAlgDM(S),pr.) — Ab
F s HJ(F,%)

ot (HoChAlgDM(S), pr.) est la sous-catégorie des champs algébriques
de Deligne-Mumford et morphismes propres. Ce foncteur vérifie en-
core les formules de transfert et de projection pour des morphismes
non-nécessarrement représentables.

De plus, si F' est de Deligne-Mumford, et p: ' — M la projection
sur son espace de modules, alors

Pi: Ho(F, %) — Hg(M, *)
est un isomorphisme.

St S = SpecK, avec K un corps de caractéristique nulle, alors le
foncteur précédent s’étend en un foncteur covariant

Ho(—,*): (HoChAlg*!(S),pr) — Ab
F s H.(F,%)

ot (HoChAlg*7(S), pr.) est la sous-catégorie des champs algébriques
A-affines, et morphismes propres.

Terminons par la définition des classes caractéristiques.

Dans [G], 2.2] sont construits des morphismes dans HoSpr((Esp/S)u)

Ci+ Ko — Hjy

Ces morphismes induisent donc, pour tout champ algébrique F', la i-eme
classe de Chern

Ci : K, (F) ~ m,H(F;, K,)) — H"?(F,i)
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Ces classes caractéristiques vérifient évidemment tous les axiomes de [[G].
Elles permettent aussi de définir le caractere de Chern

Ch: K, (F) — H*(F, %)

qui est un morphisme d’algebres, fonctoriel pour les images réciproques.
Enfin, on dispose aussi d'une classe de Todd

Td: Ky(F) — H*(F, %)

qui est multiplicatif, et fonctoriel pour les images réciproques.

A Taide de ces définitions et du ”splitting principle”, on démontre
I'équation suivante ( [F=I], 5.3] ), qui nous sera utile par la suite.

Lemme 3.6 Soit © € K (F), r son rang, que l’on suppose positif, et x"
son dual. Soit

Ai i Ko(F) — Ko(F)
la i-éme N-opération ( [F=L, V, 1] ), et A_q(z) := > (=1)".Ni(z). Alors
Ch(can(A_1())).Td(can(z")) = C,(can(x"))
Remarque : Il nous arrivera d’écrire C;(z) ( de méme pour Ch et T'd ),

pour signifier C;(can(x)), lorsque = € K, (F).

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer que ces théories co-
homologiques ne permettent pas de démontrer un théoreme de Riemann-
Roch. Le contre-exemple est le suivant.

Soit F' = [SpecC/H]| avec H un groupe fini abélien. Dans ce cas le
fibré tangent est trivial, et la transformation de Riemann-Roch associée
aux définitions de C'h et T'd précédentes

17 : Ko(F) — H*(F,0)

est donc le caractere de Chern. Ainsi, ¢’est un morphisme d’anneaux.
La propriété B.j implique que

ps o H(F,0) — H*(SpecC,0)

est un isomorphisme. Supposons que la théorie cohomologique soit telle
que H*(SpecC,o0) soit un corps K de caractéristique nulle. C’est le cas
pour les deux exemples que nous avons cité. Si la formule d’Hirzebruch-
Riemann-Roch était vérifiée, on aurait un diagramme commutatif

K, (F) <"~ H*(F, *)

p*l lzp*

K K

Id
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En identifiant K,(F') avec le groupe de Grothendieck des représentations
linéaires de H dans C, on aurait pour tout C[H]-module V' de dimension
finie

p.Ch(V) = Dim(V)

Prenons V' de dimension 1 non triviale. Alors V¥ = (0). Or si m est
lordre de H, alors V®™ = 1. On aurait donc

Ch(VE™) = Ch(V)™ = Ch(1) = 1 = Ch(V) £ 0

Ce qui est absurde.

3.1.2 Cohomologie a coeflicients dans les caracteres

Fixons-nous une théorie cohomologique avec images directes H. Les
groupes de cohomologie et d’homologie associés a cette théorie, seront
notés comme dans le paragraphe précédent, H®(—,*), et He(—, *).

Définition 3.7 Soit F' un champ algébrique de HoChAlg'(S).

1. Sa cohomologie et son homologie, a coefficients dans les caractéres,
sont définis par

H)I;(F, q) = ﬂ-dq—PH((DF)li) Hq & AF ® Q)
Hg(Fa q) = ﬂ-dq—PH((DF)li)H; ® AF X Q)

On notera aussi
HY(F, ) EBHP (F.q)

%) 1= @H;‘(F,Q)

2. Les classes caractéristiques a coefficients dans les caractéres, sont
définies par

C;®I1d

CX: Ky(F) ==H7((Dp)i, K ® Ap ® Q) === H ?((Dp)is, H' @ Ap © Q) = HEP(F i)

3. Le caractere de Chern et la classe de Todd sont définis de maniere

analogue
ChY : K, (F) 22 KX(F) % H(F, %)
Td<: Ko (F) > KX(F) 1% Hy(F, *)
Remarques:
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e Les classes de Chern définies ci-dessus ne vérifient par l'axiome
de normalisation ( [d, 2.1] ). En effet, prenons le cas ou F =
BH est le champ classifiant d’un groupe algébrique sur un corps
algébriquement clos k, ‘H la théorie de Gersten, et V' une représentation
linéaire de H. Alors

Co(V) e HYF.00~ €D QM

DeTy (k)

est la somme des caracteres des représentations obtenues par restric-
tion de D sur V. Ainsi, Cy(V') # 1 en général.

e Pour tout champ algébrique F', il existe une section canonique F' — Dp,
correspondant au sous-groupe trivial. Ainsi, on dispose d’isomorphismes
fonctoriels

H;(F, %)~ H*(F, ) ® H;#(F, %)

H?(Fa *) = H‘(F’ *) @ HzGél(Fa *)

Par ces isomorphismes, il nous arrivera d’identifier H®(F, ) ( resp.
H,(F,*) ) ason image dans Hy(F,*) ( resp. HY(F,*) ). De cette
fagon, si z € K,(F), les classes de Chern C;j(z) € H%"P(F, ) seront
vues comme des éléments de Hy(F,*). De plus, il est clair que la
projection de C)(z) dans H*(F,*) est C;(x).

Les produits sur ‘H et Z[[X}]] induisent des produits sur HRARQ. De
cette fagon, les groupes H (F), ) sont des anneaux bi-gradués. De méme,
HY(F, *) est un Hy(F,*)-modules bi-gradués. Ces structures sont com-
patibles avec la décomposition précédente.

Rappelons que HoChAlg'(S) est la sous-catégorie de HoChAlg(S)
des champs qui vérifient I'hypothese de B.1I§.

Proposition 3.8 La correspondance F'+— HY(F, ) est un foncteur con-
travariant de HoChAlg'(S) vers les algébres commutatives bi-graduées.

La correspondance F' +— HX(F, x) est un foncteur covariant de (HoChAlg'(S),pr.),
la sous-catégorie des champs algébriques et morphismes propres et représentables,
vers celle des groupes abéliens. C’est aussi un foncteur contravariant
pour les morphismes étales représentables. De plus, on a les propriétés
suivantes

1. pour tout champ F, HX(F,*) est un Hy(F,*)-module bi-gradué. Si
f: F' — F est un morphisme propre représentable, x € H;(F, *)
et y € HX(F',*), alors
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2. si le carré suivant est cartésien
G’ _9. )l
G—=F
avec p propre représentable, et u étale représentable, alors

g.ov" =u"op,

3. sij: F' — F est une immersion fermée, eti: U — F l'immersion
complémentaire, alors il existe une suite exacte naturelle

CHX(F' %) e HX(F, %) —Ss HX(U, %) — HX(F',%) . ..

4. s1p:V — F est un fibré vectoriel, alors le morphisme naturel
P HI(F, %) — HY(V, *)
est un isomorphisme.

Preuve: C’est la méme que pour .22 O
Revenons un moment au cas d’une base générale S.

Lorsqu’un morphisme f : FF — F’, est localement une intersection
compléte, on peut définir le fibré conormal N} := N'(F/F")" de f. Nous
noterons alors

Ap = AaWN(F/F)Y) € Ko(F)

Rappelons que nous avons défini un morphisme
p: K(Dp) — KX(F)
pour tout champ algébrique F' ( voir la preuve de ).
Définition 3.9 e Soit F' un champ algébrique tel que la projection
dp : Dp — F

soit localement d’intersection compléte ( représentable ). La classe
de ramification de I est définie par

ap = pAay) € Ki(F)
ot p est défini dans [2.23.
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e Un champ algébrique de HoChAlg'(S) est dit bien ramifié, si le
morphisme
dF . DF — F

est localement d’intersection compléte, et ap est inversible dans

K§(F).

Proposition 3.10 Dans tous les cas suivants, le champ F de HoChAlg'(S)
est bien ramifié.

1. Le champ F est une gerbe sur X, bornée par un X -espace algébrique
en groupes affine et lisse sur X.

2. Le champ F est un champ de Deligne-Mumford régulier.

3. Le champ F est localement un quotient affine, lisse sur S = Speck,
avec k un corps.

4. Le champ F' est localement un quotient affine, régulier, et pour toute
section s € ObF(X) au-dessus d’un S-espace algébrique, Autx(s)
est abélien.

Preuve: Pour montrer quun élément de Kj(F) est inversible, on
utilisera le lemme suivant, appliqué a C' = (Dp);, et K = K @ Ap.

Lemme 3.11 Soit C un site, et K € HoSp(C), un objet en anneaux.
Un élément x € H°(C, K) est inversible, si et seulement pour tout objet
X € C, il existe un recouvrement i : U — X, tel que i*(x) € H°(U, K)
est inversible.

Preuve: L’élément x est représenté par un morphisme de préfaisceaux

en spectres
rix— HK

ou K — HK est une résolution injective. Alors, dire que x est inversible
est équivalent a dire que le morphisme de HoSp(C')

—Nz: HK — HK
Y — YAz

est un isomorphisme. Mais ceci est local sur C. O

(1) Comme ceci est local sur X, on peut supposer que F' = [X/H]|
est une gerbe triviale de groupe H. Alors

Dp ~ [Ty /H]

ou 7y est le schéma des sous-groupes de type multiplicatif de H. Or,

comme Ty — X est lisse d’apres [SGA 3 T1, X1 4.1], le morphisme
Dp — F est lisse. Ainsi, le fibré conormal de Dp — F est trivial, et
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donc ap = 1.

(2) En localisant sur 1’espace de modules de F', on peut supposer que
F = [X/H], ou X est un schéma régulier, et H un groupe fini opérant
sur X. Notons T'(H) 'ensemble des sous-groupes de type multiplicatif
de H x X — X.

Soit X = HDeT(H) XD ot XP est le sous-schéma de X des points fixes

de D. On sait alors que X est régulier ( [ThJ, 6.2] ). Or, D ~ [X/H].
Donc Dp est régulier. Ainsi, le morphisme Dp — F est localement
d’intersection complete.

Supposons toujours que F' = [X/H], et notons M(D) le groupe des
caracteres de D. Comme [[pcp g X P — Dy est lisse et surjectif, le
lemme B.11], nous permet de nous ramener a démontrer que la restriction
de ap a chaque XP est inversible.

Pour chaque D € T(H), soit N} le fibré conormal de X dans X.
Alors, la composante de ap supportée par X?, est de la forme

ar(D) =[] AdWV5)?) € Ko(XP)[M(D)llq

teM (D)

ot (NY)® est le sous-fibré de A ott D opere par multiplication par t.
Ainsi, le rang de ap(D) est

I] (-6 e Qm(D))

teM (D)

Or, comme D fixe exactement X7, (Nl%)(l) = 0, et ainsi le rang de ar(D)
est inversible. Donc ap(D) aussi.

(3) On peut clairement supposer que k est algébriquement clos.

Soit f : I — M un morphisme, avec M un espace algébrique, tel
que localement sur M,;, F' soit un quotient par un schéma en groupes
lisse et affine sur k.

En localisant sur M., on peut supposer que F' = [X/H], ou X est un
schéma lisse, et H un schéma en groupes lisse et affine opérant sur X.
Alors Dy est équivalent au champ quotient

Dp ~ H[XDG/N(Da)]

a€A

ou A est I’ensemble des classes de conjugaisons de sous-groupes de type
multiplicatif de H, D, un représentant de a € A, N'(D,) le normalisateur
de D, dans H, et X" le sous-schéma des points fixes de D,. Alors,
comme XPe < X est une immersion réguliere ( [Th3, 6.2] ), ceci montre
que Dp — F est localement d’intersection complete.
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En localisant sur [[,., XPe — Dp, qui est lisse et surjectif, on
démontre que ay est inversible comme dans le (2).

(4) Tout comme dans le point (3) on peut supposer que F' = [X/H],
avec H un S-groupe lisse et affine sur S, opérant sur un S-espace algébrique
régulier X. FEn localisant sur X — F, on se ramene a démontrer le
lemme suivant.

Lemme 3.12 Soit H un S-schéma en groupes abéliens lisse et affine sur
S, opérant sur un S-schéma régulier X . Soit H' le X -schéma en groupes

H ={(x,h) € X xg H/h.x =z}
Alors Ty, est réqulier.

Preuve: Comme ceci est local sur X.;, on peut supposer que H est
déployé sur X ( i.e. que son sous-groupe de type multiplicatif maximal
est diagonalisable sur X ).

Soit T'(H) I'ensemble des sous-groupes de type multiplicatif de Hx.
Alors, comme H est abélien, Ty, = [[pepy) X. Ainsi

Ty = J[ Xx”
DET(H)

ot XP est le sous-schéma de X des points fixés par D. Or on sait que

XD est régulier ( [Th3, 6.2] ). O

Le lemme ci-dessus montre que Dr — F' est localement d’intersection
complete.

La démonstration du fait que ap est inversible se fait de la méme
fagon que dans (2).

O

Remarque: Tous les exemples de la proposition sont des champs qui
sont localement des quotients. Il serait tres intéressant de savoir si de
fagon plus générale un champ algébrique lisse sur un corps est bien ram-
ifié. Comme la plupart des champs algébriques connus sont des quotients
par des groupes affines, la recherche d’un contre exemple éventuel est as-
sez délicate.

Pour la fin de ce paragraphe, on revient au cas ou S = Speck.

Définition 3.13 Soit F' un champ algébrique lisse et bien ramifié. La
classe de Todd de F est définie par

Td¥(F) := Ch(ap").Td(Tp,) € Hy(F,*)
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ou Tp, € Ky (F) est le fibré virtuel tangent de F'.
La transformation de Riemann-Roch a coefficients dans les caractéres
est alors définie par

o Gu(F) — HY(F, %)
x —  ChX(z).TdX(F)

Remarque: Dans B.7, nous n’avons défini ChX que pour les éléments
de K, (F'). Cependant, lorsque F est lisse et bien ramifié, on peut refaire
le théoreme en G-théorie. On définit ChX de fagon analogue a B.7,
en gardant & l'esprit que KX(F') ~ GX(F)), car Dp est lisse (B2 ). Ainsi,
la définition précédente possede un sens.

3.2 Formules de Riemann-Roch

Nous possédons maintenant tous les outils pour démontrer une for-
mule de Grothendieck-Riemann-Roch a valeur dans la cohomologie a
coefficients dans les caracteres. Cependant, nous n’avons pas réussi a
démontrer le théoreme pour le cas général des morphismes propres et
représentables de champs localement quotients affines sur un corps, alors
que ce degré de généralité semble pourtant accessible. En majeure par-
tie, c’est le manque de résultats concernant les ( quasi ) enveloppes
de Chow des morphismes propres de champs algébriques, ainsi que la
résolution des faisceaux cohérents par des fibrés vectoriels, qui limite le
cadre d’application du théoreme. D’autre part le cas des morphismes
propres non-représentables ne peut pas étre traité avec les définitions
que nous avons pour le moment. Nous montrerons cependant en fin
de chapitre, qu’il est possible de généraliser les résultats obtenus pour
les champs de Deligne-Mumford aux champs qui possedent des quotients
géométriques uniformes ( tout au moins en caractéristique nulle ). Je n’ai
pas réussi a démontrer le théoreme dans le cas plus général des champs
A-affines bien ramifiés, alors qu’il me semble que la formule de Riemann-
Roch reste vraie.

Un autre fagon d’éliminer les hypotheses superflues serait de trouver
un moyen de ramener le théoreme de Riemann-Roch a un probleme ”local
en bas”. C’est a dire que pour démonter la formule pour un morphisme
f: F — F', il suffirait de la démontrer apres un changement de base
par un morphisme lisse est surjectif X — F’. Mais pour l'instant,
les preuves existantes de la formule de Riemann-Roch ne permettent
pas ce genre de réduction. Peut-étre qu’une utilisation systématique
des méthodes homotopiques de [FHJ|, permettrait d’avancer dans cette
direction.
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3.2.1 Formule de Lefschetz-Riemann-Roch

Le point crucial pour la formule de Lefschetz-Riemann-Roch est le cas
particulier de la formule d’intersection suivante.

Proposition 3.14 Soit j : F' — F' une immersion réguliére de champs
algébriques bien ramifiés. Notons

Q= )‘fl(Dj*NgF//F/ - ng/F) € Ko(Dr)

Alors le diagramme suivant commute dans HoSp

G(F)—1—~ G(F")

aj.d;l ld},

G(Dr) 5> G(Dp)

Preuve: Une application de la déformation vers le cone normal ( [G,
4.1] ), nous permet de ne considérer que le cas ou F' = P(V @ 1) est le
complété projectif d'un fibré vectoriel V' sur F, et j est la section nulle
e:F—V—P{V&1). Notons P=P(V & 1), et

p:P—F
Dp: Dp — Dp
De : DF — DP
les morphismes induits. Remarquons qu’il suffit de démontrer que
De.(ac) = dp(e.(1)) € Ko(Dp)

En effet, si la formule ci-dessus est vraie, on a les égalités suivantes dans
HoSp
De,(ae.d}.) = De,(ae.De* Dp*ds,)
= De.(a). Dp*dF
(). dp

= De,

= d}(e*(l))-d}p*
— dp(e.(1).p")

— dp(e.(Le'p")
— dp(e.)

Soit i : Dp — Dp X P le morphisme canonique. C’est 'immersion
canonique des points fixes du fibré projectif Dp xp P, pour l'action
linéaire du groupe de type multiplicatif universel Dp ( ). Ainsi,
localement sur (Dg);, siW =V @1~ NEXE(F) WX on a

~ ][

XEX}(F)

ot PX est le fibré projectif associé au fibré vectoriel WX,
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Lemme 3.15 On a a. = A_1(De*N}Y), ou NV est le fibré conormal de
['tmmersion réguliere i : Dp — Dp Xp P.

Preuve: Considérons le diagramme commutatif suivant

Dp—>DpxpP—2=p

N

Dp F

dp
Notons [ : Dp < D X P la section induite par e. Alors

N, = N+ DY

donc
De*(Ny,) = De*Di*N,' + De*N;' = Df*N,/ + De* N
et
GNL =N
donc
Df*N) =Df*¢" Ny =Ny,
Ainsi

De' (NG, — Dp'N,) = DN + DeNY — N, = DNy’

On a donc
De,(a.) = De,(De*A_1(N})) = A_,(N,Y).De,(1)

Or comme la section De, envoi Dp dans P' = P(W®), De,(a.) est
supporté par P!,
Notons N’ le fibré conormal de P! dans P. Il faut donc montrer que

De,(1). A1 (V) = dp(e.(1))

dans K,(P*).
Soit
00— Ep—p'Vdl— Op(1) —o0

0 — Ept — DpiWW — Op.(1) — 0

les suites exactes canoniques sur P et P!, ot Dp; : P! — Dp est la
projection. Alors, on sait que ( [E=IJ, 4.3] )

6*(1) = )\_1(Ep)
De,(1) = A_1(Epr)
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Notons W ~ WO @ W& ot WO est le sous-fibré ott Dp opere triv-
ialement. Remarquons que par définition, WM ~ V) @ 1. Ainsi,
NY = Dp*W#*, et donc,

De, () A_1(NY) = A_1(Ep). A1 (DpiWFY)
= A1 (Dpr (VWD) 41— Op:i(1) + DprW V)
A1(Dpi(V +1) = Opi (1)

Par ailleurs

oll 4; : P! < P est induit par i. Donc

dp(ec(1)) =ijA_i(a*(Ep))
= A1 (DpV 41 — Op (1))

Ce qui prouve que
De.(1)A 1 (NY) = di(e.(1))

et donc la proposition. O

Théoréme 3.16 ( Lefschetz-Riemann-Roch ) Soit f : F — F' un
morphisme localement d’intersection complete et fortement projectif de
champs algébriques bien ramifiés (.9 ). Alors le diagramme suivant
commute

XF-CV;1
) - =

G.(F

‘l _f*l
( (

Preuve: En factorisant f en une immersion fermée réguliere, suivie
de la projection d'un fibré projectif associé a un fibré vectoriel, et a ’aide
du lemme suivant, on peut ne traiter que ces deux cas.

Lemme 3.17 Soit F' un champ bien ramifié, et P — F' un fibré projec-
tif associé a un fibré vectoriel V sur F'. Alors P est encore bien ramifié.

Preuve: On a déja vu que le morphisme naturel
DV — DF XF \%

faisait de Dy un sous-fibré vectoriel de Dp Xz V sur Dg. De plus,

Dp — Dp Xp P est une immersion réguliere. Ainsi, la projection
Dp — P se factorise par Dp — Dp xp P — P, qui comme
P — F est lisse, est encore un morphisme localement d’intersection
complete.
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Pour montrer que ap est inversible, on va montrer que
Dp*(azt).ap € K{(P)

est inversible. Par le lemme B.11], ceci est local sur (Dg);;, ce qui nous
permet de faire les calculs au-dessus d’un morphisme lisse et surjectif
(s,D): X — Dp, qui correspond a un sous-groupe diagonalisable

D — Autx(s)

Le fibré vectoriel Vx étant muni d'une action de D, le fibré projec-
tif Py aussi. Alors Dp Xp, X est représenté par P2 le sous-espace
de Px des points fixes de D. Or la restriction de Dp*(az').ap dans
K, (P2)[[M(D)]]q, est égale a

T »-v)

teM (D)

ou M (D) est le groupe des caracteres de D, et N} le fibré conormal de
PP dans Pyx. C’est donc un élément inversible. O

(Cas d’une immersion fermée:

Soit j : ' — F’ une immersion fermée, réguliere. Alors le diagramme
suivant est cartésien

P2
Dy -2 D
Notons Ap = A_1(Ny)) (‘resp. A = A_1(Ny)) ), ot Ny, est le fibré

conormal de dp : Dp — F (resp. dpr : Dpr — Dp ). Alors, la formule
d’auto-intersection ( .14 ) implique, que pour tout x € G.(F)

Dj.(A1(Dj* Ny, = Nap.)-dp(2)) = dpo (. (2))

En composant avec le morphisme p (B-23 ), qui commute avec les images
directes et réciproques pour 7, et les produits sur Dg, on obtient

(P (DJ* NG, = N ))-pldi(2) = p(di (G ()

Or, p(dy(z)) = xr(x), et p(di (4« (x)) = xp(z), par définition. D’autre
part

pA1(DJ"Ny, — Na,))-ar

A-1(Dj dF/ - )) P(AF)
(A-1(Dy = NZ)) A (NG,))
)\fl(DJ dF,))
P

(
(
!

Apr)

F/

I
SN D DD
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Ce qui montre que
p(A-1(Dj"Ng,, = Ng,)) = j ap.ap’
et donc
j*(j*aF’-O‘F_l-XF(x)) = Xr (J(7))
ce qui, par la formule de projection est équivalent a
Je(ap' xp(2) = ap j(@)

Remarquons que la démonstration précédente montre que 1’'on a une
égalité dans HoSp
Jelap' Xr) = Qg js

Cas d’un fibré projectif:

Soit V' — F' un fibré vectoriel de rang r+ 1, et p: P=P(V) — F
le fibré projectif associé. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer
la formule pour les éléments z' = Op(i) € Go(P). En effet, d’apres B3,
tout élément y € G, (P) s’écrit de facon unique

i=r

y=> pa)a’

1=0

a; € G.(F). Supposons que la formule soit démontrée pour les éléments
z', alors
p(ap' xp(y)) = 2 pelap P (xr(a:).a’)
=Y plap a’).xr(as)
= > ap Xe(pa(a) xr(ai)
= ap 3 xr(pa(ah).a;)
= agl- > XE(p«(y))

Commencons par montrer que 1’on peut supposer que V' est une somme
directe de fibrés inversibles.

Lemme 3.18 Soit p: P — F un fibré projectif, avec F' un champ lisse
et bien ramifié. Alors le morphisme

p": GI(F) — GI(P)
est injectif.

Preuve: Comme Dp — Dy est un morphisme propre et lisse, il
existe des images réciproques

p*: GX(F) — GX(P)
et des images directes

p KX(P) — KX(F)
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On peut alors appliquer la formule de projection -2 pour x € GX(F')

pap*(x) = 2.pu(1)

Or, p.(1) est inversible dans KX(F'). En effet, ceci est local sur (Dp),
et localement sur (Dg);, p : P — F est la projection d’une réunion
disjointe de fibrés projectifs (non vides). O

Soit alors f : G — F un morphisme projectif et lisse, tel que ¢*(G)
admette une filtration par de sous-fibrés de quotients successifs de rang
1. On sait qu'un tel morphisme existe, et de plus, d’apres le lemme B.18,
le morphisme

f* GY(F) — GX(@)
est injectif.

Notons g : Gp := G Xp P — P et q : Gp — P les morphismes
induits, et x¢ = ¢*(z). Comme G — F est lisse, on a

* -1 % _ -1 *
q*(ap prar) = ag,.q ag
Avec ces notations, si la formule est démontrée pour ¢ et x%,, on a

(-5 Arxp(2) = q.(g"(App*Ap.xp(27))
= ¢:(Aep-0"Ac-g" (xp(2")))
= ¢.(Acp-0"Aa-Xc (9" (2)"))
= ¢:(Aep-0"Aa-xe(26))
= xa(a:(7))
= xa(q:(g*(2")))
= xa(f*(pe(2"))

= [*(xrs(ps(2")))

Or comme f* est injectif, on en déduit la formule pour p et z°.

On est donc ramené au cas ou V est sous forme triangulaire. Il existe
alors un morphisme lisse
r:W —F

qui est une composition de torseurs sous des fibrés vectoriel, tel que 7*(V)
soit une somme directe de fibrés inversibles. En utilisant .3, et un calcul
analogue a celui fait ci-dessus, on peut supposer que V est diagonalisable.

Soit V' ~ Vi ® L une décomposition de V', avec L de rang 1. On
note j : P, := P(V,) — P I'immersion canonique. Comme tout élément
x € G,(P) s’écrit comme

z=J.(y) +p"(2)

le cas d’une immersion fermée permet de nous ramener au cas ou x = p*(z),
et par la formule de projection au cas ou x = 1.
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On va utiliser 'argument de déformation de [B-F-M, App. 3], pour
montrer que

p(ap' p(ar)) =1
Comme V est diagonalisable, la construction de 'espace de déformation
de [B-F-M, App. 3], se globalise sur F};, et donne un sous-champ algébrique

fermé
J: X —=PxpPxgA'

tel que la projection induite
T X — F xgA'
soit un morphisme plat, et que
Jy: X, =1 (Fx{1}) = PxpP
soit I'immersion diagonale, et
Jo: Xy =71 (F x {0}) = Uggpep P* xp P°

ou P" désigne un sous-fibré projectif de P de rang n.
Pour un champ bien ramifié¢, notons

Ar = ap' Xr 1 Go(F) — GX(F)

Pour tout sous-champ fermé Y de P xp P xXg A' de complémentaire U,
on notera Ay le morphisme induit sur la fibre des suites exactes suivantes

G()Y)——=K(Pxp P xA")——=K(U)
Ayl )\PxFPxAll lAU
KX(Y) —=KX(P xp P x A") —= KX(U)

Remarquons que le théoreme dans le cas d'une immersion fermée réguliere
de champs bien ramifiés permet de conclure que les deux définitions ci-
dessus de Ay coincident si Y — PXxpP XgA" est une immersion réguliere,
et ) est bien ramifié ( exactement comme le corollaire [[3, 3.7, (ii)] se
déduit du théoreme [G, 3.1] ). En particulier pour

X, ~P— PxpPxgA'
Définissons alors, pour ) un sous-champ fermé de P xp xgA*
X(Y) = q.(Ay(1))

ou q : Y — F est la projection induite.
Si on montre que x(X;) est indépendant de ¢t € A*, alors

pelop! prar) = x (X)) = x(X)
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De la méme facon que dans [B-F-M, App. 3|, on conclut alors par
récurrence sur le rang de V' que

Ds (a;l.p*ap) =1

I nous reste donc a montrer que x(AX;) est indépendant de t € A*.
Soit L := Ax(1) € G¥(X). Comme dans le diagramme cartésien
suivant

Fﬁit FXSAl

le morphisme 7 est plat, les fibré conormaux de #; et de J; sont triviaux.
Ainsi, on a

(¢) 0 Ji (L) = if o (L)
Or i = i, pout tout ¢t et ' € A*', ceci montre que (g). o J(L) est
indépendant de t. Or J;(L) = Ax, (1), et donc x(AX;) = (q:)« o JF(L) est
indépendant de ¢t. O

Remarque: La formule précédente reste de toute évidence valable pour
un morphisme propre représentable de champs bien ramifiés. Cependant,
faute de résultats concernant les enveloppes ( ou quasi-enveloppes ) de
Chow d’un morphisme propre, nous ne savons pas la démontrer dans
cette généralité.

Cela pose aussi la question de savoir quand un morphisme propre
représentable est fortement projectif. On sait que cela est vrai lorsque les
champs satisfont deux hypotheses supplémentaires. A savoir 1’existence
d’un fibré ample, et le fait que tout faisceau cohérent est quotient d’un
fibré vectoriel. Ainsi, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.19 Soit HoChAlg"(S) la sous-catégorie de HoChAlg'(S)
des champs algébriques bien ramifiés et vérifiant les hypotheses suivantes :

o [l existe un fibré inversible ample sur F. C’est a dire L, tel que
pour tout faisceau cohérent F sur F', il existe un entier n, tel que
H'(F,F ® L®") =0 pour i > n.

e Tout faisceau cohérent est quotient d’un fibré vectoriel.

Alors, pour tout morphisme propre, représentable et localement d’intersection
compléte de HoChAlg"(S) f: F — F', le carré suivant commute

XF-Q’;'l
) ——

G.(F



Corollaire 3.20 Soit S = Speck, et F et F' deux champs algébriques,
qui sont équivalents a des champs quotients de schémas quasi-projectifs
par des schémas en groupes réductifs. Alors, pour tout morphisme propre,
représentable et localement d’intersection compléte f : F — F', le carré
sutvant commaute

XF-Of;vl

G.(F) —GI(F)

| |

G.(F') —= GX(F)

XF! 'a;/

Preuve: On sait que ces deux champs vérifient les hypotheses du
corollaire précédent ( [TLI] ). O

3.2.2 Formule de Grothendieck-Riemann-Roch

Pour tout ce paragraphe, S = Speck est le spectre d'un corps, et H
désigne une théorie cohomologique avec images directes.

Proposition 3.21 Soit f : F — F' un morphisme fortement projectif
de champs algébriques lisses. Alors, le diagramme suivant commute

G.(F)—L—~gG.(F)
Td(TF).Ohl le(TF/).Ch

H*(F, %) —— H*(F", %)

ot Tr € Ko(F) et Tpr € Ko(F') sont les fibrés tangents virtuels de F' et
F'.

Preuve: C’est mot pour mot la méme que celle pour des schémas
( [Q, 4.1] ). Le cas d’une immersion fermée provient de la déformation
vers le cone normal et des propriétés des classes caractéristiques, et celui
d’'un fibré projectif, de la formule du projectif P. en G-cohomologie. O

Proposition 3.22 Soit f : ' — F' un morphisme fortement projectif
de champ algébriques lisses et bien ramifiés. Alors le diagramme suivant
commute

Df.@Indy

H*<DF,K® AF) H*(DF/7K®AF/)

Td(TDF).Ch®IdJ/ le(TDF, ).CheId

H(Dr R & Ar) g, B (Prn H O Ap)
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Preuve: En effet, si F' et F’ sont lisses et bien ramifiés, Dr et D
sont lisses. De plus, le morphisme induit Df : D — Dp est encore
fortement projectif. En effet, soit

F—lsp-top
une factorisation de f, avec j une immersion fermée et p la projection
d’un fibré projectif. Alors, D f se factorise par

Dj D
Df : DF —]> Dp —p> DF
Or on sait que Dj est une immersion fermée, et de plus Dp se factorise
par

; q
Dp: DP—Z>DF/ X pr P—>DF/
ou % est une immersion fermeée.

On peut alors refaire la preuve de la proposition précédente avec K ®.A
a la place de K, et H® A a la place de H. O

Pour le corollaire suivant, on a noté HX7/(F' *) la composante de
HX(F', %) supportée par D ;.

Corollaire 3.23 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Soit f : F — F' un
morphisme fortement projectif de champs algébriques lisses et bien ram-
ifiés. Alors le diagramme suivant commute

G.(F) — =~ HX(F, )

| |

G.(F') —= HXF (F', %)
T

Preuve: Il suffit de composer la formule B.1¢ et le corollaire précédent.
O

3.2.3 Cas des champs de Deligne-Mumford : Cohomologie a coefficients
dans les représentations

Dans le cas des champs de Deligne-Mumford, le théoreme de dévissage
est plus précis, et permet d’étendre les formules de Riemann-Roch
au cas des morphismes non représentables.

Nous revenons un moment au cas ou S est un schéma régulier uni-
versellement japonais.

Pour simplifier les énoncés et les notations, on supposera que S con-
tient les racines de I'unité. On fixera alors un plongement

feo(S) = h1oo(C)
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qui nous permettra d’identifier par la suite le faisceau A avec un sous-
faisceau constant K — Q%. Comme K est un corps, on a

K(F)~K,(I};) ® K — K, (I}) ® Q¥

Nous faisons remarquer au lecteur que cette hypothese supplémentaire
n’est pas tres restrictive. En effet, si F' est un champ de Deligne-
Mumford, il existe un changement de base galoisien de S, tel que le
faisceau p,, soit constant sur Sg;, avec m un multiple de tous les ordres
de ramifications de F'. On peut alors redescendre sur S par le procédé
de descente galoisienne 2.4 (1).

Rappelons que 'on a construit un morphisme
FLK(IL) — K(F)
Nous noterons également, pour ¢ € fioo(S)
F; : Vect(I},) — Vect(I})

le foncteur qui a un fibré vectoriel V' sur 1%, associe le sous-fibré vectoriel
V(© sur lequel la section canonique S ( ) opére par multiplication

par (.
Définition 3.24 Soit F' un champ de Deligne- Mumford.
1. Si F' est régulier, sa classe de ramification est définie par
ap’ = F(Ar.) € K""(F)
ou g 1 It — F est la projection, et F : Ko(I%) — KIP(F) est
défini dans [2.13.

2. Soit S = Speck, et 'H est une des deux théories cohomologiques
avec images directes citée dans [3.1.1. On définit la cohomologie et
I’homologie a coefficients dans les représentations par

erp(F? q) = ﬂ-dQ*pH«[;?)li’ H'® K)
HP(F,q) := Tag—pH (L), qu ® K)

st H est la théorie de Gersten.

erp<F7 Q) = ﬂ-dQ*pH<([%)ll’7 Hq)
Hy*(F, q) = maq—pH((I1)1i Hy)

si k est de caractéristique nulle, et 'H est la cohomologie de De

Rham
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On notera aussi

H;ep<F7 *) = @erp<pu Q>
pq

H"(F,*) .= @ H}*"(F, q)

Y2

3. Si F est lisse sur S = Speck, sa classe de Todd est définie par
Td™"(F) := Ch(ayp?) L.Td(Ty,) € Hyepo(F, *)
4. Le caractere de Chern est défini par

rep . ¢ re Ch °
Ch™" K*(F) —F>K* p(F) - Hrep(F7 *)

5. Si F est lisse sur S = Speck et que son espace de modules est quasi-
projectif, alors la transformation de Riemann-Roch est définie par
' GuU(F) — H?, (F,x*)

rep

x —  Ch™P(z).Td"P(F)

Remarquons que le méme argument que B.I( montre que, si F est
un champ de Deligne-Mumford régulier, alors I% est aussi régulier, et de
plus o.” est inversible. Ainsi, la définition (2) posséde un sens.

Pour tout champ algébrique de Deligne-Mumford, il existe une section
canonique F' — Ik correspondant a lidentité. Cette section induit donc
des isomorphismes naturels

H (F,*)~ H*(F,x)® ;ep;ﬂ(F, *)

rep
H{P(F, %) = Ho(F,%) © H{7H(F, %)

compatibles avec les produits et les classes caractéristiques.

Nous ne redémontrerons pas les propriétés des théories H;ep(F, %), et
HP(F,«). Elles sont en tout point analogues a celles de la cohomologie

a coeflicients dans les caracteres.

Remarque: Supposons que k = C, et que l'on prenne la cohomologie
de De Rham. Si F' est un champ de Deligne-Mumford lisse, on peut lui
associer un champ analytique F** ( .6 ). Le théoréme de comparaison
de Grothendieck ( [Gi, Thm. 1'] ) donne alors un isomorphisme de
C-algebres

H,,(F,0) = H*((Ir)"",C)
ol (Ir)'P est le site topologique sur (Ix)*, et C le faisceau constant de
fibre C. Soit 7 : Ir — F la projection, et p : F' — M la projection sur
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I'espace de modules. On pose R = p, o m,(C); c’est un faisceau en
C-algebres sur M, dont la fibre au point x € M est isomorphe a C(H,),
la C-algebre des fonctions centrales sur le groupe d’isotropie H, de x.
Ainsi

H* (F,0)~ H*(M" R)

rep

Cet isomorphisme explique le nom de ”cohomologie a coefficients dans
les représentations”, en gardant a l'esprit que les éléments de C(H,)
s'identifient a des représentations virtuelles de H, a coefficients com-
plexes.

Le théoreme suivant est la version étendue de B.14

Théoréme 3.25 ( Lefschetz-Riemann-Roch ) Supposons que S est régulier.
Soit QDM (resp. DM ) la sous-catégorie de HoChAlg(S) des champs
de Deligne-Mumford sur S, et dont l’espace de modules est quasi-projectif
sur S ( resp. des champs de Deligne-Mumford sur S ). Alors, pour
chaque F objet de DM, il existe un unique morphisme

U Gu(F) — G(F)
tel que :
1. Si F est lisse sur S, et dans QDM, alors
vp: Ku(F) — GIP(F)

v = (ap) er(x)

2. Pour tout morphisme propre de dimension cohomologique finie de
DM, f:F — F', ona

f*owF :'l/}F/Of*
dans l'un des cas suivants

e e morphisme f est représentable

e le champ F est lisse sur S

3. 8i f: F — F' est un morphisme représentable et étale de champs
de DM, alors

Ypo f*=f" oY

4. Pour tout champ F de DM, tout x € G,(F) et tout y € K.(F), on
a

Vr(r.y) = Yr(r).0r(y)
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5. Pour tout morphisme propre de dimension cohomologique finie,
f : F — F'de champs de DM, le diagramme suivant commute

G, (F) —L~ G, (F)

vl o

G (F) ——~ Gy (F)

Par la suite, nous dirons “schéma”, pour ”S-schéma”. Les termes
"projectifs” | "fortement projectif”’, "lisse” ... feront référence aux no-
tions relatives sur S.

Preuve: Notons que la méme preuve que B.16, montre que la trans-
formation naturelle

vr = (aF) " br
commute avec les images directes de morphismes fortement projectifs en-
tre champs lisses de QDM.

Définition de ¢ p:

Soit F'un champ de DM. Nous dirons qu'un champ simplicial ¢ : Fy, — F

augmenté et propre ( .7 ) sur F, est une enveloppe si :

e Pour tout [m] € A% F,, est une gerbe triviale sur un schéma quasi-
projectif et bornée par un faisceau constant de groupes finis (donc
des réunions disjointes de X,, x BH,.

e Les morphismes de faces et dégénérescences F,, — F,, sont propres
représentables et de la forme f x p : X,, x BH,, — X,, x BH,,,
pour f: X, — X, et p: H, — H,,.

e Le morphisme induit ( 277 )
¢ 1 G(Fo)q — G.(F)q

est un isomorphisme.

Lemme 3.26 1. Il existe toujours une enveloppe pour F'.
2. Deux enveloppes quelconques de F' sont dominées par une troisieme.

3. Pour tout 1-morphisme de champs de DM, f : F — F’', il existe
un diagramme commutatif de champs simpliciaur augmentés
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avec a et b des enveloppes.

Preuve: La preuve est la méme que [G3, 3.1, 3.2, 3.3], mais en rem-
placant le mot "enveloppe” par ”quasi-enveloppe de Chow”. O

Considérons alors F' un champ de DM, et q : Fy, — F' une enveloppe.

Lemme 3.27 [] existe un morphisme Vg, dans la catégorie homotopique
des spectres simpliciaux, entre

et
[n] — G™(Fy),

telle que pour tout [n], le morphisme induit G(F,)) — G"P(F,,) soit le
morphisme ¢,y,.

Preuve: Pour chaque [n] € A, on a une équivalence de spectres
G"?(F,) — G(MIF,)k

ot MIF, est l'espace de modules du champ I}, . Ainsi, le spectre sim-
plicial [n] — G"(F,,) est équivalent a [n] — G(MIF,)k.
D’un autre coté, pour tout [n] € A, on dispose du morphisme naturel

G(Fn) I G(Xn) ® K(Hn)a

ou K(H,) est lalgebre des fonctions centrales sur H,, nulles sur les
éléments d’ordre non-inversible sur S, a valeurs dans K. Il est défini
exactement de la méme facon que le morphisme ¢. Si f x p : X, X
BH, — X,, x BH,, est un morphisme de transition, alors on dispose
de

fe x Ind, : G(X,,) ® K(H,) — G(X,,) ® K(H,,).

Ici, f. est I'image directe pour la version strictement fonctorielle de G,
et Ind, : K(H,) — K(H,,) est égal par définition a [H,, : H,,| fois le
morphisme d’induction des caracteres (remarquer qu'ici H, — H,, est
injectif).

Ce morphisme est de plus fonctoriel pour les images directes pour
F, — F,,, et donc définit un morphisme de spectres simpliciaux, entre
n] — G(F,) et [n] — G(X,) ® K(H,).

Enfin, il est clair que G(X,,) ® K(H,) ~ G(MIF,)k, et donc [n] —
G(MIF,) est équivalent a [n] — G(X,,) ® K(H,).

En conclusion, on a un diagramme de spectres simpliciaux

G(F,) — G(MIF,)x ~ G™(F,),

ce qui définit bien le morphisme cherché dans la catégorie homotopique.
O
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Le lemme précédent implique que 'on peut définir un morphisme de

spectres ( R.7 )
Ur  Gu(F [ F)q — GUP(F/F)k
On définit alors ¢ r par le diagramme commutatif suivant dans HoSp

Gu(Fo/F)q "= GI(F./F)k

q*l lfq*

G.(F)q —~—~G'*(F)x

Cette définition possede un sens, car d’apres .4, on sait que ¢, est un
isomorphisme.

Les propriétés des enveloppes rappelées dans B.20 et une autre appli-
cation du lemme précédent montre que 1 est indépendant du choix de
I’enveloppe.

Remarquons enfin, que si ¢y : Fy — F' est une quasi-enveloppe de
Chow, avec gy un morphisme propre et représentable, et Fy une gerbe
triviale, on peut construire une enveloppe ¢q : Fy, — F', avec
q=qo : Fo — F. Alors, comme le champ simplicial constant Fj est
une enveloppe pour Fg, on a

(190)<¥r, = ¥r(qo)-
Preuve de (1):

Commencons par une petite digression sur les orbifolds lisses de QDM :
ce sont les champs F' de QDM lisses sur S, tel que np : Ip — F soit
birationnel.

Lemme 3.28 Soit F' un orbifold lisse et connere de QDM. Alors il
existe un schéma lisse et quasi-projectif X, une action du S-schéma en
groupes Gl,/S sur X, et une équivalence de champs

F~[X/GlL,/S]

Preuve: La preuve qui suit m’a été communiquée par A. Kresch.

Soit ¢ : T — F le Gl,/S-torseur correspondant au fibré vectoriel
des k-jets sur F ( relatif & S ). Commencons par montrer que T* est
représentable des que k est assez grand.

Comme ceci est local sur I'espace de modules de F', on peut supposer
que F = [X/H], est le quotient d’un schéma quasi-projectif lisse et con-
nexe par un groupe fini. Dire que F' est un orbifold est alors équivalent
a dire qu’aucun élément de H ne fixe le point générique de X, ou encore
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que pour tout h € H, le sous-schéma des points fixes de h dans X est un
fermé strict, X" — X.
Soit x : Speck(x) — X un point géométrique, et considérons H, — GI(T% )
I’action du sous-groupe d’isotropie de x sur l'espace des k-jets en x.
Comme pour h € H,, T)’?h’x ~ (T%,)", cette action est fidele pour k
assez grand. Ainsi, pour tout point géométrique = de X, le morphisme
naturel

H, — GUT%,) ~ Gl,/k(x)

est injectif pour k assez grand.

Soit Tk le G1,,/S-torseur des k-jets sur X ( relativement & S ). Alors
le champ T* est équivalent au champ quotient [T%/H]. Or, comme
pour tout point géométrique xz de X, le morphisme naturel de H, dans
Gl,/k(x) est injectif, H opere sans points fixes sur T%. Ainsi, le champ
T ~ [T%/H] est représentable par le S-schéma quotient T% /H.

De plus, si M est 'espace de modules de F', le morphisme induit
TF — M est affine. Comme M est quasi-projectif sur S, il en est de
méme de T*.

On vient donc de démontrer que F ~ [T*/Gl,/S], avec T* un S-
schéma quasi-projectif et lisse. O

A Taide du lemme précédent, et de [Th], on sait que tout faisceau
cohérent sur un orbifold est quotient d’un fibré vectoriel, et que F' admet
un faisceau inversible ample. En particulier, tout morphisme propre et
représentable f : F' — F' est fortement projectif.

Revenons au cas général d'un champ lisse de QDM. On sait qu’il

existe un morphisme

p: F— I’
ou F' est un orbifold lisse de QDM et p fait de F' une gerbe de groupe
fini sur £’ ( [B2] ). On choisit a I'aide de une quasi-enveloppe de
Chow, représentable

r.Fy— F
avec F{j une gerbe triviale sur un schéma quasi-projectif. Posons
q : Fy=Fxp FF — F le morphisme induit. Alors Fj est une gerbe
sur F{, donc est encore une gerbe.

Comme 7 est fortement projectif ( par B-2§ ), ¢ 'est aussi. En effectu-
ant un changement de base fini de I'espace de modules de Fy, ce qui ne
change pas le caractere fortement projectif de ¢, on peut méme supposer
que c’est une gerbe triviale.

Montrons alors que ¢, : G, (F,)q — G.(F)q est surjectif.

En effet, comme ¢ est fortement projectif, on peut utiliser le théoreme
de Lefschetz-Riemann-Roch pour les morphismes fortement projectifs,
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qui nous donne un diagramme commutatif

(@) br

G*(FO)K g:ep(FO)
Q*\L lQ*
G.(Fo)k GL™(F)

(@F") tor

Comme les fleches horizontales sont des isomorphismes, il suffit de mon-
trer que g, : G"P(Fy) — G"P(F) est surjectif, ce qui est une conséquence
directe du lemme suivant.

Lemme 3.29 Soit f : F' — F un morphisme fini représentable et
surjectif de champs, avec F lisse. Alors, le morphisme

est surjectif.
Preuve: A laide de la dualité de Poincaré B.2, on peut utiliser la
formule de projection pour f. Ceci implique que
L0 @) = 2. .00)
pour z € G,(F). Il suffit donc de montrer que f.(1) est inversible dans
G, (F), ce qui, d’apres le lemme B.17], est local sur F,;. On peut donc sup-
poser que F' et F’ sont des schémas quasi-projectifs. Mais f.(1) possede

un rang égal au degré de f, qui est non-nul, car f est dominant. Ainsi
f+(1) € G,(F)q a un rang inversible, donc est inversible ( [F-1]] ). O

Soit © € G,(F)q. On vient de voir que l'on peut écrire z = ¢.(y),
avec y € G.(Fy,)q- On applique alors une nouvelle fois la formule pour
le cas des morphismes fortement projectifs, a q et y

(") or(a:(y) = 10.9r,(y)
Ainsi, comme 1¢,(¢r,(y)) = ¥r(z), on a
vr = ()b
Preuve de (2):

Soit f : F — F’ un morphisme propre de dimension cohomologique
finie.

Cas ol f est représentable : D’apres B.2(, on peut trouver un dia-
gramme commutatif de champs simpliciaux augmentés (.7 )
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avec a et b des enveloppes. En prenant les images par les foncteurs G
et G"?, ce diagramme induit deux diagrammes commutatifs dans HoSp

(B13)

G(F) L G G (F) s e )
L )
G(F) ——~G(F) G"7(F) —— G (F")

Le morphisme ¢ définit alors un morphisme entre ces deux diagrammes

(fo)«

G(F.)q G(Fl)q

G(F)q L G(F)q ooy
|

b5 G™(F) — G""(F,)
G (F) G (F)

f*
Ce qui, par définition, implique que

Jeotbp =Yg o f,

Cas ou F est lisse : Soit ¢’ : Fjj — F’ une quasi-enveloppe de Chow,
avec F{ une gerbe triviale, et ¢’ un morphisme représentable fini ( [.2]] ).
Notons g : Fjx mF' — F' la quasi-enveloppe induite, r : Fy — F} xp F
une seconde quasi-enveloppe de Chow par une gerbe triviale, et » un mor-
phisme représentable fini. Considérons le diagramme commutatif suivant

F0—9>F0

pl lq,

I 7/}
F T F
Nous avons déja vu précédemment que le morphisme induit
P+ Gu(Fo)q — Gu(F)q

est surjectif.
Soit x € G.(F)q, et y € G.(F,)q tel que p.(y) = z. Alors

vr(z) = r(p.(z))
= p*wFo (y)

111



par définition de ¥ p. Ainsi, si 'on savait que

9:VR, = ngg*

on aurait

fop(z) = fubr(p.())
— *p*’l/}Fo (y)
= ¢.9+¥r, ()
= ¢y (9+(y))
— Ve (dlg.()
= 1/1F/(f*p* (y))
=Y (fu(z))

Il nous reste donc & démontrer le lemme suivant

Lemme 3.30 Soit f : F — F' un morphisme propre de dimension
cohomologique finie de gerbes triviales de Deligne-Mumford, alors le dia-
gramme swivant commute

G.(F) —L—~G.(F)

| -

GIP(F) — = GI7(F)
Preuve : Factorisons f par son "espace de modules relatif”

f: F_k>F//_h>F/

Le morphisme k est, par définition, le morphisme universel vers les champs
qui sont représentable sur F”.

Remarquons qu’un tel champ existe. Comme ’existence de ce champ
est locale sur F,, il suffit de montrer qu’il existe lorsque F” est un schéma.
Mais dans ce cas, F” est tout simplement I’espace de modules de F.

On peut donc supposer que f = k. Dans ce cas les champs F' et F’
sont des gerbes sur M, I'espace de modules de F', et le morphisme induit
par f est I'identité sur M. De plus, le morphisme f fait de F' une gerbe
étale sur F’, bornée par un groupe fini K. Ce qui implique en particulier
que f est étale ( éventuellement non représentable ).

Formons alors le carré cartésien suivant

j Y

Jo b

F'——F

Supposons que l'on ait démontré le lemme pour le morphisme wu, alors,
par la formule de transfert ( ), et la fonctorialité de ¢ pour les images
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réciproques, on peut écrire

I"fsdr = 9.9 0F
= G:Qprg”
= opf*f.
= ["op [

Or, on sait que f,f* = x%, ou k est l'ordre de K. Ainsi, en multipliant
par k.f,, on trouve

f*¢F - ¢F/f*

Il nous reste a démontrer la formule pour u. Or, par construction, u
possede une section s : F' — F”. Ainsi, F” est une gerbe triviale sur
F. On peut donc supposer que F”" = F xg BK, on BK = [S/K], et u
la projection

b: FxgBK — F

On utilise alors la ”formule de Kunneth” pour F”.

Lemme 3.31 Soita : F Xx¢ BK — BK, etb: F xg BK — F les
deux projections. Alors, le morphisme

a*.b" : Ko(BK) ®k,s) G«(F) — G.(F x BK)
est bijectif.

Preuve: Soit SpecA — SpecZ I'image du morphisme canonique S — SpecZ.
Comme K est d’ordre premier aux caractéristiques de S, le SpecA-
schéma en groupes qu'il définit est réductif. Notons alors R(K) un
systeme de représentants des classes d’isomorphie des objets simples de
la catégorie Coh([SpecA/K]). Ce sont aussi les objets simples de la
catégorie des A[K]-modules. Le théoreme de dévissage de Quillen [,
5.1], implique alors qu’il existe un isomorphisme canonique

K.(BK) ~ P K,(9)
R(K)

De méme, il existe un isomorphisme

G.(F x5 BK) ~ @5 G.(F)
R(K)

et le lemme s’en suit. O

Soit © € G (F xg BK)q. On écrit x = a*(y).b*(2), avec y € K,(BK)
et z € G.(F). Notons p: BK — S, et ¢ : F' — S les deux projections.
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Supposons que le lemme soit démontré pour F' = BK, F' = S, et pour
les éléments de G, (F'), alors

or(be(z)) = ¢r(b(a
= ¢F(b “(
=4q ¢Speck( )
= ¢'p(0BK (Y)).-0r(2)
= b.a*(dpr(y <Z5F(Z)
= b.drxnr(a*(y)).
(¢F><B ( *(y
A(OrxBr(a*(y)).
*(¢FxBK( (y .
(PrxpK(T))

“(y).0°(2)))
Y).

Y)-

or(2)

by
b
b
b

*

On s’est donc ramené au cas ou ' = BK, et f est le morphisme
structural
f:BK — S

En identifiant Coh(F') avec la catégorie des représentations de H dans
Coh(S), le morphisme

fe: Go(F)q — Go(5)q

associe a un Og-module cohérent muni d’une action de H, son sous-
module des invariants.

De plus, G(?(F) est isomorphe & 'anneau des fonctions centrales de
H dans G,(9)k. Et par cet isomorphisme, le morphisme

O+ Go(F) — Go(5)k
associe & une représentation V' de H dans Coh(S) "son caractere”

x: K — Go(9)k
h = Yeu(s) SV

ott VPO est le sous-module de V sur lequel h opere par multiplication

par C.
Enfin, le morphisme

fe: G"P(F) — Go(5)k

est alors donné par

= %-Zx(h)

heK

pour toute fonction centrale

X: K — Gy(9)k
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La formule & démontrer se traduit donc par

V9 =3 3 Vo)

heK

en tant qu’éléments de G,(S)k. Ce qui est une formule bien connue.

Preuve de (3) :

Soit f : FF — F’un morphisme représentable étale, ¢’ : F, — F’ une
enveloppe, q : Fy := F. X F' — F l'enveloppe induite, et f, : Fy — F
le morphisme induit.

Soit v € G.(F')q, et x = ¢, (y), avec y € G, (F]/F')q. Alors, par la
formule de transfert, on a

Ainsi,

Preuve de (4) :

Soit z € G (F) et y € K, (F). Ecrivons

T = q:(2)

avec ¢ : F, — F une enveloppe, et z € G.(F,)q. Alors, comme
¢:(2.q¢"(y)) = z.y, on a

Vr(ry) = q.(dr(2.4"(y)))
= ¢(¢r, (2)-9r (0" ()))
= ¢.(¢r.(2).0"9r(y))
= ¢(9r.(2))-0r(y)

Preuve de (5) : C’est la méme que le second cas du point (2), car
on a le résultat suivant.

Lemme 3.32 Soit q : Fy — F une quasi-enveloppe de Chow, avec q
représentable et fini. Alors le morphisme

Gx - GO(FO)Q - GO(F)Q

est surjectif.
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Preuve : On procede par récurrence noethérienne dans F'.

Soit ¢ : U < F un ouvert non-vide de F lisse, et [’ — F son
complémentaire réduit. On dispose alors d’'un morphisme de suites ex-
actes longues

Go(fT'(F)q — Go(X)q — Go(f ' (U))q —

LT

GO(F,)Q GO(F)Q G0<U)Q 0

Le ”"lemme des cing” implique donc qu’il nous suffit de considérer le cas
de U. On suppose donc que F' est lisse. Mais alors on a déja vu que f,
est surjectif. O

O

Pour la suite on suppose que S = Speck, avec k un corps contenant
les racines de l'unité.

Théoréme 3.33 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Pour chaque F objet
de QDM il existe un unique morphisme

Tr 1 G, (F) — H(F, %)
tel que :
1. Si I est lisse dans QDM, alors

TF - g*<F> - H’<F7 *)
x —  Td(Tr).Ch(z)

De méme, st X est un schéma quasi-projectif, Tx coincide avec le
morphisme défini dans [G, 4.1].

2. Pour tout morphisme propre de QDM, f: F — F', on a
f*OTF:TF’Of*

3. 81 f: F — F' est un morphisme représentable et étale de champs
de ODM, alors

Tro f*(x) = f* o Te(x)

pour tout v € Go(F").

4. Pour tout champ F de QDM, tout x € Gy(F) et tout y € K, (F),
on a

Tr(z.y) = 7r(x).Ch(y)
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5. La transformation naturelle Tp : Go(F') — H(F, ) se prolonge de
fagcon unique a une transformation naturelle de foncteurs covariants
sur (DM, pr.), la sous-catégorie des champs de Deligne-Mumford et
morphismes propres.

Preuve: La preuve suit le méme principe que celle de B.25,

Définition de 75:

Soit F' un champ de QDM, et p : F — M la projection sur son
espace de modules. On définit 77 par le carré commutatif suivant

TR

G.(F) "~ Hy(F, %)

p*l l”*

G<M>Q T H0<M7 *)

ol 7 est le morphisme défini dans [, 4.1]. Cette définition possede un
sens car, d’apres .6, le morphisme p, est bijectif.

Preuve de (1) :

Commencons par le cas ou F' est un orbifold. D’apres B.2§, on sait que
tout morphisme propre et représentable ' — F est en réalité fortement
projectif.

Soit f : X — F un morphisme propre et surjectif avec X un schéma
quasi-projectif et lisse ( [Jd] ). Alors, comme F est lisse, la formule de
projection implique que le morphisme

fo: Gu(X)q — G,(F)

est surjectif. Notons ¢ : X — M le morphisme induit.
Si x € G,(F), on peut écrire © = f.(y), avec y € G.(X)q. Alors, par
définition de 7, et par la formule de Grothendieck-Riemann-Roch pour

les schémas ( [G, 4.1] )

mr(z) = (p) 'T(a(y))
= () ' (7x(v))
= (p«) ' (Td(X).Ch(y))
= f.(Td(X).Ch(y))

Or, une application de la formule de Grothendieck-Riemann-Roch au
morphisme f, qui est fortement projectif, donne

fo(Td(X).Ch(y)) = Td(Tg).Ch(z).
Dans le cas d'un champ lisse F' de QDM on peut trouver un mor-
phisme

q:F—>F0
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qui fait de F' une gerbe sur Fj, et avec Fy un orbifold lisse. Remarquons
alors que le morphisme naturel

Tq:Tr — q"Tk,

est un isomorphisme.

Le lecteur vérifiera que I'on peut utiliser le point (2) sans tomber dans
un cercle vicieux.

Notons alors, p : ' — M, et py : Fy — M les projections sur
I'espace de modules. On a évidemment py o ¢ = p. Ainsi, par (2) et le
cas précédent

Lemme 3.34 Soit q : ' — Fy un morphisme de champs de Deligne-
Mumford, lisses et connexes, qui fasse de F une gerbe bornée par un
groupe fini H sur Fy. Alors

G q.: H*(F, %) — H*(F, )
est la multiplication par %, ou m est l'ordre de H.

Preuve: Considérons le diagramme cartésien

F—q>Fo

T Tq

Fy — - F
Comme ¢ est étale, la formule de transfert .1§ implique que

q"q.(x) = b.a*(x)

pour tout © € H*(F, *)q. Or b est une gerbe triviale de groupe H. Ainsi,
Fy ~ F x [Speck/H]. La formule de transfert nous ramene alors au cas
ou q: F = [Speck/H] — Fy = Speck est la projection naturelle. Soit
e : Fy — F le H-torseur universel, qui est une section de q. Alors,
Yy = %.e*(:p) est un antécédent de x par ¢,. Ainsi

1

(eo0q)"(x) = p——

. 1
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Comme on sait que ¢, est un isomorphisme, le lemme ci-dessus montre
que

q:

Donc

7r(x) = ¢ (Td(Tr,).Ch(g.(z)))
= m.¢"(Td(Tr)-Ch(g.(z))
=m.Td(q"(Tr))-q"Ch(g.(
=m.Td(Tr).Ch(q*q.(x))
=m.Td(Tr).Ch(+.x)
=Td(Tr).Ch(x)

Pour finir, le cas d’'un schéma X est évident, car M = X et la projec-
tion naturelle est p = Id : X — X.

)
z))

Preuve de (2) :

Soit f : F — F’ un morphisme propre de champs de @D M. Notons
p: F— Metp : F' — M’ les projections sur les espaces de modules,
ainsi que M f : M — M’ le morphisme induit. Alors, pour x € G, (F),

T (fu(2)) = ()" e (0. f (7))
= () rar (M f.p. (1))
= (p)” le T (p+())
;( ) s (pu()

TF(Jf)

Preuve de (3) :

Soit u : FF — F” représentable et étale.

Lemme 3.35 Soit f: X — F' un morphisme propre, tel que pour tout

sous-champ irréductible F' — F, il existe une composante irréductible

X' de X au-dessus de F', telle que f : X' — F' soit génériquement fini.
Alors le morphisme

f* : GO(X)Q - g0(17)
est surjectif.

Preuve : On procede par récurrence noethérienne dans F'.
Soit ¢ : U < F un ouvert non-vide de F lisse, et [’ — F son
complémentaire réduit. On dispose alors d’un morphisme de suite exactes
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longues

Go(fT'(F")q — Go(X)q — Go(f*(U))q —

| | | I

Go(F") Gy(F) Gy (U)

Le ”lemme des cinq” implique donc qu’il nous suffit de considérer le cas
de U. On suppose donc que F est lisse. Mais alors f : X — F étant
propre et surjectif, on a déja vu que f, est surjectif. O

Soit z € Gy(F’), et f/: X' — F’ un morphisme comme dans le
lemme, avec y € Go(X')q et fi(y) = 2. Notons f: X = X'Xp F — F,
et v: X — X’ les morphismes induits. Alors, a l'aide de (2) et du cas
des schémas [[G]], on a

wrp(x) = ut e (fi(y))

I T | [
A~ 2y
:*'*\HX \\**\]\
—
S 3
/\*@/-\

Preuve de (4) :

Soit z € G,(F) et y € K,(F). Choisissons un morphisme propre et
surjectif
f: X —F

avec X un schéma quasi-projectif, tel que x = f.(z), avec z € G,(X)q.
Un tel morphisme existe d’apres [Vid, 2.6], et le lemme B.35 On a alors
z.y = f«(x.f*(y)), et donc, en utilisant le point (2) et le cas des schémas

mr(zy) =71r(fi(2f"(y)))
= f*Tx(Z-f*<y))
— forx(2).f*Chiy)
= f«(7x(2)).Ch(y)
= 7p(f:(2)).Ch(y)
= 1r(z).Ch(y)

Preuve de (5) :

Soit F' un champ de Deligne-Mumford, et p : F© — M la projec-
tion sur son espace de modules. Alors, on définit 7% par le diagramme
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commutatif suivant

TF

Gy (F) —— H.(F, %)

”"l lp*

GO(M>Q T HO(M> *)

ou 1y est défini dans [[GZ, 7]. Il est clair que cette définition répond aux
conditions demandées. O

Les théoremes B.2 et B.33 peuvent se composer. On obtient de cette
facon le théoreme de Grothendieck-Riemann-Roch sous sa forme finale.

Théoréme 3.36 ( Grothendieck-Riemann-Roch ) Pour chaque F objet
de QDM il existe un unique morphisme

T GU(F) — HP(F )
tel que :
1. Si I est lisse dans QDM, alors

et GU(F) — HyP(F, %)
o Td(F).Ch(z)

N . . . . . rep
De méme, si X est un schéma quasi-projectif, T

morphisme défini dans [Q, 4.1].

coincide avec le

2. Pour tout morphisme propre de QDM, f: F — F', on a
fooTi = 71 .
dans l'un des deux cas suivants

e le morphisme f est représentable

e le champ F' est lisse

3. 8i f: F — F' est un morphisme représentable et étale de champs

de QDM, alors
mp ! o fH(x) = fT o (x)
pour tout x € Go(F").

4. Pour tout champ F de QDM, tout x € Go(F) et tout y € K.(F),

on a
Tp ' (vy) = 75" (2).Ch"(y)
5. La transformation naturelle 7. : Go(F) — HJ’(F,*) se pro-

longe de facon unique a une transformation naturelle de foncteurs
covariants sur (DM, pr.), la sous-catégorie des champs de Deligne-
Mumford et morphismes propres.
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Preuve : On définit 7, par la composition

i’ Gu(F) —= G(Ip)x — > Hu(Ij, %) = HI(F, %)

Les cinq assertions du théoreme sont alors obtenues en composant les
cinq assertions des théoremes B.25 et B.33. O

En utilisant le théoreme P.27, ainsi que les lemmes sur l'existence
des quasi-enveloppes de Chow ( [.21] (2) ), on peut montrer le théoréme
suivant, dont nous ferons I’économie de la démonstration ( qui est tout
a fait analogue au cas des champs de Deligne-Mumford ).

Nous supposerons que S contient les racines de 'unités, et que nous
avons fixé un plongement fi,,(S) < C*. On posera alors K := Q (oo (.5)).

Dans le théoreme suivant, nous avons bien entendu posé les définitions
suivantes :

H? (F, q) = qu—pH((I?f)lia H? X K)

rep

Hy?(F,q) = mag-yB((Ig )i, M, @ K.

Théoreme 3.37 Supposons que S soit de caractéristique nulle. Notons
QG A la sous-catégorie de HoChAlg(S), des champs lisses sur S, A-
équidimensionnels et pseudo-séparés ([[.13), et QQGA celle de QGA
formées des champs dont ’espace de modules est quasi-projectif.

Pour chaque F objet de QGA notons

TP Gu(F) — HI?P(F, %)
x —  TdP(F).Ch™P(z)

Alors, on a les propriétés suivantes.

1. Pour tout morphisme propre de QGA, f: F — F', on a
fooni? =77 o S

2. 81 f: F — F' est un morphisme représentable et étale de champs

de QGA, alors
T’ o ff(x) = frorn(v)

pour tout x € Go(F").

3. Pour tout champ F de QGA, tout v € G,(F) et tout y € K.(F),

on a
rep

T () = 7" (2).Ch™ (y)
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3.2.4 Exemples d’applications

On notera k un corps qui contient les racines de I'unité.

Nous allons donner toute une série de corollaires du théoreme B.36.
Nous nous intéresserons tout particulierement aux formules de type Gauss-
Bonnet.

Pour un champ algébrique F', nous noterons
AP(F) = HP(F,K, ® Q)
A (F):=H'(F,R"® Q)
AP (F) == HP(I};, K, ® K)
AYP(F) = HP(IL, RP @ K)
ou RP est le complexe de Gersten de codimension p. Notons, qu’aux

graduations pres, ces groupes sont des morceaux de la cohomologie et de
I’homologie a coefficients dans les représentations de F'.

Corollaire 3.38 S§i F' est un champ de Deligne-Mumford, alors les mor-
phismes

i Gol(F) — @) A(F)

7" Go(F)x — @D ApP(F)
p

sont des isomorphismes.
En particulier, si F' est lisse dans QDM alors

Ch: Gy(F) — @ A7(F)

rep

Ch' : Go(F)x — @D AL, (F)

sont des isomorphismes.

Preuve: La seconde partie se déduit de la premiere en remarquant
que les classes de Todd T'd(Tr) et Td"?(F) sont des éléments inversibles.

Comme 7.7 = 7p 0 ¢p, et que ¢ est un isomorphisme, il suffit de
démontrer que 7z est un isomorphisme. Soit p : F' — M la projection
sur l'espace de modules. Le théoreme de Riemann-Roch montre alors
que l'on a un carré commutatif

G0<F)Q L)'A*(F)

”"l lp*

Go(M)q = A.(M)
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Or, on sait que 77 est un isomorphisme, et donc 77 aussi. O

Remarque: En utilisant les complexes de Chow-Bloch définis dans [B],
on peut démontrer des résultats analogues pour la G-théorie supérieure.

Si F' est un champ propre sur un Speck, nous noterons

rep
/ 1= pi t HYP(F, %) — H™(Speck, x)
F
ou p est le morphisme structural.

De méme, nous noterons

/ =Dy Ho(F, %) — Ho(Speck, )
F

Corollaire 3.39 ( Hirzebruch-Riemann-Roch ) Soit F' un champ algébrique
de Deligne-Mumford modéré et propre sur k. Alors, pour tout faisceau
cohérent F sur F', on a

rep

X(F,F):= Z(—l)iDimkHi(F, F) = /F TP (F)

En particulier si F' est lisse et dans QDM, on a

rep
X(EF,F) = / Td"P(F).Ch"™(F)
F

Preuve : 1l suffit d’appliquer a la projection p : F' — Speck,
et remarquer que si un champ de Deligne-Mumford est modéré sur Speck,
alors p est de dimension cohomologique finie. O

Dans le cas des orbifolds de dimension 1, cette formule peut s’expliciter.
On retrouve alors la formule de Riemann-Roch pour les courbes orbifolds
complexes démontrée dans [Td]. Pour simplifier, on supposera que k est
algébriquement clos.

Soit F' est un orbifold lisse propre de dimension 1, et modéré sur k,
et M son espace de modules. Alors, M est une courbe lisse et projective
sur k. Notons zy,...,x,, les points fermés de M au-dessus desquels F
n’est pas un schéma, et 4; := (’)’](433 I’hensélisé de 'anneau local de M
en x;. Alors, la restriction de F' au-dessus de SpecA;, est équivalent a un
quotient de la forme [X;/H;], avec X; le spectre d’une k-algebre locale
hensélienne et réguliere de dimension 1, et H; un groupe fini opérant sur
X;, et ne fixant que le point fermé y; € X;. Ainsi, X; — SpecA; définit
un revétement fini, modérément ramifié en z;, car F' est modéré sur k.
Il correspond donc a un quotient de noyau ouvert

7 (SpecA;, x;) — H;
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Or, on sait que

7 (SpecA;, 1;) ~ Z[Z%]
Ainsi, on a forcément H; ~ Z/r;, ou r; est Uordre de ramification de F
en z; ( ). Fixons nous des sections s; : Speck(x;) — x;, ainsi que
des générateurs h; € H;.
Si 7; est une uniformisante en y;, 'action de H; =< h; >, est donnée
par

T G

ou (; est une racine primitive r;-eme de I'unité dans k.

Soit T, = sji; Tr la restriction du fibré tangent sur Speck(z;).
Alors, Tp,, est un espace vectoriel de dimension 1, sur lequel h; opere
par multiplication par ;. Maintenant, si £ est un fibré inversible sur F,
sa restriction sur Speck(z;), donne une représentations de H; sur un
k-espace vectoriel de dimension 1, L, := sji; L. Notons k; Uentier com-
pris entre 0 et r; — 1, tel que h; opere par multiplication par Qfl sur

Lo

Définition 3.40 ( [Td] ) L’entier k; est appelé la multiplicité de L en
Z;.

Corollaire 3.41 ( Riemann-Roch )( [Td] ) Soit F' un orbifold lisse, pro-
pre, et modéré sur k algébriquement clos, de dimension 1. Soit M son
espace de modules, et x; € M les points de ramifications de F', d’ordre
Tri.

Soit L un fibré inversible sur F, et k; la multiplicité de L en x;. Alors

on a ]{;
X(F,E)=/01(C)+1—g— =
F p i

Preuve: On utilisera la théorie de Gersten comme théorie cohomologique.

Le champ [ s’écrit comme une réunion disjointe

Ip ~ FﬁBHi
i=1

et donc .
Hv("]ep(Fa 0) = HO(Fa O) @ K(HZ)
=1
1 o 17l
1L (F1) ~ HY(F,1)
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o . . .
Ainsi, I'anneau gradué H, (F,*) est isomorphe a

H°(F,0)® H'(F,1) éK(H

A travers cet isomorphisme, le caractere de Chern de £ est donné par la

formule suivante .
Ch™(L) = Ch(L) P X(Ls,)

ou x(L,,) € K(H;) est le caractere de la représentation de H; sur L,,.
Ainsi, avec les notations précédentes, on a

X(Ly): H — K
e G
Quand a la classe de Todd de F', elle s’écrit

Td"(F) = Td(Tr) @ Td;
=1

ou
Td,: H, — K

a 1
he o L

Ainsi, la classe 7.7(L) est

et donc, la formule implique que

X(F,E):/Tp —1—2 Z Q

Or, 7p(£) = C,(£) + £.C,(TF). La formule de Gauss-Bonnet .44 ( ou
une application de au fibré trivial ) donne

LTF(£)2L01(£)+1—9+;T;;i1

On conclut alors a Paide de la formule

ou encore
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Corollaire 3.42 Soit F' un champ de Deligne- Mumford propre et modéré
sur Speck, et M son espace de modules. Alors, le genre arithmétique de
M est donné par la formule suivante

rep

(M) = X(M, Opr) = / ()

En particulier, si F' est lisse et dans QDM, on a

rep
on = [ )
F

Preuve : Commencons par remarquer que, comme F est modéré, le
foncteur ¢, ( ou g est la projection canonique q : F' — M ) est exact.

En procédant par récurrence sur la dimension du support des fais-
ceaux cohérents Rpl(F), on peut se restreindre & un sous-champ ouvert
non-vide de F'. Comme on peut aussi supposer que F' est réduit ( car
Freqa — F est acyclique pour les faisceau cohérents ), on se ramene au
cas ou F' est une gerbe sur M.

Comme 'assertion est locale sur M,;, on peut supposer que F' = [X/H],
avec X un schéma et H un groupe fini opérant trivialement sur X. En
identifiant alors la catégorie Coh([X/H]), a la catégorie des faisceaux
cohérents sur X, munit d’'une action de H, le foncteur

b, : Coh([X/H]) — Coh(X/H)

associe a un faisceau cohérent F son sous-faisceau des invariants par H,
FH. Mais, comme F est modéré sur Speck, 'ordre de H est premier
avec la caractéristique de k, et donc le foncteur F — F! est exact.

Comme ¢, est exact, on a
X(F,Or) = x(M,q.OF)

mais ¢.(Op) = Oy, et donc

rep

(F, Or) = x(M,On) = / (1)

F

Remarque : La formule précédente est une généralisation au cas des
champs singuliers, ainsi qu’a la caractéristique quelconque, de la formule
obtenue par [Kd|. Son intérét principal est qu’elle permet de calculer le
genre arithmétique d’un schéma éventuellement singulier M, en fonction
de certaines classes de cohomologie sur un objet lisse F'.

Les formules de Gauss-Bonnet qui vont suivre possedent le méme
intéréet.
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Définition 3.43 Soit F' un champ de Deligne-Mumford sur un corps
k, algébriqguement clos et de caractéristique nulle.

Nous définissons sa caractéristique d’Euler topologique par

p=DimyF

XP(F) = ) (1)’ DimyH,(F.p)

p=0
ot l’on utilise la cohomologie de De Rham.
e Notons {M;}; une stratification de son espace de modules par des
sous-espaces localement fermés, lisses et connexes, tels que la fonc-

tion qui a un point x € M associe 'ordre de ramification de F' en x
soit constante sur chacun des M;, égale a m;.

La caractéristique d’Euler orbifold de F est définie par
X' (M;)

= X

e La caractéristique d’Fuler des physiciens et définie par
XPM(F) = X' (Ir)

Pour la suite k est sera un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, et contenant les racines de I'unités.

Pour un élément x de K (F'), nous noterons C,..(z) sa classe de
Chern maximale. Lorsque F' est connexe, et  de rang 7, Cppaq () = Cr(2).
En général, Cpreq(x) est la somme des C,(z;), ou i parcourt I'ensemble
des composantes connexes de I, et r; est le rang de x sur la composante
i

Corollaire 3.44 ( Gauss-Bonnet I ) Soit F' un champ algébrique de
ODM propre et lisse sur k, et M son espace de modules. Alors

\H(F) = /F Conas (Tr)

Preuve : On va appliquer le théoreme B33, au cas de la projection
p: F — M, et de I’élément

v = can(3(~1)'Q%) € Go(F)
En utilisant le lemme B.g, on peut écrire

7r(x) = Td(Tr).Ch(can(A_1(Tr)™")) = Chnae(TF)

On en déduit alors

: Crnaz(TF) = fi()
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ou f : F' — Speck. On conclut alors a I’aide de .27 ( le lecteur vérifiera
qu’il n’y pas de cercle vicieux ! ). O

Corollaire 3.45 ( Gauss-Bonnet 11 ) Soit F' un champ de Deligne-
Mumford, lisse et propre sur k. Alors, la caractéristique d’Euler topologique
de F' est donnée par

XP(F) = x'P (M) = / Conae(T1,)

I

Preuve : On applique la formule d’Hirzebruch-Riemann-Roch

rep
X(F,x) = / Td™P(F).Ch™(x)
F
avec T = A_1(QL).

Alors, par la suite spectrale d’hyper-cohomologie associé au complexe
de De Rham sur F', on trouve

= > (=1)'DimH'(F, Q%)
= X""(F)

I1 nous reste a évaluer Td"?(F).Ch""(x).
Soit 7 : Ir — F' la projection naturelle, et

0—>N;/—>7T*Q}—>Q}F—>o

la suite exacte courte des 1-formes différentielles. Par le morphisme F
défini dans P.15
F:K,(Ir) — Ky(Ir)

on obtient
F(r*Qp) = F(Q7,) + F(V))
et donc

A1 (F (7)) = A1 (F(Q,)) A1 (F(NY))

™

Or, par définition
A(FNVY) = ar

De plus, pour toute racine de I'unité ¢ # 1, on a
Fe(91,) =0

et donc
F(Qr,) =9,

Ainsi, on a

CW**(z) = Ch(S,).Chlar)
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et donc, par le lemme f.q
Ch™P(z). Td(Tr,) = Ch(ar).Chra(Th:)
Ce qui implique que

Td»(F).Ch™»(z) = Td(Tr,).Chlap) " .Ch"(z)
= Cmax(TIF)

Ces deux derniers corollaires permettent de donner une relation de
récurrence sur les différentes caractéristiques d’Euler.
Pour cela, si F' est un champ, nous définirons par récurrence

I = Im—
F T
avec I% := F. On dispose alors des relations suivantes.

Corollaire 3.46 Si F' est un champ de Deligne-Mumford, lisse et propre
sur k, alors on a

XPIE) = X (I = X (I

pour tout m > 0.

Preuve : On applique les corollaires précédents. O

Il est a noter que lorsque F = [X/H] est un champ quotient par un
groupe fini, I ~ [X (™) /H], ot1
X0 = {(x,hy, . hy) € X X H™ [ hihj = hj.h; Vi, j et hix =V i}
et 'action de h € H est donnée par la formule

hx,hy,... k) = (ha,h.hi.h™ . Ry h7Y)

On remarque alors que x°"’(I%) est la caractéristique d’Euler supérieure
Xm (X, H) définie dans [Br-Fu]. Ainsi, on pourrait définir une ” cohomolo-
gie a coefficients dans les représentations” supérieure, pour un champ F
propre et lisse, par

H . (F %)= H*(I}7, %)

rep,m

ainsi que les caractéristiques d’Euler supérieures
Xm(F) = Z DimkHvl;ep,m<F7 O)

Dans chacun des anneaux H;,, . (F,*) on dispose d’une classe d’Euler

Bup(F) := Crae(Trm) € H* (15, %)
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La relation du corollaire précédent se traduit alors par

wlf)= [ Bua(r)

F

ou [ }n = pgﬁ ™ avec p™ . I — Speck le morphisme structural.
Dans [], les nombres Xm (X, H) sont étudiés a 1'aide d’une série
génératrice

f(X, H:t) ZXmXH

Suivant cette idée, pour un champ F propre et lisse, on peut définir une
cohomologie rassemblant toute les cohomologies H?, . (F,*), en posant

rep,m
| | rep, m

Alors, la classe ) Eu,,(F') définit une classe ”d’Euler totale”
Buo(F) = [ [ Bum(F) € H3(F,*)

qui vérifie

[ Bus(p) = 50X H:0) € H(Speck, ) = K]

F

Il serait peut-étre intéressant d’étudier les propriétés de la théorie co-
homologique F' +— H?2 (F, %), en vue d’obtenir des ”formules de Riemann-
Roch supérieures”.

Supposons maintenant que k£ soit un sous-corps de C. A tout champ
de Deligne-Mumford F' sur k est alors associé le champ analytique
F = (F Xgpeck SpecC)™ ( b.g ). Notons M" son espace de modules,
et M celui de F. Nous noterons F'P et M'P les champs topologiques
associés aux champs analytiques F'*" et M*".

Lemme 3.47 Le morphisme naturel de champs topologiques
D Ftop _ Mtop
induit un isomorphisme de Q-algebres
p* . H*<Mt0p; Q) _ [_[*(}wtop7 Q)

Preuve: Par Mayer-Vietoris, ceci est local sur M*P. On peut donc
supposer d’apres [[L17, que F' = [X/H], avec H un groupe fini opérant
sur un espace topologique X. Il faut alors montrer que le morphisme
naturel

p* . H*(X/Hmp,Q) _ H*(me,Q)H
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est un isomorphisme. Mais ceci est un cas particulier du théoreme de
changement de base propre. O

Dans le cas ou F' est lisse et propre sur Speck, ce lemme implique que
le produit d’intersection

¢ . Hn(Mtop’ Q) % Hn(Mtop’ Q) N H2n(Mtop’ Q) ~ Q
ou n = DimyF', est non-dégénéré.

Définition 3.48 Soit F' un champ de Deligne-Mumford, propre et lisse
sur Speck, avec DimpF = 2m. La signature de M ( ou de F' ) est la
signature de la forme quadratique réelle

6@ R H*™ (M R) x H*"(M'? R) — R
Elle est notée (M) ( ou bien o(F) ).

Si F' est un champ lisse de QDM, une application de la théorie de
Hodge pour les champs algébriques complexes ( p.5 ) implique immédiatement
que

o(M) = o(F) = x(F, M (2L))
olt \i(z) := >, N(x) € Ko(F), pour tout élément = € K,(F) de rang
positif. On peut alors appliquer la formule d’Hirzebruch-Riemann-Roch
a Délément \; (L), pour en déduire une formule de la signature. Pour
cela rappelons la définition du L-genre L(F') ( [Hi, 8.2.2] ), d’'un champ
lisse F'.
Soit Tw le fibré tangent de F', et a; ses racines de Chern. On a donc

i=n

> Ci(Tw)t =]+ ait)
i i=1
Alors, le "polynome” _
=N az
H(t(mh(ai))

est symétrique en les a;. Il s’exprime donc comme un polynéme L(F') € H*(F,x),
en les classes de Chern C;(Tp).

Corollaire 3.49 ( Formule de la signature ) Soit F' un champ de Deligne-
Mumford lisse et propre sur Speck, de dimension paire. Notons

Br = can(F(M(NY))) € Ki¥(Ir)
ou N est le fibré conormal du morphisme
mp:lp — F
Alors, on a

U(M):O(F):/I Ch(az'.Br).L(IF)
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Preuve: C’est le méme calcul que pour la formule de Gauss-Bonnet

B.43 O

Remarque: Lorsque F' = [X/H] est un quotient d’un schéma X par
un groupe fini H d’ordre m, la formule précédente se réécrit

o(X/H) = %.Z /X ) Ch(a;t.0).LIX")

heH

oll ay, et By, sont les restrictions de ap et S sur X”*. On reconnait alors la
formule de la ” G-signature” d’Atiyah-Singer. Ceci permet d’interpréter
ce genre de formule dans le cadre de la ”cohomologie a coefficients dans le
représentations”. Il pourrait-étre par ailleurs intéressant d’utiliser cette
cohomologie pour démontrer un théoreme d’indice a la Atiyah-Singer
pour des champs différentiels. Comme tout orbifold différentiel est un
quotient par un groupe de Lie compact, la formule d’indice équivariant
d’Atiyah-Singer, permet au moins de traiter ce cas ( c’est ce qui est fait
dans [Kd] ). Le passage aux champs différentiels généraux ne devrait pas
alors poser trop de problemes.

3.3 Comparaison avec d’autres théories cohomologiques

Dans ce paragraphe nous allons comparer la cohomologie a coeffi-
cients dans les caracteres ( ou dans les représentations ) avec deux autres
constructions : la cohomologie périodique de la catégorie des faisceaux
cohérents ( [K]] ), et les "groupes de Chow” associés a la filtration par la
codimension du support sur la K-théorie des faisceaux cohérents ( qui
apparaissent déja dans [GZ] ).

3.3.1 Groupes de Chow

On supposera que S = Speck avec k un corps contenant les racines
de l'unité, et on utilisera la théorie de Gersten comme théorie coho-
mologique.

Soit F' un champ algébrique de Deligne-Mumford, et Coh?(F) la
catégorie de faisceaux cohérents sur F' dont le support est de codimension
supérieure ou égale a p. Si on note

GP(F) := K(Coh?(F))

le foncteur d’inclusion Coh?**(F) — Coh?(F’) induit un triangle dans
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HoSp
GP(F

/\

Vaeirim G(T) (£)

ot |F|®) et I’'ensemble des points de F de codimension supérieure ou
égale a p. On déduit de ces triangles des complexes de groupes abéliens
RP(F), que I'on considére comme concentrés en degré [—p, 0]

WFio— P GE— P 6@ P @ — P GHE -

x€|F|©) z€|F|(+) x€|F|(P—1) z€|F|®)

Remarquons que le terme de droite s’interprete comme le groupe des
cycles de F' a7 coefficients dans les représentations des gerbes résiduelles”.

Définition 3.50 Les groupes de Chow a coefficients dans les représentations
sont définis par
CHE,(F.q) = H-/(R¥(F))

rep

Nous noterons

CH;.(F, %) = @c P

Indiquons sans démonstrations ( le lecteur pourra les déduire des pro-
priétés générales du foncteur de G-théorie ) les principales propriétés de
ces groupes.

e Pour tout morphisme propre de dimension cohomologie finie
f:F—F

entre deux champs de Deligne-Mumford, il existe une image directe
fonctorielle

fo: CHJ(F%) — CHy (F, %)

rep

Si, de plus F' et F’ sont irréductibles, alors on a

f.: CH? (F,q) — CHPYY(F,q)

rep rep
oud= DimpF" — Dim,F.
e Pour tout morphisme représentable et plat
f:F—F

entre deux champs de Deligne-Mumford, il existe une image réciproque
fonctorielle

f* o CHE(F',q) — CHY(F,q)

rep
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e Sij: F' — F est une immersion fermée de codimension d de champs
de Deligne-Mumford, et ¢ : F'—F’ < F I'immersion complémentaire,
alors on a une suite exacte longue

T Cer;d(F/7 Q) ]—*> Cerp(Fa q) L)' Cerp(Uv Q) - Cer;;C%F/u q— 1) -

e Soit p: FF — M la projection d’'un champ de Deligne-Mumford sur
son espace de modules. Alors, les complexes

p«(R?) @ Q

sont flasques sur M,;.

Théoreme 3.51 1[I existe un isomorphisme compatible avec les images
directes

er: CH?

rep

(F, %) — HP(F, %)

Preuve: Comme les techniques utilisées ci-dessous sont en tout point
similaires a celles utilisées dans le paragraphe précédent, nous ne don-
nerons qu’une esquisse de preuve.

Remarquons tout d’abord que par définition, on a un isomorphisme

naturel
Hp(Fa Q) = Hp_q((IF)eth ® K)

On cherche donc a construire un isomorphisme fonctoriel pour les
images directes ( qui ne respectera pas la graduation ! )

ep: CH?

rep

(F#)x — H'((Ip)er, R* @ K)

Commencons par supposer que F est une gerbe sur un espace algébrique
X. Comme 7p : Ip — F est plat, il existe
7T}k,—v . CHp (F>CJ) I CHP (IF7q)

rep rep

Considérons alors pour toute racine de 'unité ( € ps(k), le foncteur

défini dans la preuve de P19
FC : COh([F) I COh([F)

Comme ce foncteur préserve la filtration par la codimension du support,
on obtient un morphisme de complexes de préfaisceaux sur (Ig)e

FoRP—RP®K
On pose alors

€F ::annoFcow}:R”(F) — RP(Ip) @ K
¢
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C’est un morphisme de complexes. De plus, si f : F — F’ est un
morphisme propre et représentable de gerbes, alors on a

€ o fu=Ifioep:RI(F) — RP(Ip) @ K
en tant que morphisme de complexes.

Dans le cas d'un champ de Deligne-Mumford général, choisissons une
hyper-quasi-enveloppe de Chow

q:Fe— F

tel que F;, soit une gerbe triviale.
En appliquant les foncteurs covariants R au champ simplicial Fy, on
obtient un complexe simplicial, dont le complexe simple associé sera noté

R*(Fi)q
Ce complexe est muni d’'un morphisme de complexe
G« R (F/F)q — R*(F)q

On montre de fagon analogue a P.9, que le morphisme ¢, est un quasi-
isomorphisme.

On applique alors le morphisme € construit ci-dessus a chaque ”étage”
de F,, ce qui induit un morphisme de complexes

€F, R*(F./F)K — R*(IF./IF)K

On a ainsi construit un diagramme de complexes

R*(Fu) F) i —>R*(Ip, | Ir) K

"*l lfq*

R*(F)k R*(F)k
Comme ¢, est un quasi-isomorphisme, on peut définir un morphisme

er = (Iq.)er,(¢.)"" 1 CH}(Fyx)k — CHY(In, %)k

rep

On le compose alors avec le morphisme canonique

can : CH?, (Ip, %) — H*((Ip)et, R* @ K)

rep

pour obtenir le morphisme cherché

ep: CH?

rep

(F, ) — HP(F, %)

Par construction, ce morphisme est compatible avec les images directes,
et les changements de base étales de I'espace de modules. Pour montrer
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que c’est un isomorphisme, on peut donc raisonner par récurrence sur
la dimension de F' en appliquant les suites exactes longues, et donc se
ramener au cas ou F est une gerbe triviale sur un schéma. Comme le
morphisme ez est clairement un isomorphisme dans ce cas, on en déduit
le théoreme. O

Remarque: L’isomorphisme ne préserve pas la graduation.

3.3.2 Cohomologie Périodique

Rappelons que pour une catégorie exacte &£, il existe une construction
d’un spectre de cohomologie périodique de € ( [K]] ). On se propose dans
ce paragraphe de comparer la cohomologie périodique des fibrés vectoriels
et des faisceaux cohérents sur un champ, et sa cohomologie de De Rham
a coefficients dans les caracteres et dans les représentations. Pour cela
on supposera que S = Speck, avec k un corps de caractéristique nulle
contenant les racines de 1'unité, et que la théorie cohomologique utilisée
est la cohomologie de De Rham.

Soit £ une catégorie k-linéaire et exacte. Dans [K], Keller lui associe
un complexe double C'P(E) de k-espaces vectoriels. Le spectre associé au
complexe simple sC'P(€) par la construction de Dold-Puppe, sera noté
CP(E). On l'appellera le spectre de cohomologie périodique de &. 1l
sera considéré comme un objet de HoSp. On dispose alors des propriétés
suivantes :

e £ — CP(F) est un foncteur de la catégorie des catégories exactes
k-linéaires ( et foncteurs exacts k-linéaires ), vers la catégorie des
spectres.

e si R est une k-algebre, il existe un isomorphisme naturel
CP(R) — CP(€)

ou & est la catégorie des R-modules projectifs de type fini et CP(R)
est le complexe d’homologie périodique de la k-algebre R.

e si A est une catégorie abélienne et B une sous-catégorie de Serre,
alors les foncteurs naturels

B— A— A/B

induisent un triangle dans HoSp

CP(B)
TN
) CP(A

CP(A/B

)
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e si [': £ — &' est un foncteur exact qui induit une équivalence sur
les catégories dérivées, alors le morphisme induit

F:CP(E) — CP(&)
est un isomorphisme
e il existe un morphisme fonctoriel en £
Ch:K(E&)— CP(€)
e si on note (Li/k); le site des espaces algébriques lisses muni de la

topologie lisse, alors il existe un isomorphisme dans HoSp((Li/k);;)

CP~H

Bien entendu, la liste n’est pas exhaustive. En particulier la troisieme
propriété que 1'on cite n’est qu’un cas particulier d’une propriété de lo-
calisation bien plus générale.

Définition 3.52 Pour tout champ algébrique F', on définit sa cohomolo-
gie périodique par

HP.(F) :=n.CP(Vect(F))

Par construction, F' — H P,(F') est clairement un foncteur contravari-
ant.

Proposition 3.53 Soit F' un champ lisse et bien ramifié.

1. 1l existe une transformation naturelle de foncteurs contravariants

Ch" K, — HP,

2. Si F' est un champ algébrique lisse, il existe un morphisme
€p : HP(F) — H3(F,*)
telle que

e ¢ est compatible avec les images réciproques de morphismes en-
tre champs lisses

® 0N a

ep o ChP" = ChX o ep

Preuve: Nous ne donnerons qu'une esquisse de preuve.

L’existence du caractere de Chern provient directement des propriétés
rappelées ci-dessus.
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De facon tout a fait analogue a £.23, on construit un morphisme
p:CP(Dr) — H((Dp)i,CP ® Ar)
que 'on compose avec 1’équivalence rappelée ci-dessus
H((Dp)y;, CP ® Ap) — H((Dp)u, H® Ap)

et 'image réciproque dj. : CP(F) — CP(Dp) pour obtenir le morphisme
cherché
HP.(F) — H2(F, )

Par la propriété de naturalité de cette construction et du caractere de
Chern construit dans [[K], on a clairement

er o ChP" = ChX o ep

Dans le cas ou F' est un champ de Deligne-Mumford, on peut aller un
peu plus loin.

Proposition 3.54 Soitp: F' — M la projection d’un champ de Deligne-
Mumford lisse, sur son espace de modules. Considérons le préfaisceau en
spectres sur M

pCP: My — Sp
U +~— CP(Vect(p~U))

Posons alors

HP/(F):=H (Mg, p.CP)
Nous noterons encore ChP¢" le morphisme composé
K. (F) < HP,(F) <~ HP!(F)
Alors, il existe un isomorphisme

¢ HP(F) — HY, (F,%)

rep

tel que

e ¢’ est compatible avec les images réciproques de morphismes entre
champs lisses

e on a
ep o ChP" = Ch™P o ep

Preuve: L’existence du caractere de Chern, et du morphisme €/
se démontre comme dans la proposition précédente. Il ne reste qu’a
démontrer que €} est un isomorphisme.

139



Mais, par définition de H P,(F'), ceci est local sur M. On peut donc
supposer que F' = [X/H] est un quotient d’un schéma affine lisse X par

un groupe fini. Le fait que €} est un isomorphisme dans ce cas est alors
démontré dans [F-T], A6.1, A6.9]. O

Remarque: Je ne sais pas si le morphisme naturel
can : HP,(F) — HP/(F)

est un isomorphisme, mais cela me semblerait moral. On aurait alors un
isomorphisme pour un champ de Deligne-Mumford lisse
HP*<F) = H;ep<F7 *)

Cet isomorphisme serait alors un analogue algébrique de la description
de la cohomologie périodique d'un orbifold ( [C-M], 6.12] ).

3.4 Conclusion sur les théoréemes de Riemann-Roch

A la lumiere des théoremes B.29, B.3G et B.31, on peut conclure que
le probleme initial consistant a démontrer des théoremes de Riemann-
Roch pour les champs algébriques est résolu dans le cas des champs
de Deligne-Mumford, et partiellement résolu dans le cas général. Il me
semble cependant que la définition de la cohomologie a coefficients dans
les représentations est une bonne notion pour traiter le cas des champs
A-affines. Je pense que 'on pourra dire que la situation est satisfaisante
lorsque l'on aura démontré que le théoreme de Grothendieck-Riemann-
Roch reste vrai ( au moins au niveau du G, ) pour un morphisme propre
de champs algébriques A-affines et lisses sur un corps. Pour arriver a
un tel résultat, il manque essentiellement deux choses. Premierement, il
faudrait montrer que les champs Aaffines et lisses sur un corps sont bien
ramifiés. Le second point important est celui de 'existence de ”lemmes
de Chow” pour des morphismes propres de champs algébriques, qui nous
fait défaut en toute généralité, et nous oblige donc a ne traiter que le cas
des champs qui sont localement des quotients géométriques uniformes
affines ( pour lesquels on dispose des quasi-enveloppe de Chow ). Un
autre point de vu consisterait a montrer que ’on peut ”localiser en bas”
le théoreme de Riemann-Roch, et donc se ramener systématiquement a
ce dernier cas.
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Seconde Partie :

-modu!,es et théoreme
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4 Chapitre 4 : Théoremes de Grothendieck-Riemann-
Roch pour les D-modules et formules d’indices

Comme il est expliqué dans [[], une importante application de la for-
mule de Riemann-Roch est le calcul d’indices de D-modules cohérents.
Dans ce chapitre nous nous inspirons de ces constructions pour comparer
les spectres de K-théorie des faisceaux cohérents aux spectres de
K-théorie des D-modules cohérents, et nous en déduisons des formules de
Riemann-Roch pour les D-modules cohérents dans le cadre des champs
algébriques.

Le point essentiellement technique de ce chapitre est la définition des
images directes en K-théorie. En effet, dans la littérature les images di-
rectes de D-modules ne sont définies qu’au niveau des catégories dérivées.
Or, ceci n’est pas suffisant pour induire un morphisme au niveau des spec-
tres de K-théorie. Pour contourner cette difficulté nous avons choisi de
travailler avec les méthodes de [[[H]. Cependant, par souci de légereté
nous n’avons pas donné toutes les démonstrations en détails. Ce choix
est justifié par le fait que nous nous intéressons plus ici aux applications
du théoreme de Riemann-Roch de la section précédente, qu’a l’étude
détaillée des D-modules sur les champs algébriques.

Dans un premier temps, le théoreme de Grothendieck-Riemann-Roch
au niveau du Ky nous permet d’obtenir des formules calculant des car-
actéristiques d’Euler pondérées, analogues a ce qui est démontré dans
[Mad]. En particulier, on complete ainsi la preuve de la formule de
Gauss-Bonnet B.44. Par la suite, la formule de Riemann-Roch appliquée
a certains éléments de la K-théorie des D-modules holonomes, permet
d’obtenir des formules calculant des caractéristiques d’Euler pondérées
par des fonctions constructibles a valeurs dans la K-théorie supérieure
du corps de base.

Notons enfin, que la description de la K-théorie des D-modules holonomes
réguliers nous fait espérer qu’il serait possible d’étendre la formule de
Riemann-Roch de S. Bloch et H. Esnault [B-H| au cas des D-modules
holonomes réguliers. Ce théoreme serait alors a valeurs dans les fonctions
constructibles a valeurs dans la cohomologie de Chern-Simons définie

dans [B-H].

Pour tout ce chapitre, on notera k un corps de caractéristique nulle et
contenant les racines de I'unité. Un champ sera un champ sur (E'sp/Speck).:.

Nous noterons (Li/k)e; (resp. (Li/k,li)e ) le site des espaces algébriques
lisses sur k ( resp. des espaces algébriques lisses et morphismes lisses ),
muni de la topologie étale.

Nous noterons aussi LDM ( resp. QLDM ) la catégorie homo-
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topiques des champs de Deligne-Mumford lisses et séparés sur k ( resp.
lisses et séparés sur k et dont 'espace de modules est quasi-projectif ).

Par la suite on se fixera une théorie cohomologique avec images di-
rectes ( ). Les groupes de cohomologie et d’homologie associés
seront notés H®(—, ) et Hq(—,*). On utilisera aussi la cohomologie a
coefficients dans les représentations définie dans B.2.3. Elle sera notée
comme précédemment H?, (—,*) et H]P(—,*).

rep

4.1 Les champs de D-modules

Pour chaque objet X € Ob(Li/k), on dispose du faisceau des opérateurs
différentiels Dx ( [Bd] ). La catégorie des Dx-modules ( resp. des Dx-
modules Dx-cohérents, resp. des Dx-modules holonomes, resp. des Dx-
modules holonomes réguliers, resp. des Dy-modules O x-cohérents, resp.
des Dx-modules Ox-cohérents réguliers ) sera notée D—Mod(X) ( resp.
D — Coh(X), resp. Dj, — Coh(X), resp. Dy, — Coh(X), resp. V(X),
resp. V,(X) ). Par abus de langage on dira ”Dx-module cohérent” pour
"Dx-modules Dx-cohérent”. On appelera aussi V(X) la catégorie des
connexions sur X.

Si f: X — Y est un morphisme dans (Li/k), on dispose d’images
réciproques ( [Bd] )

f':D - Mod(Y) — D — Mod(X)

qui préservent les propriétés d’étre holonome ( resp. holonome régulier,
resp. O-cohérent, resp. O-cohérent régulier ). Ceci permet de définir la
catégorie cofibrée D — Mod, des D-modules ( resp. Dj — Coh, des
D-modules holonomes, resp. Dy, — Coh, des D-modules holonomes
réguliers, resp. V, des D-modules O-cohérents, resp. des V,, des D-
modules
O-cohérents réguliers ). Ce sont des catégories cofibrées sur (Li/k).;.
De méme, lorsque f est lisse, le foncteur f' préserve la propriété d’étre
D-cohérent. Ainsi, on peut définir D — Coh, la catégorie cofibrée des
D-modules cohérents sur (Li/k,1i)e.

Proposition 4.1 Les catégories cofibrées D — Coh, Dy, — Coh et V
sont des champs sur (Li/k)e.

La catégorie cofibrée D — Coh est un champ sur (Li/k,1i)e.

Se sont de plus des champs en catégories exactes sur (Li/k,li)e;.

Preuve: Cette proposition provient directement du fait qu'un D-
module sur un espace algébrique lisse X, est la donnée d’une connexion
intégrable sur un O-module quasi-cohérent. Ce qui est équivalent a la
donnée d’un faisceau de O x-modules quasi-cohérent M, et d’un scindage
de la suite exacte d’Atiyah

0— Q% ®oy M — P(M) — M — o0
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Il est clair que ces données possedent la propriété de descente pour des
morphismes étales et surjectifs. O

Définition 4.2 Soit F' un champ de LDM, F,; son site étale, et
D—Modp, D—-Cohp, D;,—Cohp, Dy, —Cohp, V, p et Vg, les champs
restreints sur F.;. Ce sont des champs en catégories exactes sur F,;.

e On définit

D —Mod(F):= [ D—Modg
Fet
D — Coh(F) = D — Cohp
Fet
Dh — COh(F) = Dh — COhF
Fet
Dy, — Coh(F) := | D, — Cohyp
Fet
V(F) = / Vi
Fet
VT(F) = VT,F
Fet

Ce sont respectivement les catégories exactes des D-modules sur F,
des D-modules cohérents sur F', des D-modules holonomes sur F',
des D-modules holonomes réguliers sur I, et des connexions sur F.

o Les spectres de K -théorie associés ([[.J ) seront notés respectivement
KP(F) := K(D — Coh(F))
K"(F) := K(Dj, — Coh(F))
K""(F) := K(Dj, — Coh(F))
KY(F) := K(V(F))
KY'(F) = K(V,(F))

Les spectres de K -cohomologie associés ([[.J ) seront notés respec-

tivement
K”(F) = H(Fy,;, Kq)
K"(F) := H(Fy;, K3§)
K"'(F):= H(Fy, Kg')
KY(F) = H(Fy;, Kg)
KV (F) = H(F;, K3")



Remarque: Sur F,; on dispose du faisceaux des opérateurs différentiels
Dp. 1l y a alors une équivalence naturelle entre la catégorie des D-
modules sur F' au sens précédent, et celle des Dp-modules sur F,;. De
meéme, il existe des définitions évidentes de Dp-modules cohérents, holonomes,
holonomes réguliers ... Ces notions se correspondent évidemment par
I’équivalence de catégories évoquée ci-dessus.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques propriétés concernant les
Dr-modules cohérents.

Proposition 4.3 Soit F' un champ de LDM.

1. Pour tout Dp-module cohérent M, il existe un sous-Op-module
cohérent F — M, tel que

2. Tout Dp-module cohérent admet une bonne filtration ( [[] ).

Preuve: (1) Comme M est Op-quasi-cohérent, il est limite inductive
de ses sous-Op-modules cohérents. Donc M est limite inductive de ses
sous-modules de la forme Dg.F, ou F est un sous-Op-module cohérent.
Comme M est cohérent, on en déduit qu’il existe un sous-Op-module
cohérent F,, tel que M = Dp.F,.

(2) Soit M = Dp.F, avec F un sous-Op-module cohérent. Alors,
si D} est le sous-Op-module de Dy, des opérateurs différentiels d’ordre
inférieur a ¢, la filtration

M :=DL.F — M
est une bonne filtration. O
Il est clair que les correspondances
F—K'F) F—K'F) F—K"'"F) F—K'YF)

F—KY(F) F—KY(F) F—KVY'(F) F—KY(F)

définissent des foncteurs contravariants de la catégorie LDM vers HoSp.
De méme les correspondances

F— KP(F)
F— KP(F)

définissent des foncteurs contravariants de la sous-catégorie de LDM des
champs et morphisme lisses, vers HoSp.
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4.1.1 Images directes de D-modules

Proposition 4.4 1. La correspondance
F— KP(F)

définit un foncteur covariant de la sous-catégorie (CDM,pr.) de
HoChAlg(k), des champs de Deligne-Mumford lisses et morphismes
propres, vers HoSp.

2. Les correspondances
F — K"F)

F— K" (F)
définissent des foncteurs covariants de LDM, vers HoSp.

Preuve: Nous allons utiliser les constructions de Thomason ( [TH] ),
afin de définir un analogue des images directes de D-modules définies dans
[Bd, 5], suffisamment fonctorielles pour passer aux spectres de K-théorie.

Soit f : FF — F’ un l-morphisme de champs de Deligne-Mumford
lisses. Sur le faisceau d’anneaux f*Dp, il existe une structure naturelle
de Dp-module a gauche. Elle est définie en considérant le morphisme
naturel sur les faisceaux tangents Ty — f*Tr, qui induit un morphisme
sur les faisceaux des opérateurs différentiels Dp — f*Dps. En tant que
(D, f~*Dgr)-bi-module, f*Dp sera noté

Dr_.p
Le Dp-module a droite dual ( [Bd, 3.3] ) de Dp_ g sera alors noté
Dt :=Dp_p Qop Wk
C’est un (f~'Dpr, Dr)-bi-module. De fagon explicite on a
D = f1(Dp Qo,, wy) Qf-10,, Wrr
Introduisons les notations suivantes.

e Soit B(f) la catégorie bi-compliciale de Waldhausen des complexes
de f~'Dp-modules injectifs, cohomologiquement bornés.

e Soit A(f) la catégorie bi-compliciale de Waldhausen des triplets
(B, Fy,u), ou E, est un complexe de Dp-modules plats sur Dg,
et & cohomologie bornée et cohérente, F, est un objet de B(f), et

qu@DFE.HF.

est un quasi-isomorphisme.
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e Soit C(f) la catégorie des complexes de Dp-modules a cohomologie
bornée.

Notons alors que le foncteur naturel
(B, Fo,u) — E,

de A(f) dans la catégorie des complexes de Dp-modules a cohomolo-
gie bornée et cohérente, induit une équivalence au niveau des catégories
dérivées ( appliquer [T, 1.9.7] ), et donc un isomorphisme naturel dans

HoSp ([T, 1.9.8] )
K(A(f)) = KP(F)

De plus, le foncteurs

sont "exacts” au sens de [[h]. Par composition on obtient un foncteur

exact
f+  A(f) — C(f)

qui est une réalisation de I'image directe définie dans [Bd, 5], au niveau
des catégories de complexes. Nous noterons

Rf, : D"(Dr) — D"(Dp)

le morphisme induit sur les catégories dérivées des complexes de
D-modules cohomologiquement bornés.
Preuve de (1):

Lemme 4.5 St f est un morphisme propre, alors le foncteur Rf, préserve
la propriété d’étre ”a cohomologie cohérente”.

Preuve: La preuve donnée dans [[A-T], 2.2.1.1] se traduit mot pour
mot au cas des champs algébriques. Elle sera réécrite au cours de la
démonstration de [.10. Le lecteur vérifiera qu’il n’y a pas de cercle vi-
cieux. O

Le lemme précédent permet donc de dire que le foncteur Rf, se fac-
torise par

Rfy D A(f) — C'(f)
ou C'(f) est la catégorie des complexes de Dp-modules a cohomologie
cohérente et bornée. Il induit donc un morphisme dans HoSp

fv  K(A(f) — KP(F)
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Et en composant avec Iisomorphisme canonique KP(F) ~ K(A(f)), on
obtient le morphisme cherché dans HoSp

/. KP(F) — KP(F)
Il reste & montrer que cela définit bien un foncteur, F — KP(F).

Lemme 4.6 1. Soit i : F — F' un morphisme représentable fini et
non-ramifié, p : F' — F" un morphisme lisse, et f = poi. Alors,
on a une éqalité dans HoSp

fr=pyoiy : KP(F) — KP(F)

2. Soit i : F' — F" un morphisme représentable fini et non-ramifié,
p : F — F' un morphisme lisse, et f = 1o p. Alors, on a une
égalité dans HoSp

fr =iy opy : KP(F) — KP(F)
Preuve: On ne démontrera que le premier point, le second se traitant
de la méme facon.

On va utiliser une construction différente de iy et p,.

Commengons par le cas de i : I — F’, un morphisme représentable,
fini et non-ramifié.

On sait alors que D; est un Dp-module localement libre ( [Bd, 7.7] ).
Ainsi, comme i, est exact, on peut définir 7, au niveau des complexes de
Dr-modules a cohomologie bornée, par la formule

i Al —  C)
Eo = Z* (Dz ®'DF Eo)

ou A'(i) est la catégorie des complexes de Dp-modules & cohomologie
bornée et cohérente. Il est alors clair, que le morphisme induit sur les
spectres de K-théorie

iy KP(F) = K(A'(i)) — K(C(p) ~ K(F')

est égal au morphisme défini précédemment.

Passons au cas d'un morphisme lisse ( non-nécessairement représentable )
p . F/ SN F/I

Notons ¢ : D, s — D, la résolution Dps-localement libre de De Rham
([Bd, 5.3, (ii)] ). Notons alors A’(p) la catégorie bi-compliciale de Wald-
hausen des triplets

(B, Fy,u)
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ou F, est un complexe de Dp-module a cohomologie cohérente et bornée,
F, un complexe de p~'Dps-modules acycliques, et

u: Dp,o ®DF’ Eo — Fo
un quasi-isomorphisme. On pose alors

py: Alp)  — C(f)
(Ee, Foyu) = pu(Fe)

Il est alors clair, que le morphisme induit sur les spectres de K-théorie
p+ : KP(F') = K(A'(p)) — K(C(f)) = K”(F")
coincide avec celui défini précédemment.

Soit A(f,i,p) la catégorie bi-compliciale de Waldhausen dont les ob-
jets sont les
(B, Fy,u, Go,v,w)

avec
e (E,, F,,u) un objet de A(f)

e v:D,,®p,, ix(D; ®p, Es) — G4 est un quasi-isomorphisme, et
G, un complexe de p~!(Dpr)-modules acycliques

o w:i.(F,) — G, est un quasi-isomorphisme de complexes de
Drr-modules

Considérons le diagramme ”exact” de catégories bi-compliciales de Wald-

hausen
\

A(f.i,p) P+
/ K
—C(p) =—— A
+
Les foncteurs a, b, ¢, d et e étant les foncteurs canoniques

ar A(f)  — A)
(E.,F,,u) — E,

I+

A(f)

C(f)

A'(i)

p)

b: A(f,i,p) — A(f)
(B, Fo,u,Go,v,w) +—  (E,, Fy,u)
c: A(f,i,p) — A7)

(Ee, Fo,u,Go,v,w) +—  E,
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d: A(f,1,p) — A'(p)
(E.,F.,u, G.7,U7w) — (Dp,. ®DF/ Z*<DZ ®DF E.,G.,U))

e: Alp) — Cp)
(E.,Fo,u) +— FE,

Il est alors évident que aob = c, et que iy oc=eod.
De plus
<E07 FH u, Gu v, U}) — DxW

induit un quasi-isomorphisme entre les foncteurs f, ob et p, od. Enfin, a
'aide de [, 1.9.7, 1.9.8], on montre que les morphismes e et a induisent
des équivalences sur les catégories dérivées, et donc des isomorphismes
dans HoSp sur les spectres de K-théorie. Ainsi, lorsque que I’on considere
le diagramme induit au niveau des spectres de K-théorie, on obtient un
diagramme commutatif dans HoSp

KP(F) = K(A({))\ - K(C(5) = KP(F")
b
| / <f727p \ "
KP(F) ~ ) ——=KP(F') ~ K(C(p)) ~ KP(F') <“— K(A'(p)) ~ KP(F")

Pour terminer la preuve, il nous reste a montrer que le morphisme

b: K(A(f,i,p)) — K(A(f))

est un isomorphisme. Pour cela il nous suffit de montrer que le foncteur
b: A(f,i,p) — A(f) induit une équivalence au niveau des catégories
dérivées
Rb : D(A(f,1,p)) — D(A(f))

ce qui provient d’une nouvelle application des méthodes de [[I'h, 1.9.7,
1.9.8]. Montrons a titre d’exemple que Rb est essentiellement surjectif.

Soit (E,, F,,u) un objet de D(A(f)). Choisissons un résolution injec-
tive dans la catégorie des p~'Dpr-modules

v Dp,o ®'DF/ Z*(DZ Opp Eo) — G,

Comme D, , est un complexe de Dp,-modules localement libres, le mor-
phisme naturel

can : Dy o @p,, 1+(D; @pp Es) — 14(i" "Dy e @i-1p,, Di @p, Ea)

est un isomorphisme dans C(p).
De plus, comme D; est plat sur Dp, le quasi-isomorphisme

¢:D,e — D,
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induit un quasi-isomorphisme
¢ i*<i71’Dp,' ®i—1DF/ Z*<DZ XD E')) - i*<i71’Dp ®i_1DF/ D; Oy E')

Or, on sait que D; est isomorphe & i~'D, ®i-1p,, Di- On a donc un
quasi-isomorphisme naturel

gpocan : Dyy ®p,, ix(D; @p, Es) — i.(Ds @p, E)
Enfin, comme 17, est exact, le morphisme
iv(u) : 1,(Dy @p, Fa) — is(Fs)
est un quasi-isomorphisme. Par composition, ceci induit un quasi-isomorphisme
Dye @p,, 1x(D; @p, Eo) — i.(F,)

Donc, comme v est une résolution injective du membre de gauche, on en
déduit qu’il existe un quasi-isomorphisme

w i (Fo) — G

Ainsi, I'objet (F,, Fy, u, Go,v,w) est un "antécédent” de (E,, F,,u) par
Rb. O

Lemme 4.7 1. Soiti: F — F' et j: F' — F" deux morphismes
représentables, fini et non-ramifiés. Alors

(joi)y =jyoiy : KP — KP(F")

2. Soitp : FF — F' et q: F' — F" deux morphismes propres et
lisses. Alors

(q OP)+ =g+ op+: K” — KD(F”)

Preuve:

(1) Comme D; ( resp. D; ) sont localement libre sur Dp ( resp.
Dp ), on a, pour tout complexe de Dp-modules & cohomologie bornée et
cohérente F,, des isomorphismes fonctoriels en F,

J+oi(Es) ~j(D; ®p,, it(Es))

i~ j*(Dj D, i+(D; @p, F))
J+(i5(i7'D; ®i-1p,, D; ®p,. Es))
)+(Djoi @py F)
)+ (E)

l

11

—~~
L.
@)

-~

~— —

Ce qui montre (1).
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(2) Soit Dye — D, ( resp. D,o — D, ) la résolution de De Rham
( [Bd, 5.3 (i7)] ). Alors, comme D, est plat sur ¢ 'Dps, le morphisme
naturel

¢: p_lpqﬂ S P Dq gD Dp = Dyep

est un quasi-isomorphisme.

Notons A”(p) (resp. A”(q) ) la catégorie bi-compliciale de Waldhausen
des complexes de Dp-modules ( resp. Dp-modules ) acycliques, et a
cohomologie cohérente et bornée.

Remarquons que si £/ est un Dp-module acyclique, D, 4 ®p, E est
un complexe de p~!Dp-modules, localement isomorphes & une somme
directe de E. C’est donc un complexe de p~'Dg-modules acycliques.
Ainsi, on peut définir des foncteurs exacts

py o A'(p) — A"(q)
E, L (Dp,o ®DF E)

¢y A”(¢) —  Clgop)
Eo — Q*(Dq7o ®'DF/ E)
(gop)s: A'(p) — Clgop)
E’ = (q Op)*(p_l'l)q7. ®p*1’DF/ Dp,o ®DF E)
Il est immédiat que ces foncteurs induisent les morphismes définis plus
haut
pe : KP(F) — KP(F)
¢4 KP(F') — KP(F")
(gop)s : KP(F) — KP(F")
Or, comme D,, est localement libre sur Dp/, on a des isomorphismes
canoniques

*(Dq,o ®’DF/ D« (Dp,o ®DF Eo))
*(p*(p_lqu,. ®p—1’DF/ Dp,o ®’DF Eo))
qo p)*(pf Dy Qp=1D Dye @pp E-)
q

q+ © p+(Es)

11 1R

On termine alors la preuve du point (1) en utilisant un lemme formel
suivant.

Lemme 4.8 Soit H : Ob(DM) — Ob(HoSp), une application. On
suppose que pour tout morphisme propre f : F — F' dans LDM, il
existe un morphisme dans HoSp

fo: H(F) — H(F)

qui vérifie les propriétés suivantes
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e si f = poi, avec i un morphisme représentable fini et non-ramifié
de LDM, et p un morphisme lisse, alors

f+=pyoiy

e si f =10p, avec i un morphisme représentable fini et non-ramifié
de LDM, et p un morphisme lisse, alors

f+ =14 0py

e sii: F— Fletj: F' — F” sont deux morphismes représentables
finis, et non-ramifiés de LDM, alors

(Joi)y =jpoiy

esip: F — I etq: F' — F” sont deuxr morphismes propres et

lisses de LDM, alors
(gop)+ =qropy

Alors, pour tout morphisme propre f : FF — F' et g : F' — F" de
LDM, on a
(gof)+ =g+o [+

Preuve: On considere le diagramme commutatif suivant de LDM

F ! P
| A
Fx Fl— M o~y pr

I

FxF' xF x F"

ou i, k et j sont les graphes de f, jop et g, et p, q, r les projections. On
a alors
grof+ =qiojropyoiy
=qyohyoiy
=qyorpokyoiy
=(qor)io(koi)s
= (90 f)+

Preuve de (2): 1l faut montrer que R f, préserve les propriétés d’étre
a cohomologie holonome et a cohomologie holonome régulier. La foncto-
rialité se démontre alors exactement comme dans le point (1).

153



Lemme 4.9 Le foncteur R f, preserve la propriété d’étre ”a cohomologie
holonome ( resp. ”a cohomologie holonome régulier” ).

Preuve: Comme c’est une assertion locale sur F),, le cas ou f est

représentable se traite comme celui des schémas ( [Bd, 10.1, 12.2] ). De
plus, on peut toujours supposer que F’ est un schéma affine Y.

Soit F} — F' le support réduit d'un Dp-module holonome ( resp.
holonome régulier ) M. Soit U < F; un sous-champ ouvert dense, lisse
sur k, qui est une gerbe sur son espace de modules V', que 'on peut
supposer lisse et affine. Notons

1:U—= F

I'immersion canonique. On considere alors le triangle dans la catégorie
dérivée des Dp-modules a cohomologie bornée et holonome ( resp. holonome

régulier )
N
ipoi'M

ot NV est le cone du morphisme naturel

a: M — Rijoi'M

M

Alors, comme a et un isomorphisme sur U, N posséde un support de
dimension strictement plus petite que celui de M. En raisonnant par
récurrence, il nous suffit donc de démontrer le lemme pour des Dp-
modules de la forme i, o M, ou ¢ : U — F est une immersion localement
fermée, U une gerbe sur un schéma lisse et affine V', et M un Dy-module
holonome ( resp. holonome régulier ). Ainsi, on peut supposer que F' est
une gerbe sur un schéma affine et lisse X.

Le morphisme f : FF — Y se factorise alors par
f: F—=X—">Y

ou p est la projection sur l'espace de modules. Le cas de Rg, est déja
connu, car g est représentable. Il nous reste donc a traiter le cas de Rp, .
En localisant sur X,;, on se raméne au cas ou F' = [X/H]|, avec H un
groupe fini opérant trivialement sur X. Alors, la donnée d’un Dp-module
est équivalente a la donnée d’un Dx-module H-équivariant. De plus le
foncteur Rpy ~ p, est exact, et associe a un Dx-module équivariant M,
le sous Dx-module des invariants par H, M. Comme ce sous-modules
est un facteur direct de M, il est holonome ( resp. holonome régulier )
si M lest. O
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4.1.2 Comparaison entre G et KP

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant.

Théoréeme 4.10 Pour tout champ F dans LDM, il existe un isomor-
phisme dans HoSp

670 G(F) — KP(F)
qui commute avec les images directes de morphismes propres.

Preuve: On définit un foncteur exact
§z': Coh(F) — Coh?
£ —  Dr ®o, (£ ®op wp)

olt wy. est le dual du faisceau inversible canonique wp := DetQ..
Ce foncteur induit un morphisme sur les spectres de K-théorie

67" G(F) — KP(F)

Lemme 4.11 Le morphisme 5}1 est un isomorphisme dans HoSp

Preuve: Comme tout D-module admet une bonne filtration, le dévissage
de [@, 6.7], implique que le foncteur £ — Dp ®p, € induit un isomor-
phisme entre les spectres G(F) et KP(F). De plus, comme wy. est in-
versible, le foncteur £ — & ®p, wj. induit aussi une équivalence sur le
spectre G(F'). Ainsi, par composition 5}1 est un isomorphisme dans
HoSp. O

Pour la covariance de 65", on factorise tout morphisme propre f : F — F’
par son graphe
fi F—SFxpPt—p
On se ramene donc a deux cas, celui o f = i est représentable fini et
non-ramifié, et celui ot f = p est un morphisme lisse.

Commencons par le cas ou f est fini et non-ramifié. Comme 7, est
alors exact, on peut réaliser I'image directe en K-théorie par la foncteur
i, : CohP(F) —  CohP(F)
M = 1(D; ®@pp, M)
Comme D; est localement libre sur Dp, on a des isomorphismes canon-
iques

iy 001 (€) ~i(D; ®p, p(€))
+(D; ®pp Dr Qo € Qo W)
(D Rop E Rop wF)

i(Dpr ®0,, wWi) @f-10,, wr Qo € Qo Wr)

NNN

1 1 |2 1R R

Z*( (DF’ ®OF’ wF/) ®f *Op: 8)
F1 ®OF’ wF’ ®OF’ *(5)
0p (1(€))
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Le cas ou f est un morphisme lisse se traite d’'une maniere analogue,
en utilisant la résolution de De Rham de Dy. O

Définition 4.12 On pose
§p = () KP(F) — G(F)

En localisant cette construction pour la topologie étale, on obtient
une comparaison entre G et K”.

Théoreme 4.13 Pour tout champ F dans LDM, il existe un isomor-
phisme dans HoSp

55 G(F) — KP(F)

qui commute avec les images directes de morphismes propres représentables.
De plus, on a un diagramme commutatif dans HoSp

ont

G(F)—=KP(F)
L
G(F) ——=KP"(F)
Preuve: Cest la méme que celle de .13 O

Le point fondamental que 1'on utilisera par la suite, est le calcul ex-
plicite de 0 au niveau du Kj.

Proposition 4.14 Soit M un Dg-module cohérent sur un champ F de
LDM. Soit M? — M — M une bonne filtration de M, et GrM
son module gradué, vu comme faisceau cohérent sur le champ cotangent
T*F. Alors, on a une égalité dans G,(F)

op([M]) = e"[GrM]

ouve: " — T*F est la section nulle.
On a ausst

5r(IM]) = DR(M)

ot, DR(M) est la classe du complexe de De Rham de M dans G,(F)
( au sens de [A] ).

Preuve: C’est la méme que [A-T], 1.2.1]. O
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4.2 Etude des spectres de K-théorie des D-modules holonomes

4.2.1 Le lemme de Kashiwara

Dans cette section nous allons rappeler Le lemme de Kashiwara et
en déduire de tres fortes propriétés pour les spectres de K-théorie des
D-modules holonomes.

Théoréme 4.15 ( "Lemme de Kashiwara” ) Soit j : F' — F une im-
mersion fermée de champs de LDM, et i: U — F l'immersion ouverte
complémentaire. Alors on a

jlojy =1Id:K"F) — K"F)

et
jroj +ipod =1Id: K'F) — K"(F)
dans HoSp.
Il en est de méme pour les foncteurs K", K" et K.

Preuve: Donnons la démonstration pour le cas du foncteur K”. Le
cas de K" se traite de la méme facon. Par localisation on obtiendra
alors le résultat pour les foncteurs K" et KM,

Soit HOL(F on F') la catégorie des Dp-modules holonome dont le
support est contenu dans F’. Les mémes calculs que ceux faits dans [Bd,
7.11] montrent que les foncteurs j, et j' définissent des équivalences, ”in-
verses l'une de l'autres”, entre les catégories HOL(F') et HOL(F on F')

( c’est le "lemme de Kashiwara” ).

Soit K"(F on F') le spectre de K-théorie de la catégorie HOL(F on F').

On notera
c:K"FonF)— K(F)

le morphisme induit par I'inclusion naturelle. Notons aussi
G KMNF) — KMNF on F')
jp  KMN(F on F') — KMF)
les morphisme induits par les foncteurs exacts j,. et j'. Ils vérifient
clairement 5}, ojf' = 1Id et jf/ 0 jt = Id. De plus, on a j, = cojf' et
j' oC= ]L_,,
On peut alors écrire

jlojs =joco

= ji o gt
= Id
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Le théoreme de localisation de [[J, 5.5], implique que I'on a un triangle
dans HoSp

K"(F on F')
/ \ -

De plus, comme 7' possede une section iy : K"NU) — K"*(F), ce triangle
se scinde, et donne lieu a une suite exacte courte scindée

0—=K'"F on F') <= K'(F) —= K"(U) —= 0

Et en utilisant 1'équivalence entre HOL(F on F') et HOL(F'), on trouve
une suite exacte scindée

0 —> K" (F') 2> K (F) —~ K"U) —0

Ecrivons alors
. .1
ld=a+ 140

Ainsi, i' =4' oa +1', et donc i' o = 0. Ceci montre que I'on peut écrire
a=j,op83, avec B : KI'F') — K"(F). Le fait que j'oj, = Id implique
alors que j' = B+ j' oiy o4

Il ne nous reste qu’a montrer que j' o, = 0.

Soit A la catégorie bi-compliciale Waldhausen des triplets (E,, Fy, u),
ou F, est un complexe de Dy-modules acycliques a cohomologie holonome
et bornée, et

U 1By — F,

est un quasi-isomorphisme de complexes de Dp-modules avec F, un
complexe de Dp-modules plats. Soit B la catégorie des complexes de
Dp-modules a cohomologie holonome et bornée. On veut montrer que
I'unique transformation naturelle de foncteurs exacts

0=i, 07 : A — B
(Bo, Foyu) = J*(F)

est un quasi-isomorphisme. Comme ceci est local sur F;, on peut se
ramener au cas ou F est un schéma affine. Le résultat provient alors de

B4, VI 8.5]. O

Corollaire 4.16 Soit



un diagramme cartésien de champ de LDM, avec j une immersion lo-
calement fermée. Alors on a

jofr=(h)ro () K"(F) — K"F)
Il en est de méme pour les foncteurs K", K" et KM

Preuve: Comme pour le théoreme, nous ne donnerons la preuve que
dans le cas du foncteur K”.

De la cas ol j est une immersion ouverte, le corollaire provient du fait
que les images directes sont compatibles avec les changements de bases
étales.

Supposons maintenant que j est une immersion fermée. Notons
i+ F — F — Feti: :F —F — F' les immersions ouvertes
complémentaires, et g : F/ — F{ — F — F le morphisme induit.

Soit x € K(F’). A l'aide du théoréme [.I§ on peut écrire

v = () @) + 7, () ()
On a donc
Ple) =3 Ly 0) () 45 £ (@)

(U
—JJ+(f1)+(J' (z) + JZ+9+Z,+(37)
= (f1)+(7) (=)

car j'iy = 0.

Dans le cas général, on factorise j en une immersion fermée suivie
d’une immersion ouverte, et on utilise les deux cas précédents. O

Corollaire 4.17 Soit F' un champ de LDM, et j; : F; — F des sous-
champs localement fermés de LDM formant une stratification de F'.
Alors

> (i) 0di = Id: KMNF) — K"(F)
Il en est de méme pour les foncteurs K", K" et KM

Preuve: Ce corollaire se déduit immédiatement du théoreme précédent
par une récurrence sur le nombre de sous-champs F;. O

4.2.2 Fonctions constructibles a valeurs dans un foncteur et théorémes
de dévissage

Commencons par introduire la notion de fonctions constructibles a valeurs
dans un foncteur.
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Rappelons pour cela que pour tout point = € |F|, on dispose d'un
morphisme canonique
Iy 0T — F
Si z est un point de F, et H : LDM — Ab un foncteur contravariant,

nous noterons

H(z) := colimyH(U)

ou U parcourt les sous-champs ouverts non-vides et lisses de {z}. On
dispose alors d’un morphisme de restriction

it H(F) — H(T)

xT

Définition 4.18 Soit H : LDM — Ab un foncteur contravariant. On
définit le groupe des fonctions constructibles sur F' a coefficients dans H
par

FyH(F) = {(0.) € [ H@ |V € |F],

zE|F|

3U ouvert dense de {x}, et oy € H{U) /Yy € |U| 0, = iy (ov)}

Par exemple, si H est un foncteur constant défini par un groupe
abélien A, F.,H(F) coincide avec le groupe des fonctions constructibles
de M a valeurs dans A, ou M est 'espace de modules de F.

Notons qu'’il existe un morphisme naturel

H(F) —  F4 H(F)
o = (((0))zeim)
Proposition 4.19 Pour tout foncteur contravariant
H:LDM — Ab

on peut munir F' — F,H(F) dune unique structure de foncteur con-
travariant compatible avec le morphisme naturel

H(F) — FuH(F)

Preuve: Soit f : FF — F’ un morphisme de LDM, et (0,) un
élément de F.H(F'). Soit y € |F| un point de F' au-dessus d'un point
de F', et f, : y — T le morphisme induit. On pose alors

fHon)y = 1, (02)

Cette définition vérifie clairement les hypotheses demandées. O
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Théoreme 4.20 [] existe des isomorphismes compatibles avec les images
réciproques sur LDM

K/(F) ~ F,KY (F)
K!'(F) ~ F,K"(F)
K!(F) ~ F,KY (F)
K""(F) ~ F,KY"(F)

Preuve: Comme pour le théoreme [I.TH, on ne démontrera ce résultat
que pour le foncteur K”.

Pour un champ F' ( supposé connexe ) dans LDM, on considere

o= ] it KA — [] K@)

z€|F| TE|F|

Comme la catégorie des Dz-modules est équivalente a la catégorie des
connexions sur z, la continuité du foncteur de K-théorie implique que
I'inclusion naturelle induit un isomorphisme

KY (%) ~ Ki(¥)
Le morphisme obtenu

K!(F) — ][] K¥@

zE|F|

est contravariant par définition.

Remarquons alors que I'image d'un élément o € K”(F) par vx est un
élément constructible dans Hme\ Fl KY (7). Ceci est équivalent au fait que
pour tout élément o € K"(F), il existe un sous-champ ouvert i : U — F
tel que i'c est dans I'image de KY (U). Soit ¢ le point générique de F.
Comme le morphisme naturel

KY (&) — K!(§)

est un isomorphisme, pour tout o € K*(F), il existe un sous-champ ou-
vert lisse U < F non vide, un élément o’ € KV (U), tel que z'!g(a) = ié(cr’).
Ce qui implique qu’il existe un ouvert lisse j : V < U < F', non vide,
avec j'(0) = j'(0’). Ainsi, j'(0) est dans I'image de KY (V).

Montrons alors que v induit un isomorphisme de K(F) sur F,,KY (F).

Soit o € K*(F), et supposons que vr(o) = 0. En particulier si &
est le point générique de F, i!g(a) = 0, et donc il existe un sous-champ
ouvert non-vide lisse jo : Fy — F tel que jj(o) = 0. Soit x un des points
génériques du complémentaire réduit F' = (F — U),cq. Alors i (o) = 0.
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On peut donc trouver un ouvert non-vide lisse de F}, j; : F} — Fy — F,
tel que ji(o) = 0. Ainsi, par récurrence noethérienne on trouve une
stratification de F' par des sous-champs localement fermés et lisses,
Ji o+ F; — F, tel que

ji(o) =0V

Le corollaire implique alors que
0= (ji)+ 0jilo) =0

Ceci montre que v est injective.

Soit (0,) € F4KY(F). Par définition, il existe une stratification de
F par des sous-champs localement fermés et lisses, j; : F; — F, et des
8léments o; € KV (F}), tels que

z'x(crl) =0, YVax€l|F|

o= (ji)+(o)

7

Posons

Alors, le corollaire .16, implique que, pour x € |Fj|
Ce qui montre que yg(0) = (0,). O

Par la suite, si f : FF — F’ est un morphisme de £LDM, nous noterons
fr: FuKY(F) — F K (F')

le morphisme défini par le carré commutatif suivant

KL (F) ———KI(F)

| |+

FctK F) T‘ ctKv<F/)

On définit de la méme maniere des images directes sur les foncteurs
FLKY, FCtK*V et FCtK*V. Remarquons que pour les deux derniers, ces
images directes ne sont définies que pour des morphismes représentables.

Par la suite nous identifierons K" avec F,KY et K" avec F,KY"
par les isomorphismes [[.20.

Proposition 4.21 Les foncteurs covariants K"(=) et K" (=), de la
catégorie LDM et morphismes représentables, s’étendent de fagon unique
en des foncteurs covariants sur LDM.
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On a alors, pour tout morphisme de LDM, [ : F — F' un dia-
gramme commutatif

Preuve: Nous ne démontrerons cette proposition que pour le foncteur
K"(—), le second cas se traitant de facon similaire.

Commencons par ['unicité.

Soit f : F' — F’ un morphisme de LDM, et 0 € K"(F). On peut
choisir une stratification j : F; — F de F, telle que chaque F; soit une
gerbe triviale sur un schéma lisse X;, et de plus qu'il existe o; € KZ(F,),
avec 0 = »_.(ji)+(0;). Or, si on note p; : X; — F; une section, le
morphisme induit

(pi)+ : KI'(X;) — KI(F)

est surjectif. On écrit alors o; = (p;)+ (). Mais comme les morphismes
gi - X; — F, et hy : X; — F’ sont représentables, I'image directe de
o, si elle existe, doit vérifier

fi(o) = Zf+(gi)+(04i) = Z(hi)+(ai)

Elle est donc déterminée uniquement par (h;)y et (g;).

Notons toujours f : F' — F’ un morphisme de LDM, et
o e K!(F).

Si F' et F' sont des gerbes lisses sur des espaces algébriques lisses X
et X', les morphismes naturels induits par les projections p : FF — X
et p): F' — X'
' KHX) — KU(F)
()" KMX') — K"(F)
sont des isomorphismes. Notons m et m’ les ordres de ramifications de

F et F' sur X et X’. On définit alors I'image directe par le diagramme
commutatif suivant

L KM
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ou Mf: X — X’ est le morphisme induit sur les espaces de modules.
Dans le cas ou f est quelconque, on trouve des stratifications j; : F, — F’
et ji : Fy — F par des gerbes lisses et compatible avec f (i.e. une strate
est envoyée dans une strate ). Pour chaque k, on note f(k) un entier tel
que f(Fy) = Fjy,, et

Jet By — Fyp

le morphisme induit. On pose alors
fi(o) = Z(j}(k))Jr(fk)ﬂzi(U)
k

Comme l'ensemble des stratifications est filtrant, on vérifie que cette
définition ne dépend pas des choix des F!, Fy, f(k), et définit sur K"(—)

une structure de foncteur covariant, compatible avec celle définie précédemment
pour les morphismes représentables. O

4.3 Les théoremes de Grothendieck-Riemann-Roch pour les
D-modules

4.3.1 Le théoreme de Grothendieck-Riemann-Roch en
KP-théorie

Théoreme 4.22 Pour chaque F objet de LDM, il existe un unique mor-
phisme
PP KD(F) — HI(Fi)q

tel que
1. si F' est dans QLDM, alors

PP KP(F) — HP(F, )
= Td(F).Che(6p(x))

N . , . . . D ..
De méme, si X est un schéma quasi-projectif, Ty~ coincide avec

le morphisme défini dans [A-L, 3.4].
2. pour tout morphisme propre de LDM, f: F — F', on a

foTiP = 7P o f,

3. si f: F — F' est un morphisme représentable et étale de champs

de LDM, alors
0 fi(a) = f* o TP (a)

pour tout x € KD (F').
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Preuve: On pose
D
TR =TT 0 dp
et on compose le théoreme précédent avec le théoreme de Grothendieck-
Riemann-Roch B.34. O

Remarquons que l'on peut composer ce théoreme avec le morphisme
canonique
K}(F) — K2(F)

On notera la transformation de Riemann-Roch obtenue par

T KU(F) — H(F%)

rep

4.3.2 Le théoréme de Grothendieck-Riemann-Roch en
K"-cohomologie

Théoreme 4.23 Pour chaque F' objet de LDM, il existe un unique mor-
phisme
7t KU(F) — Hy(F,%)q

tel que
1. si F' est dans QLDM, alors

. K'F) — H,(F,*)q
x —  Td(F).Ch(ép(x))

si X est un espace algébrique lisse, alors T% coincide avec le mor-

phisme défini dans [A-D, 3.4].
2. pour tout morphisme propre de LDM, f: F — F', on a

foork=hol,

3. si f: F — F' est un morphisme représentable et étale de champs

de LDM, alors
o fi(x) = [*orp(x)

pour tout v € Kj(F").

Preuve: On pose 7‘1@ ‘= Tpodp, Ol on a encore noté dr le morphisme
composé

K"(F) "% KP(F) 2> K(F)

Le seul point non trivial est le point (2), dans le cas ou f est non
représentable.

Soit f : F — F' un morphisme propre, et o € K"(F). A l'aide de
[D-M] et de la résolution des singularité, on peut trouver un schéma lisse
X, muni d'un morphisme propre, surjectif et génériquement fini
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p : X — F. En raisonnant par récurrence noethérienne, on peut
supposer que p est tel que, pour tout sous-champ fermé irréductible
Iy — F, il existe une composante connexe de X au-dessus de F},
sur laquelle p est génériquement fini.

Sous ces hypothese, le morphisme

ps : KIX) — KI(F)

est surjectif. En effet, soit j; : F; — F une stratification par des sous-
champs lisses, et k; : X; — X des sous-espace localement fermés, tel
que

p:Xi — F

soit étale et fini. Une utilisation de .17 nous rameéne donc au cas ou p
est un morphisme étale et fini. Mais alors, on a

piv'(0) = m.o

ou m est le degré de X sur F. Ceci montre que p, est surjectif.

Soit alors o/ € K"(X), avec o = p,(0’). Alors, comme le point (2)
est vrai pour les morphismes représentables, il est vrai pour p et f o p.

On a donc
T (f+(0)) =7 (frpe(a)
= f+]9+7)h((‘7/)
= f+7pf3(20+(0/))
= f+7f]1(0)
O

4.4 Exemples d’application

Sip: F — F est le morphisme structural d’'un champ propre F' de
LDM, et M un Dp-module sur F, nous noterons

Ind(F, M) := p, (M) € KP(Speck) = Z

Remarque: Par définition des images directes de D-modules, Ind(F, M)
est aussi la caractéristique d’Euler du complexe de De Rham de M sur F.

Corollaire 4.24 Soit F' un champ propre de QLDM, et M un
Dp-module cohérent sur F. Notons [GrM] € Go(T*F) la classe du
gradué associé. Alors

rep

Ind(F, M) = [ Ch™([GrM)).Ie,(Td"**(F))

T*F

oue: F — T*F est la section nulle du fibré cotangent a F.
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Preuve: On utilise la proposition .14. O

Par exemple, dans le cas ot M = Op est la connexion triviale, on
trouve

Ind(F,Op) = / (Teu(1))* = / Crnaa(T1y)

T*Ip Ir
On retrouve ainsi la formule de Gauss-Bonnet B.47.

Remarquons aussi, que le corollaire précédent appliqué a une connex-
ion (V, V) sur un fibré vectoriel de rang r sur F', donne

Ind(F,(V,V) =r.x""(F)
et méme, plus précisemment

TR (V,V) = 1.Cha(T1,) € H?, (F, )

rep

On remarquera que, contrairement a ce qui se passe pour un schéma
( [0, 6.6.4] ), 1a formule précédente ne se simplifie pas dans le cas ot M
est holonome. En effet, le fait que Gr.M possede un support de dimen-
sion moitié dans T*F', n’implique pas a priori que 75 (GrM) € G,(T*I)
possede encore cette propriété.

Notons que I'on a toujours un morphisme canonique
P K, (Speck) — KY (F)

induit par le morphisme structural p : F' — Speck. Ce morphisme
induit donc un morphisme sur les fonctions constructibles

FuK.(k)(F) — F.K} (F) ~ KL(F)

En composant avec la transformation de Riemann-Roch, on obtient des
"morphismes d’Euler-MacPherson”

E'_ . FaKi(k)(F) — H®. (F, %)

rep, M rep
De la méme facon on peut aussi définir
FuK.(k)(F) — F4KY(F) ~ K(F)
et donc A
Ey  FuK(k)(F) — H*(F,*)q
Par exemple, si ¢ = 0, on trouve deux morphisme

Erep @ FuZ(F) — Hy, (F, %)
ES : F4Z(F) — H*(F,*)q
Pour i =1, 0n a
Bl i Fuk*(F) — H? (F, )

rep,M * rep

By Fuk*(F) — H*(F,%)q
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Définition 4.25 Soit F' un champ dans LDM. Soit o € FLZ(F). Les
caractéristiques d’Fuler topologique et orbifold de F' pondérées par o, sont

définies par
orb F 0_ E :Oz orb z

top F O' E TiX top

ot les sous-champs F; — F forment une stratification de F', telle que o
soit constante égale a o; sur |F;|.

Corollaire 4.26 Soit F' un champ de LDM. Pour tout o € FLZ(F),
on a

E) = [ B
HFo) = [ Bylo)

Preuve: Fixons nous une stratification j; : F; — F, telle que o soit
constant égale a o; € Z sur |F;|. Notons 1; la classe de la connexion
triviale sur F;. Alors, par définition de I'isomorphisme ~ ( ), on a

Brepa(0) = 2007 (1) 4(1) € HH(F. )

Ainsi, le théoreme de Grothendieck-Riemann-Roch .2, appliqué a Y, 04.(J;)+(1;),

donne rep
Zgzlnd(E7 11) = / Ev?ep, ( )
y F

Ce qui est la formule que 1'on voulait démontrer.
Le cas de la caractéristique d’Euler orbifold se traite de la méme fagon.
(I

Ce dernier corollaire explique le choix de la terminologie de ”classe
d’Euler-MacPherson” pour I'application EY;. Notons qu’elle n’est pas
égale a l'application définie dans [Mad]. En effet, si FF = X est un
schéma lisse et propre, on a E%(1x) = Cra(Tx) = Fu(X), alors que
Ci(1x) est la classe de Chern total du fibré tangent 7. De plus, nous
n’avons pas su démontrer que EY, commute avec les images directes.

Corollaire 4.27 Soit F' un champ propre de LDM, etz = can(A_1(Q)) € Ky(F).
Alors

p(x) = X"(F)

ou p: F — Speck est le morphisme structural.
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Preuve: On applique le corollaire .24 a la fonction constructible
constante 1. On a donc

CHEL) =) = [ Eal)
F
Or, EM(l) = 7h(OF), ot Op est muni de la connexion triviale. Les
énoncés [L.10 et .14 impliquent alors que
7#(OF) = Tr(A-. ()
Ainsi, d’apres

V() = /F (A1 (Q5) = p (A1 (1)

On peut aussi donner une interprétation de [, E} (o), et de [, E},(o)
pour o € Fk*(F), en terme de ”determinants d’Euler”.

Définition 4.28 Soit F' un champ de LDM, et 0 € F.k*(F). Notons
Ji + Fy — F, une stratification de F, telle que o soit constante égale a
o; € k* sur |F;|. Le determinant d’Euler de F' pondéré par o est

Det(F,o) = Hatp(F ck*

Le determinant d’Fuler orbifold de F' pondéré par o est

Det™™(F, o) Ho— ) k2, Q

Pour le corollaire suivant, nous supposerons que la théorie cohomologique
utilisé est la théorie de Gersten. Nous la noterons alors avec les indices
usuels des groupes de Chow

Ap<F7 Q> = H (F6t7 Kp+q)

A7 <F7 Q> = Hp(<[F>et7K

rep p+q)

Corollaire 4.29 Soit F' un champ de LDM et 0 € F,K,(k)(F). No-
tons j; : F; — F une stratification de I, telle que o soit constante €gale
a o, € Ky(k) sur F;. Alors

S ()0 = [ B
SR o= [ B

F
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En particulier

rep
Det(F, o) = / E} (o)
F 7
Det’(F, a):/E}VI(a)
F

Preuve: Commencons par remarquer que la transformation de Riemann-
Roch
Tgpeck : KZ(Speck) ~ A°(Speck,p) = K,(Speck)

est un isomorphisme.

Comme dans la preuve du corollaire [£.26, on a
Z () (Pio))

ou p; : F; — Speck est le morphisme structural. Ainsi, par le théoreme
de Grothendieck-Riemann-Roch .23, et la formule de projection pour
les morphismes structuraux, on trouve

Ji " Ey(o) = 32i(pi)+pilo:)
2.i(Pi)+(OF,).0i

E nd(FZ,(’)F)

= 2 XM (F )UzGK(k)

Pour terminer cette partie, notons qu’il serait intéressant de posséder
des formules analogues aux formules précédentes, mais dans un cas relatif.
On disposerait ainsi de "classes d’Euler-MacPherson pour la K-théorie
supérieure”, bien que la signification de telles formules pour les K, avec
p > 1 me semble un peu mystérieuses.
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5 Chapitre 5 : Champs algébriques et champs ana-
lytiques
Ce dernier chapitre est indépendant des précédents. Nous nous intéresserons
au probleme de comparaison entre champs analytiques et champs algébriques
complexes. Notre but est d’essayer de généraliser les résultats d’algébrisation
d’Artin ( [Al, 7.3] ), au cas des champs analytiques.
Pour cela nous commencerons par démontrer les théoremes GAGA

pour des champs algébriques complexes de Deligne-Mumford. Ils seront
utilisés par la suite pour démontrer un cas particulier du théoreme d’Artin.

Dans cette section nous appellerons schéma un schéma localement
de type fini et séparé sur SpecC. Nous noterons (Sch/C)e le site des
schémas, muni de la topologie étale. Le petit site étale d’'un schéma X
sera noté X;. Un champ algébrique sera un champ de Deligne-Mumford,
localement de type fini et séparé sur C ([[.I0 ). Si X est un schéma, X"
sera l’espace analytique associé.

Un espace analytique, est un espace analytique complexe, localement
de type fini et séparé sur C. L’espace topologique sous jacents a un
espace analytique X sera noté X',

5.1 Analytification des champs algébriques

5.1.1 Champs analytiques
Rappelons pour commencer les définitions suivantes.
Définition 5.1 Un morphisme d’espaces analytiques
f: X —Y
est
e ¢étale, si pour chaque point x € X, le morphisme d’anneaux locauz
Jr  Ovij@) — Ox.
est un isomorphisme.
e non ramifié, si localement sur X°P, c’est une immersion fermée.
e fini, s’il est propre et a fibres finies.

Avec ces définitions, le site analytique est défini par la catégorie des
espaces analytiques, dont les morphismes couvrant sont les morphismes
étales et surjectifs. Il sera noté (An/C).. Sur ce site on dispose alors
de la notion de champs ( [L=M] ), ainsi que de morphismes de champs
représentables possédant certaines propriétés locales, comme étales, finis,
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non ramifiés, lisses ... ([ ). Un champ équivalent a un espace analy-
tique, sera encore appelé un espace analytique.

Définition 5.2 Un champ analytique ( de Deligne-Mumford et séparé )
est un champ F sur le site (An/C)e tel que

1. le morphisme diagonal
A:F—FxF
est représentable et fini.
2. il existe un espace analytique X et un morphisme étale et surjectif
X —F

Nous noterons Ch**(C) ( resp. ChAn(C) ) la 2-catégorie des champs
( resp. champs analytiques ) sur (An/C)¢. Les catégories homotopiques
associées, seront notées respectivement HoCh*(C) et HoChAn(C).

Remarque: Comme dans le cas des schémas ( [LIJ ), le morphisme
diagonal d’un champ analytique est automatiquement non ramifié.

L’exemple standard de champ analytique est le champ quotient par un
groupe fini. Pour un action d’un groupe fini H sur un espace analytique
X, nous noterons [X/H] le champ quotient. Son groupoide des sections
au-dessus d'un espace Y, est le groupoide des couples (P, f),ou P — Y
est un H-torseur, et f: P — X est un morphisme H-équivariant.

Définition 5.3 Le champ des ramifications d’un champ analytique F,
est défini par
[F = F XFExF F

Si la projection naturelle
T [F — F
est €tale, on dit que F est une gerbe.

Les champs analytiques possedent de nombreuses propriétés analogues
a celles des champs algébriques. Nous ne retiendrons que les suivantes.

Proposition 5.4 Soit F' un champ analytique.
1. 1l existe un espace analytique M, et un morphisme propre
p: FF— M

qui est universel vers les espaces analytiques, et qui induit une bi-
jection

7o F (SpecC™) ~ M (SpecC™)

On dira que M est un espace de modules pour F.
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2. Soit M [’espace de modules de F. Alors, il existe un recouvrement
étale U — M, un espace analytique X , un faisceau en groupes finis
H constant sur X, et une opération de H sur X, tel que le champ

FU =F xy U
soit équivalent au champ classifiant [ X/H)|.

3. Si F est réduit, il existe un sous-champ analytique fermé Fy — F,
tel que F' — Fy soit une gerbe.

Un champ analytique sera propre si son espace de modules est un es-
pace analytique compact.

Notons pour finir que, comme dans le cadre algébrique (R.1 ), il y a
une notion de faisceaux analytiques cohérents sur un champ analytique F'.
Ce sont les sections globales cartésiennes sur F', du champ en catégories
abéliennes Coh sur (An/C).;, dont les sections au-dessus d’un espace
analytique X, sont les faisceaux de O¢*-modules cohérents.

5.1.2 Analytification

Soit f : C — C' un foncteur entre deux sites. On suppose que f est
continu, dans le sens ou

fU) — F(X)

est couvrant dans C’, si U — X est couvrant dans C.
Soit p : C — C un champ. On dispose alors d’'un champ ”image

réciproque” f*(C) ( [Gl, 3.2] ).
Lemme 5.5 Soit

a: (Esp/C)ey — (An/C)e

le foncteur continu qui a un schéma X associe son espace analytique X .
Alors limage par o d’un champ algébrique est un champ analytique.

Preuve: En effet, si F' est un champ algébrique équivalent a un
préfaisceau simplicial représenté par un espace algébrique en groupoides
X, alors le champ F'*" est équivalent au préfaisceau représenté par ’objet
en groupoides X", qui, par définition, est un champ analytique. O

Comme le foncteur a* préserve les équivalences de champs, il passe
aux catégories homotopiques.

Définition 5.6 On notera

HoChAlg(C) — HoChAn(C)
F — P = o (F)

le foncteur d’analytification.
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Comme on sait que les champs de Deligne-Mumford sont localement
des quotients par des groupes finis ( (.4, ), il est naturel de com-
mencer par comparer les quotients algébriques, et les quotients analy-
tiques.

Proposition 5.7 Soit X un schéma et H un groupe fini opérant sur X.
Alors il existe une équivalence faible naturelle

X/ H™ = [X°"/H]

Preuve: Soit X — [X/H| le H-torseur universel. Comme le fonc-
teur d’analytification transforme H-torseurs en H-torseurs ( [EGA 1] ),

le morphisme induit
Xan N [X/H]an

est un H-torseur. Il défini donc une équivalence faible

(X/H]" — [X*/H]

Corollaire 5.8 Soit F' un champ algébrique et p : F' — M la projection
sur son espace de modules ( [K=M] ). Alors le morphisme induit

p: Fan ., pfan
fait de M ’espace de modules de F*".

Preuve: Soit X l'espace de modules de F**. Par la propriété uni-
verselle des espaces de modules, il existe un morphisme naturel

X%Man

Pour montrer que c’est un isomorphisme, on peut effectuer un change-
ment de base de M“" par un morphisme u®" : (U — M), avec u étale
et surjectif. Par [LI7, on peut donc supposer que F' = [X/H], avec X
un schéma affine, et H un groupe fini opérant sur X. Mais alors, comme
For ~ [ X /H|, assertion a démontrer est que le morphisme naturel

est un isomorphisme. Ce qui est vrai. O

Soit a,Coh l'image réciproque du champ des faisceaux analytiques
cohérents par le foncteur d’analytification. C’est le champ sur (Esp/C).,
dont la catégorie des sections au-dessus d’un espace algébrique X, est la

catégorie Coh(X ") des faisceaux analytiques cohérents sur X". Alors,
on dispose d’un foncteur naturel d’analytification ( [SGA], XII])

Coh(X) — Coh(X)
F — Fa
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Ce foncteur défini un morphisme de champs sur (Fsp/C).
Coh — a,Coh
ou bien, par adjonction, un morphisme de champs sur (An/C)
- . a*Coh — Coh
Par composition, ce foncteur défini un foncteur sur les sections cartésiennes

Homegg(F,Coh) — Homeg(F*",a*Coh) — Homeg(F", Coh)
F — o*F — Jan
Et donc un foncteur

Coh(F) := Homegr(F,Coh) — Coh(F™) := Homea+(F*, Coh)
F — JFan

Définition 5.9 Soit F' un champ algébrique, le foncteur d’analytification
ci-dessus est noté

Coh(F) — Coh(F™)
F — i

Notons, que F — F est un foncteur exact. En effet, comme ceci est
local sur F;, on se ramene au cas des schémas [EGA 1|, X 1T 4.4].

5.2 Théorémes GAGA

Le théoreme principal est le suivant.

Théoréme 5.10 ( "GAGA” ) Soit F' un champ algébrique propre. Alors
le foncteur

Coh(F) — Coh(F™)
F — Fa

est une équivalence de catégories.
Preuve:

Lemme 5.11 Soit f : F — F’ un morphisme propre et représentable
de champs algébriques, et F un faisceau cohérent sur F. Alors le mor-
phisme naturel ' '

R (F™) — RL(F)
est un isomorphisme.

Preuve: Comme ceci est local sur (F7)%, le lemme est une conséquence

directe de [SGAT], XII 4.2]. O

175



Lemme 5.12 Soit p : F' — M le projection d’un champ algébrique
sur son espace de modules, et F un faisceau cohérent sur F. Alors le
morphisme naturel

P (F™) — pu(F)™

est un isomorphisme.

Preuve: Soit U — M un recouvrement étale algébrique tel que Fy,
soit un champ quotient sur U. En localisant sur U, on peut donc supposer
que F' = [X/H], avec H un groupe fini opérant sur un schéma X. Le
faisceau F est alors donné par un faisceau cohérent Fx sur X, muni
d’une action de H.

Soit ¢ : X — X/H la projection. D’apres le lemme précédent on a
alors

¢(FX') = g (Fx)™

De plus cet isomorphisme est un isomorphisme équivariant de H-faisceaux
analytiques cohérents sur X*/H. En prenant les invariants sous H on
obtient

PEFL) = ¢ (F)T > (qu(Fx)™ > (qu(Fx)T)™ = pu(Fx)™

Revenons a la preuve du théoreme. Elle suit exactement le méme
schéma que la preuve donnée dans [SGA 1, XTI 4.4].

(1) Le foncteur est pleinement fidele:

Soit F un faisceau cohérent sur F'. Alors, comme p, est un foncteur
exact, on a un isomorphisme canonique

H'(F,F) = H'(M, p.F)

De plus, M est un espace algébrique propre, et p,F un faisceau cohérent
sur M, donc le théoreme GAGA pour les espaces algébriques ( [EGA ],
X1T 4.4] ) nous dit que le morphisme naturel

HZ(M’ p*]:) _ H@(Man’ <p*f')an)
est un isomorphisme. De plus le lemme implique que
}Ii(]\4cm7 <p*f')an) ~ Hi<Man’pzn<fan))

Or ' A
HZ(Man’p(in(Fan)) ~ Hz(Fan’f'an)

On obtient donc I'isomorphisme cherché

}[2(}77 f’) ~ Hi(pan’fan)
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Si F et G sont deux faisceaux cohérents sur F, on dispose du fais-
ceau cohérent Homg, (F,G) sur F. Nous pouvons donc lui appliquer
I'isomorphisme précédent avec ¢ = 0

Homo,(F,G) = H°(F, Home, (F,G)) =~ H°(F*", Home,.(F,G)™)

Or
H()(Fan’ Hom,,, (F,G)™) ~ Homo,u (F*", G™)

Ceci acheve la preuve de l'assertion (1).

(2) Le foncteur est essentiellement surjectif:

Commencons par le cas ou F' = X x BH est une gerbe triviale de
groupe fini H et d’espace de modules X un schéma propre. Alors un
faisceau cohérent F sur F'*" est donné par un faisceau cohérent Fx sur
X muni d'une action du groupe H. D’apres le théoreme GAGA pour
X, on sait qu'’il existe un faisceau cohérent M x sur X tel que Fx ~ M.
L’action de H est alors donnée par une représentation

H— Autoxan (Mg(n)
Or, une seconde application du théoreme GAGA implique que
Autoyon (MF') = Auto, (Mx)

On munit ainsi M x d’une action de H, ce qui définit le faisceau cohérent
M sur F tel que M9 ~ F.

Passons au cas général. Soit F un faisceau analytique cohérent sur
F**. On raisonne par récurrence sur la dimension d du support de F.

Soit A I'idéal annulateur de F dans Opan. En se restreignant au fermé
défini par A, on peut supposer que le support de F est F.

Soit Z I'idéal de F..q dans F, et k un entier tel que Z# = 0. On dispose
de la filtration suivante

0T " Fe . ITF—F

dont les quotients successifs sont des images directes de modules cohérents
sur Fj.q par 'immersion canonique F,.; — F. Remarquons alors qu’une
extension analytique de faisceaux cohérents algébrisables est algébrisable.
En effet, le fait que le foncteur d’analytification G — G** soit exact et
pleinement fidele, et la formule

Homy (F,G)"" ~ Hom,,,,,(F*",G"")
montre que

E:L’t}gFan (F™,G") ~ Exty (F,G)
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On peut donc se restreindre au cas ou F' est réduit.

D’apres [D-M, Thm. 4.12], on peut trouver un schéma projectif X
normal, et un morphisme propre et génériquement étale

X — F

Soit F'y = F Xy X le champ induit sur X, et Fj la normalisation de Fx.
Alors, d’apres [[.L22, on sait que Fy est une gerbe triviale sur X. Notons
q : Fy — F la projection. Alors ¢*F est un faisceau analytique cohérent
sur F§", qui est algébrisable d’apres la premiere partie. Ecrivons

MGTZ ~ q*F

avec M un faisceau cohérent sur Fy. On considere le faisceau cohérent
sur B g, (M), Tl est algébrisable d’apres le lemme [.11. De plus, par
la formule de la projection, on a

Q*q*f =~ f ®0Fan Q*<0Fg”)

Comme ¢q est génériquement un changement de base par un revétement
étale de 'espace de modules, on sait que ¢,Op, est génériquement iso-
morphe a OF. Cet isomorphisme générique donne lieu a un diagramme
de faisceaux cohérents sur F'

u
N > Q*OFO
Ul
m
OF
ol u et v sont des isomorphismes génériques. Considérons le diagramme

obtenu sur F'*" en tensorisant par F, et en complétant avec les noyaux
et conoyaux
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Comme u et v sont des isomorphismes sur un ouvert Zariski dense, on
conclut que K; et C; ont un support de dimension strictement plus petit
que d, et sont donc algébrisables par récurrence. De plus, on a vu que

q(Opgn) @ F = (q.M)™"

Ainsi, on en déduit que N ® F est algébrisable comme extension de fais-
ceaux cohérents algébrisables. La colonne verticale nous dit alors que
F™ est algébrisable. On termine en remarquant par exemple, que F est
le noyau du morphisme F™ — F™, qui déplace les facteurs d'un cran
vers la droite. O

On déduit de ce théoreme, les corollaires habituels.
Corollaire 5.13 Soit F' un champ algébrique propre. Alors le foncteur
G — Gan

induit une bijection entre les sous-champs algébriques fermés de F', et les
sous-champs analytiques fermés de F'*"

Preuve: Le foncteur d’analytification induit une bijection entre les
faisceaux cohérents d’idéaux de Op, et les faisceaux cohérents d’idéaux
de OFan. D

Corollaire 5.14 Soit F' un champ algébrique propre. Alors le foncteur
G —s Gan

induit une équivalence de la catégorie homotopique des champs algébriques
finis et représentables sur F, et celle des champs analytiques finis et
représentables sur F".

Preuve: En effet, le foncteur en question induit une équivalence entre
la catégorie des faisceaux en Op-algebres cohérentes et celle des faisceaux
en Opan-algebres cohérentes. O

Corollaire 5.15 Soit F' et G deuz champs algébriques propres. Alors
le foncteur d’analytification induit un foncteur pleinement fidéle de la
catégorie homotopique des champs algébriques propres, vers celle des
champs analytiques.

Preuve: Il faut remarquer qu'un morphisme

f . pan Gan
est déterminé a homotopie pres par son graphe
fyf : Fan SN Fan X Gan

qui est un morphisme fini, et appliquer le corollaire précédent. O
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5.3 Algébrisation des champs analytiques

Dans cette derniere section nous analysons le cas des champs analy-
tiques dont les espaces de modules sont des espaces algébriques.

Proposition 5.16 Soit X un espace algébrique, et H un groupe fini.
Alors le foncteur
F — Fan

induit une équivalence entre le
2-groupoide des gerbes algébriques bornées par le groupe H sur X, et celle
des gerbes analytiques bornées par le groupe H sur X",

Preuve: Remarquons d’abord qu’il est clair que le foncteur d’analytification
transforme gerbes en gerbes.

Soit BH ’ensemble simplicial classifiant de H, et Aut(BH) I'ensemble
simplicial des auto-équivalences de BH. Ce dernier possede un ensemble
simplicial classifiant BAut(BH), qui est un ensemble simplicial connexe
et 2-tronqué. Ainsi, a travers I’équivalence démontrée dans [[Tar]], nous
le verrons comme un 2-groupoide. Ces groupes d’homotopie sont donnés
par

m(BAut(BH)) ~ Out(H)
mo(BAut(BH)) ~ Z(Q)

ouOut(H) = Aut(H)/Int(H) est le groupe des automorphismes extérieurs
de H, et Z(H) le centre de H. Nous noterons G le 2-champ associé au
préfaisceau simplicial constant sur (Sch/C), de fibre BAut(BH). Alors
G est canoniquement équivalent au champ sur (An/C)., associé au
préfaisceau simplicial constant BAut(BH).

Enfin nous savons d’apres [53], qu’il existe une équivalence entre le
2-groupoide des gerbes algébriques de groupes H sur X ( resp. ana-
lytiques de groupes H sur X ) et G(X) ( resp. G**(X*) ). Pour
démontrer la proposition, il nous suffit donc de montrer que le morphisme
d’analytification induit une équivalence faible

g(X) ~ gan(Xan)
Mais ceci provient du lemme général suivant.

Lemme 5.17 Soit F' un préfaisceau simplicial n-tronqué sur (Sch/C)e,
tel que pour chaque section s : X —— F, les faisceaux d’homotopie
Tm(F, s) soient localement constants a fibres finies sur Xe;. Alors pour
chaque espace algébrique X, le morphisme naturel

F(X) — Fan(X™)

est une équivalence faible.
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Preuve: Il suffit de regarder, pour chaque section s € F(X), le mor-
phisme induit sur les suites spectrales
Bt = HY(Xo, my(F,8)) — (B = HU(X i, my (™", 5)

top?

qui convergent vers m,(F(X), s) et m,(F*(X"), s). Le théoreme de com-
paraison entre cohomologie étale et cohomologie transcendante pour des
groupes finis ( [FGA]] ), permet de conclure que le morphisme est un
isomorphisme sur les termes F,. O

Définition 5.18 Un 1-morphisme propre et représentable de champs an-
alytiques
f : FO — F

est une modification, s’il existe un sous-champ fermé F' — F, tel que f
induise une équivalence

f:Fy—f*'F)—F-F
Le résultat suivant est un analogue du résultat de Moisezon [A], 7.16].

Théoreme 5.19 Soit F' un champ analytique réduit tel que son espace
de modules soit algébrique et propre. Alors il existe une modification

f : FO — F
avec Fy équivalent a un champ algébrique.

Preuve: Comme M est algébrisable, nous écrirons encore M pour
I’espace algébrique correspondant.

En considérant la réunion disjointe des composantes irréductibles de
F'; on peut supposer que F' est irréductible, et donc integre.

Soit M 'espace de modules de F', et S <— M un sous-espace fermé tel
que F' soit une gerbe sur M — S.

Commencons par fixer quelques définitions. Si H est un groupe fini,
un revétement ( resp. revétement analytique ) d’un schéma X de groupe
H non-ramifié en dehors de S, est la donnée d’une action de H sur
un schéma Y ( resp. sur un espace analytique Y ) et d’'un morphisme
équivariant Y — M (resp. Y — M ) étale sur M — S, et qui fasse
de M le quotient de Y par H ( resp. étale sur (M — S)* et qui fasse de
M le quotient de Y par H ).

Six € M nous parlerons de germe analytique de revétements de
groupe H de M en z et non-ramifié en dehors de S, pour désigner une
classe de tels revétements, ol deux revétements sont équivalents s’ils sont
isomorphes sur un voisinage analytique de z. Pour simplifier le vocabu-
laire nous dirons simplement ”revetement de groupe H” pour revétement
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de groupe H et non-ramifié en dehors de S. De méme, nous parlerons
de germes étales de revétements de groupe H de M en un point fermé
x e M.

Le foncteur d’analytification transforme un germe étale de revétements
de groupe H, en un germe analytique de revétements de groupe H. Nous
dirons que I'image d'un germe étale est un germe analytique algébrisable.

Etape (1):

Commencons par supposer que F' et M sont normaux, et que M vérifie
I’hypothese suivante.

Hypothese 5.20 Pour tout point x € M, tout germe analytique de
revétement de groupe H est algébrisable.

Soit x € M, et * € U — M un voisinage analytique de x tel que
F x5 U =: Fy soit équivalent a un champ quotient par un groupe fini

Fy ~ [V/H]|

On peut donc, d’apres I'hypothese, supposer qu’il existe un schéma X et
un morphisme étale au voisinage de x

X —M
une action de H sur un schéma Y, et un morphisme
p:Y — X

qui fasse de X le quotient de Y par H, et tel que dans un voisinage
analytique de x, le morphisme p soit isomorphe a la projection canonique

q:V—U

Compactifions le morphisme ¥ — M

y -z

yd

M

ol 7 est une immersion ouverte d’image Zariski dense, et p propre. Con-
sidérons le changement de base sur Z, F; := F Xy Z — Z%" ainsi que
F5 — (F7)yeq sa normalisation réduite. Par construction, le morphisme

F;, — 7"

possede au voisinage analytique d'un point z € Z*" au-dessus de z, une
section. Or, comme Z°" est normal en x, 'analogue de pour des
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champs analytiques implique que F7; est une gerbe au voisinage analy-
tique de z. Or, comme Z est un schéma propre, il existe un ouvert Zariski
dense de Z, W contenant z, tel que F; soit une gerbe sur W'. Mais
par la proposition p.16, cette gerbe est algébrisable. II existe donc un
schéma W, un morphisme étale et surjectif W — W, et un diagramme
1-commutatif

Wan —

|
Iy
Le 1-morphisme composé
W — Fy —s Fy — F
est par construction un prolongement de la section canonique
V—Fy — F
Comme celle-ci est étale au voisinage analytique de x, le 1-morphisme
W — |

est étale dans un voisinage Zariski d'un point w € W au-dessus de z.
Ainsi, quitte a restreindre W, on montre qu’il existe un 1-morphisme

étale
X(z)"™ — F

ou X (z) est un schéma, et dont I'image dans M contient le point fermé
x.

Lorsque x parcourt M** tout entier, on construit ainsi un schéma
X =]], X (x) et un morphisme étale et surjectif

Xan_>F

Or, par quasi-compacité de la topologie de Zariski sur M, on peut sup-
poser que X est un schéma de type fini sur C. Enfin, comme F est
normal, X est aussi normal.

Il nous reste alors a démontrer que le morphisme naturel

r:Y) = X" xp X — X xp X

est algébrisable. En effet, dans ce cas, on pourra écrire Y; = X",
et le champ F' sera alors équivalent au champ associé a 'analytifié du
groupoide algébrique

s,b: X7 — X

Comme F est un champ analytique propre, il est séparé. Ainsi, r est
un morphisme fini. De plus, son image est X" x ; X", et comme F' est
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une gerbe sur M — S, r est étale en dehors de S xj; X U X Xy
S. Ainsi, r est un morphisme fini et étale en dehors d'un sous-espace
algébrisable. Comme Y; est normal, ceci implique que r est algébrisable

(BGA T, x11]).
Etape (2):

Soit F' comme dans 'énoncé du théoreme. On considere un éclatement
p: X —M

tel que X soit lisse, et que p~1(S) soit un diviseur & croisements normaux
dans X. Un tel morphisme existe d’apres la résolution des singularités.
Soit Fy la normalisation de F' x; X. Alors, le 1-morphisme canonique

fIFO—>F

est une modification. De plus, lemme suivant implique que le champ Fj
vérifie les hypotheses de la premiere étape. Il est donc algébrisable.

Lemme 5.21 Soit X un schéma lisse est S — X un sous-schéma fermé,
tel que S soit un diviseur a croisements normaux dans X. Alors tout
germe analytique de revétement de groupe H non-ramifié en dehors de S
sur X est algébrisable.

Preuve: Soit x € X%, Alors il existe un voisinage analytique U de
z, tel que la paire (U, UN.S) soit homéomorphe a (C™, H), ou H est une
réunion finie d’hyperplans complexes. Ainsi, on a

mU-UNS)~7Z"

ou r est le nombre de composantes irréductibles de SN U.

De plus, il existe un voisinage étale de z, f : V — X, et une im-
mersion ouverte V < A™, tel que la paire (V, f~'(.9)) soit isomorphe a
(V,V. N H), ou H est une réunion finie d’hyperplans de A™.

Soit ¢ : V. — U un germe analytique de revétement de groupe
H. Quitte a restreindre U on peut supposer qu’il est comme ci-dessus.
Comme le revétement est non-ramifié en-dehors de S, il donne lieu a un
homomorphisme

7T1(U—Uﬂ5)—>H

Comme on a un isomorphisme canonique
m(U—-UNS)~m(C"—H)~7Z"
on a un homomorphisme induit

m((A™ - H)™) — H
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Ce H-torseur est algébrisable d’apres [SGAT]|l. On obtient donc un
H-torseur algébrique
Y — A" —H

Si V est un voisinage étale de x comme ci-dessus, alors par restriction on
a un H-torseur
YV —V

Soit Z la normalisation de V' dans Yy,. Alors
p:Z—V

définit un germe étale de revetement de groupe H en x, qui, par con-
struction, est une algébrisation du germe analytique ¢ : V — U. O
O

On tire de ce théoreme le corollaire suivant sur ”les champs de Moi-
sezon”

Corollaire 5.22 §i F' est un champ analytique réduit tel que son corps
des fonctions méromorphes est de dimension de transcendance égal a sa
dimension, alors il existe une modification

f : FO —s F
ou Fy est algébrisable.

Preuve: En effet, les fonctions méromorphes sur F', sont les fonctions
méromorphes sur son espace de modules M. L’espace analytique M est
donc algébrisable d’apres [A], 7.3]. On termine alors par le théoreme
précédent. O

Corollaire 5.23 Tout champ analytique propre et lisse de dimension 1
est algébrique.

Preuve: C’est en réalité un corollaire de la preuve du théoreme. En
effet, comme F est lisse, son espace de modules est une surface de Rie-
mann compacte, et vérifie donc les hypotheses de la premiere partie de
la preuve. O

A la vue de ces derniers résultats, on peut légitimement poser la ques-
tion suivante.

Question: Tout champ analytique propre F', dont 'espace de mod-
ules est un espace algébrique, est algébrisable.

Cette conjecture implique a titre d’exemple le fait ( certainement bien
connu ) suivant.
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Corollaire 5.24 Supposons que la conjecture précédente soit vraie.

Soit X un espace analytique lisse muni d’une action propre d’un groupe
de Lie affine H, tel que le quotient X/H soit algébrisable et propre. Soit
Z le Gl,,-torseur tangent a X, muni de son action naturelle de H. Alors,
le quotient Y = Z/H est représentable par un espace algébrique lisse, et
laction naturelle de G, surY est algébrisable.

Preuve: Commengons par supposer que F' = [X/H] est un orbifold.
La conjecture implique que F est un champ algébrisable. Ainsi, le lemme
implique que le torseur tangent a F' est représentable par un espace
algébrique lisse Y. Comme Y ~ [Z/H], ceci montre que Y est un
quotient pour Z par H. De plus, comme Y est le torseur tangent a F,
I’action de Gl,, sur Y*" est alors I'analytification de celle de Gl,, sur Y.

Dans le cas général, on peut écrire ¢ : ' — F’, ou F’ un orbifold
algébrisable. On termine alors en remarquant que

TF:TF/ XF/F

Remarques:

e Lorsque X/H est une variété projective, P. Essydieux m’a fait re-
marquer qu’il est facile de démontrer le corollaire 7a la main”.

e La moralité de ce corollaire est qu’a toute construction d’un champ
algébrique lisse et propre de Deligne-Mumford par des méthodes
analytiques, on associe naturellement une construction algébrique
de ce champ. En effet, en gardant les mémes notations que dans le
corollaire, on a

[X/H] = [Y/Gl]*™

Nous terminerons par une esquisse de démonstration de cette conjec-
ture. Nous préférons cependant la laisser sous forme de conjecture, car,
comme nous n’avons pas vérifié tous les détails, il se pourrait qu'une dif-
ficulté technique nous ait échapper.

Etape (1) : On peut supposer que F' est réduit.

Supposons que Fj..q4 est algébrisable, et montrons alors que F' aussi.

Soit Z l'idéal nilpotent de F,.q dans F. Comme Z¥ = o, un raison-
nement par récurrence sur k£ montre qu’il suffit de démontrer le lemme
suivant.

Lemme 5.25 Soit F' un champ analytique propre, et Fy un sous-champ
défini par un idéal de carré nul dans Op. St Fy est algébrisable, F' ausst.
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”Preuve:” En s’inspirant de [Bd], on espére pouvoir définir un com-
plexe cotangent analytique de Fy. On le notera Lgen. Clest un objet
de la catégorie dérivée des complexes de préfaisceaux de Og'-modules a
cohomologie cohérente, tel que H 1(F§”,LF5m) est en bijection avec les
classes d’isomorphie des déformations infinitésimales de F{§". En parti-
culier, le champ F' est déterminé a équivalence pres par une classe dans
ce groupe.

D’autre part les déformations infinitésimales du champ algébrique Fy
sont classifiées par le groupe H'(F,;, Lp,), ou Lp, est le complexe cotan-
gent relatif au morphisme structural ' — SpecC ( [L-M, 9] ).

Comme l'analytifié de L% est quasi-isomorphe a Lpan, le théoreme
GAGA implique que toute déformation infinitésimale du champ Fj" est
algébrisable. Ainsi, F' est algébrisable. O

Etape (2) : Soit f : F — F’ un morphisme propre et birationnel de
champs analytiques. Alors, F' est algébrisable si et seulement si I’ est
algébrisable.

Pour démontrer cette partie il faudrait réécrire l'article d’Artin [A]
dans le cadre plus général des champs analytiques de Deligne-Mumford.
Cela implique en particulier qu’il faut démontrer des théoremes GAGF
dans ce cadre. Cependant, la preuve du théoreme GAGA donnée précédemment
donne bon espoir que de tels énoncés soient vérifiés.

La preuve du corollaire [[], 7.15] se généralise alors au cas des champs
analytiques, au détail pres que nous n’avons démontré que pour des
champs réduits. Cependant 1’étape (1) implique que cela suffit. O
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6 Appendice

6.1 Spectres

Le formalisme des spectres permet de ne prendre en compte que ”l'information

stable” de la théorie de I'’homotopie. Pour I'utilisation que nous en ferons,
leur intérét réside dans le fait que les limites et colimites homotopiques
de spectres sont des foncteurs "exacts”. Ceci nous permet en particulier
de faire commuter ces limites homotopiques avec la formation des fibres
et des cofibres. Cet argument est utilisé implicitement tout au long de
ce travail.

Un spectre E est la donnée d’une famille d’ensembles simpliciaux fi-
brants pointés (Ep,, z,), avec n € Z, et d’une famille de morphismes

en : (B Tn) — (D1 (Blnt1), Tnan)-

Un morphisme de spectres f : F — E’ est la donnée d’'une famille
de morphismes pointés

Jn: (E[N]vxn) - (E[,n]vx/n)

tel que €], 0 fos = A fus1) 0 en.
On peut définir pour tout ¢ > 0 un morphisme de groupes

ﬂ-l(E[n]a xn) - Wi(Qa:nJFl (E[n})a xn-{—l) = 7Ti+1(E[n+1]7 xn—l—l)-
On notera la limite de ce systéeme inductif par
7, (E, x) = colimum>n(Titm—n(Epm]: Tm))-

Un morphisme de spectres f : E — FE’, est appelé une équivalence
faible, si pour tout ¢ € Z, le morphisme induit

formi(E,x) — mi(E', f(x))

est un isomorphisme.

Un théoreme important ( [[], 2.53] ) est qu'il existe sur la catégorie des
spectres une structure de catégorie de modeles fermée compatible avec
la définition précédente d’équivalence faible.

Si X est un ensemble simplicial, et E un spectre, on peut définir le
spectre des morphismes Homg,(X, E) par

Homgy(X, E)y) := Homy(X, Epy),
les morphismes de transition étant donnés par

Homy(X, Ep)) —="Homs(X, U, (Ejpi))) =2 Qq, o (Homg (X, Eppya))

Tn+41
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De plus, cette catégorie possede des H om internes, notés Homg,. Tout
comme la catégorie des ensembles simpliciaux, elle possede aussi des lim-
ites et colimites homotopiques. En particulier, si f : £ — FE’ est un
morphisme de spectres, on dispose de la fibre et cofibre homotopique de

f
Fib(f) := holim(E — E' «— o)

Cof(f) := hocolim(e «— E — FE').

La principale propriété, qui distingue la catégorie des spectres de celle
des ensembles simpliciaux, est que si ’on note

u: E'— Cof(f)
le morphisme naturel, alors il existe une équivalence faible fonctorielle
E ~ Fib(u).

De méme, si on note

v: Fib(f) — E
le morphisme naturel, il existe une équivalence faible naturelle
Cof(v) ~ E'".

De cette facon, on voit que la formation des fibres et cofibres homo-
topiques commute avec les limites et colimites homotopiques. C’est une
propriété tout a fait remarquable, et propre a I’homotopie stable, que
nous utiliserons tout au long de ce travail.

Pour finir, la construction de Dold-Puppe permet d’associer a tout
complexe de groupes abéliens C' : ...C,, — C),;1 ..., un spectre pointé
(K(C),0). Cette construction est fonctorielle, et est telle que

m(K(C),0) ~ H7(C).

Notons que "n-eme étage” K (C)p,, est par définition I’ensemble simpli-
cial obtenu par la construction de Dolp-Puppe appliquée au complexe

TS()C[H] .

6.2 Descente

Dans cet appendice on démontre le théoreme de descente. La preuve est
déja dans la preuve de [J3, Thm. 3 — 10], mais le résultat n’étant pas ex-
plicité sous cette forme nous avons tenu a en donner une démonstration
complete.

Pour tout 'appendice, C' est un site. On utilisera les notations de la
section 1, ainsi que la proposition suivante :
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Proposition 6.1 [Q3, [ — 1 Cor. 1] Soit F' un préfaisceau simplicial
fibrant, et f: A — B une équivalence faible. Alors le morphisme induit

f*: Homg(B,F) — Homy(A, F)
est une équivalence faible.
Si X € C, alors on dispose d'un foncteur image réciproque
Jj*:SPr(C)— SPr(C/X)
Ce foncteur possede un adjoint a gauche
g1 SPr(C/X)— SPr(C)

qui est 'extension par le préfaisceau vide. Il est défini par :

pour F' € SPr(C/X) et U € C, alors
GFU) = ] FU-X)
Hom (U,X)
Il est clair que j; préserve les cofibrations ainsi que les équivalences faibles.
Lemme 6.2 Soit C et C' deux sites et un foncteur
a:SPr(C") — SPr(C)
possedant un adjoint a gauche
b: SPr(C)— SPr(C")

qui préserve les cofibrations et les équivalences faibles, et tel que b(x) = .
Alors le foncteur a transforme objets fibrants en objets fibrants.

Preuve: Soit F' un préfaisceau simplicial fibrant sur C’, et i : A — B
une cofibration triviale de SPr(C). Il faut montrer que le morphisme
induit

i* : Hom(B,a(F)) — Hom(A,a(F))
est surjectif. Mais par adjonction, on dispose d’un carré commutatif

Hom(B,a(F)) — Hom(A,a(F))

Ul 1
Hom(b(B),F) — Hom(b(B),F)

Or par hypothese b(i) : b(A) — b(B) est une cofibration triviale de
SPr(C"), et donc le morphisme du bas est surjectif. Ce qui implique que
celui du haut aussi. O

On vient de voir que si F' est fibrant sur C alors le préfaisceau j*F
( que 'on notera Fy par la suite ) est fibrant sur C'/X. De plus, comme
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J* préserve les cofibrations triviales, on obtient une équivalence faible
canonique

H(C/X,Fx) = F°(X)

pour chaque résolution injective F' — F°. De cette fagon on identifiera
toujours les espaces F°(X) et H(C'/X, Fx), que 'on notera H(X, F).

Définition 6.3 Un objet simplicial X, de C' est un foncteur
Xe: A? = C

ou A est la catégorie simpliciale standard. On notera X,, pour l'objet
Xa([m)).

St X est un objet simplicial de C, le site induit sur X, est le site
sutvant :

e [es objets sont les morphismes de C'
U— X,
pour m un entier positif.

e un morphisme de f : U — X,,, vers g : V — X,, est la donnée d’un
morphisme a : [n] — [m] dans A et d’un diagramme commutatif

dans C
u — V
I ly
Xo X,

e un morphisme est couvrant si le morphisme induit
U—V
est couvrant dans C'.
Ce site est noté C/ X,
Remarquons que 1'on a un foncteur de restriction
j*:SPr(C)— SPr(C/X.,)

A travers ce foncteur, tout préfaisceau simplicial F' sera aussi considéré
comme préfaisceau sur X,. Ainsi H(X,, F') désignera H(C/X,,j*F).

Soit X un objet de C' et U — X un morphisme couvrant. Le nerf du
recouvrement U/X est l'objet simplicial de C' défini par

A — C
m] — UM™=UU....U
X X
—_—
m~+1 fois
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et les morphismes U™ — U™ sont induits par les projections et les

diagonales. On le note N (U/X).

Si F est un préfaisceau simplicial et U — X un recouvrement de C'; on
obtient un A-diagramme ( espace cosimplicial ) d’ensembles simpliciaux

A — SEns
(m] — F(U™)

Rappelons que I'espace de cohomologie de C'ech du recouvrement U/X
a coeflicients dans le préfaisceau simplicial F' est

H(U/X,F) := Holimpea F(U™)

Définition 6.4 Un espace cosimplicial Z est un foncteur

Z: A — SEns
[m] — Z([m])

La catégorie des espaces cosimpliciauz est notée C'SEns
Exemples
e x est ’espace cosimplicial constant
e l'espace cosimplicial A/— est défini par
[m] = (A/=)(Im]) = B(A/[m])

ou B(I) est I'espace classifiant de la catégorie I, et I /i est la catégorie
des morphismes de I de but ¢

Un espace cosimplicial Z peut étre vu comme un préfaisceau simplicial
sur A ( site trivial ). Ainsi, si Y et Z sont deux espaces cosimpliciaux,
on définit 'espace des morphismes de Y vers Z par

Homs(Y,Z) := Homy(Y, Z)

ou Y et Z sont considérés comme préfaisceaux sur A.

Avec ces notations, la limite homotopique de Z est donnée par ( [B-K|,
Ch. XI3-2])
HolimaZ = Hom.s(A/—, Z)

Théoreme 6.5 Soit F' un préfaisceau simplicial sur C', et X, un objet
simplicial de C. Alors il existe une équivalence faible fonctorielle en F

H(X,,F) ~ HolimpeaH (X, F)
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Lemme 6.6 Si F' est un objet fibrant de SPr(C), alors le préfaisceau
induit F' sur le site C'/Xq est flasque.

Preuve: Soit j* : SPr(C) — SPr(C/X.,) le morphisme de restriction.
On considere j*F — F*° une résolution injective sur C'/ X,. Alors, d’apres
le lemme [.9, le morphisme induit sur C/X,,

F — F°

est une cofibration triviale d’objets fibrants. C’est donc une équivalence
d’homotopie. Ainsi, pour tout objet U de C/X,,, le morphisme induit

F(U) — F°(U)

est une équivalence faible. Comme ceci est vrai pour tout U et tout m,
on en déduit que pour tout objet U de C'/X,

FU)— F°(U)

est une équivalence faible. O

Lemme 6.7 Le foncteur

SPr(C/X,) — CSEns
F — F(X.)

admet un adjoint a gauche noté Z Z
Preuve: Soit Z un espace cosimplicial. On définit

Z: C/X. —  SEns
(U—=Xn) = Z(m])

Preuve du théoréeme: Soit F' un préfaisceau simplicial sur C. En
remplacant F' par F° on peut supposer que F' est fibrant sur C. Soit
F — F°une résolution injective sur C'/ X,. On sait que H(X.,, F') = Homg(*, [°).

Notons 1 = (A/—).

Lemme 6.8 Le morphisme canonique 1 — * est une équivalence faible

dans SPr(C/X,).

Preuve: Il suffit de voir que pour chaque m 'espace 1(X,,) est con-
tractile. Or par définition, on a

L(Xn) = B(A/[m])
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Mais le classifiant d'une catégorie qui possede un objet final est contrac-
tile. O

Comme F° est fibrant, la proposition [p.] montre que le morphisme
naturel
Homg(x, F°) = Homs(1, F°)

est une équivalence faible. Mais, par adjonction, il existe une équivalence
faible fonctorielle

Homy(1, F°) = HolimaF°(X,)
On obtient ainsi une équivalence naturelle
H(X,,F) = HolimaF°(X,)
De plus, par le lemme [.G, le morphisme naturel
F— F°

est une équivalence faible objet par objet. Comme les limites homo-
topiques préservent les équivalences faibles, le morphisme induit

HolimaF(X,) — HolimaF°(X,)

est une équivalence faible. Enfin, comme F' est fibrant, et par la remarque
suivant [5.9, on obtient un diagramme fonctoriel en F'

H(X,,F) = HolimaF°(X,) & HolimaH (X, F)

Proposition 6.9 Si F' est un préfaisceau simplicial, alors le morphisme
naturel
H(X,F)— HN({U/X), F)

est une équivalence faible

Pour cela on a besoin d’un lemme que nous ne démontrerons pas ( voir

P2, Cor. 2—-17] ).

Lemme 6.10 St F' est un faisceau simplicial sur un site C, alors il existe
une résolution injective F' — F°, ou F° est un faisceau d’ensembles
simpliciauz.

Preuve de la proposition: Remarquons que, si I'on note SS(X) la
catégorie des faisceaux simpliciaux sur le site C'/ X, alors on dispose d’'une
équivalence de catégories

b: SS(X) — SS(N(U/X))
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De plus, si F' € SS(X), qui est aussi fibrant comme préfaisceau simpli-
cial, b(F) est alors fibrant en tant qu’objet de SPr(N(U/X)). En effet,
notons a le foncteur de faisceautisation.

Soit A < B une cofibration triviale de SPr(N(U/X)), et un dia-
gramme commutatif sur N (U/X)

A — b(F)
l !
B — *

Comme F' est un faisceau on obtient un carré commutatif

Hompwx)(B,0(F)) —  Homywx)(A,b(F))

Homywyx)(a(B),b(F)) — Homyw,x)(a(A),b(F))

Puis, par I'équivalence de catégories SS(X) — SS(N(U/X)), un dia-
gramme commutatif

HomN(U/)ﬁ) (B,b(F)) — HomN(U/)|(|) (A, b(F))
Homx(a(B),F) —  Homx(a(A),F)

I I
Homx (B, F) — Homx (A, F)

et le morphisme du bas est surjectif par hypothese.

Soit F' un préfaisceau simplicial sur C'. Quitte a remplacer F' par son
faisceau associé, on peut supposer que F' est un faisceau. En effet le
morphisme naturel I’ — a(F') est une équivalence faible, donc F et a(F)
ont la méme cohomologie.

Soit F' — F° une résolution injective dans SPr(C), avec F'° un fais-
ceau. Alors

b(F) — b(F°)

est encore une résolution injective. On en déduit donc

H(N(U/X),F)= Homy(x,b(F°)) = Homs(x, F°) = H(X, F)

Corollaire 6.11 SiU — X est un recouvrement de C et F' un préfaisceau
simplicial, alors il existe une équivalence faible fonctorielle en F, X et

U
H(X,F) > HU/X,H(—,F))
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Preuve: On applique la proposition p.9 et le théoreme [6.5. O

Le théoréme p.5 sera appliqué de la facon suivante.

Corollaire 6.12 Soit X, un objet simplicial de C, et Fx le préfaisceau
simplicial qu’il représente. Alors, pour tout préfaisceau simplicial F, on
a un isomorphisme naturel dans HoSp

RHomy(Fx, F)~H(X,,j F)
ot j : SPr(C/X,) — SPr(C) est le morphisme de restriction.

Preuve: Quitte a remplacer I’ par une résolution injective, on peut
supposer que F' est fibrant.
Alors, on a par définition

RHoms(Fx,F) ~ Homs(Fx, F) ~ Tot(F(X,)

ou Tot(F(X,)) est I'espace total de l'espace cosimplicial [n] — F(X,)
( B-K], ] ). Mais, il est démontré dans [J3], que le morphisme canonique

Tot(F(X,)) — holimaF(X,)

est un isomorphisme. On conclut alors par le théoréme p.5. O

En stabilisant ces résultats, on obtient des résultats analogues sur les
spectres.

Corollaire 6.13 1. Soit K un préfaisceau en spectres fibrant dans Sp(C').

Alors F est flasque.

2. Soit K un préfaisceau en spectres, et X, un objet simplicial de C'.
Alors, il existe un isomorphisme naturel dans HoSp

H(X.,,j"K) ~ holim,ceAH(X,,, K)
ot j: SPr(C/X,) — SPr(C) est le morphisme de restriction.

6.3 Strictification

Les objets simpliciaux que nous avons manipulé au cours de cette
these ne sont pas de vrais objets simpliciaux, mais des ”pseudo-objets
simpliciaux”. Dans cette section nous justifions les définitions des spec-
tres de K-théorie de tels objets.

Soit I une petite catégorie, et F' : I — Clat un pseudo-foncteur
contravariant ( [M, 3.1] ). On lui associe, a l'aide de la construction de
Grothendieck ( [M, 3.4] ), une strictification

SEF: I — Cat
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qui est un foncteur, muni de pseudo-transformations naturelles
SF — F
F— SF

adjoint I'une de I'autre.

Si pour chaque objet i, (i) est une catégorie exacte ( ou bi-complicial
de Waldhausen ), et que pour chaque morphisme ¢ — j, F'(i) — F(j) est
un foncteur exact, alors les SF'(7) sont encore des catégories exactes (ou
bi-compliciales de Waldhausen ), et les SF(i) — SF(j) des foncteurs

exacts. On dira alors que F' est un [-pseudo-diagramme de catégories
exactes.

Définition 6.14 Soit F' : I — Cat un [-pseudo-diagramme de catégories
exactes ( ou bi-compliciale de Waldhausen ). Notons K : CatEx — Sp
le foncteur de K-théorie. On définit alors

holim; K (F(i)) := holim;K(SF(i))
hocolim; K (F (1)) := hocolim; K (SF(i))
en tant qu’objet de HoSp.

Il est & noter que si F est déja un foncteur, la transformation naturelle
SF — F induit une équivalence sur les spectres de K-théorie ( car elle
possede un adjoint ) objet par objet. Ainsi, la définition précédente con-
cide avec la définition classique ( [B-K|, X 3] ) & isomorphisme canonique
pres dans HoSp.

Supposons maintenant que 1'on dispose d'une pseudo-transformation
naturelle de pseudo-foncteurs sur I ( [M], 3.2] )

f:F—F
Elle induit alors, une transformation naturelle de foncteurs
Sf:SF — SF'
et donc des morphismes dans HoSp
St holimK(F(i)) — holim;K (F'(i))
Sf : hocolim;K(F(i)) — hocolim; K (F'(i))

Par le procédé précédent, tous les pseudo-diagrammes de catégories ex-
actes que nous rencontrerons seront strictifiés pour pouvoir en prendre
le spectre de K-théorie.
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6.4 Extension des coefficients

Lorsque K est un préfaisceau en spectres sur un site C, et A un
préfaisceau de Q-espaces vectoriels, nous souhaitons donner un sens a
Iexpression K ® A.

Il est alors naturel de poser la définition suivante.

Définition 6.15 Soit C' un site, muni d’un préfaisceau de Q-epaces
vecoriels A. Notons Hy = K (A, o) le préfaisceau en spectres d’FEilenberg-
Maclane associé. C’est un préfaisceau en spectres tel que ses préfaisceaux
d’homotopie vérifient

T (Ha) = 0 pour k #0

mo(Ha) ~ Hy(Ha,Z) ~ A

Pour tout objet K € Sp(C'), nous noterons
K®A:=KANHy
en tant qu’objet de HoSp(C').

Remarquons que comme A est un préfaisceau en Q-espaces vectoriels,
K(A,o0) est aussi un préfaisceau en spectres de Moore pour A.

Proposition 6.16 1. La correspondance K — K ® A est un foncteur
de HoSp(C') dans HoSp(C).

2. Soit K un objet en anneauxr de HoSp(C'). Si A est un préfaisceau
de Q-algébres, alors K ® A est un objet en anneauz dans HoSp(C).
De plus, il existe un morphisme naturel dans HoSp(C')

K—KA

3. Si A est le préfaisceau en Q-espaces vectoriels libres engendré par un
préfaisceau d’ensembles X, alors il existe un isomorphisme canon-
1que

Ko A~\/Kq
X

4. Si A est un préfaisceau constant en Q-algébres et acyclique, alors
pour chaque objet X € Ob(C), il existe un isomorphisme naturel

HY(X, K @ A) ~ H*(X, K) & H(A(X))
Preuve: Les propriétés (1) et (2) sont immédiates par définition, et

(3) et (4) sont une application de la formule de Kunneth. O

Remarque: Si A est un préfaisceau constant de fibre A, et a € A, le
morphisme

a: A — A
b — ab

198



induit un morphisme de préfaisceaux de Q-espaces vectoriels
a: A— A
Ainsi, par fonctorialité, on a un morphisme de spectres abéliens
a K®A— KA

Ceci justifie en particulier la notation

1
—KQ — K®Q
m

ou encore si K est un spectre en anneau, et ¢ : K — K un morphisme

dans HoSp(C)

i.¢:K®Q—>K®Q
m

qui est un morphisme dans HoSp(C).

Corollaire 6.17 Soit F' un champ de Deligne-Mumford, et A le faisceau
de Q-algebres défini dans [2.13. Alors, si S contient les racines de l'unité,
il existe un 1somorphisme naturel

H* (I, K® A) ~K, (1) @ A(S)

Preuve: D’apres (.16 (5), il suffit de montrer que A est acyclique sur
(E Sp/ S )et-

Comme la cohomologie commute avec les limites inductives filtrantes,
il suffit de montrer que A,, est acyclique pour la topologie étale. Comme
c’est un préfaisceau constant de Q-espaces vectoriels, il est acyclique pour
la topologie étale.

6.5 Théorie de Hodge pour les champs algébriques complexes

Pour démontrer la formule de la signature B.49, nous avons utilisé que
pour un champ algébrique complexe lisse I, dont I'espace de modules est

projectif, on a
o(F) = Y (-1pmes

p,q

ou h?? := DimcH?(F,Q%). Pour le cas ou F est un schéma, cette
formule se démontre a l'aide de la théorie de Hodge ( [HJ, 15.8.2] ).
Nous allons montrer dans cette partie, que cette théorie est applicable
aux champs algébriques, et donc, que l'on peut démontrer la formule
précédente par un raisonnement tout a fait analogue a celui fait dans
[Hi, 15.8.2]. Nous utiliserons pour cela un argument de Deligne ( [D] ).

Fixons nous un champ algébrique complexe et lisse F', tel que son

espace de modules M soit projectif. Nous noterons p : FF — M la pro-
jection. Soit hy, € H*(M®, Z) une section hyperplane de M. Comme p
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est un morphisme fini, la classe h := p*(hy) € H?(F™,Z) est positive,
et définit donc une métrique Kahlérienne sur F*". On associe a cette
métrique les notions usuelles de formes harmoniques, et des opérateurs
L, A, h,d, d, et d. Lesidentités de Kahler impliquent que les formes
harmoniques sur F'*" sont les formes « vérifiant d'a = d"a = 0.

Soit ¢ : X — F un morphisme propre et génériquement fini, avec
X un schéma lisse et projectif. En utilisant les arguments de transferts
utilisés dans D], 4.3], on montre que les morphismes

q*: HP(F, Q%) — HP(X, Q%)
sont injectifs. On suit alors 'argument utilisé dans [0, 5.3], pour aboutir
a la proposition suivante.
Proposition 6.18 ( Deligne [0, 5.3, 5.4] )
o La suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénere.
e La filtration induite sur H*(F*", C) vérifie
FP(H"(F,C)) = @ FP(HPTI(F C)) N Fa(HPta(Fan C))

1>p

En particulier, on a un isomorphisme naturel
H"(F™,C)~ @ HP(F,Q)
ptg=n
e Toute classe de cohomologie dans H*(F* C) peut se représenter

par un forme a avec d'a = d"a = 0. En particulier l'inclusion des
formes harmoniques dans les formes exactes induit un isomorphisme

Hn(Fan) ~ Hn(Fan’ C)
En corollaire de cette proposition, on voit que tout le formalisme de

la théorie de Hodge est valable pour le champ F'. En particulier, la
preuve de [Hi, 15.8.2] se généralise a notre situation, et montre la formule

cherchée
o(F) = Y (1w

P,
Par exemple, dans le cas des champs algébrique de dimension 2, on
trouve la formule d’indice de Hodge suivante.

Corollaire 6.19 Soit F' un champ algébrique compleze lisse, tel que son
espace de modules soit une surface projective. Alors, la forme d’intersection

HY(F, QL) N H*(F,R) x H'(F,Q}) N H*(F*",R) — R
possede un unique vecteur propre positif.

Remarque: On doit aussi pouvoir démontrer plus généralement un
théoreme de Hodge pour des champs différentiels riemanniens compacts.
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