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Titre : Structures élastiques comportant une fine couche d’hétérogénéités : étude
asymptotique et numérique.

Résumé : Cette these est consacrée a 1’étude de I’influence d’une fine couche hétérogene

sur le comportement élastique lin€aire d’une structure tridimensionnelle. Deux types
d’hétérogénéités sont pris en compte : des cavités et des inclusions élastiques. Une étude
complémentaire, dans le cas d’inclusions de grande rigidité, a été réalisée en considérant
un probléme de conduction thermique.
Une analyse formelle par la méthode des développements asymptotiques raccordés conduit
a un probleme d’interface qui caractérise le comportement macroscopique de la structure.
Le comportement microscopique de la couche est lui déterminé sur une cellule de base.
Le modele asymptotique obtenu est ensuite implémenté dans un code éléments finis. Une
étude numérique permet de valider les résultats de 1’analyse asymptotique.

Mots clés : développements asymptotiques raccordés, couche hétérogéne, méthode de
décomposition de domaines.

Title : Elastic structures with a thin layer of heterogeneities : asymptotic and numerical
study.

Abstract : This thesis is devoted to the study of the influence of a thin heterogeneous

layer on the linear elastic behavior of a three-dimensional structure. Two types of hetero-
geneties are considered : cavities and elastic inclusions. For inclusions of high rigidty a
further study was performed in the case of a heat conduction problem.
A formal analysis using the matched asymptotic expansions method leads to an interface
problem which characterizes the macroscopic behavior of the structure. The microscopic
behavior of the layer is determined in a basic cell. The asymptotic model obtained is then
implemented in a finite element software. A numerical study is used to validate the results
of the asymptotic analysis.

Keywords : matched asymptotic expansions, heterogeneous layer, domain decompo-
sition method.
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Introduction

Ce travail de these est consacré a 1’étude de I'influence d’une fine couche d’hétérogéné-
ités sur le comportement d’une structure élastique tridimensionnelle. L’étude numérique du
comportement mécanique de ce type de structure devient tres coliteuse lorsque 1’épaisseur
de la couche est tres inférieure aux dimensions globales de la structure. L’objectif est de
concevoir puis d’implémenter un algorithme efficace et robuste pour résoudre ce type de
probleme. Cet algorithme est obtenu grace a une analyse asymptotique.

Dans plusieurs domaines de I’ingénierie, la prise de décision s’appuie fortement
sur la simulation numérique. Dans un travail de dimensionnement par exemple, il est
souvent nécessaire d’entreprendre une étude numérique paramétrique sur les propriétés
géométriques et mécaniques de la structure étudiée. Dans le cas présent, une telle étude pa-
ramétrique sur les propriétés des hétérogénéités est tres coliteuse. La simulation numérique
sur une station de travail est par conséquent fortement limitée, malgré les avancées
considérables en puissance de calcul. Une solution est d’étudier un modele mathématique,
équivalent au modele de départ, défini sur une géométrie simplifiée ou la couche est rem-
placée par une surface (cf. Figure 1); on parlera alors de modele simplifié. Ce modele
équivalent est un probleme d’interface ot I’influence des hétérogénéités sur le comporte-
ment global de la structure apparait a travers des conditions de transmission non homogenes.

FiGure 1 — Simplification de la géométrie

Les méthodes asymptotiques sont des outils bien adaptés a ce type de modélisation. En
effet, si on considere que la géométrie simplifiée est obtenue en négligeant I’épaisseur de
la couche par rapport aux autres dimensions, alors la solution du modele simplifié est, d’un
certain point de vue, la ’limite” de la solution du probleme d’origine lorsque 1’épaisseur de
la couche tend vers zéro.

Ce type d’approche, basée sur 1’analyse asymptotique, a déja été envisagé dans le cas ou la
couche est formée d’un matériau homogene. Parmi ces nombreuses €tudes on notera celles
de Geymonat et al. [20], Licht et Michaille [28] et Suquet [38], dans le cas des couches



molles, et celles de Bessoud et al. [8], Bessoud et al. [9] et Caillerie [10], dans le cas des
couches rigides.

Dans les travaux de Abdelmoula et al. [2], le cas d’une fine couche élastique de méme rigi-
dité que celle de la structure a été étudié par la méthode des développements asymptotiques
raccordés. Les résultats de cette étude montrent que I’influence de la couche n’apparait pas
au premier ordre du développement asymptotique (ordre i=0). A cet ordre, la couche est
remplacée par une interface parfaite. Au second ordre du développement asymptotique,
I’interface est imparfaite : le déplacement et le vecteur contrainte sont discontinus le long
de cette interface. Dans Lebon et Rizzoni [25], des résultats similaires ont été obtenus en
étudiant le probleme par I'-convergence.

Pour le cas qui nous intéresse, a savoir celui des couches élastiques hétérogenes, les
contributions sont moins nombreuses que dans le cas des couches homogenes. Parmi les
premieres contributions on notera celles de Nguetseng et Sanchez-Palencia [30] et Sanchez-
Palencia [35] dans I’étude du comportement élastique d’une structure contenant des petites
cavités distribuées périodiquement au voisinage d’une surface. Ces travaux ont été repris
par Abdelmoula et Marigo [3], dans 1’étude d’un matériau composite dont la matrice est
périodiquement fissurée le long d’une ligne, puis par Abdelmoula et Leger [1] dans I’étude
d’une structure €lastique axi-symétrique contenant une fine couche de cavités distribuées
périodiquement. Plus récemment, le cas des cavités a été étudié dans Marigo et Pideri [29]
ou I'influence des hétérogénéités sur le comportement macroscopique de la structure est
pris en compte par 1’identification d’un tenseur d’endommagement effectif. Dans David
et al. [14], le cas des inclusions élastiques a été étudi€ et une formulation énergétique du
probleme effectif est proposée en déterminant I’énergie surfacique de I’interface. Ce type
de formulation énergétique, proposé également dans le cas des fissures dans Abdelmoula
et Marigo [3], est tres intéressant dans 1’optique d’une résolution numérique. En effet,
une mise en oeuvre d’une telle formulation énergétique dans un code éléments finis est
relativement simple. Cependant, généralement 1’énergie surfacique de I’interface n’est pas
définie positive ce qui pose un réel probleme.

Dans cette étude, nous proposons d’une part une contribution a I’étude asymptotique
des problemes de couche hétérogene, et d’autre part une étude numérique qui permet
une validation numérique du modele asymptotique. Cette these est donc divisée en deux
parties : une premiere partie consacrée a I’étude asymptotique et une seconde consacrée a
I’étude numérique. Chacune de ces deux parties est précédée d’un chapitre dans lequel les
principales notions utilisées sont rappelées.

Dans toute la these, les tenseurs et les vecteurs seront désignés en caracteres gras, on
adoptera la convention de I’indice répété et on notera ® le produit tensoriel et ®; le produit
tensoriel symétrisé, i.e. e; Qg €, = %(el ®e, +e,Qe).

Les indices et les exposants grecs prendront toujours leurs valeurs dans I’ensemble {2, 3}.
Lorsqu’il ne sera pas défini explicitement, I’ensemble des valeurs prises par les indices et
les exposants latins sera I’ensemble {1, 2, 3}.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités en élasticité linéaire

Dans cette partie on introduit les notions classiques de la mécanique des milieux conti-
nus, puis on présente les problemes de structure en élasticité linéaire et la formulation
variationnelle de ces problemes. Cette introduction a été€ inspirée des ouvrages de Bamber-
ger [4], Duvaut [16], Le Tallec [27], Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia [33] et Duvaut
et Lions [15].

1.1.1 Cadre général
1.1.1.1 Déformations

L’espace physique étant rapporté a un repere orthonormé direct, (O, ey, €5, €3), on note
Q I’espace occupé par un milieu continu a instant . On parle alors de configuration actuelle.
On définit de méme la configuration du systéme a un instant 7, fixé. On notera €, cette
configuration dite configuration de référence. Chaque point matériel constituant le milieu
considéré est repéré par son vecteur position X(7) dans la configuration de référence et par
son vecteur position x(¢) dans la configuration actuelle. Plus précisément on a :

x(1) = ¢(X, 1)

On appelle gradient de la transformation, I’application linéaire tangente F définie par

dx = FdX
avec dP(X.1)
.t

Fx) = 0X

Ce tenseur décrit la transformation locale autour d’un point donné.
En introduisant le vecteur déplacement u défini par :

u(X) = xX)- X

on exprime le tenseur gradient de la transformation en fonction du gradient du déplacement,

i.e. 5
u
F=0I+—
T ox



ou I est le tenseur identité d’ordre 2.

Afin de prendre en compte les changements de forme, i.e. les déformations, on est amené
a définir le tenseur des déformations de Green-Lagrange [E permettant de mesurer la
différence entre le produit scalaire de deux vecteurs pris dans la configuration de référence
et le produit scalaire de ces deux vecteurs apres transformation, dans la configuration
actuelle. Ce tenseur est défini par :

1
E:E(]FT]F—]I)

En remplacant F par son expression en fonction du gradient du déplacement, on obtient :

g Lfou ou\" (ou\" ou

=2 (ax " (ax) " (aX) ' 6X)

On constate que [E est une expression quadratique, donc non linéaire, des déplacements.
Dans la suite de 1’étude, nous nous placerons sous I’hypothese des petites perturbations, i.e.
les déplacements entre la configuration de référence et la configuration actuelle sont tres
petits et le gradient des déplacements est également petit. Dans ce cas on peut identifier au

premier ordre le tenseur des déformations de Green-Lagrange et le tenseur des déformations
linéarisé, qu’on notera y, i.e.on a :

1
Eu) = y(@) = 5 (V@) + V@)')

On notera que dans ce cas la configuration de référence et la configuration actuelle sont
confondues.

Dans la suite, on se placera toujours sous 1’hypothese des petites perturbations.

1.1.1.2 Contraintes et lois de comportement

On introduit en chaque point M d’un milieu continu (et a chaque instant t) un tenseur
symétrique o(M, t) appelé tenseur des contraintes, qui, pour chaque direction de vecteur
unitaire n, fait correspondre le vecteur T, par :

Ti = O'ijl’lj

qu’on appelle vecteur contrainte. Ce vecteur représente la densité de forces qui s’exerce
sur toute région limitée par une surface passant par M et ayant comme normale extérieure .

La résolution des problemes de mécanique nécessite 1’identification de lois de compor-
tement permettant de relier le tenseur des contraintes a des grandeurs cinématiques telles
que la déformation. Dans le cas de I’élasticité linéaire, cette loi permet d’écrire le tenseur
des contraintes comme une fonction linéaire du tenseur des déformations linéarisé. On
notera que :



e dans le cas général d’un matériau hétérogene et anisotrope la loi de comportement
est de la forme :
0ij = AjjkeYre(t) (L.1)
ou les coeflicients A;jx¢, qui dépendent de x dans le cas des matériaux hétérogenes,
vérifient les conditions de symétrie :

Ajjke = Ajike = Aijer (1.2)

et les conditions de positivité de la forme quadratique associée :

{361/0 >0, [AjjkeX)yie@)yj(w) > agy;j(w)y;(u) (1.3)

Yyii(w) = yji(u),¥x € Q

e dans le cas particulier des matériaux élastiques isotropes, la loi de comportement
(1.1) s’écrit :
oij = AyeeW)oij + 2uyif(w) (1.4)
ou les coefficients A et u sont appelés coefficients de Lamé.

La loi (1.4) est appelée loi de Hooke. Cette loi fait intervenir uniquement deux coef-
ficients indépendants au lieu des 21 coeflicients indépendants A; x, du cas anisotrope.
Plus précisément, les coefficients A, vérifient :

Aijie = A0;0rn + (00 ju + 6ind jx) (L.5)

1.1.2 Formulations mathématiques

Les grandeurs mécaniques qui caractérisent I’état d’un solide élastique a I’équilibre
statique sont les champs de déplacements et de contraintes associés. Dans la suite de cette
section, ces champs seront respectivement notés u et o.

1.1.2.1 Classification des données d’un probleme

De fagon générale, les données d’un probleme d’équilibre statique d’un solide élastique
linéaire sont :
i) la forme géométrique du domaine occupé par le solide dans sa position de référence,
i1) les forces volumiques qui s’appliquent au domaine,
iii) les coefficients de rigidité de la loi de comportement,
iv) les conditions aux limites de déplacement ou de densité surfacique de forces, sur le
bord du domaine. Les plus utilisées sont :
e les conditions de type Dirichlet : condition de déplacement imposé sur le bord du
domaine,
e les conditions de type Neumann : condition de densité de force imposée sur le
bord du domaine,
D’autres types de conditions aux limites seront employés dans la suite ; ces condi-
tions seront introduites au fur et a mesure dans des contextes bien précis.

La résolution du probleme consiste a déterminer, en tout point du domaine, les champs
de déplacements u et de contraintes o~ qui caractérisent I’état du solide a 1’équilibre.



1.1.2.2 Formulations classiques (ou locales)

A- Probléeme mixte Dirichlet Neumann

On considere le probleme modele suivant : soit un milieu élastique occupant £ un
ouvert de R? supposé borné, connexe, de frontiere réguliere par morceaux. Soit f
la densité de forces volumiques appliquées en chaque point de Q. La frontiere de
0Q est composée de deux parties disjointes notées 'y et ['z. On note n la normale
unitaire a ', extérieure a Q. Un déplacement noté U est imposé sur 'y et la partie
complémentaire I'r est soumise a une densité surfacique de forces noté F. On
considere le cas général d’un matériau hétérogene et anisotrope.

Les champs de déplacements u et de contraintes o vérifient les équations et les
conditions aux limites suivantes :

divo + f =0 dans Q

(1.6)
o=Ay(u) dans Q

u=U sur I'y
(1.7)

on=F surlp
Remarque 1.1.1. Dans le cas ou le bord du domaine est soumis uniquement a une
densité de forces, i.e. I'r = 0Q, pour que le probléme correspondant admette une

solution il faut que les conditions suivantes soient vérifiées :

ffdx+f Fds=0

Q 0Q
ff/\xdx+f FAxds=0
Q oQ

Ces conditions traduisent ’équilibre du torseur des efforts extérieurs. Ces conditions
nécessaires sont souvent appelées conditions de compatibilité. Pour ce type de
probleme, la solution sera toujours définie a un déplacement rigide pres. On rappelle
que sous ’hypothese des petites perturbations, un déplacement rigide r est une
superposition d’une translation a et d’une rotation b :

(1.8)

r(x)=a+bAx

B- Inclusion rigide

On considere le probléme précédent en supposant qu’une inclusion rigide, notée QF,
est entierement contenue dans €, i.e. le bord de QF ne rencontre pas le bord de Q.
Cette inclusion est elle méme soumise 2 une densité de forces notée f*. Dans ce cas
les champs u et o vérifient les équations (1.6) dans Q\QF, les conditions aux limites
(1.7) et les conditions suivantes sur le bord QF :

Ulgor (X)=a+bAx (1.9)



f O'nds:ffRdx
BQR QF

f onAxds= R Axdx
el QF

(1.10)

Remarque 1.1.2.
e Les vecteurs a et b de R® ne sont pas des données mais des inconnues du probléme.
e Les conditions (1.10) traduisent I’équilibre du sous domaine QF.

C- Conditions au bord de type périodicité

On considere des milieux élastiques linéaires fortement hétérogenes. On suppose
que ces hétérogénéités sont réparties périodiquement dans la structure considérée
et que les forces volumiques s’exercant sur la structure satisfont cette périodicité.
La modélisation de ce type de milieu conduit a des problémes posés sur une cellule
de base P, avec des conditions aux limites de type périodique. Plus précisément les
équations locales s’écrivent :

{div0'+f =0 dansP (L11)

o=Ax)y(u) dansP

e u prend des valeurs égales sur deux bords de vecteur normal extérieur opposé.
e le vecteur contrainte on prend des valeurs égales sur deux bords de vecteur

normal extérieur opposé. (voir exemple Figure 1.1)
(1.12)

Afin que le probleme (1.11)-(1.12) ainsi posé admette une solution, la condition
suivante doit étre vérifiée :
f fdx =0
P

La solution de ce probléme sera toujours définie a une translation pres.

On peut alors définir un champ de déplacements sur le milieu formé de toutes les
cellules de base en prolongeant par périodicité la solution obtenue en résolvant (1.11)
et (1.12). Les conditions aux limites (1.12) permettent d’assurer la continuité du
déplacement et du vecteur contrainte a I’interface entre deux cellules.

D- Prise en compte de conditions de transmission sur une interface

On considere le cas ou le domaine Q est constitué de deux parties, Q™ et Q*, séparées
par une interface w d’équation x; = 0. On note rn* la normale unitaire a w, extérieure
a Q*. En posant X = (x,, x3), on note w*(X) (resp. w™ (X)) la limite, quand elle existe,
de w(x;, %) lorsque x; tend vers 0+ (resp. 0—). On note [w],, := w* —w™ le saut de w
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Ficure 1.1 — Exemple de conditions de périodicité :
u(A) =u(A) eton'(Ad) = on'(A")
u(B) = u(B) et on’*(B) = on*(B’)

a travers w. Dans ce cas les champs de déplacements et de contraintes vérifient

divo+ f =0 dans Q"
o= Ay(u) dans QQ~

1.13
u=U sur 'y N oQ~ ( )
on=F surI'r N OQ™

u =u* sur w
{0"n+ =o*'nt surw (1.14)
divo+ f =0 dans QF
o=Ayu) dans Q* (1.15)
u=U sur 'y N Q" ’
on=F surI'r N OQ

Les conditions (1.14) sont dites conditions de transmission a 1’interface. Elles ex-
priment la continuité du champs de déplacements et du vecteur contrainte en tous
point de w.

Dans notre étude nous rencontrerons des problemes avec des conditions de saut non
homogenes. Dans ce cas (1.14) est remplacée par :

(1.16)

ut-u =g sur w
o'nt—-o nt=h surw

ou g et h sont des données.

Ici ces problemes sont issus d’une analyse asymptotique de problemes dépendant
d’un petit parametre.

Par la suite, on notera par abus de notation :

lon], :=0c'n" —o™n"
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Remarque 1.1.3. Un probleme mathématique qui correspond a une réalité physique, doit
en général satisfaire les trois propriétés suivantes :
(i) Le probleme doit admettre une solution.
(ii) La solution doit étre unique (éventuellement modulo un sous espace de dimension
finie).
(iii) La solution doit étre stable c’est-a-dire qu’elle doit dépendre continiiment des
données.
Dans ce cas le probleme est appelé probleme bien posé selon Hadamard (voir Courant et
Hilbert [13]).
Si les conditions (1.2) et (1.3) sont satisfaites alors les équations (1.6) sont un exemple
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles elliptiques. Pour obtenir un probleme bien
posé on doit compléter les équations (1.6) par des conditions aux limites adéquates telles
celles présentées dans les exemples précédents. Un instrument mathématique permettant
de démontrer que les problemes aux limites ainsi obtenus sont bien posés est la formulation
variationnelle de ces problemes.

1.1.2.3 Formulations variationnelles des différents problemes

Dans cette section on présente succinctement la formulation variationnelle des problemes
considérés précédemment.

A- Probleme mixte Dirichlet Neumann

Soit Vi I’ensemble des champs cinématiquement admissibles pour le probleme (1.6)
défini par

Vy =v/v = (1, v2,v3); v € H'(Q); vy = Uy sur Ty} (1.17)
L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

HY(Q) = {¢/¢ e LX(Q), g—f e LX(Q),i= 1,2,3} (1.18)

i

ol L*(Q) est I’espace des fonctions de carré sommable sur Q, ¢’est-a-dire :

f (f(x0))* dx < o0
Q

La norme dans V; est celle induite par (H'(Q)%), ¢’est-a-dire :

3
DI, = D il g (1.19)
i=1
avec
3 a¢ 2
||¢||?.11(Q) = |¢|iZ(Q) + Z a 2@ s |¢|iZ(Q) = ‘L¢(X)2dx (120)
i=1 !
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Dans le cas U = 0, on peut remplacer la norme (1.19) par :

vllo = US; %j(V)%j(V)] (1.21)

On retrouvera une démonstration de ce résultat par exemple dans Duvaut et Lions
[15].

La formulation variationnelle en déplacements du probleme (1.6)-(1.7) s’écrit :

Trouver u tel que :

uevy
{ a(u,y—u) =Ly —u),VYv € Vy. (1.22)

avec
alu,w) = f Artmn VieW)Yn(W) dx
Q

L(w):f kakds+ffkwkdx
I'r o)

On notera que u peut également étre déterminé en résolvant le probleme de minimi-
sation suivant, équivalent a (1.22)-(1.23) :

(1.23)

Trouver u tel que :

ueVy
{ W) <Iv), VveVy (1.24)

avec {
I(v) = Ea(v, v) — L(v) (1.25)

I(v) est I’énergie potentielle du champ cinématiquement admissible v. Notons que
%a(v, v) est I’énergie élastique de déformation et que L(v) est le travail des efforts
extérieurs.

Parmi tous les champs cinématiquement admissibles, le champ solution est celui qui
minimise 1’énergie potentielle.

B- Inclusion rigide

L’ensemble V;; des champs cinématiquement admissibles pour ce probleme est défini
par :

Vy ={v/v =y, va,v3), v = Ugsur Ty 5 v(x) € R, Vx € 0QF) (1.26)
ou R est ’ensemble des déplacements rigides défini par :

R:={v/lv=a+bAx, a, beR?.

12



La formulation variationnelle en déplacements du probleme s’écrit :
Trouver u tel que :

ueVy
{ alu,y—u) =Ly —u),Yv € Vy. (1.27)

avec
a(u,w) = f At Ve (W)Y n(w) dx
Q\QR

L(W):f Fiw, ds + fkwkdx+akf f,fdx+bkf (fR/\x)kdx
QR QR

Iy Q\QF
(1.28)
C- Conditions aux bords de type périodicité
Soit V I’ensemble des champs cinématiquement admissibles défini par
V={v/veH,(P)} (1.29)

per
ouH },er(P) désigne I’espace des fonctions de H'(P) dont les traces, définies au sens

de H2(9P), sur les faces opposées de P, sont égales.

Trouver u tel que :

ueV
{ aw,v—u)=Lv—-u),YveV. (1.30)

avec
aQLW)=\f>hwmndubwAW)dx
P

(1.31)
L(w) = ffkwk dx.
P
D- Prise en compte de conditions de transmission sur une interface
On considere le cas ou les conditions de transmission sont :
u =
l, = & (1.32)
[onl, =h
De plus, on suppose que g et h sont suffisamment régulieres.
Soit Vi I’ensemble des champs cinématiquement admissibles défini par
Vy ={v/vt e (H(QY) v —v =gsurw, v=Usur 'y} (1.33)

En remarquant que le saut d’un produit de fonctions @ et 8 a travers une surface de
discontinuité peut s’exprimer sous la forme :

(0] = [a] (ﬁ++ﬁ_)+ [ﬂ](“”_) (134)

2 2
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la formulation variationnelle en déplacements du probleme (1.13)-(1.15)-(1.32)
s’écrit :

Trouver u tel que :

ucVy
{ a(u,y —u) =Lv—u),Yv e Vy. (1.35)

avec

a(u, W) = f A]Z[yy;y,)’k[(u)’)/mn(w) dx + f A]i—[mnka(u)’)/mn(w) dx

+

~ . w, +wy
L(w) = Fiwi ds + fk wy dx + fk wi dx + hy ds
I'r Q- Qr w 2
_ (1.36)
Le terme fw hy @ds représente le travail dans le déplacement w dii a la densité

surfacique de forces h imposée sur la surface w.

Remarque 1.1.4. A cause de [’abus de notation, la formule (1.34) ne peut clairement pas
s’appliquer a [on],.

1.2 Méthode de décomposition de domaines

Dans la suite (cf. Chapitre 7), I’algorithme de résolution du probleme (7.7) sera de type
décomposition de domaines. Il est utile de rappeler le point de départ de ces méthodes.
Pour plus de détails sur les méthodes de décomposition de domaines on renvoie le lecteur

vers, par exemple, Le Tallec [26] et Toselli et Widlund [40].

En reprenant les notations précédentes, on considere le probleme modele suivant :

—divo(u) = f dans Q
o = Ay(u) dansQ
on = F sur I'p (1.37)
u = U sur I'y

Le domaine Q est décomposé en deux sous domaines, qui ne se recouvrent pas, Ql et O2,
et w est I'interface entre les sous domaines. L’ objectif de la méthode de décomposition
de domaines est de remplacer le probleme dans tout le domaine par un probleme défini
uniquement sur I’interface. Ces deux conditions sont vérifiées sur I’interface :

— continuité de la solution u,

— continuité du vecteur contrainte.
Nous imposerons une des deux conditions et vérifierons ’autre. Soit 4 = Tr(u) sur
I’interface avec u la solution du probléme (1.37). Résoudre le probleme (1.37) équivaut a
résoudre, sur chaque sous domaine, le probleme suivant ou A est I’inconnue supplémentaire
eti=1lou2 :
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dive' = f dans Q'

o' = Ayu*) dans

o'n = F sur [p N QY (1.38)
u' = U sur 'y N QY

u' = A sur w

Pour chaque A donné, on considere u; la solution de :

diva’, = 0 dans Q'

0'3 = Ay®’) dansQ’ .

oom =0 sur I'r N Q' (1.39)
u’l = U sur 'y N QY

u, = A sur w

On note S*, I’opérateur appelé de Steklov Poincaré qui associe a chaque donnée A, sur w,
le vecteur contrainte solution de (1.38) s’exercant sur w, i.e. :

S'‘A=on

ol ' est la normale extérieure A w par rapport a Q.

On remarque qu’en utilisant la linéarité de (1.38) on au’ = u, + u’, ot u}, est la solution
de (1.38) avec uf) = 0 sur w. Avec n' = —n?, la continuité du vecteur contrainte sur
I’interface s’écrit :

o'n+d’n® = 0

I
<

a'ﬁn1 + (J'(l)n1 + O'ﬁn2 + a'gn2
En utilisant maintenant 1’opérateur de Steklov Poincaré on a :
S'A+8%1 = —ojn' - on?
et finalement, avec S = S' + 52, le systeme sur I’interface s’écrit :

SA=-oyn' — o’ (1.40)

1.3 Méthodes asymptotiques

Les méthodes asymptotiques formelles permettent d’étudier I’influence de petits pa-
rametres sur la solution d’un probleme donné. Souvent le petit parametre a une grande
influence sur la solution dans une région étroite du domaine. Une étude asymptotique
permet de caractériser ces phénomenes locaux qui pourront €tre pris en compte dans une
résolution numérique du probleme.

1.3.1 Généralités

Un des points clés de la méthode asymptotique que nous présentons dans cette section
est la notion de développement asymptotique. La définition de cette notion est 1’objet du
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prochain paragraphe.
Nous nous inspirons dans ce qui suit de Van Dyke [41], Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia
[32] et la présentation de la méthode des développements asymptotiques raccordés reprend
les arguments de la these de Tordeux [39].

Soit € une variable réelle définie dans I’intervalle ]0, go[, €9 << 1. Soit Q un domaine
d’une variable x, scalaire ou vectorielle, avec x = x(&), et soit f(x, €) une fonction définie
sur Q.

Définition 1.3.1. On désigne par fonctions de jauge, pour € \, 0, les éléments d’une suite
de fonctions n;(€) satisfaisant a :

im 71®) _ (1.41)
N0 1;(€)

Si n(e) est une fonction de jauge alors

)  fxe)
flx,e) =o0(n) & }:1{13 e 0
(1.42)
flx, €)= On) & ‘f(x’ ‘9)‘ < 400
1(e)
Définition 1.3.2. Pour x, une valeur de x fixé dans Q :
N
Fu(x,,8) = ) mi(©)f'(x0) (1.43)
i=0

est un développement asymptotique de f(x,, €) par rapport aux fonctions de jauge n;(€) si

lim f(xo,8) = Fn(x,,€) _
£\ nn(e)

ou de facon équivalente :

f(x0,8) = fO(x,,8) +0(ny)  pour N =0
f(x,,8) = Fn(x,,€) + 0(ny)  pour tout N

0, N=01,.. (1.44)

(1.45)

Remarque 1.3.1.

— Le développement asymptotique (1.43) est une approximation de la fonction f(x =
X, €), quand € N\, 0, avec une erreur en o(ny(€)). L’ordre de I’erreur peut donc étre
controlé par le choix de N. C’est tout l’intérét de ce type de développement.

— On notera que la précision d’un développement asymptotique est d’autant meilleure
que & est petit.

On dit que la perturbation introduite par le paramétre € est réguliere si le développement
asymptotique est uniformément valable dans Q. C’est a dire :

N
flx,8) = Y @) + oly(e), YxeQ (1.46)
i=0

Lorsque le développement (1.43) n’est valable que dans une partie du domaine €, on dit
que la perturbation est singuliere.
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1.3.2 Méthode des développements asymptotiques raccordés

Dans certains problemes asymptotiques, le petit parametre € intervient de telle sorte que
I’influence de certaines conditions aux limites seront perdues lorsque € tend vers 0 et la zone
d’influence de ces conditions aux limites va décroitre avec €. Le processus asymptotique fait
apparaitre un phénomene de couche limite, c’est-a-dire que le comportement de la solution
va subir une variation brutale dans une zone étroite du domaine. On en déduit que, pour ce
type de probléme, le comportement asymptotique de la solution est différent dans la couche
de celui a I’extérieur de la couche. Ceci suggere de décrire le comportement asymptotique
de la solution dans la couche limite par un premier développement asymptotique, appelé
développement intérieur, et de décrire le comportement asymptotique a I’extérieur de
la couche par un deuxieme développement, nécessairement différent du développement
intérieur, qu’on appelle développement extérieur.

L’introduction de ces deux développements présente une difficulté quant a la définition
précise de leur domaine de validité car la transition entre I’intérieur et I’extérieur de la
couche n’est pas nette. On suppose alors que la solution du probleme vérifie simultanément
les deux développements dans une zone intermédiaire. L’expression mathématique de
I’égalité des deux développements est appelée principe de raccordement.

La méthodologie décrite ci-dessus illustre les trois concepts de base de la méthode des
développements asymptotiques raccordés.

Remarque 1.3.2. La perturbation introduite par le petit parameétre € est de nature
géométrique étant donné que 1’épaisseur de la couche limite va décroitre avec €. Par
conséquent, les deux domaines, intérieur et extérieur, vont varier simultanément lorsque
e — 0. L’utilisation de coordonnées et géométries normalisées (indépendantes de €) est
systématique afin d’obtenir une solution asymptotique définie sur un domaine indépendant
de &. On soulignera qu’en pratique le changement de coordonnées peut engendrer un
domaine non borné qui va continuer a croitre lorsque € — 0 mais qui va converger vers
un domaine fixe.

Dans ce qui suit, nous illustrons la méthode des développements asymptotiques rac-
cordés a travers un exemple, tir€ de Van Dyke [41], qui reprend un modele simple proposé
par Friedrichs. L’ objectif est double : d’une part mettre en évidence la différence entre une
perturbation réguliere et une perturbation singuliere, et d’autre part mettre en oeuvre la
méthode des développement asymptotique raccordés sur un exemple simple.

On considere les deux problemes suivants qui dépendent d’un petit parametre € :

2., &
8‘2”2 (x) + ‘;i(x) = —sin(x) (0<x<7)
. o (1.47)
w(0) = u () = 0
2. .,E &
a;w; (x) + ecilw (x)==sin(x) O<x<n)
o o (1.48)

wf(0) =wf(r) =0
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Le parametre ¢ intervient dans le probleme (1.47) de telle sorte que I’ordre de I’équation
différentielle est plus petit pour € = 0 que pour & > 0. Ceci implique que pour € = 0
I’une des deux conditions aux limites ne sera pas satisfaite. On dit qu’il y a perturbation
singuliere. Cette constatation n’est pas valable dans le probleme (1.48) étant donné que
I’ordre de I’équation est indépendant de &, et donc les deux conditions aux limites seront
vérifiées.

Notons qu’un simple développement asymptotique de w® défini par :
we(x) = wo(x) + ew' (x) + 2w (x) + O(&Y)

permet de déterminer une bonne approximation de la solution, méme pour des valeurs de
e relativement élevées. On retrouvera les détails de ce résultat dans la référence indiquée
précédemment.

Ci-apres nous allons nous focaliser sur le probleme singulier et montrer qu’un simple
développement asymptotique de la solution ne permet pas de donner une bonne ap-
proximation du probleme. Nous détaillerons ensuite 1’approximation par la méthode des
développements asymptotiques raccordés.

La solution analytique du probleme (1.47) est donnée par :

2 (e_?x - e_?")
1 + cos(x) + esin(x) —

ST e

(1.49)

Dans un premier temps, on suppose le développement asymptotique suivant de #® dans
tout le domaine :

U (x) = 1™ (x) = u(x) + eu' (x) + £u*(x) + O(&) (1.50)
En introduisant ce développement dans (1.47), on montre que :

u’(x) = 1 + cos(x)
u'(x) = sin(x) (1.51)
u*(x) = —(1 + cos(x))
et on constate que, pour & petit fixé, la solution approchée w5, , = u’(x) + eu' (x) + &’ (x)
est une bonne approximation de la solution u#® sauf dans un voisinage de x = 0, ou la
variation brutale de u® n’est pas prise en compte par ug,, (cf. Figure 1.2).
Le développement (1.50) appelé développement extérieur, est une approximation de la
solution u® dans le domaine loin de x = 0, appelé domaine extérieur.
A présent on cherche un autre développement, appelé développement intérieur, dans le
voisinage de x = 0 (i.e. x € [0, xo[) en exprimant u* a I’aide de la variable rapide y = £ :

ue(x) = u®(y) =1°0) + ev' (y) + V2 (y) + 0(&Y) (1.52)

En remplacgant dans (1.47) u® par son développement intérieur (1.52) et en remarquant que
le second membre se développe sous la forme

sin(ey) = gy + o)
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Ficure 1.2 — Graphe de u° et de u5,, = u’(x) + eu' (x) + £*u*(x), pour & = 0.1

on obtient une partie des équations vérifiées par les termes v°, v! et v? :

d2 0 d 0
S0+ =0 =0 >0
y dy
(1.53)
W(0)=0
d2 1 1
S0+ =m=0 >0
y dy
(1.54)
vi(0)=0
d2 2 d 2
S0+ 0=y 6>0
y dy
(1.55)

v(0)=0

Ces problemes ne sont pas bien posés étant donné qu’il manque une condition pour y qui
tend vers +oo0. Notons que les solutions des problemes (1.53), (1.54) et (1.55), ainsi posés,
dépendent d’une constante indéterminée et sont respectivement données par :

Vi) =ce™=1),i=0,1 (1.56)

Vo) = ae” = 1) = 37+ (157)

Les constantes ¢y, c¢; et ¢, seront déterminées en écrivant le raccord du développement

intérieur avec le développement extérieur.
Le raccord est obtenu en supposant que les deux développements coincident dans une zone
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intermédiaire. Plus précisément, on suppose que les développements, intérieur et extérieur,
ont la méme limite respectivement pour y qui tend vers 1’infini et x qui tend vers zéro.

Un développement de Taylor a I’ordre 2 permet de déterminer le comportement asympto-
tique du développement extérieur pour x qui tend vers zéro, i.e. pour x = &y.

u™(gy) = u’(ey) + eu' (ey) + £°u’(gy)
~ (1 + cos (gy)) + £(sin(gy)) — £(1 + cos(ey))

2,,2 2.2
~(1+1- %)+g(5y)—32(1 +1- %) (1.58)

2
:2—32(%—y+2)

On en déduit par raccordement des deux développements, la limite, lorsque y; — oo, de
chacun des termes intérieurs 1%, v!' et v? :

2
lim () =2, lim v'(y) =0, lim () = (% — y +2)
y—+0o0 y—+00 y—+00 2
Ces limites sont les conditions manquantes pour que les problemes (1.53), (1.54) et (1.55)
soient bien posés. Elle permettent de déterminer les constantes ¢, ¢; et ¢;, 1.e.

C0:—2,C1:0,02:2

244

36

FiGure 1.3 — Graphe de u?, u®' et u®¢, pour & = 0.1
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Premiere partie

Etude asymptotique
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Chapitre 2

Introduction de I’étude asymptotique

Dans un repere orthonormé (O, ey, e,,e3), on considere une structure tridimension-
nelle élastique linéaire anisotrope, qui occupe dans sa position de référence un domaine
noté . On note w I’intersection de 2 avec le plan d’équation x; = 0. Soit £ un petit pa-
rametre, dont en précisera I’ origine (ou la signification) ultérieurement. On suppose que des
hétérogénéités volumiques identiques, de taille d’ordre &, sont réparties périodiquement,
avec une période également d’ordre &, le long de la surface w. Soulignons ici que la
périodicité n’est que dans le plan (e;, e3) et donc qu’il s’agit en fait d’une fine couche, de
taille d’ordre €, d’hétérogénéités distribuées périodiquement sur w (cf. Figure 2.1).

€2

-

€3

Lo

FiGURE 2.1 — Parametres du probleme réel dans le repere (O, e4, e;, e3)

Pour un chargement donné, on note u® et o° les champs de déplacements et de
contraintes a 1’équilibre statique. L’ objectif est d’étudier le comportement asymptotique
de ces champs lorsque € — 0 pour différents types d’inclusions. On distinguera deux
catégories d’hétérogénéités :

o Les inclusions élastiques de rigidité pouvant dépendre de .
Dans ce cas le domaine occupé par les inclusions est inclus dans le domaine de
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calcul. Les conditions de transmission suivantes doivent étre vérifiées sur le bord de
chaque inclusion :
[u®] = [0°n] =0 (2.1)

ou n est la normale sortante a chaque inclusion.

e Les cavités.
Dans ce cas les inclusions ne font pas partie du domaine de calcul. Leur présence
dans la structure se traduit par la condition aux limites suivante sur le bord de chaque
inclusion :
oc’n=90

Lorsque € — 0, le volume des hétérogénéités diminue et, en méme temps, le nombre
d’hétérogénéités augmente. Le probleme limite correspond donc a un probleme d’interface
ou la couche d’hétérogénéités est remplacée par une surface homogene. Il est important de
remarquer que la structure géométrique de cette interface, du moins a I’échelle macrosco-
pique, ne prend pas en compte les hétérogénéités. Il faut donc déterminer des conditions
de transmission qui dépendent de la microstructure de 1’interface.

2.1 Position du probleme

Soit (e, e,,e3) la base canonique de R3. Soit Q un ouvert borné de R* de frontiere

réguliere 0Q). Soit w I'intersection de Q avec le plan d’équation x; = 0. On suppose w non
vide, borné et de mesure bidimensionnelle strictement positive. On suppose que des petites
hétérogénéités sont réparties de facon périodique sur le plan w. Ces hétérogénéités sont
des petits volumes, tous identiques (cf. Figure 2.1).
On note ¥ c R? la base d’un motif périodique plan. Soit / un domaine fermé strictement
contenu dans R x ¥ de diametre d, ol d est du méme ordre de grandeur que le diamétre
de Q, vérifiant d < diamY (cf. Figure 2.2). On suppose que w est contenu dans I’union de
N(e) = %8_2 ensembles £¥. On suppose également que les hétérogénéités occupent
chaque sous domaine &l. Les hétérogénéités sont donc de diametre ed. On désigne par 01
le bord de &/ et par I°, resp. d1°, I'union de toutes les hétérogénéités, resp. tous les bords
des hétérogénéités.

Remarquons qu’a cette étape de notre description, le parametre & est un parametre
adimensionnel caractérisant a la fois le rapport entre le diametre des hétérogénéités (ed) et
le diametre de Q, et 2 la fois le rapport entre la taille de la période (£Y), qui caractérise la
répartition des hétérogénéités autour du plan w, et le diametre de Q.

On suppose maintenant que le domaine € est composé, en dehors des hétérogénéités,
d’un matériau élastique linéaire homogene caractérisé par le tenseur de rigidit€ A qui
vérifie les conditions de symétrie et de positivité. Pour les hétérogénéités, on considere
deux situations :

(i) des inclusions élastiques caractérisées par un tenseur de rigidité A* qui dépend de

g,
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(i1) des cavités.

=

FIGURE 2.2 — Définitions de ¥ et de I

Dans le cas (i), le parametre € caractérisera aussi 1’ordre de grandeur entre la rigidité des
inclusions et celle en dehors des inclusions.

La structure est encastrée sur une partie du bord de Q, notée I'y (de mesure surfa-
cique strictement positive), et soumise a une densité surfacique de forces F sur la partie
complémentaire I'z. On suppose, afin de simplifier la lecture, et sans perte de généralité,
que les forces volumiques sont négligeables.

Soient u® et 0° les champs de déplacements et de contraintes de la structure a I’équilibre.
Pour ¢ fixé, ces champs sont les solutions du probleme élasto-statique P?, correspondant
aux différentes situations :

e cas des inclusions élastiques :

divo® =0 dans Q

o = Ay(u®) dans Q\/I?

o° = A®'y(w?®) dans I° (2.2)
o’n=F sur I'r

u’=90 sur Iy

avec
AT =glAl | A=A | peZ

et y est le tenseur des déformations linéarisé, i.e.

1 an (91/,-
Yii(v) = 5 (a—xl + ﬁ_xj)
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e cas des cavités :
divo© =0 dans Q\ /¢

o =Ay@®) dans Q\/I°

o‘n=F sur ' (2.3)
u:=0 sur I’y
oc‘n=0 sur 0I¢

Une étude désormais classique via les formulations variationnelles posées sur les
espaces fonctionnels adaptés permet d’assurer I’existence et I’unicité de la solution, a £
fixé.

2.2 Etude asymptotique du probleme (P, ¢ — 0) : prin-
cipales étapes

Soient u® et 0® les champs de déplacements et de contraintes du probleme P? défini par
(2.2) ou (2.3). L’objectif de I’étude asymptotique du probleme (P?, € — 0) est de déterminer
le comportement de u® et o° lorsque le petit parametre € tend vers 0. Plus précisément on
cherche a remplacer le probleme défini précédemment par un nouveau probleme ou les
hétérogénéités auront été remplacées par des conditions de transmission convenables sur la
surface w. Les coefficients caractéristiques apparaissant dans ces relations de discontinuité
prendront en compte, de facon adéquate, les hétérogénéités présentes dans le probleme P?.
Pour cela on utilise la méthode des développements asymptotiques raccordés présentée
dans le premier chapitre. Comme cela a été dit précédemment, on s’inspire fortement de
I’utilisation qu’en ont fait Nguetseng et Sanchez-Palencia [30] dans ce type de problemes
et qui a été reprise et ultérieurement développée, entre autres, par Marigo et Pideri [29]
et David et al. [14]. La présentation de la méthodologie s’inspire, quant a elle, de celle
proposée dans la these de Tordeux [39].

Nous distinguons maintenant deux zones de calcul de la solution : dans la premiere,
située loin des hétérogénéités, les champs de déplacements et les champs de contraintes ne
< verront pas les hétérogénéités ». Cette zone est définie par :

e
{er, |x| > 2}
et constitue ce que I’on appelle classiquement le domaine extérieur.
Dans la seconde zone de calcul, située au voisinage des hétérogénéités, les champs de
déplacements et les champs de contraintes ont des oscillations rapides par rapport aux
variables du plan (e, e3), dues a la présence des petites hétérogénéités. Cette zone, que
I’on appelle domaine intérieur est ici définie par :

ou 77(g) > & est une fonction qui doit tendre vers zéro avec £ mais moins vite que €. La
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fonction 7n(e) vérifie donc les conditions suivantes :

lin(l) nEe) =0

n(g) 2.4)
m— =

li +00

e—0 &

On notera que, par définition, les domaines intérieur et extérieur dépendent de &.

Remarque 2.2.1. Une hypothése importante de la méthode des développements asymp-
totiques raccordés est la superposition des deux domaines, intérieur et extérieur, dans
une zone de transition appelée zone de raccord. Les définitions données précédemment
permettent de respecter cette hypothese. On retrouvera, dans la Figure 2.3, une illustra-
tion, dans un exemple 2D, de la décomposition en domaines intérieur et extérieur, faisant
apparaitre la zone de recouvrement.

zone de raccord — zone de raccord

pad "\
=\

bords extérieurs bords intérieurs

du domaine intérieur du domaine extérieur

Ficure 2.3 — Identification du domaine extérieur (couleur bleu), du domaine intérieur
(couleur rouge), et de la zone de raccord (couleur violette).

On suppose a présent que la solution admet un développement asymptotique valable
dans la zone extérieure et un autre développement dans la zone intérieure. Dans la zone
intermédiaire, les deux développements doivent coincider et cela donnera lieu aux condi-
tions de raccord.
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Classiquement (voir par exemple Tordeux [39], Chapitre 8) la méthodologie utilisée

dans les développements asymptotiques raccordés est la suivante :

1) utilisation de coordonnées normalisées de facon que les domaines intérieur et
extérieur convergent, pour ¢ tendant vers 0, vers des domaines fixes, indépendants
de &,

2) utilisation d’ Ansatz pour la forme de u® et déduction du développement de o° dans
les deux domaines,

3) écriture des systemes d’équations aux dérivées partielles découlant des choix
précédents dans chaque domaine,

4) écriture des conditions de raccord.

La suite de cette section est consacrée au détail de ces quatre étapes.
1) Choix de coordonnées normalisées.

e Le domaine extérieur est partagé en une partie QO et une partie Q~°. On notera
que lorsque ¢ tend vers 0, les domaines Q™° et Q¢ convergent respectivement
vers QF et Q~, définis par :

Qri={xeQ; x>0, Q :={xeQ; x; <0}

Le domaine extérieur sera donc le domaine Q* U Q™ = Q\w.

Un point est alors repéré dans le domaine extérieur par ses coordonnées (x, x,, x3)
que I’on qualifie de macroscopiques, et qui correspondent a 1’échelle de la struc-
ture.

e En adoptant le méme raisonnement que dans les méthodes d’homogénéisation des
milieux périodiques (voir par exemples Sanchez-Palencia [34], Bensoussan et al.
[6], ou encore Cioranescu et Donato [12]), 1a position z := (21, 2, z3) d’un point M,
dans le domaine intérieur, peut étre déterminée par deux données indépendantes :

i) la position macroscopique (0,%) := (0, xp, x3) du centre de la période ey
contenant la projection du point M sur w,
i1) et la position du point M par rapport a ce centre.

La taille d’une cellule étant d’ordre € et I’épaisseur du domaine intérieur d’ordre
n(e), les deux étant des quantités tres petites, la donnée qui traduit la position du
point M par rapport au centre de la période, est qualifiée de coordonnée microsco-

pique.

En d’autres termes, la relation entre les coordonnées z du point M et le point
((0, %), y) du domaine intérieur est donnée par

z2=(0,%)+ ¢y (2.5)

Dans la suite de cette étude, sans perdre de généralité, on considérera le cas ou
¥ =1-4,90x1- £,
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Afin de se ramener sur un domaine ne dépendant pas de &, on effectue une dilata-
tion des variables y; d’un facteur é On obtient ainsi, en tenant compte de (2.4)
pour le domaine intérieur, une bande constituée de cellules élémentaires infinies
dans la direction e, et de taille @ dans les deux autres directions (cf. Figure 2.4), se
répétant de facon périodique dans le plan (e, e3). L’échelle microscopique ainsi
définie fournira une description précise des hétérogénéités.

-y - e —— V]

FiGurk 2.4 — Exemple de cellule de base Y
2) Ansatz.

On suppose que les champs de déplacements solutions du probleme P?, définis par

(2.2) ou (2.3), peuvent s’écrire sous la forme des deux développements suivants :

e un développement dit extérieur valable uniquement dans le domaine extérieur, i.e.
loinde w :

u®(xy, xp, x3) = Z gu'(x1, x2, X3) (2.6)
i=0
¢ un développement dit intérieur valable uniquement dans le domaine intérieur, i.e.
proche de w :

[Se]

u(x1, 50, %3) = ) &V 31,9) 2.7)
i=0

oll les v’ sont des fonctions j-périodiques, i.e. telles que :
ViR, 31, § + paes + qaes) = V(R y1,5) Vp.qeZ’ (2.8)

La relation (2.7) signifie qu’il existe des champs v/(%, y;, §) définis sur w x R3, ¥
périodiques dans les variables J tels que, pour y; = 3, le membre de droite de (2.7)
est un développement asymptotique de u® dans le domaine intérieur.

Dans le domaine intérieur, a cause des choix de coordonnées normalisées, nous
devons, lorsque nous dérivons par rapport a la variable de position globale, utiliser la
formule de dérivation suivante :

d o 190

Z -2

dx O0x €0y
Les relations (2.5) et (2.9) impliquent la re-formulation des opérateurs (div) et (y) en
fonction des coordonnées macroscopiques X et microscopiques y. Plus précisément,
pour un champ tensoriel X(X,y),ona :

(2.9)

1
divE(X,y) = div,X(X,y) + —div,X(X,y) (2.10)
E
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et pour un champ vectoriel w(x,y), on a :

. . 1 .
yw(x,y)) =y, (WX, y)) + gyy(W(x,y)) (2.11)
avec
_ 0% ) 0%,
div.X = —e; , divX = —e¢;
ox; ay; (2.12)
0y = 22 D0y g = S O |
Vx Yo 2 8X,' 0)61' ’ ‘}’y Yo 2 Hy, 8}7]

On déduit, grace aux choix des développements (2.6) et (2.7) du déplacement u®
et en utilisant la loi de comportement du probleme de départ, les développements
extérieurs et intérieurs du champ de contraintes 0. On notera o les différents
termes du développement extérieur et 7' les différents termes intervenant dans le
développement intérieur. Les valeurs de i dépendent des cas traités et seront expli-
citées dans les chapitres suivants.

On notera que I’expression (2.11) du tenseur des déformations (y) suggere que le
développement de 0-° dans le domaine intérieur commence a des ordres différents de
celui dans le domaine extérieur.

Remarque 2.2.2. Les deux étapes précédentes (changements de coordonnées et
utilisation d’Ansatz) sont identiques quelque soit le type d’hétérogénéité considéré.
Les domaines intérieurs sont parfois a préciser lorsque les inclusions sont en fait
des cavités. Dans les chapitres suivants, les hypotheses des étapes (1) et (2) seront
admises et I’étude asymptotique débutera toujours a l’étape (3) décrite ci-dessous.

3) Systemes d’équations aux différents ordres.

On introduit les développements de u® et de o° dans les équations du probleme
P?. On obtient ainsi a chaque ordre de &, I’équation d’équilibre et les conditions
aux limites, qui, en rajoutant les conditions de raccord, permetteront de calculer les
différents termes des développements intérieur et extérieur.

4) Conditions de raccord.

29 4

Le raccord se fait dans la zone “épaisse” (cf. Figure 2.3) ou les deux domaines se

superposent :
£ n(e)
= s s ; = < < —=
{x (x1, X2, X3) > || > }

En effet, dans cette zone, les deux développements représentent les mémes fonctions.
Puisque I’image de cette zone, dans les coordonnées (x;, x,, x3) du domaine extérieur,
tend, pour & tendant vers 0, vers {x = (x1, X2, x3) ; x; = 0} (= w), et tend, dans les
coordonnées du domaine intérieur, vers le domaine infini {y = (y, y2,y3) ; [y1| > 1},
les conditions de raccord seront du type :

limite pour x; tendant vers O+ = limite pour y; tendant vers =+ oo
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Plus précisément on introduit, pour chaque u’, un développement de Taylor pour
x; > 0etpour x; <0 :

i

| w0+, %) + X ——(0+, ) + ... pourx; >0
w(xy, %) = oxy (2.13)
u'(0—, %)+ x;—(0—, %) +... pourx; <0
axl

On obtient alors, en remplacant x; par €y, les deux développements suivants de u® :

a 0
w00+, %) + 8(u1(0+,5€') + ylai(0+,£)) +.. pourx; >0
X1

u(X,y1) = 0 (2.14)

0
u’(0-, %) + s(u](O—,)?:) + ylﬁ(O—,ﬁ)) +.. pourx; <0
1

On en déduit dans la zone de raccord, zone dans laquelle on rappelle que u® peut
étre également représenté par son développement intérieur (2.7), les deux égalités
suivantes :

0
0 = (u°(0+, %) —v'(%.y1.9)) + 8(u1(0+, R)+ yl‘;i(m,fc) - vl(.ft,yl,jl)) + o
X1

0

0
0 = (u°(0-, %) — (& y1.9)) + s(u1<0—, £)+ 0150, %) - vloe,yl,ﬁ)) -
X1
(2.15)
On fixe x;, X et y et on passe a la limite pour & tendant vers 0. On obtient :
lim &, y1,9) = u’(0+, %) (2.16)
y1—E00
. 1A ~ ou’ A 1 A
lim v (%, y1,9) —y12—(0£,%) = u (0, %) (2.17)
y1—+00 Hxl
Des considérations analogues seront a faire pour le développement de o°.
Remarque 2.2.3.
Par la suite, on cherchera a déterminer uniquement les deux premiers ordres de chaque
développement.

2.3 Plan de I’étude asymptotique

Nous avons étudié tout d’abord le cas des cavités. Ce probleme a été traité par Marigo

et Pideri [29]. Les auteurs font un choix classique (voir par exemple Nguetseng et Sanchez-
Palencia [30] et Sanchez-Palencia [35]) concernant le comportement du terme v' du
développement intérieur du déplacement. Plus précisément, ils supposent que :

0
a u a
v!(%, y) =y 67(0’ X) + un terme correcteur
1
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Ce choix simplifie la prise en compte de la condition de raccord (2.17) mais étend a tout le
domaine intérieur le comportement a I’infini.

Dans I’étude que nous présentons, nous avons fait un autre choix qui semble nouveau. Ce
choix permet de prendre en compte la transition entre le domaine extérieur et le domaine
intérieur, sans étendre le comportement a I’infini de v' au voisinage des hétérogénéités
afin d’obtenir une bonne approximation des champs locaux. Ce travail est présenté au
Chapitre 4 en reproduisant le texte intégral d’un article publié dans la revue Journal for
Multiscale Computational Engineering.

Nous avons ensuite étudié le cas ou les hétérogénéités sont des inclusions élastiques dont
la rigidité est du méme ordre de grandeur que celle du milieu environnant, et dans le cas ou
la rigidité des inclusions est tres faible par rapport a celle du milieu environnant. Ce travail
est présenté avant celui des cavités, dans le Chapitre 3, afin de garantir une bonne transition
entre ce chapitre introductif et la suite de la rédaction. Le Chapitre 5 concerne une étude
plus récente : nous présentons les premiers résultats de 1’étude des inclusions de grande
rigidité, dans un cas plus simple que celui de 1’€lasticité, en considérant un probleme de
conduction thermique stationnaire
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Chapitre 3

Inclusions élastiques

On considere le probleme (2.2), introduit dans la section 2.1 que 1’on note P?. Les
hétérogénéités sont des inclusions élastiques dont la rigidité peut étre d’un ordre de
grandeur par rapport a celle du reste de la structure caractérisé par une puissance de &.
Plus précisément, on suppose que dans le sous domaine /%, le tenseur de rigidité, noté A%/
vérifie :

A =gPA" AT A, peZ (3.1)

Ce choix de A®' permet d’étudier I'influence du rapport entre la rigidité des hétérogénéités
et celle du reste de la structure, sur le comportement global de 1’assemblage.

Suivant le choix fait sur p, les problemes limites seront différents. Dans un cas concret, une
fois déterminée la valeur de £ décrivant la géométrie, il faudra comparer les coeflicients
des matrices de rigidité des matériaux afin de décider quelle est la valeur de p la plus
pertinente.

Dans une modélisation différente, on pourrait introduire plusieurs petits parametres afin de
décrire, de facon distincte, la géométrie et le rapport des rigidités.

Le cas p = 0, étudié également par David et al [14], correspond a une rigidité des in-
clusions qui est du méme ordre que la rigidité de la structure globale et par conséquent
indépendante de €. Le cas p > 0 correspond au cas ou la rigidité des inclusions est d’un
ordre de grandeur tres inférieur a celle de la structure. Le matériau composant I’inclusion
est tres peu rigide en comparaison au reste de la structure. Le cas p < 0 correspond au cas
ou la rigidité des inclusions est tres grande devant celle de la structure.

Dorénavant, afin d’alléger les écritures, on désignera par inclusions ”-€lastiques, les
inclusions dont le tenseur de rigidité vérifie (3.1).

On rappelle (cf. Chapitre 2) que 1’étude asymptotique du probleme se décompose en

deux parties principales qui consistent a déterminer puis a étudier et résoudre les équations
vérifiées aux différents ordres par les termes des développements asymptotiques de u®.

3.1 Equations aux différents ordres

Apres avoir introduit les développements intérieur et extérieur de u® (voir section
2.2), on détermine les développements asymptotiques intérieur et extérieur de o puis les
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conditions de raccord.

Les développements asymptotiques de 0° découlent de la linéarité du probleme, des
lois de comportement et des développements asymptotiques de u® :

e Développement extérieur :

Du développement extérieur (2.6) du déplacement u® et de la loi de comportement
(0% = Ay(u?®)), on déduit le développement suivant de la contrainte dans le domaine
extérieur :

o (x) = Z goi(x) (3.2)
i=0
avec
o' = Ay(u') (3.3)

e Développement intérieur :
Du développement intérieur (2.7) du déplacement u® et, de la loi de comportement

(0° = Ay(u®)) dans Y\I X w et de la loi de comportement (0° = &’ A’y (u®)) dans
I X w, on déduit le développement suivant de la contrainte dans le domaine intérieur :

— dans Y\ :
oF(x) = Y &T(%,y) (3.4)
i=0
avec ‘ . .
T = Ay, () + Ay, 0)
— dans [ : .
oF(x)= ) &T(%,y) (3.5)
i=p—1
avec

T = Aly (0" + Aly, (07

Les champs 7/ dépendent des variables (£, y;, §) et sont §-périodiques.

Dans cette étude on utilise uniquement les conditions de raccord a I’ordre -1, O et 1 qui
s’écrivent :

lim 77'(%,y1,9)e =0 (3.6)
y1—+£00
lim v'(&,y;,9) = u’(0<, %) (3.7)
yi—+00
lim TO('Q’yl’ﬁ)el = O-O(Oia 'f")el (38)
y1—*00
. 1 a ~ ou’ A 1 A
lim v (X,y1,9) —y1i7—(0+,%) =u (0, %) (3.9)
y1—*00 ox
. L n ~ da’ A 1 A
lim 7°(X,y1,¥)e —yla—(Oi,x)el =0 (0, %)e; (3.10)
y1—+00 X1
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On détermine a présent les équations vérifiées par les différents termes des développements
asymptotiques. On présente ici en guise d’exemple, le développement de 1’équation
d’équilibre dans le cas p = 0. La méthode est la méme dans tous les autres cas.

Dans I’équation d’équilibre
divo® =0

o? est remplacé par son développement asymptotique :
e dans Y :
(s_zdivy‘r_1

+& ' (div,e® + div, ")

= , : 3.11
+ Z g (div,7™ + div, 1) G-11)
i=0
=0
On en déduit les équations aux différents ordres :
divy‘r‘1 =0
div, ™’ + div.t™' = 0 (3.12)
divy‘ri+1 +divt =0, Vi>0
e dans Q\w :
Z gdiv.o’ =0
i=0
d’ou

div.o' =0, Yi>0

Plus généralement, a chaque équation du probleme P?, correspond une famille d’équations
obtenues en remplacant les champs u® et o° par leurs développements asymptotiques
(intérieur et extérieur) et en identifiant a z€ro les termes de méme puissance de €. On re-
trouvera ci-dessous un récapitulatif de ces différentes équations en notant que les équations
qui portent sur les termes intérieurs, v'(£, y) et 7/(X, y), sont données ici a £ fixé.

Equations d’équilibre

Ordre Dans /
p—-2 div,t771 =0
i>p-1|div.t +divyt*' =0

Ordre | Dans Q\w Dans (Y\I)

-2 X div,t™' =0

-1 X div.t' +divyt® =0
i>0 | div,o' =0 | div,t' + div,t™ =0
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Loi de comportement

Ordre Dans /
p-1 ' = Aly,0")
i>p [ = ATy, 0"") + Aly ()
Ordre | Dans Q\w Dans (Y\])
-1 X ' = Ay, (v")
i>0 [ o' = Ay @") | T = Ay (V) + Ay, (")

Conditions aux limites

Ordre Extérieur

i=0 | o'n=FsurTp
u’ =0surl,

i>0 | o'n=0surx
u' =0surl

A ces équations il faut rajouter, pour le probleme intérieur, les conditions de périodicité et
les conditions sur le bord de I’inclusion, qui sont ici données, a ¥ fixé, par :

Conditions de périodicité sur R x 0¥

i>-1

Tl:('ij,yl’ %,y3)32 = Tl:(-i',)’h %,)’3)92
Tl('fayl’yz’ %)83 = Tl(i'a)’l’YZ, %2)83

i>0

Vl:(»’?,yl, %’y3) = Vl:(-’?a)ﬁ, %l,)@)
vl('i’.’y]’yZ’ %) = Vl(ﬁ’)’l,yz, _7(1)

Conditions sur le bord de 'inclusion

Ordre Sur 01
sip<0|i=p—1,.,-2| Tin:Q
i>0 Ti‘ln] :[vi =0
] al lar
: — H _ i _ i+1 —
sip=0|i>-1 Tn_a1‘_,v |, =
sip>0|i=-1,.,p—-2 Tn=0

ol 7, (resp. ') est la valeur de 7' considéré dans Y\ (resp. dans I).

3.2 Approximations intérieure et extérieure de u® pour

p=0

3.2.1 Comportement asymptotique de v" et 7° lorsque y; — +oco

Proposition 1. Pour p > 0, le champ intérieur v° est indépendant de la variable microsco-
pique y dans toute la cellule Y ; il dépend uniquement de la variable macroscopique X. On
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en déduit que :
lim Vo(f,}’l,j’) = lim vo(fay]’j}) :vo(i’.) (313)
yl—)—OO y1—>+00
Démonstration.
On distingue le cas p =0ducas p >0 :
e dans le cas p = 0, v? et 7! sont solutions du probléme suivant :

divy‘z'_l =0 dans Y

T = Ayy(vo) dans Y

T (&, 1, Sys)es = (R, y1, . y)e;  surR x oY

T R,y y0, Des = TN (R y1, v, Hes sur R x 9Y (3.14)
VR, 1, $.y3) = VR, 1, 2, ys) sur R x ¥

VR, 1,72, 8) =R, y1, 52, ) sur R x ¥

yllir-l_i—loo (&, y1,9)e; =0 pour (y) € ¥

avec

_ (A dans Y\I
A:{ ans ¥ (3.15)

Al dans
On en déduit que
! = Ayy(vo) =0, dansY
D’ou
V0 =10(%)
e danslecas p > 0, 77! = 0 dans I. On en déduit que, dans Y\, v° et 7! sont solutions
du probleéme suivant :

div,t™' =0 dans Y\I
! = Ay, 0%) dans Y\/
T &y, Soya)er =T R,y Eysder surR x oY
T @ vy, Des = T (R, 1,50, R)es surRx Y

V&, 31,5, 33) = VO(&, 1, 5%, 93) sur R x Y (3.16)
V&, 1,32, %) = v, y1, 30, F) sur R x gY
lim 7'®,y1,)e; =0 pour (£,9) € ¥
y1—>£00
'n=0 sur 01
On en déduit que
= Ayy(vo) =0, dans Y\/
D’ou
v =v'(#), dans Y\I (3.17)
O

Remarque 3.2.1. La condition de saut [v°]y; = 0, d’ordre p — 1, entraine que le résultat
(3.17) est valable dans toute la cellule Y.
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Proposition 2. Pour p > 0, le champ intérieur T° vérifie le comportement asymptotique

suivant :
lim | 7°%,y1,§eidy = lim f‘ro(ﬁ,yuf’)eldf’ (3.18)
== Jy yi—=+eo Jy
Démonstration.
En écrivant I’équation d’équilibre intérieur d’ordre i = —1 et en remarquant que pour p > 0

on a 7° = 0 dans /, on obtient quelque soit p > 0 :
divy‘r0 =0, dans tout Y. (3.19)

On integre I’équation (3.19) sur Y, =] - L, L[xY. En utilisant la périodicité de 7° et en
appliquant la formule de Green, on obtient quelque soit p > 0 :

f (%, L. e — (%, ~L. e, ) d§ = 0 (3.20)
¥

Puis, par passage a la limite lorsque L — +oco, on obtient le résultat souhaité. O

On rappelle qu’a ce stade de I’étude, les termes v° et ¥ ne sont pas déterminés.

3.2.2 Approximation extérieure a I’ordre i = 0

Au premier ordre du développement extérieur, les champs de déplacements et de
contraintes ne sont pas perturbés par les hétérogénéités. En effet, on peut montrer la
proposition suivante :

Proposition 3. On détermine u® et 0 en résolvant le probléeme extérieur a I’ordre 0 défini

par :
diva® =0 dans Q
o’ = Ayw®) dans Q 3.21)
c’n=F surl'r
u’ =0 surT

Démonstration.

e Les équations du probleme (3.21) sont respectivement 1’équation d’équilibre, la loi
de comportement et les conditions aux limites extérieures d’ordre i = 0.
e La continuité de u° sur I’interface w est une conséquence directe de la condition de
raccord (3.7) et du comportement asymptotique (3.13) de v°.
e Pour démontrer la continuité du vecteur contrainte 0’¢; le long de w, on remarque
que la condition de raccord (3.8) implique :
0], = lim (2'G.31.9)er - G -1 9en) (322)

w yi—

On en déduit, grace a (3.18), la continuité de oe; sur I'interface w.
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Remarque 3.2.2. Le probleme (3.21) est un probleme d’élasticité bien posé sur Q avec
une condition de Dirichlet sur Iy et une condition de Neumann sur I'r. Ce probleme admet
donc une solution unique et réguliére dans Q ou le champ de déplacements et le vecteur
contrainte sont continus sur [’interface w, c’est-a-dire :

[uo]w = [a'oel]w =0 surw

Remarque 3.2.3. Les hétérogénéités n’étant pas visibles au premier ordre du développement
asymptotique (extérieur), la résolution du probleme (3.21) ne permet pas d’évaluer et de
quantifier ’influence de ces hétérogénéités sur le comportement global de la structure. 11
faut calculer les termes a [’ordre suivant.

A ce stade de I’étude, u° et 0 sont déterminés. La proposition 1 entraine que v° est
également déterminé et vérifie :

vO&) =10, %) (3.23)

3.2.3 Comportement asymptotique de v' lorsque y; — +oco

Afin de déterminer la solution du probleme extérieur a I’ordre i = 1, on est amené a
utiliser les conditions de raccord définies en (3.9) et (3.10). Cela nécessite 1’étude de la
limite, lorsque y; tend vers +oo, de v!. On obtiendra ainsi les conditions de transmission
du probleme extérieur d’ordre i = 1.

Le calcul de la condition de transmission en déplacement du probleme extérieur d’ordre
i = 1 est facilité en posant :

0
V&) = 014 DT 0.8) + v (E.y) (3.24)
1

oll f(y1;a,b) est une fonction réguliere impaire (de classe C*(R)) avec

0 si0O<|yl<a

fOia,b) = {yl iyl > b (3.25)

etd < 2a < 2b (rappelons que, apres mise a I’échelle 1, i.e. a I’échelle microscopique, d
est le diamétre d’une inclusion et d < diam¥).
Afin d’alléger I’écriture, on adoptera dans la suite la notation f(y,).

Proposition 4. Pour X fixé, le champ correcteur v* est ['unique solution, a une translation
pres, du probléeme suivant :
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— Lorsque p =0

- (Ou®

divyt* = —f"(yNA (—(0’ X) ®s el)el
0x,
™ = Ay, (™)
(&, )1, 5, y3)e2 = T(E, y1, 5, 3)er
(X, y1,y2, 5)€3 = T(X, y1, )2, 5)e3
VA&, 1, 5,¥3) = V(& 1, 55 93)
VIE, Y1, Y2, 5) = VIR Y1), 5
lim (%, y;,9)e; =0

yp—=xoo

Conditions sur 01

[*]=0
[t*n] = (A" - A) 7, (u°0. %)) n
oi A est donné dans (3.15)

— Lorsque p >0

o run(a)

divyt™* = —f"(y))A|7—(0,%) ®s e, | e,
6x1

= Ay, (v*)
(&, 1, 5, y3)€2 = TR, y1, 5 y3)ea
(&, y1, 2, 5)€3 = TR, y1,¥2, 50)e3
VXX, y1, %a)’3) = v, 1, _7”,)’3)
V¥R, Y1, Y2, 5) = VIR, V1,2, F)

lim 7*(%,y;,5)e; =0

y1—+00

Condition sur 01

dans Y

dans'Y

sur R x Y
sur R x Y
sur R x Y
sur R x Y
poury e ¥

dans Y\I

dans Y\I

sur R x aY
sur R x Y
sur R x oY
sur R x Y
poury e ¥

ou’ ou®
T:l’l =-A (l(O, J'L\‘) R €, + %(O, f) Ry 83) n
3

(%Cz

Démonstration.

(3.26)

(3.27)

e Laloi de comportement intérieur d’ordre i = 0, i.e. 70 = Ayy(vl) + A'yx(vo), définie

dans Y\I, et le résultat (3.23) impliquent que :

To(ﬁay) = G()’l,uo) + T*(-f’y)

ou le tenseur G est défini par

0

Gyi,u) = A (yx (80, ) + f' 1) 5—(0,%) 8 1| dans Y\I

ou
Ox 1

(3.28)

(3.29)

Notons que dans le cas p = 0, étant donné que la loi de comportement d’ordre i = 0
est la méme dans Y\7 et dans /, I’expression (3.28) est valable dans tout Y. Dans ce
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cas G est défini par :
0 1 0 o ’ auo PN
Gor.u) = A(y, (u°0. %))+ f ()5 (0, %) ®s e | dans ¥ (3.30)
1
oul A est défini dans (3.15).

Soulignons que y (1°(0, £)) est obtenu en calculant les dérivées par rapport a x de
u® calculé en (x; = 0, x, x3) et donc que toutes les dérivées par rapport a x; sont
nulles. Le terme g—’)‘;:(O, X) est la valeur, pour x; = 0, de %.

e En prenant en compte la définition de G(y;,u’), donnée dans (3.29), les deux
premieres équations, dans le cas p > 0O (resp. p = 0), sont obtenues directement a
partir de :

i) I’équation d’équilibre d’ordre i = —1 (divyT0 = 0) dans Y\ (resp. dans Y),
ii) la loi de comportement d’ordre i = 0 (° = Ay, (v°) + Ay, (v")) dans Y\I (resp.
dans Y).

e Les quatre équations suivantes sont les conditions de périodicité, sur R x 8¥, d’ordre
i = 0 pour le vecteur contrainte et d’ordre i = 1 pour le déplacement.

e Dans les deux cas, p > O et p = 0, le comportement a I’infini de 7* est une
conséquence directe de la condition de raccord d’ordre i = 0 (limy, ;100 @&,y e =
o'(0+, X)e;), du choix de la fonction f(y;) et de la définition de G(y;, u°).

e Conditions au bord de I’'inclusion :

* Pour p = 0, la condition du saut du déplacement est une conséquence de la
définition de la fonction f(y;) et de la condition de saut [v'];; = 0. La condition de
saut du vecteur contrainte provient de la définition de G(y, u") et de la condition
de saut [t°n]y = 0.

* Pour obtenir, dans le cas p > 0, la condition sur 9/, on doit dans un premier temps

montrer que
n=0

Pour cela, on doit distinguer le cas p = 1 du cas p > 1. En effet dans le cas p > 1,
la condition 79n = 0 au bord de I est directement la condition 7.n = 0 d’ordre
i = 0. Cependant cette condition est valable uniquement pouri = —1,...,p — 2, et
ne permet donc pas d’obtenir une condition sur 7%n dans le cas p = 1.
Pour montrer la condition T?rn = 0 dans le cas p = 1, on a, grace a la remarque
3.2.1 et a la loi de comportement dans / d’ordre p — 1 (v77' = Ay, (v")), que
7% = 0 dans 1. On en déduit, en considérant la condition de saut [t'n] = 0 d’ordre
i=0,quetin=0.
On déduit des résultats ci-dessus et de la définition de G(y, u?) le résultat souhaité.

e Les problemes définis par (3.26) et (3.27) sont des problemes avec des conditions
de périodicité sur R x 9 et des conditions de type Neumann en y;, qui tend vers
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+00 et y; qui tend vers —oco. De plus, le probleme (3.26) est un probleme avec des
conditions de transmission sur le bord de I’inclusion ou le saut du déplacement est
homogene mais pas celui du vecteur contrainte. Le probleme (3.27) est un probleme
avec des conditions de type Neumann sur le bord de I’inclusion.

Comme cela a été indiqué précédemment (cf. Chapitre 1, section 1.1.2.2 ), ces deux
type de problemes admettent une solution unique, a un vecteur constant pres, réduit a
une translation a cause de la périodicité, si les conditions de compatibilité suivantes
sont vérifiée :

* pour p =0

~(ou’

ff”()’l)A (0_(0’ %) Qs el)eldy =0 (3.31)
Y X1
* pour p >0
ou’
ff”(yl)A(g(O,x) ®s el)eldy
! a0 : a0 (3.32)
+ f A (ai(o, 2)®s e+ (0, %) ®g e3)nds =0
ol

X2 8)63

On vérifie immédiatement les conditions (3.31) et (3.32) en remarquant que d’une
part, fy f”(y1)dy = 0 (intégrale d’une fonction impaire sur un domaine symétrique),

et que d’autre part, en utilisant le théoreme de la divergence sur /, fm nds = 0.

Remarque 3.2.4. Remarquons que

0
lim —fv*()?,yl,j?)dﬁ:O

yl—)ioo ayl ?

En effet on constate que :

A 0 A
ff*(x,yl,y)eldy=A((—IV*(x,yl,y)dy) ®s el)el.
¥ oy Jy

En raison des hypothéses de symétrie et de positivité sur A, on a :

0
tim oL [ 9159 = 0
Y] —+00 ayl P

Sanchez-Palencia a de plus montré dans [36] que les limites de v* lorsque y; — +co
existent et sont deux vecteurs indépendants de ¥ que [’on notera v**(X). On retrouvera ici
ce résultat dans les essais numériques.

s ey N Au) A
La linéarité des problemes (3.26) et (3.27) par rapport aux composantes a—;’i entraine
une décomposition en 9 problemes élémentaires.
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Proposition 5. Pour tout X € w, la solution v* du probleme (3.26) (resp. (3.27)) peut étre
décomposée comme suit :

*oa Bu? a\y/lk N
Vi(X,y) = 8_xk(0’ XHVEy) + v(X) (3.33)

ou v est un champ de déplacement constant (par rapport a y) et les champs (V*(y), T*(y))
sont les uniques solutions qui vérifient les conditions asymptotiques V'™ + V™ = 0, oit
l’on pose VV" := lim VY(y,¥), des 9 problemes élémentaires suivants :

y1—+£oo

e casp=0
i) pour (L1),1=1,2,3 :

diVyT“ = —f”(yl)A““ei dans Y
T" = Ay, (V") dans Y
Vet T n périodiques  sur R x Y

lim T"(y,,9)e, =0 poury € ¥ (3.34)
Yo+
Conditions sur 01
V)= [ra] o
ii) pour (Lk)=(1,2) ; (2,2) ; (3,2) ; (1,3) ; (2,3) ; (3,3),
div,T k=0 dans 'Y
T" = Ay, (V") dans Y
V% et T"n périodiques  sur R x 0Y
lim T%(y;,$)e; =0 jet
Jm IO Ve poury (3.35)
Conditions sur 01
VEl=0
re - Yo )
e casp>0:
i) pour (L1),1=1 23 :
diVyTll = —f”(yl)A,'”le,' dans Y\I
T" = Ay, (V') dans Y\I
V' et T" n périodiques  sur R x 0Y
(3.36)

lim T"(y;,9)e; =0  pourye¥
y1—oE0

Condition sur 01
T'n=0
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ii) pour (Lk)=(1,2) ; (2,2) ; (3,2) ; (1,3) ; (2,3) ; (3,3),

divyle =0 dans Y\I
T" = Ay (V") dans Y\I
V* et T n périodiques  sur R x 8Y

lim T%(y;,5)e; =0  poury ey (3.37)
y|—+o0

Condition sur 01
T{fn = - (Aijlknj) €;

Remarque 3.2.5. En vue de ’implémentation, on notera que le champ de déplacement V',
solution du probleme (3.35), peut étre déterminé en résolvant un probleme différent ou les
conditions de transmission sur le bord de l’inclusion sont homogenes. Plus précisément, le
champ V', solution de (3.35), est également solution du probléme précontraint suivant :

div, 2 = 0 dans Y
F = Ay, (V) + A(er @ €)) dans Y
V% et % n périodiques sur R x 8Y
lim Z”‘(yl,ﬁ)el = A(e, ®ek)e1 pOI/tl”j\l S Y (338)
y1—+oo

Conditions sur 01
V)= [<] o

A ce stade, les champs V¥, T et ° sont entierement déterminés. Le champ »' est
déterminé a la translation v(X) pres. Cette translation sera déterminée une fois le probleme
extérieur d’ordre i = 1 résolu. En effet, étant donné que Vit + Vi~ = 0, la condition de
raccord (3.9) et la décomposition adoptée pour v! dans (3.24) impliquent que :

P(R) = %(u1(0+,£) +u'(0-, %) (3.39)

3.2.4 Approximation extérieure a I’ordre i = 1

L’équation d’équilibre, la loi de comportement et les conditions aux bords, d’ordre
i = 1, impliquent que u' et o' sont solutions du probléme suivant :

dive' =0 dans Q\w
o' = Ay(u') dans Q\w

3.40
o'n=0 sur [y (3-40)

u' =0 sur Iy
Pour compléter ces équations, il faut ajouter les conditions de transmission sur w obtenues

grace aux conditions de raccord (3.9) et (3.10). En effet, en remarquant que la condition de
raccord en déplacement d’ordre i = 1 peut s’écrire sous la forme suivante :

a 0
u'(0+,%) = lim (vl(f,yl,ﬁ—yli(o,f) (3.41)
y|—+0o0 3)51
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y——00

| . . Don o n ou’ .
u(0-,%)= lim (v (X,y,§) —yi=—(0,%)
axl

0 (3.42)
: PR . ou’ .
= lim (v (X, =y1,9) + y17—(0, x))
y1—o+o0 0x
on obtient I’expression suivante du saut du déplacement sur w :
|u'] = u'0+,2) - u'(0-, %)
(3.43)

- A . . ou’
= lim ((vl(x,yl,y) —v'(&, =y1.9)) - 2170, %)
y1—+00 0x;
En suivant le méme raisonnement, on déduit de la condition de raccord en contrainte
d’ordre i = 1, donnée dans (3.10), I’expression suivante du saut du vecteur contrainte sur
w :

[O'Iel]w =o' (0+,%)e; — o' (0—, R)e;
_ . A A A oo’ (3.44)
= lim ((Tl(x,yl,y)el - 7%, -y, H)er) - 2y15—(0, x)el)
1

y1—+00

On déduit directement de (3.24), (3.33) et (3.43) la condition de transmission suivante
du champ de déplacements u' sur w :

10 e
[ul]w = 8—;(0, %) [V”] (3.45)

J

olt [V"f]“’ = Vit _ Y

Afin de déterminer la seconde condition de transmission, on considére le domaine
borné Y; =] — L, L[XY, pour un L fixé > 0. Suivant la valeur de p on a :

e pour p = 0 : I’équation d’équilibre intérieur d’ordre i = 0 (div,7" + div,7° = 0) et
les conditions de périodicité impliquent que :

f (v'®. L.$)es — 7' (&, L. §)e) df = f div,7'(,y) dy
Y 1 (3.46)
=— f div, (%, y) dy

Y

Afin de calculer le dernier membre de (3.46), et en tenant compte de la décomposition
(3.28) (7°(%,y) = G(y;, u’)+1*(%, y)), on commence par calculer fYL div.G(y;,u’) dy.

On remarque que :

- ou®
GO u) = & (yx (40, ) +7, (f(yl)—aj (. x)))
‘ (3.47)

~ ou’ ou’
A (f’(yl)a—(O, X)Q®s e + —

N x (0, %) ® ea))
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On en déduit :

f div,G(y;;u’(0,%)) dy =

YL
0 0
f div (A (060 2-0,%) 05 e )| dy + f div. (A (220,%) s e. || dy

Y. aX] YL 8xa,

(3.48)
ou on rappelle que
~ A d Y \I
o S 2\ (3.49)
A" dans/

et A’ du méme ordre de grandeur que A. En utilisant la définition de la fonction f
donnée dans (3.25)on a:

oo, ou’
f div. A|f (y1)8—(0, X)®s e | dy=
YL X1

: ,ou’ Y N /A
= div, Al f'(y1)7—(0,%)®s e | dy + | div,A'| f/(y1)-—(0,%) ®;s e | dy
Y\ Ox, I 0x
. [ou’ . ,
=div,A| —(0,%) ®s e; (1) dy
0x; Y\

) ou®
= 21|Y| div, A (l(o, £) ®g e])
(9x1

(3.50)
De plusona :

0
f div, (A(a” 0, %) ®s ea)) dy =
Y. axa
ou’ ou’
- f divx(A (i(o,fms ea)) dy + f divx(A’(i(O,fc)ébs ea)) dy
Y\ 0x, I 0x,
ou’ ou’
- f div, [A[ 220, 2) @5 e, || dy - f div,. [A| 220, %) @5 e, || dy
YL (9xa I 5xa

a 0
+ |I|div, (A’ (%(0, %) ®g e))

A ou’ ou’
= 21 P|div, (A (01(0, %) ®g ea)) + |I|div, ((A’ —A) (ai(o, ) ®g ea))
Xo Xa

Sachant que :
ou® ou® ou®
7°0,8) = A2 (0, %) @5 €1 + (0, %) & €2 + 2—(0,%) @5 e3
0x, 0x 0x3
et en remarquant que :

(9u0 A 0 A
A(—(0.%)®s e, = Ay, (u°(0. ))
0x,
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on obtient le résultat suivant :
div,G(y;,u") dy = 2LI¥\div, (0°(0, £)) + I|div, (A" - A)y ("0, £))) (3.51)
YL

En remarquant que :

) do’ oo’ do’
div.o° = o e+ ™ e, + o e; (3.52)

on déduit de I’équation d’équilibre extérieur d’ordre i = 0 (div,.0° = 0) :

9o oo’ 9o
— GXI e = axz e, + s (4] (353)
a 0 0 0
Sachant que div, (0°(0, %)) = 5—(0, £)es + 7 —(0, )e3, on déduit de (3.46), de la
sz 8)63

décomposition de T° donnée dans (3.28), de (3.51) et de (3.53) le résultat suivant :

o d0°
f (t'®.L.§)er — 7' (R, ~L.Fe) df - 2L|Y|ai(o, e, =
r i (3.54)
= |I\div, ((A - A"y (@0, ))) - div, ( f T (%,y) dy)
Y
En remarquant que :
* au? a\Tij
T (X,y) = 6_(0’ DT (y) (3.55)
Xj
on obtient finalement :
Lon o Low . . N Lo
(7@ L.$)e — 7' (&, L. §e)) df - 2L |=—(0. B)er =
! : (3.56)

) . (o y
= |1\div, ((A - Ay (@0, £))) - div, (—’(0, £) f T'(y) dy)
a.x]' Y

pour p > 0 : on remarque d’abord qu’on a :

f div,t' dy =0
1

On en déduit avec 1’équation d’équilibre intérieur d’ordre i = 0 dans Y\/ :

f (v'&. L. 9)es - 7'(%, ~L. §ey) dj = f div,7\(%,y) dy
' . (3.57)
= —f div, 7(%,y) dy
Y\

En suivant le méme raisonnement que dans le cas p = 0, on montre grace a (3.25),
(3.28) et (3.29) que :

div G(y,.u") dy = 2L|P\div, (0°(0, 2)) - l1|div, (Ay "0, %))  (3.58)

Yi\I
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et on en déduit que :

. 0a?
f (v L Srer — 7' (% ~L.Fer) a9 2LIF1Z—(0. Der =
v X1

0 (3.59)

. 0 n . [Ou; . .

= |I|div, (Ay (u (o,x»)—dwx(—(o,x) f T(y) dy)
an Y\

Finalement en prenant dans (3.56) et (3.59) la lim;_,. et en intégrant sur ¥ les deux
membres de 1’égalité (3.44), on obtient la condition suivante sur le saut de o'e; a travers w :

div, (ﬂ (A-A")y, (u°0.%) - a—”?(0, f)i T'i(y) a’y) sip=0
Y] ) 0x; Y1 Jy
[a'lel] =
divx(ﬂAy (#°0, %)) - a—”?(o, f)i f T'(y) dy) sip>0
iyt 0x; Y| Iy

(3.60)

3.3 Conclusions

Dans le cas des inclusions £”-€lastiques, p > 0, I’étude asymptotique montre que :

e en premiere approximation, la couche d’hétérogénéités est remplacée par une in-
terface parfaite. L’influence des inclusions n’apparait pas au premier ordre du
développement asymptotique.

e en étudiant le second ordre des développements intérieur et extérieur, I’interface
n’est plus parfaite : le déplacement et le vecteur contrainte sont discontinus. Plus
précisément :

i) le saut du déplacement de u' est non nul : il dépend du gradient de u° sur
linterface w et des coefficients [V/]*,

ii) le saut de o! est non nul : il dépend de Ia taille des inclusions, du gradient de
u’ sur D'interface w et des coeflicients - T"(y) dy, ou Y* = Y\I dans le cas
p > 0etY* = Y dans le cas p = 0. On notera que dans le cas p = 0, cette
condition de transmission permet de prendre en compte la différence de rigidité
entre I’inclusion et le milieu environnant.

Notons que les coefficients [V/]* et [, T(y) dy ne dépendent pas du chargement

global de la structure. Ils sont calculés une fois pour toutes en résolvant les problemes

de cellule définis dans (3.34), (3.35), (3.36) et (3.37). Notons également que ces

coefficients [V*/]* calculés dans le cas p = 0 sont différents de ceux calculés dans le

cas p > 0.

Remarque 3.3.1.

e Les résultats obtenus dans le cas p = 0 sont semblables a ceux obtenus par David et
al. [14]. Ces derniers obtiennent également un modéle asymptotique ou le champ
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de déplacements et le vecteur contrainte extérieurs, d’ordre i = 0, sont continus sur
Uinterface w, et out 'influence des hétérogénéités apparait au second ordre, a travers
des conditions de transmission non homogeénes. Ces conditions s’expriment de facon
légerement différente a cause du choix différent de la décomposition de v'.

Le comportement asymptotique de la solution dans le cas des inclusions P-élastiques,
p > 0 est semblable a celui dans le cas des cavités (voir Chapitre 4).

Cependant on notera que, dans le cas des inclusions e’-élastiques, p > 0, les champs
intérieurs sont définis a 'intérieur de ’inclusion I, et peuvent donc étre calculés. La
présence de champs locaux dans [’inclusion rend ce modele asymptotique différent
de celui des cavités.
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Chapitre 4
Cavités

Ce chapitre est consacré a I’étude du cas ou les hétérogénéités sont des cavités. Comme
cela a été€ indiqué au Chapitre 2, la présence des cavités dans la structure se traduit par des
conditions aux limites de type Neumann homogene sur le bord £01. La prise en compte
de ces conditions dans I’analyse asymptotique, aboutit, aux deux premiers ordres du
développement extérieur, au méme résultat que dans le cas des inclusions molles. Plus
précisément, I’influence des cavités n’apparait pas au premier ordre du développement
asymptotique extérieur. C’est le probleme extérieur d’ordre i = 1 qui permet de prendre en
compte I’influence des cavités a travers des conditions de transmission qui ont la méme
expression dans le cas des inclusions molles. Les coefficients qui interviennent dans ces
conditions ont la méme valeur car ils s’obtiennent a travers la solution de mémes problemes
¢lémentaires. Toutefois la présence des inclusions élastiques molles rend ces deux modeles
asymptotiques différents.

Cette étude est présentée en reproduisant le texte intégral d’un article publié dans la
revue Journal for Multiscale Computational Engineering. Certaines parties ont déja été
présentées précédemment mais nous avons choisi de les garder afin de faciliter la lecture
de I’article.
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In the framework of matched asymptotic expansions we introduce a new efficient and robust method to approximate the
behavior of a structure containing a thin layer with periodically distributed micro-holes. A surface (in three dimensions)
or a line (in two dimensions), on which particular jumping conditions are defined, substitutes for the initial problem.

KEY WORDS: multi-materials, multi-scaling, asymptotic analysis, elasticity

1. MOTIVATION

Structures with a layer containing many very small heterogeneities with highly contrasted materials are widely used in
real-life problems. It is expensive to solve such a multi-scale and multi-material problem by a standard finite-element
method. Indeed, when the number of heterogeneities is large the number of degrees of freedom (d.o.f.) necessary
to properly describe the geometry increases (see Fig. 1) and it is rather difficult to obtain a reliable mesh, especially
in three-dimensional (3D) computations. In addition, the large differences in material characteristics do not allow
to neglecting these heterogeneities also when they are concentrated only in a thin layer as they induce important
discontinuities in the stresses.
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FIG. 1: Mesh of a 2D structure with micro-holes localized on a line
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The objective here is to design, analyze, and implement an efficient and robust method well suited for this class
of problems for various heterogeneities (holes, stiff materials, etc.). Following the methodology of Nguetseng and
Sanchez-Palencia (1986) and Marigo and Pideri (2011) we use matched asymptotic expansions in order to replace
the initial problem by a new one where the layer of heterogeneities is replaced by a surface (in three dimensions)
or a line (in two dimensions) on which particular jumping conditions are defined. Let us stress that in this paper the
heterogeneities are in some sense orthogonal to the layer; the case when the heterogeneities are fibers along the surface
is completely different and is analyzed from an abstract point of view by Bellieud et al. (in preparation).

The convention of sum over repeated indexes will be employed. Furthermore, Latin indexes rgh@e3h and
Greek indexes range if2, 3}. Boldface letters are used for vectors and tensors.

2. INTRODUCTION

Let Ot andQ~ be two disjoint open domains &3 with smooth boundarie8Q*+ and9Q~. Let w be the interior
of the common part of the boundaries, which is assumed to be a non-empty donffrhaving a positive two-
dimensional measure. Lét< ¢ < 1 be a dimensionasmallreal parameter. Let us considBf :=| — £, S[xw
andS®¢ := {+£} x w. Letx® = (z§, &) denote the generic point in the S8t with & = (z2,z3). We denote by
Q¢ (respectivelyQ) <) the translation of2™ (respectively2~) in the directiore; (respectivelye;) of 5 and we set
Qf = QtuS—euUBeUSTEUNT . Let us stress that the physical domain of the assembly is obtained by inserting in
the directiore; the layer within the two bodies (see Fig. 2). The structure is clamped on thd‘@“afrts e\ STE,
respl’,*© C 9Q¢\S~¢, whose union is denoted iy and has> 0 surface area. The external boundary of the layer
] = 5, 5[x0w is traction-free and the complementary pit of the boundary*® is submitted to applied surface
forcesF'. Obviously, one can consider other types of boundary conditions (e.g., a combination of some components of
the stress vector and of the displacement). For simplicity, we assume that the structure is free of applied body forces.
We also suppose that the material of the structure is hyperelastic and characterized by hyperelastic fourth-order tensor
A satisfying the usual symmetry and positivity assumptions (we also assume for simplici thas not depend
onx).

LetbeY =] — 1, 1[x] — 1, 1[x] — 1 L[and letH be a closed subset strictly containedrirwhose diamete
satisfiesD < 1. We assume that the lay@" is contained in the union of/(¢e) = %) cubeseY and that it is

FIG. 2: Physical domain
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weakened by the micro-holes of diameter= ¢ . We denote bydH the boundary of i/ and with?{¢, respectively,
OH*, the union of all the holesY’, resp. all their boundarie) H. We suppose that# ¢ is free.
The displacement field® and the stress field*® satisfy the classical elastostatic problem:

divo® =0 equilibrium inQ*\#H*
of = Ay(uf) constitutive relation if2*\H®
Ptlotn=0 boundary conditions o84 * Q)
oc‘n=F onTl'y
u® =0 onT§

wherey(u®) denotes the linearized deformation tensor field (symmetrized gradiesit) of

When the parameter— 0 the width of the layeiB* tends ta) and the numbel/(¢) of the holes increases to.
Therefore, it is natural to look for approximate displacement and stress4i¢jas’ defined inQ° := Q- Uw U T,
A simple rescaling argument gives:

Ay(u®) i y(u®)dr = N(E)/N Ay(u®) : y(u®)dr =~ N(e)e®* ~ ¢ — 0 when e — 0
B¢ eY\eH

and, hencey ando® will satisfy:

dive® — 0 equilibrium inQ*
o® = Ay(u) constitutive relation i2*
P°{ [0%;] =0=[u’] transmission conditions an )
c'n=F on TY%
u’ = on T

where
(W] := w (0+, 29, 23) — W (0—, 2o, 23) With w&(0+, 29, 23) := l}iir(}w(:lzh, T, T3)

and with obvious notationd;%. andI') are obtained formally taking = 0 in the previous definitions. Hence, the
zeroth-order approximation® and o gives no information on the behavior of the real fields and ¢ near in-

terfacew. In order to get a better approximation near the interfaceve suitably adapt the inner—outer matched
asymptotic expansion method introduced by Nguetseng and Sanchez-Palencia (1986) and further deeply developed
by Abdelmoula and Marigo (2000) and Marigo and Pideri (2011). In order to assess the obtained asymptotic models
we also study the robustness of our forms with respect to the parameters introduced.

3. THE INNER-OUTER MATCHED ASYMPTOTIC EXPANSION METHOD

In order to capture the behavior of the real fieledlsando® in the structure and especially near interfaceve look
for two different asymptotic expansions:

(1) Outer expansion; i.e., far frorw. We assume thai® ando® have the asymptotic expansion:
oo
ute(r £+ 5, T2,23) = Z s”u”’i(xl,xg,xg)
= 3)

0 () & § w9, m5) = Y €'0"F (21, 72, 73)
=0

wherew®*¢ (respectivelyw®*) denotes the restriction ab® (respectivelyw?) to Q*-¢ (respectively, ta2).
Let us remark that the translation §fin the directionte; appears explicitly in the argumentsef© ando*¢.
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(2) Inner expansion; i.e., neap. Near the layer it is essential to take into account the presence of the microstructure
with the holes and, hence, to distinguish the behavior of the out-of-plane vasiabdnere we perform a
standard dilatation, from the behavior of the in-plane variables (x-, x3) where we follow the now classical
asymptotic homogenization method (see, e.g., Sanchez-Palencia (1980), Bensoussan et al. (1987)). Therefore,
we assume thai® ando® have the asymptotic expansion

(IE],I’27I3)—ZE (I: yla

(4)
0¢ (1,72, 73) Ze’c(w Y1, 9
wherey; = z;/¢, § = (y2,y3) and the fielda* andt® are 1-periodic with respect {@-, y3):
v (2,51, 9 + pez + qes) = v (&, y1,9) Vp.q € Z? )

(&, 91,9 + pez + qes) = T (&,y1,9) Vp.q € Z?

Let us point out that fields® andt? are defined fot € w and forg in one representative period. In order to

fix the notations we assume thai, §) € Y\H whereY := R x Y andY =] — 1, 1[x] - 1 1],

(3) Matching conditions. Following Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia (1989, chap VI), these conditions
come from the assumption: inner limit of the outer limit = outer limit of the inner limit. In our case we assume:

’LJ az ]u

Jim | [ 0@ a)d - Z( " 0+,2) | =0

(6)

@ i=J 5i—j
. i A - L Y oo . B
Jim /YT (#,91,9)e1d] Jgo = (0+,&)e; | =0

where as usuald’w)/(0z9) = w. Since the fielde! andt’ are 1-periodic with respect ty,, y3) these
matching conditions have to be realized for evérg w and forg only in one representative period,; i.e., for
(y1,9) € Y\H.

In order to insert the previous expansions into Eq. (1) we remark that in the outer expansion appears only as a
translation whose action does not affect the operators divergdivgeafd symmetric gradienty).
In the inner expansion, the dilatation assumptions imply:

- S P Lo s
divo®(x) = ; € [dwmr (@,y) + Edwyﬂr (&, y)]
5 ) (@)
Y (@) = 3¢ 1)@ + vy (0)(2.9)
=0
with
div,t = ij e;, dwy'r = Tij e;
. ()], = 1 (9, n ov; [ (v)] 811] n ov;
e 2\ Oy Oz ) Yy Oy,  Oy;

Identifying the terms with the same powersecofie obtain, therefore, the family of equations shown in Tables 1-4.
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TABLE 1: Equilibrium equations
Order | Outer: Q\w Inner: w x (Y\H)
-1 div, ™ =0
i>0 | div,o®=0 | div,©T" + div,T' =0

TABLE 2: Constitutive equations
Order | Outer: Q\w Inner: w x (Y\H)
1 Ay, (v") =0
i20 | Ay,(u) =0’ | Ay,(v'") + Ay, (v)) =7

TABLE 3: Boundary conditions

Order Outer Inner
i=0 | o'n=Fonly | ™n=00nw x 0H
u® =0o0nT
i>0 | o'n=00nTp | ™n=00nw x 0H
ul =0onT

TABLE 4: Periodicity conditions omo x R x 9y’

120 v’ <:&:y1:27y3> = (5272/17 3y3>
v & 1 =vi (2 -1
7y17y272 - ?—,/171127 2
i [ 1 i [
T way17§7y3 € =T wvyla :yS

s 1 .
T <may1ay27 2> €3 = T <$ Y1, Y2, 2 > €3

To these equations and boundary conditions we have to add the matching conditions [Eq. (6)]. In this paper we
will use only the zeroth- and first-order matching conditions:

i ([ 0@ )i - w0£.8)) =0 ©)
y1—Foo v
lim /vl(i‘ 345 — ul (04, %) — 51 2% (04, %) ) = 0 (10)
y1—>j:oo Y 7y17y y ’ yl (91:1 b -
lim (/ (&, y1, §)erdd — GO(O:t,:i:)e1> ~0 (11)
y1—Foo v

(i) 0
lim </ ' (&,y1,9)erdy — o' (0%, &)e; —y1 —— e
v

y1—+oo

(0, m)el> =0 (12)

These conditions not only realize the matching between inner and outer expansion but, as we shall see, are essential
also for the well-posedness of the inner boundary values problem.
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4. ZEROTH-ORDER OUTER APPROXIMATION

First we prove that the first term of the outer asymptotic expansion of soluficsatisfies problem (2) previously

obtained by heuristic reasoning.

Proposition 1. Under the classical previous assumptionsArand on the loadsy® and ¢ are the unique solution

of the elastic problem (2).

Proof. From the inner constitutive equation of ordet we getyy(v ) = 0 and from the periodicity conditions it

follows thatv" does not depend og. The matching conditions [Eq. (9)] imply that®] = 0 acrossw. In order to

prove that als@®e; is continuous acros® we integrate the inner equilibrium equation of orderr over Y\ H and

then the result is obtained by using the Green formula, periodicity conditions, and matching condition [Eq. (11)].
In order to find the first-order outer approximation it is useful to notethdte, y) = v° () = u° (0, #).

5. FIRST-ORDER OUTER APPROXIMATION

Since at the zeroth-order approximation the influence of the layer with its microstructure does not appear we look for
the first-order approximation. At this order the outer expansion impliesithando! are the solution of the boundary
value problem:

div ol =0 equilibrium inQ*
. | ot = Ay(u!) constitutive relation if2*
P L o (13)
on=0 on I'n
u! =0 on I}

In this form problem (13) cannot be well posed since there are no conditions @he missing conditions will be
obtained from the inner expansion and the matching conditions and will prove that these conditions are transmission
conditions onfu!] and[c'e].

In order to simplify the application of matching conditions (10) it is usually assumed (see, e.g., Marigo and Pideri,
2011) that:

14 ou’ N B a
v (xvy) =Y 9 (va) +v ($,y) (14)
£

However, also if matching conditions (10) have only an asymptotic character far fromizhdézomposition (14) is
postulated everywhere and, hence, in particular near Hole order to bypass this assumption we use the following
decomposition, which can be used for any kind of heterogeneities:

1/ 4 ou’ ~ %/ A
o' (@,y) = fnia.b) 5 —(0.8) + v* (&) (15)
T
wheref(y1;a, b) is an odd function of clasg?(R) such that
0 if 0<l|y1] <a
;a,b) = _ 16
fy1;a,0) {y1 if fys| > 0 (16)

whereD < 2a < 2b. In the sequel, except when we wish to stress the dependencé,ame will simply write f(y1).
The inner constitutive equation of ordes 0 implies the decomposition:

°(2,y) = G [y;;u’(0,2)] + T (2,y) (17)
where S
G [niw?0.8)] = 4 {va [10.8)] + v, [ 160 52 0.8)] | = avniu) 18)
and W0 0 S
Y(y1;u’) = f/ (yl) (0 ) ®s el + a—z(O , &) g ea + 8—(0 Z) ®s e3 (19)
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As usuala ® ¢ b denotes the symmetrized tensor product of the veetpbsi.e. (a ®s b);; = 1/2(a;b; + a;b;). For

further use let us also note that:
8u?

- 8$j

Y (13 UO) (0, j’)?ij (y1) (20)

where

{?il(yl) = f'(y)e: @s e 21)

Yio((11) = e; ®g ez, Vi3 =6, Vs e3

Proposition 2. Under the previous assumptions @ for everyz € w, the solutionv* of the following boundary
value problem is unique up to a translatief(z).

, ou’
div, ™ = —f "(y1)A (83:1(0’33) s €1> el inw x Y\H
™ = Ay, (v*) inw x Y\H )
P* < v* andt*n periodic onw xR x Y (22)

ou® Iu®
(2,y)n=-A <8(0’£)®582+&(0’£)®563>n onw x O0H A
i * (5 sz v for(@,g)waY
limy, 400 T(2,y1,9)e1 =0

Moreover the following asymptotic behavior holds:

I (&, y1,9)d = v (& 23
yl—l)niloo Yv (maylay) Yy v ((IZ) ( )
Proof. The formulation of the first four equations of problgm is a straightforward consequence of the equilibrium
equation of ordei = —1, of the constitutive equation, of the periodicity conditions, of the boundary conditions of
orderi = 0 for the inner expansion, the definitions@f(yl; uo) andf(y1), and the remark that

divG—a—Ge +8—Ge +8—Ge
Y 751911 8y22 8y33

The last one is a consequence of matching conditions (11). In order to prove the asymptotic behavior we remark that
* (25 -~ ~ 8 * [ ~ ~
@y dedd =AY |5 | oM (&.9)dd| @5 erer
Y 1 Jy
Due to the symmetry and positivity assumptions4mve have
li 9 / v*(Z y)dg =0
1m Z, s =
ystoo Dy Jy Y1,Yy)ay

and then Eq. (23) follows.
Remark 1: It is worth noticing thatv** (&) — v*~ (&) is uniquely determined also #* is only defined up to a
translation. The uniquenessof can be recovered if one adds the following condition:

v (&) +v T (8)=0 (24)

The linearity of the problem implies immediately the following decomposition.
Proposition 3. For every € w, the solutionv* of P* can be decomposed as follows:
_Ou

5o 0.2V () £ /(@) (25)

'U*(:B,y) =

whereV'#¥ are the (unique) solutions of the nine elementary problems:
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(a) for (1k) =(2,2) ; (3,3); (1,2) ; (1,3); (2,3) ; (3,2) :

div, T'* = 0 inY\H
Tk = Ay, (VK inY\H
y A
P L VIk andT"n periodic onR x 9Y (26)
(T”"n)i = Ai]-”cnj onoH

limy, 400 T*(y1,9)e1 =0 forg eV
() for (LK) = (1,1); (2,1) : 3,1) :

(div,T™*) = f"(y1) Asik in Y\H

Tk = Ay, (VK inY\H
y A
P L VIF andT"n periodic onR x 9Y (27)
T*n =0 ondH

limy, 400 T*(y1,9)e1 =0 forgey

The solutions must also satisfy the following condition:

Vit L viT =0 (28)
where
Vit .= lim / VU (y1,9)dg (29)
y1—too Jyr

Proof. The only fact to prove is the uniqueness of the solutions: this follows from Eq. (28).

Remark 2: The elementary problemB* can be solved independently of the data of the original boundary value
problem P¢. They will give the influence of the microstructure on the first-order outer approximation. In general
Vi £ Vit however, it appears immediately tHge? = V32,

5.1 Determination of [u!] and [ole]

We can now obtain the missing conditions@rfor boundary value problem (13). The first missing condition follows
from matching condition (10) and decompositions (15) and (25). Indeed, the asymptotic behavior [Eq.{23hdf
Eqg. (29) of Vi imply:

(@) = f)i(o #)[VY] (30)

where[V¥] := V'¥+ — Vi~ |n order to obtain the missing condition fm'e;] we remark that matching condition
(12) can be written as

0

0
o0t d)er = Tm | [+ @ deds -G 0.8)e

v

and so we can write

0
[0e1] = lim / (<" (&, L, 9)er — T (&, —L,§)e1] df — QLZL(O,@)Q (31)
Z1

L—oo | .
Y
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LetY, =] - L, L[xff for fixed L > b. From the inner equilibrium equation of ordes 0 one has
| F@Lge @ -Lield= [ dodeny=-[ dolendy @)
Y YL\H YL\H

Thanks to Egs. (16)—(18) we get:
. 0 -~ . 3u 8
div, G [y1;u’(0,2)] dy = div, { 2Lc°(0, &) — |H|A —(O ) ®g es + —(0 ) ®g e3
Yi\H

doY doY

where |H| denotes the volume of hol#. Sincediv,c®(0,2) = a—(O,a‘:)eg + 8—(0,92)«33 from the outer
T T3

equilibrium equation of order= 0 and Eqg. (25) we get

/ [t'(&,L,9)es — ' (&, —L,§)e] dj — QLgi(O,:E:)el
T

'Y
Ou® ) oud i
= |H|div, A (0 ) Qs e+ — (O ) Qg es | + div, (0,2) TY (y)dy
Finally, taking the lim we obtain

L—oo

ou® ou® ou? g
1 — . - 7 = L3
[ole] = |H|div, A (01-2 (0,2) ®s e + — oz 0,2) ®s 63> + div, <8xj (0, %) /Y\HT (y)dy) (33)

The first-order outer approximation [Eq. (13)] can, hence, be completed with transmission conditions (30) and (33)
on w. With these conditions the boundary value problBfhas a unique solution.

5.2 The Influence of the Symmetries

The problemsPi/ and, in particular, conditions (28) are easier to solve in the presence of symmetrigg/oand

of A (and, hence, also of the loads). Thus, the general equations [Egs. (30) and (33)] can be simplified. Let us note
at first thatY” is invariant for the finite groufi> of rotations generated by reflectioas — —e;, i = 1,2, 3, and the

rotation ofrt/2 around(O e1). All the elements of this group are rotations of the fof#iZ)O where(Z);; = 8,
respectively(—7);; = —b;;, andO € O whereQ is the group of the rotational symmetries of the octahedron (or

of the cube) (see Golubltsky et al., 1988). Hence, the simplest geometric situation is obtaineff igheach that

Y\ H has the same invariance; this happens for instance ithena spherical cavity centered in the origin. Since

A is a fourth order tensor it is enough to ask that it is invariant with respe@t 0, i.e. thatO AOT = A for all

O € 0. This kind of invariance has been characterized in by Forte and Vianello (1996) (for some comments on the
classification and the applications to the identification strategy, also see Francois et al., 1998). It corresponds to the
cubic elasticity.

To explore the influence of these assumptionsyléy) be a displacement field defined¥i\ / and lety’ := Oy
andw'(y') := Ow(y). Thenw'(y") is also defined in"\ H and, with obvious notations, one haé(w') =
Oy(w)OT and, henceTt = OTOT thanks to the invariance cA. To simplify Egs. (30) and (33) we apply these
considerations to every ™ and for allO € G.

To illustrate the method, in the sequel we consider only the simplest situation corresponding to the isotropic 3D

case:
Ev

A, — By _B
T 1) (1 - 2v) 2(1+v)
In the example wherg0);; = —1, (0)22 = (0)33 = 1 and(0);; = 0 elsewhere one has

5i.7‘5hk + (5ih6jk + 52']@5]'}1) (34)

V1 (—yy,ya,y3) = —ij(y)el + VQij(y)eZ + V:sij(y)eiﬁ
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To (=y1.y2.05) = =Ty (w) for (k) = (1,2): (1,3)
T (—y1,y2,y3) = T} (y) in the other cases

The invariance ot"\ H and the uniqueness of the solution of the problethimply

V,j* = V,f =0 fork =2,3if VIii(y,§)=Vi(y,g)
Vlzj—‘r _ Vlzj— =0if VT ij(yh?)) — —Vij(yl,y)

Applying these remarks to Egs. (26) and (27) it can be deduced that

‘/211:t _ ‘/311:t =0 , ‘/121j: — ‘/131j: =0 ; V112ﬁ: — V113:t =0

. . o 2 (35)
‘/223i —_ ‘/323i =0 , ‘/222:E —_ ‘/322:t =0 ; ‘/233i — ‘/333i =0
Furthermore, the invariance &\ H for the other rotation® € G implies:
V22 — V33; V22 — V33 : V22 — _V33
1 1 2 3 3 2 (36)

21 31. 21 31 . 21 31
Vl _‘/17 ‘/2 _‘/3 ) Vv?) __VYZ

A huge simplification ofu'] follows from this kind of results. In the same spirit one can also look for the possible
simplifications of(ce,]. For instance, iff}; is odd with respect to one of the variablgshen [, ,; 7;; (y)dy = 0.
In particular, it is possible to prove:

Sou T8 =y u T8 = [\ g T35 =0 for k=12 or k=3
fy\H T;lylz; =0 if (p7 Q) 7& (lvk)
for (I,k) = (1,2);(2,3); (1,3); (2, 1);(3,2); (3, 1)

6. COMMENTS ON THE NUMERICAL IMPLEMENTATION

The general Egs. (30) and (33) depend on the functign; a, b)) and on the solution of the probleni¥’ posed on
the unbounded domairi\ H. For this reason we study how the coefficie[its’] are robust with respect to:

(1) The substitution of a bounded domaip\ H with a L > 0 big enough to the unbounded doma&ii\ H for the
computation of thd/* with a finite-element method.

(2) The choice of parameteusb in the definition off (y;; a, b).

We will consider a simple but still significant situation: the plane stress approximation in the isotropic case with
H being a circle of diameteb. The elastic coefficients are easily deduced from Eq. (34); moreover, there are only
four problemsP?% corresponding ta,j = 1,2. The loads corresponding to Eq. (26) are presented in Figs. 3 and
4. The loads corresponding to Eq. (27) depend on the choice of funttiana, b). Figures 5-8 present the loads
corresponding to the choices of the parameters given in Section 6.2.

6.1 Dependence on L

In order to study the influence df and of the mesh size div'*/] we consider a first mesh and then two other finer
meshes with a larger number of d.o.f. From Eq. (35) it follows that the coeffidigjits# 0 are: [V;''], [V??], [V3*],
and[V4'2]. In Tables 5-7 we give the computed valuesigt], [V;22], [VZ!] and[V42] corresponding to the different
lengths and different meshes whBn= 0.5, a = 0.5, b = 2a, E = 1, andv = 0.25.

Journal for Multiscale Computational Engineering

59



Matched Asymptotic Expansion for Computation of Behavior 539

N/

S

ZAN

FIG. 3: P'?

1[\ — | JA p
EEIENEEE o
s Y =H

—b \ta a b

FIG. 5: P! first choice:b = 2a

Af”
\

i

: | \ H ﬁ > )1
m\%/ L mw

FIG. 6: P?! first choice:b = 2a

Volume 9, Number 5, 2011

60



540 Geymonat et al.

f//

A
I IR
i NOF
I M it
i Ml
-b -a a b

FIG. 8: P2! second choiceb = 4a

TABLE 5: Meshl,a =0.5,b=2a
L [dof | A | %3 | v | v

3.00 | 12608 | 0.68203| 0.98547| 1.00851| 0.16410
4.00 | 15640 | 0.74448| 0.98559| 1.07873| 0.16410
5.00 | 17552 | 0.68278| 0.98556| 1.01113| 0.16409
6.00 | 18712 | 0.68558| 0.98562| 1.01548| 0.16409
7.00 | 20192 | 0.63759| 0.98575| 0.96099| 0.16409
8.00 | 21464 | 0.66860| 0.98561| 0.99619| 0.16409
9.00 | 22096 | 0.67762| 0.98576| 1.00553| 0.16410
10.00 | 22920| 0.66177| 0.98567| 0.98523| 0.16409
15.00 | 25576| 0.68475| 0.98556| 1.01351| 0.16409
20.00 | 27808 | 0.65507| 0.98571| 0.98063| 0.16410

6.2 Dependence on f(y1,a,b)

The simplest way to define a functigity:, a, b) satisfying Eq. (16) is to choose far< |y;| < b a polynomial such

that:
/ _ 0 if |y1| =a

and
[ ") =0 if |yi|=a or |yp|=0>
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TABLE 6: Mesh2,a =0.5,b = 2a
L [ dof | (v | 7 | v | v
3.00 | 49440 | 0.65816| 0.98614| 0.98353| 0.16407
4.00 | 61392 | 0.65923| 0.98615| 0.98520| 0.16407
5.00 | 68864 | 0.66565| 0.98614| 0.99185| 0.16407
6.00 | 73360 | 0.65581| 0.98615| 0.98011| 0.16407
7.00 | 79136 | 0.66035| 0.98616| 0.98547| 0.16407
8.00 | 84112 | 0.66239| 0.98615| 0.98760| 0.16407
9.00 | 86528 | 0.65639| 0.98616| 0.98154| 0.16407
10.00 | 89712 | 0.66119| 0.98615| 0.98741| 0.16407
15.00| 99888 | 0.68746| 0.98614| 1.01614| 0.16407
20.00 | 108448| 0.66097| 0.98616| 0.98612| 0.16407

TABLE 7: Mesh3,a =0.5,b = 2a
L [ dof | i | 53 | v | v
3.00 | 110496| 0.65462| 0.98618| 0.97984| 0.16407
4,00 | 137256 0.66467| 0.98618| 0.99114| 0.16407
5.00 | 153936| 0.66248| 0.98618| 0.98875| 0.16407
6.00 | 163944 | 0.66178| 0.98618| 0.98795| 0.16407
7.00 | 176832| 0.66340| 0.98618| 0.98974| 0.16407
8.00 | 187944 | 0.66046| 0.98618| 0.98644| 0.16407
9.00 | 193296| 0.66205| 0.98618| 0.98823| 0.16407
10.00 | 200376 | 0.66232| 0.98618| 0.98851| 0.16407
15.00 | 222936 | 0.66270| 0.98618| 0.98902| 0.16407
20.00 | 241920| 0.66078| 0.98618| 0.98687| 0.16407

TABLE 8: Meshl,a =0.5,b = 4a
L [dot | W | 58 | 2 | v
3.00 | 12608 | 0.66376| 0.98547| 0.98930| 0.16410
4.00 | 15640 | 0.66118| 0.98559| 0.98661| 0.16410
5.00 | 17552 | 0.65701| 0.98556| 0.98223| 0.16409
6.00 | 18712 | 0.66258| 0.98562| 0.98837| 0.16409
7.00 | 20192 | 0.66009| 0.98575| 0.98572| 0.16409
8.00 | 21464 | 0.65979| 0.98561| 0.98534| 0.16409
9.00 | 22096 | 0.66047| 0.98576| 0.98610| 0.16410
10.00 | 22920 | 0.65919| 0.98567| 0.98443| 0.16409
15.00 | 25576 | 0.66216| 0.98556| 0.98776| 0.16409
20.00 | 27808 | 0.66040| 0.98571| 0.98603| 0.16410

In order to study the dependence @b we have considered a second choice of 0.5, b = 4a whose results are
given in Table 8 and must be compared with results of Table 5 wheré).5, b = 2a.
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7. CONCLUSION

The solutionu® of the original problemP¢ can be approximated by? + eu' whereu® andw! are solutions of
transmission problems posed in the dom@th:= O~ U w U Q1 where the layer of heterogeneities has disappeared.

In our approach in order to determin€ we introduce the functiorf(y;; a, b) that takes into account the matching
conditions only quite far from the heterogeneity. In this paper we have proved that such a function allows us to treat in

a very satisfactory way the case of holes, and that the results are robust with respect of the choice of pardmeters
Moreover, we have also seen that the unbounded domain can be approximated in a satisfactory way by a finite one and
that the results are stable when the mesh becomes finer and finer. In a forthcoming paper we will use this approach
when the heterogeneities are rigid. Let us also stress that when the heterogeneities are fibers along a two-dimensional
plane the results are completely different (Bellieud et al., in preparation).
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Chapitre 5

Inclusions de grande rigidité dans le cas
scalaire

L’ étude des inclusions élastiques de grande rigidité a présenté des difficultés qui n’ont
pas permis d’aboutir au modele asymptotique correspondant. Nous étudions ici la situation
plus simple de la conduction de la chaleur dans le cas stationnaire. On reprend les mémes
notations que précédemment avec quelques modifications :

e les vecteurs u' et v’ deviennent les scalaires u' et v' (température),

e les tenseurs de déformation y, et y, sont remplacés par V, et V,,

o les tenseurs de rigidité A et A®’ sont remplacés par les tenseurs de conductivité K et
K%' ou K%' = e’K" avec K' ~ K,

e les tenseurs o et 7' sont remplacés par les vecteurs s’ et ¢' (vecteur flux de chaleur),

e les opérateurs vectoriels div, et div, sont remplacés par les opérateurs scalaires div,
et divy,

e la loi de comportement de I’élasticité linéaire o = Ay(u) devient s = —KV(u).

5.1 Approximations intérieure et extérieure d’ordre 0 et 1
dans le cas p = —1

5.1.1 Approximation extérieure d’ordre 0

L’ approximation d’ordre O est présentée ici de facon plus condensée que dans le cas
gP-€lastique, p > 0 : 1’étude du comportement des champs intérieurs ° et ¢° lorsque
y1 — oo est incorporée dans la démonstration du probleme extérieur d’ordre 0.

. . ) Ny
Afin de simplifier les notations, on pose V; = (%, %), it = (ny,n3) et K = (K.p).

Proposition 6. L’approximation extérieure d’ordre 0 (u°, s°) est la solution du probléme

suivant :
divs’ = 0 dans Q.
"= -KV.(u") dans Q 5.1)
sSn=F sur '
=0 sur Ty
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Démonstration.

e Les équations du probleme (5.1) sont respectivement I’équation d’équilibre, la loi de
comportement et les conditions aux limites d’ordre i = 0.

e Continuité de u® sur w :

i) En prenant en compte les changements précédents, dans / 1’équation d’équilibre
d’ordre -3 (div,q~* = 0), la loi de comportement d’ordre -2 (g7 = =K'V, (1°))
et la condition de transmission g_>n = 0 impliquent que :

g2 =0etV(%,y) = &%), dans I.

ii) Dans (Y\I) I’équation d’équilibre d’ordre -2 (div,q~" = 0), la loi de comporte-
ment d’ordre —1 (¢g7' = —K'V,?), 1a condition de transmission [*]5; = 0, les
conditions de périodicité, d’ordre —1 pour ¢ et d’ordre O pour V/, et la condition
de raccord (3.6) (y lim ¢~' = 0) impliquent que :

| —>+00

g ' =0 etV'(&,y) = (&), dans (Y\D).

On en déduit grice a la condition de raccord (3.7) ( lim 1°(%,y) = u°(0+, %))
que : e
] @®=0 (5.2)
etdanstout Y,ona :
V&, y) = &) = u’(0, %)

o Continuité de se; sur w :

1) Dans [, I’équation d’équilibre d’ordre —2 (a’iqu‘1 = () associée a la loi de
comportement a I'ordre —1 (¢7! = —K'(V,(0°) + V,(v"))) et la condition de
transmission [g~'n] = 0 associée au résultat précédemment obtenu (¢! = 0 dans
Y\I), impliquent que v'(%, y) doit satisfaire :

divyg™ =0 dans /
g ' =-K'(V,(0)°) + Vy(vl)) dans / (5.3)
qg-'n=0 sur 91

Pour que ce probleme admette une solution, il faut que la condition de compatibi-
lité ci-dessous, analogue a celle énoncée précédemment dans le cas élastique (voir
chapitre 1), soit vérifiée :

f K'V 1°(0, ®)nds = K'V,.u°(0, %) f nds =0 (5.4)
ol ol

Grace au théoreme classique de la divergence dans /, cette condition de compati-
bilité est vérifiée et par conséquent on adans I :

vi(®, ) = =Vul(0,R)§ + c'(®) (5.5)

avec c! (&) arbitraire et g~ = 0.
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ii) Dans (Y\I), I’équation d’équilibre d’ordre —1 (div.q " +diqu0 =0avecqg' = 0),
la loi de comportement d’ordre 0 (¢° = —K(V° + Vyvl)), la condition de trans-
mission [v!]y; = 0, les conditions de périodicité et la condition de raccord (3.8)
(y ILTOO ¢°(%,y) = s°(0+, %)), impliquent que v'(%, y) doit vérifier :

divyq® =0 dans (Y\])

¢’ = -K(V°+Vph dans (Y\I)
lim ¢°&,y1, $e; = s°(0+, R)e; sur ¥

y1—+00

V(& y) = =V;u%0, %) + (%) sur 01

i (5.6)
"R, y1,5.y3)e2 = ¢°(R,y1, 3. y3)e;  sur R x oY

qo(fayl’yZ? %)e3 = qo(ﬁ,)’la)’z, %I)e:; SurRxa?
Vi@, v, %93 = v (&1, F,y3) sur R x gY

VIR, vy D) = v (& Ly, F) sur R x 9Y

Ces équations ont une unique solution v!(%, y), ¢°(%, y).
11 est important de remarquer que ¢°(%, y) ne dépend pas du choix de c!(%).

iii) Dans I, I’équation d’équilibre d’ordre —1 (divx(q‘1)+divy(q0) = 0), laloi de com-
portement d’ordre 0 (¢° = —K'(V,(v') + V,(+*))) et la condition de transmission
[¢°n])s; = 0 impliquent que v* doit satisfaire :

divyq” =0 dans /
¢° = -K'(V,(»") + V,(0®)) dans (5.7)
q°n” = —qin* sur 01

Pour que ce probleme admette une solution, il faut que la condition de compatibi-
lité suivante sur v! et ¢Y soit satisfaite :

f ¢ ntds - f K'Vo'nds + f div,(K'V,vHdy = 0 (5.8)
ol al 1
ou n* (resp. n~) représente la normale a dI orientée de Y\I vers I (resp. orientée

de I vers Y\I).
On en déduit apres application du théoréme de la divergence dans [ :

f gintds =0 (5.9)
ol

En intégrant I’équation d’équilibre div,q° = 0 sur Y, \I avec L suffisamment grand,
et en considérant la formule de Green et les conditions de périodicité sur qo, ona :

f (¢°G. L 9l - 4. ~L.5)e:) d§ = - f gnds =0 (5.10)
Y ol

En rappelant que la condition de raccord (3.8) entraine :

w L—+c0

7[s%| = lim ( f (4%, L.$)es — ¢°(%. L, y)el)dy) (5.11)
Y
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on obtient alors a partir de (5.10) :

[soel]w =0 (5.12)

5.1.2 Approximation extérieure a I’ordre i = 1

L’équation d’équilibre, la loi de comportement et les conditions aux bords, d’ordre
i = 1, impliquent que u' et s' sont solutions du probléme suivant :

divs' =0 dans Q\w

si = -KV.(u') dans Q\w (5.13)
sn=0 sur 'z

u'=0 sur Iy

Comme dans le cas g”-élastique, p > 0, ces équations sont complétées par les conditions de
transmission sur w, obtenues grace aux conditions de raccord (3.9), (3.10). Plus précisément,
on obtient les expressions suivantes du saut de la température et du saut du flux de chaleur

Sur w .
[ul]w = u'(0+, ®) — u' (0—, &)

. A A o (5.14)
= lim ((v1<x,y1,y) — V(& =y1.9)) - 2170, x))
yi—o+oo 0x,
[slel]w = 5'(0+, ®)e; — s'(0—, ®)e;
. .. . . os° . (5.15)
= lim ((ql(x,)’hJ’)el - q'(%, —)’1,37)81) = 2y17—(0, x)el)
y1—+00 0x,

5.1.2.1 Comportement asymptotique de v! lorsque y; — +co

On pose dans Y\I :

1,2 auo A *
vi(X,y) = fOnia, b)a—xl(O,x) +Vi(X,y) (5.16)

ou, comme dans les chapitres précédents, f(y; a, b) est une fonction réguliere impaire (de
classe C*(R)) avec
0 si0O<|yl<a

fOia,b) = {yl iyl > b (5.17)

et d < 2a < 2b (rappelons que d est le diamétre d’une inclusion et d < diamY).

Proposition 7. Pour X fixé, le champ correcteur v* est ['unique solution du probléme
suivant dans Y\I :
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0 0

div,q* = f”(yl)Kn%(O, x) dans Y\I
1

q* =-KV,(v*) dans Y\I
q* (&, y1. %, y3)€2 = ¢* (R, y1, 2, y3)er  surRx oY
X, y1,y2, T)es = q (%, y1, 2, SH)es  sur R X 6{/ (5.18)
V&, Y1, 5,93 = VI(E YL 5 )3) sur R x 8Y
VIR, Y1, 2, 5) = VIE YL, T sur R x 9Y
ylliglw q (&, y1,9)e; =0 pour () € ¥
V¥ (&,9) = —Vu2(0, )5 + (&) sur 01

Démonstration.

e De I’équation d’équilibre d’ordre —1 dans Y\7 associée 2 ¢~' = 0 dans Y\/ (div,q° =
0), de la loi de comportement d’ordre 0 (¢° = —K(V,(°) + V,(v"))) et de la
décomposition (5.16) découlent les deux premieres équations.

e Le comportement a I’infini de g*e! découle du choix fait sur la fonction £(y;) et du
résultat [s%¢,] = 0.
e La condition sur v* au bord de I est une conséquence de [v'];; = 0 et du choix de

SO.

]
Le probleme défini par (5.18) admet existence et unicité de la solution.
De facon analogue a la remarque 3.2.4 on a :
Vo= yllir?w VIR, ¥, P) < o
Vo= llirflm V¥R, y1,¥) < o0 (5-19)

y

La linéarité du probleme (5.18) par rapport aux dérivées partielles g—ﬁ(O, X) entraine la
décomposition en 3 problemes élémentaires dans Y\/.

Proposition 8. Pour tout X € w, la solution v* du probleme (5.18) peut étre décomposée
comme Suit :

* /A 1,2 8”0 A k
Vi, y) = c (X) + —(0,5)V(y) (5.20)
axk

oit les champs V*(y) sont les uniques solutions des 3 problemes élémentaires suivants :
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ii) pourk =1,2

yp—+oo

VE= -y

y1—*00

Vi=0

div,T* = 0

T = —KV (V)

diVyTl = f"O0Ku
T'=-KV, (V")
T' (%, y1,%,y3)e2 = T' (%, y1, =2, y3)ea
T' &, y1.y2, 2es = T' (R, y1,y2, 2)es
V&, y1, . y3) = V&, y1, 3, 93)
V&, y1,2, %) = V&, yi, 32, F)
lim T'(y;,9)e; =0

T (%, y1,%,y3)ex = TR, y1, 2. y3)ex

T (&, y1,y2, D)es = TR, y1,y2, 2)es

VAR, y1, §.y3) = VAR, 31, . y3)

VAR, y1, 32, 9) = VAR Y102, 5
lim T*(y;,9)e; =0

dans Y\I

dans Y\I

sur R x 8Y
sur R x 8Y
sur R x oY
sur R x oY
poury e ¥

sur 0l

dans Y\I

dans Y\I

sur R x oY
sur R x aY
sur R x aY
sur R x 0¥
poury € ¥

sur 01

(5.21)

(5.22)

Remarque 5.1.1. Les limites de V* lorsque y; — +oo existent et sont deux constantes que
I’on notera V**.

5.1.3 Calcul de [¢'], et [s'e;],

On déduit directement de (5.14), (5.16), de la proposition 8 et de la remarque 5.1.1 la
condition de transmission suivante du champ de température u! sur w :

Proposition 9. Le terme d’ordre 1 du développement extérieur de u® admet une disconti-
nuité sur w donnée par :

ou’

], - 200 ]

oil [Vk]“’ S S Vo

(5.23)

Proposition 10. Le terme d’ordre 1 du développement extérieur de q° admet une disconti-
nuité sur w donnée par :

[s'ei].,

0

0x,

|

—(0,%
ax,-( X)

ou’ ) 1
|71

U,

1

, 0
T (y)dy + K. | —

(ATn")) a’y}
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ou A est 'opérateur qui, a une donnée réguliere g sur Ol vérifiant fal gds = 0, associe la
solution 7 de moyenne nulle du probléme suivant :

{divy(—KIVy(Z)) =0 dansl (5.25)

—KIVy(z)n‘ =g sur 0
Démonstration.

e En intégrant I’équation d’équilibre d’ordre zéro dans Y;\I (div,q' + div.q° = 0) on
obtient :

f (q'(%, L, e — ¢' (&, —L, §)e))dy + f g'ntds = - f div.qg’dy  (5.26)
)4 ol Y\

Afin de calculer le second membre de I’égalité (5.26), on explicite g°(%,y) :

0rn , o’ o’ A
q;(x,y) = —| fODKi7—(0,%) + Ki{, 7—(0,%) | + ¢; (X, y) (5.27)
0x, 0x,

Un simple calcul conduit a :

. . R d (ou’ ,
f divig’dy = div, f q (%, y)dy — Kgi— (—(O, x)) S ody
Yo\ xg \0x Y\

Y\ 0 B
0*u° .
— Kop——(0,%) dy
8)608)6,3 Y\
PR (5.28)
= lexf q*(ﬁ’y)dy - 2L|?|Kﬁl_ (_(Ov ﬁ))
Y\ axﬁ (9x,-
2.0
+ [ [|Kyy———(0, %
1] ﬁ@xaaxﬁ( x)
En intégrant sur ¥ les deux membres de (5.15), ona :
D1 | 1 : 1o o 1/a ~ ~ o Os° a
Y| [s el] = lim (q (X,L,y)e; —q (X, —L,y)el)dy —2L|Y|—(0, X)e;
w L—+00 v 6)(:1
(5.29)

On en déduit :

1 A 8 0140 N aSO
1 P — 1 — I * + — — T f— — T
[s el]w = |A| LhrP { j;N div.q™dy + 2L|Y|Kp » ( i(O, x)) 2L)Y| 1(O, x)el}

1| P’ 1 f 1
- —Kp———(0,%) — — n'ds
171" Oxe025 P Ja

(5.30)
On déduit de la loi de comportement dans le domaine extérieur d’ordre i = 0
(s° = =KV, (")) que :
9s? 2.0
—(0,%) = -K;———(0, % 5.31
7 (0-8) = ~Kij7 (0.9 (5.31)
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En remarquant que div,s° = 3—?, on déduit de (5.31) et de I’équation d’équilibre
extérieure d’ordre O (div,s® = 0) :

o (ou 0*u’
. - 2) = 32
ﬁl@xﬁ(a (Ox))+Klja o, 0,x)=0 (5.32)

et on obtient :

[s'e:] _ L dquy—uK ﬂ(():e)—ifq n'ds  (5.33)
o™i dne R A T ’

En exprimant ¢* sous la forme

* 8 auo a\i
g (x,y) = P 0,57 (y)
Xi

on écrit :
1 o f : 1] o*u°
1 i 1+
se| =—— X T (y)dy — —K, -— nds
el = ~Fian (6%( )) T TR AT P | P Jor T
(5.34)
Afin d’exprimer f(’)l g n, on utilise le probleme vérifié par v* dans 1. Celui-ci s’écrit :
~div,q"' = div.q° dans /
q' = -K'(V,(0») + V,(*)) dans] (5.35)
g'n=q'n=-q'n sur 01

n~ étant la normale extérieure a /.
Ce probleme vérifie une condition nécessaire d’existence qui s’écrit :

f div.q°dy — f gint =0 (5.36)
1 ol
D’ou :
10 (ou |1| Fu’ 1 .
sle)| = ——— ( Ox)f T! (y)dy K, Ox—dezvxod
[s'er], = =535 a0 | 0y~ 5K 0.8~ | divig’dy
(5.37)

Le champ de contraintes ¢° vérifie dans I le probléme défini par (5.7). La solution
de ce probleme peut encore s’écrire :

vi(x,y) = =V.(v' (&, ) + (&, y) (5.38)

oll 72 est solution du probléme suivant :

divy(-K'V (%)) = 0 dans /
W}I( A w(29) ‘ ans (5.39)
-K'V,(z°)n~ = —q'n* surdl
Avec I’opérateur A défini dans la proposition 10, ¢° s’écrit :
q"(%,y) = K'V,(Agin") (5.40)

71



e On adans Y\/, grace a la décomposition (5.27) :

¢’n* =q*n" - K, a—”‘onf (5.41)
+ lﬁaxﬁ 14 :
L’ opérateur A étant linéaire, on a :
ou® ou®
Agon*) = 50, AT 1) - K70, )AM}) (5.42)
6xk 8xk

etw' := A(n}) vérifie a i = 1,2 ou 3 fixé :

divyl(—K’yy(wi)) =0 dans/ (5.43)
-K'V,(w)n™ =n; sur 01
-1
On remarque que w' = H.y; ou H' = (KI) , et donc :
0_,+ auO N k .+ a
A(g.n") = —(0,X) AT " n") - KlﬁHl —(0,%)y; (5.44)
8xk ’(’)
On en déduit alors :
. ou’ 0 o’ .
(%) = —(0 R)KL;— (AT n")) - K, KpeH],—(0, %)
dy, ax;
8u 0 ou’ (545)
_ 1 k o
= S OB, 7 (AT n") - Kin ﬁ(o %)

Soit

a 6 0 62 0
div, fqody = a 0, % f &Z[(Tknk)dy |1|1<C,,3 “ (0 %) (5.46)
1 0xo \Ox;

On en déduit en sommant avec (5.37) le résultat annoncé.

5.2 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons étudié le cas des inclusions de grande rigidité dans le
cas scalaire. Plus précisément, le probleme asymptotique étudié est celui de 1’équilibre
thermique, dans le cas stationnaire, d’une structure tridimensionnelle contenant une fine
couche d’hétérogénéités. Ces hétérogénéités sont des inclusions caractérisées par un tenseur
de conductivité K’ tel que

K =g 'K" avec K' ~K
ou K est le tenseur de conductivité du milieux environnant.

L’ étude asymptotique montre que :
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e en premiere approximation, comme dans les cas des cavités et des inclusions &”-
élastiques, p > 0, la couche d’hétérogénéités est remplacée par une interface parfaite.
L’influence des inclusions n’apparait pas au premier ordre du développement asymp-
totique.

e en étudiant le second ordre des développements intérieur et extérieur, I’interface
n’est plus parfaite : le déplacement et le vecteur contrainte sont discontinus. Plus
précisément :

i) le saut du déplacement de u' est non nul : il dépend du gradient de u
I’interface w et des coefficients [V¥]>,

ii) le saut de ¢' est non nul : il dépend de la taille des inclusions, du gradient de u°
sur I’interface w, des coeflicients fY\ k T (y) dy et de larigidité K’ des inclusions.

O sur
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Deuxieme partie

Etude numérique
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L’ objectif de cette partie est double : il s’agit d’une part d’implémenter la méthode
asymptotique décrite en premicre partie et d’autre part d’évaluer les performances de cette
méthode afin de la valider. Cette validation numérique permet de justifier les hypotheses a
priori de la méthode des développements asymptotiques raccordés. En effet on rappelle
que I’analyse asymptotique repose d’une part sur I’ Ansatz des développements asympto-
tiques intérieur et extérieur de la solution u?®, et d’autre part sur I’hypothese de 1’existence
d’un domaine ou ces deux développements sont valides (domaine de raccord). A notre
connaissance, aucune justification mathématique rigoureuse ne permet de confirmer ces
hypotheses.

L’ évaluation de la performance repose sur la comparaison de solutions a une solution de
référence. Cette derniere est obtenue en résolvant le probleme de départ par un calcul
€léments finis standard, sur un maillage suffisamment fin.

Une breve analyse des résultats de 1’étude asymptotique permet de constater que cer-
tains termes des développements asymptotiques sont les solutions de problémes aux limites
classiques. C’est le cas, par exemple, du champ de déplacements extérieurs u°, dans le cas
des cavités et des inclusions €lastiques. Ces termes sont donc obtenus par un calcul élément
fini standard. Mais ce n’est pas le cas pour tous les termes. En effet certains termes, comme
le champ de déplacements extérieurs u', sont les solutions de problémes ol les conditions
de transmission sont non homogenes. Cette difficulté a été surmontée en concevant et en
implémentant un algorithme de type décomposition de domaines adéquat. On notera que
ce type d’approche qui consiste a développer une méthode de décomposition de domaines
pour prendre en compte des conditions de transmission non homogenes a déja été considéré
dans Geymonat et al. [21].

Mener a bien cette étude nécessite I’implémentation de modules complémentaires dans le
logiciel élément fini utilisé (Shelddon).

Dans la suite de cette partie, on introduit dans le chapitre 6 les principales notations

matricielles d’un calcul élément fini. Puis, dans le chapitre 7 on détaille les points clefs de
I’implémentation et les résultats concluants de la validation.
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Chapitre 6

Rappels et notations

L’ objectif est de mettre en évidence les opérateurs utilisés dans un programme in-
formatique pour la résolution d’un probleme d’élasticité. Les notations vectorielles et
matricielles introduites dans cette partie sont essentielles car elles permettent de détailler
I’implémentation des nouveaux modules. Il ne s’agit que de tres brefs rappels et présentation
des notations adoptées. Pour plus de détails et pour les aspects théoriques, voir par exemple
Bathe [5], Ciarlet [11] ou Ern et Guermond [17].

6.1 Approximation des solutions : méthode des éléments
finis

On considere une structure bi ou tridimensionnelle élastique qui occupe, dans sa
position de référence, un domaine Q borné de R? (ou de R?). On suppose que la structure
est fixée sur une partie Iy de sa frontiere et qu’elle est soumise, sur la partie complémentaire
I'r, a une densité de forces F. On suppose également qu’un chargement volumique f est
appliqué a toute la structure.

Le champ de déplacements u vérifie les équations suivantes :

—divo = f dans Q
o =Ay(u) dansQ

(6.1)
on=F sur I'p
u=90 sur Iy
ou y est le tenseur linéarisé des déformations :
1 ou,, OJu,
mn == + 6.2
V() = 5 (F2 + 22 (6.2)

et A est la matrice de rigidité.

Formulation variationnelle du probleme :
e Le probleme continu.
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Soit V I’ensemble des champs cinématiquement admissibles pour le probleme
considéré défini par

V ={v/v = (v, v2, v3); vk € H'(Q); v = 0 sur Ty} (6.3)

La formulation variationnelle en déplacements du probleme 6.1 s’écrit :

Trouver u tel que
ucV
{ a(u,v) = L(v),V¥Vv e V. 6.4)
avec

a(u,v) = f Aktmn Y@ Y (v) dx
Q

(6.5)
L(V):f Fv ds+ffkvk dx.
I'r Q

e Le probléme discret.

Soit X, € H'(Q) un espace de dimension finie, défini par :
X, = {v/ vly € Pr.VT € T,v € C°(Q) (6.6)

ou

— T, est une partition du domaine €2,

— P7 estun espace de polyndmes défini sur 7' € 77,

- Co(ﬁ) I’ensemble des fonctions continues sur Q = Urer, T
On définit alors V), C V par :

Vi={v/v e X}, vlr, =0} 6.7)

Le probleme approché s’écrit :

{ trouver u;, € V,, tel que (6.8)

a(uy,vy) = L(vy) , Yvp € V),

ou a(.,.) et L(.) sont définies dans (6.5).

6.2 Notations utilisées pour I’implémentation

Le but du paragraphe suivant est de définir les notations matricielles utilisées lors de
I’implémentation.

e le tenseur des déformations linéarisées y(v) s’écrit sous la forme vectorielle suivante

Y11
Y22
Y33
{yiv) = ) ) (6.9)

Y12
2y23

2y13
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ou encore
{y}(v) = [DI{Dv} (6.10)
avec
8\/1
axy
6\/1
0
8\/1
ax;
Hvz
ax1
; {Dv} = % (6.11)
6)62
(9\/2
ax;
6V3
ax,
0\/3

[D] =

SO = O OO
— o O O OO
SO = O OO0
SO = OO OO
— o O O OO
SO =, OO OO

cooco o —
cooco~oO
SO O~ 0O

0)62
8V3
axs

Ainsi le tenseur des déformations est exprimé en fonction du gradient du déplacement.
e la loi de comportement (Loi de Hooke) s’écrit sous la forme suivante :

011 [ ] Y11
02 Y22
(o) =17 ) = E; 75 Bl (6.12)
012 2y12
023 2723
013 | 11 2713

Dans le cas d’un matériau homogene isotrope on a :

(6.13)

coox Tt
P

SCox® oo o
oO®r coc oo
ToooOoO

ou A et u sont les coefficients de Lamé.
e pour chaque élément 7', on note :

vj|T (x)
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la jéme composante du champ v au point M € T de coordonnées x = (x, X2, X3).
Dans le cas d’une interpolation de Lagrange, on a :

), (6) = > pix) - (al), j=1,2,3 (6.14)
i=1
et
auh. T 6p T
- = - (a), j=1,2,3,k=1,2,3 6.15
7, ;2; o (@) s J (6.15)

ol p; et al sont respectivement la M fonction de base et le M€ sommet de
I’élément T, et ny est le nombre de noeuds de I’élément 7.
Sous forme matricielle, (6.14) s’écrit :

Mh,(a;)
(@)
iy 0 = [ @)oo py 1] L = () (6.16)

Up; (aZ;T)

En utilisant (6.15) puis (6.16) on a :

S i d 0 ]
I e I Y PR
X1
T
auh,- i (9 i uhj(az)
(Du )| ) = il 0= | g P g G ()
0 a 0
ouy,. - il
ax}: Ox 3p1(x) pZ(x) © ax3 pnT(x) I/th/.(aZ;T)
, |
=[11PT(x)]-{u@}
(6.17)
0-0 0-0]
DP'(x) 0-0 0-0
0-0 0-0
T
Duhl 0-0 0-0 uhl
(Duy)ly (x) = {Duy, || (@)=| 0-0 DPT(x) 0-0 |Jul t = [DP"(x)]-{u]]
Duh3 T 0-0 0-0 u/{}
0-0 0-0 ‘
0-0 0-0 DP'(x)
0-0 0-0

(6.18)

Ainsi, dans le cas d’une interpolation de Lagrange, le probleme approché (6.8)

fAkcmn?’kf(uh))’mn(Vh) dx :f Fr(vp)r ds + ffk(vh)k dx.
Q Tp Q
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s’écrit sous la forme matricielle suivante :

2 (b [ i) = 2 (pid ™)) e v (6.19)

TeT TeT

ou [KT] est la matrice de rigidité élémentaire définie par :

K| = f '[DP’ (x)] '[D] [E] [D] [DE (x)]dx (6.20)

T

et le second membre {bT} est le vecteur des efforts élémentaires défini par :

W)= [ i@ [ oEeniFeies 621)
T oTnl'r
Apres assemblage, la solution {u#} est obtenue en résolvant le systeme linéaire suivant :
[K®] {uf} = {b°) (6.22)
ou
k1= ), [8"][K"][5"]
TeT)
(6.23)
LEDWEIIY
TeTy,

et ol [BT] est la matrice booléenne qui permet le passage de la numérotation locale a la
numérotation globale, i.e. :

{ui} = | 87| {ui} (6.24)

Remarque 6.2.1. Une intégration numérique est souvent nécessaire pour le calcul de
[KT] etde {bT}. Pour chaque élément T € T, on considere la formule suivante :

NPI

f p(x)dx = ) wie(br) (6.25)
r =1

out NPI désigne le nombre de points d’intégration, wy les poids de la formule d’intégration
et by les coordonnées des points d’intégration.

Remarque 6.2.2. Passage a l’élément de référence :

Soit F la transformation géométrique qui, a tout point M de I’élément de référence T, de
coordonnées M = (5611‘;’ , 1
inversible qui vérifie :

fczA , 231, associe le point M de I’élément T. F est une application

Jf:F(Jl'E) pouri‘:ET (6.26)
Xx=F"'(x) pourxeT
Apres passage a l’élément de référence, on a :
(Dus )| () = DEG™I IDPE1) (627)
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avec

(0P1 . .x1v OD2 i1 OPny i ]
2’:‘1 x™) gil x7) .. [,@:1 x™)
[DPE"Y) = | 2oLty TB2(phry | ZPur ity (6.28)
P11, M1 P2 A1 Pnr , aM1
n® ) ) v e &)

et oil la matrice [DF (J'Z'M)]‘l est calculée en inversant la matrice [DF (J?:M)] définie par :

>(9FA'1 AM 8?2 AM aﬁg AM—
73] (x") TS x™) TS x™)
(DEE) = |26 & oF 22" oF 3 &M (6.29)
0% % 0%
OF, o O0F, o OFs o
ax; & 0)%32 (# 6)%33 ("

6.3 Meéthode de décomposition de domaines : formula-
tion discrete

Dans cette section, nous rappelons les points clés de I'implémentation de la méthode
de décomposition de domaines sans recouvrement.

Nous reprenons les hypotheses faites précédemment en divisant le domaine Q en deux
sous domaines qui ne se recouvrent pas, notés Q! et Q2. L’ objectif est de construire et de
résoudre le probleme d’interface entre ces deux sous domaines.

Pour éviter toute confusion, nous rappelons que, dans le cas présent, le probleme d’in-
terface doit assurer la continuité du déplacement et du vecteur contrainte (voir chapitre 1).

En reprenant la formulation discrete (6.22) du probleme, on divise, pour chaque sous
domaine Q' I’ensemble des degrés de liberté en :

e degrés de liberté internes, notés U j,

e degrés de liberté d’interface, notés U g
On obtient le systeéme linéaire suivant qui traduit 1’équilibre local des sous domaines :

) () @) ()
kv =[5 kb||ow] =[]
KS[ KSS US FS

On élimine les d.d.l. internes U'\” par :
U = K - KU
et on €crit les équations d’équilibre associées a I'interface :
KisUS + KK~ (F) = KUy = F)

A présent, on pose :
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o Ug = UiU_(gi) : I’ensemble totale des d.d.l. sur I’interface,
° Ug’) = R;Uy :larestriction de Ug au sous domaine €.
Le systeme d’interface s’écrit alors :

T/ 1-(0) (@) ¢ g (D\=1 ¢ (D) (@) — T (D)
D RIKGRUs + KK FY = KRUs)) = > RIFY

1

En introduisant le complément de Schur local défini par :

S: = K% — KOKD) 1K (630)
le probleme d’interface s’écrit :
SUs =b (6.31)
ou S et b sont définis par :
S = RTS,Rl
ZiR; (6.32)

b= LRI (R - K )
Remarque 6.3.1.

e Le complément de Shur S est ’opérateur de Steklov Poincaré apres discrétisation,
qui, on rappelle, est un opérateur symétrique défini positif. La définition de S, établie
dans (6.30) et (6.31), implique que cet opérateur est tres cher a construire. Par
contre le produit S A est, lui, facile a calculer, étant donné qu’il requiert la résolution
d’un probléeme par sous domaine. En effet, pour une valeur A donnée du déplacement
sur Uinterface, le calcul de S ;A est obtenu par :

i) le produit matrice-vecteur K}g/l qui donne un vecteur,

i) la résolution du systeme linéaire (K}'I)‘l(Kﬁg)/l) qui donne un second vecteur,
iii) le produit matrice-vecteur Kgli ((K;’,))‘lK;’S)/l) qui donne un troisieme vecteur,

iv) le calcul de Ké’g/l puis de la différence Ké’g/l - K;’;(K;?)‘ll(;?/l.

1l est alors pratique de résoudre le systéeme linéaire par une méthode itérative de
type gradient conjugué ou GMRES. Pour des raisons de robustesse il est préférable
d’utiliser [’algorithme GMRES.

o Ce qui a été présenté dans cette section est uniquement un point de départ pour une
méthode de décomposition de domaine primale. Plusieurs choix de préconditionneurs
sont possibles et ’efficacité de I’algorithme est étroitement liée a ce choix. Nous
utiliserons le préconditionneur Neumann-Neumann, bien étudié dans la littérature et
dont la robustesse a été prouvée.

e Une alternative est d’utiliser une méthode duale de type FETI.
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Chapitre 7

Implémentation et validation du modele
asymptotique dans le cas des cavités et
des inclusions élastiques

Ce chapitre est consacré a la validation numérique des résultats de I’étude asymptotique
dans le cas des inclusions élastiques (voir chapitre 3) et des cavités (voir chapitre 4). Les
résultats numériques concernant le cas des inclusions de grande rigidité sont en cours
d’implémentation et seront publiés dans un travail ultérieur. Pour cela, on calcule les deux
premiers termes des développements asymptotiques, intérieur et extérieur. Certains termes
(u® et 0° par exemple) sont les solutions de problémes classiques résolus par une méthode
éléments finis standard, d’autres problemes correspondent a des situations moins usuelles.
C’est le cas des problemes de cellule définis sur un domaine non borné, c’est également
le cas du probleme extérieur d’ordre i = 1 pour lequel des conditions de transmission
non homogenes doivent étres prises en compte. Une fois calculée, la solution du modele
asymptotique est comparée a une solution de référence. Cette solution de référence est
obtenue en résolvant le probleme complet (avec la couche d’hétérogénéités).

Par la suite, on détaille, dans la section 7.1, le calcul des coefficients [V‘j ]oo et fy T'dy

ainsi que I’implémentation du probleme extérieur d’ordre i = 1. La validation des résultats
de I’étude asymptotique est présentée dans la section 7.2.
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7.1 Implémentation du modele asymptotique

Le calcul numérique de la solution du modele asymptotique est effectué en plusieurs
étapes successives :
— calcul des coefficients [V’j ]oo et [, T(y) dy,
calcul des champs u° et o,
calcul des champs u' et o',
calcul des champs v! et 79,
reconstruction de la solution du modele asymptotique.

7.1.1 Calcul des coefficients [V'/]> et [ T'(y) dy

Les coefficients [Vij ]Oo et [, T"(y) dy interviennent dans les conditions de transmission
du probléme extérieur d’ordre 1 et leur calcul est indépendant de € et du chargement global
de la structure.

Les problemes élémentaires, permettant de calculer les champs V" et T, sont résolus sur

une cellule de longueur infinie dans une direction et de longueur 1 dans les deux autres

directions. En pratique, il faut considérer un domaine borné assez grand dont il convient

d’évaluer la longueur.

Pour fixer les notations, on note L™ la longueur de la cellule dans la direction y; et on
11

suppose que ¥ := L® x Vet ¥ =] - 35 5[X] = %, %[_

R e V]

Figure 7.1 — Cellule Y

Dans I’étude asymptotique (voir remarque 3.2.4 et proposition 5) il a été indiqué que,
quelque soit le type d’inclusion considéré, les champs V¥ tendent exponentiellement vers
un vecteur constant, noté V¥/*, lorsque y; tend vers +oco. La vérification numérique de cette
propriété permet de déterminer une valeur convenable de L*. Dans la figure 7.2, cette
propriété est illustrée dans le cas 2D et pour des inclusions vides.

Remarque 7.1.1. La valeur de L™ doit permettre de vérifier la propriété décrite ci-dessus
pour tous les V. Il faut donc effectuer une étude paramétrique en augmentant progressive-
ment la longueur de la cellule dans la direction y, et ceci pour les 9 problémes élémentaires.
La valeur convenable de L™ est la valeur a partir de laguelle tous les V' ne changent plus.
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v, = 0.4
Y2 = 0.2

Y = 0.0
vz
KJ Y1

o

FiGURE 7.2 — Mise en évidence du comportement des déplacements V¥ lorsque y; — oo

Une étude paramétrique a permis de mettre en évidence la robustesse des coefficients
[VV]= et [, T"(y) dy par rapport a la longueur L* et au choix de la fonction f(yi; a, b).
Ces propriétés de robustesse sont essentielles car elles constituent une premiere validation
du modele asymptotique. On retrouvera les résultats de cette validation dans la section 7.2.2.

i) Calcul de [V9]”
Par définition on a : e N B
[th] — V1J+ - VY- (71)
avec 3 y
VY% = lim VY(y,y)

y1—+oo

Ce calcul ne nécessite aucune manipulation particuliere. Apres avoir vérifié que

la valeur des V' est bien constante, lorsque y; — +o0, les coefficients [Vij ]m sont
calculés en appliquant directement la formule (7.1).

ii) Implémentation du calcul de [, 7"(y) dy
En adoptant les notations de la section précédente, fy T"(y) dy s’écrit :

170y ay = [ 1anoi{ovi) ay
Y

(7.2)
- Z(f [A][D]| D" ()] { ’f} dy)
TeT
En posant
l1c"| = fT [A][D]|DP (y)| dy (7.3)
on a .
j; Ti(y) dy = Z [1c"|{v}) (7.4)

TeT

L’implémentation de (7.4) peut étre réalisée de deux fagcons différentes :

. 712 7172 . inT P) .

i) en calculant, élément par élément, le produit [I CT] {V;l’ } que I’on somme ensuite
sur le nombre total d’éléments,

85



11) en assemblant les contributions élémentaires. Dans ce cas on calcule :

fY T'(y) dy = [IC5]{V}/}' (7.5)
c1= 3 i[5

et ou [BT] est la matrice booléenne qui permet le passage de la numérotation
locale a la numérotation globale, i.e. :

fup}) =|8"|{us} (7.6)

La premiere méthode nécessite moins d’espace mémoire que la seconde pour laquelle
il faut stocker la matrice [IC?], en revanche il faut effectuer une boucle sur les
éléments a chaque calcul. En utilisant la premiere méthode, I’implémentation du
calcul des coeflicients fY T (y) dy a été effectuée et validée dans un cas trés simple
ou le calcul analytique de ces coeflicients est possible.

7.1.2 Calcul de u' et o!

Le probleme extérieur d’ordre 1 s’écrit :

divo' =0 dans Q\w
o' = Ay(u') dans Q\w
oc'n=0 sur [z
u' =0 sur I
1.7)
Conditions sur w

|| @) = Gu (u*0.2): [VV]")
[o'e1| (&) = Gus (u0<0, 2); f T dy)

Y

oll [Vij]m =V — Vi et Y* = Y\I (resp. Y* = Y) dans le cas des inclusions &”-élastique
avec p > 0 (resp. p = 0).
Quelque soit le type d’inclusion considéré, on a :
B o) 1
Ga = (0. %) V"] (7.8)

J

L’expression de G,s dépend du type d’inclusion considéré :
1) dans le cas des inclusions élastiques, on a :

0
div, (|1| (A- A"y, (u°0,8) - %(O, %) f T'(y) dy) sip=0
an Y
Gus = (7.9)
. ou’ . _
div, (|1|Ayx (#°0. ) - 210, %) f T (y) dy) sip>0
3xj Y\
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i1) dans le cas des cavitéson a :

ou®
Gus = div, (|1|Ayx (40, 8) - 50,%)
x .

J Y\I

T"(y) dy) (7.10)

Ce probleme est résolu par un algorithme de type décomposition de domaines. Les
principales étapes pour la résolution d’un probleme d’élasticité linéaire standard par
décomposition de domaines ont été introduites dans le chapitre 1.

Ci-apres, on détaille la méthodologie pour adapter la méthode de décomposition de do-
maines a la résolution du probleme particulier (7.7) qui est réécrit sous la forme générique
suivante :

—divc = 0 dans Q\w

o = Ay(u) dans Q\w

on =0 sur '

u =0 sur I’ (7.11)
[u] = Gu sur w

[on] = Gus sur w

ou G, et G,s indiquent respectivement le saut du déplacement et le saut du vecteur
contrainte sur I’interface w. Ces valeurs sont connues pour ce probleme et ont été calculées
en utilisant les solutions des problemes de cellule et du probleme d’ordre 0. L’ objectif a
présent est de reformuler le probleme (7.11) afin d’obtenir un probleme de décomposition
de domaines standard.

Soit z* la solution du probléme suivant :

—-dive; = 0 dans Q*

o = Ay(z*) dansQ*

o:n =0 sur 0Q* NIk (7.12)
z* =0 sur 0Q* N T

z* = Gq sur w

On notera que ces deux problemes sont indépendants. Par la suite, sur chaque sous domaine,
on considere la décomposition suivante de la solution u* :

ui — wi +ﬁizi

avec B* deux réels convenablement choisis. Cette décomposition est possible car
I’opérateur considéré est linéaire. Avec ces nouvelles notations les inconnues du probleme
sont w*.

Les conditions de transmission pour w* sont données par

[w] = [ul-BGi+BGa = (1-8+B8"Ga
l[oyn] = [onl+pB o,n—-Foln Gus +Bon—pFoin

Si on choisit 1 — 8~ + 8 = 0 alors w est continu sur I’interface v mais pas le vecteur
contrainte.
On décompose la solution w* en deux parties

+ _ .+ +
WS =w, +w)
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En utilisant I’opérateur de Steklov Poincaré, défini dans la section 1.2, le probleme
d’interface s’écrit :

Si=-o,n -0, n" +G;s+p on-Fon

qui peut également étre écrit sous la forme suivante :

Si=-o,n -0, n" +Gus+ S Ga—f S'Ga (7.13)

On notera que les équations (1.40) et (7.13) different uniquement au niveau du second
membre. Etant donné que 1’opérateur ne change pas, le méme algorithme peut €tre utilisé
pour résoudre le probleme, avec les mémes performances et aucune analyse additionnelle
n’est requise pour prouver I’efficacité de la méthode.

7.1.2.1 Implémentation

L’implémentation du probleme (7.11) est immédiate, dans le cadre des algorithmes
de décomposition de domaines, étant donné qu’elle requiert la solution d’un probleme
additionnel par sous domaine. Ce probleme est du méme type que les problemes standards.
Pour compléter la résolution du probleme (7.7), il reste a calculer les données d’entrée qui
interviennent dans 1’algorithme de décomposition de domaines a savoir les conditions de
sauts (7.8), (7.9) et (7.10).

D’un point de vue “mathématique” ces quantités sont connues ; elles dépendent de la
solution du probleme a I’ordre précédent. D’un point de vue numérique le calcul de ces
quantités est délicat. En effet I’approximation par éléments finis du champ u° est de classe
CY. Ceci implique que les dérivées de u’, qui interviennent dans I’expression de G, et Gs
sont discontinues d’un élément du maillage a un autre. Une bonne approximation de ces
dérivées est obtenue en chaque nceud de I’interface w par lissage.

Remarque 7.1.2. 1l est bien connu (voir Isaacson et Keller [24], Ralston [31] ou Stoer et
Bulirsch [37]) qu’il est préférable de régulariser avant de calculer les dérivées.
— calcul de G4
En pratique la valeur au neeud de la dérivée du déplacement est une moyenne
pondérée des valeurs dans les différents éléments contenant le neeud.
— calcul de G,
Notons que, pour simplifier la présentation de la méthode, la formulation sous la
forme d’un systeme d’équations aux dérivées partielles a été considérée au lieu
de la formulation variationnelle. En pratique, on doit calculer fw Gus(X)vdx. Etant
donné que l’intégrale est calculée élément par élément, a premiere vue il n’est pas
impératif de régulariser avant d’intégrer. Néanmoins, notre choix est d’utiliser la
méme régularisation que pour le calcul de G,.

. . 8u? Bzu?
Approximation nodale des valeurs de {a_x,} ery o
J

Soit N un nceud de interface w et soient T* le k™€ &lément contenant le noeud N. On

note
ou®

o, (N) (7.14)

Ty
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les dérivées partielles de u° au nceud N, le nceud N étant un nceud de 1’élément Ty. Le
calcul de ces dérivées est donné par la formule (6.27).

Pour obtenir une bonne approximation des valeurs des dérivées partielles de u° au nceud N,
on effectue une opération de lissage sur les différentes valeurs des dérivées %LO(N 7, .

Xi

i%mﬁ—”? (N)
{au?} &Y oy,
— vy = (7.15)
an T
D (T
k=1

ou V(T}) est le volume de 1’élément T;.

La formule (7.15) a été implémentée puis validée en considérant un probleme ou le
calcul des dérivées partielles de u® est réalisable analytiquement.

7.1.3 Calcul de v' et 7°

Il est important de souligner que chacun des champs intérieurs v! et 7° est une combi-
naison linéaire de données macroscopiques et de données microscopiques. Ces champs
intérieurs sont plus précisément obtenus par reconstruction a partir de données calculées
aux étapes précédentes, sur des maillages différents, ce qui rend cette reconstruction
délicate.

Les champs intérieurs peuvent étre déterminés sur deux maillages différents :

e soit sur le maillage de la cellule Y, pour une valeur donnée de la coordonnée macro-

scopique du centre de 1’hétérogénéité,

e soit sur le maillage du domaine initiale 2°, et plus précisément sur la partie de ce

maillage autour des hétérogénéités.
Dans la suite nous présentons le “calcul” des champs v! et 7° sur le second maillage en
prévision de I’étape de validation au cours de laquelle la solution du modele asymptotique
et la solution de référence doivent €tre comparées sur un méme maillage.

Soient 7 le maillage complet de la structure (domaine avec les inclusions) et 7,
une partie 7, centrée autour de I’interface w (voir figure 7.3). L’objectif de cette section
est de reconstruire le champ v! en chaque nceud de T, et le champ 7¥ au barycentre de
chaque €lément de 7,°. Le point clé de cette reconstruction est la prise en compte du
calcul 2 double échelle de v! et 7° en des points dont il faut déterminer les coordonnées
microscopiques dans la cellule Y.

7.1.3.1 Calcul des coordonnées microscopiques

Soient M(x)', x)!, x3") un point de 7, et O™ (0, x7, x9) le centre de I’inclusion dont les
coordonnées vérifient |xﬁ‘f — xg| < £, ot @ =2,3. On note y les coordonnées du point M
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w
T

FiGure 7.3 — Exemple du domaine 7,” C 7,” dans un cas 2D

dans la cellule Y. Par définition, on a :

M
= —x;
(7.16)
M Xy = xg
Yo = a

7.1.3.2 Reconstruction de v!

Soit N le iMe noeud de T °de coordonnées (xY, x), xY') et de coordonnées (yY, y', v

< . . N N N
dans Y. On notera que les coordonnées microscopiques (y|',y;, y; ) de N ne sont pas les

coordonnées d’un nceud de Y. Pour calculer {v,i} (N;”) I’approximation du champ y! au
nceud N il faut d’abord déterminer la valeur de f(y)), puis, par interpolation :

— les valeurs des champs V*/ au point de Y de coordonnées (yY', y » V5 My,
0

u,
— les valeurs des E(O x2 ) X3 )

— les valeurs de ul(O+ x9,x9),
Un fois ces quantités calculées, on peut déterminer {";1,} (N?)

o 0
ey = Fo) { }(o, 2,x3)+{ u }(o DV oY)

e () 07,800+ (') 07,28.49)

ou on adopte la convention de I’indice répété.

7.1.3.3 Reconstruction de 7°

Soient 77 le ieMme glement de T, et BT le barycentre de T’ de coordonnées (x1 , x2 , x3)
et de coordonnées (yf ,¥5, %) dans Y définis par (7.16). Pour calculer {1'2} (T), I’approxi-

mation du champ 7° sur I’élément 7, il faut d’abord déterminer par interpolation les
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valeurs des dérivées partielles de u° en (0, x%, x%) puis déterminer 1’élément T"* de ”Y”
contenant le point de coordonnées (y¥, y%, yf). Apres avoir calculé f’(y;) on peut calculer
G (yf; u®(0, x5, x3B)) pour finalement déterminer {72} (T®) par :

ou)

ij,.B B B
8x](0 xz,x3 TJ(Y]J2»)’3

{Tg}(Tiw) = (y],u 0, xz,x3))+

avec T/(yB,yB,yB) la valeur de T" dans I’élément T"2.

7.2 Validation du modele asymptotique

La premiere étape de validation consiste a vérifier la robustesse du calcul des coef-
ficients [VV]* et [, Tdy vis-a-vis des différents parametres de calcul. La deuxieme
étape consiste a comparer, pour une valeur de ¢ fixée, la solution de chacun des modeles
asymptotiques a une solution dite de référence. Plus précisément, on résout par un calcul
élément finis standard un probleme modele, élasto-statique linéaire, qu’on notera . La
solution obtenue, notée u®, est comparée a son approximation asymptotique, calculée
numériquement par I’algorithme présenté dans la section précédente.

La validation du modele asymptotique pour les différents types d’inclusions est réalisée en
considérant des problemes bi-dimensionnels.

Dans ce qui suit, le probleme de départ est présenté dans le section 7.2.1 en fixant les
données géométriques et mécaniques, les conditions aux limites, ainsi que la valeur du
petit parametre &. Ensuite, I’étude des coefficients [V/]* et |, T"dy est présentée dans
la section 7.2.2. Dans les sections 7.2.3 et 7.2.4, I’approximation asymptotique de u?® est
validée respectivement dans les domaines extérieur et intérieur.

7.2.1 Probléeme asymptotique

En reprenant les notations de la section 2.1, on considere un corps €lastique linéaire
qui occupe dans sa position de référence un domaine rectangulaire Q = {—L, L} X {—-H, H}
et on note w la ligne de Q d’équation x; = 0. Le domaine Q est le domaine non perturbé.

On suppose a présent que le domaine Q contient N(g) = |Y| 2 o~ disques identiques de

rayon Re, disposés périodiquement, avec une période &Y, le long de w. On définit ainsi le
domaine perturbé Q°. On notera I'y le bord encastré de Q° et I'r la partie complémentaire
de 0Q) soumise a une densité de force. Plus précisément, le bord I'z est un bord libre sauf
en x; = L ol un chargement linéique F, est appliqué. Le chargement surfacique dans Q est
supposé nul (voir figure 7.4).

De plus, on suppose que la structure est constitué d’un matériau homogene isotrope de

module d’Young E et de coeflicient de Poisson v. Sous I’hypothese des contraintes planes,
la loi de comportement s’écrit :

oij = Aijuryu(u) (7.17)
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ou les coefficients non nuls sont :

E
Ann = Apn = 7
vE
A =A =
21 =Ann = 73
A =A = E
212 = Ao = 5Am

(plus ceux qui viennent par les symétries).

Dans le cas des inclusions €lastiques, on notera E! (resp. v/) le module d’ Young (resp.
le coefficient de Poisson) dans 1’inclusion.

Les résultats présentés par la suite sont obtenus pour :
L=1,H=05R=03,[Y|=1,E=1,v=025¢et F; = e, + 3e,

Les parametres du probleme étudié ne correspondant pas a ceux d’une situation réelle
particuliere, les valeurs de ces parametres ont été choisies de fagon a simplifier I’analyse
des résultats. Il est important de noter que ce choix est possible grace a la linéarité¢ du
probleme.

Le petit parametre € est fixé en supposant que la structure comporte N (g) = 80 inclusions,
i.e.

2H
= =1,25.1072
V)
X2
[6) / F,
dr | e w /
O /
I o)
(0] X1
(0]
(0]
(0]
(0]
(0]

FiGure 7.4 — Parametres du probleme étudié

La premiere étape de la méthode des développements asymptotiques raccordés est
d’identifier le domaine extérieur et le domaine intérieur. Le domaine extérieur est, par
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définition, le domaine €. Les champs intérieurs sont eux définis sur une période représentative
de la couche, mise a I’échelle 1 et notée Y*. Dans ce qui suit, on considérera, dans un repére
(0,y1,y2), une période centrée en O, et ou I’hétérogénéité I de rayon R est également
centrée en O (voir figure 7.5).

LOO

o I

FIGURE 7.5 — Parametres géométriques de Y*

Les calculs présentés par la suite ont été réalisés avec des €léments finis triangulaires
P2-Lagrange.

7.2.2 Robustesse du calcul des coefficients [V/]* et fy* T"dy

Cette premicre étape de validation consiste a étudier la robustesse des coefficients
[V et fy* T'/dy par rapport :

i) alalongueur L™ utilisée dans I’approximation de Y* pour le calcul des champs V",

ii) au choix de la fonction f.

Dans un premier temps, pour a = 4R et b = 3a, on choisit la fonction f(y; a, b) comme
un polynome de degré 5 qui vérifie :

0 si0<lyl<a
fOnia,b) = . 1 (7.18)
yi Sty >b
0 si0<yl<a
‘(yi3a,b) = . 7.19
f (i;a,b) {1 il > b (7.19)
f"il=a)= f"Unl=b)=0 (7.20)

et on étudie le comportement des coeflicients lorsque la valeur de L™ augmente progressi-
vement.

Dans cette section, on étudie le cas des cavités et le cas des inclusions &”-€lastiques, p = 0,
avec E' = 0.5E etv! = 0.3.

Les résultats de cette premiere étude paramétrique montrent que, dans les cas des cavités
et des inclusions élastiques, les coefficients [V/]* et fY* T'dy sont tous constants a partir
de la valeur de L™ = 2b + 6b, avec 6 ~ 10~!. (Voir tableaux 7.1, 7.2, 7.3 et 7.4)
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TaBLE 7.1 — Variation des coeflicients [V,ij ] en fonction de L%

élastiques

TaBLE 7.2 — Variation des coeflicients fy T,ildy en fonction de L™ : cas des inclusions

élastiques

I
2b+ 0.010b
2b+ 0.020b
2b+ 0.030b
2b+ 0.040b
2b+ 0.050b
2b+ 0.060b
2b+ 0.070b
2b+ 0.080b
2b+ 0.090b
2b+ 0.100b
2b+ 0.120b
2b+ 0.140b
2b+ 0.160b
2b+ 0.180b
2b+ 0.200b
2b+ 0.400b
2b+ 0.600b

[Vlll]oo
0.2039353
0.2039361
0.2039363
0.2039363
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364
0.2039364

[V212]oo
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324
0.2682324

[V221 ]oo
0.2682330
0.2682330
0.2682329
0.2682329
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330
0.2682330

[V122]oo
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023
0.0289023

IS
2b+ 0.010b
2b+ 0.020b
2b+ 0.030b
2b+ 0.040b
2b+ 0.050b
2b+ 0.060b
2b+ 0.070b
2b+ 0.080b
2b+ 0.090b
2b+ 0.100b
2b+ 0.120b
2b+ 0.140b
2b+ 0.160b
2b+ 0.180b
2b+ 0.200b
2b+ 0.400b
2b+ 0.600b

Jy Tndy
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539
0.0235539

Jy Tidy
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651
0.0595651

Jy Tiidy
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962
0.0228962

Jy THdy
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513
-0.0303513

J
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I
2b+0.01b
2b+0.02b
2b+0.03b
2b+0.04b
2b+0.05b
2b+0.06b
2b+0.07b
2b+0.08b
2b+0.09b
2b+0.10b
2b+0.12b
2b+0.14b
2b+0.16b
2b+0.18b
2b+0.20b
2b+0.40b

[Vlll]oo
1.0483199
1.0483207
1.0483208
1.0483208
1.0483209
1.0483210
1.0483209
1.0483210
1.0483209
1.0483209
1.0483209
1.0483210
1.0483210
1.0483210
1.0483210
1.0483210

[V212]oo
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189
1.7902189

[V221]oo
1.7902198
1.7902198
1.7902197
1.7902196
1.7902197
1.7902198
1.7902197
1.7902198
1.7902197
1.7902197
1.7902197
1.7902198
1.7902198
1.7902198
1.7902198
1.7902198

[V122]oo
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295
0.2749295

TaBLE 7.3 — Variation des coefficients [V,ij ]* en fonction de L™ : cas des cavités

L™ fm T dy fm T2dy fm T2dy fy\] T2dy
2b+ 0.010b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.020b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.030b | -0.0137060 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.040b | -0.0137060 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.050b | -0.0137060 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.060b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.070b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.080b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.090b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.100b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.120b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.140b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.160b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.180b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.200b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
2b+ 0.400b | -0.0137059 | 0.1130969 | 0.0753980 | -0.2004527
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Pour L™ fixé, on effectue une second étude paramétrique : pour f(yi;a, b) qui vérifie
(7.18), (7.19) et (7.20), on fixe la valeur de a = 1 et on fait varier la valeurs de b. Cette
étude paramétrique est réalisée, dans le cas £”-€lastique, p = 0.

Remarque 7.2.1. En imposant les conditions (7.18), (7.19) et (7.20), le choix de la fonc-
tion f(y\;a,b) intervient uniquement dans le chargement des problemes P! et P*'. On

étudie donc uniquement la robustesse des coefficients [V,']%, fY T\'dy, V'™

et f T:'dy

Les résultats de cette étude paramétrique montrent, en tenant compte des erreurs d’interpo-
lation, que les coeflicients sont indépendants du choix de a et b. (Voir tableaux 7.5 et 7.6).
Ces résultats sont également vérifiés dans le cas des cavités.

b
1.500
2.000
2.500
3.000

Vi® N
0.2039358 | 0.2682322
0.2039357 | 0.2682322
0.2039358 | 0.2682322
0.2039358 | 0.2682322

TaBLE 7.5 — Variation des coefficients [V,ij 1% en fonction de b

b
1.500
2.000
2.500
3.000

f Tll
0. 0235538
0.0235537
0.0235538
0.0235538

TaBLE 7.6 — Variation des coefficients fy

T,Zdy en fonction de b

Remarque 7.2.2. Dans les différents tableaux présentés précédemment, uniquement les
coefficients non nuls ont été pris en compte.
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7.2.3 Validation : échelle macroscopique

La validation a 1’échelle macroscopique consiste 2 comparer u° + su' et u®. Il est
clair que la correction de u° par su' est de 1’ordre &. On pourrait se dire que la nécessité
de calculer u' dépend de la précision avec laquelle on souhaite estimer u®. Cependant,
il est important de rappeler que, d’une part la solution du probléeme non perturbé u° ne
fournit aucune information sur les hétérogénéités, et que d’autre part I’approximation du
comportement de la couche par le développement intérieur v° + ev! nécessite le calcul de
u' afin d’obtenir 1’unicité de v'. Il est donc nécessaire d’ implémenter et de valider le calcul
de u'.

Dans la suite, on calcule la norme de ’erreur de u® — u®, ou u® est la solution
de référence obtenue par un calcul élément fini standard et u*" est le développement
asymptotique extérieur de u® qui, en premiére approximation, sera pris tel que u* = u°,
et u = u° + eu' en seconde approximation. Pour cela, on considére, pour un champ
vectoriel donné w, la norme de 1’énergie, notée ||w||g, définie par :

Wil 1=LA7(W)7(W)dx

Remarque 7.2.3. Les résultats présentés dans ce qui suit sont obtenus en calculant la
norme relative
lle® — ullg
llee®ll

Par abus de notation, la norme relative sera notée |[u® — u®"||g.

Remarque 7.2.4. Le calcul numérique de u®™' consiste a calculer u® et u', sur un maillage

grossier de Q (cf. Figure 7.6), en suivant la méthodologie présentée dans la section
précédente, puis a reconstruire la solution asymptotique sur le maillage complet de la
structure, c’est-a-dire le maillage de Q°, noté T (cf. Figure 7.7 et Figure 7.8).

FIGURE 7.6 — Maillage utilisé pour le calcul de u° et ! (1600 éléments P2-Lagrange)
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Ficure 7.7 — Maillage utilisé pour le calcul de u® avec € = 2—10 (9836 éléments P2-Lagrange)

Ficure 7.8 — Maillage utilisé€ pour le calcul de u® avec € = % (41332 éléments P2-Lagrange)

11 est important, lors du calcul de |[u® — u®||g, de ne pas prendre en compte le domaine
autour des inclusions et de se restreindre, dans le maillage 77, au domaine extérieur. Etant
donné que le domaine extérieur n’est pas défini de facon précise, la norme ||u® — u®||¢ est
calculée sur un domaine Q°\ ([—-H, H] X 6°"(g)), en augmentant progressivement la valeur
de 6°“(&) de facon a obtenir une approximation satisfaisante du développement extérieur.
Ces calculs sont effectués dans le cas des cavités pour deux valeursde ¢ : & = 21—0 ete = 8‘—0.
Dans le cas des inclusions £”-€lastiques, p = 0, les calculs sont effectués pour une seule
valeur de € (¢ = 81—0) et pour E! = 0.5E. On notera que, pour cette valeur de E’, on a bien

A" du méme ordre que A.

Les résultats de I’étude de u® —u®", dans le cas des cavités, sont représentés dans les figures
7.9 - 7.10 . L’analyse de ces résultats montre que :

* le calcul de u' permet d’obtenir une meilleure approximation de u® que le seul calcul de

u®,

* I’approximation de u® par le modele asymptotique est d’autant meilleure que & est petit,
* le développement extérieur u’ + su' est une bonne approximation de u® 2 partir de
0““(g) > 1.5¢.
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llu® — ul|g

y
0.9 A

0.8 -

0.6 1

04 A

0.3 A

0.1 A

uct = uO
u =u’ + su!

le 2g 3¢ 4¢ 5S¢

FIGURE 7.9 — Cavités : calcul de |[u® — u®||g dans Q°\ ([—H, H] X 6**(¢)) pour & = »-.

llee® — u||g
A

0.6 —
0.5 —
04 —

03 —

0.1 —

10e

\ > 6exl ( 8)
20e

20

uct = uO
u =u’ + su'

le 2e 3¢ 4¢ 5¢

FiGure 7.10 — Cavités : calcul de |[u® — u®"||; dans Q°\ ([—H, H] x 6°*'(¢)) pour & = &

10e

4 ext
20e 0 (6)

80"
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Les résultats de 1’étude de u® — u®, dans le cas des inclusions &”-élastiques, p=0, sont

représentés dans la figure 7.11. L’analyse de ces résultats montre que :

* u’ + eu' est, comme dans le cas des cavités, une meilleure approximation de u® que u
uniquement,

* D’écart entre |u® — u®||; et ||u® — (u® + eu')||z est moins important dans ce cas que dans

0

le cas des cavités.

llu® — ulg
0.14 ; uext — u()

=yl + eu!
0.12 —|
0.10 —|
0.08 —|
0.06 —|

0.04 —

0.02 —

B " ' ' > 6exr(8)
le 2¢ 3¢ 4¢ 5¢ 10e 20e

FiGure 7.11 — Inclusions €lastiques : calcul de ||u® — u®||r dans Q\ ([-H, H] X 6*(¢))
pour & = g et E' = 0.5E.

7.2.4 Validation : échelle microscopique

La validation est réalisée en deux étapes :

i) on valide I’approximation de u* par le développement intérieur v° + &v!,

ii) on valide la reconstruction des champs de contraintes autour des inclusions, i.e.
comparer 7° et o°.

Par la suite, on calcule |[u® —vO||g et [[u® — (v° +&v')||g, sur le maillage 77 (maillage com-
plet de la structure), dans une zone proche des inclusions. Plus précisément, en reprenant les
notations de la section précédente, le calcul est réalisé¢ dans le domaine ([—H, H]x 6’”’(8)).
La valeur de 6™ (&) n’étant pas connue a priori, on réalise une étude paramétrique en faisant
varier le paramétre 5™ ().
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Les résultats de I’étude de u® — u™ sont représentés dans les figures 7.12 - 7.15 . L’analyse

de ces résultats montre que :

* le calcul de v! permet d’obtenir une bien meilleure approximation de u® que le seul
calcul de v°,

* |’approximation de u® par le modele asymptotique est d’autant meilleure que € est petit,

* pour g = 21—0, le développement intérieur v° + ev! est une bonne approximation de u* tant
que 6™(g) < 1.5¢,

* pour £ = g, on observe une dégradation de [lu® — (** + &v')|| & partir de §"(g) = 3¢
dans le cas des cavités, et a partir de 6™ (&) = 5¢ dans le cas des inclusions élastiques.

e — u™||
A

0.7 — uim — VO + 8V1

0.6 —

04 —
0.3 —

02 —

0 + + + + + + + + 5im(8)

le 2e 3e 4e Se 6e Te 8¢

FiGure 7.12 — Cavités : calcul de ||u® — u™||; dans ([—H, H] % 5""(8)) pour £ = 5.
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llu® — u™||f
A

9 — uim — VO

. 5int ( 8)

FiGure 7.13 — Cavités : calcul de |[u® — u™||z dans ([—H, H] % 5””(8)) pour & = 3

2 — u™ ||
A

uint — VU + 8V1
0.1 —
0.09 —
0.08 —
0.07 —
0.06 —
0.05 —
0.04 —
0.03 —
0.02 —

0.01 —

0 : : : : : : : : : : » 5i”’(g)
le 2¢e 3¢ 4e 5S¢ 6e Te 8¢ 9¢ 10e

FIGURE 7.14 — Cavités : calcul de ||ju® — u™||z dans ([—H, H] x 6””(8)) pour £ = g.
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le® = u™ ||
4
0.08 ™ =0 4 gyl
0.07 —
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0 . . . . . . . ! ! ! oint (&)
le 2¢e 3¢ de 5S¢ 6e Te 8¢ 9¢ 10e

|

|

|

|

|

|

FiGure 7.15 — Inclusions élastiques : calcul de |[u® — u™||z dans ([—H, H] x (5"”(8)) pour
.

£= g

Remarque 7.2.5. En affichant simultanément ||[u® —u®||g et |[u® —u™||g, on fait apparaitre

la zone de raccord entre le développement intérieur et le développement extérieur
(cf. Figure 7.16).

llu® — u?|g
i uPP = yint — 0 4 gpl
0.2

s =u’ + eu'
0.16 |
0.14 |
0.12 |
0.10 |
0.08 |

0.06 —

0.04 —|
0.02 |
0 ~ 0(e)

le 2¢e 3¢ 4e S5e 6e Te 8¢ 9¢ 10e

Ficure 7.16 — Cavités : mise en évidence de la zone de raccord, pour &€ = 8—10.

A présent, on considere 4 inclusions notées 72, k = 1,2, 3 et 4, repérées par leur centre
de coordonnées (x; = 0, x§) avec x4 = —20¢, —&, 10g, et 30e. On note 0" (resp. V™),
la contrainte équivalente de Von Mises de o (resp. 7°). On trace les iso-valeurs de o*V¥
autour de chaque inclusion /7 que I’on compare aux iso-valeurs de TOVM(xk y). Cette
comparaison est effectuée pour & = 1.25 - 1072, dans le cas des cavités puis dans le cas des

inclusions élastiques.
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14.90
14.32

13.02 12.58
12.09 11.60
e -
— . . s.683
— 8.347 o 7.710
~ -
T oo
B -
— 4.605 o 3.818
Z s -
B -
— 179 __ 0.8983
T oo -
~ Cvoe
(a) Comparaison autour de 7%
9.593 10.31
8.725 9.381
8.098 8.707
7.472 8.034
o 6.845 . 7.360
— 6.218 — 6.686
. s.s92 — 602
— 4.965 4\ - 5.338
433 . — 4665
o 3.712 — 3.991
_ 3.085 — 33
— 2.458 — 2.643
Tl 7] — 1o
— 1.205 — 1.296
_ 0.5785 — 0.6220
Z e NN — o
o’ 70
(b) Comparaison autour de 175
10.34
8.856
8.423
Z e
g
— 7.370
S
L e
— 6.303
— 5.885
— 5.597
— 5.142
~ i
Z i
B
B
T
— 2.914
Z im
. —  2am
-
Tl
BN
R
—  0.6521 _ 0.000
Z e
(c) Comparaison autour de 7%
13.88
13.60 12.88
1164 . 10.89
- 10.67 o 9.890
— 9.690 o 8.894
— B.714 — 7.897
R -
— 6.761 o 5.903
N S
Tl -
Z s -
— 2.854 o 1.917
Z e o
T oo -
0.000

(d) Comparaison autour de 13

FIGURE 7.17 — Comparaison de o et 7° dans le cas des cavités.
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5.705 5.765
5.189 5.244
4.816 4.867
4.443 4.491
N — 4.071 — 4.114
véyenv — 3.698 . 3.737
N .
4;!&5‘”‘ —  3.325 —  3.361
’vAylgA!z - 2.953 —  2.984
‘h»‘e‘ - 2.580 - 2.607
—  2.207 —  2.231
— 1.835 — 1.854
— 1.462 — 1.478
v,
AVA" —_  1.089 1.101
X7 - 1
lAgﬁawl — 0.7167 — 0.7243
TAVaVaAWZ —  0.3440 N - 0.3477
AV VAV —  0.000 —  0.000
0
T
: &
(a) Comparaison autour de 17
3.624 3.630
3.296 3.302
3.059 3.065
2.823 2.827
- 2.586 — 2.590
- 2.349 — 2.353
— 2.112 — 2.116
- 1.876 — 1.879
i, —  1.639 —  l.6a2
)\ 1.402 1.405
> - -
Eé{‘v — 1.165 — 1.167
4;‘ — 0.9287 — 0.9303
SN — 0.6920 — 0.6932
T |
SVPINES — 0.4553 —  0.4560
ASA — 0.2185 — 0.2189
VIV —  0.000 —  0.000
0
o’ T
: &
(b) Comparaison autour de 15
3.918 3.886
3.564 3.535
3.308 3.281
3.052 3.027
— 2.796 — 2.773
- 2.540 — 2.519
— 2.284 — 2.265
- 2.028 — 2.012
—  1.772 —  1.758
- 1.516 — 1.504
- 1.260 — 1.250
—  1.004 — 0.9960
- 0.7482 > - 0.7421
- 0.4922 ) - 0.4882
— 0.2363 'avﬁ% — 0.23a4
—  0.000 —  0.000
0
T
: &
(c) Comparaison autour de 1%
6.184 6.226
5.625 5.663
5.221 5.256
4.817 4.849
~ 4413 . 4.443
—  4.009 . 4.036
- 3.605 '“““A — 3.629
- 3.201 ‘V%%%V%é}‘ - 3.222
- 2.797 OO0 — 2.816
- 2.393 — 2.409
—  1.989 —  2.002
- 1.585 — 1.596
1.181 — 1.189
X - SO
WA — 0.7769 SN S — 0.7821
D O 0T VIS EAVATA o
AEAAaA . - o VANVAVANINZ4ZavAV - o
NEAV/\ViVIVAN 7y —  0.000 —  0.000
0
T

(d) Comparaison autour de 13

FiGUuRE 7.18 — Comparaison de o et ¥ dans le cas d’inclusions e”=-¢lastiques (E’ = 0.5E).
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Conclusion

Principaux résultats

La premicre partie a été consacrée a I’analyse asymptotique des problemes de couches
minces hétérogenes, dans le cadre de I’élasticité linéaire. En utilisant la méthode des
développements asymptotiques raccordés, le comportement asymptotique de ces problemes
est obtenu en introduisant deux développements : un premier, appelé développement
extérieur, qui caractérise le comportement macroscopique de la structure, et un second,
appelé développement intérieur, qui traduit le comportement microscopique de la couche
d’hétérogénéités. La compatibilité de ces deux développements est assurée par des condi-
tions de raccord adéquates, qui, d’un certain point de vue, permettent d’assurer également
la régularité de la solution asymptotique.

Les cas des inclusions €lastiques, de rigidit€¢ du méme ordre que celle de la structure, et
des inclusions souples ont été étudiés simultanément dans le chapitre 3. Dans ces deux cas,
I’influence des hétérogénéités sur le comportement macroscopique de la structure apparait
au second ordre du développement asymptotique.

Pour le cas des inclusions de rigidit¢ du méme ordre que celle de la structure, les résultats
sont en accord avec ceux obtenus par David et al. [14]. Pour le cas des inclusions souples,
le modele asymptotique est semblable a celui obtenu dans le cas des cavités, cas étudié
dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 5, nous nous sommes intéressés a 1’étude des inclusions de grande rigidité.
Les résultats, présentés dans le cas plus simple de la thermique, montrent également une
influence des hétérogénéités qu’au second ordre du développement extérieur.

Le cas des cavités a été publié dans la revue Journal for Multiscale Computational
Engineering.
Le cas des inclusions élastiques est en cours de rédaction et sera soumis prochainement.

L’ étude numérique des résultats de 1’analyse asymptotique a fait 1’objet de la deuxieme
partie de cette these.
L’implémentation des modeles asymptotiques, dans le cas des inclusions élastiques, de
rigidité du méme ordre que celle de la structure, et le cas des cavités a été réalisée et a
permis de valider les résultats obtenus. Les points clés de cette implémentation ainsi que
les résultats de la validation ont été présentés dans le chapitre 7.
L’ étude numérique a permis de concevoir une nouvelle méthode de résolution pour ce type
de probleme. Cette méthode consiste a résoudre les problemes de cellule, a résoudre, sur
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un maillage grossier, les problemes extérieurs d’ordre O et 1, puis a reconstruire la solution
du modele asymptotique.

Perspectives

Une analyse complémentaire, comme celle réalisée par Abdelmoula et Leger [1] ou
Abdelmoula et Marigo [3] , permettrait d’enrichir les différents modeles asymptotiques
en étudiant les singularités qui apparaissent sur le bord de I'interface w et qui n’ont pas
¢été considérées dans notre étude. De plus, la prise en compte de la perte de périodicité des
champs intérieurs permettrait de donner une meilleure approximation des champs locaux
dans les zones proches du bord de la structure.

L’étude des inclusions €lastiques de grande rigidité a présenté des difficultés qui n’ont

pas permis d’aboutir au modele asymptotique correspondant. Dans le cas scalaire plus
simple, comme celui de la thermique stationnaire, I’étude asymptotique a été réalisée dans
le cas ou le rapport entre les coefficients de conductivité des inclusions et les coefficients du
milieu environnant est d’ordre £~'. Les résultats montrent un comportement asymptotique
semblable a celui obtenu dans le cas des inclusions &”-€lastiques, p > 0, i.e. 'influence
des hétérogénéités n’apparait qu’au second ordre du développement extérieur.
On notera, qu’une étude numérique, par une méthode éléments finis standard, a été réalisée
dans le cas des inclusions €lastiques de grande rigidité. Cette étude a montré un comporte-
ment macroscopique de la structure qui suggere un modele asymptotique probablement
différent des autres cas lorsque la rigidité est tres grande (inclusions quasi-indéformables).
En effet, pour des valeurs faibles de p le comportement semble en adéquation avec les
premiers résultats déterminés dans le chapitre 5. Par contre pour |p| tres grand, c’est a
dire pour des hétérogénéités quasiment rigides, un phénomene de charniere apparait (voir
figure 7.19). Le comportement de la structure est alors, dans ce cas, sensiblement différent
de celui de la structure saine (sans hétérogénéités). Cette constatation suggere que, a la
différence du cas des inclusions £”-€lastiques, p > 0, du cas des inclusions g”-élastiques,
p < 0 et |p| pas trop grand, et du cas des cavités, I’influence des inclusions de tres grande
rigidité devrait apparaitre des le premier ordre du développement asymptotique.

La visualisation des contraintes (contraintes de Von Mises) autour des inclusions permet
de confirmer les constatations précédentes et apporte une information complémentaire. En
effet, comme on peut le voir sur la figure 7.20, la valeur des contraintes et leur distribution
sont significativement différentes de part et d’autre de la rangée d’inclusions. Ceci suggere
que, dans le modele asymptotique, le saut du vecteur contrainte est probablement non nul
des le premier ordre du développement asymptotique extérieur.
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— u® pourp = -7
— u® pourp = —11

0

— u

= = =. avant déformation

FIGURE 7.19 — Allures des déformées (amplifiées) pour différentes valeurs de p.

FiGure 7.20 — Isovaleurs des contraintes de Von Mises dans le cas p = —11.
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