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Résumé

La présente these s’inscrit dans le cadre de travaux sur la représentation de Weil. Elle con-
siste en trois parties. Aux chapitres 2 et 3, on généralise la correspondance de Howe aux groupes
de similitudes sur un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire. Aux
chapitres 4 et 5, on répond dans beaucoup de cas a une question, soulevée par V. Drinfeld, sur
la représentation de Weil de GS pg(F) de restreinte a un groupe GL,(A), ou A est une algegre
étale sur un corps local ou fini F. D’autre part, au chapitre 5, on montre que sur un corps fini,
les représentations de Weil sont compatibles au changement de base au sens de Shintani-lift.

Mots-clefs : groupe de similitudes, représentation de Weil, correspondance de Howe, change-
ment de base.

THE REPRESENTATION OF WEIL FOR THE SIMILITUDES GROUPS AND BASE CHANGE

Abstract

This present thesis is working on the Weil representation. It consists of three parts. In
chapter 2 and chapter 3, we generalize the Howe correspondance for the similitudes groupes
over the non archimedien field with odd residual characteristic. In chapter 4 and chapter 5, we
answer one question, raised by V. Drinfeld, about the restriction of the Weil representation of
the group GS pg(F) to GL,(A) where A is an étale algebra over a non archimedien field or a
finite field . On the other hand, in the chapter 5, we prove that in finite field case, the Weil
representations are invariant under the operator of base change in the sens of Shintani-lifting.

Keywords : similitude group, Weil representation, Howe correspondence, base change .
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Introduction
Généralités

Dans I’article célebre [W], André Weil a introduit la théorie des représentations pour interpréter des travaux de
Siegel sur les formes quadratiques. Il a décelé une certaine représentation, connue sous le nom de représentation
de Weil, ou de Siegel-Weil, ou bien métaplectique. Cette représentation posséde des propriétés extraordinaires et
intervient dans de nombreux domaines des mathématiques. Mentionnons quelques particularités de cette représen-
tation.

(1) Elle n’est pas définie sur un groupe symplectique, mais sur une extension centrale de ce groupe. Cela en
complique beaucoup 1’étude.

(2) C’est un objet local et global. Autrement dit, elle peut étre définie sur un corps local incluant les cas non
archimédien, réel, complexe et aussi sur ’anneau des adeles d’un corps global. Elle contient donc beaucoup d’in-
formation arithmétique intéressante.

(3) Une action de cette représentation est définie par la transformation de Fourier. Comme la transformation de
Fourier joue un rdle important dans la mathématique moderne, cette représentation a des applications également
dans d’autres domaines.

Parlons maintenant du sujet de cette these. Il s’agit de variantes de la correspondance de Howe pour un corps
local. Rappelons brievement ce qu’est cette correspondance. On part d’une paire duale réductive (G, G2) dans le
groupe métaplectique sur un corps local fixé ; en particulier, G, commute 2 G,. On considere la restriction de la
représentation de Weil a Gl X G2 et on en étudie les quotients irréductibles ; ceux-ci sont de la forme m; ® 7, et la
correspondance m; «— m, définit en fait une bijection, appelée correspondance de Howe, entre les représentations

irréductibles de G, qui apparaissent ainsi, et celles de G, qui apparaissent également ; (voir les articles de Howe
[Howe?2] dans le cas archimédien, de Waldspurger [Wal] dans le cas non archimédien de caractéristique résiduelle
impaire, et de A. Minguez [Mi] pour les paires de type II).

Cette these porte sur une généralisation de la correspondance de Howe aux groupes de similitudes sur un
corps local non archimédien F de caractéristique résiduelle impaire. Cette généralisation est dévoloppée dans les
chapitres 1 a 3. Au chapitre 4 , a titre d’application, on répond dans beaucoup de cas a une question, soulevée a
I’origine par V.Drinfeld, sur la représentation métaplectique de GS pg(F) restreinte a un groupe GL,(K), ou K/F
est une algebre cubique. Au chapitre 5, écrit en anglais, on résoud complétement la question analogue pour les
corps finis de caractéristique impaire.

Présentation des résultats

Chapitre 1

Ce chapitre contient des généralités sur la correspondance de Howe sur un corps p-adique. En suivant les arti-
cles [Bar2], [Kud2], [P], [Rao], en particulier essentiellement le livre [MV W], nous rappelons : la classification des
paires duales du groupe symplectique, la définition du groupe métaplectique, 1’invariant de Leray, le 2-cocycle de
Rao, les paires duales de Howe, le groupe métaplectique de similitudes construit par L.Barthel, les représentations
de Weil et la correspondance de Howe. En particulier, nous donnons une démonstration du résultat de scindage
suivant, qui peut étre intéressant [cf. Théoreme 1.22] :

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique impaire, et (W, (, )) un espace symplectique sur F.
On note S p(W) le groupe métaplectique dont le centre yg est engendré par e € C. Soit (Hi, Hy) une paire duale
irréductible de S p(W), soit H; I’image réciproque dans S p(W). Alors I’extension H, de H, est scindée, sauf si W
est de la forme W; ® W, et H) = S p(W}), ou W est un espace symplectique sur une extension F”’ de F et ou W,
est de dimension impaire.

Ce résultat est sans doute vrai aussi dans le cas archimédien.




Chapitres 2 et 3

Ces chapitres ont pour but d’examiner comme on peut généraliser la correspondance de Howe (qui est déja
provée pour un corps p-adique sauf sa caractéristique résiduelle vaut 2 [cf. Théoreme 1.29]) aux groupes des
similitudes.

Certains aspects de la correspondance de Howe, pour des groupes de similitudes, ont déja été étudiés. Nous
rappelons quelques résultats pour un corps global. Shimizu.H a étudié les groupes (GL,, D*) [cf. [Sh]], qui permet
de réaliser la correspondance de Jacquet-Langlands en utilisant la correspondance de Howe. Puis, Waldspurger
a déterminé completement la correspondance de Howe sur les groupes (S Lo, PGLz)[Ef.\ [Wa2]]. Dans le méme
genre, on peut renvoyer a I’article de L.I.Piateski-Shapiro [cf. [PS] ] pour les groupes (S L, PGS p4), a ’article de
M.Harris et S.Kudla [cf. [HK]] pour les groupes (GS p,, GO4), ou bien aux autres articles de la bibliographie.

Cependant, nos Chapitres 2 et 3 sont consacrés a une étude analogue sur un corps p-adique. Dans la These de
L.Barthel [[Bar2]], elle a construit le groupe métaplectique GS| p, et a défini la représentation de Weil pour GS| p-
En particulier, elle aussi mis en évidence les difficultés a généraliser la correspondance de Howe aux groupes
de similitudes. Une difficulté est que pour une paire réductive duale (H;, Hy) de GS p, leurs images réciproques
(Hi, Hy) dans GS p ne commutent pas en général. Ensuite dans [R1], B.Roberts a généralisé définitivement la cor-
respondance de Howe aux groupes (GS p, GO). Grace a une analyse attentive de leur travaux, nous généralisons ce
résultat a des paires plus nombreuses. Ceci formera les Chapitres 2 et 3.

Les résultats : Pour présenter les résultats, d’abord, nous introduisons des définitions. Soient G un groupe lo-
calement compact totalement discontinu, (o, W) une représentation lisse du groupe G [cf. [BZ]]. On note :

mg(p, m) = le cardinal de la dimension de Homg(p, ) pour 7 € Irr(G)

Ra(p) = {m € Irr(G)|mg (p, m) # O}

Ensuite, on s’interesse a deux groupes. Soient G, G, deux groupes localement compacts totalement discontinus,
7 une représentation lisse du groupe G| X G,. Supposons que toute représentation lisse irréductible du groupe G
est admissible et de méme pour G,. Sous cette hypothese, on définit des applications

Pi - R xc, (M) — R, (m);m @ my V—> ;.

On notera leurs images par Rg,(ﬂ). Si pi(resp. p2) est injectif, alors pour chaque m; € Rgl(n) (resp. mp €
(1) 2)

73((’;2 (m)), il existe une unique représentation irréductible 7, " € Rg,(n) (resp. m;” € Rg, (n)) telle que m ® 7T(21) €
R, xG, () (resp. 7'((12) ® my € Ri,xG, ().

(1) Si pi(resp. p») est injectif, on définit une application 6; : ROG](H) — Rg,(m);m — n(zl), (resp. 6, :
ROGZ (m) — Rg, (m);m2 +— ﬂ(lz)), on dit que (Rg,xc, (), pi) est le graphe de 1’application 72%1 () LN Re, () (resp.
‘Rgz () 2, Rg, (1)) et que (7, G| X G,) est une représentation de graphe a gauche (resp. a droite). De plus, si
7 est aussi une représentation de quotient sans multiplicité, i.e.

Mg, xG,(7@, ') < 1 pour tout 7° € Irr(G X Gy),
on dit que 7 est une représentation de graphe forte a gauche (resp. a droite), et que 7 satisfait la propriété de

graphe forte a gauche (resp. a droite).

(2) Si p; et p, sont injectifs, on dit que (7, G; X G») est une représentation de Howe (ou de bigraphe). On
obtient une bijection 6; de ROGA () sur Rg,xac, (), et donc une correspondance bijective entre ROGI (m) et Rgz(ﬂ') qu’on
appelle correspondance de Howe(ou de bigraphe). De plus, si 7 satisfait la condition :

Mg, xG,(@, ') < 1 pour tout 7” € Irr(Gy X Gy),

alors on dit que 7 est une représentation de Howe forte( ou de bigraphe forte ).

Les résultats principaux du chapitre 2 sont les suivants. La situation abstraite qui y est considérée reflete bien
stir celle du chapitre 1, et les théorémes seront appliqués dans ce cas du chapitre 3.
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Théoreme (1). Soient H, (resp. Hy) un groupe distingué ouvert de G1( resp. G3), I' un sous-groupe distingué de
G X Gy contenant Hy X Hj, tels que

I'/H| X H; est le graphe d’un morphisme surjectify : G\/H; — G, /H,;.

Supposons que (p, V) est une représentation de graphe forte a gauche (resp. a droite) du groupe Hy X Hy qui peut
se prolonger en une représentation du groupe I'. Alors m = ¢ — Ind?lXG2 p est aussi une représentation de graphe
forte a gauche (resp. a droite) du groupe G| X G, dans les cas suivants :

(1) G; =~ H; X G;/H; et G;/H; est un groupe abélien pouri =1, 2.

(2) G;/H; est un groupe abélien de cardinal fini.

Théoreme (2). Soient H, (resp. Hy) un groupe distingué ouvert de Gi( resp. G;), I un sous-groupe distingué de
G X Gy contenant Hy X H,, tels que

I'/H| X H; est le graphe d’un morphisme bijectif y : G;/H, — G»/H>.

Supposons que (p, V) est une représentation de bigraphe forte du groupe H, X H, qui peut se prolonger en une
représentation du groupe I'. Alors 1 = ¢ — Ind?‘XG2 p est aussi une représentation de bigraphe forte du groupe
G X G, dans les cas suivants :

(1) G; ~ H; X G;/H; et G;/H; est un groupe abélien pouri = 1,2.

(2) G;/H; est un groupe abélien de cardinal fini.

Ces résultats sont inspirés des travaux de B.Roberts. Pour les démonstrations, nous utilisons la théorie de
Clifford et un procédé de récurrence.

Dans le Chapitre 3, en utilisant les Théorémes ci-dessus, nous généralisons la correspondance de Howe aux
groupes de similitudes. On peut renvoyer a Exemples 1 pour les cas scindés et a Exemples 2 pour les cas non
scindés. Un point intéressant est que nous ne demandons pas que les représentations lisses irréductibles de G se
restreignent a H; sans multiplicité, alors qu’une telle condition intervient dans les travaux de B.Roberts pour la
paire (GS p, GO). D’ailleurs, elle ne serait pas vérifiée dans les cas que nous considérons.

L’organisation des chapitres 2 et 3 est comme suit : Dans le chapitre 2, nous donnons des propriétés élémentaires
sur le plus grand quotient r-isotypique. Puis nous définissions “représentation de quotient admissible” et discutons
les relations de cette notion avec celles de représentation de type fini et de longueur finie. En particulier, en utilisant
les Théoremes de Bernstein, de Zelevinsky, et de Howe, de Harish-Chandra, Jacquet, on montre que les foncteurs
(Indg, Jy) préservent la classe des représentations lisses de quotients admissibles. Ensuite, nous rappelons deux
lemmes techniques de Waldspurger pour comprendre les plus grands quotients m-isotypiques dans le cas d’un pro-
duit de deux groupes. Nous aussi donnons quelques lemmes dans ce cadre. Puis, nous donnons les définitions
principales et montrons les Théorémes principaux énoncés ci-dessus. En Appendice, nous rappelons la théorie de
Clifford, les références sont disponibles en [B1], [GK], [H]. Pour le chapitre 3, d’abord, nous prenons un groupe
intermédiaire I' de GU(W;) x GU(W,) et montrons que la restriction du groupe métaplectique a ce groupe est
scindé sauf dans un cas. Puis nous utilisons les résultats de chapitre 2 et une technique de récurrence pour donner
plus exemples de représentations de bigraphe forte sur les groupes de similitudes, incluant des cas non scindés.

Chapitre 4

Dans ce chapitre, nous répondons a une question soulevée par V. Drinfeld, ainsi qu’a des variantes proposées
par G. Henniart, S.Kudla et E.Lapid.

La question initiale était la suivante. Si F est un corps, la représentation de GL,(F) sur F? se fait par des
similitudes symplectiques. Ainsi le groupe G = GL,(F) X GL,(F) x GL,(F) agit sur F> ® F?> ® F?, un espace
vectoriel sur F de dimension 8, par des similitudes symplectiques.

Peut-on “ restreindre” a ce groupe G la représentation métaplectique ? Les quotients irréductibles que 1’on
trouve sont-ils tous de la forme 1@ T @ 7 ?

Les variantes concernent le cas ol G = GL,(A), ou A est une algebre étale de degré 3 sur F. Ainsi A est de la
forme F X F X F ou de la forme F X E, E étant une extension quadratique séparable de F, ou encore une extension
cubique séparable K de F.

Tout d’abord, nous définissons un homomorphisme de GL,(A) dans GS p(V) ou V est un espace symplectique
de dimension 8 sur F, et nous utilisons le chapitre 3 pour définir une représentation ““ métaplcetique” de G. Puis
nous étudions les quotients irréductibles de cette représentation.
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Nous présentons ci-dessous nos résultats, suivant les différents cas. On désigne par ¢ un caractere non trivial
de F, les représentations métaplectiques considérées sont relatives au caractere y fixé.

Les résultats : Soient F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire, £ un extension
quadratique de F, K une extension cubique galoisienne de F. Soit A une algebre étale de degré3 sur F. No-
tons wy la représentation de Weil liée au caractére ¢ de F'. Nous donnons un morphisme GL,(A) — GS ps(F), et
construirons des représentations de Weil de GL,(A). Le but de ce chapitre est de trouver les quotients irréductibles
de ces représentations.

I Soient A = F X F X F, GLy(A) = GLy(F) x GLy(F) X GL(F).

On pose G = GLy(F). En ce cas, on obtient deux représentations intéressantes, une représentation ng“ de
G x G X G, et une autre représentation ng du produit G X [(G X G) = S;] (la premiere représentation est induite
d’un sous-groupe Iy, la deuxieéme d’un sous-groupe I'). En utilisant les résultats de B.Roberts, on peut trouver les
Théoremes suivants :
Théoreme (3). Pour la représentation 7 ona
(1) RGXGXg(ng") = {n ® n @ nt| pour tout w € Irr(G)}.
(2) moxoxG(m, , m@ @ M) = 1.

Théoreme (4). (1) JTE est une représentation de bigraphe forte du groupe produit G X [(G X G) = S,].
(2) R(;(ﬂ'g) = Irr(G) et R(GxG)xsz(ﬂg) = {o(, m)*| pour tout & € Irr(G)}.
(3) L’application de bigraphe 6 est définie comme

0: Rc(ng) — R(GxG)st(n'g);ﬂ — o(m,m)*

o o(n,m)* est la représentation distinguée du groupe (G X G) x S, attachée a n € Irt(G) [ c¢f. Définition 4.46 ou
voir [R2]]

Ces résultats étaient connus, nous donnons plus de détails. Pour la démonstration du Théoreme (3) ci-dessus,
une difficulté sera de montrer que I'y < S5 est scindé au-dessus de I'y > S'3.

ILSiA = FxE, GLy(A) ~ GLy(F) X GLy(E).

On pose G = GLy(F), H = GLy(E). Soient F** = Ng,p(E*), G* = {g € Gldet(g) € F**}, et
M = {(_ ;y) |x,y € F,a@ € E} muni de la forme quadratique définie par g(m) := det(m).

l—-‘(:)l)
2
deuxieéme représentation ng’J' de G* x GO(M). En utilisant les résultats de Brooks Roberts et Michel Cognet, on
montre les Théorémes suivants :

Lo ry 5 . . .
Théoreme (5). (1) 71.; est une représentation de graphe forte a gauche du groupe produit G X H.

(1) (1)
(2) Ro(x,0 ) = I(G), Ryz(m,’ ) = (B ()] pour tout x € Iir(G)).
(3) L’application de bigraphe forte 0 est définie comme

En ce cas, on obtient deux représentations intéressantes, la premiere représentation 7 ,° du groupe G X H et la

r(]) r(l)
0:Rg(n,’ ) — Ru(m,’ );m — Begp(n)

pour tout rt € Irr(G).

Dans ce théoreme Bcg,r désigne I’opération de changement de base quadratique de Langlands [L].

Théoreme (6). Pour la représentation de bigraphe forte 715* du groupe G* X GO(M), on a
(1) Rooun ;™) = Trrp(GO(M)).
(2) L’application 6 de bigraphe est définie ci-dessous :

0 : Ro+(m, ") — Raoun(m, )ip* +— 6*.

Plus précisément :
Reprenons les notations dans le Théoreme 4.9 pour la classification des représentations irréductibles du groupe
G* et les notations dans la Proposition 4.21 pour les représentations irréductibles du groupe GO(M).
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0 . -
(1) pt > 6%, oundo elr(F*)satisfont a o™ # xgip, |- [£ xerl - 15

N+ Lt o + .5+ S+ X+Y .
(1) A pf, e A6 o AT € (P,
(2) 4 - Stor > Y - Stigoun  OU YT € (P ;

0 ~
(3) y* 'pi)(m — Yt .6-1'-,)(E/F on Yyt € Irr(F**);

(4) U g U o 0RYt € Im(FX);
(5) p§ AN 0g  out © est un caractere régulier de E* ;

0 . PR . . .
(6) py «— &7  ou les représentations sont attachées a une représentation cuspidale i du groupe G.

Ces résultats étaient essentiellement connus, la difficulté était surtout de comprendre et préciser les résultats de
M.Cognet et B.Roberts.

1L Si A = K, GLy(A) = GLy(K)

En ce cas, on pose G = GL,(K). On considere la représentation o =c— Indﬁj xG

P Pylr,- Nous déterminons une

partie des quotients irréductibles de ﬂi".

Proposition (x). (i) mg(ﬂg,l'[q)hq)z) =1, 5i @ = ¢; o Ngsr, D2 = ¢p o Ngyp pour ¢y, ¢p € Irr(F*) ; sinon = 0.

.. r _ - i
(1) mp<xG (7 @ ® Tyone [Ny - Ol boNg e INK/F(~)I%) =1 pour ¢ € Irr(F*) ; = 0 sinon.

L’organisation de chapitre 4 est comme suit : En vue de 1’application au cas II, nous donnons la classification des
représentations irréductibles du groupe G*. Apres des rappels de résultats connus, nous classifions les représenta-
tions distinguées ou distinguées génériques du groupe GS O(M). Puis nous rappelons et précisons les résultats de
M.Cognet et B.Roberts pour les quotients de la représentation de Weil sur GL,(F)XGL,(E). Finalement en utilisant
les résultats de B.Roberts et M.Cognet, nous traitons les exemples pour les groupes GLy(F) X GLy(F) X GLy(F)
et GLy,(F) X GLy(E) , ensuite pour le groupe GL,(K). Pour le groupe GL,(K), c’est plus original. Dans le cas de
GL,(K), nous vérifions que notre représentation est compatible avec celle construite par Kazhdan [cf. [Kazh] ], ou
méme de Mao Z-Y et S.Rallis [cf. [MR]].

Chapitre 5

Dans ce chapitre, on considere les problemes analogues a ceux du chapitre 4, mais pour un corps fini F.

Les résultats : Soient F un corps fini d’ordre ¢ = p/ avec p # 2, E une extension quadratique de F, K une exten-
sion cubique de F', GS ps(F) le groupe symplectique de similitudes de degré 8, (o, V) la représentation de Weil sur
GS ps(F). Notons A une algebre étale sur F de degré 3. Donc A ~ F X F X F, F X E, ou bien K. On définit un
morphisme GL(A) — GS pg(F), et grace a ce morphisme, on obtient la représentation de Weil de GL,(A), notée
n. La décomposition de cette représentation se présente de la facon suivante :

Soient G = GL,(L) ou L un corps fini quelconque, L;/L une extension quadratique, i, y» deux caracteres de
F*, onnote my, ,, = Ind§ x| ® x2, 1 la représentation triviale du groupe G, St la représentation de Steinberg du
groupe G et 7y la représentation cuspidale du groupe G attachée au caractere régulier 6 de L.

Théoréeme (7). SiA =F X F X F, GLy(A) = GLy(F) X GL,(F) X GLy(F), alors

m= P (eerner.n)e P (v-Stear-Stoar-Ste)

X1#£x2  mod x1~x5 Welrr(FX)

® @ (lﬁ'10®l//'1c®lﬁ'1c)€9 @ (7T9®7T9®7T9)

yelrr(FX) Oelrr(EX)=Irr(F>*),mod 6~64

o @ ((l//-StG@z//JG@w-lG) ® (v-168y-Steas-1g) ® (4-168Y-168Y-Stg ))

Yelr(F>)
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Théoreme (8). Si A = F x E, GLy(A) = GLy(F) x GLy(E), alors

m= + (v168¥-14) @ P (w-Sto@¥-Sty )

yelr(F*),Yelrr(EX),Y=y¢oNg,r yelr(F*),Yelrr(EX),Y=y¢oNg,r
= F (roens)e D (o)
Azoelr(FX),A#Xelr(EX),A=AoNg,p, Z=00oNg/r A€lrr(EX),A#A9

@ & (wSte®¥-15).
yelrr(F¥), Welrr(EX), ¥=yoNg/

Théoreme (9). Si A = K, GL,(A) = GLy(K), alors

T = @ BC[(/F(O').
oelr(GLy(F))

Pour montrer le Théoréme (9) ci-dessus, nous discutons le probleme du changement de base pour les représen-
tations de Weil. Nous montrons en fait que sur un corps fini, les représentations de Weil sont, en un certain sens(
Shintani-lift), compatibles au changement de base. Nous présentons le résultat ci-dessous :

Soit ¢ un caracteére non trivial de F™*. On fixe une cloture algébrique FdeF. Supposons Gal(F/F) = (o). On
pose F; le corps formé des points fixées de F par ¢. On fixe un nombre positif n.

Soit G un groupe algébrique connexe défini sur F, on note G(F;) le groupe des F;-points de G. On note
o' =< G(F,,) I’ensemble formé des éléments (o, g) pour tout g € G(F,,) pour 1 < i < m. On note C(G(F,,)) I’espace
vectoriel des fonctions centrales de G(F,,) et C(G(F,,)), le sous-espace de fonctions des C(G(F,)) constitué des
éléments o-invariants.

Dans I’article [Gy], Gyoja a défini I’opérateur de norm N,,,, qui permet de donner une bijection entre les classes
de G(F,,)-conjugaison dans o = G(F,,) et les classes de conjugaison dans G(Fni)), ou (m,i) est le plus grand
commun diviseur de m et i. On définit

i —res : C(Gal(F,,/F) < G(F,,)) — C(G(Fm)),

fr—i—-res(f)
ot i — res(f) o Ni = flying(r,)-

On pose Y, = i o Trp,p. Soit V un espace symplectique sur F de dimension 2n. On note Spy, (resp. GSpy) le
groupe symplectique(resp. symplectique de similitudes) associé¢ a V. On note 11, (resp. Zy,. ) la représentation de
Weil du groupe Spy, (F;)(resp. GSpy(F;)) pour 1 <i < m.

Théoreme (10). 1l existe une représentation unique ﬁ,; (resp. i;;ﬂ ) du groupe Spy(F,,) = Gal(F,,/F) (resp.
GSpy(F,) = Gal(F,,/F) telle que i-res(Ily, )= H,,,FW) (resp. i-res(Ey, )= El,,F(m_”)pour 1<i<m
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1 Préliminaires généraux

1.1 Les sous-groupes de Howe réductifs de S p(W)

Dans cette sous-sous-section, on désigne par F' un corps non archimédien de caractéristique impaire et de
caractéristique résiduelle p.

Définition 1.1 ((MVW] Page 10). Soit G un groupe. Un sous-groupe H C G tel que le double commutant de H
dans G soit égal a H sera appelé un sous-groupe de Howe de G. Si H' = Zg(H) est le commutant de H dans G,
on dira que (H, H') est une paire duale dans G.

Soit D un corps de dimension finie sur son centre(pas nécessairement commutatif), muni d’une involution 7.
Soit W un espace vectoriel a droite sur D, de dimension #, muni d’un produit e-hermitien, ol er(e) = 1. W est dit
de type 2(resp. de type 1) si le produit hermitien est nul(resp. non dégénéré).

Définition 1.2 ((MVW] Page 11). Soit W un D-espace a droite e-hermitien de dimension finie de type 1 ou 2, une
paire duale (H, H') de U(W) est dite réductive si

(i) W est HD et H' D-semi-simple.

(ii) H et H' sont réductifs.
(Ces deux conditions sont probablement équivalentes). On dit alors que H est un sous-groupe de Howe réductif
de UW).

Définition 1.3 ((MVW] Page 11). Une paire duale (H,H') de U(W) est dite irréductible s’il n’existe pas de
décomposition orthogonale de W stable par HH'D.

Lemme 1.4 ((MVW] Page 13). Toute paire réductive duale de U(W) est produit de paires réductives duales
irréductibles.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW] Page 10-11] a

Ci-dessous, nous citons la classification des paires duales irréductibles de S p(2n, F)) dans [[MVW], Page 15].
Soit tp/r € Homp(D, F) tel que la forme bilinéaire (d,d") — tp,r(dd’) pour d,d’ € D soit non dégénérée.

Lemme 1.5 ((MVW] Page 14). Si (W, {,)1), (Wa,(,)2) sont deux espaces sur D respectivement a droite et a
gauche, €;-hermitiens de type 1 tels que —1 = €&, alors le produit tensoriel W = W ® p W, muni de la forme

<< W @ Wo, Wi @ Wy >>= Ip (< wi, W) > T(< wo, Wh >2)),  wi,w; €W,

est symplectique. Inversement, toute décomposition d’un espace symplectique (W, <, >) en produit tensoriel hermi-
tien est de ce type.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 14-15, Lemme]. Nous montrons “inversement”. Supposons W =
W1 ®p W, une décomposition de (W, (, )), B = Endp(W;), B, = Endp(W>), A = Endp(W). Rappelons qu’il existe
une involution adjointe % sur 1’algebre centrale A associée a 1’espace hermitien (W, (,)) a isomorphisme pres,
Par définition, les algebres By, B, sont stables sous 1’involution adjointe %. La restriction de cette involution sur
B (resp. B,) donne une forme €;-hermitienne {, );(resp. &-hermitienne (, ),) sur W, (resp. W,). D’apres rappeler la
construction, on sait que €6, = —1. Maintenant, nous pouvons définir une forme <<, >> comme 1’hypothese au
lemme ci-dessus, elle aussi induit sur Endz(W) une involution %’ coincident avec I’involution adjointe associée a
(,)isur B;, i = 1,2. Deux involutions %, x” de Endr(W) sont différentes par un automorphisme intérieur ¢. Comme
*|p, est isomorphe a x’|p, pour i = 1,2, on sait que I’automorphisme intérieur u est trivial sur Endp(W;) i = 1,2
qui est donnée par conjugaison par un élément non nul du centre de D. C’est-a-dire que

(W1 @ wa, W] @ Wh) =<< aw| ® wa, W] @ wy >>= tp r(a < wi,wi > T(< wa, W) >7)) wi,wi € W;,
pour quelque a € Cent(D) = F’. D’apres modifier le produit (, ), par a(, )1, on obtient le résultat. O

Remarque 1.6 (Restriction des scalaires, cf. [MVW], Page 15). (1) Soient (W,{,)) un espace anti-hermitien
sur (D, 1), tp/r un élément de Homp(D, F) tel que (d,d") v— tp,rp(dd’) est non dégénérée, on obtient une
forme symplectique tp;r({,)) sur le F-espace W, I’espace symplectique (W, tp;r({,))) sera dit déduit de
(W, (,)) et tp,r par restriction des scalaires.
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(2) Supposons ’espace W’ déduit de W par restriction des scalaires par une extension F'|F. Par la classifi-
cation des sous-groupes de Howe réductifs des groupes classiques dans [[MVW] Page 13], on sait qu’une
paire duale non triviale de S p(W) reste une parie duale non triviale de S p(W’). Comme Centg pw)({£1}) =
S p(W"), on voit que la paire duale triviale ({+1}, S p(W)) ne peut pas étre une paire duale du groupe S p(W’).

Théoreme 1.7 ((MVW] Page 15). Voici la classification des paires duales irréductibles de S p(W) qui ne provien-
nent pas par restriction des scalaires de S p(W'’) satisfaisant a (dimp W')[F’ : F] = dimp W pour une extension
F’ sur F.
(1) Les paires duales de type 2 : (GLp(X1), GLp(X3)).
Si W est totalement isotrope et non dégénéré pour toute décomposition d’un lagrangien X de V en produit
tensoriel X = X; ®p X5.

(2) Les paires duales de type 1 :
(i) (O(W1),S p(W2)).
Ici W = Wy ®r W, avec Wi(resp. Wy) un espace orthogonal (resp. symplectique) sur F.
(ii) (U(Wy), U(Wo)).
Ici W ~ Wy ®p W, o1t D/F est une extension quadratique ou un corps de quaternions muni de ['involution
canonique. Wi(resp. W) est un espace hermitien (resp. anti-hermitien) sur D et dimp W, # 1 si D est un
corps de quaternions.

Démonstration. Ceci découle de [MVW]. Utilisons les énoncés dans la page 13 de [MVW]. Ils donnent le cas (1).
Pour (2), supposons W =~ W; ®p W, une décomposition de W en produit tensoriel hermitien. Par définition, le
centre F’ de D’ contient F. Par le lemme 1.5, la forme symplectique s’écrit

<< W @ Wy, Wi @ W) >>= tD/F( <wi, W > T(< wo, W) >2))

pour un homomorphisme 5,7 € Homp(D, F) satisfaisant aux conditions requises. Si F’ = F, alors D = F ou
D un corps de quaternions sur F, on obtient les résultats de (2) (i) et partie de résultats de (2) (ii). Si F’ # F,
on regarde W = W; ®p W, comme un espace symplectique sur F’, notée W’. Choisissons un élément non trivial
trr € Homp (F, F) et tp/r € Homp (D, F') tels que (d,d’) — tp;r(dd’) soit non dégénérée, alors on sait que
tpryr o tpyrr € Homp(D, F) et (d,d") v— tpp o tp/r/(dd’) est aussi non dégénérée. Par le Lemme 1.5, il existe une
forme g;-hermitienne (, ); (resp. &;-hermitienne (, );) sur W; (resp. W) telles que

<< W @ Wy, W @ Wy >>= /g O tD/p/( <wi, W > T(< wo, W) >2)).

Si 7|pr = 1d, alors W’, muni d’une forme tp,r ((, )1 7({, )2)), est un espace symplectique et W est déduit de W’ par
restriction des scalaires. Ceci contredit a I’hypothese. Si 7| # Id, nous notons F| le corps commutatif formé par
les points fixés de 7. Le méme argument que ci-dessus, montre que F| = F et on obtient I’autre partie des résultats
de (2)(ii). ]

1.2 Le groupe métaplectique Mp(W)

Soit W un F-espace vectoriel de dimension 2n, muni d’une forme symplectique ¢, ). On note S p(W) le groupe
symplectique, GS p(W) le groupe symplectique de s1m111tudes Sp p(W) (resp. S p(W), Sp p(W)) le groupe métaplec-
tique associé a I’extension du centre {+1} (resp. Hs = <e ) ,C¥). Si H est un sous-groupe fermé de S p(W), nous
notons son image réciproque dans Sp p(W) (resp. Sp p(W) Sp p(W) ) par H (resp. H, H) Dans cette sous-sous-section,
nous dirons le groupe métaplectique M p(W) pour Sp p(W), ou S p(W), ou bien Sp p(W), sauf mention explicite.

On sait que Sp p(W) est’'unique revétement a deux feuillets non trivial de S p(W). Il est déterminé par un cocycle
[S p(W)] non trivial dans H2(S p(W), {+1}) =~ Z,. On a une suite exacte

1 — {£1} — Sp(W) L5 Sp(W) —> 1,

et E(W) = ﬂa(W) X{e1) M85 SE(W) ~ E;(W) X(«1) C%, le diagramme ci-dessous est commutatif

1 — {1} — SpW) — Spw) — 1 (1)

l l I
1 — wg — SpW) — SpW) — 1 (2
l ! I

1 — C* — SpWw) — SpW) — 1 (3)
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C’est-a-dire que le cocycle [S p(W)] (resp. [%(W)]) associé au groupe S p(W) (resp. S’??(W)) est ’image de
[S p(W)] par application H*(S p(W),{x1}) — H?*(S p(W), ug) (resp. H*(S p(W),{x1}) — H?*(S p(W),C*)).
Donc ces classes de cohomologie sont d’ordre 2.

Théoréme 1.8 (C.C.Moore). Il existe un et un seul élément non trivial d’ordre 2 dans H*(S p(W), ug) ou
H(S p(W),CX).

Démonstration. Ceci découle de [Mo2]. O

Nous allons donner des formules explicites pour comprendre ces cocycles. D’apres le Théoreme 1.8, il suffit
de construire des 2-cocycles non trivials d’ordre 2. Nous citons les résultats dans [P], [Rao], mais nous adopterons
les descriptions dans [MVW], [Barl]. Pour présenter les formules, quelques définitions sont nécessaires.

Soient W un espace symplectique de dimension 2n sur F, W = X & X* une polarisation compléte de W. Choi-
sissons une base {e,--- ,e,} resp. {e],--- ,e;} de X resp. X* telle que (ei,e]*.) = 0jj, i.e. fer, -+ ,epsef, - ey}
forme une base symplectique de W.

Notons P = P(X)(resp. N = N(X)) le groupe parabolique(resp. le radical unipotent) associé a X, Q I’ensemble
des lagrangiens de W. Un élément g de S p(W) peut s’écrire sous la forme suivante :

§= (ccz Z) ol a € Endp(X), b € Homp(X*, X), c € Homp(X, X*),d € Endp(X™).

On a la décomposition de Bruhat de S p(W)
Sp(W) = USC{I,---,n}PwSP,
d’ou
ws(e) = —ef,ws(ef) =e,siies

ws(e) = e ws(ef) =er,siigs.

L’invariant de Leray Soit (X;, X», X3) un triplet de lagrangiens deux a deux transverses. On peut lui associer un
espace quadratique qui sera appelé [’invariant de Leray de (X, X», X3), et noté g(X, X5, X3).

D’abord, on a deux polarisations completes W = X; @ X, et W = X| @ X3, donc il existe un élément unique
u € N(X)) tel que u(X,) = X3. On définit une forme symétrique bilinéaire (, ) sur X, par

(32, X5) 1= (X2, u(x3)) = (x5, u(x2)).
Comme X; N X3 = 0 et que u est bijective, la forme symétrique bilinéaire est non dégénérée. En ce cas, on définit
q(X1, X2, X3)(x2) := (X2, x2) pour x € X -+~ 1.

Si (X1, X5, X3) est un triplet de lagrangiens pas forcément transverses deux a deux, on modifie la définition de la
facon suivante :

Notons : M = (X; N Xp) + (Xp N X3) + (X3 N X7).

Considérons : Z; = (X; + M) N M+ /M.
On vérifie que (Z,Z,,Z3) est un triplet de lagrangiens de I’espace symplectique Wy, = M* /M transverses deux a
deux [cf.[MVW], Page 54]. En ce cas, on définit

q9(X1, X2, X3) := q(Z1, 23, Z3).
Pl‘OpOSitiOll 1.9 ([Rao]). (1) Soit (X1,X>,X3) un triplet de Q, alors Q(Xr(l), XT(Z), XT(3)) =~ sign(T)q(Xl, X5, X3)
pourt € S3.

(2) Soient (X1,X5,X3), (Y1, Y2, Y3) deux triplets de ), supposons qu’il existe un élément g de S p(W) tel que
Y: = g(X;). Alors les espaces quadratiques q(Y1,Y>, Y3) et g(X1, Xo, X3) sont isomorphes

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 54-55]. O

. . s 1
1. !Ici, ne multiplions pas la constante 5
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Un cocycle pour les groupes S p(W) et %(W) : Soit X un lagrangien de W,  un caractere continu non trivial de
F ety I'invariant de Weil [cf. [Kud2], chapter I]. Pour deux éléments g1, g» € S p(W), on pose

q(g1,82) = —q(X, g7 (X), g2(X)).

Théoreme 1.10 ([P],[Rao]). La classe du 2-cocycle

c(g1,82) = ¥(¥(g(81,82))) - 2

dans H*(S p(W), C*), ou H*(S p(W), ug), est non triviale d’ordre 2.

Démonstration. Ceci découle de [[Rao], Page 358, Theorem 4.1]. O

Remarque 1.11. (1) c(g1,82) est une racine huitieme de [’unité, qui dépend du choix de , X.
(2) D’apres la Proposition 1.9 (2), on sait que pour p, pi,p> € P = P(X), c(p1g1p, p~'g2p2) = c(g1,82). En

particulier ¢(p,g) = c(1,g) = y(tﬁ(q(X, X, g(X)))) =1 pour p € P,g € Sp(W).

Un cocycle pour le groupe @(W) : Tout d’abord, fixons une polarisation complete W = X @ X*. Pour présenter
la formule, nous rappelons quelques notations et définitions. Nous notons (, )p : F*/F X2 FX |F x2 {1}
le symbole de Hilbert. Soit (g, V) une forme quadratique non dégénérée sur F de dimension m. Par le Théoréme
d’orthogonalisation [cf. [MVW], Page 4], V est isométrique a une somme W = &, F(a;) ou F(a;) est la forme
canonique de F de dimension 1, définie par x — a;x> pour x € F. Rappelons quelques invariants de V. Le
déterminant det(q) € F*/F 2 est représenté par le produit des a;. L’invariant de Hasse est défini par la formule :

ey= [ (@apr.

1<i#j<m

De plus, Rao a défini les applications :

x:Sp(W) — F*/F*%; piwspy — det(pipaly)  mod F*2;

1
t:8p(W) xS p(W) — Z:(81,82) = 5(S11 + 1S = 13 = D),

pour g = piws, P}, g2 = paws,Ph et g1g2 = paws, Pyl = dimg(X, g7'(X), 2(X)), S,81,52,83 des parties de
{1’ Y Vl}
On peut définir un 2-cocycle grace aux applications ci-dessus, qui sera appelé le 2-cocycle de Rao :

1(t—1)

CRao(815 82) = (X(g1), x(82))F(—x(g1)x(g2), X(g182))r((=1)', det(q))r(=1, -1).” €(q),

out = (g1, 82), 9 = q(g1.82) pour g1, 82 € S p(W).
Théoréme 1.12 (Rao). La classe du 2-cocycle de Rao est un élément non trivial d’ordre 2 de H*(S p(W), {=1}).

Démonstration. Ceci découle de [[Kudl], Page 20, Theorem 4.5]. |

Exemple 1.13 (cf. [MVW] Page 56). Si dimp(W) = 2, Sp(W) = SLy(F), en ce cas, on retrouve la formule de
Kubota :

Crao(81, 82) = (x(g1), x(82))r(—x(g1)x(g2), x(8182))F»

ou x(g) =dF*® sic=0; cF* siciOpourg:( b) € SLy(F).

a
c d
Pour le 2-cocycle de Rao, on a les propriétés :

Proposition 1.14. Soient g, 21,82, € Sp(W), p € P = P(X).
(1) CRrao(P> &)= CRao(&> P) = (x(p), x(g))F. En particulier; crao(1, &)= Crao(g, 1) = 1.
(2) Ccrao(Pg1,82) = (x(p), x(g1)x(8182))F CRao(&1, &2) €t CRao(&1, &2P)=(X(P), X(82)x(8182)) FCRa0(&1, &2)-

2. !lci, ne mulitilions pas la constante %
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(3) crao(g1p™", Pg2)= (X(p), =x(g1)X(82))F.

Démonstration. (1) Dans ce cas, on a q(g,p) = gq(p,gd = 0 et tp,g = ttgp = 0
CRao(P> )=(x(p), X(@))F(—x(P)x(8), x(pg))F = (x(p), x(8))r(—=x(p)x(8), x(p)x(g))r= (x(p), x(g))r. En faisant le
calcul analogue, on obtient cgy,(g, p)= (x(g), x(p))r= (x(p), x(g))F, en particulier x(1) = 1, donc cre(l,8) =
Crao(g, 1) = 1, c’est-a-dire que le 2-cocycle est normalisé.

(2) D’abord, on a g := q(pg1,82) = q(81,82), 9(g1,82p) = q(81,82), I = 1(pg1,82) = 1(g1,82), H(g1,82p) =
181, 82).

1(t=1)
CRao(P&1,82) = (X(pg1), x(82))r(—x(pg1)x(g2), X(pg182))r(=1)', det(@))r(=1,-1).> €(q)
= CRao(81, 82)(X(P), X(82))r(x(p), X(P)) F (x(P), X(8182))F (—x(g1)x(g2), X(P))F

= Crao(81, 82)(x(p), Xx(82)) F(X(p), = 1) r(x(p), x(8182)) F(X(p), —x(g1)x(g2))F

= CRao(81, 82)(x(p), X(g1)x(8182))F-

CRao(81582P) = CRao(81, 82)(x(g1), X(P)) r(—x(81)x(g2), X(P)) r(x(p), X(8182)) r(x(P), X(P))F
= CRao(81, 82)(x(p), X(82)x(8182))F -

(3 on a q(gip T pg)=q(g.g) et  Hgip',pg)= (g1,82). Donc  cra(g1p™', pg2)
= (x(g1), x(P))r(x(p™), x(g2))F (X(p™1), X(P)FCRao(81:82) = CRao(81.82)(X(g1), X(P))F(x(P), x(82))F(x(p), X(P))F
= CRao(&1, 82)(x(p), —x(g1)x(g2))F. o

__On a vu que le 2-cocycle de Rao ne possede pas de la méme propriété que celle pour le groupe S p(W) ou
S p(W). Par ailleurs, le 2-cocycle de Rao aussi détermine le groupe S p(W). Donc il existe une application 3 :
S p(W) — ug telle que

c(81.82) = B(g182)B(81) ' B(82) " CRao(81. 82),

ou c(g1, g2) est le 2-cocycle, défini au Théoreme 1.10 pour le lagrangien X fixé et le caractere additif ¢ fixé.

La relation entre c(g;, g2) et cru(g1,g2) : Fixons une polarisation complete W = X & X*, un caractére
non trivial ¢ de F. Nous notons y(4“) la constante de Weil attachée a la forme quadratique x +—— ax? et

y(a,¥) = % la constante normalisée. On sait que y(a, ) est un caractére du second degré de F*/F X2 et

y(ab, yyy(a, ) " y(b,y)™" = (a, b)r. De plus, il satisfait aux propriétés : (1) y(a,¥)* = 1; (2) y(a,¥)* = (a,a)r =
~La)r; 3)yW)? = y(=1,4)7"; (4) y()? = 1. Soit (g, V) une forme quadratique non dégénérée sur F de dimen-
sionmetV =@ F(a;);alors y(yoq) = [T, y(¥*) = y(det(q), ¥)y()"e(q) ol €(q) est I'invariant de Hasse pour
q.

Théoreme 1.15 ([Rao]). Soit g = pyws p> € S p(W), pour p; € P(X), on définit
B(8) = y(x().v) v ¥,
alors (g1, 82) = B(8182)B(81) 7' B(g2) " crao(81, 82).

Démonstration. Ceci découle de [[Kud2], Theorem 4.5]. O

1.3 Les paires duales de Howe pour Mp(W)

Théoreme 1.16. Soient g1,g, € Sp(W), g1, 8 des images réciproques quelconques dans 3’77(W). Supposons
2182 = g281. Alors 8182 = 2281

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 39-40]. O

Corollaire 1.17. Si deux éléments de S p(W) commutent, alors leurs images réciproques quelconques dans §77(W)
ou S p(W) commutent aussi.

Démonstration. Par définition, on peut regarder @(W), S p(W) comme des sous-groupes de S’??(W). |

Supposons W = W; & W, une somme orthogonale. On considére 1’application canonique
S p(W1) X S p(Wa) = S p(W).

On note Sp(Wlmp(Wz) I’image réciproque de p(S p(W;) x S p(W,)) dans §;7(W).
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Lemme 1.18. On a un morphisme de groupes

— — b —
S p(W1) XS p(W2) — S p(W1) X § p(W2),
[(g1, €1), (82, €)] — [(&1, 82), €1€2CRa0((81, 1), (1, 82))],
ouon écrit (g1, g2) pour I'image p(g1, g») dans S p(W). En particulier, en considerant ﬁlg‘;;(W]) et ﬁlE}(Wz)’ on obtient
CRao(81581) = CRao((g1, 1), (87, 1))

et
CRao(gZ, gé) = Crao((1, gZ)’ (1, g/z))

pour g1,81 € Sp(W1), g2,85 € S p(W2).
Démonstration. Ceci découle de [[HM], Page 245-246]. m]

Lemme 1.19. Si W, =~ W,, on regarde S p(W) comme un sous-groupe de S p(Wy) X S p(Wy) par Iapplication
diagonale, alors S p(W1) X S p(W)) est scindé au-dessus S p(Wh).

Démonstration. Supposons (g1, €1), (g2, €2), (g}, €]), (g5, €) des éléments de S/‘;a(Wl). Comme p est un morphisme
des groupes, on a

p([(gl,a), (gz,e2>])p([(g;,e;>,(g;,e§>]) = p([(gl,el), (2. )} €). (g;,e;n).

Il en résulte que
[(81.82), €1€2¢Ra0((81, 1), (1, 82))1(87], 85): €1 €3¢Ra0((8], 1), (1, 82))]

= p([(glg’l, €1€] CRao (81, g’l)), (gzg’z, €26 Crao(&2, gé))])

Donc
cRao((gl, (1, gz))cm((g;, ), (1,g’2>)cRa,,((g1,g2), (g;,g;)) = Cran(81,81)ran 82, 85)cra 187 D (1, gzg;>).

Maintenant consid€rons cruols p(w,)xs p(w,) ; 1.€ prenons g = g, g’1 = g’z. Nous obtenons

Crao (8120 61:8) = crao @181 1. (1, 8180 Jerl o1, 1. (1,0 ek (61 D (1,00,

qui est un cobord, donc on trouve le résultat. m]

Corollaire 1.20. Le résultat dans le lemme précédent est aussi vrai si on remplace le groupe métaplectique 3'77
par S p,Sp.

Démonstration. On sait que la classe du 2-cocycle de Rao aussi détermine les groupes S p, 577, d’ou le résultat. O

Soit (Hy, H,) une paire réductive duale de S p(W). On s’interesse aux images réciproques explicites de H; et
H, dans M p(W), Par le Théoreme 1.16, le Corollairel.17, le Lemme 1.19, le Corollaire 1.20, on se ramere a traiter
les paires réductives duales irréductibles.

Supposons que 1'espace (W, (,)w) est déduit de (Wg,(,)w,) et 0 # tg/r € Homp(E, F) par restriction des
scalaires oul E/F est une extension finie. Soit X un lagrangien de W qui est aussi un lagrangien de W. Si cg est le
cocycle de S p(Wg) associé a (X, y o tg/r), ¢ celui de S p(W) associé a (X, y) pour les groupes Sp(W) et S p(W),
801t CRrao,£(T€SP. Cr4o) 1€ cocycle de Rao de S p(Wg) (resp. S p(W)).

Lemme 1.21. On peut regarder Sp(Wg) comme un sous-groupe de Sp(W), alors clspw,xspws) Tesp.
CRaols p(Wr)xs pwy) définit un 2-cocycle pour le groupe Sp(W) resp. Sp(W), i.e. pour les classes, on a
[cls pewiyxs pewey] = [CE] et [CRaols pwi)xs pwi)] = [CRao,E]-

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 1.10. O
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Si (H;, H>) une paire réductive duale irréductible de S p(W) qui est déduit de S p(Wg) et tg/r par restriction
des scalaires. En Utilisant le Lemme1.21, nous trouvons [clH xi;] = [Celmxm;] et [cRaolH xH;]1 = [CRao.E|H,xH;]. DONC
H; i(resp. H,, H; ) est scindé comme un sous-groupe de § p(W)(resp S p(W) S p(W)) ssi il est scindé comme un
sous-groupe de Sp p(Wg)(resp. Sp p(Wg), Sp p(WE)). On réduit le probleme aux cas dans le Théoreme 1.7.

Pour les groupes S p(W), S’?}(W) (cf. [MVW], Page 51).

Plusieurs points utilisés

(1) Soient Y un lagrangien de W, P = P(Y) le sous-groupe parabolique minimal, comme le cocycle c|pxp = 1,
on sait que la restriction de 1’extension métaplectique de S p(W) a P est scindée.

(2) Soient D un corps de centre F’ contenant F, W =~ W; ®p W, une décomposition en produit tensoriel
hermitien, et (U(W,), U(W,)) la paire duale de S p(W). Considerons une décomposition orthogonale W, = mH @Wg
ol H est le plan hyperbolique, et WS est un espace anisotrope, Notant W° ~ W, ®p WS, on sait que la paire
(UWy), U(Wg)) est aussi une paire duale de S p(W°). De plus, U (W)(resp. ﬁ(W)) est scindé si et seulement si
I’'image inverse de U(W) dans S’??(WO) (resp. S p(W9)) est scindée.

(3) Soit W = Wy ®p W> une décomposition en produit tensoriel hermitien. Supposons que W5 est anisotrope et
(U(Wy), U(W>)) est une paire duale dans S p(W). Si dimp(W;) est paire, alors on obtient que U(Wl)(resp W)
est scindé sur U(W)) par le Lemme 1.19.

(4) Soit W = W; ®p W, une décomposition en produit tensoriel hermitien. L’espace W, peut se plonge dans
I’espace hyperbolique W, @ (—W)), donc le groupe U(W)) se plonge dans U(W; @ (—W)) en opérant par I’identité
sur le second facteur et par le Lemme 1.18, ce plongement p conserve le cocycle de Rao, de sorte que si le groupe
UW, & —Wj)(resp. UW, & —=W))) est scindé sur U(W; & —=W,), alors U(Wi)(resp. U(Wy)) est aussi scindé sur
UWwy).

Passons en revue les différents types, en reprenant les notations du Théoréme 1.7.

Type 1 (GLp(X1), GLp(X2))
Par le point (1) ci-dessus, on sait que GLp(X;), GLp(X7)(resp. (?Z;(Xl), (?ITD(XZ)) sont scindés.
Type 2 (i) (O(Wh), S p(W2))

Par le point (1) ci-dessus, O(Wl) O(Wl) sont scindés sur O(Wy).

Par les points (1)—(3) ci-dessus, S p(Ws), Sp p(W>) sont scindés si dimp(W,) est paire. Si dimp W, est impaire, on
sait que la classe [c] de Sp p(W) restrelgnant as p(W>) est non triviale [cf. [MVW], Page 51] et d’ordre 2, donc en
ce cas, I’'image inverse de S p(W;) dans S p(W)(resp. S p(W) ) est le groupe métaplectique S p(Wg)(resp Spi p(W,))
sur S p(W>).

Type 2 (i) (H1, Hy) = (UW1), U(W2))

ou W = W;®p W, , D est une extension quadratique de F ou un corps de quaternions de centre F, 7 est I’involution
canonique.

Par les points (1)—(3) ci-dessus, si dimp(W,) est paire, alors E s E sont scindés sur H;. Si dimp(W>) est
impaire, on se ramere au cas : dimp(W,) = 1.

(D). Wy est anti-hermitien sur (D, 7).

(1)(a). W; est hyperbolique anti-hermitien sur D. En ce cas, W, est un espace hermitien sur D de dimension 1.
Par la classification des espaces hermitiens sur un corps local, on sait que W, =~ (1)D, (f)D si D = E une extension
quadratique sur F avec f € F* qui n’est pas norme d’un élément de E; W, =~ (1)D si D est I’'unique corps de
quaternions sur F. Comme f € F*, on peut supposer que W, =~ (1)D et W = (Wy,1p/r((,))), oul T est la trace
réduite.
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(DH(@)(@). dimp(W;) = 2, W, est le plan hyperbolique anti-hermitien a droite sur D, muni de base hyperbolique
{el,eT}. Siw; =eja; + efaz e Wi, wa =e b + e?bz € Wy,ona

= s = = s 8 {)( 1)

Supposons que g = (Ccl z) € GLy(D) agitsur w = e;x + eTyparw- g = (e1,e}) (Z Z)( ; ) Alors g € U(W)) si

@) T@)\(0 1\fa by (0 1
) v dJ\-1 0J\c d] \-1 0)°

{ T(a)c = 7(c)a

et seulement si

Il en résulte que

7(b)d = 1(d)b
7(d)a —t(b)c =1

Soient P le stabilisateur de e; D dans U(W;), N le radical unipotent , M un Levi de P ; alors

ol oo (4 )

Comme N C S Ly(F), ainsi que
UW)=P-SLy(F)=M-SLy(F)~ D*SL,(F)

et on a une suite exacte
1 — SLy(F)— UW,) — M/F* ~D*/F* — 1.

(1)(a) (@) (i). Supposons ici que D = E/F est une extension quadratique, et que W = (W g, Trg/r({, ))). Soient

W, = Ee; ® Ee} avec (e, e}); = 1,(ef,e1)) = —3 et E = F(i) avec i# = —a € F*( donc Trg/p(i) = 0).
Par définition, {e, e]; —ei/a, e} i} forme une base symplectique de I’espace W sur F et I’application S L(F) —

U(W) — S p(W) se factorise par S Ly(F) X S Ly(F) — S p(W). Comme (—e;i/a, eTi) = (e, e}) (—z({a/ (l)), par

b N il 0
(Z d)(_e‘i/“’el*i) 1=(el,ef)(z d)( o i)
:(—eli/a,el*i)(_g/i ,'(_)1)(? Z)(_lga ?):(—eli/a,el*i)(_c‘l/a _Zb)'

Donc le morphisme S Ly(F) — S Ly(F) X S L,(F) est défini par s — (s, s = ((1) _3_1) s((l) _Oa)). Par la

définition, on a

démonstration du Lemme 1.19, on sait que
CRao((sl 570, (52,557 )) = CRao((sl 52, 1), (1,579 557 ))
CE;(,((SI, D, (1,57 )CIEJ,U((Sz, 1,1, 5 ))CRao(sla 52)_1CRao(sl_(fl , sg‘f')
= Lerao{ 5152 D, (1,57 5377 s 32, =0 Mlemao( (51, 1, (1577 s, =]
[emaof 52, 1, (1,537 52, —a7)1 = 66,

ol u(s) = cRa,,((s, D, (1,5 ))v(s, —ah.

-1
Sic=0,u(s) = (d,d)r(d,—a")r = (d, @)p. En particulier u(a) = (a, @)r pour F* < S Ly(F);a —> (ao 2)

. s 0 I 0 s 0
Sic # 0, 81 = (0 1)’ 82 = (0 s—(ll)’ 83 = (0 s—al); x(gl) = Csz’ |S1| = 1,X(g2) = _C/a'FXZ’ |52| =1;
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x(g3) = —aF>?, |s3| = 2; Prenons X = [x,ye Fy = X1®X, avec X| = lxe Fi, X, = ye F

o< O =
SO O =
o< O O

et g(X, 871 (X), g2(X)) = q(X1 & X3, (X)) ® X2, X, @ 5T (X)) = (X, 5(X1), X)) @ g(X, Xa, 5™ (X2)) = 0, done
[=0,1= %(|s1| + |s2] — |s3] — ) = 0. Rappelant la formule explicite pour le cocycle de Rao, on obtient

1(1—1)

CRao(81, 82) = (X(g1), x(82))r(—x(g1)x(g2), X(g182))r(=1), det(q))r (=1, - 1) €(q)

= (¢c,—c/a)r = (c,a)r.

Donc
U($) = Craolg1, 82)v(s, —a F = (¢, @)F.

En suite, considérons M ~ D* = E* qui est dans le groupe parabolique P = P(Ee;). Nous trouvons que

CRaolExxEx = 0(v) un cobord pour une application v : EX — pug.

Par le Théoréme 1.15, comme cggolzxxgx = 1, on peut prendre vi(g) = B(g)~" = y(x(g), ¥)y(W) ¥ tel que c|pxxex =
6(vy). En particulier, pour g = a € F*, vi(a) = y(x(g),y¥) = 1. On définit un caractere

¢q(a) = (a,@) poura € F*,

d’ot un isomorphisme de F*/Ng/p(E*) sur {1}. Soit E; = E(i;) une extension quadratique séparable de E, on
pose
X : EX — {£1};e — (e,Ng,/£(i1)),

donc cela définit un isomorphisme de E*/Ng, /E(EIX) sur {+1}, et y|px = @,. Modéfions 1’application v par v :
E* — ug; e — vi(e)x(e). On trouve

CRaolExxEx = 0(v) et V|px = ulpx.

Soient g = e151,82 = exs, € U(W),ona
CRao(€151, €252) = (x(e1), x(51)x(51€252)) FCRa0 (51, €252)
= (x(e1), X(s1)x(e; " 51€252)x(€2)) FCRao(S1€2, 52)(X(2), —X(51€2)X(52))F

= cRaa(eg 'siea, Sz)(X(ez), x(e5 " s1e2)x(e5 " s1€252))r(x(er), x(s1)x(€5 "' s1€252)x(e2))r(x(e2), —x(s1€2)x(52)) P

= cRao(eg 'siea, 52)(x(el ), x(e2))r(x(er), X(51))r(x(e2), X(52))r(x(e1€2), X(e5 ' s1€252))r(x(e2), —x(s1€2)x(e; " s1€2))F

= u(es" sieasa)ules s1ea) ™ uls2) vieren)vier) " vier) ™ (x(er), x(s1))r(x(e2), x(52))r
(x(ere), x(€5' s1e282))p. (%)

D’abord, on définit une application
a:UW)) — {xl};es — (x(e), x($)F.
Comme dimp W, = 4, donc x|px = F*2, ceci sera bien défini. D’ailleurs, on définit une autre application
b: UMW) — pg;es > u(s)v(e).
Cette application est bien définie, parce que : si e;s; = €52, on obtient e]leg = 515, I'= ke FX, donc

_ ntrons a la f ule explici _
p(s)v(er) = plk spyvikey) " TETE ST e Du(s vkov(er) = p(svier).
De plus

uley s1ea)  ulsa) " vier) v(ea) ™ = bisiea) ' b(saen) ™ = pls1) u(s2) T v(er) T v(en) T = bisier) ' b(s2en) "
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Revenant a I’équalité (%), nous trouvons
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
CRao(€151,€252) = u(e; siexsa)v(erex)ule; siex)” u(s2)™ vie)™ v(ea)™ alersiexsr)alersy)™ alezss)

= b(e1sie2s2)b(ers1)  bleasy) " alersieasr)ale sy) " alersa)™,

1.€. Craoluwy)xu(w,) = 6(ab) un cobord, donc ﬁ(Wl), l7(W|) sont scindés sur U(W;).

(1)(a)(@) (i1) Considerons maintenant le cas ot D est un corps de quaternions de centre F. On peut choisir une
base 1,1, j, ji vérifiant
i*=-a,j=-Bji=-ij=k

Posons E = F(i) ; ¢’est une extension séparable de F de degré 2 avec la conjugaison a + bi = a—bi. La conjugaison,
la trace réduite et la norme réduite se décrivent de la fagon suivante :

Sid = x+yi+zj+tk, alorsd = x — yi — zj — tk, Trp;r(d) = 2x, Np;r(d) = x* + ay* + Bz> — aft*. Rappelons que
W) est le plan anti-hermitien & droite sur D, muni de la base hyperbolique {e;, e}}. Comme D = E + jE, on a

Wi =e1E + e jE + eTE + €7 JE, et W est donc

un espace a droite sur E de dimension 4. D’autre part Trp/r({, )) = Trg/r(Trp e, ))), o Trp/e(d = a + jb) 1= 2a
pour a, b dans E et Trp,e((;, ) une forme anti-hermitienne, donc la paire (H,, H>) est déduite de (W, Trp/e({; ))
et Trg/r par restriction des scalaires. Donc on se ramene au cas (1)(a)(8)(i) dans la suite.

()(@)(B). dimp(W;) = 2n, pour un nombre naturel n.
(DH(@)(B)(i) D = E/F une extension quadratique. Par un théoreme général de Prasad et Ragunathan [ cf. [PR]
Theorem 9.5], on sait que SU W), W(Wl) sont scindés au-dessus S U(Wj). De plus, on a une suite exacte

1 — SUW,) — UW,) — E' — 1,

ou E! est le noyau de la norme N : EX — F*, comme H'(SU(W)),us) = H' (S U(W;),C*) = 0, on déduit la
suite d’Hochschid-Serre, les suites exactes

1 — H*(E', us) — H*(U(Wy), ug) — H*SU(W)), p1g)
et
1 — H*(E',C*) — H*(U(W)),C*) — H*(SUW,),C®).

Si ¢ est le 2-cocycle de S p(W), qui restreint a U(W)), notée cy, sa restriction a S U(W)) étant triviale, il existe un
2-cocycle y sur E! tel que
cylg, g') = x(det(g), det(g”)) modulo un cobord .

Comme W) est hyperbolique anti-hermitien, on peut prendre un plan hyperbolique H dans W;. Comme la restric-
tion de ¢y a U(H) est triviale par (@), ceci implique que y étant trivial. Donc ¢y I’est aussi, en ce cas, nous avons
montré que U(W;), U(W;) sont scindés au-dessus U(Wy).

(1)(@)(B)(ii). Si D est un corps de quaternions de centre F, on se rameéme au cas (1)(a)(5)(i) par le méme

argument que dans le cas (1) (a)(@)(ii) ci-dessus. Donc en ce cas, E(Wl), U (W1) sont scindés au-dessus U(Wy).

(1)(b). En cas général, si W, est anti-hermitien sur (D, 7). Par le point (4), nous pouvons remplace W, par
W1 @ (-W)), qui vient a (4) lié haute. Ainsi U(W)) et l7(W1) sont scindés au-dessus U(W).

Q. W, est hermitien sur (D, 7).

(2)(4). D = E une extension quadratique de F, le résultat a montré dans [[MVW], Page 2]. En multipliant par
une constante, on obtient une bijection entre les espaces hermitiens et les espaces anti-hermitiens, donc en ce cas,
U(Wy), U(W)) sont scindés au-dessus U(Wy).

(2)(ii). D = un corps de quaternions du centre F [ceci vient de [MVW], Page 53].

On choisit W, = D(i) ol i € D est trace nulle, soient F’ = F(i), j € D tels que j> € F,ji = —ij. Alors
D = F’+ jF’. Onnote par r : D — F’ la projection sur le premier facteur. D’abord, Trp,r(d = a+bi+ j(c+di)) =
2a = Trpp(r(d)). Consideérons I’espace Wi, muni de la forme r(i(, )1). Prenons deux éléments wi,w| € Wi,

r(i{wi, wii1) = r(iwi, wi1) = —r(i{wi, wi)1) = —r(iwy, w})1). Donc on a montré que I'espace (Wi, r(i(, )1)) est
un espace anti-hermitien sur F’ que I’on notera W’. On a U(W;) c U(W’). L’espace W est I’espace symplectique
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sur F, d’espace vectoriel Wy, de produit Trp,r(i(, )1) = Trp,p(r(i(, )1)). On a montré que ﬁ(W’) est scindé sur
U(W’), on en déduit que U(W)) est scindé sur U(W)).

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats, déja énoncé dans [MVW] et dont nous venons de compléter les
démonstrations.

Théoreme 1.22. Soient (W,(,)) un espace symplectique sur un corps non archimédien F de caractéristique im-
paire, ( (Hy, Hy) une paire duale irréductible de S p(W), H;, H leur images réciproques dans Sp(W) Sp(W) alors
H,, H, sont scindés au-dessus Hy, sauf si W =~ Wy ®p W,, Hy = S p(W)) ott Wy est un espace symplectique sur
une extension F’ de F et dimg W, impaire.

1.4 Le groupe métaplectique de similitude GM p'8/(W)

Rappelons les définitions des groupes EYJ(W), S p(W), S‘?)(W) dans la sous-sous-section 1.2.

1.4.1 La constitution de Barthel

Théoreme 1.23 (L.Barthel). Il existe une et une seule extension de GS p(W) par {1} (resp. us, C*) qui soit produit
semi-direct’ de EEJ(W) (resp. S p(W), §;(W) ) avec F*. On note le groupe correspondant par G/S\p[B](W) (resp.
—c 18] ~< Bl

GSp (W), GSp ~(W)).

Démonstration. C’est le Théoreme de L.Barthel [cf. [Bar2] Théoreme 1.A]. O

De fagon analogue aux groupes métaplectiques, on a les relations : GS p[B](W) o~ (?S\p[BI(W) X(z1} 185
— —— (B — [B
GSp W) = GSp" (W) x(1y C< et GS p' (W) est un [-groupe dénombrable A I'infini.

Soient W = X&X™* une polarisation complete, g = (Ccl Z) € GS p(W) avec a € Endp(X), b € Homp(X*, X),c €
Hompg(X, X*),d € Endg(X*). On note A(g) le rapport de similitude de g. On définit un groupe S p(W) = F* sous la
loi :

(g1, y1(g2.y2) = (818 - y1)2),

ol g;' = ((1) )(})l)gz ((1) y(_)l)' Pour le groupe GSp(W). On a donc un isomorphisme Sp(W) = F* =
1

GSp(W);(g,y) — g ((1) (y)) D’apres le Théoreme 1.23, nous pouvons représenter les éléments du groupe mé-

B _ —
taplectique GMpBl(W)(i,e GS p[ ](W), GS p[B](W), GS p[B](W)) sous deux formes, que nous expliquons succes-
sivement.

Regardons d’abord le groupe GM plBI(W) comme le produit semidirect de F* avec le groupe métaplectique
MpBI(W)Gi.e S p p(W) Sp(W), S p(W)). On obtient la premiére forme, ¢’est-a-dire que un élément h*(i,e h, h, h) de
GMp'BY(W) peut s’écrire sous la formule : h* = (g*,y) = (g, €+;y) avec g* € Mp'BI(W), g € Sp(W),y € FX et la
loi de ce groupe est définie suivante

R -1y = (gt y0gs.y) = (878 yiyo),

ol g;y' est défini par I’action de y; sur I’élément g5 de M p!Bl(W). Comme cette action est comparable avec celle de
F* sur S p(W), pour h* = (g, €),y € F*,on a h* := (g, v(g, y)e) par une fonction v de S p(W) x F* dans le groupe
abélien A (i.e {£1}, ug, C*) associé & Mp!BI(W). On sait que I’action de y est un automorphisme de MpBl(W).
Donc
(g1 a) (g e) = (g a)g ),

ie

(81 V(g1 Y€1) - (g3, v(82. Y)&) = (8185 €(g1. 82)€e1€2v(8182.Y))
otl c(g1, g2) est un cocycle associé 2 Mp!B/(W). Cela implique que

(8182, Y) = V(g1 (82, Y)c(g). g)c(g1.82) ™. (%)

3. le produit semi-direct sera expliqué dans la suite.
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Réciprociquement, si v satisfait & la condition (x), on vérifie que I’action de y sur Mp!Bl(W) définit un automor-
phisme. D’apres 1’ unicité du relevement de I’action de y sur S p(W) a une action sur Mp!B/(W). La fonction v est
déterminée uniquement par la relation (x).

D’autre part, si on regarde GM p!8/(W) comme I’extension de GS p(W) par un groupe abélien A (i,e {+1}, us,
), nous pouvons écrire I’élément h'* de GM p'B1(W) sous la forme

*=(h,e) =(g,y;€)

avech’ =g (1

0 8) eGSp(W),geSp(W),y e F*, e € A (i,e {x1}, ug ou bien C*). Alors

h*hy = (hy, €)(ha, &) = (hihy, €i&C(hy, b))

pour un cocycle C : GS p(W) X GS p(W) — A. Ecrivons hy = (g1,y1),ha = (g2,y2) avec g; € Sp(W), y; € F*
1 0

satisfaisant a h; = g; (0 v
1

Composant les deux formes de éléments du groupe GM p!B/(W) en identifiant h* = (g, &;y) A h'™* = (g,y; €), on

hYhS = (g1, €5 y1)(g2, €3 ¥2) = (g1, €)(82, €)', y1y2)
= ((g1, e)(gy (g2, yD)&): y1y2) = (8185 €(81, & IWV(g2, Y1)€1€23 Y1Y2)

et
R*hy* = (g1, y15€)(g2, y25 €) = (glg?,ylyz;C((gbyl), (82,))2))6162).
Donc on obtient la relation
C((g1:31): (82:32)) = c(g1, & V(g2. 1)

Pour obtenir le cocycle C : GS p(W) X GS p(W) — A, il reste a déterminier I’application v : S p(W) X F* — A.

Calcul de v(g,y) : Pour le groupe abélien A = g, ou C*, Barthel a fait des calculs explicites dans [BarZ]i\Ious

citons ses résultats ci-dessous. Rappelons la décomposition de Bruhat de S p(W) et le cocycle ¢ du groupe S p(W)

ou S p(W) dans la sous-sous-section 1.2.

Proposition 1.24 (L.Barthel). (1) Soienty € F* et un élément g = pyws p, de S p(W) avec p; = (%’ afil) €
P=PX),S C{l,--,n). Alors ’

¥( .V))\5| _
y(=D

ot y(y) est linvariant de Weil attaché a la forme quadratique x — yx>.

(2) C((&:))(g'Y) = (8, g)x(2), Mry, W)’ (1,05 o g’ = (68 a/?l_])wy(%z aff_l) € Sp(W)

¥(g,y) = (x(8), M (x(@), Ny, =1, )Rl

Démonstration. Ceci découle de [ [Bar2], Page 55]. O

Pour des applications dans la suite, il faut aussi déterminer 1’application v(g,y) pour le groupe A = {+1}.
Composons le Théoreme 1.15 et la relation (%) ci-dessus. Nous trouvons

B(g1g2) \ _ B(g1) B(g2)
gy = "€ gy e (5

Comme I’application vg,,(g, y) est déterminée uniquement par la relation (%), on trouve

B(g)
YRao(8>Y) = V(g, y)ﬁ( n’

Supposons g = piws p; avec p; € P = P(X). Ona g¥ = p|wy p,. Par définition, on a

v(g182.9)( )crao(8) 85)Cran(81,82)”"-

, ) 1 ..
wyg(e) = —ye} etwy(e]) =y 'ejsii€S.

4. Ici, Rappelons la définition y(¥(q)) = y(¥(q(g1, &2))) = v (—q(X, gI] (X), g2(X)))), la constante —1 vient de 1a.
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wy(e;) = ¢; et wy(e]) = el sinon.

Donc wy = pws avec x(p) = y*! mod F>**. C’est-a-dire que x(g”) = x(g)y’¥! mod F*2,

B _ YY) i Y8 )
6 gy = O G (S )
_ Y=y, )P S| N
—(x(g),)’)Fm (x(2), Y DFy(y” ', )

= (.X(g), Y)F(—L y)k:‘gly(y’ '//)‘S\(X(g), y)ll‘glfy(y’ w)lS‘((_ 1)’ y)L;\(|S|,1)/2
= (x(), M (=1, B (=1, BN~ 1), 1D
= (x(g),y)'ﬁ'“((—1),y)|;g|<|S|-1>/z

= (@@ (~)SIEIVE y),

(x(8),Y)F si|S§|=0 mod 4
1 si|S|=1 mod 4
(-x(g),y)r silS|=2 mod 4
=Lyr si|S|=3 mod 4

— [B
Nous avons trouvé les formules pour le cocycle de GS p[ ](W).

Proposition 1.25. Soienth =g ((1) S) =g ((1) ;),) deux éléments de GS p(W) avec g,g’ € S p(W), y,y" € F*,

alors
Crao(h, h,) = CRaU((gay), (g/»y/)) = cRao(ga g/y)v(g/’ y),

N ’ ’ ’ S/|1(1S7]-1)/2 ’ ’ ’
o v(g',y) = (x(g"), S FU(=1), )5 STV pour ¢ = plws pl

Exemple 1.26. Si dimz W = 2, Sp(W) = SLy(F) et GS p(W) = GLy(F). Prenons s = (j Z) € SLy(F). On

obtient les formules de Kubota :

_J (@ayr=Wy)r sic=0
v(s,y)_{ 1 sic+0

l

Pour g; = (zi Z’) € GLy(F), supposons g3 = 818> = (cclj Zi) etg; =s; ((1) 0) avec s; € SLy(F), t; = det(g;). On

i
a

Crao(81,82) = Crao(S1, 5 )pV(s2, 11) = (xX(51), X(553 ) p(—x(51)x(55), X(s5155 ) Fv(s2, 1)

lisy Idisy 1-1)

= (x(s1), X(52))p(—x(51)x(s2), x(53)F (xCs1), det(gr) (x(s3), det(g) e (x(52) = (= 1) =, det(g1))r

= (x(s1), x(52)) (= x(51)x(52), X(53)) r(x(52), det(g1)) F(x(s1)x(s52)x(s3), det(g, ))'}“’2‘,

ot 53 = prwj, ph.

1.4.2 Le cas général

On notera par I un groupe abélien qui représente C* ou A un groupe abélien fini d’ordre n satisfaisant 2|n et
(n, p) = 1. Les résultats dans le Théoreme 1.8 étaient vrais si on remplace ug par I, donc il aussi détermine un

—1
groupe métaplectique, notée par S p (W).
On a la suite canonique

1 — 8 p(W) - GS p(W) =5 F* — 1.
Il en résulte que

- — HX(FX]) - G*(GS p(W),T) -, H*(S p(W),T) —> --- .
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On note [cgq,] le 2-cocycle de Rao dans H?(S p(W), ). Si on prend un autre élément [c] dans H*(GS p(W), ) tel

que 2([c]) = [CRaol, il détermine un groupe de similitudes, notée par GS} pH(W), on peut trouver le diagramme
commutatif suivant .
Il - I — SpW) — SpW) — 1
| ) )
| — I — GSp(W) — GSp(W) — 1

Par le lemme du serpent, on a une suite exacte

1 — §p/(W) — GSp(W) <5 Agr = F* — 1.

(1) Si T = C*, on notera S p(W) := Sp (W) et GS p(W) := GS p (W).

(2) SiT = {21}, on notera S p(W) := Sp (W) et GS p(W) := GS p (W).

(3) Si T = g, on notera S p(W) := Sp (W) et GS p(W) := GS p (W).

4) SiI = A ou A est un groupe abélien d’ordre n et 2|n,(n,p) = 1, on notera §73A(W) = %H(W) et
GSp' (W) = GSp (W).

1.5 Les représentations de Weil

Notre reférence dans cette sous-sous-section est [MVW]. Soit W un espace vectoriel de dimension 2n sur F,
muni d’une forme symplectique non dégénérée (, ). Le groupe d’Heisenberg associé a (W, )), est I’ensemble
W x F, muni de la topologie produit et de la loi de groupe

w, )W, ) = (w+w,t+ 1 +{w,w)/2).
Notons ¢ : F — H le monomorphisme ¢ +— (0, #). Nous fixons un caractére non trivial ¢ : F — C*.

Théoreme 1.27 ( Stone, Von Neumann). A isomorphisme prés, il existe une et une seule représentation lisse
irréductible de H, notée par py, telle que

Py © E(t) = Y(t) pour tout t € F.
Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 28-29]. O

Soit A un sous-groupe fermé de W, posons
A* ={w e W, pour tout a € A, y({w,a)) = 1}.

On note
A = {A|A un sous-groupe fermé de W tel que A = A*}.

Théoréme 1.28 (IMVW]). Pour chaque A € A, la représentation ¢ —Ind¥ .. 1-y réalise la représentation unique
py de H, associée a , dans le Théoréme 1.27.

Démonstration. Voir [[MVW], Page 28-29]. O
Soit (py, S ) un modele par py. On pose
S py(W) = (8, My)lg € S p(W); Mepy (WM = py(gh) pour tout € H],
qui est un sous groupe topologique de S p(W) X GL(S). On a aussi une suite exacte
I — € — §p, (W) 25 S p(W) — 1

et il existe un unique isomorphisme . s
1:Sp(W) — Sp,(W)
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tel que le diagramme

1 cx SpW) —2— Sp(W) —— 1
| | H
1 cx Sp,(W) — Sp(W) — 1

est commutatif. Le composé de 1’isomorphisme / avec la projection S'?)lp(W) — GL(S) donne une représentation
du groupe métaplectique, qu’on appelle souvent la représentation de Weil, liée a ¢, qu’on note w,.. Pour utiliser
la théorie des représentations des groupes localement compacts totalement discontinus, nous considérons par la
suite la représentation de Weil sur le groupe métaplectique Mp(W) qui est égal a S p(W) ou S p(W) sauf mention
explicite.

La représentation de Weil vérifie les propriétés élémentaires ci-dessous[cf. [MVW] Page 35-36] :

(1) wy est une représentation lisse admissible.

) wy = w;j S w,, ol w; € Irr(M p(W)).

(3) La contragrédiente de wy, est wy-.

Si on définit le groupe H > S p(W) sous la loi :

(Wi, 11), (g1, 6) - (W2, 12), (82, €)) := (W1, 1) + (g1w2, 12), (g1, €1) - (82, €)),

olt (wi, ;) € H et (g;, &) € S p(W).

(%) En effet, la représentation unique (py,S) du groupe H peut prolonger dans H = S p(W), notée par Qy,
alors Qylg ) = wy est la représentation de Weil associée a .

En utilisant le point (x%) ci-dessus, pour chaque A € A, si on note SI@A(S p(W)) = G4 et Ga I’image de
réciproque de G, dans S p(W), alors la représentation Qg =€~ Indfxg‘ 1 -4 - 1 est une représentation du
: <G

groupe H > G, satisfaisant Qy ;I = py. Donc la représentation Q,, 1.,/ peut prolonger en la représentation
de Weil du groupe S p(W).

Sion prend A = un lagrangien maximal, alors on obtient un modele de Schodinger réalisé la représentation wy.

Si on prend A = un réseau tel que A = A, alors on obtient un modele latticiel réalisé w,.

Soient (Hl, H>) une paire réductive duale de S p(W) et Hy, H2( resp. H, R Hg) leurs images remproques dans
Sp p(W)( resp. Sp p(W)), on a vu que H.,H, (resp H, 1 Hz) sont commutant I’un de I’autre. On note R, (H) = {7
Irr(H)| tel que Homg(wy, ) # 0} et Ry, (H) ={re Irr(H)l HomH(a),p,A) # 0} pour H un sous-groupe fermé de
S p(W).

Théoreme 1.29 ( Howe, Waldspurger). Si F est local non archimédien de caractéristique résiduelle # 2, alors
R, (Hy X Hy) (resp. wa(Hl/X\Hz)) est le bigraphe forte[ cf. Définition 2.23] d’une bijection entre R,,,(H;) ( resp.
R, (H1)) et Ry, (H)( resp. Ry, (H>)).

Remarque 1.30. (/) Par définition de la représentation wy, on sait que wy(z) = z1d,,, pour z € ug. Il en résulte que
sim; € Ry, (E), 7i(2) = z1d5 pour z € ug a fortiori. Cette défintion est comparable avec celle dans le livre [MVW]
ou [Howel]. ( Le méme argument est aussi vrai pour le métaplectique groupe Mp(W) = E)(W) ). Néanmoins,
si on considérait le groupe S'?)(W), pour utiliser la théorie de représentations des groupes localement compacts
totalement discontinus, il serait commode d’adopter le point de vue de [MVW] ou [Howel ], i.e. de considérer les
représentations m; € Irr(H,) telles que Ti|cx = Idex.

(2) Si les groupes H; satisfont aux conditions : H; ~ H; X ug, par I’axiome (1) ci-dessus, on sait que sim; € Ry, (ﬁ,-),
il faut que wy ~ m; ® Id,,, pour telle représentation n; € Irr(H;) et I'unique représentation 1d,,, du groupe pg, donc
Wy, xH, est aussi une représentation de bigraphe forte.
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2 La propriété du graphe

Ce chapitre est de nature assez abstraite. On considere une situation générale, qui reflete les constructions du
chapitre précédent. On a deux groupes localement compacts totalement discontinus G| et G,, qui peuvent étre des
groupes de similitudes apparaissant dans des paires réductives duales sur un corps local non archimédien F, ainsi
que des sous-groupes H; et H, de G| et G, respectivement, qui peuvent étre les groupes d’isométries correspon-
dantes. On dispose d’une représentation particulieres de H, X H,, pour laquelle on dispose de la correspondance de
Howe. Cette représentation provient par restriction d’une représentation d’un groupe I' intermédiaire entre H; X H,
et G| X Gy, et on considere aussi la représentation 7 de G| X G, induite par p. On cherche a donne des conditions
pour que I’on dispose aussi de la correspondance de Howe pour 7.

2.1 Le plus grand quotient du groupe

Dans ce chapitre, nous utilisons librement les notions et notations de la théorie des représentations lisses de
groupes localement compacts totalement discontinus [cf.[BZ]]. Soient G un groupe localement compact totalement
discontinu, (p, V) une représentation lisse de G. Si (71, W) est une représentation lisse irréductible de G, on note V,
le plus grand quotient m-isotypique de V.

Posant

VIn] = N¢ker(f) ot f parcourt Homg(V, W),

ona
V2 =V/V[n].

Il satisfait a la propriété universelle suivante : I’application quotient V. — V. induit une isomorphisme
Homg(V, W) =~ Homg(Vy, W)

et
Homg(V, W) = 0 si et seulement si V,; = 0.

Dans le cas particulier ou = 15, V, n’est pas autre que 1’espace V; coinvariants de G dans V, c’est-a-dire que
le quotient de V par le sous-espace V[G] = V[1s] engendré par les éléments p(g)v — v pour v parcourant V et g
parcourant G.

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, (p, V) une représentation lisse de G. On notera
R (p) = {n € Irr(G)| Homg (p, 71) # 0}

Proposition 2.1. Supposons que (o, V) est une représentation de type fini. Alors (p,V) = 0 si et seulement si
Ra(p) = 0.

Démonstration. Ceci découle de [[BZ], Page 16, Lemma]. O

Proposition 2.2. Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe fermé de G.
(1) Si H est aussi un sous-groupe ouvert de G et que © est une représentation lisse de type fini de H, alors
c—Indg 7 est une représentation lisse de type fini de G.
(2) Si G/H est compact et que (m,V) est une représentation lisse de type fini de G, alors Resgﬂ est une
représentation lisse de type fini de H.

Démonstration. (1) Comme H est un sous-groupe ouvert de G, I’induite compacte c—Indg n s’indentifie a I’induite
ordinaire C[G] ®cyy; 75 le résultat est alors clair.
(2) Soient {vy,---,v,} un ensemble de vecteurs engendrant V comme représentation de G et K un sous-groupe
ouvert de G, tels que

€k * v; = v; pour chaque i

L’image de K dans H\ G est ouverte ; Comme H \ G est compact, il existe des éléments en nombre fini, g1, , gy €
G, tels que G soit I'union des Hg;K pouri = 1,--- ,m. Il en résulte que Resg 7 est engendré par les éléments m1(g;)v;
pouri=1,--- ,m,j=1,---,n comme H-module. m]
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Soit p une représentation lisse du groupe localement compact totalement discontinu G, on définit une applica-
tion mg(p, —) sur Irr(G) de la fagon suivante :

mg(p,m) = le cardinal de la dimension de Homg(p, 7r) pour 7 € Irr(G).

Ainsi Rg(p) est le support de cette application.

Définition 2.3. (1) Si mg(p,n) est fini pour tout m € Irr(G), on dit que p est une représentation de quotient
admissible.
(2) Simg(p,n) est égal a 0 ou 1 pour tout © € Irr(G), on dit que p est une représentation de quotient sans
multiplicité.
(3) Si p est une représentation de quotient admissible et que le support de I’application mg(p, —) est un seul
élément 7, on dit que p est une représentation de quotient de Langlands et que 7 est le quotient de Lang-
lands de p.

Proposition 2.4. Soit (p, V) une représentation lisse de type fini du groupe localement compact totalement dis-
continu G. Supposons que toute représentation irréductible de G est admissible. Alors p est une représentation de
quotient admissible.

Démonstration. Supposons que V est engendré par les éléments vy, - - - , v, comme G-module. Prenons un élément
(mr, W) de Irr(G). Soit f un élément de Homg(V, W), on a

n m n m
FO = FO Y Ar(gvd = D7 Al fv).

i=1 j=1 i=1 j=1
C’est-a-dire que I’application sera déterminée par ses valeurs en points vy, - -+, v,. Soit K un groupe ouvert fixant
tous éléments vi,...,v,, alors f(v;) est un élément de WX pour tout i et par hypothése, la dimension de WX est
finie. Donc

dim Homg(V, W) < ndim WX
est finie. O

Jusqu’a la fin de cette sous-sous-section, on suppose que G est un groupe réductif p-adique et que P est
un sous-groupe parabolique de G, et que P = MN est une décomposition de Levi.
On rappel deux functeurs non normalisés :

Indg : Rep(M) — Rep(G) le foncteur d’induction parabolique
Jy : Rep(G) — Rep(M) le foncteur de Jacquet

Théoreme 2.5. Les foncteurs (Indg, Jn) préservent la classe des représentations lisses de type fini.

Démonstration. (1) Soit (rr, V) une représentation lisse de type fini du groupe G. Comme G/ P est compact, par la
Proposition 2.2 (2), Resg 7 est aussi de type fini. Soit I’espace V qui est engendré par les éléments vy, - - - , v, fixés
par un sous-groupe ouvert compact K de P. L’espace de Jy(m) est I’espace des coinvariants de N dans V; Il est de
type fini comme représentation de P, mais N agit trivialement donc il est de type fini comme représentation de M.
(2) C’est un résultat difficile de Bernstein ( voir [[Rena], Page 215, Théoréme]). |

Lemme 2.6. Soient (m, V) une représentation lisse de quotient admissible de G et (p, W) une représentation lisse
de longueur finie de G ; alors
dimc Homg (rr, p) est finie .

Démonstration. Si
O=WosW £--- W, =W

est une filtration de W par des sous G-modules telle que W;/W,_; est une représentation irréductible de G pour
i=1,---,s.On aune suite exacte

p
1—-We —W—DWW,_, —1
comme le foncteur Homg(V, —) est exact a gauche, on obtient

1 — Homg(V, Wi—_;) — Homg(V, W) — Homg(V, W/W,_y).
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Cela implique que
dimc Homg(V, W) < dimc Homg(V, W,_1) + dimc Homg(V, W/ W,_,).

Par récurrence sur s, on trouve

dlmc HOIIlG(V, W) <

dim(c HomG(V, Wi/Wi—l)a
i=1

qui est finie par hypothese. O

Lemme 2.7. Soit (n, V) une représentation lisse du groupe N, alors I’application canonique

vV 2y

est injective.

Démonstration. Soit py(v) = 0 pour quelque v de VV. Par définition, on a v € V[N]. Comme N est une union des
sous-groupes ouvert compact de lui-méme, on a

V[N] = UxV[K] ou K parcourt les sous-groupes ouvert et compact de N.

Il existe un groupe ouvert compact K, de N tel que
veV[K,]iev= Z n(k;)v; — v; pour quelques v; € V, k; € K,.
i=1
Choisissons un sous-groupe ouvert et compact K de G qui contient chacun des k;. Alors v = n(ex)v =
m(ex)(Xisy (kv = vi) = 0.

Rappelons le théoreme de Howe et celui de Jacquet et Harish-Chandra [cf.[BZ]. p.37 et [B3] Theorem ].

Théoreme 2.8 (Howe). Soit (7, V) une représentation lisse de G, alors (rr, V) est de longueur finie ssi elle est de
type fini et admissible.

Théoreéme 2.9 (Harish-Chandra, Jacquet). Toute représentation lisse irréductible du groupe G est admissible.

Corollaire 2.10. Le foncteur de Jacquet préserve les représentations de longueur finie.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme de Howe, du Théoreme 2.9 et du Théoréme 2.5. O

Lemme 2.11. Soient (mr,V) une représentation lisse du groupe M qui est de quotient admissible, (o, W) une
représentation irréductible du groupe G ; alors

dime Homp(V, W) < oo.

Démonstration. Supposons T € Homp(V,W). On a T(v) = T(nv) = nT(v) pour n € N,v € V. Composant le par
I’application de WV dans Wy, qui est injective ( Lemme 2.7), on trouve

Homp(V, W) — Homp(V, Wy) =~ Homy(V, Wy).
Comme Wy est une représentation du groupe M de longueur finie ( Corollaire 2.10), en utilisant le Lemme 2.6, on
obtient le résultat. O

Proposition 2.12. Les foncteurs (Indg, Jn) préservent la classe des représentations lisses de quotients admissibles.

Démonstration. (i) Pour IndiG, : soient (71, V) une représentation lisse de quotient admissible du groupe M et p €
Irr(G). On a
Homg (Indg m,p) = Homp(A;ln, Resg 0),

qui est de dimension finie par le Lemme 2.11.
(ii) Soient (m, V) une représentation de quotient admissible du groupe G et (p, W) € Irr(M). Par la réciprocité de
Frobenius, on a

Homy(Jy(n), p) = Homg(r, Ind p).
Comme G/P est compact, on sait que Indg p est une représentation lisse du groupe G de longueur finie. Comme 7
est une représentation de quotient admissible, par le Lemme 2.6, on obtient

dimc Homg(rr, Indg p) < o0

ceci montre 1’assertion ! O
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2.2 Les quotients pour le produit de deux groupes

Soient G, G, deux groupes localement compacts totalement discontinus, (,S) une représentation lisse de
G X G,. Rappelons les définitions des ensembles

Ra1x6,(8), R, (8), Re, (S).

Lemme 2.13 (IMVW] Page 45-46). Soient (rr1, V1) une représentation admissible irréductible de G, (m2, V) une
représentation lisse de G,, V un sous-espace G| X Gy-invariant de V| ® V. Alors il existe un sous-espace Vé de
Va, invariant par G», tel que V.=V, ® V.

Démonstration. Nous suivons la démonstration de [MVW]. On note
V; ={v, € Vy|ilexiste 0 # v; € V) tel que v; @ v € V},

qui est un C-espace G,-invariant. En effet, prenons v; ® v'2, ur ®u, € Vavecvi,u; # 0. Comme V; est irréductible,
il existe f € H(G1) tel que u; = 7 (f)vi, soit K un sous-groupe ouvert compact de G, fixant v} et u}. On a, pour
a,BeC,

ani(f) ® m(ex,)(vi ®V5) + Bus ® uy = uy ® (avs + fuy) €V,

pour @, € C. Ainsi av,+Bu;, € V. Evidement, V1®V} estun sous-espace de V, et on veut montrer que c’est tout. Si
V =0, ceci termine la démonstration. Sinon, soit 0 # v = Y7, u;®v; € Vavec 0 # u; € V,0 # v; € V5. On suppose
Ug, - Uy € VIKl pour quelque sous-groupe ouvert compact K; de G;. Comme V; est admissible irréductible et on
sait que VIK1 est un H(G, K;)-module irréductible de dimension finie. Donc H(G, K;) — Endc(VlK‘) est surjectif,
et on peut trouver des éléments €, --- , €, de H(G, K), tels que mi()u; = 0;;u; ; soit K, un sous-groupe ouvert
compact de G2, qui satisfait a m(ex,)v; = v;; alors m1(g) ® ma(ex,)v = u; ® v; € V, il en résulte que v; € V] pour
i=1,--,n,enfinontrouvev e Vi ®V;. |

Lemme 2.14 (IMVW] Page 45-46). Soient (7;, V) une représentation admissible irréductible de G, (n,V) une
représentation lisse de G X G,. Supposons que

Nker(f) = {0} ou f parcourt Homg, (V, V}).

Alors il existe une représentation lisse (mr}, V,) de G, unique a isomorphisme preés, telle que m soit isomorphe au
produit tensoriel externe my ® 7).

Démonstration. Nous suivons la démonstration de [MVW].
(1) L’unicité. Soient V ~ V| ® V, = V| ® V] pour deux représentations lisses (2, V2), (5, V;) du groupe G», on a

Vo= (Vi@ Vg ®Va=(Vi®(Vi®WV)g = (Vie(Vi® Vg =V,

comme représentations de G,.
(2) Lexistence.
(i) D’abord, nous avons 1’application bilinéaire

V x HOI’HGI(V, Vl) — Vi
W, f)— f).
Comme Ny Ker(f) = 0 ou f parcourt Homg, (V, V), on obtient un morphisme injectif :
v < Home(Homg, (V, V1), V).

Pour utiliser le résultat du Lemme 2.13 ci-dessus, on va montrer que son image est dans Homc(Homg, (V, V1), C)®c
V.

(ii) Vérifions cela. Prenons un élément 0 # v € V fixé par un sous-groupe ouvert compact K; X K, de G| X G».
Supposons que K; est suffisamment petit pour que VIK ' # 0, qui est alors un H(G}, K;)-module irréductible de
dimension finie. Choisissons une base vy, --- , v, de V]KI. Pour f € Homg,(V,V;),on a

V() = FO) = frlg, (e, V) = ek, % F0) = > fivv;
i=1
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pour quelques f;(v) € C. On définit ainsi une application
¢},  Homg, (V,V}) — C;

f = fiv).

On vérifie que c:v est C-linéaire et on a alors v* = )7, czv ® v; € Homc(Homg, (V, V1),C) ® V.

(iii) Par hypothese, V) est admissible, donc Homg,(V,V;) =~ Homg,(V ® V,,C) =~ Homg, (V ® Vl)G,,C) ~
Homc((V ® V))g,,C). On a

V < Home(Home((V ® Vy)g,,C),C) ® Vi ~ (V& V))g,)*™* @ V.

Il reste 2 montrer qu’en fait, ’image est (V® 1 )G, ® V1. Prenons un élément 0 # v € V comme en (i) ; on définit de
méme les applications C:V, oy, de (Ve \71)01)**. Soit {v}, -+, vy} la base duale de {vy,---,v,} dans (V)X
On a

ey = (M) = vevt, f)

ol v® v’ est I'image de v® v} par I’application (V ® Vi) — ((V®V))g,)**. Donc nous avons montré que I’image
de I’application  est un sous-espace de (V ® v )o, ® V1. En utilisant le Lemme 2.13, ona V ~ V, ® V| pour une
représentation lisse V, de G ; par le raisonnement pour 1’unicité, nous obtenons V, ~ (V ® Vi)g,. |

Remarque 2.15. (1) Dans le lemme 2.13 ci-dessus, supposons que la représentation (1, V) de G, est admis-
sible. Alors la sous-représentation (r}, V;) Iest aussi.
(2) Dans le lemme 2.14 ci-dessus, si (rt, V) est une représentation lisse admissible de G xG,, alors la représen-
tation (), V}) Iest aussi.

Démonstration. de (2) : nous suivons les démonstrations de la Proposition dans [ [BZ] Page 20 ]. Soient K; un
sous-groupe ouvert compact de G; pour i = 1,2. On sait que VE*K ~ (V; @ Vé)K‘XK2 = VlK' ® VéKz qui sont de
dimension finie. Cela implique que I’espace V;Kz I’est aussi ( car on peut choisir K; pour que VIKl #0). O

Soient (71, V1) une représentation admissible irréductible de G, et S, = S/S[m] le plus grand quotient 7;-
isotypique. Par le Lemme 2.13, a isomorphisme pres, il existe une unique représentation lisse (17, V) de G, telle
que

Sr =M Q7.

De plus
ﬂ'; = (V1 ®Sﬂ])Gl

pour le plus grand quotient de V; ® S ., sur lequel G agisse trivialement.
Par passage au dual, d’apres le résultat du Lemme 2.13, on trouve

7% = Homg,(V; ® S5, C) =~ Homg, (S, V1) = Homg, (S, V;) =~ Homg, (V; ® S, C).

L’espace Homg, (S, V1) est naturellement muni d’une action de G, et les isomorphismes précédents sont G,-
équivariants. Par passage a la partie lisse, on obtient

7y, = Homg, (S, V)™ = Homg, (V; ® S, C)™.

En vue des applications, nous démontons un lemme de la page 59 de [MVW]. Soient S = S(G) I’espace des
fonctions de Schwartz-Bruhat sur G, muni de la représentation naturelle p de G X G :

pg1,82)f(8) = (87" g82).

Lemme 2.16. Pour tout n € Irt(G), le plus grand quotient m-isotopique de pgx| est isomorphisme a © ® it comme
G X G-module.

Démonstration. Soit p, le plus grand quotient -isotypique de pgxi, alors p, =~ 71® 0. Par la discussions ci-dessus,
on sait que & =~ Homg, (o, 7)™, et le résultat dans la page 74 de [B2], a montré que Homg, (S, 7)* = 7. O

Nous donnons de plus un lemme pour expliquer pourquoi nous intéressons au plus grand quotient -
isotypique.
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Lemme 2.17. Soient G, G, deux groupes localement compacts totalement discontinus, (r,S) une représentation
lisse de G| X G, (1, Vi)(resp. (w2, Vo)) une représentation admissible irréductible de G ( resp. G, ). On note par
S 1, le plus grand quotient my-isotypique de m et soit S, ~ w1 ®@ ), alors

(1) Homg, xG,(S, V1 ® V2) = Homg,xG,(S x,, Vi ® V2).

(2) Homg, (), m2) = Homg, xg, (71 ® m}, w1 ® 12).

Démonstration. (1) D’abord, si Homg,x,(S,V: ® Vo) = 0, comme S — S, est surjective, donc on a
Homg,xg, (S V1®V2) = 0. Soit f € Homg, xc,(S, V1 ® V,) qui n’est pas triviale, comme (7, 1, G; X G2, Vi ®V>)
est une représentation irréductible, alors f : S — V| ® V, est surjective. Prenons un élément non trivial e, de V5.
On définit un morphisme canonique V| ® V, N Vi1 ® e; qui est Gi-équivalent. Le composé de f avec p détermine
un morphisme non trivial dans Homg, (S, V1), il implique que f se factorise par S,, — V| ® V».

(2) L’isomorphisme est défini par ¢ — 1 ® ¢. Ce morphisme est bien défini et injectif. Il suffit de démonter qu’il
est aussi surjectif. Soit ¢’ € Homg, xg,(V1 ® Vé, V1 ® V,) un élément non trivial. Choisissons une base {u;};c; de Vs,
nous notons par V,; la droite engendrée par I’élément u; pouri € I. On a

Vo = @1V,

qui peut plonger dans [];c; V2, comme un sous-espace. Donc V; ® V, =~ @, V| ® V,; se voit aussi comme un sous-
espace vectoriel de [];c; Vi ® V»,;. Nous notons sa projection canonique [[;c; V1 ® Vo, — V1 ® Vs, par p;. Chaque
composante Vi ® V,; est isomorphe a V;. Prenons un élément non trivial ¢, € V, et considérons le morphisme
90’|v1®e; : Vi ®e), — V1 ® V,. Composons le avec

pi
VieV, — 1_[ VieVy,, — Vi®V,,.
i€l
Nous obtenons un morphisme
g Vi®ey, — Vi®Vyy,
qui est G-équivariant.

Puisque 7 est admissible, on sait que le lemme de Schur est vrai en ce cas, c¢’est-a-dire que Endg, (V) = C.
Cela implique que ¢; est défini par
Vi ®€,2 — Vi® Vy;
ka@)e’z — ka@)ciui,
k k
pour quelque ¢; € C.

De plus le morphisme [];e; ¢} : Vi ® € — [];ef V1 ® V2, se factorise 2 V) ® ¢) — V| ® V», ce qui implique
que sauf pour un nombre fini d’indices i, ¢; = 0.

Ensuite, nous définissons une application ¢,; : Ce), — V; par ¢, (¢}) = 2je; ciui. On a
’
("4 |V1®e'2 =1 ®()0e’2~

De cette maniere, pour chaque €lément v, € VJ, on construit une application ¢y, : Cv; — V; satisfaisant a
¢'lviev, = 1 ® ¢y, et cette application est unique. On a donc

— j— 7 ’’ ’
Pavy+pv, = Pav, + @py = @y, + By pour @, B € C,v), vy € V7.

Nous avons une application C-linéaire : ¢ : V; — V, donnée par ¢(3;v5 ;) 1= X; ¢v, (V5 ,). Alors ¢ = 1 ® ¢,
et ¢ est forcément G>-€quivariant, i.e. ¢ € Homg, (V}, V2). |

Passons aux relations Rg,xc,(S), R, (S) et Rg,(S). Pour comprendre facilement, d’abord nous adopterons les
hypotheses :

(1) (m, G| X G,,S) est une représentation lisse de type fini.

(2) Toute représentation irréductible de G| X G, est admissible.

Remarque 2.18. Sous les hypotheses ci-dessus, on a

(1) m est une représentation de quotient admissible.

(2) Rg,x6,(S) = @ si et seulement si (n,S) = 0.

(3) Soient my € Irr(G1), Sx, le plus grand quotient mi-isotypique de m et S, ~ w1 ® 7}, ; alors ) est une représen-
tation de type fini de G».
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Démonstration. nous avons vu (1) [cf. Proposition 2.4] et (2) [cf. Proposition 2.1]. Pour (3), on a

Sz =S/S[m]=men,

qui est aussi une représentation du groupe G; X G, de type fini. On choisit I’ensemble {v(ll) ® vlz(l), e, v(ln) ® v;")}
de n vecteurs engendrant S ,,. Comme (1, V1) est irréductible admissible, par le Lemme 2.14, on a vu que 7}, est
engendré par les éléments v/z(l), . ,v/z(”). m]

Par [[BZ], Page 20, Proposition], on sait qu'un quotient irréductible de x est de la forme m; ® 7, ol 7 et
sont uniques a isomorphisme pres.

Proposition 2.19. (1) Sim ®m € Ro,xg,(m) alors my € R, (7).
(2) Sim € Rg,(n), il existe my € Re, () tel que w1 ® mp € Ra, %G, (7).

Démonstration. (1) Soit (1} ® 2, G1 X G2, V1 ® V,) un élément de Rg, <, (), on a une application non triviale

v viev,

qui est surjective. Prenons un élément 0 # e, € V, et une application canonique

De
V2 —2> CEZ.
Composons f avec 1 ® p,, ; nous obtenons une application non triviale de V a V; i.e. m; € R, (7).

(2) Supposons (11, Vi) € Rg, (). On peut trouver le plus grand quotient 7{-isotypique S, ~ m; ® 77, qui n’est pas
trivial, cela implique que 7/, ne I’est pas aussi. Comme 7, est une représentation lisse de type fini, il en résulte que

R, () # 0.

Par le lemme 2.17, on a une bijection entre Rg,xc, () et Rg,(}). Ceci montre qu’il existe une représentation
(72, V) de G, telle que m; ® 1 € Re,xG, (7). |

On définit deux applications projectives canoniques

Ra,xG, () N R, (m); 11 ® My +—> m; pour i = 1,2.
Corollaire 2.20. p; est surjective pouri = 1,2.

Remarque 2.21. Si on ne suppose pas la condition :
7 est une représentation de type fini du groupe G| X G,
alors les applications p; toujours existent, mais peut-étre elles ne sont pas surjectives, on notera leurs images par
RO, (7).
G;

Si pi(resp. p») est injectif, alors pour chaque 7| € Rgl () (resp. mp € ROGZ (7)), il existe une unique représenta-
tion irréductible 7\ € R, (n) (resp. 7" € Rg, (7)) telle que 71 ® 1)) € R, x6,(7) (resp. 7117 @ 12 € R xc, (7))

Définition 2.22. Si pi(resp. p») est injectif, on définit une application 6; : Rgl(ﬂ) — Rg,();m — 7T(21),'
)
(resp. 6, : Rgz(ﬂ') — Rg,(m);my +— 7r(12)), on dit que (Rg,xc, (1), pi) est le graphe de ’application ROGI(H) -

0 . N N .
R, (m)(resp. Rgz (1) —> Rg, (1)) et que (1, G| X G») est une représentation de graphe a gauche (resp. a droite).
De plus, si m est aussi une représentation de quotient sans multiplicité, i.e.

ma,xc,(7w, ') < 1 pour tout 1’ € Irr(Gy X Gy),

on dit que 7 est une représentation de graphe forte a gauche (resp. a droite), et que n satisfait a la propriété de
graphe forte a gauche (resp. a droite).

Définition 2.23. Si py, pa sont injectifs, on dit que (Rg,xc,(7), pi) est un bigraphe entre Rgl(ﬂ') et R(();z (), et que
(m,G1 X G») est une représentation de Howe (ou de bigraphe). Il a déterminé une correspondance bijective entre
Rgl(ﬂ) et Rgz(n) qui sera appelée la correspondant de Howe (ou de bigraphe), on aussi dit que (1,G; X G3)
satisfait a la propriété de Howe(ou de bigraphe). De plus, si m est aussi une représentation de quotient sans
multiplicité, i.e.
ma,xc,(7, ') < 1 pour tout 1’ € Irr(Gy X Gy),

on dit que 7 est une représentation de Howe forte (ou de bigraphe forte), et que 7 satisfait a la propriété de Howe
forte ( ou de bigraphe forte ). Ce qui détermine une correspondance de Howe forte ( ou de bigraphe forte ) entre
‘Rgl () et Rgz (7).
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2.3 Les représentations de graphe forte

Dans cette sous-sous-section, pour présenter simplement les résultats, “graphe” signe ““ graphe a gauche” sauf
mention du contraire. Et on supposera que toute représentation irréductible du groupe localement compact totale-
ment discontinu est admissible.

Proposition 2.24 ( Produits). Soient G;, H; des groupes localement compacts totalement discontinus pouri = 1, 2.
(m, V) une représentation lisse de (G X G,) X (H; X H3),
(1) Supposons que pour chaque indice i, ntlg,xu, satisfait a la propriété de graphe. Alors rt est une représetna-
tion de graphe du groupe (G| X G,) X (Hy X H»).
(2) Supposons que w est une représentation de graphe du groupe Gy X --- X G, et qu’il existe un couple
(Gi,G)) de I’ensemble {G1,- - ,G,} tel que wtlg,xc, satisfait a la condition de sans multiplicité. Alors  est
une représentation de graphe forte du groupe G X - - - X G
Démonstration. Par définition, p(li) ¢ Rexm(m) — Rg,(m) est injective pour i = 1,2. Il en résulte que p,
R G xH)x(GaxH) (M) — Ra,xc, () est aussi injective. Donc (7, (G X G2) X (H; X H»)) est une représentation
de graphe. De plus, I’application du graphe de 7 soit définie par 8 = 6; X 6, : Roc,xcz(”) — R?ﬂ wip, (1) Ol
6 : ﬂgi (r) — R?ii () est ’application du graphe de 7|g,x#;,.
(2) Soit 1 ®m®- - @7y € Ri x--xG, (M), $1 MGxq, (M, 1i®n;) < 1, on a alors mg, x..xg, (M, 11 ®- - - 7,) < MGxG, (70, T ®
nj) < 1. Ceci trouve le résultat. |

Théoreme 2.25 ( Abélien Scindé). Soient Gy, G,, Hy, H, des groupes localement compacts totalement discontinus.
Supposons que Hy, H, sont abéliens et H est un sous-groupe de H\ X H,, tels que

H est le graphe d’un morphisme surjectif y : Hy — H,.

Supposons que (p, V) est une représentation de graphe forte du groupe G| X G, qui se prolonge en une représen-
tation du groupe Gy X G, X H. On note m = ¢ — Ind(GGI‘XXGIj‘;Z(GZXHZ) P, alors i est aussi une représentation de graphe
forte de (G| X Hy) X (G, X H»).

Démonstration. (1) D’abord, comme pr; : H — H; est un isomorphisme de groupes, la représentation irré-
ductible du groupe H s’identifie a celle du groupe Hj. Si (1 @) 1)®(m2®x2) € R(G,xH,)x(G,xH,)(7), par le réciprocité
de Frobenius, on obtient (71} ® 1 ® x1 ® X2)l6,xG,xt € Ra,xc,x1(p)- Il en résulte que m1 ® my € R, xa, (). De plus,
comme mg,xc,(p, 11 ® M) = 1, il existe au plus un seul caractere yo de H; tel que mg,xg,xu(p, m1 ® m ® xo) = 1.
Donc on a trouvé que y1x2 ©y = Yo, i.€. Y20y = x7 "Yo. Comme 7 est surjective, on trouve que y» est déterminé
uniquement par y et 1 ®1,. Comme 7, = 6(rr;) ou 6 est I’application du graphe de 7|, xg,, finalement on voit que
X2 est détermine uniquement par m; ® y; ; ceci implique que 7 est une représentation de graphe. De plus, comme

m(Glel)x(szHZ)(m (m ®x1) ® (12 ®X2)) < mGlez(ﬂ',ﬂ'] ®7T2) <1,
on voit que la représentation r aussi satisfait a la propriété de sans multiplicité. Ceci termine la démonstration! O

Remarque 2.26. Supposons qu’on a un morphisme de groupes ouvert G; X H; LN G;H; pouri = 1,2. Ils donnent
un morphisme ouvert (G X Hy) X (G, X Hy) e G 1H| X GyH; ; on note (G| X Gy)H l'image de G| X G, X H. Si
la représentation p dans le Théoréeme 2.25 est aussi définie sur le groupe (G| X G2)H, alors les résultats dans Le
Théoreme 2.25 précédent sont aussi vrais pour la représentation m = ¢ — Ind(GG‘fi‘ng)ile

Démonstration. Comme p; (resp. p; X pz) est un morphisme ouvert, toute représentation lisse du groupe G;H;
(resp. (G1 X G2)H) est donnée par une représentation lisse du groupe G; X H; (resp. (G| X Hy) X (G, X H»)) qui
est triviale en sous-groupe ker(p;) (resp. ker(p X p2lg,xG,x#))- En suivant la démonstration du Théoreme 2.25, on
montre le résultat. O

Ceci est un des résultats principaux du chapitre.

Théoreme 2.27 ( Abélien fini). Soit Hy(resp. H,) un sous-groupe distingué ouvert de Gy (resp. G,). Supposons
G1/H\( resp. Go/H;) un groupe abélien de cardinal fini et I un sous-groupe de G| X G, contenant H; X H; tels
que

I'/H| X H; est le graphe d’un morphisme surjectify : G\ /H; — G»/H,;.

Supposons que (p, V) est une représentation de graphe forte du groupe H, X Hy qui se prolonge en une représen-
tation du groupe I'. Alors m = ¢ — Ind? 1XGz p est aussi une représentation de graphe forte du groupe G X G,.



2.3 - Les représentations de graphe forte 37

On procede par récurrence sur le cardinal du groupe fini I'/H; X H,, en traitant d’abord le cas ou ce groupe est
cyclique.

Lemme 2.28. Dans la situation du théoréeme 2.27, supposons de plus que G1/H, est cyclique. Si m1®my € Rg,xa, ()
avec Ry, (m1) = {01, -+, 0} et Ry, (m2) = {61, -+ , 64, ), alors

(1) ki > ks.

(2) Pour chaque oo € Ry, (1), il existe un et un seul élément 6, € Ry,(m2) tel que 0o ® 6o € R xa, ().

(3) My, xw, (0, 01 ® 61) = My 5, (0, To ® O).

(4) L’application y aussi définit un morphisme surjectif G1, [H\, — Ga, [Ha etT'N (G, X G, )/Hi X H», est le
graphe pour 1 <a <k, onG, ={g€ Giloé = o), Gy, =1g€ G|0% =~ 6,).

(5) mg,xg, (7w, 11 @ M) < My, xu, (P, 01 ® 61).

Démonstration. (1)—(3) : Comme 1 ® 7> € Rg,xc, (), par Le Théoreme Réciproque de Frobenius, on a
0+ mGlez(ﬂ, T ® mp) = mr(p, ™ @ my).

A fortiori, my,xm,(p, 11 ® mp) # 0. Quitte & change I’indexation, on trouve que mgy,xu, (P, 01 ® 61) # 0. Par le
Théoréme de Clifford, il existe un élément ,H, de G1/H; tel que o =~ o, ot o (hy) = o(t;'hit,) pour
hy € Hy. Soit y(t,Hy) = soHy € Go/H,, alors (t,, so)H) X H, appartient & I'/H; X H,. Supposons que (y, o) € I’
etd, = 6,".Ona

0 # mp, i, (0, 01 ® 81) = mpgxpp, (0", % @ 83 = mppyr, (p, T ® 5o).-

Il en résulte que 04 ® 0o € Ry, xm,(p). De plus, comme p|p,«p, satisfait a la propriété de graphe, la représentation
0, est déterminée uniquement par o, et on sait que y est surjective, donc k; > k.
(4) Supposons a = 1. D’abord, nous vérifions 1’assertion suivante :

SOitg]H1 € Gl(q /H; alors ’y(g1H|) =g H, € G2§, /H,.

On peut supposer (g1, &) € I', comme nmy, xp,(p, 01 ® 61) # 0, on a my, g, (0452, o' ® 68) # 0. Il en résulte que
67 = 0(ct') = 6(c1) = 61, donc g2H; € Gy, [Ha.
On définit les applications :

a: Gy xGy/H, x Hy — G1/Hy X Ga/Hy et G, /H; X Go/Hs 25 Gi/H..

Si on note I' comme le graphe de I’application y : G| /H, —s G,/H, dans le groupe G/H, ><G2 / H,. Par hypothese

on sait que a(I'/H, X Hy) = . On prend un systeme de représentants {a(ll), .- a,(“), ca® a,(Ck )}

(resp. {b1,- -+ , by, }) de G (resp. G) dans Gl/Gl[ (resp. GZ/GZO ) tels que {a (’) ,bijelpourl <i<kpy,n_<j<
n;. Donc

I‘l]+ R 1+1°

&2, biGy, /Hy = Go/Hy = y(G /Hy) = y( &, (&, .1 a)G, /Hl)) ®2 biy(G),, [H)
Il en résulte que y : G, /Hi — Ga, /H, est surjective. On examine aisément que I' N (G,
le graphe par cette application.
(5) Homg, xg, (7, 1y ® 1) =~ Homr(p, 7, ® 5) par la réciprocité de Frobenius. Mais Homr(p, 11 ® 12) est inclus dans
Homg, x, (0, 11 ® )T/ H1XH2 par une action évidente de T'/Hy x H,. C’est-a-dire que y - ¢ := 11 ®ma(y) opop(y™!)
pour y € I'/H| X H, ¢ € Homy,xu,(p, 711 ® 7). Par les raisonnement précédents

X G2§l)/H1 X H; est

oy

Hompy, xy, (p, 11 ® M) = @; ; Hompy, xn, (0, 0 ® 6;) = &, Homy,xp, (0, 04 ® 64)

(Car les autres espaces sont nuls). De plus chacun des facteurs est de dimension 1 et 1’action de I" permute transtive-
ment les facteurs. Donc on trouve mg, xg, (T, 11 ® m2) < My, xu, (P, 01 ® 61). |

La preuve du Théoreme 2.27 :

La premiere étape— cas cyclique : Supposons que G;/H; est un groupe cyclique d’ordre fini pour i = 1, 2.
D’abord, la propriété de sans multiplicité vient du Lemme 2.28(5). Il suffit de montrer que x satisfait a la propriété
de graphe. Supposons 7} @ m, 1| ® 7r’2 € Ra,xa, (). Par hypotheése, on sait que m2|g,, 7r’2|H2 sont sans multiplicités.
Soient Ry, (m1) = {01, -+ , 01, }, R, (m2) = {01, -+, 61, } €t Ry, () = {67, ,6;(5}. Par le Lemme 2.28, Ry, (72) =
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R, (my) = {01, , 6k, }. On suppose que 01 ® 01 € Ry, xm, (). Supposons que Rg, (m2) = {61, -, 0p,10; 2 3; pour
i# jet g, |, = 6;}. Par le Théoreme de Clifford, il existe un caractere v du groupe szl qui est trivial sur H; tel que
5y =~ 3'1, ®v.Sim =c— Indg: o telle que 01|y, ~ o1, alors on a

o1

1XGy

1, XG o1 ®m)

Homg, x¢, (¢ — Ind?‘xc2 P, @ mp) ~ Homr(p, Resg‘XG2 Indg

1" — —_—
~ Homr(p, Ind(GI | XGa, )T o1 QM) = Hom(GIWl XGy, yr(o, o1 ® mp)
- :

k
~ Home, XGay, ynro, Z 01®06;) =~ Homg,, XGa, (o, o1 ® 61)

i=1
et
G1XG —
HOII'IGIX(;Z(C — IIldr]>< 2 P, T ® 71',2) ~ HOI’Il(GI(r] Xszl )nr(p, (o] ® 61 )

Comme (Gy,, X Gy, ) NI'/H; X H, est le graphe de I’application surjective y : Gy, /H; — Gy, /H,. Utilisons le

Gy, XGy,
2 z . _ T 01 .
résultat du Lemme 2.28 pour la représentation ¢ Ind(G][rl XGay )T 0 ; nous trouvons

. —~ i~ . —_—~ =/ .
dim¢ Hom(GI(rl XGs, yr(p, o1 ® 61) = dimg Hom(GlJ] XGa, yr(p, o1 ® 61 ) = dimec Homp, xu, (0,01 ® 61) = 1.

Soit 0 # T, € Homg,xm, (0,01 ® 61), il existe un morphisme unique fl( resp. fl/) prolongeant 7'} dans
—_— - —_— gt —_— -
XGa,, yr(p, o1 ® 6;) (resp. Homg, xGa,, yr(e, 01 ® 61 )). Comme o1lg, = o et &;ly, = 61, on peut

supposer que T = ﬁ = ﬁ/. Si on prend un élément (g, h) € (Glﬁ1 X Gzél) NI,ona

HOIII(GI

a1 ol

Ti(p(g, hv) = Ti(p(g, hyv) = 71 ® 61 (g, HT1(v)

et
T\ (o(g, hyv) = Ti(p(g, h)v) = 71 ® 81 (8 WT1(v) = T1 ® 61(g, H)T1 (W)v(h).

Il en résulte que v(h) = 1. Puisque I’application (G1,, X G, ) NT'/H X Hy — Gy, [H, est surjective, il est clair
que v = 1, donc my =~ 7.

La deuxiéme étape— raisonnement par récurrence : On vient de traiter le cas ou G|/H, est cyclique. Pour le cas
général, comme annoncé, on procede par récurrence sur le cardinal de G1/H;. Si G| # Hj, introduisons une sous-
groupe G| de Gy, contenant [y, et tel que G1/G soit cyclique. Notons G/, I’'image inverse dans G, de y(G/H1) C
G2/H>. Alors y induit un homomorphisme surjectif ¥’ de G|/H; sur G}/H,; on note I" le sous-groupe de I'
contenant H; X H; et tel que ["/H;| X H, soit le graphe de y’. Par récurrence, la représentation 1’ = ¢ — Indl(.;,l‘ xGy P
est une représentation de graphe forte. D’autre part, y induit par passage aux quotients un homomorphisme surjectif
de G1/G] sur G2/G), dont le graphe est I'(G| X G%)/G} X G). Considérons la représentation p" = ¢ — Indg(Gl1 xGy) 0

C N ’ ’ : 4 : G1xG, ’
sa restriction a G| X G/, est n’. Par le cas cyclique trait€ dans le lemme, on obtient que ¢ — Indr(G1 Xy P est une

représentation de graphe forte de G| X G,. Mais cette représentation n’est pas autre que ¢ — Ind?‘ Gy,

<

Remarque 2.29. Tous les résultats dans cette sous-sous-section sont aussi vrais, si on considére “ graphe a

droite”.

2.4 Les représentations de bigraphe forte

Proposition 2.30 ( Produits). Soient G;, H; des groupes localement compacts totalement discontinus pouri = 1, 2.
Soit (1, V) une représentation lisse de (G| X G,) X (H| X H3),
(1) Supposons que pour chaque index i, g, satisfait a la propriété de bigraphe. Alors r est une représet-
nation de bigraphe du groupe (G X G,) X (H; X H3).
(2) Supposons que m est une représentation de graphe du groupe G| X --- X G, et qu’il existe un couple
(Gi,G)) de I’ensemble {G,- - ,G,} tel que wtlg,xG, satisfait a la condition de sans multiplicité. Alors  est
une représentation de bigraphe forte du groupe G| X --- X G,,.

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 2.24. O
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Proposition 2.31. Soient G1,G,, H des groupes localement compacts totalement discontinus et H un groupe
abélien, y un automorphisme de H, soit (r,V) une représentation lisse de G| X G, X H. Grdce au morphisme
des groupes

(GixH)X(GyxH)— G xXGyxH

[(g1, M), (82, h2) ¥ (8182, hiy(h2))]

on obtient une représentation 7 du groupe (G| X H) X (G, x H).
(1) Sirlg,xc, est une représentation de bigraphe, alors 7t I’est aussi.
(2) Sinlg,xc, est une représentation de bigraphe forte, alors T ’est aussi.

Démonstration. (1) Soit (11 ® 1) ® (12 ® x») € R(G,le)x(szHg)@~ Si
0% Fe HOl’n(Gle)x(szH)(ﬂ', (7 ®X1) ® (m ®)(2))-
On a

F(r((g1 ® g2), hiy(ha))v) = m1(g1) ® ma(g2)F(Wx1(h)x2(hy) pourv € V. g; € Gi, h; € H.
En particulier, prenons g = g» = 1, hy = h € Het h, = y~'(h™!) € H, nous obtenons

F(v)=F(vx 1(/1)/\{2(7_1(h_1)) pour tout v € V.

Comme F # 0 ety estun isomorphisme , on trouve y, = XT ol )(T(h) = )(l(y(h)) pour i € H. Si 6, est I’application
de graphe de 7|, xc,, alors on obtient une application de bigraphe de 7 :

0: RG]XH|® — 72G2><Hz(7?);

T ® )1 F O(m1) ® x1,

donc on a trouvé que (1, (G| X Hy) X (G2 X H>)) est une représentation de bigraphe.
(2) 1l suffit de montrer que la représentation 7 satisfait a la propriété de sans multiplicité. Comme
MG, xH, xG>xH, T, (T ® 1) ® 72 ®/\/T) < Mg, xG, (M, T ® my), on obtient le résultat. O

Remarque 2.32. Si le morphisme précédent, (G X H) X (G, X H) — G| X G, X H, se factorise par (G| X H) X
(G, xH) — G{H X GyH, ou G; Xx H — G;H est un morphisme de groupes ouvert surjectif pour i = 1,2, alors
le résultat dans le Lemme 2.31 est aussi vrai pour la représentation (1, GiH X G, H).

Démonstration. Comme p; est un morphisme ouvert, toute représentation lisse du groupe G;H est donnée par une
représentation lisse du groupe G; X H qui est triviale en sous-groupe ker(p;). Cela entraine le résultat. O

Théoreme 2.33 (Abélien Scindé ). Soient Gy, G,, Hy, H, des groupes localement compacts totalement discontinus.
Supposons que H, H, sont abéliens et que H est un sous-groupe de H| X H», tels que

H est le graphe d’un isomorphisme y : H — H,.

Supposons que (p, V) est une représentation de bigraphe forte du groupe G| X G, qui peut se prolonger en une
représentation du groupe G; X G, X H. On note m = ¢ — Ind(GGI‘XZIZ‘X);(GZXH” p. Alors i est aussi une représentation
de graphe forte du groupe G| X G».

Démonstration. C’est une consequence du Théoreme 2.25. O

Remarque 2.34. Supposons qu’on a un morphisme de groupes ouvert G; X H; — G;H; pour i = 1, 2. Ils donnent
un morphisme ouvert (G X Hy) X (G, X Hy) — GH| X Gy H,, et on note (G X G2)H 'image de G1 X G, X H. Si
la représentation p dans le Théoréeme 2.33 est une représentation du groupe (G| X Gy)H, alors les résultats dans
le Théoreme 2.33 précédent sont aussi vrais pour la représentation ¢ — Indgfi‘gggb

Démonstration. C’est une conséquence de la Remarque 2.26. O

Théoreme 2.35 ( Abélien Fini). Soit Hy(resp. Hy) un sous-groupe distingué ouvert de G (resp. Gy ) tel que G1/H{(
resp. G,/ H») soit un groupe abélien de cardinal fini, et soit I un sous-groupe ouvert de G| X G, contenant Hy X H,
tel que

I'/H| X H; est le graphe d’un isomorphisme y : G| /H; — G»/H,;.

Supposons que (p, V) est une représentation de bigraphe forte du groupe H; X H, qui peut se prolonger en une
représentation du groupe I'. Alors ¢ — Ind? 1XGz p est aussi une représentation de bigraphe forte du groupe G1 X G».
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Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 2.27. O

Proposition 2.36. Conservons les notations et hypotheses du Théoreme 2.35. Soient my € Irt(Gy), m; € Irr(G») tels
que
7T1|].1l =mo; @ ®moy,

(les représentations oy, - - - , 0k, ne sont pas équivalentes), et
7T2|H2 =mo;®:--® m26k2

(les représentations 01, - - , Oy, ne sont pas équivalentes), Supposons que 1, ® 3 € R, xc, (7). Alors
(i) k = k| = ky et quitte a change 'indexation, on a

(o ®60z € RHIXHZ(,O)[JOI/H’G,’ = 1, ce ,k,

et
0o ® 8 & Ruyxm,(p) pour 1 Sa # B <k

(ii) L’application 'y aussi définit une bijection entre G, [Hi - G, [Hy avec T' N (G, X Gy, )/ Hi X Hy
comme graphe pour 1 < a < k.

Démonstration. (i) Comme m,®m; € Rg,xa, (), par le Théoreme Réciproque de Frobenius, on obtient Rr (7 ®m2)N
Rr(p) # 0, afortiorie, Ry, xp, (T1®m2) Ry, <k, (0) # 0. On peut supposer que o 1®01 € Ry, xa, (M1 Om2)NRu, x1,(0) #
0. Par le Théoreme de Clifford, il existe un élément 7, H; de G|/H, tel que o"l“ ~ g, ol o”l“ (hy) = Ul(t(;lhlta).
Soit y(t,Hy) = soHy € G2/H», alors (t,, so)H| X H, appartient a I'/H; X H,. Supposons que (4, s,) € I', on note
8o = 6)". Donc

17

To®0, =0 ®6," € Rpppers, (11 ® 7)) O R e, (07 = Ry, s, (11 ® 12) N Ry e, ().

Comme p|y, xu, satisfait a la propriété de bigraphe, on sait que 6, # dg si 1 < « # < k;. D autre part, si on
choisit un élément dg, il aussi existe un élément o tel que o3 ® g € Ry, xn,(0), donc ky = k, = k. Comme ply, xH,
satisfait a la propriét€ de bigraphe, on trouve o, ® dg ¢ Ry, xm, () pour 1 <« # B < k.

(i1) On peut supposer @ = 1. Par (1), |G1/G1(,I ~ Gl/Hl/GIU] /H{| = |G2/G25| ~ Gz/Hz/Ggﬁl /H,| = k. Par
hypothese |G1/H;| = |G»/H;|, donc on sait que |G1(rl /H{| = |G261 /H,|, il suffit de vérifier 1’assertion :

Soit g1H; € Glml /Hy, alors y(g1H) = g2H, € G24sl /H,.
On peut supposer (g, g2) € I'. Comme o1 ® 61 € Ry, xn,(p), il en résulte que
a1 ®6f = (0 ® 1) € Ry, (0°°%)) = Rygy i (0).
Par (1), on sait que 6}* =~ 6, donc g € G, . ]

Proposition 2.37. Conservons les notations et hypotheses du Théoréme 2.27, si y, € Irr(I'/H, X Hy) pour k =
1,---,n, onnotem, =c— Ind?‘xoz(p ® Yk)-
(1) 7y est aussi une représentation de bigraphe forte du groupe G X G,.
(2) Sion pose Rg,xG, il xm, = {01 ® 02| il existe un élément m; ® my € R, %6, (k) tel que o; € Ry, (7;) et
1 ® 02 € Ruyx, ()}, alors R, (0) = Ui Re,x6, ()| 1y xH, -

Démonstration. (1) Comme p ® y aussi prolonge p ® x|u,xu, = plu,xm,, on obtient le résultat.
(2)Sio; ® 0, € Ruyxu,(p), on a

1= mHlez(p,O'l ®0,) = mr@, Indglez(a'l ®0’2)).

Cela implique que
~0 , —~0
Indi,lxﬂz(m ® 02) = Oy,elir(T/HixH) 01 ® 02 ® Xi,

o’ ®a; estla représentation irréductible unique du groupe I telle que
mr(p, 71" ®73") = 1.

Pour chaque 71y ® m; € Irr(G X G7) tel que 7y ® 72|y, xH, continent o) ® o, il existe i € Irr(I'/H; X H3) tel que
71 ® 7| contient 771° ® 7' ® yx. Donc

GixG
MGG,y (T, T ® 72) = MG xGy (¢ = Ind "™ p ® i, 11 ® m2) = mr(p ® yi, M1 @ 72)
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—y _—0 0 —0
> mr(p @ xi, 71 ® 0} ®xi) = mr(p, 71 @ ) = 1.
Donc on a montré que
Ry (0) = UL R, x6, O 1y xH, -
O
Proposition 2.38 (B.Roberts). Conservons les notations et hypothéses du Théoréme 2.35, Soient my € Irr(Gy),

1y € Irr(Gy) tels que
7T1|H1 =mo1®---dmoy

(les représentations oy, - -+ , 0k, ne sont pas équivalentes), et
71'2|]-]2 =myd; ® - ®mdy

(les représentations 01, - - , Ok, e sont pas équivalentes), si 11 @ Ty € Rg,xa, (),
alorsmy =1 ssimy = 1.

Démonstration. On suppose m; = 1. On procede par récurrence sur le caradinal de G /H|. Reprenons les notations
dans la démonstrations du Théoréme 2.35(cf. la deuxieme étape). Par récurrence, on suppose m; IG/] =0 @00
et mlg, = 6] @ - -+ ® &) pour des représentations irréductibles différentes o7} (resp. ¢7) du groupe G (resp. G7). De

plus, on suppose 07} ®6; € Ra:xq,(p") pouri = 1, -, L. Par récurrence, pour chaque indice fixé i, ona o = 69;;10',- i
etd; = @?i:l(sij, de plus on suppose 6,(c;;) = ¢;; o 8, est 'application de graphe de p. Par hypothése, o7;; % o si
s #iout # j. Celaenrésulte que 6;; = 0,(0j) # 6 = 6,(0g) s #iout # j, d ou le résultat. O

Remarque 2.39. Le résultat dans la Proposition 2.38 est sans doute vrai aussi pour les représentations dans les
Exemples I, II construit dans la section 3.

2.5 Appendices

Pour la commodité du lecture, et parce que nous 1’utilisons ci-dessus et dans la suite, nous rappelons dans cet
appendice les principaux résultats de la théorie de Clifford, avec des démonstrations [ cf. [B1],[GK], [H]].

2.5.1 Le Théoreme de Clifford (I) Cas abélien

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe ouvert distingué de G
d’indice fini, (7, V) une représentation irréductible de G, (o, W) une représentation irréductible de H, supposons
que G/H est un groupe abélien.

Théoreme 2.40 (Clifford). (1) nly est semi-simple et n|ly = Eszlmm pour des représentations irréductibles dif-
férentes my,--- ,m; de H et une constante m.

(2) Si G, = {g € Gln*f ~ 7;} ont ﬂf(h) = mi(g~'hg), alors G /Gy, permute la classe de ’ensemble {my,--- ,m)}
transitivement et Gy, = G, pour 1 < i, j < 1.

(3) Supposons T; le composant m;-isotype de ntly et Gz = {g € GIn;® = 7;}. Alors Gz, = G, et T; est une représen-
tation irréductible du groupe Gx.

(4) nlg,, = &7 et Wil = m.

(5)Onan = c-Indg_m; = Indf_.

Démonstration. (1) Soient {¢,--- ,#;} un systetme de représentants de G dans G/H, 0 # v € V. La représen-
tation n|y est de type fini, engendrée par n(t1)v,--- ,m(t;)v comme représentation de H, donc il existe une
sous-représentation (my, V) de (r|gy, V) telle que V/V, est une représentation de H. Considerons 1’application
V — EBf.‘zl V/n(t;)Vy. On peut vérifier que c’est un H-morphisme injectif, donc V est une sous-représentation de
eaff:] V/n(t;)Vy, de sorte que V est semi-simple. Supposons (1, V) une sous-représentation irréductible de (ny, V).
Considérons V' = Z;‘:] n(t;)V) qui est G-invariante, donc V = Zf;l n(t;)V1, chaque composante 7(#;)V; est une
représentation irréductible du groupe H. En éliminant quelques indices, nous obtenons le cardinal d’indice min-

imal tel que V. = Xy iy TEDV1 = @lemim. On sait que m; =~ ﬂtl‘/ pour quelque #; € {t(,---, %}, de plus
- ! o .
Vil =&l min] =V =@|_ mnr, il résulte de ceci que m; = my = m.
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(2) Par (1), on a vu que le groupe G/H permute tzansitif la classe de I’ensemble {ry, - - ,7;} . Si on définit un autre
sous-groupe a de G/H par a ={g e G/Hlﬂf ~ m;}, on voit aisément que a = G,,/H et que GG/=H ~ G/Gy,

permute la classe de I’ensemble {r,- - - ,m;} transitif simplement. Comme r; =~ ﬂ;f" pour quelque #;; € {t;,--- , %},
on a un morphisme bijectif G,, — Gr38 — 1 jgtl.‘jl. Comme G/H est abélien. On sait que G, G,; sont des
groupes distingues du groupe G, donc G, = G,.

(3) Prenons un élément non trivial v; € V;. Par (1). On sait que 7; = Z’j’-’:l n(t )V = Z;”:l n(ty )m(H)v; pour
quelques 7, - - - , &, appartenant a ensemble {¢1,-- -, #}. On peut vérifier que #; € Gz, pour j = 1,--- ,m, donc
mV; = 1;(Gz)v; est une représentation irréductible du groupe Gx.

(4) Ceci découle de (2) et (3).

(5) Soit {sy,-- -, 57} un systeme de représentants de G dans Gz, \ G. Par définition

c=Indg_7; = Indg_ 7 = {f : G — Vi|f(808) = 7i(80)(g) pour g € Gr, g € G}.

Donc Resg’ﬁ Indgﬁi = 69921\4(sj), ouVi(sj))={f¢e c—Indg”,I_ il supp (f) € Gz s;} qui est équivalente a V; comme
C-espace. Prenons gy € Gz, f € V;(s), nous avons que go - f(s;) = f(s;80) = f(sjgos;lsj) = E(sjgos;l)f(sj) =
7t I (80)f(sj). Il en résulte que Resgf Indgi o 693:17?]' En utilisant le Théoréeme réciproque de Frobenius, on
obtient l /

Homg(c—Indg_ 7, c~Ind§_7;) = Homg, (7;, Res§_Indg. 7;) = C €))

et
Homg(c—Indg_ 7, m) = Homg, (7, ) = C. 2)

Comme c—Indgﬁ 7; est semi-simple, par ( 1), on vérifie d’abord que c—Indgﬂ,_ 7; étante irréducitible. Par (2), on

vérifie que c—Indgf T = O

Lemme 2.41. (1) Ind% 1 = &, cimic/my-
(2) Soit (m, V) € Irr(G), alors Indf, Resg T = Byeln(G/H)T ® X

Démonstration. (1) Si on prend y € Irr(G/H), on a Homg(y, Indg 1) ~ Homgy(y, 1) = Homg(1y, 15). Comme
dim¢ Indg 1 =|G/H| = |Irr(G/H)|, donc on trouve le résultat.
(2) On définit une application
(Ind%1)® V — Ind$ V;
(f:G—OV) > (fev:G—CecV=V).

Elle est injective. Donc Il reste 2 montrer ce qui est aussi surjective. Supposons f € Indf, V, {a1, - ,a;} une
systeme de représentants du groupe G dans G/H. Si on définit une application E : G — V par J_‘i(g) = f(g) si
g€ Ha;;et 7i(g) =0sig¢ Ha;.Ona J_‘i € Indg Vetf= Zf;l J_‘i. De plus, on peut trouver aisément des éléments
fi de Indg 1® V tels que 7(f;) = ]_‘i. O

Lemme 2.42. Soit n|lg = @lemm. Si on notera Cary(G) = {v un caractere de G tel que v|y = 1 et v®m ~ 1}, alors
[Cary(G)| = m2L.

Démonstration. m*l = dime Hompy(r,7) =~ dime Homg(c — Indg m,m) = dimec Homg(®eir/mm ® v, m) =
|Carg(G)|.

Théoréme 2.43 (Clifford). (1) Indf, o est semi-simple et Indf, o= @l;zll’lﬂ' j pour des représentations irréductibles
différentes nty, -+ , 7. de G.
(2) Si on notera Irt(G ), = {0 € Irt(G )| Homp (07, o) # 0}, alors
(i) II’I‘(GU—)(O—H) # 0.
(ii) Sion prend my, Ty deux éléments de Irt(G ;) (), alors il existe un caractere x de G, /H tel que | ~ mH®x.
(iii) Pour chaque élément o € Irt(G ) (s, 0N a Oly = no pour une constante n indépendant en I'index i .
(iv) Sion prend un élément 0y € Itt(Gy) (o, €t on note Ity (G /H) = Itt(G»/H)/Cary(G), on a une bijection
entre It (G, /H) et Itt(G 5 )i,y PAr ¥ — x ® 0 pour y un caracteére de G, [H, et y = y mod Car,(G,).
(v) Si|Ir(Gy) o)l = k, alors |Cary(G,)| = n? et | Itt(G,/H)| = kn?.
(3)Ind,; o ~ @];:1”5; pour o ; parcourant Itt(G g ) o))

(4)Indg03;=7rjpourj= L-- ketm2mjsil<i#j<k
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Démonstration. (1) Ceci découle de (3) et (4).
(2) (i) Prenons une sous-représentation irréductible o de Indg" o. Par le Théoréeme réciproque de Frobenius, on
obtient

Homy (7, o) = Homg, (7, Ind” o) # 0,

il en résulte que Irr(G ) (o)) # 9.

(ii) Comme 0 # Homp (o, o) ~ Homg, (07, Indg" 00) = Homg, (071, ®yeirr(G, /)00 ® ¥), On obtient 7 =~ 0o @ y
pour quelque caractere y de G, /H.

(iii) Par le Théoréme 2.40, on sait que oyly = m;o pour une constante m;. Si oy, 0; € Irr(G4)(r,), alors on a
o~ 0;®y, il en résulte que m; = m;.

(iv) Ceci résulte de (if).

(v) D’abord, par le Lemme 2.42, on a |Car,(G,)| = n?, donc | Irt(G,-/H)| = |Cary(Go)| - | Irt(G o Yoyl = kn.

(3) Comme G,/H est un groupe d’indice fini, on sait que Indg" o étante semi-simple, i.e.

Indg” o= @lenﬂ'i pour 7; € Irr(G,).

Par le Théoréme réciproque de Frobenius, on obtient n; = Homg,, (Indz” o, T;) ~ Homg(o, 1;ly), ce qui implique
que 7; € Irt(G)(oyy)» de plus n; = Homy (o, 7ilw) = n.

(4) Soit {sy,- -, s;} un systeéme de représentants de G dans G /G, . Par définition, on a Resgr Indg(r o=@ _ 0.
Sio;’™ ~o;%, afortiori 0|y =~ 0;”|y i.e. o ~ 0¥, il en résulte que sasgl € G,. Par définition, s, = s, i..

o #0;”sil <a# B <t Enutilisant le Théoreme Réciproque de Frobenius, on obtient
G = 124G ==\ ~ — G G = ~
Homg(Indg o, Ind; o)) ~ Homg, (07, Resg Indg o) ~ C.
Donc Indgn 6’7 =~ 7; étante irréductible. De plus, si1 <i# j<k,ona
Hom(r;, 71;) ~ Homg, (07, Resg” Indg” o) =~ Homg, (77, &,_,0;") = 0.

Parce que si 0 ~ 5}”, en considérant ses restrictions a H, nous obtenons « € G, cela montre que o; = FJ ie.
T =7, O

Corollaire 2.44. Soient m une représentation irréductible admissible de H, 7\,7t, deux représentations irré-
ductibles de G telles que

(1) m|g est sans multiplicité pouri = 1,2.

(2) m|y contient la représentation m comme une sous-représentation pour i = 1,2,
alors

(1) mi|y est équivalente a m;|y.

(2) 7 = m, ® u comme représentation du groupe G pour un caractére u de G tel que |y est trivial.

Démonstration. Supposons que 7y, T, contiennent la méme représentation 7 de H. Par le Théoréme de Clifford,
onam = Indg” T, Ty = Indgﬂ Ty ou my, mp sont deux représentations du groupe G, tels que 7|y = m, mo|y = n,
donc il existe un caractere y du groupe G, /H tel que

(1) xlg est triviale.

2) m=mQy.
Comme G/H est un groupe abélien, il existe un caractére y du groupe G/H prolongeant y, donc 7, =~ Indgﬂ Ty =
Indgn(m ®x) = Indgn(m) Qx =m QY. m|

Corollaire 2.45. Soient my,my deux représentations irréductible de G, o une représentation irréductible de H
telles que
milg = mo, mly =mo,

alors
(]) niy = my.
(2) Il existe un caractere v de G qui est trivial sur H tel que m ~ 1’ @ v.

Démonstration. Par le Théoreme réciproque de Frobenius, on a
m; = Homy(7r;, o) ~ Homg (7, Indg o).

Comme Indgo' ~ ®];=IMHj, on sait que m; = mp = m. De plus 0 # Homg(my, 1) = Homg(m,lndgﬂg) ~
Homg (7, ®yerc/m)T2 ® ), donc il existe un caractere v du groupe G/H tel que mp =~ 1 @ v. m|
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2.5.2 Le Théoreme de Clifford (IT) Cas cyclique

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe ouvert distingué de G
d’indice fini, (7, V) une représentation irréductible de G, (o, W) une représentation irréductible de H, supposons
que G/H est un groupe cyclique.

Théoréme 2.46 (Clifford). (1) Indg o est semi-simple et Indg o= 69’;:171 j pour des représentations irréductibles
différentes nty,-- - , 7, de G.
(2) Si on notera Itrt(Gy ),y = {0 € Irt(Gy)| Ol = o), alors

(i) IIT(GD—)(O—H) # 0.

(ii) Si on prend un élément o € Itt(Gy) (), il existe une bijection entre Irt(G,/H) et Itt(G ) o) par x +—

X ® 0.
(3) Indf," o~ EB’;.: \0j pour 7 ; parcourant Irr(G ) )-
(4)Indf 7 =mjpourj=1,--- ketmzn;sil<i#j<k

Démonstration. (1) Ceci découle de (3) et (4).
(2) Tout d’abord, par hypothese, G,/H est un groupe cyclique qui est engendré par (s). On prend un élément
représentative s de s dans le groupe G. Comme o =~ o, il existe une application linéaire A : W — W telle que

o*(h)A = Ao (h) pour tout h € H.

Par ailleurs, O’S[(/’l)Ai = Alg(h) pour tout # € H. Si on définit un homomorphsime & : G, — Aut(W)
pour o (s'h) := A~'a(h), comme o (s'h s'hy) = o (st s IhsThy) = A" o (sThysThy) = A7 o (hy)o(hy) =
Ao (h)A o (hy) = o(s'h))T(s'hy), on a montré ce qui est bien défini. D’ailleurs, on vu aisément qu’il définit une
représentation lisse irréductible de G, donc Irr(G,)(»,) # @. Si on prend deux éléments o, | € Irt(G) (s> ON
obtient

To(s HYTo(MTo(s) = To(s ™ hs) = o (s~ hs) = T1 (s hs) = T1(s  HT1(W)T1(s),

il en résulte que oo(s) = c(s)a(s) pour quelque c(s) € C*. De plus, si on définit un caractere y : G/H —
C*; (5) — ¢(s). On trouve

To(s'h) = To(sHao(h) = c(s)T1(s)o(h) = c(sYT1(sHTT(h) = x()T1(s'h),

ce qui démontre oy ~ 0| ® y pour un caractere y de G,. Par le Lemme 2.42, on sait que o7g =~ 07| ssi y étant trivial.
(3) Comme G, /H est un groupe d’indice fini. On sait que Indg” o étante semi-simple. Si on prend un élément
0 € It(G (o), par le Théoréme Réciproque de Frobenius, alors on obtient

Homg, (c - Indg” o,0;) ~ Homy(o, o) = C

C’est-a-dire que chaque élément o; étant une sous-représentation de ¢ — Indg‘r o, d’apres comparer 1’indice de
G, /H, on obtient le résultat.
(4) Ceci découle du Théoreme 2.43 (4). O

Théoreme 2.47 (Clifford). (1) n|ly est semi-simple et nly = @ﬁzlﬂi pour des représentations irréductibles dif-
férentes my,- -+ ,m;de H.

(2) Si G, = {g € Glﬂf ~ m;} on ﬂf(h) = mi(g” ' hg), alors G /Gy, permute la classe de ’ensemble {my,--- , 7}
transitivement et Gn, = G, pour 1 < i, j < I.

(3) mlg,. = &7 et Wiy = mi.

(4) Onar = c-Indg_m; = Indf_.

Démonstration. Par le Théoréme 2.40, il suffit de monter que m = 1. Par le théoréme réciproque de Frobenius et
le Théoréme 2.46, on a m = dime Hom(r, 7;) = dime Hom(rr, Ind$, ;) = 1. O
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3 Représentations de bigraphe forte de groupes similitudes

Ce chapitre est pour but de généraliser la correspondance de Howe aux groupes de similitudes. A 1’aide des
Théoremes principaux du chapitre 2 et d’une technique de récurrence, nous obtenons plus nombreuses représenta-
tions de bigraphe forte pour les groupes de similitudes, qui seront énoncées aux Exemples I pour les cas scindés et
aux Exemples II pour les cas non scindés.

Dans ce chapitre, on désigne par F' un corps non archimédien de caractéristique résiduelle p (impaire sauf
mention explicite).

3.1 Un sous-groupe intermédiaire I' de M p(W)

Soient D un corps, muni d’une involution 7, F le corps commutatif formé par les points fixés de 7, W un espace
vectoriel de dimension finie sur D, muni d’un produit e-hermitien ¢, )( oi € = +1). On désigne par U(W) le groupe
unitaire de (W, (, )) et par GU(W) le groupe de similitudes unitaires de (W, (, )). On note G,, le groupe algébrique
multiplicatif.

On peut regarder U(W) ou GU(W) comme schémas en groupes de la facon suivante : on désigne par Algy la
catégorie des F-algebres commutatives unitaires, par Gr la catégorie des groupes. Soit A un élément de Algr, on
note Dy = D ®p A, Wy = W ®p A. D4 est une F-algére munie d’une 7-involution : 7(d ® a) = 7(d) ® a, pour
d € D,a € A etle Ap-module W, est muni d’une structure e-hermitienne : (w; ® a;, w; ® aj)a = (w;, w;) ® a,a;.
Alors GU(W)(resp. U(W)) est le foncteur de Algr dans Gr défini par

GU(W)(A) = {g € GL(WA){gWa, gW,)a = A(g){wa, W, 4 pour tous w,, w, € Wy et un élément A(g) de D’}
(resp. UW)(A) = {g € GLWA)KgWa, W4 = (Wa, W, )4 pOUT tOUS Wy, W, € Wyl).

On sait que U(W), GU(W) sont des F-groupes algébriques, par définition, on a U(W) = UW)(F) et GU(W) =
GUW)(F).

Proposition 3.1. On a une suite exacte des schémas en groupes

1 —->UW)— GUW) — G, — 1.
Démonstration. Ceci découle de [ [KMRT], Page 346, Sequence (23.4)]. O

Soient F une clbture séparable de F, Gal = Gal(F/F) le groupe de Galois de F/F. On a une suite exacte

1 — U(W) — GU(W) NN H'(Gal, U(W)) — H'(Gal, GUW)) — H'(Gal,G,,) = 1.

Lemme 3.2. Si on a la décomposition de Witt W = Vy @ W° avec Vi ~ mH oii H est le plan hyperbolique
e-hermitien sur D et WO est un espace anisotrope, alors on a la suite exacte suivante :

1 — U(W) — GU(W) — A(GUW")) — 0.

Démonstration. Soit g € GUW), W = g(Vy) ® g(W?) est aussi la décomposition de Witt de W. Par le Théoréme
de Witt [cf. [MVW], Page 6], il existe un élément go € U(W), tel que g(WO) = go(WO), il en résulte que g, lg e
GUWY) et /l(galg) = A(g). Donc on a montré que A(GU(W)) C AGU(W®)). 11 reste 2 montrer que c’est tout.
Rappelons que le plan hyperbolique e-hermitien H égal au D-espace vectoriel a droite D X D muni du produit e-
hermitien {(dy, d»), (d},d})) = 1(d\)d} + er(dy)d;. Ainsi, A(GU(H)) = F*, Par la suite exacte ci-dessus, on sait que
AGU(WY)) est un sous-groupe de F*, il en résulte que si on prend un élément A € A(GU(W?)), alors il existe des
éléments gy € GUW?) et gy € GU(H) tels que A(go) = A(gy) = A. Donc on peut regarder g = go X gy X -+ X g5

—————

m
comme un élément du groupe GU (W), de plus, on voit aisément que A(g) = 4, ceci termine la démonstration. O
Proposition3.3. (1) SiD =F, e = -1, UW) =S p(W), GUW) = GS p(W), alors on a une suite exacte
1 — Sp(W) —> GS p(W) =55 FX — 1.

(2)SiD =F, e =1, UW) = OW), GUW) = GO(W), supposons que on a la décomposition de Witt W =
W & mH ; alors
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(i) si dimp WO = 0, 3,4, alors on a une suite exacte :

1 — O(W) — GO(W) = FX — 1.

(ii) si dimp WO = 1, alors on une suite exacte :

1 — O(W) — GO(W) = F*2 — 1.

(iii) si dimgp W° = 2, donc W° = E(f) oi E est une extension quadratique de F et un élément f €
F* modulo Ng/r(E*), alors on a une suite exacte :

1 — O(W) — GO(W) =5 N r(EX) —> 1.

(3) Si D = E est une extension quadratique de F, € = £1, alors on a des suites exactes
1— UW)— GUW) i> F* — 1 sin pair,

et
1 — UW) — GU(W) =5 Nig/r(EX) —> 1 si n impair .

(4) Si D est l'unique corps de quaternions sur F, € = 1, alors on a une suite exacte

| — UW) — GUW) -5 F* —5 1.

(5) Si D est l'unique corps de quaternions sur F, € = —1, alors on a une suite exacte
1 — UW) — GUW) -5 F* — 1.

Démonstration. Par le Lemme 3.2, en fait, le morphisme A est défini sur le groupe de Witt-Grothendieck.

(1) C’est bien connu.

(2) Par [[MVW], Page 7], on connait les espaces quadratiques anisotropes a isomorphisme pres : (i) F'(a) pour a €

F* modulo F>*2, de dimension 1, en ce cas A(GU(W)) = F*?; (ii) E, E(f) pour chaque extension quadratique E/F,

munie de la norme sur F, et f € F* n’est pas norme d’un élément de E, donc en ce cas A(GU(W)) = Ng/p(EX);

(iii) D°(a) ou D ol D est I’'unique corps de quaternions sur F, muni de la norme réduite, D° étant le sous-espace

des éléments de trace nulle de D, et a € F*/F*2. Donc en ce cas, (GU(W)) = Np,r(D*) = F*.

(3) Dans ce cas, 7 est de seconde espece, on a une bijection entre les espaces e-hermitiens et les espaces hermitiens.

Par les énoncés de [[MVW], Page 7], les espaces hermitiens anisotropes sur E sont classifiées de la fagon suivante

(i) E, E(f) ou f € F* n’est pas norme d’un élément de E. (ii) D. Donc en le cas (i), A(GU(W)) = Ng;r(E*); en

le cas (ii) A(GU(W)) = F*, on a trouvé le résultat.

(4) Par les énoncés de [[MVW], Page 7], il existe un seul espace anisotrope sur D, et (GU(D)) = Np,p(D*) = F*.

(5) Par le Théoreme d’orthogonalisation, on a W ~ @ D(a;). Pour chaque élément a € F*, par le résultat dans

[[Sc], Page 364], il existe un élément d;, € D* tel que d'a;d™* = aa;. L'élément §, = d. x --- x d" appartient a
NG

GU(W) et satisfait a 1(6,) = a, donc A(GU(W)) = F*. O

Soient W un espace symplectique sur F, W = W; ®p W, une décomposition en produit tensoriel, donnant
(U(Wy), U(W>)) une paire réductive duale irréductible de S p(W). On définit un sous-groupe intermédiaire I" de
S p(W) de la facon suivante :

I'={(g1,82)lg1 € GUW)), g2 € GUW,) tels que A(g1g2) = 1.

On a I’application canonique
T -5 Sp(W):ig1.82) > 81 ® g,
Onnote T (resp. T, I:) I’image réciproque de i(T") dans @(W} (resp. S p(W), S?)(W)).
Théoreme 3.4. Soient (W,(,)) un espace symplectique sur le corps non archimédien F avec une décomposition
en _produit tensoriel W = Wy ®p W, T le sous-groupe intérmédiaire, T( resp. F) leur image réciproque dans

S p(W)(resp. Sp p(W)) ; alors T, T sont scindés au-dessus T sauf si W =~ W, ®p W, oit W, est un espace symplectique
sur une extension F' de F, et dimp W, impaire.
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Par le Lemme 1.21, il suffit de considérer les paires duales de type 1 dans le Théoréeme 1.7. Nous posons

Ar = {A(g1) = Ag>) " 'I(g1,82) €T},

donc il existe une suite exacte

0 — UW)XUW,) — T 5 A — 1

(&1,82) +— Ag1)

En utilisant la suite exacte d’Hochschild-Serre :
- — H*(Ar, pg) — H (T, ug) — H*(UW) X U(Wy), pig) —> -+

Par le Théoréme 1.22, la restriction a U(W;) X U(W,) de la classe [crqo] est triviale; ainsi on peut choisir un
2-cocycle ¢ de [cprqo] tel que

c(r,r’) = eap(A(r), Ar)) -+ (1)

pour un 2-cocycle ca, dans H>*(Ar, ug).

(%) Si on peut trouver un sous-groupe I'; de I tel que A(I';) = Ar et que la restriction de [c] a I'; est triviale,
alors [ca.] est aussi triviale, donc [c] I’est aussi.

Lemme 3.5. Si W, ou W, est un espace hyperbolique, alors les extensions T, T sont scindées surT.

Démonstration. On peut supposer que W, = nH ou H est le plan hyperbolique sur D, on a alors Wy, = Wi®pH —
&1Wi, = Wi ®p Wo;w > (w)]. Soit 'y, le sous-groupe intermédiaire attaché a W,,. On a un morphisme de
groupes

Ty, — Ly— ).

Iy

L’image est un sous-groupe de I" satisfaisant les conditions du point (x) ci-dessus, notée I';. Notant FWIH (resp. ITI)
I’image réciproque de I" Wi, (resp. I'1) dans E(Wl ) (resp. E(W)). Par le Lemme 1.18, on a un morphisme

FWIH 4 F_]

Si FWIH est scindé au-dessus FWIH’ on trouve une section-morphisme I'y — I'j, d’ou le résultat. Ainsi, il suffit de

supposer W = W ®p H. D’abord, supposons que H est le plan hyperbolique hermitien a gauche sur D, muni de la

base hyperbolique {ey, e]}; si wy = aje; + azel € H, w), = bie; + boe}y € H,ona

wi, Wi = a17(by) + axt(by) = (‘”’“2)((1) (IJ)T(( Z; ))

b) € GLy(D) agit sur wy = xey + ye} € Hpar g-ws = (x,) (Z Z)( S, ) alors g € GU(H)
1

d
a b\(0 1\(t(a) (o)) _ 0 1
(c d)(l O)(T(b) T(d))_/l(g) (1 o)'

0 ) € GU(H). Donc on a la suite exacte

Notant que g = (i

si et seulement si

1
Il en résulte que A(g) € F* et

| — U(H) — GU(H) -5 F* — 1.
1
0

voit aisément que le méme argument est aussi vrai si H est le plan hyperbolique anti-hermitien sur D. Ainsi, on
peut définir un sous-groupe I'; de I' ol

« . . 0y . ... .
On a méme une section, i.e. un homomorphisme s : F* — GU(H);a +— a) qui satisfait a 1 o s = idp. On

1 = {(g1,82) € GUW,) X s(F)|A(g1) = A(g2) ')

L’image de I'; dans le groupe S p(W) est dans un sous-groupe parabolique de S p(W). Cela implique que la restric-
tion de [cgqo] 2 T est triviale. Par le point (x) ci-dessus, on obtient le résultat. O
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Lemme 3.6. Si Wy est un espace symplectique de dimension 2n et Wy est un espace orthogonal de dimension 2m
sur F, alors les groupes T, T sont scindés au-dessus T

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 3.5. O

Lemme 3.7. Soient D = E une extension quadratique de F, W\( resp. W) un espace hermitien (resp. anti-
hermitien) anisotrope sur E, alors les groupes I, T sont scindés au-dessus T.

Démonstration. (i) Si dimg(W)) = 1, W), = E(f) o f = 1 ou f € F* \ Ng/r(E*). La forme associée est définie

. e . .. b .
par {ej,ez); = fejez. On a une application bijective E-linéaire W = E(f) ® Wy — Wr;e @ wy —— ew,. Si
e1®@wy,e;®w, € W,ona

(e1 ®@wy, €] @ Wh)w = Trg/r({er, e])1{wa, wh)2) = Trg p(fere](wa, wh)2)

< —,. pardéfinition T
= Trgp(fer(wa, whhaer') = Trgp(fleiwa, ejwi)o).

Donc si on munit I’espace W, de la forme symplectique ¢, ), = Trg/r( fm), alors I’application b ci-dessus est une
isométrie. Rappelons :

[ ={(g1.82)Ig1 € E*, g € GUW>), tels que A(g1)A(g2) = 1}

et
T Sp(W,{,)) =S p(W),{,)).

On note par i le morphisme composé. Ainsi, on peut voir aisément que i(I') = i(U(W;) x U(W,)), donc T, T sont
scindés au-dessus I en ce cas.

(i) Si dimg(W,) = 1, Wp, =~ E(f) ot f = 1 ou f € F* \ Ng/r(E*). On peut prendre un tel élément u € E*
satisfaisant a u/u = —1, tel que la forme anti-hermitienne soit donnée par la formule suivante :

(e2,€)) = ufeze_'2 pour ey, ¢ € E.

On a
W=W, ®¢ E(f) =~ Wi.

Rappelons la forme :
w1 ® ex, W) ® ey = Trgyr ((wi, wii(—ufere)) = Trg r(ufleswr, e3wi).
Nous pouvons identifier W a W, par munir W; de la forme Trg;r(—uf(, )1). Il en résulte que
i) = i(UW)) x UW2))
oui:I' — Sp(Wy, Trg/r(—uf(,)1)), donc f,f sont scindés au-dessus I'.

(iii) Si dimg W, = dimg W, = 2, donc W ~ D et W, =~ D ou D est le corps des quaternions sur F. Soit E = F(i)

avec i2 = —a, choisissons un élément j de D tels que j2 = —B,ij = —ji = k, de sorte que {1, i, j, k} forme une base

de D. On note — la conjugaison canonique de D. Par hypothese, W) ~ D = E + jE muni de la forme
(e1 + jes, €] + jes)1 = Trpye (e + jea)(e] + jey)) = ere} + feze)

ou Trp,e(e; + jez) := e;. D’autre part, Wo ~ D = E + E}j, et il existe un élément u de E satisfait a u” /u = —1 ou
Gal(E/F) = (o) tels que la forme anti-hermitienne sur D soit définie de la fagon suivante :

(e1 + e2j.€} + €y = Trp iz (uler + e2j)(e] + €5))) = ulere; + fese}).
Rappelons que la F-forme associée a W = W; ® W, soit définie de la facon suivante :

(Wi @ wp, W) ® Wh) = Trgyp (<W1, wi{wa, W'2>2)

= Treyr (- w@d; +Baza;)(bib; + Bbrb}))
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pour wi = ay + jas, w| = a| + jay € Wiswy = by + by j,w) = b, + by j € W,.
Onsaitque W = Wy @ W, ~ D®g D ~ (E + jE)®r D ~ D ® D comme F-espace. Pour montrer que ceci sont
aussi isométriques, il suffit de munir I’espace D & D de la forme symplectique ci-dessous :

(vep = Trgp (E) + Treyr (ﬁm)

Soit 'y le sous-groupe de D* engendré par E* et (j). Par définition, on peut identifier I'; a un sous-groupe de T

De plus A(I'y) = (AE™), A(j)) = (Ng;r(EX),B) = F*. Rappelons l’application I'—Tr LN Sp(D& D). Sie € EX,
i((e,e™!)) = 1; Sion prend j € T'j, on peut voir aisément que i((j, j~')) est dans un sous-groupe parabolique de
Sp(D @ D). Comme I'; est engendré par E* et f, de plus i est un homomorphisme de groupes, il en résulte que
i(T'1) est dans un sous-groupe parabolique de S p(D @ D). Donc la restriction de [cg,] a I'; est triviale ; utilisant le
point (%), nous obtenons le résultat. O

Lemme 3.8. Si D est l'unique corps de quaternions sur F et W = D, alors les extensions I, T sont scindées sur
I.

Démonstration. Rappelons que la forme hermitienne sur D est donnée par (d,d’); = 7(d)d’ ou 7 est I’involution
canonique de D. On note

=1{(g.g lge D).

I’y est un sous-groupe de I satisfaisant du point (%). Par le Théoreme d’orthogonalisation, on a W =~ &7, (a;)D.
Par le Lemme 1.18, on se ramere au cas dimp W, = 1. Dans ce cas, I’espace W est isométrique a W, en munissant
W, de la forme (, )}, = Trp;r(7({; )2)). L’action de I'; sur W, est donnée par la formule suivante :

dv—s gdg ' pour (g,g) el ,de W =D

On prend une base {1,i, j,k = ij} de D. Par la théorie des nombres, F* est engendré par F*?,Np,£(i), Np,r(j).
Notant ¢ : I' — S p(W2,(,);). On pose

Tio=1{y=0(gg") eliINpr(g) € F*?}.

| g image de I'1p dans S p(W», <, );) est dans celle de U(W) X U(W>). Soit I't 1 le groupe engendré par (7, iHet
(j,j~"). L’image de I'1,1 est dans un groupe de Borel de § p(W>, ¢, )}). Considérons le groupe intermédiaire I'}
engendré par I'; o, i, j. On a une suite exacte

1 —Ty— T —T)/T1g=F/F?—1.

Par le méme argument du point (%), on voit que F_’l est scindé au-dessus I"}, d’ou le résultat. O

La preuve du Théoreme 3.4
D’abord, on a les décompositions de Witt, W, = mH & W? et Wo = myH & Wg ou W? et Wg sont anisotropes.
Si W) = 0 ou W) = 0, on déduit le résultat du Lemme 3.5. Si W) # 0 et W) # 0, on a une application W =
WY &p W) > W =W e, W) & (WY ®p myH & miH ®p Wy & miH ® myH). On peut définir un sous-groupe

= {(g1,82)lg1 € GUWY), g2 € GU(WY) tels que A(g1)A(g2) = 1}.

Par le Lemme 3.2, on sait que I" est un sous-groupe de U(W;) x U(W,)I';. 1l suffit de considerer the groupe
intermédiaire U(W1) X U(W;) - I';. Par le méme argument du point (%), on est réduit a traiter le groupe I';. Par le
Lemme 1.18, on est donc ramené au cas W = W? ®p Wg, et par les lemmes 3.6 a 3.8, on trouve le résultat dans ces
cas. Ceci termine la démonstration.

Remarque 3.9. Dans le Théoreme 3.4, nous excluons le cas :

W =W, ®r W, ot W (resp. W, ) est un espace symplectique (resp. orthogonal) sur une extension F' de F, de
dimension 2n (resp. 2m — 1) avecn > 1,m > 1.

Dans ce cas, on a vu que l’image réciproque de S p(Wy) dans Sp(W)( resp. Sp(W) Sp(W)) est égale a Sp(Wl)
(resp. S p(W), Sp(W)) a fortiori, le groupe intermédiaire T (resp. T, T) n’est pas scindé au-dessus T.

Proposition 3.10. Soit W = W ®p W un espace symplectique sur F’, ou Wi (resp. W1 ) est un espace symplectique
(resp. orthogonal) de dimension 2n (resp 2m — 1) avecn > 1 et m > 1. On note GS} p(W1) chaque extension du
groupe de similitudes par C* tel que GS p(W)) contient Sp p(W1) comme un sous-groupe.
On définit

T2 = (@ h) € GS p(W1) x GOW)A@AM) = 1)
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—~ — , —
oit A est le morphisme GS p(W;) — F *. Alors on a un morphisme de groupes r: — Sp(W); ((g,€),h) —
(g®h, €) pour g € GS p(Wy), e € C*,h € GO(W,), et A(g)A(h) = 1.

Démonstration. Soient {eq, - ,ep; ef, .-+, ey} une base symplectique de Wi, X (resp. X*) le lagrangien engendré
par les e; (resp. el.*), {fi, -, fam—1} une base orthogonale de W, sur F”. On sait que W = X ® W, & X* @ W, (resp.
W, = X®X™) est une polarisation compléte. Sous les polarisations ci-dessus, on sait que le groupe GS| p(Wy) (resp.
Gfgi p(W)) est engendré par 3'77(W1) (resp. ST]')(W)) avec F’*. On désigne par cy le 2-cocycle associé au groupe
Sp p(W) lié ay et X* ® W, [cf.[MVW], chapltre 1 ou [Kud2]].

1) S p(W)x O(W,) est un sous-groupe de ', Par le Théoréme 1. 22, on prend le 2-cocycle cyy, de H*(S p(W)), T,
tel que

Sp(W1) = Sp(W);

=@ @ele,
définit un homomorphisme de groupes, i.e. cw,(g1,82) = cw(g1 ® 1,82 ® 1) pour g1, g2 € S p(W;). Comme O(W>)
est un sous-groupe du groupe parabolique P(X* ® W), on a un morphisme

O(W2) = S p(W);

h—s (1®h, 1).

Il s’ensuit que
s1((g: )s2(h) = (g®1,6) - (1©h, 1) = (g®h,cw(g® 1, 1®@h)e) = (g®h,€) = i1(g. h).

Par le résultat de Waldspurger, on sait que s1(g) commute avec s,(%), donc i 1 |57, xo(w,) €St un homomorphisme
de groupes. .
De plus, soient g; = (g1, €1), 82 = (g2, €) € S p(Wy) et hy,h, € O(W;). On a

i1((8182, mh2)) = i1 (@1, 1) - (@2, h)) = (g1 @ h1 1) - (22 @ o, €2).
Il en résulte que
cw, (81,82) = cw(g1 ® h1, 8 ® hy).
(ii) On définit A(T?) = {(g;,h) € T2|g; = (g, €) avec g = ((1) (t)) pourt € F*, e € C*,h € GO(W,)).

Si on prend deux élements (g, ;) = ((g,, €), h;) de A(F%) pouri = 1,2, alors

@ =@ oma=((g 5 )

hy 0\ (ha O
cw(gn ®hi. g, ® o) = CW((O1 llhl)’(o2 t2h2)) -
Donc
iy (@ h))is (@ ) = (8o, ® I, @1€2).
De plus

— — —_— cw, (81 -81y)=Cw (g, ®1,8,®1)=1
@)@ h) = g hyhy) T (

(&nn-€1€), h1h2)~

i%(((glllzv 6162),h1h2)) = (gnn ® hihy, €16).

Il en résulte que
iy (@ @) = iy (@ )iy G o))

ie. i1 |A &h est un homomorphisme de groupes.
(iii) Soient (2, 1) = (g, €),h) € T2 et @h) = (20,ho) - &> he) avee (20, ho) = ((20,€),ho) € Sp(W1) X O(W),

(8 hy) = ((g;, 1), h,) € A(F% ), alors

i, (@h) = (g@h,€) = (20 @ ho, €)(g & hy, 1) = i1 (0, ho) )in (@ ).

1
2
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(iv) En général, soient (g7, h?) = ((g@'),e(f)),h(f)) e I pour i = 1,2, ot @, 4 = (g2, K&, h") avec

@) = (8] €?). b)) € Sp(W1) x O(Wy) et (77, ™) = ((g1”, 1), ") € A(T?) alors
@G H) = (G e 1 ) o D o2 €57, 1.2

La restriction du cocycle ¢y au groupe parabolique minimal est triviale [ONG! 1) M 2, (D=1 (2 D) 7.2, 7.(Dy—1
= (R (O R RO i)

1
((gﬁl), 1), hﬁ”)((g?z), 1),hfz))

1 1 2 \— 1 1 2 )\— 1 1 1 2 )\— 1 2 1 2
= (68 8™ e (88" &g ) el @) A )l 1. R,

Donc
iy (@ 47) = (40 @, €0 )5 @ 4, 1),

1%(@”,h(”))i%(@z),h(z))) _ (ggl) ®h(()'), 6(1))(g§1) o hY, 1)(362) ® hff), 6(2))(g§2) ®h?, 1)’
et

i1
2

(B0 A )@, 1)) = (58" ™" @ 1 W B VD (81, 8P 6 )
(ggl)ggz) ® hﬁl)hgz), 1)

om (856" 85 61 )=ew(sl ohy g s 6l @R H T ( 1y )
= 8y ®hy',€

(g;])gE)Z)(ggl))—l ®hﬁ”hgz’(hﬁ”)’l,6(2))(g§”g§2) ®h§”h§2), 1)

cwlpxo=1 (ggn ® hél)’ 6(1))(g§1) ® D, 1)(%2) ® h((f), E(z))(g?) ®h?, 1) _ i%(@“),h(”))i%(@(z),h(z))).
Ceci termine la démonstration ! O

Remarque 3.11. (/) La démonstration de la Proposition 3.10 peut expliquer concretement les démonstrations des
Lemme 3.6— Lemme 3.8.

(2) Le résultat dans la Proposition 3.10 sera vrai si on considére le groupe métaplectique S p(W) ou le groupe de
similitudes GS p(W) défini en la sous-sous-section 1.4.2. .

(3) On a vu que le résultat dans la Proposition 3.10 est essentiellement pour le groupe métaplectique S p(W), qui
ne dépend pas de choix de ’extension du groupe S p(W) par F*, i.e. GS p(W).

3.2 Des Lemmes

Dans cette sous-sous-sous section, nous rappelons des lemmes de Moore en homologie et montrons quelque
résultats en scindage.
Pour le corps F*, on désigne par O I’anneau d’entiers, ¥ I’idéal maximal de O, U,, = {u € F*|u = 1 mod 9"},
U = Uy, kr sons corps résiduelle d’ordre ¢ = p' avec p # 2, Up/U; =~ k* un groupe cyclique d’ordre g — 1. De
plus, on peut prendre un sous-groupe de S de U tel que U ~ U; X S [cf. [Mo2] Page 20]. On désigne par A un
groupe abélien fini d’ordre n. Supposons que 2|n et (n, p) = 1.

Lemme 3.12. On a ’isomorphisme
H?*(F*,A) ~ Hom(S, A).
Démonstration. Ceci découle de [[Mo2], Page 20]. D’abord, F* ~ U XZ, par la suite spectrale de Leray, on obtient
H*(F*,A) ~ HX(Z,A)® H (Z, H' (U, A)) ® H*(U, A).

Le premier terme est zéro et H'(Z, H'(U, A)) ~ Hom(U, A). Comme U =~ S x U;, on a Hom(U, A) ~ Hom(S, A).
En utilisant la suite de spectrale de Leray encore une fois, on obtient

H*(U,A) ~ H*(S,A)® H'(S,H' (U, A)) @ H*(U,, A).

Comme S est cyclique, on a H*(S,A) = 0 et H'(S, H'(U;, A)) ~ Hom(S, Hom(U, A)) = 0. De plus H*(U}, A) est
un groupe de p-torsion et de n-torsion, donc zéro. Finalement, on trouve le résultat. m]
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Lemme 3.13. Pour le sous-groupe F*" de F*, I'application H*(F*,A) — H*(F*", A) est nulle.
Démonstration. C’est une consequence du Lemme 3.12 et Proposition 3.27. O

Rappels : Soient D un corps, muni d’une involution 7, F' le corps commutatif formé par les points fixés de 7,
W un espace vectoriel de dimension finie sur D, muni d’un produit e-hermitien ¢, )( oi € = +1). On désigne par
U(W) le groupe unitaire de (W, (, )) et par GU(W) le groupe de similitudes unitaire de (W, (, )).
On a une suite exacte

1 — UW) — GUW) -5 Ay, — 1.

Il en résulte qu’on a des longues suites exactes
2
- — H(Aguan, A) — HAGU(W), A) > HX(U(W),A) — ---

Prenons un élément [c] de H*(GU(W), A). Associons [c]( resp. A%([c])) le groupe @A(W) (resp. Z7A(W)). Onale
diagramme commutatif suivant

1 - A — UAW) — UW) — 1
Il l l
| — A — GU'W) — GUW) — 1

Par le lemme du serpent, on obtient le diagramme commutatif :

1 1 1
) o l

1 - A — UMW) — UW) — 1
Il l l

1 — A — GU'W) — GUW) — 1
) l l

1 — 1 ACT]A(W) = AGU(W) — 1
| l l
1 1 1

Lemme 3.14. Grdce au monomorphisme F* < GU(W), on peut regarder F* comme un sous-groupe de GU(W),
alors la suite exacte

1 — A — GU (W) — GUW) — 1

est scindée sur F*".

Démonstration. On note F Xf(?(W)A I’image réciproque de F*U(W) dans GU A(W). 11 suffit de montrer que chaque
suite exacte

| — A — FFOW) — FPrUW) — 1

est scindée sur F*". Comme F*U(W) ~ F* x PU(W), ou PU(W) = U(W)/{£1}. Par la suite spectrale de Leray,
on obtient

HZ(FXPU(W),A) ~ HX(PU(W),A) ® H'(PU(W), H' (F*,A)) ® H*(F*, A)

~ H*(PU(W), A) ® (Hom(PU(W), Hom(F*, A)) & Hom(S , A)),

ol S est le sous-groupe de F* défini en Lemme 3.12. Donc I’application H>(F*U(W),A) — H*(F*",A) est
nulle. O

Lemme 3.1§. Par le Lemme 3.14 ci-dessus, considérons F*" comme un sous-groupe de éT]A(W), alors F*"
commute a UMN(W).

Démonstration. Par la suite spectrale de Leray ci-dessus, on a vu que la restriction du cocycle de [c] a F*"xXPU(W)
est triviale, ceci implique le résultat. O
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3.3 Constitution des représentations de bigraphe forte
Dans cette sous-sous-section, nous expliquont comment on obtient une représentation du bigraphe forte en
utilisant le théorie établie dans la section 2.

Supposons que F' est un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire p. Fixons un carac-
tere non trivial  : F — C. Soient W un espace symplectique de dimension 2n sur F, wy, la représentation de Weil
du groupe S p(W) . Si H est un sous-groupe réductif de S p(W), nous notons H son image réciproque dans S p(W) .

Soient D un corps de centre F’, F’ une extension finie de F, W = W; ®p W, une décomposition en produit
tensoriel. Ainsi (U(W), U(W,)) est une paire réductive duale irréductible de S p(W); nous notons I" le groupe
intermédiaire associé. On a une suite exacte

| — UW) X UW,) — T =5 Ap — 1

ott Ar = {A(g1) = A(g2)""|(g1, 2) € T} est un sous-groupe de F'*. On a aussi les suites exactes

Pl
1 —_—> U(Wl) —> GU(WI) —> AGU(W,‘) —_—> 1,
ol Agy(w;) est un sous-groupe de F "% contenant Ar.On notera

GFU(Wi) = I’image réciproque de Ar dans GU(W;).

3.3.1 Le cas des groupes scindés

(i) Tout d’abord, supposons que W = W, ®p W, n’est pas le cas dans la Proposition 3.10. Par le Théoreéme 3.4
, extension I est scindée sur I, on peut obtenir un homomorphisme qui n’est pas unique en général

r -5 Spw).

Donc on obtient une représentation lisse du groupe I' par restriction de la représentation de Weil a I, on note py
cette représentation de I'.
Pour les groupes, on a les relations suivantes

G'UW)/UW;) = Ar
et
T/UW)) x U(W,) ~ Ar.

Par la Proposition 3.3, Ar = F™* ou F'? ou bien N, (E ™) avec E’/F’ une extension quadratique, il en résulte
que F*/Ar est un groupe abélien de cardinal fini.
De plus, par défintion, G' U(W;) > F XUW;) et GXUW;)/F*U(W;) est un groupe abélien de cardinal fini.

Théoreme 3.16. Si on définit

G UW)xG" U(W-
7 =c—Indf (Wr) (z)p

W
alors 1 est une représentation de bigraphe forte.
Démonstration. Pouri =1,2,0ona

F*x UW,) — GUW,).

L’image est dans le groupe G' U(W;), notée par F*U(W;). On a aussi un homomorphisme

(F> x UWD) x (F* x UW2)) — GU(Wy) x GU(W2).

Supposons F* x U(W;) x U(W,) le sous-groupe de (F'>< X U(Wl)) X (F'>< X U(Wz)) constitué par les éléments
(( foa (f, gz)) pour f € F%, g; € U(W,). Notons son image dans GU(W) x GU(W5) par F*(U(Wy) x U(Ws))
qui est un sous-groupe de I'. On définit une représentation intermédiaire

. ' x 3
int o _ IndF UWOXE*UW))

T
F'x U(WI)XU(WZ))
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Comme py|yw,)xuw,) est une représentation de bigraphe forte, par le Théoreme 2.33 et la Remarque 2.34, on voit
que ™ est aussi une représentation de bigraphe forte.
De plus, pour les groupes, on a

G UW)/F*UW)) = G'UW)/F*UWy) = T/F*(UWy) x UWa)) = Ar/F

et
L0 (FUWy) x F*UW,)) = FX(UWy) x UW))).

Donc
r(F’XU(Wl) X F’XU(Wz))/F'XU(Wl) x FXU(W,) ~T/T'n (F’XU(WI) X F’XU(WZ)) ~ Ar/F<.

Cela implique que
r(F’XU(Wl) X F'XU(WZ))/F'XU(Wl) x F*U(W>) est le graphe d’un isomorphisme

G UW)/FXUW,) — GrUW,)/F*UW>).

Par la relation des groupes ci-dessous, on trouve

; T(F*UW)XF *UW: T(F*UW)xF *UW:
it — Rest (FUWVOXEXUOR) - F(FUW)xFU( 2))pw

F'>*XUW)XF'*U(W>) r

C’est-a-dire que 7™ peut se prolonger en une représentation du groupe F(F XUW)) x FXU (Wz)), en fait ¢ —

T(F < UW)XF > U(W>))

Ind.

py .- Utilisons le Théoréme 2.35 ; nous obtenons que la représentition

r r T(F*UW)xF *UW,
IndC UMDXGTUW2) (c _ " (F X uw) P¢)

€ T(F*UW)XF'*U(Ws)) r

est une représentation de bigraphe forte. O

(i1) Soit W ~ W; ®p W, un espace symplectique sur F’ ou W;( resp. W,) est un espace symplectique (resp.
orthogonal) de dimension 2n ( resp. 2m — 1) avec n > 1 et m > 1. On a une suite exacte

1 — Sp(W)) — GSp(W)) — F* — 1.
On déduit de la suite exacte de Hochschild-Serre
o — HY(F, A) — HX(GS p(W1), A) -5 HX(S p(Wy), A) —> ---

ol A est un groupe abélien d’ordre n et 2|n, (n, p) = 1.

Prenons un élément [¢] de H*(GS p(Wy), A) tel que d([c]) = [crao]- La classe [c] détermine un groupe GS; pA(Wl),
on a le diagramme suivant

I — A — SPw — Spw) — 1
| ﬁ l
1 —- A — GSp (W) — GSpW) — 1

Par le lemme du serpent, on a une suite exacte

F*—1.

—A A 1
1 —Sp (W) —GSp (W) — AchA(Wn =

Nous pouvons définir un sous-groupe intermédiaire

% = (@.h) € GSp" (W) x GO(W)AR)AM) = 1}.

Considérons I’application H*(GS p(W;),A) — H*(GS p(W;), C*), I'image de [c] détermine le groupe GS; p(W)).
Donc on peut regarder @A(Wl) comme un sous-groupe de GS p(W)y). Il en résulte que T2 estun sous-groupe de
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T2 défini dans la Proposition 3.10. Donc par la Proposition 3.10 et la Remarque 3.11, on peut obtenir un morphisme
de groupes

—~, 1 iA% —
I — Sp(W).
Grice a ce morphisme, on obtient une représentation lisse du groupe 2 par restriction de la représentation de
Weil, notée py,. Par suite, on a des suites exactes
—~A =1 A
I —8p W)XO0W) — I — Agyy — 1

et
1 — O(Ws) — GO(W2) =5 Agoqw,) — 1.

—u1 L —
Par définition, A,y © Agow, C A = F'*, nous noterons G' > O(W,) (resp. G* *§ pA(Wl)) I’image

— A
GSp (W)
réciproque de AFA% dans GO(W,) (resp. @A(Wl )). Pour les groupes, on a les relations

G 5P WIS ) = 6T oy oW ~ TN S W) x 0w = Ay

2
—5 1 ’
Par la Proposition 3.3, les groupes F' /X/A-I:A ;. 0u G" 2 O(W))/F*O(W)) sont abéliens de cardinals finis.

Théoreme 3.17. Si on définit
4l 1
r = IndC 5P WX 00wy

Rt v

alors 1 est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Nous choisissions les groupes intermédiaires suivants :
FX10(Wy), F*'Sp" (W) et F*'(Sp" (W1) x O(Wh)).
Ona
G S W F S W) = G OWa)10Wy) = T43 [F (S (W) x OW)) = Ay 12 € F*F>,

Par la théorie des nombres|[cf. [N], Chapter II, Page 142, Corollary], on sait que F "X F'X2 est un groupe abélien
de cardinal fini. Nous définissons la représentation intermédiaire de la facon suivante :

dF’X”(EE’*(WI))xF’X”(O(Wﬂ)

A" =c¢—1In -’
Foo(Sp" (W)x0Ws))

Par le Théoréme 2.33 et la Remarque 2.34, on sait que 7™

aussi la relation entre groupes suivante :

est aussi une représentation de bigraphe forte. On a

T8 0 (FSp" (W) x F0(Wy)) = (S5 (1) x 0(Wa),
et
T (F08 " (W)XF " 0Wa) ) F1S " (W1) x FX"0(Wa) = T4 [T4% 1 (F08" (Wh) x FX"0(Wa)) = Ay /F2".
Cela implique que

FA%(F'X”%A(WI) X F'X”O(Wg))/F/X”ﬂA(Wl) x F"O(W,) est le graphe d’un isomorphisme

=l —A s o= A =l n
GT P W) F™Sp" (Wh) — GTF O(Wa)/FX"O(W,).
Par la relation entre groupes ci-dessous, on trouve

'I:A% (F'X".GA(W])XF/X”O(Wz)) . Inde% (F/x,lgA(Wl)XFrXHO(WZ))

a" =Res *_, : .y
F'>n8 p" (W)XF" *1O(Wy) ™2
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=4l Foom o A ’

; , . . M2 (FSp" (W)XF " O(Ws)
Donc 7 peut se prolonger en une représentation (i.e. ¢ — Ind~A|( )
2

Tz (F 'X"§;7A(W1) X F 'X”O(Wz)). Utilisant le Théoréme 2.35, nous obtenons que

py ) du groupe

Al __ =l T2 (F' 1§ !
G2 SpA(Wl)XGrAz OWy) (c _ IndrAé (F X"SPA(W])XF X"O(Wz)) pw) =7

¢ —Ind” S |
T3 (F0 5" (Wy)xF' < 0(Ws)) ™1
est une représentation de bigraphe forte. O

Remarque 3.18. Pour présenter simplement le résultat, nous notons aussi G*U(W;) x G*U(W)) ( resp. T)
— 1 —4 1 —
représenté G™? SpA(Wl) x GU'2 O(W>) ( resp. : ) en cas (ii) ci-dessus.

Remarque 3.19. (1) La définition de m dépend du choix de I’homomorphisme T LN Mp(W), pour obtenir une

correspondance intéressante, il faut choisir le morphisme approprié T M p(W).

(2) On peut prendre un autre sous-groupe intermédiaire I ( par exemple un sous-groupe de I contenant U(Wy) X
U(W,)) pour construire des représentations de bigraphe forte, mais ce seront des représentations des groupes
G"UW,) x GT' UW»).

(3) Pour le modeéle realisé la représentation de bigraphe rt du groupe G* U(W)xGY U(W,), nous indiguons une voie
possible : le premier étape, on peut essayer de écrire le modeéle realisé la représentation py, du groupe intermédiaire
I" qui est une extension de U(Wy) x U(W,) par un groupe abélien Ar en utilisant les démonstrations des Lemme
3.5— Lemme 3.8 et de la Proposition 3.10 ; le deuxiéme étape, utilisons le technique canonique en représentation

T T
locale pour trouver finalement un modele de ¢ — Ind? UWxG U (W) o)

Remarque 3.20. Si W = W & W® avec WO = W @p0 WS’

. on sait que (UOW,") x UW), UW,") x

U (Wéz))) est une paire réductive duale de S p(W), en ce cas, on prend les groupes intermédiaires T et construit
les représentations 19 de bigraphe forte des groupes G"'vu (WY)) x GM'U (W;)) pour i = 1,2, par la Proposition
2.30, my X7y est aussi une représentation du bigraphe forte du groupe (Gr(” U(W?))XGF(Z) U(W;z)))x(Grm U(Wél))x

@ 2)
G™UW)).

3.3.2 ExemplesI

Soient F un corps local non archimédien caractéristique résiduelle impaire p, A un groupe abélien fini d’ordre
n avec 2|n et (n, p) = 1; D un corps sur F’ qui soit une extension finie de ¥, muni de I’involution canonique 7.

(W1, (,)1)(resp. (Wa, (, )2)) un espace €;( resp. €)-hermitien sur D a droite( resp. a gauche) tel que €6 = —1,
W = W, ®p W, un espace symplectique sur F, muni de la forme Trg ;7 ((, )1 ® 7((, )2)), (U(W,), U(W>)) une paire
réductive duale de S p(W).

I' le groupe intermédiaire défini ci-dessus, wy, la représentation de Weil de S:;(W), r-- §77(W) I’ homomor-
phisme naturel , py;, = wylr. Supposons qu’on a des décompositions de Witt W; = Wlo @ m;H; avec W? un espace
anisotrope et H; le plan hyperbolique.

Cas (1) Soient D = F', ¢ = -1, & = 1, UW;) = Sp(Wy), UW2) = OWy); GUW1) = GSp(Wy),
GU(W;) = GO(W>).

(i) dimp WY = 0,4, T = {(g,h) € GSp(W1) X GOW)IA(Ah) = 1}, Ar = F*, G'Sp(Wy) = GS p(Wy),
G'O(W,) = GO(W,). Donc r = ¢ — Ind?Sp (W1)xGO(W2) Py est une représentation de bigraphe forte.

(i) dimp W9 = 1, T4 := T4 = (@, h) € GSp W1) x GOW) @A) = 1), Acyy = P2, GSpi(w) =

-1l — — “Al — A
G S (W) = @ € GSp (W)IA®) € F*2), G O(Ws) = GO(W). Donc 7 = ¢ — Ind P "X00W) o ot une
représentation de bigraphe forte.
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(iii) dim Wg =2, Wg = E’(f) ou E’ est une extension quadratique de F’, f = 1 ou f € F’\NE//F/(E/X).
I = {(g.h) € GSp(W)) x GOW)IAAh) = 1}, Ar = Npp(E™), GSp.(Wy) = G'Sp(W)) = {g €
GS p(W)IA(g) € Neym(E™)}, G"O(W2) = GOW>). Done 1t = ¢ — IndZ* P+ "GO et une représentation
de bigraphe forte.

(iv) dimp WO = 3, T4 :=T*7 = (@, h) € GSp" (W) x GOW)A@ A = 1}, Ar = F*, G™'Sp" (W) =
P — A
GS pA(Wl), G O(W5) = GO(W,). Donc r = ¢ — Ind?AS P (W)xGO(W2) Py est une représentation de bigraphe forte.

Cas (2) Soient D = E’ une extension quadratique de F’, T = {(g,h) € GU(W}) x GU(W,)|A(g)A(h) = 1}.

(i) Si dimg W, et dimg W, sont paires. En ce cas, Ar = F X, G'U(W;) = GUW,), n = c — Inng(W')XGU(WZ)pw
est une représentation de bigraphe forte.

(ii) Si dimg Wy, dimg W, sont impaires, Ar = N/ (E™), GTU(W:) = GUW,), 1 = ¢ — IndV "XV )
est une représentation de bigraphe forte.

(iii) L’ autre cas, supposons que dimg W, est paire et dimg W, est impaire. Ar = Ng» /F/(E/X), GU.(W)) =
G'UW,) = {g € GUW»)IA(g) € Ny (E™)). GFU(W,) = GU(Ws). Done 1t = ¢ — IndV+ VXU 5 et une
représentation de bigraphe forte.

Cas (3) Soient D I’'unique corps de quaternions sur F’, G'U(W;) = GU(W,), alors & = ¢ — Inng(W')XGU(WZ)

est une représentation de bigraphe forte.

Py

Cas (1) Soient D = F', ¢ = -1, & = 1, UW)) = Sp(W)), UW,) = OW); GUW) = GSp(Wy),
GU(W,) = GO(W,).

(1)’ Si dimg W, est paire.
Pour chaque une extension quadratique £ de F’, On définit : GE'Sp(W)) = {g € GS p(W))|A(g) € Ngr(E™X)),
GEOW,) = (h € GOWyIA(h) € Ng g (E™)), et un autre sous-groupe intermédiaire I'*" = {(g,h) €
/
GE'S p(W)) x GE O(W»)|A()A(h) = 1} de T. Alors ¥ = ¢ — Ind%, SPWIXG 02 1 est une représentation
TE pl// I p
de bigraphe forte.

(i)’ Si dimg W, est impaire.
Dans ce cas, on définit : GS p(W)) = (3 € GSp' (WDIAR) € F™2}, GOL(W») = (h € GO(Wa)lh € GO(W2)A(h) €
F>*2}, un autre sous-groupe intermédiaire I! = {(g,h) € GS} p/:(Wl) X G0+(W2)|:i@/l(h) = 1} de T2, Alors

~= A
GS p,(W)XGO4(W2)

Ty =c— IndrA Pylrs est aussi une représentation de bigraphe forte.

Cas (2’ Soit D = E’ une extension quadratique de F’. Si on définit GUEY (W;) = {g € GUW)|A(g) €
Ng e (E™), TE = {(g,h) € GUE (Wy)|A(g)A(h) = 1}, alors nf" = ¢ - Indggﬁ WxGU* W2 oy le est aussi une
représentation de bigraphe forte.

3.3.3 Le cas des groupes non scindés

(1) Supposons que W = W, ®p W, n’est pas le cas dans la Proposition 3.10. Rappelons la définition du groupe
intermédiaire
I'={(g,h) € GUW) x GUW)IA(g)A(h) = 1}.
Par le Théoreme 3.4, I’extension I est scindée sur I', et on obtient une représentation lisse du groupe I' par re-
striction de la représentation de Weil a I', on la note p,. De plus, pour chaque groupe @A(M), on a les suites
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exactes

1 — TAW) — GU" W) =5 Mgy = Acuany — 1.

On notera _ 4 . o
I ={@h) e GU (W) xGU (Wp)|A@A(h) = 1},

donc on a la suite exacte
1 — UMW) x TAWa) — T =5 Agy = Ay — 1.

On notera .
G" UA(W;) = I’image réciproque de Ag.4 par 'application de A.

Evidemment, on a un homomorphisme
™ L GUW,) x GUW,);
son image est I'. Donc on obtient une représentaion py |z de T4, notée py. D’apres le Lemme 3.15, on obtient un
sous-groupe F*" (7*‘(W,~) de ETJA(Wi) ; de la méme maniere, on définit un sous-groupe de Mdela fragon suivante :
(U W) x UAW2)) = {((t, i), (0, i) )l = 15 € P, 5; € TAW)).

Théoreme 3.21. Si on définit

T

v

_ G UAW)XG™ TA(W)) ~
=c— Inde 0
alors 1 est une représentation de bigraphe forte.

, . e — <1 . =4 P . . —
Démonstration. Vu la définition de py, = pylp: a I'aider du morphisme I — T, il en résulte que Pulgow,xbowy)

est une représentation de bigraphe forte par la démonstration de la Remarque 2.32. On définit une représentation

intermédiaire — —
. FXn ”7 FX" ‘/V —_—
nt = ¢ —Ind Ui Wix U(Z)p.

g FX"(UHWI)XFJA(Wz))

Par le Théoreme 2.33 et la Remarque 2.34, on sait que 7 est aussi une représentation de bigraphe forte. De plus,
ona

GI UA W) P TAWh) = G TA W) F " TA(Wa) = TAJF"(TAW) x TN W) = A [F>,

et
T4 0 (F7nOA (W) x FX"UA(Wo)) = (T4 (Wh) x UA(Wy))

FA(F'X"ﬁA(Wl)xF’X" EA(WZ))/F’X”i?A(Wl) X F*"UA(W,) ~T4TA n (F’X”i?A(Wl) X F’X"'UA(WZ)) > Ag [F
Cela implique que
FA(F'X”ﬁA(Wl) X F/X”ﬁA(Wz))/F/X” UA(W)) X FX"U*(W,) est le graphe d’un isomorphisme

G U (W) F " TAWy) — GT UAWy) | F " UA(W).

Par la relation des groupes ci-dessus, on trouve

. “l:A F’xnl‘]A(Wl)XF’xnl‘]A(Wz) fA F’xnﬁA(WI)XF’xu[“/A(WZ) .
7" = Res ,(~ . )c—In¢( )plp.
F X/IUA(W])XF X"UA(Wz) TA

C’est-a-dire que 7™ peut se prolonger en une représentation du groupe fA(F AW, x F 5A(W2)), A savoir

TA (F’xu l“]A(W] )XF’xn 5A(W2))

c- IndF 2 py. Utilisant le Théoréme 2.35, nous savons que la représentition
¢ — IndC" U WixG™ T4 W) (C 1 £A(F’X”5A(W1)xF'X”fJ”‘(Wz))ﬁ ) 0
TA(F AW, )XF *n T (W5)) T v

est une représentation de bigraphe forte. O
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(i1) Soit W =~ W; ®p W, un espace symplectique sur F’ ou W;( resp. W,) est un espace symplectique (resp.
orthogonal ) de dimension 2n ( resp. 2m — 1) avec n > 1 et m > 1. On a deux suites exactes

1 — Sp(Wy) —> GS p(Wy) = F* — 1,

et
1 — O(Ws) = GO(Ws) = Agoawy — 1.

On déduit des suites exactes de Hochschild-Serre
i2
-+ — HX(F™,A) — H*(GS p(W1), A) — H*(S p(W),A) —> - --

et
2
- — H:(AGowy, A) — H(GO(W)),A) — H*(O(W)),A) — --- .
Prenons un élément [cgs,] (resp. chaque [cgo]) de H*(GS p(W)), A) ( resp. HX(GO(W,), A)) tel que iz([chp]) =
[Craol- La classe [cgs ] détermine un groupe GS7 pA(Wl)( resp. @A(Wz)).
Rappelons que nous avons déja défini un sous-groupe intermédiaire dans le cas scindé (ii)

% = (3.h) € GSp" (W) x GOW)IA@)A(M) = 1},

grice au morphisme

™2 - Sp(w).
Al
2

On obtient une représentation lisse du groupe I''2, i.e. py = w""FA% , ol wy, est la représentation de Weil du groupe

SpW).
Dans le cas non scindé, on peut définir un autre sous-groupe intermédiaire

~ ~ — A —A _ o~
I = (@ h) € GSp (W) x GO (W) A@)Ah) = 1}.

On a les suites exactes canoniques

FX—1---(1)

—A — A A
1—>Sp (Wl)—>GSp (Wl)_)ACmA(Wl) =

1 — 0'W,) — %A(Wz) 2, A—a = Agoaw,) — 1+--(2)

GO (W»)
et 4 _ _
1—Sp (W)X 0 (W) —T* — Ap — 1.
On notera 4
G Sp (W)) I'image réciproque de Ag., par I’application A dans la suite (1),
et

G 0N (Wy) I’image réciproque de Ay, par I’application A dans la suite (2).
Comme on a I’homorphisme canonique
1 — A — GO" (W) — GO(Wy) — 1,
on obtient un homomorphisme
T — GSp (W) x GO(Ws).

Son image est T2, ainsi on a une représentation lisse pylza du groupe T4, notée Dy-
Rappels : pour la représentation de Weil wy, on sait que wy| est une représentation de bigraphe forte.
On définit

S5 Woxowy)

~ . —A ~
0 (W) = {g€ GO (Wp)|a®) = 1}
d’ou une suite exacte :
1 — A — OAWs) L5 O(W,) — 1.

Gréce au morphisme p”, on obtient une représentation wy| 55 Par la démonstration de la Remarque

(WO
2.32, wy

S5 WA est une représentation de bigraphe forte. Par définition

p‘ﬂ'fp"(wl)x@(wz) = w“’lﬁA(Wl)x(?A(Wz)'
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Théoreme 3.22. Si on définit

TAGA ™ 34 .
T=c— Ind’?A Sp W)xG O (WZ)plﬂ’

alors m est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Comme Az, contient F**", par le lemme 3.15, on sait que
F 15" (W) € G Sp" (W), 0N (Wa) < GT 0N Wa), /(S (W) x 02 (W) < T

o (S (W) x 0AW2) = {((1,8), () € F'5p" (W) x FX 0 Wiy = 131 € . € Sp' Wi/ e
OA(Wy)).

On définit une représentation intermédiaire

FnSp" (WoxF <1 0n(Ws)) —

a"=c—Ind "7 _ Dy
P53 woxonan) Y

Comme py| est une représentation de bigraphe forte, par le Théoréeme 2.33 et la Remarque 2.34, on

S (W)x0NWa)
sait que 7™ est aussi une représentation de bigraphe forte. On a la relation entre groupes suivante :

G W) FSp (W) = G OA (W) F 0 (W) = TALF (S (Wh) x O/ (W) = A /",

et
T (F15p" (W) x F0A W) = F(S" (W) x 02 (W),

Donc
TA(F1Sp" (WX E X107 W) ) F 'S (W) x F 01 (Wa) = TA/TA 01 (F1S" (W) x F"0MWa)) = Aga F2
Cela implique que

fA(F/X”S"]J)A(Wl) X F'X”5A(W2))/F'X”§77A(W1) x F*"OM(W,) est le graphe d’un isomorphisme

GU'Sp W) FSp" (Wh) — O W)/ F X107 (W),

Par la relation entre groupes ci-dessous, on trouve

; TA(F>18 p(Wy)xF " O(Ws) TA(F 1S p(W)XE " O(W,)) —
7™ = Res ,(~ PRI 7)C—Ind~( P z)p,p.
Fn8 p(Wy)XF X" O(W») TA

FA(F/X"S"[)A(WI )><F'X“5A(W2))

. _ =i f e o A
Donc #'™ peut se prolonger en la représentation ¢ — Ind.r.A Py du groupe I (F XS p (Wy) X

F>n 5A(W2)). Utilisant le Théoreme 2.35, nous savons que la représentition

A A ™5 FA(F 185" (W< F 04 (W) —
IndG Sp (W)XG™ 04 (Wy) (C _ Inde( p (Wpx ( 2)) .01//) =7

¢c—Ind_ <A o
TA(F 8D (W)X F > 0A(W,))

est une représentation de bigraphe forte. O

3.3.4 Exemples II

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire p, F’ une extension finie de F,
et D un corps de quaternions sur F’ muni de 1’involution canonique 7.

(W1, (,y1)(resp. (W, <, )2)) un espace €;( resp. € )-hermitien sur D a droite( resp. a gauche) tel que €6, = —1,
W = W; ®p W, un espace symplectique sur F, muni de la forme Trgr ((, )1 ® 7({, }2))-

wy la représentation de Weil liée au caractere non trivial , U(W;) (resp. GU(W,;)) le groupe unitaire (resp. le
groupe unitaire de similitudes) de (W, (, );), A un groupe abélien fini fixé d’ordre n et 2|n, (n, p) = 1; GU(W)) le



3.3 - Constitution des représentations de bigraphe forte 61

revétement central de GU(W;) par A défini en la sous-section 3.2, Ale morphisme canonique de GU (W) dans F'%,
U(W,) son noyau et Azg;(W;) son image.

Notons T le groupe intermédiaire constitué par les éléments (g, Z) de GU (W) x GU (W) tels que Z@I(Z) =1;

T S p(W) le homomorphisme naturel et p, v =l

Choisissons des décompositions de Witt W; = Wl.0 ® m;H; avec Wl.0 un espace anisotrope et H; le plan hyper-
bolique.

Cas (1) SoientD = F', e = =1, & = 1, UW)) = Sp(W1), UW2) = O(W2); GUW1) = GS p(W1), GUW>) =
GO(W>).

Discutons suivant la dimension de la partie anisotrope de W,.

(i) dimp W9 = 0,4, Az = F*,GSp' (W) = GS p(W). GO (W3) = GO(W;). Done 7 = c~IndZ* 000" 5,
est une représentation de bigraphe forte.

(i) dimp W0 = 1, Ag = F*2, GSp' (W) := GSp (W) = (g € GS p(W)IA®@) € F*2), GO' (Wy) = GO(W)).

Indgsl’ (WXGOW2) Py est une représentation de bigraphe forte.

Donc 7 =c—

(iii) dim WY = 2, WY = E’(f) ou E’ est une extension quadratique F’, f = 1 ou f € F'\Ng p(E™).
_ — T — — , —T —

AF = NE//F/(EX), GSp+(W1) = GSp (W[) = {é S GS[)(W])M@ € NE/F(E X)}, GO (Wz) = GO(WQ) Donc

=c— IndlfSp (W)XGO(W3)

m py est une représentation de bigraphe forte.

(iv) dimp W0 = 3, Ag = F'*, GSp (W) = GS p(Wy), GO' (W) = GO(W5). Donc 7 = ¢ — IndZ "GO0 7,
est une représentation de bigraphe forte.

Cas (2) Soit D = E’ une extension quadratique de F’.

(i) Si dimgs W) et dimg W, sont paires. En ce cas, Ay = Fx, éT]r(Wi) =GUW),m=c— Ind?TJ(W')XGTJ(WZ)ﬁ/,
est une représentation de bigraphe forte.

o —T — ST W GT
(ii) Si dimg W), dimg W, sont impaires, Az = Ng/p (E), GU (W)) = GU(W;), 7 = ¢ — Inng(W”XGU(W” Py
est une représentation de bigraphe forte.

(iii) Supposons que dimg Wy est paire et dimg W, est impaire. Alors Az = N E//p/(E'X), (’?T]J,(Wl) =

GU (W) = (g € GUWIA®) € Npyp (E™). GU (Wa) = GUWy). Done r = ¢ - IndZ WV 5, et
une représentation de bigraphe forte.

Cas (3) Soient D 'unique corps de quaternions sur F’, GTJF(Wi) = GU (W), alors mr = ¢ —
est une représentation de bigraphe forte.

IndlgU(W')XGU(WZ)pw
Cas (1)’ Soient D = F', ¢ = -1, & = 1, UWy) = Sp(Wy), UW,) = OW2); GUW;) = GSp(Wy),
GU(W») = GO(W»).

(1)’ Si dimg W, est paire.
Pour chaque une extension quadratique E’ de F’, On définit : @E W) ={ge€ GS p(Wl)II@ € Ng/p (E™)),
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évOE/(Wz) = {h € GOWy[A(h) € Ng,p(E™)}, et un autre sous-groupe intermédiaire TX = {3, h) €

GS} pE/(Wl) X GﬁaE’(Wz)ﬁ@I@d) = 1} deT. Alors " = ¢ - Indgsl’ ‘wxGo” ) pulpe est une représentation
de bigraphe forte.

(i)’ Si dimg W, est 1mpa1re
Dans ce cas, on définit : GSp+(W1) ={ge GSp(W1)|/1(‘) € F*?), G0+(W2) = {h € GO(W2)|/l(h) € FXZ}

et un autre sous-groupe intermédiaire I'y = {(g.h) € GS} p,.(Wp) x GO+(W2)|/1(')/1(h) = 1} de T, alors n, =

In dES P (W)XGOL(Ws)

c— Pylp, est une représentation de bigraphe forte.

+

Cas (2)° Soient D = E’ une extensmn quadratique de F’. Si on définit GU (W) ={g € GU(W)IAO €

Ne (EX)), TE = (@ h) € GU" (W)I/l(‘)/l(h) 1}, alors 7f° = ¢ - Ind(.;U wxGU" (WZ)p¢|FEr est aussi une
représentation de bigraphe forte.

3.4 Appendice

Dans cet appendice, nous pouvons rappeler quelques résultats dans [Mo1] et [Mo2].

3.4.1 Définition de H%(G, A)

On suppose G, A des groupes localement compacts, et que A est abélien, muni d’une G-action continue. On
pose
C"(G,A) ={flf : GXG x---xG —> A une fonction de Borel telle que f(s1,---,s,) =0

si pour quelconque s; = 1’élément neutre de G} pour n > 0,

et
C"(G,A) =0 pourn < 0.

On définit une différentielle dans C"(G, A) a I’aide de la formule
(st o 5wt) = 510 (52, swe) + Y (=D F(s1, 5 siSiets =5 Se) + (1 f(s1, -, 50)
i=1

pour f € C"(G, A). Ces définitions permettent de donner des groupes de cohomologie

H"(G, A) = ker(d™)/Im(d"™").

3.4.2 Suite spectrale

On 1ntrodu1t une filtration {L;} sur C*(G, A) de la facon suivante :
L= (LiNnC"(G,A)).
(i1) L_,-mC (G,A) ={f € C"(G,A)|f estune fonctionde G X --- X GX G/H X---xX G/H}si0< j<n.

J n—j
(iii) L; n C"(G,A) = O pour j > net L; = C*(G,A) pour j < 0.

Cette filtration est positive et réguliere, donc on trouve alors EXY = HP4(G, A).

Supposons H un sous-groupe fermé distingué de G. On définit
C/(G/H,Ci(G, A)) = { f1f : une j— cochaine normalisée de G/H a values dans Ci(H,A), telle que la fonction
f(hl,--' Jhiy S, 8) = LS, -+, §)1(hy, - -+, by) est une fonction de Borel}.
Par [HS], on sait que E{i ~ H™"(L;/Lj+1). De plus, on définit

¥, : LN C™(G,A) — C/(G/H,C'(H,A));
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=Y,
o Y,(A)([§1,++ . §51)(h1, -+ hy) i= f(hy, -+ hiy 1.+ ;). Cela aussi définit un homomorphisme
yj: LN C™(G,A)/Ljs1 N C(G,A) — C/(G/H,C'(H,A)).
Lemme 3.23. L’homomorphisme vy induise des isomorphismes en homologie :
E' = H'(C/(G/H,C*(H,A)))
pour tout i.

Démonstration. Ceci découle de [[Mol], Page 48, Lemma 1.1]. O

D’appeler quelque travaux dans [Mol], on a
Lemme 3.24. Si H'(H,A) est réguliere de dimension i [cf. [Mol], Definition 1.5] , alors y;‘ définit des isomor-
phismes
EJ — H/(C*(G/H, H'(H, A))).

Démonstration. Ceci découle de [[Mol], Page 50, Lemma 1.2]. O
Lemme 3.25. Si (a) Z'(H,A) est localement compact et B'(H,A) est fermé ou (b) B'(H,A) = 0, alors
C*(G/H,H'(H,A)) = C*(G/H,H'(H,A)).

Démonstration. Ceci découle de [[Mol], Page 51, Lemma 1.4]. O

Theorem 3.26. Si (a) Z'(H, A) est localement compact et B'(H, A) est fermé ou (b) B'(H,A) = 0, alors 7; induit
des isomorphismes '

E]' = H/(G/H,H'(H,A)).
Démonstration. Ceci découle de [[Mol], Page 52, Theorem 1.1]. O

Proposition 3.27. Supposons G ~ U X V. Par la suite spectrale, on a un isomorphisme naturel

H*(G,A) ~ HX(U,A)® H' (U, H'(V,A)) ® H*(V, A).

Démonstration. Ceci découle de [[Mo2], Page 20, Lemma 4.1]. O
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4 Des exemples explicites

Dans ce chapitre, on traite des exemples sur les représentations de bigraphe forte. Soient F un corps non
archimédien de caractéristique résiduelle impaire, A une algegre étale de dégre 3 sur F. On construit un homomor-
phisme de GL,(A) a GS pg(F). On utilise le chapitre 3 pour définir des représentations métaplectiques de GL,(A).
Le but de ce chapitre sera consacré a trouver les quotients irréductibles de ces représentations.

4.1 Préliminaires
4.1.1 La classification des représentations irréductibles de G*

Dans cette sous-sous-section, on notera F un corps non archimédien de caractéristique résiduelle impaire, £
. . 1
une extension quadratique de F, on notera Gal(E/F) = (o), G = GLy(F), B = {((a) 2) € G}, N = {(0 ?) €
a 0
0 d
F* de noyau Ng,r(E*). Si 4, o sont deux caracteres de F*, nous noterons 7, la représentation lisse du groupe G
dans I’espace des fonctions f : G — C localement constantes et telles que

GL T= {( ) € G}; F** = Ng/r(EX), G = {g € G|det(g) € F**}; xg/r le caractere quadratique du groupe

f<(g Z) &) = A@lalt odd £g)

pour tous g € G, a,d € F*, b € F. On sait que 7, est irréductible ssi Ao~! # | - lj—gl. Dans ce cas, 1y, = my o sl
(A,0") = A, 0)ou(l,0’) = (0, 4). Pour la représentation -, sa contragrédiente est simplement 7,-1 ,-1. Nous
noterons 1 la représentation triviale du groupe G ; St la représentation de Steinberg du groupe G ; dans ces cas,
ona(lg)" = 1g et (Stg)Y = Stg. Si w € Irr(G), ¥ € Irr(F*), nous définissons une autre représentation irréductible
Y- par - w(g) = Y(det(g))m(g). Si Ac =] ;—;1, on sait que m,, est réductible. De plus

Si Ao~ = |- |, on a une suite exacte

=

0— I,

Side™! =]- |;1, on a une suite exacte

0— A2 16— e — A |2 - Stg — 0.
Rappelons qu’un caractere ® de E* est dit régulier, si

(%) O ne se factorise pas la norme Ng,r i.e. on ne peut pas trouver 6 € F* tel que @ = 6 o Ng/F.
Dans [BH], a I’aide de la représentation, a chaque caractére régulier ® de E* est attachée une représentation
irréductible g de G. Cette construction est compatible a la correspondance de Langlands au sens o g correspond
a la représentation du groupe de Weil de F, induite du caractere du groupe de Weil de E correspond a @ par la
théorie locale du corps de classes. En particulier, g et mg sont isomorphes si et seulement si @ = ® ou ® = Q7.
Drailleurs, il y a une autre famille des représentations irréductibles cuspidales du groupe G non attachant aux
caracteres réguliers associés a E*.

Proposition 4.1. Nous donnons une classification des classes d’isomorphisme des représentations lisses irré-
ductibles du groupe G ci-dessous :
(a) les series principales :
(1) 1o pour 1,0 € F* tels que A\o™" # |- Ij—;l,
dans ce cas, on A My o = Mg}
(B) les séries spéciales :
(2) ¥ - Stg pour € Irr(F*) ;
(y) les représentations de dimension 1 :
(3) ¢ - 1 pour y € Irr(F™) ;
(6) les représentations cuspidales :
(4) mg pour un caractere régulier ® de E*,
dans ce cas, ona ® ~ ®7 ;
(5) m non attachée au caractére régulier de E* ;
(€ ) il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations provenant de familles différentes.
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Démonstration. Voir [BH] ou ’article [GL]. O

Rappelons que I’application yg,r o det : G — {£1}. On sait que son noyau est G*. Soit a un élément de G
n’appartenant pas a G*. Soit p € Irr(G*), on définit une autre représentation irréductible p* du groupe G* par :
0%(g) := p(a~'ga) pour g € G*. Nous rappelons une Proposition pour expliquer la relation entre Irr(G) et Irr(G*).

Proposition 4.2. (1) Soit & € Irr(G).
(a) mlg+ est réductible ssi w ~ @ ygr o det. Dans ce cas, nilg+ = p* ® p~ avec p* = p™.
(b) mlg+ est irréductible ssi  n’est pas équivalente a m ® yg/r o det, mais mlg+ ~ 1 ® ygr o det|g+ € Irr(G*).
(2) Soit p € Irr(G™).
(a) Indg+ p est réductible ssi p ~ p®. Dans ce cas, Indg+ P =n®n®yg/F odet et mn’est pas équivalente a
T ® xg/r o det, mais ntlg+ = w1 ® g o detlg+ =~ p.
(b) Indg+ p est irréductible ssi p n’est pas équivalente a p°®. Dans ce cas, si t = Indg+ p alors wtlg+ =~ p ® p* et
T =m® yg/r o det.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 60]. O

Comme on connait bien les représentations irréductibles du groupe G, par exemple, dans [BH] ou la Propo-
sition 4.1 ci-dessus. Ainsi nous pouvons expliquer la Proposition précédente en termes de la classification des
représentations irréductibles du groupe G.

Lemme 4.3. Soit 7 € Irr(G).

(i) Sim=mye, alors 1 ® xg/r o det = Ty oy e Tl est réductible ssi A = oxgF.
(a) Sid# oxgr, alors Ty -|g+ est irréductible, notée par p;ﬂ comme représentation de G™.
(b) Sid=oxg/F, alors maslgr = A4 ~piXE/F @A Plyer oil pi)(w Py = Tl

(ii) Si m = W - Stg, alors 1 ® yg/r o det # 7 et mlg+ est irréductible, nous la notons par - Stg+ comme
représentation de G*.

(iii) Supposons 7 cuspidale.
(a) Sir est attachée au caractere régulier ® de E*, alors m ~ 1t ® yg/r o det et lg+ = p§ ® pg.
(b) Simn’est pas attachée a un caractére régulier de E*, alors rt n’est pas équivalente 4 1 ® y g/ o det et

ntlg+ est irréductible, nous la notons p; comme représentation du groupe G*.
(iv) Sim =y - 1g, alors m n’est pas équivalente a m ® x g/r o det et ni|g+ est irréductible, nous la notons y - 1G+.

Démonstration. (1), (ii), (iv) sont évidents. Pour (iii) : I’hypothese m =~ 7 ® (yg/r o det) se traduit par o = 0 ® xg/r
ol o est la représentation irréductible de “Wp correspondant a 7, et oll yg/r est vu comme un caractere de F*
par la théorie du corps de classe. Par la théorie de Clifford pour W, cela signifie que o est induite a partie d’un
caractere régulier de ‘Wg. Voguant ® comme un caractere(régulier) de E*, on a bien 7 ~ 7g. O

Traduisons maintenant le Lemme précédent en termes de représentations irréductibles de G*. Nous noterons :
Irr(F™*) les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles du groupe F**, B = G* N B, T* =
G* N T, 15+ la représentation triviale du groupe G, Stg+ = Stg |g+; Soit p € Irr(G™), ¥ € Trr(F**), nous
définissons ¥ - p comme : Y* - p(g) := Y (det(g))p(g) ; Soit ® = 7, € Irr(G), nous la noterons par pj{ﬂ = Mol s
Soit r = 7y, nous définissons ng+ = ptxw Y UV Soit € Irr(G) une représentation cuspidale attachée a un
caractere régulier © de E*, nous la noterons par ntlg+ = p§ ® pg ; Soit 7 € Irr(G) une représentation cuspidale qui
n’est pas attachée a un caractere régulier de E*, mt|g+ est irréductible, nous la noterons par p; .

Lemme 4.4. Soit p € Irr(G*).
(i) Sip=p),
G N
alors IndG‘r P =Moo @ Taypp.oxp e OU P;’g. = Maoler et My # T e/ o X F
(ii) Sip=y*p},, ouy'py, . ouy* € r(F*) ety € Itr(F™) tel que ylpe = ¢,
alors n = Ind%. p = 7y yy,,, est une repésentation irréductible de G.
(iii) Sip=y* - Stg+, on Yt € ITrr(F*H),
alors = Indg+ p =Y -Stc®xe/rY - Stg, ici nous choisissons un caractere y € Ire(F*) tel que Ylp< = y*.
(iv) Sip = pg ou pg, oit O est un caractere régulier de E*,
alors m = Indg+ p est la représentation attachée au caractere ©.
(v) Sip = p}t =nlg, on m est une représentation cuspidale r de G,
alors Indg+ =@ )yE/Fretn ETQ yg F o det.
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(vi) p =y - 1g+, nous fixons un caractere s de G tel que Y|p = Y™,
alors m = Indg. y* - g+ =y - 16 ® xgr¥ - 1.

Démonstration. Ceci résulte de la Proposition 4.2 et du Lemme 4.3. O

Lemme 4.5. Soient ry, my € Irt(G), alors Homg- (71, m2) # 0 ssi 1y = w2, ou bien my =~ mp ® xg/r o det.

Démonstration.
Homg: (11, m3) ~ Homg(ry, Ind%, Resg, m) ~ Homg(nry, 7, ® Indg, 1)

=~ Homg (1,2 ® [1 @ xg/r]) = Homg(my, m2 ® moxE/F),

d’ou le résultat. O
Soit p € Irr(G"), elle sera appelée cuspidale si p n’est jamais une sous-représentation de Indg+ |- Illp/ 18| I;l/ o
pour toute paire (4, o) consistant deux représentations irréductibles du groupe F*.

Lemme 4.6. (1) Si p € Irr(G™) et Indg+ p=n®n®yg/r o det, alors m est cuspidale ssi w ® y g o det I’est aussi.
(2) Si € Irr(G) et wtlg+ = p* ® p~, alors p* est cuspidale ssi p~ ’est aussi.

Démonstration. (1) C’est évident.
2
G* 1 -3 G + G % *%
Homg+(p*,Ind, |- [;A®]-[.>0) =~ Homg(c — Indg. p*, Indg | - [;A® ] - |7 0)

+ l —l
= Homg-(p", Ind§. | - 2A® ||, o).

Cela implique le résultat. O

Lemme 4.7. (1) Si (n, V) € Irr(G), alors n est cuspidale ssi une composante de nt|g+ I’est aussi.
(2) Si p € Irr(G™), alors p est cuspidale ssi une composante de Indg+ p Lest aussi.

Démonstration. (1) Par le Lemme 4.6, |+ est cuspidale ssi chaque sa composante 1’est aussi. Par définition, 7 est
une représentation cuspidale de G ou G* ssi Vy = 0, donc on trouve le résultat.

(2) Par la théorie de Clifford, on a Resg+ Indg+ 0 = p ®p?ou2p pour un élément a € G\G*. Par le Lemme 4.6 et
le point (1) ci-dessus, on obtient le résultat. m|

Lemme 4.8. (1) Si (p, W) € Irr(G*), alors IndZ, p ~ (Ind, p)".
(2) Si (rr, V) € Irr(G), alors (n|g+)" = 7|~

Démonstration. (1) Ceci découle de [[BZ]].
(2) On sait que G* est un sous-groupe ouvert de G, il en résulte que (V|g+)" = V|g+. Enfin le résultat découle de la
définition de la représentation contragrédiente. O

D’apres les lemmes précédents, nous pouvons donner une classification des représentations irréductibles du
groupe G* .

Théoreme 4.9. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles du groupe G* se présentent
comme Suit :
(@) Les représentations non cuspidales :
(a) Les séries principales :
(1) p3 . on A, 0 € Irr(F™) satisfaisant a A0 # xg/r, |- |;‘51,XE/F| . |;‘.
. ot o~ ot ~ ot .
Dans ce cas, on ap/lsﬂ' - pﬂ',/l - pXE/I-'/LXE/I"(T ~ Fxepoxeirpd’
(1’) A*-pt o, oi At € Irr(F*).
Lxe/rllp
Dans ce cas, p;’X ot est une représentation irréductible fixée du group G* et par définition, on a A* -
XE/FI'p
+ ~ At .ot ~ 1t ot ~ ot .
pl»){E/FH,_:l p)(E/F\'l}',l pXE/Fv|'|,_:] pl'l}l XEIF
(b) Les séries spéciales :
(2) y* - Stge, ony™ € Irr(F*F);
(3) y*- pT,XE/F’ 2 pl_,)(E/F’ oy € Irr(F**) ;
(c) Les représentations de dimension I :
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(4) ¥t - lg+, onyy* € Ier(F*%);
(v) Les représentations cuspidales :
, Pg attachées au caractere régulier ® de E*.
5) pé P attaché tere régulier © de E*
Dans ce cas,ona ® ~ 07 ;
(6) py attachée a une représentation cuspidale mt de G. Dans ce cas, on a p; = py, . -
(6) La liste au-dessus est complétée, et il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations provenant de familles
différentes.

Proposition 4.10. Soit p* une représentation irréductible du groupe G*, nous décrivons sa contragrédiente ci-
dessous :
(1) sip* =py,. oud o € lIre(FX) satisfaisant a A~ # xE/r, | - |;£:1’XE/F| . fpl, alors (pjl,(r)v = p}lﬂ,l ;

’ Pt — )+ ot S+ X+ + ., ot v +\—1
(1’) sipt =24 pl,xg/p\-l;" o At € Irr(F*Y), alors (A pl,)(E/pI~I;') ah)
(2) sipt =yt - Stge, on Yt € Ir(F*), alors (W* - Stg+)Y = W)™ - St ;
(3) sip* = ll’j Ty OUYT P, s 00T € Te(F), alors (T - oy, )Y W -y, DY = {(H™-

+ +3— - .

ply\,E/Fv(lp ) 'ply\/E/F}y
(4) sip* =yt - 1o, on gt € Ie(F*Y), alors (* - 1g+) = ()™ - 1g-

(5) sip* = p§ ou pg attachée au caractére régulier © de E*, alors {(pg)", (pg)"} = {0g1:Pg1}5
(6) sip* = pf attachée a une représentation cuspidale r de G, alors (p})" = p}.

+ .
plsXE/F|‘|F ’

Démonstration. Ceci découle du Lemme 4.8 et du Théoreme 4.9. m]

En suite, nous citons la définition habituelle du changement de base entre Irr(G) et Irr(H) au sens de Langlands
dans [GL], [L] et nous décrivons les fibres de cette application.

Proposition 4.11. Soient A, o,y € Irr(F*), A, Z, ¥, O € Irr(E™) telles que AoNg;r = A,00Ng/p = Z, yoNg/p =¥
et lo™' £, Iﬁl.
(1) Begr : Irt(G) — Irr(H); m — 1L
(i) Sim=y-lg, alorsII =¥ - 1g.
(ii) Sim = my, avec Ao~ #* XE/Fls |;—;1, alors T1 = Tlp 5.
(iii) Sim=m,, avec Ao~! = xg/rl, |r, alors I1 = A] - |£1/2 -1y
(iv) Sim =y - Stg, alors I1 =¥ - Sty.
(v) Sin = ne, ou mg est la représentation de G associée au caractere régulier ® de E* par la correspondance
de Langlands locale, alors I1 = g g
(vi) Sin est cuspidale sans étre du type me, alors I1 = Beg,p(r) est aussi cuspidale.
(2) Beg)p « Ire(H) — Irr(G): T+ by ;
(i) Sill =1IIp 5z avec A £, |]i51, alors by = {4, Ty Ao Ty eros Wy rdys o) O ON choisit deux caracteres
A, 0 € Irr(F>) satisfaisant a A = 1 o Ngjp, X = 0 o Ng/p ;
(ii) Sill =Y - Sty, alors by = { - Stg, xe/r¥ - St), out on choisit un caractere y € F* tel que ¥ = o Ng/p.
(iii) Si 1l = g g-, alors by = {ng, mer}, 0il Mg est une représentation de G attachée au caractere régulier ®
de E* par la correspondance de Langlands locale.
(iv) SiIl est cuspidale, alors by = {m, x g/r7}, ot T est une représentation cuspidale du groupe G.
(v) Sill =¥ 1y, alors by = {¥ - g, xe/r¥ - LG, ¥ - T b2 112 /e Ty 112 12}, ot Y est un caractere fixé
du groupe F* tel que ¥ = o Ng/p.

Xe/FlE

Démonstration. (1) Ceci découle de [[GL]] et de [[L]].
(2) On peut obtenir le résultat apres (1). |

4.1.2 La classification des représentations distinguées de GS O(M) et de GO(M)

Dans cette sous-sous-section, on désignera par F un corps non archimédien de caractéristique nulle et de
caractéristique résiduelle impaire, par E une extension quadratique de F, on note @ +— «a I’involution de E/F.
Rappelons G = GLy(F), H = GLy(E). G sera vu comme sous-groupe de H. Soient Gal(E/F) = (o), M =

v @
{ a
quadratique (M, g). On peut définir une application sign : GO(M) — {+1}, nous notons son noyau par GS O(M),

on a une suite exacte 1 — EX —— F* x H N GSO(M) — 1 ot a(e) = (Ng/r(e),e"). Le groupe GO(M)

_ax) |x,y € F,a € E}; qim) := —det(m) pourm € M. Soit GO(M) le groupe de similitudes de I’espace
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est simplement GS O(M) = o, ou o agit sur M par permutation. Chaque représentation irréductible de GS O(M)
est bien déterminée par une représentation I1 de H et un autre caractere y de F* tels que y o Ng;p = wr, ou
wyy est le caractere central de la représentation I, c’est-a-dire que si on choisit un caractere y satisfaisant a y o
Ng/r = wn pour II € Irr(H), alors on peut obtenir deux représentations irréductibles de GS O(M), notée (I1, ) g~
et (IL xxe/F)Ex-

Rappelons quelques définitions pour étudier les représentations du groupe GS O(M). Si m un élément de M, nous
notons m* I’ensemble orthogonal de m dans M.

Définition 4.12. Soit 6 = (I, x)gx une représentation irréductible de GS O(M).

(1) On dit que ¢ est invariante, si Il est o-invariante.

(2) On dit que ¢ est distinguée générique, si 11 est o-invariante et qu’il existe un élément anisotrope m de M tel
que Homso(mL)(é, ISO(mL)) # 0.

(3) On dit que § est distinguée, si 11 est distinguée générique ou bien Il est o-invariante et de dimension 1.

Soient mg, m; deux éléments anisotropes de M. Notons mg(resp. m;) I’espace engrendré par mg(resp. my).
On peut définir ip; : my — M envoyant my vers m,. Par le Théoreme de Witt, le homomorphisme iy ; peut se
prolonger en un isomorphisme de M et ip; € GO(M), cela implique que ig () = my . On sait que la dimension
de my ou my est 3, donc on peut supposer que io; est dans GS O(M). En utilisant I’isomorphisme io 1, on définit

le.s isomorphismes S O(m;) — So(my); g — io,lgia‘ll et Homg ont)(6,1) = Homg ot )(6, 1); f +— flo1 ol
for(v) := f(6(io1)""'v), alors la définition de la répresentation distinguée générique ne dépendent pas de choix de
m.

Maintenant, supposons E = F( /&) ; nous choisissons m = myq := (—(i/E \(/)E) EM, SO(mg ={he SOWM)|h-

mgy = myp}. D’abord, supposons h =

(e Xl -

0 e N .. .
t)) € SOM) ou s € F*,t € E* satisfaisant 2 52 Ng,r(t) = 1. La condition & - my = myq se traduit par

—_
S Q

Z) € SLL(E)N SO(mé), la condition & - my = myg se traduit par 1 =

df\-c

|
_
[SYRN

b)(d _Eb); ce qui implique que 7 € SL,(F). De plus, supposons

h = (s,((l)

= % b R )l O O )l S

que s = ! =7 ' € F*. Finalement, on obtient que SO(my) = {h € SOM)|h = (detg™", g) avec g € G}.
Soient 6 = (IL x)px, h = (detg™', g) € SO(m), on a 5((detg™', g)) = 6((detg™, 1))5((1, 8)) = x(det g~II(g).
Ce qu’implique que
Homg g6, 1) = Homg(y'T1, 1) = Homg(TL, x).

Nous avons démontré la Proposition due & Hakim :
Proposition 4.13 (Hakim). Si (IL, x)gx € Irr(H), et Il est o-invariante, alors (I1, x)px est distinguée générique ssi
Homg(IT, y o det) # 0.

Proposition 4.14. Soit 11 € Irr(H) une représentation irréductible de dimension I et I1 ~ 117, alors on a un et un
seul caractére y de F* satisfaisant a y o Ng,p = wr tel que

Homg(I1, y o det) = 1.

Démonstration. Soit (I1, y)gx € Irr(GS O(M)) de dimension 1 qui est o-invariante, on sait qu’il y a deux caracteres

1 etnyg/r du groupe G de dimension 1 tels que IT = 7oNg/r = nyg/roNg/r et n*oNg/p = yoNg/r, ce qui implique

que (xe/p)* = 1* = x oun? = (xesr)* = xxe/r etIllg = n o Ngjplg = 7* o det. Donc Homg(IL, x o det) = 1 ssi
— 2 _ 2

X =n"=xer) O

Théoreme 4.15 (Hakim-Flicker). Soit I1 € Irr(H) une représentation irréducible de dimension infinie qui est
o-invariante, et soit y un caractére de F* satisfaisant a y o Ngjp = wy. Alors les conditions ci-dessous sont
équivalentes :

(i) Homg(IT, y odet) # 0;

(ii) Pour tout caractére { de E* prolongeant y, on a

1
sIl®¢, 590 Triyp) = x(=1);
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(iii) II = Begyr(m) oit wr = xXE/F-
Démonstration. Voir [ [R2], Page 783, Theorem 5.3]. O

Nous noterons Irrp(GS O(M))(resp. Irrpg(GS O(M))) les classes d’isomorphisme des représentations distin-
guées (resp. distinguées génériques) du groupe GS O(M). Le but principal de la sous-sous-section sera consacré
a déterminer les classes Irrpg(GS O(M)) et Irrp(GS O(M)). Si (IL, x)gx € Irrpg(GS O(M)), il faut que IT soit o-
invariante, i.e. Il = Bcg,r () pour quelque 7 € Irr(G).

Proposition 4.16. Soient A, o,y € Irt(F*), A, X, ¥, © € Irr(EX) telles que AoNg/p = A,00Ng/p = X, yoNg/p =¥
et o7 £ Iil.
(i) Si Il = Hxy € Irr(H) et x1,x2 est les deux caractéres de Irr(F>) satisfaisant a y; o Ng/jp = wri, on a
L x)ex € Irrpg(GS O(M)) pouri = 1,2.
(ii) SilI =Y - Sty,
(a) on a un caractére unique y € Irr(F*) satisfaisant a y o Ngjr = wn = V? et Homg(I1, ) # 0 En fait
X =y
(b) (L xxe/r)e< € Ittpg(GS O(M)), mais (1L, x) g« ¢ Irtp(GS O(M)).
(iii) Sill = llger = Begr(me), out mg est la représentation de G associée au caractére régulier ® de E* par
la correspondance de Langlands locale,
(a) on a un caractere unique y € Irt(F*) satisfaisant a y o Ng;r = wp et Homg(IL, xxg/r) # 0; Dans ce
cas, ¥ = W 5
(b) (L xxe/r)e< € Ittpg(GS O(M)), mais (1L, x) g« ¢ Irtp(GS O(M)).
(iv) SilIl = Bcgyr(m) ot I1, mt sont cuspidales,
(a) on a un caractére unique y € Irr(F*) satisfaisant a y o Ngjr = wp et Homg(IL xxg/r) # 0, en fait
X = Wr;
(b) (L, xxE/r)ex € Irtpg(GS O(M)), mais (I1, x)gx ¢ Irtpg(GS O(M)).
(V) SilI=Y¥- 1HaV€C\P=l/IONE/F,
(a) on a un caractere unique satisfaisant a y o Ng;r = wn et Homg(Il, ) # 0. Dans ce cas, y = ek
(b) (L x)ex € Irrpg(GS O(M)), mais (1L, xxg/r)e< ¢ Irtpg(GS O(M)).

Démonstration. (i) Par la Proposition 4.13, on sait que (I1, y)gx € Irrpg(GS O(M)) si et seulement si Homg(I1, y) #
0. D’apres la démonstration du Théoréme 5.3 dans la page 783 de [R2], on sait que Homg(I1, y; o det) # O pour les
deux caracteres y; du groupe F* satisfaisant a y; o Ng/r = wy.

(i1) D’apres la Proposition 4.11 (2)(ii), on sait que I = Bcg,p(), ou w = ¢ - Stg, donc w, = wz. En appliquant le
Théoreme 4.15, on a Homg (Y- Sty, wrxE/r) # 0 et aussi I’unicité de y. La partie (b) découle alors de la Proposition
4.13.

(iii)—(iv) D’apres [[HST], Page 400, Lemme 14] et la Propostion 4.11, on sait que IT = Bcg/r(m) et w, est
déterminée uniquement par I, en utilisant le Théoréme 4.15 et le Lemme 14.4 de [HST], on trouve le résultat.

(v) C’est une conséquence de la Proposition 4.14. O

Nous décrivons maintenant les représentations distinguées génériques du groupe GS O(M). Soient 1,0 €
Irr(F*) satisfaisant & Ao~' # | - |;‘EI,XE/F| . |§1. Si A =A0Ngp,X=0o0Ngpr onaALl # |- Iigl, on peut
leur associer une représentation Il = Ilp s € Irr(H) de caractére central wpy = AX = Ao o Ng/r; on sait que
(MM s, Aoxe/r)ex € Irrpg(GS O(M)), nous la noterons par &, ; soient ¥ € Irr(F*) et ¥ = ¢ o Ng/p; on a
(W - Sty, szXE/F)EX € Irrpg(GS O(M)), notées ¢ - StGSO(M)- Comme - StGSO(M) ~ YXE/F - StGSO(M)’ cela im-
plique qu’en fait la représentation est déterminée par y|px, donc nous la noterons par ¢* - Stgs o), Ou Y+ = Ylg+.
Soit ® un caractere régulier de E*, on lui associe une représentation cuspidale 7g du groupe G et une représen-
tation Ilg - = Begr(Ilg) du groupe H. On sait que (Il or, wr X E/F) €St dans Irrpg(GS O(M)), nous la noterons
par d¢. Si m € Irr(G) et Beg/p(m) € Irr(H) sont cuspidales, on a (Beg/r(n), waxe/r) € Itrpg(GS O(M)), nous la
noterons par dy. Soit A € Irr(F*), on a (Beg/r (1 yyy 14> A2 15 e = (Al 2 1, 221 15D ex € Trpa(GS O(M)),
nous la notons par /161,)(E/,_,|_|;1 ; comme /1(51““‘_‘,‘;1 ~ /lXE/F(SI’XE/FI,I;_l, on voit que A6y, -1 est bien déterminée par
A" := A|px+. D’ailleurs, nous la noterons par A* - § Loerel Par définition, on sait que A* ~ At o,
A* -6

XE/FIp

’ 61sXE/F|'|[_:l grllE T

~ ]t .
= 1 5|'|;-]sXE/F'

Proposition 4.17. Les classes d’isomorphisme des représentations distinguées génériques du groupe GS O(M)
seront décrites ci dessous :
(1) Sron ot A, € rr(F) satisfait & A" # xge,| - [5 xeel - 15
dans ce cas, on a 05 = g0 = Oygroxer = Ooyrrdyer s
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(1’) A* 0Lyl on At € Irr(F**);

(2) ¥ - Stesowm), ouny* € Irr(F**);

(3) 61 s oun At € Irr(F**);

(4) 6o, ot ® est un caractere régulier de E*, dans ce cas, ona © =~ 07 ;

(5) 6, ou  est une représentation cuspidale du groupe G qui n’est pas attachée a un caractere régulier
de E* par la correspondance de Langlands locale.
Dans ce cas, on a 65 = 0y,

(6) Les isomorphismes décrits sont les seuls entre ces représentations.

Soient ¢ € Irr(F*), ¥ = ¢ o Ng/r, on ala représentation (¥ - 14, Wiy /F)Ex qui est o-invariante et de dimension
1. Par Définition 4.12, on sait que (‘¥ - 1y, ¥*yE/r)ex est distinguée, mais n’est pas distinguée générique. Comme
(- 1y, szXE/F)Ex =~ (YxEe/FoNg/r-1g, (lPXE/F)zXE/F)Ex, elle est bien déterminée par y/|px+, donc nous la noterons
par " - lgsowm)-

Proposition 4.18. Les classes d’isomorphisme des représentations distinguées du groupe GS O(M) sont décrites
ci-dessous :

(1) 610 o A, 0 € Ier(F) satisfait & A0~ # yg/r, | - 15 xeyel - 15
Dans ce cas, on adps = 600 = Oy ip.0xer = Ooyeirxesr s
(1’) A+ '51,)(E/F\-I;" o A € Irr(F*F);

(2) ¥* - Stgsom, oy € Irr(F**) ;
(3) " - 61y onyt € Irr(F**);
(4) ¥* - lgsom) oyt € Irr(F**) ;

(5) e, out ® est un caractere régulier de E*.
Dans ce cas, ona ® ~ @7 ;
(6) 6, ou 1 est une représentation cuspidale du groupe G non attachée a un caractere régulier par la

correspondance de Langlands locale.
Dans ce cas, on a 65 = 0y,
(7) Les isomorphismes décrits sont les seuls entre ces représentations.

Pour I’instant, nous connaissons la classification des représentations distinguées du groupe GS O(M). Pour
la suite, nous aurons besoin de décrire les représentations irréductibles du groupe GO(M). Soient hy € GO(M)
et hg = 1, n’appartenant par a8 GSO(M). On a GO(M) = GSO(M) = {1, hy}. Si on regarde GS O(M) comme

F* x H/a(E™), alors on peut choisir o- comme A et ’action est définie par o-((t X h)) := (t X h7).

Proposition 4.19. (1) Soit § € Itr(GS O(M)) une représentation invariante, alors Indggg‘&) 0 est réductible.

(2) Soient 6 € Irr(GS O(M)) une représentation distinguée générique et m un élément anisotrope de M,
tels que Homg oy (I1, Lsommry) # 0, alors il existe une composante unique de Indgg(oﬁ(/lﬁ)/[) 6, notée &* tel que

Homognty (6%, Lognty) # 0 on note I’autre composante par §~.

Démonstration. (1) Ceci découle de la théorie de Clifford.
(2) Par le résultat dans la page 20 de [R2], on a Homgo@mt)(6, 1) = 1, en appliquant le Théoreme Réciproque

. . GO(M) N o(M) ~ o(m*) ~
de Frobenius, on obtient Homgg,:)(Ind g oo 0,1) = Homggy(Indg o) 6,1) = Homggy:(Indg OVE‘mL)(S, 1) =

Homyg o(1)(6, 1) = 1, ce qui entraine qu’il y a une composante unique §* telle que Homg,y (6%, 1ogney) # O.

Remarque 4.20. (1) La définition de 6 ne dépend par de choix de I’élément anisotrope m de M.

(2) Si 6 = y* - lgsoun un élément de Irrp(GS O(m)) n’appartenant pas a Irrpg(GS O(M)), on sait qu’elle est
invariante de dimension 1, elle peut se prolonger en une représentation du groupe GO(M) définie par o +—
xe/r(=1). On la note par y* - 1550(114)’

Démonstration. (1) Comme la définition de la représentation distinguée générique ne dépend par de choix de
I’élément anisotrope m de M, cela implique le résultat.

(2) Comme yg/r(—=1)6(h”) = xg/r(=1)¥(det(h)”) = yg/r(—=1)¥(det(h)) = 6(h)xg/r(—1) pour h € H, donc le
prolongement est bien défini. O

Soit § € Irrp(GS O(M)), on vient de définir une représentation 6* du groupe GO(M) prolongeant 6. Nous
notons Irrp(GO(M)) I’ensemble de ces classes d’isomorphisme et en faisons la liste dans la Proposition suivante.

Proposition 4.21. Les ¢’ € Irrp(GO(M)) sont de la forme suivante :
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(1) & =6}, oit A, o € Ire(F*) satisfont a 20~ # xgsr,| - 1E xesrel - 2.
Dans ce cas, on a (5;’0 = 6:;’ 1= (5;“%0”” ~ 6:;“/& Mo
(1) & = 2767 oA eIn(F<);
XE/FIp
(2) & =4 Stgomy oY € In(F);
(3) & =y*-8t,, . onyt elm(F<);
4) & =yt 1" on* € Tr(F*+);

GSOM)
(5) &' = 6§ ot © est un caractere régulier de E*.

Dans ce cas, ona ® ~ Q7 ;

(6) & = & ou m est une représentation cuspidale du groupe G non attachée a un caractére régulier de E* par
la correspondance de Langlands locale.
Dans ce cas, on a 65 = 0ry,,

(7) Les isomorphismes indiqués sont les seuls entre les éléments listes.

4.1.3 Les résultats de Micheal Cognet

I Originaux Dans cette sous-sous-section, nous rappelons et précisons les résultats principaux dans [Co]. Dans
cette sous-sous-section, on désignera par F un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2, par E

une extension quadratique de F, par G = GLy(F), par H = GLy(E), par Gal(E/F) = (o). Soit M = {(ny _a/x) [x,y e

F,a € E}, sur cet espace vectoriel sur F, on peut définir une forme ¢ par :
g(m) := —det(m) oum € M.
Soit GO(M) le groupe de similitudes de I’espace quadratique (M, ¢). On peut en montrer une application :
H — GO(M)

(h — (m > hmh)).

Micheal Cognet a étudié la représentation suivante :

Ry((1 ) fmy0) = f(h™"m(i) ™", N p(det(hu), 3)
a 0 2
Rw«(o a_l) ). w) = (@)l flam. ), @
Rw((((l) ]f),l))f(m,u)=t//(ubq(m))f(m,u), )
10 g 1
’W(o t),1>>f<m,u>=|r|F fom ™), ®)
Rw(((_o1 (1)),1>)f<m,u>=y<uq> | s wwtagon myutan, ™

o fe SIMXF*),me M;b e Fyu,a € F*; de plus g(m,n) = g(m + n) — qg(m) — q(n) et y(uq) est le facteur de
Weil associé a la forme ug [cf. [W]].

Pour f dans S(M x F*), on définit sa transformée de Fourier fpar rapport A y qui appartient 3 S(F? X E x F) :
ry _ v E -1/2
f(x7 y’ b’ M) - f( b ’ ”)l//(vuy)W'F dV,
F _.x

ol IuI;I/ 2dy est la mesure de Haar sur F autoduale pour .
Par I’isomorphisme de S(M x F*) dans S(F 2x E X F*) qui a f associe f, on peut définir une autre représentation
R de G x H sur S(F? x E X FX) par : _ _
R((g.h)f = R{g. )f.
Evidemment , (R, G X H, S(M x F*)) est isomorphe a (R,G x H,S(F? x E x F*))).
Soit ¢~ le caractere de F défini par ¢~ (x) := ¥(—x). Soit  une représentation irréductible de dimension infinie de
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G, réalisée dans son modele de Whittaker W,‘f * relatif au caractére continu non trivial ¢~
Pour f appartenant a S(M x F*), W a W,‘f et h a H, on définit la fonction

hoo .
nyW G — C;

g — W(QR(g W f((0,1,1,1)).

On sait que la fonction le‘W a de bonnes proprétés ; en particulier elle est intégrable sur N \ G [cf. [Co]].
On définit la fonction

Arw : H— C;

hr— f B;W(é’)dg .
N\G

On définit I’espace
B={Arw,feSMxF),WeW,).

Soit (I, B) la représentation de H dont 1’action est définie par translations a droite. Aprés une analyse difficile,
Micheal Cognet a démonté le théoreme suivant :

Théoreme 4.22 (Micheal Cognet). Soient A, o,y € Irr(F*), A, X, ¥, © € Irr(EX) telles que AoNgp = A, 00Ng/p =
X yoNgr=Yet A = [ avec Res 2 0; supposons A # k.
(1) Sim=m,q, alors 1 =1l 5.
(2) Sim =y - Stg, alors 11 =¥ - Sty.
(3) Sin = ne on g est la représentation de G associée au caractere régulier ® de E* par la correspondence
de Langlands locale, alors 11 = Ilg go.
(4) Sin est cuspidale sans étre du type mg, alors I1 = Begyr(m).

II. Analyse des résultats de Cognet Comment comprendre le Théoréme 4.22 ? On peut espérer qu’il s’exprime
avec les quotients irréductibles de la représentation R, ; nous expliquons les détails ci-dessous.

Pour trouver les quotients de la représentation (ﬁ, G x H,S = S(F? x E x FX)), d’abord, nous choisissons une
représentation irréductible (;r, V) du groupe G de dimension infinie. Soit 77 sa contragrédiente, nous notons son plus
grand quotient 7-isotypique par Sy. Supposons que Sy =~ 77 ® 7’ ol 7 est une représentation lisse de H. On réalise
m dans son modele de Whittaker W,'f’ .

Proposition 4.23. La représentation (it @ n’,G X H, Sy) est lisse admissible.

Démonstration. On a vu que T~ Homg(ﬁ, m)*® comme H-représentation [cf. subsection 2.2]. Par le Lemme
4.35, nous remplagons R par ni‘) =c- Ind?OXH (oylr,). Comme G/G™* et GO(M)/H sont des groupes finis. Par le

Théoreme Réciproque de Frobenius, il suffit de montrer que Homg+ (c—Ind?+ xGOWD

admissible du groupe GO(M) pour ™ € Irr(G*). On a les relations

Py, )™ est une représentation

I'n(G* x1)=SLy(F)x 1,

et
G"xGOM)T ~G*/SLy(F) ~ NE/F(EX).

Il en résulte que

Pro. 4.72

. 4 G* + Thm.4.703t Lem.4.69
=~ Homg+(c — Indg}, z py,.7") =

Homg: (c — Ind{ ™ p,, 7*) Homg 1,7 (0y- ")

comme O(M)-représentation. On aussi sait que 7*|sz,r) est semi-simple et §Rs,r)(7*) < 4. Par le résultat de

Waldspurger, on sait que Homg,r)(oy, 7°)* est une représentation de longeur finie du groupe O(M). Soit f un

d?XGO(M ) Py, 7). Si f est fixé par un sous-groupe ouvert compact K de GO(M), alors il

(c—In 4G xGoM)
T

élément de Homg+ (¢ —In

est aussi fixé par K N O(M). Donc on trouve que Homg+ Py, )™ est une représentation de longeur
finie du groupe GO(M). Par le Théoreme de Howe, on obtient le résultat. O
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Pour un moment, nous fixons un élément /sy € H. Par définition, on sait que la fonction :

B :f B" :n@S(F?XExF*) — C;
N\G

Wef— f By\,(8)dg,
N\G
appartient 2 Homg(r ® S, C). Parce que, pour g; € G, W € W,‘f_,fe S(F?x E X F*),on a
ho [P =\ _ o N
| B (R v e ) = | B s DR

= W(ggR(gg1, ho)f((0,1,1,1))dg = . W(2)R(g, ho)f((0, 1,1, 1))dg

- f B, (9)dg = f B (W 7).
N\G N\G

(") =~ Homg(V ® S, C)™

On sait que

comme représentation du groupe H. Maintenant, nous pouvons écrire précisément 1’action :

Supposons F un élément de Homg(V ® S, C), alors ((7*)(W)F)(W ® ]7) = F(W® R((1, h‘l))f). En particulier,
F = B -= fN\G Bﬁ‘j, € Homg(V ® S, C), pour g € H. On a

(@ * (B W f) = ((n’*)(h) f

B’Z‘j_)(W ® f)
N\G

- [ B weRaID= [ B0

= W(2)R((g, ho)R((1, ) £((0,1,1,1))dg

N\G

= f W(RR(g, hoh™)F((0,1,1,1))dg = f Bl (9)dg
NG N\G

= f B (Wef)=B"" Wef),
N\G
ce qui implique que (7 *)(h)B" = Bhoh™"

Nous voulons obtenir des éléments lisses dans Homg(V ® S, C)*. Pour achever ce but, nous considérons 1’é1é-
ment suivant :

f BX VoS —C
N\G

Wefi— f f B} y()didh,
K JN\G

pour tout sous-ensemble compact et ouvert K de H. Ici, nous fixons une mesure dh de H. Comme fest une fonc-
tion de Bruhat-Schwartz, on sait que I’application est bien définie. Soit k € K, on sait que K est un voisinage ouvert

du point k, par la structure de H, il existe un sous-groupe compact-ouvert K; de H, tel que kK; C K. Il en résulte

que fN\G B}Gfa/ = fN\G Bfw pour k € K.

Notons A le C-espace vectoriel engendré par les éléments BX = fN\ G Bf_ pour tout sous-ensemble compact
ouvert K de H. Nous pouvons définir une représentation (Il, A) du groupe H. Comme

(Y. By = Y e8!

1

pour h € H, ¢; € C et K; des sous-ensembles compacts ouverts de H. Si 3, ¢;B% = 0, on a

1

(W | B W e )= ciBE(W & (Ry(1,I7)f)) = 0.
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C’est-a-dire que la représentation IT, est bien définie. D’autre part, elle est lisse par construction.

Dr’ailleurs, nous savons la représentation (I, B) de H. En fait, on peut définir une application bilinéaire sur A
et B:
(Y AXB— C;

(BX, Apw) — f f B} (2)dgdh.
K JN\G

On vérifie que elle est bien définie. De plus

(T (ho) BX , TI(ho)A ) = (BK""™" T1(ho)A 1)

hh h .
= [ [ B dedn = 8%,
K JN\G

Si(BX,Asw) = 0 pour tout BX € A, alors on a

0= f f Bl (8)dgdh = f f W(RR(g, ) f(0, 1,1, 1))dgdh,
K JNG K JN\G

pour tous €éléments fixés W € WY, f € S(M x F*), hy € H; il existe un sous-groupe compact ouvert K de H tel
que R(1, h)f f pour tout 2 € K. Cela implique que 0 = fN\G W(g)R(g, h)f((O L, 1, 1)u(K). Donc A fw(hy) =

il en résulte que A;w = 0. D’autre part, supposons (BX,A;w) = 0 pour tout A;w € B, donc nous trouvons que
K = 0. En fin, nous démontrons que IT, c IT* et IT C IT}. Ces deux représentations sont lisses, donc on obtient :

Lemme 4.24. 11, ~ I1V.
Proposition 4.25. 1] existe non trivial élément f € Hompy(n', I1) tel que la suite n’ L II — 0 est exacte.
Démonstration. Par le Théoréme 4.23, on sait que 7’ est admissible, ce qui implique que (7')"Y ~ n’. Comme

(T1,, A) est une sous-représentation de (I1")¥, donc on obtient que IT" est une sous-représentation de ('), ce qui
montre le résultat. O

Théoreme 4.26. Homgyx (S, ® Begp (7)) # 0 pour toute représentation irréductible de dimension infinie de G.

Démonstration. Par le Lemme 2.17, on a Homgyy (S, 7 ® Begr(77)) =~ Hompy(n', Beg/r(71)). Donc on trouve le
résultat apres le Théoreme 4.22 et la Proposition 4.25. O

Néanmoins, pour obtenir que les quotients irréductibles de la représentation Ry, sont tous de la forme 7 ® Begr(n),
on peut passage a un isomorphisme. Nous donnons quelques lemmes pour expliquer les détails.

Soient G, G, deux groupes localement compacts totalement discontinus, (r, S') une représentation lisse de G| XG».
Si (71, V) est une représentation admissible irréductible de G, nous notons par S,, son plus grand quotient ;-
isotypique. Soient g un automorphisme du groupe G,. On définit une autre représentation n* de G; X G, par

(g1, 82) = m(g1, 1 (82)).

Lemme 4.27. Soient Sy, ~ 11| @ my, S, = @ 1, alors wy = 7y ou )(82) = ma(u~'(g2)) pour g> € G».
Démonstration. Nous rappelons que la construction des représentations 7r2,7r2 dans la sous-section 2.2, S,
S/S [71] ot S[m(] = Nyker(f) pour f parcourt Homg, (S, V1), de plus my = (V1 ® S r,)c, le plus grand quotient de

Vi®s = - Comparant le résultat du lemme 2.14, on voit que 7/, ~ ﬂﬂ comme C-espace vectoriel. Et I’action de G,
dans 7, 7 provient de celle de &, 7, d’ou le résultat. O

Corollaire 4.28. I existe une bijection p : Homg, xg,(S, 7 ® m) — Homg, x6,(S*, 7 ® ﬂ’;).

En certain cas, on peut choisir un automorphisme ¢ de G, pour obtenir les quotients désirés. Pour nous, il est utile
de modifier la définition de la représentation R, étudiée par Micheal Cognet. En ce cas, on peut prendre pour u
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I’involution de Cartan 6 : H — H; h — (h")~'. En modifiant Ry par 6, nous obtenons une représentation R;. En
vue d’applications plus tard, nous écrivons les formules précisées ci-dessous :

R (L, 1) fm, ) = f(hmh, Ny (det(h) ™), ®)

¢ [4 0 2

By ) om0 = et s, ©
(1 b

Rw“(o 1),1>>f<m,u>=w<ubq<m>>f<m,u>, (10)
c 10 -1 -1
By ) sonn = it on o, (an

R@«(_O1 (1)),1>>f<m,u>=y<uq> | s wwtagon, myutan. (12)

Proposition 4.29. Pour la représentation RS, on a
HOIIlGX[-](Ri,T(Q@ BCE/F(ﬂ')) * 0,

pour toute représentation irréductible de dimension infinie rr de G.

Démonstration. Ceci découle du Théoreme 4.26, du Lemme 4.27 et du Corollaire 4.28. O

Remarque 4.30. Si on change la forme q en —q, on obtient une autre représentation comme (RS, HXG, S(MXF>)),
mais associée a la forme —q, notée —gRy,. Par les formules (8)—(12), on connait que cette représentation est
isomorphe a (R_, HX G,S(M x F*)) associée a la forme q, donc les résultats dans la Proposition 4.29 sont aussi
vrais par la représentation _qR;.

4.1.4 Les résultats de Brooks Roberts

Conversons les notations dans la sous-sous-sous section 4.1.3. On pose W = W; ® M ; c’est un espace vectoriel
sur I de dimension 8, muni de la forme symplectique induite par celle de W, et la forme g sur M. On notera wy, la
représentation de Weil sur Mp(W) liée a .

On définit le groupe intermédiaire :

I'={(g.h) € G X GOM)|A(g)A(h) = 1}.

Par le Théoreme 3.4, on peut trouver un homomorphisme I' — Mp(W). Grace a un tel homomorphisme
I' — Mp(W), on obtient une représentation lisse sur I', notée p,, qui peut se réaliser dansS (M) par les for-
mules suivantes :
() g =(1,5),0u s € SL(E),

pu(@)f(m) = f(s'ms);
(ii) g = (1,0), ot 0 € GO(M),

py(8)f(m) = f(m?);
(i) g = (1,0, 00t = b(t,1,1) € GOM),

py(&)f(m) = f(tm);

iv) g = (((1) ?), 1),oubeF,
Py(8)f(m) = y(bdet(m)) f(m);

V)g= ((g aol), 1), olla € FX,

pu(@)f(m) = xg/r(@lal}f(am);
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(vi>g=<(_01 (1)),1>,
(@) fm) = ¥(@) fM Faw(qm, my)dn:

0

1 0
e),gl = (0 t) ettNgjp(e) =1,

(vii) g = (g1, h) avec by = ((1)

pu(&)f(m) = |Ngyp(e)lr f(hy " m(hy));

ol yg/r est le caractere quadratique de F* de noyau Ng/r(E); de plus y(g) est le facteur de Weil associé a la
forme quadratique ¢, et dn est la mesure de Haar duale par y, et g(m, n) = g(m + n) — g(m) — g(n).

On définit .
ni’* =c— Ind? xGOUD 5.
Cette représentation peut se réaliser dansS(M x F**) par les formules suivantes :
7, (1, ) f(m, ) = | N p(det(h)|r f (h'm(h), N (det() ™" Yu). 13)
iy (L, o) fom,u) = f(m, u). (14)
iy (L D) fm, u) = |25 f(tm, 1), (15)
n{;«(g a‘L) Dm0 = xepe(@lal} fam, w). (16)
ﬂi’*((((l) 117) D)f(m, u) = ¢ (budet(m)) f(m, u). (17)
I+ 1 0 1 _ -1 18
+ 1
) (((_01 0) D) fm, 1) = y(uq) f F 1,100k uglm, )lutdn. (19)
M

Proposition 4.31. ﬂi’* est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Ceci découle du Théoreme 3.16. O

On pose Rg+(m,™) = {m € Ire(G*)| Homg: (m, ™, ) # O} et Rgoun(m,™) = {0~ € Ir(GO(M))| Homgoun (m,*, o) #
0}.

Théoreme 4.32 (Brooks Roberts). RGO(M)(ﬂg’Jr) = Irrp(GO(M)) oit Irr p(GO(M)) est constitué par les représenta-
tions ot définies dans la Proposition 4.21, et o parcourt Irrp(GS O(M)).

Démonstration. Ceci découle de [ [R2], Page 27, Theorem 7.4] O

La relation entre les représentations étudiées par B.Roberts et M.Cognet D’abord, reprenons quelques déf-
initions dans la sous-sous-section 4.1.3. La représentation R), de G X H peut se prolonger en une représentation
du groupe G X GS O(M), encore notée R; . L’action est donnée par les formules (8)—(12), et complétées par la
formule suivante :

Soit ¢ € F*, on note 7 I'image de (¢, 1) dans GS O(M) par ’homomorphisme F* x H — GS O(M) ; alors

Ry ((1, D) f(m,u) == f(tm, 1"*u). (20)
Remarque 4.33. On peut voir Ry ((1, D)(f) = xE/FOR((2, D)(f) par les formules (9),(11), (20).
Proposition 4.34. Pour la représentation (R, G X GS O(M), S(M X F*)), on a

Homgxgsom) (pr,ﬂ ® (BCE/F(”)aXE/Fwﬂ')Ex) # 0,

pour toute représentation lisse irréductible m du groupe G de dimension infinie.
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Démonstration. Par le Corollaire 4.29, on a HomcxH(R;,ﬂ ® Begyp(m)) # 0. Soit 0 # F € HomGXH(R;,ﬂ ®
Bceg/r(m)). En utilisant la Remarque 4.33, on a F(R;((l,?)f) = )(E/p(t)F(Ri(t, Df) = w(txe r@F(f), ce qui
implique le résultat. O

Ensuite, rappelons que nous avons défini le groupe intermédiaire :

To = {(g,h) € G" x GSO(M)|A(g)A(h) = 1}
qui est un sous-groupe de I'.
On peut définir encore une autre représentation

Tot+ _ G*XGS O(M)
ﬂw" =c- Indrn (Oylr,)-

Donc on a
r,+| ~ L0+
7Ty lGrxGsowm) = T,

N . o _ GxGS O(M) . % , .., .

ous aussi noterons 7, = ¢ — Indro (pylry)- Soit | - | € Irr(F™), elle donne une représentation irréductible
du groupe G, notée aussi | - |r. De la méme maniere, nous notons | - |g € Irr(H) la représentation irréductible de
dimension 1 du groupe H associée a | - [g € Irr(E*), on obtient ainsi une représentation irréductible (| - |g, | - |12F)Ex
du groupe GS O(M).

Lemme 4.35. La représentation | - |r ® (| - || - [2)px * Ry, est isomorphe a ni”

G x GSO(M).

comme représentation du groupe

Démonstration. On sait que la représentation (ni“, G X GS O(M)) peut se réaliser dans S(M x F*) par les formules
(13), (15)—(19). En comparant avec (8)—(12) et (20), on trouve le résultat. O

Corollaire 4.36. Pour la représentation nro, ona

Homgxas o) (ﬂio,ﬂ ® (BCE/F(”)sXE/Fwn)EX) #0

pour toute représentation lisse irréductible m du groupe G de dimension infinie.

Démonstration. Par la Proposition 4.34, on a Homgxgsom) (Ri,ﬂ ® (Beg/r(n), /\(E/Fwn)Ex) # 0 pour toute

représentation irréductible 7 du groupe G de dimension infinie. On voit que |- |- 7®(Bcg/r(|:|r - 7), X £/ FW}pn) px =
[“lF®(-|E |- I%)Ex - ® (Begyp(m), ¥E/pwr) <. D apres le Lemme 4.35, on trouve le résultat. O

.
Proposition 4.37. Pour la représentation ﬂ£’+ =c- Ind? xGOMD

Py, ona
Homg+xcom) (ni’r, T® (BcE/F(ﬂ),,\(E/pw,,);) #0
pour toute représentation lisse irréductible m du groupe G de dimension infinie.
Démonstration. Par [Appendice lemme 4.68], on voit aisément que tous les groupes concernés sont unimodulaires.
Par le corollaire 4.36, Homgxgs o (ng" =c- Indgoxcs O(M)(PMFU), 8 (BCE/F(”)’XE/F‘Uﬂ)EX) n’est pas nul. Donc

r GxGSOM
0 # Homgxgs o (ﬂf = ¢~ Ind "™ (p,Ir,), 7 ® (BCE/F(JT),XE/Fwn)EX)

=~ Homr, (,lero, e (BCE/F(”)vXE/Fwn>EX)

Ty, G*XGSOM
~ Homg+xgs o (ﬂw" f=c- Ind; XGS O )(Pwlro), T® ( BCE/F(”)V\/E/F(UH)EX)

ResG*XGO(M) c— Ind?*XGO(M)

= HomGJ’XGSO(M) ( G+xGS O(M) Py, T ® (BCE/F(ﬂ)sXE/FU)Ir)EX)

I, G*XGOM GOM
~ Homg+X00(M) (ﬂ¢+ =C - Il’ldr xGO( )p¢,ﬂ® IndGS(O(,fl) (BCE/F(ﬂ)yXE/err)EX)'

Par le Théoreme 4.32, on sait que Homg+xgom) (ﬂ5’+,ﬂ ® (BCE/F(H'), )(E/Fw,r);x) = 0 (cf. la défintion dans la

Proposition 4.19), ce qui implique Homg-+xgowm) (n;*, T® (BCE/F(”),XE/FG);T);X) + 0. m|
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4.2 Exemples proposés par Guy Henniart I Cas d’un corps non archimédien
42.1 GLy(F) X GLy(F) X GL(F)

Dans cette sous-sous-section, on désignera par F un corps local non archimédien de caracteristique nulle
et de caractéristique résiduelle impaire, par G le groupe GL,(F). Soient V un espace vectoriel de dimension
2 sur F, muni d’une forme symplectique non dégénérée (,);, &/ = {ej, ez} une base symplectique de V, i.e.
(e1,e2)1 = 1,{ez,e1); = —1. On fixera un caractere non trivial ¢ de F.

Posons W = V ® V ®F V. C’est un espace vectoriel de dimension 8 sur F, muni d’une forme symplectique
(,), définie par (v ® v2 ® v3, w; @ wa ® wz) := (v, w1 )1{V2, w2)1{v3, w3)1. On notera wy, la représentation de Weil
sur Mp(W) lige a yr et I'p = {(81, &2, 83) € GL(V) X GL(V) X GL(V)| det(g18283) = 1}.

Les groupes Dans ce cas, on prend W; = V, donc S p(W;) =~ SL(V), GS p(W;) ~ GL(V). Posons W, = V®p V;
c’est un espace orthogonal sur F de dimension 4, muni de la forme , ); ® {, )1, alors on a une suite exacte
1 — F* = (GL(V) X GL(V)) % S 2 — GO(W,) — 1

ol I’élément non trivial s de S, agit sur W, =~ V ® V par permutation des deux facteurs, et (g1, g2)(vi ® vp) :=
givi®gwmpour g € G,v;e V;etale) = (e, e~ 1). 1l en résulte un diagramme

1 1 1
l l l

1 — F* — H° — O0W) — 1
| l l

1 — FX — (GL(V)XGL(V))NSz — GOW,) — 1
l la 14

] — 1 — F* = F* — 1
l l l
1 1 1

ol H” = {(g1, 82, )Igi € GL(V), s € S5 et det(g1g2) = 1}
On notera :
T = {(g,h) € GL(V) X [(GL(V) X GL(V)) = S:A()A(h) = 1},

qui contient I'y.

Les représentations Comme W = W; ® W, est une décomposition en produit tensoriel, (SL(V = W), O(W2))
est une paire réductive duale de S p(W). Soit O(W,) I’'image réciproque de O(W>) dans S p(W). Comme dimg W, =

4, 0n avu que 5(W2) est scindé au-dessus O(W,). Etant donné un homomorphisme S L(V) X O(W;) N STE(W), on
obtient une représentation lisse wfﬁ(dépendant en ) du groupe S L(V) X O(W,). Au-dessus, on a un homomorphisme
surjectif H* - O(W,). Cela permet de donner une représentation lisse du groupe S L(V) x H’, notée p’w. Par le
Théoreme 3.4, pfp peut se prolonger en une représentation du groupe I'.

GL(V)X(GL( V)XGL(V))xSZ

Proposition 4.38. ng" :=c—Ind pf// est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Ceci est un exemple dans le Théoréme 3.16. O

Réalisation de pfb Posons une polarisation complete W = Yd Y*ou Y = Fe, Qp VQp V;Y* = Fey ®r V®r V.
Notons S (Y*) I’espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur Y*. La représentation de Weil w,, peut se réaliser dans
S (Y*). Par la base donnée .o/ ci-dessus , on peut identifier S L(V)( resp. GL(V)) a S Ly(F) (resp. G). Choisissons
une base symplectique %y@y*Z{y“ =e1®e1®e,yp=e1®e1®ex,y2 =1 Qe ®e,yn =1 ey e ;yTI =
e®er®eny, = —e2®@e®e,y); = —e2®e ®ery,, = e ®e; ® e} par Y @ Y*. Nous identifions ainsi
I’espace vectoriel Y* sur F a I’anneau des matrices M = M,(F) et S(Y*) a S (M). De la méme maniére, par la base
{e1®er,e1®ep,e2Qe1, e ® ey}, identifions (GL(V) X GL(V)) xSoa (G X G) = S5 et regardons I' comme le groupe
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{(gl,«gz,gg), s))|gi € G, s € 55, det(g18283) = 1} et Ty comme le groupe {(g1, 82, g3) € GXG X G det(g122¢3) = 1.

Donc grace a un tel homomorphisme I' — .§’77(W), nous obtenons une représentation py, de I' sur I’espace S (M)
par les formules suivantes :

pw(((g aol),l))f(m)=la|2f(am), @1
pw((((l) lf),l))f(m)=¢f(bdet(m))f(m), (22)
Pw(((_ol é),l))f(m)= f M(F)f(n)wf(q(m,n))dn, (23)
ool (1. 9)rmy = som, 4

1 0 r
Pw(( (0 det(g g3)1) . (82, gs)))f(m) = | det(g283)If (g, mg3), (25)

N myy mp
oua € FX,b e F,mne M = My(F), q(m, n) := MmNy + Mooy — Moy — Ma1Ng2 pour m = (le mzz),”l =

nip N2
np1  np
la mesure de Haar duale par ¥(cf.[BH]p;33).

) dans M = My(F), dn = ijl duy(n;)), f € S(M), g; € G, m' :=la transposée de m, 1 # s € S, uy est

Remarque 4.39. Les formules (21)— (24) et (25) pour det(g,g3) = 1 précédentes viennent du modéle de
Schrodinger( cf. [MVW], Page 40-41]. La formule (25) pour det(g.g3) quelconque vient de la démonstration du
Lemme 3.6.

Relevement de Ty < S5 D’abord, on a un homomorphisme I'g > S35 — § p(W), on note [H=S3 I’image ré-
ciproque de I'y > S35 dans S p(W). Nous allons montrer que Iy > S5 est scindé au-dessus I'g > S3.

Posons une autre polarisation compléte X = FV®V®e; X* = FV®V ®e,. Lareprésentation de Weil w,, peut
aussi se réaliser dans S (X*) I’espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur X*. Si on choit une base symplectique
gx@x* ={x;1=€1®e1®e,xp =€, ®er Ve, X =, Q€1 ®¢e,xn =erQer e, Xfl =er®e ®€2,x?2 =
—er®e; ®eyxy = —e1®er®er,x), = e ®e; ®ey} par W = X @ X*. Identifions ’espace vectoriel X* sur
F a ’anneau des matrices M = M,(F) ( resp. S(X*) a S(M)). On peut construire un opérateur d’entrelacement

F s T sy — s T2 (M) £ F() on T(f)((Z; ZZ)) = [ f((m; mjl))w@mlz_

xmop)dpty (¥)dpay (%), ici py est la mesure de Haar duale sur F* autoduale pour y(cf.[BH]pi33).

Proposition 4.40. Si nous noterons G = F o ¥ I’endomorphisme de S (M), alors
(i) g(f)((’"“ ”“2)> = [ f((’”“ “))szl — am)duy(@)dpy (B),

my My mp B

(ii)) FoG=GoF =Idsm.

Démonstration.

(@) g(f)(m)=7'~07‘~(f)(m):f mxll W;fl

FXF

Ff )(( ))l//(ymlz — xmap)dpy (X)dpy (y)

= fF . f((m11 ;))lﬂ(ﬂmzl — xmay + y(miy — @))duy (X)dpy (y)dpy (@)dpy, (B)

a

= Y(Bmy — xm22)dﬂ¢(x)du¢(,8) f((moll ;
FxF

FXF

))l//(Y(mlz = @))dpy (y)dpy (@)

= fF Ff((’"“ x)w(ﬁmzl — xma)dpy (V)dpiy (B).

mp f
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myp My

@ Fogm= [ an(" ™

))lﬁ()’mlz = xmp2)dpy (¥)dpy (x)
= fF . Ff((Z; g)wmn + Bx = @y = xmo2)dpay (X)dpty (Y)dpay (@)dlpy (B)

= fF F( fF Ff((Z; ;))w(x(ﬁ—Mzz))dﬂw(x)dw(ﬁ))l!/(y(mu—a))dﬂw(y)dw(a)

_ mu a _ mpp mazl\, _
- fF . f((m21 m22)>w(y(mlz — @)dpy ()dpy (@) = f((m21 mn)) = fom).
CommegzTo?‘,ona?’ogz?'o(?—‘o?') = (TO?)OT:TOQ:IdS(M). O

Regardons S5 = {(1),(12),(13), (23), (123), (132)} comme un sous-groupe de Aut(G X G X G) ou Aut(Ip).
Notons ses images par {1;,T2 ,Ti3,723,T123,T132}. Soit 7 € §3, nous définissons une autre représentation
p;((gl, 82,83)) = py((g1, 82, g3)771) pour (g1, g2,83) € I'gp. Nous introduisons deux opérateurs endomorphismes
Lo, Iz de S(M), par Ls(f)(m) := f('m), [i2(f)(m) := G o Lz o F.

Proposition 4.41. (i) I}, = Ids . I3;=1ds ).
(ll) 112 o 123 = 7:

Démonstration. (i) On voit aisément que 153 = Idg ), et 1122 =GoloF oGolsoF=Idsun.
(ii)
(2 0 I3())(m) = G o Iz o F o Ls(f)(m)

= | (o o) (Zi; ’;) Wlmary = mo2)dpty (X)djty ()
- F o La(f) (m; mylz) Y(mary — mapx)dpy (x)dpy ()
FXF

- f Is (f)((’"oj‘ ;)w(mz.y = max + Bimiz = ay)duy ()dpay () (@) (B)
FXFXFXF

= f f((’"” g)ww(mzl — )W (Bmis — xmy)dpy () (@)dpy (x)duy (B)
FXFXFXF

X

= fF Ff((’"; nzl))w(ﬁmlz—xmzz)dﬂw(ﬂ)dﬂw(x)=(T(f))(M),
myp my2

oum=
mpy Mmoo

)eMzMz(F), fesSM). |
Corollaire 4.42. I existe un unique homomorphisme de groupes tel que 1((12)) = Iy, et 1((23)) = I3, c’est un
isomorphisme.

Démonstration. Nous savons que le groupe S 3 est engendré par deux générateurs a, b et les relations Z = (a*> =
1,0 = 1,ba = ab?). Pour le groupe 1, nous pouvons choisir a = I5,b = I} o b3, et les résultats dans la
Proposition 4.40, la Proposition 4.41 garantissent les relations %, donc 1’isomorphisme 7 est bien défini, c’est
clairement surjectif par construction. O

Proposition 4.43. [, (resp. I,3) donne un opérateur d’entrelacement entre (p;”, Ty, S (M)) (resp. (p;23 ,To,S(M)))

et (py,To,S(M)), i.e. on a les relations I12(p,* (W f) = py(W)(I2())(resp. Ls(p,* (W) f) = py(h)(I23(f)) ) pour
feSM), hely.

Démonstration. (1) L'opérateur I3 : le groupe I'y est engendré par les groupes S Ly(F) X SLy(F) X S Ly(F) et

Ty = {( 10 s 10 s 10 )Wk; € F* et kikyks = 1}. 11 suffit de prouver les identités requises pour des en-
0 k)J’\0 ky)’\O kj

sembles de générateurs i de I'y.

D h=(,g2,8)€SL(F)xSLy(F)XSLy(F),

(B3(pu B f))(m) = (py (K) £)('m) = f('gimga)=F(('gamgs)) = (py(W)(I3(f)))m).
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(ii)h:(g a(_)l)xlxloflaeFX,

(Ls(ou (075 £))(m) = laP f (a'm) = lal £ (am)) = lalLs(F)am) = (g () (Ea3(F))m).

(iii)h:((l) ll’)x1><10ubeF,

(s(ou (075 £))(m) = (b det(m)) f('m) = w(b det(m)) f('m) = Is() (b det(m)=(p, (W)L f))(m).
. 0 1

@iv) h = (_1 O)XIX 1,

(Bsloy))omy = [ o FOWaCmm)dpy () = [ fgm, )y () =
reatsi FCmWam, M)y () = (py (WY(3(f))(m),

10\ (1 0\_(1 o). ~
(V)/’l—(o kl)X(O kz)x 0 k3)0uk1k2k3—1,

-1 1 0 1 0 1 0 1 0
(230w ) ) )(m) = f((0 k3),m (0 kz)) = f(’((o ,Q)m(o k3))> = (pu(Whs())(m).
(2) Lopérateur I1, : G : S(M) = S(Y*) — S(X*) ~ S(M), Soit f € S(M), on note G(f) = g. Utilisant
I’opérateur G, nous pouvons réaliser p, dans I’espace vectoriel S(X*) =~ §(M) et la représentation se donne par

pu(h) © g :== G(py(h)f). Comme dans le résultat précédent, on trouve que 123(p;‘2(h) 0 g) = py(h) © (I»3(g)). Cela

implique que 712(py,* (h)f) = py(W)(112(f))- O

Proposition 4.44. La représentation (py, 1o, S (M)) peut se prolonger en une représentation du groupe I'p = S 3.

Démonstration. Utilisant les résultats dans le Corollaire 4.42, la Proposition 4.43, nous voyons immédiatement
que I'application : py : I'g <S3 — GL(S (M)); (h, t) — py(h)I; est un morphisme de groupes. C’est-a-dire que :

pu((h, 1)1, 7)) = py(WI, 2% (] () = py((1, T, 1)) pour s = 12,23, 0

Corollaire 4.45. l"or;f? 3 est scindé au-dessus T'g = S 3.

Démonstration. On a vu que I'g < (123) — STE/,(W); (h, 723) +> ((h, T23), py(h)1>3) est un morphisme de groupes,
La méme conséquence est aussi vraie pour le sous groupe I’y < (712). Donc on peut trouver le résultat apres la
Proposition 4.44. m|

Les résultats de Brooks Roberts  On définit le groupe

S0 =1{(g1,8) € GxGlga = (g™}

Pour 7 € Irr(G), on a

(GxG)xs, (GxG)»s, (6xG)xs,

mso(c —Indg, @ l) = mSO(ResSO (c—Indg, TQmn), 1)

= mgo(c — Indggms2 nQ@m1)=mg(r@r,1)=1.

Définition 4.46. Soit o € Trr (G X G) xS,

(1) On dit que o est invariante, s’il existe n € Irr(G) tel que Hom(GxG)xSZ(o-, Ind(G(iZG)sz an®m) #0.

(2) On dit que o est distinguée si o est invariante et mgp(o, 1) = 1.

(3) On dit que o est réguliere s’il existe deux représentations différentes irréductibles m,n, de G tels que

(6xG)xs, (6xG)xs,

Hom(GXc)xsz(o', Ind;, T ®m) # 0ie o =1Ind;, T ® 7).

Si o est distinguée, on a vu qu’elle est I'unique sous-représentation de Ind(G(izG)xszﬂ ® m telle que
Homg (o, 1) # 0, pour quelque r € Irr(G) ; on la note donc o (r, 7)*.
Théoreme 4.47 (Brooks Roberts). Pour la représentation de bigraphe forte ng =c- Ind? K(GxG)s: Py, O a

o€ R(ch)xsz(ﬂi) ssi o est distinguée i.e. o = o(m, m)* pour quelque r € Irr(G).

Démonstration. Ceci découle de [[R2], Page 807, Théoreme 7.4] O
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Les résultats principaux On notera ﬂg" = c—Ind?OXGXG(plpI r,)- Cette représentation peut se réaliser dans 1’espace
vectoriel S = S (M x F*) par les formules ci-dessous :

7,0 (1, 82, 83))f(m, 1) = | det(g283)| /(' gamgs, det(g2¢3) 1), (26)
A5 )1 00 = amn, @7
Ay )1 s = deomnson.o, (28)
A o) o= [ T WA v, 29)
Wy )1 om0 =g, (30)

oll g2,83 € G,m € My(F),a,r,t € F*,beF.
Iy
l// ’
(1) Rexoxc(m,’) = {n @ m & x| pour tout € Tre(G)).

Théoreme 4.48. Pour la représentation rt,°, on a

(2) meGxG(ﬂio,ﬂ @n®m) = 1.

Démonstration. (1) Prolongement : Par le Corollaire 4.45, on a vu que py, peut se prolonger en une représentation

GXGXG =S 3
o _ (GXGXG)=S3 ( ) ’
du groupe I'g > §3, donc 7’ = Resgl - 0 (c - Indrox&

est Ss-invariant, i.e. si on définit un C-espace ‘Rﬂro, engendré par les éléments de Rougxg (T ¢0)’ alors ‘Rnro est une
v v

p¢). Il en résulte que I’ensemble R(;ch(;(ﬂ'go)

représentation de S 3.
Gx(GxG)xS,

(2) La relation entre RGXGX(;(H:;O) et R X GxG

(ﬂg) : Comme 7'° = Res (ﬂg), par le Théoréme Ré-

Gx(GXG)xS, ¥y
ciproque de Frobenius, on a les relations suivantes :

. r
sin®o € QGX(GXc)xSZ(ni), on a Roxex6 (1 ® o) N Roxoxa(m,’) # 0

. GXG)»S
SIT @My @3 € RGXGXG(”EO)v ona RGX(GXG)xSZ(ﬂ-l ® InngXG ) : (71'2 ® 71'3)) N RGX(GXG)xSZ(ﬂg) # 0.
(3) On sait que ng est une représentation de bigraphe forte, on note 1’application de bigraphe : Rc(ﬂg) —

R(GXG))::S2(7T£)’ par 6.0n a
(z") = o ol o = o’(m, )" pour quelque 7 € Irr(G).
Il en résulte que

GXG)~S
meGxG(ﬂgo,ﬂ/ QMM = me(GxG)xsz(”a,l;n”’ ® Ind(GxG )=s: (r®m) =1.

Cela implique que 7’ @ T ® 7 € R(;ngc(ngo). Comme RGXcXc(TI;O) est S 3-invariant, donc 71® 7’ @ € chgxc(ﬂ'go).

. . GXG)xS .
Par le point (2) ci-dessus, R(GxG)st(Ind(GXz )=S3 (7 ® 7r)) N R(GxG)xsz(ﬂg) # 0, donc n’ ~ &. Finalement , on
trouve
TOMRmE 'RGchg(ﬂ'io).
Par le point (2) ci-dessus, on sait que c’est tout, de plus mGX(;x(;(ﬂE), T@nmnm) =1. |

Théoréme 4.49. Pour la représentation de bigraphe forte nl,, on a
(1) Rg(ng) = Irr(G) et R(ch)xsz(ﬂg) = {o(mr, m)*| pour tout « € Irr(G)}.
(2) L’application de bigraphe 0 est définie comme

0: RG(ﬂ'g) — R(GXG)xSZ(ﬂg);” — o(r,m)*.

Démonstration. Ceci découle du Théoreme 4.47 et du Théoreme 4.49, et du point (2) dans la démonstration du
Théoreéme 4.48. m]
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422 GLy(F) x GLy(E)

Dans cette sous-sous-section, on désigne par F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle ; on
suppose que sa caractéristique résiduelle est différente de 2. On fixe une extension galoisienne E de F de degré

2. 0nnote G = GLy(F), B = {(g Z) € G}, N = {(é 117) €eGL T = {(g 2) € G}; F** = Np/p(E),

G = lg < GINgp(aett) € )i H = 6L B = (5 D e v = (g et = g) e
Gal(E/F) = (o) ; Pour h € H, on désigne /' la transposée de la matrice h et i := h” le conjugué de la matrice h
par o. Nous toujours fixons un caracteére continu non trivial ¢ de F.

Les groupes Soit W un espace vectoriel de dimension 2 sur E muni d’une forme symplectique {, ). Nous fixons
une base symplectique {e, e>}. Soit W, I’espace symplectique sur F, engendré par les éléments {ej, e;}, alors on
peut identifier W a E ®r Wy comme E-espace vectoriel. Nous définissons une action du groupe de galois Gal(E/F)
sur W = E®p Wy par : Gal(E/F) X E®F Vo — E ®F Vo;(0, X ki ® ¢;) = ¥, k7 ® e;. On voit que o n’est pas
dans Endg (W), mais au moins o € Endg(W).

Soit V. = W ®g W un espace de dimension 4 sur £, muni d’une forme bilinéaire induite par W. On notera GO(V)
le groupe de similitudes de 1’espace symétrique V et A(g) le rapport de similitude de 1’élément g de GO(V). On a
une application GL(W) X GL(W) — GO(V). Grace a la base donnée {e}, e,}, on peut identifier GL,(E) a GL(W).

Nous définissons une action galoisienne tordue du groupe Gal(E/F) sur V de la fagon suivante : Gal(E/F)xXV —
Vilo,v = 2 u; ®@w;) V> 7v = 3wy ®u, aussi définissons une action galoisienne tordue du groupe Gal(E/F)
sur HX H : Gal(E/F) X (HX H) — H X H; (o, I’ = (h1, h2)) — W = (hy, hy).

Nous notons Vo = {v e V|v=v},alorsona Vy = {vog = xe; ®e; + ae;1 Qer +a’er; Qe + yer Q es|x,y € Fya € E}
qui est un espace vectoriel sur F' de dimension 4. On vérifie aisément que la restriction de la forme bilinéaire
symétrique {, )y a F-espace vectoriel V; est une F-forme bilinéaire symétrique, notée (, )y,. On peut associer une
F-forme quadratique g a ’espace vectoriel V), c’est-a-dire que g(vo) := %(vo, Vo)v, ol vy € V.

Nous noterons H = {h’ € Hx H|F = }I’}. On a un isomorphisme de groupes i : H =~ H:;h —> (h, h). Et on
vériﬁ_e facilement que 7/’ - “vy = T(h’ - vy) pour h € H, vy € V), de sorte qu’on a un morphisme de groupes
p’ : H— GO(Vy). On notera p = p’ o i; ¢’est un morphisme de H dans GO(Vj).

Quand on regarde la formule de 1’élément dans 1’espace V{, on peut considérer Vy comme le sous F-espace M

X

de I’anneau de matrices M»>(E) ou M = {(a )Ix,y € F,a € E}; alors la F-forme quadratique s’identifie par

a
y
q(m) := det(m) pour m € M, et I’application p : H — GO(M) est définie par H X M — M; (h,m) —> hmht.

Nous notons W = Vj ®¢ Wy ; c’est un espace vectoriel sur F de dimension 8, muni d’une forme symplectique
Gyw = (v ® (G )w,- On a un homomorphisme naturel ¢ : H X G — GS p(W), on notera son noyau par Uy,
I’image réciproque de S p(W) par I'y et I“;) = ¢(I'p). On voit imméditement les propriétés suivantes :

(i) on aune suiteexacte ] — Ty — HXG — F* — 1;

(i1) Ty est engendré par les sous-groupes S Lr(E) X S Ly(F) et Ty = {((1) (e)) X ((1) (t)) |t € F,e € E,tNg/r(e) =
1}
(iii) on a une suite exacte 1 — Uy — I L I“;) — 1

a b
(iv) GSp(Wp) = G, 1 — EX — (F* x H) = Gal(E/F) — GO(Vy) — 1 ot a(e) = (Ng/r(e), e”';1) et soit
o € Gal(E/F) qui agit sur Vj, comme sous-espace de W ® W, par permutation des deux facteurs W. Il se
traduiten M par: o - m := m° pourm € M.

Les représentations Soit Mp(W) le groupe métaplectique associé a W, w, la représentation de Weil liée au
caractere additif continu non trivial  de F. On définit le groupe intermédiaire :

T = {(g, h) € GS p(Wy) X GO(Vy = M)|h € GO(Vy = M), g € GS p(Wy) et A(g)A(h) = 1}
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On note T I'image réciproque de I dans %(W). Par le Théoréme 3.4, T est scindé au-dessus I'. Donc on choisit un
tel scindage de I' au-dessus de I', de sorte qu’on obtient une représentation py, := wylr du groupe I', réalisée dans
S (M) par les formules suivantes :

(1) g=(1,s),ouseSLyE),

py(@)f(m) = f(s'm3s).
(2)g=(1,0), 0t 1 # o € Gal(E/F) C GO(M),
pu(@)f(m) = f(m?).

(3) g =, pourt=b(t1,1) € GOM) avec > = 1,

Py(Q)f(m) = f(tm).

@ g= (((1) 117)’ 1) pour b € F,
pu()f(m) = (b det(m)) f(m).

— a 0 X
b)) g-= ((0 al)’l) pour a € FX,

Py(®)f(m) = xgr(@laly.f(am).
©) 8= ((_01 (1)) D,

Py(8)f(m) =y(q) fM Sy (g(m, n))dn.

1 0 1 0
(7) g = (g1, ) avec hy = (0 e),gl = (0 t) ettNgjp(e) = 1,

pu(8)f(m) = |Ng/p(e)lr f(Himhy).

Proposition 4.50. La représentation ', - Ind?XGO(M)

w’+ =c Py est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Ceci est un exemple dans le Théoréme 3.16. O

Cette représentation peut se réaliser dans S (M X F**) par les formules suivantes :

R (1L I)Fm, 1) = Ny (et fm(D, N (det(h) ). G1)
iy (L) fm,u) = f(m, u). (32)

iy (L D) fm, u) = |25 f(tm, 1), (33)

A ) 0son = s s, (34)
g )00 = wrudetom) on (35)
n;*«(}) (t)),l))f(m, W = fom ™), (36)

ny«(_‘)l é),1)>f<m,u)=y(uq) | s wwrtugonmuzan. G37)
M
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Les résultats de Micheal Cognet et Brooks Roberts On définit
" = {(g,h) € G x H|det(g) Ng/r(det(h)) = 1}.

On a défini 0
r
m) =c- Indl?(IX)H Py

0

en sous-sous-section 4.1.4.

Théoreme 4.51 (Micheal Cognet).

l—-(l)
HomGXH(ﬂwU ,m®Bcg/p(m)) #0

pour toute représentation irréductible nt de dimension infinie de G.

Démonstration. Ceci découle de la Proposition 4.29, de la Remarque 4.30, et du Lemme 4.35.

Théoréme 4.52 (Brooks Roberts). Pour la représentation de bigraphe forte i°"*, on a

Roon(m, ™) = Trrp(GO(M)),

ou Irrp(GO(M)) est I’ensemble défini en Proposition 4.21.

Démonstration. Ceci découle du Théoreme 4.32.

Les résultats principaux

(1)
Théoreme 4.53. (1) 71';0 est une représentation de graphe forte a gauche du groupe G X H.

(1 (1)
(2) Ro(m," ) = Iit(G), Ry(m, ) = {Begr(m)| pour tout 1 € Irx(G)).
(3) L’application de graphe forte 0 est définie comme

l—~(l) l—~(1>
0: Re(m, ) — Ru(n,' );m— Begp(m)
pour tout rt € Irr(G).

Théoreme 4.54. Pour la représentation de bigraphe forte ﬂi’* du groupe G* X GO(M), on a

(1) Reoan(m,™) = Trrp(GO(M)).
(2) L’application 6 de bigraphe est définie ci-dessous :

0 : R+ (m,*) — Raoun(my, );pt +— 67,

plus précisément :

Reprenons les notations dans le Théoreme 4.9 pour la classification des représentations irréductibles du groupe

G* et les notations dans la Proposition 4.21 pour les représentations irréductibles du groupe GO(M).

0 . N _
(1) pt, > 6%, ound o elr(F*)satisfont a o™ # xgp, |- [£ xerl - 15

6 N
(1) A opy e A6 o A e TP,
(2) ¥ - Stor > Y - Stigoun  OU YT € (P ;
0 ~
() Y* Py, W01, ony” €l(F);

(4) U g <o U o 0yt € Im(FX);

0
(5) pg < 65 ou ® estun caractére régulier de E* ;

0 . PENN P . .
(6) py «— &8 o les représentations sont attachées a une représentation cuspidale 7 du groupe G ;

La preuve du Théoreme 4.54 :

Pour ¢’ € RGO(M)(H£’+), on va décrire 6(8") € R(G+)(7T£'+). Examinons les différents cas.

(H o = 6;’0_ ot A, 0 € Irr(F*) satisfont & Ac™! # yz/r,| - |;‘21,XE/F| . ;1, alors 6(¢") = PL;- Par la Proposition

4.37,0n a

I . Iy RN .
HOm(;+><GO(M)(7I'¢’+, Mo ® (BCE/F(ﬂ-/l,O')7 w”,l_(TXE/F)EX) #0,1i.e. Homg+ng(M)(7rw’+,piG ® (5;’0_) # 0, d’ou le résultat
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€n ce cas.

(1) & = A*6? ol A* € Ire(F**), alors 6(8) = A*

.t
XerrllE pleE/F|'|,_:] ’
. -1/2
Soient A € Irr(F*),A = Ao Ngp Alpe = A%, 7 = 7,00, on a Begp(m) = Al 157 - 1y, wr =
Axgsrl - |7 Par la Proposition 4.37, on obtient 0 # HomG+XGO(M)(7r£’+,7r ® (A - |El/2 A, 2 FE0 =

Homg-+ Lt 1ot + )
GrxGomn (T, P el ®6A,AXE/FI~I;‘) #0

)& = 0" Stésoa OUYT € Ir(F), alors (&) = ¥ - St

Soient ¢ € Irr(F*) satisfaisant & Y|p+ = ¥+, ¥ = ¢ o Ng/p, on sait que Beg/p(n) = ¥ - Sty, w, = W2, donc on
a Homg+xg0(M)(n£’+, Ut - Stg- @V - Sty, tﬁz)(E/p);gx) # 0, par la définition de ¥ - Stf¢ oy ON trouve le résultat.

B) & =yt -6t ou Yyt € Irr(F**), alors 6(6") = y*p?

Lxe/r P Lye/r-
Soient ¢ € Irr(F*) satisfaisant & Y|p+ = ¢, ¥ = ¥ o Ngjp, m = 7y gy, € Itr(G), on a Begp(m) = Ty,
wy = Y*xg/r. Par la Proposition 4.37, on a 0 # Homg+xG0(M)(7r£’+,v,lr+ e ® (W Bep p( ), 0 e =
Hom(;+xG0(M)(7r£’+, U @Y '6T,XE/F)1GO(M))‘ Comme 7y, .|+ = pT%E/F ® 7, D'aprés arranger I'index

I+
{+. -}, on peut supposer que Homg+gcoun (™ ¥"py,, ®U* 6y, ) #0.

(5)¢" =04 ou O est un caractere régulier ©, alors 6(6") = p{.

Soient g la représentation du groupe G associée au caractere régulier ®. On a Beg/r(ng) = Ilgg-. Par la
.. X I,
Proposition 4.37, on a 0 # Homg+xG0(M)(7ri+,7r@ ® (BCE/F(ﬂ@),XE/Fa),,@)EX) = HomG+><G0(M)(7T¢,+a7T® ® 65).

Comme 7g|g+ est réductible. Nous pouvons choir une composante, notée pg) telle que Homg-+xgon (ﬂ£’+, pE:) ®6g) *
0.

(6) & =6, ol est une représentation cuspidale du groupe G non attachée a un caractere régulier de E* par
la correspondance de Langlands locale, alors 6(5;) = p;.

Par la Proposition 4.37, on a Homg-+xgom) (ng“', 7®( BCE/F(ﬂ),)(E/pw,,)EX) # 0, i.e. Homg+xcom) (ng*,p; ®
5;) #0.

@6 =yt IESO(M) ou Yt € Irr(F**), on a 8(8’) = y* - 15+. Prouvons-cela, en traitant d’abord le cas de la
représentation triviale.

Lemme 4.55. Par le Théoréme 1.29, on a vu que pylsi,(rxom) est une représentation de bigraphe forte. Notons
0y, Uapplication de bigraphe associée. On a

O, (Ls1,(m) N R0<M>(Indgso(0”f}4) ( Indj (I - [g®] - |EI,XE/F)Ex)) #0.

Démonstration. Ceci découle de [ [Kudl], Page 240, Corollary 2.6] ou de [ [R2], Page 800]. ]

Corollaire 4.56. 6, (16+) = 155001

Démonstration. Soit 16 ® o € Rg+ng(M)(7r£’+) pour quelque o € Irr(GO(M)). Par le Théoreme Réciproque de
Frobenius, on a
RF(1G+ ® 0’) N Rr(p,,/,) # 0.

A fortiori
Rs o (1o ® o) N Ry Lyryxomn(0y) # 0.

Par le Lemme 4.55 ci-dessus, on a

0+ RO(M)(O') N RO(M)(Indg?(OA(/I;/I) (( Il’lng/ (| lE®]|- |El),/\/E/F)E>< ))
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Rappelons que nous avons le diagramme commutatif ci-dessous

1 1 1
l l l

| — EB* % H'%Gal(E/F) 2% oM — 1
| l l

| — EBX % (F*xH)=Ga(E/F) - GoM) — 1
l l l

1 e 1 —_—> NE/F(EX) = NE/F(EX) e 1
l l l
1 1 1

ou H = {(a,h) € F* x H| Ng/r(adet(h)) = 1} et bo(H®) = SOM).
Donc

GoM Gom - om -
Reso(ﬂ(l) ) (IndGS(O(A)/I) (Ind’g, (- 1£®]- |E1)’XE/F)EX) = IndS(O(X/[)(Indg, (-lz®]|- |El)’XE/F)Ex‘

C’est-a-dire que

(* * *) RO(M)(O') N RO(M)(Indg(OA(d}a[) (Indll}l/ (| . |E ® | . |El)’XE/F)E><) * 0.

Comme O(M) 2 N’, il en résulte que 0|y est une série principale. Par le point (2) ci-dessus, 0|y est une représen-
tation de dimension 1. Comme o € Irrp(GO(M)), on a

o =" - 150 POUr quelque ¢ € Trr(F™T).

Utilisons 1’égalité (x * %) encore une fois

* om
aloan =¥ 1gsounloon = ¢ - (IH’XE/F)EX c RO(M)<Ind5§)(13,[) (1H,XE/F)EX).

— 1t
On trouve que o = 1566y O

La preuve du point (4) : soient ¢ € Irr(F>), ™ = y|p=+, on définit une représentation ¢ du groupe G* X GO(M)
de dimension 1 suivante :

@) ¥*((1,h)) = Yy(Ng/r(det(h))) pour h € H.

(i) y*((1,a)) = Y(a®) pour a € F*.

(iii) ¥*((1,0)) = 1 pour o € Gal(E/F).

(iv) ¥*((g, 1)) = ¢(det(g)) pour g € G™.

+ . L+ o L+
(a)y my =,

Par définition, on a y*|r = 1. Comme ﬂ£’+ = ¢~ Ind? M o, onayt - ﬂ£’+ ~ ¢ — Ind? M (ytirpy) =
G*xGOM r,

c = Ind? > (p,) = 7).

(b) Par définition, on a ¥ 15+ @y~ 1850(/\//) = z,b*(lm ® 1ESO(M)). Par le Corollaire 4.56, on sait que 15+ ® 1550(1\/1) €

Re+xcoun(m,™). Il en résulte que

U lg @YUM G50 = l//+(lG+ ® 1?;50(M)) € RG+xGO(M)(l!/+ 'ﬂi’Jr) = RG+xGO(M)(7T5,’+)

La preuve du Théoreme 4.53 :
Les représentations : rappelons la définition des groupes :

I\ = {(g.h) € G x H|det(g) Ngr(det(h)) = 1},

I'p = {(g,h) € G X GS O(M)| det(g) Ng/r(det(h)) = 1}.
I ={(g,h) € G x GO(M)|det(g) Ng,r(det(h)) = 1} = {(g,h) € G" x GO(M)| det(g) Ng,r(det(h)) = 1}
On a les représentations :

a0

0 — . _ GxH Lo+ _
n,” =c¢—Ind Py T, =

1 G XGSO(M)
P 0 ¢ —Indp

Py
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I GxGSO(M I, G*xGOM
nwozc—lndr ( )pw’ 7T¢,+:C_Indr ( )pw
On a les relations : m
GXGSOM) ;_T\ L
(1) Resgp O () = m,)’
G*xGO(M) Lo, +
) Resc.5as o (” )= Ty -

Les graphes :
(3) Par le Théoreme 4.54, on a
Ro-xcoun(T**) = {p* ®6*|p* > &% défini au Théoreme 4.54 ).

(1)

(4) 1 ® Beg () € Rox H(n w‘) ) pour toute représentation irréductible de dimension infinie 7 de G.

Les relations :

. r®
Sit®o € RGXH(TIWO ), ona

r®
0+ mcxH(zrw‘J T® o-) = mcxH(ResgigSO(M) (m)). 7 ® o-)

GSOM GSOM
= meGSO(M)( ,n®Indy; ( )0') = mro(pw,ﬂ-@,lndH ( )(0'))
, GSOM GOM) T, GSOM
= ma-xasoon(m," 7 @ Ind* ™ ) = mgsasown(Resg-xas o 7y "7 ® Indi (@)
r, GOM
= mG+XG0(M)(7Tw+,7T® IndH D (O'))

Donc
Re+xcom) (77 ® Inng(M) (o )) N Rg+xcom) (7T 5+) #0

Par le point (3) ci-dessus, on trouve que o = Beg/p ().
De plus

Lo T, GOM T, GOM
meH(ﬂ¢0 ,7T®BCE/F(7T)> = mG+xGO(M)(7T,,,+,7T®IndH ( )(BCE/F(”))) = mG+xGO(M)(7T¢+,pn®IndH ( )(BCE/F(”))) =1

ol pf € Rg+(m) N Rg+ (ni’*). Ceci termine la démonstration !

423 GLy(K)

Dans cette sous-sous-section, F' désignera un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2.

On fixera K une extension galoisienne de F de degré 3. On notera G = GLy(K), B = {(0 d) eG}, N = {((1) 119) €

Gl T = {(a O) € G}; Gal(K/F) = (o), u(b) = ((1) ) h(a,d) = (0 2) ol b décrit K, a,d décrivent K*;

0 d
0 1
a)—(_l O)EG.

Les groupes Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur K, muni d’une forme symplectique ¢, ). Nous fixons
une base symplectique {ej, e;} i.e. {(e1,e2) = 1,{es,e;) = —1. Soit V, I’espace symplectique sur F, engendré par
les {e}, e2}. On identifie V et K ®F Vj; si (, )g est la restriction a Vj de (, ) ; c’est une forme symplectique sur Vj,
et on récupere la forme symplectique (, ) sur V par restriction des scalaires de K. Nous définissons une action du
groupe de Galois Gal(K/F) sur V par : Gal(K/F) X K ®r Vo — K ®F Vy; (0, X1 ki ®e;) — X, k7 @ e;. Il est clair
que o € Endg(V).

Soit W = V ® V ® V; c’est un espace de dimension 8 sur K, muni d’une forme symplectique induite
par celle de V. On notera GS p(W) le groupe de similitudes de 1’espace W, on a certainement une application
GL(V) X GL(V) x GL(V) — GS p(W). Grace a la base fixée {e;, e}, on peut identifier GL,(K) a GL(V), ou
GS ps(K) aGS p(W).

Maintenant nous définissons une action de Galois tordue du groupe Gal(K/F) sur W par : Gal(K/F) X W —
Wi(oow =2, u;®v;®@w;) — “w = 3, w? ®@u ®v/. De laméme maniére définissons une action de Galois tordue
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Gal(K/F) X (G X G X G) +— G X G X G; (0, h = (g1, 82, 83)) — h := (87,85, 87).

Nous notons Wy = {w € W|%w = w}. Alors W, est un espace vectoriel sur F de dimension 8 et I’application
naturelle K ® Wy — W est un isomorphisme. D’autre part, la forme symplectique (, )y, restreinte au F-espace
vectoriel Wy, est une F-forme symplectique.(voir ci-apres)

Nous noterons G = {h € G x G X G|”h = h}. On a un isomorphismes de groupes i : G ~ G;g —> (g,g‘T,g‘Tz).
Et on vérifie facilement que “h - “wg = 7(h - wy) pour h € G, wyg € W, de sorte qu’on a un morphisme de
groupes, p’ : G = Gal(K/F) — GSp(Wp) ot p’'((h,o))(X;ui ® vi @ wy) = h - (3;ul ® v ® w) pour h € G,
wo =2, ui®v; ®w; € Wy.

Pour construire et étudier la représentation “de Weil” associée au groupe GL,(K), nous avons besoin d’écrire
W plus précisément ; ce qui justifie aussi les assertions plus haut.

Wo={wp=xe,®e1 Qe +ae;®e; ®er+a’e; Qe ® e +a(’2e1 ®e) ® e +,8"zez®e| ®er+e1 ®e, ey +
Ber®er;®e +yer ®ey®erlx,y € Fya,B € K}.

Grace a cette expression, tout élément wy de W, est bien déterminé par ses coefficients x, y, @, 8. Nous écrivons
X «a . . s . s g
wo = (ﬂ y) au lieu du terme total. La F-forme symplectique associée a I’espace vectoriel W, peut s’écrire, de la

facon suivante :

’ ’ ’ ’ ’ X , x !
(wo, wy) = xy" — x'y — Tryr(af’) + Trgr(a’B) pour wy = (ﬂ y),WO = (ﬂ/ y’)'

Posons Xy = {wy = (g g) lwo € Wol, Yo = {wp = (2 8) [wo € Wy}. Alors Wy = Xy @ Y est une polarisation

complete. Via les morphismes p’ et i ci-dessus, ils donnent un morphisme p : G>Gal(K/F) — GS p(Wj), I’action
du groupe G = Gal(K/F) sur W, est définie par :

soit g = (z Z) € G, o € Gal(K/F), wo = @ (yy) alors o - wy = (ﬁ)f, ay); g -wy = (;, (;,) ou
X = NK/F(a)x+TrK/F(aa”b"2a)+TrK/p(bb(’a"2,B)+NK/F(b)y a = aa(’c"zx+(aa"d”za/+ba”c(’2a(’+ab(’c(’2a(’2)+
(BB B+ ab”d” BT + ba”d” BT) + bb7d” y ;B = dd7b” y + (dd”a” B + cd”b” BT + dcThT BT + (ccTb @ +
dca” a” + cd”a” a“z) +cc”a” x; Y = Ng/r(d)y + TrK/F(dd“c‘TZ,B) + TrK/F(cc“d‘Tza) + Ng/r(c)x.

b) ol a € Endg(Xp), b € Homp(Yy, Xo), ¢ €

Nous écrivons I’élément g € GS p(W;) en la forme suivante : g = (‘z 4

Homz(Xo, Yo), d € Endp(Yo).

Corollaire 4.57. Via le morphisme p, I’expression explicite de I’action des u(b), h(a, d), w dans Wy est donnée par
les formules :

(1) pud)) = (’(?)1 mnv) on b € K, m € Endr(Xo),n € Homp(Yy,Xo) et mY € Endp(Yy) qui est la

(rZ
contragrédiente de m associée a la forme symplectique {,). m(g g) = (x + TrKé)F b a) g) . n(g S) -

(TrK/F<bbffﬁ)+NK/F<b>y b”ﬁ“+bﬁ”2+bb”y).mv(g 0)_(ﬂ 0 0).

0 0 ’ y T \B+bTy y

_(m 0\ . (x a\_(Ngr@x aa"d”a) (0 0\_( O 0
@ (h(a’d))_(o n) 0”'”(0 0)_( 0 0 )”(ﬂ y)_(dd”a”zﬂ Nigr(dy)

(0w . (0 0\ [y =B\  (x a) (0 O
s oy -6 s -6 2}

Corollaire 4.58. Posons Ag := p~ (S p(Wy)). Alors Ag = Gy = Gal(K/F), oit Gy = {g € G|Ng/r(det(g)) = 1}.

Relévement du groupe I' Soit .§73(W0) le groupe métaplectique associé a W, rapport au caractere ¥ fixé de
F. Soit p, la représentation de Weil de 3‘77(W0) associée a . On définit des groupes intermédiaires de la facon
suivante :

I = {[£, (g, 0)] € F* X (G = Gal(K/ F))|f* Ng;r(det(g)) = 1},

et
Ty = {(t,g) € F* x G|* Ng,r(det(g)) = 1}.
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Evidément, on a un homomorphisme de groupes
F* % (G = Gal(K/F)) — F* x (G = Z3); [1.(3. )] +— [1.(i(8). T123)].

Nous notons I I’image réciproque de I dans §77(W0).

Proposition 4.59. T est scindé au-dessus T.

Démonstration. On a un homomorphisme d_e groupes F* x G x Gal(K/F) — F* x G x Z3;[t,(g,0)] —
[#, (i(g), T123)]. Nous notons I’'image de I" par I', donc on a le diagramme commutatif suivant

r — r

pl lzﬁ
Sp(Wy) —— §p(Wy ®F K)

Il en résulte que le diagramme

H*(S p(Wo ®F K),C*) ——— H*(S p(Wp), C)

Reszl lRESs

H*($(T),C*) ——  H*(p(),C)

est au551 commutatif. Comme e [K: F]= 3, par [[Kud2], Page 36, Corollary], on aResl([S p(Wo®K)]) = [S p(Wo)l,
ol [Sp(Wo ®r K)] (resp. [Sp(Wo)]) est | la classe du 2-cocycle associée a Sp(WO ®r K) (resp. Sp(Wo)) Par le
Corollaire 4.45, on a trouvé que Resz([S p(Wy ®F K)]) est triviale, donc Ress ([S p(Wy)]) est triviale. Cela acheve
la démonstration. |

Maintenant nous pouvons donner un relevement précis du groupe I' dans §Vp(W0). Utilisons le modele de
Schodinger dans [MVW] et les énoncés du Corollaire 5.17. D’abord nous écrirons les formules selon les résultats
dans [[MVW], Page 40]. Ensuite nous montrons que ces formules déterminent bien un relevement du groupe I
dans S'?)(Wo).

Nous rappelons que Wy = X, @ Y est une polarisation complete. Identifions Yo a F X K. L’espace des fonc-
tions de Schwartz-Bruhat S (Y,) s’identifie a S(F x K). La representation de Weil (py, S p(Wy)) peut se réaliser
dans S (F x K). Dans ce qui suit, nous fixerons la mesure duale de Haar pour F (resp. K) associée a y (resp.
Yk = o Trgr)).

Nous affirmons que les formules ci-dessus donnent un releévement du groupe I" dans S’;(Wo) :

pu([1, (ha,a™), DDf(.B) = INg/r(@|r f Nk r(@)y.a” a"a” ). (38)

pule, (h(1,0, DD (. B) = lelr f(cy. ciB). (39)

pu([1, (u(b), DDF.B) = F(v.B = byW(Tegyr(bb"B” )y = Nir(b)y* = Tryr(b7B™ ). (40)
pu([1. (L OING.B) = FO.B7). @1

pu([L. (@, DDf.B) =¥ f o T W = T @y (Dt (@) 42)

o f € S(FXK);ce F* te K" tels que CZNK/F(I) =1;y€eF,bB € K,ac K*; yest la constante de Weil
définie en [[Kazh], Page 138].

Lensemble . = {A[1,(a,a™V)] = [1,(h(a,a "), )], hlc,(1,6)] = [c,(h(1,0), D], ull,b] = [1,(ub), )], =
[1, (w, ], = [1,(1,0)]} engendre le groupe I'. Utilisons les énoncés dans [[MVW], Page 40-41], nous savons
que les éléments (g, p(g)) sont dans %(Wo) selon le modele de Schodinger pour tous g € . et les formules (38)—
(41) définissent une représentation du sous-groupe P(Xy) NI de S p(Wp). Donc il suffit d’examiner les relations
ci-dessous [cf.[W]] :

(@) pu(@py(hl1, (@.a™) = py (A1, (@™, Doy ().
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(i) py(w)py(hlc, (1,0]) = py(hlL, (&, HDpy(hle, (1, HDpy(w).

(iii) py(@)py(ul1,b]) = py(AL1, ™", b)Dpy(ull, —bDpy(W)py(ul1, —b~ Dpy(w).
(iv) py(wpy(w) = py (A1, (-1, -1)]).

(V) py(Wpy () = py(T)py(W).

Pour (i) :

pu(@py(hlL, (@,aYDf.p) =y f |Nk/#(@)r f(Ngsp(@)x, a”' a”a” ayp(—xy - Tri/r(aB))duy (x)dpy, (@)

xeF,aeK

2
remplacons:’=a"'a”a” @ et ¥’ =N a)x
plag K/F

= y f FO @ W(=x'yNigsp(a™)=Trgp(@’Bata™) (@) Mlata™) (a7 [kdpy (x)dpy, (@)
xeF,a’eK

Fmozmine., f o T WAy N — Trr(@Bata™) (@) DI Nggr(aedpy (g, @)
= [Ngyr(@ lr(pu(@) HNgyr(a™ )y, a@™)7 (a7 B) = py(hll. (a.a”Dpy (@) f(y.)-
Pour (ii) :
pu(BLL (1, Doy (hle, (1, DDPy@) f(v.B) = INgsr(D)lppy(hle, (1, ODpy(@) f Nk D)y, 1717 B)
= [Ngyr(D)elrpu(@) f (e Niyp(0)y, 1”17 )

= y|Ng/r(clr f FOx, @ (=xe Ngyp(2)y = Trigy (@B 7 ))dpy (O dpy (@)

xeF,aekK

a’:cm"t"'z et x'=c Ng/r(t)x , _ _ y —1,.— _ ’ ’ ’ ’
= " ylelr f O Ngp@ e o/ e )Y Wi(=x'y = Trig (! B)dpy (X )y, ()

x'eF,a’eK
= Yf ok (Pz//(ﬁ[C, (1, t)])f)(x’, & W(—x"y = Trg;r (@’ B))dpty (X )iy, (@)
= py(W)py(hle, (1, DD, B).

Pour (iii), Afin d’éviter les calculs superflus, nous adoptons quelques formules dans [[Kazh]]. Dans [[Kazh], Page
132], il a défini une forme quadratique Q) sur I’espace vectoriel F @ K, ou

0b(y,B) = Ni/p(b)y? + y Trisr(bbB”) + Trigyp(bB7B7).

Dans [[Kazh], Page 139], il a déterminé une représentation % du groupe P dans I’espace des fonctions de
Schwartz-Bruhat S(F* X F X K), ou P = G/S < H pour S = Homp(K, F) et H est le groupe de Heisenberg
associé a Vj, une partie des formules sont les suivantes :

°(r<((1) ll’) ey, B) = vie™ 0y B f (e, 7.B+ ¥b).

Oa’((_o1 (1)) Hie,y.B) = yle,oxp)lely” f fe, x, ayp(e™ (xy + Trisr(@B)dpy (x)py, (@).
FxK

°a<(g aol) Pley.B) = Nigr(@. DI Nisr(@)le fle, Nigr(@y,a”'a”a” ).

ouB,b e Kee FX,ye F,f € S(F* x F X K); ici dgjr € FX/F><2 est le discriminant de la forme bilinéaire
K x K — F;(ki,ky) — Trgr(kikz). Comme K/F est une extension galoisienne, on a dx;r = 1 par [[MR],
Lemma 2]. En comparant que les formules ci-dessus, on trouve

Yo (h(a,a ") f(1,y,8) = py(hll, (a,a g, B), (43)
O (u(=b))f(1,y,B) = py(ull, b)), B), (44)
Yo (w™)f(L,y.8) = py(w)g(y. B). (45)

poura € KX,b e K, f € S(F*x F x K) et g(v,8) := f(1,y,8) € S(F x K). On sait que "o est une représentation
du groupe P, donc on a I’égalité

O (w) o (u(=b)) = "o (h(~b~", —b)) "o (u(b)) *o(w) "o (u(b™")) "o (w).
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Grace aux relations (43)—(45), on a

pu(@ Hpyull, b]) = py (A1, (=b~", =b)Dpy Ul 1, =bDpy (@ g ll, =b~ Dpy(w™).

De plus, wl=zw- (_01 _01) et (_01 _Ol) est un élément du centre de G ; on obtient donc enfin I’équation (iii), i.e.

pu(@)pyl1,b]) = py(h[ L, (B~", BYDpy U1, —b)py(wW)py (U1, =6~ 1)py(w).
Pour (iv) :

Py(@py (W) f(x, @) =y f Py @), BW(=xy = Tri/r(af))dpy (y)diy (B)

yeFBeK
=y f Fcex F @ (=(x+2)y=Trg, r((@+)B))dpy (y)dpy (2)dpy, (Bdpy, (&) = f(=x, —a) = py (A1, (=1, =DHD(/)(x, @).

Pour (v) :

py(Wpy (@) f,B) =y f Py f(x, W (=xy — Trgyr(af))dpy (X)duy, (@)

xeF,aeK

=y f . Kf(x, @ Wi(=xy = Trgsr(@B))dpsy (X)dpy, (@)

o' =a

<y f Fo ,(f (x, @ W(—xy = Trgp(e " B)dpy (x)duy, (@)

=y f . Kf(x, & W(=xy = Trgyp(@' B Ny (X)dpy, (@)
= vy (@D)py (W) f (3, B).

Les représentations On définit les représentations

”E, —e—In dllfxx(GxGal(K/F)) oy
et
ﬂ;ﬂ =C- Il’ldl}—?0 XG,D¢|1"0.
On a une suite exacte
0 — I' — F*x(G~GalK/F)) -5 FX — 1
[L 8, O—] L tz NK/F(det(g))

On trouve une section s de a, donnée par

s F* — F*x (G~ Gal(K/F))
t|—>[t_1,((]) ?),1].

Par définition, on a

F*x(G=Gal(K/F)
¢ —Ind. ( )p

y = {¢ € F* X (G = Gal(K/F)) — S(F x K)|$(rg) = py(Ne(g)
pour r € I', et ¢ est localement constante, a support compact modulo I'}.

On a un isomorphisme de C-espaces vectoriels

x ><G’]
oo Ind? x(GGal(K/F)) o

y — S(F* X F x K)
¢ — O,

o 00 = o5 ) Do

Utilisant I’isomorphisme 7, nous réalisons ng dans S(F* x F x K). Donnons les formules détaillées pour cette
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action :
(1)
A1 1, 100y, ) = (1, ((]) g) 1ie 1, 10y, )
1 1 1
R P R T PO RTRSTa P A R
1 0 1.1 0
=p¢([t3,(0 tz),ll)mx lr 2,(0 xtz),u)(xy,ﬁ)
(A ) ) = Pirofte) (). e
= PO x, 1y, 1B).
@

1
ng(u,(g a01),1])d><x,y,ﬁ>=¢>([x-‘,(0 2),1][1,(8 aol),u)(xy,ﬂ)

1 1 >
=¢([1,(g 091),1][)«-1,(0 2),1J)<xy,ﬁ)=|NK/F(a>|F¢([x-1,(O 2),1])(xNK/F<a>y,a'1a”a”ﬂ>

= |Ng/r(@)|r®(x, Ng/r(a)y, a'aa” p).

3)

1 b 1 (1 0 1 b

(11, (0 1), 1N)o. .8 = ¢(1x7", (0 x), 1, (O 1) 1)y, )
-1
T ((1) - ) i, ((1) 2) 1), )
= o(lx", (é g) 1)y B = by ( Texy (0b7B7 )y = Nigp(b)x™'y* = 27! Ty p(b7B7))
= O(x, . — byW(x™ (Trgyr(bb"B"y = Nijp(b)y* = Tegyr(b77))))-

4

A5 1) e oo 9o (g 5) s

X

0
(@)™

0

_1 1 (1
),1][)6 Ng/r(a) ,(0 Ny r(a)

=¢([x“,(g O),1])<xy,ﬁ>=¢([NK/F<a>, (g Ny )J])(xy,ﬁ)

X

_ a 0 1 0 —1 -1 1 0
- ¢([1’(0 a—l)’ 1][NK/F(a)’(0 aNK/F(Cl)_l), 1][X NK/F(a) 9(0 XNK/F(CZ)), 1])(stﬁ)

1 0 B} a1 0 oo
= IN/r(@lr¢([Nk r(a). (0 aNK/F(a)_l), 1lx™ Nigr(a) 1,(0 xNK/F(a)),1])(xyNK/F(a>,a la”a” p)
= |NK/p(a)|2¢([(xNK/p(a))fl, ((1) xNK(jF(a))’ 1])(NK/F(a)2xy, a”a”zﬁ) = |Ng/r(a)*|r®(x Ng,r(a), Ng/p(a)y, a(raazﬁ).

5)
(1, @, 11)DCx, y,8) = ¢(1x7", (é 2) 11, @, 1)(xy, B)

=¢([1,w,1][1,(f§ qu)’”[x'l’((l) ?C),I])(xy,ﬂ)

0 1 0
=y f . ¢([1,(§ x_l),l][x‘k(o x),11)<z,a)w<—xyz—TrK/F(aﬁ»duw(mdqu(a)
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=y f |NK/F<x>|F¢([x1,((1) 2),1])(NK/F(x)z, X2 @ (—xyz = Trgyp(f))dpy @y, (@)
zeF,aekK

2
I =zx*, 0’ =ax

= YNk ()X F Ny e () f

z’eF,aeK

(1, ((1) g) )2, @ (= y2 = Trgp (@ B ey (2 Yy (@)

1
= ylZI7 f #(1x, (0 3) NG, @ (= 7' 07 + Trgge(e’B) )y (2 ey ()
7eFa’eK

= yI/|? f O(x,2, e Y(x7' (= y2 = Trxyp(@ B)) )y (2 Ndpty (@),
7eF,a’eK

(©)
(1, 1,ol)@Cx, y,8) = ¢(1x”", (é 2) 11, 1, oD(xy, B)

—oltt 1l g ) o) =otr (o 2] 1) = 0

En concluons la représentation (ng,F % (G x Gal(K/F ))) se réalise dans I’espace vectoriel des fonctions de
Schartz-Bruhat par les formules suivantes :

my (1, 1, 1ND(x, y, B) = P |pO(1*x, 1y, 18) (46)
(L1, (g aol) AD®(x,y,B) = [Ngsp(a)p®(x, Ngsr(@)y, a”'a”a” p). (47)
A (g a(_’l) DO y.B) = (3™ (Triyr(bb"B™ )y = Nigr(b)y” = Trr(bB7B7))0(x,y. B~ by).  (48)
my([1, (g (1’)  1D®(x,y, ) = |Ngsp(@)2®(x Nk/r(a), Ngsr(@)y, a”a” ). (49)
ni([l, w, 11)®(x,y,B) = y|z|;2 f DO(x, z, oz)w( —x oz + TrK/F(aﬁ)))dﬂw(z)dul,,K (). (50)
zeF,aeK
y([1, 1, a)O(x, y.B) = O(x,y. 7). (51)

Remarque 4.60. Si on prend y~ au liée de y, et que on utilise 'isomorphisme S(F* X F x K) — S(F* x F X
K); f(x,y,8) — f(x,—y,B), on retrouve les formules dans [[MR], Page 175].

Les quotients 1—les séries principales On dit qu’un espace topologique X(resp. un groupe topologique G) est
un /-espace(resp. [-groupe) si X(resp. G) est localement compact totalement discontinu. On a une action de /-groupe
G sur un [-espace X si I’application G X X — X est continue ; on désignera par S(X) ’espace des fonctions de
Schwartz-Bruhat et par S*(X) ’espace des distributions de Schwartz muni de la topologie faible, c’est-a-dire la
topologie moins fine telle que pour tout élément ¢ € S, ’ensemble ¢+ = {p* € S*(X)|(¢d*, ) = 0} est ouvert.
Soient X un [-espace, Z un sous-I-espace fermé de X et U = X\Z. On a deux suites exactes induites par 1’induisons
iy de U dans X et celle p; de Z dans X :

0 — S(U) % Sx) 25 S(Z) — 0,

et

0 — 8*(2) 5 8*(X) % S*(U) — 0.
Pour chaque élément ¢* € S*(X), il existe un ensemble ouvert maximal U tel que i};(¢*) = 0, donc on dit que
Z = X\U est le support de ¢*.

Théoreme 4.61 (Bernstein). Si g : X —> T est une application continue de l-espaces, on note X; := q~'(t) pour
t € T. On a deux applications :
S(T) x S(X) — S(X);

(f;9)— fx¢,

o f X ¢(x) := f(q(x))d(x).
S(T) x S*(X) — S*(X);
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(f,¢") — fx 97,
ou {f X ¢*) :=(p*, f X ¢). Soit M un sous-espace fermé de S*(X), muni d’une S (T)-action, alors

M= @(M N S*(X))).

teT

Démonstration. Ceci découle de [[B2], Page 58] O

Théoreme 4.62 (Bernstein). Soient G un l-groupe unmodulaire, Z un l-espace muni d’une G-action transitive, X
un l-espace et ¢ une application de X dans Z qui est G-équivariante. Soient zo € Z , Stabg(z0) = H, X, = ¢ '(20)
le fibre de zo, x un caractere de G. On suppose que H est unimodulaire. Alors :
(1) 1l existe un isomorphisme

Fr:S*(X)% — S*(X,,)",

défini par
FrD), f) = fz YN g.f)dg,

ou g, € G est un élément satisfaisant a g,(z) = zo, et dg est une mesure de Haar de Z.
(2) Pour chaque élément I € S*(X)%¥, on a supp(Fr(I)) = supp(l) N X,,.

Démonstration. Ceci découle de [[B2], Page 60] O

Reprenons les notations du début, ou en particulier T est le sous-groupe diagonal de G = GL,(K).

Lemme 4.63. (1) (ﬂg)zv ~ S(F* x FX).
(2) L’action de F* X T est décrite par les formules ci-dessous :
(i) m; " (1, 1, IDF(x,y) = 11| F (P x, 1y),
.. a 0
(i) m," (1, (O a_l)])F(x, ¥) = INk/r(@IrF(x. Ngsp(@)y),
r,T a 0 2
(iii) m,” ([, 0 1 DF(x,y) = |[Ng/r(a)ln F(Ng/r(@)x, Ng/r(@)y),
oute F* ae K~

Démonstration. (1) Pour ® € S(F* X F x K), on définit

ov)= [y fpocusa,
N

Calculons cette fonction sur F* X F X K.
(i) Prenons d’abord y = 0. On a

Dp(x,0,8) = f ng(((l) ll’))cb(x,o,ﬁ)db
N

- f (= Trg p(bB7BT )D(x, 0, B)db = f (= Trg p(bB7B7 )D(x, 0, B)db = 0.
N N
@ii) Poury £ 0,0n a
1
N

= f W (Trig(bb7B7 )y = Ny (b)Y = Triye (BB B )D(x, v, = by)db.
N
Posons 8 = byy, et effectuions la changement de variable b’ = b — by. On obtient
Dy(x,y.) = f O(x,y,b")db’ = f Y™ [~ Nigsp(0)y* +Nigsp (bo)y* DO, y, =b'y)db’ = (™" Ny (bo)y*)@n (. y, 0).
N N
(iii) Supposons |y = 1. Prenons fi, f» € S(F*). Supposons supp(f;) C K; un ensemble ouvert compact de F*.

On note
S ={(xy.8 € F*x F*x Klx"'y™ Ng/r(B) € B", x € K,y € Ka).
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On prend
O(x,y,8) = Vg /i(0) 2015 (x,y.B).

Poury #0,0n a

Dy (x,,0) = Iylg fN ¢y Ngyr(by) f1(x) o) s (=by)db = fN Yy Ny p(0)) fi(x) o) s (=b)db’

= f1(X)f2(y)fS L (=b)db = cfi(x)f2(y).
(iv) On note Sy = {Dy|® € S(F* x F x K)}. On a une application bijective
Sy — S(F* X F*); @y +— Op|pxxrexo-
Cette application est bien définie. Par les points (i) et (ii), i est injective, et par le point (iii), i est surjective.

(2) Ceci résulte de la définition de i ci-dessus. |

On définit des applications
F*XTXx(F*xF)— F*xF;

[z, (g ?l)](x, y) ¥ [ Ngjr(ad)x, t Ngp(a)y).

Aussi
TX(F*XF)— F*XF;

[(g 2) (x.9) > [Ngp(adyx Ny ().

Lemme 4.64. (i) Les actions ci-dessus sont simplement transitives .

(ii) Stabpxxr((1, 1)) = {(z, (g 2))|tNK/F(a) =tNg/r(d) = 1}.
Stabr((1,1)) = {(g 2)|NK/F(‘1) = Ni/r(d) = 1}.

Démonstration. C’est évident. O

Proposition 4.65. (i) mG(ng,H(D],q)z) =1,5i @) = ¢ o Ngjr, Py = ¢ 0 Ngyp pour ¢y, ¢ € Irr(F*) ; sinon = 0.
(ll) mFXXG(ﬂ'g, ¢ ® H¢°NK/F INg/F()lF 00Nk F |NK/F()|%:) =1 pour ¢ (S Irr(FX) ,y = 0 sinon.

R

Démonstration. (1) On note H; = Stabs((1,1)). On a Homg(ng,H@@Z) ~ HomT((ﬂg)N,(Dl ® D,)
Théoré;ne4‘62 S*((1, l))(I)]’l|NK/F(<)|;.2®(I)£1|NK/F(')|;]|H1. Donc mG(ﬂg,Hq)],(m) =1,
si (I)]‘1|NK/F(~)I_2 ® (I);1|NK/F(~)|1;1|1.1I = 1, c’est-a-dire que ®; = ¢ o Ng/r, P2 = ¢, o Ngyr pour quelques
&1, ¢ € Irr(FX). Sinon, on a mG(ﬂ'g,qul’qyz) =0.

(2) On note H, = Stabpxyxg((1,1)). On a Hompxxg(ﬂ£,¢ ® o, »,) = HOmFXxT((ﬂ'g)N,QS @D @ Oy) = S*(F* X
0T N OO N O TSRO g1, 1)) HP 07 N O 595 s O - Done (e ©
Ho,0,) # 0ssi ¢7' - [ ® O Ngr(Olp? ® O3 INg/rlptly, = 1. Le @1 = ¢ o Ngjp | Ngyr(lp, @2
¢ o Ng/r | Ng/p()|%. De plus, mFXxG(ﬂE, & @ Iyony, Nk Olr-boNgyr INgr(O2) = 1

S*(F* x FX)EI)TI INk/F 2003 Nk/r (I

4.3 Appendices
4.3.1 Appendice 1. Des lemmes en représentation locale

En vue d’application, nous citons et montrons des résultats en représentation locale. Soit G un groupe locale-
ment compact totalement discontinu, H un sous-groupe fermé de G, A¢ (resp. Ay) les fonctions unimodulaires de
G (resp. H)[cf.[BZ], Page 10]; (, V) (resp. (o, W)) une représentation lisse de G (resp. H), et (7, V) (resp. (7, W)
la représentation contragriénte de (m, V) (resp. (o, W)).
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Lemme 4.66.
(c —Ind% o) ~ Ind% 5AG/Ap.
Démonstration. Ceci découle de [[BZ], Page 23] O
Lemme 4.67. Supposons Ag/Ag = 1. Si (o, W) est une représentation lisse admissible de H, alors
Ind§, o = (c — Ind§; &)".

En particulier, si Indg o est admissible, alors (Indg o) ~c- Indg .

Démonstration. C’est une consequence du lemme 4.66. O

Lemme 4.68. (i) Si H est un sous-groupe ouvert de G, alors Ay = Agly.
(ii) Si H est un sous-groupe distingué de G, et que G/H est abélien, alors Ay = Agly.

Démonstration. (1) Par hypotheése, on a une suite exacte

*
PG

1 > S*(H\G) — S*(G) — S*(H) — 1.

Si ug est une mesure duale de Haar a gauche de G, alors P};\G(ﬂc) I’est aussi de H, d’ou le résultat.
(2) Si uy est une mesure duale de Haar a gauche de H, et que ug/u est une mesure duale de Haar de G/H.
Rappelons qu’on a un homomorphisme
S(G) — S(G/H);
fr— 7,
oll f(gH) = fH f(gh)ug(h). Comme (g‘l supp(f)) N H et supp(f)H/H sont compacts, on voit que ? est bien

définie. On définit un élément g € S *(G) de la fagons suivante :
He(f) = f [@ducn(@.
G/H

Si on définit une application p(gg) : G — G;g +— gog, alors ug(p(go)f) = fG /Hm@)d,u(;m(g)
= fG/H ?@Elg)d,ucm@) = ug(f), i.e. ug est une mesure duale de Haar a gauche du groupe G. Si 6(g) : G —
G;g +— g'g!, alors par définition[cf.[BZ]], 6(g)uc = A(g)ug. En particulier, pour hy € H, 6(hy")f(g) =
Sy F(ghho)dun(h) = Ap(ho)f(®). Tl en résulte que (8(holuc)(f) = pa(8igHf) = [, 6D f@dpc (@)
= [ - A (ho)f(@)dpc (@) = Auho)uc(f), d’ ol le résultat. o

Lemme 4.69. Si n|y est une représentation lisse admissible du groupe H, alors (n|y)Y = #tl|y.

Démonstration. Par hypothese,  est aussi une représentation lisse admissible de G, et on a des homomorphismes
canoniques

Rl = (nln)’ <o (1)

et
lg = ()’ - (2).

Par (1), on sait que 77|y est aussi une représentation lisse admissible de H.
Par (2), on a
Hlu = E )" > (@ln)”,
donc on trouve le résultat. o

Théoreme 4.70 (BZ).
A
Homg(c — Ind% p, 7) =~ HomH(A_G,D7 (7).
H

Démonstration. Ceci découle de [[BZ], Page 23-24, Proposition]. O



98 DES EXEMPLES EXPLICITES

Proposition 4.71. Conservons les hypothéses dans le Lemme 4.68 et le Lemme 4.69. On a

Homg(c — Ind% p, ) ~ Hompy(p, 7ly).

Démonstration. Ceci est une conséquence du Théoreme 4.70. O

Proposition 4.72. Si G| est un sous-groupe de G tel que
HNG\G, — H\G

est une bijection, alors

Resg, (¢ —Indf p) = ¢ = Indgt ;. (Resing, o).

Démonstration. (0) Bijection=Homéomorphisme : e est continue et bijective, il reste a vérifier ce qui est fermée.

Soit P un ensemble fermé de H N G; \ G;. On note P I’image inverse de P dans G, par Gy — H NG, \G;.Ce
qui résulte que e(P) = H - P est un ensemble fermé de G, et (H \H - P)L = H\ (H-P)°.Donc H \ H - P est aussi
fermé dans H \ G, d’ou le résultat.
(1) Rappelons la définition :
c—IndG(W)={f:G— W|
(@) f(hg) = p(h)f(g) pour g € G,h € H,
(b) il existe un sous-groupe ouvert compact K de G( dépendant de f) tel que f(gk) = f(g) pour g € G, k € K,
(c) il existe une partie compact Ky de G tel que supp(f) C HKy}.
(2) Vectors K;-invariants (i). Soit K; un sous-groupe ouvert compact de G et soit Q un systeéme de représentants
des doubles classes H N G;\G/K;. Posons Klg1 =HNG N glKlgII pour g; € Q. On sait que [cf. [Rena], Page
83, lemme]

(c— IndZ'mGl p)f 4 {f : Q —> W|f(g1) € WK pour tout g; € Q et f ait un support fini },

ou i est la restriction des fonctions de ¢ — IndI(_;I‘mGl WaQ.

K
(2) Vectors K;-invariants (ii). Maintenant, on considere (ResgI c— Indf, W) ' Par hypothese, on a

Hi\G|/K| = H\ G/K;.

Reprenons Q comme le systeme de représentants des doubles classes H \ G/K; et K 1, = HNgik gl‘1 =(HN
G1) N giK,g;" pour g; € Q. On considere la restriction des fonctions de (c — Ind; W)X aQ.
(a) Toute fonction f dans (¢ — Ind% W)X, vérifie :

flhgiky) = p(W)f(g1) pour h € H, g, € Q, ki € K;.

Il en résulte que la restriction de f a Q détermine bien f.
(b) Soient g1 € Q, h e Ky, =HN glKlgl‘l, fe(e- Indg W)K', on a

p(Wf(g)) = f(hgr) = f(gi1g7 hg1) = f(g1).

donc f(g)) appartient 2 WX .
(c) Nous affirmons que toute fonction f sur Q de support fini a valeurs dans W vérifiant f(g) € WX pour g € Q,
peut se relever en une fonction de (c — Ind$, W)X 11 reste & montrer que f € ¢ — Ind§, W.
(i) D’abords, le composé de les applications G; — G/H; =~ G/H est continu et ouvert, donc pour un
sous-groupe ouvert compact C (resp. C) de G (resp. G1), et g € G, on a les égalités

HgC = HgCV,

et
HgC© = HgC,.

pour un voisinage ouvert compact C") de 1’élément 15, dans G et un voisinage ouvert compact C*) de
I’élément 15 dans G.
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(ii) Soit g € Q. Si HgK, = HgE, pour un voisinage ouvert compact E, de I’élément 15 dans G. On suppose
que K; C E N Gy pour un sous-groupe ouvert compact £ de G. Comme HgE D> HgE,, on suppose que
E, C E. On note

mgEQEg = Eq,
qui est un ensemble compact de G. On a I’égalité
E\Eq= UgEQ(E \ Eg)~
Comme E \ Eq est compact, il existe un ensemble {gV,---, g™} dans G, tels que E \ Eq = U’ E \ Ego,
d’ou Eq = NI Eyo est un ensemble ouvert compact. On suppose que Eq contient un sous-groupe ouvert
compact Ey de G.
Supposons que supp(f) N Q = {gy,- -, gy}. On prend un sous-groupe ouvert compact Fy de G tel que

Fo C E()
et
FonG, =F CK.
iii) Par définition, f(g;) = v,, € ¢ . On prend des sous-groupes ouverts compacts F; de G tels que
(iif) Par définition, f(g;) = v, € W' On prend d group pacts F; de G tels q
v, € W (52)
ou Fig[ = g,-F;gl.‘1 NH,et
F; C Fy.
Supposons que
Hgi(F: N G1) 2 HgiLi,
pour des sous-groupes ouverts compacts L; de G satisfaisanta L; € F; pour 1 <i < n.
On définit un sous-groupe ouvert compact de G de la fagons suivante
K=n.,L.
Donc on a
HgiK = Hg;K\" C Hg;L; C Hgi(F; N G)).
On suppose que K;l) CF,NG.SikeK,ona
k= g higil;

pour h; € HﬂgiFigi‘l = F,-g‘_, etl; K;l) CF,NG, CFynaGy.
Donc
f(gik) = f(gig;  higily) = f(higil)) = f(hig:)

= phf(g) = plhivg, = vy = fg0).
(iv) On prend
Ko = Ny ex k' Kk
Comme KK C E, par la démonstration du point (c)(ii), on voit que Ky est un sous-groupe ouvert compact
de G et KyK; = K K).
D’abords, pour ki € K1, ko € Ko, on a kiko = k| kj pour kj € Ko, K} € K;. On trouve

f(gikiko) = f(gikok}) = f(giky) = (8.
SigeQ\{gi,--- g}, ona
HgK, C HgK Ky € HgKoK,| C HgE, = HgK;.

Donc, on a aussi

. ) 0= f(g) = f(gko) pour g € HgK, et kg € K.
Finalement, on a affirmé 1’assertion !

(3) L’isomorphisme. On définit
Resg] (c —Ind% W) AN Indg‘ml W,
f = flo,-
Si supp(f) € HK pour un ensemble compact K de G ; comme H;\G, ~ H\G, on vérifie que supp(flg,) € H K"
pour un ensemble compact K! de G;. Donc y est bien définie, et on voit asiément ce qui est aussi injective.
D’autre part, par le point (2) ci-dessus, on a vu que, pour chaque sous-groupe ouvert compact K; de Gy, y induit

une bijection entre (Resg1 (c —Ind§ W) " et (c - Indf,‘nc1 W)X, d’ou le résultat. m]
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4.3.2 Appendice 2. Des formules

“Iapplication p : H — GO(M) est définie par H X M — M; (h,m) +— k'

b
d
@) (h,1)-(ae1 ®e; +Pe1 @ex +yer Qe + dey ® er) = (aa + by)e; @ ey + (af + bd)e; ® ex + (ca + dy)ex ®

a B\ _(a b\[la B
e1+(cf+dde;®ey & (hx1) (y 5) = (c d) (y 5)'
(i) (l,ﬁ) (ae1®e +Pe1 ®er +yer®e; + ey ®er) = (aa +,85)el ®e; + (BE +ac)e; ®ep + (ya + 65)62 ®

e1+(521+yz)e2®e2<=>(1,ﬁ).(‘; g):(‘;gfr?g ﬁg:j;)z(‘; g)(g 2):(‘;‘ [;)E’.

(1) GLy(E) — ﬁ,h —> (h,;l) Soith = Z ) € GLy(E), h'(€1,€2) = (eq,e3) ((Cl cbi) = (Cl€1+C€2;b€1+d€2).

Les formules (13)—(19).

Nous expliquons ensuite comment on obtient les formules (13)—(19).
D’abord, on a la suite exacte

1 —T — Gt x GOM) =5 F** — 1,

ol A((g, h)) := AQAh).

Cette suite est scindée sous une section d : F** — G* x GO(M); t —> (((1) (t)) , D).

Alors ¢ — IndS 9™ p, = {F : G* x GO(M) — S(M)|F(aA) = py(a)F(A) pour a € T, A € G* x GO(M) et
supp(F) c T'KF pour une partie compact Kr de G* x GO(M)} 4 S(M x F*").

D’oui: F — i(F), i(F)(m,u) := F([d(u), 1])(m) pour d(u) := ((1) (t) .

(13) h € H, A(h) = Ng,p(det(h)), on note e = det h.

A rae. o0 = Fata(g - Stlg y0a)- (o oo, o

e
= AW F([d(uA(h)), 11)(h'mh)
= 7, ([1, h) f(m, u) = |Ng/p(det(h))|r f (h'mh, Ngp(det(h)u).

(14)
T, (1, oD F([d(w), 11)(m)

= F([d(w),c])(m)
= F([d(w), 1])(m")

=7, (1, oD fm,u) = f(m”,u).

(15)
7, (L1 ) F([d(u), 11)(m)

= F(ld(w), 1)(m) = F([d(*), ][d(#w), 1])(m)
= |z F([d(*u), 11)(tm)
— A (L IDF(m,w) = |1 ftm, o).
(16)
%;*([(g aol), INF([d(u), 11)(m)
- m(g a91)d<u>, 11)(m)

= yr(@lalyF([d(w), 11)(am)
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0

a—l

= ’75’*([(8 ) D fOm,u) = xp(@laly. f(am, ).

A7)

%5,*([((1) ’1’) IDF(Ld@), 1))

- F([((l) z) 11)m)

-1
=y ")nedg 5) e
= (b detm)F((dGo, 11m)

— ﬁi’*([(é lf) IDf(m,uw)) = (bu™ det(m)) fm, w).

()
%{ﬁ([(é (t’) IDF(Ld(w). 11)0m)
= F(idun). 1))

= 7@’*0(3 ?) ADF(m,w) = f(m, tu).

v o

g w0 0 1 10

(19
Sy o) e, om

u

= xr(u Dl |%(7r“5+<[(_01 (1)) IDF)(d(w), 1)(u™"m)
= xr Dl Fy(g) fM F(ld(u), 1 r(q(u™" m, n))dn
=y g fM F(ld(u), 1m0 (u”" g(m, n))dn
=>?r§+([(_°1 (1)),11)f(m,u>=y(u‘1q) fM fn e qCm, m)lu” .

z Utilisons le résultats dans [[JL], Page 4 ] :
-1 -1
Jo X7 wr(xa " ydx
UF F
Y(@) =y = xr(a)
| Jy, X W (xa)dx|

) = v p(y S XE WG
U = au .
T X e oW

par définition, replacez a par ua et Y par ¢/},

= xr(u)y(q)

Grice a I’isomorphisme S(M x F*) =~ S(M x F*); f(m,u) oY f(m,u""), on obtient les formules (13)—(19).

C’est-a-dire que :
Iy(@," (9)f)(m, u) = m,™ (@)ly(f)(m, u) pour g € G* X GO(M).

(13) g = (h, 1).
b (LR F)m, 1) = 5 (D f)m, ™) = [N (det() e fm, N p(det(nyu™).

7, (@I (f)m, u) = | Ny (det(h)|ply (f)(H mi, N (detCh) ™ u) = | Ngyp(det(h) | f (h mit, Ny (det(h)u™).
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14) g =(1,0).
@, (1, 0) )m,u) = fom,u™).

7, (L, Ny () = L(F)m”,u) = fFm”,u™).

(15) g = (1,9
(7, (1, D) f)om, ) = [t f(em, Pu™),

7y (LD (F)m, ) = by (F)(am, Pu) = | fom, 12u™).

(16)g = <(g ?l), D,
(@, (@).f)m, u) = xr(@laly.flam,u™").

T @ (f)om, 1) = yp@ally () am, w) = xr(@lal fam, u™).
(17) g = <((1) lf) .
WG () ), 1) = G () ), ™) = i (bu det(m)) fm, ™).

7, (@I () m, u) = Y (bu det(m))ly (f)(m, u) = yr(bu det(m)) f(m, u™).

(18)¢ = (((1) ?),1).

(@, (@) /)om, u) =7, (@) f(m,u”") = fm,tu™").
7y @y (N)m,w) = Ly(f)om, ¢ w) = fOom, tu™).

(19>g=<(_01 (1)),1).
(@, (@)./)m, u) =7, () f(m,u™") = y(ug) f Fnu™ W (ug(m, n)lulz.dn
M

7, (@l (f)(m, u) = y(ug) f (), w)prr (ug(m, n))lulzdn.
M
= y(uq) f Fm, ™ YW (ugOm, n))lulzdn.
M

La formule (6).

On sait que [cf.[Co]]
— 1 — o=
Ry(1, (0 ?))f«x, v @) = [ f e 1y, a1 ).

Par passager a transformée de Fourier f, on obtient la formule (53) a 1’aider de la formule (6) :

Ry Spicsam = [ @n(; ") owouwno

= f Itllf((z _l’),zlu>w(vuy>|u|;/2dv
F

X

= 12 fFﬂ(Z _bx) g ) ul} 2y

= |t F(x, 19, b, 17 w),

donc on trouve le résultat.

(53)
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5 The decomposition of certain Weil representations and base change

5.1 Introduction

Let F be a finite field of odd order g. Let GS ps(F) be the similitude symplectic group over F of degree 8. Let
(p, V) be the Weil representation of the group GS ps(F). Suppose that E/F (resp. K/F) is a Galois field extension
of degree 2 (resp. 3).

Take A to be an étale algebra over F of degree 3, so A is isomorphic to one of the algebras F X F X F, F X E, K.
We shall construct a homomorphism from GL;(A) to GS pg(F). This map leads us to define a representation
7 = pler,a)- The sections 2 — 4 are devoted to determining the decomposition of this representation. The re-
sults are the following :

For the group G = GL,(F), let us denote by B = {(0 d

a b) € G}; let y1, x2 be two characters of F*, they provide

one character y; ® y2 of B which is defined by y; ®)(2( (g Z)) = x1(@)x2(d). We write my, \,, = Indg)(l X2

1 as the trivial representation of G ; Stg as the Steinberg representation of G ; my as the irreducible cuspidal
representation of G associated to the regular character 6 of E*. If (7, V) is a representation of G and ¢ is a character
of F*, we define the representation (¢ - , V) of G by setting - n(g) = ¥(det g)n(g).

Theorem (1). IfA = F X F x F, GLy(A) = GL>(F) X GLy(F) X GLy(F), then

= @ (75(1,)(2 Oy 12 ®7TX1‘X2) & @ (lﬁ-St(;@ﬁ'Sth&ﬁ-Stg)

X1#Ex2€lr(FX) - mod y~xy yelr(FX)

@ @ (v-168y 168y 15)® @ (mo@mo@m)

yelrr(F>) Oelrr(EX)—Irr(F*),mod 6~601

® @ ((lﬁ'StG@ﬁ'lG@WlG) ® (Y- 168Y-Ste@p-16) @ (W'IG®¢'1G®W'StG))~

Yelrr(FX)

Theorem (2). If A = F X E, GLy(A) = GLy(F) X GLy(E), then

n= @ (v 160% 14)® @ (w-Sto@¥-Sty )

yelrr(FX), Pelrr(EX),$=yoNg, yelrr(FX), Pelr(EX),$=yoNg,
D @ (7T/1,0—®HA,2> @b @ TARIIA Ag
A0 elir(F*), A£Zel(E),A=AoNg p .E=coNg A€I(EX),A%AI

® @ (wSte®¥-15).
WEl(F¥), Wl (EX), P=yoNg

Theorem (3). IfA = K, GLx(A) = GL(K), then

T = @ BCK/F(O').

oelr(GLy (F))

In order to obtain the above Theorem (3), we discuss the behavior of the Weil representation under base change ;
this is done in the final section. We prove that in finite field case, the Weil representations are invariant under the
operator of base change. This is presented as the following theorem :

Let X be a set on which there exists a o-action, we denote by X, the set of o-fixed points. Let G be a connected
linear algebraic group over the field F with Frobenius map o~. We denote by : F one fixed algebraic closure of F,
F; the o'-fixed points of F, G(F;) the F;-geometric points of G and C(G(F;)) the set of complex valued class
functions of G(F;).

Let m be a fixed natural number. Via the map Gal(F/F) -» Gal(F,,/F), we regard the Frobenius element o as
one generator for the group Gal(F,,/F). Let us denote by o= G(F,,) the subset of semi-product group Gal(F,,/ F)
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G(F,,) which consists of elements (¢, g) for any g € G(F,,). In the article [Gy], Gyoja constructs the norm map
N; which induces a bijection from the set of G(F,,)-conjugacy classes of o = G(F,,) onto the set of conjugacy
classes of G(F,)yi = G(Fi)). Through this map, he defines the i-restriction map from C(Gal(F,,/F) =< G(F},)) to
C(G(F(m,i))o such that (i—res(f)) o N; = flying(r,) for any f € C(Gal(F,,/F) < G(F ).

Let ¢ be a non trivial character of /. We denote by ¢, = o Trr,/r. Let V be a finite dimensional symplectic
vector space over F of dimension 2n. Denote by Spy,( resp. GSpy,) the symplectic (resp.the similitude symplectic)
group scheme associated to V. Let HwFi (resp. ZF,) be the Weil representation of Spy (F;)(resp. GSpy(F;)) for
I<i<m.

Theorem (4). There exists a unique representation l:[,‘/,:m (resp. E;:m ) of the group Spy(F,,) < Gal(F,,/F) (resp.
GSpy(Fn) = Gal(F,,/ F)) such that i-res(Ily,, )= HW(W ) (resp. i-res(Zy, )= E(,,FW) ).

The second section of this paper is devoted to giving the notations and recalling some well-known results about
the Weil representation[cf. [Ge],[MVW], [Sh]], the representation of the group GL;[cf. [A], [BH], [P-S]] and the
lifting of the representations of GL,[cf. [Shin]]. In the third and the fourth sections, we consider the étale algebras
A =FXF xForF xE.We adopt a method similar in [A] to decompose one reducible representation ( In [A],
Andrade considers the higher rank groups). In the fifth section, we discuss the case A = K where we use a method
similar to that of [Gan] to settle the case of a cuspidal representation. In the final section, we discuss the behavior
of the Weil representation under base change. The main references for the lifting theory of finite groups are [Di],
[DM], [Gy], [Shin].

5.2 Notation and Preliminaries

0. The following notations will be standard through the whole paragraph, they will be used repeatedly without
recalling their meaning :

— F = afinite field with odd cardinality ¢ ;

— ¢ = afixed non trivial character of the additive group of F;

E = the Galois field extension of F of degree 2 ;

— K = the Galois field extension of F of degree 3 ;

¢“ = the character of F, defined by ¢“(b) := ¢(ab) forb € F,a € F*;

— X = the set of all non trivial irreducible complex representations of an abelian group G ;

Rep(G) = the category of complex representations of a finite group G ;

Irr(G) = the class of all irreducible complex representations of a finite group G, up to isomorphism.

1. For later use, we recall some notations and properties about the Weil representation for GS py,. (cf. [Ge] and
[MVW)).

Let V be a 2n-dimensional F-vector space, endowed with a non-degenerate symplectic form ( ). For each non
trivial character i of the additive group F, we can associate the Weil representation (7, Wy,) of the metaplectic
group M p,,(F) (see [MVW] chapter 2). The exact sequence

1 — C — Mpy,(F) -5 S pou(F) — 1

is splitting. Since the group S p,,(F) is perfect, there exists one unique section morphism i from S p,,(F) to
Mp,,(F), such that p o i = Idg,,,. Via the map i, we could obtain the Weil representation (7, S p2,(F), Wy). One
can extend it as a representation of GS p,,(F). That is py, = Indg;i” i‘F()F ) 7y ; It is observed that p,, is independent on

¥ (see [Ge] Theorem 2.15). Hence we could omit ¢, only write p briefly.

The study of the Weil representation often involves an explicit model on which the representation is realized.
For later direct use, here we recall one natural model :

Let V = V, @ V_ be a complete polarization for V, let {vi,...,v,} be a F-basis of V,, and {v{,...,v;,} be
B
)
a € Endp(V,), B € Homp(V_,V,), ¥y € Homg(V,,V_), 6 € Endp(V_). The group GS p(V) is generated by the

its dual basis in V_. Every element g € GS p(V) can be written in the following form : g = where
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set {h(a), u(b), h'(t), w} (see [A] page 163), where h(a) = (g aq,) , a’ is the contragredient of a ; u(b) = (1 b)

0 1
. . , 1 0 % 0o 1\ . , ,
for a symmetric morphism b € Homg(V_, V,); I'(¢) = 0 ¢ JdeF w= 1 0 with w(v) = V!, w(v)) = —v;.

The Weil representation p of GS p(V) can be realized in the space W_ = C"-*Xf . More precisely the action of
GS p(V) on W_ is determined by the following formulas (see [Sh] page 270) :

(P(h(@)F)(y, ) = x; (dety, ) F(a”"y, ), (54)
1
(Pb)F)y. ) = (5 (by. YD (. ). (55)
(PF)¥) = g™ )™ Y. Fle p)u(z 0™ 6))), (56)
zeV_
(o (DF), ) = F, '), (57)

where y € V_, ¢ € Xp, g() = Y ep ¥(x), x; = Legendre symbol (£)-

2. We sum out some knowledge about the irreducible representations of the group GL,(F) , and also of the Borel
subgroup B of GL,(F). (see [BH] chapter 2 and [P-S])

We write G = GL(F), B = {(g z) €G), N = {((1) ’f) €G), T = {(g 2) €G), M = {(g ’i) €G), Z =

a 0
& <o
Proposition 5.1. The following is a complete list of the isomorphism classes of the irreducible representations of
G:
(1) my,,, Wwhereyx # x» are characters of F*;
(2) Y1  where y ranges over the characters of F* ;
(3) Y-St where  ranges over the characters of F*;

(4) mq where 0 ranges over the regular characters of E*.
The classes in the list are all distinct except that in (1) ny, ,, = 7y, ,,, and in (4) ng ~ me.

Now we investigate the behavior of the representations of the group B : let o, ,, be the character of B, which

8 Z)) = xi1(a)x2(d). Let o be the unique irreducible representation of M of dimension
> 1 and ¢ be a character of F*. Attached to o~ and ¥, there is an irreducible representation @ o= of B, where
W ® 0)(zm) := Y(z)o(m) forz € Z,m e M.

is defined by 0')(1,)(2((

Proposition 5.2. The following is a complete list of the isomorphism classes of irreducible representations of B :

(1) 0y, y, forany pair (x1,x2) of characters of F* ;
(2) y®o  for any character  of Z.

For convenience use, we describe the decomposition of each irreducible representation of G when it restricts
to the subgroup B :

Proposition 5.3. (1) Res§(y-16) = 0y y-
(2)Res§G( - Stg) = oyy @ Y ®0.

(3) Resg(ﬂxwm) SO0y D Opop ® X142 0.
(4) Res$(mp) = O« ® 0.

Proof. See the table in [A] page 87. O

3. Let L be the Galois field extension of F of degree n, one knows that that there exists the Base change operator
Berr  It(GLy(F)) — Irr(GLy(L)), which involves some equalities about the characters and one may see [Shin]
for more details. For later direct application, we describe the explicit behavior of this operator in terms of the
classification of the irreducible representations of the group GL, in the case n = 2, 3.
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Proposition 5.4. (1) If[L: F] =2,

()Bepr(mg, z,) = Iz, =, where E; = & o Nyyp as characters of L, fori=1,2;
(ll) BCL/F(W . lGL/z(F)) =VY. lGLg(L) where ¥ = lﬁ o NL/F as characters OfL>< N
(lll) BCL/F(W . StGLz(F)) =Y. StGLz(L) where ¥ = lﬁ o NL/F as characters OfL>< 5
(iv) Ber/r(mg) = g ga.

(2If[L:F]=3

() Bepyr(mg, &) =z, =, where E; = & o Nyyr as characters of L* ,fori=1,2;
@) Beryr - 1) =¥ - Lo,y where Y =y o Ny as characters of L* ;
(lll) BCL/F(W . StGLz(F)) =Y. StGLz(L) where ¥ = lﬂ o NL/F as characters 0fL>< 5
(iv) Bep/p(mg) = e where [Fy : F]1=2,[Ly : L] = 2,L; 2 Fy,6 € Irr(F{)~Irr(F*), © € Irr(LY)~Irr(L™), and © =
6 o Np,/F, as characters of LY.

Proof. See [Shin] Section 4, page 410—414. O

5.3 The decomposition of the Weil representation over GL,(F)XGLy(F)XGL,(F)

5.3.1 Preliminaries

a b 1
0 d 0 0 b

1
G},Zz{(g g)eG};h(r)z(S r(_)l),u(b)z((l) ll’),h'(t)z((l) ?),w:(? é),wz(_ol (l))elementsinG,

S 3 = the permutation group of 3 variables.

In this section, we denote by : G = GLy(F), H=G X G, B = {(

)eG},N:{( b)eG},T:{(“ O)e

Let V be a vector space over F of dimension 2, endowed with a non-degenerate symplectic form ¢, ), let {e}, e>}
be one canonical basis of V i.e. (e1,e2) = 1, {es,e;) = —1. We attach the vector space V® = V ®r V ® V with
the symplectic form induced from V, then there exists a homomorphism from GS p(V) X GS p(V) X GS p(V) =< §3
to GSp(V®3), we denote it by p. By the fixed basis {ej,e;} of V and {e; ® e; ® x|l < i, j, k < 2} of Ve, we could
identify the group GL,(F) with GL(V), and also the group GS pg(F) with GS p(V®?).

Let p be the Weil representation of GS p(V®?), through the morphism p, it gives rise to a representation ' of
the group GS p(V) X GS p(V) X GS p(V) =S 3. Let us denote by 7 the restriction representation of 7’ to the subgroup
GS p(V)xGS p(V)XxGS p(V). We denote by , V& = {(x e V|x € Fe;@VRV), V& ={ye V®B|ye Fe,@VaV).

a alz)
ay  axn)
So we could identify _V®3 with the matrix ring M,(F) as vector space over F. The representation 7 of the group
G x G X G can be realized in the vector space W = CM2(F)xXr |

Every element y € _V®3 has the form y = Zik:l ajres ® e ® e, which corresponds one matrix m = (

Proposition 5.5. The representation (n,G X G X G, W) is determined by the following formulas :

(D(r(h(a), 1, D f)(m, ) = f(am, ),

Q) (7 (ud), 1, 1) f)(m, ) = (b det(m)) f(m, ),

Bk (1), 1, Df)m, ) = fm,y),

@, L, D)m,g) = ¢ Tnewr) Y(Bm, m) f(n, ),

(5)(x(1, 82, 83)f)m, ) = f(det(gag3)gy me3 ", yetse™),

where g2,83 € G,m € M,(F), ggz the transpose matrix of g3, B(m,n) = mynyy + moyny| — myany — myny, for

m= (mll mlz)’ n= (nll nlz) e My(F).
nap

mpp My n21
Proof. 1t follows from the formulas (1)—(4) in subsection 2.1. |

We consider the set S = {(m, mp)lm; € Rep(G) such that (r; ® m,)|z = Id}. For each pair (71, 71;) € S, it de-
termine a representation (71 ® m, Vi ® V») of the group H. Let Rep,(H) be the subcategory of Rep(H) where the
objects consist of (1 @ w2, V| @ V,) for 1y @ 1, € S. We also write Irry(H) as the set of isomorphism classes of all
irreducible representations of H, which appear in the subcategory Rep,(H).
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Now we concentrate on the decomposition of the representation (7, G X G X G, W). Using the method in [A],
first we associate one representation (7, G, W[ ® 7, ]) for any representation 7y ® 7 € Irro(H). The vector space
Wl ® m,] consists of functions f : My(F) X Xp — V1 ® V; such that :

f(det(g1g2)g7 " mg3 ", w187y = (my(g1) ® ma(g2)) f(m, ), (58)
where (g1, 82) € H,m € My(F), ¥ € Xr ; and the action of G is given by the formulas (1)- (4) in Proposition 5.5 .

Proposition 5.6. For the representation (n,G,G X G X G), we have the following decomposition :

W= @ Wir @m]® Vi V,.

m®myelrrg(H)

Proof. The representation W has the following decomposition W = &z, er,etrro(H) Wrer, ® V1 ® V2 and we have the

identification of vector spaces Wy gr, = W ® (V; ® Vz)IXGXG ~ Homxoxg(W,CQ V; ® V») =~ W[V; ® V>]. |

Let (&, V) be the contragredient representation of (o, V) of the group G. Recall the Cartan involution 6 : G —»
G; g —> (g")7!. It is well-known that & ~ ¢ o 6. By applying this special result for G, and also the isomorphism
of vector spaces 4 : V| ® V2* —> Home(Vo, Vi);vi ® v; — 0y e where <Pv,®v;(V2) = (v;,vz)vl, we could
obtain the isomorphism of the representations of H : (7} ® m, V) ® V) = ([n1, 71 o t], Home(V,, Vy)) where
([, m 01](g1, 22)(p) = m1(g1) oo nz(g’z) for g1, g2 € G, ¢ € Home(V,, V1). Now let W[r, ] be the vector space
which consists of all functions f : M»(F) X Xr — Homg(V,, V}) such that :

f(det(g182)g7 " mgy ", @18y = 1(g1) o f(m, ) 0 ma(gh). (59)

Hence the following proposition is straightforward :

Proposition 5.7. Let m @ w5 € Irrg(H). Then (n, G, Wm @ ma]) = (w0, G, Wmy, m2]), where the action of mo(g) on
Wlny, m] is given by the formulas (1) — (4) in Proposition 5.5, for any g € G.

5.3.2 Description of the vector spaces W([r, 7]

For 1 ® m; € Irrg(H), we write Wry, m21(€) = {f(EIf € W[ny, 1], & € M X Xr}. Now we define a H-action on
the set M>(F) X Xr as follows :

(81, 82)(m, ¥) := (det(g; ' g5 )gimgh, Y™ €1¢?), (60)

where (g1,82) € H, ¢ € Xp,m € My(F). It is observed that W[mr;, m21(¢) = FiXgome(v,,v,)(Stabg(€)) where & €
M, (F) x Xg, more precisely

Wi, ml() = g : Va — Vilm(g) o9 = gom(gh ) Vg1, € Stabu(£)). (61)

Let us determine the H-orbits in M,(F) X XF, they are of the following three kinds :
(i) Orbit {&,} where &, = (((1) (1)) ,¢") foranyae F*;

(ii) Orbit {5} where 7 = (((1) 8),¢);

(iii) Orbit {5} where 6 = ((8 8) ,0).

And by straight forward calculation, the corresponding stabilizer of the given representative element in each
orbit has the following form :

(i) Stabp(&,) = {(g,87"lg € G

(ii) Staby(n) = {(sn1, sna)ls € T,ny1,ny € N}

(iii) Stabg(6) = {(g1,82)l where g1, € G and det(g182) = 1}.

To obtain the dimension of the vector space W[ry, m,], we state the lemma :

Lemma 5.8. (1) W[, m1(&,) # 0 iff my =~ my, in this case dime Wmy, m3](€,) = 15
(2) Wlry, m2](n) = 0 except the following cases :
(a) dimc W[ﬂ/\’lsXZ’ﬂXlst](n) =2,
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(b) dimc W[y - 16,¢-16]1(m) = 1,
(c) dime W[y-Stg, ¥-Stgl(n) = 1,
(d) dime W[y-1g,¥-Stgl(m) = 1,
(e) dimc W[y-Stg, ¥+ 161(p) = 1,
for characters y # x2, ¥ of F*;
(3) Win1, m21(6) = 0 except w1 = my = Y- 1g, in which case dimc W[y - 16,4 161(6) = 1, for character y of F*.

Proof. (1) Wlny, m](€a) = {¢ : Va — Vilmi(g1) © ¢ = ¢ o my(g;'") where (g1, £2) € Staby(&,)} = Homg(Va, V1).
(2) We notice that W[, m](n) = Hom(VY, V{V ), therefore if 7y or m; is not the principal series representation
then W[my,7;](7) = 0. And for (7, V) = Indg x where y = x| ® x» is the character of group 7. VN is generated
by the functions f, and g,, with supp f, = B and supp g, = Bw’N. They satisfy f,(tn) = x (1), g, (tnjw'ny) = x(@).
Consequently by considering the action of 7', we obtain the result.

(3) Wlny, m1(6) = {¢ : Vo — Vilmi(g1) o ¢ = p o ma(g;')  (81,82) € Staby(0)} ={p : Vo — Vilmi(g) o ¢ =
¢ o my(g2) where g1,8> € G, det g; = detgy}. By explicit analysis of the representations of G, we obtain the
result. O

Corollary 5.9. For any irreducible representation my @ my € Irrg(H), the dimension of the representation
(7o, G, W[ry, m5]) is presented as follows :

(i) dimc W[ﬂ)(l,)(zvn)(l,)(z] =q+1,

(ii) dimc W[y - Stg, ¥ - Stgl = g,

(iii) dimec Wy - 1g, ¢ - gl = g+ 1,

(iv) dimec Wlmg, mgl = q — 1,

(v) dimc W[y - Stg, ¥ - 16) = 1,

(vi) dimc W[y - 1,4 - Stg) = 1,
for the characters x|, # x2,¥ of F*, the regular character 0 of E*. And the above list are all representations
m ® my € Irrg(H), such that W(ry, mp] # 0.

Theorem 5.10. The decomposition of the representation (n,G X G X G, W) has the following form :

m= P (T2 ®7 @70 @ D (v-Ste@y-Steay-Ste )

X1Ex2€lr(F*) - mod y1~x5 Yelrr(FX)

@ @ (v 18y 168y 16)® @ (mo@mo@m)

yelrr(FX) gelrr(EX)—~Irr(F*),mod 0~64

® @ ((lﬂ'StG@!/'lG@elf'lG) ® (Y- 168Y-Ste@p-16) @ (¢'1G®¢'1G®¢/'Stc))~

YeElrr(FX)

Proof. Since rr = Res(G(;XfXXGG)XS * 7/, by the Clifford theorem, the representation x could be written as the direct sum

of the following three kinds of forms : (1) 10 ® 1o ® 1o for 79 € 1r(G) ; Q) T1 ® T @ T + TIQTH QT + T2 ® T ® T}
forty 272 € Ir(G); B) T(®T|®TL+T(®T,®T| +T| T ®TH, + T ®T, BT + T, ® T ®T| + 7, ®T| @7 for three
different representations 7, 7|, 75 in Irr(G). Comparing the result in Corollary 5.9, we can obtain the theorem. O

5.4 The decomposition of the Weil representation over GL,(F) X GL,(E)

5.4.1 Preliminaries

a b

b a O
0 d 1

In this section, we denote by : G = GL,(F), B = {( ) € G}, N = {(é ) €G}, T={ 0 d) €eG}, Z =

a 0 , _Ja b , 1 b , _fa O , _fa O
{(O a)eG};H:GLz(E),B—{(O d)eH},N—{(O l)eH},T—{(O d)eH},Z—{(O al €

r 0 1 s, (10 , (01 (0 1 .
H},h(r)—(0 r-l)’“(b)‘(o 1),h(t)—(0 t),w —(1 O)’w_(—l O)elementsmGorH.

For matrix g € M,(E), we denote by g’ the corresponding transpose matrix, g the conjugate matrix and g* := g
Let M = {g € M,(E)|g = g™}, it is a vector space over F of dimension 4, and one considers the quadratic form g on
it, which is defined by the determinant of the matrix. There exists a homomorphism from GL,(E) to GO(g), which
is defined by & - m := hmh* for h € H,m € M. Let V be the vector space over F of dimension 2, endowed with
symplectic form ¢, ). Clearly it induces a map from G x H to the group GS p(V ®r M) =~ GS pg(F). Similarly as in
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section 5.3, we consider the restriction of the Weil representation (o, GS ps(F), W) to the group G X H, and denote
itby (r,G x H,W).

The Weil representation (7, G x H, W) can be realized in the space W = C**X¥ the action of G x H on W is
determined by the following formulas :

(n([h(a), \)F)(m, ) = F(am, ), (62)
(x([u(b), IDF)(m, ) = (b det(m))F (m, ), (63)
(n([w, IDF)(m,¢) = —¢~* Z F(n,p)¢(B(m,n)), (64)
nemM
(=K (6), \DF)(m, ) = F(m, "), (65)
(x([1, ADF)(m, ) = F(h™'mi*™" N p(det(h)), yNer @y, (66)

where h(a), u(b),h'(t) e Gy h e Hom € M,y € Xg; B(m,n) := g(m + n) — g(m) — g(n) form,n € M.

Let U = {x € EX|Ng/r(x) = 1}, we regard U as a subgroup of H. Let Irro(H) be the set of isomorphism
classes of the irreducible representations of H, which are trivial over U. For each representation (71, V) € Irro(H),
we associate one representation (my, W[mi]) of G, where the vector space W[m;] consists of all the functions :
f 1 M x Xp — Vj such that

F(™ mh* = N p(det(h)), yNer D™Dy = () o f(m, ), (67)
where h € H, (m,¥) € M X Xr and the action of G on W[n] is given by the formulas (62)—(65).

Proposition 5.11. For the representation (nr,G X H, W), we have the following decomposition :

n= @ Wi 1® V.
(1, V1)€lrro(H)

Proof. The representation W has the decomposition 7 = &, v,y Wiz, 1 ® Vi then Wy, = (W ® Vi Y ~ Homy(W, V).
The action of G on W[r] arises from the definition of 7 and the above isomorphisms. |

5.4.2 Description of the vector space W[r]

For (rry, V1) € Irrg(H), we define W[r](€) = {f(€)|f € W]} and a H-action on the set M>(F) X XF as
h - (m, @) := (hmh* Ng p(det(h)) ™", yNer @)y where h e H,y € Xp,m € M. (68)

It is observed that W[r;1(£) = V"€ for any & € M x Xp.

Proposition 5.12. For the action of H on M X Xp.
(1) The distinct orbit of this action can be described as follows :

(i) Orbit {&,} where &, = (((1) ?),qﬁ“) forany a € F*;
(ii) Orbit {n} where n = (((1) 8) ,P);

(iii) Orbit {5} where § = ((8 8) ,0).

(2) The corresponding stabilizer of the canonical element in each orbit is presented as following :
(i) Stabgy(&,) = U2, E) where U2, E) = {h € Hhh* = 1};

(i) Staby(y) = Hy where Hy = {h = (g ZZ) lu,v € U,b € E};

(iii) Staby(6) = Ha where Hy = {h € H|det(h) € U).
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Proof. We transfer the H-action - to another H-action © where © is defined by h © (m, ) := (hmh* ,yNerr@eh™)
and the map @ : H — H;h +— h/det(h) is a group isomorphism. Since a(h) © (m,y) = h - (m,y), it reduces to
consider the action ©.

(1) Every element m € M corresponds one hermitian form over 2-dimension E-vector space V. By the property
of hermitian form over finite field and the surjection of the morphism Ng,r : EX — F*, wecan find h € H
such that hmh* = diag(a, b) where (a,b) = (1,1), (1,0) or (0,0). Consequently one can calculate the stabilizer
H,, = Staby(diag(a, b)) and determine the orbit of H,;-action over Xp.

(2) It is straightforward. o

Let us determine the dimension of the vector space W[n] for each 7| € Irro(H).

Lemma 5.13. Let (1, V) be an irreducible representation of H, which belongs to Irro(H).
(1) Form; =¥ - 15 where ¥ € Irr(EX) :
(a) If ¥ # W9 then W[m]=0;
(b) If ¥ = Y9 then dimc W([r](&,) = dime W[r](n) = dime W[m](0) = 1.
(2) For m; =¥ - Sty where ¥ € Irr(EX) :
(a) If ¥ # Y9 then W[m] =0;
(b) IfY = Y1 then dimc W[r](¢,) = dime W[m](n7) = 1 and dime WY - Stg](6) = 0.
(3) For my = llax where A # £ € Itr(EX) :
(a) If A = A1, 2 =29 then dimgc W[IIA 5](&,) = 1, dime W[IIa 1) = 2, dime W[IIAx](6) =0,
(b) If A =3%9,% = A then dimg W[IIA5](€,) = 1, dime W[IIx 5](77) = dime W[IIAx](6) = 0;
(c) forthe other kind of A # X € Trr(E*) WI[IIpx] = 0.
(4) For my = llg where ® € Irr(Elx) — Irr(EX) for some quadratic extension E| over E :
(a) W[llg] = 0.

Proof. (1) It is easy checked that the image of the map det : Stabgy(¢) — E* is U whence & = &,,n,6. It implies
that V| = VlS b () i P is trivial over U.

(2) Let us denote by (3, V3) = Indg, (¥ 1p), since W[m](&) = WY - 14](&) @ WY - Sty](€) for & = &,,1,6. So it
remains to determine the dimension W[m,](¢) for & = &,,7, 6.

For & = &,, Staby(&) = Us(E) = {(g (1) _‘I’ﬂ :q)m € U,a,b € E,Ng/r(a) + Ng/r(b) = 1} and G = BU(E) U

B((l) _11) U,(E). So VZUZ(E) is generated by two functions a, 8 in V, where supp(a) = BU,(E), a(bu) := ¥ - 15(b)
forb € B,u € Uy(E) and ¥ - 1 is trivial over BN U,(E) ; supp(B) = B((l) _11) UZ(E),ﬁ(b ((1) _11) u) =¥ 15(b)

-1
and ¥ - 13 is trivial over B N (0 ! )Uz(E)((l) _11) . By a calculation, we obtain @ # 0,8 # 0if ¥ = ¥9;

1 -1
a=B=0if ¥ # P.

For & = n, Staby(¢) = H) = N'~<T" where T" = {(u

0
that Vé\’ "is generated by two functions fy, gy (notations as in Lemma 5.8). Consequently by considering the action
of T”, we obtain : if ¥ = W9, fy, gy € V;" Jif W # W9, V;’I =0.

For & = 6, Staby(8) = Ha, G = BH> and BN H, = {(g Z

8) |u,v € U} therefore Vf '= (V))T". And it is well-known

)Iad € U}. It implies that dim¢ V2H2 = I(resp. 0) if ¥ is
trivial (resp. not trivial) over U.
(3)For ¢ = &, VlU 2B §g generated by two functions a, 8 in V| where supp(a) = BU»(E), a(bu) := AZ(b) for

b € B,u € Us(E) and A ® ¥ is trivial over B N Us(E) ; supp(B) = B(? _1]) Ua(E), B(b (? _11)14) = A®X(b)

-1
and A ®ZX is trivial over BN ((1) _11) Uz(E)((l) _11) . By a careful calculation, we obtain : if A = A, X = Z9 then
a#0,0=0;if A=%9,2 = A?thena = 0,8 # 0;in other case @ = 3 = 0.

For & = n, Staby(§) = N’ < T"”, and V{V' is generated by two functions f 5, gax. By considering the 7""-action on
V{V', we obtain : if A = A7, X = X9 then fos,gax € VIHl ; in other case Vfi‘ =0.

For & = 6, Staby(€) = Hy and G = BH,, BN H, = {(g Z

f(bh) = (A®Z)(b) for b € B,h € H and A ® X is trivial over B N H,, it implies Vfiz =0.
(4) For & = &,, Us(E) 2 SU(E) = S Ly(E) N Uy(E) and there exists 1 € H such that AS U>(E)h™" = S L,(F) (see

)lad € U} then Vf{ * is generated by function f where
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[A] page 242). Hence V> c v V2B ~ SR -
For ¢ =n,6, H; 2 N’ and V{V' = 0 which implies that VIH" =0fori=12. o

Corollary 5.14. For any irreducible m, € Irro(H), the dimension of the representation (my, G, W[n]) is exhibited
as follows :

(i) dimc W¥ - 1gl=qg+1 ¥ =P Yelr(EX),

(ii) dimc W[¥ - Styl=¢q  if¥Y =97 ¥ e lr(EX);

(iii) dimc Wlllasl =g+ 1 ifAZelr(EX)and A #Z,A = A1, X =%9;

(iv)dimc W[llps]=g—-1 ifAZelr(EX), and A #+Z,A =X1,% = A9,

the above list are all representations nty € Irrg(H), such that W[r;] # 0.

5.4.3 Determination of the representation (7, G, W[r])

(1) For the representation (7o, W[m;]) where 1y = ¥ - 1y ¥ = ¥ € Ir(E*) and ¥ = ¢ o Ng/r for some
W € Irr(F™).

The vector space W[r;] is generated by functions {F,, R, S : MxXr — V| forany a € F*}. They all satisfy the
equality (67). And supp(F,,)= Orbit{£,}, F(£,) = vo € VI for any a € F*; supp(R)= Orbit{n}, R(n) = v € VI ;
supp(S )= Orbit{s}, S(6) = v, € VIH *. By referring the explicit action, we obtain the following formulas (see my
thesis for more details) :

(M 7o(h(N)Fy2) = Y Fa; (D) mo(W ()Fy = Fa; (D) moub)Fy = ¢“(D)F4; (IV) mo(h(r)R = R; (V)
mo(h' (DR = Yy(OR;

(VD) myud)R = R;  (VID) mo(h(r))S = S5 (VI mo(R'()S = ¢(0)S; (AX) moud)S) = S; (X)
mo(w)S # S.

By the above formulas (I)—(IX), we have the equalities :

1
w(y P = vy PR = wemrs ay Phs = wemss ndg Pr. -

r

u/<r2>¢”<r-'>Fu;no<((’) i))R=lﬂ(72)R;7To((6 i))S =¢<r2>s;hencexm((0 (r’)>=<q+1>w<r2>,xm<(’o‘ 0))=

r
2(r1ry) and )(,,U((S l)) =y(r?) fort,tr,r,r1 # 1 € FX. Tt implies that the restriction of my and - Indg lcon B

coincide with each other, i.e. Resg(no) ~ 20, ®Y> @0 and the isotropic component 20, is spanned by functions
{R,S}. By Proposition 5.3, my =~ i - Indg lg---(1)ormy = 2y - 1 @ 7y for certain regular character 6 of E* - - - (2).
But by formula (X), mo(w)S # S which means that 7y has only one isotropic component ¢ - 1 that is generated by
R, hence the above case (2) is impossible. Finally we obtain o ~ ¢ - Indg Ig.

(2) For the representation (mp, W[m]) where 1y = ¥ - Sty ¥ = ¥ € Irr(E*) and ¥ = ¢ - Ng/p for some
W € Irr(F™).

The vector space W[r;] is generated by functions {F,,R : M X Xr —> V; for any a € F*}. They all satisfy
the equality (67). And supp(F,)= Orbit{¢,}, Fu(£,) = vo € V> for any a € F*; supp(R)= Orbit{n}, R(y) = vy =
G fy—gy € VlH ' (notation as in Lemma 5.8 ). We can see :

(XD) mo(A(r)F g2 = Y(r*)Fy s (XID) mo(h () F gt = Fo5 (XI) mo(u(b))Fy = ¢“(b)Fa 5 (XIV) mo(A(r)R = R
(XV) mo(W' ()R = Y(DR 5 (XVD) mo(u(b))R = R.
Similarly as the table C in [A] page 247, we consider the action of H; on the set {n € M,rankn = 1}, then

(@R =g ) R(n,¢>>¢(3(((1) 8)n))

neM,rank n=1

e 13 0 A X R O OF Ce  PE  F RS

beE
== Y |+ olo) ) m{ut-b) ((1’ é) )vl}
SEF* beE

=—q[(qg - Vv +vi] = —q 'v1.
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It implies that (XVII) mo(w)R # R.
By the formulas (XI)—(XVI), we obtain Resg(ﬂo) = Resg(zp - Stg). Consequently by the formula (XVII), g has
no ¥ - 15 isotropic component. Hence by comparing the result in Proposition 5.3, we obtain my ~ i - Stg.

(3) For the representation (79, W[m;]) 7 =1y A #Xand A =210 Ng/p, X = 0 o Ngjp € Irr(E).

Vf’ = Vf’ "is generated by functions {fx s, ga sz} (notations as in Lemma 5.8). Let A : M X Xy — V; such that
it satisfies (67) and supp(A)= Orbit{n}, A = fos. Then:

asmstr=a(y -5 ' 5 0 -ma Yo

= HA’z( (xo 2) ) o fA,Z = A(x‘l)E(x)fA,z = ﬂ(r_l)O'(I‘)fA,z where NE/F()C) =r. It 1mphes

ro(h(MNA = A Ho(NA. (69)

(R 0)))mA( ((1) 8) ") = A(Nie (x)(g (1)) ((1) 8) ()(C)q (1)) e
- HM:( (g (1))) ° Aly) = H"si( (S (1))) o fax = AX)faz = AO faz = AWAG), where Ng/p(x) = r. It implies
ﬂo(h’(l‘))A = A(DA. (70)

By the formulas (69)—(70), we obtain 7T()( (g ?) )A = A(t))o(t2)A, it implies Homg(mr, Indg A® o) # 0 and
2

dim¢ 7y = g + 1, finally we obtain my ~ 7, .

(4) For the representation (mg, W[mr;]) m =Ty A #XZelmr(EX)and A = 29, X = A1,

We start with recalling some explicit models for certain representations(see [A] for more details) :

Model for m; =IIpx : m; could be realized in the vector space V| where V| is spanned by functions
v 1 E> x EX — C such that v(a(ej,ez);a'b7les) = A(@)Z(b)v(e),er;e3)--- (%) and (n(h)v)(er,er;e3) =
v((ey, e2)h; ez det(h)™") for ey, e, € E;a,b,e3 € EX,h € H.

Model for the cuspidal representation w5 of G, associated to the regular character A of E* : w5 could be real-

ized in the vector space C*F, where the action is following : (1) 7r,\( (6 (r)) ) f=AS; Q) (mx ((l) (t)) f )(lﬁ) =
W 3) (ma (é f) W) = v©f@): @ (@)@ = ~¢7" Zyep WTrerGNAO) @) where
Y€ Xp,t,re F*,seF.

Now we concentrate on the representation (my, G, W[r]). The vector space W[n;] is generated by functions
Fu: M xXp — Vi, it satisfies (67) and supp(F,)= Orbit{&,}, F.(¢,) = vi € V/*® for any a € F*. Using the
above model, we choose one element v; as follows : v : E2x EX —s C, it satisfies above (%) and supp(v1) = Uuer

Orbit {(1, ue_1; 1)}, vi(1, ue_;; 1) = A(u) where Orbit{(1, ue_; D}={(a, ue_ a;a='b™") € E*> x EX|a,b € EX}, e_, is
one fixed element in E* such that Ng,r(e_;) = —1. It can be checked that v; € VIUZ(E).
We define an intertwining operator between mp and my by j : mp — Wn(l; f +— j(f) = Duerx f(@D)F,, ie.

JOED = f(¢*)vy. One can verify that
J(ma(@)f) = mo(g)j(f) for g € B. (71)

Consider the action of w :

(ro(@)(N)(€n) = =g ) ¢"(BAdy, m) j(F)(n, ¢°)

neM

= —q AUNE)™ ) ¢"(B(1dy, Niyp(det(r)h™ h* ™)) j(H(Ng r(det()h™ h*!, ¢%)
heH

= —q U™ ) ¢ (B(1dy, Niyr(det(r)h h* 1)) fgNer @Oy (ywy
heH
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replace /i by h™' det(h)

g UAEN" Y ¢ (B(1dy, hir*)) £ N @Oy (h™! det(h)vi.

heH
Let
K= =g 2 {UE)™ Y ¢°(B(Idy, hi*)) (™o D)y (57" det(yvi )(1, €15 1)
heH
and
K = —g 2 |U(E)|™! Z ¢ (B(Xdy, hir*)) (¢ Nerr )y (™" det(h))vy )(1, €13 1) for any s € F*.

heH N p(det(h))=s

j— A
Then x, = e X5,

K= =g BN D" ¢(Npr(@) + Ngsr(B) + Nyr(y) + Ny (6)) f(@° Wi (6 = yeo1, =B + ae_y; det(h™"))
heM

Brae
0 —vye_;
(72)

where M ={h = (3 g) € H|Ng/p(ad —By) = 1; =B+ ae_; = uje_1(6 —ye_1),6 —ye_; # 0 for some u; € U};

= g IULEN ) ¢°(Nepr(@)+Neyp(B)+ Ny () +Niggp(6)) f(9DA (6~ ye ) AY (@5 —Bymi (1,
heM

By equations : {@d — By = up; -+ ae_; = uje_1(6 —ye_1) and § — ye_; =y where uj,u, € U,y € E*}, we change
the variables {a, 3,7, 6} by {u1, us,y,v}, then :

T == 1B Y ¢ (TryrGuig 'y )AG 'y =) (6%

uy upelU,ye EX,yeE

1

DL TG AT @) = ~a7 Y (TrerGDA)f(@Y),

(q - 1)q yEEX YEEX N /r(y)=1

Similarly we obtain

== ) HTre A f@ D).

YEEXNg/r(y)=s

Finally
Kao=—g"" ) HTrerGDAG)F@ )

yeEx
and VlU 25 is one dimension, it implies that :

(mo(w) j(N))Ea) = jra(w) )(Ea)s
which means mo(w) j(f) = j(ma(w)f), Hence my =~ ma. Finally we achieve the main theorem in this section

Theorem 5.15. The decomposition of the representation (x, G X H, W) is following :

n= @ Y 16®F- 1y @ @ - Stg®¥- Sty
et (FX) Welr(EX), ¥ =N, ¢ Yelt(F*), Pelrm(EX), ¥=yoNg)

(&3] @ 7T/1,0—®HA’2 (] @ 7TA®HA’M
Atoelr(FX), A#Zelrr(EX), A=AoN g p Z=0oNg/p A€lir(EX),A£A?

® & UStRY- 1.
welr(F*) Welrr(EX), Y=yoNg,
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5.5 The decomposition of the Weil representation over GL,(K)

5.5.1 Preliminaries

In this section, we denote by : G = GL>(K), B = {(g Z) €G), N = {(é 11’) €G), T = {(g 2,) €G), Z =

{(g g)eG};Gal(K/F)=(0'>; u(b)=((1) ll’) for b € K, h(a,d) = (0 2) fora.d e K%, w:(—ol (l))EG'

Let V be the vector space over K of dimension 2, endowed with symplectic form (, ), we fix one canonical basis
{e1,ex}ie. (e, er) = 1,{es,e1) = —1.Clearly V ~ K®r V; as K-vector space, where V) is a symplectic vector space
over F, generated by the canonical basis {e|, e;}. Via this isomorphism, we identify V with K®g V), one could define
the Galois group Gal(K/F) acting over V as follows : Gal(K/F)XK®r Vo — K®r Vo; (0, 2; ki®e;) — 3 k7 ®e;,
naturally o € Endp(V). Now let W = V®g V®g V be a 8-dimension vector space over K, equipped with symplectic
form induced form V. Let us consider the twisted Galois action on W, defined by : Gal(K/F) X W — W; (o, w =
2iui®vi®w) > Tw =3, w @ul ®v. Let GS p(W) be the corresponding similitude group of the symplectic
K-space W, there exists a morphism GL(V) X GL(V) X GL(V) — GS p(W); By the fixed basis {e;, e} of V, we
identity GL,(K) with GL(V), also GS p(V) with GS pg(K). At the same time, we define the twisted Galois action of
Gal(K/F) on G X G X G, that is Gal(K/F) x(GxGxG) — GXGXG;(0,h=(g1,82,8)) — Th=(g5.87.85
Let us denote by Wy = {w € W|%w = w}, G = {h € G X G X G|”h = h}, it verifies “h - “wg = 7(h - wg) for
he G, wy € Wo.

Proposition 5.16. (i) Wy is a vector space over F of dimension 8 and W ~ Wy®g K, the restriction of the symplectic
Jorm {,)w to F-vector space Wy is a F-symplectic form. .
(ii) There exists a group morphism p’ : G < Gal(K/F) — GSp(Wp)and i : G ~G; g +— (g,87,87 ).

Proof. (1) See below.
(ii) We only indicate the definition of the map p’ : p’((i(g), )X u; ®vi®w;) := i(g‘r)( 2iul @V ® wf) for g € G,
Diui®v;@w; € Wy. O

For later application, we describe the symplectic F-vector space Wy, thatis Wy = {wg = xe| ®e| ®e; +ae; Qe ®

2 2
er+a’er®e®ej+a’ e ®er®e +67 er®e1®er+7e1®er®er+Per®er, ®e +ye, ®erQes|x,y € Fiya,B € K}.
Every element wg € W, is well-defined by the corresponding coefficient, for later free handwrite, we only write

wo = (; ;y) instead of the whole term. The symplectic form over F-vector space Wy is defined by
(wo, wo) = xy" = x'y = Trgyr(af’) + Trg r(a’B) for wy = (; a) W = (;, a/)-

Let Xo = {wy = (0 0

F and Wy = Xy @ Yy is a complete polarization for Wy. Via the morphism p = io p’lg : G — GS p(Wy), it

[wo € Wol, Yo = {wy = (2 S) [wo € Wy}. Then Xy, Yy are two vector spaces over

gives rise to a G-action on W,. The explicit description is the following : let g = Z d) € G,wy = x ny ; then

g wo = (; ‘; ) where X' = Ng/p(a)x+Trg r(aa”b” @)+ Trg p(bb”a” B)+ N p(b)y : o’ = aa”c” x+(aa’d” a+
ba”c” a" +ab”c” a" )+ (bb"c(r B+ ab”d" ,8" +ba”d” ,8" )+ bb"d” v B = dd b y+ (da"’a‘r B+ cd”b” ,8”
dc b ﬂ(’ )+ (cc”b” a+dc”a” a” +cd’a” ) +cc%a” x Y = Ng/r(d)y + Tr;(/p(dd‘rc(r B)+ TrK/F(cc(’d(r @) +
Nk, r(c)x. We write element g € GS p(Wy) in the form of g = (i Z) where a € Endp(Xy), b € Hompg(Yy, Xo), ¢ €
Homp(Xy, Yy), d € Endp(Y)).

Corollary 5.17. Through the morphism p, the explicit expression for the action of u(b), h(a,d), w on Wy is de-

scribed as following :

(1) pub)) = (’g n,ZV) where b € K, m € Endp(Xy), n € Homg(Yy, Xy), m' € Endg(Yy) :

().2
the contragredient of m for the symplectic form {,) and m(g g):(erTrK(/)F &7 @) g); n(g 2) =
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Trkyr(bb°B) + Nigr(b)y  b7B7 + BB~ +bby\. (0 0\ _( 0  0).
0 0 ’ y) BTy y)

_[m 0 x @\ _ (Ngr@x aa®d”a) (0 0) _ 0 0 ]
(Z)p(h(a,d))—(0 n)wherem(o 0)—( 0 0 )n(ﬂ y)—(ddgagzﬁ N/r(dy)”

(0 u 0 0 (y =By [x a\ (0 O
(3) plw) = (v 0) where u(ﬂ y) = (0 0 ), V(O 0) = (01 —x)'
Let (p, V) be the Weil representation, associated to the similitude symplectic group GS p(W)). Via the morphism
in Proposition 5.16, it gives rise to one representation (7', G > Gal(K/F), V). We denote by & = Resgxcal(m B

The whole goal of this section is to determine the isotropic components of the representation m. The representation
7 can be realized in vector space V = CoxXr,

Proposition 5.18. For the representation (r, G, CY*Xr), the action is determined by the following formulas :

2 0 0
(1) (n(u(b))F)((z S) ) = 0(Trig b By) = Nigr D)y = T (0557 (ﬂ by y) W)

0 0 4 0 0 Nisrlad)™\ .
2) (n(h(a,d»F)((ﬂ y),w)—x,,(NK/F(ad))F([riﬁ% N,(/Fm)y]"” i),
@@y V) o) =0 T F([g o) wpoor + Tagre.

Proof. 1t follows from the formulas (1)—(4) in Subsection 2.1 and Corollary 5.17. For (3), one should choose a
certain basis (see my thesis for more details). |

5.5.2 Determine the principal series components of 7

Let a, B € Irr(K*), to determine the principal series components of 7, it involves to calculate the dimension of
the vector space Homg(V, Indg (o ® #)). Applying the Frobenius Reciprocity Theorem, we see Homg(V, Indg(a/ ®
) = Homy(Vy, @ ® 8) =~ Homz(VY, @ ® B). Therefore we should first describe the vector space V¥, then consider
the T-action on it.

Once we regard the action of N on the vector space V, as described in Proposition 5.18 (1), we consider the
0 0
action N X (Yp X Xp) — Yy X XF; ( ((1) ]i) X ((,2 S),z//)) — <(ﬂ— bo_zy y),¢). And the orbits of this action
are following :

(i) Orbit{&go.y)} where &g o,y = ((2 8) , 1,0) foranyB e K,y € Xp;

(i1) Orbit{n .y} where 17¢y.y) = ((8 (y)) , zp) fory € F*, for any ¢ € Xp.

The stabilizers of the chosen element in each orbit is outlined as follows :

(i) Staby(ép0) = N;

(ll) StabN(T](o,y;,p)) = lN.

Let F be one function in the vector space V ; then it belongs to V¥ if and only if it satisfies the equality :

2 0 0
T 60 8) = N0y = oo (5, )0) =[5 $)0) 73)

Proposition 5.19. (1) The vector space VV is generated by the following functions :
(i) F(O,O;lp) supp(F(o,o;l,,)) = Orbit {f(o’o;w)} and F(o,o’w)(f(o,o;w)) =1,it satisﬁes equality (73)f0r any yy € X ;
(ii) Goyyy Supp(Goyw)) = Orbit {no .y} and Gy (Moyw) = 1, it satisfies equality (73) for any y €
FX, lﬁ € Xp.
(2) Let t = h(a,d) € T, the formula for the action of t on the vector space V¥ is given as follows :
(i) 7OF 009 = xqNi/r(ad)F g o 5y ;
(il) 7(0G o) = Xy Nip(@d)Gig 1 gniny

Proof. (1) Every element F in V¥, that satisfies the (73), is completely determined by its values over the points
{€8.0:0)> N0y }- Let 6 be one point among them ; then F(6) can be nonzero if and only if the coefficient on the right
hand in equality (73) is trivial over the stabilizer of 0, After checking every such point, we obtain the result.

(2) It is straightforward. O
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Let @ belongs to Hom7(VV, a ® B), it is decided by the following two equations :

Xq Nk p(@d)D(F o o Nxirany) = a(@BBIDF 0,0.))s (74)
Xy (NK/F(ad))CD(G@,Wy;wmww)) = a(a)B(BYD(G 0,y:0))- (75)
We define a T-action on the vector space V¥ : 1+ F(o 0,y := F ©00yNirany s and -Gy = G, v ) for

g 2, . For such action, there are two kinds of orbits : (1) Orbit {F .4} (2) Orbit {G(q,1,4)} for one fixing
¢ € Xr. The stabilizer of the representative element in each orbit is presented as follows : (1) Stabr(F(o0,4)) =
{h(a, d) € T| N](/F(ad) = 1} 5 (2) StabT(G(0,|;¢)) = {h(a,d) € TIN[(/F((I) = N[(/F(d) = 1} Now we get the fOHOWiIlg

statement relative to the principal series components of the representation 7 :

any t =

Proposition 5.20. Let o, € Irr(K*). Then :

(1) if @ = x1 o Ngsp, B = x2 0 Ngyr for pair characters x| # x» € Irt(F*) then dimc Homg(V, Indg(a/ ®p) =1
(2) if @ = 8 = x o NgyF for character y € Irr(F*) then dime Homg(V, Indg a-1p) =2.

For the other kind of pair characters a, 8 € Irr(K*), Homg(V, Indg(a ®p) =0.

Proof. Let ® € Home(V, Indg(a ®p)) ~ Homy(VN, o ® B), the function @ is completely determined by its values
on the points F(,0.) and G g, 1,¢). The values ®(F (g 0,4)) can be any complex number iff e ® 5(f) = 1 for t = h(a,d) €
Stabr(F0,0.4)) Which is equivalent to a = 8 = y o Ng/r for some character y € Irr(F>). Similarly the values
D(Go,1.)) can be any complex number iff @ = x| o Ng/p, 8 = x2 o Ng/p for characters yi, x> € Irr(F*), thus we
achieve the result. |

Now we are reduced to check whether the representation y o Ng,r -1 appears in the decomposition of 7. Let
(a - m, V,) be the twist representation of & by the character @ = y o Ng,p € Irr(G). Since Homg(, a 1) = Vg .
It is enough to determine the dimension of Vf for the representation (« - &, G, V,). First we notice that V[],V ~ YN
which is generated by functions {F,.4), G(0,y:y)} and the action of T on nyv is given by the following forms : (1)
(a-m)(h(a, d))F(O,O;.p) = /\/'/\/:1r (NK/F(ad))F(0,0;¢NE/F<ﬂd>) ; ) (a-m)(h(a, d))G(O,y;t//) = X'X:; (NK/F(ad))G(O, Ly Nk/F(ad)y-

NgyF(a)

Proposition 5.21. The vector space V& is generated by two non-zero functions A = ¥,,cr a-n(t)F 00,4y and B =
et @ (t)G 0,1, for the fixed ¢ € Xp.

Proof. 1t is straightforward. O

The final key step is to consider the action of w on the vector space V2. Since @ - n(w)A, a - n(w)B both lie in

VI'; therefore we only need to decide their values on the following four kinds of points : (1) xo9 = ((8 8) , ¢) ;

(2) x10 = (((1) 8) ,¢); (3) xo,1 = ((8 (1)) ,¢); @)y, = (((1) (1)) , ¢k) for the fixed character ¢ € Xr, k € F*. After

adequate calculation(see my thesis for more details), we obtain the following table for the values of the functions
A, B, a-m(w)A, a-m(w)B over the above points :

X00 X01 X10 Yk
A G-D(@F+q+1D? |0 0 0
B 0 (¢"+q+1) 0 XX R¢(=k)(g® + g +
1)
- m(w)A g g=-D(@+q+1)7 | ¢ (q- D@ +q+1)" | ¢ (g=D(g +q+ 1) | xxj (g (g—1D(g"+
q+1)7
a - n(w)B - (g-D(g+ D@+ | ¢ g+ D@ +q+1)* | ¢ (¢ + g+ 1)
q+1)*

Corollary 5.22. The element gA — (q — 1)B € V8 is n(w) invariant.

Proof. Letus consider C = ¥, @-n1(8)F (0,0 ; then C(xo0) = X enpep @ n(m)a-m(w)a-n(b)F 0,0.4)(X0.0) + Xpep @
7(B)F 0.0:)(X0.0) = @[ Znen @ m(m)a-m(w)A+Al(x00) = ¢°[¢° - m(W)A(x00)+A(x00)] = ¢*(*=1)(g*+g+1) # 0. As
n(w)A # A, this means that dim VY = 1. So there exists two constants a, b € C* such that aA +bB is n(w)-invariant,
by the above diagram, we can seta = q,b = —(q — 1). O
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Corollary 5.23. For any character y € Irr(F*) and a™' = y™' o Ng/p :
(1) dimc Home(V,a™' - 15) = 1 ;
(2) dimc Home(V, ™! - Stg) = 1.

Proof. (1) Home(V, ™! - Stg) = Vf and 1(w)A # A, n(w)(gA — (¢ — 1)B) = gA — (¢ — 1)B, it implies dim¢ Vf =1.
(2) It follows from above (1) and Proposition 5.20. m|

Proposition 5.24. The non-cuspidal part of the Weil representation r is presented as follows :

Thon—cusp = @ BCK/F(O-),
O'EI‘Tmm—cusp(GLZ(F))

where Tyon—cusp IS the non-cuspidal part of the representation m and Bcg,r is the operator of base change from
Irr(G Ly (F)) to Irr(GLy(K)).

Proof. 1t follows from Proposition 5.4(2) and Proposition 5.20 and Corollary 5.23. O

5.5.3 Determination of the cuspidal components of the representation 7

At the beginning, we recall the definition of i-restriction, norm operator and liftings in section 6 ; see [Gy] or
[Di] for discussing more details .

In this subsection, let K| (resp. F') be the quadratic field extension over K (resp. F) and assume K; 2 Fj.
We fix one algebraic closed field F of F which contains K;. Let o be the Frobenius element of Gal(F/F) and
Gal(K/K) = (Q),Gal(F/F) = {(w). By restriction, we identify Gal(F;/F) with Gal(K,/K). We follow the nota-
tions in subsection 5.1 Preliminaries : Vj is a non-degenerate symplectic vector space over F of dimension 2 and
V =~ K ®p Vo, Wy = (V&)GUK/F) the set of twisted Gal(K/F) invariant elements which is a F-symplectic vector
space of dimension 8. Let us denote by V| =~ K; ®¢ Vo and W) = (V&)GKI/FD the set of twisted Gal(K, /F))

invariant element which is also a F;-symplectic vector space of dimension 8. The canonical map V < V) yields
an embedding V ®x V @k V — V| ®x, V| ®k, V) that is compatible with the twisted Galois action of the group
Gal(F/F) ~ Gal(K;/K). It follows that we could view W, as a subset of W; thus V| ~ V®x K| and W| ~ Wy®p F.

Proposition 5.25. The following diagram is commutative

GLx(V) —=— GS pp(Wy)

evl J{ewo B

P
GLk, (V1) —— GSpp,(W))
where the map ey, ey, are defined from V| = V @k K| and W, =~ Wy ®F F|.

Proof. 1t follows from above discussing and the definition of pg, p;. O

The proceeding proposition indicate that we can view GLg(V) as GLy(K) and GLg, (V) as GLy(K)), also
GS pr(Wp) as GSpWO(F ) and GS pp,(W;) as GSpWO(F 1) where GLy, GSpy, is the algebraic group schemes asso-
ciated to V and Wj. More generally, let K;/K(resp. F;/F) be a Galois field extension of dimension i and assume
K; D F;, we also have the similar map p; and the analogous diagram as in Proposition 5.25. In fact it defines a
morphism of group schemes from Rg;r(GLy) to GSpy,, here Rg;r is the corestriction of GLy from K to F.

Now we come back to our primary problem. Let (o, V}) (resp. (o, V)) be the Weil representation over the
group GS ps(F) (resp. GS ps(F)). By fixing some canonical basis, we could view p; as the Weil representation
over GSpy, (F;). Let n; be the restriction representation of p; to GLy(K;) =~ GLy(K;). Of course for the means of
the notations, Fy = F, Ky = K and ny = 7, pg = p.
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Let I, s = Bck,/k(IIx) which belongs to Irr(GLy(K})) for one cuspidal representation Il of the group

GL(K). Let us denote by II AAP the unique representation of the group Gal(K;/K) < GL(K;) such that 0-
3)=TIx.

— —
ANT

res(11 A )= 11 AAP and 1-res(I1

By the morphism from Rg;r(GLy) to GSpy,, it induces a map from Gal(Fi/F) = Rg/r(GLy)(F1) to
Gal(F1/F) = GSpy, (F1). If we identify Gal(K;/K) with Gal(F|/F) then one can see that Gal(Fi/F)
Rk /r(GLy)(F) is just the group Gal(K;/K) < GLy(K) and we denote the above map by p;.

By the Theorem 5.44 in section 6, there exists a unique representation p1 of the group Gal(F/F) = GSpy,, (F1)
such that O-res(p;)= p; and 1-res(p;)= p. Via the map p, let us denote by 71 = pilgaik, /x)<GLy(k,)- Applying the
Lemma 5.28, one can see 0-res(;)= m; and 1-res(7;)= 7.

By Proposition 5.20, (71,11, ,;)6ryk,) = 1 for A = A 0 Nk, /r, where A is a regular character of ). And by

AAT
Lemma 5.27(i), the integer (7, mﬂ )Gal(K, /K)xGLV(K])Z%(OTl Iy A )L+, HA>GL2(K)):%(1 + (, HA>GL2(K))
for A = AoNk,/r, . It follows that for such A, {rr, IIp )61,x) = 1. By comparing the dimension of the representation
and the total dimension of the principal series representations of the group GL,(K) which appear in 7 as described
in Proposition 5.24, we see that the above inequality must be an equality. Of course, the other kind of cuspidal

representations of the group GL,(K) will not appear as a component of 7. Finally we achieve the main theorem in
this section :

Theorem 5.26. The decomposition of (r, V) is presented as follows :

= @ Bekyr(o),
oelrr(GLy(F))

where Itt(GLy(F)) is the set of the classes of the irreducible representations of GL,(F), and Bck/r is the base
change operator from Irt(GLy(F)) to Irr(GLy(K)).

Proof. 1t follows from the result in Proposition 5.24 for the non-cuspidal representations and above discussing for
the cuspidal representations. O

5.6 The liftings of the Weil representations over the groups S p,, and GS p,,

The purpose of this section is to establish the (Shintani)-lift of the Weil representations associated to S p,, and
GS pa,. It is almost entirely independent of the previous sections. The results we obtain in this section rely on some
results in [Gy] and [Ge].

5.6.1 Preliminaries

We begin with recalling some results which have been established in [Gy]. Let X be a set on which there exists
a o-action, we denote by X, the set of o-fixed points. Let G be a connected linear algebraic group over field F
with Frobenius map o~. We denote by : F the algebraic closure of F, F; the o-fixed points of F, G(F;) the F;-
geometric points of G and C(G(F;)) the set of complex valued class functions of G(F;). For simplicity we use the
same notation for a representation and its character as a class function.

From now on, we always fix a natural number m and let & = exp(27i/m). Via the map Gal(f/ F) » Gal(F,,/F),
we regard the Frobenius element o~ as a generator for the group Gal(F,,/F). Let us denote by o < G(F,,) the subset
of semi-product group Gal(F,,/F) =< G(F,,) which consists of elements (¢, g) for g € G(F,,).

In the article [Gy], Gyoja constructs the norm map N; which induces a bijection from the set of G(F,,)-
conjugacy classes of o x G(F,,) onto the set of conjugacy classes of G(F,,)si = G(F(y,). Through this map,
he defines the i-restriction map from C(Gal(F,,/F) < G(F,,)) to C(G(Fu.,)))c such that (i—res(f)) oN; = flying(r,)
for any f € C(Gal(F,,/F) =< G(Fy,)).

Lemma 5.27. (i) For any f, g € C(G(F,.)s) then {f, 8)G(,),; = {f © Ni»& © Ni)oinG(F,)-
(ii) The i-restriction defines an isomorphism C( Gal(F,,/ F)G(F,,)) = @:QBIC(G(F,,,)(T,-)”.
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Proof. See [Gy], page 1 introduction and page 11 Corollary 3.3. O

Lemma 5.28. Let H be a connected closed subgroup of G defined over F. Then the following diagrams are
commutative

C(Gal(Fy/F) < H(F,)) —2 s C(Gal(Fyn/F) = G(Fy))

li—res Jvi—rex

CHFuwmp),  ——  CGFm),

C(Gal(F,y/F) x G(F,)) ——— C(Gal(F,,/F) < H(F,))

li—res li—res

Res

C(G(Fm,p)), —_— C(H(F ),

where Ind and Res mean the induction map and restriction map. Let H be normal and n : G — G/H be the
canonical homomorphism. Then the following diagrams are commutative :

C(Gal(F,y/F) % G/H(F,)) ——— C(Gal(F,u/F) = G(F,))

li—res li—res

*

C(G/H(F .)),, —_— C(G(Fm.i))),

C( Gal(Fm/F) < Gl(Fm)) ®:-- ®C( Gal(Fm/F) o} Gn(Fm)) — C( Gal(Fm/F) o} (Gl XX Gn)(Fm))

li—res®~--®i—res li_res

CGI(Fmi)y®---®C(Gu(Fimi)), ——  C(G(Fimi) X - X Gy(Fm)),
here m; : Gal(F,,/ F)G(F,,) — Gal(F,,/F)G/H(F,,) is defined by (n(c", x)) = o'n(x) for i = 0,--- ,n—1).

Proof. See [Gy] page 12, Lemma 3.6 O

Lemma 5.29. If G is an abelian algebraic group then the norm map is defined as follows : N; : o = G(F,,) —
G: (0, x) > (1,0™4(x) - - - o(x)x) where d = (m, i), ti = d(mod m), here we identify G with 1 < G.

Proof. 1t follows from the definition of the norm map. O

We also recall some known facts about rational algebraic groups for later application. Let us denote by % (resp.
Jr) the set of all F-rational Borel (resp. Torus) subgroups of the connected algebraic group G.

Lemma 5.30. (1) Let a € G(F) be a semi-simple element ; then there exists a F-rational torus T € I such that
acT(F).

(2) Let B, B, be any two elements in By ; then B|(F) and B,(F) are conjugated under G(F).

(3) Let u € G(F) be a unipotent element ; then there exists a F-rational Borel subgroup B such that u € B(F).

Proof. See [DM] : page 40 Corollary, page 39 Application (i) and page 42 Corollary. O

5.6.2 The liftings of Sp,, and GSp,,

In this subsection, for our purpose, we frequently use some results in [Ge] without pointing out exactly which
one. For this reason, one has first to read that paper. Let V be a vector space over F, equipped with a non-degenerate
symplectic form ¢, )r. We fix a complete polarisation V = X & X*. Let H(V) be the Heisenberg group defined by
i, ), 1) == (v + o, 11 + 1 + (”2—”) for v; € V,t; € F. This defines a Heisenberg group scheme Hy, that
means Hy : Algr — Groups; R — H(V ®f R) a functor from the category of unital commutative associative
F-algebras to the category of groups, here H(V ® R) is the Heisenberg group induced from H(V). By fixing one
canonical symplectic basis {e}, - - , e,; e?, -+ ,e*}, one can see HV(I?) is a connected linear algebraic group in the

usual language (for example in [Bo]).
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Let Spy (resp. GSpy,) be the symplectic algebraic group (resp. the similitude symplectic algebraic group )
associated to V, Py the parabolic subgroup relative to X, T one maximal F-torus of Spy,, V the F-algebraic vector
space associated to V, U one unipotent subgroup of Spy,. Since the actions involved in the semi-product groups
Spy(F) < Hy(F), GSp,(F) < Hy(F), Px(F) < Hy(F), T(F) =< Hy(F) and U(F) =< Hy(F) all are algebraic, naturally
all the above groups are connected linear algebraic groups.

The action of T on V leads to a decomposition of V parameterized by weights, i.e. V = ®.pV where P the
set of weights of T in V. The action of Gal(F/F) permutes the spaces V€. For each orbit w = {€} € P/Gal(F/F),
the space V¥ = ¥, V¢ is defined over F. Let V¥ = V¥ + V™ where Q = w U —w. The restriction of (, )V to V9
is a non-degenerate alternating bilinear form, yielding an orthogonal decomposition V = &g p/, Gz F)V .Letus
denote by g = |[V(F)||, Fo D F the field of order gq. We repeat one useful lemma in [Ge] page 92-93.

Lemma 5.31. Fix an orbit Q € P/+Gal(F/F) and € in Q, for x,y € V(F), we define
<x’ y>e = <-xE + X_e, Ve + y—e>Vﬂ(F) = <x’ y>—5

(1) If the orbit of € by Gal(F/F) is nonsymmetric then

(a) V% is a direct sum of V¥ and V= if Q = +w, <, Yver defines a duality between V*(F) and V=“(F) ;

(b) V¢ is a one dimensional space defined over Fq ;

(c) The following mapping x +— (X, Xx_) for x € V(F) is an isomorphism of the F-vector space V(F)
onto V<(Fg) X V ¢(Fgq); it provides V(F) with a Fo-structure Sfor which the symplectic form (, ). is non-
degenerate and satisfies Trr,/r(x, y)e = X, Y)yo ) for X,y € VE(F);

(d) The action of T(F) on V& = V(F) leaves (, ). invariant and defines an isomorphism of T*(F) onto the
subgroup G(Fq) of Spye(Fq) respect to {,)e which leaves V¢(Fq) and V™ “(Fq) invariant and the map
t +—> 1€ is an isomorphism of T*(F) and F¥ ;

(e) There exists a unique non trivial one-dimensional real representation XgF) of T(F) which factors through

T®(F) ; That stT(F)(t) =)
(2) If the orbit of € is symmetric then :

(a) V¢ is one-dimensional space defined over the quadratic extension of Ko of Fo in F;

(b) The following mapping x — x. for x € V*(F) is an isomorphism of the F-vector space V*(F) and V¢(K¢)
affords V(F) with a Ko-structure for which the form (x,y)e = (X_¢, Ye) is non-degenerate skew-hermitian
form with associate symplectic form {, >VQ(F) such that Trg, p, (X, ¥)e = (x, y)VQ( P

(¢) The action of T(F) on V(F) leaves (,). invariant and defines an isomorphism of T(F) onto the unitary
subgroup G(Fgq) of the Form (). on VF);

(d) There exists a unique non trivial one-dimensional real representation )(T(F) of T(F) which factors through

T(F). That ZS)(T(F)(I) = ()"

a tIQ)

Remark 5.32. Ifwe change the field F by its finite extension F; which is Galois over F then the results in proceed-
ing lemma satisfy the respective properties.

Let yr, be the unique non trivial real character of F’ iX, it is obviously xr, = xyr o Nf,;r where N, /r is the usual
norm map. Let y be a character of F' and ¢, = Yr o Trg, 5.

Lemma 5.33. If we regard F; as G,(F;) and F; * as G, (F;) then there exists a unique irreducible character zﬁp

m

(resp. xr, ) of Gal(F,,/F) = F,, (resp. Gal(Fm/F) = FX) such that z—res(zﬁFm) WF, (resp. i—res(yr,) = XFoniy)»
where (m, i)=the greatest common divisor of natural numbers m and i.

Proof. Using the results in Lemma 5.29, one can check the charactergﬁ? defined by zZ: (%, a) := yr, (a), satisfies
the condition. And the uniqueness follows from Lemma 5.27(ii). The same proof remains valid for y Yr (k. a) =

m

XF,(a). O

Let us denote by y¥ . the character of the parabolic subgroup Px(F),) defined by p +— xr, (detx(p)), Zy the
central group scheme of Hy, Xy the group scheme associated to X. In [Ge], the Weil representatlon associated to
the group Px(F,,)Hy(F,,) is directly constructed. That is 7, = In dgii?;gtg;zv( ) XFm 1-yp,.

Corollary 5.34. There exists a unique irreducible representation my, —of Gal(F,,/F) = Px(F)Hy(F,,) such that
i-res(my, ) = LI
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Proof. Following from the liftings of the characters of the group GLy, one can see that there exists a unique

irreducible character ,\/ﬁ ,'T/me of the group Gal(F,,/F) =< Px(F,,)Xy(F,,)Zy(F,,) such that i—res(,y§ TT--/wm)z

= [ndSAEn/F)Px(Fy)Hy (Fy)
- Gal(F [ F)=<Px (F)Xy(Fu)Zy (Fp,

representation. And 7y, = 0—res(ny, ) = 7y, |pyF, Hy(F,) is itreducible, so is 7y, . mi

XP;W) -1-¢f,, - According to the above Lemma 5.28, 7, VX Fumy 10, 18 the desired

In order to get our desired results, it is necessary to write one model for the Weil representation for
Spy (F.,)Hy(F,,) that has been indicated in [Ge]. The Weil representation (o, , W) of the group Spy (F,)Hy(F,,)
can be realized in the space C[X*] of complex functions on X* = X}(F,,) by the following formulas (see [Ge] for
more details) :

(e (L Gt 6" 4 A0 = U  + 0" S+ 37 (76)

(pun @2, 001 )0 = w2500, )

(0, (@, DY) = E @@y, 78)

(e, @, D))" = ¥(wr,) e, det(e) fX FOWE, (0, ey ), (79)

. . 1 b a O 0 ¢
where Y({r,) = me ',DFm(%)dl‘ the Weil constant, [ = dimg, X, u(b) = (O 1), h(a) = (0 av), w(c) = (c O) c

Spy(F,,), and x € X, x*,y* € X*, k € F,, and dx* = dx*".

Consequently we define a Galois action of the group Gal(F,,/F) on C[X*] by f7(x*) = f(x*7). By the above for-
mulas (76)—(79), one can verify that the map o defines an intertwining operator between p:;Fm and py,. . It follows
that the representation py,. is extended to a representation p’[[ of the group Gal(F,,/F) = Spy(F,,)Hy(F,,). Since

Pur, [ox(F )Y (E) = Pug, [Py Hy(F,) = Ty, 3 it implies that py. |Gar,,/Fex(F,)Hy(F,) is equal to 7y, up to a char-
acter of Gal(F,,/F). Hence we may chose the proper character of Gal(F,,/F) such that py, |Gai(F,,/F)Px(F.)Hy(F,) =
ﬂme . -

From now on, we always fix such Py, -

Proposition 5.35. The support of the representation py, lies in the set of conjugates of elements in

Proof. By the results in [Ge] page 84, the Weil representation py. =~ p_y,. can be realized in C[X] in terms of the
corresponding formulas like (76)—(79), obtained by interchanging X* and X. Let oy, = Indggtgig‘fg; 1 be the
natural representation of Spy (F,,)Hy(F,,) in C[V(F,,)] which means :

<O-l//Fm (h)F)(v) = F(v + v) for h € Hy(F,,) with projection vy on V(F,), (80)

(074, (OF)(¥) = F(s™'v) for s € Spy(Fy). 81

One can also define an automorphism 7 on C[V(F )] by (IF)(x+x*) = ¥r_({x, x*)F(x+x*) for x € X and x* € X*.

m

In [Ge] page 84, Paul Gérardin verify that - oy, = py, ®py,, -I. By the construction of the representation py,. ,

we see p’,;‘,,; ®Py, = Indgiig;gggﬁ;’";g&(?; 1 which implies that the support of the representation pT;; ®py,. lies
in the set of conjugates of elements in Gal(F ./ F)Spy(Fn)Zy(F ), s0is py,. . O

Corollary 5.36. The support of the class function i — res(py,, ) lies in the set of the conjugates of elements in
Spy(Fni)Zy(F i)

Proof. Let (oi,g) be an element in Gal(F,/F )Spy(F,,)Hy(F,) which is conjugated to one ele-
ment in Gal(F,,/F)Spy(Fn)Zy(Fy) ie. (0/,h)(c’,g)(c/,(h")") € Gal(F,,/F)Spy(F.)Zy(F,) therefore
(1, h)(o, g)(1, k1) also lies in Gal(F,,/F )Spy (Fu)Zy(F ). Since the definition of the norm operator is comparing
with the product of groups, we can obtain the result. O

Let E; be a quadratic field extension of F;, assume Ey = E and E; D E(;j forany 1 < i,j < m. Let V"’ be
an one dimensional vector space over E, endowed with a non-degenerate skew-hermitian form (,), the underlying
F-vector space of V", we denote by V’ which is endowed with the non-degenerate symplectic form ¢, ) definedly
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<x’y> = TfE/F(X,)’)-

Let V' = X’®@X’* be a complete polarisation and we denote by V" (resp. V', X"*) the associated algebraic vector
space of V" (resp. V', X’*). Clearly, the unitary group Uy~ (F,,), which is the F,,-geometric points of some F-torus
T of Spy,, can be embedded into Spy,(F,,). By the Theorem 3.3 (c) in [Ge] page 73, we know the restriction of
the Weil representation (0], ,Spy,(F,)Hy (F,)) to the group Uy (F,) is just x o det - pYv ) where y7. s the
unique non trivial real representation of the group Uy~ (F,,) and pUv"(F,,) is the sum of all non trivial irreducible
representations of Uy~ (F,,).

Lemma 5.37. There exists a unique representation);:;; of the group Gal(F,,/F) < T(F,,) ~ Gal(F,,/F) = Uy~ (F,)

such that i — res(yy, ) = XFons for1 <i<m.

Proof. Let )Z‘; be the representation of the groups Gal(F,,/F)T(F,) = Gal(F,/F)Uy-(F,) defined by
)Z‘: (o, 9) = )(;m(g). Since XF, is o-invariant, so it is well-defined. And the map N; is surjective in this case,

which implies that i — res(y . ) is also a non trivial real character of T(F(,;), hence it must be XFons* |

The representation pj, . |u,.(r,)B,.(F,) could be realized in the space C[X"*] by formulas (76)—(79). If we only
consider o), |u,.(F,z, (,) then we have the decomposition for the vector space C[X"*] :

CIX™*] = & CGy,

where each Gy is an eigen-vector respect to the character XF, (p,lcjv” (F”’)wp of the group Uy~ (F,)Zy (F,), here

cp,ijv"(F’") ranges all non trivial characters of Uy~ (F,).

Let I, be the C-automorphism of C[X"*] defined by I, ()(x'*) := f(x*7). If cp,ijv” Fn) is not o-'-invariant then

it does not contribute to the trace Tr (If,pl’ml |0y (P2 (P, () fOT & € Uyr (Fpy) Ly (Fy).

Let us denote by (pz ,Gal(F,,,/F)Uy»(F,,)Hy (F,)) be one extension representation of Pz/pp , defined by
Py, (0,8)) := Iopy,, (8) for g € Uy (F)Hy: (Fy). Then

Tr (p?; (o, g)) =Tr (I(",p[m (g)) =Py, Ni(@)),

for any element g € Uy»(F,,)Zy(F,) and each 0 < i < m. It means i — res(p?;; |C,al(Fm/F)UV”(F,,,)Zvr(F,,,)) =

e |
p(/,p(m.” Uy (Fn)Lyr (Fnjy)+

Proposition 5.38. There exists a unique representation p’l’;: of the group Gal(F,,/F)Uy~(F,,)Hy:(F,,) such that

. ’ o
1= res(prm) = p.p,,.(m",) |UV"(F(m,i))HV’ (Fon)

Proof. 1t follows from above discussing and Corollary 5.36. O

Proposition 5.39. There exists a unique representation piI; vt of the group Gal(F,,/F) v Spy,(Fm)Hy (Fy,) such
that !

Spy Hy»

i— res(pwm ) = pSPV’HV’

E i)
Spy Hyr

where pww)

is the Weil representation of the group Spy,(Fui)Hy (Fn,) associated to the character Y, .

Proof. Let g € Spy.(FF,,,). Then g is conjugated to By (F,) or Uy»(F ), hence the result comes from Corol-
lary 5.34 and Proposition 5.38. O

Lemma 5.40. Let T € JF be a maximal F-torus of Spy. Then the restriction of the Weil representation py, to

T(F)=Hy(F) is isomorphic t0 @ p;. Ga(F/pyPrg [Gaoy(Fay< o (Fa) Via T(F) < Hy(F) — ®qcp;, gaF ) Ge)(Fa) <
Hyo(Fq), where the notations are the same as in Lemma 5.31 and €(Q) is any element of Q.
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Proof. See Theorem 4.8 in [Ge]. O

Corollary 5.41. Let T be a F-maximal torus of Spy. Then i — res(p’,[ﬁ; |Gal(F,/ F)<T () H pm)) = Pur |TE i) Hy (Fons)-

(m,i)

Proof. First we regard Lemma 5.40, let F ;2 be the Galois extension of Fq of dimension i, such that the diagram
F —— F Q

l l is commutative. If € is non-symmetric, G¢q) belongs some Fq-splitting Borel subgroup. By the

F e F lQ

liftings theory for Borel subgroup i.e. Corollary 5.34, there exists a unique irreducible representation 7g_) of
Gal(F§/Fa) < GeoyHye(F) such that i — res(fg ) = p P o’ If € is symmetric, by above Proposition

Fo Gyl g™

5.38, the results remain valid. Hence by Lemma 5.28 and Remark 5.32, it really exists a unique irreducible repre-
sentation 7 of the group Gal(F,,/F)xT(F,,)Hy(F,,) such that i — res(ﬂGal(pm / F)xT(Fm)Hv(F,,,)) = Pur,, ITCF ) By (Fmiy)-
And the irreducible implies that 7 and py, |Gai(F, /F)<T(F.)Hy(F,) i €qual to each other up to one character of the
group Gal(F,,/F), but the lifting theory of the Weil representations over Hy implies that the above character of

Gal(F,,/F) must be trivial. O

Let V. be one non trivial totally isotropic subspace of V, assume V. is not maximal. We choose a decom-
position, V = V, + V;, + V_. Let us denote by V., V,, V_ the corresponding algebraic schemes, and by Py, the
corresponding parabolic subgroup scheme.

The group V_(F,,)Hy,(F,) is a subgroup of Hy(F,,) and Py, (F,,) < V_(F,,)Hy,(F,) is also a subgroup of
Py (F)Hy(F,), clearly for Py (F,,), there exists an exact sequence

I — Uy, (Fp) — Py, (Fy) — GLy_(Fy) X Spy, (Fi) — 1.

It follows that we have the surjective map :

Py, (Fu)V_(Fp)Hy, (Fpr) =5 GLy_(F0) X Spy, (Fy)Hy, (Fyn).

We recall that py, is the Weil representation of the group Spy (F,,)Hy(F,,) and xv_r,) o det is the unique

non trivial real character of GLy_(F,,), we write p“;i as the Weil representation of the group Spy, Hy,(F,). Let
XV_(F,) odet ®pl‘;(; be one representation of the group GLy_(F,) X Spy, (F»)Hy, (F,), via above map pr,,, it gives

m

rise to one representation of the group Py (F,,)V_(F,,)Hy,(F ), denoted by va(Fm)pl‘;i .
Proposition 5.42. For the Weil representation py,, , we have

_ reaPv (FHY(Fy) v
Pur, P EByEn) = 105 Gy e () XV-(FnPyy -

Proof. This comes from the mixed Schodinger model of the Weil representation, and one can see [[Ge], Theorem
2.4 ] for more details. O

Proposition 5.43. For the representation py,. , we have i — res(py,. ) = Pur,, where Pur,,, IS the Weil representa-
tion of the group Spy(F mi))Hy (Fn.i))-

Proof. First we know that every element of Spy(Fy) is either regular elliptic semisimple or conjugated to one
element in some proper parabolic subgroup of Spy,(Fy) for 1 <k < m.
For our purpose, we only need to check that the two class functions i — res(oy, ) and Pyr,,, are the same, i.e.

i - res(py,, )(A) = py,, (A) for A € Spy(Fni)Hy(Fon) (82)

We proceed by induction on 2n = dim V. If n = 1, it is just the Proposition 5.39. Now assume the result is right
for all the dimension strictly smaller than n, let A = (g,h) € Spy(Fgn)Hy(F(r,.,))- If g is elliptic semisimple
then by Corollary 5.41, the equality (82) is satisfied ; If g lying some proper parabolic subgroup Py, (Fu,), by

induction and Lemma 5.28, there exists a unique representation )(v,(pm)p:;(; of the group Gal(F,,/F)(GLy_(F,) X



126 THE DECOMPOSITION OF CERTAIN WEIL REPRESENTATIONS AND BASE CHANGE

SpVO(Fm)HVO(Fm)) such that i — res(/\/vf(Fm)pl‘;[:_ ) = XV_(Fo /))pl‘;‘; for 1 < i < m. Consequently by Lemma 5.28,
m N (m.i)
there is also a unique representation «y,,, such that i —res(ky,, ) = py;, , [Py, (Fo)Hy(Fi) and the liftings theory for

the Weil representation over the group Hy implies that the above representation k,, must be py,. |p,, (£, Hy(F.)s
hence the equality (82) is also satisfied in this case. O

Now we arrive to present the main results in this section. Let us denote by Iy, = py, Isp,(r, the Weil repre-
GSpy (Fi)

sentation of Spy(F;) and Eyr, = IndSp (F

11, the Weil representation of the group GSpy (F)).

Theorem 5.44. There exists a unique representatton I_IW (resp. HW ) of the group Gal(F,,/F)Spy(F,)( resp.
Gal(F,,/F)GSpy(F,)) such that i- res(HwF”) HW( ) (resp. i- res(uwm)z —‘wFW))fOT’ 1<i<m
Proof. Tt follows from above Proposition 5.43 and Lemma 5.28. O

Remark 5.45. Since the Weil representation Ey,. is independent of the character yrr,,, one could drop the notation

v.

5.6.3 Explication

S p2, Recall that the Weil representation pr has two irreducible components IT* . Hl; , which can be realized

in the subspaces C[X*(F)]*, C[X*(F)]™ of even and odd functions on X*(Fy) for 1< k < m. And C[X*(Fy)]",
C[X*(F})]™ are eigen-subspaces of Hy,, (—id).

Recall that the representation ﬁ;:m of the group Gal(F,,/F)Spy(F,,) can be realized in the space C[X*(F,,)]
by the following formulas :

My, ([0, gD f™) = Y I, (NG

where I,(f)(y*) = f(v*"), and &, = exp( 2’”"‘) for some fixed natural number k. Since o(—id) = —id, the subspaces
C[X* F)]" C[X* (Fn)]™ are Gal(F,,/F)=Spy(F,) invariant. We denote the corresponding subrepresentations by

Hkl’Fm and Hl/’Fm

Consider the element g € Spy(F ), we have
Tr (€)' T, T, (@) + Tr (€15 1T, (9)) = Tr (1L, (Ni(@) + Tr (T, (Ni(@)). (83)

where £, (f)0*) = £, and Lo, (f ™) = f~O*") for f* € CIX*(F,)*.

Recall the definition of the norm map N from the subset ol x Spy(F,,) to the group Spv(f) [cf. [Gy] :

N : (o, x]) = a(x)’l(x‘r(%” x"ix)a/(x)
where a(x) is an element of SpV(F) such that
() a(x) = x

and d, t are intergers given as follows :
d=(m,i),ti=d( mod m).

Let g be a semi-simple element of Spy(F,,), we know g € T(f) for some maximal torus T of Spy. Naturally
—id € T(F). Following the definition of the norm map, we obtain

Ni(=g) = —Ni(g) if [m : (m,1)] is odd,

and
Ni(—g) = Ni(g) if [m : (m, )] is even.

Hence we obtain the equalities of the characters :



5.6 - The liftings of the Weil representations over the groups S p>, and GS pa, 127

If F\,/ Fn, 1s an extension of degree odd, then for the semi-simple element g € Spy,(F,,), we have

Tr (€)' o 05, (9) = Tr (€)1, 1T, (9) = Tr(I,  (Ni(g) = Tr(IL,  (Ni(g)- (84)

From (83) and (84), it follows that
Tr (61T, 0, (9) = Tr (I, (Ni(2)),

and .
Tr (€)', 1T, () = Tr (I, (Ni(8)).

If F\/Fnyy is an extension of degree even, then for the semi-simple element g € Spy(F,,), we have

Tr (€)' 11115, (9)) = Tr (6,)' [, 1T, () = Tr (I, (Ni(9) + Tr (I, (Ni(®)))- (85)

From (83) and (85), it follows that
Tr (€)' o 11y, () = Tr (I, (Ni(9) + Tr (I, (Ni(8).

and o
Tr (€)1, -11,, (2)) = 0.

In fact, we proof the following proposition :

Proposition 5.46. (1) l_f,;;m has two irreducible components li; +, ﬁ,;m .
(2) Let S; be the set of the semi-simple elements of the group Sp(F;). Then

(a) i— res(ImI+)(g) = H;;F(m'i) (g) and i - res(Im1_)(g) = H;F(m'i) (g) for g € Siny, when [m : (m,i)] is odd.

(b) i— res(l‘fl;nJr)(g) = HWF(m‘n (g)and i — res(ﬁl;n_)(g) =0, for g € Sin,i), when [m : (m,i)] is even.

GL, FordimgV =2,GS py(F,) =~ GLy(F,). Recall that F is a finite field of odd order ¢, F,,,/F is a Galois field
extension of degree m. Let E,, (resp. E) be a quadratic field extension of F,, (resp.F). Let X; be the unique non
real character of F; and X, be the unique non trivial real character of the unitary group U;(F,).

Proposition 5.47. For the Weil representation E, of the group GLy(F,,), we have the following decomposition :

2o B mane( B )

A€lit(Fjy), modA~AxF. OcIt(E).Oly, (k) =X, mod ©~04"

Proof. See [Sh] Page 271, example. |

We would like to see which components of 2, are o-invariant.
(1) If m is odd. By Proposition 5.47, we see
(@) many; i o-invariant iff A = A0 N, /p for some A € Irr(F *). In this case, Ay = () o Np,/r and
A ~ Ayy s equivalent to A ~ Ay
(b) me is o-invariant iff ® = 6 o Ng, /g for some character 6 of E*. Firstly we have the following diagram :
N/
1 — Ul(Fm) - Er>1<z - Fr>r<1 — 1

Ng, /e 1 N, /e | Ng,r L
Ng/rp
1 — U(WF) —  EX = X — 1

Let x € Uj(F) and x = y?! for some y € E*. Since Ng, e @ E), — E* is surjective, there exists z €

EX such that Ng ,p(z) = y. Hence Ng ,p(z%7") = x and x'*4++¢"" = a0+ (4g+osg2(4g) =
So x = N, /p(z¢V+a++¢"Dy = Np p(z7""). Clearly 24"~ € U\(F,,). Finally we proof that Ng, /z :
Ui(Fn) — Ui(F) is surjective. Hence xy = x5 o Ng, . So the condition Bly,(r,) = ¥ means that
0 o Ng, /e = xp © Ng, g, since Ng, /¢ is surjective, it is also equivalent to 6|y, (») = xj. Since m is odd,

0~07" = 0~ 0.
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(2) If m = 2. In this case, the principal series are the only possible representations which are o-invariant.
(a) Assume 7maay: is o-invariant and it is the image of some principal series representation of the group
GLy(F),ie A = "Qo Np, /r for some character A € Irr(F*). And the condition A ~ AXF is equivalent to
A~ At
(b) Assume mp Ax, is o-invariant and it is the image of some cuspidal representation of the group GL,(F),
then Ay = A7 '+ A for the regular representation A of the group Fix.
Proposition 5.48. Let A € Irr(F,) ; Then Axy. = A iff Alu,r) = Xp-

Proof. Firstly we see that for any x € FX, x¢~! € U;(F). On the other hand, for any y € U (F), there exists
xe F>< such thaty = x"! for some x € Fy;. Since Ay} = A? means that A" = . Jie A(™!) = x} (x) =

m

= (x7" 1) * for any x € FX. By setting y = x4!, we obtain A(y) = x7(y) for any y € U (F). |

Let o be a cuspidal representation of GL,(F). It is well known that Bcg,;r(ra) = Iz a¢. By Proposition
5.48, we see that  is a subrepresentation of = iff Ix s is a subrepresentation of Zp, .
Since the operator of base change is comparing with the field extension, finally we obtain the following Proposi-
tion :

Proposition 5.49. Let RGLQ(F,,,)(EF,,,)(T = {Il € Ir(GLy(F,)IIT” =~ TIand HomGLz(F,,,)(EFmaH) + 0} and
R, (EF) = {m € Itt(GLy(F))| Homgr, (7 (EF, m) # 0}. Then there is a map bijective

Ber,/r 1 Ron,r)(EF) — Ror,r,)(BF, )

7 +— Beg, /r(m).

m

Question :

For the high rang group GSpy(F,). We denote by Rgsp,r.n(Er,)e = {II € I(GSpy(F,)II” =
IT and Homgsp,(r,)(EF,.II) # 0} and Rgsp,r)(Er) = {7 € Irr(GSpy(F))|Homgsp, r)(EF,7) # 0}. If we can
define the operator of base change for the group GSpy,, then one hope that the following result is also right :

there is a map bijective

Ber,/r : Rasp,(r)(EF) — Rasp, (F,)(EF,)os

7+ Bep, r(n).
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5.7 Appendix
5.7.1 Appendix 1. The formulas (I)—(IX).

1
r r2 0

0 ooyt o)
(HO(h(r))Farz)(ga) = Farz((o ’,)’¢a> = Farz(NE/F(r)(O ré) (O 1)(0 r‘zl) ,¢a>

= m((r() :);)) o F2(é,2) = 7r1( (ro2 ’g))vo = W(r)vo = Y(r?)F,(£,), it implies :

l—

7o(h(r)F 42) = Y(r*)F,. (86)

(ﬂﬂ(h,(t))Fal")(fa) = Far"(fat’]) =Vy = Fa(‘fa)s it 1mphes that

mo(h' () Fy1 = Fq 87)

ToUB)F, = $BIF,. (38)
_1 -1 _q -1 _1
) =R((6 8),¢) =R((rO r;) ((1) (1)) (ro ro) ) =m((r0 g))oR(n)

1
r2 0 L
= ﬂl(( 0 }”;))VI = v; = R(n), it implies that

mo(h(r)R = R. (89)

1 1
(ﬂo(h/(t))R)(n) = R( ((1) g) s ¢t_l) = R( NE/F(X)(S 8) ((]) 8) ()gi (1)) , ¢NE/F(X)_I)

= Y(x)R(n7) = Y(1)R(n7) where Ng,r(x) = ¢, it implies that

mo(h' ()R = Y(DR. (90
mo(u(b))R = R. 91
mo(h(r))S = S. (92)

-1 -1
(m(h’(r))S)(é):S((g g),¢")=S(NE/F<x)(§ ?) (8 8)(’{; (1’) ) = W5 )

= ()S (6) where Ng/r(x) = t,
it implies that
mo(W (£)S = Y(®)S. (93)

mob)S) = S. (94)
(T0(@)S)) = 472 Sers S (1, $)(BO,m)) = 28 , it implies that

mo(w)S # S. 95)
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5.7.2 Appendix 2. The formula for the Proposition 5.18.

Let @ = a1 + €7 + azé% € Xo,B = b€ + by + b3é” € Y,

Ey=¢e1®e Qe

El=¢e1®e1®e; +E%¢, Qe ®e +§”Zel Rer®e;

Er=8"e ®@e1®el +E e ®e @€ +Eei®er®e;

E3 Zf(rzel@el@el +éer, Qe ®e +E%¢ ®ery®ey;
Fo=-e0e,®e;

Fil=¢e0e,®e1 +8%¢ Qe ®e) +§”262®el®eg;
Fr=¢%e,®er Qe +{,—""261 ®er®er+éer®e ey,
F3=("e:0e:0¢ +&1®e, @6+ @1 ®es;

then Ey, E1, E», E3, Fy, F1, F», F3 form a basis of Wj.

Ey
E;
E,
E;
Fy
Fi
F>
F;

where
-1 0 0 0

0 Trgr(€?)  Trgyr(£€7)  Tri/r(E€7)
0 Trg/p(é€7)  Trgyp(€?)  Trg p(£€7)
0 Trg/p(€€7) Trgr(€€”)  Trgr(€)

A=

-1
Supposer A =P Py and (Gy, - -+ ,G3; Hy, -+ , H3) = (Eo, -+ , E3; Fo,- -+ , F3)P where P =( Pé qu ), hence
1
G() E()
G, E;
G2 E2
G E
HZ (G0 G, G, Gy Hy H, H H3)=’P FZ (EO E, E; Ey Fy F, F, F; )P
Hl Fl
H2 F2
H3 F3

(P70 0 A\(P' 0\ (0 1
Lo P l-a ol o P )T -1 0)

w(G) =H;, wH)=-G;

So

and

0 1
w(Go, -+ ,G3,Ho, -+, H3) = (Go, -+ ,G3, Ho, - - ,Hs)( -1 0 )

=>w(( E() E1 E2 E3 F() F] F2 F3 )):w(( Go G1 G2 G3 Ho H1 H2 H3 )P_l)
0 -1\,
Z(Go Gy, G, Gs Hy H, H H3) 1 P
0 -1\,
=(E0 E, E» Ei Fy F\ F, F; )P X P

0 -1
=(E0 Ey E E3y Fy Fi F, F3 )( )

- (,L)(E,) = Fi and w(F,) = —E,'.
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So
P@F((Fo,-++ , F3)b) = g7 ) Fz, (s, 0™ 6)))

zeV_

=q” Z F((Fo,"' ,F3)at,l!/)l//((—aoez®eg®eg taer®er®e +a7e®e®er+a” e ®e ®e,
(Fo Faa'eV.

2
bpei ®e; ®e; +Pe; Qe Qe +ﬁg—€2®€1®€1 +,30— e1 Qe ®e))

=q7 Z F(—ape; @ e, ®er +aer ® e, @e1 +a’e ®er ®en + 00262 ® e1 ® ex)y(aobo + Trxr(af))

apeF,aeK
2
= p(W)F(=bper, ®er; ®er +Per ®er ey + '--+ﬂo— er®e Qer)

= q_z Z F(—aper ® e, ®er +aer, ®er®e; +a’e1 ®er, ®ep + a‘fzez ® e1 ® ex)y(apby + Trx r(af))

apeF,aekK

base in paper

0 o0 _ 0 0
p(w)F( 8 by )=q ZFZKF( ¢ —a )t/f(aobo+Trz</F(aﬁ))

0 0 - 0 0
p(w)F( 8 b )=q Z%;EKF( o a )w<aobo+TrK/F(aﬁ».

5.7.3 Appendix 3. The calculs for the diagram.

From the definition, we see :

A((E S)afﬁk):Za‘ﬂ(t)F(o,o;as)((g (y’),¢")

teT

0

0 .
= F<o,o;¢>xx+<NK/F<ad»((Nmm ) grortas)
a,;a ! e B Nep@y)’

= Y, X RF (0,0;¢>( (NK/F?ad> ; ] ¢)'

adek* Nyr(ad)=k wra” B Nep@y)’

AL 9)- T mdf 99

teT
= > (NK/F(ad))G(01¢)((N o 0 J ¢NK/F<udrlk)
q K/F(a
e e P Ner(@y)’

= Z XX;— (k)G(O,l;¢)( (NK/F(()ad) " ] ¢)

Nk/r(a
a,deK* Nk, r(ad)=k ddoar e P k/r(@y)’

(a.n(w)A)((g (y)),cb")
= a-a@(a- x(w)F <o,o;¢>)((2 (y))’¢k)

teT

0 0 .
= > s (Ngjr(ad))(a- n(w)FmO@)((NK,F(ad) ] g Nurlad )

a,dek* wwa? P Nxr(@)y )’

=a” Z Z F(o,o;¢)((£, )(;)') , gk Nwr(ad)” )¢kN"/F(“d)i (NK/F(a)yy + Trg/r( K/F(ad)ﬁﬁ ))

a,deK* [’? OJ
, , <Yy
y
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2 W =a kG - 1 g+ D

a,deK* Nk, r(ad)=k

For B, notice : G‘O";‘”((E (1)) ,9) = ¢(—= Ng,r(B)) by the formula (73).

(a/.ﬂ(a))B)((g (y)) )= Y e nta- n(w)G(OI@((ﬂ )

teT

=q

N 4 G 0 kNK/F(ad)
XX g (Nk/r(ad)a - 1(w)Go.1:9) Norlad) g £\ (a) a4
dd”a”* KIFRay

a,dekK*
O _ d
23 xxiNgr(ad) G(0,1-¢)((lg, ;),),¢kNK/F<ad> )¢’<Nk/f<ad> (Nk/r(@)yy +Trg p( K/F(iz)ﬁﬁ )
a,dek [’g O’]EYU
y
=2 + 7 o g0t ).
g X Y $= N B W9( Nir(a@)y + Tre(aa”d™ ) )
a,deK* Ny r(ad)=k BeK
(1)
Axon) = Y (@ 7()F 00 ) (o0)
teT
_ + 0 0) Ny
= > (NK/F<ad>)F<o,o,¢><(0 0),¢ prlad™y
r—a OeT
10 d
- D 1= - D@ +q+1)

t a 0eTN (ad)=1
= s ad)=
O d K/F

A(x19) = A(xp1) = A(y) =0

)
0 0
B(xq0) = Zaf ()G 0,1:4)( 0 0 ,¢) = 0= B(x10)
teT
Bexon = Y a- 10Goro() . ) ghred™)
- OEON0 Nir(@)”
= > xx; (Ng/r(ad) = (¢ + g+ 1)
a,deK* Ng/r(a)=Ng r(d)=1
B = Z a - ()G 0,1,6)(Vk)
teT
(Ngr(ad))G 0 0 kN (ad)™
;XXXq KiF@D)Goo\ | Nurted ) ) Y
a,dek dd”a
0 0
= XX;(k)G(O,IW)( o jo? s ¢)
aa’d 1
a,deK* Ng/r(a)=1Ng/r(d)=k

th lity (73) -

© cauality > xx; (¢ = Ngjp(aa”d™))

a,deK* Ng/r(a)=1,Ng/p(d)=k
= XX g (K)p(=k)
a,deK* Nk r(a)=1,Ng/r(d)=k
= ¢~k ((q” +q + 1),
3)
a - m(w)AX1) = @ - m(w)A(xo) = ¢ (" = )" +q+ 1)

(o - m(w)A)(x00) =



REFERENCES 133

an(W)A(i) = xx; (g (g = 1(g° + g+ 1).
)
- m(w)B(xo0) = ¢~ >, ¢(~Ngr(B)) = 42(¢° = D@ + g+ D(=¢* ~ @)
a,deK* Nk r(ad)=1,8 €K

(Since Y40 ¢(— Ngyr(B)) + ¢* +g+1=0, we have Y pek $(=Ng/r(B)) = —-¢* - q).

1
dd"a”®

a - m(w)B(x) = ¢~ Z Z (= Ng/r(B)p(Trg/e(

a,deK* N r(ad)=1 B €K

B)

1
=a-m@Bx)=q" Y ), eNgrBN(Trxsr(———p)

2
O 40
a.deK* Ny p(ad)=1 fek dd”a

—g? Y $-Ngrdd a B )e(Trr(B)

(€T Ng/r(ad)=1,8'€K

=g > #-Ngrdd a” B )e(Trr(B)

1€T Ny r(ad)=1,8 €K

® =g D $=Ngr@NerBN¢(Trisr(B)),

B'eK a,deK* Ng/p(ad)=1

DI B =0, Xyger Nyrady=t #(=Ng/e ()N K/FB') + Trgip(B) = Xders Nypar=1 1 = (@ = D@ + g +1);
Gi) If ' # 0,

¢(—Nk/r(d) Ng/r(B)

a,deK* Ng/r(ad)=1

= Z Z ¢(—Ng/r(d)Ng/p(B)

leK* Ng/r(D)=1 deK*

=(@+q+ D¢ -q-1)=—(g*+q+ 1),

SO
®) =g = D@ +g+ D+ D (@ + g+ 1d(Treyr(B))]
peK*
=q @ +q+ D@ - D+ (@ +q+ D 1=q¢ (@ +q+1)’q=q" (g +q+ 1)~
@ m@Boo) =g Y ) é(=Nir(BN(Nyr(@)
a,dEKX,NK/F(ad):l pek
=q2 D ¢Ngr@)-¢ - )
a,deKX,NK/p(ad):l
=@ +q+ D" —q-D(~¢*—q)=q (g + DG +q+ 1)~
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