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Introduction

Dans ces dernières décennies l’application de mathématiques aux autres disciplines
s’est généralisée ; il ne s’agit plus seulement d’étudier des problèmes provenant de la
physique ou de la chimie, mais aussi de la biologie, de la médecine, de l’économie,
. . . . jusqu’aux sciences sociales. La modélisation d’un phénomène peut être vue
à plusieurs échelles ; mes intérêts de recherche concernent principalement l’écriture
de modèles faisant intervenir une ou plusieurs "particules" (ions, bulles, potentiels
d’actions, . . . ) soumises à des forces externes (champ électromagnétique, décom-
pression, potentiels, . . . ) ou/et à des interactions (collisions, coalescence, . . . ), ainsi
que leur étude analytique et numérique. Je me suis intéressée, par exemple, à
la physique des plasma (moteurs ioniques) dans ma thèse, aux aérosols médicaux
(poumon humain) dans des post-doctorats, et depuis mon arrivée à Orléans aux bio-
mathématiques (neurosciences computationelles) et aux géosciences (croissance de
bulles dans les volcans), qui composent l’essentiel de ce manuscrit.

L’évolution des particules peut être décrite et étudiée par différents points de vue
et méthodes :

• les modèles lagrangiens ou microscopiques décrivent la dynamique de chaque
particule via des systèmes d’équations différentielles, éventuellement stochas-
tiques, décrivant l’évolution temporelle des caractéristiques physiques des par-
ticules (position, vitesse, rayon, . . . ) ;

• les modèles statistiques ou mésoscopiques décrivent l’évolution de la distri-
bution d’un ensemble de particules, via des équations aux dérivées partielles
intégro-différéntiables (modèles cinétiques dont les taux de collisions ou de
croissance sont dictés par les modèles microscopiques précédents), nous per-
dons ainsi l’information sur chaque particule, mais nous récupérons des infor-
mations sur la distribution de l’ensemble des particules ainsi que sur certaines
quantités macroscopiques ;

• les modèles macroscopiques ne voient plus ni la particule ni l’ensemble de par-
ticules, mais décrivent la variation des quantités macroscopiques ou moyennes
(masse, quantité de mouvement, énergie, . . . ) ; ces équations sont soit des
lois de la physique (par exemple la loi des gaz parfaits) soit des équations (le
système d’Euler, Navier-Stokes, . . . ) dérivées des modèles cinétiques via les
moments de la fonction distribution.
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Mes travaux concernent principalement les équations cinétiques de type Vlasov,
Boltzmann-Lorentz, Smoluchowski, Fokker-Planck, qui sont décrites dans la suite.
Ces équations étant liées aux modèles microscopiques, je décrirai d’abord ces derniers.

L’évolution des caractéristiques physiques d’une particule (par exemple la vitesse
v(t)) est décrite au niveau microscopique par des systèmes d’équations différentielles,
éventuellement stochastiques, du type :

v̇ = F (t, v) + ξ, (1)

où F (t, v) représente le terme de force agissant sur la particule et ξ est un bruit
blanc d’écart type σ. En absence du bruit, ces systèmes (appelés dynamiques) peu-
vent être étudiés sous différents points de vue, par exemple : en déterminant les
états d’équilibre stables ou instables (via l’analyse des valeurs propres ou leur résolu-
tion au niveau déterministe ou encore via l’étude du diagramme de bifurcation) ; en
décrivant les trajectoires suivies par la solution ; . . . . En présence du bruit, un des
problèmes liés à l’étude des systèmes stochastiques (1), et qui est intéressant pour
les applications, est la détermination du temps de sortie d’une particule d’un puits
de potentiel, voir par exemple [14], [56].

Les modèles microscopiques ne sont plus applicables quand nous considérons
une population de particules avec un grand nombre d’individus. En effet, il est
irréaliste de penser d’étudier/simuler l’évolution de chaque individu, ou de décrire
de phénomènes comme la coalescence, à l’aide de modèles microscopiques. Il est
alors intéressant de considérer des modèles statistiques, qui décrivent l’évolution de
l’ensemble des particules. Comme on le verra, les équations microscopiques sont à
la base des équations cinétiques. Je détaille maintenant, l’ensemble des équations
cinétiques que j’ai considéré pendant mes recherches.

Étant donné un ensemble de particules soumises à un champ de vitesse v = v(t, x),
à un champ de forces F = F (t, x) et à des interactions élastiques ou pas, entre elles
ou avec d’autres particules, l’équation cinétique décrivant l’évolution de l’ensemble
de particules lit :

∂tf + v · ∇xf + F · ∇v, f = Q(f, f). (2)

Dans (2), l’inconnue est la fonction de distribution f = f(t, x, v) dépendant du
temps t, et des caractéristiques physiques des particules qui représentent comment
les particules sont distribuées dans l’espace des phase. Ici, par exemple, je considère
la position x et la vitesse v d’une particule, et la fonction distribution f(t, x, v)
représente la probabilité de trouver au temps t une particule en x avec vitesse v. Si
nous connaissons l’évolution en temps de x et v, par exemple grâce à une modélisation
au niveau microscopique :

ẋ = v(t) , v̇ = F (t, x),

en considérant la théorie des caractéristiques nous obtenons le terme de droite dans
(2). Dans la suite, selon la modélisation considérée, la position x et la vitesse v des
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particules seront négligées, le problème étant alors homogène en espace et vitesse,
le terme de dérivé en x n’apparaîtra pas, et l’évolution des particules sera décrite
par celle de leurs masses m et volumes v (bulles dans le magma), ou par celle de
leurs potentiels d’action ν1 et ν2 (neurones). Le champ de vecteur F = F (t, x, v)
représente les taux de croissance de la variable v. Quand F = 0, la partie à gauche
de (2) est dite équation de transport, sinon on l’appelle équation de Vlasov.

L’opérateur Q(f, f), terme de source dans (2), a été introduit par Boltzmann
(en 1872) et porte son nom, voir aussi [109] pour une étude complète des différents
opérateurs de collision. Il modélise les collisions entre les particules et il est un
opérateur intégrale non-linéaire:

Q(f, f) =

∫

B(|v − v|, θ)(f(v)f(v′) − f(v∗)f(v′∗)) dv dω, (3)

où le terme B(|v−v|, θ) est le noyau de collision et représente la portion de particules
qui sont dispersées par les collisions depuis les vitesses v et v′ aux vitesses v∗ et
v′∗. Suite à la complexité de l’opérateur de Boltzmann, d’autres opérateurs ont
été déduits sous des hypothèses simplificatrices. Quand les collisions des particules
se font contre des particules plus lourdes, l’opérateur de Boltzmann réduit à un
opérateur linéaire (voir [42]), appelé opérateur de Boltzmann-Lorentz :

QB(f) =

∫

S2

B(x, |ω − ω′|, t) (f(x, ω′, t) − f(x, ω, t)) dω′. (4)

Dans (4) nous avons de plus supposé le module de la vitesse des particules con-
stante ; il en suit que la vitesse v est déterminée que par sa direction ω ∈ S2. Cette
hypothèse a un sens physique quand nous voulons modéliser des photons, ou un
ensemble d’individus qui se déplacent tous à la même vitesse comme dans la modéli-
sation des mouvement de foules ou d’animaux. Le terme B(x, |ω−ω′, t) est le noyau
de collision et représente le taux de collisions des particules. La première partie de
l’intégrale (4) décrit l’ensemble de particules qu’après une collision auront une vitesse
v, il est usuellement nommé terme de gain, et correspond à la partie positive de QB.
La deuxième partie compte les particules qu’après une collision n’auront plus une
vitesse v, il est appelé terme de perte, et correspond à la partie négative de QB.

Lorsque les collisions sont assez nombreuses et ont un effet nettement diffusif sur
l’ensemble de particules, comme pour l’asymptotique des collisions rasantes, ou d’un
noyau de collision du type coulombien (1/r2), l’opérateur de Boltzmann-Lorentz est
approché par l’opérateur de Laplace-Beltrami :

QLB(f) = ∆ωf. (5)

Dans le cadre de la modélisation en volcanologie, je me suis intéressée aussi à
la coalescence de particules : quand deux particules qui interagissent en forment
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une seule. L’opérateur de Boltzmann est alors remplacé par un opérateur de type
Smoluchowski :

QS(f, f) =
1

2

∫ m

0
H(m′, m − m′, t)f(t, m′)f(t, m − m′) dm′

−
∫ ∞

0
H(m, m′, t)f(t, m′)f(t, m) dx′, (6)

où f(t, m) représente la probabilité de trouver au temps t une particule de taille m
(usuellement m est le volume ou la masse), et H(m, m′) est le taux de coalescence.
Dans (6), le premier terme compte les particules formées par l’association d’une par-
ticule de taille x′ et une de taille x−x′ et le deuxième compte les particules de taille
x′ perdues par coalescence avec une autre particule.

Quand le système d’équations microscopiques est stochastique, voir (1), consid-
érant le générateur du semi-groupe associé au système d’équation, nous obtenons
au niveau mésoscopique l’équation de Kolmogorov (directe), dite aussi équation de
Fokker-Planck:

∂tf(t, v) + ∇v · (F (t, v) f(t, v)) =
σ2

2
∆vf(t, v). (7)

Nous remarquons que dans le cas homogène en espace la partie gauche (de transport)
de l’équation (2) c’est le même de la partie gauche de (7) (conservation), et ceci est
vrai pour toute force conservative telle que ∇ · F = 0.

L’équation (7) est un modèle cinétique décrivant l’évolution de la fonction distri-
bution f(t, v). On voit facilement que, si le terme de dérive F (t, v) est le gradient d’un
potentiel V (t, v), i.e. s’il existe une fonction V (t, v) telle que F (t, v) = ∇vV (t, v),
l’équation (7) admet une solution stationnaire (ou état d’équilibre) donnée par :

f(v) = C exp

(−2V (t, v)

σ2

)

,

où C est une constante de normalisation.
Quand une telle fonction V n’existe pas, ou en d’autres termes quand F (t, v) n’est
pas le gradient d’un potentiel V (t, v), cette caractérisation n’est plus valable. Néan-
moins il est possible de déterminer l’existence de solution et leur convergence vers
un état d’équilibre sous l’hypothèse que le flux F (t, v) soit entrant dans le domaine
d’étude.

Les travaux de recherche concernant l’existence, unicité et positivité des solutions
pour l’équation (2), leur convergence vers un équilibre, . . . sont très nombreux, en
partant de [10], [65] en passant par [44], jusqu’à par exemple [86], [71]. En particulier,
la prise en compte d’un domaine borné en espace, et donc des conditions aux bords,
peut conduire à des difficultés ultérieures. Lors de mes premiers travaux de recherche,
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en collaboration avec S. Totaro (Sienne, Italie), j’ai étudié le caractère bien posé du
modèle cinétique (2) écrit sous la forme d’un problème de Cauchy :

{

∂tf = A(f) + Q(f) dans Ω

fin = Λfout sur ∂Ω,
(8)

où A dénote l’opérateur de transport, Q l’opérateur de Boltzmann-Lorentz défini
par (4), par fin (resp. fout) est la trace de la fonction distribution f sur les bords
"entrants" (resp. "sortants") le domaine Ω et Λ est un opérateur borné linéaire
et positif décrivant le lien entre la distribution de particules entrantes et sortantes.
Selon la norme L1 de cet opérateur, on appelle les conditions au bord de type :
dissipatif (norme plus petite que 1), conservatif (norme égal à 1) ou multiplicatif
(norme plus grande que 1). L’existence et unicité de la solution pour des conditions
au bord de type dissipatif et conservatif avait déjà été établi par plusieurs auteurs
(voir par exemple [10] pour une approche par le biais de la théorie des semi-groupes
d’opérateurs et [65] pour une approche avec la méthode des caractéristiques). Je
me suis intéressée aux conditions aux bords de type multiplicatif. Dans [M2], j’ai
prouvé l’existence et unicité de la solution dans le cadre unidimensionnel. Ce résultat
a été généralisé au cas tridimensionnel et aux conditions aux bords non homogènes,
voir [M1], [M3]. J’ai ensuite étudié l’existence et l’unicité des solutions de l’équation
de Vlasov, lorsque les vitesses ne sont pas bornées, commençant par l’équation de
Vlasov couplée avec des conditions au bord de non-retour non homogènes, voir [M4].
La technique appliquée dans ce cas, basée sur des méthodes de perturbation par des
opérateurs elliptiques, n’est pas généralisable aux conditions reliant le flux entrant
et le flux sortant de particules. D’autres techniques, basées sur la formule de Trotter
et sur des notions généralisées de semi-groupes d’opérateurs, ont été donc prises en
compte lorsque l’équation de Vlasov est associée à des conditions au bord dissipatives
ou conservatives, voir [M6], ou encore multiplicatives, voir [M7] et [M9].

La résolution d’une équation cinétique donne des informations sur la distribu-
tion de l’ensemble de particules f . Aussi, considérant les moments de la solution f
contre des puissances de v, nous pouvons en déduire des informations sur des quan-
tités macroscopiques, comme la densité, l’impulsion, l’énergie, . . . . Ces quantités
macroscopiques sont ainsi liées à l’équation cinétique par les relations suivantes :





ρ(t)
µ(t)
E(t)



 =

∫

Ω





1
v
v2



 f(t, x, v) dx dv, (9)

En multipliant donc une équation cinétique par les puissances de v et en intégrant
sur le domaine d’étude Ω nous pouvons en déduire des équations sur les quantités
macroscopiques, comme par exemple le système des équations d’Euler. Néanmoins,
cette approche, dite méthode des moments, nécessite l’existence d’une équation de
fermeture pour que le système d’équations trouvé puisse être résolu.
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Un autre approche pour la dérivation d’équations portant sur des quantités macro-
scopiques est le développement en expansion de Hilbert de la fonction distribution :

f = f0 + εf1 + εf2 + . . . , (10)

où ε est un petit paramètre qui peut être introduit par des considérations physiques
et en adimensionnant les variables, comme par exemple le nombre de Knudsen
qui mesure le libre parcours moyen d’une particule. Encore une fois, il est néces-
saire de donner une équation de fermeture pour que le système d’équations admette
une solution. Selon l’asymptotique du problème, on qualifie les équations obtenues
d’hydrodynamiques (correspondant souvent à un système hyperbolique de lois de
conservation) ou de diffusion (correspondant à des équations de type parabolique).
Ce thème de recherche est très actif et ses champs d’applications sont nombreux, une
liste exhaustive des publications le concernant étant quasi impossible, nous referons
ici quelques articles plus ou moins récents :[11], [19], [29], [59], [100], [101] pour les
limites hydrodynamiques et [12], [31], [39], [63], [66], [64], [80], pour les limites de
diffusion.

Lorsqu’il faut résoudre numériquement le problème étudié, à défaut d’une solu-
tion explicite, la réduction des modèles mésoscopiques aux modèles macroscopiques
peut être très utile, en particulier parce que le nombre de variables en jeu diminue
significativement, permettant des calculs numériques moins coûteux. Ceci a été le
cas, par exemple, d’un travail fait en collaboration avec P. Degond (Toulouse), issu de
la modélisation des moteurs ioniques. Ces moteurs se basent sur le principe suivant :
des électrons sont injectés dans la région comprise entre deux cylindres co-axiaux,
remplie d’un gaz ; ils y sont accélérés par un champ électrique parallèle aux parois
des cylindres, et déviés par un champ magnétique perpendiculaire aux mêmes parois.
Les électrons, contraints à passer plus de temps à l’intérieur des cylindres, ionisent
plus de gaz qu’en absence du champ magnétique, et ils atteignent la sortie des cylin-
dres avec une accélération supérieure grâce à l’action prolongée du champ électrique.
Le modèle que j’ai étudié suppose la géométrie du moteur donnée par deux plaques
parallèles au plan x = 0, dont la longueur est très grande par rapport à la distance
entre les plans. Ceci a permis d’introduire un petit paramètre d’adimensionnement
ε et d’étudier l’asymptotique du modèle décrit par une équation de type Vlasov-
Boltzmann-Lorentz, couplée à des conditions aux bords de type conservatif. L’étude
a été menée en deux temps. Dans un premier article, [M8], nous avons négligé le
terme de collision et déduit rigoureusement un modèle macroscopique de type dif-
fusion (aussi appelé modèle SHE, spherical harmonic expansion). Ce résultat a été
ensuite généralisé, voir [M10], en considérant aussi les collisions élastiques isotropes
des électrons contre les ions du gaz présents entre les deux plaques. La consistance
et l’intérêt du modèle SHE a été ensuite validé par des simulations numériques, voir
[M10] et [75]. Les résultats coïncident avec ceux obtenus par une méthode Monte
Carlo appliquée à l’équation cinétique, qui est beaucoup plus coûteuse du point de
vue numérique.
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Ces derniers travaux, plutôt théoriques, mais basés sur une application réelle,
m’ont portée à élargir mon champ de compétences vers l’étude de schémas numériques
pour les équations cinétiques. Les méthodes numériques les plus utilisées en théorie
cinétique sont (voir [M12] et ces références pour une description plus détaillée ):

• les méthodes à répartition discrète des vitesses qui donnent des schémas de con-
servation et entropiques assurant la positivité de la solution et sa convergence
en temps long ;

• les méthodes spectrales qui conservent la masse, mais ne donnent aucune in-
formation sur la positivité ou la décroissance de l’entropie ;

• les méthodes de type Monte-Carlo basée sur une approche stochastique pour
l’évaluation de l’opérateur de collision sont probablement les plus utilisées, mais
elle ne sont pas efficientes lorsque les particules sont denses dans le domaine
étudié.

Toutes ces méthodes perdent d’efficacité lorsque le paramètre ε peut changer de
plusieurs ordres de grandeur, comme par exemple quand le domaine d’étude est con-
stitué de deux régions (une raréfié et une dense) en contact. Dans ce cas il est pos-
sible d’utiliser deux codes différents pour les deux régions, mais il faut pouvoir alors
déterminer l’interface entre les deux régions, et donner une condition de couplage
raisonnable à cette interface, voir par exemple [5]. Pour contourner ce problème,
il est possible d’écrire des schémas consistant avec l’asymptotique, i.e. tels que en
passant à la limite ε → 0 dans les schémas, nous obtenons une discretisation consis-
tante avec l’équation limite obtenue au niveau continu. Dans la suite je vais appeler
ces schémas "asymptotique préservants". Ces schémas ont été beaucoup développés
et étudiés dans les dernières années, voir les références de section 1.1. Dans mes
travaux de recherche, je me suis intéressée aux schémas numériques à répartition
discrète des vitesses et à la mise en place de schémas asymptotiquement préservants,
voir [M11]-[M14]. Dans ces travaux j’ai considéré d’une part le limite de collisions ras-
antes liant l’opérateur de Boltzmann à l’opérateur de Boltzmann-Lorentz, et d’autre
part à l’asymptotique de diffusion des équations de type Boltzmann-Lorentz vers des
modèles de diffusion. Les résultats obtenus sont détaillés en chapitre 1.

Concernant les modèles macroscopiques, dans le cadre de deux post-doctorats,
j’ai travaillé sur des problèmes indépendants : l’existence et unicité de solutions pour
une équation de conservation à coefficients discontinus (one-sided Lipschitz) ; et la
modélisation de la respiration humaine. Le premier sujet est lié à la théorie des
systèmes hyperboliques et l’analyse du problème est basée sur la théorie des car-
actéristiques, le flux de Filippov et sur la notion de solutions en dualité introduite
dans [20], voir [M15]. Le deuxième thème de recherche, plus appliqué, a été mené
en collaboration avec l’INRIA et Air-Liquide. Ce domaine de recherche est très actif
depuis une dizaine d’années et je vais donner plus des références en chapitre 2. Dans
un premier temps mon apport a été purement numérique, en simulant le flux d’air,

8



décrit par les équations de Navier-Stokes incompressibles, dans les premières généra-
tions de bronches d’une géométrie de poumon obtenue par de scanner médicaux, voir
[M17]. Dans un deuxième temps je suis revenue vers les modèles cinétiques en con-
sidérant l’évolution d’un aérosol transporté par un flux d’air, voir [M16]. L’ensemble
de ces travaux sont détaillés en chapitre 2.

Le travail concernant la respiration humaine a été l’occasion de découvrir et col-
laborer à une thématique très appliquée. Depuis cette expérience, l’interaction avec
les collègues d’autres disciplines (physique, biologie, etc.) a été déterminante dans
le choix de mes futurs sujets de recherche en mathématique appliquée. Cette évo-
lution vers le monde des applications est, par ailleurs, soulignée par les thèmes de
recherche que j’ai abordés ces dernières années : la volcanologie (voir chapitre 3),
les neurosciences (voir chapitre 4). Ces sujets de recherche sont détaillés dans la
suite, dont le fil conducteur est notamment le passage de la description particulaire
(microscopique) où on suit l’évolution d’une particule type, à la description statis-
tique (mésoscopique), où on suit l’évolution d’une famille de particules - ces dernières
étant des bulles de gaz en volcanologie, ou des potentiels d’actions des neurones en
neurosciences Les premiers résultats sont publiés ou soumis pour publication, voir
[M19], [M20] et [M21] pour la volcanologie, et [M18] et [M22] pour les neurosciences.

Enfin, ces collaborations ont aussi été le fruit de ma participation au projet ERC-
starting grant - DEMONS- en volcanologie (porté par A.Burgisser - ISTO CNRS Or-
léans), et au projet ANR MANDy en neurosciences (porté par M. Thieullen - LPMA
Paris VI), et ont permis le co-encadrement de deux thèses (2008-2012), de plusieurs
stages de Master 2, l’organisation, d’un colloque international (en neurosciences) au
CIRM en Janvier 2010, et de deux rencontres "Mathématiques & Géosciences", au
BRGM d’Orléans en Février 2010 et au SMAI 2011, mettant en évidence les besoins
de géosciences en mathématiques (principalement en statistique, traitement de sig-
nal et calcul scientifique). Suite aux collaboration en neurosciences, plus récemment,
j’ai initié une collaboration avec R.M. Mège et son équipe à l’INSERM qui étudi-
ent l’adhésion et migration de cellules neuronales : ceci à donné lieu à un projet
PEPS Bio-Math-Info (MAC : Modélisation d’adhésion des cadhérines) concernant
l’adhésion et croissance des cadhérines, dont je suis porteuse. L’idée étant de mod-
éliser l’évolution de deux populations de cellules (libres et liées) par un système
d’équations de réaction-diffusion dégénéré. Les images de croissance de contacts
trans-cellulaires et cis-cellulaires obtenus par l’équipe de R.M. Mège, ressemblent
aussi à des modèles de croissance de villes étudiés par A. Batakis et M. Zinsmeister
de l’université d’Orléans (projet région-TRUC). Nous allons commencer une collab-
oration sur l’étude des modèles liés à la croissance de cadhérines en co-encadrant une
thèse à partir de septembre 2012. Ce nouvel axe de recherche ainsi que le travail fait
en neurosciences, m’ont portée à m’intéresser, très récemment, aussi à la modélisation
en sciences sociales (groupe de travail Humaniste co-organisé avec L. Boudin et O.
Guéant du laboratoire Jacques-Louis Lions, Paris VI et VII, démarré en février 2012).
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Dans la suite, je vais détailler mes travaux de recherche en l’organisant en quatre
parties : le premier chapitre (voir 1) détaille les recherches concernant les schémas
numériques pour le cinétique ; le deuxième chapitre (voir 2) reporte les résultats con-
cernant les modèles macroscopiques ; dans le troisième chapitre (voir 3) est présenté
le thème de recherche en volcanologie ; enfin le dernier chapitre (voir 4) concerne
les neurosciences computationelles. Les travaux qui constituent cette Habilitation à
Diriger des Recherches sont référencés à page 71 et correspondent à mes publications
après la thèse, de [M11] à [M17] pour la période post-doctorale et qui sont détaillés
en chapitres 1 et 2 ; de [M19] à [M23] qui correspondent à mes nouvelles directions
de recherche, menées à l’université d’Orléans, et qui sont décrites dans les chapitres
3 et 4.
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Chapitre 1

Schémas numériques pour le
cinétique

Dans cette partie, je présente mes résultats concernant de schémas numériques pour
les équations cinétiques à répartition de vitesses, avec des opérateurs de collisions
de type Lorentz. Les travaux présentés ici, ont été effectués au laboratoire Jacques-
Louis Lions (Paris VI), pendant deux post-doctorats (de 2000 à 2003) financés par
deux projets différents : le TMR-Network "Asymptotic methods in kinetic theory”
(1 an), et le "Marie-Curie" du V e programme de l’U.E. (2 ans). À cette occasion, j’ai
principalement approfondi les aspects numériques liés aux équations cinétiques, et je
me suis intéressée plus précisément à l’étude des schémas numériques à répartition
de vitesses qui soient "asymptotiquement préservant" (ici et dans la suite ce terme
sera utilisée à fin de garder l’acronyme "AP" qui est très diffuse). Ces recherches,
faites en collaboration avec C. Buet (CEA), B. Lucquin-Desreux (Paris VI) et S.
Cordier (Orléans), ont donné lieu aux publications [M11], [M13], [M14], [M12].

Nous considérons un ensemble de particules, des photons, qui se déplacent à
vitesse constante et soumises à des collisions élastiques avec des particules plus lour-
des, i.e. ces collisions modifient uniquement la direction de la vitesse. Dans le cas
unidimensionnel, la fonction distribution f = f(x, θ, t) qui décrit l’évolution de cet
ensemble de particules doit satisfaire l’équation cinétique :

ε∂tf + cos θ∂xf =
1

ε
Q(f). (1.1)

où x ∈ R, θ ∈ [−π, π] et représente la direction du déplacement, i.e. la vitesse de
particules est donnée par v = |v|(cos θ, sin θ) ; enfin, ε est un petit paramètre. Dans
le cadre des collisions élastiques, comme expliqué dans l’introduction, l’opérateur de
collision Q(f) dévient un opérateur de type Lorentz et prend la forme d’un opérateur
de Boltzmann-Lorentz :

Q(f)(θ) =

∫

S1

B(θ′ − θ)
(

f(θ′) − f(θ)
)

dθ′, (1.2)
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ou d’un opérateur de Laplace-Beltrami :

Q(f)(θ) = ∂2
θθf(θ), (1.3)

Comme expliqué aussi en section 1.2, quand l’angle de déviation θ′−θ est très pe-
tit, l’opérateur de Boltzmann-Lorentz converge vers l’opérateur de Laplace-Beltrami
(voir aussi [26], [43], [41]). Cette limite est appelée la limite de collisions rasantes.
Un des mes travaux, [M13], concerne une approximation numérique de type éléments
finis pour l’opérateur de Boltzmann-Lorentz consistante avec la limite de collisions
rasantes, voir section 1.2.

Un autre aspect numérique que nous avons étudiée concerne la limite de diffusion
de l’équation cinétique (1.1), [M11]. En effet, il est facile de voir que, quand ε
converge à zéro, la solution de (1.1) converge à la solution d’un problème de diffusion
par rapport à la seule variable spatiale x :

∂tf
0 − 1

2
∂2

xxf0 = 0. (1.4)

dont le coefficient de diffusion peut être calculé par une expansion de Hilbert et où
f0 = f0(t, x) est le premier terme de l’expansion d’Hilbert de f :

f = f0 + εf1 + ε2f2 + . . . .

Les résultats obtenus sont détaillés en section 1.1.

Enfin, nous avons mis au point un test numérique dit de focalisation, [M14], qui
est basé sur la défocalisation d’un Dirac, et qui permet de déterminer la nature des
collisions (rasantes ou pas), sans la connaître a priori et en se basant juste sur des
simulations numériques, voir section 1.3.

En d’autre termes, dans ce chapitre, il est question d’une approche numérique
des asymptotiques suivantes :

Boltzmann me/mi → 0−−−−−−−−→ Boltzmann-Lorentz

ε → 0 ↓ ↓ ε → 0
Fokker-Planck-Landau me/mi → 0−−−−−−−−→ Fokker-Planck-Lorentz

Au niveau théorique l’asymptotique de l’opérateur de Boltzmann ou Fokker-
Planck-Landau vers les opérateurs de type Lorentz dans le cadre d’un rapport de
masse entre particules petit a été étudiée dans [42]. L’asymptotique dite des colli-
sions rasantes à été étudiée dans [41] et [26] concernant les opérateurs de Lorentz, et
dans [43] concernant l’opérateur non-linéaire de Boltzmann.
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1.1 Schémas “asymptotiquement préservant”

Cette partie concerne les schémas asymptotiquement préservant, c’est à dire ces sché-
mas dépendant d’un paramètre ε et tels que, quand ε tend vers zéro, ils convergent
vers un schéma consistant avec la discretisation de l’équation limite au niveau con-
tinu. Ce type de problèmes est souvent pris en compte lorsqu’une région contenant un
grand nombre des particules (région dense) est en contact avec une région contenant
un petit nombre de particules (région raréfiée). Généralement, l’évolution du sys-
tème est décrite par le biais d’une équation de diffusion pour la région dense, et d’une
équation cinétique pour la région raréfiée. Reste alors à modéliser mathématique-
ment l’interface entre les deux régions, i.e. la frontière de contact, ce qui renvoie à la
résolution de problèmes de frontière libre (problèmes de type de Stefan). Une autre
façon d’étudier mathématiquement cette situation, est d’écrire un schéma numérique
pour l’équation cinétique, consistant avec la limite de diffusion. De cette façon, nous
pouvons décrire avec une seule équation et en variant la valeur du paramètre ǫ le
problème sur la totalité du domaine sans avoir à connaître a priori les domaines
denses et raréfiés, et donc sans avoir à traiter des problèmes de frontière libre. Grâce
à son large spectre d’application, ce thème de recherche a été très développé dans
les dernières années et par différentes approches. Dans les papiers fondateurs nous
citons par exemple [70], [58] ; concernant les schémas "well-balanced" voir par ex-
emple [61], [62] [51] ; pour l’asymptotique diffusive voir par exemple [30], [38], [40],
[78], pour le cadre multidimensionnel voir par exemple [27].

Dans [M11] nous étudions, en particulier, l’équation cinétique uni-dimensionnelle
(1.1), où pour simplicité, nous avons considéré Q(f) donné par l’opérateur de colli-
sion de Fokker-Planck-Lorentz (1.3), mais nos résultats peuvent se traduire dans le
cadre de l’opérateur de collision de type Boltzmann-Lorentz (1.2).

Plus précisément, nous avons étudié plusieurs schémas numériques (centré, dé-
centré, θ-schéma, Jin-Levermore modifié). Premièrement, nous avons montré qu’il
faut utiliser une discretisation non-uniforme par rapport à l’angle θ. Autrement, à
la limite, le coefficient de diffusion serait 1/ 2λ, avec λ 6= 1, valeur propre associée
au vecteur propre cos(θ)j=0,...,N−1 et à la matrice de discretisation de l’opérateur
de Laplace-Beltrami. Nous avons aussi constaté que dans le cadre unidimensionnel,
pour un maillage non-uniforme il suffit de 4 points de discretisation pour assurer la
consistance de la limite du coefficient de diffusion discret à 1/2. Une fois introduite
la discretisation de la variable spatiale x (uniforme), nous avons montré que :

• le schéma centré n’est pas consistant avec la limite, puisqu’il converge vers
l’équation de diffusion stationnaire, i.e. le coefficient de diffusion est infini ;

• le schéma centré est consistant avec la limite, i.e. nous obtenons le bon coeffi-
cient de diffusion, mais il donne lieu à des oscillations dues au découplage entre
les mailles paires et impaires ;
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• le θ-schéma semble être un bon compromis, mais les oscillations du schéma
centré persistent si la donnée initiale est un Dirac défini sur une seule maille,
et nous obtenons une erreur d’ordre ∆x pour le coefficient de diffusion ;

• enfin, le schéma dit de Jin-Levermore modifié, car inspiré par [69], correspond
au comportement attendu.

Je reporte à titre d’exemple, en figure 1.1, les courbes en fonction de θ correspon-
dantes au coefficient de diffusion calculé à partir du moment d’ordre deux de la
solution obtenue par le schéma dit de Jin-Levermore modifié et de la solution exacte.
Les deux courbes croisent la valeur théorique 1/2 pour un angle optimal θ0 = 0.864.
Cette valeur correspond à la valeur optimale du premier angle de discretisation,
pour un schéma à 4 points en vitesse, valeur nécessaire à l’obtention du coefficient
de diffusion 1/2 (voir les détails dans [M11]).
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Figure 1.1: Coefficient de diffusion par rapport à θ

1.2 Limite des collisions rasantes

Un des thèmes de recherche auquel je me suis intéressée, voir [M13], concerne la
définition d’un schéma numérique pour l’opérateur de Boltzmann-Lorentz consis-
tant avec la limite de collisions rasantes : le schéma numérique proposé est tel
que, à la limite de collisions rasantes, i.e. quand l’angle de déviation est très pe-
tit, le schéma donne une approximation de l’équation limite continue, l’équation de
Fokker-Planck-Lorentz. Cette type d’approximation a lieu essentiellement quand
les potentiels d’interactions sont à longue portée, comme par exemple le potentiel
coulombien. La convergence au niveau continu de l’équation de Boltzmann vers
l’équation de Fokker Planck (ou Laplace-Beltrami) a été prouvé dans [41], dans le
cadre du potentiel coulombien, et dans [43] pour des noyaux de collision réguliers.
Nous rappelons aussi les résultats de [63] pour des forces inversement proportion-
nelles à la distance (1/rs, avec s > 1), i.e. et sans "cut-off". Enfin, la convergence
dans la limite des collisions rasantes de l’opérateur de Boltzmann-Lorentz vers celui
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de Fokker-Planck-Lorentz a été prouvée dans [26].

L’approximation numérique de ce type de problème a été traitée dans [89] par
une méthode spectrale ou encore dans [66] par une méthode de type particulaire.
Nous avons choisi d’approcher le modèle par des éléments finis P1, parce que ils sont
particulièrement bien adaptés au problème (voir [34] pour le cas 3D) ; ceci évite de
passer par une quadrature pour le calcul de l’intégrale, ainsi nous pouvons considérer
la limite de collisions rasantes, tout en gardant fixé le pas d’espace. En particulier,
nous avons considéré l’équation (1.1) avec l’opérateur Q(f) défini par (1.2) et ε = 1.
Le noyau de collision est donné par :

B(θ − θ′) = B01|θ−θ′|<επ,

et l’équation est complétée par des conditions au bords de type de réflexion. À
titre d’exemple je reporte en figure 1.2 un résultat numérique, qui montre bien la
très bonne approximation pour ε qui converge vers zéro de l’opérateur de Laplace-
Beltrami par les collisions rasantes.
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Figure 1.2: La densité n(x, T ), pour plusieurs valeurs de ε: 0.01, ∆x
π , 2∆x

π , 3∆x
π et

pour l’operateur de Laplace-Beltrami

Les méthodes particulaires ou volumes finis nécessitent un coût de calcul pro-
hibitif afin de vérifier l’asymptotique de collisions rasantes, à moins de considérer
des schémas d’ordre deux. De plus, pour la discretisation du problème tridimension-
nel, il est préférable d’utiliser une méthode spectrale, une approche de type éléments
finis Q1 étant très complexe dans le calcul exact des intégrales. Enfin, l’approche
spectrale pour l’opérateur non-linéaire de Boltzmann a été développée dans [88] et
[53].
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1.3 Focalisation

L’effet régularisant de l’opérateur de Fokker-Planck-Lorentz par rapport à l’opérateur
de Boltzmann-Lorentz, est bien connu, voir par exemple [22], [108]. Le travail sur la
limite de collisions rasantes, [M13], nous a permis d’identifier et étudier numérique-
ment par un cas test très simple, dit test de focalisation, cet effet. Cette section
résume brièvement les résultats publiés dans [M14].

Nous considérons un domaine Ω = [0, 1] initialement vide, i.e. f(x, θ, t = 0) = 0.
Un faisceau de particules localisé au tour de l’angle θ = 0 est injecté au bord x = 0
du domaine Ω, f(x = 0, θ, t) = δθ=0. Les particules sont supposées traverser le do-
maine avec une vitesse dont l’angle est θ = 0 et éventuellement subir des collisions
élastiques. Leur évolution est donc régie par l’équation (1.1), où l’opérateur de col-
lision Q(f) est donné par (1.2) ou (1.3), et comme en section 1.2, ε = 1.

Le test de focalisation permet d’évaluer l’effet régularisant ou pas de l’opérateur
de collision en comparant la densité de particules en entrée du domaine (en x = 0)
le long d’une direction donnée, avec celle en sortie (en x=1) le long de la même
direction (ici celle perpendiculaire au bord du domaine, θ = 0). Nous définissons
le coefficient de focalisation comme le rapport entre le nombre de particules injec-
tées en x = 0 avec direction θ = 0 et celles arrivant au même temps en x = 1
avec la même direction. En raffinant le maillage en vitesse, nous constatons deux
comportements différents selon l’opérateur de collisions considéré : dans le cas de
Boltzmann-Lorentz le coefficient de focalisation converge vers une valeur finie ; pour
l’opérateur de Laplace-Beltrami cette limite est zéro.

Avec ce test de focalisation, il est donc possible de classifier les opérateurs de col-
lision en deux familles : ceux de type Boltzmann-Lorentz, et ceux de type Laplace-
Beltrami. À titre d’exemple, nous avons considéré l’opérateur (1.2) pour des colli-
sions rasantes avec "cut-off". Le noyau est alors défini par :

Bε(z) = Cα,ε1{|z|>ε}|z|−α,

avec α ≥ 0, et la constante Cα,ε donnée par:

Cα,ε =











1 pour α ∈ [0, 3[

1/ log ε pour α = 3

1/ε3−α pour α > 3

Quand ε converge vers zéro, le noyau de l’opérateur de Boltzmann-Lorentz admet
une singularité intégrable pour α < 1, qui correspond à l’hypothèse de "cut-off"
angulaire de Grad. Au contraire, quand α ≥ 1, i.e. dans le cas de "non cut-off", une
expansion de Taylor dans l’intégrale montre qu’il y a compensation entre le terme
de perte et de gain (voir par exemple [26] et [41]). Enfin, si α ≥ 3, l’opérateur
de Boltzmann-Lorentz converge à l’opérateur de Laplace-Beltrami quand ε converge
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vers zéro (le cas α = 3 étant le cas des interactions coulombiennes). En d’autre
termes, pour α < 1 on s’attend à ce que une partie des particules restent focalisées
autour de la direction θ = 0 ; et pour θ ≥ 1, le faisceau tendra à être de plus en plus
diffusé. Ce comportement est mis en évidence dans le tableau suivant :

FNθ=320 FNθ=160 FNθ=320/FNθ=160

Boltzmann-Lorentz 0.3794 0.3819 0.9934
α = 0.95 0.2137 0.2066 1.0344
α = 1 0.1584 0.1624 0.9753

α = 1.1 0.0771 0.0939 0.8211
α = 2 0.0066 0.0133 0.4962
α = 3 0.0036 0.0078 0.4615

Laplace-Beltrami 0.0078 0.0156 0.5

Table 1.1: coefficient de focalisation

où FNθ
= FNθ

(t) est le coefficient de focalisation pour Nθ = 320 et 160 points de
discretisation, défini par :

FNθ
(t) =

f(x = 1, θ = 0, t)

f(x = 0, θ = 0, t)
.

Comme nous nous y attendions, pour α < 1 le coefficient de focalisation converge
vers une valeur finie non nulle, et pour α > 1 le coefficient de focalisation converge
vers zéro. Ceci permet donc de caractériser le type d’opérateur en observant les
solutions, voir [M13] pour plus de détails.
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Chapitre 2

Équations macroscopiques

Les équations cinétiques et les systèmes hyperboliques sont liés : plus précisément,
ces derniers peuvent être dérivés des premiers. Formellement, en considérant les deux
premiers moments de la solution f(t, x, v) de l’équation cinétique (2) :

ρ(t) =

∫

Ωv

f(t, x, v) dv , (ρu)(t) =

∫

Ωv

v f(t, x, v) dv,

correspondant respectivement aux quantités macroscopiques de la densité (ou masse)
et de la quantité de mouvement, nous pouvons écrire les équations de conservation
suivantes :

∂tρ + ∂x(ρu) =

∫

Ωv

Q(f) dv ,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2) =

∫

Ωv

v Q(f) dv.

Selon la nature de l’opérateur d’interaction de particules Q(f), les membres de
droite de ce système d’équations seront zéro ou donneront un terme dépendant de
f . Le lien et l’étude théorique du passage d’une équation cinétique à une équation
macroscopique est un sujet de recherche très compétitif, et est lié au 6eme problème
d’Hilbert concernant le la cohérence entre les modèles de la mécanique des fluides
(Euler et Navier-Stokes) et le modèle de la théorie cinétique (Boltzmann). Un apport
essentiel a été donné par les travaux de L. Saint-Raymond, voir par exemple [59],
[100], citeStR02-2, [101] et [102].

Du fait de ce lien, en parallèle des développements de schémas numériques pour
les modèles cinétiques, je me suis intéressée aux systèmes hyperboliques. Plus pré-
cisément, en collaboration avec F. James (Orléans) et F. Bouchut (Marne-la-Vallée),
j’ai travaillé sur la généralisation à plusieurs dimensions (voir [20] et [60] pour le
cadre unidimensionnel) du résultat d’existence et unicité pour les solutions en du-
alité de systèmes hyperboliques à coefficient discontinus. Ce travail a donné lieu à
l’article [M15] qui est détaillé en section 2.1.

18



Enfin, dans le cadre de l’application des mathématiques à la biologie, j’ai collaboré
aux débuts du projet sur la modélisation de la respiration dans le poumon humain,
voir section 2.2. Le flux d’air dans les premières générations de bronches étant
modélisé par les équations de Navier-Stokes incompressible

∂tu + u · ∇u − ν∆u + ρ−1∇p = 0

(2.1)

∇ · u = 0

où u et la vitesse du fluide, p sa pression et ρ la densité du fluide. J’ai simulé et étudié
l’évolution du flux d’air dans deux géométries de poumon obtenues par imagerie
médicale. En plus de la compréhension et l’adaptation du code pour la simulation des
solutions de l’équation de Navier-Stokes, j’ai participé à la construction du maillage
3D à partir de l’image médicale, ainsi que à la visualisation des résultats (un des films
créés dans le cadre du suivi de lignes de flux d’air dans les premières générations des
bronches est visible sur l’écran d’accueil du laboratoire Jacques-Louis Lions depuis
8 ans). Ce sujet de recherche m’a demandé un investissement important, tant au
niveau numérique que théorique n’ayant jamais abordé auparavant les équations de
Navier-Stokes. Une partie des résultats a été publiée (voir [M17]). Par la suite, j’ai
commencé à travailler, lors du CEMRACS 2004, à l’étude de la façon de diffuser
d’un aérosol dans les premières voies respiratoires, ce qui implique un modèle couplé
fluide-cinétique. Un travail préliminaire, concernant la simulation d’un ensemble des
particules diffusant dans un fluide de vitesse constante a été publié (voir [M16]).
Ces résultats sont le point de départ de beaucoup de travaux et développements des
dernières années sur la modélisation de la respiration humaine, voir par exemple [9],
[23], [24].

2.1 Équation de transport à coefficients discontinus

Cette partie détaille les résultats obtenus en collaboration avec F. James (Orléans) et
F. Bouchut (Marne-la-Vallée) concernant les solutions en dualité pour l’équation de
conservation à coefficients discontinus, voir [M15]. La notion de solutions en dualité
a été utilisée récemment pour l’étude d’un modèle de chemotaxis, voir [68].

Soit a ∈ L∞((0, T )×R
N ) un vecteur des vitesses satisfaisant à la condition, dite

one-sided Lipschitz condition (OSLC) : pour presque tout (t, x, y) ∈ (0, T )×R
N×R

N ,
il existe α ∈ L1

+(0, T ) tel que :

〈a(t, y) − a(t, x), y − x〉 ≤ α(t)|y − x|2. (2.2)

Il est possible de montrer que cette condition implique seulement une borne supérieure
de div(a). Nous avons considéré des équations de transport où les vitesses satisfont
la condition (2.2), parce qu’elle permet de donner des résultats rigoureux quand
div a < 0, ce qui correspond à une situation compressive. Ce type de comportement
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apparaît dans plusieurs applications des systèmes hyperboliques non-linéaires, voir
par exemple [72], [77] [115], ou pour le système de gaz sans pression [21].
Nous avons considéré donc le problème de transport, dans (0, T ) × R

N :

∂tu + a · ∇u = 0, (2.3)

avec donnée initiale u(0, x) = u0(x). Cette équation est naturellement liée à l’équation
de conservation, dans (0, T ) × R

N :

∂tµ + div(aµ) = 0, (2.4)

par les caractéristiques, aussi appelé flots, définies, pour 0 ≤ s, t ≤ T , x ∈ R
N , par

les solutions de l’équation différentielle ordinaire :

∂sX = a(s, X(s, t, x)), X(t, t, x) = x. (2.5)

Il est bien établi que si a est suffisamment régulier, le flot est uniquement déterminé et
les solutions u de l’équation de transport (2.3) et µ de l’équation de conservation(2.4)
sont données respectivement par

u(t, x) = u0(X(0, t, x)) , µ(t, x) = det(∂xX(0, t, x))µ0(X(0, t, x)).

La théorie des caractéristiques n’est plus valide si a n’est pas régulier, comme
pour des vitesses satisfaisant (2.2). Le bien-fondé du problème de transport a été
montré pour des vitesses a(t, .) ∈ W 1,1

loc (RN ) avec divergence dans L∞
loc, [44], en util-

isant le cadre des solutions renormalisées. Et dans [2] le résultat a été généralisé à
l’équation de Vlasov avec vitesses a(t, .) ∈ BVloc et div a(t, .) ∈ L1

loc. Des avancés
récentes ont était faite pour des vitesses pas BV en utilisant la formulation lagrang-
ienne, voir par exemple [3], [4], [18] ou encore [32]. Néanmoins, le comportement de
discontinuités dans le cadre de vitesses satisfaisant (2.2) est différent, et l’approche
de type solutions renormalisées n’est pas adéquate. Enfin, dans [92] et [90, 91] l’étude
de l’équation de transport à coefficient discontinus est basée sur la théorie des flots
de Filippov, [54]. Cette théorie donne une définition généralisée pour les solutions X
de (2.5) dans le cadre de vitesses discontinues. De plus, la condition (2.2) en assure
l’unicité et la stabilité. Néanmoins, l’unicité est valable seulement pour des solutions
du problème direct, i.e. quand s > t.

Dans [M15] nous avons adapté et généralisé au cadre multi-dimensionnel les ré-
sultats de [20], en utilisant les solutions réversibles et en dualité. L’idée de base
est de résoudre l’équation duale du problème de transport (2.3), qui de fait est un
problème conservatif rétrograde:

∂tπ + div(aπ) = 0 in (0, T ) × R
N , (2.6)

avec donnée finale π(T, x) = πT (x).
L’existence de solutions au problème duale implique l’unicité de solutions pour le
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problème direct correspondant. Néanmoins, le manque d’unicité, et donc de stabilité,
pour le problème rétrograde, ne permet pas de définir les solutions du problème direct
par le biais de la relation :

d

dt

∫

u(t, x)π(t, x) dx = 0.

Le point crucial dans [20] était l’introduction de solutions réversibles du problème
rétrograde, assurant ainsi l’existence, l’unicité et la stabilité faible. Dans le cadre
multi-dimensionnel, nous avons prouvé l’unicité que pour le problème conservatif
rétrograde et pas pour celui de transport. Nous avons donc pu montrer les deux
résultats suivants :

Théorem 2.1.1 (Problème conservatif rétrograde) Pour tout πT ∈ L∞
loc(R

N ),
il existe une unique solution de (2.6), π ∈ RT , telle que π(T, ·) = πT .

Théorem 2.1.2 (Problème transport forward) Pour tout u0 ∈ BVloc(R
N ), il

existe un unique solution duale de (2.3), telle que u(0, ·) = u0.

2.2 Modélisation de la respiration humaine

Dans cette partie, je présente les résultats obtenus, lors d’un post-doc (2003-2004)
au laboratoire Jacques-Louis Lions (Université Pierre et Marie Curie), voir aussi
[M17] et [M16]. Le thème de cette recherche pluri-disciplinaire concernait la modéli-
sation de la respiration humaine et était une collaboration avec l’hôpital Salpétrière,
l’INRIA et Air Liquide. Il s’agissait des premiers pas dans ce sujet de recherche très
appliqué et riche. Après mon arrivée à Orléans (2004), les engagements locaux et
des nouvelles axes de recherche ont fait que je n’ai plus participé activement aux
avancées de ce thème qui a beaucoup évolué récemment : voir par exemple le pro-
jet "Multiscale and multiphysics modelling of the respiratory system" porté par C.
Grandmont (INRIA) ou encore les travaux de B. Maury (Paris XI), et ceux de L.
Boudin (Paris VI), plus de références sont données dans la suite de cette section.

Le but global du projet est de pouvoir simuler et étudier le flux respiratoire depuis
le nez jusqu’aux acinis, pour une optimisation des soins médicaux comme par exem-
ple les inhalations d’aérosols. Le poumon a une structure en arbre constituée de 23
bifurcations (ou générations) ; depuis la trachée jusqu’aux acinis. Cette structure est
usuellement partagée en trois parties : les premières 6-7 générations, arbre trachéo-
bronchique supérieur, les générations suivantes jusqu’à la 21éme, arbre bronchique,
et les dernières générations jusqu’aux acinis, l’arbre alvéolaire. De façon très suc-
cincte, cette répartition correspond à des comportements et mécanismes différents
du flux d’air : dans l’arbre trachéo-bronchique l’air peut être considéré comme un
fluide incompressible et son évolution est décrite par les équations de Navier-Stokes
incompressibles (2.1) ; dans l’arbre bronchique il est modélisé par un flux de type
Poiseuille ; enfin dans l’arbre alvéolaire a lieu le passage de l’air au sang, modélisé
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par une mécanique similaire à celle d’une série de pistons avec résistance, voir [9].

Mon travail de post-doctorat concernait en particulier la simulation numérique
du flux d’air dans la partie trachéo-bronchique. Le service de médecine de l’hôpital
Salpétrière nous a fourni deux scans tridimensionnels de poumons humains, coupés
au début de la trachée et à la 6-7éme génération, consistant d’un maillage de la
surface du poumon. Ces maillages étant très irréguliers (à cause des irrégularités
naturelles du corps humain), la première étape de mon travail a consisté à leur
optimisation/régularisation tout en préservant au maximum la géométrie du mail-
lage original. Aussi pour pouvoir les utiliser comme maillage pour les simulations
numériques, il a fallu les transformer en maillages volumiques. Ce travail était fait
en utilisant plusieurs codes développés à l’INRIA (YAMS et ghs3d), ainsi que deux
codes en C++ que nous avons écrit (BordsDetection et/ou BordsCylindres). Un
script en Perl permettant d’automatiser les différentes étapes afin d’obtenir le mail-
lage volumique en une seule commande à enfin simplifié en une seule commande
toute cette procédure.

Une fois obtenu le maillage volumique, pour les simulations des équations de
Navier-Stokes, nous utilisons un code en Fortran développé au laboratoire Jacques-
Louis Lions (NS3IFS). Concernant les conditions aux bords du modèle, il est admis
que la respiration humaine est due à une différence de pression provenant de la
dilatation des acini (ou au mouvement du diaphragme) et que, pendant un cycle
respiratoire (inhalation, expiration), la première phase est plus courte que la deux-
ième. À cause du code utilisé et du fait que les résultats devaient être comparés
avec ceux obtenu par L. Vial (à l’époque en thèse à Air-Liquide), utilisant GAM-
BIT et FLUENT pour les remaillages et simulations numériques et ne pouvant pas
prendre en compte de conditions aux bords en pression, nous nous sommes limités à
des conditions en vitesse, en imposant une vitesse constante ou bien sinusoïdale en
entrée de la trachée, en laissant des sorties libres aux bouts des 6éme générations,
et une vitesse nulle sur la paroi du poumon. Malgré ce bémol, les résultats obtenus,
ainsi que leur comparaison étaient tout à fait satisfaisants. Les avancées récentes et
l’utilisation du code LifeV, voir [9], permettent aujourd’hui de prendre en compte
des conditions aux bords plus réalistes.

La dernière étape de mon travail, mais pas la moindre, a été la visualisation
de résultats numériques. L’idée était de montrer comment l’air se répartit dans
les premières générations de l’arbre trachéo-bronchique, en visualisant des partic-
ules fictives suivant les lignes de courant. Un premier essai a été faite en utilisant
Medit (développé par l’INRIA), mais à l’époque les outils nécessaires à cette visu-
alisation n’étaient pas encore disponibles, seules les différences de pressions étaient
bien représentées. J’ai donc opté pour un logiciel libre (OpenDx). Il a fallu conver-
tir les résultats des simulations numériques dans un format lisible par ce logiciel (à
l’aide d’un programme C++ que nous avons développé). Les films ainsi obtenus sont
disponibles sur ma page web (dans la partie recherche/films) et l’un d’eux est depuis
visible sur l’écran d’accueil du laboratoire Jacques-Louis Lions. Je reporte ici, les
images correspondant à trois temps pour la visualisation avec les particules fictives.
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Enfin, une partie de ces résultats ont étés publiés dans une revue de bio-médecine
computationelle, [M17].

Figure 2.1: Visualisation du flux d’air par des particules fictives pour une condition
de vitesse entrante sinusoïdale.

Après cette validation numérique, une question se pose da façon naturelle : est-
il possible récupérer des informations sur la santé du patient à partir des simula-
tions/données. Une possibilité est de considérer le rapport entre le débit en sortie et
la surface de chaque sortie de 6éme génération. En traçant en échelle logarithmique
ces rapports pour chaque sortie, j’ai remarqué un bon alignement (avec D ∼ S4/3)
pour ce qui concerne la géométrie du poumon sain, alors que pour la géométrie
correspondant au poumon malade, les points sont répartis en deux groupes, corre-
spondant aux parties droite et gauche du poumon. Or il faut dire que cette deuxième
géométrie était gravement pathologique, en effet un cancer bouchait quasi en totalité
la première bifurcation à droite, et donc ce résultat n’est pas du tout étonnant. Cette
première étude portant seulement sur deux géométries de poumon ne permet pas de
conclure sur son utilité effective, et mériterait d’être approfondie.

Figure 2.2: Debit vs. surface. Gauche : poumon sain. Droite : poumon pathologique

Enfin, lors du CEMRACS 2004, en collaboration avec C. Baranger, L. Boudin et
P-E. Jabin, voir [M16], nous avons considéré un modèle cinétique décrivant l’évolution
d’un ensemble de particules, représenté par la fonction distribution f(x, v, t), dans
un fluide de vitesse u. C’était une première approche du couplage fluide-cinétique
pour la modélisation d’un aérosol injecté et/ou inhalé au niveau de la bouche ou du
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nez.

∂tf + v · ∇xf = ∇v(µ(v − u)f + λ∇vf)

f(x, v, t) = 0 , x ∈ Γ − {0} , v · n < 0

f(x = 0, v, t) = δvx
, vx > 0

f(x, v, t = 0) = 0

Nous avons considéré deux géométries : un cylindre de section circulaire avec une
vitesse du fluide u de profil parabolique, et un coude de section carrée avec une
vitesse du fluide u de profil plat. Nous avons approché le modèle par une méthode
particulaire. Je reporte ici à titre d’exemple deux tests simulant deux conditions
initiales modélisant un aérosol injecté en apnée (v(t = 0) = 10 m/s et u = 0.1 m/s),
ou un aérosol initialement en suspension et inhalé (v(t = 0) = 10−3 m/s et u = 1
m/s). Nous remarquons que les particules d’aérosol inhalées sont plus diffusées que
celles injectées en apnée, ce qui semble tout à fait raisonnable.

(!"###$$%(#$

(!"###!&%(#$

(!"##'()%(#$

*

(+")%(#(

$"$%(#+

)",%(#(

-

+"'(+$!%(#$

+"'((#,%(#$

+"'(.+(%(#

/

.

.

..
.

.
.

.

.
.

. .

.

.

.

.

.
.

.
..

.

.

.

.
..

.

.
.

.
.

.

.

. . ..

.

.

.

.
.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

. .
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.
.

..
. .

.

.

..

.

.

.
.

. .
.

..
.

.

.

.
.
..

.

..

.
.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

. .
.

..

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.
.

.

..

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .. .
. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
..

.
. .

.
. .

.

.

. .

.

.

.
.

.

..

...

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .
.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.. .

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

. .
.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.. .

. .

.

.
.

.

..

.

.

..

.

.
.

.

.

.
.

.

. .

.

.

. .

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
..
.

..

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.

.

.
.

.

.
. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

. . .

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. ..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

. .

.

.

.

.

. .

.

.
. .

.
.

.

. .
.

.

.

. .

.

.

.

.
.
.

.. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

..

.. .

.

. .

.

.

.
.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
..

.

.
.

.

.

.

.
. .

.

.
.

.

...
.

.

.

.

.

.

..

.
.
.

.
.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.
.

.. .

.
.

.
.

..

.

.
.

.

.

..

.

. .

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

. .

..
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

. ..

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

. ..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

. .

.

..
.

.

.
.

..

. .
.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.

. .

.. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.
.

.

..

.

.
.

.

. .
.

.

.

.
.

.

.

.

..

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
. .

.

.
.. .

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

...

.

..
.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

. .

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.. .

. .

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

..
.

.

..
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

..
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
. .

.

.

.

.

.
. ..

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

..

.

.

. .

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.
.

.

...

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

..

..

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

. .
.

..
.

.

.
.

.

..

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.
.

.

.

..
.

.

.

.

.

.
.

.
.
.

.
.

.

.
.

.
. .

..

.

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

. ..

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ..

.
.

.

.

..

. .

..
.

.

.

.
..

.
.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.
.

.
.

.

..

.

.

.
.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.. .
.

.

.

.
..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

...
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...
.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.
. .

.

. .

.

.

.

.

..
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.
.

.

.

.

.
.

. . .

.

.

. .

.

.
.

.
. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

..

.

.
.

.

.

.

..

.

. . .
.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

. .
.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

..

.

.

..

.
.

.

.

. .

.

...

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.
.

.
.

.

.

.
.

. ..

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.
.

.

.

. . .

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
. .

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

. ..

.

.

.
.

.

.

..

.

..

.

.

.
..

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

..

.

. .

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

. ..

.
.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
..

. .

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

. .

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.
.

..

. .

.

.
. . .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.
..

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.
. .

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

..

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.. .
.

.

. .
..

.

.
.

.. .

..

.

. ..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

...

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

. .

.
.

.

.

. .

.

. .

.

.
.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.
.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

. .
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
. .

.

..

.

.
.

.

.

.

.. .

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
. .

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.

.

.

.

.

.. .

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

. .

.

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.
.
.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

. .
.

.

.

. ..
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.
.

.

.
.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

. .

.
.

.

.

..

.
.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.
.
.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

..
.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .
.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
..

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
. .

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

. . .

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

...

.

..
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

..

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.
. .

.

.

. .

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.. .

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

. ..

.
. .

.

. .

. .
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

..

..

.

.

. .

.

.

.

. .

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.
.

.

..

.

.
.

.

.

. . .

.
.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
. .

.

..
..

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
..

..
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

..
.

.

.

.

.

..
.

.

.

. .

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.. ..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

..

. .
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

..

..

.

.
.

.

.

..

.

.

. .

.

.
.
.

.

.
.

.

.

.
.

. .

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

..

.

.

. .

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

..

.
..

.

.

.

.

.

.
. .

.

..

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

. .

.

..
.

.
.

.

.

.
..

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

..

..

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.

.

.
.

. .

.
.

.

.

.

.
.

.

. .

. .

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

. .

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.. .

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

. .

.

.
..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
..

.

.
.

.

. .

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

..

.

.
.

.

.

.
.
.

. .
.

..

.
.

.

.

. .

. . .

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.
. .

. .

.

..

. .

.

. .

.

.

.

.

.

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. . .

.

.

.
. . .

..

.

.

.
.

.

..
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

. .

.
.

... ..

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. . .

.

.. .

.
. .

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

... .

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

...

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

. .. .
.

..

..

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.
.

.

.
..

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

..

.

...

.

.

. .

. .

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
. . .

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

..
.

.

. .

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. ..
. ..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..
.

.

..

.

.

.
.

...

.

.

.

..

.

.

. .

.

.

.

.

..
.

.

.

. .
.

.

.
.

.

.

.

.

... .

.
.

. .

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.
.
.

.

.
. .

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
. .

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

. .
.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

..
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
...

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
. .

.

.

.

..

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

..

.
.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
. .

..
.

.

.

.
.

.

.
. .

.

..
..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

..

.

.
.

. ..

.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.
. ..

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.
.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

.

.. .

.

.. .

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

..

.

.

.

.

.
..

.

.

..

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. . .

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
. .

.

.

. .
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

. . .
.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.. .
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

..
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.
.

. . .

.

.
.

..

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

..

.
. .

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
..

.

. .

..
.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.
.

.
..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ...

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

..

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
. .

.

. .

.
.

.

.

.

.
..

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

. ..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.. .

.

.

. .

.

.

.

.

. .

.

.

.

...

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

. .

.

. .

.

.

.

. .

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. . .
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.
.

. .

.

.

.

.

.
..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

..
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.
.

..

.

.

. .

.
.

..

.

.

.

.
.

..

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

..

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
..

.

..

.

.

.

.
.

.. .

.

.

.

.

.
.

.

...
.

.

.
.

.

..

.

.

.

.
.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.
..

.

. .

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
. ..

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

. .

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
...

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..
.

.

.

.

.
.

.

.

..
.

.

.

. .

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

. .. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

...

.

.

. .

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.
...

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

...
.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

..
.

.

.
.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.
.

.

.

..

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

. .

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
..

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
..

.

.
.

.

..

.

.
.

.

.

.

.. .

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

..

.

.

. .

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

..

. .

. .

.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

..
.

.

.

.
.
..

.. ..

.

..

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

..

.

.

.

. .

..

.

. ..

.

..
.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.
.

.

. .
.

.

.
.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.
.

.
.

..

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

. .

.

.
.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.
..

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

. .

.

.

..

.
.

..
..

. .

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

. . .
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
..

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.. .

.

.
.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.. .
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

..

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

. ..
.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.. . . .

.

...

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.
.

.
.

.

.

.

..
.

.

.

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..
.

.

.

.
.

.

. .

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..

.

.

.

.

..
.

..

.
.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.
.

..

.

.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.
.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

..

. .

.

.

.

.
.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

...

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
..

. .

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.
. .

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.
.

. . ..
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

..
.

.
..

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.
. .

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
. .

.

.

. .
.

.
.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

..

.

...

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .
. .

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.
..

..

.
. .

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. ..

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
. .. .

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.
..

.

. .

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

. .

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.. .

. .

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

..
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

..

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.. .
.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

..
.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

. .

.

.

.

. .

.
.

..

. .
.

.

..
..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.
..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
..

.
.

.

.

.
. .

.

.

..

.

..

.

.

. .

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.
..

.

.

.

.
.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.
.

.

.
.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

...

..
.

.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.
.

.

.

.

. .
..

.

. .
.

.

.

.

. .

.

.
..

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

..

..

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.. ..

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

. .

..

.
.

..

.
..

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

. .
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

. .

.

.

.. .
.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

(!"#$%!%&(#'

(!"#$()$&(#'

(!"#$(%$&(#'

*

('"+,&(#$

("-!&(#(

'"$-&(#$
.

%"$##-+'&(#'

%",!!%%(&(#'

%",!!+-+&(

/

.

. .

.
.

.

.

..

.
.

..
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
. .

.

.
.

.

.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ..
.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

. .

.

. .
.

.

.
.

.

.

.

. .

. .

.
. .

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

. .

..

..
.

.
.

. .
.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.
.

..

.
.

.

.

.
.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.
.

.

.

. .

.

..

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.. .

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.. ..

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
..

.

.

.
. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

. ..

.
.

.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .
.

..

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.

...

.

.. .
.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

.

. .
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

..

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.
.

. .

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

..

.
.

.

.

.

...

..
.

.

.

. .
.. ..

.

.
. .

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

..

.
.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

..

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

..

.
.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.
..

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
..

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.
. ... ..

.
.

.

.

..
.

.
.

.
.

.

.

.

..

.

.
.

.

.
.

.

.. .

.
.

.

..

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

..
.

.

.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. . .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

. .

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
..

.

.

. .
.

.

.
.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.
.

. .

.

.. .

.

...

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.. .

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

..

. .

.

.

.. .

.
.

. ..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

. .

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
. .

.

.
.

.

.

.

. .
.

.

.

.
. .

..

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.
. .
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

. .

..

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

. .

.

. .

.

.

. .

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

..

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.. .

.
.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.
. .

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.. .. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.

.

. . .

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

..

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

..
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
..

..

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.
.

..
.

..

. .

.

.

.

.
.

.

.

. .
.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. ...

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

. ..

.
.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

. .. .
.. .

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
. .

.
.

.

.

.

.
.
..

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. ..

. .

.

.

.

.
.

. .

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

..

.

.

.

.
.

.
.

. .
.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .
.

.

.

.

. .
.

..
..

.
.

.

.

.

.

.
.

. .

.

.
.

.
.

.

. . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..
.

.

.
..

.
.

.

.

.
.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ....

.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

. .

.

...

.

.
.

.
..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

. .

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

..

. .

.

.

.

.

.

. .

..

.

.
.

.

.

.

.

.
. .

.

. .

. .

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.

.

..
..

.

.
.

.

..
.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

. .

.

. .
.

.

.

.
.

.

.

. . .
.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

. ..
.

.

.

.

.
..

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .
.

.

.

..
..

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
..

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

..

. .

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

. .

. . .

.

.
..

.

. .
..

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

...
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.
.

.

. .
.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
...

.

..

.
.

.

.

.
.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
..

.

.
. .

.

.

.

.

.

. .
.

. ..

.

.

.

.

..
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.. . .

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

..
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

..
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

. . .

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

. .
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
..

.

.
... .

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

...

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

..

.

.

..

.

.

.

. .

.
.

.
. .

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.. ..
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.. .
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..
.

.
.

.

.

.

. .

..

.. .

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

..

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

..

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.
.

.

. .

. .

.
.. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

..

. .

.
.

.

.

.

..

. .

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.
.

.

.

.

..

.

.
.

.

.
.

.

.

.

. . .

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

..

.
.

..

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.
.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .
..

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.
. .

.

.

.

.
.

..
.

.

.

.

.

.
.

. ..
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.
.

.
.

.

. ..
.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.
.

.
.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

..
. . ..

. .

.

.
.

..
.

.

.

.
.

..

.

.
.

.

. .

.

.

.
. .

.

.

.

.

. .

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.
.

..

.
.

.

.

.

...

.

.
.

.

.

.
.

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

. .
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.
.

.

. .

.

.

..

.

..

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

. . .

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
. .. .

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

... .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.
.

.

.

. .

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

. .
.

. .
.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

..
.

.
..

.

. . .

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

. .

. .

.

. .
.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.
. .

.

.

..
.

.

.

.

.
.

.

.

.
. .

.
.

.

..

.

. .

.
.

. .
.

.

.

.

.

.

.
.

..

.
.

.

.

.

.
..

.
..

.
.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

..
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .
.

.

..

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

. .
.

.

.

.

..

.

. .
.

.
.

.

.

.

.

.

.

..
.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.
. .

.
..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

..

..

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

. .
.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.. .

.

.

.

.

..
.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

..

.
.

.

.

. .

. .

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.. .

.

.

.
.

.

.

.

.

... .

.

. .

.

.

.

.

.
.

. ..

.

.

. .

..
.

.
.

.

. ..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.
.

. ..

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.
.
.

.

.
..
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.

..

.

. .

. .

.

.

..
.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

....

.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. ..
.

.

.

.

..
.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

..

.. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

..

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

. . ..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

..

..
.

.

.

...

.

. .

.

.
.
..

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

. .

..
.

.
.

.

. ...
.

.

.

.

.

..

.

..

.
.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.
.

.
. .

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. . .
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

. ..

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
. . .

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

. .

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

. ..
.

.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

. ..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

..
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

. .

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

..

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

..

.

. .

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

...

.

.
.

..
.

.
.

.
.

.
.

.
.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..
.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.
.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
. .

.

.
.

.

.

.
.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

..

.

.

. .

.

.
.

. .

.

.

.

.

.

.

...

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

...

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

. .
.

.

.

.
.

.

..
... .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

..
..

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

..
.

.

.

.

.

..

..

.
.

..

.

.

...

.

.

.

.

.

..

.
.

.

. .

.
.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.
. ...

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.
.

..
.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.
..

.

.

.

.

.
.

..

.
.

.

..

.
.

.
. .

.

.

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.. .

.

.

.
.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.
.

..

.

.
.

.

.
.

.
..

.
..

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

..

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.
..

.
..

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.
.
.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.
.

..

.

.

. .

.
.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
..

.

..

.

.

. .

.
.

.

.

.

.
. .

.

.
.

.

.
.

. ..

.
..

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
. .

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

..
.

..

.

.

.

.

. .
.

.

.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
. .

..

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

..

. ..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.

.
...

.

.
.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.
.

. ..

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ..

.

..

.
.

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
. ...

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.

. .
.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

..
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.

.
.

.

..

..
.

...
.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.
..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ..

.

.
.

. .

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

. .

.
.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

. .

.

.
. ..

.

.

.

.

.
. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.. .
.

.

..

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

. .

. .

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.
.

. .

. .
.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. ..

.
. .

. .

.

.

.

.

..

.

..

..
.

.
..

.
.

.
.

.

.
.

.

. .

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

. .

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.
.

.

..
.

. .

.

.

.

.

.

.

.. .

. .

.
.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.
.

.. .

.

.

.
.

. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

. ..

.
.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.. .

.

. .
.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.
.

.

. ..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

..
.

.

.
.

.

...

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

. ..

.

..

.
. .

..

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.
.

.

.
.

.

.
.
.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
..

.

.

. .
.

.

.

.
.

.

.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

. .
.

.

. .

.
.. .

.

.. .
.

.

.

.

.

.

..

.

.
..

.

.

.
.

.
. .

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

..

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.
.

.
.

.
.

.

..

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

. .
..

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

. . .
.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .
. .

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.
.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

. .

.

.

. .

.

.

.

.
. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.
.
.

.
.

. .

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

. . .
.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

. .

. .
.

.

.

.

..

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
. ..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.
.

.
.

.

.

..

.

.
.

..

.
.

.

.
.

. .
.

.
.

.. .

.

.

.

.
.

.

.

. .

.
.

.
.

. .

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

. .

..

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.. . .

.

..

.

. .

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.
. .
.

.

.
.

.

.
.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

..

.

.
.

.
. .

.
.

..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

.

.

.

. .

..

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

..

.
. .

..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

.

.

.

.
.

..

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

..

.

.

.

.

. ..
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

..
.

.

.

. .

.

.
. . .

.

.

.

.

.

..
. .

.

.
.

.

.

. .
.

.

.

.
. .

.
.

.

.

.
.

. .

.

. .
.

.

. .

.

.

.

.

. .

.
.

..

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

. .

.

. ..

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.
.

.

.

.

. .
.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

. .

.

.

..
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

. .

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .

.

.

.

.
.

.
. .

. .
.

.. .

.

.

.
.
. .

.

.

.
.

.
.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.. .

.

.

.

.

.
.

.
.

.

..

.

.

.

.

.
.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ..
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.. .

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

..

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

. .

.

.

.

.

..

.
.. .

.

.

.
.

. .

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

. .

.
.. .

.

.

..

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.
..
..

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
. ..

..

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

..

.

..

.

.
.

.
.

.
. .

.

.

.

.
.

.

...

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.
.. .

.

.

.

. .

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.

.

.
.

.
.

.
. .

.

.

.
.

.

.

.

. .
.

..

.

. .

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

..

..

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

. . ..

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. ..

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .
.

.
.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.
.

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

..

.. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.

..

.

.

.

.
.

..

.

.

. ..
.

.

.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

. . .
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

..

.

.
.

.

.

.

.

.

. .

.
.

.

.

..

. .

.

.
..

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

..

.

.

.

..

.
.

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

. .
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

. .

.

.

.

.

. .

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

. .
.

.
.

.

.

.

.

.

. .
.

.

..

.

.

. .
.

.
.

.

.

.

.

. .
.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.
.
.

.

.

.
.
. .

.
.

.

.

.

.

.

.

.. .
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

..
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

..

.

.

..
.

.

.

.

.

..

.
.

.

.

.

.
. .

.
.

.

.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

..
.

.
.

.

.

.

.

. .

.
.

.

. .
.

.

.
..

.
.

.
.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.
.

.
.

.

.

.
.

.

.

.

..
.

.

.
.

.

.

.

. .
.

.
.
.

.
.

.

.

.

.

. .

.

.

. ..

.

.

.

.

..

.
. .

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.
.

. . .

.

.

.

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..
.

.
.

.
.

.

.

.

.

.
.

.

..
.

.

.

.

.

.
.

.
..

..

. . .

.

.
.

.

.

.

.
..

. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.
.

.

.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

.

.

.

.
..

.

.

.

. .

.

.

..

.

.

Figure 2.3: Gauche : distribution des particules pour un spray injecté. Droite :
distribution des particules pour un spray inhalé.

Cette thématique a été développée depuis, voir par exemple [23] ou l’existence
des solutions pour le couplage des équations de Vlasov et Navier-Stokes a été mon-
trée, ou [24] où est étudiée l’influence rétroactive du spray sur le flux d’air.
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Chapitre 3

Modélisation en volcanologie

Plusieurs aspects de la volcanologie font l’objet de modélisation mathématique et
utilisent des simulations numériques pour comprendre ou prévoir les phénomènes
complexes mis en jeu, comme par exemple : l’étude des coulées de lave ou pyroclas-
tiques ou avalanches (voir par exemple [84]) ; la diffusion et retombée des cendres
émises lors des éruptions (voir par exemple [35]). Le sujet que nous considérons est
émergeant en mathématiques appliquées, et nous allons donc décrire les motivations
et la physique du problème plus en détail.

L’étude des mécanismes des éruptions volcaniques est un thème intéressant du
point de vue scientifique mais aussi pour la société. D’une part, cette étude est liée
à la compréhension de la construction de la croûte terrestre et donc de notre planète
et d’autre part elle est à la base de la prévention des risques liés aux volcans.

Les éruptions volcaniques peuvent être de deux types : explosives ou effusives.
Les premières éjectent des colonnes de cendre qui peuvent mesurer plusieurs kilo-
mètres et provoquer localement un hiver volcanique (ce qui s’est produit en Europe
à la fin du XVIII siècle, suite à l’éruption d’un volcan en Islande, provoquant la
famine, qui a été un des facteurs déclenchant la Révolution) ; de plus, les cendres
retombent pendant plusieurs mois, rendent l’air irrespirable, et en s’accumulant peu-
vent causer de gros problèmes aux infrastructures humaines ; enfin, si la colonne de
cendre est trop dense, elle peut produire des coulées pyroclastiques, i.e. des coulées
composées de gaz brûlants transportant des masses considérables de lave et avançant
à des vitesses supérieures à 100 km/h. Deux exemples récents d’éruptions explosives
sont celle du mont Saint Hélène en 1980, et celle des volcans Pinatubo (Philippines,
1991) et Chaiten (Chili, 2008). Les éruptions effusives, comme les éruptions du
Stromboli ou de l’Etna, sont moins dangereuses, et leurs effets sont limités aux alen-
tours du volcan même ; elles sont caractérisées par l’émission séparée du magma et
des gaz, cependant elles peuvent aussi produire des coulées pyroclastiques.

Le lien entre le type d’éruption et l’évolution des bulles de gaz contenues dans le
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magma est clair pour les magmas visqueux (i.e. ceux riches en silice, dits magmas
acides ou rhyolites pour ceux les plus riches en silices) : le type d’éruption pour les
magmas acides est directement lié à la façon dont les bulles de gaz se comportent.
Cependant, il est possible que un même volcan oscille à la fois entre ces deux types
d’éruptions (par exemple Montserrat). Le magma d’un volcan ne changeant pas sa
composition chimique, le type d’éruption doit être contrôlé par l’évolution des bulles
de gaz dans le conduit volcanique. Nous nous intéressons donc à la modélisation,
au niveau microscopique (population de bulles mono-disperse) et aussi mésoscopique
(population de bulles poly-disperse), de la croissance de bulles de gaz dans les con-
duits volcaniques lors d’éruptions.

Le modèle de référence, en volcanologie, concernant la croissance des bulles par
décompression et exsolution (i.e. diffusion du gaz du magma vers les bulles), est un
modèle microscopique et considère les bulles de gaz comme une famille de bulles
mono-disperses, i.e. les bulles sont supposées avoir toutes les mêmes caractéristiques
physiques - rayon, masse - et évoluer en temps chacune de la même façon. Dans ce
cadre, on réduit de fait l’étude à celui de l’évolution d’une seule bulle représentative.
Le modèle mathématique le plus utilisé est celui initialement écrit par Scriven dans
les années ’50, voir [103], introduit en volcanologie dans les années ’90 par Prous-
sevitch et al., voir [93] et [94], et repris plus récemment (2004) par Lensky et al.,
voir [79]. Il s’agit de deux équations différentielles, décrivant la variation du rayon
et de la masse de la bulle, couplées à une équation de diffusion, donnant le flux de
gaz diffusant depuis le magma dans la bulle. Ces équations ainsi que leur analyse
sont présentées en section 3.2 dans un cadre simplifié ; leur étude et simulations
numériques ont fait l’objet d’une publication, [M19], et de la thèse de L. Forestier-
Coste.

Cependant, plusieurs expériences de laboratoire montrent qu’il est important de
prendre en compte l’aspect poly-disperse (i.e. le fait que les bulles ont des tailles dif-
férentes) de la population de bulles et en particulier la coalescence des bulles, ce que
le modèle précédent ne peut prendre en compte. Á notre connaissance, un seul tra-
vail concernant un modèle poly-disperse et considérant la coalescence des bulles a été
proposé en volcanologie, voir [81]. Dans [81] l’équation considérée est une équation
cinétique de type expansion-coalescence dont l’inconnue est la fonction distribution
des bulles en temps et volume. Encore, le taux de croissance des bulles est donné par
une fonction décrivant la croissance en volume à l’équilibre chimique et mécanique,
nous avons montré que ce modèle ne reproduit pas les résultats d’une décompression
hors cet équilibre. C’est pourquoi nous avons étudié et construit un nouveau modèle
cinétique qui soit applicable aussi pour des simulations à fort taux de décompression.

En se basant sur l’approche cinétique et sur une étude mathématique du mod-
èle mono-disperse, nous avons proposé un modèle cinétique, décrivant l’évolution
d’une population de bulles, voir section 3.3 par le biais d’une fonction distribution
dépendant du temps, du volume et de la masse de gaz dans la bulle. Ce modèle est
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homogène en espace, puisque les bulles évoluent dans un fluide très visqueux et que
nous supposons qu’elle remontent le conduit solidairement au magma. Le temps et la
position sont donc deux variables liées, voir aussi [81], et nous choisissons de décrire
l’évolution par la variable temporelle, parce que c’est la variable que nous pouvons
contrôler dans les expériences de laboratoire. En effet, comme nous le verrons en
section 3.1, la variable temporelle est dans ce modèle liée à la décompression subie
par les bulles. La coalescence est décrite par un opérateur de type Smoluchovsky
et le noyau de coalescence que nous considérons est défini et justifié à l’aide des
observations physiques faites sur les images de coalescence des bulles obtenues par
tomographie, voir aussi [M21]. Enfin, pour l’approximation numérique de la coa-
lescence nous avons développé un schéma volumes finis 2D, voir [M20], qui a été
validé sur des cas tests classiques en 1D et 2D, y compris la gélation. Ce schéma est
détaillé en section 3.4.2, ainsi que son application à la volcanologie et que quelques
tests préliminaires sur le modèle cinétique proposé. Malgré que les premiers modèles
de coalescence 2D datent de la fin des années 70 (voir [82] et [97]), leur étude n’a
pas été très développé, jusqu’à récemment, pour un manque de puissance computa-
tionelle.

Ce thème de recherche fait partie du projet "ERC - jeunes chercheurs" DEMONS
(Deciphering Eruptions by Modeling Outputs of Natural Systems, 2008-2012), porté
par A. Burgisser (ISTO) auquel j’ai participé. Les premiers échanges scientifiques da-
tent de 2007, lors d’un stage de Master 1, suivi par un stage de Master 2 et une thèse
(L. Forestier-Coste, 2008-2012) co-encadrée avec F. James (MAPMO). Les résultats
obtenus sont en cours de publication, [M19], [M20], [M21], et ont été présentés à
plusieurs congrès, dont en particulier, le congrès annuel de la société de géophysique
américaine (AGU-2011). Le rapprochement avec la communauté de géophysique,
a conduit à l’organisation de la journée "Mathématiques et Géosciences" (dans le
cadre de journées SMAI "Maths & Industries"), qui a eu lieu à Orléans en Février
2010 (avec près de 100 participants), ainsi que du mini-symposium "Mathématiques
et Géosciences" dans le cadre du SMAI 2011. Ces deux événements et les discussions
qui ont eu lieu lors des tables rondes ont mis en évidence les besoins mathématiques
pour les géosciences : statistique, traitement des signaux et calcul scientifique.

En section 3.1 est décrit brièvement le contexte physique ainsi que l’état de l’art
de la recherche dans la communauté des géosciences. Le travail que nous avons mené
jusqu’à aujourd’hui est détaillé par la suite : l’étude du modèle mono-disperse en sec-
tion 3.2 ; la section 3.3 concerne le modèle poly-disperse ; un schéma non-uniforme et
conservant le moment d’ordre 1 de l’opérateur de coalescence est présenté en section
3.4.2, ainsi que le schéma pour la résolution du modèle poly-disperse. Enfin, section
3.6, résume quelques perspectives de recherche.
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3.1 Problème physique

Un volcan est constitué d’une chambre magmatique, d’un ou plusieurs conduits re-
liant la chambre magmatique à la surface et d’un ou plusieurs cratères. Le magma
est une roche partiellement ou totalement fondue qui provient de la fusion du man-
teau terrestre, il contient les trois états de la matière : liquide de fusion, cristaux et
bulles de gaz.

Chaque éruption est caractérisée par l’évacuation d’une quantité de lave, i.e. du
magma dégazé qui est arrivé à la surface du volcan, et des gaz provenant des bulles.
Il y a plusieurs volatils présents dans les bulles de gaz, les concentrations majeures
sont l’eau ou le gaz carbonique. Ces volatils sont soit dissous dans le magma, soit
présents sous forme gazeuse. Toutes les éruptions impliquent une très forte décom-
pression du magma lors de sa remontée vers la surface. Cette décompression induit
la formation (par nucléation) et la croissance (par décompression et par exsolution
des volatils dissous dans le liquide ) des bulles de gaz.

Lors des éruptions effusives les bulles grossissent et coalescent pendant la remon-
tée du magma, ceci permettant au gaz de s’échapper doucement ; le magma arrive
dégazé à la surface et forme un dôme de lave. Lors des éruptions explosives les
bulles grossissent sans coalescer ; le magma est alors rempli de gaz et fragilisé par la
présence des bulles, et il fragmente en libérant dans l’atmosphère d’un seul coup gaz
et morceaux de lave.

Nous nous intéressons à la modélisation de la croissance des bulles contenues
dans un magma très visqueux, de leur nucléation (au tour d’une pression entre 200
et 60 MPa selon la quantité des volatils dissoute dans le magma), jusqu’à la phase de
fragmentation/percolation (au tour d’une porosité de 70%), voir figure 3.1. Pendant
cette phase de remontée/croissance les rayons des bulles peuvent varier de plusieurs
ordres de grandeur : de quelques microns à quelques dizaines de centimètres.
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Figure 3.1: Zone d’étude du conduit volcanique. c©Lovejoy

Mis à part la difficulté et le danger d’obtenir des données naturelles, une des
problèmes de l’étude de la croissance des bulles de gaz est dû à la différence des
tailles caractéristiques impliquées dans la modélisation. Une bulle mesure générale-
ment 10−5 m et évolue dans un conduit volcanique qui peut avoir un diamètre de
10 m et mesurer plusieurs kilomètres de longueur. L’étude et la simulation en labo-
ratoire de la croissance des bulles de gaz dans de fragments de lave mesurant entre
10−3 et 10−2 m, permettent de pallier à ce problème.

Les échantillons de magma sont saturés en eau en les laissant immerger pendant
plusieurs jours à forte pression et forte température. Un saut de pression provoque la
nucléation de bulles. Après avoir attendu que les échantillons atteignent l’équilibre
thermodynamique, ils sont soumis à une décompression par petits sauts de pression
suivis par des temps de repos pour re-établir l’équilibre. Cette décompression peut
être considérée comme une décompression linéaire en temps. Les échantillons sont
aussi étudiés à l’aide d’une tomographie (voir figure 3.8) et en 2D au microscope,
ce qui nous permet d’avoir des mesures de rayons de bulles, à différents temps de la
décompression, (comme pour les données utilisées en figure 3.7).

3.2 Modèle mono-disperse

Cette section concerne le modèle mono-disperse que nous avons étudié et résume les
résultats les plus importants que nous avons obtenus. Par simplicité, nous allons
présenter un cadre simplifié par rapport à celui étudié dans [79] : la température T
est constante, ainsi que la diffusion D ; une étude du cas général est développée dans
la thèse de L. Forestier-Coste.

Nous représentons, voir figure 3.2, la bulle de gaz comme une sphère de rayon
R = R(t) et de masse M = M(t), entourée par une sphère de rayon S = S(t).
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Cette dernière est dite zone ou sphère d’influence et représente le volume de magma
autour de la bulle pour lequel le gaz, qui y est dissout, diffuse dans la bulle. Puisque
le magma dans lequel grossit la bulle est très visqueux il est raisonnable de supposer
que le volume de la sphère d’influence reste constant en temps, et que donc le rayon
de la sphère d’influence vérifie :

S3 − R3 = S3
0 , (3.1)

où S3
0 est une constante représentant le volume de la sphère d’influence supposant

que le rayon R de la bulle y contenue est égale à zéro.

r

F(t,1)

R

S

M

C(t,r)

mρ v P

4η∆ P
Θ =

i
2

D Pi i

∆ PRiPR
D

2

Θ =

Figure 3.2: Une bulle entourée par la zone d’influence.

Nous supposons que le magma initialement soumis à une forte pression est dé-
compressé linéairement, ce qui donne, après adimensionnement, la loi suivante pour
la pression ambiante Pa = Pa(t) :

Pa = 1 − t, (3.2)

faisant correspondre la décompression à une évolution temporelle du système de
zéro à 1. Cette hypothèse de décompression continue est réaliste si on pense à la
remonté du magma dans le conduit volcanique, cependant en laboratoire la décom-
pression est faite par sauts de pression suivis par des temps d’arrêt pour que le
système bulles-magma revienne à l’équilibre thermodynamique. Enfin, nous avons
relaxé cette hypothèse soit dans l’analyse des cas limites, soit dans les simulations
numériques, voir la thèse de L. Forestier-Coste, observant toujours un bon accord
entre simulations numériques et résultats expérimentaux.

Suivant les travaux de [94] et [79], le système d’équations, adimensionnées, décrivant
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l’évolution du rayon et de la masse s’écrit :

Ṙ =
R

ΘV ηeff

(

P − Pa −
Σ

R

)

, (3.3)

Ṁ =
3ρm

ΘD
FR, (3.4)

où P = M/R3 (si la température est considérée constante) est la pression de la bulle,
Pa = Pa(t) est la pression ambiante, i.e. la pression du magma, Σ est la tension de
surface de la bulle, ηeff = ηeff (t) est la viscosité effective du magma, ρm est la
densité du magma, FR = FR(t) est le flux de gaz entrant dans la sphère qui dépend
de la concentration de gaz dans la magma C = C(t, r) et que nous détaillons après.
L’adimensionnement a fait apparaître dans le système d’équations (3.3)-(3.4) deux
paramètres de relaxation ΘV et ΘD :

ΘV =
4ηi∆P

P 2
i

, ΘD =
R2

i ∆P

DiPi
. (3.5)

où ηi est la viscosité initiale du magma, ∆P est le taux de décompression, Pi est
la pression initiale dans la sphère, Ri est le rayon initial de la sphère et Di le coef-
ficient de diffusion. Ces paramètres peuvent varier de plusieurs dizaines d’ordre de
grandeurs, influençant le comportement de solutions.

Comme expliqué le gaz diffuse du magma vers la bulle. Nous supposons que ini-
tialement le gaz est distribué uniformément dans la sphère d’influence, C(r, 0) = C0,
et que la concentration C = C(t, r) est solution de l’équation d’advection-diffusion
en radial :

∂tC +
ṘR2

r2
∂rC =

1

ΘD

1

r2
∂r

(

r2∂rDC
)

, r ∈ [R,S] , t > 0 (3.6)

complétée par une relation de solubilité au bord de la bulle (r = R) et une condition
de flux nul sur le bord externe de la sphère d’influence (r = S) :

C(R, t) = Ci

√
P , ∂rC|r=S = 0. (3.7)

Dans (3.6)-(3.7), D est le coefficient de diffusion et Ci = KH

√
Pi, avec KH la con-

stante de solubilité d’Henry. Il en suit que le flux FR(t) dans (3.4) est défini par :

FR(t) =

(

r2D
∂C

∂r

)

r=R

. (3.8)

Dans [79] il est développé une étude de la croissance d’une bulle à travers trois
régimes selon l’intensité de la diffusivité. Notre étude analyse aussi trois régimes,
définis selon le rapport entre les paramètres de relaxation ΘV et ΘD (visqueux,
diffusif et à l’équilibre), et il est plus complet : nous retrouvons une des solutions
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déjà étudiée dans [79], et nous proposons des nouveaux solutions pour les cas limites.

Plusieurs schémas numériques ont été proposés pour simuler les solutions du sys-
tème (3.2)-(3.7), soit en dehors de la communauté de volcanologie, voir [7], [110],
[111], [13], [98], soit plus récemment concernant la simulation de la croissance de
bulles de gaz dans le magma, voir [94], [93], [106], [16], [79], [33]. Néanmoins tous
ces schémas ne conservent pas la masse totale du système magma-gaz, alors que,
au niveau continu, le système d’équations conserve la masse totale de l’ensemble
bulle-magma. De plus, ces schémas demandent un très grand nombre de points de
discretisation pour la résolution de l’équation de diffusion, en particulier pour bien
capturer le profil de la concentration au bord de la bulle et donc le flux entrant dans
la bulles de l’équation (3.4). Enfin, le schéma introduit dans [93], qui est actuellement
le schéma de référence, implique le calibrage des paramètres par l’utilisateur pour
assurer la convergence et/ou la précision du schéma, et notamment la conservation
de la masse totale du système.

Dans le cadre de la thèse de L. Forestier-Coste, voir aussi [M19], nous proposons
un schéma numérique pour le système d’équations (3.2)-(3.7), basé sur la méthode
des volumes finis, qui conserve la masse totale du gaz. Ce dernier point, a été
résolu en déterminant le flux discret à l’interface bulle-magma de sorte que la masse
totale discrète soit conservée. Il s’avère que le choix du maillage spatial dans la
zone d’influence n’intervient pas dans la définition du flux discret. La résolution
numérique de l’équation de diffusion (3.6), est aussi faite différemment que dans
[94]. Nous traitons la partie advective de l’équation de façon lagrangienne, et avec
un maillage non-uniforme, ce qui nous permet entre autre de réduire drastiquement
le nombre de points de discretisation en r, tout en capturant bien le profil de la
concentration à l’interface bulle-magma, même quand il est très raide. La figure 3.3
montre l’évolution du profil de concentration du gaz (en pointillé) au bord de la bulle
(cercles gris) ainsi que la croissance de la bulle au cours d’une décompression linéaire
de la pression ambiante.

Figure 3.3: Evolution du profil de concentration au bord de la bulle.
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Néanmoins, les temps de calcul dépendent fortement des paramètres de relax-
ation ΘV et ΘD et peuvent être très longs, notamment quand ces derniers sont très
petits. D’où l’intérêt d’utiliser les modèles simplifiés quand cela est justifié. Le code
de référence proposé dans [94] est beaucoup plus rapide, par rapport à la résolution
du modèle complet qu’on propose, mais a des temps de calculs comparables, voir
plus longs, quant à la résolution des modèles simplifiés. Encore, le code de référence
nécessite la détermination d’un paramètre de calibration (dont la façon de le déter-
miner n’est pas clairement expliquée dans [94] et [93]) pour la résolution de l’équation
d’advection-diffusion, et la résolution des équations différentielles (3.3)-(3.4) n’est pas
détaillée. Enfin, le code que nous avons développé (MonoDeBuG) est actuellement
utilisé par des chercheurs en géosciences (A. Burgisser et I. Shipper (ISTO, Orléans)).

Les résultats obtenus, ainsi que le temps de calcul trop onéreux, nous ont dirigés
vers l’étude des cas limites du système, i.e. quand le rapport de ΘD/ΘV tend vers 0
(régime visqueux), ou tend à l’infini (régime diffusif) ou encore est d’ordre 1 (régime
à l’équilibre). Pour certains de ces cas limites, il est possible d’expliciter des solu-
tions analytiques du système (3.2)-(3.7), et généralement les expériences physiques
se passent dans des conditions intermédiaires (ΘD ou ΘV petit), voir dans le régime
dit à l’équilibre pour de valeurs de ΘD et ΘV très petits. La figure 3.4, montre la
convergence numérique du code général vers les cas limites, toujours en appliquant
une décompression de la pression ambiante linéaire. Cette étude nous a aussi permis
de délimiter les ordres de grandeurs en ΘD et ΘV pour chaque régime.

Figure 3.4: Convergence vers les cas limites.

Nous avons aussi étudié analytiquement le système (3.2)-(3.7). En particulier,
nous avons souligné l’importance d’avoir des données initiales bien préparées, i.e.
étant donné un rayon et une pression initiaux, la concentration du gaz dans le magma
ne peut pas être choisie au hasard, mais doit être telle que le système physique soit
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à l’équilibre chimique et mécanique :

C0 = Ci

√
P . (3.9)

Dans ce cas, l’évolution dans l’espace des phases (R,M) (ou ce qui est équivalent
(R,P ), puisque P = R3M) de la solution du système reste bornée par les courbes
limites déterminées par les valeurs de ΘD à zéro et ΘD à l’infini (voir figure 3.5).
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Figure 3.5: Solutions pour données initiales sur-saturées (gauche) et sous-saturées
(droite) et zone d’évolution. Dans les légendes P1 et P2 correspondent aux deux
courbes limites pour ΘD = 0,∞ respectivement.

Dans les cas contraires nous parlerons de cas sur-saturé ou sous-saturé. Générale-
ment, si la condition initiale n’est pas bien préparée, les solutions numériques ten-
dent à rejoindre, même par saut en rayon ou masse (pression), la zone d’évolution de
l’espace des phases (R,M) précédemment décrite (voir figure 3.5). Nous montrons
aussi que lorsque la concentration du gaz est trop petite, il peut n’y avoir pas de
solution du système d’équations (3.2)-(3.7) tel que R > 0, ou encore le gaz peut
diffuser vers le magma et les bulles rétrécir au lieu que grossir (voir la thèse de L.
Forestier-Coste).

Cette étude nous a permis aussi de simplifier le couplage des équations différen-
tielles avec l’équation de diffusion (3.6), en introduisant un taux de croissance en
masse approchée, FR, indépendant de la résolution de l’équation de diffusion. En ef-
fet, la courbe limite R(M(t)) associée au paramètre ΘV = 0 et définie implicitement
par :

M(t) = PaR
3 − ΣR2,

dans l’espace de phase, agit comme un attracteur pour les solutions. De même, nous
voulons que à la limite ΘD = 0, la courbe limite M0(R(t)) correspondant soit un
attracteur pour les solutions. Nous remplaçons alors l’équation (3.4) par une nouvelle
équation différentielle :

Ṁ =
A

ΘD
(M − M0). (3.10)
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où A est un coefficient à calibrer. Cette simplification est très importante pour le
passage au cadre poly-disperse, voir la section 3.3. En figure 3.6 nous avons testé
plusieurs valeurs pour A et nous constatons que A = 1 est celui qui donne la meilleure
comparaison. Aussi nous traçons un flux (flux de Green) obtenu par une résolution
de (3.6), où nous avons négligé le terme d’advection, via le formalisme de Green. Ce
dernier flux approché ne reproduit pas le comportement voulu, en particulier il ne
capture pas le saut de pression observé dans la solution du système complet et dans
la solution du flux (3.10). C’est pourquoi nous utiliserons le flux approché (3.10)
dans le modèle cinétique.

Figure 3.6: Comparaison flux système couplé et système simplifié pour ΘD = ΘV =
10−1. Le rayon en fonction de Pa (gauche), la pression en fonction de Pa (droite).

La robustesse et adaptabilité du programme ont été mises à l’épreuve en simu-
lant une centaine d’expériences physiques publiées dans ces dernières années dans
des revues de géosciences (voir par exemple [28], [57], [83] et [104]). Le code donne
des résultats tout à fait satisfaisants pour des modèles similaires à celui que nous
avons considéré, et montre l’influence que d’autres phénomènes physiques peuvent
avoir par rapport à la simple croissance des bulles par exsolution et décompression,
comme par exemple la nucléation pendant la décompression, la cristallisation et la
coalescence. Les résultats, font partie de la thèse de L. Forestier-Coste et sont en
cours de rédaction pour publication.

À titre d’exemple, nous reportons en figure 3.7, une comparaison entre des ré-
sultats expérimentaux comportant de la coalescence et nos simulations numériques.
Ces résultats montrent que le modèle mono-disperse que nous avons considéré n’est
pas toujours suffisant pour l’étude de la croissance d’une population de bulles, no-
tamment si il y a de la coalescence. Il est donc nécessaire de prendre en compte la
poly-dispersion de la population de bulles. Plus particulièrement, nous traçons en
figure 3.7 à gauche la porosité α calculée pour différents valeurs initiales de la porosité
(lignes continues ou pointillées, α(t = 0) = 0.025, 0.056, 0.035) et montrons que les
résultats numériques pour la valeur initiale 0.035 concordent avec la porosité calculée
expérimentalement. On pourrait donc en déduire que le modèle mono-disperse est un
bon choix pour cette expérience. Néanmoins, quand on compare les rayons moyens
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calculés expérimentalement avec ceux calculés par les simulations numériques, figure
3.7 à droite, nous remarquons un désaccord (même si tous les résultats numériques
tombent dans la barre d’erreur). Ceci est dû à la coalescence. En effet, nous re-
marquons que les distributions des tailles de bulles (régions grises en figure 3.7)
sont très allongés, d’où un rayon moyen numérique sous-estimé par rapport à celui
expérimental.
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Figure 3.7: Comparaison de la porosité α = (R/S)3 et du rayon R : numériques vs.
expérimentales.

3.3 Modèle poly-disperse

Cette section présente le passage du modèle mono-disperse décrit en section 3.2, au
modèle poly-disperse. Ce dernier modèle est basé sur une description statistique de
la population de bulles et consiste en une équation cinétique dont l’inconnue est la
fonction de distribution f = f(t, v,m) représentant la probabilité de trouver une
bulle au temps t de volume v et masse m. Ces travaux font partie de la thèse de L.
Forestier-Coste et sont en partie soumis pour publication, voir [M21] ou en cours de
rédaction.

Rappelons rapidement ici les équations gouvernant le modèle mono-disperse pour
une bulle. Nous considérons le modèle microscopique découplé, pour lequel la vari-
ation de masse du gaz dans la bulle est décrit par (3.10). Nous allons supposer la
viscosité ηeff , la température T et la diffusivité D constantes en temps, et nous
décrivons l’évolution d’une bulle par celle de son volume V et de sa masse M en
fonction du temps t. Les équations qui régissent la variation temporelle du volume
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et de la masse sont :

V̇ =
3

ΘV

(

M − V (1 − t) − Σ V 2/3
)

, (3.11)

Ṁ =
1

ΘD
(M − M0). (3.12)

Nous pouvons associer à ce système d’équations une équation de conservation
satisfait par une fonction de distribution f = f(t, v,m). De plus, si nous considérons
que les bulles de gaz peuvent aussi coalescer, la fonction de distribution f , définie
sur [0, 1] × Ω, doit vérifier une équation de type cinétique :

∂tf + ∂v(Φ f) + ∂m(Ψ f) = Q(f), (3.13)

où les taux de croissance en volume, Φ = Φ(t, v,m), et masse Ψ = Ψ(t, v,m), sont
définis à partir des équations (3.11) et (3.12), par:

Φ(t, v,m) =
3

ΘV

(

m − vPa(t) − Σv2/3
)

, (3.14)

Ψ(t, v,m) =
1

ΘD
(M − M0), (3.15)

avec ΘV et ΘD les paramètres de relaxation définis par (3.5).
Nous rappelons que f est homogène en espace (indépendant de x) et que les bulles
n’ont pas de vitesse. En effet, dans cette modélisation, nous supposons les bulles
stationnaires en espace, ceci est consistant avec la physique du problème, puisque les
magmas considérés sont très visqueux et les bulles remontent le conduit à la même
vitesse du magma.

Remarquons qu’au niveau mono-disperse le volume de la zone d’influence S3 était
aussi une caractéristique physique de la bulle. Ici, nous avons choisi de moyenner
la fonction distribution f par rapport à cette variable, car le taux de croissance du
volume de la zone d’influence est nul, voir (3.1). Nous utilisons pour ceci la porosité α
du problème donnée au niveau microscopique par α = (R/S)3. Cette moyennisation
n’a pas d’influence pour la partie conservative de (3.13), mais pourrait éventuellement
jouer un rôle pour la définition de la coalescence. Ce point pourra être approfondi
ultérieurement.

Dans (3.13), le terme de source Q(f) représente la coalescence de bulles et est
défini par un opérateur de type Smoluchovsky :

Q(f) =
1

2

∫ ω

0
H(t, ω − ω′, ω′)f(t, ω − ω′) f(t, ω′) dω′ −

(3.16)

− f(t, ω)

∫

Ω
H(t, ω, ω′) f(t, ω′) dω′,

où le premier terme, dit aussi terme de gain, compte les bulles crées par coalescence
de deux bulles et donnant lieu à une bulle de paramètre ω, et le deuxième terme,
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dit aussi terme de perte, compte les bulles qui avaient un paramètre ω avant de
coalescer. Notons ici que ω = (v, m) et que donc les intégrales dans (3.16) sont en
effet des intégrales doubles.

Concernant le noyau de coalescence H(t, ω, ω′), dans (3.16), il représente la
fréquence de coalescence des bulles ; nous demandons qu’il soit symétrique H(ω, ω′) =
H(ω′, ω) et positif H ≥ 0. Son expression analytique est généralement déterminée
par le phénomène physique qu’on est en train de modéliser. N’ayant pas trouvé
dans la littérature un noyau de coalescence adapté à la croissance des bulles dans
les magmas visqueux, nous avons étudié plus en détail ce phénomène, voir [M21] où
nous proposons deux noyaux de coalescence pour les bulles de gaz dans les magmas
visqueux. Grâce à des images de tomographie 3D, nous avons observé deux types de
mécanisme pour la coalescence entre les bulles : planaire, i.e. par élongation du film
magmatique compris entre les bulles, et champignon, i.e. par déformation de bulles
avec pénétration d’une bulle dans l’autre, voir 3.8.

Figure 3.8: Coalescence des bulles dans un magma visqueux, par tomographie 3D.
Gauche : planaire. Droite : champignon.

Ces deux mécanismes ont été étudiés et modélisés en supposant que la masse du
magma compris entre les deux bulles est conservée pendant la coalescence. Nous
les avons comparés à un noyau de coalescence, proposé dans [95], modélisant la
coalescence par drainage du film magmatique. Nous montrons que les bulles coa-
lescent majoritairement par le mécanisme de coalescence planaire et les fréquences
de coalescences ainsi calculées ont un meilleur accord avec les expériences, voir [M21].

Pour notre modèle cinétique, nous avons considéré deux expressions similaires
du noyau de coalescence : la première, Hs, basée sur des arguments ne prenant pas
en compte la physique de la coalescence des bulles (planaire ou champignon), mais
considérant seulement leur distance z(t) et leur vitesse de croissance du rayon φ. La

38



distance peut être exprimée à l’aide de rayons (v′)1/3 et (v′′)1/3 et, la porosité α :

z(t) =
(

(v′)1/3 + (v′′)1/3
)

(

1 − α1/3

α1/3

)

, (3.17)

où nous avons utilisé la fait que

α =
v′

w′
=

v′′

w′′
,

avec w′ et w′′ les volumes des sphères d’influence. Les vitesses de croissance des
rayons, φ′ = φ(t, v′, m′) et φ′′ = φ(t, v′′, m′′) sont liées aux vitesses de croissance des
volumes Ψ′ = Ψ(t, v′, m′) et Ψ′′ = Ψ(t, v′′, m′′) données par (3.11) et (3.12) :

φ′ = 3(v′)2/3Ψ′ , φ′′ = 3(v′′)2/3Ψ′′.

Le noyau de coalescence est alors défini par :

Hs(t, ω
′, ω′′) =

(

φ′ + φ′′

z0

)

+

; (3.18)

il représente l’inverse du temps pour que les bords des deux bulles se touchent.
La deuxième expression du noyau, Hp, est basé sur les résultats de [M21] pour la
coalescence planaire. En considérant la masse de magma comprise entre les bulles et
en imposant sa conservation jusqu’à la rupture du film magmatique, nous obtenons :

Hp(t, ω
′, ω′′) =

(

φ′ + φ′′

ε
(

(v′)1/3 + (v′′)1/3
)

√
zf√

z0 −√
zf

)

+

. (3.19)

Nous dénotons les deux opérateurs de coalescence associées par Qs(f) et Qp(f).
Dans (3.18) et (3.19), z0 est la distance initiale des parois des bulles et les paramètres
ε et zf représentent respectivement la portion des bulles qui est aplatie et l’épaisseur
minimum du film magmatique avant rupture. La porosité α(t), i.e. la fraction du
vide dans le magma, est définie, en analogie au cadre mono-disperse, comme le vol-
ume occupé par les bulles par rapport au volume total, et peut être calculé à tout
temps en utilisant le moment d’ordre 1 de la solution.

Pour conclure la modélisation de la coalescence, il faut aussi déterminer comment
se combinent les grandeurs physiques, i.e. le volume v et la masse m, de deux bulles
qui coalescent. Nous avons supposé que deux bulles (v′, m′) et (v′′, m′′) qui coalescent
donnent lieu à une bulle (v, m) = (v′ +v′′, m′ +m′′). Cette hypothèse est justifiée en
ce qui concerne la masse m, mais ceci n’est pas le cas pour le volume v, car masse,
volume et pression sont liées par la loi des gaz parfaits. Nous rappelons que dans le
cadre de cette modélisation m et v sont deux variables indépendantes. En effet, les
bulles de gaz peuvent ne pas être à l’équilibre chimique et/ou mécanique. Ceci est
une différence essentielle par rapport aux travaux sur la coalescence plus classiques
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comme ceux concernant les polymères, voir par exemple [6].

Nous montrons que le noyau de nos opérateurs de coalescence, Ker(Qs) et Ker(Qp),
sont caractérisés par l’ensemble des fonction f = f(t, v,m) de la forme :

f(t, v,m) =

{

0 m ≥ Σv2/3

g sinon,
(3.20)

où g = g(t, v,m) est n’importe quelle fonction positive. Les fonctions vérifiant (3.20)
sont des solutions stationnaires de l’équation ∂tf = Q(f) : i.e. si la donnée initiale
f(0, v,m) est contenue dans la région m < Σv2/3, comme il n’y a pas ni croissance
ni coalescence, alors aucune bulle peut grossir, et donc la solution restera indéfin-
iment dans cette région. Ce résultat a été aussi vérifié numériquement (voir thèse
de L. Forestier-Coste). A titre d’exemple, en figure 3.9, nous montrons la différence
de l’évolution des solutions relatives aux opérateurs Qp (gauche) et Qs (droite) à
un temps donné et en partant d’une donnée initiale définie hors de cette région.
L’opérateur Qs a plus diffusé, i.e. la coalescence est plus forte pour cet opérateur.

Figure 3.9: Solution pour coalescence pure avec donnée initiale égale à zéro dans la
région de rétrécissement : Qp (gauche) et Qs (droite).

3.4 Discretisation

Nous avons choisi de discretiser le modèle cinétique présenté en section 3.3 par une
méthode de volumes finis et avec un splitting temporel entre la partie "transport" (à
gauche de l’égalité) et l’opérateur de coalescence (à droite de l’égalité). Les deux dis-
cretisation sont expliquées par la suite. En particulier, la discretisation pour la partie
coalescence (voir section 3.4.2), que nous proposons est soumise pour publication,
voir [M20].

3.4.1 Schéma numérique pour le transport

Soit tk une discretisation du temps t et ∆tk = tk+1 − tk le pas de temps, et notons
par fk la fonction distribution au temps tk, fk = f(tk, v,m). Étant donné que le pas
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de temps de la partie transport serait contrôlé par une résolution en explicite par le
minimum des paramètres de relaxation ΘV et ΘD et que ces derniers sont souvent
très petits (de l’ordre de 10−7 voir plus), nous avons discretisé la partie transport de
l’équation (3.13) en implicite. Ainsi le pas de temps sera fixé par l’étape de coales-
cence.

Nous remarquons que le schéma numérique résolvant en premier la partie coales-
cence et ensuite la partie transport donne une résolution consistante avec l’équation
cinétique (3.13). En fait, soit f̃k+1 le résultat d’un pas de calcul pour la coalescence:

f̃k+1 = fk + ∆tkQ(fk),

alors la partie transport discretisée en implicite s’écrit :

fk+1
(

1 + ∆tk
(

∂v(Φ(tk+1, v,m) + ∂m(Ψ(tk+1, v,m)
))

= f̃k+1,

ce qui donne :

fk+1 − fk

∆tk
+ ∂v(Φ(tk+1, v,m) + ∂m(Ψ(tk+1, v,m) = Q(fk).

Avant de détailler la résolution numérique de la partie transport par rapport aux
variables v et m, nous introduisons la discretisation des espaces en v et m. Les
données expérimentales nous fournissent que une distribution des bulles en fonction
de leur rayon, et nous avons donc besoin de définir aussi une discretisation en masse.
Pour ceci, nous considérons que les mesures sont prises pour des bulles à l’équilibre,
et donc la masse sera définie en utilisant (3.12). Nous considérons ainsi le maillage
suivant :

vi−1/2 =

(

R0 + i∆R

Rm

)3

, mi−1/2 = vi−1/2 + Σv
2/3
i−1/2,

avec Rm le rayon moyen de l’échantillon initial, R0 le plus petit rayon considéré, ∆R
la pas du maillage uniforme en rayon (fourni par l’échantillonnage) et Σ la tension
de surface adimensionnée.
Pour la résolution en implicite de la partie transport

∂tf + ∂vΦf + ∂mΨf = 0,

nous considérons un splitting directionnel. Pour la discretisation en v (celle en m
étant analogue), en réorganisant les éléments fk

ij = f(tk, vi, mj) de la matrice de
distribution dans un vecteur colonne Xk

h , avec h = i + jN , où N et le nombre de
points de discretisation, nous nous ramenons à un problème de transport de type :

Dk+1
h,h−1X

k+1
h−1 + Dk+1

h,h Xk+1
h + Dk+1

h,h+1X
k+1
h+1 = Xk

h

avec D matrice tridiagonale, inversée par une méthode LU. Ainsi nous n’avons pas
de problèmes de stabilité du schéma et le pas de temps sera fixé par la discretisation
de l’opérateur de coalescence.
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3.4.2 Schéma numérique pour la coalescence

Cette section concerne le schéma volumes finis que nous avons développé et util-
isé pour la simulation de la coalescence des bulles de gaz, ainsi que sa validation
numérique. Les résultats détaillés dans cette partie sont décrits sur un modèle bi-
dimensionnel quelconque et sont soumis pour publication, voir [M20]. Nous rappelons
que, suite à la modélisation présentée en section 3.3, nous avons besoin de développer
un code pour la coalescence bi-dimensionnelle que l’on souhaite coupler avec le code
pour la partie transport de l’équation cinétique (3.13).

Nous considérons ici que la fonction de distribution f dépend du temps t et de
la variable ~x ∈ R

d, et qu’elle satisfait à une équation de type Smoluchowski, [105] :

∂tf(t, ~x) =
1

2

∫ ~x

0
H(~x′, ~x − ~x′) f(t, ~x′)f(t, ~x − ~x′) d~x′ (3.21)

−
∫ ∞

0
H(~x, ~x′)f(t, ~x)f(t, ~x′) d~x′,

où H(~x, ~x′) ≥ 0 est le noyau de coalescence et représente la fréquence de coalescence
de deux particules de paramètres ~x et ~x′. Dans cette section, pour valider le schéma
numérique, nous avons considéré des noyaux de coalescence de la forme :

H(x, x′) = xµ(x′)ν + xν(x′)µ , 0 ≤ µ ≤ ν ≤ 1. (3.22)

En particulier, nous avons considéré : le noyau constant, H(x, x′) = 1, ou le noyau
additif, H(x, x′) = x+x′, ou encore le noyau multiplicatif, H(x, x′) = xx′. L’équation
(3.21) munie de ces noyaux admet des solutions explicites, d’où l’intérêt de valider
notre schéma sur ces cas test particuliers.

Avant de détailler les résultats obtenus, nous rappelons ici, dans le cadre unidi-
mensionnel, d = 1, (pour simplifier les notations), quelque résultat théorique connu
concernant l’équation (3.21). Sous des hypothèses des régularité, nous définissons les
moments d’ordre p de la solution f(t, x) de (3.21) comme :

Mp(t) =

∫

R+

xpf(t, x) dx. (3.23)

Proposition 3.4.1 Soit f(t, x) une solution de l’équation de Smoluchowski (3.21),
alors :

i. pour tout p<1, les moments Mp(t) sont décroissantes en temps;

ii. pour p=1, les moments Mp(t) sont constantes en temps,

iii. pour tout p>1, les moments Mp(t) sont croissantes en temps.
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Du point de vue physique, la proposition 3.4.1 s’interprète ainsi : quand il y a
coalescence le nombre des particules (i.e. le moment d’ordre 0) décroît alors que
leur "masse" (i.e. le moment d’ordre 1) est constante. Cependant, pour le noyau
multiplicatif H(x, x′) = xx′, le moment d’ordre 1 n’est pas constant, et il existe un
temps t∗ tel qu’il décroit, nous parlons alors de gélation, i.e. la création de particules
de dimension infinie en un temps fini (voir par exemple [45], [1], [50], [49]).

Ces résultats sont valables aussi dans le cas x = (x)i=1...d ∈ R
d
+ avec d > 1. Les

moments d’ordre p sont définis alors par :

Mp1,...,pd
=

∫

R
d
+

d
∏

i=1

xpi

i f(t, ~x) d~x,

où les pi sont tels que :

p =
d
∑

i=1

pi.

De cette définition, on en déduit que en plusieurs dimensions il y a plusieurs moments
d’ordre 1 qui sont conservés en temps, par exemple en deux dimensions (d=2) : M1,0

et M0,1. De plus si ces deux moments sont conservés, alors aussi toute combinaison
linéaire est aussi conservée, comme par exemple M1,0 + M0,1.

Ces dernières années, la résolution numérique des équations de coalescence a été
beaucoup étudiée, et par le biais des schémas déterministes (voir par exemple [48],
[52], [73], [74], [96] et [76]), et par celui des schémas stochastiques (voir par exemple
[8], [36], [46], et [47]). Il y a plusieurs aspects à prendre en compte lors de la discreti-
sation de l’équation (3.21). Premièrement, il faut choisir une troncature pour le calcul
de l’intégrale représentant le terme de perte. Ce choix peut fortement influencer la
précision du résultat numérique, en particulier lorsque le noyau de coalescence induit
une croissance très rapide (par exemple, le noyau multiplicatif). Ensuite, le choix du
maillage pour la variable x : maillage uniforme ou non-uniforme. Dans le premier cas,
nous allons considérer un pas de discretisation en espace constant, ∆x. Ce choix, qui
parait le plus simple en utilisation, est de fait le moins adapté, car étant trop fin pour
les grandes volumes de x, il implique des temps de calcul trop longs (voir prohibitifs)
pour l’étude de l’évolution sur des domaines grands. Le deuxième choix, maillage
non-uniforme, considère des pas d’espace variables selon le point de discretisation
qu’on regarde, ∆xj : par exemple, pour la modélisation en volcanologie, le maillage
naturel suit une loi cubique: xj = (j∆x)3. Nous remarquons numériquement que ce
deuxième choix admet des temps de calcul plus petits par rapport au choix du mail-
lage uniforme. Ainsi, il permet d’étudier l’évolution sur des domaines plus grands,
et de choisir une troncature plus grande dans l’intégrale du terme de perte. Par
contre, le choix du maillage non-uniforme implique le traitement du chevauchement
de particules crées par rapport à plusieurs mailles du maillage. En effet, comme nous
pouvons le montrer via le théorème de Fermat (voir [112]), quand deux particules
de paramètres respectifs xj et xk coalescent en une particule de paramètre xi, cette
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dernière ne correspond pas exactement à une maille du maillage, mais sera à cheval
entre deux ou plusieurs mailles, voir figure 3.10.

Figure 3.10: Chevauchement

Enfin, comme rappelé le moment d’ordre 1 est constant en temps, au moins
pour les noyaux de coalescence qui ne croissent pas trop rapidement. Dans [M20],
nous proposons une discretisation de l’équation (3.21) par un schéma préservant le
moment d’ordre 1 au niveau discret :

fn+1
i = fn

i + ∆tn





1

2

∑

(j,k)∈Si

H̃j,kf
n
j fn

k λi
j,k

∆xj∆xk

∆xi
−

∞
∑

j=0

Hi,jf
n
i fn

j ∆xj



 (3.24)

où H̃j,k est un noyau modifié de façon à assurer la conservation du moment d’ordre
1, λi

j,k est un coefficient de proportionnalité qui prend en compte le chevauchement.
et, pour toute maille i, le terme

∑

(j,k)∈Si représente la double somme sur tous les
mailles k et j telles que l’intersection de leur somme avec la maille i est non-vide.
Ce schéma gère aussi bien les maillages uniformes que ceux non-uniformes, il prend
en compte les chevauchements et il préserve, par construction, le moment d’ordre 1
discret.

Nous avons montré que la gélation est bien reproduite par notre schéma. Nous
comparons nos résultats en particulier avec ceux de [52] et [74], pour le cas 1D, et
[96], pour le cas 2D. Dans ces papiers, les schémas numériques conservent le moment
d’ordre 1 (puisque basés sur une formulation conservative de l’équation (3.21)) :

x∂tf = −∂x

∫ x

0

∫ ∞

x−x′

x′H(x′, y)f(y)f(x′) dy dx,
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et considèrent des maillages non-uniformes.

Reportons ici quelques résultats numériques. Figure 3.11, concernant le noyau
H(x, x′) = x + x′, montre l’évolution temporelle des moments d’ordre 0, 1, 2 et
3 obtenus numériquement (lignes pointillées), en comparaison avec les expressions
analytiques (lignes continues) que sont connues pour la donnée initiale f(0, x) =
Ce−x, voir [M20]. Il est mis en évidence la décroissance du moment d’ordre 0,
la conservation du moment d’ordre 1, et la croissance de plus en plus rapide des
moments d’ordres plus grands que 1.
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Figure 3.11: H(x, x′) = x + x′: moments d’ordre 0, 1, 2 et 3.

Figure 3.12, concernant le noyau H(x, x′) = xx′, montre une comparaison entre
les moments d’ordre 1 calculés à partir des simulations numériques et ceux donnés
par les formules analytiques, pour des maillages uniformes (gauche) et des maillages
non-uniformes (droite). Comme pour le noyau additif, les expressions analytiques
des moments sont connues pour la donnée initiale f(0, x) = e−x/x, voir [M20] pour
plus de détails. Il est mis en évidence l’intérêt de l’utilisation des maillages non-
uniformes. En effet, ces derniers permettent de calculer la solution sur des domaines
plus grands, réduisant ainsi l’erreur due au choix de la troncature (il faut choisir une
valeur maximale xmax pour le calcul des intégrales), et ceci avec un coût en terme de
CPU plus petit que pour les maillages uniformes (on gagne un ordre de grandeur).
La décroissance très rapide du moment d’ordre 1, est due à la gélation, et elle est
aussi mieux capturée en utilisant des maillages non-uniformes. En comparant les
résultats pour les différents maillages non-uniformes, il apparait que le maillage 6
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avec une troncature plus grande permet de mieux approcher l’endroit ou la gélation
a lieu. Concernant les maillage 5 et 7 nous remarquons que le maillage 7 approche
mieux la solution tronquée, ce qui est naturel ayant le maillage 7 le double de points
par rapport au maillage 5.
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Figure 3.12: H(x, x′) = xx′: maillages uniformes (gauche) et maillages non-
uniformes (droite). Les courbes 1, 2, 3 correspondent à trois maillages uniformes
avec 50 points et pas d’espace 0.1, 0.5 et 0.01 ; la courbe 5 correspond au maillage
non-uniforme xi = xmax2(i−N)/3 avec N = 150 et xmax = 5000 et la courbe 7 à le
doubles de points que 5. Pour la courbe 6 nous avons xmax = 500000, et N = 165.

Dans le cas bi-dimensionnel, nous considérons que le noyau H(~x, ~x′) = 1 et nous
comparons nos résultats avec ceux présentés dans [96], ainsi qu’avec les solutions
explicites qu’y sont présentées. En figure 3.13, nous montrons la solution donnée par
nos simulations numériques (gauche), et nous comparons les moments d’ordre 0, 1 et
2 avec ceux donnés par les expressions analytiques, voir [M20] pour plus de détails.
En particulier, notre solution ne montre pas d’irrégularités, comme celle de [96], mais
diffuse beaucoup moins aux extrema du domaine et plus au niveau de la diagonale
(x = y). Enfin, notre schéma capture mieux les moments d’ordre plus grand que 1.
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Figure 3.13: Solution numérique (gauche). Moments d’ordre 0, 1, et 2 (droite).
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3.5 Application à la volcanologie

Nous sommes en mesure maintenant de simuler les solutions du modèle cinétique et
de les comparer avec les expériences de laboratoire. Je reporte dans les figures qui
suivent les résultats numériques d’un calcul du modèle poly-disperse sans et avec la
coalescence.

Nous rappelons le modèle cinétique que nous considérons:

∂tf + ∂v(Φ f) + ∂m(Ψ f) = ζQ(f), (3.25)

où Φ et Ψ sont donnés respectivement par (3.14) et (3.15). Nous complétons le
modèle par des conditions aux bords de sortie libre et en considérant des données
initiales déterminées par les mesures expérimentales et définies par un ensemble de
Dirac sur plusieurs mailles (i, j) de la diagonale, i = j.

Nous avons multiplié l’opérateur de coalescence par un paramètre ζ (noté zeta
dans les figures). L’interprétation physique de ζ est encore en voie d’étude, nous
pensons qu’il peut être vu comme un coefficient d’efficacité, ou un temps de relax-
ation. Nous verrons plus tard et sur un exemple l’influence qu’il peut avoir sur les
résultats. Nous présentons d’abord des résultats numériques permettant de valider
le modèle sans coalescence, en particulier suite à l’approximation du flux définissant
la variation de la masse voir (3.10).

En figure 3.14 nous comparons un rayon calculé en appliquant le modèle mono-
disperse décrit en section 3.2 avec le modèle mono-disperse où nous avons remplacé
l’équation d’advection-diffusion par (3.10) et avec un rayon moyen calculé en util-
isant le modèle poly-disperse décrit en section 3.3 et sans coalescence. La solution
du modèle poly-disperse (edp) démarre d’une valeur légèrement plus grande que la
solution du modèle mono-disperse général (edo gen). Cette différence est due à la
difficulté de traduire la donnée initiale pour le modèle poly-disperse et après une
phase de légère sur-évaluation elle disparait à la fin de la décompression. La solu-
tion du modèle mono-disperse simplifié (edo simpl) démarre du même point que la
solution du modèle mono-disperse général et reste tout le temps sous-évaluée. Ceci
étant les résultats sont tout à fait satisfaisants et le modèle poly-disperse reproduit
fidèlement l’évolution d’un ensemble mono-disperse de bulles.
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Figure 3.14: Comparaison modèle mono-disperse et poly-disperse.

En figure 3.15 (gauche), nous montrons une comparaison entre plusieurs solu-
tions numériques du modèle poly-disperse avec coalescence et un jeu de données
expérimentales pris dans [28]. En multipliant l’opérateur de coalescence Q par un
paramètre ζ nous voyons que plus ζ est grand (ζ = 10−5), plus la coalescence est
importante et la croissance des rayons est trop rapide (courbe jaune perte des bulles
du domaine du calcul), par contre plus ζ est petit (ζ = 10−15 ou 10−10), plus la
coalescence est petite et n’arrive pas à influencer la croissance des bulles. La valeur
intermédiaire ζ = 10−8, donne un résultat approchant mieux les valeurs expérimen-
tales. Concernant la porosité α = M1,0/(M1,0 + Vm), où Vm est le volume du
magma supposé constant, nous remarquons que pour le cas étudie, le paramètre ζ
n’a pas d’influence sur le résultat, et que la porosité a toujours le même comporte-
ment en temps, voir figure 3.15 (droite). Ce résultat était attendu puisque comme
nous l’avons dit, la coalescence conserve les moments d’ordre 1, et que l’expérience
est à l’équilibre. Lorsque la croissance est faite hors équilibre (par exemple avec une
très forte décompression), la porosité sans ou avec coalescence n’aurait plus le même
comportement.
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Figure 3.15: Modèle complet : rayon moyen R (gauche) et porosité α (droite).

Ces premiers tests numériques sont encourageants et nous indiquent que le modèle
proposé est réaliste et peut donner des résultats satisfaisants. Plus de validations
sont en cours, pour caractériser le domaine de validité du modèle poly-disperse.

3.6 Perspectives

Les résultats présentés dans ce chapitre sont le fruit de plusieurs années de travail
et discussions avec A. Burgisser (ISTO). Les codes numériques développés dans la
thèse de L. Forestier-Coste (MonoDeBuG et PolyDeBuG) sont disponibles et celui
pour le modèle mono-disperse est actuellement utilisé par un autre chercheur en géo-
sciences de l’ISTO. Le modèle poly-disperse que nous avons développé néglige un
certain nombre de phénomènes physiques, mais prend en compte la coalescence, et
de taux de croissance en volume et masse hors équilibre. Un article détaillant le mod-
èle poly-disperse est en préparation, ainsi qu’un autre concernant l’application du
modèle mono-disperse à plusieurs résultats expérimentaux publiés dans les dernières
20 années. Le code pour le cas poly-disperse (PolyDeBuG) est prêt a être testé et
validé sur les expériences et en prenant en compte des noyaux de coalescence dif-
férents, comme ceux proposé dans [M21]. Cependant sa résolution est assez coûteuse
en terme de CPU. Pour pallier à ce problème nous envisageons plusieurs possibilités,
par exemple :

• s’appuyer sur le modèles simplifiés introduits dans l’étude du modèle mono-
disperse pour réduire les variables en jeu ;

• étudier l’asymptotique pour ΘD et/ou ΘV à zéro pour le modèle poly-disperse
vers un modèle simplifié macroscopique ;

• le temps de calcul étant long à cause du terme de coalescence, considérer
d’autres approches numériques, comme les méthodes spectrales.

L’analyse et les simulations numériques relatives au modèle mono-disperse, mon-
trent qu’il est possible d’utiliser dans certains cas limites des modèles moins coûteux
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en terme de temps de calcul. De plus, il apparaît que la majorité d’expériences
appartient au cas limite ΘD et ΘV petits, pour lequel nous avons une expression
analytique liant masse et rayon de la bulle. Il est donc possible de dériver d’autres
modèles poly-disperses à partir des cas limites déterminés lors de l’étude du modèle
mono-disperse.

Il reste des aspects plus théoriques que nous n’avons pas approfondi pour le
moment pour faute de temps (la priorité en volcanologie étant plutôt d’avoir des
codes permettant des comparaisons numériques que des résultats théoriques) : mon-
trer l’existence et unicité des solutions pour le modèle mono-disperse ; donner une
caractérisation plus rigoureuse de l’équation (3.10) simplifiant le couplage système
d’équations différentielles et équation d’advection-diffusion ; caractérisation physique
et/ou mathématique des paramètres A dans (3.10) et ζ dans (3.25).

Egalement, il y a plusieurs pistes ouvertes au niveau de la modélisation : par
exemple nous pouvons prendre en compte de modèles plus complexes pour la coa-
lescence des bulles. En effet, il apparaît dans les images de tomographie 3D que les
bulles ne reviennent pas forcément à une forme sphérique, mais qu’elles forment des
chaînes de bulles et le gaz peut s’échapper plus facilement par ces chaînes. Une façon
de prendre en compte cette déformation pourrait être de considérer les bulles de gaz
comme des ellipses, et une façon d’évaluer la capacité du gaz à s’échapper pourrait
être de définir un coefficient de "tortuosité".

Un des buts du projet ERC-DEMONS étant le couplage du modèle pour la crois-
sance des bulles avec le code MFIX simulant l’évolution du magma, modélisé par
les équations de Navier-Stokes incompressible, il faudrait prendre aussi en compte
la position des bulles et leur vitesse. Dans un premier temps, nous avons consid-
éré que la vitesse des bulles et celle du magma était les mêmes (celle du magma).
Cependant, lorsque la porosité devient assez grande l’évolution des bulles pourrait
rétro-agir sur le magma. Cette perspective rejoint la modélisation des aérosols, voir
la section 2.2, où un couplage fluide-cinétique est envisagé, néanmoins la physique
de deux problèmes est très différente.
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Chapitre 4

Neurosciences computationelles

Depuis le travail de Hodgkin et Huxley (récompensés par le Nobel pour la médecine en
1963, voir [67]), la modélisation mathématique en neurosciences a pris de plus en plus
d’ampleur ; plusieurs systèmes d’équations sont aujourd’hui proposés et étudiés pour
une meilleure compréhension de l’influence des paramètres sur le fonctionnement des
neurones. Avant de détailler l’axe de recherche auquel j’ai travaillé, je présente briève-
ment la structure et le fonctionnement d’un neurone, ainsi qu’un succinct historique
de sa modélisation mathématique.

On estime que dans le cerveau humain il y a environs 1011 neurones. Le neurone
est la seule cellule capable de coder et de transmettre des informations (stimuli) dans
le système nerveux. Il est constitué principalement de quatre éléments : le soma ou
corps cellulaire, les dendrites, l’axone et les terminaisons neuronales ou synapses,
voir figure 4.1.

Figure 4.1: Schématisation d’un neurone.

Le soma est le centre métabolique qui permet au neurone de fonctionner, il peut
varier de 5 à 120µm. Les dendrites et l’axone sont deux prolongements qui par-
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tent du soma. D’une part, les dendrites sont fines est très ramifiées et composent
la surface réceptrice transmettant les signaux provenant d’autres neurones. D’autre
part, il existe un seul axone par neurone qui transmet les influx électrochimiques,
ou potentiels d’action, du soma aux synapses. Sa longueur peut varier de 1mm à
1m. Enfin, les synapses composent l’endroit responsable de la communication entre
neurones. Le tout est recouvert par une membrane.

Au repos, un neurone a un potentiel de membrane autour de −60mV . Selon
le signal reçu par le neurone, ce potentiel peux dépolariser ou hyperpolariser. Si le
potentiel dépasse un certain seuil (autour de −50mV ), le neurone émet un poten-
tiel d’action (ou spike), qui est d’amplitude constante le long de l’axone jusqu’aux
synapses. L’information est alors codée par la variation en fréquence des potentiels
d’action. À l’émission du potentiel d’action suit une période réfractaire au cours de
laquelle le neurone revient à l’état dit de repos et ne répond pas aux stimuli reçus.
Enfin, le signal pénètre la membrane cellulaire à travers les canaux ioniques, qui peu-
vent être ouverts ou fermés selon leur voltage. La capacité d’un neurone à produire
un potentiel d’action est donc liée aux voltages des canaux ioniques, notamment ceux
du potassium (K) et sodium (Na).

Le modèle proposé par Hodgkin-Huxley, [67], basé sur l’analogie entre un circuit
électronique et l’activité neuronale de l’axone géant d’un calamar, décrit la propaga-
tion d’un potentiel d’action V par le biais d’un système de 4 équations différentielles
non-linéaires. Une analyse de bifurcation permet d’identifier différents modes os-
cillatoires et une classification des types de réponses neuronales. Les dynamiques
oscillatoires prédites par le modèle Hodgkin-Huxley sont en accord avec les résultats
empiriques. La complexité de ce modèle a donné lieu à l’écriture d’autres modèles
(simplifiés) dont les solutions ont les mêmes propriétés analytiques que celles du
modèle Hudgkin-Huxley. Nous rappelons en particulier, celui de FitzHugh-Nagumo,
[55]-[87], qui comporte le couplage de deux équations différentielles, celle du potentiel
V , et celle de la fonction de reprise W :

{

V̇ = V − V 3 + W + Iext,

Ẇ = V − bW − a,

où Iext représente le stimuli appliqué. La propagation du potentiel V dépend d’un
polynôme de troisième degré en V , comme pour l’oscillateur de Van der Pol représen-
tant un potentiel à double puits. Avec N. Berglund, j’ai co-éncadré de 2008 à 2012 la
thèse de D. Landon sur l’étude mathématique d’un modèle de type FitzHugh-Nagumo
stochastique. Plus précisément, nous considérons un système lent-rapide d’équations
différentielles stochastiques, caractérisées par un potentiel à double puits de type Van
der Pool. Nous étudions le comportement de la solution en fonction de l’intensité
du bruit et du petit paramètre responsable du comportement lent-rapide. Dans un
premier temps nous avons considéré le bruit blanc seulement pour l’équation en V et
calculé une approximation au premier ordre de la formule de Kramer pour les temps
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de sortie valable pour de petits bruits ainsi que une estimation de la première valeur
propre du système. Ensuite, considérant un bruit blanc aussi sur l’équation en W , il
est proposé une analyse fine des temps de sortie et de l’inter-temps entre deux spikes,
cette partie à été publiée, voir [15].

Tous ces modèles concernent l’activité d’un seul neurone isolé. Cependant, les
neurones fonctionnent en groupes qui communiquent entre eux, pouvant ainsi affecter
la longueur de trains de spikes (i.e. l’émission très rapprochée de potentiels d’action).
Il est donc aussi important d’étudier les propriétés des réseaux de neurones. Selon
les propriétés de connexion, comme par exemple la force du couplage entre neurones
ou le type de couplage (excitatoire ou inhibitoire), les trains de spike de neurones
peuvent se synchroniser. De plus, l’activité générée par deux populations de neurones
interconnectées peut exhiber des oscillations spontanées comme décrit par le modèle
de Wilson-Cowan, [113]. Dans leur étude ils supposent que l’activité d’une population
de neurones est proportionnelle à la proportion de neurones pas réfractaires et à ceux
qui reçoivent une excitation moyenne plus grande qu’un seuil θ :

{

τeĖ = −E + (1 − reE)Se(we,eE − we,iI + λe(t)),

τiİ = −I + (1 − riI)Si(wi,eE − wi,iI + λi(t)),
(4.1)

où τe/i sont de temps de relaxation, re/i les périodes réfractaires, we/i,e/i les forces
de couplage ou coefficients de connexion et λe/i les stimuli appliquées. Enfin, Se/i(x)
sont les fonction de réponse à une excitation moyenne x > θ, usuellement décrites
par des fonctions sigmoïdes. L’analyse mathématique de ce système faite dans [113],
montre que les solutions peuvent admettre de l’hysteresis et des cycles limites et ceci
indépendamment du choix de la fonction de réponse S(x).

Mon travail de recherche en neurosciences computationelles concerne un modèle
de type Wilson-Cowan stochastique, introduit dans [37] et destiné à mieux compren-
dre la réponse neuronale au niveau du cortex visuel pour des problèmes de bi-stabilité
visuelle. Deux exemples classiques de ce phénomène sont le cube de Necker ou le vase
de Rubin, voir figure 4.2. Dans ces deux exemples la vue focalise sur deux possibles
réponses : pour le cube de Necker (à gauche) nous pouvons voir un cube sortant en
haut à droite de la page ou en bas a gauche, pour le vase de Rubin (à droite) nous
pouvons distinguer un vase ou deux visages de profil. Dans les deux exemples il n’y a
pas de "bonne" réponse et notre vue peut osciller entre les deux réponses infiniment.
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Figure 4.2: Gauche : cube de Necker. Droite : Vase de Rubin.

Du point de vue expérimentale, il est demandé aux individus de regarder une im-
age et de choisir entre deux réponses. Les temps de réaction et les performances sont
ensuite enregistrés et calculés. Le temps de réaction correspond au temps nécessaire
pour prendre une décision (bonne ou mauvaise), la performance compte au contraire
le nombre de bonnes réponses, indépendamment du temps. Logiquement, plus le
temps de réaction sera bref, plus l’exactitude de la réponse sera mauvaise, et vice
versa. Ce type de modèle peut être aussi vu comme un modèle de prise de décision,
ou comme le problème d’une particule confiné dans un potentiel à double puits : le
temps de réaction est alors le temps nécessaire à sortir (une première fois) d’un des
puits et la performance correspond à la densité des particules qui sont à un certain
temps dans un des puits (celui correspondant à la bonne réponse).

J’ai commencé à m’intéresser aux neurosciences en 2007, en collaboration avec
J.A. Carrillo (UAB Barcelone, Imperial College of London). Ce thème de recherche
m’a porté à travailler avec N. Berglund (MAPMO) à propos de systèmes d’équations
différentielles stochastiques lent-rapides, ainsi qu’au co-encadrement d’un stage de
Master 2, et de la thèse de D. Landon (2008-2012). Concernant la même thématique,
je fais partie de deux projets ANR : MANDy (Mathematical Analysis of Neuronal
Dynamics, 2009-2012, porteur M. Thieullen) et CBDif (Collective Behaviour and
Diffusion, 2009-2012, porteur J. Dolbeault). Cette recherche a été aussi l’occasion
de plusieurs discussions avec des neuro-physiologues (entre autre G. Deco, UPF
Barcelona), ainsi que de l’organisation d’un colloque (Stochastic Models in Neu-
roscience) qui a eu lieu au CIRM en Janvier 2010 et qui a mis en contact la commu-
nauté mathématique et celle de neurophysiciens. Enfin, elle a donné lieu à plusieurs
travaux [M18], [M22], [M23].

Dans la suite, je vais détailler en section 4.1 le système d’équations différentielles
stochastiques décrivant le nombre moyen de spikes par unité de temps (firing rate)
de deux populations de neurones en interaction. Section 4.2 est dédiée aux résultats
concernants le modèle mésoscopique (équation de Fokker-Planck) déduit du modèle
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microscopique précédent. La réduction 1D du problème et son étude numérique
est présentée en section 4.3, ainsi que des résultats préliminaires sur un deuxième
modèle similaire. Enfin, les conclusions et perspectives de ce thème de recherche sont
détaillées en section 4.4.

4.1 Le modèle de Wilson-Cowan stochastique

Le modèle mathématique décrivant l’évolution temporelle de deux populations de
neurones (excitatrice et inhibitrice) en interaction et soumises à deux stimuli a été
introduit dans [113] et consiste en deux équations différentielles ordinaires couplées
(4.1). Nous schématisons le problème comme dans [37] :

Figure 4.3: Schéma deux populations de neurones qui interagissent et avec
stimuli. c©Deco-Martì

En figure 4.3, les coefficients w+, w− et wI sont les coefficients d’excitation et
d’inhibition et définissent la force des contacts synaptiques entre la population i et
j comme suit :

wii = w+ − wI , wij = w− − wI .

Les coefficients λ1 et λ2 sont les stimuli appliqués : dans le problème dit impartial
leurs intensités sont identiques λ2 = λ1, alors que dans le problème dit partial un des
deux stimuli aura intensité plus grande, λ2 = λ1+∆λ, avec ∆λ > 0 intensité du biais.

Nous considérons le système d’équations stochastiques introduit dans [37], et qui
est basé sur le modèle dit de Wilson-Cowan, [113] :

ν̇i(t) = −νi(t) + φ



λi +
∑

j=1,2

wijνj(t)



+ βiξi(t), i = 1, 2, (4.2)

où νi est le potentiel d’action moyen (nombre moyen de spikes par unité de temps)
de chaque population, ξi(t) représente un bruit blanc d’écart type β2

i et la fonction
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de réponse φ(z) est définie par la sigmoïde:

φ(z) =
νc

1 + exp(−α(z/νc − 1))
,

avec α et νc coefficients calibrés par les expériences.
Nous posons dans la suite le flux F = (F1, F2) avec Fi respectivement données par :

Fi = −νi(t) + φ



λi +
∑

j=1,2

wijνj(t)



 i = 1, 2. (4.3)

Les termes stochastiques justifient des fluctuations dûes au nombre fini de neurones
dans l’approximation de champ moyen faite. Comme montre la figure 4.4, pour
les deux cas (partial/impartial), selon les valeurs du paramètre w+, le système dy-
namique associé admet trois points d’équilibre : un instable (dit état spontané) et
deux stables (dits états de décision), ou un seul point stable. En particulier, la valeur
"critique" de w+, pour la-quelle le système passe de 1 a 2 points stables, pour le cas
partial est plus grande (w+ = 2.34) que celle du cas impartial (w+ = 2.31).
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4
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Figure 4.4: Diagramme de bifurcation : composante ν1 des états d’équilibre en
fonction de w+. Cas impartial (gauche), cas partial (droite) ∆λ = 0.1.

Dans le cas impartial, les potentiels d’action moyens pour w+ < 2.31, seront
toutes synchronisées autour du point stable qui est donc un point de décision, alors
que pour w+ > 2.31 elles se partageront symétriquement autour de deux points de
décision. Dans le cas partial, la situation est analogue, mais nous remarquons que
le seuil entre les deux régimes s’est déplacé vers la droite et atteint une valeur prés
de 2.34. De plus, à cause du biais les potentiels d’action moyens seront synchro-
nisées majoritairement autour d’un des deux points de décision. Dans les resultats
numériques qui suivent nous avons utilisé les mêmes valeurs des paramètres que
dans [37]. Le coefficient d’excitation est donné par w+ = 2.35 et ceux inhibtoires par
wI = 1.9 et w− = 1 − r(w+ − 1)/(1 − r) avec r = 0.3. Les stimuli sont λ1 = 15 Hz
et λ2 = λ1 + ∆λ avec ∆λ = 0 (impartial), 0.1(partial). Dans la définition de la
sigmoid α = 4 et νc = 20 Hz. Le bruit β vaut 0.1 et la donnée initiale est une
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gaussienne centrée en (3, 3) et avec écart type 0.3. Nous avons discrétisé les seg-
ments ν1 = ν2 = [0, 10] avec 200 points de discrétisation et nous arretons les calculs
de que le temps atteint T = 4 sec.

Nous remarquons aussi, voir figure 4.5, que le modèle déterministe est caractérisé
par une évolution lente-rapide. Nous soulignons l’existence d’une courbe, dite variété
lente, le long de laquelle a lieu la transition lente vers un des points de décision :
ce temps de convergence est exponentiellement long et on parle de méta-stabilité du
système. Par ailleurs, une convergence rapide de n’importe quel point du domaine
vers cette variété lente est aussi montrée. Ainsi, en temps long, les potentiels d’action
moyens des deux populations de neurones se concentrent dans les deux états de
décision. Ce comportement lent-rapide persiste aussi en présence du bruit.

Figure 4.5: Trajectoires du système (4.2) avec les trois points d’équilibre. Bleue :
déterministe. Rouge : stochastique.

Bien évidemment, en changeant les paramètres, il est possible de changer la
nature et le nombre des points d’équilibre. Enfin, nous remarquons que à cause
de la non-linéarité de la fonction de réponse φ, il n’est pas possible de trouver une
solution explicite au système d’équations différentielles. Le système stochastique
(4.2) a été étudié numériquement, voir [37], en utilisant une méthode des moments,
ce qui permet de décrire la solution par une somme de gaussienne. Cependant, le
système d’équations pour le moments proposé dans [37] est fermé de façon arbitraire.

4.2 Le modèle de Fokker-Planck

Nous nous sommes intéressés à une description statistique du problème. Le lien
entre système d’équations stochastique et équations aux dérivées partielles étant
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connu, voir [56], dans un premier travail, [M18], nous avons proposé un modèle de
type cinétique en considérant l’équation de Fokker-Planck (ou Kolomogorov directe)
associée au système stochastique (4.2). L’inconnue f = f(t, ν1, ν2), fonction de
R

+ ×Ω2, avec Ω = [0, νmax], à valeurs dans R, doit satisfaire l’équation aux dérivées
partielles :

∂tf + ∇ ·
(

F f − β2

2
∇f

)

= 0, (4.4)

complétée par des conditions aux bords de type Robin (flux nul):

F f − β2

2
∇f

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0. (4.5)

Dans ce modèle la fonction f = f(t, ν1, ν2) représente la fonction distribution qui
décrit la probabilité que les deux potentiels d’action moyens soient ν1 et ν2 au temps t.

Le terme de dérive, F , déduit du système dynamique, est défini par (4.3). Il
est facile de voir que la condition de Schwartz n’est pas satisfaite, ∂1F2 6= ∂2F1,
par conséquence F n’est pas le gradient d’un potentiel, et il n’existe pas de fonction
U(ν1, ν2) telle que F = ∇U . Il n’est donc pas possible d’exprimer explicitement la
solution stationnaire (à l’équilibre) associée à (4.4)-(4.5). À notre connaissance, la
résolution de l’équation de Fokker-Planck avec terme de dérive non-gradient, n’a pas
été traité auparavant. Dans [M18] nous montrons, à l’aide du théorème de Krein-
Rutman l’existence, unicité et positivité de la solution stationnaire, ensuite grâce à
la théorie de l’entropie relative généralisée (voir [85], [86]), nous obtenons l’existence,
positivité et unicité de la solution du problème (4.4)-(4.5), ainsi que sa convergence
vers la solution stationnaire, mais nous avons aucune information concernant le taux
de cette convergence.

Enfin, dans [M18]„ nous observons numériquement le comportement lent-rapide
de la solution de (4.4)-(4.5), et validons nos résultats par des comparaisons avec les
résultats de [37], montrant un bon accord. Cette approche numérique nous permet
d’étudier l’évolution temporelle de la solution, et d’aborder le problème du calcul
du temps de réaction et de la performance. Nous reportons dans la suite quelques
simulations numériques pour mieux montrer nos résultats. Remarquons que pour
avoir des résultats numériques satisfaisant en terme de représentation de deux pics
de population, nous avons besoin d’un maillage assez fin en ν1 et ν2. De plus, à cause
de la meta-stabilité du problème, il est quasi-impossible d’atteindre l’équilibre avec
de temps de calcul raisonnables : par exemple, pour un temps relativement long (4
secondes), le calculs durent plusieurs jours sur un portable (nous remarquons que le
tout est codé en C).
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Figure 4.6: Lignes de niveau de la solution en temps grand. Cas impartial (gauche),
cas partial (droite), ∆λ = 0.1, et β = 0.1.

La figure 4.6 montre les lignes de niveau de la fonction distribution f , pour un
temps final de calcul T = 4 secondes. À gauche nous traçons le résultat pour le cas
impartial, i.e. les stimuli extérieurs appliqués aux deux populations sont les mêmes.
Nous remarquons la concentration symétrique des deux populations autour de deux
points de décision et alignée le long de la variété lente. À droite nous traçons le
résultat pour le cas partial, i.e. les stimuli extérieurs appliqués aux deux populations
sont différents, en l’occurrence la différence est assez significative pour que le système
ait quasiment un seul puits de potentiel, i.e. un seul point de décision. Le fait de
continuer à voir de la masse dans le deuxième point de décision, est dû au bruit blanc
et aussi à la méta-stabilité du système.
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Figure 4.7: Evolution en temps d’une marginale. Cas impartial (gauche), cas partial
(droite), ∆λ = 0.1.

La figure 4.7 montre l’évolution à différents temps d’une marginale, pour le cas
impartial (à gauche) et pour le cas partial (à droite). En particulier, cette fig-
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ure souligne le comportement lent-rapide : une diffusion très rapide à partir de la
gaussienne initiale centrée près du point spontané, et une croissance très lente des
pics autour des points de décision. La même configuration à deux pics (solution
bi-modale), pour le cas impartial, était montrée dans [37]. Pour le cas partial, le
deuxième pic visible en figure 4.6 (droite), existe aussi en figure 4.7, mais il n’est pas
visible parce que trop petit par rapport à l’échelle du graphe.

Faute d’avoir un résultat théorique sur la convergence exponentielle de la solution
f vers la solution stationnaire f∞, nous l’avons étudié numériquement, voir figure
4.8 où la convergence L2 est tracée en échelle logarithmique. Une régression linéaire
sur la deuxième moitié de la courbe détermine une pente de -0.19 et un écart type de
0.031 ; par contre une régression linéaire sur le dernier quart de la courbe détermine
une pente de -0.08 et un écart type de 0.004. Ceci montre qu’après une brève période,
la convergence vers la solution stationnaire est de fait exponentielle.
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Figure 4.8: Convergence en norme L2 vers la solution stationnaire.

Comme dit en introduction, les performances sont liées aux densités ρi dans les
sous-domaines Ωi, i.e. à la probabilité que une particule soit dans une région Ωi de
l’espace de phases, voir [99]. En figure 4.9, nous traçons, par exemple, l’évolution des
trois densités ρi pour i = 1, 2, 3 correspondant à trois domaines contenant respec-
tivement chaque point d’équilibre du système différentiel. En particulier, Ω1 et Ω3

sont les deux domaines centrés autour des points de décision, et Ω2 est celui du point
spontané. Nous montrons pour le cas impartial (gauche), que les deux densités ρ1 et
ρ3 coincident et convergent vers 1/2 (ce qui est naturel vu la symétrie du problème).
Dans les cas partial (droite), les densités se comportent comme prévu : la densité
ρ1 s’approche de la valeur 1, alors que ρ3 reste près de zéro et n’est pas visible sauf
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pour un temps t compris entre 1.0 et 1.5 ; la décroissance de ρ2 est plus rapide que
dans le cas impartial.
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Figure 4.9: Densités ρi(t), pour i = 1, 2, 3. Cas impartial (gauche), cas partial
(droite), ∆λ = 0.1.

Les temps de réaction, eux, sont liés aux temps de sortie d’un puits de potentiel,
eux mêmes liés à la différence de potentiel que la particule doit franchir pour sortir
du puits et à l’intensité du bruit β. Il est admis, voir [56], que l’espérance du temps
de sortie est donné, pour un problème unidimensionnel par la formule de Kramers :

E(t) ∼ exp
(

H/β2
)

, (4.6)

où H représente le saut de potentiel et β le coefficient de diffusion. Cependant, une
formule générale pour le cas multi-dimensionnel n’est pas connue. Sachant que, dans
le cas impartial, les densités autour des deux états de décision sont égales et que le
système décrit par (4.2) est analogue à un potentiel à double puits, nous avons fait
un premier test dans lequel nous calculons en fonction du bruit β le temps pour que
la moitié de la densité de population initialement contenue dans le domaine Ω1 arrive
dans le domaine Ω3. Nous avons appelé ce temps, temps de sortie T et présentons
les résultats (exprimés en secondes) dans le tableau 4.1 :

Table 4.1: Temps de sortie

β 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

T 12.91 3.33 1.70 1.12 0.80 0.60 0.49 0.37 0.30

Grâce à cette approche, nous pouvons donner une estimation du saut de potentiel
H existant implicitement dans notre modèle. En figure 4.10 nous traçons la quantité
H = β2 log(T ) en fonction de β.
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Figure 4.10: La valeur du saut de potentiel H = β2 log(T ) par rapport au bruit β
en échelle logarithmique.

4.3 La réduction 1D

Le comportement lent-rapide ainsi que les temps de calcul très longs, voir aussi [M18],
nous ont convaincu de la nécessité de réduire la complexité du modèle pour pouvoir
donner une solution explicite au problème et réduire les temps de calcul. La réduction
unidimensionnelle ou la linéarisation de problèmes similaires a déjà été le sujet de
plusieurs articles déduisant des modèles simplifiés valables que localement (i.e. dans
un voisinage du point spontané) : voir par exemple [17], [25], [107] et [114] ou encore
[99] où les auteurs obtiennent des comparaisons avec les données expérimentales très
satisfaisantes. La réduction que nous proposons est valable globalement : elle est
exacte dans des voisinages des tous les points d’équilibre, et l’erreur commise ailleurs
est de l’ordre du paramètre ε mesurant la différence d’échelle temporelle entre les
deux variables, i.e. le paramètre caractérisant le comportement lent-rapide, voir [14].

Etant donné un système différentiel stochastique lent-rapide, il est possible d’en
réduire le nombre d’inconnues en résolvant les équations correspondantes aux vari-
ables rapides du système, en considérant que la solution atteint son état d’équilibre
instantanément, et en remplaçant cette solution dans l’équation de la variable lente.
Dans un deuxième travail en collaboration avec J.A. Carrillo et S. Cordier, voir [M22],
nous avons utilisé cette approche pour réduire le système (4.2) à une seule équation
différentielle stochastique dont la solution vit sur la variété lente. L’approximation
unidimensionnelle donnée est valable sur tout le domaine et nous pouvons recon-
struire le potentiel de l’équation de Fokker-Planck uni-dimensionnelle associée sur
tout le domaine de définition, ainsi que évidemment écrire explicitement la solution
stationnaire. Nous détaillons dans la suite les résultats de l’article [M18].

Nous considérons dans un premier temps, la partie déterministe du système (4.2) :

ν̇ = F (ν),
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où ν = (ν1, ν2). La diagonalisation du Jacobien de F au point spontané νeq, montre
qu’il existe deux valeurs propres µ1 et µ2 du même signe avant ce point et de signe
opposé après ce point. La bifurcation étant caractérisée par le point tel que la valeur
absolue du valeur propre le plus petit devient zéro. À l’aide des ces valeurs propres,
nous pouvons définir le paramètre ε << 1 caractérisant le comportement lent-rapide
comme : ε = |µ2/µ1|, où µ1 ≪ 0 < µ2. Dans [M22], nous avons considéré ε comme
fonction de w+ pour un ∆λ fixé, mais puisque il est défini à l’aide des valeur propres
du système d’équations différentielles ordinaires, la même analyse aurait pu être
faite en fixant w+ et en faisant varier ∆λ. Enfin, soit P la matrice de vecteurs
propres associés aux valeurs propres µ1 et µ2, nous définissons une nouvelle variable
X = (x, y) = P−1(ν − νeq) et le problème :

Ẋ = H(X), H(X) = P−1F (νeq + PX) = (f(X), g(X)). (4.7)

Nous remarquons que, dans le nouveau système, la variable lente est y et celle rapide
est x. En définissant un nouveau temps τ = εt nous pouvons expliciter le caractère
lent-rapide du système (4.7) en écrivant :

{

εẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y)
(4.8)

Du point de vue théorique, le théorème des fonctions implicites assure l’existence
d’une solution de l’équation sur la variable rapide, ainsi définissant une courbe x∗(y)
telle que f(x∗(y), y) = 0 correspondant à la variété lente. En remplaçant x par x∗(y)
dans l’équation de la variable lente y dans (4.7), nous complétons la réduction du
système déterministe :

ẏ = g(x∗(y), y).

Concernant la partie stochastique et négligeant la partie déterministe, puisque y est
une combinaison linéaire de ν1 et ν2, satisfaisant pour i = 1, 2 : ν̇i = βξi, avec ξi,
deux bruits blancs indépendants, y doit satisfaire à l’équation stochastique ẏ = βyξ,
avec ξ bruit blanc et βy donné par :

βy = β
√

((P−1)21)2 + ((P−1)22)2.

Enfin, le modèle différentiel stochastique uni-dimensionnel, satisfait par la variable
lente y, s’écrit :

ẏ = g(x∗(y), y) + βydξ. (4.9)

Comme pour le cas bi-dimensionnel, nous considérons l’équation de Fokker-Planck
associée à (4.9) :

∂tp + ∂y

(

g(x∗(y), y)p −
β2

y

2
∂yp

)

= 0, (4.10)

munie des conditions aux bords

g(x∗(y), y)p −
β2

y

2
∂yp = 0.
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La méta-stabilité du système persiste, comme nous le remarquons aussi numérique-
ment en figure 4.11. Ceci n’est pas étonnant puisque nous avons simplifié l’évolution
le long de la variable rapide x et gardé celle le long de la variable lente y. Cepen-
dant, nous discretisons maintenant l’équation par un schéma implicite, évitant ainsi
la condition de stabilité sur le pas de temps, et gagnant énormément en terme de
temps de calcul (le code est maintenant en scilab et tourne en quelques dizaines de
secondes sur un portable).
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Figure 4.11: Évolution en temps pour la fonction distribution p(t, y) avec la différence
entre les stimuli ∆λ = 0.1 et tracé tous les 0.2 sec (gauche) et tous les 200 sec (droite).

De plus, étant (4.10) uni-dimensionnelle, nous pouvons déterminer explicitement
sa solution stationnaire (à l’équilibre) :

ps(y) = exp
(

−2G(y)/β2
y

)

. (4.11)

où G(y) est le potentiel défini par :

G(y) =

∫

g(x∗(z), z) dz.

Nous rappelons aussi que pour toutes fonctions test Ψ = Ψ(ν1, ν2), le moment MΨ

de la solution stationnaire ps(ν1, ν2), quand ε converge à zéro, est approché par:

MΨ :=

∫

Ψ(νeq + P (x∗(y), y))ps(y)dy (4.12)

Cette formule peut être utilisée pour calculer les moments de ps ainsi que les marginales
en choisissant par exemple Ψ = δ{ν1=µ}.

Nous avons validé ce modèle réduit uni-dimensionnel par différents tests numériques
qui montrent un très bon accord entre la solution stationnaire (4.11), la solution du
problème bi-dimensionnel calculée pour un temps T = 4 secondes et la solution du
problème uni-dimensionnel au même temps, voir figures 4.12 pour la comparaison
des marginales par rapport ν1 :
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Figure 4.12: Comparaison des marginales par rapport à ν1 pour plusieurs valeurs du
biais ∆λ= 0 (haut à gauche), 0.01 (haut à droite), 0.05 (bas à gauche), 0.1(bas à
droite).

Comme expliqué précédemment, nous sommes intéressés par le calcul des per-
formances, i.e. des densités ρi sur un domaine donné Ωi. Puisque maintenant nous
connaissons l’expression exacte de la solution à l’équilibre, pour le modèle réduit
uni-dimensionnel, et que le point spontané est centré en 0 pour l’axe des y, nous
calculons ρ+ qui est la densité de probabilité d’être dans la partie positive de l’axe
y et nous comparons ce résultat avec la densité ρ∞, calculée à partir du modèle
bi-dimensionnel, voir figure 4.13. Nous rappelons que nous n’avons pas la solution
à l’équilibre pour le modèle 4.4, mais nous pouvons obtenir une valeur approchée
de ρ∞ grâce à une extrapolation exponentielle. En effet, nous savons que pour des
modèles plus simples, en passant par une analyse de Fourier, le comportement des
densités en temps est exponentiel. Nous supposons donc que ça soit vrai aussi pour
la densité ρp :

ρp(t) = ρ∞ + a exp(−t/τ).

Nous vérifions cette hypothèse numériquement, et nous l’utilisons pour en déduire
la valeur limite approchée ρ∞. Les détails de cette extrapolation sont donnés dans
[M22] où il apparait que nous pouvons calculer ρ∞ à l’aide de seulement trois valeurs
de ρp à des temps relativement petits, mais toutefois suffisamment grands pour que
l’évolution rapide soit terminée.
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Figure 4.13: Comparaison de ρ+ et ρ∞ par rapport au paramètre de biais ∆λ ∈
[0, 0.05]. Rouge : 1D. Bleue : 2D.

La réduction 1D que nous avons présenté ici, a été aussi testé sur un modèle
légèrement différent issu toujours de la modélisation en neurosciences. Ce travail est
en cours de rédaction [M23], et les résultats que nous présentons sont actuellement
en étude. La fonction de réponse φ(z) considérée et définie par :

φ(z) =
νc

1 + exp(−bz + α)
, (4.13)

est telle que le système d’équations admet entre un et cinq points d’équilibre selon
la valeur du coefficient de connexion w+, voir la figure 4.14 :

La variété lente n’est plus dans ce cas test strictement monotone, ce qui peut
provoquer des problèmes pour la détermination de la solution le long de la variété
lente ou des marginales, voir figure 4.15.
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Figure 4.14: Diagramme de bifurcation potentiel à trois puits
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Figure 4.15: Varieté lente dans l’espace de phase (ν1, ν2)

Nous pouvons néanmoins tracer le potentiel associé pour différents valeurs du bi-
ais. En figure 4.16 nous traçons les potentiel pour le cas impartial (gauche) et pour
le cas partial avec ∆λ = 0.1 (droite), ainsi que des zooms autour du point spontané
(point d’équilibre du milieu).

Enfin, il est possible d’évaluer les temps de sortie du puits de milieu, par une
formule de Kramer. Si l’intensité du bruit est petite nous pouvons calculer le temps
moyen pour sortir du puits en évaluant la différence de potentiel entre le point du
milieu (état spontané et le plus petit de deux maxima à droite ou à gauche de ce
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Figure 4.16: Potentiels le long de la variable lente y.

point :

T =
2π

√

−G′′(ymin)G′′(ymax)
exp

(

2 ∗ G(ymin)G(ymax)

β2
y

)

(4.14)

où ymin = νeq et ymax correspond au point du plus petit maximum. La dérivée
deuxième de G est calculée grâce au théorème de fonctions implicites. La figure 4.17,
présente des résultats préliminaires concernant les temps de réaction en fonction de
w+ et pour différents valeurs du biais ∆λ.
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Figure 4.17: Potentiels le long de la variable lente y.

4.4 Conclusions et perspectives

Partant de l’étude des potentiels moyens émis par deux populations de neurones,
modélisés par un système dynamique déterministe dans [113], et par un système dy-
namique stochastique dans [37], nous avons étudié analytiquement et numériquement
l’équation bi-dimensionnelle de Fokker-Planck associée (voir [M18]). Cette équation
étant caractérisée par un terme de dérive qui n’est pas le gradient d’une fonction po-
tentielle, la détermination de l’existence, unicité et positivité de la solution station-
naire associée au problème, a été prouvée à l’aide du théorème de Krein-Rutmann.
De plus, en utilisant la théorie de l’entropie relative généralisée, nous pouvons la con-
vergence de la solution vers la solution à l’équilibre. La méta-stabilité du système,
montrée numériquement par une convergence exponentielle vers la solution station-
naire, ainsi que le comportement lent-rapide des solutions impliquent de temps de
calcul très longs. Ceci nous a conduit à considérer une réduction du système dy-
namique, en écrivant un modèle uni-dimensionnel vivant sur la variété lente définie
par le système déterministe initial (voir [M22]). La résolution numérique et la com-
paraison des résultats des modèles bi-dimensionnel et uni-dimensionnel sont tout à
fait satisfaisants. L’application de cette modélisation à d’autres modèles (voir [M23])
est en cours.

Ce thème de recherche a demandé un important investissement pour intégrer les
résultats et théories utilisés en systèmes complexes et en probabilité, ainsi que les
technique déjà utilisées par la communauté de neurosciences. Les champs d’application
pour des systèmes d’équations multi-échelles sont multiples, et j’envisage de contin-
uer à travailler sur certaines pistes de recherche liées à ces systèmes.

En particulier, je m’interesse dernièrement à l’analyse asymptotique des équations
aux dérivées partielles déduite des systèmes d’équations différentielles stochastiques

69



de type lent-rapide. Nous considérons le système lent-rapide :
{

εẋ = f(x, y) + ξ1,

ẏ = g(x, y) + ξ2,

avec ξ1 et ξ2 deux bruits blancs d’écart type respectivement β1(ε) et β2(ε). Si nous
supposons β1 = β1

√
ε et β2 constant indépendant de ε, nous obtenons l’équation de

Fokker-Planck:

∂tp +
1

ǫ
∂x(f(x, y)p) + ∂y(g(x, y)p) =

β2
1

2ε
∂xxp +

β2
2

2
∂yyp,

où p = p(t, x, y) est la fonction distribution. Il parait raisonnable que la solution à
l’ordre zéro p0 soit une maxwellienne en x et que à l’ordre d’après la solution vive sur
une bande de largeur ε autour de la variété lente. Cette approche pourrait donner
des informations encore plus générales, puisque nous n’avons plus besoin de connaître
le point spontanée pour l’appliquer, comme dans [M22]. Notamment, nous pensons
pouvoir récupérer une équation pour la marginale en y, p̂ =

∫ xmax

0 p(t, x, y) dx. Par
ailleurs, si β1 et β2 dépendent différemment de ε l’étude peut être bien plus complexe.

Ce thème m’a portée à m’intéresser à l’étude de l’apprentissage chez les sportifs.
Il s’agit de modéliser l’évolution entre comportement débutant et professionnel. Il
apparait que le passage de débutant à expert/professionnel ne se fait pas de manière
instantanée, mais progressive et non linéaire, avec des seuils. Nous envisageons
de décrire cette évolution par une équation stochastique avec un potentiel à dou-
ble puits, dont les coefficients varient en temps et selon le nombre de passages du
puits "débutant" au puits "professionnel", pour enfin basculer vers un comportement
professionnel stable. Ce type de modèle est appliqué dans tout ce qui concerne le
"learning", comme pour les automates.

Plus récemment, j’ai commencé à m’intéresser à la modélisation (en biologie)
de la croissance de cadhérines (projet PEPS math-bio-info, MAC, dont je suis por-
teuse et en collaboration avec R.M. Mège (INSERM) ainsi que une co-direction de
thèse avec A. Batakis à partir de septembre 2012, sur le même sujet). Il s’agit
de décrire la croissance par adhésion des cadhérines via un système d’équations de
réaction-diffusion dégénérées. Enfin, depuis Mars 2012 je co-organise un groupe de
travail commun entre les laboratoires Jacques-Louis Lions et MAPMO, concernant
la modélisation en sciences humaines et sociales.
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