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FResune

De nombreux travaux ecents ont cemonte l'importance d e la stochasticie dans I'ex-
pression des genesa dierentesechelles. On passera tat d'abord en revue les principaux ke-
sultats experimentaux pour motiver letude de moctles m atlematiques prenant en compte
des e ets akatoires. Onetudiera ensuite deux moctles paticuliers ai les e ets akatoires
induisent des comportements ineressants, en lien avec deesultats expgerimentaux : une
dynamique intermittente dans un mockle d'auto-egulati on de I'expression d'un ¢ggne; et
lemergence d'feerogereiea partir d'une popula tion homogene de protines par modi -
cation post-traductionnelle.

Dans le Chapitre I, nous avons etude le mocele standard d'expression des gnesa
trois variables : ADN, ARN messager et proeine. L'ADN peut &tre dans deuxetats, res-
pectivement \ON\ et \OFR. La transcription (production d°  ARN messagers) peut avoir
lieu uniquement dans letat \ON\. La traduction (producti on de prokines) est propor-
tionnelle a la quantie d'ARN messager. En n la quantie  de proktines peut eguler de
manere non-lireaire les taux de production peedent . Nous avons utili des treoemes
de convergence de processus stochastique pour mettre enidgnce dierents egimes de
ce mockle. Nous avons ainsi proue rigoureusement le phaonene de production intermit-
tente d'ARN messagers et/ou de protines. Les mockles linites obtenues sont alors des
mockles hybrides, deterministes par morceaux avec sautdViarkoviens. Nous avonsetude
le comportement en temps long de ces mockles et prouwe la cwergence vers des solutions
stationnaires. En n, nous avonsetude en cktail un mod ele eduit, calcue explicitement
la solution stationnaire, etetude le diagramme de bifur cation des densies stationnaires.
Ceci a permis 1) de mettre enevidence I'in uence de la stochsticie en comparant aux
mockles ceterministes; 2) de donner en retour un moyen theorique d'estimer la fonction
de egulation par un probeme inverse.

Dans le Chapitre I, nous avonsetude une version probabliste du mockele d'agegation-
fragmentation. Cette version permet une e nition de la nu ckation en accord avec les
mockles biologistes pour les maladies a Prion. Pour etuder la nuckation, nous avons
utili’ une version stochastique du mocele de Becker-®ring. Dans ce moctle, I'agegation
est eversible et se fait uniguement par attachement/cetachement d'un monornere. Le
temps de nuckation est e nit comme le premier temps a1 un noyau (c'esta-dire un
agegat de taille >e, cette taille est un pararetre du mo ctle) est forne. Nous avons alors
caracerig la loi du temps de nuckation dans ce mockle. La distribution de probabilie
du temps de nuckation peut prendre dierente forme selon les valeurs de paranetres :
exponentielle, bimodale, ou de type Weibull. Concernant letemps moyen de nuckation,
nous avons mis enevidence deux prenonenes importants. [une part, le temps moyen de
nuckation est une fonction non-monotone du pararetre ciretique d'agegation. D'autre
part, selon la valeur des autres paranetres, le temps moyenle nuckation peut cependre
fortement ou tes faiblement de la quantie initiale de mo nonere . Ces caractrisations
sont importantes pour 1) expliquer des cependances tes &ible en les conditions initiales,
obsenees exgerimentalement; 2) deduire la valeur de cetains paranetres d'observations
experimentales. Cette etude peut donc étre appligie a des donrees biologiques. En n,
concernant un mockle de polynerisation-fragmentation, nous avons monte un treoeme
limite d'un mockle purement discret vers un mocele hybrid e, qui peut-étre plus utile pour
des simulations nuneriques, ainsi que pour uneetude theorique.



Summary

The importance of stochasticity in gene expression has beenmidely shown recently. We
will rst review the most important related work to motivate mathematical models that
takes into account stochastic e ects. Then, we will study two particular models where sto-
chasticity induce interesting behavior, in accordance wih experimental results : a bursting
dynamic in a self-regulating gene expression model; and themergence of heterogeneity
from a homogeneous pool of protein by post-translational mdi cation.

In Chapter I, we studied a standard gene expression model, ahree variables : DNA,
messenger RNA and protein. DNA can be in two distinct states,"OM and "OFR. Trans-
cription (production of mMRNA) can occur uniquely in the "ON\ state. Translation (pro-
duction of protein) is proportional to the quantity of mRNA. Then, the quantity of protein
can regulate in a non-linear fashion these production ratesWe used convergence theorem
of stochastic processes to highlight di erent behavior of this model. Hence, we rigorously
proved the bursting phenomena of mMRNA and/or protein. Limit ing models are then hybrid
model, piecewise deterministic with Markovian jumps. We stidied the long time behavior
of these models and proved convergence toward a stationarytage. Finally, we studied in
detail a reduced model, explicitly calculated the stationay distribution and studied its
bifurcation diagram. Our two main results are 1) to highlight stochastic e ects by compa-
rison with deterministic model ; 2) To give back a theoreticd tool to estimate non-linear
regulation function through an inverse problem.

In Chapter Il, we studied a probabilistic version of an aggreyation-fragmentation mo-
del. This version allows a de nition of nucleation in agreenent with biological model for
Prion disease. To study the nucleation, we used a stochastieersion of the Becker-Ddring
model. In this model, aggregation is reversible and throughattachment/detachment of a
monomer. The nucleation time is de ned as a waiting time for anuclei (aggregate of a
xed size, this size being a parameter of the model) to be forrad. In this work, we charac-
terized the law of the nucleation time. The probability dist ribution of the nucleation time
can take various forms according parameter values : expon#éal, bimodal or Weibull. We
also highlight two important phenomena for the mean nucleaton time. Firstly, the mean
nucleation time is a non-monotone function of the aggregatn kinetic parameter. Secondly,
depending of parameter values, the mean nucleation time cabe strongly or very weakly
correlated with the initial quantity of monomer. These characterizations are important for
1) explaining weak dependence in initial condition observe experimentally ; 2) deducing
some parameter values from experimental observations. Hee, this study can be directly
applied to biological data. Finally, concerning a polymerization-fragmentation model, we
proved a convergence theorem of a purely discrete model to byid model, which may be
useful for numerical simulations as well as a theoretical stdy.
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10 Introduction Gererale

1 Biologie, Rappels Historiques

La cecouverte de phenomenes akatoires en biologie estrelativement ecente, contrai-
rementa d'autres domaines comme la physique ou la chimie. & biologie mokculaire plus
particulerement, une vision ceterministe (proche du < ceterminisme Laplacien >) pe-
valait il y a encore quelques anrees. En emoigne par exemie I'in uent livre d'Erwin
Schredinger, What is Life ([[78], 1944), (voir aussi [80]) pour qui l'ordre macroscopjue
d'un organisme vivant provient d'un méme ordre microscopgue de ses constituants. Du-
rant un demi-secle, ces ickes ontee dominantes en bidogie. Cette vision ceterministe
en fait un domaine distinct de la physique, ai la notion d'ordrea partir du desordre est
connue depuis longtemps (hotamment gracea Ludwig Boltznann, James Clerk Maxwell,
et la theorie ciretique des gaz, dans la deuxeme moite du 19e secle, et plus gereralement
par les approches de la physique statistique). Il faut bien @ir que les ordres de grandeur
sont aussi radicalement dierents. Dans un volume de gaz maroscopique |une mole|, il
y a de l'ordre de 61072 mokcules (nombre d'Avogadro). Si le nombre de cellules das I'or-
ganisme humain est estirrea environ 13, certaines enties biochimiques ne sont pesentes
que par centaines voir dizaines de copies dans une cellule !

Depuis la cecouverte de I'ADN et de son information geretique par James Watson,
Maurice Wilkins et Francis Crick (1962) et depuis les travaw de Jacques Monod, Fran-
cois Jacob et Ande Lwo (1965) sur I'ARN messager et la notion d'opgerons, la vision
dominante en biologie mokculaire est une vision nmecanige (voir par exemple [49]). Toute
l'information dans un organisme est contenue dans les gerg qui la transmettent via une ®-
rie (complexe) de eactions biochimiquesa certaines preines, qui vonta leur tour donner
des fonctions aux cellules. Cette vision esta la base de cautpn appelle la< cyberretique >,
treorie initee par Norbert Wiener (voir par exemple [46] ).

Les ecents proges spectaculaires des nethodes et teatblogies expgerimentales ont ac-
cumuk les preuves que la perception mecaniste des ptenmenes biologiques ne s'accorde
plus aux observations exgerimentales. Parmi les ecents technologies disponibles, on peut
citer la PCR (leaction en chame par polynerase |Polymer ase Chain Reaction| qui per-
met notamment de multiplier des fragments d'ADN pour les etudier), les puces d'ADN
(qui permettent de mesurer les niveaux d'expression d'un ggnd nhombre de genes simulta-
rement), les nombreuses techniques d'observation et deatection de mokcules dans une
cellule (voir par exemple [70]), ainsi que de leur dynamiquet structure spatiales (via no-
tamment la spectroscopie de esonance magretique nuchire, voir par exemple [13]). Ces
technologies ont, entre autres, permis detudier les ®agiences de ¢gnes (avec par exemple
le Human Genome Project M), les niveaux d'expression des gnes et les interactionsge
prokines.

Parmi les experiences marquantes qui donnent de moins en niws d'importance a
I'entie < gene > et de plus en plus aux interactions avec l'environnement (ierieur et
exerieura la cellule), on peut citer I'exgerience d'El owitz et al. [28]. Ces auteurs observent
I'expression de deux ggenes< identiques>, sittesa des endroits similaires dans le ggnome
d'une bacerie (en fait, 'ADN d'une bactrieetant circ ulaire, ils ont pla@ les deux genes de
manere symnetrique par rapporta l'origine de eplicat ion). Ces deux genes codent pour des
prokines uorescentes que I'on peut distinguer. En obsevant une population de cellules
clones, mais avec des mesures sur cellule unique, ils ont n&@s evidence que les niveaux
d'expression de ces genes varient consicerablement d'um cellulea l'autre eta l'inkerieur
d'une méme cellule (voir gure[d). Cette experience, et denombreuses autres, ont cemonte
les e ets stochastiques de I'expression des genes. Ce phlenene a boulevers le domaine
de la biologie mokculaire. On peut citer notamment Ehrenberg et al. [26] :

1. http :/www.ornl.gov/sciltechresources/Human _Genome/home.shtml
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Figure 1: Observation experimentale de population de backries Image tiee de [27].
Le niveau de deux prokines uorescentes (verte et rouge) st obsene en simultare dans
chaque cellule. Les deux protines sont exprinees par degenes qui possdent la méme
f£quence d'initiation, et qui sont sittes dans des endrots similaires du ggnome. Cette
experience cemontre que les e ets de I'environnement sontprimordiaux.

There is a revolution occurring in the biological sciences
ou Paldi [66] :

Is it possible that in biology also, just as in the physical wald, macroscopic
order is based on the stochastic disorder of its elementaryonstituents ?

La pecision des experiences permet de quanti er la variabilie dans l'expression des gnes.
Une moctlisation probabiliste est donc acequate pour interpeter au mieux les experiences.
Notre contribution dans letude d'un mockle d'expressio n des ¢gnes va dans ce sens (Cha-
pitre 1). Au-deh de la quanti cation de la stochasticie de I'expression des genes, beaucoup
de questions biologiques restent en suspens. En particuliebeaucoup de biologistes se de-
mandent si |'abatoire dans l'expression des genes a unedction propre, ou au contraire
est < inutile mais irevitable > (voir par exemple [27]). Il n'est pas sOr que la mocklisa-
tion mathematique puisse epondrea cette question. En revanche, beaucoup de questions
concernentegalement les phases du ceveloppement des agismes et de la dierenciation
cellulaire. Certains auteurs ont propos des theories< Darwiniennes> pour le ceveloppe-
ment (au niveau du prenotype (quelles protines sont exprinees) plutdt que du gnotype
(quels genes ou alkles sont pesents), voir par exemplde travail de Kupiec et al. [47,148].
Des mockles mattematiques < devolution >,a lechelle cellulaire, pourrait probablement
apporter une meilleure compehension des ptenonenes delierenciation cellulaire.

Une autre decouverte importante en biologie mokculaire a et la mise en evidence
dekments pathognes de nature proeique. Les maladies leesa cesekments sont appe-
kes les maladiesa prion. Elles peuvent &tre transmisdiles ou sporadiques, mais ne font
pas intervenir de virus, de baceries ou de mutation de geres. S'il y a encore de nombreux
kbatsa ce sujet, I'hypotlese la plus epandue actuellement est que les maladiesa prion
font intervenir uniquement une prokine (appeke prion) qui, lorsqu'elle change de confor-
mation et s'agege, devient pathogne. Cette hypottese a d'abordet avanee par Gri th
[35] en 1967, puis prouwe par Prusiner [69] en 1982. Depyisle nombreuses exgeriences
ontet ealiees pouretudier la dynamique d'agega tion de cette prokine, qui est une
etape ck pour l'apparition de la maladie. Ces experiences peuvent &tre ealigesin vivo
@ l'inerieur de cellules) ou in vitro (dans des tubesa essai) (voir par exemple Liautard
et al. [54]). Une curiosit de ces experiences est la grangl variabilie des esultats obtenus,
tant au niveau de la dynamique d'agegation (temps d'apparition de grands polyreres,
rapidie de la vitesse d'agegation, voir gure Z) que de | a structure obtenuea la n de
I'exgerience (structure spatiale, proprees physiqu es des polyneres). la encore, une mo-
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Figure 2: Resultats d'experiences d'agegation de prokines prion, obtenus dans les mémes
conditions experimentales et avec la méme condition initale. Les donrees de ces expe-
riences sont tiees de [54].

cklisation probabiliste semble donc adequate pour prende en compte cette variabilie,
et tenter d'expliquer les pklenorenes sous-jacents. Note contribution dans letude d'un
mockle d'agegation-fragmentation de protines va dans ce sens (Chapitre 2).

2 Moclisation Matlematique

C'est dans ce contexte de cecouverte de necanismes akaires en biologie que s'ins-
crivent mes travaux de these. La mocklisation matlemati que en biologie est un domaine
relativement ecent, qui a d'abord concerre surtout la dy namique des populations. Que
ce soit en dynamique des populations, ou dans les mockles dmactions biochimiques, la
mocklisation mathematique apporte une approche qualitative et quantitative. Dans les
mockles de eactions biochimiques, la loi d'action de mase permet de repesenter la dy-
namique d'un ensemble d'enties biochimiques, interagisant via des eactions ciretiques,
sous forme d'un syseme dequations dierentielles ord inaires. Uneetude qualitative de ces
equations (comportement en temps long, etats dequilib re, bifurcations...) permet alors de
comprendre le comportement global du syseme, et de valideou non le mocele en fonction
des observations exgerimentales. L'approche quantitatve consistea estimer les valeurs de
certains paranetres, ou de variables non observables, sojjracea une esolution explicite
desequations, soita l'aide de simulations nuneriques. Dans le contexte des modtles d'ex-
pression des genes, le travail de Goodwin|_[34], rendu rigaeux matlematiquement peu
apes [36,[37,165, 76/ 84], est un exemple important. Cetteesie de travaux a monte que
le niveau d'expression d'un gene pouvait pesenter un caacere monostable, bistable ou
oscillant suivant les hypotteses de egulation. Dans le ontexte des moctles d'agegation
de proeines, plus particulerement le moctle de Becker-Dering [11], les travaux de |[4]
illustrentegalement I'approche quantitative, en montra nt les proprees asymptotiques du
mockle (convergence vers unetat dequilibre, ou exploson, en fonction de la condition ini-
tiale et des paranetres). Pour une revue ecente des techiques utiliees pour les moctles
ceterministes de eactions chimiques, voir Othmer and Lee [64].

Des 1940, le biophysicien Max Delbrick a damonte que le faible nombre de mokcules
enzymatiques dans une cellule pouvait donner lieua de grates uctuations d'enties bio-
chimiquesa l'inerieur d'une cellule, et avoir des impacts importants sur la physiologie des
cellules. Ces ickkes ontet largement utilies pouretudier des mockles de eactions chi-
miques et caraceriser les uctuations possibles|[7]7]. Ba&holomay [9] aetabli une analogie
entre ces moctles et les mockles de naissance et de mort ereorie des probabilies. Mc-
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Quarrie [56] a esune les esultats analytiqgues connus,pour les eactions uni-mokculaires
principalement (voir aussi les ecentes contributions de[32],[3]). L'approche classique tra-
duit levolution temporelle des enties chimiques en un syseme déquations sur la proba-
bilie de trouver teletat du syseme au temps t equation matresse). Cesequationsetant
gereralement compliguees, on cherche en greral uniguementa esoudre les deux pre-
miers moments (moyenne et variance) pour quanti er les uctuations. Une autre approche
concerne les processus stochastiques qui decrivent lution temporelle du nombre de
mokcules. Dans les moctles biochimiques, les processgtochastiques sont des processus
de saut. Lesequations stochastiques peuvent ainsi sedrea l'aide de processus de Poisson
standards. A chaque eaction chimique du type

lAl 2A2 nAn lAl 2A2 nAn;
on associe un processus de saut d'intensie Xa,;Xa,; ;Xa, et de sautXa,
Xa, i i pour la eaction directe, et d'intensit XA XAq: ; Xa, etde saut
Xa, Xa, i i pour la eaction inverse, a1 X, est le nombre de mokcules de

type A;. Un choix usuel pour l'intensie des eactions est donre par la loi d'action de
masse. L'intensie cepend alors du nombre de rencontres @ mokcules, donc du nombre de
i-uplets que l'on peut former avecX o, mokcules. Pour la eaction directe, par exemple,

on aurait
n

Xai Xas 3 Xa, k f i, Xa
i1

al, pour o,f ;X 1, et pour tout N,

XX 1 X 1

f X i X

et k repesente la constante de vitesse de eaction (qui peut eépbendre du volume, de la
temperature, etc.).

Exemple 1. Donnons un exemple simple, constitle des eactions

La premere eaction est une transformation de deux mok cules A pour donner une mok-
cule B. La deuxeme eaction est une eaction de degradation. Lévolution du nombre de
mokcules Xa;Xpg estdonree d'apes la loi d'action de masse par le sysemedequations
dierentielles stochastiques suivant :

t k t
Xat Xa 0 2Y; %xAs Xas 1lds 2Y k;Xp sds
0 0
t
Y3 koXa s ds ;
0
t k t
Xg t Xg 0 2Y; 71XA s Xas lds 2Y, k Xgsds;
0 0
a les Y, i 1;2; 3, sont des processus de Poisson standards incependants asss a

chaque eaction.
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Revenons au cas greral. Si on noteX le vecteur des quanties de mokcules dans le
syseme, ; X lintensie de la eaction i, et ;, ; les vecteurs de st chionetrie assoces
a la eaction i, levolution du syseme se cecrit par :

t
Xt X0 i i Yi i X s ds:
; 0
i

Remarque 1. Les hypotteses physiques sous-jacentes d'une telle apghe sont :
{ une di usion rapide,
{ un syseme bien nelang,
{ l'absence de corelation entre les positions des moécles ou entre les eactions.

Nous utiliserons au cours de cette ttese ce formalisme pouecrire nos moctles (voir
section3). Notre but sera alors d'obtenir une caracerisdion qualitative et quantitative des
mockles. En particulier, on s'ineressera aux comportements en temps long (convergence
vers unetat dequilibre), eta la recherche de solutions analytiques, exactes ou approctees.
Cette approche nous permettra en retour de pouvoir exploite des donrees exgrimentales.

Dans la suite de cette introduction, on pesente plus pedement les travaux de cette
trese (section[3), et les perspectives (sectiofil4). Dans ldernere partie, on introduit les
dierents outils mattematiques sur les processus Markoviens que l'on a utilis, principa-
lement des esultats de stabilie (section B)) et des theoemes limites (section [1), utilisant
des formalismes de semi-groupes et de martingales.

3 PResultats de Cette These

Au cours de cette these, nousetudions deux mockles probdilistes appliglesa la biolo-
gie mokculaire. Bien que faisant partie du méme domaine pplication, ces deux mockles
sont assez distincts, et seront donc pesents £paenent. Le premier mockle est un moctle
d'expression des gnes, et aek principalementetudie lors de mes sjours (deux fois six
mois) a I'Universie McGill, a Monteal (Qc, Canada), s ous la direction de Michael C.
Mackey. Le deuxeme mockle est un moctle d'agegation de prokines, et aet principale-
mentetudea I'Universie Lyon 1, sous la direction de L aurent Pujo-Menjouet. Les deux
etudes font cependant intervenir des outils communs d'andyse mattematique de moceles
probabilistes (voir sections[® etfT).

Dans le Chapitre I, nousetudions le moctle standard d'expression des ¢gnes, a trois
etapes : ADN, ARN messager et protines. L'ADN peut étre dans deuxetats, respective-
ment < ON > et < OFF >. La transcription (production d'/ARN messager) peut avoir lieu
uniguement lorsque I'ADN est dans letat < ON >. La traduction (production de prokine)
est proportionnellea la quantie d'ARN messager. En nla quantie de prokines peut egu-
ler de manere non lireaire les taux de production pee dent. La version < deterministe >,
sous forme de syseme dequations dierentielles ordinaires, moctlisant les concentrations
des especes biochimiques, aetetudee dans les anres 60. On connait maintenant pe-
ciment les comportements en temps long en fonction des panetres du mocktle. En
particulier, on sait que si la egulation est positive, et susamment non lireaire, il y a
une bifurcation fourche. Le syseme peut avoir deux etats dequilibres stables. Lorsque
la egulation est regative, et susamment non lireaire, il y a une bifurcation de Hopf.
Le syseme peut avoir des oscillations stables. Nous avoretude une version < stochas-
tigue > de ce mockle, sous forme d'une chane de Markov en temps ctimu. La di cule
de ce moctle est due au fait que certains taux de saut de la ch@e de Markov sont non
lireaires, ce qui rend l'analyse mathematique plus cklicate. Tout d'abord, nous cerivons
les ciretiques de Michaelis-Menten et de Hill, dans le formalisme des processus de saut,
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en utilisant des techniques de moyennisation. Ensuite noudonnons des conditions< rai-
sonnables> pour que la chane de Markov soit exponentiellement ergodjue, en utilisant
les crieres de stabilie usuels. Pouretudier quantita tivement le mockle, nous utilisons une
version eduite du mockle, en dimension 1, et avec une prodction intermittente ( bursting,
ce pkenorrene aet bien caraceri®e experimentalem ent). Ce mockle peut-étre vu comme
un mockle Markovien ceterministe par morceaux. Nous donnons ici des conditions pe-
cises pour la convergence asymptotique vers unetat stationaire que I'on peut calculer
explicitement dans certains cas. Cette esolution explidte nous permet d'abord detudier
les P-bifurcations (nombre de modes (maxima) de la densitstationnaire) et de comparer
ainsi les diagrammes de bifurcations du moctle stochastige avec celui du mockle ceter-
ministe. Nous mettons notamment enevidence des ptenonmmes relativement gereraux, de
bifurcation avanee etelargie pour l'apparition de deux modes sur la densie stationnaire.
Cette etude du comportement en temps long nous permetegatment de nous ineresser
au probeme inverse :a partir d'une densie de probabili 8 mesuee experimentalement,
retrouver la fonction de egulation tout entere (et pas s eulement la valeur d'un para-
netre). Le traitement de donrees existantes et adaptesa notre mockle est en cours de
ealisation. En n, pour compekter letude de ce mockle , nous montrons rigoureusement,
par des techniques de convergence de processus stochastigiue passage du mocktle initial
au moctle eduit. En e ectuant une misea lechelle, ea liste du point de vue biologique,
nous obtenons ainsi une convergence en loi vers le moctlanlite, ce qui donne les condi-
tions sur les parametres pour observer le prenonene de poduction intermittente d'’ARN
messagers ou de protines.

Dans le Chapitre Il, nousetudions une version stochastiqe du mocele d'agegation-
fragmentation de polyneres. Dans un premier temps, nous rgardons le moctle sans frag-
mentation, de Becker-Dering, pour moctliser le prenonene de nuckation dans le processus
d'agegation des protines prion. La nuckation est le passage d'unetat cefavorable (ther-
modynamiquement) pour I'agegationa unetat favorable . La carackrisation quantitative
de cette etape est donc essentielle pour comprendre la dymaique d'agegation des pro-
eines. La version stochastique du moctle de Becker-Bring permet une c nition de la
nuckation en accord avec les moctles biologistes pour emaladiesa prion : le temps d'ap-
parition du premier agegat de taille su sante. Ces prot ines ont une conformation telle
que, en-dessous d'une certaine taille, les agegats ne sopas stables, alors qu'au-dessus
d'une certaine taille, ils deviennent stables. La taille citique correspond a la taille du
noyau. Nous caracerisons alors la distribution des tempsde nuckation dans les moctles
d'agegation de protines, en utilisant la theorie des t emps de passage pour les chames de
Markov. La di cule de ce mockle eside dans la grande tai lle de I'espace desetats de la
chame de Markov. Nous avons alors mis enevidence plusies approximations analytiques,
valables dans dierentes egions de parametres. Nous awns valice ces approximationsa
l'aide de simulations nuneriques de la chane de Markov. le comportement du temps de
nuckation a alors des propreesa priori contre-intu itives. D'une part, il cepend de ma-
nere non-monotone avec les paranetres ciretiques d'agegation du mockele. D'autre part,
dans une certaine egion de paranetre, il cepend tes faiblement de la quantit initiale de
protines. Le plenonene de nuckationetant un pteno mene tes epandu en biophysique,
ces esultats peuvent avoir un impact important (la ceriv ation de lois dechelles permet
deviter un grand nombre de simulations, et une analyse plis rapide et plus simple de
mockles les). Pour le moctle particulier de I'agegat ion des prokines prion, il permet une
etude quantitative des observations experimentales (qui restea faire).

Dans un deuxeme temps, nousetudions un mockle de polynerisation-fragmentation, en
pesence de grands polyneres cep fornmes (plus grands que la taille du noyau). Cependant,
sous sa forme discete, au vu du grand nombre de proeinestedes dierences déechelles de
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temps entre la polynerisation et la fragmentation, il n'est pas tes adapea une approche
guantitative. Nous e ectuons alors une misea lechelle, pour obtenir un mocele limite a
la polynerisation est ceterministe (donre par une ceri ve), et la fragmentation est repe-
senee par un processus de saut. Dans ce mockle limite, legrotines non ageges sont
repesenees par une variable continue, et le nombre de plyneres est discret. Ce moctle
permet de prendre en compte la variabilie de la vitesse de plynerisation obsenee ex-
erimentalement. Sous une forme simple, ce moctle est unmcessus de branchement. En
cereral, c'est un mockle individu-cente avec une competition indirecte entre les individus.
En n, lorsque les deux egimes sont mis bouta bout, la nuckation puis la polynerisation-
fragmentation, ce moctle < hybride > peut facilement incorporer un ptenorrene ecemment
obsene experimentalement : la possibilie d'appariti on de dierentes structures de poly-
neres. L'hypothese biologique sous-jacente est que la mreine prion peut se pesenter sous
dierentes conformations spatiales, et nene ainsia des agegats de structure spatiale dif-
Erente. Ces dierents polyrreres ont des dynamiques de polynerisation et fragmentation
propresa leur structure. Notre approche quantitative peut alors aider a l'identi cation
des dierents pararetres de polyrerisation et fragment ation, et con rmer (ou donner un
poids suppémentairea) I'hypottese biologique.

4 Perspectives

Du point de vue de la mocklisation en biologie, lesetudes @&s deux moctles que j'ai me-
rees permettent une approche quantitative des donrees egerimentales. Le traitement des
donrees et l'application de mes esultats par confrontation avec des donrees exgerimen-
tales est encorea naliser. Pour le mockle d'expression @s gnes, la possibilie de trouver
la fonction de egulationa partir de la densit stationn aire (et de la mesure d'autres para-
netres) devrait ineresser des biologistes exgerimentaux. Cela permet en e et detudier les
interactions pecises entre les proktines et les mokcues d'activation du gne, qui peuvent
notamment étre modiees experimentalement par des modi cations chimiques. Le traite-
ment de donrees existantes est en cours. Pour le mockle digegation des protines prion,
la possibilie de prendre en compte la variabilie et [e mergence de dierentes structures de
polyrmeres dans un m&me moctle permet de einterpeter un certain nombre de esultats
experimentaux.

Au cours de ce travall, j'ai &monte des theoemes de convergence pour certains mo-
tkles Markoviens, en utilisant les techniques classiquesle martingales. Les theoemes
limites obtenus au chapitre | et au chapitre 1l sont inhabituels dans le sens a le mocele
limite est un processus hybride, mélant un comportement dterministe et un comporte-
ment stochastique. Les approximations de second ordre poures limites sont ineressantes
a regarder. Pour le moctle d'expression des genes en paitulier, la caracerisation des
uctuations autour du mockle limite permettrait une meill eure approximation du moctle
initial.

Une premere extension, pour le moctle d'expression deseges, serait detudier le mo-
kle avec switch (ON-OFF) et avec production intermittente (bursting). Ces ptenonen es
ontet bienetudes £paement, mais jamais @ ma co nnaissance) ensemble. Une etude
qualitative et quantitative pesenterait un inerét no n regligeable. En particulier, dans ce
mockle, les temps entre production ne sont pas exponentisl(lors que le syseme est dans
letat OFF, il faut au moins deuxetapes pour obtenir unev enement de production). Ceci
peut en faire un mockle plus ealiste, au vu des ecentes nesures exgerimentales|[79] des
temps entreevenements de production.

Pour le mockle d'expression des genes toujours, la bifuration que I'on a obtenue sur le
mockle eduit, de dimension un, est analoguea la bifurcation fourche du moctle cetermi-
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niste. En revanche, le mockle en dimension un ne pesentegs de bifurcation de Hopf. Une
etude quantitative du mocele en dimension deux, oua l'ai de de simulations nuneriques,
devrait pouvoir caraceriser la bifurcation de Hopf dans le mockle stochastique. Ceci reste
un probeme celicat (voir par exemple dans le cas de modeks Browniens|[10, 74, 14, 85])

Concernant le moctle de polynerisation-fragmentation, le moctle limite hybride que
I'on a obtenu est ineressant pour plusieurs raisons : d'alord, il peut donner des sctemas
e caces de simulation nunerique ; ensuite, il peut apporter des esultats quantitatifs sur
la vitesse de polynerisation, qui est facilement mesural# experimentalement. D'un point
de vue plus treorique, ce mockle n'a pas @& ma connaissane) et etude. En particulier,
le comportement en temps long, les ptenonenes de gelatin (perte de masse par ceation
d'une mokcule geante) et de poussere (perte de masse paceation d'une in nie de
particules microscopiques) seraient ineressantsa regrder et pourraient &tre compaes avec
les moctles ceterministes (type EDO ou EDP) et stochastiques (type chame de Markov)
[62,140].

En n, dans letude que nous avons mere sur le premier tempsd‘apparition d'un noyau,
dans le mockle de Becker-®ring, il reste encore des comportements asymptotiques &t
ressantsa regarder. Nous avons caracerie le temps de mckation pour un hombre ni de
mokcules dans les deux asymptotiques de taux de detachemnt tes faible et tes grand.
Nous avons aussi monte que le caracere discret de ce prdime donne des comportements
non monotones en fonction des paranetres d'agegation. @s comportements apparaissent
surtout lorsque le nombre total de mokculesM est comparable avec la taille du noyau
N. Une limite naturelle a regarder serait ainsi M et N avecM N
Les mockles limites de type champ-moyen pour les mockles 'dgegation-fragmentation
sont connus [1], et sont des variantes de lequation de Smakhowski. En revanche,a ma
connaissance, le probeme de la nuckation n'a pasetetude sur ces moctles. Par ailleurs,
pour I'ensemble des approximations du temps de nuckationque nous avons trouwees, et
valickes nuneriquement, il reste le probeme de la quanti cation de l'erreur, qui est un
probeme ineressant tant au point de vue pratique que th eorique.

5 Notations

Nous rappelons ici des notations usuelles et des esultatde theorie des semi-groupes.
Les semi-groupes que l'on regardera agiront sur les espac#s fonctions borrees (ou des
sous-espaces) ou sur les espaces de fonctions inegrab{es des sous-espaces).

Soit L; un espace de Banach. On not® A le domaine de l'ogerateur lireaire
A.Onditque A B, ou queB est uneextensionde A, si
DA DB,

Bu Aupouru DA.
On identi e un operateur A et songraphe

f:Af :f DA

En particulier, un ogerateur A estferne si son graphe est fernme dand. L. Un operateur
A est dit fermable s'il a une extension fernee. SiA est fermable, alors lafermeture A de A
est la plus petite extension fermee deA, c'esta-dire 'operateur ferme qui a pour graphe
la fermeture dansL L du graphe deA. Si A est tel queD A est dense dand., alors A
est fermable.

Si A;D A est un operateur lireaire ferme, alors un sous-espaceD de D A est appek
un core pour A si la fermeture de la restriction deAa D estegalea A, c'esta-dire

Ap A:
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Un operateur A estdissipatif si
u Au u,; pourtout u D A et 0:

On note l'image d'un operateur Im A : A D A . Si A est dissipatif et Im A A,
alors A est fermable, etA est encore dissipatif.
Pour tout 0, on ¢k nit la esolvante de A par

R :A A L

Une famille Tt :t 0 d'operateurs lireaires borres sur L est un semi-groupesi
TO I,
Tt s TsTt,pourtoutt;s O.
Un semi-groupe T t est fortement continu si tIing)T tf f pour tout f L. Un

semi-groupe T t est un semi-groupe decontraction si T t 1lpourtoutt O.Le
ererateur in niesimal  d'un semi-groupe T t est l'operateur lireaire A e ni par :

Af Iim}th f:
t 0t

Le domaineD A du gererateur in niesimal A est I'ensemble dest L tel que cette
limite existe. Pour la treorie des semi-groupes, on se efea Engel and Nagel [29].

Dans la suite, ;F;P estun espace de probabilie, etE  est l'inegrale sur suivant
P.

6 Etude Theorique de Moctles Stochastiques

Nous allons passer en revue dans cette section les esulatlassiqgues mais fondamen-
taux sur les moctles Markoviens. Nous regarderons en partilier les probemes d'existence,
d'unicie et de comportement en temps long de ces moctlesNous nous ineresserons uni-
gquement aux moctles homogenes en temps. Nous voulons peenter dans cette partie les
dierents types de formalisme utilises au cours de cette these. Nous citerons alors des
esultats importants dans letude du comportement de ces dierents mockles, que nous
utiliserons dans les chapitres de cette these. Nous mettnas aussi en avant les liens entre
les approches probabilistes et analytiques que I'on a utdees. En aucun cas cette partie
ne cherchea étre exhaustive concernant I'ensemble de®sultats de la literature !

6.1 Chane de Markova temps discret

Nous suivons dans un premier temps une etrence classiqupour les chanes de Markov,
le livre de Bemaud [15] ainsi que des notes de cours de Berd [12]. En temps discret,
une chame de Markov (homogene) est une gereralisationau cas akatoire dequations aux
dierences du type x, 1 f Xp . Pour une chame de Markova temps discret eta valeurs
dans un espace ni ou cenombrable, la ce nition est plus facile car il n'est pas recessaire
de prendre en compte les questions de mesurabilie. Une chae de Markov peut alors étre
e nie simplement par la propree de Markov et par une ma trice (ou plus greralement
un noyau) de transition. Dans toute cette partie, E est un espace cenombrable.

B nition 1. [Chame de Markov homogenea temps discret et espace d&tts cenombrable]
Une suite de variables akatoires X, @ nies sur un espace de probabilie ;F;P ,a
valeurs dansE espace détats cenombrable, est une chame de Markov hoogene si pour
tout entier n 0 et tousetats ig;iq; vin 1,

PXni1 J Xn EXn 1 in o1 ;Xo o PXni1 J Xn i
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et si le noyau de transition (incependant de n) de ni par pj PXni1 ] Xn i
\eri e les proprees suivantes

pi 0 pik L

Une telle chame de Markov est alors enterement caractrise par la donree de sa loi
initiale et de son noyau de transition. Soit ¢ la loi initiale de la chane de Markov, c'est
adire ¢i P Xo i pourtouti E. Ilvient directement de la propree de Markov
que la loi , de X, \eri e la relation de ecurrence

n1l nkpg  aPii J Ein N
k E
@wP  pjijEs N ni i e.et T estlatranspose de . On a alors imnmediatement
—

et plus gereralement que la loi du k-uplet Xg;X1; Xk 1 \erie
PXo io:X1 15 Xk1 k1 010 Pigis  Pig ig 1

Bien quekmentaire, la notion de chame de Markov est fondamentale dans toute la theorie
des processus de Markov. Elle estegalement largement utite dans de nombreux moctles,
notamment en biologie, avec le processus de Galton-Watsorap exemple dans les mockles
de dynamique des populations (voira ce sujet Kimmel and Axdrod [45])

Pouretudier le comportement en temps long d'une chame deMarkov, il est naturel de
regarder les distributions (ou lois) stationnaires (en tenps).

Ce nition 2. [Distribution stationnaire] Une loi de probabilie  sur E est dite station-
naire pour la chane de Markov de noyau de transitionP, si

T Tp: 1)

De manere plus gererale, une mesure invariante est une mesure positive (non reces-
sairement nie) qui \eri e la relation (1)] Si une chame d e Markov X, , de noyau de
transition P, est telle que Xo a pour loi , stationnaire pour P, alors X, est de loi
pour tout temps n. Il est alors naturel de se demander ce qu'il en est si la loi itiale
est quelconque. Pour cela nous avons besoin de quelques ditions suppementaires, qui
sont utiles pour enlever certaines< pathologies>. Premerement, la chame de Markov peut
visiter dierents sous-ensembles de I'espace détats sivant sa condition initiale. Pour cela,
on ¢k nit la notion d'ireductibilie.

I nition 3. [Ireductibilie] Une chame de Markov est ireductibl e sur E si tous les
etats i;j E communiquent, c'esta dire s'il existe un chemin ni i;i1; ;ik;j tel que

Pii 1 Piyi, Piy 1i Pigj 0:

Deuxemement, si tous les etats de E ont une chance d'etre visies, une chame de
Markov peut avoir un comportement eriodique, < trop egulier > pour avoir de la densie.
Pour mesurer le comportement geriodique, on ck nit la not ion de geriode.

B nition 4. [Feriode] La eriode di d'unetat i E est par ¢ nition
d pgcdn 1pi n 0;

@ pi n estla somme des probabilies des chemins de taille reliant ia i, et d; Si
pi n O
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Pour une chame de Markov ireductible, tous lesetats sont de méme periode. Sid 1,
on dit alors que la chame estageriodique.

Avec les notions d'ireductibilie et d'ageriodicie , on est assue que la chame visite
tout I'espace, de facon< non cegereee >. De manere informelle, on a alors la dichotomie
suivante pour le comportement en temps long. Soit la chame reste> essentiellement dans
un compact, soit elle< part >a I'in ni. On ¢ nit pour cela les notions de ecurrence e t
transience,a l'aide des temps de premier retour

T, infn 1LX, i Xo i:
Ce nition 5. [Recurrence et Transience] Unetat i E est ecurrent si
PT, 1;
et transient sinon. Unetat ecurrent est positivement r ecurrent si
E T

A nouveau, pour une chame de Markov ireductible, siunetat i E est ecurrent (respecti-

vement positivement ecurrent), alors tous lesetats | E sont ecurrents (respectivement
positivement ecurrents). On parle alors de chanhe de Makov ecurrente (respectivement

positivement ecurrente). On a une relation forte entre la notion de ecurrence et de mesure
invariante, donree par la propree de egreration  suivante :

Proposition 1. |15, thm 2.1 p101] Soit X, une chame de Markov ireductible ecur-
rente, etj E unetat quelconque. Alors

[ E Ix,ilny Xo j; 1 E

est une mesure invariante pour X .

On peut alors montrer que pour une chane de Markov iredudible ecurrente, une
mesure invariante est toujours unique,a facteur multipli catif pes. L'existence est donree
par le criere suivant, tes utile dans la pratique :

Proposition 2. [15, thm 3.1 p104] Une chame de Markov ireductible est psitivement
ecurrente si et seulement s'il existe une distribution stationnaire. De plus, si elle existe,
la distribution stationnaire est unique et strictement postive sur E.

Finalement, le principal treoeme de convergence asympbtique pour les chames de
Markov (homogenes)a temps discret sur un espace detats enombrable senonce ainsi :

Theoeme 2. [15, thm 2.1 pl130] Soit X, une chane de Markov ireductible, positi-
vement ecurrente et ageriodique, de noyau P. Alors, pour tous et probabilies de
distribution sur E, on a
limd TP"; TP" 0
wad; [ [
i E
Ce treoeme donne donc une convergence erariation totale. Cette convergence im-

pligue bien sar une convergence en loi. La convergence enriation totale ne fait intervenir
que les distributions marginales du processus. L'icee dedl preuve est alors la suivante. On
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utilise des modi cations X, et X,, de X, pour montrer la convergence ci-dessus. La conver-
gence en temps long revienta trouver deux modi cations deX, tel que X,, X, apes
un temps akatoire . On a alors en e et,

d X, ; X, P n: (2)

En consicerant la chame produit X,; X, , on montre qu'elle est ireductible (on utilise

ici 'aperiodicik), et possde une distribution stati onnaire (donree par le produit des deux
distributions stationnaires). Par la proposition ] on a P 1, et on conclut d'apes
leqg. (2).

Cette nethode s'appelle la nethode de couplage. Elle peutttre etendue pour trouver la

vitesse de convergence vers letat stationnairel [15].

Pour la greralisationa un espace detats quelconque, nous suivons Durrett [25]. Soit
S;S un espace mesurable, et un espace de probabilie ;F;P muni d'une suite de
Itrations F, (que l'on peut penser comme les ltrations gereees par Xo; X1,  ;Xn ).
On & nit maintenant une chame de Markova espace déeta ts quelconque.

& nition 6. Xn estune chame de Markov par rapporta la ltration F, si X, Fp et
satisfait la propree de Markov

PXni1 B Fy pXn;B;

a p:S S Resttelque:
pourtoutx S, A pXx; A estune mesure de probabilie surS;S,
pourtout A S, x pXx;A estune fonction mesurable.

Les lois deX, sont cetermirees par la propree de Markov, comme dans le cas d'un
espace cenombrable. L'existence des chames de MarkoX, est alors donree par le treo-
eme d'extension de Kolmogorov (voir par exemple [25, thm 71 p 474]).

Pour une chame de Markova espace detats quelconque, lanotion d'ineductibilie est
remplaee par la notion de chame de Harris.

& nition 7. [Chame de Harris] Une chame de Markov X, est une chame de Harris
si on peut trouver deux ensembled; B S, une fonction g et une mesure de probabilie
sur B tels que :

qxy " Opourtousx A,y B;

siTa inffn 0:X, A ,alorsP Ty Xo z O pour tout z  S;

six AetC B,alorspx;C caxy dy.

L'avantage de cette notion est qu'on peut toujours supposefquittea modi er lI'espace
S et la cha™Mme X,) qu'une chame de Harris posede un point qu'elle visite avec proba-
bilie 1. Les notions de geriodicie, ecurrence et tra nsience peuvent alors setendre aux
chames de Harris en consicerant ce point . Nous donnerons simplement le threoeme de
convergence analogue au treoemél2 (Egerement moins ort) :

Theoeme 3. [25, thm 6.8 p 332] Soit X, une chame de Harris ageriodique ecurrente.
Si X, a une distribution stationnaire , et si  est tel que

PT Xo X 1;

alors
lim d, JP"; 0:
n
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6.2 Chane de Markova temps continu

Nous allons commencer par rappeler la ¢ nition d'un processus ponctuel de Pois-
son (surR ), puis introduire les chames de Markova temps continu, via I'approche des
semi-groupes de transition. Cette approche a l'avantage dse gereraliser < facilement >
aux processus de Markov par morceaux (eta bien d'autres olts), que nous introduirons
ensuite. Tout comme les chames de Markov en temps discrebat une variante akatoire
desequations aux dierences, les chanes de Markova temps continu peuvent étre vues
comme une eereralisation desequations dierentielle s ordinaires. Le< second membre> de
lequation dierentielle ordinaire (autonome) ‘é—’t‘ f x se traduit par le gererateur in ni-
esimal de la chane de Markov (homogene). Nous suivonsa houveau le livre de Bemaud
[15]. Nous pesentons d'abord les chames de Markova esgce detats cenombrables, pour
lesquelles une condition naturelle sur le gererateur petiétre donree pour que le processus
soit de saut pur (voir plus bas). Nous passerons en n aux chaes de Markova espace
detats gereral (on parle plus gereralement de proces sus de Markov), et pesenterons les
techniques de martingales et de fonction de Lyapounov pourelur stabilie.

e nition 8. [Chame de Markov homogene a temps continu et espace dats cenom-
brable] Une collection de variables akatoires X ; o, indexe par R , ¢ nie sur un es-
pace de probabilie ;F;P ,a valeurs dans E espace detats cecnombrable est une chame de

Markov homogene si pour tout entiern 0, tousetats iq; in;i;j , et pour tous temps
;s 0,0 sq; 'Sy S
PXts | Xs §iXg, in; ' Xs, 1 PXts | Xs i3

s que les deux membres sont bien & nis, et cette quarditne depend pas des.

Soit P t Pt i E @ pjt PXis | Xs i .AlorsPt estun semi-
groupe de transition, c'esta-dire :
P t est une matrice stochastique ( pj t 1),
i

PO I,
Pt s PtPs.
Pour un semi-groupe continu, tel quehlirQP h PO | (convergence eement par
eément), les quanties suivantes existent toujours :
B nition 9. [Generateur] Pour toutetat i E, on & nit
.1 pih
i lim ——MM 0,
9 M Th

et pourtouti | E,

. Pij h

i lim 0;

9 M h
On poseegalement

Gii Gi;

et la matrice A Gj ij £ estappeke gererateur in niesimal du semi-groupe (o u de la
chame de Markov).
Remarque 4. En notation matricielle, on a

h 0
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La notion <equivalente > de chame de Markova temps discret est la notion de process
Markovien de saut pur (egulier), que I'on rencontrera plusieurs fois par la suite :

B nition 10 (Processus de saut pur) Un processus stochastiqueX; ; ga valeurs dans

E (espace detat gereral) est un processus de saut pur si, pur presque tout! ,ett 0,
il existe " t;! 0 tel que
Xt s;! X t! , pourtouts tt "t!

Il est egulier si 'ensemble des discontinuiesD ! det X t;! est -discret, c'esta-
dire, pour tout ¢ 0O,
card D ! 0;c

Etant donre une matrice A, on peut donner une construction tes simple d'un pro-
cessus Markovien de saut pur qui admetted pour gererateur, en imposant une condition
suppkmentaire sur A . Cette construction esta la base des moctles de eactiols chimiques,
des mockles ceterministes par morceaux (utilies notamment dans le chapitre 1), et des
processus ponctuels (utilises dans le chapitre 2). Nous etaillons donc cette construction
ci-dessous. L'ingedienteementaire est le processusde Poisson (homogene). Un processus
de Poisson est un processus de comptage devenements sRr , qui ont lieu successivement
et independamment les uns des autres suivant une loi expomtielle. Plus peciement, on
peut prendre la ¢ nition suivante :

C& nition 11. Un processus N¢ ¢ o est un processus de Poisson homogene d'intensie
O0siNg O, et
pour tous temps0  t; tk, les variables akatoiresN¢, , Ny, ; iNt, N,

sont incependantes ;
pourtousO a b, N b N a estune variable de Poisson de moyenneb a .

Avec cette e nition, on peut montrer qu'un processus de Poisson admet la repesen-
tationequivalente,
N t 1ot Tn;
n 1

al les temps devenements T, sonttelsque 0 Tp T1 T, et les variablesS,

Tn Tn 1 sontindependantes et identiguement distriblees suivarnt une loi exponentielle de

paranetre . On montreegalement avec cette ce nition que deuxe\en ements se produisent
en méme temps avec probabilie nulle (donc le processus dBoisson augmente de 1 en 1)
et qu'il n'y a pas d'explosion, c'esta-dire

nIim Th ;  presque sOrement

Finalement, si on a deux (ou plus gereralement une famille dnombrable) processus de

Poisson incependants, on montre aussi que deux exenemeis ne se produisent pas en

méme temps (avec probabilie un) et que la somme des procesis est encore un processus
de Poisson, d'intensie donree par la somme des intensiés (si elle est nie dans le cas

cenombrable).

Nous pouvons maintenant donner la construction d'un procesus Markovien de saut pur

qui admette A pour gererateur. On suppose pour cela :

Hypotlese 1. ¢ .G gj -
joi



24 Introduction Gererale

Soit Nj; ij e;i j une famille de processus de Poisson d'intensies respeuts
G; ij E;i j.»etunetatinitial X O independant de cette famille de processus. On pose
alors
Xt Xn:y pourt Tnp;Th 1

al les couples Th; X, sont ce nis ecursivement par
To 0,Xo X O,

et, pour tout n 0, si T, et X, X T, i E, alors
sig 0,onposeXpy m (point cimetere) et Ty m , pourtout m 1;
sinon T, 1 est le premierexenement qui a lieu apes T, des processusNi; j i E,

et X, 1 est donre par lindex k i pour lequel le processus de PoissdN; ealise
ce premierevenement.
Cette construction est valide (T, X, sont bien & nis donc X t egalement) jusqu'au
temps d'explosionT limp Tn. On a alors la proposition suivante :

Proposition 3. |15, thm 1.2 p373] Si les conditions donrees par I'hypottse[1 sont va-
lables, et siT presque strement, le processus construit ci-dessus est (mocessus
Markovien de saut pur egulier de gererateur in niesi mal A.

La preuve repose sur le calcul dé® X t j X0 i .Sij i,alorsTy t,et,
par incependance, il vient
PXt T, t X0 i 1 eqit%: 3)
Enn,onmontreque P T, t X 0O i estregligeable devantt, d'a
lim 1P Xt j X0 i i
t ot ] Gi

Remarque 5. Cette approche des processus de saut pur esta la base desations sto-
chastiques dirigees par des processus de Poisson, et plusggalement des sysemes sto-
chastiques diriges par des processus ponctuels. Cette amohe donne aussi directement
une nethode de simulation des trajectoires du processus deaut pur, appeee algorithme
de Gillespie [33] dans le contexte des mockles de eactienbiochimiques. La nmethode de
construction decrite ci-dessus correspond a l'algorithme de < la prochame eaction >. A
chaqueewnement, on simule uniguement le prochain tempsgewvenement du processus de
Poisson qui correspond a la transition que I'on vient d'e ectuer. En gardant en nemoire
tous les prochainseenements possibles (pour lesquetg 0, si l'on est dans letat i), on
avance alors le temps au minimum de tous ces prochainsev@ments possibles, on e ectue
la transition correspondante, et ainsi de suite. Cette versin a l'avantage d'étre largement
ereralisable a des processus ponctuels non Markoviengavec retard, ou distribution de
temps devenement non exponentielle, voir par exemplel[D. Une autre version de cet
algorithme, appeke < nethode directe >, vient de la formule @) utiliee dans la preuve
ci-dessus. Le prochain temps devenement est donre par me exponentielle de paranetre
g G et la transition e ectiee est cetermiree par un autre nom bre akatoire qui
i

vaut j avec probabilie ¢ Cette methode ne garde pas de valeurs en nemoire (autres gu

letat dans lequel on est) mais demande de gererer deux nmbres akatoiresa chaque pas
de temps.

Avant de passera la description des processus de Markov phigereraux, citons un criere
de convergence en temps long pour les processus Markovieresghut pur. De la description
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trajectorielle que I'on a donree, on peut voir qu'un procesus Markovien de saut pur est le
a une chame de Markov discete, donree par les valeurs ges les sautsX,,. Onetend les
notions d'ireductibilie, de ecurrence et de positiv e ecurrence au processus Markovien
de saut pur. La méme forme egereratrice (voir proposition ) est encore valable entre les
mesures invariantes (pour le semi-groupd® t ) et les temps de premier retour, et on a
alors :

Theoeme 6. Un processus Markovien de saut pur egulier de gererateu in niesimal
A, ireductible, est positivement ecurrent si et seulement s'il existe une loi de probabilie
sur E telle que
TA O:

Dans ce cas, on atlim Py t j pourtousi;j E.

Remarque 7. Notons les dierences entre les tteoemes Pl et[6. Dans le @s continu, on
na pas besoin de supposer la chame aperiodique. Les temple passage dans unetat sont
su samment akatoires poureviter le comportement peri odique. Notons aussi qu'il n'y a
pas forement de relation entre la convergence en temps landu processus Markovien de
saut pur et de sa chame de Markov en temps discret correspgdante. En particulier, on
a la relation entre une mesure invariante pour le processus Markovien de saut pur et
pour la chame discete

N« T
qui montre que toutes les possibilies sont ouvertes poue$ valeurs respectives de i
i E
et i en fonction du comportement de la suiteq ; g.

i E
Pour une treorieequivalente sur les processus Markovies de saut pura valeurs dans

un espace quelconque, voir par exemple_[22]). Nous passongintenant au processus de
Markov plus gereraux.

6.3 Processus de Markov

Dans toute cette partie, E est un espace polonaisife. netrique eparable complet)
muni de sa structure boelienne B E . L'ensemble des fonctions mesurables borrees sii
est noe B E , que I'on munit de la norme < inni > usuelle. L'ensemble des fonctionsa
valeurs eelles, continuesa droite et avec limite niea gauche & cad-lag>) sur 0; est
noe Dg 0; .Onmunit Dg 0; de latopologie de SkorokhodSg . Nous suivrons dans
un premier temps principalement le livre de Ethier and Kurtz [30]. On utilise la c& nition
suivante :

I nition 12 (Processus de Markov homogene) Une collection de variables akatoires
Xt t o, indexees par R , ck nies sur un espace de probabilie  ;F;P munie d'une Itra-
tion F; ¢ o,a valeurs dans E, un espace polonais, est un processus de Markov homogne
par rapporta F; ¢ o si pour touss;t OetB BB,

PXts B F PXis B X P s;Xt;B;

La fonction P t;x;B , ¢ nie sur O; E B B est appeke fonction de transition et
satisfait :

P t;x; est une mesure de probabilie surE, pour tous t;x ,

P O x; x, pour tout X,

P ; ;B est mesurable sur0; E, pourtoutB BB,
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la relation de Chapman-Kolmogorov, pour touss;t 0, x E etB BB
Pt s;xB P s;y;B P t;x;dy : (4)

De manere similaire au cas des chanes de Markov, les loides n-uplets de X; sont
cetermirees par la relation de Chapman-Kolmogorov eqg. (4. La topologie sur E (polonais)
permet d'assurer que ces lois (dites ddimensions nies) ceterminent de manere unique
un processus de Markov sue. Comme pour le cas des chames de Markov, la relation
de Chapman-Kolmogorov ce nit en un certain sens une structure de semi-groupe sur
les fonctions de transition. Cependant, peu de processusathastiqgues ont des formules
connues pour les fonctions de transition @ I'exception dumouvement Brownien, ou de
quelques autres processus comme le Ornstein-Uhlenbeckj,ikeest plus facile de travailler
avec le semi-groupe sur les fonctions borrees de, donre par

Ttf x f yPtxdy Ef Xt X0 x:

Il est classique que le semi-groupeT t surB E (et méme sur un sous-ensemble su -
samment gros), avec une loi initiale, cetermine de manere unique les lois de dimensions
nies de X t . Aussi, de par sa t nition, T t est un semi-groupe de contraction sur
B E munide la norme in ni sur E. On cherche dans quel cas le gererateur in niesimal
de T t carackrise le semi-groupe, et donc le processus de Marko¢ t . Pour utiliser la
treorie classique des semi-groupes, il faut des semi-grpes fortement continus. On va voir
que cela e nit une sous-classe importante, mais restricive, de processus de Markov. Ce
sont lesprocessus de Fellerll sut de regarder le semi-groupe T t sur l'espaceCy E
des fonctions continues surE et de limite nullea I'in ni, muni de la norme < inni >,
sup f x .Si Tt estun semi-groupe positif de contraction surCqy E , fortement
X E

continu (ItimOT tf f), le teoeme de Hille-Yosida caracerise alors le gererateur de
T t et celui-ci etermine de manéere unigue un processus de Mekov. Le esultat pecis,
dans le contexte des processus stochastique, est le suivant

Proposition 4  (Processus de Feller) [30, thm 2.2 p165] SoitE localement compact et
$parable, et A un operateur lireaire sur Cg E , quierie

le domaine deA, D A est dense dan<Cq E ,

A satisfait le principe du maximum positif :

sif xo sup f x 0; alors Af xg O
x E

image de | A estdense dansCo E pour un certain 0.
Soit alors T t le semi-groupe de contraction positif, fortement continu sir Co E eree
par la fermeture deA. Alors il existe pour tout X E un processus de Markow  corres-
pondanta T t , de loi initiale et de trajectoires dansDg O; si et seulement siA est
conservatif (c'esta-dire f;g 1,0 est dans la fermeture deA). Un tel processus est
appek processus de Feller.

Une autre classe importante de processus pour lesquels lergrateur est < facilement >
caracerisable sont les processus de saut pur, que I'on aef rencontes dans le cas d'un
espace detats cenombrable. Si x;B est une fonction de transition et B E , alors

Af x x fy fx X; dy
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est un operateur borre sur B E , et A est le gererateur d'un processus de saut pur qui
peut étre construit de manere analogue au cas d'un espacdetats ccnombrable (voir pro-
position [3). En particulier, on peut lui associer une cha’Ye de Markov Y, a temps discret
sur E, de fonction de transition x;B et les temps de saut sont cetermires par des lois
exponentielles de paranetres Y, .

Finalement, une approche plus ererale, largement reconue et utilisee actuellement
(notamment pour sa commodie avec les theoemes limites), est celle du probeme de
martingale, utili® notamment par Stroock et Varadhan [78] pour carackriser les di usions
sur RY, et Jacod et Shiryaev [39] pour des processusa accroissente incependants. Elle
repose sur le gererateuretendu, ¢k ni par :

e nition 13 (Gererateuretendu) . Soit T t un semi-groupe de contractions suB E .
Son gererateuretendu est e ni comme l'ogerateur (po ssiblement multi-valie)

t

A f, g BE BE :Ttf f T sgds :
0

On a alors la proposition classique mais fondamentale :

Proposition 5.  [30, thm 1.7 p162] SoitX t un processus de Markova trajectoires dans
De O de fonction de transition P t;x;B . Soient T t son semi-groupe surB E
assoce, et A son grerateuretendu. Alors, si f;g A,

t

M t f Xt g X s ds;
o

est une martingale par rapporta la Itration F¥ canonique assoceeX t .

L'hypothese sur les trajectoires de X t est su sante pour que l'inegrale ¢k nissant
M t ait un sens (mais on peut faire mieux). L'icee de la preuve decette proposition eside
dans un simple calcul :

tu
EMt u F EfXt u F EgX s F ds;

0
t u t

Ef Xt u Xt EgXs Xt ds g X s ds;
t 0

u
Tuf Xt TsgXt ds g

0
f Xt EgXs F' Mt:

La deuxeme ligne est donree par la propree de Markov ( pour les deux premeres ine-
grales) et la propree de l'esgerance conditionnelle (pour la troiseme inegrale). Le reste
suit par ¢k nition du semi-groupe et de son gererateure tendu.

Le probeme de martingale consiste, etant donre un gnerateur A et une loi initiale
sur E,a trouver une mesure de probabilie P P Dg O telle que le processus e ni
sur l'espace Dg 0; ;Sg;P par

X t! wt; ' Dg0O ; t O

\erie :
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est une martingale par rapporta la Itration F{ canonique assoceX t, pour tout
f;g A,etX 0 apour loi

Des conditions gererales sur le gererateuretendu A pour avoir existence et unicie de
la solution du probeme de martingale sont di cilesa obte nir. Ceci est le prixa payer
pour une treorie gererale. Dans la pratique, par contre, si I'on se donnea priori la forme
du eererateur, il est souvent possible de donner des condions sur les coe cients du gere-
rateur pour que le probeEme de martingale assoce soit bie pos (voir par exemple le cas
des di usions traie par Stroock et Varadhan [78], et des seni-martingales | comprenant
les processus ponctuels, les processusa accroissememapendants, les di usions avec
sauts| traie par Jacod et Shiryaev [39]).

On peut reanmoins degager plusieurs principes gereralement valables pour le probeme
de l'existence et l'unicie de la solution du probeme de martingale. L'existence peut &tre
obtenue par une limite faible de solution d'un probeme de martingale approcte, donree
par la proposition suivante :

Proposition 6. [30, prop 5.1 p196] SoitA Cp E CbE etA, BE B E,
n 1,2, . On suppose que pour tout couplef;g A, il existe fn;0, An tel que

lim f, f O Ilm g, g O
n n

Soit alors X, une solution du probeme de martingale pourA,, avec trajectoires dans
De 0; , si X, X (convergence en loi), alors X est une solution du probeme de
martingale pour A.

Une autre technique souvent utiliee est la localisation. Elle consiste a se ramener
au cas al la solution du probeme de martingale est contene dans un ouvert (que I'on
prendra borre en gereral) de E par un argument de troncature. Une solution du probeme
de martingale arréee en un ouvert U est (formellement) une solution du probeme de
martingale pour tout temps plus petit que le temps de sortie @ U.

Proposition 7. [3Q, thm 6.3 p219] SoitA Cp E BE.SotU; U ouvert
de E. Soit P E une loi initiale, telle que pour tout k il existe une unique solutionX
au probeme de martingale A; arréee en Uy, avec trajectoires dansDg 0; . On pose

Kk inf t: Xt U ou X t Uk

Si pour tout t 0,
klim P ¢ t 0;

alors il existe une unique solution au probéme de martingke A; avec trajectoires dans
De 0;

Finalement, donnons un pro@cde qui sera utiliee dans le chapitre 2 pour obtenir l'unicie
de la solution du probeme de martingale. Supposons que legerateur A soit le gererateur
in niesimal d'un semi-groupe fortement continu. Alors d e manere classique l'ogerateur
A est ferne, et la esolvante A ! est ck nie pour tout 0. Supposons que pour
tout x E, il existe une solution au probeme de martingale A; x (ce qui sera donre si
on sait qu'il existe un processus de Markov assoce au sengroupe fortement continu). Un
simple calcul montre que, pour tous f;g A, 0,

t
e Uf Xyt 0esfxxs gXys ds (5)
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est une martingale. Il vient alors que
fx E e S f Xys gXxs ds:
0

On en ceduit alors  f f g . On a donc la proposition :

Proposition 8. [30, prop 3.5 pl178] SoitA ogerateur lireaire, A B E B E .S
existe une solution au probeme de martingale A; x pourtout x E, alors A est dissipatif
(voir section ).

Cette proposition permet de montrer de manere simple qu'un ogerateur est dissipatif.
On peut alors conclurea l'unicie de la solution du probl eme de martingale en identi ant
une classe de fonctions sparatrice, comme dans le treeme suivant :

Theoeme 8.  [30, corollaire 4.4 p187] SoitE sparable etA B E B E lireaire et

dissipatif. On suppose que pour un (et donc tous) 0, Im A D A, et qu'il existe
M B E <paratrice, M Im A pour tout 0. Alors pour toute loi initiale
deux solutions du probeme de martingale pour A; a trajectoires dans Dg 0; , ont

méme loi sur Dg O;

L'ingedient ck de cette preuve repose toujours sur l'identi cation de la martingale
donree par leq. (8. En particulier, pour tout h M, si X et Y sont solutions du méme
probeme de martingale,

E e 'hXt dt A 'hd E e 'hyt dt:
0 0

ce qui sut, par propree de la transformee de Laplace et de I'hypottese sur M, pour
identi er les lois de X et Y.

On termine cette section en discutant de la convergence en t@ps long pour les pro-
cessus de Markov. L'approche la plus ¢gererale et utile dams la pratique est donree par les
fonctions de Lyapounov pour le gererateuretendu. Voir | es travaux de Meyn et Tweedie
dans une rie de trois papiers/[58, 59, 60]. Pour des moabk$ particuliers, les approches par
couplage peuvent s'awereregalement tes puissantes, edonner des taux de convergence
explicites tes satisfaisants (voir par exemple Bardet etal. [€]). Les ickes des nmethodes de
fonctions de Lyapounov s'appuient sur des conditions de dive du gererateur pour des
fonctions bien choisies, qui transmettent des proprees au processus grace a la formule
de Dynkin. Comme pour les chames de Markova temps discreeta espace detats quel-
conque, il faudra supposer une certaine forme de egreation suppkmentaire, similairea
la propree des chames de Harrisenonee dans la e nition ] La puissance des tteoemes
de Meyn et Tweedie eside dans l'utilisation d'une chanediscete obtenuea partir d'un
echantillonnage (quelconque) du processus de Markov. Cécend leurs esultats largement
utilisables dans beaucoup de cas.

Dans tout ce qui suit, on suppose queéE est un espace polonais localement compact,
muni de sa structure boelienne B E . On suppose quexX t est un processus de Markov
a trajectoires dans Dg O; . On rece nit les concepts d'explosion, d'ireductibili €, de
ecurrence, de ecurrence de Harris et de ecurrence de Hrris positive. On note O, une
famille d'ouverts pe-compacts de E tel que O, E quand n , et n les premiers
temps d'entee de X; dansOf;. On dit alors que X t estnon explosif (ou egulier ) si

P Ilim 4, X0 X 1; x E:
n
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On note X si X; CC€ pour tout compact C B E ett susamment grand. On
dit alors que X t estnonevanescentsi

P X X 0 X 0; x E:

Pour un ensemble mesurablé\, on ¢ nit
Ta inft 0:X¢ A; na 1y, adt
0

X t est -ireductible si pour une mesure - nie ,
B 0 ETg X O X o x E:
X t estHarris ecurrent si pour une mesure - nie
B 0 P ng X 0 X 1, x E:

Une mesure invariante pour un processus de MarkovX t , de fonction de transition
P t;x;B , est telle que

A P t A PtxA dx:

Comme pour les chames de Markov ecurrentes, un processude Markov Harris ecurrent
possde,a un facteur multiplicatif pes, une unique mesure invariante. Si elle est nie, on
peut alors la normaliser en une distribution de probabilite, et on parle alors de processus
de Markov positivement Harris ecurrent .

Unechantillonnage d'un processus de Markov est donre parles valeurs du processus
de Markova certains temps, ceterministes ou akatoires. Lechantillonnage le plus simple
est celui donre par la esolvante, R:E B E 01,

R x;A Ptx A e dt: (6)
0
Si tx est une suite d'instants gerees par des incements incependants entre eux (et
de X¢) et distribtes suivant une loi exponentielle de paranetre 1, alors X, est une
chame de Markova temps discret, de noyauR. Plus gereralement, etant donree une loi
de probabilie asurR , on ¢k nit

Ka X;A PtxA adt:
0
Pour tx une suite d'instants d'accroissements incependants suiant a, X, est alors une
chame de Markova temps discret, de noyauK ;. Meyn et Tweedie [59, 60| 58] ont prouwe
de nombreux liens entre le processus de Markov et ld§ ;echantillons.
Une classe importante de processus de Markov pour lesquelgesiesultats de stabilie
existent sont lesT-processus :

Ce nition 14. Un processus de Markov est unT -processus s'il existe une mesure de
probabilie a sur R et une fonction non triviale T: E B E R (T xE 0) tels
que :

pourtoutB B E , T ;B estsemi-continu inErieurement;

pourtousx E,B BE ,K6 KgzXxB T x;B .

En lien avec cette notion, nous avonsegalement la notion ddnsemblepetit :
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I nition 15. Un ensemble non videC B E est dit -petit si est une mesure non
triviale sur B E , et s'il existe a une mesure de probabilie surR tel queKj x;
pour tout x C. On dit simplement queC est petit si la donree de n'est pas importante.

La relation entre ces deux notions est donree par la proposion suivante :

Proposition 9. [59, prop 4.1] SupposonsP X X0 x 1pourunx E.
Alors tout ensemble compact est petit si et seulement 3{; est ireductible et est un T-
processus.

Nous donnons maintenant les crieres de stabilie pour un processus de Markov bas
sur des fonctions de Lyapounov et sur les notions rappekesi-dessus. On noteO,, une
famille d'ouverts pe-compacts de E tel que Op E quand n , et on note X" le
processus stochastiqueX t arrée en O, et A, son cgererateur. Dans toute la suite, V
est une fonction de LyapounovE R , si elle est mesurable, strictement positive et telle
queV x quand x . Un criere de non explosion senonce ainsi :

Proposition 10. [6Q, thm 2.1] S'il existe une fonctionV de Lyapounov, etc 0;d O
tels que
AnV X cV X d x On; n 1

alors
X t est non explosif;
il existe une variable akatoire D nie presque sGrement tel queV X; De®;
la variable akatoire D satisfaitlaborneP D a X 0O X Vax ,a 0, x E;
EV Xy X0 x €WVx.

Un criere de nonevanescence est donre par :

Proposition 11. [60, thm 3.1] S'il existe une fonctionV de Lyapounov,d 0 et C un
compact tels que
AnV X dlc x; x Op; n 1

alors X t est nonevanescent.
Un criere de ecurrence est donree par :

Proposition 12. [60, thm 4.1] S'il existe une fonctionV de Lyapounov,d 0 et C un
compact tels que
ApV X dlc x; x Op; n 1

et tels que tous les ensembles compacts sont petit, alofst est Harris ecurrent.
Un criere de ecurrence positive est donree par :

Proposition 13. [6Q, thm 4.2] S'il existec;d 0, C un ensemble petit ferre, f 1et
V 0 borre sur C tels que

AnV X cf x dlc x; x On;, n 1

alors, si X t est non explosif,X t est positivement Harris ecurrent et sa mesure inva-
riante est nie.

On termine par un criere d'ergodicie exponentielle :
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Proposition 14.  [6Q, thm 6.1] S'il existe une fonctionV de Lyapounov,c;d 0, tels que
AnV X cf x d x O, n 1

et tels que tous les ensembles compacts sont petit, alorsgitiste letB tels que
P tx; ¢ Bf x % x E; t O

avecf V leta f SUpg ¢ g

En revenant aux chames de Markova temps continu eta valeurs dans un espace ccnhom-
brable, cette dernere proposition[I4 donne immediatement le criere suivant :

Proposition 15. [6Q, thm 7.1] S'il existe une fonction V de Lyapounov,c;d O, tels
que,
0], Vi cV i d i E;
i
et si X t est ireductible alors il existe une distribution de probabilie invariante pour
Xt, letB tels que

Pt ¢ Bfi %' x E; t O
avecf V 1.

Nous utiliserons les propositiond 14 ef 15 au Chapitre 1 de te these, pour donner des
conditions sur nos mockles Markoviens d'expression deseges pour qu'ils soient asympto-
tiguement stables.

6.4 Processus de Markov cterministes par morceaux

Les processus de Markov ceterministes par morceaux (PDMP | piecewise determinis-
tic Markov processes) ontee formalies rigoureusemer par Davis [23], qui a notamment
monte qu'une construction explicite d'un processus ceterministe par morceaux ck nit une
solution d'un certain probéme de martingale. Ainsi, Davis a identie tes peciement le
cererateuretendu d'un PDMP et son domaine. Dans la prati que, comme on a pu le voir
dans les propreesenonees dans la partie peedente, la connaissance d'un sous-ensemble
de fonctions sparatrices inclus dans le domaine est cepdant gereralement su sant.
Nous donnons la construction d'un PDMP sans bord c'esta dire que le ot ceterministe
reste toujours inclus dans l'espace déetats. Nous supposens aussi par la suite que le ot
ceterministe a toujours la propret d'existence et d'u nicie globale.

Un PDMP (sans bord) est donre en tous tempst O par un couple it ;xt a
it J estune variable discete,J Netxt RY (on pourrait consicerer des espaces
plus gereraux sans di cule). Un PDMP est cecrit par tro  is caraceristiques locales :

un champ de vecteurH; x , pourtout i J;
une intensie de saut ; x , pourtouti J;
une mesure de transitionQ telle que pour tout i;x , Q ; i;x est une loi de
probabilie sur J RS,
La construction d'un PDMP suit celle d'un processus de saut pir, sauf que la variable x
n'est pas constante entre deux sauts, mais suit uneequatio dierentielle deterministe.
On pose alors in; Xn i Th ;X Tn @ Tph;in;Xn sontce nis ecursivement par :
To 0,ip 10,Xg X 0 (conditions initiales donrees);
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Si Ty , et iniXn i Th ;x Ty ,alors pourtousT, t T, 1, t xt
O, Xn;t  Tn @ g, x;t est donree par la solution de lequation dierentielle
ordinaire q

y

— H; ;o t 0

dt n ¥

y 0 X:

La variable discete t i t est constanteegalein, et T, 1 Tp n @ , est
cetermire par

t
P 4, t E exp in O, Xn;S ds
0

Si q , ON POSEXn m (point cimetere) et Tn m , pour tout m 1. Si-
non n ,et in 1;Xp 1 estdonre par la probabilie de transition Q ; in;x T, 4
Comme dans les processus de saut pur, cette construction esalable jusqu'au temps
d'explosion T lim, Tn. Les conditions gererales pour assurer que l'explosion ia

pas lieu en temps ni sont di cilesa obtenir du fait de nombr euses possibilies entre les
evolutions ceterministes et les transitions possibles.On peut cependant montrer facilement
que si :

Hypotlese 2. Les intensies de saut ; x sont uniformement borrees sur RY,

alors T presque strement. Cette hypothese est bien trop forte dam la pratique, et
par la suite on supposera donc seulement que :

Hypotlese 3.
E Nt ; t 0,

al N 1; 1, estle nombre de sauts entre0;t .
n

Pour utiliser les esultats suivants, dans la pratique, il faudra donc montrer que cette
hypothese [3 est \eriee.

Hypotlese 4. On suppose que
les champs de vecteur$l; sont C! et tels que pour toutx RY, ils de nissent un
unigue ot global ; t;x ;
les intensies de saut sont telles que pour tout coupld;x , ;|  t;x estlocalement
inegrable en 0, c'esta-dire qu'il existe " i;x 0 tel que
"X
i i S;x ds
0
Ces deux conditions impliquent que la construction donreeci-dessus a un sens. Le ot
est toujours & ni et on peut choisir un temps de prochain saut strictement positif. Avec
les hypotteses3 ef#, Davis a monte que le processus de Miov i;;x; surJ RY ainsi
construit est solution du probeEme de martingale assoce au gererateur A, qui s'exprime,
pour toute fonction borree de classeC?! de x (et de cerivee borree),

Af i;x Hi x r «f ix fjpy fix Qd dy;ix : @)
L'operateur adjoint donne (formellement) lequation d' evolution sur les probabilies de
densie pi;x;t du processus

pi;x;t

" r Hi x pi;x;t i X pixt i YpPLy;t Q ix ;di dy: (8)
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L'existence de solution au probeme de martingale est donaonre par la construction
explicite d'un processus stochastique. D'apes la proposion Bl et le treoeme §] si lI'on
montre que le semi-groupe engende par ce processus stoahigue est fortement continu
(ce qui est le cas si les intensies | sont borrees par exemple), on peut obtenir l'unicie de
la solution du probeme de martingale. Les techniques de loalisation peuvent aussi étre
utilies dans la pratique. Crudu et al. [21] ont monte ainsi, avec des hypotleses fortes
(mais qui peuvent &tre surmontes par des techniques de fmalisation), le esultat suivant :

Treoeme 9. [21, thm 2.5] Supposons les hypotlesds 3 Ef 4 ainsi que

Hypotlese 5. Les fonctionsx  H; x , X i X etx ix fly Qd dy;ix
pour f  Cl, sont C} sur RY.

Alors, le PDMP cetermire par  Hj; ;;Q est l'unique solution du probeme de mar-
tingale assocea A cenialeq. ().

Toujours pour le caracere bien pos du probeme de martingale, citons un esultat de
perturbation qui peut s'appliquer dans la pratique. L'ice e est de decouper le gererateur
donrea leq. (7Mden deux parties. De manere naturelle ( par rapporta la construction
explicite du processus) on peut sparer la partie cerive,donree par levolution deterministe,
de la partie saut. Notons A; la partie cerive, et A, la partie saut. Supposons que les
intensies de saut ; sont borrees. Alors l'operateur A, est un ogerateur borre. Si I'on
s'assure queA; est dissipatif, que pour un 0,B E Im Ai, alorsB E
Im A1 A, . Le treoeme 8ldonre ci-dessus permet donc de conclure ge l'unicie
a lieu pour A1 A,. Pour I'existence, on peut utiliser le esultat suivant :

Proposition 16.  [30, prop 10.2 p 256] Supposons que pour toute loi initiale surJ RY,
il existe une solution au probéme de martingale pour A;; a trajectoires dans Dg O;
alors il existe egalement une solution au probbme de maihgale pour A1 A, a
trajectoires dans Dg O; (w A, est l'operateur de saut, avec intensies borrees).

L'icee de la preuve suit la construction explicite du PDMP. On se ranene d'abord au cas

constant, puis on construit successivement une solution suout Ty; Ty 1, avec la loi
deTx 1 Tk donree par une loi exponentielle independante du processs, et la condition
initiale donree par la loi du saut Q en la condition nale de letape peedente, etc.

6.5 Equation déevolution d'un PDMP

Nous donnons maintenant une strategie similaire, mais en egardant le semi-groupe
sur L1, assocea lequation devolutioneq. (8 Cette stra tgie sera largement utilise au
chapitre 1, sur un mockle PDMP en dimension un, lorsqu'il y a uniqguement des sauts
dans la variable continue, et un seul champ de vecteurs (il Iy a pas de variable discete).
Supposons donc pour simpli er qu'on est dans un cas al le chap de vecteurs ne change
pas et qu'il n'y a pas de dynamique sur la variable discete.Le grerateur donre dans
leq. (8) est e ni par un operateur de cerive et un oger ateur de saut sur la variable
continue.

Rappelons quelques notions sgeci ques aux semi-groupesus L. Soit E;E;m un
espace mesue -niet LY L'E;E;m de norme ;. Un oprateur lireaire P sur
L! est dit sous-stochastique(respectivement stochastiqug si Pu 0 et Pu 1 ui
(respectivement Pu ; u 1) pour tout u 0,u L% On note D I'ensemble des
densies de probabilie sur E :

D u L':u 0 u; 1:
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Ainsi un operateur stochastique transforme une densie en une densie. SoitP: E E
0;1 un noyau de transition stochastique c'esta-dire que P x; est une mesure de pro-
babilie pour tout x E etla fonction x P x;B est mesurable pour toutB E. Soit
P un operateur stochastique surL?®. Si

P x;B ux m dx Puy mdy pourtousB E;u D;
E B

alors P est l'operateur de transition assocea P. Un operateur stochastique P sur L1 est
dit partiellement inegral s'il existe une fonction mesurablep: E E 0; telle que

px;y mdy mdx O et Puy Uux px;y madx;
E

E E

pour toute densie u. De plus, si,
pr;y m dy 1. x E;
alors P correspond au noyau stochastique
P x;B E;px;y mdy; x E;B E

et on dit que P esta noyau p. Dans le cas particulier d'un ensemble cenombrableE avec
E la famille de tous les sous-ensembles d& et m la mesure de comptage, I'espack? sera
noe ! et les densies de probabilie sont des suites. Tout oerateur stochastique sur'! a
un noyau p X;y xy e qui est donre par une matrice (stochastique).

Un semi-groupe P t o d'operateurs lireaires sur L1 est dit sous-stochastique(res-
pectivement stochastique s'il est fortement continu et pour tout t O l'ogerateur P t
est sous-stochastique (respectivement stochastique). éndensie u estinvariante ou sta-
tionnaire pour Pt o siu estun point xe de chaque ogerateur P t , P t u u
pour tout t 0. Un semi-groupe stochastique P t ; ¢ est dit asymptotiquement stable
s'il existe une densit stationnaire u telle que

tIim Ptu u ; 0 pouru D;

et il est partiellement inegral si, pour un tg 0, l'operateur P ty est partiellement
inegral.

Treoeme 10  ([67, Thm 2]). Soit P t o un semi-groupe stochastique partiellement
inegral. Si le semi-groupe P t ; ¢ a une unique densit invarianteu etu 0 presque
partout, alors

tIim Ptu u ; O pourtout u D:

Dans notreetude sur un mocele donre par un PDMP, il ne sera pas trop di cile de voir
gue le semi-groupe est partiellement inegral. Les condiibons pour obtenir un semi-groupe
stochastique (autre que le cas trivial d'intensies de sau borrees) sont plus clicates.
En n, I'existence d'une densikt invariante (c'esta-di re une fonction mesurable invariante et
inegrable, qui peut donc etre renormalisee) sera donree par des calculs sur une esolvante
et une chame de Markovechantillonree, que I'on pesente plus bas.

Pour s'assurer que le semi-groupe donre par le gererateude leq. (8) est stochastique,
on utilisera un esultat de perturbation. Ce esultat per met d'abord de construire un semi-
groupe sous-stochastique, geree par une extension duegerateur assoce a leq. (8] De
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plus, il caracerise la esolvante de ce semi-groupe, ce @ permet de deduire des crieres
su sants pour le rendre stochastique.

On note Ag l'operateur de transport assoce au terme de cerive, et J l'ogerateur sto-
chastique surL ' assoce au noyauQ. Lequation devolution sur la densie peut se eecri re

2—? Apu u J u

Agetant un operateur de transport, il est raisonnable de penser qu'il est le grerateur
in niesimal d'un semi-groupe stochastique fortement continu (du moins on peut trouver
dans la pratique des conditions pour qu'il le soit). Alors, néme si  est non borree,
Aiu  Agu U estle grerateur d'un semi-groupe sous-stochastique. & domaineD Az
est inclus dans

Lt u Lt X uX mdx
E

Soit A, J u . L'operateur J est positif et stochastique, J u 3 u 1, et donc
D A; D Ay

De plus, on a clairement
Aju Audm O
E
On peut alors utiliser le esultat de perturbation suivant :

Treoeme 11  ([43, 186, 5]) Supposons que deux operateurs lireaires A;;D A; et
Ao;D A, sur LY erient les hypotreses suivantes :

A1;D A1 rere un semi-groupe sous-stochastiqueS; t ¢ o;

D A, D A, etAu Opourtoutu D A1 ;

pour toutu D A; ,

Aiu Audm O
E

Alors il existe un semi-groupe sous-stochastiqueP t o sur L' geree par une extension
Cde A; Ay D A; . Le gererateur est caracerie par

N
R :C u NIim R A, AR :A; "up u LY 0:
n 0

De plus, Pt { ¢ est le plus petit semi-groupe sous-stochastique dont lergeateur est
une extension de A1  A,;D A1 . Enn, les conditions suivantes sontequivalentes :
Pt ¢ o estun semi-groupe stochastique,
le ererateur C est la fermeture de A; Ay, D A;
pour un 0,
lim AR ;A "u O u L.

Tyran-Kamnska [83] a monte qu'une condition susante p our que Pt ; o soit
stochastique est que l'operateurK e ni par

Ku IimOAzR AU IimOJ R ;Ajiu; (9)
N 1
soit ergodique en moyenne, c'esta-dire Iimﬁ K "u existe. Cette proposition vient
n
n 0

simplement de la monotonie des esolvanteR ;A 1 d'un operateur sous-stochastique et
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du fait que l'ergodicie en moyenne s'terite par dominati on. En pratique, on pourra donc
cherchera montrer que K possde une unigue densit invariante, transerer cette propree
a loperateur Pt { o et utiliser le theoeme 10]pour conclure. Pour nir, noton s les
liens entre I'approche probabiliste et analytique sur les ®MP donres par la proposition
suivante

Proposition 17. Tyran-Kamhnska [83, thm 5.2] Soient X t le PDMP de carackristique
locale H; ;Q , Pt ; o son semi-groupe surL! assoce, J l'operateur stochastique sur
L' assoce au noyauQ, et  x le ot global assocea H. On note T, la suite de temps
de sauts dexX t , avecT lim, T, le temps d'explosion pourX t . Alors :

pour tous 0,

lim J R ;AU "Tlg x Ee T X0 x ppx

pourtousB  BE ,u DA ett O

Ptuxmdx PXt B;t T XO X UXxXmdx;
B E
l'oprateur K cenia leq. (@) est l'ogerateur de transition assocea la chame de
Markov en temps discret X T, . o de noyau

K x:B QB; {x x e o rXxdg x EB BE:
0

On conclut avec une rie de remarques

Remarque 12. Cet ensemble de esultats montre que I'on peut ramener letde de lequa-
tion devolution sur les densies du PDMP (en supposant gue la loi initiale a une densie)
a letude des densies d'un operateur assoce a une ch ane de Markov en temps discret.
On verra dans le chapitre 1 que pour un mocele simple, on peutalculer explicitement la
esolvante de A1, l'ogerateur K, trouver un unique candidat pour la densie invariante, et
ainsi donner des conditions assez nes (sur les caraceriiques locales du PDMP) pour la
stabilie asymptotiqgue du semi-groupe assoce au PDMP. les esultats de Tyran-Kamnska
[83] contiennent d'autres caractrisations importantes, notamment des conditions pour que
le semi-groupe soit fortement stable (perte de masse) qui bee appliqieesa dierents
mockles de fragmentations (voir aussi[55]).

Remarque 13. Létude d'un processus de Markov par une chame de Markov etemps
discret esta la base des ickes de Meyn et Tweedie pesenes dans la sous-sectioil 613.
Notons egalement que ces ides ontee appliquees sur és PDMP par Costa and Dufour
[20]. L'importance en pratique de ces esultats est de donnedes operateurs explicite-
ment calculables, contrairement aux esolvantes (en geral). Comme on l'a vua la sous-
section [6.3, lechantillonnage donre par des temps akdoires exponentiels de paranetre
1 correspond exactementa la esolvante €q. (8)). Cependant, celui-ci est di cilement
calculable dans la pratique. L'approche de Marta Tyran-Kanmiska donne des conditions
equivalentes (voir treoeme II) pour les proprees d u semi-groupe P t o sur L et
'ogerateur AR ;A ; . Ensuite, l'ograteur K lim oA2R ;A 1, qui correspond a
un echantillonnage aux temps de saut du PDMP, donne des coittbns su santes pour
les proprees de stabilie du semi-groupe P t ; . Lechantillonnage utili® par Costa et
Dufour (dans un cadre un peu plus gereral, avec bord, et ave une approche probabiliste,
en regardant le semi-groupe sur les fonctions borrees) coespond a des temps akatoires
donres par le minimum du temps de prochain saut et d'une expeentielle de pararnetre 1.
Les auteurs obtiennent alors des conditions dequivalere entre les proprees de stabilie
de la chameechantilloree et du PDMP.
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Remarque 14. Enn, ces approches de type< semi-groupe> pouretudier les proprees
de stabilie d'un mockle donnent en greral de mauvaises estimations sur les taux de
convergence vers letat dequilibre. Pour obtenir de < bons> taux de convergence explicites,
on utilise gereralement des techniques dites de couplagén renvoiea de ecentesetudes
sur des PDMP dans les articles|[8],[19] par exemple. On verrau chapitre 1 que cette
approche permet de trouver un taux de convergence expliciur notre mockle.

7 Treoemes Limites

Les ickes des treoemes limites en probabilies reposet sur les deux threoemes fonda-
mentaux que sont la loi des grands nombres (LGN) et le treoeme de la limite centrale
(TCL). La LGN nous dit que si on somme un grand nombren de variables incependantes
et identiguement distriblees, inegrables, et que I'on divise par ce nombren, alors la limite
est ceterministe, egalea la moyenne de la loi commune desvariables akatoires. Le TCL
(pour des variablesL ?) caracerise les uctuations autour de la limite de la LGN, qui sont
alors gaussiennes, centees en la moyenne, de variance dand vers 0 enn 12,

Ces treoemes ont d'innombrables applications et gereralisations, en particulier aux
processus stochastiques. Pour le processus stochastiquei qous ineressera le plus, le
processus de Poisson, ces treoemes se traduisent par lagposition suivante :

Proposition 18. Soit Y un processus de Poisson standard (d'intensiel). Alors, pour
touttg O,

lim sup t 0, presque stirement
n t to n
De plus,
. Y nt nt O
impP ——  x —_ey22tdy PWt x;
n n 2

a W est un mouvement Brownien standard (de moyenne nulle et de &ance t).

Pour ce qui nous intresse, les congequences et gereraations des ces treoemes aux
processus stochastiques ont principalement pour ineréde trouver et justi er des moceles
eduits et plus abordables analytiquement. On pesente d-apes deux approches de educ-
tion de mockles, l'une basee sur la eparation dechelles de temps, et l'autre base sur des
passages en grandes populations (champ moyen, limite uiddimite thermodynamique...).
Ces deux approches ne sont pas forement disjointes.

Mais tout d'abord expliquons les outils principaux utilises. L'approche la plus lar-
gement epandue pour prouver des treoemes limites sur des processus stochastiques,
satisfaisant une certaine equation dierentielle stoch astique, repose sur des arguments
topologiques, et notamment de compacie. Si une suite estelativement compacte, et pos-
fde une unique valeur d'adrerence, alors cette suite estonvergente, vers l'unique valeur
d'adrerence. Notons que les convergences obtenues sur l@ocessus stochastiques seront
des convergences en loi. Les processus stochastiques (B 0; en cereral) sont vus
comme des variables akatoires d'un plus grand espace, gden notera temporairement S,
muni d'une certaine topologie. NotonsC, S I'ensemble des fonctions continues borrees
de S. Notons P S I'ensemble des mesures de probabilies su6. Une suiteP, P S de
mesures de probabilies surS converge faiblement versP si

lim fdPp, fdP; f CpS:

n



7 Theoemes Limites 39

De manereequivalente, une suite de variables akatoires X, sur S converge en loi (ou en
distribution) vers X si

nIimEfXn Ef X ; f CpS:

Cette convergence n'est pas Speci que aux processus stoahtiques. Un autre type de
convergence, beaucoup plus maniable, et speci que aux pressus stochastiques, est la
convergence en distribution de dimension nie. Cette convegence est la convergence en
loi de tout vecteur ni de variables akatoires donrees par les evaluations du processus
stochastique en des temps nis. La convergence de dimensionie peut &tre une manere
d'identi er une unique limite via le esultat de Prokhorov

Proposition 19. X, converge en loi versX si et seulement siX, converge en distribution
de dimension nie et X, est relativement compact.

La preuve du sens direct de cette proposition utilise le trmeme de repesentation de
Skorokhod, qui nous dit que si on a convergence en loi, alorsngoeut toujours trouver
(repesenter) des variables akatoires qui ont ces lois qui convergent presque sdrement.
La preuve du sens eciproque utilise le fait que les distrilutions de dimension nie carac-
erisent un processus stochastique.

Une deuxeme nethode pour caraceriser de manere unique la loi du processus limite,
largement epandue, est celle du probeme de martingale.Si I'on montre que toute limite
de la suite de processus stochastiques doit \eri er un cerin probeme de martingale, et
gu'on a unicie (en loi) de la solution du probeme de marti ngale, alors la loi limite est
caracerige de manere unique. On comprend alors que lecaractre bien pos (en fait
l'unicie) d'un probeme de martingale est crucial pour c ette approche.

On verra en n au Chapitre 1 que I'on peut utiliser dans certains cas une greralisation
du treoeme de levy, le theoeme de Bochner-Minlos, qu i montre que sous de bonnes
conditions, la fonctionnelle caraceristique d'un processus stochastique caracterise sa loi.

Apes avoir caracerie la loi limite, la deuxemeeta pe consistea montrer la relative
compacie du processus stochastique (dans l'espace dansduel il vit). Cette propree
epend fortement de la topologie que I'on consicere. Une mtion proche de la compacie
pour les lois de probabilie, et tes maniable en pratique, est la tension.

Ce nition 16  (tension). Une suite de variables akatoiresX ya valeurs dans S un espace
topologique est tendue si pour tout 0, il existe un compactK S, tel que

liminf P X, K 1 ™
n

Le fameux treoeme de Prohorov caracerise la relative compacie par des crieres de
tension uniformes. En particulier, on peut montrer que siS est un espace nretrique comp-
let sparable, une suite est tendue si et seulement si elleserelativement compacte (voir
par exemple [30, thm 2.2]). SiX, est une suite de processus stochastiquesa valeurs dans
De O; , on cherche donc si cet espace est un netrique complet spable. SiE est ne-
trique complet sparable, alors on peut munirDg O; d'une nretrique (appek netrique
de Skorohod) qui rendeDg O;  complet parable. De plus, pour cette topologie, nokte
Sg, on a le criere de tension suivant trouve par Aldous (voir par exemple [39, thm 4.5 p
356]) :

Proposition 20. Une suite X, est tendue dansDg O0; ;Sg si:



40 Introduction Gererale

pourtousN N ," O, ilexisteng N etK O0tels que

n np P Sur\? X{ K "
t

pourtousN N ," 0,ona
lim limsup sup P X§ X2 " O
0 n s TS

al le supremum est parmi tous les temps d'arréts adapesa la lItration canonique
assoceea Xp, borres par N.

Citonsegalement, toujours pour la topologie de Skorohod]e criere de Rebolledo pour
les semi-martingales de dimension nie

Proposition 21. [41, Cor 2.3.3 p 41] SiX, esta valeurs dans un espace de dimension
nie, et X, Ap My, avecA, un processusa variation nie, M, une martingale locale
L2, et si les suites A, et Mn (processus de variation quadratique) \eri ent le
criere d'Aldous, alors X, est tendue.

Il arrive que la suite de processus ne puisse &tre tendue danDg 0; ;Sg , notam-
ment lorsque le processus limite< a plus de discontinuies > que la suite de processus. I
faut alors utiliser d'autres topologies, en s'assurant qude treoeme de Prohorov reste vrai
(ainsi que le treoeme de repesentation de Skorokhod), pour pouvoir utiliser les mémes
arguments de compacie. C'est le cas pour la topologie de JaubowskiJ sur Dgr 0;1, pour
laquelle on a le criere de tension suivant :

Proposition 22. Une suite X, est tendue dans D 0;1;J si
pour tout" O, il existeng N etK O0tels que

n no P ?UP X K "

pour tousa b, il existe C 0 tel que

supN&P X, Cn;
n

a N &P est le nombre de croisements de niveaa b.
Un criere similaire est valable pour I'espacelL? 0;1,1 p

Proposition 23.  Une suite X, est tendue dansLP 0;1 si
pourtousN N ," O, ilexisteng N etK O0tels que

n ng P sup X; K ;

pour tout" O, il existeng N etK O0tels que

n ng P X{" sy K "

al X gy x1 sup ; ft 1 ft ; t subdivisionde 0;1
Enn,si M 0; est l'espace des fonctions eelles mesurables sud; , muni de la
netrique
dxy e'max1 xt vyt dt
o

alors M 0; ;d estun espace netrique £parable, et on a le criere de tesion suivant :



7 Theoemes Limites 41

Proposition 24. [52, thm 4.1] Une suite X, est tendue dansM 0; ;d si:
pour tous T;" O, il existe K 0 tel que

.
sup 1, « ,
noo

Pourtout T O

-
limsup max1 xt h xt dt O
h 0 n 0

7.1 Reduction de mockles par ®paration dechelles de t emps

Les treoemes limites sont tes importants dans le contexte des moceles de eactions
biochimiques. En e et, il est courant que dans ces moctles a¢aines variables ou certaines
eactions evoluenta une vitesse beaucoup plus rapide qe les autres. Dans ces cas &,
on peut soit < simplier > la eaction (elle peut devenir ceterministe, ou provoquer des
grands sauts) ou<eliminer > la variable rapide par des techniques de moyennisation. On
renvoiea deux ecentes publications utilisant ce genre ¢ techniques pour simpli er des
processus de saut put [21],[42], ainsi qu'aux esultats dihapitre 1 sur la simpli cation du
mockle d'expression des genes. Les techniques de moyeisation remontenta Kash'minski
et Kurtz (voir par exemple [50]). De manere heuristique, dles sont bases sur I'hypotlese
que la variable rapide est ergodique, et donc converge rapgnent vers sonetat dequilibre.
La variable lente, si elle cepend de la valeur de la variablerapide, ne cependra alorsa la
limite que des moments asymptotiques de la variable rapide.

On utilisera ces techniques de eduction dans les deux chaies de cette these, soit pour
prouver rigoureusement des liens entre certains moctlessoit pour eduire la dimension
d'un mockle et le rendre plus facilea analyser.

Des techniques de eduction similaires peuvent &tre e ectees directement sur lequa-
tion devolution de la densie des variables (Equation matresse ou Fokker-Planck) en
<inegrant > sur la variable rapide, et par une hypottese d'ergodicie similaire. Voir pour
cette approche [38] ou plus ecemment/[73].

7.2 Reduction par passage en grande population

Lorsqu'on a un mocktle discret, quievolue par\de petits sauts", si I'on suppose que le
nombre d'individusa letat initial devient grand, alors par une renormalisation appropree,
on peut cecrire le nombre d'individus par une variable continue qui \eri era un mockle
limite.

Cette icke remonte a Prokhorov [68] et Kurtz [51]. Pour une chame de Markov X,
en temps continua valeurs dansN, dont levolution est cecrite par des intensies de saut

n X et une loi de epartition de saut , X; , le esultat classique de Kurtz [51] nous
dit que si on acaekre les intensies de saut par , X n x, etque l'on ne change pas
la loi de epartition de saut , X; X; , alors le processus stochastique renormalis
Yn Xn—” converge vers la solution de lequation dierentielle or dinaire (sous eserve qu'elle
soit bien pose) dirigge par

F x X Z X x;dz :
R
Ces techniques ontet etenduesa de nombreux moceles ce population en biologie.
La strakgie est de decrire un mockle de population discete en utilisant des processus
ponctuels (la mesure empirique), et de prouver qu'ils conugent, avec une misea lechelle
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acequate et de bonnes hypotteses sur les coe cients, versine mesure qui Bsout un certain
probeme limite. La convergence obtenue est une convergee en loi, et les preuves utilisent
cereralement les techniques de martingales (on montre dabord la compacie, et ensuite

que toute limite est uniquement cetermiree, grace au probeme de martingale). Ces icces
remontent a Prokhorov [68], et ontet consickrablemen t anelioees par de nombreux

auteurs [51,63/ 41| 81, 71, 53, 24]. Les ineréts de cettepproche sont :

premerement, tkeorique . Cette approche peut etre utilisee pour prouver l'existence
d'une solution au probeme limite. Si on est capable de trower un mocele discret
particulier, qui possde une suite de solutions qui convege, et dont la limite esout
recessairement le probeme limite, alors on a prouwe I'existence d'une solution du
mocktle limite ( voir par exemple [40Q, 162] dans le contexte danockle d'agegation-
fragmentation) ;

deuxemement, nunerique . Cette approche aek largement utiliee pour obtenir
des algorithmes rapides et e caces d'un mockle continu nonlireaire, comme les
nombreuses variantes desequations de Poisson-McKean-&ov [82]. Pour une telle
approche, le taux de convergence du moctle stochastique k&le moctle limite est
important pour s'assurer de la toerance de l'approximation ealiee [16, 61];
troisemement, pour la mocklisation . Dans un contexte physique ou biologique,
cette approche permet de justi er rigoureusement les basest les hypotheses phy-
siques d'un mockle particulier. En e et, dans les moceles e population discrets,
on peut speci er peciement chaque eaction ou les e gles devolution de la popu-
lation. Ensuite, avec des hypotheses sur les coe cients @crivant cette evolution, et
une mise a lechelle particulere (explicite, en gere ral grande population, ou taux
de eactions rapides, etc...), on obtient un moctle limite ou un autre. Ainsi, les hy-
potteses (parfois) implicites d'un mockle continu sont rendues plus explicites. On
peut aussi uni er certains mockles en les reliant entre euxavec des misesa lechelle
particuleres [44] ;

en n, du point de vue pratique . Cette approche peut étre utiliee pour simpli er des
mockles, en particulier quand les e ets discrets rendent lanalyse du mockle celicate.
On peut obtenir une bonne icke du comportement d'un mockle initial en etudiant
plusieurs comportements limites.

Recemment, les approches de type< tteoemes limites > appliquees aux moctles de
population en biologie matfematique ont ee nombreuses, donnant un changement de
point de vuea la mocklisation en biologie, d'une approchemacroscopiquea une approche
microscopique. On peut donner des exemples concrets :

dans les moatles de population cellulaire. Bansaye et Tran [6] ont consice
une population de cellules infecees par des parasites (leombre de parasites donne
une variable de structure pour les cellules) et ont regarctla limite quand il y a un
grand nombre de parasites et une taille nie de population decellules. On peut faire
des analogies entre ce moctle et le mockle de polyneris@n-fragmentation que I'on
etudiera au chapitre 2. On peut consicerer en e et les polyneres comme des cellules,
et les mononeres comme des parasites. On utilisera ainsideesultats de ce papier,
et on consicerera aussi la limite quand le nombre de petiteparticules (monorreres,
parasites) devient grand tandis que le nhombre de grandes pticules (polyrneres,
cellules) reste ni, etevolue suivant une fragmentation (ou division) akatoire. Pour
d'autresetudes similaires de moceles hoétes-parasitesvoir [7, 57].

dans les moakles dévolution. Champagnat et Mekard [17] ontetendu les mo-
celes devolutions (a1 la population est structuee pa r un < trait > genotypique, qui
subit des mutations) avec interaction (voir [31,18]) en raputant une structure d'es-
pace, typiquement une di usion eechie sur un domaine bor re. Les auteurs ont ainsi
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obtenu, dans la limite de grandes populations, uneequatio aux cerives partielles

non- lireaire de type eaction-di usion, avec condition a u bord de Neumann. Leurs

hypotreses impliquent que les taux de naissance et mort, eles coe cients de cerive

et de di usion soient borres et Lipschitziens, pour s'assuer du caracere bien pos

du mockle limite. Nous utiliserons aussi cet article dans & chapitre 2, pour mockliser

le syseme d'agegation-fragmentation de polyneres avec mouvement spatial.

En n, mentionnons juste que les approches de ce type sur lguation dévolution de

la densit, tes utiliees par les physiciens, portent souvent le nhom d'expansion de Van
Kampen, ou de Kramers-Moyal (voir par exemple |[72]).
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50 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability

1 Introduction

In neurobiology, when it became clear that some of the uctudions seen in whole
nerve recording, and later in single cell recordings, wereat simply measurement noise but
actual uctuations in the system being studied, researches very quickly started wondering
to what extent these uctuations actually played a role in th e operation of the nervous
system.

Much the same pattern of development has occurred in cellulaand molecular biology
as experimental technigues have allowed investigators tonpbe temporal behavior at ever
ner levels, even to the level of individual molecules [[110,147]. Experimentalists and
theoreticians alike who are interested in the regulation ofgene networks are increasingly
focused on trying to access the role of various types of uctations on the operation and
delity of both simple and complex gene regulatory systems.Recent reviews|[74, 109] give
an interesting perspective on some of the issues confrontinboth experimentalists and
modelers.

Among the increasing number of paper that demonstrate stochsticity in gene expres-
sion, at the single cell level, we can quote the work of Elowi et al. [34], who have used an
elegant experimental technique to prove inherent as well agnvironmental stochasticity.
In their work, they measure at a single cell level two di erent gene reporters that has equal
probability to be expressed. They quantify the di erence between cells and through time
of the total amount of expression of both genes, as well as thdi erence of proportion
of expression of one gene among the two. Their results clegrldemonstrate variability
coming from the environment as well as coming from intrinsicstochastic event inside cells.

In this chapter, we deal with a model of a single gene, that is ble to self-regulate
its own expression. We model the dynamics of the level of expssion of this gene in a
single cell, without taking into account cell division. This model has been extensively
used and studied in the last decades with di erent representdons and approximations
(see sectionJ7 for a review). The aim of this \minimal model" is to study stochasticity
in gene expression together with non-linear e ect. Its advamage relies in the ability to
obtain analytic results and quantitative prediction (see section [8). Recent improvements
in molecular biology allow to identify and to measure precigly the level of gene expression
in very small gene network, including single gene network @e the next subsectioriZl1).
For more complex (in the sense of large) gene network, such pmpach can be used as a
building block to understand nonlinearity and stochasticity in higher network. Even in
model of a single gene, the number of steps can vary considédg depending on the level
of description chosen. We consider here a model that include4 steps, namely the state of
the gene, the transcription, the translation and e ector production. Again, improvements
of molecular biology tend to identify more and more elementay steps and some model
intend to take into account a more precise level of descriptin, up to the nucleotide (see
subsection[7.9). Finally, the model we consider is a purely yhamical model, and we
don't consider any spatial or delay e ect (even though, it is dear now that intracellular
environment is not well-mixed, and that some processes inde cells take an incompressible
time to proceed).

Our choice of level of description allows us to include the mneer work of Goodwin
[48] together with the important recently discovered switching and bursting e ect in gene
expression (these terms will be made clearer in the followw). The Goodwin [48] model
focuses on describing the time evolution of the concentratin of gene product (MRNA,
protein), based on the molecular basics found earlier. For éscribing the time evolution of
a continuous variable, It is usually used an ordinary di erential equation approach. When
it becomes clear that the evolution of concentration of gengyroduct in single cells could
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not be described by deterministic laws, one then starts to cosider stochastic description.
In order to take into account stochasticity, it can be used a Langevin equation (addi-
tive noise) or more generally stochastic di erential equation (multiplicative noise) with
either Gaussian white noise (no time correlation) or Gaussin colored noise (with positive
time correlations, see Shahrezaei et al._[131]). Howevenm ithis latter representation, the
variable still evolves continuously. Whereas it has been well documented experimentally
[22,147,(111,) 150] that in some organisms the mRNA and/or pratin production is inter-
mittent, and intense during relatively short periods of time. This phenomenon is called
bursting in molecular biology. The accuracy of experiments permits ¢ characterize the
time interval between these production events, and permitsto quantify the amount of
molecules produced in a single burst event. In particular, m the work referred above,
it has been found that in some organisms the bursting produdbn is characterized by
an exponential waiting time between production events, andthe burst size is exponen-
tially distributed as well. To reproduce such characteristics, it has recently been proposed
(Friedman et al. [39], Mackey et al. [91]) to use a stochastidi erential equation driven
by a compound Poisson white noise, to model explicitly the décontinuous and stochas-
tic production. Such a process can also be viewed as a pieceaideterministic Markov
process.

The mathematical foundation of piecewise-deterministic Markov processes (PDMP)
was given by Davis [27]. This class of stochastic process ues deterministic processes
described by ordinary di erential equation, and pure jump Markov processes, described
by a Markov chain. Such a class of model has found recently ammportant echo in mathe-
matical biology, since it allows to take into account di erent dynamics into a single model
(Hespanha [60]). The work of Davis|[27] shows how we can usedhmartingale machinery
to study such stochastic processes. All the tools availabléo study convergence of stochas-
tic processes (Ethier and Kurtz [36]) can then be used to stud limiting behavior of PDMP.
Two recent papers of Crudu et al. [25] and Kang and Kurtz [75] llustrate this approach,
and explore various limiting cases using time-scale sepatian in the context of molecular
reaction network. On another approach, PDMP brings new evalition equations on den-
sities, which are typically of integro-di erential types (a s opposed to second-order partial
di erential equations associated to di usion processes). Hee, we will make use extensively
of the semigroup approach to study long-time behavior of sut equation, following the work
of Lasota and Mackey [83], Mackey and Tyran-Kaminska [90],and Tyran-Kamnska [145].
In such approach, existence and stability of an invariant desity is given by the existence
and uniqueness of a solution to a xed point problem (which presents itself as a system of
algebraic equations or di erential equations in our examples), associated to a discrete-time
Markov chain. We can compare this approach to more traditioral results in stochastic pro-
cess given by Meyn and Tweedie [97], and recent contributiaon convergence results of
PDMP by Costa and Dufour [23].

On the other hand, the molecular basis for stochasticity in gne expression is also
often attributed to low copy numbers of gene products. It is then needed to use discrete
variable models rather than continuous one, and to model malcular number rather than
concentration. Such ideas are widely used in biochemistryisce the work of Gillespie
[45]. The recent contribution of Anderson and Kurtz 3] summarizes the foundation and
mathematical formulation of such models, as continuous-tne Markov processes.

All the di erent models considered here use di erent mathematical formulations, namely
pure jump Markov process in a discrete state space, continug state space ordinary dif-
ferential equation and hybrid models. We will attach an important part to prove these
di erent formulations relate to each other through rigorous limit theorem (see sectiong®).
In particular, it's quite remarkable that the so-called\ ce ntral dogma" of molecular biology
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(as a chemical reaction network) can explain much of the di eent experimental observed
behaviors, in di erent parameter space regions.

But rst, it is important to emphasize the biochemical react ion network that is be-
hind all these di erent mathematical formulations, and give some background material in
molecular biology (see section§1Z,]13 andl 4). Once this is sepuwe describe our model
through a pure jump Markov process in a discrete state spaceral studie its qualitative
behavior (section[%). Then we present its continuous deterrmistic version, namely the
Goodwin model (section[®) and recall how we can precisely stly its long time behavior.
A review of (many) other linked or intermediate model is provided in section[d.

Then we present an analogous study of the Goodwin model, on aachastic reduced
model (section[8), where we only keep one variable. We congdin detail the probability
distribution of the molecular number (with a discrete variable) or concentrations (hence,
with a continuous state variable) in generic bacterial opepns in the presence of “burst-
ing' using an analytical approach. As stated above, our workis motivated by the well
documented production of mMRNA and/or protein in stochastic bursts in both prokary-
otes and eukaryotes|[22] 47, 111, 150], and follows other doibutions by, for example,
[104,77,. 39, 13, 129]. All the above mentioned work share camnon goal, that is to nd
analytic characterization of a particular stochastic geneexpression model, to be able to
deduce kinetic parameters from experimental observationand/or to explain qualitatively
and quantitatively the amount of variability measured experimentally. It is important
to also recognize the pioneering investigation of Berg [9] o rst studied the statisti-
cal uctuations of protein numbers in bacterial population (with division) through the
master equation approach, and introduced the concept of whiais now called bursting.
The analytical solution of the steady state density of the mdecular distributions in the
presence of bursting was rst derived by Friedman et al. [39] Our work extends these
results to show the global stability of the limiting densiti es and examine their bifurcation
structure to give a rather complete understanding of the e ed of bursting on molecular
distributions. The originality of this work is then to give a bifurcation diagram for the
stochastic model of gene expression, in complete analogy twithe deterministic Goodwin
model. As molecular distributions can now be estimated expémentally in single cells,
such theoretical framework may also be of importance in pratice. We show in section 8.6
how one can estimate theregulation function (rather than a single parameter) using an
inverse problem approach ([29]). Such estimate may be of ingrtance to understand de-
tail molecular interactions that determines the regulation function (see sectior(’B). It has
been the subject of a published work (Mackey et al.| [91]). Fially, our framework can be
extended to a discrete variable model (see subsectidn 8.13nd we also investigated the
uid limit (subsection 9.4}, which will be the subject of a fu rther publication (Mackey
et al. [93]).

The fact that this one-dimensional \ bursting" model relies on fundamental molecular
basis of previously known mechanism in molecular biology isan important feature of
this model, and has been noticed by many authors (see for inahce [102] for review).
Following recent theoretical contributions on reduction of stochastic hybrid system [25, 75]
we rigorously prove that one limiting behavior of the (nhow) standard model of molecular
biology gives a bursting model (see subsection 9.1 arid 9.2y lour work, we can prove
slight generalization of such reduction, in order to undersand the key feature associated
with such behavior. We also prove an adiabatic reduction forthis bursting model (see
subsection[9.8), which will be the subject of a further publcation (Mackey et al. [92]).
This work justi es the use of a reduce one-dimensional modeivhen some variables are
evolving with a fast time scale, in a context of a continuous tate hybrid model. The
originality of our work is to provide alternative proofs, using either partial di erential
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eqguation techniques or probabilistic techniques. Up to outknowledge, adiabatic reduction
for stochastic di erential equation with jumps hasn't been investigated before.

2 Standard Model

2.1 Background in molecular biology

The so-called \central dogma" of molecular biology, based n the Nobel Prize winning
work of Jacob et al. [69] in which they introduced the conceptof the operon (see subsec-
tion 2.2), is simple to state in principle, but complicated in its detail. Namely through
the process oftranscription of DNA, messenger RNA (mRNA) is produced and, in turn,
through the process oftranslation of the mRNA, proteins ( or intermediates) are pro-
duced. There is often feedback in the sense that moleculesrn(gymes) whose production is
controlled by these proteins can modulate the translation aad/or transcription processes.
In what follows we will refer to these molecules as ectors (see gure[l.1). Rather as-
tonishingly, within a few short years of the publication of the ground breaking work of
Jacob et al. [69] the dynamics of this simple feedback systemvas studied mathematically
by [48]. His formulation of the operon concept is how known ashe Goodwin model.

We now consider both the transcription and translation processes in detail. We rst
present these two processes in prokaryotes, and then explaithe main di erences with
eukaryotes. In the transcription process an amino acid segence in the DNA is copied
by an enzyme called RNA polymerase (RNAP) to produce a complmentary copy of the
DNA segment encoded in the resulting RNA. Thus this is the rst step in the transfer of
the information encoded in the DNA. The process by which thisoccurs is as follows.

When the DNA is in a double stranded con guration, the RNAP is able to recognize
and bind to the promoter region of the DNA. (The RNAP/double s tranded DNA complex
is known as the closed complex.) Through the action of the RNA, the DNA is unwound
in the vicinity of the RNAP/DNA promoter site, and becomes single stranded. The
RNAP/single stranded DNA is called the open complex. Once inthe single stranded
con guration, the transcription of the DNA into mMRNA commen ces. A lot of interactions
between proteins can promote or block the closed complex foration and its binding to
the promoter region of the DNA. These proteins that interact with the RNAP are called
transcription factor (TF). There are many di erent known int eractions between TF and
DNA and RNAP. Some TF can stabilize or block the binding of RNA polymerase to DNA.
They can also recruit coactivator or corepressor proteins @ the DNA complex, in order
to increase or decrease the rate of gene transcription. In daryotes, TF can make the
DNA more or less accessible to RNA polymerase by modifying pfsically its con guration.
Obviously, when these TF interact with the DNA that controls its production, then they
coincide with the molecules we called above e ectors. The irgraction between e ectors
and the DNA and RNAP polymerase then dictates the feedback mehanism (see sectiofil3)
and are responsible for what is called the transcriptional egulation or the gene expression
regulation. All these interactions are supposedly sequemespeci ¢ meaning that specic
proteins will be able to bind to speci c sequence of DNA, or tospeci ¢ other proteins.
These concepts are however unreliablé [80].

In prokaryotes, translation of the newly formed mRNA starts with the binding of a
ribosome to the mRNA. The function of the ribosome is to ‘read the mRNA in triplets
of nucleotide sequences (codons). Then through a complexageence of events, initiation
and elongation factors bring transfer RNA (tRNA) into conta ct with the ribosome-mRNA
complex to match the codon in the mRNA to the anti-codon in the tRNA. The elon-
gating peptide chain consists of these linked amino acids, ral it starts folding into its
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nal conformation. This folding continues until the process is complete and the polypep-
tide chain that results is the mature protein. Although ther e are also many interactions
between proteins at the step of translation, there are muchéss studies reporting for post-
transcriptional regulation (see [72] that consider mRNA deagradation regulation mechanism
and post-transcriptional regulator binding).

The situation in eukaryotes di ers from 2 main things.

Firstly, the DNA is found in a structure that is called chromatin. The exact structure
of the chromatin is much out of the scope here, and we can keep mind that the chromatin
‘packs' the DNA in a smaller volume. Also, the chromatin prewents the DNA to be easily
accessible. Sequence of DNA can be more or less packed, defieg on the gene. The
state of the chromatin (more or less packed) may also variesuting time, leading to a very
complex dynamics. This dynamic modi cation of chromatin (called chromatin remodeling)
may be the result of interactions with enzymes and transcripion factors (but would not
be considered here).

Secondly, mMRNA molecules are synthesized inside the nucleywhereas the ribosomes
are located outside the nucleus. Then proteins will be synthsized outside the nucleus,
and will have to enter the nucleus to interact with the DNA. Th ese facts usually lead
to consider higher delays in the transcription/translation process modeling in eukaryotes
than in prokaryotes.

Our framework was conceived for gene expression model in kacia (prokaryotes).
However, a growing number of people argue that similar model can be used for both
prokaryotes and eukaryotes, in di erent parameter space rens (see subsection 214).

M N

K = e B A
mRNA Protein
DNA
(a) \Central Dogma" (b) \New Central Dogma"

Figure 1.1: Schematic illustration of the so-called \central dogma'of molecular biology. [ (a]
Messenger RNA (MRNA) are produced through the transcription of DNA, and proteins
are produced through the translation of mMRNA. There is a feedback directly by proteins
(or e ectors) that can control the transcription of DNA. (p) $ imilar of the left panel,
except that the DNA can enter in an \OFF'state for which trans cription is not possible.

2.2 The operon concept

An operon is a piece of DNA containing a cluster of genes undethe control of a
single promoter. The genes are transcribed together into mMRA. These mMRNA are either
translated together or separately in the cytoplasm. In mostcases, genes contained in
the operon are then either expressed together or not at all. &eral genes must be both
co-transcribed and co-regulated to de ne an operon. Operos were rst discovered in
prokaryotes but also exist in eukaryotes. From the experimatal and modeling point of
view, operons that contain a regulatory gene (repressor orcivator) are very key concepts
because they provide a very small regulatory gene network. ekt famous operon are

{ The lactose (lac) operon ([135]) in bacteria is the paradigmatic example of his con-

cept and this much studied system consists of three structual genes namedacZz,
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lacY, and lacA. These three genes contain the code for the ultimate produ@bn,
through the translation of mMRNA, of the intermediates -galactosidase,lac perme-
ase, and thiogalactoside transacetylase respectively. Tehenzyme -galactosidase is
active in the conversion of lactose into allolactose and the the conversion of allo-
lactose into glucose. Thelac permease is a membrane protein responsible for the
transport of extracellular lactose to the interior of the cell. (Only the transacetylase
plays no apparent role in the regulation of this system.) Theregulatory genelacl,
which is part of a di erent operon, codes for the lac repressor. The latter is trans-
formed to an inactive form when it binds with allolactose. Hence, in this system,
allolactose acts as the e ector molecule. See gurg12.

{ The tryptophan ( trp) operon was also extensively studied [([58],[123],[89]). rypto-
phan is an amino acid that is incorporated into proteins that are essential to bacterial
growth. When tryptophan is present in the growth media, it forms a complex with
the tryptophan repressor and the complex binds to the promoer of the trp operon,
e ectively switching o production of tryptophan biosynthe tic enzymes. In the ab-
sence of tryptophan, the repressor cannot bind to the promogr and the essential
tryptophan biosynthetic enzymes are produced. See guréH.

{ The bacteriophage system was reviewed recently ([96].[57], [58]). It is a smil
piece of viral DNA that encode for two proteins (cl and cro) that are mutually
antagonist. When a virus infects a bacteria like E. Coli, exgeriments show that the
system exhibits bistability. The system can be in two distinct states. Each state
implies a di erent behavior for the cell. In one state (called lysogenic), the virus
lies dormant, and is replicated only with the bacteria. In the other state, the virus
expresses proteins that are able to replicate the virus itd§ then lyse (kill) the host
cell and release its progeny.

2.3 Synthetic network

The ability of design synthetic constructed gene network, eviewed by Hasty et al. [58],
provides also an excellent tool for modeling and experimeia purposes. Approaches with
coupled modeling/experiments were indeed used to design spi ¢ small circuits with the
desired properties (bistability, oscillations etc...). Amongst the most popular synthetic
networks, one can nd:

{ the genetic toggle switch, such as the -switch (Gardner et al. [43]). It consists of
two genes that encode for proteins that are co-repressivet has been experimentally
demonstrated that this system displays bistability.

{ the Repressilator. It consists of a loop of three genes. Edcone inhibits successively
the next gene ([33]). It has been experimentally demonstrad that this system can
display oscillations.

{ Synthetic positive autoregulatory gene ( tet-R system, [§, or -phage system|[67]).
It has been experimentally shown that this system displays stability.

Obviously, it has also some interest on its own (cellular cotrol, biotechnology, genetically
engineered microorganisms and so on).

2.4 Prokaryotes vs Eukaryotes models

Although the quite important di erences between prokaryotes and eukaryotes, it has
been argued several times in the past that the standard stodhstic model of gene expression
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is a priori suitable for both (|95, 1115,/46]). The rate constants and themeaning of the
stochastic transition can be di erent though.

In particular, the On/O switching rate of the gene state (se e gure [.1b]) on prokary-
otes will usually re ect binding and unbinding events of molecule on the promoter or even
pausing of RNA polymerase, while the On/O switching rate on eukaryotes will re ect
opening-closing of chromatin. Indeed, we saw that the presee of nucleosomes and the
packing of DNA-nucleosome complexes into chromatin genellg make promoters inac-
cessible to the transcriptional machinery. Transition between open and closed chromatin
structures then correspond to active and inactive (repressd) promoter states, and can be
fairly slow ([74],[109],[115]) compared to the dynamics obinding and unbinding event of
molecules at the promoter region in prokaryotes. We refer taable [I.2 for some parameter
values taken from literature.

3 The Rate Functions

From what we presented above, it should be clear now that the tanscription rate
(and the translation rate) is function of many cellular components, and specially protein
numbers/concentrations. Some modeling approaches take ia account many details and
many variables in order to re ect faithfully the transcript ion process (see subsectidn 7.9 for
a brief review). However, these approaches increase draséilly the number of parameters
and the dimension of the model. With some kinetic assumptios, it is possible to reduce
the complexity. The justi cation of it is an important stage of modeling. We detail here
some classical derivation of the transcriptional regulaton in the deterministic context,
and (non-so) classical derivation in the stochastic contex There have been very di erent
mechanisms (for a review in prokaryotes see [154], in yeas$3] and in higher eukaryotes
[118]) proposed for the molecular basis of the regulation dhe transcription rate by e ector
molecules. These mechanisms also depends a lot of the systeansidered. We focus on one
particular system (feedback through complex formation) fa simplicity. Depending on the
model in consideration (eukaryotes or prokaryotes in partcular), the feedback mechanism
can be involved at di erent stages (activation/inactivatio n of the gene, or initiation of the
transcription).

During transcription initiation, the reversible binding o f an RNAP to the promoter
region and subsequent formation of an open complex achieveapid equilibrium: initia-
tion from the nal open complex is the rate-limiting step ([142]). Transcription initiation
is therefore assumed to be a pseudo- rst-order reaction wit rate linearly proportional
to the amount of RNAP. In this section we examine the molecula dynamics of both
the classical inducible and repressible operon_[148] to diee expressions for the depen-
dence of the transcription rate on e ector levels. In this view, the e ectors rst interact
with other molecules (repressors) to form a molecular comgix. These interactions will
modify the binding/unbinding event of repressors on the DNA, and then modify the bind-
ing/unbinding event of RNAP to the promoter region of the DNA . The e ector molecules
can also act by binding directly on to the promoter region andshielding it from RNAP.
In all cases, the reactions with e ector are considered to ben equilibrium and simply
change the fraction of RNAP bound as a closed complex, thergbchanging the e ective
transcriptional rate. See [120] and |[148] for experimentakvidence that such approach
reproduces accurately the rate function.
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3.1 Transcriptional rate in inducible regulation

For a typical inducible regulatory situation (such as the lac operon), in the presence
of the e ector molecule the repressor isinactive (is unable to bind to the operator region
preceding the structural genes), and thus DNA transcription can proceed (see guré_1.12).
Let R denote the repressorE the e ector molecule, and O the operator. We assume that
the e ector binds with the active form R of the repressor to form a complexRE,. This
reaction is of the form

R nE “ REp; (3.1)

ke

wheren is the e ective number of molecules of e ector required to inadivate the repressor
R. Furthermore, the operator O and repressorR are assumed to interact according to

O R ° OR: (3.2)

Finally, the transcription takes place when RNAP binds the free operator O, thereby
leading to the reaction

O RNAP K

O RNAP M; (3.3)
where M denotes the mRNA. The goal of this section is to derive the e etive rate of
production of M in function of the e ector molecules as the binding dynamics ketween ef-
fectors, repressors and operators quickly reach equilibuim. We rst present the standard

way to derive this rate, using ordinary di erential equation, and then using stochastic
di erential equation. for simplicity, we do not include at hi s point the fact that e ector

molecules are constantly degraded and produced. Hence it®tal level will change over
time. However, these variations will occur on a slower time sale than operator uctua-
tions, so that it won't change the reduction performed here.

Figure 1.2: Figure taken from Wikipedia. Schematic illustration of the lac operon, an
inducible operon. Top: Repressed , Bottom: Active. 1: RNA Pdymerase, 2: Repressor,
3: Promoter, 4: Operator, 5: Lactose, 6: lacZ, 7: lacY, 8: la&. In presence of lactose, the
repressor is unable to bind to the bind to the operator, and RNA polymerase can proceed.
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3.1.1 Deterministic description

The set of chemical reactions[(3.11){(3.R){(3.3) can be desbed by the following system
of ODE (using standard chemical kinetics argument)

XR kc XRXE kc XRE,, kb XoXR kb XOR;,
XE nke XRXg  NK¢ XRE,
XRE,, kc XRXE kc XRE,, s (3 4)
Xo kb XoXR kb XOR .
Xor K, XoXr Ky XoR;

XM KM XOXRNAP ;

where Xentites  denotes the concentration of the given biochemical entitis. Note that the
three following quantities are conserved through time:
{ the total amount of operator Oi:

X Otot Xo XOoR-

{ the total amount of repressor Riq:

XRyot XR XRe, XOR-:

{ the total amount of e ector Ec:

XE ot XE NXRg, :

ke

We de ne the equilibrium rate constants Ky :% and K¢ ”

. : b,
assumptions on reaction rates to prove the following

. We now make specic

Proposition 15. Assume the kinetic reaction rate constants satis es
Hypothesis 1. kv K¢ ;K¢ Ky Ky

and the total quantity of repressors and e ectors are such tht
Hypothesis 2. KcXry Xg, b 1L

Then, the e ective mRNA production rate is a function of xg,, , given byku k1 Xg,,
where if X, 1,

1 KCXEtot .
K1 XE XRNAP X0t — 55— (3.5)
KbXRtot
. . X
while if 2Rt 1
X010t
ky X X X 1 Kexg,, (3.6)
1 Et t RNAP Ot t . .

° *1 KpXre KoXg,,

Proof. By hypothesis[d, the reaction [3.3) occurs at a much slower riz than reactions (3.1)-
B2). We then modify the last equation of eq. [3:4) onxy by

XM "KM XOXRNAP ;
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where" 1. On the slow time scale "t, it is a standard result [143,[38] that the
fast dynamics approaches its equilibrium value a8 0. The slow manifold associated is
given by the system of algebraic equations

n .
XR 1 KXg KpXo XRiot 1
Xo 1 KpXgr X Ot 5

n .
XE NKXRXE  XEy -

Now hypothesis[2 makes this system tractable, because thedaequation becomesxg
Xg, and the above system reduced to

Xg 1 ch’,;tot K pXo XRiot § 67
Xo 1 KpXgr XOuor -

It is easy to show that this system of equations has a unique sictly positive solution

(it can be transformed to a second order polynomial equatioly and that this solution is

globally stable for the fast dynamics. Although this solution is rather complicated (as a
function of the parameters), it has two important asymptoti c expressions. Whenxg,,, 1,
the expression ofxp has the following leading term

n
1 KCXEtot .

Xo XOrot K bXR
tot

while when iRA 1, the expression ofxg reads
tot

1 K CXEtot .
Xou 77K Kex@
bXRiot XE 1ot

Xo

Considering that xgnap is constant, the e ective mRNA production rate is then, on the
slow time scale,km k1 Xg,, , Where in the rst case,

ki X X X ! KCXE“"
1 XE RNAP X0
tot tot KbXle
while in the second case,
1 Kexg
kl XEtm XRNAP Xotot vi n .
1 KpXre KeXg,,

O

In both cases, there will be maximal repression where 0 but even then there will
still be a basal level of MRNA production (which we call the fractional leakage). In the
rst case, the production rate of mRNA is unbounded with the level of e ector, while it
is bounded in the second case. For biological motivation, th second expression eq_(3.6)
is rather used. However equatiori 355 is sometimes used with 1 (linear regulation).
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3.1.2 Stochastic description

We can also describe the set of chemical reaction§ (3.10-&-(3.3) by the following
system of SDE (using standard chemical kinetics argument)

t X s t
Xg t Xg 0 Y, ke XRr S En ds v, K. XRre, S ds
0 0
t t

Y, 0kaosXdes Y, 0kaORSds;

t t
Xg S
XEg t Xe 0 nvY, ke Xe' s © 7 ds nY, ke Xre, S dS ;
0 0
t XE s t
XREn t XREn 0 Yl chR S n ds Yl chREn sds ;
0 0
t t
Xo t Xo 0 Y2 kao s XRr s ds Y2 kaOR sds ;
0 0
t t
Xor t Xor O Y2 kaoSXR s ds Y2 kaOR sds ;
0 0
t
Xm t Xm O Y3 km Xo S Xrnap S ds
0
(3.8)
where X eniiies  denotes the number of the given biochemical entities, and
XE S Xes Xgs 1 Xes n 1
n n! '
Ineq. 3.8),Y, ,i 1,2 3referstoindependent unit Poisson processes, that are assated

to reactions (3.1)-(3.2)-(3.3). For instance, Y, (respectively Y; ) gives the successive
instant the forward (respectively the backward) reaction (3.I) res. Note that the three
following quantities are again conserved through time:

{ the total amount of operator Oi:

Xow Xo Xor;
{ the total amount of repressor Riq:
XRot XR XRe, XOoR;
{ the total amount of e ector Ec:
XEwe XE NXRg,:
We now make speci ¢ assumptions on reaction rates to prove ta following

Proposition 16. Assume the kinetic reaction rate constants satis es hypotasis[1 and
that the following scaling holds asN

Hypothesis 3.

Xo N ;
ke N";
N
for some 0. We assume furthermore thatzY 0 xﬁ % is such that it exists

ZEtol 0,
Jim Z2 0 Zg,:
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Then, as N sthe solution Xl t of eq. B.8) converges to the solution of

t
Xm t Xm O Y3 k|\/|EXo S XRNAP s ds ;
0

where E Xo s is the asymptotic rst moment of Xo on the fast dynamics given by
reactions B.1)-@B.2), and is given by
1 KCZEtot .
Xotot n__-
1 KpXpo KcZg,,

E Xo (3.9

Proof. By hypothesis[l, the reaction [3.3) occurs at a much slower ri@ than reactions (3.1)-
B2). We then modify the last equation of eq. [3.4) onX by

t
Xm t Xm O Y3 "Km Xo S Xrnap S ds ;
0
where" 1. The fast dynamics consist of a closed system on a nite sta space (due
to mass conservation constraint) and its associated Markowhain is irreducible, so that it
has a unique stationary distribution. By the averaging thearem (seel[75, thm 5.1]), on the
slow time scale, the dynamics can then be reduced to
t
Xm t Xm O Y3 km E Xo S XgrNaAP sds ;
0
where E Xo s is the asymptotic rst moment of X on the fast dynamics, and is a
function of Kp; K¢; XRy S XE S and Xo,, S . Its exact expression is out of reach,
but we can derive analogous result as in the deterministic cge. With hypothesis[3, we

N
dene z} ),iI—E and rewrite the fast system as (with a slight abuse of notatim)

xRt Xr 0 Y, otN”kCXF'}'sZE‘ 1 oNi ds
Y, tNn ke XRg, s ds
Y, jkaSsXF’}'sds Y, Otkbxg'des;
zY t Z20 nN Y, OtN”kCXRsZENl oNi ds
nN Y, Oth ke XRg, sds ;
XRe, t Xgre, 0 Y, oth ke X} sz 1 oNi ds
Y, OtNn ke XRg, sds ;

t t
XYt Xo0 Y, kp X0 SXR sds Y, k, XOr S ds ;
Ot Ot
XOr t Xor 0 Y, kp X0 s XR sds Y, kp, XOr S ds :
0 0

With this scaling, the variable X, ZY and Xge, then evolve at a faster time scale than
Xg' and ng, so that the averaging theorem again tells us that, at the limt N ,

t t
Xo t Xo O Y2 kb Xo SE Xgr ds Y2 kb Xolol Xo s ds ;
0 0
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so that immediately
X Otot

E Xo t AN S
1 KuE Xgr

To nd the latter quantity E Xr we look at the time scaletN " ' . Let then
n 1 .Wedenezf t ZNtN andsimilarly X5’ and X5 . The fast system
de ned by reaction (B.I) becomes

XNt Xr 0 Yy oN kXY sz 1 O ds
t
Y, N keXpji sds;
. 0 " . .
zY ot Z¥0 N Y, N k. XR oszZY 1 O ds
t
N; .

nN Y, 0N ke Xrg, s ds ;

Xpe, t Xre, 0 Y; N ke X§ sz 1 O ds

t
Y, N k XRg sds:
0

De ne now ZF'\Q'én N XF'\;,;En that satis es the equation

t

. . . 1
Zhe t ZRe, 0 N Y, N kX sz 1 O ds
0
t
N Y, N2k ZN sds;
0
so that

0 limzY t:
N REn
im N XRe
N REn’
lim kXK sZE sds  k¢Xpg sds:
N 0 0 "
Assuming that imy ~ ZY 0 Zg,, , we obtain nally

Jim zYy ot Zey:

so that at this time scale, Zg; is constant and contains the whole quantity of e ector
molecules. Still at this time scale,X Q';En andX Y’ are fast varying variable, whose behavior
is best captured by the occupancy measure

Vol C ot le X5 s ds:
For any bounded function f , the following quantity is a Martingale
t
f Xyt fx§ o N C,n f xg VR' dxg ds;
N o “F

where

CZEJ; f XR kc XRZEI; f XR 1 f XR kc XRtot Xy f XR 1 f XR
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Dividing by N , we see that its limiting measure must be solution of

t

0 Cz. f Xgr VR dxg ds:
N 0 tot
then Vr has a binomial law of parameter Xr,, ; 7« . Taken all together,
¢“Etot
1 KZg
E Xo t Xoo tot )
“1 KpXpre KeZE,,

which is then the analog result of the deterministic descripion. O
Remark 17. Note that with the scaling we have assumed,

KXrg Xg,0 N 1:

The scaling we chose also implies that complex formation refon occurs at a faster time
scale than Repressor-Operator binding reaction. These arguents can then be used to
derive operator switching rate function as a function of thee ector level. We illustrate
our results on gure .3, by calculating with a standard stobastic algorithm the statistical
asymptotic mean values ofX( for the subsystem of reaction(@.1)-(3.2). As the scaling
parameter N increases, the average values of o, as a function of Zg,, , become closer
and closer of the eq(B3.9). We also show the similar behavior of the deterministic solipn
of the non-linear system eq.(B.7).

Remark 18. Other scalings can of course yield similar result, for instace
Xe N ;
k N "

C

would produce another tractable limiting behavior.

@ n 1 b)yn 2

Figure 1.3: Numerical values of the rst moment of the free operator variable X, as a
function of the e ector level Zg,, . In both gures, the black lines are given by the Hill
function, eq. (3.9), the dotted red lines are the numerical slution of the eq. (3.4), and
the red points are the numerical mean value ofXy given by the system of reaction [3.1)-
B2). Parameters are:[ (a)n 1, k. k, 1k, 100,Xo, 1, Xg, 100,
Ke N, Xgy N , and from down to top, N 1:10; 100. n 2, 1,
ke k, 1k, 100,Xo, 1,Xg, 100,k. N" , 6 Xg, N ,andfrom down
totop, N 1;5;10.
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3.2 Transcriptional rate in repressible regulation

In the classic example of a repressible system (such as tlg operon), in the presence
of e ector molecules the repressor isactive (able to bind to the operator region), and thus
block DNA transcription (see gure L[4). We use the same notdion as before, but now
note that the e ector binds with the inactive form R of the repressor so it becomes active.
We assume that this reaction is of the same form as in eq[(3.1) The di erence now is
that the operator O and repressorR are assumed to interact according to

Figure 1.4: Figure taken from [123]. Schematic illustration of the Tryptophan operon,
a repressible operon. In presence of Trp, the repressor ista@ and able to bind to the
operator, which prevents RNA polymerase to bind.

k
O R E" ® OREg:

Ky

Similar argument as above yields the following transcripton rate function. We only state
the deterministic result for simplicity.

Proposition 19. Assume the kinetic reaction rate constants satis es hypothsis[1 and
that

Hypothesis 4. KXrg Xg "1 Kpxo 1L

Then, the e ective mRNA production rate is a function of xg,, , given byku k1 Xg,,



3 The Rate Functions 65

parameter  inducible repressible

1 K bXR ot 1
1 1 KpXRg
1 KM XRNAP X0y
Table 1.1. De nition of the parameters , , used in eq. (3[I2), as a general case of

eq. (3.8) (see subsection 3l1) and eq (3.111) (see subsenti®.2).

where if X, 1,

XO 1 KCXn
Ki XEw ~ XRNAP —— Fo_ (3.10)
XRe: KpK XE
. . X
while if 2Rt 1
XOtot
ki X X X 1 Koxg, : (3.11)
1 AEtot RNAP AOqt . .
? 1 1 KpXrg KeXg,,

3.3 Summary

The two bounded (above and below) functions given at eq.[(3)pand eq. (3.11) are
most commonly used and are special cases (up to a proportiohaonstant) of the function

k L Kexe, (3.12)
1 XEo —_— .

“ KCXE{OI
where ; 0 are given in table[I.1. We will lump all constants of proporionality

that appeared previously in the derivation of the transcriptional rate function into a single
parameter, that we name ;. The two unbounded functions given at eq. [(3.5) and eq.[(3.1D
lead to ill-posed model, except eq.[(3]5) fon 1 which has been used in the past.

It is also important to bear in mind that such rate functions are very model-speci ¢ and
various di erent form appeared in the literature, depending on the molecular dynamics
considered (for a review in prokaryotes see [154], in yeasb3] and in higher eukaryotes
[118]). We provide in table[I.:2 some classical parametersdod on the literature relevant
for such models. This table is not meant to be exhaustive, buto give intuition of the order
of magnitude of the relevant process we look at, as well as theariation of the parameters
rate one can found on di erent organism. Hence, the derivatim of the Hill kinetics we
provide might not always be justi ed (which explain partial ly the success of the 'on-0"
model which consider uctuations at the level of the operata). In particular, we can see
that for the lac operon [135] or the tryptophan operon [89] the association equilibrium
constant is extremely small, making the derivation above s&, while it is not so the case
for the phage system [67] or the TetR system |[[30]. Also, in the lac operon othe
tryptophan operon, complex constant are scarce, but binds eaciously the promoter. We
also give some examples of number of molecules for the moldein consideration (binding
sites, RNA polymerase, ribosomes, repressor molecules) &how that in some cases, a
probabilistic modeling is natural as the number of moleculs is relatively small. We also
highlight the fact that new experimental techniques are nowused to follow individual
molecules, and to characterize for example the search timef @aranscription factor for its
binding sites!
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Table 1.2: Parameters involved in the determination of the rate function. See subsec-
tions 3.1 and[3.2) for details. Note that we give all paramete values in molecule numbers,
as they are required for stochastic modeling. For typical cls like E. Coli, 1 molecule per

cell corresponds roughly ([142]) to a concentration of 1 napmolar (nM)

Parameters

References and comments

Complex formation binding constant

Large variation of order of magnitude of
these rates relies on the fact that many
di erent complexes can be involved in the
interaction with promoter

Association Dissociation  Equilibrium

Ke Ke K¢ t—

(min 1) (min 1)

12 107 12 10 7 [135] Lacl dimer (repressor) binding to Ef-
fector molecule in the lac operon. (Fast
dimerization of repressors is assumed).

3-9 1-5 10 3 103-10% [30] aTc binding with TetR to prevent
TetR repression

0:05 [67] Dimer formation ( repressor protein)
in the phage system. Value taken from
literature.

0:5 2 10 25 10 ° [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values

inferred from literature.

Complex/Promoter binding constant

Again large variation of order of mag-
nitude re ects the diversity of the sys-
tem considered. Experimentalist may also
have the possibility to control a nity rate
on promoter.

Association Dissociation  Equilibrium
k
(min 1) (min 1)
2000 24 833 [135] Lacl dimer repression by binding to

the operator, in the lac operon. Taken
from experimental data available on liter-
ature.
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1-10 6 10 4-10® 10°-10 3

0:03-06
" 10 2-
"10 3

0:03-0003

1 10 2 107

[30] Direct repressor protein TetR binding
to operator and other complex binding.
[67] Dimer ( repressor protein) binding
to the operator, in the phage system.
Value taken from Literature.

[142] repressor protein binding to the op-
erator, in the phage system, for a coop-
erativity constant of n. Value taken from
literature.

[144] tetA protein binding to tetO pro-
moter, in the tet-O system in S. cere-
visiae. The response curve is measured
experimentally and tted to obtain kinetic
parameter.

[120] phage system in E. Coli. The rate
of transcription is directly measured with
the concentration of e ector. The kinetic
parameters are deduced by tting.

[89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
inferred from literature.

Complex a nity (Hill coe cient)

n
1 30

1:4-2:7

[142] Typical biological values taken from
literature.

[144] tetA protein binding to tetO pro-
moter, in the tet-O system in S. cere-
visiae. The response curve is measured
experimentally and tted to obtain kinetic
parameter.

[120] phage system in E. Coli. The rate
of transcription is directly measured with
the concentration of e ector. The kinetic
parameters are deduced by tting.

1:2

[89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
taken from literature

Number of binding sites

2-6 [144] tet-O system in S. cerevisiae
Number of RNA polymerase
35 35 [78] Bacteria
1250 [89] E. Coli
3600 [30] E. Coli
30000 [113] Mammalian macrophage

RNA polymerase binding constant

Note that many authors congder this re-
action to be responsible of the switching
behavior of the gene state.
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Association Dissociation  Equilibrium
a i —T

(min 1) (min 1)

60-600 1 60-600 [30] The promoter strength can be var-
ied experimentally, and in uence the RNA
polymerase association constant

10 600 102 [78] LacZ gene in in the Lac Operon. Val-
ues taken from literature

10 2 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
inferred from literature.

Number of ribosomes
350 35 [78] Bacteria
1400 [89] E.Coli
6 10° [113] Mammalian macrophage
Ribosome binding constant

Association Dissociation  Equilibrium

(min 1) (min 1)

10 120 101 [78] Association rate given by di usion-
limited aggregation, and dissociation to
reproduce translation rate faithfully

10 ? [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values

inferred from Literature.

Number of Repressor molecules

500
10

[89] Tryptophan Operon in E. Coli.
[135] Repressors dimer in Lac Operon in
E. Coli.

E ective Di usion constant

(m Zmin 1)
24 [32] Single Transcription factor detection
in single cells, E Coli.
Search time
(min)
1 6 [32] Single Transcription factor detection
in single cells, E Coli.
Cell Volume
(L)
10 15-10 16 [891],/135] E. Coli
5 10 12 [113] Mammalian macrophage

3.4 Other rate functions

In the standard model, only the steps before (and including)the transcription usually
consider nonlinear e ect. In prokaryotes, ribosomes can beg binding the newly synthe-
sized ribosome-binding site (on the mRNA) almost immediatdy as transcription begins
(whereas in eukaryotes, a delay between translation and tnascription may be relevant).
Analogous to transcript initiation, translation initiati on of a single mRNA molecule is
assumed to proceed with a rst-order rate ,. We assumed that initiation and elongation
rates are such that ribosome queuing does not occur (Thattaand van Oudenaarden|[142]).
We therefore take each transcription and translation initiation reaction to be independent,
and the translation rate would be proportional to the amount of mMRNA molecules. Simi-



4 Parameters and Time Scales 69

larly, we assume e ector production rate to be proportional to the amount of intermediate
protein molecules (with coe cient 3). Finally, we assume that all molecules degrade lin-
early with rates i, i 1;2;3 for mRNA, proteins and e ector respectively. A decay rate
gives a half-life ofln 2 . If growth in cell volume is exponential, the resulting dilution
of species concentrations can be incorporated by increagin for all species (other than
the DNA, which is replicated at a rate exactly matching cell growth). The mRNA decay
rate depends on the ribosome-binding rate, because actiweltranslating ribosomes shield
the mRNA molecules from the action of nuclease (Thattai and \an Oudenaarden|[142]).

4 Parameters and Time Scales

We summarize in table[T.3 the parameters used in our model, ahthe various range of
magnitude that have been measured or tted from experiments Again, this table does not
intend to be exhaustive, but rather to give intuitions. Itis also clear that many parameters
are not independent within each other, and their values thendepend on the model chosen.
For instance, an observation of the instantaneous rate of psduction of an mRNA, as a
rst step process, or combined with an observation of the gem state kinetics, would not
lead to the same transcriptional rate. The mean number of matcules, and burst statistics
given at the end of this table, are also obviously function ofother parameters. They can
however be measured directly. For instance, as individual malecules can be measured, the
authors in [20, 47,1150, 111] were able to \count" the number 6 molecules produced in
each burst production event, and to deduce statistics of theburst size event.

As a general trend, it can be noticed that synthesis rate of potein are usually higher
than synthesis rate of mRNA, while degradation rate of protdn are several order of mag-
nitude lower. Switching rate of the gene state are highly vaiable, but may be quite slow.
Finally, the number of mMRNA molecules may be of only dozens, Wwile there may have
thousands or more proteins.

Table 1.3: Parameters involved in the standard model of moleular biology. Note that

we give all parameter values in molecule numbers, as they areequired for stochastic
models. For typical cells like E. Coli, 1 molecule per cell caoesponds roughly [142] to a
concentration of 1 nanomolar (nM)

Parameters References and comments

Gene state
Activation Inactivation These values depend a lot on modeling
rate rate choice. As we saw, transcription is a

multi-step process. Activation of the gene
may mean that an mRNA Polymerase is
bound to DNA, and then (almost) ready
to start transcription. We may also con-
sider that activation requires a (rare) tran-
scription factor to bound. Or in eukary-
otes it may requires chromatin opening.
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a 1

(min 1) (min 1)

60-600 1 [30] TetR system in E. Coli. The promoter
strength can be varied experimentally, and
in uence the RNA polymerase association
constant

0:2-1 1-2 [144] tet-O system in S. cerevisiae.

0:1-1 500 [78] Lac operon in Bacteria

07 5 103 25 104 [94] Interleukin protein in Lymphocytes.
These rates represent opening/closing of
chromatin, and were derived by tting a
stochastic model to experimental data.

0:.07 03 068 53 [152]. Parameters inferred from experi-
mental data using single mRNA detection
technique in yeast (S. Cerevisiae)

0:02 01 [47] Real-time monitoring of lac/ara pro-
moter Kinetics in E. Coli

2 104 10 3 [111] statistical kinetics inferred from sin-
gle mRNA counting in mammalian cells.

MRNA

Synthesis Degradation  Transcriptional

rate rate e ciency
1 1 —

(min 1) (min 1)

2:4 03 24 [30] TetR system in E. Coli.

0:4-1 04 [135] Lac operon in E. Coli. Taken from
experimental data available on Literature

10 061 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
inferres from literature.

10 004 5-10 [144] tet-O system in S. cerevisiae.

12 1-6 103 [113] Mammalian Macrophage

50 18 01 [78] Lac operon in Bacteria

40 001 2 10 [94] Interleukin protein in Lymphocytes.
Experimentally deduced.

1:3-11 Q2-20 [152]. Parameters inferred from experi-
mental data using single mRNA detection
technique in yeast (S. Cerevisiae)

10 3-1 2 10 42 [127] global gene quanti cation in mam-

10 3 malian cells (mouse broblast)
0:23 2 103 230 [111] Single mRNA counting in mam-
malian cells.
Protein
Synthesis Degradation  Transcriptional
rate rate e ciency
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2

2

_2
1

(min 1) (min 1)

6 0:.01 18 [30] TetR system in E. Coli. Protein
degradation rate equal the dilution rate.

15-30 02 30-60 [135] Lac operon in E. Coli.

20 001 30 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Pro-
tein degradation rate equal the dilution
rate.

231 0:007 500 [144] tet-O system in S. cerevisiae.

11:3 4 10 41 103-10* [113] Mammalian Macrophage

10 2

0:5-10 Q003 Q02-05 [78] Lac operon in Bacteria

4 0.02 400 [94] Interleukin protein in Lymphocytes.
Experimentally deduced.

10 2-10 5 10 °-1 10-10 [127] global gene quanti cation in mam-

10 3 malian cells (mouse broblast)
E ector
Synthesis Degradation
rate rate
3 3

(min 1) (min 1)

120 10 2 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Ef-
fector degradation rate equal the dilution
rate

Mean Number

MRNA Protein

X1 X

1-30 100-300 [135] Lac operon in E. Coli

20-100 4 10° [113] Mammalian Macrophage

1000 5 10° [94] Interleukin protein in Lymphocytes.
Experimentally deduced.

2-15 [152]. Parameters inferred from experi-
mental data using single mRNA detection
technique in yeast (S. Cerevisiae)

1-1000 100-16 [127] global gene guanti cation in mam-
malian cells (mouse broblast)

Mean Burst size
MRNA Protein
8-20 [20] Real-time monitoring of -

galactosidase in E. Coli. Their di-
rect measurement also coincide with
distribution tting of a bursting model.
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4 [47] Real-time monitoring of lac/ara pro-
moter kinetics in E. Coli
4.2 [150] Tst-Venus protein controlled by the
lac promoter in E. Coli.
10-300 [111] Single mRNA counting in mam-
malian cells.
Mean Burst frequency
MRNA Protein
(min 1) (min 1)
10 3 [20] Real-time monitoring of -
galactosidase in E. Coli. Their di-
rect measurement also coincide with
distribution tting of a bursting model.
2 107 [150] TsT-Venus protein controlled by the
lac promoter in E. Coli.
0:2 [22] Real-time monitoring of a develop-

mental gene in a small eukaryotes.

5 Discrete Version

Based on the description above (sectiofil2), we select 4 bioemical species involved in
di erent chemical reactions, namely DNA, mRNA, proteins and e ectors. The simplest
discrete stochastic description of this system is a continaus time Markov chain, with the
state space being the number of each molecules of each spsc{er the state "ON/OFF"
for the DNA | we assume that there is a single DNA molecule), an d with state transition
given by the biochemical reactions (the stoichiometry of tte reaction gives the state space
jump, and its reaction rate gives the intensity of the jump). There are several equivalent
representations of a continuous time Markov chain with discete state space (see Intro-
duction, part ). We present below the transition function of this Markov chain, and its
generator. Then we deduce immediate consequences for thenfpterm behavior of this
model.

5.1 Representation of the discrete model

We now write for convenienceX Xo; X1;X2; X3 for the state of the Markov chain,
with X being the state of the DNA, and X 1; X 2; X 3 respectively the numbers of mRNA,
proteins and e ectors. Then the state space of the chain is0;1  N3. The one-step
transitions are summarized in table[1.4.

Note that some reactions are catalytic reactions, that is ttey do not consume any
species. Transition rates (or propensities) associated tast order reactions (degradation
and catalytic) are derived according to the Action-Mass law and are then linear with
respect to one variable. The other transition rates k1,kij,ka) were derived in the previous
section[3 and can be non-linear functions of the variableX3. More detailed assumption
on these rate functions will be given in the following.

Let us introduce the following notation to simplify the writ ing.

Notation 1. For any function f x with X X0, X1;X2; X3 , we de ne the following
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Table 1.4: Transitions and Parameters used for the pure jumpMarkov process X
Xo;X1; X2; X3

Biochemical Reaction  State-space change vector Propengit
Gene activation 1;0;0;0 al x, oka X3
Gene inactivation 1,0,0;0 ilx, 1K X3
Transcription 0;1;0;0 11 x, 1k X3
MRNA degradation 0, 1,00 1X1
Translation 0:0;1;0 X1
Protein degradation 0;0;, 1,0 2X o
E ector production 0;0;0;1 3X >
E ector degradation 0,00, 1 3X3
operators:
EJf x  f 0;x1;X2;X3 inactive state;
E3f x  f Lixqix2;x3 active state
E, f X f Xo;x1  1;X2;X3 MRNA production;
E, f x f Xo;x1  1;X2;X3 MRNA degradation;
E,f x f Xo;x1;X2 1;x3 protein production;
E,f x f Xo;X1;X2 1;x3 protein degradation;
Esf X f Xp;X1;X2;X3 1 e ector production ;
Esf X f Xp;X1;X2;X3 1 e ector degradation:

The generator associated to the Markov chain is then given by

Af x aka x3 E3f f x  jkixz EJf f x
11X01k1X3 Elf f x 1X1E1f f x
oX1 E,f X X2 E,f X
3X2 Egf X 3xz Egf  f x:

5.2 Long time behavior

Denote by ; the i!" jump times of the chain X . Firstly, we are going to show that,
under reasonable assumptions, the jump times do not accumate, that is . This
ensures that the model is well de ned for allt 0.

Hypothesis 5. The function k; is linearly bounded, and speci cally, there existsc 0
such that, for any xg N
ki X3 X3 ¢

Now by a simple consequence of the Meyn and Tweedie [97, thm 13. criterion (see
also part[d subsectior 6.8, propositioi_10), we obtain

Proposition 20. The Markov chain de ned in subsection[5.1 is non-explosive.

Proof. Choose the test functionf x X1 Xz Xz, which is a norm-like function, it
comes directly that
Af X max 1; o2; 3f X C:
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Secondly, we can show the irreductibility. All states communicate with each other as
soon as

Hypothesis 6. The function k,, and ki are strictly positive for x3 0, and all rate
constants 4, i, k and g, k 1;2;3, are positive.

Then it is classical that the Markov chain is irreductible.

Finally, for discrete state-space Markov process, a simpleriterion for exponential
ergodicity is provided by [97, Theorem 7.1] (see also paif]lOubsection[6.3, proposition
[15). Assuming

Hypothesis 7. min ;| max j,
we then have, with the test function f x X1 Xz Xa, forall x,
Af x max i min ;j f X 1C:

So the Markov process is exponentially ergodic. There existan invariant probability
measurep , B and 1 such that the following convergence in distribution holds

kP! x; p k Bf x b
whereP! x; denotes the semigroup
P'x;g Ex gXt;

and
k ki sup g
g f

Despite we know the long-term behavior of this Markov chain,it's hard to deduce any
guantitative information. To be able to concrete parameters values, one approach is to
consider constant or linear reaction rate, thus preventingany non-linearity. Thus, analytic
methods through the moment generating function can be usedWith such tool, it can be
computed moment equations, and stationary probability dersity function (or at least, its
moment generating function). However, this techniques seaas strictly limited to constant
and linear rate functions. Seel[104] for a typical example. \& sketch some of these results
in section[4.

We will see on the next section that for the continuous deterniistic version of this
model, namely the Goodwin model, the picture is much more complete, and can deal with
non-linear rate functions. In particular, bifurcation par ameter analysis can provide infor-
mation on the bistability or oscillatory behavior of the model. To get analog information
on the stochastic model, we will have to reduce its dimension Hence we will study a
one-dimensional stochastic model in sectiofll8, and rigoraly prove how to perform such
reduction in section[9.].

6 Continuous Version - Deterministic Operon Dynamics

A continuous deterministic version of this model ignores thke uctuation in the DNA
state and considers that the three other chemical species (RNA,proteins and e ectors)
are present in very large number. We will recall in section[P &ndard results to show
that the stochastic discrete model converges to the continaus deterministic model, under
assumption of fast DNA switching and large molecule number. Note in particular that
this model does not represent a statistical mean behavior @r a large population of cells,
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unless all rates are assumed linear. We refer to [107, 98] f@n interesting survey of
techniques applicable to this deterministic approach, wiht in particular models that di ers
from Ordinary Di erential Equation.

We consider in this section the standard Goodwin|[48] model.These results are not
new but included here for convenience and to illustrate its aalogy with our results on
the stochastic model. Let Xj;X2;x3 denote mRNA, intermediate protein, and e ector
concentrations respectively. Then for a generic operon wit a maximal level of transcrip-
tion 1 (in concentration over time units), we have dynamics desctied by the system
(48,151,152, 100, 128]

dX]_

ot 1K1 X3 1X1;

% 2X1  2X2; (6.1)
% X X .

pm 3X2  3Xa!

Here we assume that the rate of mRNA production is proportioral to the fraction of time
the operator region is active, and that the rates of intermedate and enzyme production
are simply proportional to the amount of mMRNA and intermediate respectively. All three
of the components xi;X»;X3 are subject to linear degradation. The function k; was
calculated in the previous sectionB and then taken in this setion in the form

1 Kexj |
K1 X3 7chg,

so that it's a smooth bounded function, positive everywhere Hence global existence and
uniqueness of this system is not a problem, and the solutionids in R 2 for all time.

It will greatly simplify matters to rewrite eq. (621} by de n ing dimensionless concen-
trations. To this end we de ne the dimensionless variable

y3 " KeXa;
and the system eq[G.ll then becomes

dy,

p 1 df Y3 y1;
dy
—2< : 6.2
p 2¥Y1 Y2, (6.2)
dys _
dt 3Y2 Y3
where L
321" Kg,
321

is a dimensionless constant, and the functiorf is given by

1 n
fyg — P (6.3)
Y3

In each equation, ; fori 1;2;3 denotes a net loss rate (units of inverse time), and thus
eg.[6.2 are not in dimensionless form.
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The dynamics of this classic operon model can be fully analed. Let Y V1;Y2;VY3
and denote by S; Y the ow generated by the system eq. [6.2). For both inducibleand
repressible operons, for all initial conditionsY®  y%:y9;y9 R; the ow S YO R,
fort 0.

Steady states of the system eq.[{6]2) are in a one to one corandence with solutions
of the equation
= fy; (6.4)

d
and for each solutiony of eq. (62) there is a steady stateY Y1:Y2:Ys of eq. (6.2)
given by
Yi Y2 Y3 Y

Whether there is a single steady statey or there are multiple steady states will depend
on whether we are considering a repressible or inducible opmn. The detail derivation of
the steady-state and their stability is standard ([48, 1146,/51,152,1100/) 133]) and is given
for an interesting comparison with the stochastic model disussed in sectiori 8.

6.1 No control (single attractive steady-state)

In this case, f y 1, and there is a single steady statey d that is globally
asymptotically stable.

6.2 Inducible regulation (single versus multiple steady st ates)

For an inducible operon with f given by eq. (6:3) with 1 and 1, there may
be one (¥; or Yz), two (Y;;Y, Yy orY; Y, ;Y3 ), or three (Y;;Y,;Ys) steady
states, with the ordering 0  Y; Y, Y5, corresponding to the possible solutions
of eq. (64) (cf. gure[L5). The smaller steady state Y; is typically referred to as an
uninduced state, while the largest steady state Y5 is called the induced state. The steady
state values ofy are easily obtained from eq. [6&#4) for given parameter valug and the
dependence on 4 for n 4 and a variety of values of is shown in gure Figure [L.G
shows a graph of the steady statey versus ¢ for various values of the leakage parameter

Analytic conditions for the existence of one or more steady tates can be obtained by
using eqg. [6.4) in conjunction with the observation that the delineation points are marked
by the values of 4 atwhichy gistangenttof y (see gure[l.3). Simple di erentiation
of eq. (6.4) yields the second condition

1 yn 1 .
o 1 ikE (6.5)
From eq. (64) and eq. [65) we obtain the values ofy at which tangency will occur:
1 1 1
n _ - - 2 .
y > n 1 n 2n 1 (6.6)
The two corresponding values of 4 at which a tangency occurs are given by
yn
: 6.7
d Y 7 vQ (6.7)

(Note the deliberate use ofy as opposed toy .)
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Figure 1.5: Schematic illustration of the possibility of one, two or three solutions of eq.[6.4)
for varying values of 4 with inducible regulation. The monotone increasing graph & the
function f of eq. (&3), and the straight lines correspond tox ¢ for (in a clockwise
direction) ¢ O, a4 , d d ., d d i d , d d ,and g d. This gure
was constructed withn 4 and 10 for which 4 3:01 and 4 5:91 as computed
from eq. (€4). See the text for further details.
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Figure 1.6: Full logarithmic plot of the steady state valuesofy versus 4 for an inducible
system, obtained from eq. [6.4), fom 4 and 2;5;10; and 15 (left to right) illustrating
the dependence of the occurrence of bistability on . See thdext for details.

A necessary condition for the existence of two or more steadgtates is obtained by
requiring that the square root in in eq. (6.6) be non-negatiwe, or

n 172
6.8
1 (6.8)
From this a second necessary condition follows, hamely
n 1. n 1
" : 6.9
¢ W1 n 1 (6.9)
Further, from eq. (64) and (&5) we can delineate the boundgesin ; 4 space in which

there are one or three locally stable steady states as shown igure [.7] There, we have
given a parametric plot (y is the parameter) of 4 versus , using

y"y" n 1 y y'?* .
y n 1y" 1 and ny» 1y 1’
for n 4 obtained from eq. [64) and [€5). As is clear from the gure when leakage is
appreciable (small , e.gforn 4, 5 3 2) then the possibility of bistable behavior
is lost.

Remark 21. Some general observations on the in uence af, , and 4 on the appearance
of bistability in the deterministic case are in order.

1. The degree of cooperativity n in the binding of e ector to the repressor plays a
signi cant role. Indeed, n 1 is a necessary condition for bistability.

2. If n 1 then a second necessary condition for bistability is that satis es eq. (6.8)
so the fractional leakage ! is su ciently small.

3. Furthermore, 4 must satisfy eq.(€&3) which is quite instructive. Namely forn
the limiting lower limitis 4 1 while for n 1 the minimal value of 4 becomes
fairly large. This simply tells us that the ratio of the produd of the production rates
to the product of the degradation rates must always be greatéhan 1 for bistability
to occur, and the lower the degree of cooperativityn the larger the ratio must be.
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10

bistable

uninduced

o0 5 10 15 20

K

Figure 1.7: In this gure we present a parametric plot (for n  4) of the bifurcation
diagram in ; 4 parameter space delineating one from three steady states ia deter-
ministic inducible operon as obtained from eq. [6.4) and[[8). The upper (lower) branch
correspondsto 4 ( ¢ ), and for all values of ; 4 in the interior of the cone there are
two locally stable steady statesY; ;Y5 , while outside there is only one. The tip of the cone
occursat ; ¢ 532, 53 *53 asgiven by eq.[6:8) and[[G.B). For  0; 532
there is but a single steady state.
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4. If n, and 4 satisfy these necessary conditions then bistability is oplpossible if
d d: da (cf gure L7)

5. The locations of the minimal y and maximal y values ofy bounding the bistable
region are independent of 4.

6. Finally
@ vy y is a decreasing function of increasingn for constant ;

(b) vy y is an increasing function of increasing for constant n; g.

Local and global stability. The local stability of a steady statey is determined by the
solutions of the eigenvalue equation|[149]

1 2 3 12 3 df 0, f fy: (6.10)

Set

ag i a i j; a3 1 f i

so eq. [6.10) can be written as

3 a

az az O (6.11)
By Descartes's rule of signs, eq[{6.11) will have either nogsitive roots for f 0 4 Lor
one positive root otherwise. With this information and using the notation SN to denote a
locally stable node, HS a half or neutrally stable steady stge, and US an unstable steady
state (saddle point), then there will be:
{ A single steady state Y; (SN), for 4 0; ¢
{ Two coexisting steady statesY; (SN) and Y, Y53 (HS, born through a saddle
node bifurcation) for ¢ d
{ Three coexisting steady statesY; SN ;Y, US;Y; (SN) for 4 d i d
{ Two coexisting steady statesY; Y, (HS at a saddle node bifurcation), andY;
(SN) for d d
{ One steady state Y5 (SN) for 4 d-
For the inducible operon, other work extends these local staility considerations and
we have the following result characterizing the global beheior:

Theorem 22. Othmer [100], Smith [133, Proposition 2.1, Chapter 4] For an nducible
operon with f given by eq.(&3), de ne | 1 ;1. There is an attracting box B R,
de ned by

B yiy2;y3 oxp ;i 1,23
such that the ow S; is directed inward everywhere on the surface oB . Furthermore, all
y B and

1. If there is a single steady state, i.e.Y; for 4 0; 4 ,or Yy for 4 d, then
it is globally stable.

2. If there are two locally stable nodes, i.e.Y; and Y; for ¢ d . d ., then all
ows S YO are attracted to one of them. (Seel[128] for a delineation oftte basin
of attraction of Y; and Y5 .)
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Figure 1.8: Schematic illustration that there is only a singe solution of eq. [(6.4) for
all values of 4 with repressible regulation. The monotone decreasing grapis f for a
repressible operon, while the straight lines arex 4. This gure was constructed with
n 4and 10. See the text for further details.
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6.3 Repressible regulation (single steady-state versus os  cillations)

We now consider a repressible operon wittfi given by eq. (6.3) with 1 and 1.
As illustrated in gure 1.8]the repressible operon has a sigle steady state corresponding
to the unique solutiony of eq. (6:4). To determine its local stability we apply the Routh-
Hurwitz criterion to the eigenvalue eq. (611). The steady $ate corresponding toy will
be locally stable (i.e. have eigenvalues with negative regbarts) if and only if a; 0
(always the case) and
a;ady as 0: (612)

The well known relation between the arithmetic and geometrc means

n n
n i [ ;

i1 i1
when applied to both a; and a, gives, in conjunction with eq. (6.12),

3
aay as 8 df i 0:
i1

Thus as long asf 8 4, the steady state corresponding toy will be locally stable.
Once condition eq. [6.12) is violated, stability ofy is lost via a supercritical Hopf bifur-
cation and a limit cycle is born. One may even compute the Hopfperiod of this limit

cycle by assuming that i"w oG ~ 1) in eq. (611) where! y is the Hopf angular
frequency. Equating real and imaginary parts of the resultant yields ! y az a or
3
Ty 2 2 i1 |3

These local stability results tell us nothing about the global behavior when stability is
lost, but it is possible to characterize the global behaviorof a repressible operon with the
following

Theorem 23. [133, Theorem 4.1 & Theorem 4.2, Chapter 3] For a repressible open with
' given by eq.(311), de ne | 1 ;1. There is a globally attracting boxB Ry
de ned by

B yiyzys ixi i 123
such that the ow S is directed inward everywhere on the surface oB . Furthermore
there is a single steady statey B . If y is locally stable it is globally stable, but if
y is unstable then a generalization of the Poincare-Bendixsotheorem [133, Chapter 3]
implies the existence of a globally stable limit cycle i

Remark 24. There is no necessary connection between the Hopf period conipd from
the local stability analysis and the period of the globallytable limit cycle.

7 Bursting and Hybrid Models, a Review of Linked Models

We summarize here di erent models that appeared in the literdure and review the
analytic results available on these models. For most of thesmodels, these results concern
constant or linear reaction rates. All these models are linkd with the standard model we
present in section[®. We also introduce our labeling for thes models, that will be useful
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for naming them in section[9. Hence, capital lettersD (respectively C) refers for a discrete
(respectively continuous) state-space model; capital lgéers S (respectively B) stands for a
model that includes gene switching (respectively bursting. The number (1; 2; 3) refers to
the number of variables included in the model among mRNA, prdein or e ector molecules.
All variables and parameters are de ned through table[1.4. Below, the stochastic models
are stated using a stochastic equation formalism. AllY; are assumed to be independent
unit Poisson processes, and are related to the number of tingea given reaction res (see
part 0] subsection[6.2, remarK’). When we refer to the case ithe absence of regulation,
we mean that the three rate functionsky, ki and k; are taken constant equal to 1.

7.1 Discrete models with switch

This model is considered in sectiorh15, and takes into accourthe four steps described
in section[2, namely gene state Xo), MRNA (X1), protein (X2) and e ector molecules

(X3).

SD3

t t

Xo t Xo O Y1 alXos OkaX3S ds Y, ilxos 1kiX3S ds ;
%

Xyt X1 0 Y3 11 Xo s 1k1 X3 s ds Ya 1X1sds ;
% t 0

Xot X0 Ys >X1 sds Ye >Xo sds ;
% %

X3t X3 0 Y7 3X, s ds Yg 3X3sds :
0 0

Up to our knowledge, no one considered this model!

SD2 This model is more widely used, and consider three steps, nagly gene state Ky),
MRNA (X 1), protein (X>) (which coincide here with e ector molecules).

t t

Xot XoO Y1 alXos OkaXZS ds Y> ilxos 1kiX2$ dS;
%

Xyt X1 0 Y3 11 Xo s 1k1 X2 s ds Ya 1X1sds ;
% t 0

Xot X0 Ys >X1 sds Ye >Xo sds :
0 0

For a review of the behavior of this model without regulation, see[[74],[130],[110]. In_[102]
the author derived asymptotic expression of the moments (ad of the measure of noise)
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and used it to interpret various model behavior in di erent ki netic parameter range

a

Xo PXo 1 Pon

1

X1 Pon —
1

X 5 2

2
2
Xo 2 Pon
2 2
1 1 h) 1
X1 2 X1 Xo 21 a i
2 2
5 1 1 2 5 2 2 1 1
Xp 2 X2 X1 1 2 Xo 21 22 a i 1 a i 2

In particular, it can be seen from the expressions above, thasuch model typically present

higher uctuations than a single Poissonian model. Each sucessive steps brings a contri-
bution in the amount of noise (measured typically as variane@ over mean squared) of the
protein variable for instance.

SD1 This model consider a single variable among the gene produstto be either mMRNA
or protein. It has the great advantage to be analytically solable in the absence of non-
linearity.

t t
Xot Xo 0 Y1 alXos okaX]_S ds Yo ilxos 1kiX1$ ds ;
G 9
1
Xqt X1 0 Y3 11 Xo s 1k1 X1S ds Yaq 1X13dS .
0 0

The authors in [104] computed the analytical steady-state dstribution in the case without
regulation (ki;Kka; ki constant) and time-dependent moment dynamics, assuming tare's
no gene product at time O;

Xl t a 1 a1l e a it a 1 e 1t
a i1 a i a i 1 1 a i 1
2
lim %t a1 a l L
t a i 1 a i2 1 a i 1
gz 1Ficia;bz 1
b X1
e X1 Sa Ccj . .
bt —— ) 1! sFia ¢ ia ib;
P x1!. i a;

0
cc 1 Cc n 1

EX;X; 1 X; n 1 :
121 1 aa 1 a n 1

whereg z denotes the asymptotic moment generating function ofX 1, p,, its asymptotic
distribution and

a
1
1
b —
1
c -2
1
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Still in the case without regulation, the authors in [68] derived the time-dependent prob-
ability distribution (starting with zero mRNA)

gzt fit1Ficiabz 1 fot1F11 ¢ a2 abz 1

where
t
f,t F, c1 a be 121
bcl =z -t t 1
f2t meallFla C,l a, be 1Z

The authors in [63] and [112] extended the result for linear egulation (ki; ks constant
and kj X1 X1). All studies put in evidence that this model contains two main time
scales, namely the gene switching and the gene product birtand-death process, and that
the distribution of gene product can be seen as a superposith of Poisson distribution.
Roughly, when the two time scales are comparable, the probdility distribution exhibits a
bimodal behavior.

The authors in [126] present numerical simulations of the mdel with non-linear neg-
ative regulation.

7.2 Continuous models with switch

SC3 This model is the continuous analog of SD3.

t t

Xot Xo 0 Y1 alXos OkaX3S ds Y> ilxos 1kiX3S ds ;
0 0
X1t Ix,t 1 1K1 X3 1X1;
X2 2X1 2X2;
X3 3X2 3X3:

Here again, up to our knowledge, no-one considered this motle

SC2 This model is the continuous analog of SD2.
t t

Xot Xo 0 Y1 alXos OkaXQS ds Y> ilxos 1kiX2$ ds ;
0 0
Xyt Lyxot 1 1K1 X2 1X1;
X2 2X1 2X2:

The authors in [|13] considered this model and proved asymptic stability of the related
semi-group onL?, for continuous function k, and ki, and constant function k;. They used
a method based on the \Foguel Alternative". The authors in [87] considered numerical
simulation of this model with linear regulation (kg;k; constant and k; x» X>2)

SC1 This model is the continuous analog of SD1.

t t

Xot Xo 0 Y1 alXos OkaX]_S ds Yo ilXos 1kiX]_S ds ;
0 0

X1 t 1yxot 1 1K1 Xg 1X1:

The authors in [87] computed the steady-state distribution of this model with linear reg-
ulation (kg;k; constant and ki X3 X1)
—a 1 i
X1t L Xy
1

Ly, 1

pPx, Ae
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where A is a normalizing constant. The authors in [144] computed thesteady-state dis-

tribution of this model with non-linear regulation ( ki;k; constant andka x3 " 2
_an" 1 i X1 —a
Po At T oxg 1 Tl R
1 K
while with (ka;k; constantandki x; " %)
a g Kkt X K
Px, Axll = X1 11K 11 % LK
1 K

whereA is a normalizing constant. Each expression above can be uséal determine which
are the conditions for the steady-state distribution to exhibit bimodality.

7.3 Discrete models without switch

In these models, the gene is now assumed to stay active for dlmes.

D3 . .
Xpt X1 0 Y3 1k1 X3S ds Ya 1X13dS X
4 t O
Xot X2 0 Ys 2X1 sds Ye )Xo sds ;
4 4
X3t X3 0 Y7 3X, s ds Yg 3X3z sds :
0 0

Note that in the absence of regulation,X 1 is independent ofX »,X 3 and follows a one-
dimensional Markov-process, known as the immigration and dath process. Its asymptotic
distribution is Poissonian. For the whole system, up to our knowledge, no study reported
its asymptotic distribution (see the case for 2 variables bow). However, being an open
rst-order reaction network, with both conversion and catalytic reaction, the study of
Gadgil et al. [40] allows to derive time-dependent rst and sscond moment.

D2
t t

Xqt X1 0 Y3 1k1 X2 s ds Ya 1X1sds ;
4 e °

Xot X0 Ys >X1 sds Ye 2Xo sds :
0 0

In the absence of regulation, asymptotic moments are givenyp[142].

X1 1
1
X2 1 2
12
Var X; %
1
Var X, 129 2
12 1 2
Cov X1;X> 12
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A complete study of the asymptotic distribution is provided in [14], whose moment gen-
erating function is given by
y

X,y exp M 211 ; s 1ds x 1M2131 ; y 1
1

where

N|I\) l—‘||—\ I\J|H

From this expression, the authors in [14] derived asymptoi di erent behavior of the
marginal protein distribution, including Poisson, Neymann, negative Binomial, Gaussian
and Gamma distribution.

For the non-linear regulation case, the authors ini[142, 139140] used the linear noise
expansion and simulation to study the asymptotic and transient moment behavior with
respect to the regulation function. Their study show that negative regulation can increase
or decrease noise strength.

D1

t t
Xyt X1 0 Y3 1k1 X118 ds Yu 1X1$dS
0 0
The authors in [132] derived approximation of the time-depadent rst moments using
moment closure approximation, and successfully compared with experimental data of
the -repressor system. As a one-dimensional discrete Markovrain, its asymptotic dis-
tribution can also be derived.

7.4 Continuous models without switch

These models were the rst one introduced to model gene setkegulation.

C3
X1 1K1 X3 1X1;
X2 2X1 2X2;
X3 3X2 3X3:

This model was originally introduced by [48]. See subsectiold for a complete study of the
asymptotic behavior of this model.

C2
X1 1K1 X2 1X1;

X2 2X1 2X2:
In absence of regulation, the above system can be analytidal solved

1 1
X1t — x3,0 — e 1
1 1
1 2 1 2 1
Xo t X5 0 e 2 L, x;0 — Ft
1 2 1 2 1
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where
e 1t ¢ 2t if .
Et . 1 2;
te 2t if 1 2.
In the presence of positive regulation, this model has essgally similar asymptotic behav-
ior as the previous model C3. In the presence of negative retation, however, oscillations
are not present any more wherk; is a standard Hill function as in eq. (3.12).

C1
X1 1K1 X1 1X1:

In the presence of positive regulation, this model has essgally similar asymptotic behav-
ior as the previous model C3. In the presence of negative retation, however, oscillations
are not present any more wherk; is a standard Hill function as in eq. (3.12).

7.5 Discrete models with Bursting

We now turn to Bursting model. Below R is the counting process associated to the
number of times a bursting event happens. It is regulated by he e ector or protein
molecules.

BD2 This model can be obtained from SD2 or D3, upon a particular saling (see sec-

tion B).

t

Ro t Y 1k1 X2 s ds ;
0 t t
Xqt X1 0 Yo 1X1 sds 1Y 1 G 1.0 Ro s dRg s ;
0 i1 0
t t
Xot X0 Z4 >X1 sds Z> 2Xo s ds :
0 0
BD1
t
Ro t Y 1k1 X1 s ds ;
0 t t
Xt X710 Yo 1X1S ds |Y| 1 G 16 Ro s dRo S
0 i 0 0

The authors in [129] presented stationary and time-dependat probability distribution
whenk; is constant and the jump size a geometric random variable, onean parameterb.
1 bl ze' 1t a
1 bl z
a n b n1 be'! a o 1 b
n 1 a 1 b 1 p 2t moala mpeme

Xy, t abl et:
2¢ Xy t1 b be'?

gzt

Px, t

wherea —+ The authors in [4] computed the analytical stationary distribution for general
nonlinear regulation ki

Xlil i b

) poaxll kii b 1
X1 -
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7.6 Continuous models with Bursting

In continuous bursting model below, N ds;dz;dr stands for a Poisson random mea-
sure, of intensity dsh z dzdr where h is a probability density that gives the size of the
burst.

BC2 This model can be obtained from SC2 or BD2, upon a particular saling (see
section[9). We will consider its adiabatic reduction in subgction[9.3.

t t

X1t x1 0 1X1 S ds z1, |k, x»s N ds;dz;dr;
9 o 0 0
Xo t X2 0 oX1S ds X2 S ds:
0 0
BC1
t t
X1t x1 0 1X1 S ds z1, |k, x,s N ds;dz;dr:
0 00 O

The authors in [20] used this model without regulation to sucessfully t data from the
-galactosidase protein in E.Coli. The asymptotic distribution is the Gamma distribution

1 al

x b
X
P a

pX1 e

wherea X The authors in [39] computed the analytical expression of tle steady-state
distributions for non-linear regulation rate k;, and exponential bursting size of mearb.

kq z
P, Ax e *Pe? i dz

where A is a normalizing constant.

7.7 Models with both switching and Bursting

These models can be obtained from SD2.

SBD1
t t
Xot Xo 0 Y1 alXos okaX]_S ds Yo ilxos 1kiX1$ ds ;
0 0
t
Rot Y 11Xos 1k1 X118 dS;
0 t t
Xyt X1 0 Yo 1X1 sds iY; 1 G 1.0 Ro s dRg s :
0 i1 0

The authors in [129] presented stationary probability distribution when kg; ki; k1 are con-
stant, and the burst size is a geometric random variable of man b.

Px,



90 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability

where
a =
1
c -2
1
d i a
1
1
—a d
2
1
—a d
2
2 a d? 4ac
SBC1
t t
Xot Xo 0 Y1 alXos OkaX]_S ds Yo ilXos 1kiX]_S ds ;
0 0
t t
X1t x1 0 1X1 S ds zZ1, 1, . ;kixis N ds;dz;dr:
0 00 O 0

7.8 Hybrid discrete and continuous models
D1C1
X1t X1 0 Y3 E) 1K1 X2 s ds Ya I) 1X1sds ;
X2 2X1  2X2!

In the absence of regulation, the asymptotic characteristi function of the protein variable
X2 has been found to be ([14])

S
I s exp M 1;1 ;z dz
0

where

|\J||\) I—‘|H N|i—‘

This asymptotic expression include both the Gamma and Poissn distribution as limiting
behavior.

SD1C1
t t
Xot Xo 0 Y1 alXos OkaX]_S ds Yo ilXos 1kiX2S ds ;
%
Xyt X1 0 Y3 11X05 1k1 X2 S ds Ya 1X1sds ;
0 0
X2 2X1  2X2!

The author in [101] considered this model as an approximatin of the SD2 model, and
present moment calculation and numerical simulation of ths model.
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Obviously, di erent model can again be built with similar features, and the list above
is not exhaustive. Although not directly related to our work, we present in the next
paragraph di erent approach of modeling. Such modeling revew is intend to show the
variety of possible choices of modeling.

7.9 More detailed models and other approaches

We rst review more detailed models of single gene, then mode that take into account
other source of noise, and nally models with interaction béween genes.

In its Ph.D. thesis work, Jia [71] makes the review of the stadard model of gene expres-
sion and its di erent limiting behavior, in particular condi tion for occurrence of bursting.
Then he generalizes the model to consider non-exponential aiting time between burst
events, as well as non-geometric burst size distributionssee also Pedraza and Paulsson
[105]). He gives a speci ¢ example of model of post-transgstional regulation with small
MRNA (a di erent from but related molecule to mMRNA) that yield s non-geometric burst
size distribution. For other models taking into account pog-transcriptional regulation by
small MRNA, see Bose and Ghosh _[15], Gorban et al. [49] and fa review of biological
mechanisms of post-transcriptional regulation, see Storand Waters [136].

For models with more than two states of the promoter, see the neering work of
Tapaswi et al. [141]. Also, Blake et al. [11] used a model witHour promoter states to
reproduce faithfully the GAL system in prokaryotes. In agreement with data, the main
nding is that the level of noise in gene expression is hon-miotonic with respect to the
level of transcription e ciency. Coulon et al. [24] also considered a model with more than
two states for the promoter, and extensively studied the e e¢ of promoter transition on
noise strength on protein level.

For models at a much ner scale, that explicitly take into account dynamics of mMRNA
polymerase and complex formation, see Dublanche et al. [30lvhile for mMRNA polymerase
and ribosome dynamics see Kierzek et al. [78], Gorban et ak9]. A model that goes up to
the single-nucleotide level was proposed by Ribeira [116]For spatially extended model,
see Sagles et al.[[122].

In the standard model we consider here, we implicitly assumehat there is only one
\intrinsic" source of randomness. Indeed, the stochastidy in the model comes from the
random occurrences of the discrete events that constitute lie reaction network directly
linked to the single gene model (or its product) we study. Thee are obviously many other
sources of randomness that can in uence the stochasticityri the gene expression. Firstly,
the partitioning event at division is an evident source of randomness when we consider dis-
crete number of molecules. Daughter cells may have di erentiges, and each molecule then
has to\choose" between the two daughter cells. Common modehat include randomness
at partition consider a binomial partition law (see pioneering work of Berg [9], and more
recently Huh and Paulsson|[65]), which has been supported @erimentally [120,147]. Sec-
ondly, a lot of experimental and modeling approaches have faused on \extrinsic" sources
of noise, in particular since the experimental paper of Elowz et al. [34]. There, the
authors used two reporter genes (one with a red uorescencegne with a green uores-
cence), localized at very similar place in the genome, withte same promoter sequence,
and measured the uorescence level of these two genes in slageells. If there were only
extrinsic noise, all cells should have the same proportionfaed and green uorescence, at
di erent global intensities. The observed uctuations in th ese proportions from cell to cell
is attributed to the intrinsic noise. Lei [86] made a review d the di erent mathematical
formulations of extrinsic noise. Usually, the modeling of &trinsic noise includes uctua-
tions of kinetic parameter, especially of the gene regulatin function (see Rosenfeld et al.
[120] for experimental evidence), as a Gaussian colored rsai [133, 85] (with a Langevin
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formalism). Noise due to randomness in the repressor moleinumbers can also be seen
as an extrinsic noise. Ochab-marcinek and Tabaka [99] cordgr this source of noise and
show that it can be responsible for bistability (using similar geometric construction-based
proof as in our case, in sectiofil8). See also [30] for an expmental evidence that extrinsic
noise can have qualitative impact on the gene expression bataior.

For model with two genes in interaction see for instance the @neering work of Kepler
and Elston [77], followed by instance by|[87]. In such studypifurcation characterization
is of importance. Indeed, interaction of two genes has beenidely used to explain cell
di erentiation fate, where each gene codes for a protein thatis responsible of a particular
cell lineage. In case of bistability, each stable state themepresent a stable cell fate. See
for example [79,.117) 137] for recent models applied to indigtuals cell data. For larger
network, experiments and modeling has mostly focused on thquanti cation on the noise
strength of the gene expression level (also called variality), as an output of the model,
and as a function of the parameters and rate function or funcional motif, (see Cagatay
et al. [21]). Besides from extensive numerical simulationsthe di usion approximation of
the discrete model has been widely used, see for instanceJ16

Finally EI-Samad and Khammash [31], Karlebach and Shamir|[&] review other ap-
proaches of modeling of gene regulatory network, includingpoolean, probabilistic boolean,
petri nets, discrete, continuous and hybrid models, See atsthe review of [1] for piecewise
linear ordinary di erential equation and delayed di erentia tion equation approach. For
stochastic and delayed models, see Ribeiro [116], Galla 41

8 Specic Study of the One-Dimensional Bursting Model

We detail here the study of the one-dimensional bursting moel, either in a discrete
formalism (which is then a pure jump Markov process, subsedn [B.1) and in a continuous
formalism (which is a piecewise deterministic Markov proces, subsectiori812). For both
formalism, we will recall the construction of the stochastc process (and then its existence),
and study its long time behavior, using a semigroup formalis (see part[0 subsection 65).
Once asymptotic convergence has been proved, we study the glitative property of the in-
variant probability distribution. The advantage of the one -dimensional model is to possess
a probability distribution on the Gibb's form. By analogy to the deterministic modeling,
we will speak of a bifurcation when the number of modes of the mbability distribution
change (called P-bifurcation in the literature). This analogy allows a direct comparison
between bifurcation diagrams, and then to deduce the in uerce of the bursting produc-
tion on the qualitative dynamics of gene expression. Note tat such stochastic bifurcation
concept has been applied to empirical measurement data by B£], where the authors ob-
tained an experimental bifurcation diagram by controlling experimentally a parameter
and estimating the probability distribution for each param eter value. Up to now, our an-
alytic treatment is restricted to the case of exponential (a geometric in the discrete case)
jump distribution. This case is probably the most interesting however, as it is (up to our
knowledge) the only case measured experimentally (see [227,1111, 150]).

Finally, we show how can compute an explicit convergence ratowards the steady-state
measure in subsectiofi 815, and as a corollary of our study ohe asymptotic behavior of the
bursting model, we present in subsectioi 816 the inverse plidem to recover the regulation
function from the invariant density. This latter part is an o ngoing project, where we try to
collect experimental data to apply our theoretical study of the model. The inverse problem
may be very interesting in the sense that it permits to deducemolecular interactions that
governs the regulation function (see for instance section)3which are not easily observable
experimentally.
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Reaction Propensity | State change vector
Degradation n 1
Burst Production r h n r

Table 1.5: De nitions of the reactions, propensities and sate change vector from then
state in the discrete model. See text for more details.

The rst subsection will be the object of a future publication ([93]), and the second
one was published in 2011 ([91]).

8.1 Discrete variable model with bursting BD1

In this section we model the number of gene products in a cellsaa pure-jump Markov
processX Xt t o in the state spaceE 0;1;2;::: . Thus a Chapman{Kolmogorov
governs the probabilities dynamics. A general one-dimenehal bursting gene expression
model [129] (BD1, see subsectidn7.5) may be constructed aslbws: letn be the number of
gene products andP,, t Pr Xy n denote the probability for nding n gene products
inside the cell at a given time instant t. We shall include a loss n 1) and gain
(n  n k) of functionality processes in terms of the general rates, and |, respectively.
The step size assume the valuek 1;2;3;::: and is a random variable (independent of
the actual number of gene product) with probability mass function h, sothat |, ;hy 1
Therefore, the Chapman{Kolmogorov equation (or master equation) describing the time
evolution of the probabilities P, to have n gene products in a cell is an in nite set of
di erential equations

dP, :
dt n 1Pn 1 nPn hk n kPn « nPn; n 0;1;:::; (8-1)

k 1

where we use the convention that (,2 1 0. We supplement eq. [8.]1) with the initial

conditon P, O  vh,,n  0;1;:::, wherev Vo n o Tis a probability mass function
of the initial amount X of the gene product. We give existence and unigueness of stihns
of eq. (8.1) together with convergence to a stationary distibution.

We assume that

o O o O n O nhh 0 n 1,20 h, L (8.2)
n 1

The processX is the minimal pure jump Markov process with the jump rate function

"'n n n;n 0, and the jump transition kernel K given by
Oh; if j Ln 1
Kn n | 1 o hj; ifj Ln O h n (8.3)
0; otherwise n n

Firstly, we recall the construction of X. Let ¢ ¢ o, be a discrete time Markov chain in
the state spaceE  Z 0;1;::: with transition kernel K and let "¢ ¢ 1 be a sequence
of independent random variables exponentially distributed with mean 1. SetT, 0 and
de ne recursively the times of jumps of X as

Te Tk 1 ; k. Kk 12

k 1
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Starting from Xg o we have
Xt ki Tk t Te 1 k 0L,2:::;
so that the process is uniquely determined for alt T , where
T lim Ty;
I(l ks

is called the explosion time. If the explosion time is nite, we can add the point 1 to the
state space and we can seX; lfort T . The processX is called nonexplosiveif
P T lforalli E, whereP; is the law of the process starting fromXgy i.

We now rewrite eq. (8:1) as an abstract Cauchy problem in the pace!. We make
use of the results from|[145]. Letk be the transition operator on ! corresponding to K
denedasineq. (83). Forv vhn o !wehave Kv g v and

n

KV n Oh 1Vn 1 hk 1 O kVn k; N 1,201
Let us de ne the operator
Gu 'u K 'u for u u "+ "' Up

There is a substochastic semigroupP t ¢ on ! such that for each initial probability
mass functionv ! the equation

du
dt

has a nonnegative solutionu t which is given by u t Ptvfort O0and

Gu; t O uo0O v (8.4)

Ptv, Pp Xy mt T vj; n 01
i o
The processX is nonexplosive if and only if the semigroup P t ; ¢ is stochastic. Equiv-
alently, the generator of the semigroup P t ¢ is the closure of G; % . In that case
the solution ut of eqg. (8.4) is unique and it is a probability mass function fo eacht,
if v is such. In particular, if the operator K has a strictly positive xed point, then the
semigroup P t o is stochastic. Thus, we now look for xed points ofK .
The equation for the steady statep P, n o of eq. (81) is of the form

n

n 1P 1 nPn hk n kPh k  nPn O N 01 (8.5)
k 1

Observe that 1p; oPp and we can rewrite eq. [8.5) as

n 1

n 1Ph 1 nPn nPn hn k kP; N L2::::
k 0

Summing both sides and changing the order of summation, we dhin

l n

Pn 1 h; kPe; n o 0L (8.6)

nlko jnka1
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Thus given py eq. (8.6) uniquely determinesp . Consequently, there is one, and up to a
multiplicative constant only one, solution of eq. (8.5), and if p; 0 then p, 0 for all
n 1. Now, if

p, 1 and n n Pn ; (8.7)
n 0 n 0
thenp 1, Gp 0, andK 'p 'p , which implies the semigroup pt ¢ o is
stochastic. Thus, we have proved the following result.

Theorem 25. Assume condition eq.(8.2) and suppose thap Pn n o given by eq(8.6)
satis es eq. (87). Then for each initial probability mass functionv v, , o "+ eq. (1)
has a unique solution which is a probability mass function foeacht 0 and satis es

lim Ptvn, py O
t n 0

Next, we give su cient conditions for eq. (87) in the case when h is geometric
he 1 b k 1;2::0:; (8.8)
with b 0;1. Since
hj ok k;
j n k1
we obtain the following equation for p Phn o

pnl n bn_

n 0O1:::: 8.9
Pn n 1 ( )

Corollary 26. Suppose thath is geometric as in eq.(8.8). Then p Pn n o iS given by

" b
Pn P ——% o0 L2 (8.10)
k 1 k

In particular, if

im -2 1 b and Ilim —°" 1;
n n n n 1

then the conclusions of theoreni 25 hold.

Remark 27. [Bifurcation] The relation eq. (8.9) can be used to derive bifurcation property
in terms of number of modes of the steady-state distributioms a function of parameters.
The number of modes are indeed linked to the number of sign chga of

n n bn n 1:

Remark 28. Usually one would consider the functionality loss , as a degradation rate
with linear dependence om and the bursting rate , to characterize the regulation the sys-
tem is submitted to: external for independence om, positive (or negative) self interaction

for monotonically increasing (or decreasing) dependence ith n. The functional shape of
auto regulation is usually taken as a non-linear Hill functon, resulting on a quasi steady
state assumption of e ectors and/or repressors moleculesqee sectior B )

In the following examples we assume thah is geometric with parameterband n,
n 0, with 0. In all examples, the conditions of corollary[26 are satised. The
following examples are meant to show that analytical formuh may be found for a variety
of di erent jump rate function, all restricted to a geometric jump size distribution, however.



96 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability

Example 1 (Negative binomial). Suppose that , o n with o O 0. We have
n Ofor eachn. Plugging ¢ and g into eq. (8.10) gives

&nl 0 b n.

I
nt o b

Pn

Thusp lif and only if
b

In that case we obtain the negative binomial distribution

a

nl”p”l p% n 01:::;

Pn

where
p —: a

b ;
and a , is the Pochhammer symbol de ned by

a n
an —a aa la 2:::a n 1; apg L

This was previously obtained in|[129].

Example 2 (Mixture of logarithmic distribution) . Suppose that ¢ Oand , O for
n 1. Then

1
Pn po—o—wn; n 1,2:::;
which can be rewritten as
ok b
vz p t P M EEER R
The distribution "
po 0, pn nl b n 1,2:::;

is called a logarithmic distribution.
If we assume that , Ofor n m, then we obtain the following distribution

L n 1 ‘
Ph Po—y — k ; n O::;m;
nt b
and
1 ) o, n m;
pn pj a1 ’
j 0
where c and p, are such that
i m
c E and P pm% 1
j m 1 ] j 0
In particular, this type of distribution will be obtained if we take ¢ O, 0, and
o n; ifn 0 ;

n 0; otherwise
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Example 3. We now look at

1 Kln.
Ko Kln’

n

where 0;K:1 0;Kog 1. We nd that, for each n,

n bn bn a n a

n by '
where K 1 1
0
a5 ;a5 ;
by K, ' 2 2 2
and

ﬁ . 2 2 4
Ki b’ Kib °

SinceKy 1, we can nd a honnegative ,thusa, a; 0. Consequently, the stationary
distribution is of the form

1 alnaZnH-l

—; 0,1,
o Fiananbib b, i
where >F; is the Gauss's hypergeometric function
a1 n @ nXx"
2F1 ag;ap; by x —
. b n nl!

Example 4 (Generalized hypergeometric distributions) The generalized hypergeometric
function pFq is de ned to be the real analytical function onR given by the series expansion

agn:iil apn X",

. biniii bgnnt’

The negative binomial distribution in example[1 for the case fo 0 has the probability

generating functions  1Fg ai;bs 1Fp a;;b with a3 o b . The distribution obtained

in example[3 has the probability generating functios  ,F1 aj;ap;by;bs oF; aj;an;by;b.

Extending both of these examples we suppose that 0 is a rational function of n sat-
isfying

n bn n a:::n aq1b

n b::n by

Then p P, n o has the probability generating function of the form

0;1;,2;::::

Example 5. Consider , as a Hill function of the form

1 KN

. Ko KinN’

whereK 1; Kyp; Oand N 1. If his geometric and
lim o lim —— 1

n n n 1

then irrespective ofb there always existsp P, n o satisfying eq.(8.6).
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8.2 Continuous variable model with bursting BC1

In this section we consider a continuous state space versiaof the model presented in
section[8.1 (BC1, see subsection1.6), which is a piecewisetdrministic Markov process
Y Y: t o with values in E (0 where Y; denotes the amount of the gene product
in a cell at time t, t 0. We assume that protein molecules undergo the process of
degradation with rate that is interrupted at random times

1 to

occurring with intensity and both  and depend on the current amount of molecules.
At ty a random amount of protein molecules is produced, independaly of the current
number of proteins, so that the process changes froni;, to Yy, Vi, e,k 1,2:::,
where e ¢ 1 is a sequence of positive independent random variables witprobability
density function h, which are also independent ofYy. The time-dependent probability
density function u t;x is described by the continuous analog of the master equation

. - X
Ut£X Xl:(LX X U t;X X yutx yhydy (8.11)
0

with the initial probability density u O;x v x ;x O.
We assume that is a continuous function and that is a nonnegative measurable

function with being locally integrable on 0; and
dx X
X 0 forx O —_ : —dx : (8.12)
o X o X

for some 0. From eq. (812) it follows that the di erential equation
X t xt; x0 x G0
has a unigue solution which we denote by (x,t 0,x 0. For eachx 0 we have
tXx 0 ast and
t X y
sX ds ——dy ; ast
0 tX y

We now recall the construction of the minimal piecewise detaministic Markov process Y.
Let "¢ k 1 be asequence of independent random variables exponentialllistributed with

mean 1, which is also independent ofeg 1. Settg 0. For eachk 1;2;::: and given
Y. , the process evolves as

Y, ot t ty;
V. tote 1Yt 10 fko1 ks 813
! Yt €; t ( )

wheret, tx 1 tx and ty is a random variable such that
Proty tYy,, x 1 e o XdS oy

The random variable tyx can be de ned with the help of the exponentially distributed
random variable "y trough the equality in distribution

9%
"k sYt, , dS;
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which can be rewritten as

"« Q 4Yy . QY .

where the nonincreasing functionQ is given by

X

Q x A dy; (8.14)
x Y
and x , when the integral is nite or any x 0 otherwise. SinceY;, te Yt 19

we obtain the following stochastic recurrence equation for Yy, ¢ o
e QoY , " e k L2

where Q ! is the generalized inverse of), Q 1 r sup X : Q X r . Consequently,
Y: is de ned by eq. (8.13) forallt t , wheret limg  tg is the explosion time. As
in the discrete state space we can extend the state spade by adding the point 1 and
de ne Y; lfort t . Let Py be the law of the processY starting at Yo x and
denote by Ey the expectation with respect to Py.

Yy

Remark 29. Note that if Q O then the amount of the gene productY;, , o at the
jump times is a discrete time Markov process with transitionprobability function given by

K x;B kx;ydy;, B B 0 ;
B
where «
z
kxyy €% 1g, zhy Z—ZeQZdz; x;y O (8.15)
0
We rewrite eq. (8:11) as an abstract Cauchy problem in_?!
du
o Cu; uo v (8.16)
where the operator
X
Cu x u X U X X yux yhydy
dx 0

is de ned on the domain

D u L':u AC: u L Iim  xux 00 u L:
X

and u AC means that the function x X U x is absolutely continuous. From [90,
145] it follows that there is a substochastic semigroup P t ¢ on L' such that for
each initial density v D eq. (8.I6) has a nonnegative solutioru t which is given by
ut Ptvfort Oand

P Yy B;t t wvxdx Ptvxdx
0 B
for all Borel subsetsB of 0; . The semigroup P t ; o is stochastic if the transition
operator K on L1 with kernel k as in eq. [B:I5) has a strictly positive xed point. Let us

consider the case of the exponential bursting size
1
hy Be ybo oy o0 (8.17)

whereb 0.
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