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R�esum�e

De nombreux travaux r�ecents ont d�emontr�e l'importance d e la stochasticit�e dans l'ex-
pression des g�enes �a di��erentes �echelles. On passera tout d'abord en revue les principaux r�e-
sultats exp�erimentaux pour motiver l'�etude de mod�eles m ath�ematiques prenant en compte
des e�ets al�eatoires. On �etudiera ensuite deux mod�eles particuliers o�u les e�ets al�eatoires
induisent des comportements int�eressants, en lien avec des r�esultats exp�erimentaux : une
dynamique intermittente dans un mod�ele d'auto-r�egulati on de l'expression d'un g�ene ; et
l'�emergence d'h�et�erog�en�eit�e �a partir d'une popula tion homog�ene de prot�eines par modi�-
cation post-traductionnelle.

Dans le Chapitre I, nous avons �etudi�e le mod�ele standard d'expression des g�enes �a
trois variables : ADN, ARN messager et prot�eine. L'ADN peut être dans deux �etats, res-
pectivement \ON\ et \OFF\. La transcription (production d' ARN messagers) peut avoir
lieu uniquement dans l'�etat \ON\. La traduction (producti on de prot�eines) est propor-
tionnelle �a la quantit�e d'ARN messager. En�n la quantit�e de prot�eines peut r�eguler de
mani�ere non-lin�eaire les taux de production pr�ec�edent . Nous avons utilis�e des th�eor�emes
de convergence de processus stochastique pour mettre en �evidence di��erents r�egimes de
ce mod�ele. Nous avons ainsi prouv�e rigoureusement le ph�enom�ene de production intermit-
tente d'ARN messagers et/ou de prot�eines. Les mod�eles limites obtenues sont alors des
mod�eles hybrides, d�eterministes par morceaux avec sautsMarkoviens. Nous avons �etudi�e
le comportement en temps long de ces mod�eles et prouv�e la convergence vers des solutions
stationnaires. En�n, nous avons �etudi�e en d�etail un mod� ele r�eduit, calcul�e explicitement
la solution stationnaire, et �etudi�e le diagramme de bifur cation des densit�es stationnaires.
Ceci a permis 1) de mettre en �evidence l'inuence de la stochasticit�e en comparant aux
mod�eles d�eterministes ; 2) de donner en retour un moyen th�eorique d'estimer la fonction
de r�egulation par un probl�eme inverse.

Dans le Chapitre II, nous avons �etudi�e une version probabiliste du mod�ele d'agr�egation-
fragmentation. Cette version permet une d�e�nition de la nu cl�eation en accord avec les
mod�eles biologistes pour les maladies �a Prion. Pour �etudier la nucl�eation, nous avons
utilis�e une version stochastique du mod�ele de Becker-D•oring. Dans ce mod�ele, l'agr�egation
est r�eversible et se fait uniquement par attachement/d�et achement d'un monom�ere. Le
temps de nucl�eation est d�e�nit comme le premier temps o�u u n noyau (c'est-�a-dire un
agr�egat de taille �x�e, cette taille est un param�etre du mo d�ele) est form�e. Nous avons alors
caract�eris�e la loi du temps de nucl�eation dans ce mod�ele. La distribution de probabilit�e
du temps de nucl�eation peut prendre di��erente forme selon les valeurs de param�etres :
exponentielle, bimodale, ou de type Weibull. Concernant letemps moyen de nucl�eation,
nous avons mis en �evidence deux ph�enom�enes importants. D'une part, le temps moyen de
nucl�eation est une fonction non-monotone du param�etre cin�etique d'agr�egation. D'autre
part, selon la valeur des autres param�etres, le temps moyende nucl�eation peut d�ependre
fortement ou tr�es faiblement de la quantit�e initiale de mo nom�ere . Ces caract�erisations
sont importantes pour 1) expliquer des d�ependances tr�es faible en les conditions initiales,
observ�ees exp�erimentalement ; 2) d�eduire la valeur de certains param�etres d'observations
exp�erimentales. Cette �etude peut donc être appliqu�e �a des donn�ees biologiques. En�n,
concernant un mod�ele de polym�erisation-fragmentation, nous avons montr�e un th�eor�eme
limite d'un mod�ele purement discret vers un mod�ele hybrid e, qui peut-être plus utile pour
des simulations num�eriques, ainsi que pour une �etude th�eorique.
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Summary

The importance of stochasticity in gene expression has beenwidely shown recently. We
will �rst review the most important related work to motivate mathematical models that
takes into account stochastic e�ects. Then, we will study two particular models where sto-
chasticity induce interesting behavior, in accordance with experimental results : a bursting
dynamic in a self-regulating gene expression model ; and theemergence of heterogeneity
from a homogeneous pool of protein by post-translational modi�cation.

In Chapter I, we studied a standard gene expression model, atthree variables : DNA,
messenger RNA and protein. DNA can be in two distinct states,"ON\ and "OFF\. Trans-
cription (production of mRNA) can occur uniquely in the "ON\ state. Translation (pro-
duction of protein) is proportional to the quantity of mRNA. Then, the quantity of protein
can regulate in a non-linear fashion these production rates. We used convergence theorem
of stochastic processes to highlight di�erent behavior of this model. Hence, we rigorously
proved the bursting phenomena of mRNA and/or protein. Limit ing models are then hybrid
model, piecewise deterministic with Markovian jumps. We studied the long time behavior
of these models and proved convergence toward a stationary state. Finally, we studied in
detail a reduced model, explicitly calculated the stationary distribution and studied its
bifurcation diagram. Our two main results are 1) to highlight stochastic e�ects by compa-
rison with deterministic model ; 2) To give back a theoretical tool to estimate non-linear
regulation function through an inverse problem.

In Chapter II, we studied a probabilistic version of an aggregation-fragmentation mo-
del. This version allows a de�nition of nucleation in agreement with biological model for
Prion disease. To study the nucleation, we used a stochasticversion of the Becker-D•oring
model. In this model, aggregation is reversible and throughattachment/detachment of a
monomer. The nucleation time is de�ned as a waiting time for a nuclei (aggregate of a
�xed size, this size being a parameter of the model) to be formed. In this work, we charac-
terized the law of the nucleation time. The probability dist ribution of the nucleation time
can take various forms according parameter values : exponential, bimodal or Weibull. We
also highlight two important phenomena for the mean nucleation time. Firstly, the mean
nucleation time is a non-monotone function of the aggregation kinetic parameter. Secondly,
depending of parameter values, the mean nucleation time canbe strongly or very weakly
correlated with the initial quantity of monomer. These characterizations are important for
1) explaining weak dependence in initial condition observed experimentally ; 2) deducing
some parameter values from experimental observations. Hence, this study can be directly
applied to biological data. Finally, concerning a polymerization-fragmentation model, we
proved a convergence theorem of a purely discrete model to hybrid model, which may be
useful for numerical simulations as well as a theoretical study.
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Ensuite les amiEs, bien sûr, matheuSESx ou non-matheuSESxgratteux ou footeux, d�eboulonneuses
ou d�eboulonneurs, cyclistes ou v�elorutionnaires, dont faire la liste exhaustive me parâ�t risqu�e...Un
grand merci �a mon ami d'enfance Mathieu pour avoir suivi mon parcours avec beaucoup d'int�erêt ; �a
Simon (courage pour la r�edaction !) ; �a Pierre, Pierre-Adelin, Michael, Anne, Sandrine, Anne-Sandrine,
Aline, Xavier, Vincent, Laetitia que j'ai toujours autant d e plaisir �a revoir ; �a Delphine et Romain,
toujours enclin �a se faire une petite partie ; �a R�emi, Cath erine, Antoine, Aude, Laetitia avec qui on se
sent si bien ; �a Julien, Erwan, Thomas, Adriane, Marianne, Mohammed, JB, Am�elie, Micka•el, Alain,
pour tous les moments de d�etente au labo (et en dehors...) ; Kiki, Doudou et Carole pour la poutine
ou le meilleur...et �a touTEs ceLLESux que j'ai oubli�eEs !

Merci la famille, toujours pr�esente �a mes côt�es. Je vais pouvoir jouer davantage au tonton !
En�n un petit mot sp�ecial pour C�ecile. Merci pour tes sacri �ces, merci de m'avoir suivi �a travers

le monde, maintenant je pars sur les routes avec toi !



6



Table des mati�eres

0 Introduction G�en�erale 9
1 Biologie, Rappels Historiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 10
2 Mod�elisation Math�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3 R�esultats de Cette Th�ese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
5 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
6 �Etude Th�eorique de Mod�eles Stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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6.2 Châ�ne de Markov �a temps continu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
6.3 Processus de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.4 Processus de Markov d�eterministes par morceaux . . . . . .. . . . . 32
6.5 �Equation d'�evolution d'un PDMP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

7 Th�eor�emes Limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
7.1 R�eduction de mod�eles par s�eparation d'�echelles de temps . . . . . . 41
7.2 R�eduction par passage en grande population . . . . . . . . . .. . . 41

1 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability 49
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2 Standard Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.1 Background in molecular biology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.2 The operon concept . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.3 Synthetic network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.4 Prokaryotes vs Eukaryotes models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3 The Rate Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.1 Transcriptional rate in inducible regulation . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2 Transcriptional rate in repressible regulation . . . . . . . . . . . . . 64
3.3 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.4 Other rate functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4 Parameters and Time Scales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5 Discrete Version . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.1 Representation of the discrete model . . . . . . . . . . . . . . . .. . 72
5.2 Long time behavior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6 Continuous Version - Deterministic Operon Dynamics . . . . . . . . . . . . 74
6.1 No control (single attractive steady-state) . . . . . . . . . . . . . . . 76
6.2 Inducible regulation (single versus multiple steady states) . . . . . . 76
6.3 Repressible regulation (single steady-state versus oscillations) . . . . 82

7 Bursting and Hybrid Models, a Review of Linked Models . . . . . . . . . . 82
7.1 Discrete models with switch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
7.2 Continuous models with switch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
7.3 Discrete models without switch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

7



8 TABLE DES MATI �ERES

7.4 Continuous models without switch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
7.5 Discrete models with Bursting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
7.6 Continuous models with Bursting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
7.7 Models with both switching and Bursting . . . . . . . . . . . . . . . 89
7.8 Hybrid discrete and continuous models . . . . . . . . . . . . . . .. . 90
7.9 More detailed models and other approaches . . . . . . . . . . . .. . 91

8 Speci�c Study of the One-Dimensional Bursting Model . . . . . . . . . . . . 92
8.1 Discrete variable model with bursting BD1 . . . . . . . . . . . . . . 93
8.2 Continuous variable model with bursting BC1 . . . . . . . . . . . . . 98
8.3 Fluctuations in the degradation rate only . . . . . . . . . . . . . . . 112
8.4 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
8.5 Ergodicity and explicit convergence rate . . . . . . . . . . . . . . . . 114
8.6 Inverse problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

9 From One Model to Another . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
9.1 Limiting behavior of the switching model . . . . . . . . . . . . . . . 120
9.2 A bursting model from a two-dimensional discrete model .. . . . . 123
9.3 Adiabatic reduction in a bursting model . . . . . . . . . . . . . . . . 129
9.4 From discrete to continuous bursting model . . . . . . . . . . . . . . 152

2 Hybrid Models to Explain Protein Aggregation Variability 169
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

1.1 Biological background: what is the prion? . . . . . . . . . . . . . . . 171
1.2 The Lansbury's nucleation/polymerization theory . . . . . . . . . . 172
1.3 Experimental observations available . . . . . . . . . . . . . . .. . . 173
1.4 Observed Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
1.5 Literature review . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
1.6 Outline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

2 Formulation of the Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
2.1 Dynamical models of nucleation-polymerization . . . . . . . . . . . . 185
2.2 Misfolding process and time scale reduction . . . . . . . . . .. . . . 190

3 First Assembly Time in a Discrete Becker-D•oring model . . . . . . . . . . . 197
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
3.2 Formulation of the model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
3.3 Example and particular case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
3.4 Constant monomer formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
3.5 Irreversible limit ( q � 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
3.6 Slow detachment limit (0   q ! 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
3.7 Fast detachement limit (q Ñ 8 ) - Cycle approximation . . . . . . . 220
3.8 Fast detachment limit (q Ñ 8 ) - Queueing approximations . . . . . 223
3.9 Large initial monomer quantity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
3.10 Numerical results and analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 233
3.11 Application to prion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

4 Polymer Under Flow, From Discrete to Continuous Models . . . . . . . . . 240
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
4.2 An individual and discrete length approach . . . . . . . . . . . . . . 245
4.3 Some necessary comments on the model . . . . . . . . . . . . . . . . 250
4.4 The measure-valued stochastic process . . . . . . . . . . . . . .. . . 251
4.5 Scaling equations and the limit problem . . . . . . . . . . . . . . . . 261
4.6 Convergence theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269



Chapitre 0

Introduction G�en�erale

9



10 Introduction G�en�erale

1 Biologie, Rappels Historiques

La d�ecouverte de ph�enom�enes al�eatoires en biologie estrelativement r�ecente, contrai-
rement �a d'autres domaines comme la physique ou la chimie. En biologie mol�eculaire plus
particuli�erement, une vision d�eterministe (proche du < d�eterminisme Laplacien >) pr�e-
valait il y a encore quelques ann�ees. En t�emoigne par exemple l'inuent livre d'Erwin
Schr•odinger, What is Life ([75], 1944), (voir aussi [80]) pour qui l'ordre macroscopique
d'un organisme vivant provient d'un même ordre microscopique de ses constituants. Du-
rant un demi-si�ecle, ces id�ees ont �et�e dominantes en biologie. Cette vision d�eterministe
en fait un domaine distinct de la physique, o�u la notion d'ordre �a partir du d�esordre est
connue depuis longtemps (notamment grâce �a Ludwig Boltzmann, James Clerk Maxwell,
et la th�eorie cin�etique des gaz, dans la deuxi�eme moiti�e du 19e si�ecle, et plus g�en�eralement
par les approches de la physique statistique). Il faut bien voir que les ordres de grandeur
sont aussi radicalement di��erents. Dans un volume de gaz macroscopique |une mole|, il
y a de l'ordre de 6:1023 mol�ecules (nombre d'Avogadro). Si le nombre de cellules dans l'or-
ganisme humain est estim�e �a environ 1014, certaines entit�es biochimiques ne sont pr�esentes
que par centaines voir dizaines de copies dans une cellule !

Depuis la d�ecouverte de l'ADN et de son information g�en�et ique par James Watson,
Maurice Wilkins et Francis Crick (1962) et depuis les travaux de Jacques Monod, Fran-
�cois Jacob et Andr�e Lwo� (1965) sur l'ARN messager et la not ion d'op�erons, la vision
dominante en biologie mol�eculaire est une vision m�ecaniste (voir par exemple [49]). Toute
l'information dans un organisme est contenue dans les g�enes, qui la transmettent via une s�e-
rie (complexe) de r�eactions biochimiques �a certaines prot�eines, qui vont �a leur tour donner
des fonctions aux cellules. Cette vision est �a la base de ce qu'on appelle la< cybern�etique >,
th�eorie initi�ee par Norbert Wiener (voir par exemple [46] ).

Les r�ecents progr�es spectaculaires des m�ethodes et technologies exp�erimentales ont ac-
cumul�e les preuves que la perception m�ecaniste des ph�enom�enes biologiques ne s'accorde
plus aux observations exp�erimentales. Parmi les r�ecentes technologies disponibles, on peut
citer la PCR (r�eaction en châ�ne par polym�erase |Polymer ase Chain Reaction| qui per-
met notamment de multiplier des fragments d'ADN pour les �etudier), les puces d'ADN
(qui permettent de mesurer les niveaux d'expression d'un grand nombre de g�enes simulta-
n�ement), les nombreuses techniques d'observation et de d�etection de mol�ecules dans une
cellule (voir par exemple [70]), ainsi que de leur dynamiqueet structure spatiales (via no-
tamment la spectroscopie de r�esonance magn�etique nucl�eaire, voir par exemple [13]). Ces
technologies ont, entre autres, permis d'�etudier les s�equences de g�enes (avec par exemple
le Human Genome Project (1) ), les niveaux d'expression des g�enes et les interactions entre
prot�eines.

Parmi les exp�eriences marquantes qui donnent de moins en moins d'importance �a
l'entit�e < g�ene > et de plus en plus aux interactions avec l'environnement (int�erieur et
ext�erieur �a la cellule), on peut citer l'exp�erience d'El owitz et al. [28]. Ces auteurs observent
l'expression de deux g�enes< identiques>, situ�es �a des endroits similaires dans le g�enome
d'une bact�erie (en fait, l'ADN d'une bact�erie �etant circ ulaire, ils ont plac�e les deux g�enes de
mani�ere sym�etrique par rapport �a l'origine de r�eplicat ion). Ces deux g�enes codent pour des
prot�eines uorescentes que l'on peut distinguer. En observant une population de cellules
clones, mais avec des mesures sur cellule unique, ils ont misen �evidence que les niveaux
d'expression de ces g�enes varient consid�erablement d'une cellule �a l'autre et �a l'int�erieur
d'une même cellule (voir �gure 1). Cette exp�erience, et denombreuses autres, ont d�emontr�e
les e�ets stochastiques de l'expression des g�enes. Ce ph�enom�ene a boulevers�e le domaine
de la biologie mol�eculaire. On peut citer notamment Ehrenberg et al. [26] :

1. http ://www.ornl.gov/sci/techresources/Human Genome/home.shtml
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Figure 1: Observation exp�erimentale de population de bact�eries. Image tir�ee de [27].
Le niveau de deux prot�eines uorescentes (verte et rouge) est observ�e en simultan�e dans
chaque cellule. Les deux prot�eines sont exprim�ees par desg�enes qui poss�edent la même
s�equence d'initiation, et qui sont situ�es dans des endroits similaires du g�enome. Cette
exp�erience d�emontre que les e�ets de l'environnement sontprimordiaux.

There is a revolution occurring in the biological sciences

ou Paldi [66] :

Is it possible that in biology also, just as in the physical world, macroscopic
order is based on the stochastic disorder of its elementary constituents ?

La pr�ecision des exp�eriences permet de quanti�er la variabilit�e dans l'expression des g�enes.
Une mod�elisation probabiliste est donc ad�equate pour interpr�eter au mieux les exp�eriences.
Notre contribution dans l'�etude d'un mod�ele d'expressio n des g�enes va dans ce sens (Cha-
pitre 1). Au-del�a de la quanti�cation de la stochasticit�e de l'expression des g�enes, beaucoup
de questions biologiques restent en suspens. En particulier, beaucoup de biologistes se de-
mandent si l'al�eatoire dans l'expression des g�enes a une fonction propre, ou au contraire
est < inutile mais in�evitable > (voir par exemple [27]). Il n'est pas sûr que la mod�elisa-
tion math�ematique puisse r�epondre �a cette question. En r evanche, beaucoup de questions
concernent �egalement les phases du d�eveloppement des organismes et de la di��erenciation
cellulaire. Certains auteurs ont propos�e des th�eories< Darwiniennes> pour le d�eveloppe-
ment (au niveau du ph�enotype (quelles prot�eines sont exprim�ees) plutôt que du g�enotype
(quels g�enes ou all�eles sont pr�esents), voir par exemplele travail de Kupiec et al. [47, 48].
Des mod�eles math�ematiques < d'�evolution >, �a l'�echelle cellulaire, pourrait probablement
apporter une meilleure compr�ehension des ph�enom�enes dedi��erenciation cellulaire.

Une autre d�ecouverte importante en biologie mol�eculaire a �et�e la mise en �evidence
d'�el�ements pathog�enes de nature prot�eique. Les maladies li�ees �a ces �el�ements sont appe-
l�ees les maladies �a prion. Elles peuvent être transmissibles ou sporadiques, mais ne font
pas intervenir de virus, de bact�eries ou de mutation de g�enes. S'il y a encore de nombreux
d�ebats �a ce sujet, l'hypoth�ese la plus r�epandue actuell ement est que les maladies �a prion
font intervenir uniquement une prot�eine (appel�ee prion) qui, lorsqu'elle change de confor-
mation et s'agr�ege, devient pathog�ene. Cette hypoth�ese a d'abord �et�e avanc�ee par Gri�th
[35] en 1967, puis prouv�ee par Prusiner [69] en 1982. Depuis, de nombreuses exp�eriences
ont �et�e r�ealis�ees pour �etudier la dynamique d'agr�ega tion de cette prot�eine, qui est une
�etape cl�e pour l'apparition de la maladie. Ces exp�eriences peuvent être r�ealis�ees in vivo
(�a l'int�erieur de cellules) ou in vitro (dans des tubes �a essai) (voir par exemple Liautard
et al. [54]). Une curiosit�e de ces exp�eriences est la grande variabilit�e des r�esultats obtenus,
tant au niveau de la dynamique d'agr�egation (temps d'apparition de grands polym�eres,
rapidit�e de la vitesse d'agr�egation, voir �gure 2) que de l a structure obtenue �a la �n de
l'exp�erience (structure spatiale, propri�et�es physiqu es des polym�eres). L�a encore, une mo-
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Figure 2: R�esultats d'exp�eriences d'agr�egation de prot�eines prion, obtenus dans les mêmes
conditions exp�erimentales et avec la même condition initiale. Les donn�ees de ces exp�e-
riences sont tir�ees de [54].

d�elisation probabiliste semble donc ad�equate pour prendre en compte cette variabilit�e,
et tenter d'expliquer les ph�enom�enes sous-jacents. Notre contribution dans l'�etude d'un
mod�ele d'agr�egation-fragmentation de prot�eines va dans ce sens (Chapitre 2).

2 Mod�elisation Math�ematique

C'est dans ce contexte de d�ecouverte de m�ecanismes al�eatoires en biologie que s'ins-
crivent mes travaux de th�ese. La mod�elisation math�emati que en biologie est un domaine
relativement r�ecent, qui a d'abord concern�e surtout la dy namique des populations. Que
ce soit en dynamique des populations, ou dans les mod�eles der�eactions biochimiques, la
mod�elisation math�ematique apporte une approche qualitative et quantitative. Dans les
mod�eles de r�eactions biochimiques, la loi d'action de masse permet de repr�esenter la dy-
namique d'un ensemble d'entit�es biochimiques, interagissant via des r�eactions cin�etiques,
sous forme d'un syst�eme d'�equations di��erentielles ord inaires. Une �etude qualitative de ces
�equations (comportement en temps long, �etats d'�equilib re, bifurcations...) permet alors de
comprendre le comportement global du syst�eme, et de valider ou non le mod�ele en fonction
des observations exp�erimentales. L'approche quantitative consiste �a estimer les valeurs de
certains param�etres, ou de variables non observables, soit grâce �a une r�esolution explicite
des �equations, soit �a l'aide de simulations num�eriques. Dans le contexte des mod�eles d'ex-
pression des g�enes, le travail de Goodwin [34], rendu rigoureux math�ematiquement peu
apr�es [36, 37, 65, 76, 84], est un exemple important. Cette s�erie de travaux a montr�e que
le niveau d'expression d'un g�ene pouvait pr�esenter un caract�ere monostable, bistable ou
oscillant suivant les hypoth�eses de r�egulation. Dans le contexte des mod�eles d'agr�egation
de prot�eines, plus particuli�erement le mod�ele de Becker-D•oring [11], les travaux de [4]
illustrent �egalement l'approche quantitative, en montra nt les propri�et�es asymptotiques du
mod�ele (convergence vers un �etat d'�equilibre, ou explosion, en fonction de la condition ini-
tiale et des param�etres). Pour une revue r�ecente des techniques utilis�ees pour les mod�eles
d�eterministes de r�eactions chimiques, voir Othmer and Lee [64].

D�es 1940, le biophysicien Max Delbr•uck a d�emontr�e que le faible nombre de mol�ecules
enzymatiques dans une cellule pouvait donner lieu �a de grandes uctuations d'entit�es bio-
chimiques �a l'int�erieur d'une cellule, et avoir des impacts importants sur la physiologie des
cellules. Ces id�ees ont �et�e largement utilis�ees pour �etudier des mod�eles de r�eactions chi-
miques et caract�eriser les uctuations possibles [77]. Bartholomay [9] a �etabli une analogie
entre ces mod�eles et les mod�eles de naissance et de mort en th�eorie des probabilit�es. Mc-
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Quarrie [56] a r�esum�e les r�esultats analytiques connus,pour les r�eactions uni-mol�eculaires
principalement (voir aussi les r�ecentes contributions de[32],[3]). L'approche classique tra-
duit l'�evolution temporelle des entit�es chimiques en un syst�eme d'�equations sur la proba-
bilit�e de trouver tel �etat du syst�eme au temps t (�equation mâ�tresse). Ces �equations �etant
g�en�eralement compliqu�ees, on cherche en g�en�eral uniquement �a r�esoudre les deux pre-
miers moments (moyenne et variance) pour quanti�er les uctuations. Une autre approche
concerne les processus stochastiques qui d�ecrivent l'�evolution temporelle du nombre de
mol�ecules. Dans les mod�eles biochimiques, les processusstochastiques sont des processus
de saut. Les �equations stochastiques peuvent ainsi s'�ecrire �a l'aide de processus de Poisson
standards. �A chaque r�eaction chimique du type

� 1A1 � � 2A2 � � � � � � nAn é � 1A1 � � 2A2 � � � � � � nAn ;

on associe un processus de saut d'intensit�e�
�

p X A 1 ; X A 2 ; � � � ; X A n q et de saut X A i ÞÑ

X A i � p � i � � i q pour la r�eaction directe, et d'intensit�e �
�

p X A 1 ; X A 2 ; � � � ; X A n q et de saut
X A i ÞÑ X A i � p � i � � i q pour la r�eaction inverse, o�u X A i est le nombre de mol�ecules de
type A i . Un choix usuel pour l'intensit�e des r�eactions est donn�e par la loi d'action de
masse. L'intensit�e d�epend alors du nombre de rencontres de mol�ecules, donc du nombre de
� i -uplets que l'on peut former avecX A i mol�ecules. Pour la r�eaction directe, par exemple,
on aurait

�
�

p X A 1 ; X A 2 ; � � � ; X A n q � k
n

¹

i � 1

f p � i ; X A i q ;

o�u, pour � � 0, f p �; X q � 1, et pour tout � P N � ,

f p �; X q �

X p X � 1q � � � p X � � � 1q

� !
;

et k repr�esente la constante de vitesse de r�eaction (qui peut d�ependre du volume, de la
temp�erature, etc.).

Exemple 1. Donnons un exemple simple, constitu�e des r�eactions

A � A
k �

1
ÝÝá

âÝÝ

k �

1

B

A ÝÑ

k2
H :

La premi�ere r�eaction est une transformation de deux mol�e culesA pour donner une mol�e-
cule B . La deuxi�eme r�eaction est une r�eaction de d�egradation. L'�evolution du nombre de
mol�ecules p X A ; X B q est donn�ee d'apr�es la loi d'action de masse par le syst�emed'�equations
di��erentielles stochastiques suivant :

$

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

%

X A p t q � X A p 0q � 2Y1

�

» t

0

k �

1

2
X A p sqp X A p sq � 1q ds

	

� 2Y2

�

» t

0
k �

1 X B p sq ds
	

� Y3

�

» t

0
k2X A p sq ds

	

;

X B p t q � X B p 0q � 2Y1

�

» t

0

k �

1

2
X A p sqp X A p sq � 1q ds

	

� 2Y2

�

» t

0
k �

1 X B p sq ds
	

;

o�u les Yi , i � 1; 2; 3, sont des processus de Poisson standards ind�ependants associ�es �a
chaque r�eaction.
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Revenons au cas g�en�eral. Si on noteX le vecteur des quantit�es de mol�ecules dans le
syst�eme, � i p X q l'intensit�e de la r�eaction i , et � i , � i les vecteurs de st�chiom�etrie associ�es
�a la r�eaction i , l'�evolution du syst�eme se d�ecrit par :

X p t q � X p 0q �

¸

i

p � i � � i q Yi

�

» t

0
� i p X p sqq ds

	

:

Remarque 1. Les hypoth�eses physiques sous-jacentes d'une telle approche sont :
{ une di�usion rapide,
{ un syst�eme bien m�elang�e,
{ l'absence de corr�elation entre les positions des mol�ecules ou entre les r�eactions.

Nous utiliserons au cours de cette th�ese ce formalisme pourd�ecrire nos mod�eles (voir
section 3). Notre but sera alors d'obtenir une caract�erisation qualitative et quantitative des
mod�eles. En particulier, on s'int�eressera aux comportements en temps long (convergence
vers un �etat d'�equilibre), et �a la recherche de solutions analytiques, exactes ou approch�ees.
Cette approche nous permettra en retour de pouvoir exploiter des donn�ees exp�erimentales.

Dans la suite de cette introduction, on pr�esente plus pr�ecis�ement les travaux de cette
th�ese (section 3), et les perspectives (section 4). Dans laderni�ere partie, on introduit les
di��erents outils math�ematiques sur les processus Markoviens que l'on a utilis�es, principa-
lement des r�esultats de stabilit�e (section 6) et des th�eor�emes limites (section 7), utilisant
des formalismes de semi-groupes et de martingales.

3 R�esultats de Cette Th�ese

Au cours de cette th�ese, nous �etudions deux mod�eles probabilistes appliqu�es �a la biolo-
gie mol�eculaire. Bien que faisant partie du même domaine d'application, ces deux mod�eles
sont assez distincts, et seront donc pr�esent�es s�epar�ement. Le premier mod�ele est un mod�ele
d'expression des g�enes, et a �et�e principalement �etudi�e lors de mes s�ejours (deux fois six
mois) �a l'Universit�e McGill, �a Montr�eal (Qc, Canada), s ous la direction de Michael C.
Mackey. Le deuxi�eme mod�ele est un mod�ele d'agr�egation de prot�eines, et a �et�e principale-
ment �etudi�e �a l'Universit�e Lyon 1, sous la direction de L aurent Pujo-Menjouet. Les deux
�etudes font cependant intervenir des outils communs d'analyse math�ematique de mod�eles
probabilistes (voir sections 6 et 7).

Dans le Chapitre I, nous �etudions le mod�ele standard d'expression des g�enes, �a trois
�etapes : ADN, ARN messager et prot�eines. L'ADN peut être dans deux �etats, respective-
ment < ON > et < OFF >. La transcription (production d'ARN messager) peut avoir l ieu
uniquement lorsque l'ADN est dans l'�etat < ON >. La traduction (production de prot�eine)
est proportionnelle �a la quantit�e d'ARN messager. En�n la quantit�e de prot�eines peut r�egu-
ler de mani�ere non lin�eaire les taux de production pr�ec�e dent. La version < deterministe >,
sous forme de syst�eme d'�equations di��erentielles ordinaires, mod�elisant les concentrations
des esp�eces biochimiques, a �et�e �etudi�ee dans les ann�ees 60. On connait maintenant pr�e-
cis�ement les comportements en temps long en fonction des param�etres du mod�ele. En
particulier, on sait que si la r�egulation est positive, et su�samment non lin�eaire, il y a
une bifurcation fourche. Le syst�eme peut avoir deux �etats d'�equilibres stables. Lorsque
la r�egulation est n�egative, et su�samment non lin�eaire, il y a une bifurcation de Hopf.
Le syst�eme peut avoir des oscillations stables. Nous avons�etudi�e une version < stochas-
tique > de ce mod�ele, sous forme d'une châ�ne de Markov en temps continu. La di�cult�e
de ce mod�ele est due au fait que certains taux de saut de la cha�̂ne de Markov sont non
lin�eaires, ce qui rend l'analyse math�ematique plus d�eli cate. Tout d'abord, nous d�erivons
les cin�etiques de Michaelis-Menten et de Hill, dans le formalisme des processus de saut,
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en utilisant des techniques de moyennisation. Ensuite nousdonnons des conditions< rai-
sonnables> pour que la châ�ne de Markov soit exponentiellement ergodique, en utilisant
les crit�eres de stabilit�e usuels. Pour �etudier quantita tivement le mod�ele, nous utilisons une
version r�eduite du mod�ele, en dimension 1, et avec une production intermittente ( bursting,
ce ph�enom�ene a �et�e bien caract�eris�e exp�erimentalem ent). Ce mod�ele peut-être vu comme
un mod�ele Markovien d�eterministe par morceaux. Nous donnons ici des conditions pr�e-
cises pour la convergence asymptotique vers un �etat stationnaire que l'on peut calculer
explicitement dans certains cas. Cette r�esolution explicite nous permet d'abord d'�etudier
les P-bifurcations (nombre de modes (maxima) de la densit�estationnaire) et de comparer
ainsi les diagrammes de bifurcations du mod�ele stochastique avec celui du mod�ele d�eter-
ministe. Nous mettons notamment en �evidence des ph�enom�enes relativement g�en�eraux, de
bifurcation avanc�ee et �elargie pour l'apparition de deux modes sur la densit�e stationnaire.
Cette �etude du comportement en temps long nous permet �egalement de nous int�eresser
au probl�eme inverse : �a partir d'une densit�e de probabili t�e mesur�ee exp�erimentalement,
retrouver la fonction de r�egulation tout enti�ere (et pas s eulement la valeur d'un para-
m�etre). Le traitement de donn�ees existantes et adapt�ees �a notre mod�ele est en cours de
r�ealisation. En�n, pour compl�eter l'�etude de ce mod�ele , nous montrons rigoureusement,
par des techniques de convergence de processus stochastiques, le passage du mod�ele initial
au mod�ele r�eduit. En e�ectuant une mise �a l'�echelle, r�ea liste du point de vue biologique,
nous obtenons ainsi une convergence en loi vers le mod�ele limite, ce qui donne les condi-
tions sur les param�etres pour observer le ph�enom�ene de production intermittente d'ARN
messagers ou de prot�eines.

Dans le Chapitre II, nous �etudions une version stochastique du mod�ele d'agr�egation-
fragmentation de polym�eres. Dans un premier temps, nous regardons le mod�ele sans frag-
mentation, de Becker-D•oring, pour mod�eliser le ph�enom�ene de nucl�eation dans le processus
d'agr�egation des prot�eines prion. La nucl�eation est le passage d'un �etat d�efavorable (ther-
modynamiquement) pour l'agr�egation �a un �etat favorable . La caract�erisation quantitative
de cette �etape est donc essentielle pour comprendre la dynamique d'agr�egation des pro-
t�eines. La version stochastique du mod�ele de Becker-D•oring permet une d�e�nition de la
nucl�eation en accord avec les mod�eles biologistes pour les maladies �a prion : le temps d'ap-
parition du premier agr�egat de taille su�sante. Ces prot�e ines ont une conformation telle
que, en-dessous d'une certaine taille, les agr�egats ne sont pas stables, alors qu'au-dessus
d'une certaine taille, ils deviennent stables. La taille critique correspond �a la taille du
noyau. Nous caract�erisons alors la distribution des tempsde nucl�eation dans les mod�eles
d'agr�egation de prot�eines, en utilisant la th�eorie des t emps de passage pour les châ�nes de
Markov. La di�cult�e de ce mod�ele r�eside dans la grande tai lle de l'espace des �etats de la
châ�ne de Markov. Nous avons alors mis en �evidence plusieurs approximations analytiques,
valables dans di��erentes r�egions de param�etres. Nous avons valid�e ces approximations �a
l'aide de simulations num�eriques de la châ�ne de Markov. Le comportement du temps de
nucl�eation a alors des propri�et�es �a priori contre-intu itives. D'une part, il d�epend de ma-
ni�ere non-monotone avec les param�etres cin�etiques d'agr�egation du mod�ele. D'autre part,
dans une certaine r�egion de param�etre, il d�epend tr�es faiblement de la quantit�e initiale de
prot�eines. Le ph�enom�ene de nucl�eation �etant un ph�eno m�ene tr�es r�epandu en biophysique,
ces r�esultats peuvent avoir un impact important (la d�eriv ation de lois d'�echelles permet
d'�eviter un grand nombre de simulations, et une analyse plus rapide et plus simple de
mod�eles li�es). Pour le mod�ele particulier de l'agr�egat ion des prot�eines prion, il permet une
�etude quantitative des observations exp�erimentales (qui reste �a faire).
Dans un deuxi�eme temps, nous �etudions un mod�ele de polym�erisation-fragmentation, en
pr�esence de grands polym�eres d�ej�a form�es (plus grandsque la taille du noyau). Cependant,
sous sa forme discr�ete, au vu du grand nombre de prot�eines et des di��erences d'�echelles de
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temps entre la polym�erisation et la fragmentation, il n'est pas tr�es adapt�e �a une approche
quantitative. Nous e�ectuons alors une mise �a l'�echelle, pour obtenir un mod�ele limite o�u
la polym�erisation est d�eterministe (donn�e par une d�eri ve), et la fragmentation est repr�e-
sent�ee par un processus de saut. Dans ce mod�ele limite, lesprot�eines non agr�eg�ees sont
repr�esent�ees par une variable continue, et le nombre de polym�eres est discret. Ce mod�ele
permet de prendre en compte la variabilit�e de la vitesse de polym�erisation observ�ee ex-
p�erimentalement. Sous une forme simple, ce mod�ele est un processus de branchement. En
g�en�eral, c'est un mod�ele individu-centr�e avec une comp�etition indirecte entre les individus.
En�n, lorsque les deux r�egimes sont mis bout �a bout, la nucl�eation puis la polym�erisation-
fragmentation, ce mod�ele< hybride > peut facilement incorporer un ph�enom�ene r�ecemment
observ�e exp�erimentalement : la possibilit�e d'appariti on de di��erentes structures de poly-
m�eres. L'hypoth�ese biologique sous-jacente est que la prot�eine prion peut se pr�esenter sous
di��erentes conformations spatiales, et m�ene ainsi �a des agr�egats de structure spatiale dif-
f�erente. Ces di��erents polym�eres ont des dynamiques de polym�erisation et fragmentation
propres �a leur structure. Notre approche quantitative peut alors aider �a l'identi�cation
des di��erents param�etres de polym�erisation et fragment ation, et con�rmer (ou donner un
poids suppl�ementaire �a) l'hypoth�ese biologique.

4 Perspectives

Du point de vue de la mod�elisation en biologie, les �etudes des deux mod�eles que j'ai me-
n�ees permettent une approche quantitative des donn�ees exp�erimentales. Le traitement des
donn�ees et l'application de mes r�esultats par confrontation avec des donn�ees exp�erimen-
tales est encore �a �naliser. Pour le mod�ele d'expression des g�enes, la possibilit�e de trouver
la fonction de r�egulation �a partir de la densit�e stationn aire (et de la mesure d'autres para-
m�etres) devrait int�eresser des biologistes exp�erimentaux. Cela permet en e�et d'�etudier les
interactions pr�ecises entre les prot�eines et les mol�ecules d'activation du g�ene, qui peuvent
notamment être modi��ees exp�erimentalement par des modi�cations chimiques. Le traite-
ment de donn�ees existantes est en cours. Pour le mod�ele d'agr�egation des prot�eines prion,
la possibilit�e de prendre en compte la variabilit�e et l'�e mergence de di��erentes structures de
polym�eres dans un même mod�ele permet de r�einterpr�eter un certain nombre de r�esultats
exp�erimentaux.

Au cours de ce travail, j'ai d�emontr�e des th�eor�emes de convergence pour certains mo-
d�eles Markoviens, en utilisant les techniques classiquesde martingales. Les th�eor�emes
limites obtenus au chapitre I et au chapitre II sont inhabituels dans le sens o�u le mod�ele
limite est un processus hybride, mêlant un comportement d�eterministe et un comporte-
ment stochastique. Les approximations de second ordre pources limites sont int�eressantes
�a regarder. Pour le mod�ele d'expression des g�enes en particulier, la caract�erisation des
uctuations autour du mod�ele limite permettrait une meill eure approximation du mod�ele
initial.

Une premi�ere extension, pour le mod�ele d'expression des g�enes, serait d'�etudier le mo-
d�ele avec switch (ON-OFF) et avec production intermittente (bursting). Ces ph�enom�en es
ont �et�e bien �etudi�es s�epar�ement, mais jamais (�a ma co nnaissance) ensemble. Une �etude
qualitative et quantitative pr�esenterait un int�erêt no n n�egligeable. En particulier, dans ce
mod�ele, les temps entre production ne sont pas exponentiels (lors que le syst�eme est dans
l'�etat OFF, il faut au moins deux �etapes pour obtenir un �ev �enement de production). Ceci
peut en faire un mod�ele plus r�ealiste, au vu des r�ecentes mesures exp�erimentales [79] des
temps entre �ev�enements de production.

Pour le mod�ele d'expression des g�enes toujours, la bifurcation que l'on a obtenue sur le
mod�ele r�eduit, de dimension un, est analogue �a la bifurcation fourche du mod�ele d�etermi-
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niste. En revanche, le mod�ele en dimension un ne pr�esente pas de bifurcation de Hopf. Une
�etude quantitative du mod�ele en dimension deux, ou �a l'ai de de simulations num�eriques,
devrait pouvoir caract�eriser la bifurcation de Hopf dans le mod�ele stochastique. Ceci reste
un probl�eme d�elicat (voir par exemple dans le cas de mod�eles Browniens [10, 74, 14, 85])

Concernant le mod�ele de polym�erisation-fragmentation, le mod�ele limite hybride que
l'on a obtenu est int�eressant pour plusieurs raisons : d'abord, il peut donner des sch�emas
e�caces de simulation num�erique ; ensuite, il peut apporter des r�esultats quantitatifs sur
la vitesse de polym�erisation, qui est facilement mesurable exp�erimentalement. D'un point
de vue plus th�eorique, ce mod�ele n'a pas (�a ma connaissance) �et�e �etudi�e. En particulier,
le comportement en temps long, les ph�enom�enes de g�elation (perte de masse par cr�eation
d'une mol�ecule g�eante) et de poussi�ere (perte de masse par cr�eation d'une in�nit�e de
particules microscopiques) seraient int�eressants �a regarder et pourraient être compar�es avec
les mod�eles d�eterministes (type EDO ou EDP) et stochastiques (type châ�ne de Markov)
[62, 40].

En�n, dans l'�etude que nous avons men�e sur le premier tempsd'apparition d'un noyau,
dans le mod�ele de Becker-D•oring, il reste encore des comportements asymptotiques int�e-
ressants �a regarder. Nous avons caract�eris�e le temps de nucl�eation pour un nombre �ni de
mol�ecules dans les deux asymptotiques de taux de d�etachement tr�es faible et tr�es grand.
Nous avons aussi montr�e que le caract�ere discret de ce probl�eme donne des comportements
non monotones en fonction des param�etres d'agr�egation. Ces comportements apparaissent
surtout lorsque le nombre total de mol�ecules M est comparable avec la taille du noyau
N . Une limite naturelle �a regarder serait ainsi M Ñ 8 et N Ñ 8 avec M { N   8 .
Les mod�eles limites de type champ-moyen pour les mod�eles d'agr�egation-fragmentation
sont connus [1], et sont des variantes de l'�equation de Smoluchowski. En revanche, �a ma
connaissance, le probl�eme de la nucl�eation n'a pas �et�e �etudi�e sur ces mod�eles. Par ailleurs,
pour l'ensemble des approximations du temps de nucl�eationque nous avons trouv�ees, et
valid�ees num�eriquement, il reste le probl�eme de la quanti�cation de l'erreur, qui est un
probl�eme int�eressant tant au point de vue pratique que th�eorique.

5 Notations

Nous rappelons ici des notations usuelles et des r�esultatsde th�eorie des semi-groupes.
Les semi-groupes que l'on regardera agiront sur les espacesde fonctions born�ees (ou des
sous-espaces) ou sur les espaces de fonctions int�egrables(ou des sous-espaces).

Soit p L; } � }q un espace de Banach. On noteD p A q le domaine de l'op�erateur lin�eaire
A. On dit que A „ B , ou queB est uneextension de A, si

 D p A q „ D p B q ,
 Bu � Au pour u P D p A q .

On identi�e un op�erateur A et son graphe

tp f; Af q : f P D p A qu :

En particulier, un op�erateur A est ferm�e si son graphe est ferm�e dansL � L . Un op�erateur
A est dit fermable s'il a une extension ferm�ee. SiA est fermable, alors lafermeture A de A
est la plus petite extension ferm�ee deA, c'est-�a-dire l'op�erateur ferm�e qui a pour graphe
la fermeture dansL � L du graphe deA. Si A est tel queD p A q est dense dansL , alors A
est fermable.
Si p A; D p A qq est un op�erateur lin�eaire ferm�e, alors un sous-espaceD de D p A q est appel�e
un core pour A si la fermeture de la restriction deA �a D est �egale �a A, c'est-�a-dire

A | D � A:
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Un op�erateur A est dissipatif si

} �u � Au } ¥ � } u } ; pour tout u P D p A q et � ¡ 0:

On note l' image d'un op�erateur Im p A q :� A p D p A qq . Si A est dissipatif et Im p A q € A,
alors A est fermable, etA est encore dissipatif.
Pour tout � ¡ 0, on d�e�nit la r�esolvante de A par

R p �; A q � p � � A q

� 1:

Une famille t T p t q : t ¥ 0u d'op�erateurs lin�eaires born�es sur L est un semi-groupesi
 T p 0q � I ,
 T p t � sq � T p sq T p t q , pour tout t; s ¥ 0.

Un semi-groupe t T p t qu est fortement continu si lim
t Ñ 0

T p t q f � f pour tout f P L . Un

semi-groupe t T p t qu est un semi-groupe decontraction si } T p t q} ¤ 1 pour tout t ¥ 0. Le
g�en�erateur in�nit�esimal d'un semi-groupe t T p t qu est l'op�erateur lin�eaire A d�e�ni par :

Af � lim
t Ñ 0

1
t

r T p t q f � f s :

Le domaine D p A q du g�en�erateur in�nit�esimal A est l'ensemble desf P L tel que cette
limite existe. Pour la th�eorie des semi-groupes, on se r�ef�ere �a Engel and Nagel [29].

Dans la suite, p 
 ; F; Pq est un espace de probabilit�e, etE
�

�

�

est l'int�egrale sur 
 suivant
P.

6 �Etude Th�eorique de Mod�eles Stochastiques

Nous allons passer en revue dans cette section les r�esultats classiques mais fondamen-
taux sur les mod�eles Markoviens. Nous regarderons en particulier les probl�emes d'existence,
d'unicit�e et de comportement en temps long de ces mod�eles.Nous nous int�eresserons uni-
quement aux mod�eles homog�enes en temps. Nous voulons pr�esenter dans cette partie les
di��erents types de formalisme utilis�es au cours de cette th�ese. Nous citerons alors des
r�esultats importants dans l'�etude du comportement de ces di��erents mod�eles, que nous
utiliserons dans les chapitres de cette th�ese. Nous mettrons aussi en avant les liens entre
les approches probabilistes et analytiques que l'on a utilis�ees. En aucun cas cette partie
ne cherche �a être exhaustive concernant l'ensemble des r�esultats de la litt�erature !

6.1 Châ�ne de Markov �a temps discret

Nous suivons dans un premier temps une r�ef�erence classique pour les châ�nes de Markov,
le livre de Br�emaud [15] ainsi que des notes de cours de B�erard [12]. En temps discret,
une châ�ne de Markov (homog�ene) est une g�en�eralisationau cas al�eatoire d'�equations aux
di��erences du type xn � 1 � f p xn q . Pour une châ�ne de Markov �a temps discret et �a valeurs
dans un espace �ni ou d�enombrable, la d�e�nition est plus facile car il n'est pas n�ecessaire
de prendre en compte les questions de mesurabilit�e. Une cha�̂ne de Markov peut alors être
d�e�nie simplement par la propri�et�e de Markov et par une ma trice (ou plus g�en�eralement
un noyau) de transition. Dans toute cette partie, E est un espace d�enombrable.

D�e�nition 1. [Châ�ne de Markov homog�ene �a temps discret et espace d'�etats d�enombrable]
Une suite de variables al�eatoires p X n q d�e�nies sur un espace de probabilit�e p 
 ; F; Pq , �a
valeurs dansE espace d'�etats d�enombrable, est une châ�ne de Markov homog�ene si pour
tout entier n ¥ 0 et tous �etats i0; i1; � � � ; in � 1; i; j ,

P
 

X n � 1 � j | X n � i; X n � 1 � in � 1; � � � ; X 0 � i0
(

� P
 

X n � 1 � j | X n � i
(

;
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et si le noyau de transition (ind�ependant de n) d�e�ni par pij � P
 

X n � 1 � j | X n � i
(

v�eri�e les propri�et�es suivantes

pij ¥ 0;
¸

k P E

pik � 1:

Une telle châ�ne de Markov est alors enti�erement caract�eris�ee par la donn�ee de sa loi
initiale et de son noyau de transition. Soit � 0 la loi initiale de la châ�ne de Markov, c'est
�a dire � 0 p i q � P

 

X 0 � i
(

pour tout i P E. Il vient directement de la propri�et�e de Markov
que la loi � n de X n v�eri�e la relation de r�ecurrence

� n � 1 p j q �

¸

k P E

� n p k q pkj � � T
n P p j q ; j P E; n P N;

o�u P � p pij q i;j P E , � n � p � n p i qq i P E . et � T est la transpos�ee de� . On a alors imm�ediatement

� T
n � � T

0 Pn ;

et plus g�en�eralement que la loi du k-uplet p X 0; X 1; � � � X k � 1 q v�eri�e

P
 

X 0 � i0; X 1 � i1; � � � ; X k � 1 � i k � 1
(

� � 0 p i0 q pi 0 i 1 � � � pi k � 2 i k � 1 :

Bien qu'�el�ementaire, la notion de châ�ne de Markov est fondamentale dans toute la th�eorie
des processus de Markov. Elle est �egalement largement utilis�ee dans de nombreux mod�eles,
notamment en biologie, avec le processus de Galton-Watson par exemple dans les mod�eles
de dynamique des populations (voir �a ce sujet Kimmel and Axelrod [45])

Pour �etudier le comportement en temps long d'une châ�ne deMarkov, il est naturel de
regarder les distributions (ou lois) stationnaires (en temps).

D�e�nition 2. [Distribution stationnaire] Une loi de probabilit�e � sur E est dite station-
naire pour la châ�ne de Markov de noyau de transitionP, si

� T
� � T P: (1)

De mani�ere plus g�en�erale, une mesure invariante est une mesure positive (non n�eces-
sairement �nie) qui v�eri�e la relation (1). Si une châ�ne d e Markov p X n q , de noyau de
transition P, est telle que X 0 a pour loi � , stationnaire pour P, alors X n est de loi �
pour tout temps n. Il est alors naturel de se demander ce qu'il en est si la loi initiale
est quelconque. Pour cela nous avons besoin de quelques d�e�nitions suppl�ementaires, qui
sont utiles pour enlever certaines< pathologies>. Premi�erement, la châ�ne de Markov peut
visiter di��erents sous-ensembles de l'espace d'�etats suivant sa condition initiale. Pour cela,
on d�e�nit la notion d'irr�eductibilit�e.

D�e�nition 3. [Irr�eductibilit�e] Une châ�ne de Markov est irr�eductibl e sur E si tous les
�etats i; j P E communiquent, c'est �a dire s'il existe un chemin �ni i; i 1; � � � ; i k ; j tel que

pii 1 pi 1 i 2 � � � pi k � 1 i k pi k j ¡ 0:

Deuxi�emement, si tous les �etats de E ont une chance d'̂etre visit�es, une châ�ne de
Markov peut avoir un comportement p�eriodique, < trop r�egulier > pour avoir de la densit�e.
Pour mesurer le comportement p�eriodique, on d�e�nit la not ion de p�eriode.

D�e�nition 4. [P�eriode] La p�eriode di d'un �etat i P E est par d�e�nition

di � p:g:c:dt n ¥ 1; pii p n q ¡ 0u ;

o�u pii p n q est la somme des probabilit�es des chemins de taillen reliant i �a i , et di � 8 si
pii p n q � 0.
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Pour une châ�ne de Markov irr�eductible, tous les �etats sont de même p�eriode. Sid � 1,
on dit alors que la châ�ne estap�eriodique.

Avec les notions d'irr�eductibilit�e et d'ap�eriodicit�e , on est assur�e que la châ�ne visite
tout l'espace, de fa�con< non d�eg�en�er�ee >. De mani�ere informelle, on a alors la dichotomie
suivante pour le comportement en temps long. Soit la châ�ne< reste> essentiellement dans
un compact, soit elle< part > �a l'in�ni. On d�e�nit pour cela les notions de r�ecurrence e t
transience, �a l'aide des temps de premier retour

Ti � inf t n ¥ 1; X n � i | X 0 � i u :

D�e�nition 5. [R�ecurrence et Transience] Un �etat i P E est r�ecurrent si

P
 

Ti   8

(

� 1;

et transient sinon. Un �etat r�ecurrent est positivement r� ecurrent si

E
�

Ti
�

  8 :

�A nouveau, pour une châ�ne de Markov irr�eductible, si un �etat i P E est r�ecurrent (respecti-
vement positivement r�ecurrent), alors tous les �etats j P E sont r�ecurrents (respectivement
positivement r�ecurrents). On parle alors de châ�ne de Markov r�ecurrente (respectivement
positivement r�ecurrente). On a une relation forte entre la notion de r�ecurrence et de mesure
invariante, donn�ee par la propri�et�e de r�eg�en�eration suivante :

Proposition 1. [15, thm 2.1 p101] Soit p X n q une châ�ne de Markov irr�eductible r�ecur-
rente, et j P E un �etat quelconque. Alors

� p i q � E
�

¸

n ¥ 1

1
t X n � i u

1
t n ¤ Tj u

| X 0 � j
�

; i P E;

est une mesure invariante pourp X n q .

On peut alors montrer que pour une châ�ne de Markov irr�eductible r�ecurrente, une
mesure invariante est toujours unique, �a facteur multipli catif pr�es. L'existence est donn�ee
par le crit�ere suivant, tr�es utile dans la pratique :

Proposition 2. [15, thm 3.1 p104] Une châ�ne de Markov irr�eductible est positivement
r�ecurrente si et seulement s'il existe une distribution stationnaire. De plus, si elle existe,
la distribution stationnaire est unique et strictement positive sur E .

Finalement, le principal th�eor�eme de convergence asymptotique pour les châ�nes de
Markov (homog�enes) �a temps discret sur un espace d'�etatsd�enombrable s'�enonce ainsi :

Th�eor�eme 2. [15, thm 2.1 p130] Soit p X n q une châ�ne de Markov irr�eductible, positi-
vement r�ecurrente et ap�eriodique, de noyau P. Alors, pour tous � et � probabilit�es de
distribution sur E , on a

lim
n Ñ8

dp � T Pn ; � T Pn
q � 0;

o�u dp �; � q �

¸

i P E

| � p i q � � p i q | .

Ce th�eor�eme donne donc une convergence envariation totale. Cette convergence im-
plique bien sûr une convergence en loi. La convergence en variation totale ne fait intervenir
que les distributions marginales du processus. L'id�ee de la preuve est alors la suivante. On
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utilise des modi�cations X 1

n et X 2

n deX n pour montrer la convergence ci-dessus. La conver-
gence en temps long revient �a trouver deux modi�cations deX n tel que X 1

n � X 2

n apr�es
un temps al�eatoire � . On a alors en e�et,

dp X 1

n ; X 2

n q ¤ P
 

� ¡ n
(

: (2)

En consid�erant la châ�ne produit p X 1

n ; X 2

n q , on montre qu'elle est irr�eductible (on utilise
ici l'ap�eriodicit�e), et poss�ede une distribution stati onnaire (donn�ee par le produit des deux
distributions stationnaires). Par la proposition 2, on a P

 

�   8

(

� 1, et on conclut d'apr�es
l'�eq. (2).
Cette m�ethode s'appelle la m�ethode de couplage. Elle peut̂etre �etendue pour trouver la
vitesse de convergence vers l'�etat stationnaire [15].

Pour la g�en�eralisation �a un espace d'�etats quelconque, nous suivons Durrett [25]. Soit
p S;Sq un espace mesurable, et un espace de probabilit�ep 
 ; F; Pq muni d'une suite de
�ltrations Fn (que l'on peut penser comme les �ltrations g�en�er�ees par p X 0; X 1; � � � ; X n q ).
On d�e�nit maintenant une châ�ne de Markov �a espace d'�eta ts quelconque.

D�e�nition 6. p X n q est une châ�ne de Markov par rapport �a la �ltration Fn si X n P Fn et
satisfait la propri�et�e de Markov

P
 

X n � 1 P B | Fn
(

� pp X n ; B q ;

o�u p : S � S Ñ R est tel que :
 pour tout x P S, A ÞÑ pp x; A q est une mesure de probabilit�e surp S;Sq ,
 pour tout A P S, x ÞÑ pp x; A q est une fonction mesurable.

Les lois deX n sont d�etermin�ees par la propri�et�e de Markov, comme dans le cas d'un
espace d�enombrable. L'existence des châ�nes de Markovp X n q est alors donn�ee par le th�eo-
r�eme d'extension de Kolmogorov (voir par exemple [25, thm 7.1 p 474]).

Pour une châ�ne de Markov �a espace d'�etats quelconque, lanotion d'irr�eductibilit�e est
remplac�ee par la notion de châ�ne de Harris.

D�e�nition 7. [Châ�ne de Harris] Une châ�ne de Markovp X n q est une châ�ne de Harris
si on peut trouver deux ensemblesA; B P S, une fonction q et une mesure de probabilit�e�
sur B tels que :

 qp x; y q ¥ " ¡ 0 pour tous x P A, y P B ;
 si TA � inf t n ¥ 0 : X n P A u , alors P

 

TA   8 | X 0 � z
(

¡ 0 pour tout z P S;
 si x P A et C € B , alors pp x; C q ¥

³

C qp x; y q � p dyq .

L'avantage de cette notion est qu'on peut toujours supposer(quitte �a modi�er l'espace
S et la châ�ne X n ) qu'une châ�ne de Harris poss�ede un point� qu'elle visite avec proba-
bilit�e 1. Les notions de p�eriodicit�e, r�ecurrence et tra nsience peuvent alors s'�etendre aux
châ�nes de Harris en consid�erant ce point� . Nous donnerons simplement le th�eor�eme de
convergence analogue au th�eor�eme 2 (l�eg�erement moins fort) :

Th�eor�eme 3. [25, thm 6.8 p 332] Soit p X n q une châ�ne de Harris ap�eriodique r�ecurrente.
Si p X n q a une distribution stationnaire � , et si � est tel que

P
 

T�   8 | X 0 � x
(

� 1;

alors
lim

n Ñ8

dv p � T
x Pn ; � q � 0:
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6.2 Châ�ne de Markov �a temps continu

Nous allons commencer par rappeler la d�e�nition d'un processus ponctuel de Pois-
son (sur R � ), puis introduire les châ�nes de Markov �a temps continu, via l'approche des
semi-groupes de transition. Cette approche a l'avantage dese g�en�eraliser < facilement >
aux processus de Markov par morceaux (et �a bien d'autres objets), que nous introduirons
ensuite. Tout comme les châ�nes de Markov en temps discret sont une variante al�eatoire
des �equations aux di��erences, les châ�nes de Markov �a temps continu peuvent être vues
comme une g�en�eralisation des �equations di��erentielle s ordinaires. Le< second membre> de
l'�equation di��erentielle ordinaire (autonome) dx

dt � f p x q se traduit par le g�en�erateur in�ni-
t�esimal de la châ�ne de Markov (homog�ene). Nous suivons �a nouveau le livre de Br�emaud
[15]. Nous pr�esentons d'abord les châ�nes de Markov �a espace d'�etats d�enombrables, pour
lesquelles une condition naturelle sur le g�en�erateur peut être donn�ee pour que le processus
soit de saut pur (voir plus bas). Nous passerons en�n aux châ�nes de Markov �a espace
d'�etats g�en�eral (on parle plus g�en�eralement de proces sus de Markov), et pr�esenterons les
techniques de martingales et de fonction de Lyapounov pour leur stabilit�e.

D�e�nition 8. [Châ�ne de Markov homog�ene �a temps continu et espace d'�etats d�enom-
brable] Une collection de variables al�eatoiresp X t q t ¥ 0, index�ee par R

�

, d�e�nie sur un es-
pace de probabilit�e p 
 ; F; Pq , �a valeurs dans E espace d'�etats d�enombrable est une châ�ne de
Markov homog�ene si pour tout entier n ¥ 0, tous �etats i1; � � � ; in ; i; j , et pour tous temps
t; s ¥ 0, 0 ¤ s1; � � � ; sn ¤ s

P
 

X t � s � j | X s � i; X sn � in ; � � � ; X s1 � i1
(

� P
 

X t � s � j | X s � i
(

;

d�es que les deux membres sont bien d�e�nis, et cette quantit�e ne d�epend pas des.

Soit P p t q � t pij p t qu i;j P E o�u pij p t q � P
 

X t � s � j | X s � i
(

. Alors P p t q est un semi-
groupe de transition, c'est-�a-dire :

 P p t q est une matrice stochastique (
¸

j

pij p t q � 1),

 P p 0q � I ,
 P p t � sq � P p t q P p sq .

Pour un semi-groupe continu, tel que lim
h Ñ 0

P p h q � P p 0 q � I (convergence �el�ement par

�el�ement), les quantit�es suivantes existent toujours :

D�e�nition 9. [Generateur] Pour tout �etat i P E, on d�e�nit

qi � lim
h Ñ 0

1 � pii p h q

h
P r 0; 8s ;

et pour tout i � j P E,

qij � lim
h Ñ 0

pij p h q

h
P r 0; 8s :

On pose �egalement
qii � � qi ;

et la matrice A � t qij u i;j P E est appel�ee g�en�erateur in�nit�esimal du semi-groupe (o u de la
châ�ne de Markov).

Remarque 4. En notation matricielle, on a

A � lim
h Ñ 0

P p h q � P p 0q

h
:
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La notion < �equivalente > de châ�ne de Markov �a temps discret est la notion de processus
Markovien de saut pur (r�egulier), que l'on rencontrera plusieurs fois par la suite :

D�e�nition 10 (Processus de saut pur). Un processus stochastiquep X t q t ¥ 0 �a valeurs dans
E (espace d'�etat g�en�eral) est un processus de saut pur si, pour presque tout! P 
 , et t ¥ 0,
il existe " p t; ! q ¡ 0 tel que

X p t � s; ! q � X p t; ! q ; pour tout s P r t; t � " p t; ! qq :

Il est r�egulier si l'ensemble des discontinuit�es D p ! q de t ÞÑ X p t; ! q est � -discret, c'est-�a-
dire, pour tout c ¥ 0,

cardp D p ! q X r 0; csq   8 :

�Etant donn�e une matrice A , on peut donner une construction tr�es simple d'un pro-
cessus Markovien de saut pur qui admetteA pour g�en�erateur, en imposant une condition
suppl�ementaire sur A . Cette construction est �a la base des mod�eles de r�eactions chimiques,
des mod�eles d�eterministes par morceaux (utilis�es notamment dans le chapitre 1), et des
processus ponctuels (utilis�es dans le chapitre 2). Nous d�etaillons donc cette construction
ci-dessous. L'ingr�edient �el�ementaire est le processusde Poisson (homog�ene). Un processus
de Poisson est un processus de comptage d'�ev�enements surR

�

, qui ont lieu successivement
et ind�ependamment les uns des autres suivant une loi exponentielle. Plus pr�ecis�ement, on
peut prendre la d�e�nition suivante :

D�e�nition 11. Un processus p N t q t ¥ 0 est un processus de Poisson homog�ene d'intensit�e
� ¡ 0 si N0 � 0, et

 pour tous temps0 ¤ t1 ¤ � � � ¤ tk , les variables al�eatoiresN tk � 1 � N tk ; � � � ; N t2 � N t1

sont ind�ependantes ;
 pour tous 0 ¤ a   b, N p bq � N p aq est une variable de Poisson de moyenne� p b � aq .

Avec cette d�e�nition, on peut montrer qu'un processus de Poisson admet la repr�esen-
tation �equivalente,

N p t q �

¸

n ¥ 1

1
tp 0;T su

p Tn q ;

o�u les temps d'�ev�enements Tn sont tels que 0� T0   T1   T2   � � � et les variablesSn �

Tn � Tn � 1 sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees suivant une loi exponentielle de
param�etre � . On montre �egalement avec cette d�e�nition que deux �ev�en ements se produisent
en même temps avec probabilit�e nulle (donc le processus dePoisson augmente de 1 en 1)
et qu'il n'y a pas d'explosion, c'est-�a-dire

lim
n Ñ8

Tn � 8 ; presque sûrement:

Finalement, si on a deux (ou plus g�en�eralement une famille d�enombrable) processus de
Poisson ind�ependants, on montre aussi que deux �ev�enements ne se produisent pas en
même temps (avec probabilit�e un) et que la somme des processus est encore un processus
de Poisson, d'intensit�e donn�ee par la somme des intensit�es (si elle est �nie dans le cas
d�enombrable).
Nous pouvons maintenant donner la construction d'un processus Markovien de saut pur
qui admette A pour g�en�erateur. On suppose pour cela :

Hypoth�ese 1. qi   8 , qi �

¸

j � i

qij .
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Soit t N i;j u i;j P E;i � j une famille de processus de Poisson d'intensit�es respectives
t qi;j u i;j P E;i � j , et un �etat initial X p 0q ind�ependant de cette famille de processus. On pose
alors

X p t q � X n ; pour t P r Tn ; Tn � 1 q ;

o�u les couples p Tn ; X n q sont d�e�nis r�ecursivement par
 T0 � 0, X 0 � X p 0q ,

et, pour tout n ¥ 0, si Tn   8 , et X n � X p Tn q � i P E, alors
 si qi � 0, on poseX n � m � � (point cimeti�ere) et Tn � m � 8 , pour tout m ¥ 1 ;
 sinon Tn � 1 est le premier �ev�enement qui a lieu apr�es Tn des processust N i;j u j � i P E ,

et X n � 1 est donn�e par l'index k � i pour lequel le processus de PoissonN i;k r�ealise
ce premier �ev�enement.

Cette construction est valide (Tn , X n sont bien d�e�nis donc X p t q �egalement) jusqu'au
temps d'explosionT

8

� limn Ñ8

Tn . On a alors la proposition suivante :

Proposition 3. [15, thm 1.2 p373] Si les conditions donn�ees par l'hypoth�ese 1 sont va-
lables, et siT

8

� 8 presque sûrement, le processus construit ci-dessus est unprocessus
Markovien de saut pur r�egulier de g�en�erateur in�nit�esi mal A .

La preuve repose sur le calcul deP
 

X p t q � j | X p 0q � i
(

. Si j � i , alors T1   t , et,
par ind�ependance, il vient

P
 

X p t q � j; T 1   t | X p 0q � i
(

� p 1 � e� qi t
q

qij

qi
: (3)

En�n, on montre que P
 

T2 ¤ t | X p 0q � i
(

est n�egligeable devantt, d'o�u

lim
t Ñ 0

1
t
P

 

X p t q � j | X p 0q � i
(

� qij :

�

Remarque 5. Cette approche des processus de saut pur est �a la base des �equations sto-
chastiques dirig�ees par des processus de Poisson, et plus g�en�eralement des syst�emes sto-
chastiques dirig�es par des processus ponctuels. Cette approche donne aussi directement
une m�ethode de simulation des trajectoires du processus desaut pur, appel�ee algorithme
de Gillespie [33] dans le contexte des mod�eles de r�eactions biochimiques. La m�ethode de
construction d�ecrite ci-dessus correspond �a l'algorithme de < la prochâ�ne r�eaction >. A
chaque �ev�enement, on simule uniquement le prochain tempsd'�ev�enement du processus de
Poisson qui correspond �a la transition que l'on vient d'e�ectuer. En gardant en m�emoire
tous les prochains �ev�enements possibles (pour lesquelsqij � 0, si l'on est dans l'�etat i ), on
avance alors le temps au minimum de tous ces prochains �ev�enements possibles, on e�ectue
la transition correspondante, et ainsi de suite. Cette version a l'avantage d'être largement
g�en�eralisable �a des processus ponctuels non Markoviens(avec retard, ou distribution de
temps d'�ev�enement non exponentielle, voir par exemple [2]). Une autre version de cet
algorithme, appel�ee < m�ethode directe >, vient de la formule (3) utilis�ee dans la preuve
ci-dessus. Le prochain temps d'�ev�enement est donn�e par une exponentielle de param�etre
qi �

°

j � i qij et la transition e�ectu�ee est d�etermin�ee par un autre nom bre al�eatoire qui
vaut j avec probabilit�e qij

qj
. Cette m�ethode ne garde pas de valeurs en m�emoire (autres que

l'�etat dans lequel on est) mais demande de g�en�erer deux nombres al�eatoires �a chaque pas
de temps.

Avant de passer �a la description des processus de Markov plus g�en�eraux, citons un crit�ere
de convergence en temps long pour les processus Markoviens de saut pur. De la description
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trajectorielle que l'on a donn�ee, on peut voir qu'un processus Markovien de saut pur est li�e
�a une châ�ne de Markov discr�ete, donn�ee par les valeurs apr�es les sautsX n . On �etend les
notions d'irr�eductibilit�e, de r�ecurrence et de positiv e r�ecurrence au processus Markovien
de saut pur. La même forme r�eg�en�eratrice (voir proposit ion 1) est encore valable entre les
mesures invariantes (pour le semi-groupeP p t q ) et les temps de premier retour, et on a
alors :

Th�eor�eme 6. Un processus Markovien de saut pur r�egulier de g�en�erateur in�nit�esimal
A , irr�eductible, est positivement r�ecurrent si et seulement s'il existe une loi de probabilit�e
� sur E telle que

� T A � 0:

Dans ce cas, on alim
t Ñ8

pij p t q � � p j q pour tous i; j P E.

Remarque 7. Notons les di��erences entre les th�eor�emes 2 et 6. Dans le cas continu, on
n'a pas besoin de supposer la châ�ne ap�eriodique. Les temps de passage dans un �etat sont
su�samment al�eatoires pour �eviter le comportement p�eri odique. Notons aussi qu'il n'y a
pas forc�ement de relation entre la convergence en temps long du processus Markovien de
saut pur et de sa châ�ne de Markov en temps discret correspondante. En particulier, on
a la relation entre une mesure invariante� pour le processus Markovien de saut pur et�
pour la châ�ne discr�ete

� p i q � qi � p i q ;

qui montre que toutes les possibilit�es sont ouvertes pour les valeurs respectives de
¸

i P E

� p i q

et
¸

i P E

� p i q en fonction du comportement de la suitep qi q i P E .

Pour une th�eorie �equivalente sur les processus Markoviens de saut pur �a valeurs dans
un espace quelconque, voir par exemple [22]). Nous passons maintenant au processus de
Markov plus g�en�eraux.

6.3 Processus de Markov

Dans toute cette partie, E est un espace polonais (i.e. m�etrique s�eparable complet)
muni de sa structure bor�elienne B p E q . L'ensemble des fonctions mesurables born�ees surE
est not�e B p E q , que l'on munit de la norme < in�ni > usuelle. L'ensemble des fonctions �a
valeurs r�eelles, continues �a droite et avec limite �nie �a gauche (< cad-lag>) sur r 0; 8q est
not�e DE r 0; 8q . On munit DE r 0; 8q de la topologie de SkorokhodSE . Nous suivrons dans
un premier temps principalement le livre de Ethier and Kurtz [30]. On utilise la d�e�nition
suivante :

D�e�nition 12 (Processus de Markov homog�ene). Une collection de variables al�eatoires
p X t q t ¥ 0, index�ees par R

�

, d�e�nies sur un espace de probabilit�e p 
 ; F; Pq munie d'une �ltra-
tion p Ft q t ¥ 0, �a valeurs dans E, un espace polonais, est un processus de Markov homog�ene
par rapport �a p Ft q t ¥ 0 si pour tous s; t ¥ 0 et B P B p B q ,

P
 

X t � s P B | Ft
(

� P
 

X t � s P B | X t
(

� : P p s; X p t q ; B q ;

La fonction P p t; x; B q , d�e�nie sur r 0; 8q � E � B p B q est appel�ee fonction de transition et
satisfait :

 P p t; x; �q est une mesure de probabilit�e surE , pour tous p t; x q ,
 P p 0; x; �q � � x , pour tout x,
 P p� ; � ; B q est mesurable surr 0; 8q � E, pour tout B P B p B q ,
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 la relation de Chapman-Kolmogorov, pour touss; t ¥ 0, x P E et B P B p B q

P p t � s; x; B q �

»

P p s; y; B q P p t; x; dy q : (4)

De mani�ere similaire au cas des châ�nes de Markov, les loisdes n-uplets de X t sont
d�etermin�ees par la relation de Chapman-Kolmogorov eq. (4). La topologie sur E (polonais)
permet d'assurer que ces lois (dites dedimensions �nies) d�eterminent de mani�ere unique
un processus de Markov surE . Comme pour le cas des châ�nes de Markov, la relation
de Chapman-Kolmogorov d�e�nit en un certain sens une structure de semi-groupe sur
les fonctions de transition. Cependant, peu de processus stochastiques ont des formules
connues pour les fonctions de transition (�a l'exception dumouvement Brownien, ou de
quelques autres processus comme le Ornstein-Uhlenbeck), et il est plus facile de travailler
avec le semi-groupe sur les fonctions born�ees deE, donn�e par

T p t q f p x q �

»

f p y q P p t; x; dy q � E
�

f p X p t qq | X p 0q � x
�

:

Il est classique que le semi-groupet T p t qu sur B p E q (et même sur un sous-ensemble su�-
samment gros), avec une loi initiale, d�etermine de mani�ere unique les lois de dimensions
�nies de X p t q . Aussi, de par sa d�e�nition, T p t q est un semi-groupe de contraction sur
B p E q muni de la norme in�ni sur E . On cherche dans quel cas le g�en�erateur in�nit�esimal
de T p t q caract�erise le semi-groupe, et donc le processus de MarkovX p t q . Pour utiliser la
th�eorie classique des semi-groupes, il faut des semi-groupes fortement continus. On va voir
que cela d�e�nit une sous-classe importante, mais restrictive, de processus de Markov. Ce
sont lesprocessus de Feller. Il su�t de regarder le semi-groupe t T p t qu sur l'espaceC0 p E q

des fonctions continues surE et de limite nulle �a l'in�ni, muni de la norme < in�ni >,
sup
x P E

| f p x q | . Si t T p t qu est un semi-groupe positif de contraction surC0 p E q , fortement

continu (lim
t Ñ 0

T p t q f � f ), le th�eor�eme de Hille-Yosida caract�erise alors le g�en�erateur de

T p t q et celui-ci d�etermine de mani�ere unique un processus de Markov. Le r�esultat pr�ecis,
dans le contexte des processus stochastique, est le suivant:

Proposition 4 (Processus de Feller). [30, thm 2.2 p165] Soit E localement compact et
s�eparable, et A un op�erateur lin�eaire sur C0 p E q , qui v�eri�e

 le domaine deA , D p A q est dense dansC0 p E q ,
 A satisfait le principe du maximum positif :

si f p x0 q � sup
x P E

| f p x q |¥ 0; alors A f p x0 q ¤ 0:

 l'image de p �I � A q est dense dansC0 p E q pour un certain � ¡ 0.
Soit alors T p t q le semi-groupe de contraction positif, fortement continu sur C0 p E q g�en�er�e
par la fermeture deA . Alors il existe pour tout x P E un processus de MarkovX x corres-
pondant �a T p t q , de loi initiale � x et de trajectoires dansDE r 0; 8q si et seulement siA est
conservatif (c'est-�a-dire p f; g q � p 1; 0q est dans la fermeture deA ). Un tel processus est
appel�e processus de Feller.

Une autre classe importante de processus pour lesquels le g�en�erateur est < facilement>
caract�erisable sont les processus de saut pur, que l'on a d�ej�a rencontr�es dans le cas d'un
espace d'�etats d�enombrable. Si � p x; B q est une fonction de transition et � P B p E q , alors

A f p x q � � p x q

»

p f p y q � f p x qq � p x; dy q
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est un op�erateur born�e sur B p E q , et A est le g�en�erateur d'un processus de saut pur qui
peut être construit de mani�ere analogue au cas d'un espaced'�etats d�enombrable (voir pro-
position 3). En particulier, on peut lui associer une châ�ne de Markov Yn �a temps discret
sur E , de fonction de transition � p x; B q et les temps de saut sont d�etermin�es par des lois
exponentielles de param�etres� p Yn q .

Finalement, une approche plus g�en�erale, largement reconnue et utilis�ee actuellement
(notamment pour sa commodit�e avec les th�eor�emes limites), est celle du probl�eme de
martingale, utilis�e notamment par Stroock et Varadhan [78] pour caract�eriser les di�usions
sur Rd, et Jacod et Shiryaev [39] pour des processus �a accroissements ind�ependants. Elle
repose sur le g�en�erateur �etendu, d�e�ni par :

D�e�nition 13 (G�en�erateur �etendu) . Soit t T p t qu un semi-groupe de contractions surB p E q .
Son g�en�erateur �etendu est d�e�ni comme l'op�erateur (po ssiblement multi-valu�e)

Â �

!

p f; g q P B p E q � B p E q : T p t q f � f �

» t

0
T p sq gds

)

:

On a alors la proposition classique mais fondamentale :

Proposition 5. [30, thm 1.7 p162] SoitX p t q un processus de Markov �a trajectoires dans
DE r 0; 8q de fonction de transition P p t; x; B q . Soient t T p t qu son semi-groupe surB p E q

associ�e, et Â son g�en�erateur �etendu. Alors, si p f; g q P Â,

M p t q � f p X p t qq �

» t

0
gp X p sqq ds;

est une martingale par rapport �a la �ltration FX
t canonique associ�eeX p t q .

L'hypoth�ese sur les trajectoires de X p t q est su�sante pour que l'int�egrale d�e�nissant
M p t q ait un sens (mais on peut faire mieux). L'id�ee de la preuve decette proposition r�eside
dans un simple calcul :

E
�

M p t � u q | FX
t

�

� E
�

f p X p t � u qq | FX
t

�

�

» t � u

0
E

�

gp X p sqq | FX
t

�

ds;

� E
�

f p X p t � u qq | X p t q

�

�

» t � u

t
E

�

gp X p sqq | X p t q

�

ds �

» t

0
gp X p sqq ds;

� T p u q f p X p t qq �

» u

0
T p sq gp X p t qq ds � c;

� f p X p t qq � E
�

gp X p sqq | FX
t

�

� M p t q :

La deuxi�eme ligne est donn�ee par la propri�et�e de Markov ( pour les deux premi�eres int�e-
grales) et la propri�et�e de l'esp�erance conditionnelle (pour la troisi�eme int�egrale). Le reste
suit par d�e�nition du semi-groupe et de son g�en�erateur �e tendu.

Le probl�eme de martingale consiste, �etant donn�e un g�en�erateur A et une loi initiale �
sur E , �a trouver une mesure de probabilit�e P P P

�

DE r 0; 8q

�

telle que le processus d�e�ni
sur l'espacep DE r 0; 8q ; SE ; P q par

X p t; ! q � w p t q ; ! P DE r 0; 8q ; t ¥ 0;

v�eri�e :

f p X p t qq �

» t

0
gp X p sqq ds
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est une martingale par rapport �a la �ltration FX
t canonique associ�eX p t q , pour tout

p f; g q P A, et X p 0q a pour loi � .

Des conditions g�en�erales sur le g�en�erateur �etendu Â pour avoir existence et unicit�e de
la solution du probl�eme de martingale sont di�ciles �a obte nir. Ceci est le prix �a payer
pour une th�eorie g�en�erale. Dans la pratique, par contre, si l'on se donnea priori la forme
du g�en�erateur, il est souvent possible de donner des conditions sur les coe�cients du g�en�e-
rateur pour que le probl�eme de martingale associ�e soit bien pos�e (voir par exemple le cas
des di�usions trait�e par Stroock et Varadhan [78], et des semi-martingales | comprenant
les processus ponctuels, les processus �a accroissements ind�ependants, les di�usions avec
sauts| trait�e par Jacod et Shiryaev [39]).

On peut n�eanmoins d�egager plusieurs principes g�en�eralement valables pour le probl�eme
de l'existence et l'unicit�e de la solution du probl�eme de martingale. L'existence peut être
obtenue par une limite faible de solution d'un probl�eme de martingale approch�e, donn�ee
par la proposition suivante :

Proposition 6. [30, prop 5.1 p196] Soit A € Cbp E q � Cbp E q et An € B p E q � B p E q ,
n � 1; 2; � � � . On suppose que pour tout couplep f; g q P A, il existe p f n ; gn q P An tel que

lim
n Ñ8

} f n � f } � 0; lim
n Ñ8

} gn � g} � 0:

Soit alors X n une solution du probl�eme de martingale pourAn , avec trajectoires dans
DE r 0; 8q , si X n ñ X (convergence en loi), alors X est une solution du probl�eme de
martingale pour A.

Une autre technique souvent utilis�ee est la localisation. Elle consiste �a se ramener
au cas o�u la solution du probl�eme de martingale est contenue dans un ouvert (que l'on
prendra born�e en g�en�eral) de E par un argument de troncature. Une solution du probl�eme
de martingale arrêt�ee en un ouvert U est (formellement) une solution du probl�eme de
martingale pour tout temps plus petit que le temps de sortie de U.

Proposition 7. [30, thm 6.3 p219] SoitA € Cbp E q � B p E q . Soit U1 € U2 € � � � ouvert
de E. Soit � P Pp E q une loi initiale, telle que pour tout k il existe une unique solutionX k

au probl�eme de martingale p A; � q arrêt�ee en Uk , avec trajectoires dansDE r 0; 8q . On pose

� k � inf t t : X k p t q R Uk ou X k p t �

q R Uk u :

Si pour tout t ¡ 0,
lim

k Ñ8

Pp � k ¤ t q � 0;

alors il existe une unique solution au probl�eme de martingale p A; � q avec trajectoires dans
DE r 0; 8q .

Finalement, donnons un proc�ed�e qui sera utilis�e dans le chapitre 2 pour obtenir l'unicit�e
de la solution du probl�eme de martingale. Supposons que le g�en�erateur A soit le g�en�erateur
in�nit�esimal d'un semi-groupe fortement continu. Alors d e mani�ere classique l'op�erateur
A est ferm�e, et la r�esolvante p � � A q

� 1 est d�e�nie pour tout � ¡ 0. Supposons que pour
tout x P E, il existe une solution au probl�eme de martingale p A; � x q (ce qui sera donn�e si
on sait qu'il existe un processus de Markov associ�e au semi-groupe fortement continu). Un
simple calcul montre que, pour tousp f; g q P A, � ¡ 0,

e� �t f p X x p t qq �

» t

0
e� �s

p �f p X x p sqq � gp X x p sqqq ds (5)
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est une martingale. Il vient alors que

f p x q � E
�

»

8

0
e� �s

p �f p X x p sqq � gp X x p sqqq ds
�

:

On en d�eduit alors � } f } ¤ } �f � g} . On a donc la proposition :

Proposition 8. [30, prop 3.5 p178] SoitA op�erateur lin�eaire, A € B p E q � B p E q . S'il
existe une solution au probl�eme de martingalep A; � x q pour tout x P E, alors A est dissipatif
(voir section 5).

Cette proposition permet de montrer de mani�ere simple qu'un op�erateur est dissipatif.
On peut alors conclure �a l'unicit�e de la solution du probl�eme de martingale en identi�ant
une classe de fonctions s�eparatrice, comme dans le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 8. [30, corollaire 4.4 p187] Soit E s�eparable et A € B p E q � B p E q lin�eaire et
dissipatif. On suppose que pour un (et donc tous)� ¡ 0, Im p � � A q • D p A q , et qu'il existe
M € B p E q s�eparatrice, M € Im p � � A q pour tout � ¡ 0. Alors pour toute loi initiale � ,
deux solutions du probl�eme de martingale pourp A; � q �a trajectoires dans DE r 0; 8q , ont
même loi sur DE r 0; 8q .

L'ingr�edient cl�e de cette preuve repose toujours sur l'identi�cation de la martingale
donn�ee par l'�eq. (5). En particulier, pour tout h P M , si X et Y sont solutions du même
probl�eme de martingale,

E
�

»

8

0
e� �t h p X p t qq dt

�

�

»

p � � A q

� 1hd� � E
�

»

8

0
e� �t h p Y p t qq dt

�

;

ce qui su�t, par propri�et�e de la transform�ee de Laplace et de l'hypoth�ese sur M , pour
identi�er les lois de X et Y .

On termine cette section en discutant de la convergence en temps long pour les pro-
cessus de Markov. L'approche la plus g�en�erale et utile dans la pratique est donn�ee par les
fonctions de Lyapounov pour le g�en�erateur �etendu. Voir l es travaux de Meyn et Tweedie
dans une s�erie de trois papiers [58, 59, 60]. Pour des mod�eles particuliers, les approches par
couplage peuvent s'av�erer �egalement tr�es puissantes, et donner des taux de convergence
explicites tr�es satisfaisants (voir par exemple Bardet etal. [8]). Les id�ees des m�ethodes de
fonctions de Lyapounov s'appuient sur des conditions de d�erive du g�en�erateur pour des
fonctions bien choisies, qui transmettent des propri�et�es au processus grâce �a la formule
de Dynkin. Comme pour les châ�nes de Markov �a temps discretet �a espace d'�etats quel-
conque, il faudra supposer une certaine forme de r�eg�en�eration suppl�ementaire, similaire �a
la propri�et�e des châ�nes de Harris �enonc�ee dans la d�e� nition 7. La puissance des th�eor�emes
de Meyn et Tweedie r�eside dans l'utilisation d'une châ�nediscr�ete obtenue �a partir d'un
�echantillonnage (quelconque) du processus de Markov. Ceci rend leurs r�esultats largement
utilisables dans beaucoup de cas.

Dans tout ce qui suit, on suppose queE est un espace polonais localement compact,
muni de sa structure bor�elienne B p E q . On suppose queX p t q est un processus de Markov
�a trajectoires dans DE r 0; 8q . On red�e�nit les concepts d'explosion, d'irr�eductibili t�e, de
r�ecurrence, de r�ecurrence de Harris et de r�ecurrence de Harris positive. On note On une
famille d'ouverts pr�e-compacts de E tel que On Ñ E quand n Ñ 8 , et � n les premiers
temps d'entr�ee de X t dans Oc

n . On dit alors que X p t q est non explosif (ou r�egulier ) si

P
 

lim
n Ñ8

� n � 8 | X p 0q � x
(

� 1; @ x P E:
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On note t X t Ñ 8u si X t P Cc pour tout compact C P B p E q et t su�samment grand. On
dit alors que X p t q est non �evanescent si

P
 

t X t Ñ 8u | X p 0q � x
(

� 0; @ x P E:

Pour un ensemble mesurableA, on d�e�nit

TA � inf t t ¥ 0 : X t P A u ; nA �

»

8

0
1

t X t P A u

dt:

X p t q est � -irr�eductible si pour une mesure� -�nie � ,

� p B q ¡ 0 ùñ E
�

TB | X p 0q � x
�

  8 ; @ x P E:

X p t q est Harris r�ecurrent si pour une mesure� -�nie � ,

� p B q ¡ 0 ùñ P
 

nB � 8 | X p 0q � x
(

� 1; @ x P E:

Une mesure invariante � pour un processus de MarkovX p t q , de fonction de transition
P p t; x; B q , est telle que

� p A q � �P p t; � ; A q �

»

P p t; x; A q � p dx q :

Comme pour les châ�nes de Markov r�ecurrentes, un processus de Markov Harris r�ecurrent
poss�ede, �a un facteur multiplicatif pr�es, une unique mesure invariante. Si elle est �nie, on
peut alors la normaliser en une distribution de probabilit�e, et on parle alors de processus
de Markov positivement Harris r�ecurrent .

Un �echantillonnage d'un processus de Markov est donn�e parles valeurs du processus
de Markov �a certains temps, d�eterministes ou al�eatoires. L'�echantillonnage le plus simple
est celui donn�e par la r�esolvante, R : E � B p E q ÞÑ r 0; 1s ,

R p x; A q �

»

8

0
P p t; x; A q e� t dt: (6)

Si p tk q est une suite d'instants g�en�er�es par des incr�ements ind�ependants entre eux (et
de X t ) et distribu�es suivant une loi exponentielle de param�etr e 1, alors p X tk q est une
châ�ne de Markov �a temps discret, de noyauR. Plus g�en�eralement, �etant donn�ee une loi
de probabilit�e a sur R

�

, on d�e�nit

K a p x; A q �

»

8

0
P p t; x; A q ap dt q :

Pour p tk q une suite d'instants d'accroissements ind�ependants suivant a, X tk est alors une
châ�ne de Markov �a temps discret, de noyauK a. Meyn et Tweedie [59, 60, 58] ont prouv�e
de nombreux liens entre le processus de Markov et lesK a-�echantillons.

Une classe importante de processus de Markov pour lesquels des r�esultats de stabilit�e
existent sont lesT-processus :

D�e�nition 14. Un processus de Markov est unT-processus s'il existe une mesure de
probabilit�e a sur R

�

et une fonction non triviale T : E � B p E q ÞÑ R
�

(T p x; E q ¡ 0) tels
que :

 pour tout B P B p E q , T p� ; B q est semi-continu inf�erieurement ;
 pour tous x P E, B P B p E q , K a p x; B q ¥ T p x; B q .

En lien avec cette notion, nous avons �egalement la notion d'ensemblepetit :
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D�e�nition 15. Un ensemble non videC P B p E q est dit � -petit si � est une mesure non
triviale sur B p E q , et s'il existe a une mesure de probabilit�e surR

�

tel queK a p x; �q ¥ � p�q

pour tout x P C. On dit simplement queC est petit si la donn�ee de� n'est pas importante.

La relation entre ces deux notions est donn�ee par la proposition suivante :

Proposition 9. [59, prop 4.1] SupposonsP
 

t X t Ñ 8u | X p 0q � x
(

  1 pour un x P E.
Alors tout ensemble compact est petit si et seulement siX t est irr�eductible et est un T-
processus.

Nous donnons maintenant les crit�eres de stabilit�e pour un processus de Markov bas�e
sur des fonctions de Lyapounov et sur les notions rappel�eesci-dessus. On noteOn une
famille d'ouverts pr�e-compacts de E tel que On Ñ E quand n Ñ 8 , et on note X n le
processus stochastiqueX p t q arrêt�e en On , et An son g�en�erateur. Dans toute la suite, V
est une fonction de LyapounovE Ñ R

�

, si elle est mesurable, strictement positive et telle
que V p x q Ñ 8 quand x Ñ 8 . Un crit�ere de non explosion s'�enonce ainsi :

Proposition 10. [60, thm 2.1] S'il existe une fonction V de Lyapounov, etc ¡ 0; d ¥ 0
tels que

An V p x q ¤ cV p x q � d; x P On ; n ¥ 1;

alors
 X p t q est non explosif ;
 il existe une variable al�eatoire D �nie presque sûrement tel queV p X t q ¤ Dect ;
 la variable al�eatoire D satisfait la borne P

 

D ¥ a | X p 0q � x
(

¤

V p x q

a , a ¡ 0, x P E ;
 E

�

V p X t q | X p 0q � x
�

¤ ectV p x q .

Un crit�ere de non-�evanescence est donn�e par :

Proposition 11. [60, thm 3.1] S'il existe une fonction V de Lyapounov,d ¡ 0 et C un
compact tels que

AnV p x q ¤ d1
t C u

p x q ; x P On ; n ¥ 1;

alors X p t q est non �evanescent.

Un crit�ere de r�ecurrence est donn�ee par :

Proposition 12. [60, thm 4.1] S'il existe une fonction V de Lyapounov,d ¡ 0 et C un
compact tels que

AnV p x q ¤ d1
t C u

p x q ; x P On ; n ¥ 1;

et tels que tous les ensembles compacts sont petit, alorsX p t q est Harris r�ecurrent.

Un crit�ere de r�ecurrence positive est donn�ee par :

Proposition 13. [60, thm 4.2] S'il existe c; d ¡ 0, C un ensemble petit ferm�e, f ¥ 1 et
V ¥ 0 born�e sur C tels que

AnV p x q ¤ � cf p x q � d1
t C u

p x q ; x P On ; n ¥ 1;

alors, si X p t q est non explosif,X p t q est positivement Harris r�ecurrent et sa mesure inva-
riante est �nie.

On termine par un crit�ere d'ergodicit�e exponentielle :
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Proposition 14. [60, thm 6.1] S'il existe une fonctionV de Lyapounov,c; d ¡ 0, tels que

An V p x q ¤ � cf p x q � d; x P On ; n ¥ 1;

et tels que tous les ensembles compacts sont petit, alors, ilexiste �   1 et B   8 tels que

} P p t; x; �q � � } f ¤ Bf p x q � t ; x P E; t ¥ 0;

avec f � V � 1 et o�u } � } f � sup
| g|¤ f | � p gq | .

En revenant aux châ�nes de Markov �a temps continu et �a valeurs dans un espace d�enom-
brable, cette derni�ere proposition 14 donne imm�ediatement le crit�ere suivant :

Proposition 15. [60, thm 7.1] S'il existe une fonction V de Lyapounov, c; d ¡ 0, tels
que,

¸

j

qij V p j q ¤ � cV p i q � d; i P E;

et si X p t q est irr�eductible alors il existe � une distribution de probabilit�e invariante pour
X p t q , �   1 et B   8 tels que

} P p t; i; �q � � } f ¤ Bf p i q � t ; x P E; t ¥ 0;

avec f � V � 1.

Nous utiliserons les propositions 14 et 15 au Chapitre 1 de cette th�ese, pour donner des
conditions sur nos mod�eles Markoviens d'expression des g�enes pour qu'ils soient asympto-
tiquement stables.

6.4 Processus de Markov d�eterministes par morceaux

Les processus de Markov d�eterministes par morceaux (PDMP | piecewise determinis-
tic Markov processes) ont �et�e formalis�es rigoureusement par Davis [23], qui a notamment
montr�e qu'une construction explicite d'un processus d�eterministe par morceaux d�e�nit une
solution d'un certain probl�eme de martingale. Ainsi, Davi s a identi��e tr�es pr�ecis�ement le
g�en�erateur �etendu d'un PDMP et son domaine. Dans la prati que, comme on a pu le voir
dans les propri�et�es �enonc�ees dans la partie pr�ec�edente, la connaissance d'un sous-ensemble
de fonctions s�eparatrices inclus dans le domaine est cependant g�en�eralement su�sant.
Nous donnons la construction d'un PDMP sans bord, c'est �a dire que le ot d�eterministe
reste toujours inclus dans l'espace d'�etats. Nous supposerons aussi par la suite que le ot
d�eterministe a toujours la propri�et�e d'existence et d'u nicit�e globale.

Un PDMP (sans bord) est donn�e en tous temps t ¥ 0 par un couple p i p t q ; x p t qq o�u
i p t q P J est une variable discr�ete, J € N et x p t q P Rd (on pourrait consid�erer des espaces
plus g�en�eraux sans di�cult�e). Un PDMP est d�ecrit par tro is caract�eristiques locales :

 un champ de vecteurH i p x q , pour tout i P J ;
 une intensit�e de saut � i p x q , pour tout i P J ;
 une mesure de transition Q telle que pour tout p i; x q , Q p� ; p i; x qq est une loi de

probabilit�e sur J � Rd.
La construction d'un PDMP suit celle d'un processus de saut pur, sauf que la variablex
n'est pas constante entre deux sauts, mais suit une �equation di��erentielle d�eterministe.

On pose alorsp in ; xn q � p i p Tn q ; x p Tn qq o�u p Tn ; in ; xn q sont d�e�nis r�ecursivement par :
 T0 � 0, i0 � i p 0q , x0 � x p 0q (conditions initiales donn�ees) ;
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 si Tn   8 , et p in ; xn q � p i p Tn q ; x p Tn qq , alors pour tous Tn ¤ t   Tn � 1, t ÞÑ x p t q �

gi n p xn ; t � Tn q o�u gi n p x; t q est donn�ee par la solution de l'�equation di��erentielle
ordinaire

# dy
dt

� H i n p y q ; t ¥ 0;

y p 0q � x:

La variable discr�ete t ÞÑ i p t q est constante �egale in , et Tn � 1 � Tn � � n o�u � n est
d�etermin�e par

P
 

� n ¡ t
(

� E
�

exp
�

�

» t

0
� i n p gi n p xn ; sqq ds

	

�

:

Si � n � 8 , on posexn � m � � (point cimeti�ere) et Tn � m � 8 , pour tout m ¥ 1. Si-
non � n   8 , et p in � 1; xn � 1 q est donn�e par la probabilit�e de transition Q p� ; p in ; x p T �

n � 1 qq .
Comme dans les processus de saut pur, cette construction estvalable jusqu'au temps
d'explosion T

8

� limn Ñ8

Tn . Les conditions g�en�erales pour assurer que l'explosion n'a
pas lieu en temps �ni sont di�ciles �a obtenir du fait de nombr euses possibilit�es entre les
�evolutions d�eterministes et les transitions possibles.On peut cependant montrer facilement
que si :

Hypoth�ese 2. Les intensit�es de saut � i p x q sont uniform�ement born�ees sur Rd,

alors T
8

� 8 presque sûrement. Cette hypoth�ese est bien trop forte dans la pratique, et
par la suite on supposera donc seulement que :

Hypoth�ese 3.
E

�

N t
�

  8 ; @ t ¥ 0;

o�u N t �

¸

n

1
t t ¥ Tn u

est le nombre de sauts entrer 0; t s .

Pour utiliser les r�esultats suivants, dans la pratique, il faudra donc montrer que cette
hypoth�ese 3 est v�eri��ee.

Hypoth�ese 4. On suppose que
 les champs de vecteursH i sont C1 et tels que pour toutx P Rd, ils d�e�nissent un

unique ot global � i p t; x q ;
 les intensit�es de saut sont telles que pour tout couplep i; x q , � i p � i p t; x qq est localement

int�egrable en 0, c'est-�a-dire qu'il existe " p i; x q ¡ 0 tel que

» " p i;x q

0
� i p � i p s; x qq ds   8 :

Ces deux conditions impliquent que la construction donn�eeci-dessus a un sens. Le ot
est toujours d�e�ni et on peut choisir un temps de prochain saut strictement positif. Avec
les hypoth�eses 3 et 4, Davis a montr�e que le processus de Markov p i t ; x t q sur J � Rd ainsi
construit est solution du probl�eme de martingale associ�e au g�en�erateur A, qui s'exprime,
pour toute fonction born�ee de classeC1 de x (et de d�eriv�ee born�ee),

Af p i; x q � H i p x q r x f � � i p x q

»

r f p j; y q � f p i; x qs Q p dj � dy; p i; x qq : (7)

L'op�erateur adjoint donne (formellement) l'�equation d' �evolution sur les probabilit�es de
densit�e pp i; x; t q du processus

B pp i; x; t q

B t
� � r p H i p x q pp i; x; t qq � � i p x q pp i; x; t q �

»

� j p y q pp j; y; t q Q pp i; x q ; dj � dyq : (8)



34 Introduction G�en�erale

L'existence de solution au probl�eme de martingale est doncdonn�e par la construction
explicite d'un processus stochastique. D'apr�es la proposition 8 et le th�eor�eme 8, si l'on
montre que le semi-groupe engendr�e par ce processus stochastique est fortement continu
(ce qui est le cas si les intensit�es� i sont born�ees par exemple), on peut obtenir l'unicit�e de
la solution du probl�eme de martingale. Les techniques de localisation peuvent aussi être
utilis�ees dans la pratique. Crudu et al. [21] ont montr�e ai nsi, avec des hypoth�eses fortes
(mais qui peuvent être surmont�ees par des techniques de localisation), le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 9. [21, thm 2.5] Supposons les hypoth�eses 3 et 4 ainsi que

Hypoth�ese 5. Les fonctions x ÞÑ H i p x q , x ÞÑ � i p x q et x ÞÑ � i p x q

³

f p j; y q Q p dj � dy; p i; x qq

pour f P C1
b , sont C1

b sur Rd.

Alors, le PDMP d�etermin�e par p H i ; � i ; Q q est l'unique solution du probl�eme de mar-
tingale associ�e �a A d�e�ni �a l'�eq. (7).

Toujours pour le caract�ere bien pos�e du probl�eme de martingale, citons un r�esultat de
perturbation qui peut s'appliquer dans la pratique. L'id�e e est de d�ecouper le g�en�erateur
donn�e �a l'�eq. (7) en deux parties. De mani�ere naturelle ( par rapport �a la construction
explicite du processus) on peut s�eparer la partie d�erive,donn�ee par l'�evolution d�eterministe,
de la partie saut. Notons A1 la partie d�erive, et A2 la partie saut. Supposons que les
intensit�es de saut � i sont born�ees. Alors l'op�erateur A2 est un op�erateur born�e. Si l'on
s'assure queA1 est dissipatif, que pour un � ¡ 0, B p E q € Im p � � A1 q , alors B p E q €

Im p � � p A1 � A2 qq . Le th�eor�eme 8 donn�e ci-dessus permet donc de conclure que l'unicit�e
a lieu pour A1 � A2. Pour l'existence, on peut utiliser le r�esultat suivant :

Proposition 16. [30, prop 10.2 p 256] Supposons que pour toute loi initiale� sur J � Rd,
il existe une solution au probl�eme de martingale pourp A1; � q �a trajectoires dans DE r 0; 8q ,
alors il existe �egalement une solution au probl�eme de martingale pour p A1 � A2; � q �a
trajectoires dans DE r 0; 8q (o�u A2 est l'op�erateur de saut, avec intensit�es born�ees).

L'id�ee de la preuve suit la construction explicite du PDMP. On se ram�ene d'abord au cas
� constant, puis on construit successivement une solution sur tout r Tk ; Tk � 1 q , avec la loi
de Tk � 1 � Tk donn�ee par une loi exponentielle ind�ependante du processus, et la condition
initiale donn�ee par la loi du saut Q en la condition �nale de l'�etape pr�ec�edente, etc.

6.5 �Equation d'�evolution d'un PDMP

Nous donnons maintenant une strat�egie similaire, mais en regardant le semi-groupe
sur L 1, associ�e �a l'�equation d'�evolution �eq. (8). Cette stra t�egie sera largement utilis�ee au
chapitre 1, sur un mod�ele PDMP en dimension un, lorsqu'il y a uniquement des sauts
dans la variable continue, et un seul champ de vecteurs (il n'y a pas de variable discr�ete).
Supposons donc pour simpli�er qu'on est dans un cas o�u le champ de vecteurs ne change
pas et qu'il n'y a pas de dynamique sur la variable discr�ete.Le g�en�erateur donn�e dans
l'�eq. (8) est d�e�ni par un op�erateur de d�erive et un op�er ateur de saut sur la variable
continue.

Rappelons quelques notions sp�eci�ques aux semi-groupes sur L 1. Soit p E; E; m q un
espace mesur�e� -�ni et L 1

� L 1
p E; E; m q de norme} � } 1. Un op�erateur lin�eaire P sur

L 1 est dit sous-stochastique(respectivement stochastique) si Pu ¥ 0 et } Pu} 1 ¤ } u } 1

(respectivement } Pu} 1 � } u } 1) pour tout u ¥ 0, u P L 1. On note D l'ensemble des
densit�es de probabilit�e sur E :

D � t u P L 1 : u ¥ 0; } u } 1 � 1u :
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Ainsi un op�erateur stochastique transforme une densit�e en une densit�e. Soit P : E � E Ñ

r 0; 1s un noyau de transition stochastique, c'est-�a-dire que P p x; �q est une mesure de pro-
babilit�e pour tout x P E et la fonction x ÞÑ P p x; B q est mesurable pour toutB P E. Soit
P un op�erateur stochastique sur L 1. Si

»

E
P p x; B q u p x q m p dx q �

»

B
Pup y q m p dyq pour tous B P E; u P D;

alors P est l'op�erateur de transition associ�e �a P. Un op�erateur stochastique P sur L 1 est
dit partiellement int�egral s'il existe une fonction mesurablep: E � E Ñ r 0; 8q telle que

»

E

»

E
pp x; y q m p dyq m p dx q ¡ 0 et Pup y q ¥

»

E
u p x q pp x; y q m p dx q ;

pour toute densit�e u. De plus, si,
»

E
pp x; y q m p dyq � 1; x P E;

alors P correspond au noyau stochastique

P p x; B q �

»

B
pp x; y q m p dyq ; x P E; B P E;

et on dit que P est �a noyau p. Dans le cas particulier d'un ensemble d�enombrableE avec
E la famille de tous les sous-ensembles deE et m la mesure de comptage, l'espaceL 1 sera
not�e `1 et les densit�es de probabilit�e sont des suites. Tout op�erateur stochastique sur`1 a
un noyau r pp x; y qs x;y P E qui est donn�e par une matrice (stochastique).

Un semi-groupe t P p t qu t ¥ 0 d'op�erateurs lin�eaires sur L 1 est dit sous-stochastique(res-
pectivement stochastique) s'il est fortement continu et pour tout t ¡ 0 l'op�erateur P p t q

est sous-stochastique (respectivement stochastique). Une densit�e u � est invariante ou sta-
tionnaire pour t P p t qu t ¥ 0 si u � est un point �xe de chaque op�erateur P p t q , P p t q u �

� u �

pour tout t ¥ 0. Un semi-groupe stochastiquet P p t qu t ¥ 0 est dit asymptotiquement stable
s'il existe une densit�e stationnaire u

�

telle que

lim
t Ñ8

} P p t q u � u
�

} 1 � 0 pour u P D;

et il est partiellement int�egral si, pour un t0 ¡ 0, l'op�erateur P p t0 q est partiellement
int�egral.

Th�eor�eme 10 ([67, Thm 2]). Soit t P p t qu t ¥ 0 un semi-groupe stochastique partiellement
int�egral. Si le semi-groupe t P p t qu t ¥ 0 a une unique densit�e invariante u � et u �

¡ 0 presque
partout, alors

lim
t Ñ8

} P p t q u � u �

} 1 � 0 pour tout u P D:

Dans notre �etude sur un mod�ele donn�e par un PDMP, il ne sera pas trop di�cile de voir
que le semi-groupe est partiellement int�egral. Les conditions pour obtenir un semi-groupe
stochastique (autre que le cas trivial d'intensit�es de saut born�ees) sont plus d�elicates.
En�n, l'existence d'une densit�e invariante (c'est-�a-di re une fonction mesurable invariante et
int�egrable, qui peut donc être renormalis�ee) sera donn�ee par des calculs sur une r�esolvante
et une châ�ne de Markov �echantillonn�ee, que l'on pr�esente plus bas.

Pour s'assurer que le semi-groupe donn�e par le g�en�erateur de l'�eq. (8) est stochastique,
on utilisera un r�esultat de perturbation. Ce r�esultat per met d'abord de construire un semi-
groupe sous-stochastique, g�en�er�e par une extension du g�en�erateur associ�e �a l'�eq. (8). De
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plus, il caract�erise la r�esolvante de ce semi-groupe, ce qui permet de d�eduire des crit�eres
su�sants pour le rendre stochastique.

On note A0 l'op�erateur de transport associ�e au terme de d�erive, et J l'op�erateur sto-
chastique surL 1 associ�e au noyauQ. L'�equation d'�evolution sur la densit�e peut se r�e�ecri re

du
dt

� A0u � �u � J p �u q :

A0 �etant un op�erateur de transport, il est raisonnable de penser qu'il est le g�en�erateur
in�nit�esimal d'un semi-groupe stochastique fortement continu (du moins on peut trouver
dans la pratique des conditions pour qu'il le soit). Alors, m̂eme si � est non born�ee,
A1u � A0u � �u est le g�en�erateur d'un semi-groupe sous-stochastique. Le domaineD p A1 q

est inclus dans

L 1
� � t u P L 1 :

»

E
� p x q | u p x q | m p dx q   8u :

Soit A2 � J p �u q . L'op�erateur J est positif et stochastique, } J p �u q} 1 � } �u } 1, et donc

D p A1 q € D p A2 q :

De plus, on a clairement
»

E
p A1u � A2u q dm � 0:

On peut alors utiliser le r�esultat de perturbation suivant :

Th�eor�eme 11 ([43, 86, 5]). Supposons que deux op�erateurs lin�eairesp A1; D p A1 qq et
p A2; D p A2 qq sur L 1 v�eri�ent les hypoth�eses suivantes :

 p A1; D p A1 qq g�en�ere un semi-groupe sous-stochastiquet S1 p t qu t ¥ 0 ;
 D p A1 q € D p A2 q et A2u ¥ 0 pour tout u P D p A1 q

�

;
 pour tout u P D p A1 q

�

,
»

E
p A1u � A2u q dm � 0:

Alors il existe un semi-groupe sous-stochastiquet P p t qu t ¥ 0 sur L 1 g�en�er�e par une extension
C de p A1 � A2; D p A1 qq . Le g�en�erateur est caract�eris�e par

R p �; C q u � lim
N Ñ8

R p �; A 1 q

N
¸

n � 0

p A2R p �; A 1 qq

n u; u P L 1; � ¡ 0:

De plus, t P p t qu t ¥ 0 est le plus petit semi-groupe sous-stochastique dont le g�en�erateur est
une extension dep A1 � A2; D p A1 qq . En�n, les conditions suivantes sont �equivalentes :

 t P p t qu t ¥ 0 est un semi-groupe stochastique,
 le g�en�erateur C est la fermeture dep A1 � A2; D p A1 qq ,
 pour un � ¡ 0,

lim
n Ñ8

}p A2R p �; A 1 qq

n u } � 0; @ u P L 1:

Tyran-Kami�nska [83] a montr�e qu'une condition su�sante p our que t P p t qu t ¥ 0 soit
stochastique est que l'op�erateurK d�e�ni par

Ku � lim
� Ñ 0

A2R p �; A 1 q u � lim
� Ñ 0

J p �R p �; A 1 q u q ; (9)

soit ergodique en moyenne, c'est-�a-dire lim
n Ñ8

1
n

N � 1
¸

n � 0

K nu existe. Cette proposition vient

simplement de la monotonie des r�esolvantesR p �; A 1 q d'un op�erateur sous-stochastique et
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du fait que l'ergodicit�e en moyenne s'h�erite par dominati on. En pratique, on pourra donc
chercher �a montrer que K poss�ede une unique densit�e invariante, transf�erer cette propri�et�e
�a l'op�erateur t P p t qu t ¥ 0 et utiliser le th�eor�eme 10 pour conclure. Pour �nir, noton s les
liens entre l'approche probabiliste et analytique sur les PDMP donn�es par la proposition
suivante

Proposition 17. Tyran-Kami�nska [83, thm 5.2] Soient X p t q le PDMP de caract�eristique
locale p H; �; Q q , t P p t qu t ¥ 0 son semi-groupe surL 1 associ�e, J l'op�erateur stochastique sur
L 1 associ�e au noyauQ, et � t p x q le ot global associ�e �a H . On note p Tn q la suite de temps
de sauts deX p t q , avec T

8

� limn Ñ8

Tn le temps d'explosion pourX p t q . Alors :
 pour tous � ¡ 0,

lim
n Ñ8

p J p �R p �; A 1 q u qq

� n 1
t E u

p x q � E
�

e� �T
8

| X p 0q � x
�

p.p. x:

 pour tous B P B p E q , u P D p A q

�

et t ¡ 0
»

B
P p t q u p x q m p dx q �

»

E
P

 

X p t q P B; t   T
8

| X p 0q � x
(

u p x q m p dx q ;

 l'op�erateur K d�e�ni �a l'�eq. (9) est l'op�erateur de transition associ�e �a la châ�ne de
Markov en temps discret p X p Tn qq n ¥ 0 de noyau

K p x; B q �

»

8

0
Q p B ; � t p x qq � p � t p x qq e�

³ t
0 � p � r p x qq dr dt; x P E; B P B p E q :

On conclut avec une s�erie de remarques

Remarque 12. Cet ensemble de r�esultats montre que l'on peut ramener l'�etude de l'�equa-
tion d'�evolution sur les densit�es du PDMP (en supposant que la loi initiale a une densit�e)
�a l'�etude des densit�es d'un op�erateur associ�e �a une ch â�ne de Markov en temps discret.
On verra dans le chapitre 1 que pour un mod�ele simple, on peutcalculer explicitement la
r�esolvante de A1, l'op�erateur K , trouver un unique candidat pour la densit�e invariante, et
ainsi donner des conditions assez �nes (sur les caract�eristiques locales du PDMP) pour la
stabilit�e asymptotique du semi-groupe associ�e au PDMP. Les r�esultats de Tyran-Kami�nska
[83] contiennent d'autres caract�erisations importantes, notamment des conditions pour que
le semi-groupe soit fortement stable (perte de masse) qui ont �et�e appliqu�ees �a di��erents
mod�eles de fragmentations (voir aussi [55]).

Remarque 13. L'�etude d'un processus de Markov par une châ�ne de Markov entemps
discret est �a la base des id�ees de Meyn et Tweedie pr�esent�ees dans la sous-section 6.3.
Notons �egalement que ces id�ees ont �et�e appliqu�ees sur les PDMP par Costa and Dufour
[20]. L'importance en pratique de ces r�esultats est de donner des op�erateurs explicite-
ment calculables, contrairement aux r�esolvantes (en g�en�eral). Comme on l'a vu �a la sous-
section 6.3, l'�echantillonnage donn�e par des temps al�eatoires exponentiels de param�etre
1 correspond exactement �a la r�esolvante (�eq. (6)). Cependant, celui-ci est di�cilement
calculable dans la pratique. L'approche de Marta Tyran-Kami�nska donne des conditions
�equivalentes (voir th�eor�eme 11) pour les propri�et�es d u semi-groupe t P p t qu t ¥ 0 sur L 1 et
l'op�erateur A2R p �; A 1 q . Ensuite, l'op�erateur K � lim � Ñ 0 A2R p �; A 1 q , qui correspond �a
un �echantillonnage aux temps de saut du PDMP, donne des conditions su�santes pour
les propri�et�es de stabilit�e du semi-groupe t P p t qu t ¥ 0. L'�echantillonnage utilis�e par Costa et
Dufour (dans un cadre un peu plus g�en�eral, avec bord, et avec une approche probabiliste,
en regardant le semi-groupe sur les fonctions born�ees) correspond �a des temps al�eatoires
donn�es par le minimum du temps de prochain saut et d'une exponentielle de param�etre 1.
Les auteurs obtiennent alors des conditions d'�equivalence entre les propri�et�es de stabilit�e
de la châ�ne �echantillon�ee et du PDMP.
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Remarque 14. En�n, ces approches de type< semi-groupe> pour �etudier les propri�et�es
de stabilit�e d'un mod�ele donnent en g�en�eral de mauvaises estimations sur les taux de
convergence vers l'�etat d'�equilibre. Pour obtenir de < bons> taux de convergence explicites,
on utilise g�en�eralement des techniques dites de couplage. On renvoie �a de r�ecentes �etudes
sur des PDMP dans les articles [8],[19] par exemple. On verraau chapitre 1 que cette
approche permet de trouver un taux de convergence explicitepour notre mod�ele.

7 Th�eor�emes Limites

Les id�ees des th�eor�emes limites en probabilit�es reposent sur les deux th�eor�emes fonda-
mentaux que sont la loi des grands nombres (LGN) et le th�eor�eme de la limite centrale
(TCL). La LGN nous dit que si on somme un grand nombren de variables ind�ependantes
et identiquement distribu�ees, int�egrables, et que l'on divise par ce nombren, alors la limite
est d�eterministe, �egale �a la moyenne de la loi commune desvariables al�eatoires. Le TCL
(pour des variablesL 2) caract�erise les uctuations autour de la limite de la LGN, qui sont
alors gaussiennes, centr�ees en la moyenne, de variance quitend vers 0 enn � 1{ 2.

Ces th�eor�emes ont d'innombrables applications et g�en�eralisations, en particulier aux
processus stochastiques. Pour le processus stochastique qui nous int�eressera le plus, le
processus de Poisson, ces th�eor�emes se traduisent par la proposition suivante :

Proposition 18. Soit Y un processus de Poisson standard (d'intensit�e1). Alors, pour
tout t0 ¡ 0,

lim
n Ñ8

sup
t ¤ t0

|

Y p nt q

n
� t |� 0; presque sûrement:

De plus,

lim
n Ñ8

P
 Y p nt q � nt

?

n
¤ x

(

�

» x

�8

1
?

2�
e� y2

{p 2t q dy � P
 

W p t q ¤ x
(

;

o�u W est un mouvement Brownien standard (de moyenne nulle et de variance t).

Pour ce qui nous int�eresse, les cons�equences et g�en�eralisations des ces th�eor�emes aux
processus stochastiques ont principalement pour int�erêt de trouver et justi�er des mod�eles
r�eduits et plus abordables analytiquement. On pr�esente ci-apr�es deux approches de r�educ-
tion de mod�eles, l'une bas�ee sur la s�eparation d'�echelles de temps, et l'autre bas�ee sur des
passages en grandes populations (champ moyen, limite uide, limite thermodynamique...).
Ces deux approches ne sont pas forc�ement disjointes.

Mais tout d'abord expliquons les outils principaux utilis�es. L'approche la plus lar-
gement r�epandue pour prouver des th�eor�emes limites sur des processus stochastiques,
satisfaisant une certaine �equation di��erentielle stoch astique, repose sur des arguments
topologiques, et notamment de compacit�e. Si une suite est relativement compacte, et pos-
s�ede une unique valeur d'adh�erence, alors cette suite estconvergente, vers l'unique valeur
d'adh�erence. Notons que les convergences obtenues sur lesprocessus stochastiques seront
des convergences en loi. Les processus stochastiques (surDE r 0; 8q en g�en�eral) sont vus
comme des variables al�eatoires d'un plus grand espace, quel'on notera temporairement S,
muni d'une certaine topologie. NotonsCbp S q l'ensemble des fonctions continues born�ees
de S. Notons Pp S q l'ensemble des mesures de probabilit�es surS. Une suite Pn P Pp S q de
mesures de probabilit�es surS converge faiblement versP si

lim
n Ñ8

»

fdP n �

»

fdP; @ f P Cbp S q :
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De mani�ere �equivalente, une suite de variables al�eatoires X n sur S converge en loi (ou en
distribution) vers X si

lim
n Ñ8

E
�

f p X n q

�

� E
�

f p X q

�

; @ f P Cbp S q :

Cette convergence n'est pas sp�eci�que aux processus stochastiques. Un autre type de
convergence, beaucoup plus maniable, et sp�eci�que aux processus stochastiques, est la
convergence en distribution de dimension �nie. Cette convergence est la convergence en
loi de tout vecteur �ni de variables al�eatoires donn�ees par les �evaluations du processus
stochastique en des temps �nis. La convergence de dimension�nie peut être une mani�ere
d'identi�er une unique limite via le r�esultat de Prokhorov :

Proposition 19. X n converge en loi versX si et seulement siX n converge en distribution
de dimension �nie et X n est relativement compact.

La preuve du sens direct de cette proposition utilise le th�eor�eme de repr�esentation de
Skorokhod, qui nous dit que si on a convergence en loi, alors on peut toujours trouver
(repr�esenter) des variables al�eatoires qui ont ces lois et qui convergent presque sûrement.
La preuve du sens r�eciproque utilise le fait que les distributions de dimension �nie carac-
t�erisent un processus stochastique.

Une deuxi�eme m�ethode pour caract�eriser de mani�ere unique la loi du processus limite,
largement r�epandue, est celle du probl�eme de martingale.Si l'on montre que toute limite
de la suite de processus stochastiques doit v�eri�er un certain probl�eme de martingale, et
qu'on a unicit�e (en loi) de la solution du probl�eme de marti ngale, alors la loi limite est
caract�eris�ee de mani�ere unique. On comprend alors que lecaract�ere bien pos�e (en fait
l'unicit�e) d'un probl�eme de martingale est crucial pour c ette approche.

On verra en�n au Chapitre 1 que l'on peut utiliser dans certains cas une g�en�eralisation
du th�eor�eme de L�evy, le th�eor�eme de Bochner-Minlos, qu i montre que sous de bonnes
conditions, la fonctionnelle caract�eristique d'un processus stochastique caract�erise sa loi.

Apr�es avoir caract�eris�e la loi limite, la deuxi�eme �eta pe consiste �a montrer la relative
compacit�e du processus stochastique (dans l'espace dans lequel il vit). Cette propri�et�e
d�epend fortement de la topologie que l'on consid�ere. Une notion proche de la compacit�e
pour les lois de probabilit�e, et tr�es maniable en pratique, est la tension.

D�e�nition 16 (tension). Une suite de variables al�eatoiresX n �a valeurs dans S un espace
topologique est tendue si pour tout" ¡ 0, il existe un compact K P S, tel que

lim inf
n Ñ8

P
 

X n P K
(

¥ 1 � ":

Le fameux th�eor�eme de Prohorov caract�erise la relative compacit�e par des crit�eres de
tension uniformes. En particulier, on peut montrer que siS est un espace m�etrique comp-
let s�eparable, une suite est tendue si et seulement si elle est relativement compacte (voir
par exemple [30, thm 2.2]). SiX n est une suite de processus stochastiques �a valeurs dans
DE r 0; 8q , on cherche donc si cet espace est un m�etrique complet s�eparable. Si E est m�e-
trique complet s�eparable, alors on peut munir DE r 0; 8q d'une m�etrique (appel�e m�etrique
de Skorohod) qui rendeDE r 0; 8q complet s�eparable. De plus, pour cette topologie, not�ee
SE , on a le crit�ere de tension suivant trouv�e par Aldous (voir par exemple [39, thm 4.5 p
356]) :

Proposition 20. Une suite X n est tendue dansp DE r 0; 8q ; SE q si :
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 pour tous N P N � , " ¡ 0, il existe n0 P N � et K ¡ 0 tels que

p n ¥ n0 q ñ P
 

sup
t ¤ N

| X n
t |¡ K

(

¤ ":

 pour tous N P N � , " ¡ 0, on a

lim
� Ñ 0

lim sup
n

sup
S ¤ T ¤ S � �

P
 

| X n
T � X n

S |¥ "
(

� 0;

o�u le supremum est parmi tous les temps d'arrêts adapt�es �a la �ltration canonique
associ�ee �a X n , born�es par N .

Citons �egalement, toujours pour la topologie de Skorohod,le crit�ere de Rebolledo pour
les semi-martingales de dimension �nie

Proposition 21. [41, Cor 2.3.3 p 41] Si X n est �a valeurs dans un espace de dimension
�nie, et X n � An � M n , avecAn un processus �a variation �nie, M n une martingale locale
L 2, et si les suites p An q et p  M n ¡q (processus de variation quadratique) v�eri�ent le
crit�ere d'Aldous, alors X n est tendue.

Il arrive que la suite de processus ne puisse être tendue dans p DE r 0; 8q ; SE q , notam-
ment lorsque le processus limite< a plus de discontinuit�es > que la suite de processus. Il
faut alors utiliser d'autres topologies, en s'assurant quele th�eor�eme de Prohorov reste vrai
(ainsi que le th�eor�eme de repr�esentation de Skorokhod), pour pouvoir utiliser les mêmes
arguments de compacit�e. C'est le cas pour la topologie de Jakubowski J sur DR r 0; 1s , pour
laquelle on a le crit�ere de tension suivant :

Proposition 22. Une suite X n est tendue dansp DR r 0; 1s ; J q si
 pour tout " ¡ 0, il existe n0 P N � et K ¡ 0 tels que

p n ¥ n0 q ñ P
 

sup
t ¤ 1

| X n
t |¡ K

(

¤ ";

 pour tous a   b, il existe C ¡ 0 tel que

sup
n

N a;b
p X n q ¤ Cn;

o�u N a;b est le nombre de croisements de niveaua   b.

Un crit�ere similaire est valable pour l'espaceL p
r 0; 1s , 1 ¤ p   8 :

Proposition 23. Une suite X n est tendue dansL p
r 0; 1s si

 pour tous N P N � , " ¡ 0, il existe n0 P N � et K ¡ 0 tels que

p n ¥ n0 q ñ P
 

sup
t ¤ 1

| X n
t |¡ K

(

¤ ";

 pour tout " ¡ 0, il existe n0 P N � et K ¡ 0 tels que

p n ¥ n0 q ñ P
 

} X n
t } BV ¥ K

(

¤ ";

o�u } x } BV � } x } 1 � supt

°

i | f p t i � 1 q � f p t i q | ; t i subdivision de r 0; 1su .

En�n, si M r 0; 8q est l'espace des fonctions r�eelles mesurables surr 0; 8q , muni de la
m�etrique

dp x; y q �

»

8

O
e� t maxp 1; | x p t q � y p t q |q dt;

alors p M r 0; 8q ; dq est un espace m�etrique s�eparable, et on a le crit�ere de tension suivant :
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Proposition 24. [52, thm 4.1] Une suite X n est tendue dansp M r 0; 8q ; dq si :
 pour tous T; " ¡ 0, il existe K ¡ 0 tel que

sup
n

» T

0
1

t| x p t q|¡ K u

¤ ";

 Pour tout T ¡ 0

lim
h Ñ 0

sup
n

» T

0
maxp 1; | x p t � h q � x p t q |q dt � 0:

7.1 R�eduction de mod�eles par s�eparation d'�echelles de t emps

Les th�eor�emes limites sont tr�es importants dans le contexte des mod�eles de r�eactions
biochimiques. En e�et, il est courant que dans ces mod�eles certaines variables ou certaines
r�eactions �evoluent �a une vitesse beaucoup plus rapide que les autres. Dans ces cas l�a,
on peut soit < simpli�er > la r�eaction (elle peut devenir d�eterministe, ou provoquer des
grands sauts) ou< �eliminer > la variable rapide par des techniques de moyennisation. On
renvoie �a deux r�ecentes publications utilisant ce genre de techniques pour simpli�er des
processus de saut pur [21],[42], ainsi qu'aux r�esultats duchapitre 1 sur la simpli�cation du
mod�ele d'expression des g�enes. Les techniques de moyennisation remontent �a Kash'minski
et Kurtz (voir par exemple [50]). De mani�ere heuristique, elles sont bas�ees sur l'hypoth�ese
que la variable rapide est ergodique, et donc converge rapidement vers son �etat d'�equilibre.
La variable lente, si elle d�epend de la valeur de la variablerapide, ne d�ependra alors �a la
limite que des moments asymptotiques de la variable rapide.

On utilisera ces techniques de r�eduction dans les deux chapitres de cette th�ese, soit pour
prouver rigoureusement des liens entre certains mod�eles,soit pour r�eduire la dimension
d'un mod�ele et le rendre plus facile �a analyser.

Des techniques de r�eduction similaires peuvent être e�ectu�ees directement sur l'�equa-
tion d'�evolution de la densit�e des variables ( �Equation mâ�tresse ou Fokker-Planck) en
< int�egrant > sur la variable rapide, et par une hypoth�ese d'ergodicit�e similaire. Voir pour
cette approche [38] ou plus r�ecemment [73].

7.2 R�eduction par passage en grande population

Lorsqu'on a un mod�ele discret, qui �evolue par \de petits sauts", si l'on suppose que le
nombre d'individus �a l'�etat initial devient grand, alors par une renormalisation appropri�ee,
on peut d�ecrire le nombre d'individus par une variable continue qui v�eri�era un mod�ele
limite.

Cette id�ee remonte �a Prokhorov [68] et Kurtz [51]. Pour une châ�ne de Markov X n

en temps continu �a valeurs dansN, dont l'�evolution est d�ecrite par des intensit�es de saut
� n p x q et une loi de r�epartition de saut � n p x; �q , le r�esultat classique de Kurtz [51] nous
dit que si on acc�el�ere les intensit�es de saut par � n p x q � n� p x q , et que l'on ne change pas
la loi de r�epartition de saut � n p x; �q � � p x; �q , alors le processus stochastique renormalis�e
Yn �

X n
n converge vers la solution de l'�equation di��erentielle or dinaire (sous r�eserve qu'elle

soit bien pos�ee) dirig�ee par

F p x q � � p x q

»

R
| z � x | � p x; dz q :

Ces techniques ont �et�e �etendues �a de nombreux mod�eles de population en biologie.
La strat�egie est de d�ecrire un mod�ele de population discr�ete en utilisant des processus
ponctuels (la mesure empirique), et de prouver qu'ils convergent, avec une mise �a l'�echelle
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ad�equate et de bonnes hypoth�eses sur les coe�cients, versune mesure qui r�esout un certain
probl�eme limite. La convergence obtenue est une convergence en loi, et les preuves utilisent
g�en�eralement les techniques de martingales (on montre d'abord la compacit�e, et ensuite
que toute limite est uniquement d�etermin�ee, grâce au probl�eme de martingale). Ces id�ees
remontent �a Prokhorov [68], et ont �et�e consid�erablemen t am�elior�ees par de nombreux
auteurs [51, 63, 41, 81, 71, 53, 24]. Les int�erêts de cette approche sont :

 premi�erement, th�eorique . Cette approche peut être utilis�ee pour prouver l'existence
d'une solution au probl�eme limite. Si on est capable de trouver un mod�ele discret
particulier, qui poss�ede une suite de solutions qui converge, et dont la limite r�esout
n�ecessairement le probl�eme limite, alors on a prouv�e l'existence d'une solution du
mod�ele limite ( voir par exemple [40, 62] dans le contexte demod�ele d'agr�egation-
fragmentation) ;

 deuxi�emement, num�erique . Cette approche a �et�e largement utilis�ee pour obtenir
des algorithmes rapides et e�caces d'un mod�ele continu non lin�eaire, comme les
nombreuses variantes des �equations de Poisson-McKean-Vlasov [82]. Pour une telle
approche, le taux de convergence du mod�ele stochastique vers le mod�ele limite est
important pour s'assurer de la tol�erance de l'approximation r�ealis�ee [16, 61] ;

 troisi�emement, pour la mod�elisation . Dans un contexte physique ou biologique,
cette approche permet de justi�er rigoureusement les baseset les hypoth�eses phy-
siques d'un mod�ele particulier. En e�et, dans les mod�eles de population discrets,
on peut sp�eci�er pr�ecis�ement chaque r�eaction ou les r�e gles d'�evolution de la popu-
lation. Ensuite, avec des hypoth�eses sur les coe�cients d�ecrivant cette �evolution, et
une mise �a l'�echelle particuli�ere (explicite, en g�en�e ral grande population, ou taux
de r�eactions rapides, etc...), on obtient un mod�ele limit e ou un autre. Ainsi, les hy-
poth�eses (parfois) implicites d'un mod�ele continu sont rendues plus explicites. On
peut aussi uni�er certains mod�eles en les reliant entre euxavec des mises �a l'�echelle
particuli�eres [44] ;

 en�n, du point de vue pratique . Cette approche peut être utilis�e pour simpli�er des
mod�eles, en particulier quand les e�ets discrets rendent l'analyse du mod�ele d�elicate.
On peut obtenir une bonne id�ee du comportement d'un mod�ele initial en �etudiant
plusieurs comportements limites.

R�ecemment, les approches de type< th�eor�emes limites > appliqu�ees aux mod�eles de
population en biologie math�ematique ont �et�e nombreuses, donnant un changement de
point de vue �a la mod�elisation en biologie, d'une approchemacroscopique �a une approche
microscopique. On peut donner des exemples concrets :

 dans les mod�eles de population cellulaire. Bansaye et Tran [6] ont consid�er�e
une population de cellules infect�ees par des parasites (lenombre de parasites donne
une variable de structure pour les cellules) et ont regard�ela limite quand il y a un
grand nombre de parasites et une taille �nie de population decellules. On peut faire
des analogies entre ce mod�ele et le mod�ele de polym�erisation-fragmentation que l'on
�etudiera au chapitre 2. On peut consid�erer en e�et les polym�eres comme des cellules,
et les monom�eres comme des parasites. On utilisera ainsi les r�esultats de ce papier,
et on consid�erera aussi la limite quand le nombre de petitesparticules (monom�eres,
parasites) devient grand tandis que le nombre de grandes particules (polym�eres,
cellules) reste �ni, et �evolue suivant une fragmentation (ou division) al�eatoire. Pour
d'autres �etudes similaires de mod�eles hôtes-parasites, voir [7, 57].

 dans les mod�eles d'�evolution. Champagnat et M�el�eard [17] ont �etendu les mo-
d�eles d'�evolutions (o�u la population est structur�ee pa r un < trait > g�enotypique, qui
subit des mutations) avec interaction (voir [31, 18]) en rajoutant une structure d'es-
pace, typiquement une di�usion r�e�echie sur un domaine bor n�e. Les auteurs ont ainsi
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obtenu, dans la limite de grandes populations, une �equation aux d�eriv�ees partielles
non- lin�eaire de type r�eaction-di�usion, avec condition a u bord de Neumann. Leurs
hypoth�eses impliquent que les taux de naissance et mort, etles coe�cients de d�erive
et de di�usion soient born�es et Lipschitziens, pour s'assurer du caract�ere bien pos�e
du mod�ele limite. Nous utiliserons aussi cet article dans le chapitre 2, pour mod�eliser
le syst�eme d'agr�egation-fragmentation de polym�eres avec mouvement spatial.

En�n, mentionnons juste que les approches de ce type sur l'�equation d'�evolution de
la densit�e, tr�es utilis�ees par les physiciens, portent souvent le nom d'expansion de Van
Kampen, ou de Kramers-Moyal (voir par exemple [72]).
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50 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability

1 Introduction

In neurobiology, when it became clear that some of the uctuations seen in whole
nerve recording, and later in single cell recordings, were not simply measurement noise but
actual uctuations in the system being studied, researchers very quickly started wondering
to what extent these uctuations actually played a role in th e operation of the nervous
system.

Much the same pattern of development has occurred in cellular and molecular biology
as experimental techniques have allowed investigators to probe temporal behavior at ever
�ner levels, even to the level of individual molecules [110,147]. Experimentalists and
theoreticians alike who are interested in the regulation ofgene networks are increasingly
focused on trying to access the role of various types of uctuations on the operation and
�delity of both simple and complex gene regulatory systems.Recent reviews [74, 109] give
an interesting perspective on some of the issues confronting both experimentalists and
modelers.

Among the increasing number of paper that demonstrate stochasticity in gene expres-
sion, at the single cell level, we can quote the work of Elowitz et al. [34], who have used an
elegant experimental technique to prove inherent as well asenvironmental stochasticity.
In their work, they measure at a single cell level two di�erent gene reporters that has equal
probability to be expressed. They quantify the di�erence between cells and through time
of the total amount of expression of both genes, as well as thedi�erence of proportion
of expression of one gene among the two. Their results clearly demonstrate variability
coming from the environment as well as coming from intrinsicstochastic event inside cells.

In this chapter, we deal with a model of a single gene, that is able to self-regulate
its own expression. We model the dynamics of the level of expression of this gene in a
single cell, without taking into account cell division. Thi s model has been extensively
used and studied in the last decades with di�erent representations and approximations
(see section 7 for a review). The aim of this \minimal model" is to study stochasticity
in gene expression together with non-linear e�ect. Its advantage relies in the ability to
obtain analytic results and quantitative prediction (see section 8). Recent improvements
in molecular biology allow to identify and to measure precisely the level of gene expression
in very small gene network, including single gene network (see the next subsection 2.1).
For more complex (in the sense of large) gene network, such approach can be used as a
building block to understand nonlinearity and stochasticity in higher network. Even in
model of a single gene, the number of steps can vary considerably depending on the level
of description chosen. We consider here a model that includes 4 steps, namely the state of
the gene, the transcription, the translation and e�ector production. Again, improvements
of molecular biology tend to identify more and more elementary steps and some model
intend to take into account a more precise level of description, up to the nucleotide (see
subsection 7.9). Finally, the model we consider is a purely dynamical model, and we
don't consider any spatial or delay e�ect (even though, it is clear now that intracellular
environment is not well-mixed, and that some processes inside cells take an incompressible
time to proceed).

Our choice of level of description allows us to include the pioneer work of Goodwin
[48] together with the important recently discovered switching and bursting e�ect in gene
expression (these terms will be made clearer in the following). The Goodwin [48] model
focuses on describing the time evolution of the concentration of gene product (mRNA,
protein), based on the molecular basics found earlier. For describing the time evolution of
a continuous variable, It is usually used an ordinary di�erential equation approach. When
it becomes clear that the evolution of concentration of geneproduct in single cells could
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not be described by deterministic laws, one then starts to consider stochastic description.
In order to take into account stochasticity, it can be used a Langevin equation (addi-
tive noise) or more generally stochastic di�erential equation (multiplicative noise) with
either Gaussian white noise (no time correlation) or Gaussian colored noise (with positive
time correlations, see Shahrezaei et al. [131]). However, in this latter representation, the
variable still evolves continuously. Whereas it has been well documented experimentally
[22, 47, 111, 150] that in some organisms the mRNA and/or protein production is inter-
mittent, and intense during relatively short periods of tim e. This phenomenon is called
bursting in molecular biology. The accuracy of experiments permits to characterize the
time interval between these production events, and permitsto quantify the amount of
molecules produced in a single burst event. In particular, in the work referred above,
it has been found that in some organisms the bursting production is characterized by
an exponential waiting time between production events, andthe burst size is exponen-
tially distributed as well. To reproduce such characteristics, it has recently been proposed
(Friedman et al. [39], Mackey et al. [91]) to use a stochasticdi�erential equation driven
by a compound Poisson white noise, to model explicitly the discontinuous and stochas-
tic production. Such a process can also be viewed as a piecewise-deterministic Markov
process.

The mathematical foundation of piecewise-deterministic Markov processes (PDMP)
was given by Davis [27]. This class of stochastic process uni�es deterministic processes
described by ordinary di�erential equation, and pure jump Markov processes, described
by a Markov chain. Such a class of model has found recently an important echo in mathe-
matical biology, since it allows to take into account di�erent dynamics into a single model
(Hespanha [60]). The work of Davis [27] shows how we can use the martingale machinery
to study such stochastic processes. All the tools availableto study convergence of stochas-
tic processes (Ethier and Kurtz [36]) can then be used to study limiting behavior of PDMP.
Two recent papers of Crudu et al. [25] and Kang and Kurtz [75] illustrate this approach,
and explore various limiting cases using time-scale separation in the context of molecular
reaction network. On another approach, PDMP brings new evolution equations on den-
sities, which are typically of integro-di�erential types (a s opposed to second-order partial
di�erential equations associated to di�usion processes). Here, we will make use extensively
of the semigroup approach to study long-time behavior of such equation, following the work
of Lasota and Mackey [83], Mackey and Tyran-Kami�nska [90],and Tyran-Kami�nska [145].
In such approach, existence and stability of an invariant density is given by the existence
and uniqueness of a solution to a �xed point problem (which presents itself as a system of
algebraic equations or di�erential equations in our examples), associated to a discrete-time
Markov chain. We can compare this approach to more traditional results in stochastic pro-
cess given by Meyn and Tweedie [97], and recent contributions on convergence results of
PDMP by Costa and Dufour [23].

On the other hand, the molecular basis for stochasticity in gene expression is also
often attributed to low copy numbers of gene products. It is then needed to use discrete
variable models rather than continuous one, and to model molecular number rather than
concentration. Such ideas are widely used in biochemistry since the work of Gillespie
[45]. The recent contribution of Anderson and Kurtz [3] summarizes the foundation and
mathematical formulation of such models, as continuous-time Markov processes.

All the di�erent models considered here use di�erent mathematical formulations, namely
pure jump Markov process in a discrete state space, continuous state space ordinary dif-
ferential equation and hybrid models. We will attach an important part to prove these
di�erent formulations relate to each other through rigorous limit theorem (see sections 9).
In particular, it's quite remarkable that the so-called \ ce ntral dogma" of molecular biology
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(as a chemical reaction network) can explain much of the di�erent experimental observed
behaviors, in di�erent parameter space regions.

But �rst, it is important to emphasize the biochemical react ion network that is be-
hind all these di�erent mathematical formulations, and give some background material in
molecular biology (see sections 2, 3 and 4). Once this is set up, we describe our model
through a pure jump Markov process in a discrete state space and studie its qualitative
behavior (section 5). Then we present its continuous deterministic version, namely the
Goodwin model (section 6) and recall how we can precisely study its long time behavior.
A review of (many) other linked or intermediate model is provided in section 7.

Then we present an analogous study of the Goodwin model, on a stochastic reduced
model (section 8), where we only keep one variable. We consider in detail the probability
distribution of the molecular number (with a discrete variable) or concentrations (hence,
with a continuous state variable) in generic bacterial operons in the presence of `burst-
ing' using an analytical approach. As stated above, our workis motivated by the well
documented production of mRNA and/or protein in stochastic bursts in both prokary-
otes and eukaryotes [22, 47, 111, 150], and follows other contributions by, for example,
[104, 77, 39, 13, 129]. All the above mentioned work share common goal, that is to �nd
analytic characterization of a particular stochastic geneexpression model, to be able to
deduce kinetic parameters from experimental observationsand/or to explain qualitatively
and quantitatively the amount of variability measured experimentally. It is important
to also recognize the pioneering investigation of Berg [9] who �rst studied the statisti-
cal uctuations of protein numbers in bacterial population (with division) through the
master equation approach, and introduced the concept of what is now called bursting.
The analytical solution of the steady state density of the molecular distributions in the
presence of bursting was �rst derived by Friedman et al. [39]. Our work extends these
results to show the global stability of the limiting densiti es and examine their bifurcation
structure to give a rather complete understanding of the e�ect of bursting on molecular
distributions. The originality of this work is then to give a bifurcation diagram for the
stochastic model of gene expression, in complete analogy with the deterministic Goodwin
model. As molecular distributions can now be estimated experimentally in single cells,
such theoretical framework may also be of importance in practice. We show in section 8.6
how one can estimate theregulation function (rather than a single parameter) using an
inverse problem approach ([29]). Such estimate may be of importance to understand de-
tail molecular interactions that determines the regulation function (see section 3). It has
been the subject of a published work (Mackey et al. [91]). Finally, our framework can be
extended to a discrete variable model (see subsection 8.1),and we also investigated the
uid limit (subsection 9.4), which will be the subject of a fu rther publication (Mackey
et al. [93]).

The fact that this one-dimensional \ bursting" model relies on fundamental molecular
basis of previously known mechanism in molecular biology isan important feature of
this model, and has been noticed by many authors (see for instance [102] for review).
Following recent theoretical contributions on reduction of stochastic hybrid system [25, 75]
we rigorously prove that one limiting behavior of the (now) standard model of molecular
biology gives a bursting model (see subsection 9.1 and 9.2) In our work, we can prove
slight generalization of such reduction, in order to understand the key feature associated
with such behavior. We also prove an adiabatic reduction forthis bursting model (see
subsection 9.3), which will be the subject of a further publication (Mackey et al. [92]).
This work justi�es the use of a reduce one-dimensional modelwhen some variables are
evolving with a fast time scale, in a context of a continuous state hybrid model. The
originality of our work is to provide alternative proofs, using either partial di�erential
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equation techniques or probabilistic techniques. Up to ourknowledge, adiabatic reduction
for stochastic di�erential equation with jumps hasn't been i nvestigated before.

2 Standard Model

2.1 Background in molecular biology

The so-called \central dogma" of molecular biology, based on the Nobel Prize winning
work of Jacob et al. [69] in which they introduced the conceptof the operon (see subsec-
tion 2.2), is simple to state in principle, but complicated in its detail. Namely through
the process oftranscription of DNA, messenger RNA (mRNA) is produced and, in turn,
through the process oftranslation of the mRNA, proteins ( or intermediates) are pro-
duced. There is often feedback in the sense that molecules (enzymes) whose production is
controlled by these proteins can modulate the translation and/or transcription processes.
In what follows we will refer to these molecules ase�ectors (see �gure 1.1). Rather as-
tonishingly, within a few short years of the publication of the ground breaking work of
Jacob et al. [69] the dynamics of this simple feedback systemwas studied mathematically
by [48]. His formulation of the operon concept is now known asthe Goodwin model.

We now consider both the transcription and translation processes in detail. We �rst
present these two processes in prokaryotes, and then explain the main di�erences with
eukaryotes. In the transcription process an amino acid sequence in the DNA is copied
by an enzyme called RNA polymerase (RNAP) to produce a complementary copy of the
DNA segment encoded in the resulting RNA. Thus this is the �rst step in the transfer of
the information encoded in the DNA. The process by which thisoccurs is as follows.

When the DNA is in a double stranded con�guration, the RNAP is able to recognize
and bind to the promoter region of the DNA. (The RNAP/double s tranded DNA complex
is known as the closed complex.) Through the action of the RNAP, the DNA is unwound
in the vicinity of the RNAP/DNA promoter site, and becomes si ngle stranded. The
RNAP/single stranded DNA is called the open complex. Once inthe single stranded
con�guration, the transcription of the DNA into mRNA commen ces. A lot of interactions
between proteins can promote or block the closed complex formation and its binding to
the promoter region of the DNA. These proteins that interact with the RNAP are called
transcription factor (TF). There are many di�erent known int eractions between TF and
DNA and RNAP. Some TF can stabilize or block the binding of RNA polymerase to DNA.
They can also recruit coactivator or corepressor proteins to the DNA complex, in order
to increase or decrease the rate of gene transcription. In eukaryotes, TF can make the
DNA more or less accessible to RNA polymerase by modifying physically its con�guration.
Obviously, when these TF interact with the DNA that controls its production, then they
coincide with the molecules we called above e�ectors. The interaction between e�ectors
and the DNA and RNAP polymerase then dictates the feedback mechanism (see section 3)
and are responsible for what is called the transcriptional regulation or the gene expression
regulation. All these interactions are supposedly sequence-speci�c meaning that speci�c
proteins will be able to bind to speci�c sequence of DNA, or tospeci�c other proteins.
These concepts are however unreliable [80].

In prokaryotes, translation of the newly formed mRNA starts with the binding of a
ribosome to the mRNA. The function of the ribosome is to `read' the mRNA in triplets
of nucleotide sequences (codons). Then through a complex sequence of events, initiation
and elongation factors bring transfer RNA (tRNA) into conta ct with the ribosome-mRNA
complex to match the codon in the mRNA to the anti-codon in the tRNA. The elon-
gating peptide chain consists of these linked amino acids, and it starts folding into its
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�nal conformation. This folding continues until the process is complete and the polypep-
tide chain that results is the mature protein. Although ther e are also many interactions
between proteins at the step of translation, there are much less studies reporting for post-
transcriptional regulation (see [72] that consider mRNA degradation regulation mechanism
and post-transcriptional regulator binding).

The situation in eukaryotes di�ers from 2 main things.
Firstly, the DNA is found in a structure that is called chroma tin. The exact structure

of the chromatin is much out of the scope here, and we can keep in mind that the chromatin
`packs' the DNA in a smaller volume. Also, the chromatin prevents the DNA to be easily
accessible. Sequence of DNA can be more or less packed, depending on the gene. The
state of the chromatin (more or less packed) may also varies during time, leading to a very
complex dynamics. This dynamic modi�cation of chromatin (called chromatin remodeling)
may be the result of interactions with enzymes and transcription factors (but would not
be considered here).

Secondly, mRNA molecules are synthesized inside the nucleus, whereas the ribosomes
are located outside the nucleus. Then proteins will be synthesized outside the nucleus,
and will have to enter the nucleus to interact with the DNA. Th ese facts usually lead
to consider higher delays in the transcription/translation process modeling in eukaryotes
than in prokaryotes.

Our framework was conceived for gene expression model in bacteria (prokaryotes).
However, a growing number of people argue that similar models can be used for both
prokaryotes and eukaryotes, in di�erent parameter space regions (see subsection 2.4).

(a) \Central Dogma" (b) \New Central Dogma"

Figure 1.1: Schematic illustration of the so-called \central dogma"of molecular biology. (a)
Messenger RNA (mRNA) are produced through the transcription of DNA, and proteins
are produced through the translation of mRNA. There is a feedback directly by proteins
(or e�ectors) that can control the transcription of DNA. (b) S imilar of the left panel,
except that the DNA can enter in an \OFF"state for which trans cription is not possible.

2.2 The operon concept

An operon is a piece of DNA containing a cluster of genes underthe control of a
single promoter. The genes are transcribed together into mRNA. These mRNA are either
translated together or separately in the cytoplasm. In most cases, genes contained in
the operon are then either expressed together or not at all. Several genes must be both
co-transcribed and co-regulated to de�ne an operon. Operons were �rst discovered in
prokaryotes but also exist in eukaryotes. From the experimental and modeling point of
view, operons that contain a regulatory gene (repressor or activator) are very key concepts
because they provide a very small regulatory gene network. Most famous operon are

{ The lactose (lac) operon ([135]) in bacteria is the paradigmatic example of this con-
cept and this much studied system consists of three structural genes namedlacZ,
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lacY, and lacA. These three genes contain the code for the ultimate production,
through the translation of mRNA, of the intermediates � -galactosidase,lac perme-
ase, and thiogalactoside transacetylase respectively. The enzyme� -galactosidase is
active in the conversion of lactose into allolactose and then the conversion of allo-
lactose into glucose. Thelac permease is a membrane protein responsible for the
transport of extracellular lactose to the interior of the cell. (Only the transacetylase
plays no apparent role in the regulation of this system.) Theregulatory gene lacI,
which is part of a di�erent operon, codes for the lac repressor. The latter is trans-
formed to an inactive form when it binds with allolactose. Hence, in this system,
allolactose acts as the e�ector molecule. See �gure 1.2.

{ The tryptophan ( trp) operon was also extensively studied ([58],[123],[89]). Trypto-
phan is an amino acid that is incorporated into proteins that are essential to bacterial
growth. When tryptophan is present in the growth media, it fo rms a complex with
the tryptophan repressor and the complex binds to the promoter of the trp operon,
e�ectively switching o� production of tryptophan biosynthe tic enzymes. In the ab-
sence of tryptophan, the repressor cannot bind to the promoter and the essential
tryptophan biosynthetic enzymes are produced. See �gure 1.4.

{ The bacteriophage � system was reviewed recently ([96],[57], [58]). It is a small
piece of viral DNA that encode for two proteins (cI and cro) that are mutually
antagonist. When a virus infects a bacteria like E. Coli, experiments show that the
system exhibits bistability. The system can be in two distinct states. Each state
implies a di�erent behavior for the cell. In one state (called lysogenic), the virus
lies dormant, and is replicated only with the bacteria. In the other state, the virus
expresses proteins that are able to replicate the virus itself, then lyse (kill) the host
cell and release its progeny.

2.3 Synthetic network

The ability of design synthetic constructed gene network, reviewed by Hasty et al. [58],
provides also an excellent tool for modeling and experimental purposes. Approaches with
coupled modeling/experiments were indeed used to design speci�c small circuits with the
desired properties (bistability, oscillations etc...). Amongst the most popular synthetic
networks, one can �nd:

{ the genetic toggle switch, such as the� -switch (Gardner et al. [43]). It consists of
two genes that encode for proteins that are co-repressive. It has been experimentally
demonstrated that this system displays bistability.

{ the Repressilator. It consists of a loop of three genes. Each one inhibits successively
the next gene ([33]). It has been experimentally demonstrated that this system can
display oscillations.

{ Synthetic positive autoregulatory gene ( tet-R system, [8], or � -phage system [67]).
It has been experimentally shown that this system displays bistability.

Obviously, it has also some interest on its own (cellular control, biotechnology, genetically
engineered microorganisms and so on).

2.4 Prokaryotes vs Eukaryotes models

Although the quite important di�erences between prokaryotes and eukaryotes, it has
been argued several times in the past that the standard stochastic model of gene expression
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is a priori suitable for both ([95, 115, 46]). The rate constants and themeaning of the
stochastic transition can be di�erent though.

In particular, the On/O� switching rate of the gene state (se e �gure 1.1b) on prokary-
otes will usually reect binding and unbinding events of molecule on the promoter or even
pausing of RNA polymerase, while the On/O� switching rate on eukaryotes will reect
opening-closing of chromatin. Indeed, we saw that the presence of nucleosomes and the
packing of DNA-nucleosome complexes into chromatin generally make promoters inac-
cessible to the transcriptional machinery. Transition between open and closed chromatin
structures then correspond to active and inactive (repressed) promoter states, and can be
fairly slow ([74],[109],[115]) compared to the dynamics ofbinding and unbinding event of
molecules at the promoter region in prokaryotes. We refer totable 1.2 for some parameter
values taken from literature.

3 The Rate Functions

From what we presented above, it should be clear now that the transcription rate
(and the translation rate) is function of many cellular components, and specially protein
numbers/concentrations. Some modeling approaches take into account many details and
many variables in order to reect faithfully the transcript ion process (see subsection 7.9 for
a brief review). However, these approaches increase drastically the number of parameters
and the dimension of the model. With some kinetic assumptions, it is possible to reduce
the complexity. The justi�cation of it is an important stage of modeling. We detail here
some classical derivation of the transcriptional regulation in the deterministic context,
and (non-so) classical derivation in the stochastic context. There have been very di�erent
mechanisms (for a review in prokaryotes see [154], in yeast [53] and in higher eukaryotes
[118]) proposed for the molecular basis of the regulation ofthe transcription rate by e�ector
molecules. These mechanisms also depends a lot of the systemconsidered. We focus on one
particular system (feedback through complex formation) for simplicity. Depending on the
model in consideration (eukaryotes or prokaryotes in particular), the feedback mechanism
can be involved at di�erent stages (activation/inactivatio n of the gene, or initiation of the
transcription).

During transcription initiation, the reversible binding o f an RNAP to the promoter
region and subsequent formation of an open complex achieve rapid equilibrium: initia-
tion from the �nal open complex is the rate-limiting step ([1 42]). Transcription initiation
is therefore assumed to be a pseudo-�rst-order reaction with rate linearly proportional
to the amount of RNAP. In this section we examine the molecular dynamics of both
the classical inducible and repressible operon [148] to derive expressions for the depen-
dence of the transcription rate on e�ector levels. In this view, the e�ectors �rst interact
with other molecules (repressors) to form a molecular complex. These interactions will
modify the binding/unbinding event of repressors on the DNA, and then modify the bind-
ing/unbinding event of RNAP to the promoter region of the DNA . The e�ector molecules
can also act by binding directly on to the promoter region andshielding it from RNAP.
In all cases, the reactions with e�ector are considered to be in equilibrium and simply
change the fraction of RNAP bound as a closed complex, thereby changing the e�ective
transcriptional rate. See [120] and [148] for experimentalevidence that such approach
reproduces accurately the rate function.
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3.1 Transcriptional rate in inducible regulation

For a typical inducible regulatory situation (such as the lac operon), in the presence
of the e�ector molecule the repressor isinactive (is unable to bind to the operator region
preceding the structural genes), and thus DNA transcription can proceed (see �gure 1.2).
Let R denote the repressor,E the e�ector molecule, and O the operator. We assume that
the e�ector binds with the active form R of the repressor to form a complexREn . This
reaction is of the form

R � nE
k �

c
ÝÝá

âÝÝ

k �

c

REn ; (3.1)

wheren is the e�ective number of molecules of e�ector required to inactivate the repressor
R. Furthermore, the operator O and repressorR are assumed to interact according to

O � R
k �

b
ÝÝá

âÝÝ

k �

b

OR: (3.2)

Finally, the transcription takes place when RNAP binds the free operator O, thereby
leading to the reaction

O � RNAP
kM

ÝÝÑ O � RNAP � M; (3.3)

where M denotes the mRNA. The goal of this section is to derive the e�ective rate of
production of M in function of the e�ector molecules as the binding dynamics between ef-
fectors, repressors and operators quickly reach equilibrium. We �rst present the standard
way to derive this rate, using ordinary di�erential equation , and then using stochastic
di�erential equation. for simplicity, we do not include at hi s point the fact that e�ector
molecules are constantly degraded and produced. Hence its total level will change over
time. However, these variations will occur on a slower time scale than operator uctua-
tions, so that it won't change the reduction performed here.

Figure 1.2: Figure taken from Wikipedia. Schematic illustration of the lac operon, an
inducible operon. Top: Repressed , Bottom: Active. 1: RNA Polymerase, 2: Repressor,
3: Promoter, 4: Operator, 5: Lactose, 6: lacZ, 7: lacY, 8: lacA. In presence of lactose, the
repressor is unable to bind to the bind to the operator, and RNA polymerase can proceed.
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3.1.1 Deterministic description

The set of chemical reactions (3.1)-(3.2)-(3.3) can be described by the following system
of ODE (using standard chemical kinetics argument)

$

'

'

'

'

'

'

'

'
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'

'

'
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9xR � � k �

c xRxn
E � k �

c xRE n � k �

b xOxR � k �

b xOR ;

9xE � � nk �

c xRxn
E � nk �

c xRE n ;

9xRE n � k �

c xRxn
E � k �

c xRE n ;

9xO � � k �

b xOxR � k �

b xOR ;

9xOR � k �

b xOxR � k �

b xOR ;

9xM � kM xOxRNAP ;

(3.4)

where xentities denotes the concentration of the given biochemical entities. Note that the
three following quantities are conserved through time:

{ the total amount of operator Otot :

xOtot � xO � xOR :

{ the total amount of repressor Rtot :

xR tot � xR � xRE n � xOR :

{ the total amount of e�ector E tot :

xE tot � xE � nxRE n :

We de�ne the equilibrium rate constants K b �

k �

b

k �

b
and K c �

k �

c

k �

c
. We now make speci�c

assumptions on reaction rates to prove the following

Proposition 15. Assume the kinetic reaction rate constants satis�es

Hypothesis 1. kM ! k �

c ; k �

c ; k �

b ; k �

b ;

and the total quantity of repressors and e�ectors are such that

Hypothesis 2. K cxR tot xn � 1
E tot

! 1:

Then, the e�ective mRNA production rate is a function of xE tot , given bykM k1 p xE tot q ,
where if xR tot " 1,

k1 p xE tot q � xRNAP xOtot

1 � K cxn
E tot

K bxR tot

; (3.5)

while if
xR tot
xO tot

" 1,

k1 p xE tot q � xRNAP xOtot

1 � K cxn
E tot

1 � K bxR tot � K cxn
E tot

: (3.6)

Proof. By hypothesis 1, the reaction (3.3) occurs at a much slower rate than reactions (3.1)-
(3.2). We then modify the last equation of eq. (3.4) onxM by

9xM � "k M xOxRNAP ;
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where " ! 1. On the slow time scale� � "t , it is a standard result [143, 38] that the
fast dynamics approaches its equilibrium value as" Ñ 0. The slow manifold associated is
given by the system of algebraic equations

$
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'

'

&

'

'

'

%

xR
�

1 � K cxn
E � K bxO

	

� xR tot ;

xO
�

1 � K bxR

	

� xOtot ;

xE � nK cxRxn
E � xE tot :

Now hypothesis 2 makes this system tractable, because the last equation becomesxE �

xE tot and the above system reduced to

$

&

%

xR
�

1 � K cxn
E tot

� K bxO

	

� xR tot ;

xO
�

1 � K bxR

	

� xOtot :
(3.7)

It is easy to show that this system of equations has a unique strictly positive solution
(it can be transformed to a second order polynomial equation), and that this solution is
globally stable for the fast dynamics. Although this solution is rather complicated (as a
function of the parameters), it has two important asymptoti c expressions. WhenxR tot " 1,
the expression ofxO has the following leading term

xO � xOtot

1 � K cxn
E tot

K bxR tot

;

while when xR tot
xO tot

" 1, the expression ofxO reads

xO � xOtot

1 � K cxn
E tot

1 � K bxR tot � K cxn
E tot

:

Considering that xRNAP is constant, the e�ective mRNA production rate is then, on the
slow time scale,kM k1 p xE tot q , where in the �rst case,

k1 p xE tot q � xRNAP xOtot

1 � K cxn
E tot

K bxR tot

;

while in the second case,

k1 p xE tot q � xRNAP xOtot

1 � K cxn
E tot

1 � K bxR tot � K cxn
E tot

:

In both cases, there will be maximal repression whenE � 0 but even then there will
still be a basal level of mRNA production (which we call the fractional leakage). In the
�rst case, the production rate of mRNA is unbounded with the l evel of e�ector, while it
is bounded in the second case. For biological motivation, the second expression eq. (3.6)
is rather used. However equation 3.5 is sometimes used withn � 1 (linear regulation).



60 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability

3.1.2 Stochastic description

We can also describe the set of chemical reactions (3.1)-(3.2)-(3.3) by the following
system of SDE (using standard chemical kinetics argument)
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where X entities denotes the number of the given biochemical entities, and
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:

In eq. (3.8), Y �

i , i � 1; 2; 3 refers to independent unit Poisson processes, that are associated
to reactions (3.1)-(3.2)-(3.3). For instance, Y �

1 (respectively Y �

1 ) gives the successive
instant the forward (respectively the backward) reaction (3.1) �res. Note that the three
following quantities are again conserved through time:

{ the total amount of operator Otot :

X Otot � X O � X OR ;

{ the total amount of repressor Rtot :

X R tot � X R � X RE n � X OR ;

{ the total amount of e�ector E tot :

X E tot � X E � nX RE n :

We now make speci�c assumptions on reaction rates to prove the following

Proposition 16. Assume the kinetic reaction rate constants satis�es hypothesis 1 and
that the following scaling holds asN Ñ 8 ,

Hypothesis 3.

X N
E p 0q � N � ;

k �

c � N n� ;

for some � ¡ 0. We assume furthermore thatZ N
E p 0q �

X N
E p 0q

N � is such that it exists
ZE tot ¡ 0,

lim
N Ñ8

Z N
E p 0q � ZE tot :
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Then, as N Ñ 8 ,the solution X N
M p t q of eq. (3.8) converges to the solution of

X M p t q � X M p 0q � Y3
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where E
�

X O
�

p sq is the asymptotic �rst moment of X O on the fast dynamics given by
reactions (3.1)-(3.2), and is given by
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1 � K bX R tot � K cZ n
E tot

: (3.9)

Proof. By hypothesis 1, the reaction (3.3) occurs at a much slower rate than reactions (3.1)-
(3.2). We then modify the last equation of eq. (3.4) onX M by

X M p t q � X M p 0q � Y3
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0
"k M X O p sq X RNAP p sq ds

	

;

where " ! 1. The fast dynamics consist of a closed system on a �nite state space (due
to mass conservation constraint) and its associated Markovchain is irreducible, so that it
has a unique stationary distribution. By the averaging theorem (see [75, thm 5.1]), on the
slow time scale, the dynamics can then be reduced to

X M p t q � X M p 0q � Y3
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;

where E
�

X O
�

p sq is the asymptotic �rst moment of X O on the fast dynamics, and is a
function of K b; K c; X R tot p sq ; X E tot p sq and X Otot p sq . Its exact expression is out of reach,
but we can derive analogous result as in the deterministic case. With hypothesis 3, we

de�ne Z N
E �

X N
E

N � and rewrite the fast system as (with a slight abuse of notation)
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X N
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1
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» t

0
N n� k �

c X N
R p sq Z N

E p 1 � O p

1
N � qq ds
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1
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» t

0
N n� k �

c X N
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» t

0
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b X N
O p sq X N
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� Y �
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0
k �

b X N
OR p sq ds
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Z N
E p t q � Z N
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1
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» t

0
N n� k �

c X R p sq Z N
E p 1 � O p

1
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O p sq X N

R p sq ds
	

� Y �
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» t

0
k �
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:

With this scaling, the variable X N
R , Z N

E and X RE n then evolve at a faster time scale than
X N

O and X N
OR , so that the averaging theorem again tells us that, at the limit N Ñ 8 ,

X O p t q � X O p 0q � Y �

2

�

» t

0
k �

b X O p sq E
�

X R
�

ds
	

� Y �

2

�

» t

0
k �

b p X Otot � X O p sqq ds
	

;
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so that immediately

E
�

X O
�

p t Ñ 8q �

X Otot

1 � K bE
�

X R
� :

To �nd the latter quantity E
�

X R
�

we look at the time scale tN �p n � 1q � . Let then  �

�p n � 1q � . We de�ne Z N;
E p t q � Z N

E p tN 
q and similarly X N;

R and X N;
RE n

. The fast system
de�ned by reaction (3.1) becomes
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X N;
R p t q � X R p 0q � Y �
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0 N � k �

c X N;
R p sq Z N;

E p 1 � O p

1
N � qq ds

	

� Y �

1

�

» t

0
N � k �

c X N;
RE n

p sq ds
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Z N;
E p t q � Z N
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1

�

³ t
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1
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1
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0
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X N;
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�

³ t
0 N � k �

c X N;
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E p 1 � O p

1
N � qq ds

	

� Y �
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�

» t

0
N � k �

c X N;
RE n

p sq ds
	

:

De�ne now Z N;
RE n

� N � � X N;
RE n

that satis�es the equation

Z N;
RE n

p t q � Z N
RE n

p 0q � N � � Y �

1

�

» t

0
N � k �

c X N;
R p sq Z N;

E p 1 � O p

1
N � qq ds

	

� N � � Y �

1

�

» t

0
N 2� k �

c Z N;
RE n

p sq ds
	

;

so that
0 � lim

N Ñ8

Z N;
RE n

p t q ;

� lim
N Ñ8

N � � X N;
RE n

;

� lim
N Ñ8

» t

0
k �

c X N;
R p sq Z N;

E p sq ds �

» t

0
k �

c X N;
RE n

p sq ds:

Assuming that lim N Ñ8

Z N
E p 0q � ZE tot , we obtain �nally

lim
N Ñ8

Z N;
E p t q � ZE tot :

so that at this time scale, Z N;
E is constant and contains the whole quantity of e�ector

molecules. Still at this time scale,X N;
RE n

and X N;
R are fast varying variable, whose behavior

is best captured by the occupancy measure

V N;
R p C � r 0; t qq �

» t

0
1

t C u

p X N;
R p sqq ds:

For any bounded function f , the following quantity is a Martingale

f p X N;
R p t qq � f p X N;

R p 0qq � N �
»

N

» t

0
CZ N;

E
f p xR q V N;

R p dxR � dsq ;

where

CZ N;
E

f p xR q � k �

c xRZ N;
E p f p xR � 1q � f p xR qq � k �

c p X R tot � xr qp f p xR � 1q � f p xR qq :
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Dividing by N � , we see that its limiting measure must be solution of

0 �

»

N

» t

0
CZE tot

f p xR q VR p dxR � dsq :

then VR has a binomial law of parameter p X R tot ; 1
1� K cZ n

E tot
q . Taken all together,

E
�

X O
�

p t Ñ 8q � X Otot

1 � K cZ n
E tot

1 � K bX R tot � K cZ n
E tot

;

which is then the analog result of the deterministic description.

Remark 17. Note that with the scaling we have assumed,

K cX R tot X n � 1
E tot

� N � �
! 1:

The scaling we chose also implies that complex formation reaction occurs at a faster time
scale than Repressor-Operator binding reaction. These arguments can then be used to
derive operator switching rate function as a function of thee�ector level. We illustrate
our results on �gure 1.3, by calculating with a standard stochastic algorithm the statistical
asymptotic mean values ofX 0 for the subsystem of reaction(3.1)-(3.2). As the scaling
parameter N increases, the average values ofX O , as a function of ZE tot , become closer
and closer of the eq.(3.9). We also show the similar behavior of the deterministic solution
of the non-linear system eq.(3.7).

Remark 18. Other scalings can of course yield similar result, for instance

X E � N � ;

k �

c � N � n� ;

would produce another tractable limiting behavior.
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Figure 1.3: Numerical values of the �rst moment of the free operator variable X O , as a
function of the e�ector level ZE tot . In both �gures, the black lines are given by the Hill
function, eq. (3.9), the dotted red lines are the numerical solution of the eq. (3.7), and
the red points are the numerical mean value ofX 0 given by the system of reaction (3.1)-
(3.2). Parameters are: (a)n � � � 1, k �

c � k �

b � 1,k �

b � 100, X Otot � 1, X R tot � 100,
k �

c � N n� , X E tot � N � , and from down to top, N � 1; 10; 100. (b) n � 2, � � 1,
k �

c � k �

b � 1,k �

b � 100, X Otot � 1, X R tot � 100, k �

c � N n� , X E tot � N � , and from down
to top, N � 1; 5; 10.



64 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability

3.2 Transcriptional rate in repressible regulation

In the classic example of a repressible system (such as thetrp operon), in the presence
of e�ector molecules the repressor isactive (able to bind to the operator region), and thus
block DNA transcription (see �gure 1.4). We use the same notation as before, but now
note that the e�ector binds with the inactive form R of the repressor so it becomes active.
We assume that this reaction is of the same form as in eq. (3.1). The di�erence now is
that the operator O and repressorR are assumed to interact according to

Figure 1.4: Figure taken from [123]. Schematic illustration of the Tryptophan operon,
a repressible operon. In presence of Trp, the repressor is active and able to bind to the
operator, which prevents RNA polymerase to bind.

O � R � E n k �

b
ÝÝá

âÝÝ

k �

b

OREn :

Similar argument as above yields the following transcription rate function. We only state
the deterministic result for simplicity.

Proposition 19. Assume the kinetic reaction rate constants satis�es hypothesis 1 and
that

Hypothesis 4. K cxR tot xn � 1
E tot

p 1 � K bx0 q ! 1:

Then, the e�ective mRNA production rate is a function of xE tot , given bykM k1 p xE tot q ,
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parameter inducible repressible

� 1 � K bxR tot 1

� 1 1 � K bxR tot

� 1 kM xRNAP xOtot

Table 1.1: De�nition of the parameters �, �, used in eq. (3.12 ), as a general case of
eq. (3.6) (see subsection 3.1) and eq. (3.11) (see subsection 3.2).

where if xR tot " 1,

k1 p xE tot q � xRNAP
xOtot

xR tot

p 1 � K cxn
E tot

q

K bK cxn
E tot

; (3.10)

while if
xR tot
xO tot

" 1,

k1 p xE tot q � xRNAP xOtot

1 � K cxn
E tot

1 � p 1 � K bxR tot q K cxn
E tot

: (3.11)

3.3 Summary

The two bounded (above and below) functions given at eq. (3.6) and eq. (3.11) are
most commonly used and are special cases (up to a proportional constant) of the function

k1 p xE tot q �

1 � K cxn
E tot

� � � K cxn
E tot

(3.12)

where � ; � ¥ 0 are given in table 1.1. We will lump all constants of proportionality
that appeared previously in the derivation of the transcriptional rate function into a single
parameter, that we name� 1. The two unbounded functions given at eq. (3.5) and eq. (3.10)
lead to ill-posed model, except eq. (3.5) forn � 1 which has been used in the past.

It is also important to bear in mind that such rate functions a re very model-speci�c and
various di�erent form appeared in the literature, depending on the molecular dynamics
considered (for a review in prokaryotes see [154], in yeast [53] and in higher eukaryotes
[118]). We provide in table 1.2 some classical parameters found on the literature relevant
for such models. This table is not meant to be exhaustive, butto give intuition of the order
of magnitude of the relevant process we look at, as well as thevariation of the parameters
rate one can found on di�erent organism. Hence, the derivation of the Hill kinetics we
provide might not always be justi�ed (which explain partial ly the success of the 'on-o�'
model which consider uctuations at the level of the operator). In particular, we can see
that for the lac operon [135] or the tryptophan operon [89] the association equilibrium
constant is extremely small, making the derivation above safe, while it is not so the case
for the phage � system [67] or the TetR system [30]. Also, in the lac operon orthe
tryptophan operon, complex constant are scarce, but binds e�caciously the promoter. We
also give some examples of number of molecules for the molecule in consideration (binding
sites, RNA polymerase, ribosomes, repressor molecules) toshow that in some cases, a
probabilistic modeling is natural as the number of molecules is relatively small. We also
highlight the fact that new experimental techniques are now used to follow individual
molecules, and to characterize for example the search time of transcription factor for its
binding sites!
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Table 1.2: Parameters involved in the determination of the rate function. See subsec-
tions 3.1 and 3.2) for details. Note that we give all parameter values in molecule numbers,
as they are required for stochastic modeling. For typical cells like E. Coli, 1 molecule per
cell corresponds roughly ([142]) to a concentration of 1 nanomolar (nM)

Parameters References and comments
Complex formation binding constant Large variation of order of magnitude of

these rates relies on the fact that many
di�erent complexes can be involved in the
interaction with promoter

Association Dissociation Equilibrium

k �

c k �

c K c �

k �

c

k �

c

(min � 1) (min � 1)
12 � 10� 7 12 10� 7 [135] LacI dimer (repressor) binding to Ef-

fector molecule in the lac operon. (Fast
dimerization of repressors is assumed).

3-9 1-5 � 10� 3 103-104 [30] aTc binding with TetR to prevent
TetR repression

0:05 [67] Dimer formation (� repressor protein)
in the phage � system. Value taken from
literature.

0:5 2 � 104 2:5 � 10� 5 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
inferred from literature.

Complex/Promoter binding constant Again large variation o f order of mag-
nitude reects the diversity of the sys-
tem considered. Experimentalist may also
have the possibility to control a�nity rate
on promoter.

Association Dissociation Equilibrium

k �

b k �

b K b �

k �

b

k �

b

(min � 1) (min � 1)
2000 2:4 833 [135] LacI dimer repression by binding to

the operator, in the lac operon. Taken
from experimental data available on liter-
ature.
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1-10 6 � 10� 4-103 105-10� 3 [30] Direct repressor protein TetR binding
to operator and other complex binding.

0:03-0:6 [67] Dimer (� repressor protein) binding
to the operator, in the phage � system.
Value taken from Literature.

n
?

10� 2-
n

?

10� 3
[142]� repressor protein binding to the op-
erator, in the phage � system, for a coop-
erativity constant of n. Value taken from
literature.

0:03-0:003 [144] tetA protein binding to tetO pro-
moter, in the tet-O� system in S. cere-
visiae. The response curve is measured
experimentally and �tted to obtain kinetic
parameter.

n
?

10� 2 [120] phage� system in E. Coli. The rate
of transcription is directly measured with
the concentration of e�ector. The kinetic
parameters are deduced by �tting.

1 10� 2 102 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
inferred from literature.

Complex a�nity (Hill coe�cient)
n

1 � 30 [142] Typical biological values taken from
literature.

1 [144] tetA protein binding to tetO pro-
moter, in the tet-O� system in S. cere-
visiae. The response curve is measured
experimentally and �tted to obtain kinetic
parameter.

1:4-2:7 [120] phage� system in E. Coli. The rate
of transcription is directly measured with
the concentration of e�ector. The kinetic
parameters are deduced by �tting.

1:2 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
taken from literature

Number of binding sites
2-6 [144] tet-O� system in S. cerevisiae

Number of RNA polymerase
35 � 3:5 [78] Bacteria

1250 [89] E. Coli
3600 [30] E. Coli
30000 [113] Mammalian macrophage

RNA polymerase binding constant Note that many authors consider this re-
action to be responsible of the switching
behavior of the gene state.
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Association Dissociation Equilibrium
� a � i

� a
� i

(min � 1) (min � 1)
60-600 1 60-600 [30] The promoter strength can be var-

ied experimentally, and inuence the RNA
polymerase association constant

10 600 10� 2 [78] LacZ gene in in the Lac Operon. Val-
ues taken from literature

10� 2 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
inferred from literature.

Number of ribosomes
350 � 35 [78] Bacteria

1400 [89] E.Coli
6 � 106 [113] Mammalian macrophage

Ribosome binding constant
Association Dissociation Equilibrium
(min � 1) (min � 1)
10 120 10� 1 [78] Association rate given by di�usion-

limited aggregation, and dissociation to
reproduce translation rate faithfully

10� 2 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values
inferred from Literature.

Number of Repressor molecules
500 [89] Tryptophan Operon in E. Coli.
10 [135] Repressors dimer in Lac Operon in

E. Coli.
E�ective Di�usion constant

(�m 2:min � 1)
24 [32] Single Transcription factor detection

in single cells, E Coli.
Search time

(min)
1 � 6 [32] Single Transcription factor detection

in single cells, E Coli.
Cell Volume

(L)
10� 15-10� 16 [89],[135] E. Coli
5 � 10� 12 [113] Mammalian macrophage

3.4 Other rate functions

In the standard model, only the steps before (and including)the transcription usually
consider nonlinear e�ect. In prokaryotes, ribosomes can begin binding the newly synthe-
sized ribosome-binding site (on the mRNA) almost immediately as transcription begins
(whereas in eukaryotes, a delay between translation and transcription may be relevant).
Analogous to transcript initiation, translation initiati on of a single mRNA molecule is
assumed to proceed with a �rst-order rate � 2. We assumed that initiation and elongation
rates are such that ribosome queuing does not occur (Thattaiand van Oudenaarden [142]).
We therefore take each transcription and translation initiation reaction to be independent,
and the translation rate would be proportional to the amount of mRNA molecules. Simi-
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larly, we assume e�ector production rate to be proportional to the amount of intermediate
protein molecules (with coe�cient � 3). Finally, we assume that all molecules degrade lin-
early with rates  i , i � 1; 2; 3 for mRNA, proteins and e�ector respectively. A decay rate
 gives a half-life ofln p 2q{  . If growth in cell volume is exponential, the resulting dilution
of species concentrations can be incorporated by increasing  for all species (other than
the DNA, which is replicated at a rate exactly matching cell growth). The mRNA decay
rate depends on the ribosome-binding rate, because actively translating ribosomes shield
the mRNA molecules from the action of nuclease (Thattai and van Oudenaarden [142]).

4 Parameters and Time Scales

We summarize in table 1.3 the parameters used in our model, and the various range of
magnitude that have been measured or �tted from experiments. Again, this table does not
intend to be exhaustive, but rather to give intuitions. It is also clear that many parameters
are not independent within each other, and their values thendepend on the model chosen.
For instance, an observation of the instantaneous rate of production of an mRNA, as a
�rst step process, or combined with an observation of the gene state kinetics, would not
lead to the same transcriptional rate. The mean number of molecules, and burst statistics
given at the end of this table, are also obviously function ofother parameters. They can
however be measured directly. For instance, as individual molecules can be measured, the
authors in [20, 47, 150, 111] were able to \count" the number of molecules produced in
each burst production event, and to deduce statistics of theburst size event.

As a general trend, it can be noticed that synthesis rate of protein are usually higher
than synthesis rate of mRNA, while degradation rate of protein are several order of mag-
nitude lower. Switching rate of the gene state are highly variable, but may be quite slow.
Finally, the number of mRNA molecules may be of only dozens, while there may have
thousands or more proteins.
Table 1.3: Parameters involved in the standard model of molecular biology. Note that
we give all parameter values in molecule numbers, as they arerequired for stochastic
models. For typical cells like E. Coli, 1 molecule per cell corresponds roughly [142] to a
concentration of 1 nanomolar (nM)

Parameters References and comments
Gene state

Activation
rate

Inactivation
rate

These values depend a lot on modeling
choice. As we saw, transcription is a
multi-step process. Activation of the gene
may mean that an mRNA Polymerase is
bound to DNA, and then (almost) ready
to start transcription. We may also con-
sider that activation requires a (rare) tran-
scription factor to bound. Or in eukary-
otes it may requires chromatin opening.
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� a � i

(min � 1) (min � 1)
60-600 1 [30] TetR system in E. Coli. The promoter

strength can be varied experimentally, and
inuence the RNA polymerase association
constant

0:2-1 1-2 [144] tet-O� system in S. cerevisiae.
0:1-1 500 [78] Lac operon in Bacteria
0:7 � 5 � 10� 3 2:5 � 10� 4 [94] Interleukin protein in Lymphocytes.

These rates represent opening/closing of
chromatin, and were derived by �tting a
stochastic model to experimental data.

0:07 � 0:3 0:68 � 5:3 [152]. Parameters inferred from experi-
mental data using single mRNA detection
technique in yeast (S. Cerevisiae)

0:02 0:1 [47] Real-time monitoring of lac/ara pro-
moter kinetics in E. Coli

2 � 10� 4 10� 3 [111] statistical kinetics inferred from sin-
gle mRNA counting in mammalian cells.

mRNA
Synthesis
rate

Degradation
rate

Transcriptional
e�ciency

� 1  1
� 1
� i

(min � 1) (min � 1)
2:4 0:3 2:4 [30] TetR system in E. Coli.
0:4-1 0:4 [135] Lac operon in E. Coli. Taken from

experimental data available on Literature
10 0:61 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Values

inferres from literature.
10 0:04 5-10 [144] tet-O� system in S. cerevisiae.
12 1-6 � 10� 3 [113] Mammalian Macrophage
50 18 0:1 [78] Lac operon in Bacteria
40 0:01 2 � 105 [94] Interleukin protein in Lymphocytes.

Experimentally deduced.
1:3-11 0:2-20 [152]. Parameters inferred from experi-

mental data using single mRNA detection
technique in yeast (S. Cerevisiae)

10� 3-1 2 � 10� 4-2 �

10� 3
[127] global gene quanti�cation in mam-
malian cells (mouse �broblast)

0:23 2 � 10� 3 230 [111] Single mRNA counting in mam-
malian cells.

Protein
Synthesis
rate

Degradation
rate

Transcriptional
e�ciency
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� 2  2
� 2
 1

(min � 1) (min � 1)
6 0:01 18 [30] TetR system in E. Coli. Protein

degradation rate equal the dilution rate.
15-30 0:2 30-60 [135] Lac operon in E. Coli.
20 0:01 30 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Pro-

tein degradation rate equal the dilution
rate.

23:1 0:007 500 [144] tet-O� system in S. cerevisiae.
11:3 4 � 10� 4-1 �

10� 2
103-104 [113] Mammalian Macrophage

0:5-10 0:003 0:02-0:5 [78] Lac operon in Bacteria
4 0:02 400 [94] Interleukin protein in Lymphocytes.

Experimentally deduced.
10� 2-10 5 � 10� 5-1 �

10� 3
10-105 [127] global gene quanti�cation in mam-

malian cells (mouse �broblast)
E�ector

Synthesis
rate

Degradation
rate

� 3  3

(min � 1) (min � 1)
120 10� 2 [89] Tryptophan Operon in E. Coli. Ef-

fector degradation rate equal the dilution
rate

Mean Number
mRNA Protein
  X 1 ¡   X 2 ¡

1-30 100-300 [135] Lac operon in E. Coli
20-100 4� 105 [113] Mammalian Macrophage
1000 5� 105 [94] Interleukin protein in Lymphocytes.

Experimentally deduced.
2-15 [152]. Parameters inferred from experi-

mental data using single mRNA detection
technique in yeast (S. Cerevisiae)

1-1000 100-106 [127] global gene quanti�cation in mam-
malian cells (mouse �broblast)

Mean Burst size
mRNA Protein

8-20 [20] Real-time monitoring of � -
galactosidase in E. Coli. Their di-
rect measurement also coincide with
distribution �tting of a bursting model.
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4 [47] Real-time monitoring of lac/ara pro-
moter kinetics in E. Coli

4:2 [150]TsT -Venus protein controlled by the
lac promoter in E. Coli.

10-300 [111] Single mRNA counting in mam-
malian cells.

Mean Burst frequency
mRNA Protein
(min � 1) (min � 1)

10� 3 [20] Real-time monitoring of � -
galactosidase in E. Coli. Their di-
rect measurement also coincide with
distribution �tting of a bursting model.

2 � 10� 2 [150] TsT -Venus protein controlled by the
lac promoter in E. Coli.

0:2 [22] Real-time monitoring of a develop-
mental gene in a small eukaryotes.

5 Discrete Version

Based on the description above (section 2), we select 4 biochemical species involved in
di�erent chemical reactions, namely DNA, mRNA, proteins and e�ectors. The simplest
discrete stochastic description of this system is a continuous time Markov chain, with the
state space being the number of each molecules of each species (or the state "ON/OFF"
for the DNA | we assume that there is a single DNA molecule), an d with state transition
given by the biochemical reactions (the stoichiometry of the reaction gives the state space
jump, and its reaction rate gives the intensity of the jump). There are several equivalent
representations of a continuous time Markov chain with discrete state space (see Intro-
duction, part 0). We present below the transition function of this Markov chain, and its
generator. Then we deduce immediate consequences for the long-term behavior of this
model.

5.1 Representation of the discrete model

We now write for convenienceX � p X 0; X 1; X 2; X 3 q for the state of the Markov chain,
with X 0 being the state of the DNA, and X 1; X 2; X 3 respectively the numbers of mRNA,
proteins and e�ectors. Then the state space of the chain ist 0; 1u � N3. The one-step
transitions are summarized in table 1.4.

Note that some reactions are catalytic reactions, that is they do not consume any
species. Transition rates (or propensities) associated to�rst order reactions (degradation
and catalytic) are derived according to the Action-Mass law and are then linear with
respect to one variable. The other transition rates (k1,ki ,ka) were derived in the previous
section 3 and can be non-linear functions of the variableX 3. More detailed assumption
on these rate functions will be given in the following.

Let us introduce the following notation to simplify the writ ing.

Notation 1. For any function f p x q with x � p x0; x1; x2; x3 q , we de�ne the following
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Table 1.4: Transitions and Parameters used for the pure jumpMarkov process X �

p X 0; X 1; X 2; X 3 q

Biochemical Reaction State-space change vector Propensity
Gene activation p 1; 0; 0; 0q � a1

t X 0 � 0u

ka p X 3 q

Gene inactivation p� 1; 0; 0; 0q � i 1
t X 0 � 1u

ki p X 3 q

Transcription p 0; 1; 0; 0q � 11
t X 0 � 1u

k1 p X 3 q

mRNA degradation p 0; � 1; 0; 0q  1X 1

Translation p 0; 0; 1; 0q � 2X 1

Protein degradation p 0; 0; � 1; 0q  2X 2

E�ector production p 0; 0; 0; 1q � 3X 2

E�ector degradation p 0; 0; 0; � 1q  3X 3

operators:

E 0
0 f p x q � f p 0; x1; x2; x3 q inactive state;

E 1
0 f p x q � f p 1; x1; x2; x3 q active state;

E �

1 f p x q � f p x0; x1 � 1; x2; x3 q mRNA production;

E �

1 f p x q � f p x0; x1 � 1; x2; x3 q mRNA degradation;

E �

2 f p x q � f p x0; x1; x2 � 1; x3 q protein production;

E �

2 f p x q � f p x0; x1; x2 � 1; x3 q protein degradation;

E �

3 f p x q � f p x0; x1; x2; x3 � 1q e�ector production ;

E �

3 f p x q � f p x0; x1; x2; x3 � 1q e�ector degradation:

The generator associated to the Markov chain is then given by

Af p x q � � aka p x3 qp E 1
0 f � f qp x q � � i ki p x3 qp E 0

0 f � f qp x q

� � 11
t x0 � 1u

k1 p x3 qp E �

1 f � f qp x q �  1x1 p E �

1 f � f qp x q

� � 2x1 p E �

2 f � f qp x q �  2x2 p E �

2 f � f qp x q

� � 3x2 p E �

3 f � f qp x q �  3x3 p E �

3 f � f qp x q :

5.2 Long time behavior

Denote by � i the i th jump times of the chain X . Firstly, we are going to show that,
under reasonable assumptions, the jump times do not accumulate, that is �

8

� 8 . This
ensures that the model is well de�ned for all t ¥ 0.

Hypothesis 5. The function k1 is linearly bounded, and speci�cally, there existsc ¡ 0
such that, for any x3 P N

k1 p x3 q ¤ x3 � c:

Now by a simple consequence of the Meyn and Tweedie [97, thm 2.1] criterion (see
also part 0 subsection 6.3, proposition 10), we obtain

Proposition 20. The Markov chain de�ned in subsection 5.1 is non-explosive.

Proof. Choose the test function f p x q � x1 � x2 � x3, which is a norm-like function, it
comes directly that

Af p x q ¤ maxp � 1; � 2; � 3 q f p x q � c:
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Secondly, we can show the irreductibility. All states communicate with each other as
soon as

Hypothesis 6. The function ka, and k1 are strictly positive for x3 � 0, and all rate
constants � a, � i , � k and  k , k � 1; 2; 3, are positive.

Then it is classical that the Markov chain is irreductible.
Finally, for discrete state-space Markov process, a simplecriterion for exponential

ergodicity is provided by [97, Theorem 7.1] (see also part 0 subsection 6.3, proposition
15). Assuming

Hypothesis 7. min  i ¡ max � i ,

we then have, with the test function f p x q � x1 � x2 � x3, for all x,

Af p x q ¤ p max � i � min  i q f p x q � � 1c:

So the Markov process is exponentially ergodic. There exists an invariant probability
measurep� , B   8 and �   1 such that the following convergence in distribution holds

k P t
p x; �q � p� kf ¤ Bf p x q � t ;

where P t
p x; �q denotes the semigroup

P t
p x; g q � Ex

�

gp X t

�

;

and
k � kf � sup

| g|¤ f
| � p gq | :

Despite we know the long-term behavior of this Markov chain,it's hard to deduce any
quantitative information. To be able to concrete parameters values, one approach is to
consider constant or linear reaction rate, thus preventingany non-linearity. Thus, analytic
methods through the moment generating function can be used.With such tool, it can be
computed moment equations, and stationary probability density function (or at least, its
moment generating function). However, this techniques seems strictly limited to constant
and linear rate functions. See [104] for a typical example. We sketch some of these results
in section 7.

We will see on the next section that for the continuous deterministic version of this
model, namely the Goodwin model, the picture is much more complete, and can deal with
non-linear rate functions. In particular, bifurcation par ameter analysis can provide infor-
mation on the bistability or oscillatory behavior of the mod el. To get analog information
on the stochastic model, we will have to reduce its dimension. Hence we will study a
one-dimensional stochastic model in section 8, and rigorously prove how to perform such
reduction in section 9.1.

6 Continuous Version - Deterministic Operon Dynamics

A continuous deterministic version of this model ignores the uctuation in the DNA
state and considers that the three other chemical species (mRNA,proteins and e�ectors)
are present in very large number. We will recall in section 9 standard results to show
that the stochastic discrete model converges to the continuous deterministic model, under
assumption of fast DNA switching and large molecule number.Note in particular that
this model does not represent a statistical mean behavior over a large population of cells,
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unless all rates are assumed linear. We refer to [107, 98] foran interesting survey of
techniques applicable to this deterministic approach, with in particular models that di�ers
from Ordinary Di�erential Equation.

We consider in this section the standard Goodwin [48] model.These results are not
new but included here for convenience and to illustrate its analogy with our results on
the stochastic model. Let p x1; x2; x3 q denote mRNA, intermediate protein, and e�ector
concentrations respectively. Then for a generic operon with a maximal level of transcrip-
tion � 1 (in concentration over time units), we have dynamics described by the system
[48, 51, 52, 100, 128]

$

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

%

dx1

dt
� � 1k1 p x3 q �  1x1;

dx2

dt
� � 2x1 �  2x2;

dx3

dt
� � 3x2 �  3x3:

(6.1)

Here we assume that the rate of mRNA production is proportional to the fraction of time
the operator region is active, and that the rates of intermediate and enzyme production
are simply proportional to the amount of mRNA and intermediate respectively. All three
of the components p x1; x2; x3 q are subject to linear degradation. The function k1 was
calculated in the previous section 3 and then taken in this section in the form

k1 p x3 q �

1 � K cxn
3

� � � K cxn
3

;

so that it's a smooth bounded function, positive everywhere. Hence global existence and
uniqueness of this system is not a problem, and the solution lies in p R �

�

q

3 for all time.
It will greatly simplify matters to rewrite eq. (6.1) by de�n ing dimensionless concen-

trations. To this end we de�ne the dimensionless variable

y1 �

� 3� 2

 3 2

n
a

K cx1;

y2 �

� 3

 3

n
a

K cx2;

y3 �

n
a

K cx3;

and the system eq. 6.1 then becomes
$

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

%

dy1

dt
�  1 r � df p y3 q � y1 s ;

dy2

dt
�  2 p y1 � y2 q ;

dy3

dt
�  3 p y2 � y3 q :

(6.2)

where

� d �

� 3� 2� 1
n

?

K c

 3 2 1
:

is a dimensionless constant, and the functionf is given by

f p y3 q �

1 � yn
3

� � � yn
3

: (6.3)

In each equation, i for i � 1; 2; 3 denotes a net loss rate (units of inverse time), and thus
eq. 6.2 are not in dimensionless form.
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The dynamics of this classic operon model can be fully analyzed. Let Y � p y1; y2; y3 q

and denote by St p Y q the ow generated by the system eq. (6.2). For both inducibleand
repressible operons, for all initial conditionsY 0

� p y0
1; y0

2; y0
3 q P R �

3 the ow St p Y 0
q P R �

3
for t ¡ 0.

Steady states of the system eq. (6.2) are in a one to one correspondence with solutions
of the equation

y
� d

� f p y q ; (6.4)

and for each solutiony � of eq. (6.4) there is a steady stateY �

� p y �

1 ; y �

2 ; y �

3 q of eq. (6.2)
given by

y �

1 � y �

2 � y �

3 � y � :

Whether there is a single steady statey � or there are multiple steady states will depend
on whether we are considering a repressible or inducible operon. The detail derivation of
the steady-state and their stability is standard ([48, 146, 51, 52, 100, 133]) and is given
for an interesting comparison with the stochastic model discussed in section 8.

6.1 No control (single attractive steady-state)

In this case, f p y q � 1, and there is a single steady statey �

� � d that is globally
asymptotically stable.

6.2 Inducible regulation (single versus multiple steady st ates)

For an inducible operon with f given by eq. (6.3) with � � 1 and � ¡ 1, there may
be one (Y �

1 or Y �

3 ), two ( Y �

1 ; Y �

2 � Y �

3 or Y �

1 � Y �

2 ; Y �

3 ), or three (Y �

1 ; Y �

2 ; Y �

3 ) steady
states, with the ordering 0   Y �

1 ¤ Y �

2 ¤ Y �

3 , corresponding to the possible solutions
of eq. (6.4) (cf. �gure 1.5). The smaller steady state p Y �

1 q is typically referred to as an
uninduced state, while the largest steady statep Y �

3 q is called the induced state. The steady
state values ofy are easily obtained from eq. (6.4) for given parameter values, and the
dependence on� d for n � 4 and a variety of values of � is shown in �gure 1.5. Figure 1.6
shows a graph of the steady statesy � versus� d for various values of the leakage parameter
�.

Analytic conditions for the existence of one or more steady states can be obtained by
using eq. (6.4) in conjunction with the observation that the delineation points are marked
by the values of � d at which y { � d is tangent to f p y q (see �gure 1.5). Simple di�erentiation
of eq. (6.4) yields the second condition

1
� dn p � � 1q

�

yn � 1

p � � yn
q

2 : (6.5)

From eq. (6.4) and eq. (6.5) we obtain the values ofy at which tangency will occur:

y
�

�

n

g

f

f

e

� � 1
2

#

�

n �

� � 1
� � 1

�

�

c

n2
� 2n

� � 1
� � 1

� 1

+

: (6.6)

The two corresponding values of� d at which a tangency occurs are given by

� d�

� y
	

� � yn
	

1 � yn
	

: (6.7)

(Note the deliberate use ofy
	

as opposed toy
�

.)
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Figure 1.5: Schematic illustration of the possibility of one, two or three solutions of eq. (6.4)
for varying values of � d with inducible regulation. The monotone increasing graph is the
function f of eq. (6.3), and the straight lines correspond tox { � d for (in a clockwise
direction) � d P r 0; � d�

q , � d � � d�

,� d P p � d�

; � d�

q , � d � � d�

, and � d�

  � d. This �gure
was constructed with n � 4 and � � 10 for which � d�

� 3:01 and� d�

� 5:91 as computed
from eq. (6.7). See the text for further details.
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Figure 1.6: Full logarithmic plot of the steady state valuesof y � versus� d for an inducible
system, obtained from eq. (6.4), forn � 4 and � � 2; 5; 10; and 15 (left to right) illustrating
the dependence of the occurrence of bistability on �. See thetext for details.

A necessary condition for the existence of two or more steadystates is obtained by
requiring that the square root in in eq. (6.6) be non-negative, or

� ¥

�

n � 1
n � 1


 2

: (6.8)

From this a second necessary condition follows, namely

� d ¥

n � 1
n � 1

n

c

n � 1
n � 1

: (6.9)

Further, from eq. (6.4) and (6.5) we can delineate the boundaries in p � ; � d q space in which
there are one or three locally stable steady states as shown in �gure 1.7. There, we have
given a parametric plot (y is the parameter) of � d versus �, using

� p y q �

yn
r yn

� p n � 1qs

p n � 1q yn
� 1

and � d p y q �

r � p y q � yn
s

2

nyn � 1
r � p y q � 1s

;

for n � 4 obtained from eq. (6.4) and (6.5). As is clear from the �gure, when leakage is
appreciable (small �, e.g for n � 4, �   p 5{ 3q

2) then the possibility of bistable behavior
is lost.

Remark 21. Some general observations on the inuence ofn, � , and � d on the appearance
of bistability in the deterministic case are in order.

1. The degree of cooperativity p n q in the binding of e�ector to the repressor plays a
signi�cant role. Indeed, n ¡ 1 is a necessary condition for bistability.

2. If n ¡ 1 then a second necessary condition for bistability is that� satis�es eq. (6.8)
so the fractional leakagep � � 1

q is su�ciently small.

3. Furthermore, � d must satisfy eq.(6.9) which is quite instructive. Namely for n Ñ 8

the limiting lower limit is � d ¡ 1 while for n Ñ 1 the minimal value of � d becomes
fairly large. This simply tells us that the ratio of the product of the production rates
to the product of the degradation rates must always be greater than 1 for bistability
to occur, and the lower the degree of cooperativityp n q the larger the ratio must be.
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Figure 1.7: In this �gure we present a parametric plot (for n � 4) of the bifurcation
diagram in p � ; � d q parameter space delineating one from three steady states ina deter-
ministic inducible operon as obtained from eq. (6.4) and (6.5). The upper (lower) branch
corresponds to� d�

(� d�

), and for all values of p � ; � d q in the interior of the cone there are
two locally stable steady statesY �

1 ; Y �

3 , while outside there is only one. The tip of the cone
occurs at p � ; � d q � pp 5{ 3q

2; p 5{ 3q

4
a

5{ 3q as given by eq. (6.8) and (6.9). For � P r 0; p 5{ 3q

2
q

there is but a single steady state.
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4. If n, � and � d satisfy these necessary conditions then bistability is only possible if
� d P r � d�

; � d�

s (c.f. �gure 1.7).

5. The locations of the minimal p y
�

q and maximal p y
�

q values ofy bounding the bistable
region are independent of� d.

6. Finally

(a) p y
�

� y
�

q is a decreasing function of increasingn for constant � d; �

(b) p y
�

� y
�

q is an increasing function of increasing � for constant n; � d.

Local and global stability. The local stability of a steady state y � is determined by the
solutions of the eigenvalue equation [149]

p � �  1 qp � �  2 qp � �  3 q �  1 2 3� df 1

�

� 0; f 1

�

� f 1

p y �

q : (6.10)

Set

a1 �

3
¸

i � 1

 i ; a2 �

3
¸

i � j � 1

 i  j ; a3 � p 1 � � df 1

�

q

3
¹

i � 1

 i ;

so eq. (6.10) can be written as

� 3
� a1� 2

� a2� � a3 � 0: (6.11)

By Descartes's rule of signs, eq. (6.11) will have either no positive roots for f 1

�

P r 0; � � 1
d q or

one positive root otherwise. With this information and using the notation SN to denote a
locally stable node, HS a half or neutrally stable steady state, and US an unstable steady
state (saddle point), then there will be:

{ A single steady state Y �

1 (SN), for � d P r 0; � d�

q

{ Two coexisting steady states Y �

1 (SN) and Y �

2 � Y �

3 (HS, born through a saddle
node bifurcation) for � d � � d�

{ Three coexisting steady statesY �

1 p SN q ; Y �

2 p USq ; Y �

3 (SN) for � d P p � d�

; � d�

q

{ Two coexisting steady states Y �

1 � Y �

2 (HS at a saddle node bifurcation), andY �

3
(SN) for � d � � d�

{ One steady state Y �

3 (SN) for � d�

  � d.
For the inducible operon, other work extends these local stability considerations and

we have the following result characterizing the global behavior:

Theorem 22. Othmer [100], Smith [133, Proposition 2.1, Chapter 4] For an inducible
operon with f given by eq.(6.3), de�ne I � � r 1{ � ; 1s . There is an attracting box B � € R �

3
de�ned by

B � � tp y1; y2; y3 q : x i P I � ; i � 1; 2; 3u

such that the ow St is directed inward everywhere on the surface ofB � . Furthermore, all
y �

P B � and

1. If there is a single steady state, i.e.Y �

1 for � d P r 0; � d�

q , or Y �

3 for � d�

  � d, then
it is globally stable.

2. If there are two locally stable nodes, i.e.Y �

1 and Y �

3 for � d P p � d�

; � d�

q , then all
ows S p Y 0

q are attracted to one of them. (See [128] for a delineation of the basin
of attraction of Y �

1 and Y �

3 .)



6 Continuous Version - Deterministic Operon Dynamics 81

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

x

 

 

Figure 1.8: Schematic illustration that there is only a single solution of eq. (6.4) for
all values of � d with repressible regulation. The monotone decreasing graph is f for a
repressible operon, while the straight lines arex { � d. This �gure was constructed with
n � 4 and � � 10. See the text for further details.
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6.3 Repressible regulation (single steady-state versus os cillations)

We now consider a repressible operon withf given by eq. (6.3) with � ¡ 1 and � � 1.
As illustrated in �gure 1.8, the repressible operon has a single steady state corresponding
to the unique solution y � of eq. (6.4). To determine its local stability we apply the Routh-
Hurwitz criterion to the eigenvalue eq. (6.11). The steady state corresponding to y � will
be locally stable (i.e. have eigenvalues with negative realparts) if and only if a1 ¡ 0
(always the case) and

a1a2 � a3 ¡ 0: (6.12)

The well known relation between the arithmetic and geometric means

1
n

n
¸

i � 1

 i ¥

�

n
¹

i � 1

i

� 1{ n

;

when applied to both a1 and a2 gives, in conjunction with eq. (6.12),

a1a2 � a3 ¥ p 8 � � df 1

�

q

3
¹

i � 1

 i ¡ 0:

Thus as long asf 1

�

¡ � 8{ � d, the steady state corresponding toy � will be locally stable.
Once condition eq. (6.12) is violated, stability of y � is lost via a supercritical Hopf bifur-
cation and a limit cycle is born. One may even compute the Hopfperiod of this limit
cycle by assuming that � � j! H (j �

?

� 1) in eq. (6.11) where! H is the Hopf angular
frequency. Equating real and imaginary parts of the resultant yields ! H �

a

a3 { a1 or

TH �

2�
! H

� 2� �

d

° 3
i � 1  i

p 1 � � df 1

�

q

± 3
i � 1  i

:

These local stability results tell us nothing about the global behavior when stability is
lost, but it is possible to characterize the global behaviorof a repressible operon with the
following

Theorem 23. [133, Theorem 4.1 & Theorem 4.2, Chapter 3] For a repressible operon with
' given by eq.(3.11), de�ne I � � r 1{ � ; 1s . There is a globally attracting boxB � € R �

3
de�ned by

B � � tp y1; y2; y3 q : x i P I � ; i � 1; 2; 3u

such that the ow S is directed inward everywhere on the surface ofB � . Furthermore
there is a single steady statey �

P B � . If y � is locally stable it is globally stable, but if
y � is unstable then a generalization of the Poincare-Bendixson theorem [133, Chapter 3]
implies the existence of a globally stable limit cycle inB � .

Remark 24. There is no necessary connection between the Hopf period computed from
the local stability analysis and the period of the globally stable limit cycle.

7 Bursting and Hybrid Models, a Review of Linked Models

We summarize here di�erent models that appeared in the literature and review the
analytic results available on these models. For most of these models, these results concern
constant or linear reaction rates. All these models are linked with the standard model we
present in section 5. We also introduce our labeling for these models, that will be useful
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for naming them in section 9. Hence, capital lettersD (respectively C) refers for a discrete
(respectively continuous) state-space model; capital letters S (respectively B ) stands for a
model that includes gene switching (respectively bursting). The number (1; 2; 3) refers to
the number of variables included in the model among mRNA, protein or e�ector molecules.
All variables and parameters are de�ned through table 1.4. Below, the stochastic models
are stated using a stochastic equation formalism. AllYi are assumed to be independent
unit Poisson processes, and are related to the number of times a given reaction �res (see
part 0, subsection 6.2, remark 5). When we refer to the case inthe absence of regulation,
we mean that the three rate functionska, ki and k1 are taken constant equal to 1.

7.1 Discrete models with switch

This model is considered in section 5, and takes into accountthe four steps described
in section 2, namely gene state (X 0), mRNA ( X 1), protein ( X 2) and e�ector molecules
(X 3).

SD3

$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

X 0 p t q � X 0 p 0q � Y1

�

» t

0
� a1

t X 0 p sq� 0u

ka p X 3 p sqq ds
	

� Y2

�

» t

0
� i 1

t X 0 p sq� 1u

ki p X 3 p sqq ds
	

;

X 1 p t q � X 1 p 0q � Y3

�

» t

0
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:

Up to our knowledge, no one considered this model!

SD2 This model is more widely used, and consider three steps, namely gene state (X 0),
mRNA ( X 1), protein ( X 2) (which coincide here with e�ector molecules).
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:

For a review of the behavior of this model without regulation, see [74],[130],[110]. In [102]
the author derived asymptotic expression of the moments (and of the measure of noise)
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and used it to interpret various model behavior in di�erent ki netic parameter range
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In particular, it can be seen from the expressions above, that such model typically present
higher uctuations than a single Poissonian model. Each successive steps brings a contri-
bution in the amount of noise (measured typically as variance over mean squared) of the
protein variable for instance.

SD1 This model consider a single variable among the gene products, to be either mRNA
or protein. It has the great advantage to be analytically solvable in the absence of non-
linearity.
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:

The authors in [104] computed the analytical steady-state distribution in the case without
regulation (k1; ka; ki constant) and time-dependent moment dynamics, assuming there's
no gene product at time 0;
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Still in the case without regulation, the authors in [68] derived the time-dependent prob-
ability distribution (starting with zero mRNA)

gp z; t q � f 1 p t q 1F1 p c; a; bp z � 1qq � f 2 p t q 1F1 p 1 � c � a;2 � a; bp z � 1qq

where

f 1 p t q � 1F1 p� c;1 � a; � be�

t
 1
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q

f 2 p t q �

bcp 1 � z q

ap 1 � aq

e� a t
 1 1F1 p a � c;1 � a; � be�

t
 1

p z � 1q

q

The authors in [63] and [112] extended the result for linear regulation (k1; ka constant
and ki p X 1 q � x1). All studies put in evidence that this model contains two main time
scales, namely the gene switching and the gene product birth-and-death process, and that
the distribution of gene product can be seen as a superposition of Poisson distribution.
Roughly, when the two time scales are comparable, the probability distribution exhibits a
bimodal behavior.

The authors in [126] present numerical simulations of the model with non-linear neg-
ative regulation.

7.2 Continuous models with switch

SC3 This model is the continuous analog of SD3.
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;

9x1 p t q � 1
t X 0 p t q� 1u

� 1k1 p x3 q �  1x1;
9x2 � � 2x1 �  2x2;
9x3 � � 3x2 �  3x3:

Here again, up to our knowledge, no-one considered this model!

SC2 This model is the continuous analog of SD2.
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9x1 p t q � 1
t X 0 p t q� 1u

� 1k1 p x2 q �  1x1;
9x2 � � 2x1 �  2x2:

The authors in [13] considered this model and proved asymptotic stability of the related
semi-group onL 1, for continuous function ka and ki , and constant function k1. They used
a method based on the \Foguel Alternative". The authors in [87] considered numerical
simulation of this model with linear regulation ( ka; k1 constant and ki p x2 q � x2)

SC1 This model is the continuous analog of SD1.
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The authors in [87] computed the steady-state distribution of this model with linear reg-
ulation ( ka; k1 constant and ki p x1 q � x1)
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where A is a normalizing constant. The authors in [144] computed thesteady-state dis-
tribution of this model with non-linear regulation ( ki ; k1 constant and ka p x1 q � " �

x1
x1 � K )
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while with ( ka; k1 constant and ki p x1 q � " �

K
x1 � K )
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q
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whereA is a normalizing constant. Each expression above can be usedto determine which
are the conditions for the steady-state distribution to exhibit bimodality.

7.3 Discrete models without switch

In these models, the gene is now assumed to stay active for alltimes.
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:

Note that in the absence of regulation,X 1 is independent ofX 2,X 3 and follows a one-
dimensional Markov-process, known as the immigration and death process. Its asymptotic
distribution is Poissonian. For the whole system, up to our knowledge, no study reported
its asymptotic distribution (see the case for 2 variables below). However, being an open
�rst-order reaction network, with both conversion and cata lytic reaction, the study of
Gadgil et al. [40] allows to derive time-dependent �rst and second moment.
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:

In the absence of regulation, asymptotic moments are given by [142].
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A complete study of the asymptotic distribution is provided in [14], whose moment gen-
erating function is given by

' p x; y q � exp
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��
» y

1
M p 1; 1 � ; � p s � 1qq ds � � p x � 1q M p 1; 1 � ; � p y � 1q
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From this expression, the authors in [14] derived asymptotic di�erent behavior of the
marginal protein distribution, including Poisson, Neymann, negative Binomial, Gaussian
and Gamma distribution.

For the non-linear regulation case, the authors in [142, 139, 140] used the linear noise
expansion and simulation to study the asymptotic and transient moment behavior with
respect to the regulation function. Their study show that negative regulation can increase
or decrease noise strength.
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The authors in [132] derived approximation of the time-dependent �rst moments using
moment closure approximation, and successfully compared it with experimental data of
the � -repressor system. As a one-dimensional discrete Markov-chain, its asymptotic dis-
tribution can also be derived.

7.4 Continuous models without switch

These models were the �rst one introduced to model gene self-regulation.

C3
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9x1 � � 1k1 p x3 q �  1x1;
9x2 � � 2x1 �  2x2;
9x3 � � 3x2 �  3x3:

This model was originally introduced by [48]. See subsection 6 for a complete study of the
asymptotic behavior of this model.

C2
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9x2 � � 2x1 �  2x2:

In absence of regulation, the above system can be analytically solved
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where

F p t q �

#

e�  1 t
� e�  2 t

 2 �  1
if  1 �  2;

te�  2 t if  1 �  2:

In the presence of positive regulation, this model has essentially similar asymptotic behav-
ior as the previous model C3. In the presence of negative regulation, however, oscillations
are not present any more whenk1 is a standard Hill function as in eq. (3.12).

C1

9x1 � � 1k1 p x1 q �  1x1:

In the presence of positive regulation, this model has essentially similar asymptotic behav-
ior as the previous model C3. In the presence of negative regulation, however, oscillations
are not present any more whenk1 is a standard Hill function as in eq. (3.12).

7.5 Discrete models with Bursting

We now turn to Bursting model. Below R0 is the counting process associated to the
number of times a bursting event happens. It is regulated by the e�ector or protein
molecules.

BD2 This model can be obtained from SD2 or D3, upon a particular scaling (see sec-
tion 9).
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The authors in [129] presented stationary and time-dependent probability distribution
when k1 is constant and the jump size a geometric random variable, ofmean parameterb.
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The authors in [4] computed the analytical stationary distr ibution for general
nonlinear regulation k1
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7.6 Continuous models with Bursting

In continuous bursting model below, N p ds; dz; drq stands for a Poisson random mea-
sure, of intensity dshp z q dzdr where h is a probability density that gives the size of the
burst.

BC2 This model can be obtained from SC2 or BD2, upon a particular scaling (see
section 9). We will consider its adiabatic reduction in subsection 9.3.
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The authors in [20] used this model without regulation to successfully �t data from the
� -galactosidase protein in E.Coli. The asymptotic distribution is the Gamma distribution
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The authors in [39] computed the analytical expression of the steady-state
distributions for non-linear regulation rate k1, and exponential bursting size of meanb.
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where A is a normalizing constant.

7.7 Models with both switching and Bursting

These models can be obtained from SD2.

SBD1
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The authors in [129] presented stationary probability distribution when ka; ki ; k1 are con-
stant, and the burst size is a geometric random variable of mean b.
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7.8 Hybrid discrete and continuous models
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9x2 � � 2X 1 �  2x2:

In the absence of regulation, the asymptotic characteristic function of the protein variable
x2 has been found to be ([14])
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This asymptotic expression include both the Gamma and Poisson distribution as limiting
behavior.
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9x2 � � 2X 1 �  2x2:

The author in [101] considered this model as an approximation of the SD2 model, and
present moment calculation and numerical simulation of this model.
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Obviously, di�erent model can again be built with similar fea tures, and the list above
is not exhaustive. Although not directly related to our work , we present in the next
paragraph di�erent approach of modeling. Such modeling review is intend to show the
variety of possible choices of modeling.

7.9 More detailed models and other approaches

We �rst review more detailed models of single gene, then models that take into account
other source of noise, and �nally models with interaction between genes.

In its Ph.D. thesis work, Jia [71] makes the review of the standard model of gene expres-
sion and its di�erent limiting behavior, in particular condi tion for occurrence of bursting.
Then he generalizes the model to consider non-exponential waiting time between burst
events, as well as non-geometric burst size distributions (see also Pedraza and Paulsson
[105]). He gives a speci�c example of model of post-transcriptional regulation with small
mRNA (a di�erent from but related molecule to mRNA) that yield s non-geometric burst
size distribution. For other models taking into account post-transcriptional regulation by
small mRNA, see Bose and Ghosh [15], Gorban et al. [49] and fora review of biological
mechanisms of post-transcriptional regulation, see Storzand Waters [136].

For models with more than two states of the promoter, see the pioneering work of
Tapaswi et al. [141]. Also, Blake et al. [11] used a model withfour promoter states to
reproduce faithfully the GAL system in prokaryotes. In agreement with data, the main
�nding is that the level of noise in gene expression is non-monotonic with respect to the
level of transcription e�ciency. Coulon et al. [24] also considered a model with more than
two states for the promoter, and extensively studied the e�ect of promoter transition on
noise strength on protein level.

For models at a much �ner scale, that explicitly take into account dynamics of mRNA
polymerase and complex formation, see Dublanche et al. [30], while for mRNA polymerase
and ribosome dynamics see Kierzek et al. [78], Gorban et al. [49]. A model that goes up to
the single-nucleotide level was proposed by Ribeiro [116].For spatially extended model,
see Sagu�es et al. [122].

In the standard model we consider here, we implicitly assumethat there is only one
\intrinsic" source of randomness. Indeed, the stochasticity in the model comes from the
random occurrences of the discrete events that constitute the reaction network directly
linked to the single gene model (or its product) we study. There are obviously many other
sources of randomness that can inuence the stochasticity in the gene expression. Firstly,
the partitioning event at division is an evident source of randomness when we consider dis-
crete number of molecules. Daughter cells may have di�erent sizes, and each molecule then
has to \choose" between the two daughter cells. Common modelthat include randomness
at partition consider a binomial partition law (see pioneering work of Berg [9], and more
recently Huh and Paulsson [65]), which has been supported experimentally [120, 47]. Sec-
ondly, a lot of experimental and modeling approaches have focused on \extrinsic" sources
of noise, in particular since the experimental paper of Elowitz et al. [34]. There, the
authors used two reporter genes (one with a red uorescence,one with a green uores-
cence), localized at very similar place in the genome, with the same promoter sequence,
and measured the uorescence level of these two genes in single cells. If there were only
extrinsic noise, all cells should have the same proportion of red and green uorescence, at
di�erent global intensities. The observed uctuations in th ese proportions from cell to cell
is attributed to the intrinsic noise. Lei [86] made a review of the di�erent mathematical
formulations of extrinsic noise. Usually, the modeling of extrinsic noise includes uctua-
tions of kinetic parameter, especially of the gene regulation function (see Rosenfeld et al.
[120] for experimental evidence), as a Gaussian colored noise [138, 85] (with a Langevin
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formalism). Noise due to randomness in the repressor molecule numbers can also be seen
as an extrinsic noise. Ochab-marcinek and Tabaka [99] consider this source of noise and
show that it can be responsible for bistability (using similar geometric construction-based
proof as in our case, in section 8). See also [30] for an experimental evidence that extrinsic
noise can have qualitative impact on the gene expression behavior.

For model with two genes in interaction see for instance the pioneering work of Kepler
and Elston [77], followed by instance by [87]. In such study,bifurcation characterization
is of importance. Indeed, interaction of two genes has been widely used to explain cell
di�erentiation fate, where each gene codes for a protein thatis responsible of a particular
cell lineage. In case of bistability, each stable state thenrepresent a stable cell fate. See
for example [79, 117, 137] for recent models applied to individuals cell data. For larger
network, experiments and modeling has mostly focused on thequanti�cation on the noise
strength of the gene expression level (also called variability), as an output of the model,
and as a function of the parameters and rate function or functional motif, (see �Cagatay
et al. [21]). Besides from extensive numerical simulations, the di�usion approximation of
the discrete model has been widely used, see for instance [16].

Finally El-Samad and Khammash [31], Karlebach and Shamir [76] review other ap-
proaches of modeling of gene regulatory network, includingboolean, probabilistic boolean,
petri nets, discrete, continuous and hybrid models, See also the review of [1] for piecewise
linear ordinary di�erential equation and delayed di�erentia tion equation approach. For
stochastic and delayed models, see Ribeiro [116], Galla [41]

8 Speci�c Study of the One-Dimensional Bursting Model

We detail here the study of the one-dimensional bursting model, either in a discrete
formalism (which is then a pure jump Markov process, subsection 8.1) and in a continuous
formalism (which is a piecewise deterministic Markov process, subsection 8.2). For both
formalism, we will recall the construction of the stochastic process (and then its existence),
and study its long time behavior, using a semigroup formalism (see part 0 subsection 6.5).
Once asymptotic convergence has been proved, we study the qualitative property of the in-
variant probability distribution. The advantage of the one -dimensional model is to possess
a probability distribution on the Gibb's form. By analogy to the deterministic modeling,
we will speak of a bifurcation when the number of modes of the probability distribution
change (called P-bifurcation in the literature). This analogy allows a direct comparison
between bifurcation diagrams, and then to deduce the inuence of the bursting produc-
tion on the qualitative dynamics of gene expression. Note that such stochastic bifurcation
concept has been applied to empirical measurement data by [134], where the authors ob-
tained an experimental bifurcation diagram by controlling experimentally a parameter
and estimating the probability distribution for each param eter value. Up to now, our an-
alytic treatment is restricted to the case of exponential (or geometric in the discrete case)
jump distribution. This case is probably the most interesting however, as it is (up to our
knowledge) the only case measured experimentally (see [22,47, 111, 150]).

Finally, we show how can compute an explicit convergence rate towards the steady-state
measure in subsection 8.5, and as a corollary of our study of the asymptotic behavior of the
bursting model, we present in subsection 8.6 the inverse problem to recover the regulation
function from the invariant density. This latter part is an o ngoing project, where we try to
collect experimental data to apply our theoretical study of the model. The inverse problem
may be very interesting in the sense that it permits to deducemolecular interactions that
governs the regulation function (see for instance section 3), which are not easily observable
experimentally.
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Reaction Propensity State change vector

Degradation  n � 1

Burst Production r hr � n � r

Table 1.5: De�nitions of the reactions, propensities and state change vector from then
state in the discrete model. See text for more details.

The �rst subsection will be the object of a future publicatio n ([93]), and the second
one was published in 2011 ([91]).

8.1 Discrete variable model with bursting BD1

In this section we model the number of gene products in a cell as a pure-jump Markov
processX � t X t u t ¥ 0 in the state spaceE � t 0; 1; 2; : : : u . Thus a Chapman{Kolmogorov
governs the probabilities dynamics. A general one-dimensional bursting gene expression
model [129] (BD1, see subsection 7.5) may be constructed as follows: let n be the number of
gene products andPn p t q � Pr p X t � n q denote the probability for �nding n gene products
inside the cell at a given time instant t. We shall include a loss (n Ñ n � 1) and gain
(n Ñ n � k) of functionality processes in terms of the general rates n and � n , respectively.
The step size assume the valuesk � 1; 2; 3; : : : and is a random variable (independent of
the actual number of gene product) with probability mass function h, so that

°

�8

k � 1 hk � 1:
Therefore, the Chapman{Kolmogorov equation (or master equation) describing the time
evolution of the probabilities Pn to have n gene products in a cell is an in�nite set of
di�erential equations

dPn

dt
�  n � 1Pn � 1 �  nPn �

n
¸

k � 1

hk � n � kPn � k � � nPn ; n � 0; 1; : : : ; (8.1)

where we use the convention that
° 0

k � 1 � 0. We supplement eq. (8.1) with the initial
condition Pn p 0q � vn , n � 0; 1; : : :, where v � p vn q n ¥ 0 P `1 is a probability mass function
of the initial amount X 0 of the gene product. We give existence and uniqueness of solutions
of eq. (8.1) together with convergence to a stationary distribution.

We assume that

� 0 ¡ 0;  0 � 0;  n ¡ 0; � n ; hn ¥ 0; n � 1; 2; : : : ;
�8

¸

n � 1

hn � 1: (8.2)

The processX is the minimal pure jump Markov process with the jump rate function
' p n q � � n �  n ; n ¥ 0, and the jump transition kernel K given by

K p n; t n � j uq �

$

&

%

qn ; if j � � 1; n ¥ 1;
p 1 � qn q hj ; if j ¥ 1; n ¥ 0;
0; otherwise:

qn �

 n

� n �  n
; (8.3)

Firstly, we recall the construction of X . Let t � k u k ¥ 0, be a discrete time Markov chain in
the state spaceE � Z

�

� t 0; 1; : : : u with transition kernel K and let t "k u k ¥ 1 be a sequence
of independent random variables exponentially distributed with mean 1. Set T0 � 0 and
de�ne recursively the times of jumps of X as

Tk � Tk � 1 �

"k

' p � k � 1 q

; k � 1; 2; : : : :



94 Hybrid Models to Explain Gene Expression Variability

Starting from X 0 � � 0 we have

X t � � k ; Tk ¤ t   Tk � 1; k � 0; 1; 2; : : : ;

so that the process is uniquely determined for allt   T
8

, where

T
8

� lim
k Ñ8

Tk ;

is called the explosion time. If the explosion time is �nite, we can add the point � 1 to the
state space and we can setX t � � 1 for t ¥ T

8

. The processX is called nonexplosiveif
Pi p T

8

� 8q � 1 for all i P E, where Pi is the law of the process starting fromX 0 � i .
We now rewrite eq. (8.1) as an abstract Cauchy problem in the space `1. We make

use of the results from [145]. LetK be the transition operator on `1 corresponding toK
de�ned as in eq. (8.3). For v � p vn q n ¥ 0 P `1 we have p Kv q 0 � q1v1 and

p Kv q n � qn � 1vn � 1 �

n
¸

k � 1

hk p 1 � qn � k q vn � k ; n � 1; 2; : : : :

Let us de�ne the operator

Gu � � 'u � K p 'u q for u P `1
' � t u P `1 :

8

¸

n � 0

' n | un |   8u :

There is a substochastic semigroupt P p t qu t ¥ 0 on `1 such that for each initial probability
mass functionv P `1

' the equation

du
dt

� G p u q ; t ¡ 0; u p 0q � v; (8.4)

has a nonnegative solutionu p t q which is given by u p t q � P p t q v for t ¥ 0 and

p P p t q v q n �

8

¸

j � 0

Pj p X t � n; t   T
8

q vj ; n � 0; 1; : : : :

The processX is nonexplosive if and only if the semigroupt P p t qu t ¥ 0 is stochastic. Equiv-
alently, the generator of the semigroup t P p t qu t ¥ 0 is the closure of p G; `1

' q . In that case
the solution u p t q of eq. (8.4) is unique and it is a probability mass function for each t,
if v is such. In particular, if the operator K has a strictly positive �xed point, then the
semigroup t P p t qu t ¥ 0 is stochastic. Thus, we now look for �xed points of K .

The equation for the steady statep�

� p p�

n q n ¥ 0 of eq. (8.1) is of the form

 n � 1p�

n � 1 �  np�

n �

n
¸

k � 1

hk � n � kp�

n � k � � np�

n � 0; n � 0; 1; : : : : (8.5)

Observe that  1p�

1 � � 0p�

0 and we can rewrite eq. (8.5) as

 n � 1p�

n � 1 �  np�

n � � np�

n �

n � 1
¸

k � 0

hn � k � kp�

k ; n � 1; 2: : : :

Summing both sides and changing the order of summation, we obtain

p�

n � 1 �

1
 n � 1

n
¸

k � 0

�

�

8

¸

j � n � k � 1

hj

�

 � kp�

k ; n � 0; 1; : : : ; (8.6)
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Thus given p�

0 eq. (8.6) uniquely determinesp� . Consequently, there is one, and up to a
multiplicative constant only one, solution of eq. (8.5), and if p�

0 ¡ 0 then p�

n ¡ 0 for all
n ¥ 1. Now, if

8

¸

n � 0

p�

n � 1 and
8

¸

n � 0

p � n �  n q p�

n   8 ; (8.7)

then p�

P `1
' , G p p�

q � 0, and K p 'p �

q � 'p � , which implies the semigroup t pp t qu t ¥ 0 is
stochastic. Thus, we have proved the following result.

Theorem 25. Assume condition eq.(8.2) and suppose thatp�

� p p�

n q n ¥ 0 given by eq.(8.6)
satis�es eq. (8.7). Then for each initial probability mass function v � p vn q n ¥ 0 P `1

' eq. (8.1)
has a unique solution which is a probability mass function for each t ¡ 0 and satis�es

lim
t Ñ8

8

¸

n � 0

|p P p t q v q n � p�

n | � 0:

Next, we give su�cient conditions for eq. (8.7) in the case when h is geometric

hk � p 1 � bq bk � 1; k � 1; 2; : : : ; (8.8)

with b P p 0; 1q . Since
8

¸

j � n � k � 1

hj � bn � k ;

we obtain the following equation for p�

� p p�

n q n ¥ 0

p�

n � 1

p�

n
�

� n � b n

 n � 1
; n � 0; 1: : : : (8.9)

Corollary 26. Suppose thath is geometric as in eq.(8.8). Then p�

� p p�

n q n ¥ 0 is given by

p�

n � p�

0

n
¹

k � 1

� k � 1 � b k � 1

 k
; n � 1; 2; : : : : (8.10)

In particular, if

lim
n Ñ8

� n

 n
  1 � b and lim

n Ñ8�

 n

 n � 1
� 1;

then the conclusions of theorem 25 hold.

Remark 27. [Bifurcation] The relation eq. (8.9) can be used to derive bifurcation property
in terms of number of modes of the steady-state distributionas a function of parameters.
The number of modes are indeed linked to the number of sign change of

n ÞÑ � n � b n �  n � 1:

Remark 28. Usually one would consider the functionality loss n as a degradation rate
with linear dependence onn and the bursting rate� n to characterize the regulation the sys-
tem is submitted to: external for independence onn, positive (or negative) self interaction
for monotonically increasing (or decreasing) dependence with n. The functional shape of
auto regulation is usually taken as a non-linear Hill function, resulting on a quasi steady
state assumption of e�ectors and/or repressors molecules (see section 3 )

In the following examples we assume thath is geometric with parameterband  n � n ,
n ¥ 0, with  ¡ 0. In all examples, the conditions of corollary 26 are satis�ed. The
following examples are meant to show that analytical formula may be found for a variety
of di�erent jump rate function, all restricted to a geometric jump size distribution, however.
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Example 1 (Negative binomial). Suppose that� n � � 0 � �n with � 0 ¡ 0; � ¥ 0. We have
� n ¥ 0 for each n. Plugging  k and � k into eq. (8.10) gives

p�

n �

p�

0

n!

n � 1
¹

k � 0

�

� 0

b � �
� k


 �

� � b



 n

; n � 0; 1; : : : :

Thus p�

P `1 if and only if
� � b   :

In that case we obtain the negative binomial distribution

p�

n �

p aq n

n!
pn

p 1 � pq

a; n � 0; 1; : : : ;

where

p �

� � b


; a �

� 0

b � �
;

and p aq n is the Pochhammer symbol de�ned by

p aq n �

� p a � n q

� p aq

� ap a � 1qp a � 2q : : : p a � n � 1q ; p aq 0 � 1:

This was previously obtained in [129].

Example 2 (Mixture of logarithmic distribution) . Suppose that� 0 ¡ 0 and � n � 0 for
n ¥ 1. Then

p�

n � p�

0
� 0


bn � 1

n
; n � 1; 2; : : : ;

which can be rewritten as

p�

n � �

bn

n ln p 1 � bq

p 1 � p�

0 q ; n � 1; 2; : : : ; p�

0 �

b
b � � 0 ln p 1 � bq

:

The distribution

~p0 � 0; ~pn � �

bn

n ln p 1 � bq

; n � 1; 2; : : : ;

is called a logarithmic distribution.
If we assume that� n � 0 for n ¡ m, then we obtain the following distribution

p�

n � p�

0
bn

n!

n � 1
¹

k � 0

�

� k

b
� k




; n � 0; : : : ; m;

and

p�

n � p 1 �

m
¸

j � 0

p�

j q

bn

cn
; n ¡ m;

where c and p�

0 are such that

c �

8

¸

j � m � 1

bj

j
and

m
¸

j � 0

p�

j � p�

m
mc
bm � 1:

In particular, this type of distribution will be obtained if we take � 0 ¡ 0, �   0, and

� n �

"

� 0 � �n; if n ¤ � � 0 { �;
0; otherwise:
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Example 3. We now look at

� n � �
1 � K 1n

K 0 � K 1n
; n � 0; 1; : : : ;

where � ¡ 0; K 1 ¡ 0; K 0 ¥ 1. We �nd that, for each n,

� n � bn


�

bp n � a1 qp n � a2 q

n � b1
;

where

b1 �

K 0

K 1
; a1 �

1
2

p � � � q ; a2 �

1
2

p � � � q ;

and

� �

K 0

K 1
�

�
b

; � 2
� � 2

�

4�
K 1b

:

SinceK 0 ¥ 1, we can �nd a nonnegative� , thus a2 ¥ a1 ¡ 0. Consequently, the stationary
distribution is of the form

p�

n �

1

2F1 p a1; a2; b1; bq

p a1 q n p a2 q n

p b1 q n

bn

n!
; n � 0; 1; : : : ;

where 2F1 is the Gauss's hypergeometric function

2F1 p a1; a2; b1; x q �

8

¸

n � 0

p a1 q n p a2 q n

p b1 q n

xn

n!
:

Example 4 (Generalized hypergeometric distributions). The generalized hypergeometric
function pFq is de�ned to be the real analytical function onR given by the series expansion

pFq p a1; : : : ; ap; b1; : : : ; bq; x q �

8

¸

n � 0

p a1 q n : : : p ap q n

p b1 q n : : : p bq q n

xn

n!
:

The negative binomial distribution in example 1 for the case of � � 0 has the probability
generating function s ÞÑ 1F0 p a1; bsq{ 1F0 p a1; bq with a1 � � 0 { b . The distribution obtained
in example 3 has the probability generating functions ÞÑ 2F1 p a1; a2; b1; bsq{ 2F1 p a1; a2; b1; bq .
Extending both of these examples we suppose that� n ¥ 0 is a rational function of n sat-
isfying

� n � bn


�

p n � a1 q : : : p n � aq� 1 q b
p n � b1 q : : : p n � bq q

; n � 0; 1; 2; : : : :

Then p�

� p p�

n q n ¥ 0 has the probability generating function of the form

q� 1Fq p a1; : : : ; aq� 1; b1; : : : ; bq; bsq

q� 1Fq p a1; : : : ; aq� 1; b1; : : : ; bq; bq

:

Example 5. Consider � n as a Hill function of the form

� n � �
1 � K 1nN

K 0 � K 1nN ;

where K 1; K 0; � ¡ 0 and N ¥ 1. If h is geometric and

lim
n Ñ8

 n � 8 ; lim
n Ñ8

 n

 n � 1
� 1;

then irrespective of b there always existsp�

� p p�

n q n ¥ 0 satisfying eq.(8.6).
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8.2 Continuous variable model with bursting BC1

In this section we consider a continuous state space versionof the model presented in
section 8.1 (BC1, see subsection 7.6), which is a piecewise deterministic Markov process
Y � t Yt u t ¥ 0 with values in E � p 0; 8q where Yt denotes the amount of the gene product
in a cell at time t, t ¥ 0. We assume that protein molecules undergo the process of
degradation with rate  that is interrupted at random times

t1   t2   : : :

occurring with intensity � and both � and  depend on the current amount of molecules.
At tk a random amount of protein molecules is produced, independently of the current
number of proteins, so that the process changes fromYtk �

to Ytk � Ytk �

� ek , k � 1; 2; : : :,
where t ek u k ¥ 1 is a sequence of positive independent random variables withprobability
density function h, which are also independent ofY0. The time-dependent probability
density function u p t; x q is described by the continuous analog of the master equation

B u p t; x q

B t
�

Bp  p x q u p t; x qq

B x
� � p x q u p t; x q �

» x

0
� p x � y q u p t; x � y q h p y q dy (8.11)

with the initial probability density u p 0; x q � v p x q ; x ¡ 0.
We assume that  is a continuous function and that � is a nonnegative measurable

function with � {  being locally integrable on p 0; 8q and

 p x q ¡ 0 for x ¡ 0;
» �

0

dx
 p x q

� �8 ;
» �

0

� p x q

 p x q

dx � �8 ; (8.12)

for some� ¡ 0. From eq. (8.12) it follows that the di�erential equation

x 1

p t q � �  p x p t qq ; x p 0q � x ¡ 0;

has a unique solution which we denote by� tx, t ¥ 0, x ¡ 0. For each x ¡ 0 we have
� tx Ñ 0 as t Ñ 8 and

» t

0
� p � sx q ds �

» x

� t x

� p y q

 p y q

dy Ñ 8 ; as t Ñ 8 :

We now recall the construction of the minimal piecewise deterministic Markov process Y .
Let t "k u k ¥ 1 be a sequence of independent random variables exponentially distributed with
mean 1, which is also independent oft ek u k ¥ 1. Set t0 � 0. For eachk � 1; 2; : : : and given
Ytk � 1 the process evolves as

Yt �

"

� t � tk � 1 Ytk � 1 ; tk � 1 ¤ t   tk ;
Ytk �

� ek ; t � tk ;
(8.13)

where tk � tk � 1 � � tk and � tk is a random variable such that

Pr p � tk ¤ t | Ytk � 1 � x q � 1 � e�

³ t
0 � p � s x q ds; t; x ¡ 0:

The random variable � tk can be de�ned with the help of the exponentially distributed
random variable "k trough the equality in distribution

"k �

» � tk

0
� p � sYtk � 1 q ds;
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which can be rewritten as

"k � Q p � � tk Ytk � 1 q � Q p Ytk � 1 q ;

where the nonincreasing functionQ is given by

Q p x q �

» �x

x

� p y q

 p y q

dy; (8.14)

and �x � �8 , when the integral is �nite or any �x ¡ 0 otherwise. SinceYtk �

� � � tk Ytk � 1 ,
we obtain the following stochastic recurrence equation fort Ytk u k ¥ 0

Ytk � Q � 1
p Q p Ytk � 1 q � "k q � ek ; k � 1; 2; : : : ;

where Q � 1 is the generalized inverse ofQ, Q � 1
p r q � supt x : Q p x q ¥ r u . Consequently,

Yt is de�ned by eq. (8.13) for all t   t
8

, where t
8

� lim k Ñ8

tk is the explosion time. As
in the discrete state space we can extend the state spaceE by adding the point � 1 and
de�ne Yt � � 1 for t ¥ t

8

. Let Px be the law of the processY starting at Y0 � x and
denote by Ex the expectation with respect to Px .

Remark 29. Note that if Q p 0q � 8 then the amount of the gene productt Ytk u k ¥ 0 at the
jump times is a discrete time Markov process with transitionprobability function given by

K p x; B q �

»

B
k p x; y q dy; B P B pp 0; 8qq ;

where

k p x; y q � eQ p x q

» x

0
1

p 0;y q

p z q h p y � z q

� p z q

 p z q

e� Q p z q dz; x; y ¡ 0: (8.15)

We rewrite eq. (8.11) as an abstract Cauchy problem inL 1

du
dt

� Cu; u p 0q � v; (8.16)

where the operator

Cu p x q �

dp  p x q u p x qq

dx
� � p x q u p x q �

» x

0
� p x � y q u p x � y q h p y q dy

is de�ned on the domain

D � t u P L 1 : u P AC; p u q

1

P L 1; lim
x Ò8

p  p x q u p x qq � 0; �u P L 1
u ;

and u P AC means that the function x ÞÑ  p x q u p x q is absolutely continuous. From [90,
145] it follows that there is a substochastic semigroupt P p t qu t ¥ 0 on L 1 such that for
each initial density v P D eq. (8.16) has a nonnegative solutionu p t q which is given by
u p t q � P p t q v for t ¥ 0 and

»

8

0
Px p Yt P B; t   t

8

q v p x q dx �

»

B
P p t q v p x q dx

for all Borel subsetsB of p 0; 8q . The semigroup t P p t qu t ¥ 0 is stochastic if the transition
operator K on L 1 with kernel k as in eq. (8.15) has a strictly positive �xed point. Let us
consider the case of the exponential bursting size

h p y q �

1
b

e� y { b; y ¡ 0; (8.17)

where b ¡ 0.














































































































































































































































































































































































	Introduction Générale

