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Chapitre 0

Introduction

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier théoriquement et numériquement le
spectre de différents opérateurs qui interviennent dans 1’étude de 1’opérateur de Schrodin-
ger avec champ magnétique constant dans des domaines tridimensionnels comportant des
arétes.

L’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique et parametre semi-classique a
été 1’objet de nombreux travaux ces trente dernieres années. Nous citons les résultats
généraux de Colin de Verdiere ([CdV84]), Helffer et Sjostrand ([HS89]), Helffer ([Hel94]),
Morame et Raikov ([MR94]), Matsumoto ([Mat95]) ou Truc ([Tru97]). Plus récemment
de nouveaux travaux décrivent cet opérateur pour des géométries particulieres, voir par
exemple Bonnaillie ([Bon05]), Fournais et Helffer ((FHO6]), Raymond ([Ray(09b, Ray10])
ou encore Helffer et Kordyukov ([HK11]). Ce travail s’inscrit dans cette lignée : nous
commencons 1’investigation systématique du spectre de I’opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique dans des domaines tridimensionnels singuliers. Seul le cas du cube
a été trait€ jusqu’a présent [Pan02]. Comme €tape importante vers le traitement de do-
maines polyédraux généraux, nous considérons dans cette these des domaines singuliers
de type diédral.

Une des motivations physiques pour étudier cet opérateur est son role dans la modélisa-
tion du phénomene de la supraconductivité. Les premiers travaux de Saint-James et de
Gennes ([Sd63], [SJST69]) font le lien entre un champ critique associé au phénomene de
supraconductivité et le bas du spectre de 1’opérateur de Schrodinger avec champ magnéti-
que. Dans la suite de nombreux auteurs ont contribué a la compréhension du phénomene :
Chapman ([Cha94]), Lu et Pan ([LP99b], [LPOOb]), Bernoff et Sternberg ([BS98]), Giorgi
et Phillips ([GP02]) ou encore Helffer et Morame ([HM96],[HMO04]). Cette liste est non
exhaustive et nous renvoyons a I’introduction de [FH10] pour une historique plus détaillée
du sujet.

Plan de ’introduction

Dans la section 0.1 nous introduisons 1’opérateur de Schrodinger semi-classique avec
champ magnétique constant et les notations associées. Dans la section 0.2 nous présentons
des résultats connus sur le bas du spectre de cet opérateur selon la géométrie du domaine.
En particulier nous expliquons que 1’asymptotique du bas du spectre quand le parametre
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semi-classique tend vers 0 se déduit de I’étude de I’opérateur sur des domaines modeles.
Dans la section 0.3 nous présentons un plan de la these et nous énongons les principaux
résultats obtenus. La section 0.4 donne un récapitulatif sous forme de tables des opérateurs
rencontrés au long de ce travail.

0.1 Présentation de I’opérateur de Schrodinger avec champ
magnétique

Soit un domaine 2 C R3. Soit B un champ magnétique associé a un potentiel A tel
que rot A = B. Soit h > 0 un réel. Le probleme considéré est le probleme spectral :
Trouver ¢ # 0 et X € R tels que

(1

—(hV —iA)*) = \p sur Q,
n- (hAV —iA)y =0 sur 09,

ou n désigne la normale extérieure au bord 0f) de I’ouvert (). Le paramétre h est destiné
a tendre vers 0 et est appelé “parametre semi-classique”.

Nous allons nous intéresser aux solutions du probleme (1) quand & tend vers 0. Nous
définissons le gradient magnétique semi-classique :

VA’hI: hV—zA (2)

La réalisation de Neumann de 1’opérateur de Schrodinger magnétique semi-classique sur
le domaine (2 est I’opérateur
2
Paan=—Va,

défini sur le domaine
DOIIl(PA7Q7h) = {u c L2(Q), V2A7hu c L2(Q>, V- VA,hu =0 sur 89} .

On note que
2
Paon=hPaq,,

ainsi le comportement de 1’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique de grande
intensité se déduit directement de 1’étude de I’opérateur de Schrodinger Pa o, quand le
parametre h tend vers 0.

Invariance de jauge

En vertu de la propriété classique d’invariance de jauge (voir la proposition B.2) le
spectre de I’opérateur Py o, ne dépend que du champ magnétique B := rot A. Soit
S (Pa,o,1) le spectre de Py o 5. Nous notons

)\(B,Q,h) = 1nf6 (PA7Q,h) (3)

et ce quel que soit le choix du potentiel magnétique A tel que rot A = B.

On suppose partout que B = rot A est un champ magnétique constant unitaire ‘
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0.2 Résultats connus et objectifs

Nous cherchons a déterminer le comportement asymptotique de A(B; €2, h) quand h
tend vers 0, en particulier nous cherchons & comprendre I’influence de la géométrie de €2
sur cette asymptotique.

0.2.1 Heuristique pour le premier terme de I’asymptotique

Nous commencons par rappeler les techniques issues de 1’analyse semi-classique qui
nous conduisent a étudier 1’opérateur de Schrodinger magnétique sans parametre semi-
classique (h = 1) sur des domaines non bornés appelés “domaines modeles”.

La procédure ci-dessous concerne une certaine classe d’ouverts simplement connexes
bornés : dans le cas de R?, ) est un domaine polygonal curviligne avec un nombre fini de
sommets, et dans le cas de R3, I’ouvert £ est un domaine polyédral avec un nombre fini
de sommets et d’arétes.

Partition de ’unité

Nous voulons étudier le bas du spectre de 1’opérateur Pa o » quand h tend vers 0.
Comme (2 est borné, I’opérateur Py ¢ 5 est a résolvante compacte et son spectre est dis-
cret. On note pour I’instant

qa, 0 n(u) = /Q |(hV — Z'A)u|2

la forme quadratique associ€e a 1I’opérateur Pa o . Le principe du min-max (voir la
proposition A.1) nous amene a minimiser la forme quadratique ga q ; pour trouver la
premiere valeur propre A(B; 2, h) :

AB;Q,h) = min 94,9, 11Y) 2,(t)

u€Dom(Pa, o, n) ||u”%2(9) .

Voici une formule de localisation fondamentale : si (X;‘) ; est une partition de I’unité com-
posée de fonctions a support compact telles que » (X;?)2 = 1 dans (, on a I'identité
suivante dite “formule IMS” :

qa,0,n(u) = ZQA,Q,h(X?u) —h? Z HUWX?’H%%Q) : (4)
J J

Supposons pour le moment que le terme de reste

hQZ HU‘VX?’Hi?(Q)
J

soit négligeable. Sous cette hypothese, on voit que pour estimer ga ¢, »(u), on est ramené

a estimer g qn ,(u) ot les Q7 = supp(x/) N € sont des sous-domaines bien choisis de
K J K

Q.
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Minoration grossiere

En minorant ga o, »(v) par le minimum sur j des quantités q,_ o, 5 (1) et en sommant
sur j, on s’attend a minorer (a un terme d’erreur pres) la forme quadratique ga o () par
Iinfimum sur j des spectres des opérateurs Py N En utilisant des estimations d’Ag-
mon, on s’attend de plus a ce qu’un vecteur propre u qui minimise la quantité ga o »(u)
soit localisé pres des domaines Q;L ou le spectre de Py ok, p est le plus petit.

Construction de quasi-modes et majorations

Nous cherchons a construire une fonction sur €2 qui rende la forme quadratique ga o, 5
la plus petite possible. Une telle fonction est génériquement appelé un “quasi-mode”. La
partition du domaine €2 donne une méthode pour construire un quasi-mode : on sélectionne
Jo tel que

h : h
AB; Qb)) = min A(B; 5, h)
et on prend un vecteur propre u associé a la valeur propre \(B; Q;?O, h). Si la fonc-
tion u a de bonnes propriétés de localisation, elle va fournir un bon quasi-mode pour
la forme quadratique ga_q, . On obtiendra ainsi une majoration de la quantité \(B; (2, h)
par min; A(B; Q”, h) modulo des termes d’erreurs.

On peut alors affiner la construction de quasi-mode : on perturbe (u, A(B; 2, h)) en une
paire (v, A) ou la fonction v est dans le domaine de I’opérateur Pa g 5 et A est un réel.
On ajuste (v, \) de maniere a ce que la quantité || Pa_q , v — Av|| soit petite. Le théoréme
spectral nous dit que I’opérateur Pp ¢ ; possede du spectre pres de A. Cette construction
de quasi-mode se fait a I’aide de la géométrie de Q;L et fournit une majoration précise de
A(B; Q, h).

La minoration est plus technique et nous en faisons une heuristique succincte ici. Nous
renvoyons a 'introduction de [Ray09a] pour une heuristique détaillée de la méthode.
L’idée générale est de se servir d’estimations de concentration des vecteurs propres issues
de la minoration grossiere évoquée ci-dessus. On peut alors utiliser les vecteurs propres
comme des quasi-modes pour les opérateurs Py Qb Cette procédure a pour but de four-
nir une séparation des valeurs propres de I’opérateur Py o (appelée “spectral gap”),
nécessaire pour appliquer le théoréeme spectral.

Changement d’échelle semi-classique

Dans la procédure ci-dessus, nous avons besoin de connaitre le spectre de 1’opérateur
avec champ magnétique constant sur les sous-domaines Q;‘ Nous montrons ci-dessous
I’intérét d’étudier des domaines “modeles” infinis pour comprendre le spectre de Py gn -

bl J k)

Pratiquement les sous-domaines Q;L effectuent une localisation autour de certains points
quand A tend vers 0. Plus précisément, chaque famille (Q;‘) » est associée a un point x;
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qui est dans Q_? pour tout h. Fixons j. Nous effectuons a partir du point x; le changement

d’échelle semi-classique
Tr — l’j

On voit que ’opérateur P, r j, st unitairement équivalent a h P, » | avec
) 7 7 ) J bl

ho. T —Zj h

Si nous supposons que la taille du support de X? est d’ordre h” avec p < %, alors la taille

du diametre de H? est de I'ordre de h*~2 et tend donc vers I’infini quand h tend vers O.
On introduit
I := lim 1T} .
Le domaine non borné II; se déduit de la géométrie des voisinages de x; dans Q:
e Si z; est un point intérieur de €2, alors II; = R? en dimension 2 (respectivement
IT; = R? en dimension 3).
e Si z; est un point d’une partie réguliére du bord de €2, alors II; est un demi-plan
(respectivement un demi-espace en dimension 3).
e En dimension 2, si z; est un sommet de Q d’ouverture «, alors I1; est un secteur
infini d’angle o.. Nous notons

So = {(z1,22) € R?, |29 < 2y tan 2}

le modele pour ces secteurs.
e En dimension 3, si x; est sur une aréte de (2, alors II; est isométrique au diedre D,
que nous définissons comme

D, =8, xR. (6)

e Toujours en dimension 3, si x; est sur un sommet de Q, alors IT; est un coin
polyédral droit.
Dans tous les cas, nous sommes ramenés a étudier 1’opérateur de Schrodinger sans pa-
rametre semi-classique sur un domaine non borné (h = 1). Dans ce travail, nous nous
intéresserons essentiellement aux cas des domaines a aréte et laissons le cas des coins
polyédraux pour des développements ultérieurs.

0.2.2 Domaines modeles et asymptotiques connues
Nous abrégeons les notations en posant

Py 1= Paq

I’opérateur de Schrodinger magnétique sans parametre semi-classique et A\(B;2) le bas
de son spectre. Nous avons vu 1’utilité d’étudier cet opérateur sur des domaines infinis
dits “domaines modeles”.
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Le cas de la dimension 2

Nous notons (1, z2) les variables cartésiennes. Les résultats présentés ci-dessous cor-
respondent a un potentiel magnétique plan A = (a;,as) dont le rotationnel rot A =
Op a3 — Oy,ay vaut 1. Pour un domaine 2 € R? et un tel potentiel magnétique, nous
notons

A, h) =inf & (Pa.o.n)

et
A(Q) = A(Qv 1) :

Nous prenons comme potentiel magnétique A" (x1, x5) = (0, —2) de sorte que rot A" =
1. Il est connu depuis les travaux de Landau que

AR =1.

Le cas du demi-plan R? := {z; > 0} est instructif. Nous citons les travaux de Helffer et
Morame ([HMO2]), Lu et Pan ([LP99b], [LP99a] et [LP0Oa]), Del Pino, Felmer et Stern-
berg ([DPFS00]), ou encore Bernoff et Sternberg ([BS98]). L’ opérateur PAL’Ri s’écrit

(i@xl)Q + (Zarg — .1'1)2 y (i[)l, [IZ’Q) - R%—

avec condition de Neumann magnétique en z; = 0. Puisque le domaine est invariant par
translation selon x5, on réalise une transformation de Fourier partielle par rapport a x et
on obtient que 1’opérateur est unitairement équivalent a

_831 +(&—m)?, (21,&) € Ri .

Ainsi I’étude de I’opérateur Ppr R2 S€ ramene a I’étude de la famille d’opérateurs a pa-
rametre souvent appelés opérateurs de de Gennes

pY = 02+ (t—1)%, t>0 (7)

avec condition de Neumann en ¢ = 0. On note p}'(7) le bas du spectre de cet opérateur.
De telles familles d’opérateurs a parametre sont étudiées dans [BHO93] puis [DH93a], en
particulier il est remarquable que la fonction 7 — u{(7) admette un unique minimum
non dégénéré noté O atteint en 7 = &y. On a (voir [BN12]) :

Oy ~ 0.590106125

En notant ug) un vecteur propre normalisé associé a O, nous introduisons la constante

ug, (0)°

Ch = ~ 0.381102161
(voir [BN12] pour I’approximation numérique).

On peut déduire le spectre de 1’opérateur de Schrodinger magnétique sur le demi-plan
pour un potentiel vérifiant rot A =1 :

S <PA,R1> = [©p, +0) ,
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et donc
ARZ) =6y .

Revenons au cas semi-classique sur un domaine borné. On peut énoncer un développement
asymptotique pour \(€2, 1) quand  est un ouvert régulier de R? sous des hypotheses
concernant la courbure du bord 0f2. Helffer et Morame ([HM96] et [HMO04]) avaient déja
obtenu les deux premiers termes du développement asymptotique quand A tend vers 0, et
ce résultat est amélioré par Fournais et Helffer ([FHO6]) :

Théoreéme 0.1. Supposons que ) est un ouvert borné simplement connexe régulier de R?.
Supposons aussi que la courbure de 0S) donnée par s — k(s) admette un unique maxi-
mum non dégénéré (noté k. atteint en sq et notons ko = —r£'"(sg). Notons A\, (2, h) la
n-ieme valeur propre de I’opérateur Pa o, avec rot A = 1. Alors il existe une suite de
réels (£}'); telle que )\, (2, h) admet le développement suivant lorsque h tend vers 0 :

A (0, h) ~ Oph — Fimax C1h? + 016041/ %(Qn — DATE 4 RN s (8)

Jj=0

De plus les vecteurs propres se concentrent prés du point de 0S) de courbure maximale
quand h tend vers 0.

Si le domaine n’est plus régulier mais polygonal avec un nombre fini de coins, il faut
introduire un nouvel opérateur modele : Py s, ou S, est le secteur modele d’angle . On
note () le bas du spectre de cet opérateur :

pla) == A(Sa) -

Dans le cas a = 7, on peut citer les premiers résultats de [BDFM99] et dans un contexte
plus mathématique ceux de ([JadO1a], [JadO1b] et [Pan02]). Pour le cas général v € (0, 7],
les travaux de Bonnaillie-Noél, ([Bon0O3a], [Bon03b], [Bon05]) éclairent le probleme. Il
est montré en particulier :

Va € (0,5], pla)<6q. )

L’étude de ce cas modele permet d’étudier le spectre de Pa o, quand h tend vers 0 et €2
est un ouvert polygonal ([BNDO06], [BNF07] et [BNDMVO07]). On a en particulier (voir
[BNDO6]) :

Théoreme 0.2. Soit ) un domaine dont le bord est un polygone courbe avec un nombre
fini de sommets. Nous notons o - - - ay les angles des sommets de ). Soit \(Q2, h) le bas
du spectre de Py o1, avec rot A = 1. Alors on a le développement asymptotique suivant
quand h tend vers O :

A(Q2, h) = inf (infu(czj), @0) h+0 (h*?) .
J

On voit en utilisant (9) et en comparant ce résultat au théoreme 0.1 que la présence
d’un coin d’angle suffisamment petit diminue le bas du spectre par rapport au cas ou ¢
est régulier.
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Le cas de la dimension 3

Nous commengons par rappeler des résultats pour les domaines modeles réguliers
infinis : ’espace et le demi-espace. Pour le cas ou € est I’espace entier, on a

AB;R*) =1. (10)

Dans le cas du demi-espace (noté R? ), nous paramétrons la situation selon I’angle 6 que
fait le champ magnétique (noté By) avec le bord du demi-espace. On définit

o(0) := A(By; R2) . (11)

Une transformation de Fourier partielle permet de se ramener a I’étude d’un opérateur en
dimension deux. En effet on introduit la réalisation de Neumann de

Ly:=—A+(tcos—ssinf)*, (ts)€ R (12)
et on pose pour 0 € [0, 7]
o1(0) :=1inf & (Ly) , (13)
on a alors (voir [LP99b]) pour 0 € (0, 7] :
o(0) =o.(0) .

La fonction 6 — o(0) est étudiée dans [LPOOb], [HMO2] ou encore [MTO5]. Elle est
strictement croissante de [0, 7] sur [Og, 1]. Ainsi le bas du spectre du probleme modéle
du demi-espace soumis a un champ magnétique constant est minimal quand le champ
magnétique est tangent au bord (f = 0) et la valeur associée est Oy.

Nous étudions maintenant I’opérateur de Schrodinger magnétique semi-classique Pa o, p,
sur un ouvert régulier borné de R3. En suivant le raisonnement heuristique de la sous-
section 0.2.1, on s’attend a ce que la famille de problemes modeles associée a une partition
ait son spectre minimal quand le champ magnétique B := rot A est tangent au bord de
(2 (et le bas du spectre vaut Og). Nous notons I' I’ensemble des points de 02 ou le champ
magnétique est tangent au bord de €2. Nous supposons que I' est une courbe réguliere de
0f). Alors on a (voir [LPOOb]) :

A(B;Q, h) o
- = 0

de plus les vecteurs propres se concentrent le long de I'.

On cherche le terme suivant de 1’asymptotique et la localisation précise des fonctions
propres le long de I'. Helffer et Morame montrent dans [HMO04] le résultat suivant (qui
était conjecturé par Pan) :

Théoreéme 0.3. Soit Q) un ouvert régulier borné de R3. Nous supposons que le champ
magnétique B := rot A est constant unitaire. Soit I [’ensemble des points de OS2 ou
le champ magnétique est tangent au bord de ). Nous supposons que 1" est une courbe
réguliére de 0S). Nous supposons aussi que I’ensemble des points de I ou B est tangent
a I est isolé. Alors il existe une constante vo(B, Q) > 0 indépendante de h telle que

AB:Q, k) = Ogh + v (B, QA3 + O(RY3),  (n > 0). (14)
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La constante 7o(B, 2) fait intervenir des constantes universelles issues de familles
d’opérateurs unidimensionnels a parametre : I’opérateur de de Gennes présenté en (7)
et I’opérateur de Montgomery (voir [Mon95], [PKO02] et plus récemment [Hel10]). Cette
constante dépend de la géométrie du domaine 2 et du champ magnétique B, plus précisément
il s’agit du minimum d’une fonction définie sur I' qui dépend de la courbure normale le
long du champ magnétique B et de la position du champ magnétique par rapport a la
courbe I'.

De plus les vecteurs propres associés a A(B; (2, h) se localisent quand h tend vers 0
pres des points de I' qui minimisent cette fonction. Nous renvoyons a [FH10, section 9.2]
pour une présentation des éléments clefs de la preuve de ce théoreme.

Dans le cas d’un ouvert borné de R? non régulier, un seul cas est traité : celui d’un cube
noté € (voir [Pan02]). Pan étudie 1’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique sur
le diedre d’angle droit Dz et sur I’octant (R, )3, et montre que si le champ magnétique
B = rot A est contenu dans un des plans de coordonnées sans étre parallele a un des axes,
alors le probleme modele associé a ’octant a une valeur propre strictement inférieure a
celle de I’opérateur sur le diedre Dz . L’auteur déduit un résultat pour I’opérateur Py ¢,
sur le cube : si le champ magnétique rot A est contenu dans une des faces sans étre
parallele a une des arétes, alors les vecteurs propres se concentrent pres des coins du cube
lorsque h tend vers 0.

0.2.3 Objectifs de la these

Le cadre de ce travail est la poursuite de I’étude de I’ opérateur de Schrodinger magnétique
semi-classique sur des ouverts bornés ainsi que des opérateurs modeles associés. Initiale-
ment 1’objectif était de traiter le cas d’un domaine {2 tridimensionnel possédant des arétes
et des coins polyédraux. Durant la thése nous nous sommes penchés sur un domaine ¢
de type diédral, c’est-a-dire possédant une aréte. Nous espérons par la suite pouvoir pour-
suivre ce travail en étudiant le cas d’un coin polyédral.

Nous étudions un nouvel opérateur modele : 1’opérateur de Schrédinger avec champ
magnétique constant sur le diedre D, (ce diedre est défini en (6)). Nous chercherons en
particulier a comparer le bas du spectre de I’opérateur P p, avec celui des opérateurs
modeles présentés plus haut. Nous appliquons finalement les résultats obtenus a I’ opérateur
de Schrédinger magnétique semi-classique sur un domaine borné de R? possédant une
aréte courbe.

0.3 Organisation de la these et principaux résultats
0.3.1 Premiere partie : opérateurs modeles de Schrodinger sur la
demi-droite et le demi-plan

Dans la premiere partie, nous revenons sur les opérateurs modeles cités ci-dessus qui
interviennent dans le cas régulier. Le chapitre 1 est consacré a 1’étude d’opérateurs de
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Schrodinger unidimensionnels. Nous nous intéressons particulierement a 1’opérateur au-
toadjoint & résolvante compacte hY défini en (7). Nous notons (i} (7))r>1 ses valeurs
propres rangées par ordre croissant. Nous introduisons 1’opérateur symétrisé sur R :

Y™ = 02 + (Jt| —7)*, teER. (15)

T

Nous notons ;"™ (7) sa k-iéme valeur propre. Le spectre de I’opérateur f)f se déduit des

p;”™ (1), en effet on montre a la proposition 1.1 :

pr (7) = e (7))

sym

. .. N N
Y™ fournissent par restriction a Ry ceux de b_".

de plus les vecteurs propres pairs de b
Nous étudions alors 1’opérateur h>™ pour de grandes valeurs de |7|. I1 s’agit d’un opérateur
de Schrodinger avec un potentiel pair singulier en 0 si 7 # 0. Nous donnons une asymp-

totique quand 7 — —oo des valeurs propres de cet opérateur a I’aide des techniques semi-

classiques usuelles (voir [Sim83] par exemple). Plus précisément on a pour tout £ > 1

les développements asymptotiques suivants lorsque le parametre 7 tend vers —oo (voir le

théoréme 1.7) :

B (T) = T+ 2PRIPE 4o (rF)

W) =7 2P g o (rf2)

ol —z§ (respectivement —z;) est le k-ieme zéro de la fonction d’Airy de premiere espece
(respectivement de sa dérivée).

Dans le cas 7 — 400, on sait d’apres des arguments de monotonie (voir [FH10]) que
p(7) tend vers 1 par valeurs inférieures. Grace a une construction de quasi-modes, il est
montré dans [FHP11] que |p)¥(7)—1] tend vers 0 exponentiellement vite quand 7 tend vers
+00, mais la construction de quasi-mode ne permet pas de montrer que ) (7) est inférieur
a 1 pour 7 grand. Nous interprétons cette convergence a 1’aide de I’opérateur h>>™ : le
potentiel ¢ — (|t| — 7)? est (pour 7 > 0) un double puits singulier en ¢ = 0 (voir la figure
1.6) et on peut s’attendre a un phénomene d’effet tunnel lorsque 7 devient grand. Nous
calculons le terme d’interaction comme décrit dans [HS85], mais les méthodes WKB
usuelles ne permettent pas de calculer un développement asymptotique de ce terme a cause
de la singularité du potentiel. Le théoreme 1.11 fournit un développement asymptotique a
trois termes des valeurs propres de 1’opérateur h>>™ quand 7 — 400 :

Sym k _ _7—2 2 g

B 5, 2= 1= gt (1= 5 4 0 ()
m k o 77_2 2

Ho (1) =2k = 14 gryyer e <1 - 5540 (%4)> :

L’idée de la preuve est basée sur une construction de quasi-modes inspirée de [Bol92] afin
d’estimer le terme d’interaction. On constate que la k-ieme paire de valeurs propres est
centrée autour de la valeur 2k — 1 (voir le corollaire 1.14). Cette valeur correspond a la
k-ieme valeur propre d’un opérateur modele : 1’oscillateur harmonique réel avec potentiel
quadratique.
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Nous donnons aussi un deuxieme exemple explicite de phénomene d’effet tunnel pour
un potentiel singulier : nous étudions un opérateur de Schrodinger semi-classique avec
potentiel en double puits pour lequel les minima ne sont plus quadratiques mais affines
(voir la figure 1.14). Le théoreme 1.16 précise 1’asymptotique du spectre et montre en
particulier que les valeurs propres se regroupent par paires exponentiellement proches.
Il est remarquable que le “splitting” des valeurs propres ait lieu a une échelle différente
de celle prévue par la théorie pour les potentiels a minima réguliers. Encore une fois on
observe que les paires de valeurs propres sont centrées autour des valeurs d’un probleme
modele. Des simulations numériques illustrent ces résultats.

Une grande partie des résultats du chapitre 2 est issue de [BNDPR12]. Nous revenons
sur I’opérateur Ly défini en (16) par

Ly:=—A+(tcosf —ssinf)*, (t,s)€R:. (16)

Nous démontrons la stricte croissance de toutes ses valeurs propres sur I'intervalle (0, 7)
et nous obtenons un encadrement des valeurs propres (propositions 2.10 et 2.11).

Nous montrons des estimations de concentration des vecteurs propres associés a des va-
leurs propres situées sous le spectre essentiel. Ces estimations sont de deux types :

e [sotropes : nous montrons que les vecteurs propres décroissent exponentiellement
quand on s’éloigne du bord du demi-espace (théoreme 2.15).

e Transverses : nous montrons que les vecteurs propres décroissent exponentiellement
quand on s’€éloigne de la droite d’annulation du potentiel, ¢’est-a-dire de la droite
{tcosf — ssinf = 0} (théoréme 2.18).

Des calculs numériques de vecteurs propres issus de [BNDPR12] viennent illustrer ces
résultats.

On s’intéresse ensuite au comportement des valeurs propres de Ly lorsque 6 tend vers 0.
On montre que leur nombre tend vers 1’infini et nous donnons une minoration du nombre
de valeurs propres situées sous le spectre essentiel. Nous montrons aussi que I’ensemble
des valeurs propres situées sous le spectre essentiel se densifie dans I’intervalle [Og, 1]
quand 6 tend vers 0.

On démontre une asymptotique précise de la n-ieme valeur propre située sous le spectre
essentiel. Un changement de variable bien choisi permet de se ramener a I’opérateur (avec
condition de Neumann sur le bord {z = 0}) :

€)= —hl — P+ (2= & —yh'?? -0y, (y,2) €R?

ot h = tan @ et &, est le parametre réel tel que p} (&) = Oy. Ainsi lorsque 6 tend vers 0,
h joue le role d’un parametre semi-classique. Une construction de paires propres en séries
formelles du parametre h fournit des quasi-modes pour I’opérateur £, et une majoration
pour sa n-ieme valeur propre. La minoration est plus technique : on remplace le terme
—0% + (2 — & — yh'/?)? — Oy par son énergie fondamentale ) (& + yh'/?) — Oy. On
est alors ramené a étudier 1’opérateur unidimensionnel (appelé “approximation de Born-
Oppenheimer™) :

)0 = —hol + Y (& +yh'?) — 0y, yER.
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Il faut montrer que cet opérateur est une bonne approximation pour 1’opérateur £;, quand
h tend vers 0. On utilise des estimations d’Agmon pour localiser les éléments propres
et un procédé de Grushin pour comparer les spectres des deux opérateurs. En revenant a
I’opérateur initial £y, on déduit une asymptotique a tout ordre en puissance de ¢ quand 6
tend vers O :

0n(0) ~ 9+ (2n — 1) %6 + Zﬁnﬁjeﬂ'

j=2

ol (B;,,)j>2 est une suite de réels.

0.3.2 Deuxieme partie : I’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique
sur le diedre

Nous notons (z1, zo, x3) les variables cartésiennes de I’espace. Dans ces variables
nous notons
D, =8, xR

avec S, := {|r2] < witan§} le secteur infini d’angle . L’ouvert D, est un diedre
d’angle d’ouverture . Son plan bissecteur est le plan {xs = 0}. Nous supposerons « €
(0, ], autrement dit nous ne nous intéresserons qu’a des domaines convexes.

Nous présentons un nouvel opérateur modele : I’opérateur de Schrodinger sur le diedre
D,. Nous supposons que le diedre est soumis a un champ magnétique donné

B = (b17 b27 b3)

constant unitaire. Un choix possible pour le potentiel magnétique est donné par le potentiel
magnétique linéaire dit “symétrique” :

AS($1,$2,333) = (_%b?n %53,95251 - 5U1b2) .

Nous sommes ainsi amenés a étudier 1’opérateur (avec condition de Neumann sur le bord
du diedre) :

Pas o, = (=it + %@,)2 + (=it - %bg)2 + (=0, + T1by — T2by)
Le spectre de cet opérateur ne dépend que de B et de I’angle o. On note donc
s(B;a) == inf & (PASVDQ) .
En reprenant les notations précédentes, on a

s(B;a) = A(B;D,) .

Dans le chapitre 3 nous discutons du choix du potentiel vecteur A qui vérifie rot A =
B et nous définissons une classe de potentiels magnétiques associée au champ B, en
particulier les éléments de cette classe ne dépendent pas de la variable x3. Pour un élément
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A de cette classe, nous montrons que I’étude de I’opérateur Pa p, se ramene a I’étude
d’une famille d’opérateurs a parametre sur le secteur S,, en effet une transformation de
Fourier donne la décomposition en intégrale directe :

@

Pa,p, = / (Pas. +VB-)dr 17
TER

ou A est un potentiel magnétique plan composé des deux premieres composantes du po-

tentiel A et ou le potentiel électrique Vg, est défini par

VB, r(21,22) := (x1by — x2by — 7')2
On définit le bas du spectre de I’opérateur sur le secteur :

s(B;a,7) :=inf & (Pa,s, + VB, +)
et on a la relation fondamentale

s(B;a) = inf s(B; o, 7). (18)
TER

Ce procédé classique de réduction de dimension est puissant : il permet, partant d’un
opérateur en dimension 3, de se ramener a I’étude d’une famille d’opérateurs en dimension
2. Cette relation donne aussi une facon de calculer numériquement le bas du spectre de
Pa p,, par échantillonnage de 7 : on calcule le bas du spectre des opérateurs Py s, + VB, -
pour des valeurs de 7 bien choisies et on utilise la relation (18) pour déduire une estimation
numérique de s(B; ).

On présente des relations de symétrie par rapport au champ magnétique B et on montre
que ’on peut se ramener a étudier le cas ou B a toutes ses composantes positives. On
étudie aussi la régularité du bas du spectre, on montre en particulier que

7+— 5(B;a, 7)

est continue sur R.

Dans le cas B = (0,0, 1) d’un champ tangent a ’aréte du diedre, on a s(B;a) = p(«)
ou la fonction a — p(a) est le bas du spectre de I’opérateur modele de Schrodinger avec
champ magnétique constant sur un secteur angulaire :

(—i0p,)* + (—i0y, — x1)*,  (21,72) € Sy

présenté plus haut. On a vu que dans le cas du demi-espace, le bas du spectre de 1’ opérateur
de Schrodinger avec champ magnétique constant unitaire est strictement croissant par
rapport a I’angle 6 que fait le champ avec le bord du demi-espace. En particulier le bas
du spectre est minimal quand le champ est tangent au bord du demi-espace, et sa valeur
est ©p. Dans le cas d’un diedre d’angle «, on peut se demander si le bas du spectre est
minimal pour un champ magnétique B tangent a 1’aréte du diedre (auquel cas le bas du
spectre vaut zi(«)). Autrement dit quand a-t-on ’inégalité

p(e) < s(Bia)? (19)
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Pan montre que cette inégalité est vraie dans le cas o = 7 pour un champ contenu dans
une des faces du diedre. Dans la section 3.4, nous donnons des conditions sur le champ
magnétique et I’angle o pour que ce résultat reste vrai. On montre en particulier qu’il est
vrai pour tout « si le champ magnétique vaut B = (0, 1,0), c’est-a-dire s’il est perpen-
diculaire au plan bissecteur du diedre. On montre aussi que pour by > 0 fixé et o assez
petit, 'inégalité (19) est vraie.

Dans le chapitre 4, nous caractérisons le spectre essentiel de 1’opérateur sur le secteur
Pa. s, + VB, - On trouve une condition géométrique discriminante. On introduit la droite
T d’équation V5 , = 0 et on note (v, #) les coordonnées sphériques du champ magnétique
B (voir la figure 3.1). On définit la terminologie suivante :

e On dit que la droite T vérifie la condition de la droite sortante si § € [0, 752) (voir

la figure 3.4). Dans ce cas-la I’opérateur Py s, + VB, - est a résolvante compacte.

e On dit que la droite T vérifie la condition de la droite entrante si § € (*5<, 7] (voir

la figure 3.6). Dans ce cas-1a le spectre essentiel de I’opérateur Py s, + VB, - vaut
[1,+00).
e On dit que la droite T vérifie la condition de la droite tangente si 6§ = 5= (voir la
figure 3.5). Dans ce cas-la le spectre essentiel Py s, + VB, - dépend des parametres.
Il est décrit par la proposition 4.15.
Dans les trois cas, le lemme de Persson et une comparaison a des opérateurs modeles sur
des domaines réguliers permettent de trouver le spectre essentiel.

On obtient aussi grace a cette étude le théoreme 4.21 : dans le cas ou le champ est perpen-
diculaire a I’ar€te du diedre et contenu dans une des faces du diedre, on a pour o > 7

s(B;a) =06y

On généralise ainsi le résultat de Pan ([Pan02]) pour le cas a = 7. Il est remarquable
que ce résultat ne soit plus vrai pour des angles d’ouverture petits : plus précisément nous
montrons dans le chapitre 6 que pour un champ magnétique contenu dans une des faces
du diedre et « assez petit, on a

s(B;a) < O .

Nous essayons dans la suite de la these de répondre a certaines problématiques :

e Nous cherchons une majoration pour s(B;«). Peut-on comparer s(B; «) aux va-
leurs propres associées aux autres probleémes modeles que sont O et () ?

e La borne inférieure sur 7 € R des s(B;«, 1) est-elle atteinte ? Si oui, nous no-
tons 7, un minimiseur de la fonction 7 +— s(B;«, 7). Il sera intéressant de sa-
voir si la quantité s(B; «, 7,.) est une valeur propre pour I’opérateur Py s, + VB, ..
Cette problématique trouve son intérét dans la construction de quasi-mode pour
I’opérateur de Schrodinger magnétique semi-classique sur un domaine borné : en
effet la donnée d’un vecteur propre pour I’opérateur Py s, + VB, -, fournit un quasi-
mode pour I’opérateur Py g, d’apres la procédure vue dans la sous-section 0.2.1.

Pour le cas a = 7, Pan montre que la fonction 7 — s(B; o, 7) admet un minimum, et ce
quel que soit le champ magnétique B. La démonstration repose en grande partie sur des
propriétés de symétrie du diedre Dz qui permettent d’utiliser la condition de Neumann
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pour se ramener a un probleme sur le plan. Ces méthodes ne se généralisent pas au cas
a # 5. Nous utilisons la continuité de 7 — s(B; c, 7) : pour savoir si la borne inférieure
de cette fonction est atteinte, il faut d’abord calculer les limites de s(B;«, 7) quand |7|
est grand.

Dans le chapitre 5, nous faisons tendre le parametre de Fourier 7 vers —oo et +00 .
Ceci nous fournira une majoration pour la quantité s(B; «). On rappelle que la fonction
o1 a été introduite en (13) et on définit pour b € (0, 1] la fonction

o™ (b) := oy (arcsinb). (20)

On montre que la limite de s(B; o, 7) quand | 7| tend vers +o0 est soit +00, soit un o2"*(b)
ou b est une quantité qui dépend du champ magnétique B et de I’angle o . Le tableau 5.1
donne de maniére explicite (en utilisant la fonction ¢{") la valeur de cette limite. Nous
avons donc dans ce chapitre généralisé et amélioré les résultats obtenus par Pan dans le
cas a = 7. On constate que dans tous les cas, la limite est sup€rieure a Oy.

0.3.3 Troisieme partie : étude asymptotique pour les angles petits

Nous cherchons des majorations des valeurs propres s(B;«, 7) pour répondre aux
problématiques soulevées plus haut. Nous cherchons en particulier des valeurs de 7 pour
lesquelles s(B; a, 7) est inférieure a © : on aura ainsi 1’existence d’un minimiseur de la
fonction 7 +— s(B;a, 7). On déduira en outre une majoration de s(B; ) qui nous per-
mettra de comparer le probleme modele a ceux décrits dans le cas d’un domaine régulier.

Dans cette optique, nous €tudions I’opérateur Py s, + VB, - sur le secteur d’ouverture «
avec « petit. On s’attend a pouvoir comparer I’opérateur sur le secteur avec un opérateur
modele unidimensionnel. Dans le cas du champ tangent a I’aréte B = (0,0, 1), on a

s(B;a) = 5(B;,0) = p(a) .

Les travaux de Bonnaillie-Noél ([Bon05]) montrent alors que

() oo ﬁ :

Le point clef est la comparaison de I’opérateur en coordonnées polaires avec un opérateur
singulier unidimensionnel. Des techniques semi-classiques permettent ensuite de montrer
le résultat et de I’affiner en un développement asymptotique a tout ordre en puissances de
« de la premiere paire propre (ces résultats sont rappelés dans la section 3.2).

Pour un champ magnétique non tangent a I’aréte B = (by, by, b3) deux cas peuvent se
produire :
e Si by # 0, on note que pour « assez petit, la droite T d’annulation du potentiel Vg -
est sortante, et I’opérateur P s, + VB, ; est a résolvante compacte pour toute valeur
de 7 d’apres la proposition 4.10.
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e Si by = 0, la droite T est entrante dans le secteur pour toute valeur de 1’angle «.
L’opérateur Py s, + VB, - a du spectre essentiel et celui-ci vaut [1, +00) d’apres la
proposition 4.14.

Des changements de variables associés aux coordonnées polaires et a un choix de jauge
adéquat nous amenent a considérer 1’opérateur dans les variables polaires du secteur
(r,¢). La mise a I’échelle de la coordonnée angulaire fournie par n := % permet de
se ramener a 1’opérateur associé a la forme quadratique

o . 1 o
Q%}L(u) = /Q (|(3r — darnbs)ul? + W|3nu|2 + V§7i|u|2> rdrdng  (21)
0

ou le potentiel dans les nouvelles coordonnées est :

Vg’i(r, n) = (r cos(na)by — rsin(na)b; — 7')2 , (22)

et I"ouvert g est la bande semi-infinie (r,7) € Ry x (=1, 1).

Comme dans [Bon05], nous éliminons le terme singulier en ﬁ en nous restreignant aux
fonctions de €2y ne dépendant pas de la variable 7.

Dans le chapitre 6, on considere le cas by # 0. En faisant formellement o« = 0 dans
la forme quadratique définie en (21), on obtient I’opérateur de Sturm-Liouville (noté [..)
dont le potentiel dépend du parametre 7 :

1
[ :=-0°— ;ar +(r—71), reRy (23)

défini sur I’espace des fonctions de la variable 7 > 0 muni de la mesure a poids r dr. Des
opérateurs de ce type sont étudiés dans [BC72]. Nous notons (; (7) le bas du spectre de cet
opérateur et nous montrons des propriétés de (; analogues a celles de la premiere valeur
propre 12 (7) de hY (cf chapitre 1). Nous montrons que ¢ (7) est une valeur propre simple
de [,. Il est élémentaire que lim,_, ., (1(7) = +o00. Lorsque 7 tend vers +oo, 1’analyse
semi-classique fournit I’asymptotique suivante (cf la proposition 6.11) :

() = 1—i+o(i) |

T—>+400 47'2 T3

Nous montrons en utilisant des quasi-modes gaussiens bien choisis que 7 — (;(7) admet
un minimum sur R :

E0 = 71_2]1% Cl(T) >

de plus nous avons
EO S vV 4 — 7.

Nous calculons la dérivée de la fonction (; a I’aide des techniques de [DH93b] (voir la
proposition 6.22). La relation (6.48) ne permet pas de déterminer la monotonie de (; mais
fournit une comparaison entre =, et la constante Oy définie comme le minimum de la
. N .
fonction 7 :
Oy <.
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Une approximation par éléments finis fournit la valeur approchée
o ~ 0.8630,

de plus cette valeur semble étre atteinte en un unique minimum de la fonction ¢; (voir la
figure 6.4).

En utilisant une fonction propre de I’opérateur [ associée a la valeur =j, on montre pour
un champ B avec by > 0 le théoreme 6.29 :

limsup s(B; a) < Zgbs .

a—0

On déduit aussi du théoréme 6.29 que pour b, et v assez petits, on a
s(B;a) < O .

En utilisant les quasi-modes construits pour 1’opérateur [, on construit des quasi-modes
pour I’opérateur sur le secteur Pp_ s, + VB, , et on obtient grace a (18) une majoration
analytique de s(B; «) (voir le corollaire 6.32). Pour « petit, le majorant est inférieur aux
valeurs limites de s(B; «, 7) calculées pour 7 grand. On déduit le théoreme 6.35 : pour
by > 0 fixé il existe o, (B) > 0 tel que pour a € (0, o, (B)), 1a fonction 7 +— s(B; o, 7)
atteint son infimum. De plus le lemme 6.34 fournit une minoration pour la valeur «,.
Pour by = 1, ¢’est-a-dire pour le champ magnétique B := (0, 1,0) perpendiculaire au
plan bissecteur du diedre, on trouve «,,(B) > 1.2035.

Nous réalisons des simulations numériques pour trouver des valeurs approchées de s(B; «).
Ces calculs donnent une forte présomption pour que la limite de s(B; o) quand « tend vers
0 soit effectivement =yb, (voir la conjecture 6.30). On constate grace a ces calculs que la
monotonie de la fonction o — s(B; ) semble dépendre du champ B.

Dans le chapitre 7, nous étudions le cas b, = 0. Le champ magnétique est alors de la
forme
B = (sin~, 0, cos7) ,

il est contenu dans le plan bissecteur du diedre. On commence par montrer que pour 7 # 0
fixé, on a
liminf s(B;a,7) > 0.

a—0

On construit un quasi-mode pour I’opérateur Py s, + VB o (¢’ est-a-dire pourle cas 7 = 0
ou la droite T est confondue avec la bissectrice du secteur S,,). On utilise la fonction

(w1, ) 1 e THIR/AVE

et on obtient

2
s(B;a,0) < = ¢ V3 s (24)

V3 120

Nous décrivons les conséquences de cette majoration a I’aide de la relation (18). On a

s(B;a) < s(B;a,0)
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et donc s(B; «) tend vers 0 quand « tend vers 0. Comme les limites de s(B; «, 7) quand
|7| tend vers 400 sont strictement positives (voir le chapitre 5), on déduit que la borne
inférieure de 7 — s(B; a, 7) est atteinte pour « assez petit. On note 7(«) un minimiseur
de cette fonction. On a donc

s(B; a) = s(B;a,7(a)) .

Puisque le bas du spectre essentiel de Pa s, + VB, vaut 1 pour tout réel 7, la valeur
s(B; «) correspond a du spectre discret pour I’opérateur Py s, + VB, -(a) i a est assez
petit. De plus la majoration (24) montre que cette valeur propre est strictement inférieure
a Oy des que o < 0.9972.

Dans la suite du chapitre nous étudions le cas particulier 7 = 0 pour lequel la droite T est

confondue avec la bissectrice du secteur. Nous rappelons que (7,7) € (0, +00) x (—3, %)

Y
désigne les coordonnées polaires normalisées du secteur S,. Comme dans [Bon05]2, gn
réalise le changement de variable semi-classique ¢t = QT’“Q dans la forme quadratique
définie en (6.1). Nous développons le nouvel opérateur en puissances de «. En adaptant
les techniques de [Bon05], nous montrons une asymptotique a tout ordre de la premiere

paire propre de I’opérateur Py s, + VB, -. On a en particulier :

« (21b§ +2 b3

§(B;a70>:ﬁ_ 35\/§ +20\/§

ne dépend pas de B et on retrouve le premier terme de 1’asymp-

) a® 4+ 0(a) .

\%
totique connue pour un champ tangent a I'aréte (B = (0,0,1)). On remarque que le

deuxieme terme est croissant par rapport a I’angle v que fait le champ magnétique avec
I’aréte du diedre. On construit un quasi-mode d’ordre 2, noté ugvl, de la forme

Le premier terme

uPt(t,m) = e 25 (1 + a®P(t,n))

ou P est un polyndme a valeurs complexes explicite en ¢ et 1. On déduit du théoreme
spectral que ce quasi-mode est proche du vecteur propre de I’opérateur Py s, + VB, 0.

Ces développements asymptotiques généralisent ceux de Bonnaillie-No€l (correspondant
au cas v = 0). On trouve que pour 7y assez petit, le quasi-mode u)'! s’annule en un unique
point de la droite {n = 0} (c’est-a-dire {xs = 0} dans les coordonnées cartésiennes).
Nous donnons une asymptotique des coordonnées de ce point d’annulation quand « tend
vers 0.

Nous comparons le quasi-mode a deux termes u)'! avec les vecteurs propres calculés
numériquement : nous calculons a I’aide de la librairie d’éléments finis MELINA les
paires propres de 1’opérateur (—id,, — x5 cosv)? + (—i0,,)? + xisin’y, (11,79) € S,
pour différentes valeurs de v et de o. Nous constatons que le vecteur propre calculé par
éléments finis a des points d’annulation sur la bissectrice du secteur {7 = 0} pour « et =y
assez petits. Ils se distinguent clairement sur les simulations numériques comme €tant des
singularités de la phase. Nous comparons le point d’annulation le plus proche de 1’origine
avec le zéro du quasi-mode a deux termes u)'. Ces deux zéros coincident pour @ dans un
certain régime : o doit étre petit mais pas trop proche de 0.
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0.3.4 Quatrieme partie : application aux lentilles magnétiques

Dans cette partie nous appliquons nos résultats a I’étude de 1’opérateur de Schrodin-
ger avec champ magnétique semi-classique Pa g 5 sur un domaine diédral borné Q2 de R?
d’un type particulier que nous appelons “lentille”. Nous faisons dans un premier temps
I’hypothese que le domaine €2 est convexe et posséde une aréte courbe I', dont nous sup-
posons I’angle d’ouverture constant et de valeur a. On fait I’hypothese que I’aréte courbe
est contenue dans un plan noté II et détermine un domaine w € II régulier, de plus la
lentille est supposée symétrique par rapport au plan II. Un exemple en est un domaine
délimité par deux portions de sphere accolées I’une a I’autre (cf la figure 8.1). Nous sup-
posons dans les sections 8.1 a 8.3 que la lentille est soumise a un champ magnétique B
constant unitaire perpendiculaire au plan II.

Pour un voisinage d’un point situé sur 1’aréte, le domaine modele associé est un diedre
d’ouverture o soumis a un champ magnétique perpendiculaire a son plan bissecteur. Dans
les coordonnées locales qui permettent de se ramener au diedre D,, le champ magnétique
devient B = (0, 1, 0). Nous notons v(«) la valeur propre associée a 1’opérateur de Schrodin-
ger magnétique sur ce domaine modele. En reprenant les notations du chapitre 3, nous
avons B B
v(a) = s(B;a) = inf s(B;a, 7).
TER

Nous notons S(y) I’angle que fait le champ magnétique B avec le bord de 2 en un point
y de OS2 en dehors de 1’aréte. Le domaine modele associé est un demi-espace soumis a un
champ magnétique faisant un angle 3(y) avec le bord, et la valeur propre de 1’opérateur
associé est o1 (B(y)). Nous faisons I’hypothese que 5(y) € (*52, 5]. Comme la fonction
o1(3) est croissante avec ’angle 3, le bas du spectre de ’opérateur modele prés d’un

point du bord régulier est minoré par o1 (*5*). Or on a montré au théoréme 5.4 que

lirili&fg(ﬁ;aj) =0y (552) .

Ainsi comparer les problemes modeles prés d’une partie réguliere du bord et pres d’un
point de I’aréte revient a prouver inf,cg s(B; o, 7) < liminf, 1., s(B; «, 7). Les résultats
du chapitre 6 permettent d’affirmer que pour « assez petit, on a

v(a) < o (W_O‘). (25)

2

Le théoreme 8.12 décrit le comportement de la valeur propre A\(B; €2, h) quand h tend
vers 0 : pour o € (0, v, (B)), ona

A(B;Q, h) = hv(a) + O(R**)
oll oy, (B) est défini en (6.69), de plus le corollaire 6.34 fournit v, (B) > 1.2035. Par
contre, les hypotheses faites ne permettent pas de démontrer une localisation plus précise
pour les vecteurs propres. Notons que cette asymptotique montre que la premiere valeur
propre A(B; Q, h) est plus élevée dans ce cas 1a que dans le cas d’un ouvert régulier (voir
le théoreme 0.3).
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Nous appliquons ensuite a deux autres problemes les résultats obtenus dans 1’étude
des problemes sur le diedre. Dans la section 8.4, nous étudions une lentille dont I’angle
d’ouverture est variable. Nous supposons toujours que I’aréte est contenue dans la plan
IT et que la lentille est symétrique par rapport a ce plan. Nous paramétrons I’aréte I' de
la lentille par une abscisse curviligne s € I — y(s) € I, et nous notons «(s) I’angle
d’ouverture de I’aréte en un point y(s) de I'. Nous supposons que la fonction s — «(s)
est réguliere et nous notons ayy son maximum . Nous démontrons (en collaboration avec
N.Raymond) que la fonction o — v(«a) est décroissante sur (0, 7). Nous faisons 1’hy-
pothese suivante :

inf v(a(s)) < yeigg\r a1(8(y))

ou [(y) est encore I’angle que fait le champ magnétique avec le bord régulier de 2 en
un point y. Noter que cette hypothese est satisfaite si la lentille d’angle variable est une
petite perturbation d’une lentille d’angle fixe telle que (25) soit vérifiée. En utilisant la
décroissance de o — (), on obtient I’asymptotique suivante :

A(B; Q, h) = hv(ag) + O(hY4) .

Dans la section 8.5, nous revenons au cas d’une lentille d’angle d’ouverture fixe et
nous traitons le cas ou le champ magnétique est tangent au plan II qui contient 1’aréte
I'. Dans ce cas-la ’ensemble des points ou le champ magnétique est tangent au bord
régulier de la lentille est non vide. Le bas du spectre de 1’opérateur modele associé pres
de ces points vaut ©¢. Pour un point y € I' de I’aréte, nous notons vy 1’angle que fait le
champ magnétique avec I’aréte au point y. Le probleme modele associ€ a ce point y est un
diedre d’angle v avec un champ magnétique B contenu dans le plan bissecteur du diedre
et faisant un angle ~y avec I’aréte du diedre et le bas du spectre de cet opérateur modele
est s(7, 5;a). Nous avons prouvé au corollaire 7.7 que pour tout v € [0, 7], la valeur
s(7, 5; a) est strictement inférieure a ©y dés que v < 0.9972. Nous montrons que pour
un champ magnétique B contenu dans le plan de I’aréte et pour un angle d’ouverture «
assez petit, la valeur propre \(B; (2, h) admet 1’asymptotique suivante :

A(B; Q, h) = he™®(a) + O(R%/4)
avec ™" () = infep =1 5(7, 53 ).
Ce résultat peut étre comparé a I’asymptotique de la premiere valeur propre de I’opérateur
avec champ magnétique constant sur un ouvert régulier de R? prouvée dans [HMO04] et
présentée dans le théoreme 0.3 : la premiere valeur propre de I’opérateur sur la lentille
est inférieure a celle correspondant au cas régulier pour ce choix du champ magnétique et
pour « assez petit. De plus, dans le cas régulier ce sont des effets de courbure qui créent
la localisation des vecteurs propres alors qu’ici on s’attend a ce que les vecteurs propres
se localisent le long de I’aréte. En nous appuyant sur les résultats du chapitre 7, nous
conjecturons que la localisation a lieu pres des points ou le champ magnétique est tangent
a l’aréte.

Nous donnons finalement un énoncé pour un cas plus général : étant donné un champ
magnétique B unitaire constant, nous exhibons des conditions géométriques (voir le théore-
me 8.19) sous lesquelles la premiere valeur propre A\(B; (2, h) est strictement inférieure a
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h©, pour h assez petit, autrement dit nous donnons des conditions suffisantes pour que
I’aréte courbe génere une valeur propre strictement inférieure a la valeur correspondant
au cas régulier.
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0.4 Récapitulatif des principaux opérateurs rencontrés

Nous présentons ici les opérateurs rencontrés au long de cette these et plus générale-
ment dans I’étude de 1’opérateur de Schrodinger semi-classique avec champ magnétique.
Dans la table 1 nous présentons les opérateurs en dimension 1 sur la droite et la demi-
droite. Dans la table 2 on trouve les opérateurs intervenant sur les domaines modeles de
R? que sont le demi-plan et et le secteur infini. Dans la table 3 nous donnons les notations
pour les opérateurs de Schrodinger magnétique dans des ouverts de R3. Enfin la table
4 présente les opérateurs dits “modeles” : ce sont des opérateurs étudiés en détails qui
interviennent dans 1’étude de I’opérateur de Schrodinger magnétique. Nous indiquons des
liens entre le bas du spectre de ces opérateurs modeles et la constante fondamentale ©.

Notation| Opérateur unidimen- | Nom Domaine Forme qua- | Valeurs
sionnel dratique propres
k>1
h —0? + t? Oscillateur harmonique | R q 2k —1
pY —0F + (t—7)? Opérateur de de Gennes | R q py (1)
[ —20:t0 + 2t Opérateur de Laguerre | R | 4k-2
(- —82—%6,;4—@—7’)2 Ry muni du | q, C (1)
poids pdp

TABLE 1 — Les opérateurs en dimension 1.

Notation Parametres Opérateur en dimension 2 Forme qua- | Bas du
dratique spectre
Ly 0 <l0,3] —A + (tcosf — ssinf)?, ) o1(0)
(t,s) e R%
Pys s, a € (0,m) (=002, +22)2+ (—i0p —5)% | | p(e)
rot AS =1 (z1,72) € Sa
Pas,+ VB, | B=(b1,b2,b3), | —(V—iA)*+(x1bg—x2b1—7), Q; s(B;a, 1)
rotA=b3 | TR ac (0,7 (x1,12) € Sy
B = (b1, 2)
Pas,+Ve.r | TER ae (0,7) | —A+ (z1—7)% (21,72) € Sa Qr v(a,T)
A=0
B = (07 1)

TABLE 2 — Les opérateurs en dimension 2.
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Notation | Opérateur en dimension 3 | Domaine Bas du spectre
Paan | —(hV —iA)? Q A(B;Q,h)

Pa o —(V —iA)? Q A(B; Q)
Pap, | —(V—iA)? D. s(B; )

TABLE 3 — Les opérateurs en dimension 3.

Opérateur Domaine Premiere Lien avec O Spectre
modele paire propre essentiel
hY (cf. table 1) | R W (7),uN) | inf uX(7) = ©q 0
[; (cf. table 1) | Ry munidu | ((i(7),2,) inf((r) =20 >0 | 0
poids pdp
Ly (cf. table 2) | R% (01(0),ug) limg_g01(0) =6y | [1,+00)
PAS,SQ Sa (1), Ua) p(m) = Og (69, +00)
rot AS =1
(cf. table 2)

TABLE 4 — Opérateurs modeles sur la demi-droite, le demi-plan et le secteur, leur
premiere paire propre ainsi que leurs liens avec la constante O.
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Chapitre A

Rappels sur le bas du spectre d’un
opérateur auto-adjoint

Dans ce qui suit H désignera un espace de Hilbert. Si P est un opérateur auto-adjoint,
nous noterons &(P) son spectre et &S(P) son spectre essentiel. Le bas du spectre
d’un opérateur P est défini comme la borne inférieure de &(P). Nous rappelons ici des
résultats sur un opérateur auto-adjoint permettant de faire des estimations sur le bas de son
spectre. Ces estimations permettent également de prouver I’existence de valeurs propres
pour un opérateur dans un intervalle donné.

Le principe du min-max permet de relier les quotients de Rayleigh d’un opérateur auto-
adjoint avec ses plus petites valeurs propres (voir [RS78, Theoreme XIII.1], [Sch91, p.
75]) :

Proposition A.1 (Principe du min-max). Soit P un opérateur auto-adjoint borné inférieure-
ment, q sa forme quadratique et Dom(q) son domaine de forme. Définissons le n-ieme
quotient de Rayleigh comme
v v
[y = sup inf a(v) inf sup a(v)

W1, Wy €Dom(q) YEW 1yt [ W][F W1, UaeDom(q) vepw,..v,) | CI%
PweDom(g)\{0}
(A.1)

Alors an fixé, on a alternative (a) ou (b) :
(a) L’opérateur P a au moins n valeurs propres (comptées avec multiplicité) sous son
spectre essentiel et |1, est la n-ieme valeur propre comptée avec multiplicité ;
(b) 1, est le bas du spectre essentiel de P et dans ce cas |, = jini1 = ... et P aau
plus n — 1 valeurs propres (comptées avec multiplicité) sous [i,,.

Les fonctions que nous construirons pour minimiser les quotients de Rayleigh se-
ront appelés des “quasi-modes”. Il est a remarquer que ces fonctions n’ont pas besoin
d’étre dans le domaine de I’opérateur, mais seulement dans son domaine de forme. Le
théoréme suivant donne une estimation plus précise si la fonction test est dans le domaine
de I’opérateur :

Théoreme A.2 (Théoréme spectral). Soit P un opérateur auto-adjoint borné inférieurement
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et soit Dom(P) C H son domaine. Soit &(P) son spectre. Alors on a

P—Nely

VA € R, Vib € Dom(P), dist (\, &(P)) < It i (A.2)
H

L’inégalité de Temple permet d’€tre plus précis si I’on connait un écart entre des va-
leurs propres (voir [Har80] par exemple) :

Proposition A.3 (Inégalité de Temple). Soit P un opérateur auto-adjoint et soit q sa forme
quadratique. Soit 1) € Dom(P) une fonction normalisée. Soit n = q(1)) son énergie et
€ = |[(P — n)¢||u. Supposons que X soit la seule valeur propre de P dans ’intervalle
I:=(a,8).8ie < (8—n)(n—a), alorsona

E2 2

<A<n+
B—n n— o

n-— (A.3)

Pour une valeur propre donnée, nous aurons besoin d’informations sur la régularité du
vecteur propre associé. Le résultat général suivant répond a la question quand le domaine
est convexe (voir par exemple [Gri76]) :

Proposition A.4 (Régularité elliptique dans les domaines convexes). Soit P un opérateur
différentiel autoadjoint d’ordre 2 dont le symbole principale est elliptique. Nous faisons
I’hypothese que () est convexe. Alors les vecteurs propres de P sont dans HZ ().

Nous serons amenés a considérer des opérateurs a parametres, en particulier nous al-
lons étudier la dépendance des valeurs propres par rapport aux parametres. La proposition
suivante décrit la régularité du bas du spectre, elle est issue de [IZ88], la méthode est une
variante de la méthode de Grushin ([Gru72]), aussi appelée “projection de Feshbach”.

Proposition A.5 (Formule de Feynman-Hellmann). Soit (P(()); € R une famille d’opérateurs
autoadjoints sur un espace de Hilbert dont le domaine ne dépend pas de (. Nous sup-
posons que cette famille est différentiable par rapport au parametre ( et nous notons
OcP(C) sa différentielle. Nous notons (i(C) le bas du spectre de P((). Nous supposons
qu’en §y € R, 1((o) est une valeur propre simple de P((y), et nous notons u, un vecteur
propre associé. Alors il existe n > 0 tel que pour tout ¢ € ({y — 1, (o + 1) et pour tout

w€ (1(Co) —n, (o) +m) -
peS(PK) = p=up(),

o pi € C*®((Co —n, Co +n)) est une fonction. Le vecteur propre associé u est également
régulier dans un voisinage de (y. On a de plus la formule de Feynman-Hellmann :

M,(CO) = <uCo’aCP(§0)uCo> . (A4)



Chapitre B

Rappels sur ’opérateur de Schrodinger
avec champ magnétique

B.1 Définition de I’opérateur en dimension 3

Soit  un ouvert lipschitzien simplement connexe inclus dans R? et B un champ
magnétique. Soit A un potentiel vecteur (appelé potentiel magnétique) vérifiant B =
rot A. Nous définissons la forme quadratique

Qa(u) = /Q (V — z’A)u\2
sur le domaine
Hp () ={uec L*(Q),(V—iA)u e L*(Q)} . (B.1)

Nous notons V5 := V—iA le gradient magnétique. La réalisation de Neumann magnétique
de I’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique sur le domaine {2 est définie comme
I’extension de Friedrichs de cette forme quadratique. On le note

Pao=—(V—iA)?=> (D;— A;)*, (B.2)

j=1

ou D; = %@- est I’opérateur autoadjoint de dérivée partielle et A; est la j-iéme compo-
sante du potentiel magnétique A. Le domaine de cet opérateur est

Dom(Pa o) == {u € Hy(Q2),Viu € L*(Q),n - Vaupq = 0} (B.3)

ou n est la normale unitaire extérieure a 0¢), définie presque partout si le bord est lipschit-
zien.

Un premier exemple de réduction de dimension

Nous allons voir sur un premier exemple comment 1’étude spectrale de 1’opérateur
Pa q peut se ramener a I’étude d’un opérateur du méme type sur un domaine de dimension
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2. Nous notons (s,t,2) € R? les coordonnées cartésiennes de I’espace. Nous supposons
que Q C R3 est un ouvert non borné invariant par translation selon I’axe {z}. Nous notons
Q) =wxRouw C R?estla section de 2. Nous faisons I’hypothése que A est de la forme

A = (ay(s,t),az(s,t),0)
ol a; et as sont deux fonctions a valeurs réelles définies sur w. On a
B =rot A = (0,0, 0sa:(s,t) — dras(s,t)) :

cette situation correspond a un champ magnétique B supporté par I’axe {z} et dont I’in-
tensité ne dépend pas de la variable z. L’ opérateur s’écrit alors

Pa,o = (Ds — ai(s,1))* + (D — as(s, 1)) + D2 .

On rappelle que I’on cherche a déterminer le bas du spectre A\(B;(2) de cet opérateur.
Puisque le domaine est invariant selon I’axe {z}, on peut réaliser une transformation de
Fourier partielle par rapport a la variable 2 et I’opérateur se décompose en somme directe
(voir [RS78]) :

(&%)
Pa g = / (Dy — ay(s,1)* + (D; — ay(s,t))? +77dr .

S

Ainsi pour étudier le bas du spectre de I’opérateur P o, nous devons étudier le spectre de
I’opérateur (Dy —ay(s,t))*+ (D; — as(s, t))? agissant sur des fonctions de w (on rappelle
que w est la section de €2 par le plan {z = 0}). Introduisons le potentiel magnétique en
dimension 2 :

A: w —R?
(s,t) = (ai(s,t),as(s,t)) .

On peut alors définir Py _,, comme la réalisation de Neumann de (D — ay (s, t))? + (D; —
as(s,t))? sur la section w. Lorsque B = (0,0, 1), on a alors un lien entre I’opérateur en
dimension 3 et I’opérateur réduit sur w :

AB; Q) = A(w)

ol A(w) désigne le bas du spectre de 1’opérateur Py ,,. Remarquons qu’on peut encore
définir le rotationnel de A, mais il s’agit maintenant d’un champ scalaire. Nous le notons
rot A. Lorsque qu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous ferons 1’amalgame entre rot A et
(0,0,rot A).

Remarque B.1. A I’inverse, si A est un potentiel vecteur défini sur w C R? 2 valeurs
dans R?, I’étude du spectre de I’opérateur Py, permet de connaitre le bas du spectre de
Iopérateur Pa o avec 2 = w x Ret A = (A, 0). Le champ magnétique correspondant
est donné par B = (0,0,rot A).
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B.2 L’opérateur avec champ électrique

Dans I’exemple précédent, une des coordonnées du potentiel magnétique était nulle
par hypothese. Dans les cas que nous étudierons, ceci ne sera pas toujours vrai, et nous
serons amenés a regarder des opérateurs de Schrodinger magnétiques avec un potentiel V'
(que nous appellerons “potentiel électrique”) sur des domaines de dimension 2.

Définissons maintenant 1’opérateur de Schrodinger magnétique avec potentiel électrique.
Soit 2 un ouvert a bord lipschitzien de R? et V' un potentiel électrique positif sur 2.
Comme dans la section précédente, nous partons de la forme quadratique

QAy(u) = / |VAU‘2 + |VU’2
Q
définie sur le domaine de forme

Hj (Q) = {u € L*(Q),Vau € L*(Q), VVu € L*(Q)} . (B.4)

La forme quadratique induit une norme sur ce domaine, c’est pourquoi nous noterons
aussi :

lullyy | = Qav(w) .

Comme en dimension 3, son extension est la réalisation de Neumann de
Pao+V=—(V—-iA)?+V. (B.5)

Dans le cas particulier ou A = 0, nous sommes ramenés a la réalisation de Neumann de
I’opérateur de Schrodinger avec potentiel électrique. Nous le notons —A+ V. La premiére
partie de ce travail est consacrée a des opérateurs de ce type en dimension 1 et 2. Comme
nous 1’avons vu dans le premier exemple de réduction de dimension, il se pourra aussi que
le champ électrique V' soit nul. Dans ce cas on note simplement Py I’opérateur.

B.3 Transformations unitaires sur I’opérateur et change-
ment de variables

Nous rappelons des propriétés de stabilité du spectre de I’opérateur P _o+V'. On com-
mence par une propriété fondamentale qui décrit la dépendance du spectre de I’opérateur
Pa o + V par rapport au potentiel magnétique A :

Proposition B.2 (Changement de jauge). Soit o € H*(Q). Alors les opérateurs P v4 o+
V' et Py o + V sont unitairement équivalents et ont donc le méme spectre. De plus u est
un vecteur propre pour Pa o + V si et seulement si €'u est un vecteur propre pour
Paive o+ V, et les valeurs propres associées sont identiques.

Ainsi si A; et A, sont deux potentiels magnétiques réguliers vérifiant rot A; =

rot A, puisque ) est simplement connexe, on sait qu’il existe ¢ € HE () tel que
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A, — Ay, = V¢, etles opérateurs Pa, o+ V et Pa, o+ V sont unitairement équivalents.
On peut résumer cette propriété dans I’assertion suivante : si {2 et V' sont fixés, le spectre
de I’opérateur P5 o + V ne dépend que du champ magnétique B := rot A. On remarque
cependant que les vecteurs propres associés dépendent du choix du potentiel magnétique
A.

Réciproquement, étant donné un champ magnétique B défini sur €2, on peut choisir un
potentiel magnétique vecteur A vérifiant B = rot A et définir I’opérateur de Schrodin-
ger avec champ magnétique associé au potentiel magnétique comme €tant Py o + V' (le
potentiel électrique V' est supposé fixé). La proposition nous dit bien que le spectre ne
dépend pas du choix du représentant A tant que celui-ci vérifie rot A = B. On appellera
“changement de jauge” I’action de changer ce représentant parmi une certaine classe de
potentiels magnétiques qui sera précisée plus tard : on obtient alors un nouvel opérateur
unitairement équivalent.

On s’attend a ce que le spectre de I’opérateur Pp o ne dépende que de la géométrie de
(2 et du champ magnétique. On a ainsi :

Proposition B.3. Soit t un vecteur et () le domaine déduit de () par translation de vecteur
t. Alors les opérateurs Pa o et Pa q, sont unitairement équivalents. De plus, x +— u(x)
est un vecteur propre de Pa q si et seulement si

Ug @ T > ei%”\tu(x —t)

est un vecteur propre de P q,.

En dimension deux, le bas du spectre d’un opérateur de Schrodinger magnétique est
invariant par rotation :

Proposition B.4. Soit @ C R? un domaine plan et A un potentiel magnétique plan tel
que rot A est un scalaire constant. Soit R une rotation du plan. Alors les opérateurs Pa o
et Py, (o) sont unitairement équivalents.

On a une propriété remarquable qui est indépendante de I’ouvert {2 :

Proposition B.S. Les opérateurs Pp o +V et P_5 o + V sont unitairement équivalents.
De plus u est un vecteur propre de Pp o + V si et seulement si u est un vecteur propre de
P_a o+ V, onudésigne le conjugué de u.

Preuve : On constate que puisque Vet A sontréels,ona Py o +V = P_aq+ V.
En notant C la conjugaison complexe :

C:ueDom(Ppo+V)—1u,

on a
Co(Prag+V)oC=PAaq+V.

Puisque C? = Id, C est unitaire et on a le résultat. OJ
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B.4 Formules de localisation

Nous présentons dans cette section des formules de localisations (aussi appelées for-
mules “IMS”) pour des opérateurs de Schrodinger présentés dans les sections précédentes
(ces identités sont valables en dimension 2 ou 3). Ces formules sont a la base d’estimations
de quasi-modes construits en tronquant une fonction définie sur un sous-domaine de (2.
Les formules du type “partition de I’unité” sont utilisées pour démontrer des minorations
de valeurs propres connaissant le spectre d’un opérateur sur des domaines modeles. Ces
formules IMS permettent aussi de montrer des estimations de concentrations appelées
“estimations d’Agmon” pour les fonctions propres d’un opérateur de Schrodinger (voir
[Agm82]). On pourra retrouver certaines de ces formules dans [CFKS87] et [FH10] et
les voir appliquer pour des estimations semi-classiques dans [HS84] ou [Ray09b] par
exemple.

Proposition B.6. Soit uw € Dom(Px o + V') une fonction du domaine de I’opérateur et x
une fonction a valeurs réelles définie sur 2 telle que xu € H},‘,V(Q) et Y*u € H}U/(Q).
Alors on a

Re((Pa, o+ V) u,x*u)120) = Qav(xu) — [[[Vx|ul[f2(q) - (B.6)

Preuve : Nous prouvons I’identité pour le cas particulier ou V' = (. La preuve s’adapte
pour le cas d’un potentiel électrique V' non nul. On a par la formule de Green-Riemann :

(Pa,qu, X’ r2(0) = /

(—iV — A)u(—iV — A)(x%u) + / Y’u(—iV — A)u.n
Q

dn

ou n est la normale extérieure au bord de ). Cette normale est définie presque partout
si 0€) est lipschitzien. Le terme de bord est nul puisqu’on a supposé que u était dans le
domaine et vérifiait la condition de Neumann magnétique. Nous avons les relations de
commutations suivantes :

(—iV — A)(x*u) = x(—=iV — A)(xu) — ixuVx

et
X(—iV — A)u = (—iV — A)(xu) +iuVy .

On a ainsi

(Pa,ou, X*u)2(0) = /(—z’V —A)u - x(=iV — A)(xu) — ixuVy
Q

_ /Q X(=iV = A)u- (=iV — A)(xu) — ixuVy

= /Q ((—iV — A)(xu) + iuVy) - ((—iV — A)(xu) — z'uVX>
— Qualxu) = [Vxlullg + 2iRe ([ T+ (-39 - A)u).

On prend la partie réelle de cette identité et le terme 2i Re ( [, Vyu - (—iV — A)u) dis-
parait. On en déduit I’identité annoncée. 0
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Lorsque u est une fonction propre associée a la valeur propre o pour I’opérateur Py _o+V

et que @ est une fonction bien choisie, la formule IMS démontrée permet d’estimer
I’énergie de la fonction e®u. La proposition suivante sera utile pour montrer que e®u €
L*(Q):

Corollaire B.7. Soit ® une fonction bornée et uniformément lipschitzienne sur €2 et soit
(0, u) une paire propre de I’opérateur Pa o + V. Alors on a

QA’V(eq)u) = / (0 + |V<I>|2) e*®|ul? . (B.7)
Q

Nous aurons également besoin de réaliser des partitions de I’unité et d’estimer 1’énergie
des fonctions tronquées :

Corollaire B.8. Soir (x;); une partition finie de l'unité vérifiant y , x; = 1, on suppose

aussi que Vi, x; € C§°(2). Alors on a

Yu € Hy (), Z Oav(xiu) = Qav(u) + / Z IV |*[ul?. (B.8)
7 Q i

B.5 Caractérisation du spectre essentiel

Les propositions du chapitre précédent permettent d’obtenir des estimations sur le
bas du spectre d’un opérateur autoadjoint. Pour mieux localiser les valeurs propres, il est
utile de connaitre le spectre essentiel de 1’opérateur. Soit {2 un ouvert non borné de R" et
H = L*(Q). Le résultat suivant provient des travaux de [Per60] et [Agm85] et utilise le
critere de Weyl . On pourra trouver une preuve dans [FH10, Annexe B]. Soit B, la boule
ouverte de centre 0 et de rayon 7 et (B3, son complémentaire. On introduit les restrictions
a {2 de fonctions infiniment dérivables a support compact hors de la boule B,.

K.(Q) =C(QnCB,). (B.9)

On définit pour > 0
Y(Paa+V,r):= ueilcnrf(ﬂ){QA’Vm)’ | 2 = 1} (B.10)
— uei}gf(m{/g IVaul? + [Vul?, ||lullr2@ =1} . (B.11)

Onaque r — X(Pa o+ V,r) est croissante sur (0, 4+00). Nous notons X(Px o + V) €
(0, +00] sa limite quand r — oo.

Théoreme B.9 (Lemme de Persson). On a

YN(Pao+V)=inf Sees(Paa+ V). (B.12)
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B.6 Opérateurs modeles pour I’espace et le demi-espace

Nous étudions dans cette section le bas du spectre de la réalisation de Neumann de
I’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant unitaire et sans potentiel
électrique sur deux domaines modeles : I’espace R? et le demi-espace R} . Comprendre
ces deux cas est le premier pas pour décrire le spectre de 1I’opérateur de Schrodinger semi-
classique avec champ magnétique constant dans un ouvert régulier borné en dimension 3
(voir [HMO04]).

B.6.1 Le cas de I’espace

Nous cherchons le spectre de 1’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique
constant unitaire dans 1’espace R3. Les coordonnées cartésiennes seront notées (s, 1, z).
Quitte a effectuer une rotation puis un changement de jauge, on prend le potentiel vecteur
égal a Ao(s,t,z) = (0,0,t) de sorte que

rot Ay, = (1,0,0) .
L’ opérateur s’écrit alors
Payrs = D2+ D} + (D, — t)°.

Nous réalisons des transformations de Fourier partielles par rapport aux variables s et z et
I’opérateur s’écrit sous la forme d’une intégrale directe :

&)
Py rs = / D} + (& — 1)+ & d6 dss (B.13)
(&1,€3)€R?

L’oscillateur harmonique

Introduisons maintenant un opérateur modele unidimensionnel important : 1’oscilla-
teur harmonique. Soit / C R un intervalle réel non borné. Définissons

B*(I) := {u € LX(I),t"u@ € L*(I), ¥(p,q) |0 <p+q < k} . (B.14)
L’ oscillateur harmonique sur R est défini comme 1’opérateur
h=D? 4+t (B.15)

sur le domaine Dom(f) = B?(R). Cet opérateur est un opérateur positif a résolvante
compacte et son spectre est constitué de valeurs propres simples :

S(h) = {2k — 1,k € N*} . (B.16)

Les vecteurs propres associés sont les fonctions d’Hermite que nous notons v (avec
la convention que les 1, sont normalisé€es et que 1)y correspond a la premiere fonction
d’Hermite). Elles vérifient donc I’équation d’Hermite

V> 1, —l(t) + 2p(t) = (2k — Dr(t), teR. (B.17)
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On a plus précis€ément
di(t) = e

Revenons 2 I’opérateur de Schrédinger magnétique sur R?. On a en effectuant une trans-
lation dans (B.13) que

)
Py s — / b+ Ede, g
(

£1,83)€R?

En utilisant (B.16), on a le résultat classique suivant :

Proposition B.10. Le spectre de ['opérateur de Schrodinger avec champ magnétique
constant unitaire sur ’espace R vaut [1,400).

B.6.2 Le cas du demi-espace

Dans le cas out Q = R?, avec R? := {(s,¢,2) € R x Ry x R}, I'étude va dépendre
de I’orientation du champ magnétique. Soit n = (0, 1,0) la normale rentrante au bord du
demi-espace. Nous supposons que le champ magnétique fait un angle 6 avec le bord du
demi-espace, c’est-a-dire que

By -n=sinf. (B.18)

Quitte a changer les axes en effectuant une rotation autour de n, on peut faire I’hypothese
que le champ magnétique s’écrit

By = (cosf,sinb,0) .
On choisit comme potentiel magnétique le potentiel vecteur
Ay =(0,0,tcosf — ssinb) . (B.19)
L’ opérateur de Schrodinger avec champ magnétique s’ écrit
Ppyre = D? 4+ D? 4+ (D, + ssinf — tcos6)” .

Nous définissons
o(0) := inf & (PAGJRs+ ) , (B.20)

c’est-a-dire 0(d) = A(By; R3). Par des considérations de symétries (voir [HMO04]), on

montre qu’il suffit de traiter le cas 6 € [0, 7]. En effectuant une transformation de Fourier
partielle dans la variable z, on a la décomposition en intégrale directe de I’opérateur :

(S
PA@,R?’ :/ HQ,T d7—7 (BZI)
* TER

avec Hy , I’opérateur défini comme la réalisation de Neumann de

Ho , := D>+ D} + (7 + ssinf — t cos 0)? (B.22)
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sur le demi-espace R% := {(s,t) € R x R }. 1l s’agit d’un opérateur de Schrodinger avec
champ électrique, nous avons plus précisément avec la notation (B.5) :

HQJ—:PO’R?F‘FV:—A‘FV

avec le potentiel électrique V' (s,t) = (7 + ssinf — ¢ cos §)%. Nous réécrivons le domaine
défini en (B.3) (qui ne dépend pas de 7 ici ) :

Dom(Hy,,) = {u € H*(R2),|ssin® — t cos 0]*u € L*(R%),n - Vuy—y = 0}

avec n = (0, 1) la normale rentrante au bord de R? .

Le cas d’un champ tangent au bord

Si 6 = 0, c’est-a-dire si le champ magnétique By est tangent au bord du demi-espace,
alors on réalise une nouvelle transformée de Fourier partielle par rapport a s :

@
Hor = &+ D? + (1 —t)*dE; . (B.23)
&1€ER
Pour poursuivre 1’étude du bas du spectre, nous introduisons la famille d’opérateurs de
De Gennes. 1l s’agit de la réalisation de Neumann de

BN =D+ (r—t)%, t>0. (B.24)
Nous précisons son domaine :
Dom(hY) = {u € BAR*)[/(0) =0} ,

ot B%(R, ) est défini en (B.14). Notons qu’en effectuant une translation, on constate que
f)f est unitairement équivalent a la réalisation de Neumann de 1’oscillateur harmonique
sur le demi-axe [—7, +00). Cette famille d’opérateurs sera étudiée plus en détails dans le
chapitre 1. Nous notons () le bas du spectre de hY. Un résultat fondamental est le
suivant :

inf pY (1) = 6q (B.25)

ou O ~ 0.590106 est une constante universelle. Lorsque le champ est tangent au bord du
demi-espace, on a donc en utilisant (B.21), (B.23) et (B.25) :

6(PAO,R1) = [0, +00) . (B.26)
et donc

o(0) = O, . (B.27)

Le cas d’un champ non tangent au bord

Dans le cas ot § € (0, 7], on réalise la translation 7 + ssin — ssin @ qui montre
que I'opérateur Hy , est unitairement équivalent a Hy . Nous introduisons le potentiel
électrique

Va(s,t) = (ssinf — tcos6)?*.
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Nous nous sommes ramenés a étudier I’opérateur (avec condition de Neumann) :
Ee L= Hap
= P 0o,r2 Vo
= —A+ (ssinf —tcos)?*.
On a donc pour 6 € (0, 7] :
o(f) = inf & (Ly) (B.28)
ol o () est défini en (B.20). Il est démontré dans [LP00Oa] et [HMO04] que

Vo e (0,%), Oy <o(f) <1
et que o(f) est une valeur propre simple de £, pour 6 € (0, 7). On a donc que o (f) est une

valeur propre de muliplicit€ infinie de Py, R - Nous étudierons plus en détails I’opérateur
Ly pour ¢ € (0, 7) dans le chapitre 2.



Chapitre C

Calculs du bas du spectre par éléments
finis

Nous présentons dans ce chapitre des éléments des méthodes numériques que nous
allons utiliser pour calculer le bas du spectre des opérateurs de Schrodinger rencontrés.
Les calculs par éléments finis sont tous réalisés a I’aide de la librairie d’éléments finis
MELINA (voir [Mar10]). Les paires propres sont post-traités avec Matlab, qui permet en
particulier de représenter les vecteurs propres sur le maillage utilisé.

C.1 Choix du maillage

Nous décrivons ici les maillages que nous utiliserons pour modéliser le secteur d’angle

So = {|x2] < xltan%} :

On distinguera deux types de maillages : les maillages dits en “losange” et ceux dits “en
triangle”. Ils sont obtenus a partir de maillages modeles auxquels nous faisons subir une
dilatation selon un des axes de coordonnées.

Pour obtenir un maillage en losange, nous partons d’un maillage tensoriel carré a NV
couches de coté L. Ce carré a une de ses diagonales supportée par I’axe {x2 = 0}, nous
supposons de plus que le maillage est régulier. Nous réalisons une dilatation selon I’axe
{z1 = 0} en utilisant le changement d’échelle suivant :

X1 =

Q
X, = xgtan§

Nous obtenons un losange d’ouverture «. Nous le notons Los(N, L, ). La longueur de la
diagonale du losange supportée par 1’axe {2, = 0} vaut alors v/2L.

Sur la figure C.1, nous montrons la structure carrée initiale dont les c6tés sont de
longueur L = 15. Ce maillage est composé de N = 10 couches. Sur la figure C.2 nous
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avons réalisé la dilatation décrite ci-dessus pour o = % et nous obtenons le maillage

Los(10, 15, T).

=
o
T

) | | |
oo (=] B N o N B (=2 oo
T T T T T T T T

=
o
T

10 15 20

o
o

FIGURE C.1 — Maillage carré initial de c6té L = 15 composé de 10 couches.

[
o
T

) | | |
oo (=] B N o N B (2] oo
T T T T T T T T

=
o
T

10 15 20

o
o

FIGURE C.2 — Le maillage Los(10, 15, ).
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Pour discrétiser S,, nous utiliserons aussi des maillages triangulaires. Le triangle
modele est un triangle isocele dont la hauteur médiane a une longueur L. Le maillage
est régulier et composé d’un nombre N de colonnes. Le nombre de nceuds présents sur
I’axe {x2 = 0} vaut alors N + 1. Sur la figure C.3(a), nous représentons cette structure
modele pour N = 6 et L = 15. Sur la figure C.3(b) nous représentons Tri(6, 15, T).

15 15
10+ g 10+ _
5- - 5 B
0 g 0 I i
-5 g -5 i
-10+ g -10F _
-15 : ! -15 ! L L
5 10 15 5 10 15
(a) Maillage triangulaire initial de hauteur (b) Le maillage Tri(6, 15, %)

médiane 15 composé de 6 colonnes.
FIGURE C.3 — Maillages triangulaires.

De maniere générale nous utiliserons un maillage en losange pour calculer le bas du
spectre d’un opérateur de Schrodinger sur le domaine S, lorsque les vecteurs propres
associés “s’étalent” le long de la bissectrice du secteur. A I’inverse si les vecteurs propres
sont concentrés dans le coin du secteur, nous choisirons de modéliser le secteur S,, par un
maillage triangulaire.
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C.2 Représentation de la phase

Nous serons amenés a représenter des vecteurs propres d’opérateurs de Schrodinger
avec champ magnétique définis sur un domaine 2. Ces fonctions sont a valeurs complexes
et nous discutons ici de la maniere de représenter leur phase. Un premier choix est de
représenter la phase entre —7 et 7 de la fonction. Nous donnons un exemple sur la figure
4.7(a). Nous constatons que cette représentation ne rend pas bien compte des oscillations
a cause des discontinuités présentes lorsque la phase “saute” de —m a 7.

Nous utiliserons la représentation issue de [BNDMV07] : nous tragons la phase modulo
7 des vecteurs propres en représentant pour un vecteur propre u la quantité

o(x1, ) := arcsin (M) ) (C.1)

[u(z1, 22)]

Un exemple est donné sur la figure C.4.

\' 1

(a) Phase (b) Phase modulo 7 selon la formule (C.1)

FIGURE C.4 — Deux représentations de la phase d’une fonction.



Premiere partie

Opérateurs modeles de Schrodinger sur
la demi-droite et le demi-plan
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Chapitre 1

Etude d’opérateurs de Schrodinger avec
des potentiels singuliers en dimension 1

Nous étudions dans ce chapitre des familles d’opérateurs modeles a parametres sur des
intervalles réels. Dans un premier temps nous rappelons des faits connus sur le spectre de
I’opérateur de de Gennes défini comme la réalisation de Neumann sur R, de

—OF+(t—T1)2.

Nous introduisons dans la section 1.2 la réalisation de Dirichlet associée a cet opérateur.
Nous faisons alors la remarque suivante : les spectres de ces deux problémes sur le demi-
axe peuvent étre connus a partir du spectre d’un opérateur défini sur I’axe réel. 1l faut
pour cela symétriser le potentiel (¢ — 7)? défini a la base pour ¢ > 0. Le potentiel pair
VY™ ainsi défini sur R est singulier en O si 7 # 0. Nous montrons dans la section 1.4 que
lorsque le parametre 7 tend vers I’infini, nous sommes ramenés a une situation d’analyse
semi-classique. Dans le cas 7 — —oo, ’opérateur modele sous-jacent est 1’opérateur
d’ Airy, et les techniques de [DR11] permettent de faire un développement asymptotique
des valeurs propres. Lorsque 7 — 00, la situation est plus délicate : le potentiel V™
présente deux fonds de puits quadratiques symétriques. La théorie de 1’effet tunnel prévoit
que les valeurs propres se regroupent par paires exponentiellement proches. Nous mettons
en évidence un terme d’interaction qui permet d’estimer le “splitting” des valeurs propres,
mais les techniques de construction BKW usuelles ne s’appliquent pas stricto sensu, en
effet le potentiel présente une singularité. Nous réalisons donc a la main un développement
de ce terme d’interaction et nous donnons un développement asymptotique précis des
valeurs propres de 1’opérateur de de Gennes. Des calculs numériques viennent corroborer
les résultats trouvés. Nous nous intéressons finalement dans la section 1.5 a un deuxieme
opérateur de Schrédinger avec un potentiel singulier en “pic” dont les minima ne sont plus
quadratiques mais affines. Encore une fois nous mettons en évidence un effet tunnel entre
les valeurs propres qui n’est pas décrit par la théorie usuelle. Nous montrons en particulier
que le splitting a lieu a des échelles différentes de celles connues dans le cas des fonds de
puits quadratiques.
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1.1 Propriétés élémentaires de I’opérateur de de Gennes

Nous énongons ici des propriétés de 1’opérateur de de Gennes (défini en (B.24)) qui
pourront étre retrouvées dans [FH10].
La forme quadratique associée a I’opérateur bf est définie par

@)= [ WOF + (=Pl d (1)

sur le domaine de forme B'(R, ) défini en (B.14). Puisque I’injection de B*(R,) dans
L*(R.) est compacte, on a que I’opérateur hY est a résolvante compacte. Puisqu’il est
clairement positif, son spectre est constitué d’une suite de valeurs propres qui tend vers
I’infini. Nous notons p} (7) la k-iéme valeur propre. Nous noterons parfois pour simplifier
pN(7) = p(7) la premiere valeur propre. Par le théoréme de Cauchy, les solutions de
I’équation aux valeurs propres

—u"(t) + (t — 7)%u(t) = pp (Tult), t>0 5
u'(0) =0 (12
forment un espace vectoriel de dimension 1. Les valeurs propres . (7) sont donc simples
pour tout entier k et tout réel 7. Par le théoréme d’unicité de Cauchy il est clair qu’une
fonction propre non nulle ne s’annule pas en 0. Nous notons uf ;. 'unique vecteur propre
normé associé a 4 () avec la condition initiale v, (0) > 0. Encore une fois nous sim-
plifierons les notations pour le premier vecteur propre en notant ul¥ = uf 1- On sait (voir
[FH10]) que la premiere fonction propre est de signe constant et ne s’annule pas. On a la
minoration
Vr<0,Vt>0, (t— 7)>>71?

donc par le principe du min-max on a
Vk>1,Vr <0, ,LLE(T) > 72

et donc
Vk>1, lim (1) = +o0. (1.3)

T——00

Nous préciserons le comportement de g (7) lorsque 7 tend vers —oo dans la section 1.4.

1.2 Comparaison des problemes de Dirichlet et de Neu-
mann pour I’opérateur de de Gennes

Nous introduisons h> la réalisation de Dirichlet de —0? + (¢t — 7)? définie sur le
domaine
Dom(bP) = {u € B(R,), u(0) = 0}

1. L’appartenance des solutions de (1.2) 2 L2(R.) est une caractérisation du fait que p} (7) est une
valeur propre de hf.
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Nous notons zP(7) la k-iéme valeur propre de cet opérateur. En effectuant la translation
T =t — 7, on voit que I)f et [)TD sont équivalents respectivement aux réalisations de
Neumann et de Dirichlet de I’ oscillateur harmonique —92+72 sur le demi-axe (—7, +00).
En utilisant des inclusions sur les domaines de formes, on a immédiatement

Vk > 1, 7 — u(7) est une fonction décroissante sur R (1.4)

et
Vk>1,Vr R, pp(r) > (7). (1.5)

En utilisant les fonctions d’Hermite centrées en 7 puis tronquées, on montre (voir [FH10])
que
Ve >1, lim p(r) = liI_il_l pp(r) =2k —1. (1.6)
T—r+00

T—r+00
Nous préciserons cette asymptotique dans la section 1.4. Il résulte de (1.4) et de (1.6) la
minoration

VreR, pup(r)>2k—1. (1.7)

Nous comparons les valeurs propres des réalisations de Neumann et de Dirichlet a un
probléme obtenu en symétrisant le potentiel sur R : soit V*¥™ le potentiel défini sur R par

VER($) = (|t — 7)2. (1.8)
Nous lui associons 1’opérateur de Schrodinger

h = — 2 4 Vm (1.9)

T

défini sur le domaine B?(R). Son spectre est constitué d’une suite de valeurs propres
simples qui tend vers +oco (voir par exemple [CH53]). Nous notons ;"™ (7) la k-ieme
valeur propre. Il est connu d’apres la théorie de Sturm-Liouville que le vecteur propre
associé a 1" (7) s’annule exactement k — 1 fois sur R et que ses racines sont simples.
De plus, comme le potentiel est pair, les fonctions propres sont soit paires soit impaires.
Puisqu’une fonction impaire réguliere s’annule en z€ro et que la premiere fonction propre
de h2™ ne s’annule pas, elle est paire. Les fonctions propres suivantes sont alternative-
ment impaires et paires. On peut alors énoncer une relation entre les spectres de f)f, f)TD
et B ¢
Proposition 1.1. On a

Vk>1,Vr eR, (1) = pin (1) et pp (1) = 50 (7). (1.10)

Preuve : On remarque qu’un vecteur propre pair (respectivement impair) de h>>™
vérifie la condition de Neumann (respectivement Dirichlet) en 0 et peut donc se restreindre
en une fonction propre de f)f (respectivement I)TD). Réciproquement une fonction propre
de hY (respectivement h2) peut se prolonger en une fonction propre paire (respectivement
impaire) de h*™, de plus les fonctions ainsi prolongées sont orthogonales dans L?(R) : en
effet, deux vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes de [‘)EI sont orthogo-
naux, tout comme les vecteurs propres de ()TD. De plus une fonction paire et une fonction

impaire sont toujours orthogonales dans L?(R). On conclut avec le principe du min-max.
U

On remarque que pour 7 = 0, le potentiel est V"™ () = 2. A partir du spectre de
I’oscillateur harmonique décrit en (B.16), on en déduit le
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Corollaire 1.2. On a

Vi >1, py(0)=4k—3 et pp(0) =4k —1. (1.11)

1.3 Etude des variations des valeurs propres du probleme
de de Gennes

Nous rappelons dans cette section une formule qui permet d’obtenir une équation
différentielle sur la fonction 7 — Y (7). A partir de celle-ci on étudie les variations
de la fonction et on rappelle aussi des formules de moment pour les vecteurs propres de
I’opérateur Y. Comme la famille 7 — B> est une famille analytique d’opérateurs de type
A (voir [Kat95]) et que les valeurs propres sont simples, on sait que les valeurs propres
7 — px(7) sont analytiques sur R pour tout entier k. De méme les vecteurs propres uf &
sont analytiques par rapport a 7 et nous notons

N _ N
UT,k - a"'ur,k :

La formule de Feynman-Hellmann (voir la proposition A.5) donne une premiere expres-
sion pour (pl)' (1) :

vreR (V)= [ - nldiPar. (1.12)

Grace aux techniques développées dans [BH93] puis [DH93a], on démontre la relation

(1) (7) = (72 = g (7)) 1 (0)* (1.13)
En exploitant cette relation, on a la proposition suivante, démontrée dans [FH10] :

Proposition 1.3. La premiére valeur propre ;1Y (1) de hf admet un minimum non dégénéré
Oy atteint en un unique point &y. La fonction T — X (1) est strictement décroissante sur
(—o0, &) puis strictement croissante sur [£y, +00) vers [Og, 1). On a de plus la relation
fondamentale

£=0. (1.14)

La figure 1.1 donne les 4 premieres valeurs propres de l)f pour 7 € [—1, 5] calculées
a ’aide de la librairie d’éléments finis MELINA (voir [BN12, Section 5]). Dans [BN12],
un schéma aux différences finies utilisant (1.14) a permis de calculer la constante O, avec
une erreur inférieure 2 107 :

O ~ 0.590106125 et & ~ 0.76818365314 . (1.15)

Nous rappelons que ug) désigne le vecteur propre de f)gNO associé a ©. La formule (1.12)
nous donne

/ (t —&o)lug, (B)*dt = 0. (1.16)
Ry
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FIGURE 1.1 — Les fonctions z} (7) pour k = 1, ..., 4 et la parabole 7 — 72.

Nous rappelons des formules de moment qui seront utiles lorsque nous utiliserons cet
opérateur modele. Ces formules ont été introduites dans [BS98] et [LP99b], elles sont
aussi résumées dans [FH10]. En différentiant deux fois I’équation aux valeurs propres par
rapport a 7, on trouve

LERECYS. /R (=g (g ) dt (1.17)

On trouve également en utilisant une identité du Viriel :
21, N 2 O
(t = &) ugy (O dt = . (1.18)
Ry

Nous utiliserons dans la suite les fonctions analytiques standard suivantes, appelées fonc-

tions d’erreur de Gauss : 5 T
erf(7) := —/ e dr (1.19)
v Jo

erfc(7) :== 1 —erf(7) .

et

La proposition suivante fournit une minoration explicite de la premiere valeur propre de
by :
o

Proposition 1.4. On introduit la fonction

o\ 1/2
V(272 + 1) erfe(r) — 27e™7 ) /

m(r) :=1-27 ( N
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Preuve : Soit u¥™ la fonction définie par

ugm e e—(t—7)2/2 + e—(t+7’)2/2 ]

Cette fonction vérifie la condition de Neumann en 0 et on a donc u%™ € Dom(hY). On
calcule sa norme dans L*(R, ) :

/R ™ () |2 dt = ﬁ(e‘T2 + 1) .

On évalue ,
HNuIm () = ud™(t) — drte(H7)7/2

T T

puis on calcule
1
/ e 7t = 1 <\/7_r(272 + 1) erfe(r) — 2T6_T2>
R
de sorte que

1/2
1BNuT™ — 4| o,y = 27 (\/%(272 +1) erfe(r) — 276—72) .

Nous posons

N CRaESY

et m(7) := 1 — r(7). Le théoreme spectral appliqué a la fonction ud™ et les calculs qui
précedent permettent de déduire qu’il existe une valeur propre de bf dans I’intervalle
(1—r(7),147(7)). On vérifie avec maple que pour 7 > 0, ona 1 +(7) < 2. Or d’apres
[FHP11], on a

r(T) =21 (ﬁ(?ﬂ + 1) erfe(r) — 9r e ) 1/2

vr >0, uy(r)>2.
On déduit le résultat. O

Cette minoration est illustrée sur la figure 1.2. On constate que le minorant m(7) est
tres proche de )Y (7) lorsque 7 est proche de 0 ou lorsque 7 est grand. Ceci s’interpréte
de la maniere suivante : les quasi-modes gaussiens construits u3™ sont tres proches des
vecteurs propres de [)f pour 7 proche de 0 et 7 grand.

1.4 Etude de I’opérateur de de Gennes pour de grandes
valeurs du parametre

1.4.1 Le puits singulier

Nous commencons par traiter le cas 7 — —oo. L’asymptotique

pp(r) o~ 7

T——00
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FIGURE 1.2 — La fonction z[(7), son minorant m(7) et la constante O, (calculée par
éléments finis).

est connue (nous avons démontré la minoration de maniere élémentaire en (1.3)). Nous
précisons 1’asymptotique afin de mieux voir apparaitre la séparation des valeurs propres.
On a besoin d’introduire un opérateur modele 1ié a 1’équation d’ Airy sur R. Soit

a:=-0;+t|, teR

défini sur Dom(a) = {u € H*(R), |t|u € L?*(R)}. Nous introduisons la fonction d’ Airy
de premiere espece A;, solution bornée de I’équation d’ Airy sur R :

— AY() + tA (1) =0 . (1.20)

On introduit aussi la fonction d’ Airy “inversée” A(t) := A;(—t). On sait que les zéros de
A etde A’ forment deux suites entrelacées qui tendent vers +oo (voir la figure 1.3).

Définition 1.5. Nous notons respectivement (z3)g>1 et (23)r>1 les zéros de A et de sa
dérivée A'. On sait que 0 < 7§ < z§.

Nous introduisons aussi la fonction d’Airy de deuxieme espece notée classiquement
B; (voir [AS64]) ainsi que la fonction “inversée” associée B(x) := B;(—x) (voir la figure
1.4).
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A(t)

251 At ]

FIGURE 1.3 — La fonction d’Airy inversée A et sa dérivée A’. Leurs zéros forment deux
suites entrelacées qui tendent vers +-o00.

Lemme 1.6. Le spectre de a est constitué de valeurs propres simples. Nous notons ay, la
k-ieme valeur propre. Alors on a

VEk 2 1, agk—1 — Zz et Ao — ZZ . (121)

Preuve : En utilisant les mémes arguments de symétrie que pour la preuve de la
proposition 1.1, on se ramene a €tudier les réalisations de Dirichlet et de Neumann de
I’opérateur —9? + ¢ sur [0, +00). On utilise alors un argument de [DR11] : les solutions
bornées de I’équation aux valeurs propres sur [0, +00) sont des translatées de la fonction
d’Airy de premiere espece. Traitons par exemple le cas de la réalisation de Neumann. Soit
asr_1 une valeur propre de a et ¢o;_1 un vecteur propre pair associé (qui vérifie donc la
condition de Neumann en 0). Alors ¢ 1 vérifie I’équation différentielle

V>0, —¢hy_ () +tda-1(t) = agr-102m-1 -
Ainsi on a nécessairement
YVt >0, ¢op_1(t) = CA;i(t — agg—1)
avec (' une constante non nulle. La condition de Neumann en ¢ = 0 impose

A;(_a%fl) =0,



1.4. GRANDES VALEURS DU PARAMETRE 53

FIGURE 1.4 — Les fonction d’Airy inversées A et B.

c’est-a-dire que ag,—1 est une racine de A’. Réciproquement la fonction t — A;(t — z3)

est clairement un vecteur propre de la réalisation de Neumann de —9? + ¢ sur [0, +00)
associé a la valeur propre z;. O
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Nous pouvons réaliser une asymptotique des valeurs propres a 1’aide de cet opérateur
modele :

Théoreme 1.7. On a les développements asymptotiques suivants lorsque le paramétre T
tend vers —oo :

() =7 PRI 4o (72 (1.2

et
pR () =70+ 2P 4o (I70) (1.23)

Preuve : Nous cherchons le spectre de I’opérateur §h>™ quand le parametre 7 tend

25

20

o

FIGURE 1.5 — Le potentiel V*™ pour 7 < 0, ici pour 7 = —2.

vers —oo. Nous faisons la remarque suivante : pour 7 < 0, le potentiel V*¥™ admet un
unique minimum (atteint en ¢ = 0) de valeur 72. De plus ce minimum est singulier (voir la
figure 1.5). Nous allons approcher le potentiel en ce point par ses tangentes. Nous retirons
72 au potentiel et nous travaillons ainsi avec I’opérateur

o™ — 72 = —9F — 27|t| + 1.

Lorsque 7 — —o0, nous introduisons le parametre semi-classique h? = —7~! de sorte
que I’on doit trouver (lorsque h tend vers 0) le spectre de 1’opérateur

1
5 (=h207 + 2[t| + h*t?) .

La procédure est décrite dans [DR11] : nous réalisons le changement d’échelle { =
21/31,=2/3t et nous sommes ramenés 2 trouver le spectre de 1”opérateur

- 2+2/392/3 (_atg + |£| _'_274/3}’18/352) _
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On note a}5;" la k-i¢me valeur propre de I’opérateur aP*™* := —0? + |t| + 274/3h%/3(2,

L’opérateur dominant dans le développement en puissance de h est I’opérateur d’Airy a
et on a au sens des formes quadratiques :

Vu € CP(R), (a”u, u)rzm) > (au, u)r2g) ,

et donc par le principe du min-max on obtient agf’,ft > ay pour tout 4 > 0. Pour la majora-
tion, on prend une fonction propre ¢;, de a comme quasi-mode. Comme ¢;, se déduit des
fonctions d’ Airy (cf. la preuve du lemme 1.6), ¢ est a décroissance exponentielle et on a
| @ ¢y, — apdp||L2 = Crh®3 out C; > 0 est une constante. On déduit du théoréme spec-

tral que a}zf}ft < ap+Cyh¥3. On a donc montré limy,_,o agfit = a;. En utilisant h? = —7!
on déduit un équivalent quand 7 tend vers —oo du spectre de h™ — 72 & partir du lemme
1.6. On conclut avec la proposition 1.1. 0

1.4.2 Le double puits symétrique : étude de I’effet tunnel

Nous réalisons maintenant une asymptotique des valeurs propres quand le parametre 7
tend vers +oo. Pour comprendre la situation, on réalise un changement d’échelle z = ¢/
pour voir que I’opérateur h™ est unitairement équivalent a

1
72 (—ﬁai + (|=| — 1)2) .

On pose cette fois-ci h = 772. Nous nous sommes ainsi ramenés a 1’étude du spectre de
I’opérateur défini sur B*(R) par

— R0+ (Jo| — 1)2. (1.24)

Il s’agit d’un opérateur de Schrodinger semi-classique avec un potentiel de type “double
puits ~ (voir la figure 1.6). On s’attend donc a ce que ses valeurs propres se regroupent
par paires exponentiellement proches d’apres le phénomene appelé “effet tunnel” décrit
par exemple dans [Har80], [Sim84], [HS84] ou encore [CDS83]. Dans [HS85, Proposi-
tion 1.1], les auteurs donnent une formule pour estimer 1’écart entre les valeurs propres
d’un opérateur unidimensionnel avec un potentiel en double puits sous 1I’hypothese que ce
potentiel est infiniment dérivable, ce qui n’est pas le cas ici, puisque le potentiel V. n’est
pas dérivable en ¢ = (. Nous allons calculer a la main un terme d’interaction pour décrire
le spectre de 1’opérateur h>>™ lorsque le parametre 7 tend vers +o0.

Définition 1.8. Nous définissons les réalisations de Neumann et de Dirichlet de I’oscilla-
teur harmonique —0? + t* sur le demi-axe (—7,+00). Nous notons ces deux opérateurs
b et §2. Nous savons qu’ils sont unitairement équivalents a hY et h2.

Avant de réaliser un développement asymptotiques des valeurs propres quand 7 tend
vers 400, rappelons que 1’on sait déja que les valeurs propres convergent exponentielle-
ment vite vers leurs limites. En effet d’apres [FHP11, proposition 2.2], on a une estimation
pour la premiere valeur propre du probleme de Neumann :

Vo€ (0,1),3C, > 0,¥7 > 2, [pN(7) — 1| < Cae ™™ /2.
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40 T T T T T T T T T

FIGURE 1.6 — Le potentiel V™ pour 7 > 0, ici pour 7 = 4.

La méthode consiste a construire un quasi-mode gaussien tronqué et a utiliser le théoreme
spectral. La fonction construite vérifie la condition de Dirichlet en O et son énergie est
donc supérieure a 1 d’apres (1.7). Cette technique ne permet donc pas d’estimer () —
pN(7) pour T grand : les quasi-modes construits ne prennent pas en compte la condition
au bord puisque celui-ci n’est pas dans le support des fonctions test. Pour améliorer cette
asymptotique, nous allons perturber les fonctions d’Hermite par une fonction vérifiant
I’équation d’Hermite et construire une fonction test qui vérifie la condition au bord pour
I’opérateur sur (—T, +00). Nous rappelons que 1)y est la k-ieme fonction d’Hermite, so-
lution de I’équation d’Hermite (B.17). On sait que 1, est de la parit¢ de k — 1. On a

VtER,  Un(t) = yHi(t)e "/, (1.25)

ou Hj, est le k-ieme polyndme d’Hermite et -y, est une constante de normalisation :

o= 2k - a7 (1.26)

On rappelle que les coefficients de ces polyndmes sont connus explicitement (voir par
exemple [Sib75]). On aura besoin des deux coefficients de plus haut degré :

Vi > 1, Hg(t) =211 — (k= 1)(k — 2)28 "3 4 rp_5(t) (1.27)

avec 15 € Ry_5[t] sik > 5etri_5 = 0si k < 5. On retrouve par exemple H,(t) = 1,
Ho(t) = 2t et H3(t) = 4t* — 2. Nous allons chercher une autre solution de 1’équation
d’Hermite et trouver son développement asymptotique en I’infini. Nous allons utiliser des
arguments de parité pour retrouver a la main une solution non colinéaire aux fonctions
d’Hermite dont on connait le développement. La construction va dépendre de la parité de
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k. Supposons par exemple que k est un nombre impair fixé. Alors on sait que v, est une
fonction paire. Nous regardons 1’équation différentielle avec donnée initiale :

{ —y”(t) + t2y(t) — (2]{? _ 1)y(t), t>0 (1.28a)
y(0) = 0. (1.28b)

L’espace des solutions est de dimension 1 et chaque solution non nulle peut se prolonger
sur R en une solution impaire de I’équation d’Hermite (B.17). Nous notons ¢, I’un de ces
prolongements. Puisque 1), est paire, la fonction ¢, n’est pas colinéaire a ;.. On a donc
que (¢, ¢x) forme une base des solutions sur R de 1’équation d’Hermite. Si & est pair,
nous construisons une solution paire a (B.17) en remplagant la condition (1.28b) par une
condition de Neumann.

On va chercher a construire des quasi-modes pour les opérateurs f)f’tr et f)TD’tr définis
en (1.8) a partir des fonctions solutions de (B.17). Les quasi-modes en question seront des
fonctions définies sur ¢ € (—7,+00) qui vérifieront la condition au bord en ¢ = —7. Pour
estimer 1’énergie de ces quasi-modes quand 7 — 400, on aura besoin de développements
limités des fonctions 1, et ¢, (ainsi que de leurs dérivées) lorsque ¢ — —oo et t — +-00.
On déduit de (1.27) un développement asymptotique de v/, lorsque ¢ tend vers —oo :

() = T At L PO (1 k= %f “2 0 (;4)) : (1.29)
On a aussi
2 k—1)(k+2 1
U1 (t) L e 2k ke /2 (—1 + ( 4)75(2 +2) +0 (ﬁ)) : (1.30)

Nous effectuons un développement asymptotique de ¢ quand t tend vers —oo. Ces
développements sont utilisés pour £ = 1 dans [Bol92].

Lemme 1.9. Supposons que k soit impair (respectivement pair). Alors il existe une solu-
tion gy impaire (respectivement paire) a l’équation (B.17) qui admet les développement

suivants : ,
/2 k2 + k 1
alt) = 'S <1 L o) <—>) . (1.31)

©/2 k? — 3k 1
_ 1€

Preuve : On construit une autre solution de I’équation d’Hermite qui est linéairement
indépendante de 1, a I’aide de la méthode de la variation de la constante. Soit ¢, un réel
qui n’est pas une racine de ;. On suppose de plus que 1, n’a pas de racine sur (—oo, tg],
ce qui est possible puisque 1, possede un nombre fini de racines : il suffit en effet de
prendre ¢y négatif avec |t,| suffisamment grand. On introduit

et

Gi(t) = ult) @du, £ (=00, o] .
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Ona
¢
e
" wk k HQ

Puisque la fonction sous I’ 1ntegrande n’est pas 1ntegrable en —oo, on en effectue un

développement limité. On a quand u tend vers —oo :
2 euQ 1

H2(u) 2% 222 (1 —2 (k- D(k—2u2+0 (u—4)>

- 1 (k—1)(k —2) 1
=¢€ (22k—2u2k—2 + 92k—1,2k +0 u2k+2 :

Or on a rapidement en réalisant des intégrations par parties que pour tp < 0 ett — —oo :

u

2 t2

Vi > 0 te“d e +(n+1)et2+0 e’
n =Y, um u t—>——oo 2tn+1 4tn+3 tn+5 :

to

On en déduit

o 1 %—1 (k—1(k=-2)\ 1 1
_ 2 t
/ H? du (22k—1t2k—1 + ( 22k + 22k t2k+1 + O t2k+3

e 1 B —k+1 of 1
=M € 02k—142k—1 + 22k 42k+1 + $2k+3 :

Ainsi en multipliant ce développement par celui de 1, on trouve

t2/2 2+ k 1
_ 18 TR =
G (t) Ml vors (1 te T @) (t4)> :
Il est clair Gy, vérifie I’équation différentielle (B.17) sur (—oo, to]. La fonction Gy se

prolonge donc sur R en une fonction solution de (B.17) et il existe deux constantes « et 3
telles que

Gr(t) = ap(t) + Bow(t) .

On pose gr, = [¢y. et on déduit un développement asymptotique de g5 quand ¢ tend vers

—0Q . 2/
t°/2 2
1€ k* 4+ k

On déduit le développement asymptotique pour la dérivée annoncé en (1.32). Puisque ¢y,
a la parité de k, on en déduit le lemme. O

A partir de la parité de g, on déduit les développements suivants quand ¢ tend vers +oo :

s k*+k
|g;€(t)|tH:+ 7k12ktk <1+ Te +O<t4)) (1.33)

et

/2 k2 — 3k 1
/ _ -1 € =
9O, =% st (1 + = +O (t4>) . (1.34)
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Remarque 1.10. On connait deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation
(B.17) : Dy_1(iv/2x) et D_i(v/2x) ot D,, est la fonction parabolique cylindrique de Whit-
taker dont le développement est connu (voir [AS64] par exemple). Nous avons préféré
présenter une démonstration complete des développements des fonctions 1, et g a partir
de techniques élémentaires.

On effectue maintenant une asymptotique précise des valeurs propres de hf’“ et []TD’“ :

Théoreme 1.11. On a une asymptotique a 3 termes pour la k-iéme valeur propre des
problemes de Dirichlet et de Neumann lorsque le paramétre T tend vers 400 :

2k 2 k2 —k+1 1
pp(r) =2k — 1+ —— =72l (1 _ETRY Lo (ﬁ)) (1.35)

kE—1D\/m 272
(k—1)
et
2k 2 K —k—1 1
N . 2k—1 _—1

Preuve : On va construire des fonctions test sur (—7, +oc) a Iaide de v, et de gy.
Les fonctions construites vont vérifier la condition au bord en ¢ = —7 et seront donc
dans les domaines des opérateurs. Nous allons estimer leur énergie puis utiliser le lemme
de Temple : en effet on connait déja un “gap” grossier entre les valeurs propres lorsque
T — oo d’apres (1.6). Dans ce qui suit, & > 1 est fixé et la notation de Landau O()
précise le comportement des fonctions lorsque 7 tend vers +-c0. Ces quantités ne sont pas
nécessairement uniformes par rapport a £. Commengons par prouver 1’asymptotique pour
la valeur propre du probleme de Dirichlet. Soit y une fonction de troncature infiniment
dérivable définie sur [—1, +00) et vérifiant

Définissons la fonction de troncature dilatée . (t) = x(%). Ona

supp(x-) C [-T, 3] (1.37)
et
supp(x;) C [-3,3] - (1.38)
On a I’estimation suivante :
, C
AC >0, VT e R, Vt > —7, [, (D) < —. (1.39)
T

Nous allons chercher comme dans [Bol92] un quasi-mode dans le domaine de I)TD’“ sous

la forme
fT,k‘(t) = awk@) + ﬁgk(t)XT(t)7 te [_7-7 +OO) (140)
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ou « et [ sont a determiner en fonction de 7. Notons que pour k fixé, si 7 est suffisamment
grand, on a g;(—7) # 0. La condition de Dirichlet

frp(=7) =0 (1.41)
permet de trouver
__(=T) , (1.42)
9r(—7)
On utilise alors les développements (1.29) et (1.31) pour trouver
2k* — 2k + 2 1
_ 202k—1, 2k—1 _—72
P S 02T (1 T O (‘)) - U9

Nous déterminons ensuite « afin de normaliser f- ;. On commence par estimer

[l iy = 1= [ ot at.
Soit en utilisant (1.29) et une intégration par parties :

||¢k||%2((77,+00)) =140 (7_219—36_T2) .

On développe ensuite la norme du quasi-mode introduit en (1.40) en utilisant (1.37) :

‘|f7’,k|’%2((_7_7+00)) = CY2 <1 +0 <72k_3€_72>>
T/2

/2
+ 208 / BB g (B)xe (£) dt + 57 / GO dt

—T

En majorant grossiecrement ¢, et g grace a (1.29) et (1.31), on trouve en utilisant (1.43)
que

T/
20 / QW(t)gk(t)XT(t) dt = a20 (T%fle**) .

e 1€ On trOUV(:
/2 2

Ainsi on peut choisir « tel que || fﬂkH%g(( y = let

—T,+00
a=1+0 <T2k_16_T2> . (1.44)

Par construction, f;  vérifie la condition de Dirichlet au bord. De plus elle est clairement
dans B?((—7,+00)) puisqu’elle est égale a la fonction d’Hermite ¢, dés que ¢ > 7. On a
donc f; € Dom(h2*") et on peut calculer I’énergie du quasi-mode f+, définie par

T

Nrk = <[]7]:-)’trf7',k7 fT,k‘>L2((*T,+OO)) :
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On évalue donc

Nrk — (Qk - 1) = <[]7I—)’trf7',k - <2k - 1)f‘r,ka f‘r,k>L2((—7',+oo))
= (B2 (Xrgr) — (2k — 1) BXrGrs fri) 12((—r 400)

=4 /:*‘OO ( B (XTgk;)// (t) + tQXT(t)gk(t) - (2]€ - 1)XT<t>gk(t))f7,k(t) dt
= _ﬁ [(XTgkyfT,k} i_:o
+o00
+ / Orgn) () fL(8) + (2 = (2k — 1)) X+ (£)gie(t) fro(t) dE .

Le terme de bord est nul puisque f- ;, vérifie la condition de Dirichlet (1.41). On refait une
intégration par parties :

Nek — (26 —1) = 6[ngqul-,k]i_:o + 5/_+Oo Xr (g () (= f1() + (2 = 2k = 1)) fr(t)) dt

+oo
— =BT Ep=T) 4B [ gttt

avec

k() =00 o — (2k = 1) frp (1.45)
Un calcul de commutateurs fournit rapidement

rrk(t) = =BX79k — 26X39% -
On utilise alors que les supports de x/. et de x sont inclus dans [—7, 7]. On a donc
T/2
ek —(2k=1) = =Bgr(=7) f1 1 (=7) = B / X ()91 () (X7 (8) g1 () +2X; (£) g (1)) dt .
3

En utilisant (1.31), (1.32), (1.33) et (1.34) on a grossiérement pour ¢ € [—7, 7] :

1 , 1
ge(t) =0 (ﬁeT /8) et g,.(t) =0 (Tkle /8) : (1.47)

En utilisant que X’ et x” sont bornés on déduit I’estimation grossiere quand 7 tend vers
+00:

/2 1 )
/ X (g () (X7 () gr(t) + 2x (1) g, (t)) dt = O (meT / 4)

T
2

puis en combinant cela avec (1.43), (1.44) et (1.46), on a
et = (2k = 1) = =Bgu(=7)f14(=7) + O (7). (1.48)
On réalise maintenant un développement du terme d’interaction
fru(=7) = ot (=7) + Bgi(—T)
— ayp2b Y (=1)k e (2 _ 2kk+1) +0 (i)) .

472
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On a aussi

(=) = a2 (1t (14 EEEUEEE Lo (1))

472 T

On a finalement en utilisant (1.44) :

, o 4k* — 4k + 4 1
S ia(or) =t (- o (1)),

T4

Le terme dominant dans (1.48) est bien le terme de bord, et on a donc montré :

2 _
Dok — (2k — 1) = 42222721 =7 <2—w+0(3>) . (1.49)

472 T4
Ce qui précede permet aussi d’estimer le reste 7, défini en (1.45) : puisque

Supp(TT,k) C [_%a %] )
on a en utilisant (1.43) et (1.47)

Hrﬂk|’%2((_77+oo)) =0 (72’““@*772/4) .

En vue d’appliquer le lemme de Temple, on estime 1’erreur

rt = 102" i — e frkll < el zeqrsoon + (25 = 1) — mril

de sorte que I’on trouve
2
ezk =0 (T% le=Tm /4) )

Puisque 12 (7) tend vers 2k — 1 quand 7 tend vers 400, on a que pour 7 assez grand,
1P (7) est la seule valeur propre de h2" dans I’intervalle (2k — 2 3 2k — ). On applique
la proposition A.3 avec I’énergie ) = 0., et 'erreur € = €, pour obtenlrl asymptotique

2 _
pp (1) = 2k — 1 4 42222t <2—w+0(i>) :

4712 T4

On déduit I’asymptotique (1.35) en remplagant 7, par sa valeur définie en (1.26). La
preuve pour la valeur propre du probleme de Neumann est sensiblement la méme, c’est
pourquoi nous adaptons ce qui précede en gardant les mémes notations. Nous utilisons
cette fois-ci la condition f],(—7) = 0 pour construire notre quasi-mode. La condition
(1.41) est a remplacer par

B=— wk( ))_a,kaQk 1 2k=1,-7° (_1+M+O<i>) )

gk( 472 T

[’évaluation de 1’énergie fait apparaitre un terme de bord différent :

/2

g — (2k—1) = By (=7) frp(—7) — 5 /_ X (0)gr(t) O () g (1) 42X (1) gk (1)) dt .

(SR
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On montre exactement de la méme maniere que plus haut que le terme intégrale est en
0(6*772) avec v > 1, il est donc négligeable devant le terme de bord que I’on calcule.
On a d’abord

> —2k? + 6k 1
fr,k(_T) — 7k2k—1(_1)k—17_k—16—7 /2 <2 + +0 (_))

472 T4
puis
> k*+k—2 1
k—1 k=1_k —72/2
B, (—7) = p2b (=1 ke (—1 t—pz 1 @) (ﬁ)) .
On a donc
9 okl —r? 4k? — 4k — 4 1
B (—7) frx(—7) = =72 272 1 (2 S — +0 (ﬁ)) .

La suite est exactement la méme que pour le probleme de Dirichlet : le lemme de Temple
permet d’aboutir a (1.36) L]

Remarque 1.12. Remarquons que nous avons pris une troncature a support dans —7 <

t < 7 et que sa dérivée était supportée dans [—7, 7]. Dans la preuve du théoréme on

2
pourrait choisir une troncature X telle que supp(x’.) C [a7,b7] avec —1 < a < b < 1:

I’estimation (1.48) devient alors
ek = (2 = 1) = =Bgu(=7) fL(—=7) + O (72207

avec 0 = max(a?,b?). La condition suffisante pour que la preuve reste valide est donc
0 < 1. Remarquons que plus ¢ est petit, plus le terme de reste est exponentiellement petit.

On peut maintenant estimer 1’effet tunnel pour les valeurs propres de I’opérateur h>>™ :

Corollaire 1.13. Les valeurs propres de h>™ se regroupent en paires exponentiellement
proches (1Y (1), 1P (7)) quand le parameétre T tend vers +oo. Nous définissons le splitting
comme 1’écart entre ces valeurs propres :

Ep(1) = pp (1) — i (1) -

Alors on a I’asymptotique suivante lorsque T tend vers 400 :

gk+1 _ K2 — k 1

On rappelle que le probleme étudié est équivalent a trouver les valeurs propres de
I’ opérateur

(=10 (Ja] 1)) (1.51)
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quand A tend vers 0. Voici une breve description du résultat énoncé dans [HS85, propo-
sition 1.1]. Soit V' un potentiel symétrique infiniment dérivable ayant deux minima qua-
dratiques en x = —a et ©x = a. Les auteurs proposent un développement explicite pour le
spectre de —h20% +V pour x € R : quand h tend vers 0, les valeurs propres se regroupent
par paires exponentiellement proches (Aox_1(h), Aor(h)) .~ €t le développement asymp-
totique du splitting des valeurs propres lorsque A tend vers 0 est le suivant

—+00
Aai(h) = Aoy () ~ e SO/P R38N " ok (1.52)

J=0

So = /a VVi(zx)de (1.53)

la distance d’ Agmon entre les deux puits. On peut expliciter le premier terme de 1’asymp-
totique :

26+1, /V(0 eV — (2k -1
alg = —() lime?*2exp [ —2 VI ) de | . (1.54)
(k’—l)' T =0 0 2VV

avec

Bien que ce résultat ne soit pas applicable a I’opérateur défini en (1.51) (puisque le
potentiel n’est pas dérivable en 0), les formules qui définissent Sy et af gardent un sens
pour le potentiel V(x) = (|z| — 1)2. En les appliquant, on obtient

Sp=1

et k+1
k 2

AU

Si nous utilisons 1’asymptotique (1.52) pour 1’opérateur défini en (1.51) sans se soucier
de la régularité du potentiel, on retrouve bien le premier terme du développement que
nous avons montré en (1.50) en posant 4 = 7~2. On retrouve aussi les mémes puissances
de h dans les termes suivants. Pourtant les méthodes BKW qui permettent de montrer
[HS85, Proposition 1.1] ne fonctionnent pas a priori car le potentiel V' est singulier ici,
en outre les coefficients (af) j>1 dans I’asymptotique (1.52) font intervenir les dérivées
d’ordre supérieur du potentiel en 0, or ces quantités ne sont pas définies pour I’opérateur
(1.51). Notre méthode permet de calculer une asymptotique précise des valeurs propres
indépendamment de la régularité du potentiel et il serait intéressant de la généraliser pour
d’autres potentiels singuliers.

On peut remarquer que les deuxieémes termes dans les asymptotiques de i (1) et
©r (T) se compensent :

Corollaire 1.14. Lorsque T tend vers +0o, les paires de valeurs propres de I’opérateur
h>™ sont centrées autour des niveaux de Landau de I’oscillateur harmonique. En effet,

définissons la moyenne des valeurs propres comme

NGETRGE
2

mk(T> .
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Alors on a

_ 261 %—3 —72 1

On voit ainsi que les moyennes des valeurs propres des problemes de Neumann et de
Dirichlet sont trés proches des valeurs limites 2k — 1. On remarque que cette moyenne est
inférieure a la valeur limite du probleme modele. On peut comparer les ordres de grandeur
des deux effets observés : définissons

me(7) — (2k — 1)
Ek(T)

pe(T) == (1.56)

Le premier terme de I’asymptotique de px(7) ne dépend pas du niveau d’énergie k :

1
pe(T) ~ ——. (1.57)

T—+00 47’2
Si on exprime ce rapport en fonction du parameétre semi-classique h = 772, alors il est
de I’ordre de grandeur de h. Encore une fois il serait intéressant de généraliser cela en
étudiant la moyenne de deux problemes aux valeurs propres de Neumann et de Dirichlet
et de les comparer a un probleme modele sur R. Nous donnerons dans la section suivante
un autre exemple explicite illustrant ces phénomenes.
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1.4.3 Simulations numériques

16~

14

10+ b

FIGURE 1.7 — Les valeurs propres jiy (1) et fif) (7) selon 7 € [1,6] pour k = 1,...,8.

Nous calculons le spectre des opérateurs b et h2 a1’aide de librairie d’éléments finis
MELINA (voir [Mar10]). Pour illustrer les asymptotiques montrées plus haut lorsque 7
tend vers 400, nous prendrons 7 € [1, 6. Pour des valeurs de 7 plus grandes, I’ effet tunnel
a détecter pour la premiere paire de valeurs propres est inférieur a un ordre de 107!, et
nos simulations n’ont plus la précision suffisante pour capter le phénomene.

Tronquer le domaine d’intégration

Il faut dans un premier temps borner le domaine d’intégration. L’idée est de raisonner
sur un domaine borné [0, L] suffisamment grand en imposant une condition de Dirichlet
ent = L. Puisque les vecteurs propres des opérateurs f)f et [)TD décroissent exponentiel-
lement vite quand ¢ tend vers +oo, on s’attend a ce que les valeurs propres du probleme
sur [0, L] convergent vers les valeurs propres du probleme sur [0, +0c) quand L tend vers
+00. Soit donc L > 0 et soit u™(7, L) (respectivement pP (7, L)) la plus petite valeur
propre de 1’opérateur —9? + (¢ — 7)? sur Uintervalle [0, L] avec des conditions de Neu-
mann (respectivement Dirichlet) en ¢ = 0 et de Dirichlet en t = L. Alors par injection des
domaines de formes, on a clairement que pour tout réel 7, les fonctions L — uN(7, L)
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FIGURE 1.8 —log;, (Ek(T)) selon T € [1,6] pour k = 1,..., 8 et la parabole —72.

et L — uP(7, L) sont décroissantes sur R. Puisque les fonctions propres de hY et hP
sont concentrées dans le puits du potentiel (¢ — 7)?, on a (voir [Bol92] ou plus récemment
[BN12]):

Yo € (0,1),3C, >0,Vr € R, VL >0, |uN(r,L) — pN(7)| < O, e L)%/ ,
(1.58)
c’est-a-dire que la plus petite valeur propre du probleme de Neumann tronqué avec condi-
tion de Dirichlet en ¢ = L converge exponentiellement vite vers ;™ (7) quand L tend vers
+o00. Nous avons clairement des estimations semblables pour des valeurs propres autres
que la premigre, ainsi que pour les valeurs propres u2 du probleme de Dirichlet. Apres
plusieurs essais sur la valeur de L, nous avons choisi L = 20 : I’erreur due a la troncature
est alors négligeable devant I’ordre de grandeur des effets que nous souhaitons observer.

Configuration choisie pour les calculs

Nous utilisons des méthodes d’éléments finis conformes qui aboutissent a des pro-
jections de Galerkin sur un espace de dimension finie. Cet espace de dimension finie est
inclus dans le domaine de forme. Les valeurs propres calculées numériquement sont donc
toujours supérieures aux valeurs propres théoriques. Ainsi lorsque nous calculons des va-
leurs propres nous garderons la configuration de calcul qui a donné les valeurs propres
les plus basses. La librairie d’éléments finis MELINA nous permet de monter en degré,
nous avons donc choisi d’utiliser 200 éléments finis de taille 0.1 et de degré Pyy pour
mailler I’intervalle [0, 20]. Nous avons fait au préalable des tests pour voir quelle configu-
ration donnait les résultats les plus précis a degré de liberté fixé. Il est apparu que si on
prenait 2000 éléments de degré [Py, les valeurs propres étaient moins précises qu’avec la
configuration que nous avons prise : la premiere valeur propre était en effet supérieure de
107° a celle calculée avec 200 éléments de degré Pyo. Nous notons ji;y () (respectivement
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log ©

FIGURE 1.9 — log (Ey(7)) + 72 selon log(7) pour 7 € [1.5,4.5] etk = 1,...,4.

12 (7)) la k-iéme valeur propre calculée numériquement (nous calculons les 8 premiéres
valeurs propres). Comme le calcul est rapide (environ 1 seconde par valeur de 7), nous
prenons un pas de 0.01 pour les valeurs du parametre 7. Nous représenterons ainsi les
valeurs obtenues numériquement par des courbes continues.

Résultats

N(r)etT — P (7) pour 7 € [1,6] et

La figure 1.7 représente les courbes 7 — e
P(7) et que la convergence vers les

I
k=1,...,8 Onremarque que I’on a bien i} (1) < 1
entiers impairs n’est pas uniforme par rapport a k.

Nous notons
Ey(r) = fi (r) — jig; (7)
I’effet tunnel observé numériquement. D’apres (1.50), on a les asymptotiques théoriques

7_2

~ log(10)

logyo (Ex(1)) = +O(1) (1.59)

et
log (Ex(1)) = =72+ (2k — 1) log 7 + Ry, + O (%) (1.60)

avec Ry, = log (%) On observe sur la figure 1.8 que le premier terme de la quantité

logy, (Ek<7>>) se comporte bien comme 7 — . On vérifie sur la figure 1.9 que

Tog(10)
log(7) — log (Ek(T)) + 72

se comporte asymptotiquement comme une fonction affine, ce qui confirme 1’asympto-
tique théorique (1.60). Afin d’extraire la pente nous regardons les quotients différentiels

;. log (By(ry)) + 72 —log (Ex(rj—1)) — 724
di(75) == log(7;) — log(7j-1)
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4.5

3.5

tffeeree———

. . . . . . . . .
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
log ©

FIGURE 1.10 - La pente de log (Ey(7)) + 72 selon log(7) pour 7 € [1.5,4.5] et k = 1, 2.
Elle converge bien vers 2k — 1.

ot les (7;); sont les points de discrétisation. La pente cik(Tj) doit converger vers la valeur
(2k — 1) d’apres (1.60). Cela se voit bien sur la figure 1.10 pour £ = 1, 2. On vérifie sur
la figure 1.11 que

Ri(1) = log (Ex(1)) + 7% — (2k — 1) log(7)

converge vers Ry. On s’intéresse maintenant au rapport py(7) dont la convergence est
décrite en (1.57). On trace sur la figure 1.12 le rapport py(7) pour £k = 1,...,4 et on
constate qu’il tend bien vers 0 comme —72/4, mais que cette convergence n’est pas
uniforme par rapport a k. On montre aussi sur la figure 1.13 que si on prend des valeurs
de 7 plus grandes, I’effet tunnel est numériquement proche de la limite double précision
et le quotient numérique py(7) “décroche” de 1’asymptotique prévue. On constate que
lorsque & augmente, les calculs de py(7) décrochent pour des valeurs de 7 plus grandes.
Ceci est di au fait que la convergence n’est pas uniforme par rapport a k.
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[oX:] i
06 : : : : : : : : :
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
log(x)
FIGURE 1.11 — La convergence de Ry, (1) vers Ry, := log ((kfkl;,lx/%) pour 7 € [1.5,4.5] et

k=12

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04

-0.05

2 25 3 35 4 4.5

FIGURE 1.12 — La convergence du rapport pi(7) de la moyenne et du splitting vers 0
comme —ﬁ pour 7 € [1.5,4.5] et k = 1,...,4. On voit que la convergence n’est pas
uniforme par rapport a k.
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-0.01

-0.02 -

-0.03

-0.04 -

-0.05

-0.06 -

-0.07

-0.08 -

k=3
-0.09}, k=4 B

2 25 3 3.5 4 4.5

o

5.5

FIGURE 1.13 — La convergence du rapport py(7) de la moyenne et du splitting vers 0
comme —ﬁ pour 7 € [1.5,5.5]. On voit que les calculs “décrochent” si T est trop grand.
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1.5 Etude d’un opérateur de Schrodinger semi-classique
avec un potentiel en pic

| v

-1 1

FIGURE 1.14 — Le potentiel V' sur [—1, 1].

Nous nous intéressons a un nouveau probléme aux valeurs propres. Soit V' (x) le po-
tentiel défini sur [—1, 1] par
V(z) = —|z| + 1.

On observe que le potentiel V' est symétrique et possede deux minima “affines” (voir la
figure 1.14). On regarde les paires propres de la réalisation de Dirichlet de

w;, = —h?0?+V

sur [—1, 1] lorsque le paramétre semi-classique h tend vers 0. Cet opérateur est a résolvante
compacte et nous notons A\ (h) la k-ieéme valeur propre. Nous introduisons 1’intervalle

]h = [—h_2/3,0} .
Soit to} I’opérateur défini par
— 9} —t, tel, (1.61)

avec conditions de Dirichlet en t = 0 et Neumann en t = —h~2/3, Nous notons AY(h) sa
k-ieme valeur propre. De méme nous introduisons to? 1’opérateur défini par (1.61) avec
condition de Dirichlet en t = 0 et en t = —h~%/3. Nous notons AP (h) sa k-ieme valeur
propre.

Proposition 1.15. On a une relation entre les spectres de toy, to; et o} :
VE>1, Ag_1(h) = R¥3NY(h)

et

VE>1, Aaw(h) = h22A2(h).

Preuve : Puisque le potentiel V' est symétrique et que les valeurs propres de o,
sont simples, on sait que les fonctions propres associées sont alternativement paires et



1.5. EFFET TUNNEL POUR UN POTENTIEL EN “PIC” 73

impaires. En reprenant la preuve de la proposition 1.1, on montre qu’il suffit d’étudier
d’une part I’opérateur
— R+ 11—z, x€]0,1] (1.62)

avec des conditions de Dirichlet en z = 1 et Neumann en = = 0, d’autre part 1’opérateur
défini par (1.62) avec des conditions de Dirichlet en x = 1 et x = 0. En réalisant le
changement de variable t = h~%/3(x — 1), on voit que ces opérateurs sont unitairement
équivalents aux opérateurs h? 3o} et h* 1ol surt € I, O

FIGURE 1.15 — Le potentiel translaté puis dilaté sur ’intervalle /.

1.5.1 Développement asymptotique des valeurs propres

On démontre un développement asymptotique pour les valeurs propres des opérateurs
o) et w} lorsque h tend vers 0. On rappelle que la suite (z3)x>; est constituée des
racines de la fonction d’Airy inversée A (voir la définition 1.5). Le résultat suivant décrit
le comportement des valeurs propres A} (k) et AP (h) quand & tend vers O :

Théoreme 1.16. Définissons la phase

4

th,k — _g (h—2/3 . 22)3/2 ‘

On a lorsque le paramétre h tend vers 0 les asymptotiques suivantes :

M(h) = Z8 — prePrr (1 + 2—74h + O(h4/3)> (1.63)
et
5
AL (h) =z} + ppe” (1 — gt O(h4/3)) (1.64)

. -1
avec py, = (27T 7 JA®)? dt> :
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Preuve : Nous commencgons par prouver 1’asymptotique pour les valeurs propres du
probleme de Dirichlet AP (h). Nous allons démontrer que AP (h) tend vers zi quand le
parametre semi-classique /h tend vers 0. Nous utiliserons ensuite le fait que I’équation aux
valeurs propres sur [, a une base de solutions exactes données par des translatées des
fonctions d’ Airy inversées A et B. Nous formerons une combinaison linéaire de ces deux
fonctions pour vérifier les conditions au bord. Les asymptotiques de A et B au voisinage
de —oo permettront ensuite de trouver des développements des coefficients, et les condi-
tions aux bords donneront une équation implicite sur les valeurs propres. On utilisera fi-
nalement un argument de perturbation pour trouver le développement des valeurs propres.

ETAPE 1. On montre que AP (h) = z& + O (h*°). Nous commengons par prouver que
AP (h) <z +0(h™) . (1.65)
Nous rappelons que A et B sont les fonctions d’Airy de premiere et deuxieme espece

inversées (voir la figure 1.3). Nous utiliserons des développements asymptotiques de A et
B lorsque t tend vers —oo (voir [AS64]) :

At) = %7?_1/2|t|_1/4e_§|t3/2 (1 — 45—8|t|_3/2 - O(t‘Q)) . (1.66a)
A(t) = %w—lﬂyt\we—iw (1 + 4—78\t1-3/2 + O(t‘2)) C (1.66b)
B(t) = m /2|t Aeslt? (1 + %ww + 0(t2)> . (1.66¢)
\B’(t) = 2yl <1 - 4—78|ty3/2 + O(tQ)) . (1.66d)

h—2/3

Soit x;, une fonction de troncature réguliere valant 1 sur [— , 0] et dont le support est

2
inclus dans [— Sh_:/d ,0]. Soit fr 1 (t) = xn(t)A(t + z3). On commence par remarquer que

la fonction A(t + z%) vérifie I’équation aux valeurs propres

—y"(t) = ty(t) = zy(t), ¢<0.

De plus, puisque A(z}) = 0, on a clairement f;; € Dom(w}). Comme la fonction
A(t + z%) est a décroissance exponentielle en —oo, on a I’estimation :

Y0}, fe — 25 frgllz2cny = O (R) .

Ainsi le théoréme spectral permet de montrer la majoration (1.65). Nous allons maintenant
utiliser encore une fois le fait que les vecteurs propres peuvent s’écrire a partir des fonc-
tions d’Airy translatées. Nous notons u}ik un vecteur propre normalisé associé a AP (h).
La fonction u]}i . est un vecteur propre de 1w} si et seulement si I’équation différentielle
suivante est vérifiée :

_ug,k//(t) —(t+ A?(M)“Bk(t) =0, tel, (1.67a)
up i (—=h*?) = up(0) = 0 (1.67b)
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Puisqu’une base des solutions sur R de 1’équation différentielle (1.67a) est donnée par les
fonctions A(¢ + AP (h)) et B(t + AP(h)),ona

upp(t) = aA(t+ A2 (h) + BB(t + AL (), teT,,

avec o et 3 deux constantes dépendant de / et de k. La condition de Dirichleten x = —h~%/3
impose alors

A(=h728 4+ X2(h)
B(=h=+ A0 (h))

B=—a (1.68)

On utilise cette relation :

A(= 74 20(0)
B(= W)

upp(t) = (A(t + A (h) — B(t+ A}Q(h))) :

D’apres (1.65) on a que AP (h) est bornée quand h tend vers 0, on a donc grice a (1.66a)
et (1.66c¢) :
A(= R+ X2 (R))

lim —

w0 B(—h2P R (1)

La condition de Dirichlet en ¢ = 0 impose donc

lim AN () =0. (1.69)
Puisque AP (h) est bornée quand & tend vers 0, on a que (AP (h)), a un moins une valeur
d’adhérence, qui est un des z% par passage a la limite dans (1.69). Supposons que deux
valeurs propres A (h) et A (h), avec ki # ky convergent vers la méme limite (2 extrac-
tion pres). Nous notons z7 cette limite commune. Alors on a que u],?’ gy Ct u],?’ k, convergent
toutes les deux faiblement vers une solution du probléme sur (—oo, 0] :

—y(t)" —ty(t) = Zy(t) . (1.70)

De plus, puisque les vecteurs propres uﬁkl et u],akz sont normalisés, leurs limites faibles
(notées y; et yo) sont dans L?((—o0,0)). Or I'espace des solutions de (1.70) qui sont
dans L*((—00,0)) est de dimension 1. Donc il existe ¢ # 0 tel que y, = cy;. Or comme
ky # ki, on a <U5,k1 , u],?’ k) 22(1,) = 0. En passant a la limite quand / tend vers 0, on en
déduit que y; = yo = 0. Utilisons maintenant un argument de compacité. Soit € > 0. On
aque

/ | (wh ) ()7 + [E][ug g, (8] dt oz
Ih —0

On a donc
_R C
3C >0,Y0 < R < h™%/3, / lup g [Pt < = .
_h—2/3 ’ R

On choisit donc iy > 0 tel que Chg/:3 < e. Onfixe R = ha2/3. Ona
~R

Vh € (0, hy), / |, [Pt < €.

h—2/3
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Or puisque UE, », converge faiblement vers 0 quand / tend vers 0, on a

0
D 2
/_R a2t = 0.

Ceci contredit ||u},, [|22(,) = 1. D’ou k1 = ky. On avait déja montré que chaque A (h)
convergeait vers un z& (avec n < k d’apres la majoration (1.65)). De plus deux valeurs
propres associées a des k; différents ne peuvent converger vers le méme zéro d’Airy z2.
On en déduit que

lim AP (h) = z3 . (1.71)

h—0

Le théoréme spectral permet aussi de dire que AP (h) = z3 + O (h*™).

ETAPE 2. On développe le coefficient 5 a partir de (1.68). On utilise (1.66a) et (1.66¢) :
on introduit la phase
4, _ an3/2
O = -3 (h 23 Zk) /

de sorte que I’on a le développement

A(—h_2/3+)\5(h)) 1 )
— ZePnk (1 — 2 (p2/3 _ za)73/2 B2/3 a2 .
B(—h=2/3 4+ X\2(h)) 2° ( 21" 2o %))
(1.72)
On fait alors les développements limités
(W2 —25) 32 = h+ O (h*/?)
et
(h—2/3 _ ZZ)_Q =0 <h4/3) .
On trouve en combinant (1.68) et (1.72) :
:_g Dh,k 1_3 4/3
g 5¢ ( 24h + O(h"?)
On introduit Ry, = —% etona
Phk 5 4/3
Rpj=e™r (1~ ﬂh +O(h*?) ) . (1.73)
On a donc
D _ D Rh,k D

On utilise maintenant la condition de Dirichlet en ¢ = 0 pour obtenir une relation implicite
sur AP (h) :
Ry k

AN (R) = =B (h) = 0. (1.74)
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ETAPE 3. On utilise un argument de perturbation : on pose 05, = A2 (h) —z;. On sait que
Ok, = O(h™) de sorte que

AR (R)) = 6n A'(21) + O3 1)
et
B(AR(h)) = B(z}) + onxB'(z) + O(57 1) -

On trouve en injectant cela dans (1.74) que

Ry

o (4a0) - P Bad) ) = Bt + O

puis
. B
YT A

A partir du comportement de 12y, ;, donn€ en (1.73), on trouve que

— " Rui+ O(R; ) + O(6h 1) -

AP(h) = za+2if(a)> Onk (1—25—4h+0(h4/3)) .

On montre exactement de la méme maniere un développement du probleme de Neumann.
La condition de Neumann en t = —h?/3 donne cette fois-ci

A (=h?B 2R (h)

ST B A)

soit en utilisant les asymptotiques (1.66b) et (1.66d) :
/8: g€¢h’k 1_|_1h+0(h4/3) .
2 24
On conclut de la méme maniere et on trouve :

A (h) =23 — —Qif( )) Pnk (1 + 2—74h+0(h4/3)> :

Afin de pouvoir comparer les valeurs des constantes p, = Qﬁﬁfj) on utilise la valeur du
k
Wronskien associé aux fonctions d’Airy : A'(z3)B(z) = A’'(0)B(0) — A(0)B'(0) = 2.

On a donc )
1 Zi N
= —— =12 A)|? dt 1.7
Pk QWA’(Zz)Q ( 7T/Oo| ( )| ) 5 ( 5)

la derniere égalité provenant de 1’équation d’ Airy. On constate que p; > 0. 0

Remarque 1.17. La phase ¢, , admet un développement asymptotique :

4 a)2 a\3
Phk = —§h_1 +225h 3 — %hl/‘?’ — %h +0 (K3
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de sorte que I’on a les développements

NY(h) = zp—pge™ 072 (1 Ry B2 (R EE T hg O

48 12
(1.76)
et
AD(h) = 224 pe—3h T+ (1 — Gy G 28 (% + & 2%) h+ O(h4/3)> .
(1.77)

Nous pouvons maintenant estimer 1’effet tunnel du probleme associé a 1’opérateur de
Schrodinger avec un potentiel en “pic” :

Corollaire 1.18. On définit le splitting des valeurs propres E?(h) = Aag(h) — Aog—1(h).
Alors les valeurs propres de I’opérateur vo;, se regroupent en paires exponentiellement
proches, de plus on a I’asymptotique :

Ei(h) ~ 2o (1.78)

Commentons cette asymptotique : pour un effet tunnel avec un double puits quadra-
tique, I’asymptotique attendue pour le splitting des valeurs propres a un terme dominant
en ho‘e_s()h*l, ol « est une constante et Sy est la distance d’Agmon entre les deux fonds
de puits (voir (1.52)). Ici on retrouve la valeur Sy = % qui est la distance d’Agmon entre
les deux minima du potentiel V' (s) = 1 — |s| sur [—1,1] :

1

4

Soi_/ \/1—‘8‘(18:5.
-1

Pourtant I’asymptotique est différente a cause du terme 222]1_1/ 3 dans I’exponentielle. Ce
terme tend vers +oo lorsque h tend vers O avec une vitesse qui dépend de k et ralentit la
convergence vers 0 de I’écart entre les valeurs propres.

Encore une fois on peut calculer la moyenne des paires de valeurs propres et la comparer
a un probleme modele :

Corollaire 1.19.

Aok—1(h) + Aar (R 1yopap—
m — 72 = 22 1(h) + Aae(h) 2~ Pkp5/3e—ghTiv2mh S (1.79)

2 h—0 2
On constate a nouveau que la moyenne de la k-ieme paire de valeurs propres est tres
proche de la valeur propre d’un probleme modele : le k-ieme zéro de la fonction d’ Airy.
Puisque p, > 0 d’apres (1.75), cette moyenne est inférieure a zj;. Nous pouvons comparer

les ordres de grandeur de I’effet tunnel et de cet effet de “moyenne centrée”. Soit

me — z2
a h — k k .

Alors on a L
pi(h) oo 1 (1.80)

Il est remarquable que le premier terme du développement asymptotique de p3(h) soit le
méme que celui calculé en (1.57) et qu’il ne dépende pas de k.
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1.5.2 Simulations numériques pour le double puits

Nous étudions I’opérateur —h29? + 1 — z sur [0, 1] avec conditions de Dirichlet en 1
et respectivement Dirichlet et Neumann en 0. Nous notons respectivement aj (h) et ap (h)
la k-ieme valeur propre obtenue numériquement pour ce probleme. Nous avons pris 100
éléments finis de taille 0.01 et de degrés [P;o. Nous notons

Ep(h) = ap (h) — a3 ()

I’effet tunnel constaté numériquement. Le pas h est choisi suffisamment petit pour étre
dans un régime asymptotique, mais puisque les asymptotiques ont un terme dominant ex-
ponentiellement décroissant, on ne distingue plus les valeurs propres si h est trop petit.
Ainsi si h < 0.02, on a E,?(h) = ( avec une précision de 12 chiffres. On fait donc varier
h avec un pas de 0.005 de h = 0.02 a h = 0.2, puis avec un pas plus large (0.02) pour
les valeurs supérieures a h = 0.2 (car nous ne sommes déja plus dans le régime asymp-
totique). Nous prenons pour z% et A’(z3) des valeurs numériques approchées fournies par
[AS64]. Nous avons

z] ~ 2.338107410459767 et p; = 0.647372020741386 .

Nous avons représenté la premiere paire de valeurs propres sur la figure 1.16. On voit
qu’elle converge bien vers z{. On rappelle que d’apres (1.78) on s’attend a voir pour
petit :

B2 () o 2pye” 30
Puisque p; est positif d’apres (1.75), on peut définir x := log(2p;). On a I’asymptotique
théorique quand / tend vers O :

4
log (E3(h)) ~ r — g(h—Q/3 — 2232 f (b3 — 2232 (1.81)

On peut développer cette asymptotique :
4
log (Eéf(h)) =K — §h_1 + 22211‘}1—1/3 +o (h—1/3) .

On compare cela avec les valeurs log (Ef‘(h)) calculées numériquement sur la figure 1.17.
On retrouve le comportement prévu et on constate que le terme 2z3h =1/ qui tend vers oo
modifie bien 1’asymptotique des valeurs propres. Afin de bien détecter le comportement
de la phase, nous calculons la quantité log | log (Ef(h)) | en fonction de log h. Rappelons
que grace a (1.81), nous avons le développement théorique

4 3
log |log (E3(h))| = log 3 + 2 log (h_2/3 —2§) +0(1) .
On peut faire un développement de ces quantités quand A tend vers O :

4 ,
log | log (E¢(h))| = log 5~ logh— gz?hw +o (h*?) .
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——6—— Neumann
451 ——=o&—— Dirichlet 7

z

i |

15 L L L
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 1.16 — Les premicres valeurs propres @) (h) et aP(h) selon h .

On s’attend donc a ce que log | log (Ef(h)) | ait asymptotiquement un comportement af-
fine en logh. On observe sur la figure 1.18 ce comportement : quand h tend vers O
le logarithme de la phase est proche de log(4/3) — log h. Comme pour la figure 1.17,
on voit clairement que 1’asymptotique a 3 termes est plus proche des valeurs calculées
numériquement. La comparaison est encore meilleure si on trace la quantité log§ +
% log (h*Q/ 3 — z?) sans en faireNotations]faire un développement asymptotique.
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Chapitre 2

Etude d’un opérateur de Schrodinger
avec potentiel dégénéré sur le demi-plan

Nous avons rappelé dans la section B.6 le role de I’opérateur Ly (avec 6 € [0, 7])
dans I’étude du comportement semi-classique de I’opérateur de Schrodinger magnétique
dans des ouverts réguliers de R3. Cet opérateur a déja été étudié dans la littérature (voir
par exemple [LPOOb], [HMO02], [MTO5] ou plus récemment [Ray09b]) : il s’agit d’un
opérateur de Schrodinger avec un potentiel électrique positif sur un domaine non borné.
Deux faits rendent son étude originale : d’une part nous avons une condition de Neumann
sur le bord du domaine d’intégration, et d’autre part I’ensemble des points ou le potentiel

électrique s’annule est une demi-droite : les minima du potentiel sont dégénérés.

L’essentiel de ce chapitre est issu de [BNDPR12]. Dans la section 2.1 nous commencons
par rappeler des faits connus sur I’opérateur Ly, en particulier qu’il existe une valeur
propre pour Ly sous le spectre essentiel dés que 6 € (0, 7). Nous proposons des estima-
tions pour les premieres valeurs propres dont une majoration basée sur une construction
“naive” de quasi-modes. Dans la section 2.2, nous démontrons que les vecteurs propres
associés a des valeurs propres situées sous le spectre essentiel décroissent exponentielle-
ment vite quand on s’éloigne de I’origine. Nous améliorons ainsi le résultat de [Ray09b].
Un deuxieme résultat de décroissance, dit “anisotrope’” vient compléter le comportement
des vecteurs propres : ceux-ci sont concentrés dans la vallée d’annulation du potentiel.
Des calculs numériques viennent illustrer ces résultats. On s’intéresse ensuite au compor-
tement du spectre quand & — 0. On montre dans la section 2.3 que le nombre de valeurs
propres sous le spectre essentiel tend vers I’infini et on en donne une minoration. Nous
montrons aussi que les valeurs propres se densifient dans I’intervalle (O, 1). Dans la sec-
tion 2.4, nous construisons des quasi-mode en puissances de ¢ pour £y quand 6 tend vers
0. Pour cela on réalise des changements de variables bien choisis qui permettent de se ra-
mener a un probleme semi-classique. Nous développons 1’opérateur en puissances du pa-
rametre et nous cherchons une paire propre sous la forme de séries formelles. Le théoréme
spectral valide cette approche et fournit une majoration pour la n-ieme valeur propre.
La derniere section est consacrée a la preuve de 1’asymptotique des valeurs propres. On
réalise une approximation de Born-Oppenheimer en introduisant un opérateur unidimen-
sionnel modele dont le spectre est connu. Un procédé de Grushin permet de comparer
I’asymptotique cherchée avec le spectre de 1’opérateur modele : on montre ainsi que le

83
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développement obtenu par construction de quasi-modes correspond a I’asymptotique des
valeurs propres quand 6 tend vers 0.

Nous notons © = (s,t) les coordonnées cartésiennes et nous rappelons que R? =
{(s,t) € R?,t > 0} est le demi-plan supérieur et n = (0, 1) la normale rentrante. Le
potentiel électrique Vj est défini par

Vo :x=(s,t)— (tcosf — ssinf)?.
L’opérateur de Schrodinger (avec condition de Neumann) associé L, est défini par
Lo=-0]—0+Vy, (st)€R: (2.1)
sur le domaine
Dom(Ly) = {u € L*(R}), Vou € L*(RY),n.Vuy—o = 0} .

Le potentiel électrique Vj est positif sur R? et s’annule sur la droite ¢t cosf = ssinf
(voir la figure 2.1). Cette droite fait un angle de # avec le bord du demi-plan. La forme

t Vo=0

@)

FIGURE 2.1 — Le demi-plan R? et la droite d’annulation du potentiel électrique.

quadratique associée a I’opérateur est

qo(u) = /2 IVul|® + Volul® dz (2.2)

R+
définie sur le domaine de forme
Dom(gg) = {u € H'(R?), |t cos§ — ssinf|lu € L*(R2)} .

Nous définissons également ay la forme bilinéaire symétrique associée a qg :

ag(u,v) = Vu - Vo + Vyuwvde .

2
RY

Nous notons o (6) le k-ieme quotient de Rayleigh de £, défini par le principe du min-
max. En particulier o, () est le bas du spectre de L.
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2.1 Premieres estimations sur le bas du spectre

Rappelons que I’opérateur Ly a été introduit pour étudier le spectre de Py 0, RY dans
le cas 6 # 0 (voir la section B.6). Nous pouvons néanmoins calculer le bas du spectre de
I’opérateur Ly pour § = 0:ona

Lo=—-0; -9+, (s,t)eRL

et une transformation de Fourier par rapport a la variable s permet d’affirmer que

®
coz/ —07 + 2+ £ dE
R

La condition de Neumann en {¢t = 0} permet de se ramener aux fonctions paires par
rapport a la variable ¢ (voir le corollaire 1.2). Comme le spectre de —0? + t2 + £2 sur
t € R vaut [1 + &, +00), on en déduit

S(Lo) = Sess(Lo) = [1,+00) (2.3)

et donc
0'1(0) =1.

Remarque 2.1. Il faut comparer ce résultat avec (B.26) : le spectre de notre opérateur
modele Ly pour # = 0 ne correspond pas au spectre de 1’opérateur de Schrodinger sur le
demi-espace avec champ magnétique tangent au bord (lequel vaut [©g, +00)). Rappelons
que I’opérateur H, - est défini comme la réalisation de Neumann de

—0? — P 4 (T +ssinf —tcos0)?, (s,t) € R:

et que
0(0) =infinf & (Hy,) .

Il est prouvé que dans les cas ¢ € (0, 7], le spectre de I’opérateur Hy - ne dépend pas de
7. Rappelons aussi la définition de o (¢) pour 6 € [0, 7] :

o1(0) = inf & (Ly) . (2.4)

Puisque Hyo = Ly, 0n a
Vo € (0,5], o(0)=o1(0).

Par contre, dans le cas 6 = 0, le spectre de 1’opérateur H, . dépend de 7, et la plus
petite valeur propre pour 7 = 0 ne correspond pas a I’infimum des spectres de la famille
d’opérateurs H, ,. Ainsi nous avons inf (& (L)) = 1, mais cette valeur ne correspond
pasac(0) =0y :

a(0) # 01(0) .

Le spectre de I’opérateur Ly dans I"autre cas limite (6 = 7) est aussi explicite : il est
démontré dans [HMO02] que I’on a

S(Lz) = Sus(Lz) = [1, +00)

us
2
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et ainsi

01 (9) =1.
Nous rappelons maintenant des résultats sur la nature du spectre quand ¢ € (0, 7). Le
lemme de Persson (voir (B.12)) permet de trouver le spectre essentiel de 1’opérateur dans
lecas 6 € (0,5) :

Proposition 2.2. On a

Vo€ (0,3), Ges(Lo) =1[1,+00). (2.5)
La démonstration pourra €tre trouvée dans [HMO2]. La preuve utilise (B.16) et (1.6).

Une fois que le spectre essentiel est déterminé, il est naturel de chercher des valeurs
propres discretes situées sous le spectre essentiel :

Proposition 2.3. On a existence d’une valeur propre sous le spectre essentiel des que la
droite d’annulation du potentiel n’est ni tangente ni perpendiculaire au bord du demi-
plan :

Vo€ (0,%), o1(f)<1. (2.6)

La démonstration consiste a construire un quasi-mode dont I’énergie est strictement plus
petite que 1 et d’utiliser le principe du min-max (voir [LLPOOa] par exemple). On peut noter
que ce quasi-mode a une énergie tres proche de 1.

Remarque 2.4. Nous proposons maintenant une analogie entre 1’existence de spectre
discret pour I’opérateur Ly deés que 6 € (0, 5) et I’étude des guides d’ondes quantiques,
en effet on sait que le laplacien de Dirichlet dans un guide d’ondes “courbé” possede du
spectre discret sous son spectre essentiel : la démonstration est analogue a celle de (2.6)
(voir [DE95] et [CDFKO5]).

Pour faire I’analogie, nous utilisons a nouveau un argument de symétrie : puisque 1’opéra-
teur L, est défini par une condition de Neumann sur le bord {t = 0}, le probleme sur le
demi-plan est équivalent au probleme sur le plan avec un potentiel “symétrisé” qui atteint
son minimum le long de la réunion de deux demi-droites. Si on admet que le potentiel
confine bien les vecteurs propres le long de cette ligne brisé€e, on voit I’analogie avec un
guide d’ondes a coin (qui est un cas dégénéré des guides d’ondes courbés). L’existence
de spectre discret pour un tel guide d’ondes est connue (voir [ESS89]) et cette analogie
a motivé une étude plus poussée du spectre du laplacien de Dirichlet dans des guides
d’ondes a coin ([DR11]).

2.1.1 Monotonie et régularité
Nous rappelons des propriétés connues sur les fonctions oy, (6) :

Proposition 2.5. Les fonctions 0 — 0.(0) sont continues et croissantes sur (0, 7).
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Preuve : Nous réalisons la rotation

u; = tcosf — ssinf
U9 = tsinf + ssin b

puis le changement d’échelle
Y1 =—w
Yo = us tan @
qui montrent que 1’opérateur Ly est isospectral a la réalisation de Neumann de
2 292 2
—0,, — (tan0)0,, +y;

sur un domaine qui ne dépend pas de #. On déduit de la théorie des perturbations que
les fonctions o, sont continues, et le principe du min-max montre que ces fonctions sont
aussi croissantes. OJ

On a (voir [LPOOb, lemme 3.6]) que la premiere valeur propre est simple, et que la fonc-
tion propre associée est de signe constant et ne s’annule pas. On peut en déduire d’apres
[Kat95, chapitre 7] que 6 — () est analytique sur (0, 7). Dans [HMO02, Lemme 3.9]
les auteurs démontrent la stricte croissance sur (0, 5) de la premiére valeur propre : il faut
utiliser la formule de Feynman-Hellmann en un possible minimum local pour trouver une
contradiction. Nous améliorons ce résultat en montrant la stricte croissance des valeurs
propres lorsqu’elles sont sous le spectre essentiel :

Proposition 2.6. Soit N > 1 un entier, nous supposons qu’il existe 0, € (0, %) tels que
les assertions (a) et (b) sont vérifiées :

(Cl) JN(H*) <1

(b) Les valeurs propres (0,,(0)),<, < Sont toutes simples.
On peut donc définir o

0" .= sup{f € (0, 5], on(0) < 1}.

Alors pour tout 1 < n < N, les fonctions 0 — 0,(0) sont strictement croissantes sur

(O, emax)_

Preuve : Supposons donc que les assertions (a) et (b) sont vérifiées. D’apres la théorie
des perturbations de Kato, les graphes des fonctions (0,,(0))1<n<ny pour 6 € (0,0™)
correspondent aux graphes de N courbes analytiques distinctes, et donc se coupent en un
ensemble de points discret. Les valeurs propres sont donc de multiplicité 1 (et sont donc
dérivables) sauf sur un ensemble discret de points. Soit n un entier vérifiant 1 < n < N et
soit I C (0,0™*) un intervalle tel que les valeurs propres o,,(6) sont simples pour ¢ € I.
Pour montrer que la fonction 6 — o,,(0) est strictement croissante sur /, nous reprenons
la démonstration de [HMO02, lemme 3.9] : on réalise le changement d’échelle

vy = tcosf
V9 = $8in 6
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qui montre que Ly est unitairement équivalent a la réalisation de Neumann de
Loy :=—(cos0)’02 — (sin)’02, + (v1 —v2)*, (v1,v2) € RY .

Puisque les valeurs propres o, () sont simples pour § € I, la fonction o,, est dérivable sur
1. La formule de Feynman-Hellmann nous permet de calculer cette dérivée : si on note
Up ,, un vecteur propre normalisé de £, associé a la valeur propre o,,(6), on a

/

ol (0) = —sin@cos@(”@vlﬂgvnHiQ(Ri) — [|0pyTo

2
|L2(R3_)) :

Supposons que o, ne soit pas strictement croissante sur /, on a alors qu’il existe 6y € [
tel que o/,(6y) = 0. La formule de Feynman-Hellmann nous donne

||av1a90,n||%2(]1§3_) = ||av2a00,n“%2(]1{3_)

et on a alors

~

<‘C6@9o7m a90,n>L2(IRi) = ||av2a90,n

[22@2) + (02 = V1o nllogae) -

Puisque v, € R, le membre de droite est clairement plus grand que la plus petite valeur
propre de I’oscillateur harmonique réel §. On a donc prouvé

<£0a90,n,aeo,n)L2(Ri) >1.

Puisque (LoTgy n» Ugy.n) r2(r2) = 0a(fh), on a une contradiction avec le fait que o, (6 est
une valeur propre sous le spectre essentiel. On déduit que la fonction o, () est strictement
croissante sur /. Puisque cette fonction est dérivable sur (0, 0™**) sauf sur un ensemble

discret de points et qu’elle est croissante, on déduit qu’elle est strictement croissante sur
(0, 0™). 0

Remarque 2.7. Nous démontrerons dans la section 2.5 que les assertions (a) et (b) peuvent
toujours étre vérifiées : pour N > 1 fixé, il suffit d’apres le théoreme 2.37 de prendre 6,
suffisamment petit.

2.1.2 Encadrement des valeurs propres et illustrations numériques

Nous donnons maintenant une majoration pour les premieres valeurs propres de 1’ opérateur

Ly pour § € (0, 7). Pour cela nous construisons des quasi-modes a partir des opérateurs
N N N . S N
modeles b, et b. Nous rappelons que ug, est la fonction propre associce a la premiere

valeur propre O, de bg) et que v, est la n-ieme fonction d’Hermite. Nous définissons
pour n > 1 le quasi-mode normalisé u,, o par

Un,p(s,t) == (cosfsin 9)%ug)(t\/ cos 0)y, (S\/sin9 — tai?Q) ) (2.7)
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Lemme 2.8. L’énergie de ce quasi-mode se calcule :

Vn>1,v0 € (0,%), qo(tng) =Ogcosd + (2n —1)sinf . (2.8)

Preuve : Commencgons par remarquer que la fonction w,, ¢ est bien dans le domaine
de forme Dom(gy) si ¢ € (0, 5). On réalise le changement de variables suivant dans la
forme quadratique gy :

. €o
— sv/sinb —
Y= sVl Vtanf (2.9)

z =1V cosO .

On trouve

wling) = [ (st o)l +sinblud ()00

+

+ (yVcos§ — yVsin 6 — &V cos 9)2|ug) (z)@/)n(y)|2> dy dz

= cost [ (1B WP + (= &P ) dy
+sind [ (I + i va()F) dy s

+

— 2Vsin 6V cos / (z — &) |u§0( 2)n(y)|? dy dz .

On a les relations suivantes :

/R L)+ Pln (@) dy = 201,
/R YR+ (2 — &Pl () dz = .
A(z—go)|ug(z)|2 = 0.

En effet les deux premieres sont des conséquences de I’équation aux valeurs propres pour
U, et ug tandis que la troisieme provient de (1.16). On a donc

Go(Tn.0) = O co8 0]|¢hy || Zam) + (20 — 1) sinO|ug 172w, -
Puisque ug) et 1, sont normalisées, on a (2.8). O
Afin d’appliquer le principe du min-max, on montre le résultat suivant :

Lemme 2.9. Les fonctions (U, p)n>1 sont orthogonales pour la forme bilinéaire symétrique
Qg.
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Preuve : Soient n # m deux entiers distincts, on applique de nouveau le changement
de variables (2.9) :

(i) = O 050 [ 0u5)uin(y) d
+sind [ W0 + 1w ) d
— 2v/sin 8V cos / (z — &)n(y )Q/Jm(y)|ugJ(z)|2 dy dz .

Le premier terme est nul puisque les fonctions d’Hermite sont orthogonales deux a deux.
Pour le second terme, nous reconnaissons la forme bilinéaire associée a 1’oscillateur har-
monique §, on fait donc une intégration par partie :

/R V(W)Y (y) dy = /R — b (Y)Um(y) d

_ / (2n+1 = y*)tu(¥)tm(y) d
_ - / YY) bn(y) d

Pour le troisieme terme, on utilise encore (1.16). On en déduit

Qg (an,% am,&) =0.

O

On applique le principe du min-max aux fonctions u, ¢ et on déduit des lemmes 2.8 et
2.9 la majoration suivante :

Proposition 2.10.

Vn>1,v0 € (0,5), on(f) <Ogcosb+ (2n—1)sind . (2.10)

Une technique classique pour minorer le bas du spectre d’un opérateur est de découper
celui-ci en deux parties que I’on minore indépendamment par des opérateurs modeles. La
preuve suivante est issue de [HMO02, section 1.4] mais I’estimation n’y est pas optimale,
nous présentons la démonstration puisque la technique sera a nouveau utilisée plus tard.
Nous améliorons 1’estimation comme proposé en [HMO02, remarque 3.6].

Proposition 2.11. On a la minoration suivante :

Vo€ (0,%), o1(0) > \/@%COSQG—FsinQ@. (2.11)

Preuve : Nous écrivons

Lo = (=024 p*V) + (=02 + (1 — p)Vp) |, (2.12)
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avec p € [0, 1] un parametre. On introduit
Lé,p = _8152 + p2‘/9

sur R? avec condition de Neumann au bord. On réalise le changement d’échelle 7' =
v/ p cos 6t pour voir que Lé, , est unitairement équivalent a la réalisation de Neumann sur
R2 de

+

sin 6
pcos b <—8% +(T - p—ms)2> .
Ainsi en se souvenant que pour tout réel 7 on a u}' (1) > O, on trouve que
inf & (Lé,p) > pBOgcosb .

On introduit de méme
Ly, = =02+ (1-p")V

et des changements d’échelle permettent de comparer son spectre avec celui de 1’oscilla-
teur harmonique §. On trouve

inf G(Lg,p) > MSinQ .
On a donc montré en utilisant (2.12) :
Vpe[0,1], 01(0) > pOycosh+ /1 — p?sind . (2.13)
Afin d’optimiser cette minoration on prend

B Og cos
\/©% cos?  + sin? 0

p

et on trouve (2.11). O

Nous résumons les estimations trouvées pour la premiere valeur propre dans 1’encadre-
ment suivant (voir la figure 2.10) :

Vo € (0,5), \/@% cos2 0 +sin?f < o1(#) < min (Ogcosf +sinh, 1) . (2.14)
On en déduit le comportement en 6§ = 7 pour la premiere valeur propre :

lim o1(6) =1. (2.15)

0=3
Ainsi la fonction o est continue dans un voisinage de ¢ = 7. On a aussi montré que
Vn>1,v0¢€(0,5), ©y<o,(0) <Ogcosh+ (2n — 1)sind .
On en déduit la limite quand 6 tend vers O de la n-ieme valeur propre :

Vn > 1, mo,(0) =06 . (2.16)

li
6—0



92 CHAPITRE 2. OPERATEURS DE SCHRODINGER SUR LE DEMI-PLAN
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FIGURE 2.2 — Illustration de la fonction ¢4 () en fonction de ¥ := 2—: et les encadrants de
I’estimation (2.14) pour 6 € (0, %).

s

Ainsi la fonction o,(f) se prolonge en une fonction continue sur (0, 7] mais n’est pas
continue en # = 0 puisque 0(0) = 1. Par symétrie, la fonction o4 () est donc continue
sur (0, 7) (voir la figure 2.4).

Les résultats numériques suivants sont issus de [BNDPR12]. Nous calculons numériquement
les premieres paires propres de L, pour différentes valeurs de 6. Nous utilisons la librairie
d’éléments finis MELINA sur un domaine borné qui approche R? . Nous définissons

Ra,b,c = (_a'a b) X (07 C)

le rectangle qui servira pour approcher le demi-plan. Nous définissons Ly r comme étant
I’opérateur —A + Vj avec condition de Neumann sur le bord {¢t = 0} et conditions de Di-
richlet sur la frontiere artificielle {s = —a}U{s = b}U{t = c}. Nous notons o,,(¢, a, b, c)
sa n-ieme valeur propre. Puisque le domaine de Ly i s’injecte dans celui de Ly, on a :

on(0) < 0,(0,a,b,¢) . (2.17)

Pour la méme raison, o,,(6, a, b, ¢) est également décroissante par rapport aux parametres
a, b et c. En utilisant le théoréeme 2.15 qui sera démontré dans la partie suivante, on peut
voir que quand a, b et ¢ tendent vers I’infini, on a que 0,,(6, a, b, ¢) converge vers o, (),
et les vecteurs propres de Ly r tendent en norme - L vers ceux de L.

Nous rappelons que la méthode de calcul est conforme : les valeurs propres calculées
numériquement sont toujours supérieures aux valeurs propres théoriques. Pour les valeurs
propres représentées sur les figures 2.16 et 2.3, le domaine de calcul est fixé : il s’agit de
R = (—100, 100) x (0,100). Il est composé de 15 éléments de degré Q1o dans chaque di-
rection. Nous représentons sur la figure 2.2 la premiere valeur propre de Ly et les fonctions
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0.65§ @

0.6 ‘ ‘ ‘ ‘
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20/m

FIGURE 2.3 — Illustration des fonctions o,,(6) en fonction de ¥ := 2 pourn = 1,...,4.
Leur limite quand 6 tend vers O est bien O,.

0.8

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

FIGURE 2.4 — La fonction o4(f) en fonction de ¢ := 279 prolongée par symétrie. Ces
calculs illustrent le corollaire 2.13 : la fonction oy (6) est de classe C* sur (0,7) et sa
dérivée est nulle en 7.

intervenant dans I’encadrement (2.10) en fonction de ¥ := 26 /. Sur la figure 2.3 on voit
les 4 premieres valeurs propres sous le spectre essentiel. Ces simulations illustrent claire-
ment le résultat (2.16). Le spectre de Ly est calculé pour ¢ = £/100 avec k = 1,. .., 100.
Sur la figure 2.4, nous avons symétrisé les calculs de o1 (6) par rapport a I'axe {9 = 1}
afin de représenter la fonction oy sur (0, 7).

2.1.3 Un résultat sur la dérivée

s

On remarque sur la figure 2.2 que la dérivée de o, semble tendre vers O pres de 6 = 7.

On se propose ici d’étudier ce phénomene.
Proposition 2.12. On a I’estimation suivante sur la dérivée :

Ve (0.3), 0<a(0)<a(0) >

. 2.1
sin 6 (2.18)
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Preuve : Nous suivons une idée de formule du Viriel que I’on peut trouver dans
[Ray10] : pour v > 0 nous introduisons 1’opérateur

Lo :=—0; — 02+ (t(cosf + ) — ssin 9)2 (2.19)

sur R? avec condition de Neumann au bord. Nous notons ¢y(6, ) le bas du spectre de
Ly Nous définissons p > 0 et a € (0, 7) comme le couple vérifiant

cosf +v = pcosaet sinf = psina.

En réalisant le changement d’échelle (£, 5) = p~'/2(s, t), on voit que Ly, est unitairement
équivalent a pL,,, on a donc o4 (0,v) = poi(a), soit en explicitant p et v :

o1(6,7) = \/(COSQ +7)2 + sin® § oy (arctan( sin )) . (2.20)

cos 0+~

En particulier on a
0,01(0,0) = 01(0) cos @ — o1(0) sin 6 . (2.21)

On exprime maintenant 0,04(6,7) a I’aide d’une formule de Feynman-Hellmann pour
trouver son signe. En réalisant le changement de variable ¢ = (cos 6 + )¢, on a que Ly ,
est unitairement équivalent a

Zgﬁ = —(cosf +7)?02 — 97 + (t — ssinf)? .

Puisque sa plus petite valeur propre est simple (car c’est aussi la plus petite valeur propre
de pL,), la formule de Feynman-Hellmann s’applique :

0,01(6.7) = 2cos0 +9) [ |05 [ dsl
=

avec Uy le premier vecteur propre de Zgﬁ. Si on avait d,01(6,7) = 0, alors on aurait
O = 0 presque partout, ce qui contredirait &y, € L*(R%). Donc on a

Vy >0, 0,01(6,7)>0.
En combinant ceci avec (2.21), on trouve
V0 €(0,%), o01(6)cosd —a1(6)sind > 0.
Puisque o est strictement croissante sur (0, g), on déduit du lemme I’encadrement

cos

Vo e (0,%), 0<o1(0) <o(f) g

Corollaire 2.13. La fonction 0 — o(0) se prolonge en une fonction de classe C sur
(0, ). De plus la fonction ainsi prolongée vérifie

7 (3) =0,

Rappelons que la fonction § — o4(6) définie sur (0, ) n’était a priori pas dérivable
en § = 7 puisque le bas du spectre de Lz correspond a du spectre essentiel. Or cette
fonction est symétrique par rapport a @ = 7 et le corollaire précédent montre donc qu’elle
se prolonge a 'intervalle (0, 7) en une fonction de classe C'! dont la dérivée est nulle en
0 = 7 (voir la figure 2.4).



2.2. LOCALISATION DES VECTEURS PROPRES 95

2.2 Localisation des vecteurs propres : estimations d’Ag-
mon

Nous allons utiliser les formules de la section B.4 pour montrer des estimations de
concentrations des fonctions propres. Dans un premier temps nous montrons une estima-
tion isotrope de décroissance exponentielle basée sur la connaissance du spectre essen-
tiel de I’opérateur. On démontre ensuite que les fonctions propres vérifient une propriété
tres générale des opérateurs de Schrodinger : elles sont concentrées dans la “vallée” du
potentiel {¢cos® — ssinf = 0}. Nous illustrons les décroissances associées aux deux
phénomenes par des simulations numériques.

Nous commengons par un lemme qui permet de relier 1’énergie d’une fonction propre
sur deux sous-domaines de 2. Ce lemme est une conséquence directe des formules démontrées
dans la section B.4

Lemme 2.14. Soit (0, u,) une paire propre de Lg et soit ® une fonction bornée uni-
formément Lipschitzienne définie sur Ri. Nous avons I’identité suivante :

/ IV (ePuy)|* + / (Vo —o(0) — |[VO|*) e*®|u,|* = 0. (2.22)
R R?
Soit (T, Q2™) une partition de R?, alors on a

/ (Vo —0(0) = [VO[*) e*®|u,|* < sup Vg — o(0) — |V<I>|2\/ *Plug|* . (2.23)
Q+ Q- Vi

2.2.1 Estimations isotropes

Nous avons un résultat de décroissance exponentielle isotrope des vecteurs propres
de Ly a I’infini. L’ingrédient essentiel est la connaissance du spectre essentiel qui va per-
mettre de contrdler ce qu’il se passe a I'infini. Dans la suite nous notons génériquement

x = (s,t) un point de R% et |z| = /s + 2.

Théoreme 2.15. Soit (o, u,) une paire propre de Ly avec 0 < 1. On a

Va € (0,V1—0), 3Cas >0, o(eus) < Coplltts||72ee) - (2.24)

Preuve : PRELIMINAIRES. Soit (X1, X2) une partition de I'unité de R* vérifiant
Xi+x;=Tlet:

0<x1<1, xu(r)=1sir<letxi(r)=0sir>2,
0<x2<1, xolr)=0sir<Tletxs(r)=1sir>2.

On définit
) = xa(Z) et xF(z) = xo(12). (2.25)
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Ona Vx#(z) = £Vx;(%). On en déduit

. C
3C >0, Vj=1,2, Vo e RY, |VxF(2)] < o (2.26)
Fixons a > 0. Nous prenons comme distance d’Agmon :
O(s,t) = aVvit?+ s2 = alz|. (2.27)

Elle vérifie |[V®|? = 2. On ne sait pas encore que e®u, € Dom(gg). Nous allons donc
tronquer ® afin de pouvoir appliquer les identités du lemme 2.14. Nous définissons pour
keN:

Op(z) = alz| si || <k,
Op(x) = a2k — |x|) sik <|z| <2k,
Op(x) =0 si |x| > 2k .

IVOL|> = VO =a® silz] <2k,
IVd,> =0 si |z| > 2k .

PREMIERE ETAPE. En combinant (B.7) et (B.8) ona:

2
/R (0 + |VDy[2) 20|y | = Z% XFeu,) — Z/R V22 2 da . (2.28)
7j=1 +

+

Choisissons € € (0,1 — o) et

a=+vV1l—e—o0. (2.29)

On a alors
o+ |VO*P=1-c¢. (2.30)

Introduisons ), = R N {|z| < 2k} et Q) = R3 N {|z| > 2k}. Puisque V&, est nul sur
,ona
/ (0+|VOL) e |u,|? do = (1—6)||e¢kug||§2(R2+)+(a—1+s)/ lug|*dz . (2.31)
R !

On choisit R > 0 de sorte que

c? e
— < = 2.32
S (232)
ou (' est la constante de (2.26). On a avec ce choix de R :
2 €
2
Z/ V| e u, |* do < §y\e‘1’kuUH§2(R2) . (2.33)
—1 /RS !

Les relations (2.28), (2.31) et (2.33) nous donne :

9
et ey < et 2aqes) qu i)+ (0= 142) [ fuldo
k

< lle™ugl|7as ) — qe(x2 e ) . (2.34)
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DEUXIEME ETAPE. En vue de contrdler I’énergie loin de I’origine gp(x5e®*u,), nous
rappelons une notation introduite dans le lemme de Persson (voir (B.10)) :

S(Lo,r) = inf {go(w), lullzaz) = 1, u € CF®RENCB,)}

ot B, est la boule de rayon r centrée en 0, et 0B, son complémentaire. Il résulte du lemme
de Persson que la limite de ¥(Ly, ) quand  — +o0 est égale au bas du spectre essentiel
de Ly :

lim o(Ly,r)=1. (2.35)
r—+00
Ona:
R _®,
W) 5 (g, R), (2.36)
HXQ € kuJHL2(R2+)
et donc :
go(xFeP uy,) > o(Ly, R)/ 2% lug|? da . (2.37)
Qp

En utilisant (2.34), on obtient :

EHeq”“uJH%z(Rz) < / %k uy | dz + (1 — X(Ly, R))/ >+ |u, |* d .
2 + Qr Q

/
R

Grace a (2.35), on peut choisir R suffisamment grand pour avoir en plus de (2.32) :

1-— 2<£9, R) <

IS

On déduit :

i
1

Vk e N, ||e¢kuUH%2(Ri)

&2k |y |2 §/ em"'\ua\zdx.
i Qr

On a finalement :

<

o | A~

e4aR||UoH%2(R2+) :

CONCLUSION. On a que |e®*u,| converge ponctuellement vers |e®u,| lorsque & tend
vers 'infini. On déduit du lemme de Fatou que e®u, € L*(Q2). On peut se servir alors de
(2.23) et (2.30) pour conclure :

‘|V(€q>ua)||i2(ﬂei) + (Ve eq)uo“%%Ri) =(1- 5)”6@“0”%2(1@3) :

Remarque 2.16. Cette preuve permet de montrer que u,, est dans la classe de Schwartz
(voir [Ray10]).
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Si on fixe deux angles (6, 60s) vérifiant 0 < 6; < 6, < 5, on constate que « et
Ca.0 peuvent étre choisies uniformément par rapport a 6 € [y, 6]. Par contre, si  tend
vers 7, on a 01(6) qui tend vers 1, et la démonstration précédente ne permet pas d’avoir
des estimations uniformes. Lorsque 6 tend vers 0, il est impossible d’avoir des estimées
uniformes en s, cependant si on regarde la décroissance par rapport a la variable ¢ on va
pouvoir avoir des estimations uniformes par rapport a 6, il va falloir pour cela supposer
que I’on reste “loin” du spectre essentiel.

Proposition 2.17. Soit n < 1. Il existe C > 0 et v > 0 tels que que pour toute paire
propre (0, u,) vérifiant o < 1, on a l’estimation suivante :

J

Preuve : On reprend la preuve du théoreme 2.15 en remplacant la fonction ¢ définie
en (2.27) par la fonction

¥ u,|? dtds < C||ug||%2(Ri) . (2.38)

2
+

O(s,t) =t .

Nous modifions aussi la partition de 1’unité définie en (2.25), que nous remplagons en une
partition selon ¢ :

Xt(s,t) =xi(5) et x5(s,t) = xa(%) - (2.39)

Nous fixons € € (0,1 — 7), et nous reprenons la preuve précédente. Remarquons que
x%e®u, a son support loin du bord {t = 0}, et peut donc étre vue comme une fonction de
H?(R?). Or il est classique (voir [FH10]) que le bas du spectre de I’opérateur —A + Vj

sur R? est 1. On peut donc remplace la minoration (2.36) par
60Xz o) = (X5 o [|T2(z2) - (2.40)

On note alors que ¢ et R sont fixés indépendamment de R et on conclut comme pour le
théoreme 2.15. O

2.2.2 Estimations transverses

Dans cette section nous montrons que les vecteurs propres sont concentrés dans la
vallée du potentiel :

Théoreme 2.18. Soit 0 < § < % 11 existe une constante K () telle que pour toute paire
propre (0,u,) de Ly avec o < 1, on ait :

(6 115) < K (B) 13 - 41)

Preuve : Dans un premier temps nous introduisons la distance d’Agmon d’un point
a la vallée d’annulation du potentiel. Apres avoir décrit cette fonction, nous réalisons
une partition de R? en deux sous-ensembles : les points “loin” de la vallée et les points
plus proches. Nous nous servons de I’identité (2.23) pour relier I’énergie d’une fonction
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propre sur ces deux sous-ensembles et on utilise ensuite le fait que la distance d’Agmon
est contrdlée pres de cette vallée. Nous introduisons classiquement la fonction associée a
la distance d’ Agmon (voir [Agm82]) :

VVe(@)
d(x) = (1-9) /f V(2 —o), dl, (2.42)

ou f, est la partie positive de la fonction f. Notons que si nous définissons la fonction
d
o(d) = / Je—o), .
N

o) = (1= 6)g (VIa(@)) -

On vérifie que I’on a uniformément en 6 :

alorson a:

2
od) = Lioma e g@) = d+o@d). (2.43)

d—+oo 2 d—+00

Le théoreme est donc vrai si et seulement si gg(e®u, ) est bornée uniformément en 6 pour
tout 6 € (0, 1). Nous allons prouver cela. On fixe 0 € (0, 1). Par construction de ¢, ona:

VO = (1= 0)*(Vy —0)s - (2.44)
Soit 7 > 0, on définit une partition de 1’unité :
Af={(s,t) € Q,Vi(s,t) —o>n} et A ={(s,t) € Q,Vy(s,t) —0o <n}.

Sur Aj{,ona:
Vo — 0 —|V®|? = (Vg —0)(26 — 6%) > n(26 — 6?) . (2.45)
De méme, on a sur A; :

o—Vy siVy <o,
(Vo —0)(26 — 6%) sinon .

Voo 7o = {
On prend 7 assez petit pour que :
0<n(25—6)<6y<o.

On a alors la majoration suivante

sup |Vyg — o — [VO*| < 0. (2.46)

n

On combine (2.23), (2.45) and (2.46) pour avoir

n(26 — (52)/ e |u,|* < / (Vo — 0 — [VO*)e*®|u,|* < 0’/ P lug? . (2.47)
AF S -

A A
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Puisque [|u||z2(q) = 1 et que ® est maximale sur le bord de A;, on a:

el 220y < (= +1)1/2 /U+n(1 SWE =7 di (2.48)
€ Us||L2(Q) > 7’](25—52) exp /s g . .

On note K (n,0,0) le membre de droite de la derniere inégalité. Si on fixe 6 > 0, la
fonction
Ry % [©,1] = R
(n,0) = K(1,6,0)
est clairement positive et continue. On note que :

lim K(n,d,0) = +00.
n—0

Rappelons que 7 est contrdlé par I’hypothese (2.2.2). On introduit I’intervalle
1) = (0, 52%] -
Ceci nous permet de définir la constante

K, (6) = K(n,s,
0(0) Uggfl]nrg;(n) (n,6,0) .

Le minimum est atteint en un 79 € 1(¢6). En prenant 77 = 79, On déduit de (2.48) :
le® || 2(0) < Ko(0) . (2.49)
Si on définit

Bl = (1_g> / T a

on a 5
et || r2cq <Ko(2).

A cause de (2.43) on a facilement

3K, (6) > 0, Vd > 0, |de 299| < K(5) . (2.50)
On note que /V 2% = /Vj e~ 290V et avec (2.50), on déduit :

IK(8) > 0, [IV/Vo e Pl < Ka(0).

v/ Vo e® ) <V Ve €% oo € o 120y

et finalement on a existence d’une constante K5(0) telle que :

IV Vo e®usll2() < Ka(0) .

En utilisant la définition de $ on a aussi :
11V €, |12y < Kal6) -
On utilise (B.6) et on peut conclure :

Go(cts) = ||Vl us|72(0) + olleue |12y < K(0) -

On a donc :
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2.2.3 Comparaisons des résultats de localisations et nouveaux calculs
numériques

Nous allons comparer les résultats de décroissance des théoremes 2.15 et 2.18. Soit
x = r(cos~y,sinv)

avec r > 0 ety € [0, 7] un point du demi-plan en coordonnées polaires. Pour -~ fixé, on
décrit ainsi la droite qui fait un angle  avec le bord {¢t = 0} du demi-plan. On a alors

lz| =7 et Vy(z)=r?sin®(y—0).

Ainsi le facteur de décroissance dans I’exponentielle tend plus vite vers O dans le théoréme
2.18 des que v # 6, c’est-a-dire lorsqu’on s’¢loigne de la vallée du potentiel. Par contre
le long la droite Vp(z) = 0, le théoréme 2.18 ne donne plus d’informations et il faut se
servir de I’estimation isotrope du théoréme 2.15 pour décrire la décroissance des vec-
teurs propres. Puisque nous savons que les vecteurs propres se concentrent dans la vallée
d’annulation du potentiel, nous avons fait des calculs numériques en adaptant la taille du
rectangle R selon la valeur de . La figures 2.5 montrent les vecteurs propres associés a la
premiere valeur propre de Ly z dans un rectangle R = (—5,15) x (0, 75). Les éléments
sont de taille 1 et de degré Q5. Les valeurs de 6 pour lesquelles on a représenté le vecteur
propre sont # = ¥7/2 avec ¥ = 0.7,0.8,0.85 et 0.9. Pour des valeurs de 6 plus petites,
on adapte le calcul en prenant comme “boite” R = (—15,25) x (0, 15). Les calculs sont
faits avec des éléments carrés de taille 1 et de degré QQg. Les valeurs de 0 représentées sont
0 =vr/2avecy =0.6,...,0.1.
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1.0001656284 0.99987798948 0. 99910390126 0. 99445407220

FIGURE 2.5 — Le vecteur propre associé a la premiere valeur propre de Ly r pour § =
/2 avec ¥ = 0.9, 0.85, 0.8 et 0.7. Ici R = (—5,15) x (0,75). Ces calculs sont issus de
[BNDPR12].
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4 A
0.98432278339 0.96110511136

- -
0.92410049174 0.86980918147

0.79630376085 0.70307031204

FIGURE 2.6 — Le vecteur propre de £y r associé a la premiére valeur propre pour § =
Ur/2 avec ¥ = 0.6,...,0.1. Iei R = (—15,25) x (0,15). Ces calculs sont issus de
[BNDPR12].
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2.3 Densification du spectre pour des petits angles

Dans cette section nous nous proposons de montrer que le nombre de valeurs propres
de Ly situées sous le spectre essentiel tend vers oo et qu’elles se densifient dans I’in-
tervalle (6, 1) quand @ tend vers 0. Notons n(#) le nombre de valeurs propres de Ly
(comptées avec multiplicité) sous le spectre essentiel. Il a été prouvé dans [MTOS, théoreme
2.1] que n(0) est fini pour tout # € (0, 7) et que le nombre de valeurs propres sous le
spectre essentiel est majorée :

C

~ sinf

3C >0, YO€(0,%), n(0)

Un des ingrédients clefs de ce résultat est une estimation du nombre de valeurs propres
d’un opérateur unidimensionnel issue de [EK87, théoreme 1]. Nous montrons une mino-
ration de ce nombre de valeurs propres :

Proposition 2.19. On a un estimation sur le nombre de valeurs propres de Ly :

1—0gcosf 1
z > 4+ —. 2.51
Vo€ (0,3), n(0)> S5 d + 5 (2.51)

Preuve : Rappelons la majoration (2.10) :
Vn>1,V0 € (0,3), 0,(0) <Ogcost+ (2n—1)sinf .

On en déduit directement la minoration de n(#) annoncée. UJ

Remarque 2.20. Soit d € (O, 1) et soit n(f,d) le nombre de valeurs propres de L,
inférieures a d. Nous rappelons que p)¥(7) est la plus petite valeur propre de 1’opérateur
[)f défini en (B.24). Alors on trouve dans [MTO05] un équivalent de n(0, d) :

n(9,d) 6530 wsilne/R v (d=pi(m)) dr -

La proposition précédente montre que n () tend vers oo lorsque ¢ tend vers 0, mais les
quasi-modes que nous avons construits dans la preuve de la proposition 2.10 ont tous une
énergie qui tend vers ©g. Nous allons montrer que le spectre de £y se densifie bien dans
(B0, 1) quand @ tend vers 0. Nous commengons par construire de nouveaux quasi-modes :

Lemme 2.21. Soit ¢ > 0 et soit n > 1 un entier tel que
Y (¢)cosf 4 (2n —1)sinh < 1, (2.52)

alors il existe \ une valeur propre de Ly et une constante C¢ > ( telles que

|,u11\I(C) cosf+ (2n —1)sinf — \| < CC\/Qcosﬁsine\/(n —1)2+1.
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Preuve : Nous rappelons que uCN est la fonction propre associée a la premiere valeur

propre pY(¢) de f)CN. Nous suivons 1’idée de la preuve de la proposition 2.10 et nous
définissons

Un:c(8,t) := (cosfsin G)iucN(t\/ cos 0) 1y, <sv sinf — \/’GC—Q) . (2.53)
an

Ces fonctions sont clairement dans le domaine de Ly puisque u? vérifie la condition de
Neumann en 0. On a :

— U g.c(s,t) = COS@(/L(C) — (tVcos O — <)2)ﬂn79;c<87t) )

2
—0%Upp¢(s,t) = siné (2n —1— (sVsinf — ¢ ) Uno-c(S,1) .
SUn,;¢ (5, 1) ( % m) oic(s,1)

On déduit :

Loty p.c — (11(¢) cos O + (2n — 1) sin @), 9. =
¢
Vtan 6

On note que I'on a ||ty 6;¢|| p2(r2) = 1 etona:

2(cos 0 sin 9)% < — sV/sin 9) (tVcos 0 — Qi g.c - (2.54)

||£917n79;g — (ull\I(C) cos + (2n — 1) sin 9) an,9;<||L2(R§r) =
2(cos Bsin ) 2[|(t — Ol (1) || 2 159n(8) | 12wy - (2.55)

/s%bi(s) ds = W :
R

En définissant C¢ = ||(t — ¢)uf || 2w, ), on conclut avec le théoréme spectral. O

Il est bien connu que :

Remarque 2.22. Notons que le majorant de (2.52) tend vers +oo si n devient grand.
L’estimation ne donne donc rien si 6 est fixé et que n devient grand.

On va par contre se servir du lemme pour montrer qu’il existe une valeur propre pres
de n’importe quelle énergie fixée dans I'intervalle (O, 1) des que 6 est assez petit.

Théoreme 2.23. Le spectre de Ly se densifie dans lintervalle (©y, 1) au sens suivant :

VAo € (©9,1), Ve >0, 30, € (0, %), V0 € (0,6,], IN € &(Ly), | Ao — A <e. (2.56)

Preuve : On peut supposer € < 1. Soit \g € (O, 1), on sait que x([0, +00)) = [Op, 1],
donc il existe ¢y > 0 tel que A\g = 1Y({o). On applique le lemme 2.21 pour ¢ = (; et en
choisissant n = 1. On obtient alors (2.56). 0]
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FIGURE 2.7 — Illustration de 0,,(f) pour n < 17 en fonction de ¥ := 2;r_9 pour ¥ = 15,

k=1,...,20.

Calculs numériques

Afin de voir la densification des valeurs propres dans I’intervalle (O, 1), nous représentons
sur la figure 2.7 les 17 premieres valeurs propres dans un rectangle R = (—100, 100) x
(0,50). Nous avons pris 20 éléments de degré Qg dans chaque direction. On observe
bien que lorsque 6 tend vers 0, les valeurs propres de Ly se répartissent dans I’intervalle
(B0, 1). Néanmoins nous rappelons qu’a n fixé, la n-iéme valeur propre tend vers O
quand 6 tend vers 0. Ainsi plus 6 est petit, plus il faut calculer de valeurs propres pour
voir la densification du spectre.

2.4 Construction de quasi-modes pour des angles petits

Nous avons prouvé dans la section précédente que le nombre de valeurs propres de
I’opérateur L, sous le spectre essentiel tend vers +oo quand 1’angle 6 entre la droite
d’annulation du potentiel et le bord du demi-plan tend vers 0. Nous avons aussi vu que
pour un rang n, fixé, on a o, (0) qui tend vers Oy quand 6 tend vers 0. Ainsi pour tout
1 <n<ngonao,(0) <o, (0) <1desque d est assez petit. Nous cherchons dans cette
section un développement asymptotique des valeurs propres. Un changement de variables
bien choisi permet de se ramener a une situation semi-classique et nous développons alors
I’opérateur en puissances du petit parametre. Nous cherchons des paires propres sous la
forme de séries formelles. Cette approche nous permet de construire des quasi-modes dans
le domaine de I’opérateur, et en utilisant le théoreme spectral on déduit une majoration de
la n-ieme valeur propre.
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Changement de variables

Nous rappelons le changement de variables défini en (2.9) :

. o
= sVsinf —
Y Vtanf (2.57)
z =1tVcosO .

Remarquons que ce changement de variables laisse le demi-plan invariant. Dans ces nou-
velles coordonnées, 1’opérateur devient la réalisation de Neumann de

— sin 092 — cos 007 + cos 0(z — & — y\/m)2 . (y,2) eRY. (2.58)
Nous introduisons le parametre semi-classique
h = tan6
et le nouvel opérateur (avec condition de Neumann sur le bord {z = 0}) :
Ly = —h0} — 02+ (z—&—yh'?)? =0y, (y,2) €R} (2.59)

de sorte que Ly est isospectral a cos0(£y, + ©p). Nous notons s,,(h) la n-iéme valeur
propre de £, définie par le principe du min-max. En reprenant le changement de variables,
on constate que 1’on a

0n(0) = cos (O + s, (tan b)) . (2.60)

Ainsi afin d’étudier le spectre de I’opérateur L, lorsque 6 tend vers 0, nous allons chercher
une asymptotique des premieres valeurs propres de 1’opérateur £, quand h tend vers 0.
Nous faisons un raisonnement heuristique : le parametre semi-classique h étant devant le
terme 85, la variable z € R, joue le rdle d’une variable “lente”. Le terme —0% + (z — &y —
yh'/?)? — ©, peut intuitivement étre assimilé a 1’opérateur modele h™ (&, + yh'/?) — O,
et remplacé par son énergie fondamentale définie comme la plus petite valeur propre de
b (& +yh'/?) — 6y :

Wi(y) = 117 (o + yh'/?) = ©y (2.61)

Nous sommes ainsi ramenés a étudier 1’opérateur unidimensionnel
&0 = —hdl + Wy(y), yeR. (2.62)

L’ opérateur SEO est défini comme I’approximation de Born-Oppenheimer de £,. Puisque
7+ i (7) admet ©) comme unique minimum non dégénéré en T = &, 1’approximation
harmonique (dont nous avons déja utilisé 1’idée principale dans la preuve du théoreme
1.7) permet de remplacer le potentiel W, (y) par 3(uY)”(&)hy? (voir [DS99]) et de se
ramener ainsi a un oscillateur harmonique semi-classique. Nous verrons dans la section
suivante comment appliquer ce procédé de réduction de dimension, connu comme “I’ap-
proximation de Born-Oppenheimer” (voir [Mar89]).
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Développement en série de I’opérateur et recherche d’une solution formelle
On développe I’opérateur introduit en (2.59) en puissances du parametre h :

£, =P+ h'/?P, + hP,

avec
Py= =0+ (: = &)" = 60, (2.63a)
Pr==2(z =)y, (2.63b)
=& +y . (2.63¢)

Bien que ces opérateurs agissent sur Dom(£,), donc sur des fonctions du demi-plan, nous
faisons une analogie formelle avec les opérateurs unidimensionnels étudi€s au chapitre 1 :

Py =bg — 6y, (2.64a)
P = 2y(aTr;§)T:§0 , (2.64b)
P=Y. (2.64¢)

Ces analogies vont nous aider pour construire des quasi-modes pour I’opérateur £,. Nous
cherchons une solution au probleme £, = v,uy, sous la forme de séries formelles. Plus
précisément nous cherchons

up = Z G ety = Z%‘hﬂﬂ ‘ (2.65)

Jj=0 J=0

Nous avons que (uy, ;) est une paire propre de 1’opérateur £, (au sens des séries for-
melles) si et seulement si le systeme d’équations suivant est formellement vérifié :

( : (Po—70)¢0 =0, (2.662)

hm  (Po—70)¢1 = 1o — Piddo (2.66b)

: (Po—0)$2 = Y200 + 111 — Pacpo — Propy (2.66¢)

h”/ 2 (Po—=0)05 = > Vjkk — Patj—a — Priobj_1 . (2.66d)
j7=0

Résolution des premiers termes

TERME EN h° : Nous commengons par résoudre la premiére équation. L’analogie
donnée par (2.64a) nous amene au raisonnement suivant : a y fixé, I’opérateur F, peut
étre vu comme un opérateur unidimensionnel agissant sur Dom(bENO). On cherche donc 1
sous la forme d’une fonction tensorisée :

do(y,2) = fo(y)g(2) .

L’équation (2.66a) impose alors

([J?D - @o)g = 709 -
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Puisque nous cherchons a construire -y, le plus petit possible, nous sommes amenés a
prendre
V=0 et g=ug. (2.67)

ou (O, ugj) est la premiere paire propre de [)g) définie dans la section 1.3. Notons que la
fonction f, n’est pas encore déterminée.

TERME EN h'/2 : L’équation (2.66b) se réécrit formellement

(b8 — ©0) ¢1 = 10 — Pigho . (2.68)

Notons que si ¢; est dans le domaine de 1’opérateur £;, on a

((bg, — ©v) ¢17UI§\L>ZER+ = (41, (bg, — ) ug)>z€]R+ =0

En projetant 1’équation (2.68) sur ugJ dans L*(R, ), on voit qu’une condition nécessaire
pour avoir une solution formelle est que la relation suivante (dite “relation de compatibi-
lit€) soit vérifiée :

(7100 — P1¢0>Ug)>zeR+ =0,

c’est-a-dire

fo(y) (’YlHMOHLz(R+ + 2y ((z — & u&),u&}Zeﬂh) =0, yeR. (2.69)

Soit en utilisant (1.16) :
1 =0. (2.70)

Nous cherchons maintenant une solution particuliere de (2.68). Rappelons que nous no-
tons v = J,ul ot ul vérifie I’équation unidimensionnelle

bruz (2) =y (7)ur (2) -

Nous dérivons cette équation par rapport au parametre 7 et nous 1’évaluons en & :

By Ve (2) — 2(2 = &o)ugy = (117) (&o)ugy (2) + 117 (Co)vgg (2) -
Orona
1 (&) =60 et (1)) (&) =
On a donc la relation

(b, — ©0) v (2) = 2(z — &)vg (2) - 2.71)

Remarque 2.24. Ces calculs permettent de retrouver formellement la formule de Feynman-
Hellmann (voir la proposition A.5).

Ainsi, compte tenu de (2.63b) et de (2.70), une solution particuliere de (2.68) est
donnée par (y, z) — —2yfo(y)vg (). Puisque le noyau de thO — O est composé de ug, ,
on cherche une solution générale de (2.68) sous la forme

$1(y, 2) = fily)ug (2) = 2y foly)ug (2) -
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Notons qu’a ce stade les fonctions fj et f; ne sont pas encore déterminées.

TERME EN h : Nous réécrivons (2.66¢) en utilisant les relations précédentes :

([)g) — Op) d2(y, 2) = v fo(y)ug, (2) — P fo(y)ug, (2) = Pfi(y)ug, (2) — Py fo(y)vg, (2) -

En utilisant a nouveau (2.71), une solution particuliere de

(b8 — ©0) By, 2) = —Prfi(y)ug (2) 2.72)

est donnée par 2y f1(y)(z — &)vg, (2). Nous cherchons donc ¢, sous la forme

0y, 2) = ¢y (y, 2) + 2y.f1(y) (2 — &o)vg, (2) -

On a que ¢, est solution de (2.66¢) si et seulement si ¢, vérifie I’équation

(B, — ©0) 03 (v, 2) = v foy)ug (2) — Pafoly)ug (2) — Pryfoly)va(z) . (2.73)

Remarquons que dans cette équation seuls v, et fy sont inconnus dans le membre de
droite. Afin d’écrire la condition de compatibilité, nous projetons cette équation sur ug) (2).
On obtient

Y2fo(y) = Pafo(y) + 24° fo(w)((2 — &)vgy, ugy)zer, =0, y ER. (2.74)

D’apres (1.17), on a
1 (17)" (%)

N N _
<<Z - fO)U&), u€0>zeR+ - 5 - 4 :
Introduisons la constante strictement positive

(117)" (%)

Q= ————=

2
et I’ oscillateur harmonique dilaté défini par
h,=—-0,+ay’, yeR. (2.75)

En utilisant la définition de P, (voir (2.64c)) et I’équation (2.74), on voit que le couple
(72, fo) vérifie I’équation

b.fo(y) = %foly), yeR.

Ainsi I’opérateur apparaissant naturellement pour construire les quasi-modes est 1’oscil-
lateur harmonique (2 une dilatation pres). Nous sommes donc amenés a prendre
Yo =(2n—1a"? et foly) = a V¥, (atty) . (2.76)

Gréce a ’alternative de Fredholm appliquée a I’équation (2.73), ce choix de (7, fo) per-
met de déterminer de maniére unique ¢, de plus ¢35 est dans la classe de Schwartz.
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Construction du terme général

CONSTRUCTION PAR RECURRENCE : Nous faisons les hypothéses de récurrence
suivantes : nous supposons que nous avons construit les (7 )o<x<;. Supposons aussi que
pour 0 < k£ < j, les fonctions ¢y, peuvent s’écrire

Oy, 2) = o (y, 2) + yfr1(W)vey (2) + fu(y)ug (2) (2.77)
ou les fonctions ¢;- sont orthogonales au noyau de (f)g) — @0), c’est-a-dire vérifient

< }$7ug)>26R+ =0.

Nous supposons que les (f;)o<k<;j—2 sont déterminées et sont dans la classe de Schwartz

(que nous notons . (R)). Nous supposons aussi que les (@3 )o<x<; sont déterminés et sont
dans .7 (R3).

Nous prenons f_; = 0 et ¢f = 0. On utilise (2.67), (2.70) et (2.76) pour déterminer
(7 )o<j<2 €t fo. Lafonction ¢5 est déterminée grace a (2.73). Les hypotheses de récurrence
sont alors vérifiées pour j = 2.

Nous vérifions maintenant I’hypotheése de récurrence au rang j + 1 : pour cela nous
construisons (7,1, ¢]~L+1, fj—1) en utilisant la relation d’égalité des séries formelles (définie
en (2.66d)) aurang j + 1:

J
(bg) - @0) Pj+1 = Z’Yjﬂ#@k — P 1 — P1g; . (2.78)

k=0

Nous cherchons ¢ sous la forme

¢j+1(y, z) = %ﬁl(y, z) + yfj(y)vg)(Z) + fj+1(y)ug)(2) .

En injectant cet ansatz dans (2.78), on a

(Be — O0) ¢y = Vi1 foup, + 7 fj—aup, — Po(fi—1ul) — Pi(yfi—1vd ) + Ry, (2.79)

avec

7j—2

R; = Z%‘H—k(ﬁk + Y2051 + ey fi-1ve, — Padiy — Pa(yfi—avg) — Pigy .
k=1

D’apres I’hypothese de récurrence, R; est connu et appartient a . (R%). Nous écrivons la
relation de compatibilité en intégrant (2.79) contre ug) et on trouve :

YitrfoW) + 12 fi-1(y) = Pafim1(y) — 207 fima (0) (= — o)z ugy ) zer, — 95(y) (2.80)

avec g;(y) = (Rj,ug ):er, - Notons que g; € .(R). En utilisant 2 nouveau (2.64c) et
(1.17), (2.80) se met sous la forme

(By —72) fim1 = Vir1So + g5 - (2.81)
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ou ’opérateur §, a été défini en (2.75). Pour pouvoir résoudre cette équation, il faut que
le membre de droite soit orthogonal au noyau de h, — 2. Cela impose

Yi+1 + (95, fo)yer =0

et ;41 est ainsi déterminé. D’apres ’alternative de Fredholm, la fonction f;_; est alors
déterminée de maniére unique dans .#(R). De méme 1’alternative de Fredholm permet de

construire gbjﬁrl grace a (2.79), et I’hypothese de récurrence est bien vérifiée au rang j + 1.

ANNULATIONS DES TERMES IMPAIRS : Nous avons constaté que <y; est nul. Des
simulations numériques (voir [BNDPR12]) ont confirmé la valeur de v, ,, trouvée formel-
lement en (2.76). Elles ont aussi mis en évidence le fait que 73, = 0. En raisonnant sur
la parité des fonctions construites, nous allons voir que tous le termes impairs dans la
série formelle ~;, s’annulent. Remarquons que puisque f, est une fonction d’Hermite (2
une dilatation pres), elle est soit paire soit impaire. Puisque I’analyse est exactement la
méme dans les deux cas, nous allons supposer que f; est paire. Notons aussi que P; et P,
sont respectivement pair et impair par rapport a la variable y. On voit donc que le second
membre de (2.73) est pair par rapport a la variable y. L'unicité garantie par 1’alternative
de Fredholm nous dit donc que ¢5 est pair par rapport a la variable y. Nous faisons I’hy-
potheése que les (fx)o<k<j—2 sont alternativement pairs et impairs : fj, est de la parité de
k. De méme nous supposons que pour 2 < k < j, ¢i est de la parité de k. Nous suppo-
sons aussi que les v, sont nuls si £ < j et si k est impair. A partir de ces hypotheses de
récurrence, on constate que 17; et g; ont la parité de j — 1.

e Si j est pair, on a que g; est impair et donc (g;, fo)yer = 0. On obtient donc que
vj+1 = 0. L’alternative de Fredholm appliquée a 1’équation (2.81) implique que
fj—1 est impair. En utilisant la parité de P, et I, on voit que le terme de droite
dans (2.79) est impair par rapport a la variable y. Par unicité de la solution de (2.79)
orthogonale a g, , on a donc que ¢;, | est impair.

e Si j est impair, f;_; est pair d’apres (2.81) sans condition sur 7;;1. On déduit de la
méme maniere que gbj{rl est pair. Le principe de récurrence permet de conclure.

Synthese et application du théoreme spectral

Remarquons que les ¢; construits sont bien tous dans la classe de Schwartz .’ (R?) et
que par construction ils vérifient tous la condition de Neumann en {z = 0}. Définissons

2J

wl, =Y o

j=0

le n-ieéme quasi-mode d’ordre J pour £;. On a que ui’n € Dom(£;). Dans la suite nous
notons y2; = 2;, pour rappeler que ces réels dépendent de n. Nous rappelons que nous

Ny 1/2
avons montré que Yo, = 0 et 2, = (2n — 1) (M) . Nous avons aussi montré

que les 2541, €taient nuls. Nous définissons la quasi-valeur propre d’ordre J :

J
s)(h) =) Yajmh’ . (2.82)
j=0
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L’analyse précédente assure alors que pour n et J fixé, on a

EICn7J > 0, dhy > O,Vh S (O, ho), || (Sh — ﬁi(h)) ug7n||L2(Ri) < C’anhJHHuZ’nHLz(Ri) .

(2.83)
En appliquant le théoréme spectral pour les paires (s;, (h), U} ,)1<n<n, on a directement
la proposition suivante :

Proposition 2.25. Pour tout n, > 1 et pour tout J > 1, il existe des constantes C,,, ; > 0
et hg > 0 telles que pour tout 1 <n < n,ona

dist (&(L4), s, (h)) < Cp, sh" .

On sait ainsi qu’il y a une valeur propre de £;, dans un voisinage de s/ (h) de taille
h'*t dés que h est assez petit. On ne sait pas encore qu’il s’agit de la n-ieme : les valeurs
propres pourraient s’accumuler pres d’un de ces développements asymptotiques. Pour le
moment nous pouvons seulement déduire un majoration de la n-ieéme valeur propre s,,(h).
On a en particulier :

Corollaire 2.26. Pour 1 <n <n,eth € (0,hy), ona

0 < 8,(h) < anh+ Cpo1h? . (2.84)

2.5 Développement asymptotique des valeurs propres

Nous avons construit dans la section précédente la série formelle 7, en cherchant une
paire propre pour I’opérateur £;,. En tronquant cette série a 1’ordre .J, nous avons obtenu
une quasi-valeur propre s (h) (voir (2.82)). Cette quasi-valeur propre fournit une majora-
tion de la n-ieme valeur propre de £),. Pour démontrer que s (1) fournit le développement
asymptotique de la n-ieme valeur propre a I’ordre ./, nous allons effectuer une minoration
de s,,(h) quand le parametre h tend vers 0.

Heuristique de la preuve

Nous détaillons le raisonnement réalisé au début de la section précédente. Nous rap-
pelons que nous cherchons (quand i tend vers 0) les plus petites valeurs propres de
I’opérateur £;, défini comme la réalisation de Neumann de

—hd) = & + (= =& —yh'*) = @0, (y.2) €RY.

Soit u € Dom(£;), on a clairement la minoration
<( - ag + (Z - 50 - yh1/2)2 - @O)U’U>L2(Ri) > / Wh(y)|u(y7 Z)|2dy dz
RZ

ot le potentiel W, (y) := p (& + yh'/?) — O a été défini en (2.61). Rappelons que nous
définissons 1’approximation de Born-Oppenheimer comme 1I’opérateur unidimensionnel

£70 = —hds +Wi(y), yeR.
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On étend £7°° en un opérateur agissant sur Dom(£;,). On le note S],?O’ *d et on a alors (au

sens des formes quadratiques) :
£, > g0 (2.85)

Puisque le potentiel 1V}, possede un unique minimum non dégénéré, on peut trouver un
développement asymptotique des valeurs propres de SEO grace a 1’approximation har-
monique et sa premiere valeur propre est simple. On en déduit que la premiere valeur
propre de 1’opérateur QEO’Qd est égale a celle de ,QEO, mais elle est de multiplicité in-
finie. Ainsi on ne peut déduire de I'inégalité (2.85) qu’une minoration grossiere sur la
premicere valeur propre de 1’opérateur £;. Afin de montrer que 1I’approximation de Born-
Oppenheimer (définie comme étant I’opérateur SEO) est le bon opérateur modele pour
décrire 1’opérateur £, nous allons utiliser des estimations d’Agmon et un procédé de
Grushin. Ces méthodes peuvent étre comparées aux résultats de [Mar89], mais notre cadre
est différent : d’une part I’opérateur £, n’est pas a résolvante compacte, d’autre part le
domaine d’intégration est une variété a bord.

Soit n, fixé, on suppose dans la suite que / est assez petit pour que s,,, (h) < 1. Soit
nog < n, nous allons prouver des estimées de concentrations pour les vecteurs propres
associés aux valeur propres (s,,(h))1<n<ng-

Définition 2.27. Soit n < ng, on note w,,,, le n-ieme vecteur propre normalisé associé
a la valeur propre s, (h). Les vecteurs propres W, ,, sont orthogonaux deux a deux. On
définit

ehﬂlo = Vect(lth, Ce ,uhm)

I’espace propre engendré par les vecteurs propres associés aux ng premiéres valeurs
propres.

Nouvelles estimations d’Agmon

Nous commencons par réaliser de nouvelles estimations d’Agmon pour déterminer
comment se comportent les vecteurs propres de £, quand h tend vers 0. Il sera important
de contrdler la dépendance des constantes par rapport au parametre semi-classique h. La
proposition suivante est juste une conséquence de 1’estimation (2.38) dans les nouvelles
variables (y, z) :

Proposition 2.28. 1l existe des constantes C' > 0, v > 0 et hg > 0 telles que pour
h € (0,hy) ona

Yo € &y /2 e**u(y, 2)]* dy dz < CHUH%Q(Ri) : (2.86)

R

La proposition suivante complete le théoreme 2.15 quand 6 tend vers 0 en donnant une
estimation dans la variable “tangente” y uniforme par rapport au parametre h. La preuve
de cette proposition est une des clefs pour montrer que I’opérateur modele SEO est une
bonne approximation pour £, quand / tend vers O.
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Proposition 2.29. [l existe des constantes C' > 0 et hy > 0 telles que pour h € (0, hg) on
a
Vv € € Ny, / oy, 2) > dy dz < CHUHiQ(Ri) : (2.87)
2

RY

Preuve : Les idées de la preuve sont classiques en dimension 1 (voir [Sim83] ou
encore [DS99]) et nous la détaillons dans notre cas. Nous partons de la formule IMS
(B.7) pour contrdler ’énergie de e/¥lv ol v est un vecteur propre de £;. La minoration
(2.85) permet d’introduire le potentiel 17}, (y). Comme ce potentiel a un unique minimum
en y = 0, on réalise alors une partition du domaine d’intégration selon que 1’on est loin
ou pas de ce minimum : d’une part on minore W}, (y) grossiérement loin de y = 0, d’autre
part puisque ce minimum est non-dégénéré on peut estimer le potentiel a partir de son
approximation quadratique pres de y = 0. Le corollaire 2.26 permet de contrdler les
valeurs propres qui apparaissent dans les formules IMS.

Notons q, la forme quadratique associée a I’opérateur £;,. Supposons que v = 1y, ,, est
un vecteur propre de £, et introduisons la fonction ®(y) = |y|. En réalisant le changement
d’échelle y — h'/?y dans 1’identité (B.7), on obtient une formule IMS “semi-classique” :

0,(c%0) = [ (1008 + HO,B + s () [e*of? dydz.
R2
En utilisant (2.85) on a donc
/ (Wi(y) — h = sn(h))e¥v(y, 2)]* dydz < 0 (2.88)
R}

avec Wy (y) = p(& + h'/?y) — ©y. On découpe a nouveau le domaine d’intégration
selon les valeurs de Wy, (y) — h — s, (h).
e Lorsque nous ne sommes pas trop €loignés de &, puisque le minimum de p} est
non dégénéré, on sait qu’il existe ¢y > 0 tel que

N/
Wi(y) > (M%‘I(&))y% des que |y| < egh™ 2. (2.89)

e Si on est loin du minimum, ¢’est-a-dire si |y| > ¢gh~/?, on a
Wh(y) > 1m0 >0

avec 1y = min{u (& £ o)} — O
Soit Cy > 0. D’apres ce qui précede, on a donc

Ny
Wh(y) > min {770, WCgh} des que |y| > Cp . (2.90)

En utilisant le corollaire 2.26 et en choisissant Cj assez grand, on a donc pour h assez
petit ’existence d’une constante ¢ > 0 telle que

Wi(y) — h —s,(h) > ch desque |y| > Cy. (2.91)
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En découpant le demi-plan selon |y| > Cj et |y| < Cy dans (2.88), on obtient :

ch/ lelo(y, 2)|? dy dz < / (Wi(y) —h— 5n(h)||e|y‘v(’y, 2)Pdydz . (2.92)
ly|=Co

y<Co

Or en utilisant encore que W}, (y) est minimum en y = 0 on obtient :
3C >0,  |[Wa(y)| < Coh  des que |y| < Cy .
Nous utilisons a nouveau le corollaire 2.26 pour trouver que
301 >0, [Wily) —h —sa(h)| < Cih des quey| < Co.
Ainsi a partir de (2.92) on a

016200

/ lelo(y, 2)[2 dy dz < / vy, 2)[> dy dz
ly|>Co y<Co

puis

J

Il reste a démontrer le cas général ou v € &, ,,,. L’estimation est une conséquence directe
du fait que les w;, ,, sont orthogonaux et que €y, ,,, est de dimension finie. O

] 2dudz < CLQCO 2Co 23ud
ey, 2)["dydz < +e [v(y, 2)|" dy dz .
c y<Co

2
+

On en déduit des contrdles des moments qui nous serviront pour minorer la forme qua-
dratique q;, de ’opérateur £;. L'uniformité des constantes par rapport a h est parti-
culierement importante :

Corollaire 2.30. Soit k = (ky, ko) un couple d’entiers positifs, alors il existe des constantes
Cr > 0,6 > 0et hy > 0 telles que pour h € (0, hy) on a

Vo € €y, /2 lyl* 2" [o(y, 2)]? dy d=z < Ck”“”%%m) - (2.93)

R+
On peut aussi contrdler 1’énergie des vecteurs propres et leurs moments a 1’infini :

Corollaire 2.31. Pour tout €y > 0, il existe des constantes hg > 0, v > 0 et C' > 0 telles
que pour h € (0,hg) on a

Vo € €, Ny, /|> - (1+[y*) [o(y, 2)[*dydz < ce-vh””uvug(m). (2.94)
y|>eo —1/2

Preuve : Commencons par le moment d’ordre O : soit ¢, > 0, alors il existe une
constante Cj > 0 telle que pour h € (0, hg) :

[ iR dyds < Colllage,
lyl=eoh 1/ i
On minore le facteur exponentiel sur le domaine {y > ¢;h~'/2} et on trouve

_ —1/2
o et s < oo g
y|>eoh™
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Soit § € (0,2), en utilisant (2.87) on a qu’il existe une constante C; > 0 telle que pour
h € (O, ho) .

/ y'e’ Moy, 2)]* dy dz < Cillv)7as) -
ly|>eoh=1/2 )

En appliquant le méme raisonnement que précédemment, on a
4 2 —egh—1/2 2
[ AP dyds < Gt ol
ly|>eoh—1/2 "

On somme ces deux estimations et le corollaire est prouvé. 0

Approximation des vecteurs propres

Nous rappelons que nous voulons montrer que les vecteurs propres uy, , sont proches
des quasi-modes construits dans la section 2.4. Pour cela nous allons projeter ces vecteurs
propres sur le noyau de bg) — Oy, et nous servir des estimées d’Agmon montrées plus
haut pour estimer la norme de cette projection quand h tend vers 0. On se servira alors des
vecteurs propres de £, comme de quasi-modes pour I’opérateur SEO dont le spectre est
explicite, et le théoreme spectral nous permettra de conclure. Remarquons que cette idée
d’inverser les roles des fonctions propres et des quasi-modes est tres fertile. C’est une des
idées principales du processus de Grushin (voir [Gru72]).

Définition 2.32. Nous introduisons la projection sur l’espace propre engendré par le
vecteur propre de ’opérateur modele. Soit donc

Iy : L*(RY) — L*(R) @ vect(ug )

le projecteur défini par
N N
ow = (w, ug, ) zer, Ug, -

On a alors les estimations suivantes :
Proposition 2.33. Soit ) la forme quadratique associée a I’opérateur Idp»ry® (bENo — @0) :
Vw € Dom(£;), Qw) = / 0.w]* + ((z — &) — ©p) |w|* dyd= .
#
11 existe deux constantes C' > 0 et hg > 0 telles que pour h € (0, hy) et wy,,, € €, ona
Qupn — oup,) < Oh1/2||uh,n”i2(ﬂz2+)
Q (Dyunn — Ho(Byunn)) < ChY | nl|72 ge
Q(yuh,n - HOyuh,n) S Chl/QHuh,n”%Q(Ri)
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Preuve : Puisque Oy = inf G(hgj), il est clair que la forme quadratique () est posi-
tive :
VYw € L*(R) ® B*(R,), Q(w)>0.

De plus il est clair que (Idz2®) ® (hg, — ©p) )Ilow = 0 pour w € L*(R) ® B'(Ry). On
a donc
Vw € Dom(£;), Q(w) = Q(w — yw),

ainsi pour démontrer la proposition, il suffira de borner Q(w;,,,), Q (9w, ) et Q(yuy,,).
Une fois ces considérations effectuées, nous utilisons a plusieurs reprises 1’équation aux
valeurs propres pour relier les différentes quantités a estimer : en effet on a

’Qhuh,n =S, (h)uh,n

et donc
/ RO (y, 2)|* + |00 (y, 2) [ + (2 — & — yh' ) [ (y, 2)* dy dz
R%

On développe le potentiel pour faire apparaitre la forme quadratique () :

710yt 72z + Qunn) — 20Y2((2 = €0)yrtn, W) p2ez ) + Allyttnnlfos
= 5n(h)Huh,nH%2(Ri) '

A partir du corollaire 2.26, de I’'inégalité de Cauchy-Schwarz et de I’estimation (2.93), on
trouve qu’il existe une constante C| telle que

Q(uh,n) S COh1/2‘|uh,n||iz(Ri) .
En exploitant a nouveau (2.95), on a directement
hHayuh,nHi%Ri) < ﬁﬂ(h)Huh,nH%%Ri)

et en utilisant une nouvelle fois le corollaire 2.26 pour controler la valeur propre, on a
qu’il existe une constante C'; > 0 telle que

Hayuh,nH%%Ri) < ClHuh,nH%%Ri) : (2.96)

Pour obtenir le controle en norme H' sur d,uy,, on va dériver 1’équation (2.95) par
rapport a la variable y. Ceci est possible puisque les vecteurs propres sont dans la classe
de Schwartz (voir [Ray09b], ou des résultats plus généraux comme [Hor05] par exemple).
De plus en dérivant la condition de Neumann en {z = 0} par rapport a y, on constate que
Oyuy, ,, Vérifie encore la condition au bord. On a donc montré que d,uy,,, € Dom(£;). On
calcule £,0,u;,,, et on fait apparaitre un commutateur :

£5,(0uh0) — 2102 (2 — & — yh )y, = 5,(1) Oty (2.97)

Ona
hHazuh,nH%%Ri) < d4;,(9yunn)
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En prenant le produit scalaire avec u,,, et en faisant une intégration par parties en y on
obtient

9, (Oyunn) = 5n(h)’|ayuh,n|’%2(ﬂ{i) + 2h1/2<(2 — & — yh1/2)uh,naayuh,n>L2(R3_) .
(2.98)

En utilisant le corollaire 2.26, I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le commutateur ainsi
que les estimations (2.93) et (2.96), on obtient

10510l 2gey < Csh™ 2|t T2ee (2.99)
avec C'3 > 0. On reprend (2.97) afin de faire apparaitre Q(9,uy,,) :

h||a§uh,n||%2([gi) — 202 ((z = & — yh' Py, Oylnn) 2(R2)
+ Q(Oyttnn) — 202 ((2 — &0)ydythm, Oyttnn) 2wz ) + MYy nl| 72 g2

= 50 (W)0,1n.0 22 sz

Le seul terme nouveau a contrdler est 2h'/2((z — £0)YO0ytp 1, Ot ) r2(rz)- On réalise
une intégration par parties en y puis on utilise 1’inégalité Cauchy-Schwarz et (2.99) (en
plus des estimations précédentes) pour trouver qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

20" *{(2 = €0) YOyt m, Oytin ) r2(rz) < O4h1/4||uh»n||%/2(]1§3_) ,
On trouve finalement qu’il existe une constante C5 > 0 telle que
Q(Oyupn) < 05h1/4||uh,n||%2(mi) :

Il ne reste plus qu’a controler ywy, ,,. Il est clair que cette fonction est encore dans le
domaine de I’opérateur (elle est a la régularité de u, ,, et vérifie la condition de Neumann).
Ona

Sh(yuh,n) + 2h(‘9yuh,n = sn(h)yuhm .

Comme précédemment on fait apparaitre Q(yuy, ) en développant qy, (yu,») :
IO, 5010 B + Qi) + 2B(0 00, it e
= 201%((2 = o)y wh Yuna) 22y + hlly wnnl| T2y = S () [yl Z2gee ) -

En utilisant les mémes ingrédients que précédemment, on obtient qu’il existe une constante
Cs > 0O telle que

Q(yn,n) < CGhl/QHuh,nH%%Ri)

et la proposition est prouvée. 0

Corollaire 2.34. 1l existe deux constantes C' > 0 et hy > 0 telles que pour h € (0, hy),
ona

Vo € €ppg, v — o]z + [Jyv — o(yv)| 22y < Chl/B””HL?(Ri) . (2.100)
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Preuve : Supposons que w € L*(R) ® B'(Ry) vérifie (w,ug ). = 0. Alors par le
principe du min-max, on a

Q(w) = (Ngl(fo) - @0) ||w||2L2(Ri) :
On obtient donc
(MzN(fo) - @0) (H’U - HO“HHI(Ri) + [lyv — Ho(yU)HLQ(Ri)>
< Qv —TMv) + Q (9,(v — Hgv)) + Q(yv — yllgv) . (2.101)

On conclut avec les estimations de la proposition 2.33. 0

On notera que 1’écart entre les deux premieres valeurs propres (aussi appelé “spectral
gap”) de I’opérateur modele hg) est une hypothese importante.

Corollaire 2.35. Il existe hy > 0 tel que pour h € (0, ho) le projecteur 11y est un isomor-
phisme de &y, ,,, vers I1o(&Ep ).

Conclusion

Nous pouvons maintenant conclure en remplagant le potentiel 1) (&, + yh'/?) par son
approximation. Soit v € €, ., grace au corollaire 2.34 nous pourrons dans nos estima-
tions remplacer v par IIyv en effectuant une erreur de I’ordre de h'/8. On rappelle qu’a
partir de (2.85),on a :

{(hO2 + 1Y (& + yh''?) — ©g) v, v>L2(R2+) < 5n0(h)]|v||%2(R2+) . (2.102)

Soit ¢y > 0, grace au corollaire 2.31, on a

/y|>60h1/2

On se sert d’une formule de Taylor pour le potentiel i — uY (& + h'/2y) : il existe une
constante C'(¢) > 0 telle que

/|;L/|>60h1/2

ot C(eg) > 0 est une constante qui vient du corollaire 2.93. Ainsi en utilisant (2.102) on

2

2 ) 0| dydz = O )olage -

(ulf(ﬁo +yh'/?) — 6, — p ) (&) 2) v

2
dydz < C(eo)lly’h*?0l[72 g2

(lel(fo i yh1/2) —0,— h(ﬂll\l);(&)yz) v

)

< 01(60)h3||v||2L?(R1) :

Ny
p)" (&
h < (a; L )2( O)y?) v, v> = b2 ||vl|Ta g ) < 8o (W) 011722

avec (5 > 0 une constante. En appliquant le corollaire 2.34, on obtient

o . (1)"(%) » 9/8 2 2
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ou C3 > (0 est une constante. Ainsi on déduit du principe du min-max que

(2n — 1)/ VL€ _ Cpd/ < g, (h) .

La construction des quasi-modes et la majoration (2.26) assuraient que I’opérateur £,

2
h assez petit. La minoration que nous venons d’obtenir montre qu’il y a exactement n

valeurs propres dans cet intervalle pour h assez proche de 0. Nous rappelons que s,,(h)
est la n-ieme valeur propre de £, et nous déduisons de la proposition 2.25 :

possede au moins n valeurs propres dans I’intervalle [0, (2ng — 1)(M)1/ 2h| pour

Proposition 2.36. Pour tout n,. > 1 et pour tout J > 1, il existe deux constantes C,,, ; et
hog > 0 telles que pour tout 1 < n < n,, la n-ieme valeur propre de £}, vérifie

|5 (h) = 53 (R)| < Coy g2
out la quasi-valeur propre s? (h) a été définie en (2.82).

Ainsi les séries formelles construites dans la section précédente fournissent bien les
développements asymptotiques des plus petites valeurs propres de £;, quand h tend vers
0. Puisque ces séries formelles sont distinctes, on obtient que pour h suffisamment petit,
la n-ieme valeur propre est simple. Revenons a I’opérateur Ly : on rappelle la relation
entre les spectres des opérateurs Ly et £, (voir (2.60)) :

0n(0) = cos (O + s, (tan b)) .

Ainsi en utilisant les développements en séries de tanf et cosf , la proposition 2.36
fournit une suite de réels (/3;,,); telle que

J
VJ >0, cost (O + s, (tand)) = Y B0 + 007" . (2.103)

=0
Grice a (2.82), les réels 3;,, se déduisent des ; ,, construits par récurrence, on a en parti-

culier By, = Opet B, = (2n—1)4/ w On a donc montré 1I’asymptotique suivante :

Théoreme 2.37. 1] existe une suite (3;,,) >0 telle que pour tout n, > 1 et J > 1 on a une
constante C,,, j > 0 et un angle 0, > 0 tels que pour 1 < n < n, et € (0,0,), 0,(0) est
une valeur propre simple de Ly. On a de plus

J
00(0) = > Bjnt’| < Cp. 671"
7=0

o les ;) se déduisent des (7;,,) a partir de (2.82) et (2.103). Les premiers termes de
I’asymptotique sont :

Bom =00 et [in=02n-1) MQH(&))
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Remarque 2.38. On peut déduire du théoréme spectral un résultat d’approximation pour
les vecteurs propres. Rappelons que nous avons défini u;{,n le n-ieme vecteur propre ap-
proché a I'ordre J pour I’opérateur £;,. Puisque I’écart entre les valeurs propres est de
I’ordre de grandeur de A, on applique le théoreme spectral pour les vecteurs propres (voir
[VL62]) a partir de I’estimation (2.83) :

||uf{n - uh,n”LZ’(R'i) = O(hJ) )

Notons que cette estimation n’est pas uniforme par rapport a J ou n. On a bien siir un
résultat similaire pour les vecteurs propres de L, en utilisant le changement de coor-
données (2.9) ainsi que h = tanf. On remarque que le développement des vecteurs
propres de L, fait intervenir I’échelle “naturelle” §'/2. Pour des raisons de parité, I’asymp-
totique des valeurs propres o,,(6) quand 6 tend vers 0 ne comprend que des puissances
entieres de 6.



Deuxieme partie

L’opérateur de Schrodinger avec champ
magnétique sur le diedre
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Chapitre 3

Réduction du diedre au secteur

Nous nous intéressons a la réalisation de Neumann de I’ opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique constant unitaire dans un diedre infini. Dans la section 3.1, nous dis-
cutons du choix du potentiel magnétique associ€ au champ magnétique et nous montrons
que le probleme se ramene a une famille d’opérateurs sur un secteur. Dans la section
3.2 nous présentons un opérateur modele qui correspond a la situation particuliere ou le
champ magnétique est parallele a I’aréte du diedre. Dans la section 3.3, nous étudions la
dépendance du spectre de I’opérateur sur le diedre par rapport a la géométrie du probleme,
c’est-a-dire par rapport a la direction du champ magnétique et a I’angle d’ouverture du
diedre. Nous montrons en particulier des propriétés de symétrie et de continuité. Fi-
nalement, nous montrons dans la section 3.4 des estimations sur le bas du spectre de
I’opérateur.

Nous ne considérerons que des domaines convexes. Pour a € (0, 7) nous définissons
le diedre infini d’angle o comme le domaine

Dy = {(21, 29, 73) €ER® 21 > 0, |12| < 23 tan 5} .

Nous étendons cette définition en posant D, pour le demi-espace d’équation {z; > 0}.
Nous supposons que le diedre est plongé dans un champ magnétique constant unitaire

B .= (bl,b27b3) .

Lorsque nous étudierons I’influence de la direction du champ magnétique, il sera pertinent
d’utiliser les coordonnées sphériques :

B = (sin#sin~y, cos 6 sin~y, cos ) (3.1)

avec 0 € [0,27) ety € [0, 7] (voir la figure 3.1). Nous cherchons un potentiel magnétique
A vérifiant rot A = B. En notant A = (ay, as, ag), on cherche donc une solution au
systeme suivant :
Orya3 — Oggag = by,
rot A =B: ¢ —0,,a3+ 0,,a1 = by,

8,,31@2 — 8272a1 = bg .

125
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xs3

FIGURE 3.1 — Le diedre infini d’ouverture « et le champ magnétique B de coordonnées
sphériques (v, 0).

Puisque le diedre D, est invariant par translation selon I’axe {x3}, il est naturel de
chercher une solution particuliere de ce systeme sous la forme d’un potentiel magnétique
qui ne dépend pas de x3. Nous sommes donc amenés a résoudre le systeme

Onya3 = b1, (3.2a)
_8901&3 = b2 ) (32b)
6“@2 — ax2a1 = b3 . (32C)

Grace aux équations (3.2a) et (3.2b), nous voyons qu’une solution particuliere pour la
troisieme coordonnée de A est donnée par

(lg(l'l,l'g) = Z'le — .CEle . (33)

Une solution qui vérifie (3.2¢) est donnée par

Nous avons donc trouvé un potentiel magnétique qui est une solution particuliere de
rot A = B, que nous notons AS :

X x
AS(1,22,5) = (= b, s, wabi — 1l ) (3.4)

Nous pouvons définir I’opérateur de Schrodinger magnétique avec condition de Neumann
(cf (B.2)):
Pas p, = —(V —iA®)?

dont le domaine Dom(Pas p, ) est défini en (B.3). On introduit la notation suivante pour
le bas de son spectre :
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Définition 3.1. Pour un champ magnétique B = (by, by, b3) donné, on définit
s(B;a) =inf & (PAS,DQ)
oit A5 est fourni par (3.4).

Notons que pour un champ magnétique B constant unitaire donné, il n’y a pas unicité
de la solution pour le probleme énoncé en (3.2c¢), (3.2a) et (3.2b) : nous donnerons dans la
suite des solutions explicites différentes de AS. Nous introduisons la classe des potentiels
magnétiques que nous allons utiliser :

Définition 3.2. Soit B un champ magnétique constant unitaire. On note </ (B) I’ensemble
des fonctions de D, a valeurs dans R3 vérifiant les hypothéses suivantes :

rotA =B, (3.5a)
A est invariant par translation selon 'axe {3} , (3.5b)
A est linéaire . (3.5¢)

L’ensemble <7 (B) est appelé la classe des potentiels magnétiques associée au champ
magnétique B.

Un représentant A € o/ (B) de cette classe sera appelé un potentiel magnétique as-
socié au champ magnétique B. Pour un tel potentiel magnétique, nous définissons Pa p,
la réalisation de Neumann de I’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique. On re-
marque que AS € o/(B), ainsi on a rot(A — AS) = 0 sur D,,. Puisque I’ouvert D, est
simplement connexe, on sait que A et AS different d’un gradient au sens suivant :

Jp € L2 (D,), A—-A5=Vo¢.

Puisqu’on a supposé que les éléments de la classe <7 (B) sont linéaires, on déduit que ¢ est
quadratique. La fonction ¢ est appelée la “jauge” du potentiel A par rapport au potentiel
AS. On obtient grace a la proposition B.2 sur le changement de jauge :

Proposition 3.3. Soit B un champ magnétique constant unitaire. La famille (Pa,p,) Ac./(B)
forme une famille d’opérateurs deux a deux unitairement équivalents. Le spectre de Pa p,
ne dépend que du champ magnétique B et de ’ouvert D,. On a en particulier :

VA € &/(B), inf&(Pa,p,)=s(B;a). (3.6)

Lorsque nous souhaiterons étudier la dépendance du bas du spectre par rapport aux
coordonnées sphériques du champ B (voir (3.1)), nous noterons aussi

s(7,0;a) :=s(B;a) . (3.7)

Nous allons démontrer un résultat typique des opérateurs sur un domaine invariant par
translation : le spectre discret de I’opérateur P4 p, est vide. On commence par un lemme
classique :
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Lemme 3.4. Soit T,, ’'opérateur de translation dans la direction x5 :
Tou(xy, xe, x3) = u(xy, T9, 23 — @) .

Soit F' un espace vectoriel de dimension finie composé de fonctions continues par rapport
a la variable x3. On suppose que

VaeR, T,(F)CF.

Alors les éléments de ' sont réguliers et sont solutions d’une équation différentielle
linéaire a coefficients constants.

On peut maintenant énoncer le résultat sur la nature du spectre de I’opérateur Pa p,, :

Proposition 3.5. On a
S (PA,Da) = 6688 (PA,DQ)

et s(B; «) ne peut pas correspondre a une valeur propre isolée pour Pa p,.

Preuve : Supposons que le bas du spectre ne corresponde pas a du spectre essentiel. Il
s’agit alors d’une valeur propre de multiplicité finie et il existe un vecteur propre associé
dans le domaine de I’opérateur que nous notons u. Puisque le diedre est invariant selon
x3, il est clair que pour tout a € R, la fonction définie sur D, par

Uq : (T1, T, x3) > u(T1, T2, T3 — Q)

est encore dans le domaine de 1’opérateur. De plus, comme A ne dépend pas de x3, la
fonction u, est encore un vecteur propre de Pa p, associé a la méme valeur propre. L’es-
pace propre associé est donc stable par translation selon la direction x3. Le diedre D,, est
convexe, donc d’apres la proposition A.4, les fonctions propres sont continues, ainsi les
fonctions propres sont continues par rapport a la variable x3. On utilise le lemme 3.4 : les
fonctions propres sont solutions d’une équation différentielle (par rapport a la variable z3)
linéaire a coefficients constants. Ils ne sont donc pas dans L?(D,,), ce qui est une contra-
diction puisque les vecteurs propres doivent etre dans le domaine de 1’opérateur. 0J

3.1 Réduction de la dimension

3.1.1 Choix du potentiel magnétique

Soit B un champ magnétique constant unitaire. Nous décrivons les potentiels magné-
tiques A € «7(B). L’hypothése (3.5b) traduit le fait que le potentiel magnétique A ne
dépend pas de x3. Nous définissons le secteur infini d’angle o € (0, 7] comme I’intersec-
tion de D,, et du plan {z3 = 0} :

So = {(x1,20) ER? 21 > 0, |20] < 13 tan 5} . (3.8)
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Ainsi un potentiel magnétique A € o/ (B) peut étre vu comme une fonction linéaire
définie sur S, a valeurs dans R?. Nous notons génériquement A = (ay, as, az). Grice aux
équations (3.2a) et (3.2b), nous fixons la troisieme coordonnée de A en prenant

CL3(£C1,33'2) = .%'le — CCle . (39)

Nous reconnaissons en (3.2¢) un rotationnel en dimension 2 que nous définissons naturel-
lement :

Définition 3.6. Pour une fonction A := (ay,az) définie sur S, a valeurs dans R?, on
définit
rot A = 0, a9 — 0,00

son rotationnel en dimension 2.

Nous introduisons une nouvelle classe de fonctions définies sur le secteur :

Définition 3.7. Etant donné un scalaire bz, on définit <7 (b3) comme I’ensemble des fonc-
tions A : S, — R? vérifiant les hypothéses suivantes :

rot A = bs, (3.10a)
A estlinéaire . (3.10b)
Un tel A est appelé “potentiel magnétique plan” associé au scalaire bs. Lorsqu’iln’y aura

pas d’ambiguité sur le nombre de composantes du potentiel, nous appellerons encore A
“potentiel magnétique” .

La proposition suivante fait le lien entre cette définition et la définition 3.2 :

Proposition 3.8. Soit B := (by, by, b3) un champ magnétique constant unitaire. Soit as :
S, — R la fonction définie par az(x1,x3) = xaby — x1bs. Soit A : S, — R? une fonction
définie sur le secteur. Alors A € <7 (bs) si et seulement si la fonction A = (A, a3) est

dans la classe < (B).

Ainsi une fois le potentiel magnétique plan A € 7 (b3) choisi, on déduit le potentiel
magnétique A € o7 (B) a partir de la relation

A= (A a) (3.11)

avec ag défini en (3.9). On a donc A5(x, ) = (—%b3, Gbs) et AS € o7/ (bs). Comme
pour un potentiel magnétique en dimension 3, deux potentiels magnétiques plans qui sont
dans la classe .27 (b3) different d’un gradient :

VA € /(by), 3p € LE(Sa), A=A%+Vs.

loc

On étend ¢ en une fonction définie sur le diedre en posant ¢(x1, 72, 73) = ¢(71,72) ®
Id(x3). On a alors d’apres (3.11)

A=A+Vop.

Nous citons maintenant trois choix particuliers de potentiels magnétiques plans dans la
classe <7 (b3). Les potentiels magnétiques dans la classe .7 (B) correspondants se déduisent
grace a (3.11). Nous explicitons aussi les opérateurs de Schrodinger associés :
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3

e Le potentiel appelé “potentiel symétrique” a déja été présenté : il s’agit de A® (1, ) =
(—%2bs, %Z-bs). L’ opérateur associé est

Pas o, = (Da + %@)2 + (s, - %@)2 + (Dyy + 21by — wab1)°
e Le potentiel de Landau : A™(zy, 25) = (0, 1b3). L opérateur associé est
Pavp, = D2 + (Dy, — 21b3)” + (Dyy + 21by — 22b1)
e Le potentiel A¥(zy,25) = (—22b3,0) et 'opérateur associé :

PAR,Da = (ngl + .T2b3>2 + chz + (Dx3 + Qflbg — .’E2b1>2 .

Les trois opérateur cités sont unitairement équivalents d’apres la proposition B.2. Nous
explicitons la jauge qui permet de passer d’un potentiel magnétique a 1’autre pour les
exemples cités ci-dessus : on a Al — A8 = V?L avec

1

@L(M;Iz) = §$1$2b3 .

De méme on trouve que AR —AS = V(bR avec

qu(SL’l,IQ) = —§$1$2b3 .

3.1.2 Réduction a un probleme sur un secteur

Nous supposons désormais que A € 7 (B) s’écrit
A(x1,72) = (A(71, 72), 2b1 — 71b3)

avec A € 7 (bs) (nous avons donné ci-dessus trois exemples pour un tel potentiel magnétique).
Nous réalisons une transformée de Fourier partielle par rapport a la variable x5 :

7
PA,Da = / PA7$a + (7' — (ZL‘le — I’lbg))z dr . (312)

eRr

Nous voyons apparaitre le potentiel (x1b,—22b1+7)2. Nous rappelons que dans le chapitre
1, nous avons étudié 1’opérateur —9? + (¢ — 7)% pour ¢ > 0. Ainsi afin de garder la
méme convention sur le parametre de Fourier que dans les chapitres précédents, nous
réalisons le changement de variable 7 — —7 dans (3.12). Nous introduisons B := (b1, by)

la projection du champ magnétique sur le plan {x3 = 0}. En définissant le potentiel
électrique
Vi, (1, 22) = (01by — woby —7)° (3.13)
on a donc
@
Pa,p, = / (Pa,s. + VB,r)dr (3.14)
TER
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ou I'opérateur Py s, + VB, - est la réalisation de Neumann de (—¢V — A)z + VB, surle
secteur S,. Il s’agit d’un opérateur de Schrodinger avec un potentiel magnétique plan A
et un potentiel électrique Vg, . Ce type d’opérateur a été introduit dans la section B.2.
Pour le choix du potentiel magnétique A®(zy, z5) = (— b3,
la classe 7 (bs3), on peut définir

x1

“Lb3) qui appartient bien a

s(Byo, 7)== inf & (Pys s, + VB,r) -

D’apres la proposition B.2 sur les changements de jauge, les opérateurs (Pa s, +VB, r) Aco/(bs)
forment une famille d’opérateurs unitairement équivalents deux a deux. Ainsi le spectre

de I’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique A et potentiel électrique Vg » sur

le secteur S, ne dépend que de I’orientation du champ magnétique B, de I’angle « et de

la valeur du parametre de Fourier 7. On a donc :

VA € o/ (b3), inf&S(Pas,+Ver) =sB;a,7). (3.15)

Nous rappelons que (7, #) sont les coordonnées sphériques du champ magnétique B et
nous définissons

Vy,0,-(x1, ) := (21 cosfsiny — zosinfsiny — 7')2 ) (3.16)
D’apres la définition (3.13) onabien Vg » =V, g -.

Remarque 3.9. Siy = 7, c’est-a-dire si le champ magnétique B est orthogonal a I’aréte
du diedre, ona Vz o, = (z1cosf — xysinf — 7)% Lopérateur Py s, + Vi, - est alors
I’opérateur —A + (1 cos  — x4 sin @ — 7)? sur le secteur S,, avec condition de Neumann
sur le bord.

Lorsqu’il sera pertinent de représenter le champ magnétique B par ses coordonnées
sphériques, nous noterons

s(v,0;a,7) :=s(B;a,7). (3.17)

D’apres (3.14), on a une relation importante entre le probleme spectral sur le diedre et
celui sur le secteur :

Proposition 3.10. Pour tout champ magnétique B constant unitaire, on a

s(B;a) = inf s(B; v, 7) (3.18)

soit en coordonnées sphériques :

s(y,0;a) = in}%g(v,@;aﬂ') . (3.19)
TE

Remarque 3.11. On voit 1a un principe général des opérateurs de Schrodinger magnétiques
que nous avions déja vu dans les chapitres précédents : on trouve un lien entre le bas du
spectre de I’opérateur et I’infimum des spectres d’une famille d’opérateurs dans un espace
de dimension inférieure.
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Il sera intéressant de savoir si la valeur s(B; «, 7) correspond a du spectre discret pour
I’opérateur Py s, + VB, ,. Ainsi nous définissons

Sess(Bi @, T) :=Inf S5 (Pa,s. + VB, +) (3.20)

le bas du spectre essentiel de I’opérateur défini sur le secteur. Nous notons encore en
coordonnées sphériques

§ess(’770; Oé,T) = §eSS(B;Oé,T) .

Il est a noter que cette quantité n’a a priori pas de lien direct avec le spectre de I’opérateur
PA Da .

3.2 Cas particulier d’un champ tangent a I’aréte

Nous décrivons ici les résultats connus lorsque le champ magnétique a comme co-
ordonnées cartésiennes B = (0,0, 1) : il est tangent a ’aréte du diedre. La coordonnée
sphérique ~y vaut alors 0 et la coordonnée # n’est pas définie. Le potentiel magnétique en
dimension 3 est alors A = (A, 0) avec A € /(1) et le potentiel électrique est constant :
Vg, = 72. Lopérateur de Schrodinger sur le secteur S,, est

Pas,+Ve,=Pas, +7°, (3.21)

Nous notons
p(a) :=inf & (Pas,) -

de sorte que s(B; «, 7) = p(a) + 72. Ainsi d’apres (3.18) on a

s(Bia) = p(a)

et pour étudier le bas du spectre de I’opérateur Pa p,,, il suffit d’étudier le bas du spectre
de I'opérateur Py s,,.

Remarque 3.12. L’opérateur Pa s, avec A € 7 (1) sera considéré comme un opérateur
modele pour étudier I’opérateur Py s, + VB, - dans le cas général B # (0, 0), c’est-a-dire
lorsque B # (0,0, 1).

L’opérateur Pp s, avec A € 4/(1) a été étudié dans [BonO3a]. Le bas du spectre
essentiel de Py s, vaut © (voir [Bon05]) et donc

Va € (0,7], pla) <Oq. (3.22)
Il est démontré dans [JadO1b] et [Pan02] que ,u(g) < ©p. On trouve dans [Bon05] I’esti-

mation suivante :

S _ cosa u (0)*. (3.23)

s < -
VQE(OaQ]v pla) = sine 4sino

On a donc que ji(cv) est une valeur propre de P s, pour a € (o, 5] avec

T u (0)
ap =3 = 2 arctan( 5406()0) ).
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A I’aide d’estimations sur O et ugJ (0) (voir par exemple [BN12]), on trouve o ~ 1.09.

L’étude d’un opérateur unidimensionnel fournit dans [Bon05] le quasi-mode suivant :

—e_iLfex _oz_pQ L—z'
o= ey (2 (L 1))

ou (p, ¢) sont les coordonnées polaires associées a (z1,z3). Ce quasi-mode fournit la
majoration :

[0
a) < —. (3.24)
p(a) 7
Dans [Bon05, proposition 4.2], cette construction de quasi-mode est améliorée et permet

d’obtenir :
«

= rar

La majoration (3.22) est donc stricte pour des valeurs de « suffisamment petites. En

N

Va € (0,7], p(a) (3.25)

06l (1) ® ,

0.5 b
Localization of u(c)

0.4 B

() // () 4)

0.3 4

0.2 4

0.1 q

FIGURE 3.2 — Localisation de (). Les courbes (1), (2), (3), (4) et (5) correspondent
respectivement aux estimations (3.22), (3.24), (3.25), (3.23) et (3.27). Ce graphe est issu
de [Bon03b].

utilisant ces deux majorations, on démontre que () < ©g pour a € (0, 5]. Bien que des
calculs numériques le laissent penser (voir [ABN0O6] et [BNDMV07]), ce fait n’est pas
démontré en général pour o € (3, 7).

Des estimations d’Agmon basées sur la connaissance du spectre essentiel permettent de
montrer que les vecteurs propres associés sont concentrés dans le coin du secteur et
décroissent exponentiellement vite a I’infini. Plus précisément on suppose que u(a) < Oy
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et on note U, un vecteur propre normalisé associé a la valeur propre p(«a). Soit € €
(0,09 — p(c)). On définit la fonction

d(x1,19) = /Oy — () —er/a? + a3, (z1,22) €S, .

On trouve alors dans [Bon05] I’estimation suivante : il existe une constante C, , telle que

||€¢Ua”H{A(Sa) < Ce,a . (326)

0.6F

0.5¢

0.4
o3F ““““““ - R L

[0 )] SEE “““ e TR [EEPTTTI
: : ——Essential spectrum
01k Ao TR TR | Upper bound
: : —— Lower bound

: : - Numerical estimates
O i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 3.3 — Illustration de pu(a) gradce a un calcul par éléments finis issu de
[BNDMVO07]. On a aussi représenté les encadrants des estimations (3.22), (3.24) et (3.27).

Quand I’angle d’ouverture du secteur tend vers 0, on trouve dans [Bon05] I’asymptotique

“petits angles” suivante :
«

a) ~ —
pla) ~ 7
et pour « assez petit, cette valeur propre est simple. Dans [Bon05], une construction de

quasi-modes fournit un développement asymptotique de la plus petite valeur propre a tout
ordre en puissances impaires de «.

Il est démontré que les fonctions o — ap(a) et av — () /o sont respectivement crois-
sante et décroissante. En utilisant le fait que p(7) = ©y, on a ainsi une minoration :

Vo € (0, 7], @0% < u(a) . (3.27)

Des simulations numériques issues de [ABN06] et [BNDMV07] laissent penser que o —>
() est croissante sur (0, ), mais ce résultat n’est pas démontré.
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Remarque 3.13. D’apres (3.21), pour ce cas modele le minimum en 7 du bas du spectre
de la famille d’opérateurs a parametre sur le secteur (Pa s, + VB, r)rer est atteint pour
7 = 0, ainsi le bas du spectre de 1I’opérateur sur le diedre se déduit directement de I’étude
d’un opérateur de Schrédinger magnétique sans potentiel électrique sur le secteur. Nous
allons voir que lorsque v # 0, c’est-a-dire lorsque le champ magnétique B n’est pas
parallele a I’aréte du diedre D,,, I'influence du parametre de Fourier 7 sur le spectre de
I’opérateur Py s, + VB, - rajoute une difficulté supplémentaire par rapport au cas v = 0, et
il faudra étudier une famille d’opérateurs de Schrodinger magnétique sur le secteur avec
un potentiel électrique qui dépend d’un parametre. Sauf mention explicite, nous suppose-
rons que vy # 0 dans la suite, c’est-a-dire que le champ magnétique n’est pas tangent a
I’aréte du diedre.

3.3 Cas d’un champ non tangent a I’aréte

Nous rappelons que nous notons (7, &) les coordonnées sphériques du champ magnétique
B. Dans cette section nous supposerons que 7y # 0, c’est-a-dire que le champ magnétique
n’est pas tangent a I’aréte du diedre (voir figure 3.1).

3.3.1 Réduction du domaine d’étude

On rappelle que I’on note B = (b1, by, b3). Nous montrons que nous pouvons nous
ramener au cas ou les b; sont tous positifs.

Proposition 3.14. Soit ¢ € {—1,1}> et soit B, le champ magnétique de coordonnées
(€ib;)i. Alors la réunion des familles (Pa,p,)acs®) €t (Pa,p,)Acw(B.) forme une col-
lection d’opérateurs deux a deux unitairement équivalents.

Preuve :

e Sie=(—1,-1,—1),onaB. = —B. Soit A € &/(B), alorsona —A € «/(—B).
La proposition B.5 montre que Py s, et P_a s, sont unitairement équivalents.

e Sie=(1,1,—1),0naB. = (b1, by, —b3). Soit AL le potentiel de Landau associé
dans o7 (B.). L’ opérateur s’écrit :

Pav p, = D2 4 (Dy, + 21b3)* + (Dyy — 32y + 21b2)* .

On réalise la symétrie X3 = —x3 qui laisse bien le diedre invariant et nous donne
I’opérateur unitairement équivalent :

Dil + (DxQ + Ilbg)z + (—DX3 — $gbl + 27162)2 .

D’apres le premier point, on peut alors changer (by, by, —b3) en (—by, —bs, b3) et on
obtient un nouvel opérateur unitairement équivalent :

Dil + (D$2 - $1b3)2 + (_DXg + :L'le - $1b2)2 y

En utilisant (— Dy, + x2by — 21b2)? = (Dx, — Z2b1 + 21b2)?, on reconnait Par p,
avec A € &/(B).
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e Sie = (1,1,—1), on fait le méme raisonnement avec la symétrie X, = —z5 qui
laisse elle aussi le diedre invariant.
Puisque ces trois permutations engendrent {—1, 1}?, la proposition est montrée. 0J

On peut donc restreindre I’étude de 1’opérateur de Schrodinger magnétique avec champ
constant sur le diedre au cas ou les coordonnées du champ magnétique B sont toutes posi-
tives, c’est-a-dire au cas (7, 0) € [0, 3] x [0, 7] ol (, #) sont les coordonnées sphériques
du champ magnétique.

Dans toute la suite, on suppose que (,6) € [0, 7] x [0, T].

3.3.2 Des conditions géométriques

Nous définissons maintenant des conditions géométriques qui joueront un rdle discri-
minant dans notre étude. L’opérateur Py s, + V5, ¢, - est un opérateur de Schrodinger avec
un potentiel électrique régulier positif V., 4 -, cf (3.16). Nous avons vu dans les chapitres
précédents que la zone d’annulation du potentiel jouait un rdle clef pour étudier les paires
propres d’un opérateur de Schrodinger. Ici le potentiel s’annule sur la droite

T := {(21,22) € R? 2 cosfsiny — zysinfsiny — 7 =0} . (3.28)

Cette droite fait I’angle 6 € [0, 7] avec I’axe {w}. Le potentiel V, 4 (21, z) vaut le carré
de la distance du point (z1, z5) a la droite Y. Nous définissons trois configurations pour
cette droite Y :

Définition 3.15 (Condition de la droite sortante). On appelle condition de la droite sor-

tante la condition
T—«

0<68<

Cette situation est représentée sur la figure 3.4. On dit que la droite T sort du secteur S,
ou que le champ magnétique B sort du diedre D,,.

Définition 3.16 (Condition de la droite tangente). On appelle condition de la droite tan-
gente la condition
T —
2

La droite Y est alors parallele au bord supérieur du secteur S,. Cette situation est
représentée sur la figure 3.5. On dit alors que le champ magnétique est tangent au diedre :
cette situation correspond a un champ magnétique qui est contenu dans une des faces du
diedre.

6:

Définition 3.17 (Condition de la droite entrante). On appelle condition de la droite en-
trante la condition

™ — T
<f<—=.
2 -2

Cette situation est représentée sur la figure 3.6, on dit que la droite Y entre dans le secteur
S, ou que le champ magnétique entre dans le diedre D,,.
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X2

FIGURE 3.4 — La direction de la droite T est donnée par la projection du champ
magnétique B sur le plan {z3 = 0}. Cette droite fait ’angle 6 avec 1’axe {z-}. Ici la
droite est dite sortante : 0 < 6 < 5=,

A

FIGURE 3.5 — Condition de la droite tangente : la droite T est parallele au bord supérieur
du secteur S, et on a ¢ = 5=, Cette situation correspond a un champ magnétique B
contenu dans une des faces du diedre D,,.

On fait le raisonnement heuristique que le potentiel confine les vecteurs propres dans
sa vallée d’annulation et on décrit 1’intersection entre la droite T et le secteur S, selon les
valeurs du parametre de Fourier 7 :

e Cas sortant : I’ensemble T NS, est vide si 7 < 0 et il s’agit d’un intervalle borné si

7 > 0. Dans le second cas, on s’attend a une situation proche de celle d’un opérateur
de Schrodinger sur un domaine borné.

e Cas tangent : I’ensemble T N S, est vide si 7 < 0 et il s’agit d’une demi-droite

contenue dans le secteur si 7 > 0.
e Cas entrant : ’intersection T N S, est toujours une demi-droite contenue dans le
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Coordonnées Position de B par rapport | Remarque particuliere
sphériquesde B | a D,
v=0 Tangent a laréte du | La droite T n’est pas

diedre définie et s(B; ) = p(«)
T=3 Perpendiculaire a 'aréte | A = 0 et I'opérateur
du dicdre Pp, s, + VB, - estréel
=73 Contenu dans le plan bis- | La droite T est toujours
secteur du diedre entrante
0= "5 Contenu dans une des | La droite T est tangente
faces du diedre

TABLE 3.1 — Description du champ magnétique B et de la position de la droite T selon
les coordonnées sphériques (7, §) pour quelques cas particuliers.

secteur. On a une ligne d’annulation du potentiel contenue dans S,. On s’attend
alors a un comportement similaire a celui décrit dans le chapitre 2 pour I’opérateur
Ly.

X2

FIGURE 3.6 — La droite T entre dans le secteur S,, : 5t < 0 <

NIE

Nous donnons dans la table 3.1 quelques exemples en coordonnées sphériques (7, §) pour
le champ magnétique B. Lorsque v = 0, le champ magnétique est tangent a I’aréte du
diedre et la droite T n’est pas définie. Pour ce cas particulier, des résultats connus ont étés
rappelés dans la section 3.2. Lorsque v = 7, le champ magnétique est perpendiculaire a
I’aréte du diedre et I’opérateur sur le secteur est alors

Pas, +VB,r=—A+ (v1c080 — zysinf — 7)*

il est en particulier réel.
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Lorsque ¢ = 7 et y est quelconque, le champ magnétique est contenu dans le plan bis-
secteur du diedre d’équation {z5 = 0}. On constate que la droite Y est toujours de type
entrante. Le chapitre 7 sera consacré a ce cas particulier.

3.3.3 Continuité pour le bas du spectre

Nous montrons la continuité€ du bas du spectre de P4 p,, par rapport au champ magnétique
B et a I’angle « lorsque ceux-ci varient dans un domaine que nous allons préciser. Nous
paramétrons B par ses coordonnées sphériques (7, ¢). En vue d’appliquer la théorie des
perturbations a I’opérateur Py s, + V4, -, nous allons chercher a expliciter son domaine
de forme. La forme quadratique associée a cet opérateur est

Qa.-(u) :/ IVaul> + V. o |ul? dz; da, (3.29)
Sa

définie sur le domaine de forme

Hyy. , (Sa) ={u€ L*(S.), Vau € L*(8a),\/ V0,7 u € L*(Sa)}- (3.30)

Nous allons comparer les domaines de forme pour différentes valeurs des parametres.
Nous commengons par étudier la dépendance par rapport au parametre de Fourier 7 :

Proposition 3.18. On suppose que B et « sont fixés. Alors la fonction T — s(B; a, 7) est
continue sur R.

Preuve : 11 suffit de vérifier que le domaine de forme de I’opérateur Pa s, + VB, - ne
dépend pas de 7. La condition /V, ¢ ,u € L*(S,) s écrit

(Zﬂlbg — x9by — T)u S L2<Sa> .
Comme de plus u € L*(S,), par linéarité on a (x1by — 2b;)u € L*(S,). On a donc
{u € L*(S,), \/VB,-u € L*(8,)} = {u € L*(S.), (21by — 2b1)u € L*(S.)}

et la proposition est donc prouvée. 0J

Nous décrivons plus en détails le domaine de forme sous I’hypothese que la droite sort du
secteur (voir la définition 3.15) :

Lemme 3.19. Supposons que B satisfait la condition de la droite sortante, c’est-a-dire
0 <0 < %= Alors le domaine de forme HA,VW o (Sa) (cf (B.4)) coincide avec I’espace

{u e H'(S,), r1u € L*(S,)} .
En particulier il ne dépend ni de  ni de 0 ni de .

Preuve : Soitu € L*(S,), puisque S, = {z2 < z1tan$},ona

ziu € L*(S,) = wou € L*(S,) .
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On déduit ensuite que
{u€ L*(S.), ru € L*(S.)} C {u € L*(S8.),/Vsy.0.-u € L*(Sa)} -

Pour I’inclusion réciproque, nous écrivons que |1 cos — zosin 0| = /2% + 22 cos( +
¢), avec |¢| < 5. L’hypothése du champ sortant nous dit que cos(¢ + §) > 0. On en
déduit

1
V(zy,20) € Sy, 1 < /22423 < ————|11C080 — 29800 .
( 1 2) 1 1 2 COS(6+%)| 1 2 ‘
Puisque pour v # Oona +/V, ¢ (21, 22) = sinﬂxl cos — zsinf —

{u € L*(8,),/Vs.0.-u € L*(S,)} = {u € L*(Sa), /23 + 23u € L*(S.)}
={u e L*S,), ru € L*(S,)} .

, on a prouvé

On rappelle que A € &7 (b3) est linéaire. D’aprés ce qu’on vient de montrer, les hy-
potheses u € L*(S,) et \/V, 9 ,u € L*(S,) entrainent donc que Au € L*(S,), puis
Phypothése Vau € L*(S.) implique Vu € L*(S,). On a donc montré que Hy 1, , (Sa)
coincide avec I’espace {u € H'(S,,), z1u € L*(S,)}. O

Remarque 3.20. Si on définit r := /a7 + 23 la distance du point (x1, x5) & I’origine, on
a montré lorsque le champ magnétique B vérifie la condition de la droite sortante :

Hyy , (Sa) ={u€ H'(S.),mu € L*(S,)} -
Nous pouvons maintenant montrer un résultat de régularité par rapport aux parametres :
Proposition 3.21. On définit I’ensemble E :
E:={(7,0,a) € (0,5] x [0, 5] x (0,7], 6 < 5=} .
La fonction (7,0, a) — s(v,0, «) est continue sur E.

Preuve : Nous travaillons avec la jauge de Landau A™(z,,25) = (0,2 cos7). On
réalise le changement de variable X» = dxy avec 0 = cot § de sorte que I'ouvert S,
devient maintenant Sz = {|X3| < x1}. L'opérateur est transformé en

D2 + (6Dx, — x1 cosy)? + (z1 cosfsiny — § ' Xpsinfsiny — 7). (3.31)

D’apres le lemme 3.19, le domaine de la forme quadratique associée est bien indépendant
des parametres siona 0 < 6 < 5% et 0 < v < 7. On déduit de la théorie des perturba-
tions (voir [Kat95, section 7.2]) que

(7,0, 0,7) = 8(7,0;0,7)
est continue sur £ x R. La proposition se déduit en passant a la borne inférieure sur 7 et

en utilisant (3.18). O

La continuité pres de v = 0 n’est pas encore acquise. Dans la section suivante nous allons
montrer des estimations qui, dans certains cas, prouveront que la fonction s(, #; o) est
continue en v = 0.
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3.4 Bornes élémentaires pour le bas du spectre

Lorsque le champ magnétique B est unitaire et tangent a 1’aréte, sa coordonnée sphérique
~ vaut 0 et la coordonnée 6 n’est pas définie. Nous rappelons que le bas du spectre de
I’opérateur Py s, + Vg, - est alors minimal pour 7 = 0 et vaut z(«). Des propriétés de cet
opérateur modele ont été rappelées dans la section 3.2. Dans la suite de ce chapitre nous
allons chercher des estimations pour la quantité s(v, #; o) quand v # 0, on cherchera en
particulier a la comparer aux quantités spectrales modeles que sont () et Op.

3.4.1 Découpage de I’opérateur

La proposition suivante consiste a introduire un parametre réel supplémentaire et a
comparer I’opérateur P s, + Vg, - a des opérateurs modeles pour obtenir une minoration :

Proposition 3.22 (Découpage de I’opérateur). Nous rappelons que B = (b, by, b3) avec
b; >0.0na
Vp e [0,1], (1—p*)u(a)bs+ pOoby < s(B, ). (3.32)

Preuve : Nous utilisons la jauge de Landau. L’ opérateur s’écrit donc
PAL,SQ + VBM’ = Di1 + (l)z2 - J/’lb3>2 —+ (ZEle — Igbl — T)2, (1’1, Ig) € Sa .

Nous allons travailler avec sa forme quadratique :
Qur (1) = / Dayuf? + |(Day — 21ba)uf® + | (2105 — waby — 7)ul? day dzs .
S(¥

On réalise le changement d’échelle

(3.33)

Xl = Qflbé/z
Xz = Qfgbé/Z

qui montre que la forme quadratique est unitairement équivalente a

U —> / bs| D, ul® + bs|(Dx, — X1 )ul? + | (X1babs /% — Xobibs /% — 7)ul> X, dX, .
Sa
(3.34)

Soit p € (0,1). On écrit 1 = (1 — p?) + p* pour découper la forme quadratique en
(3.34) et on obtient que la forme quadratique de I’opérateur Ppr s +Vp, - est unitairement
équivalente a la forme quadratique

u— (1 —p?)bs |Dx,ul* + |(Dx, — X1)ul> dX; dX,
Sa

+/ p253|(DX2 —Xl)u|2dX1 dXQ
Sa

+/ p%s| Dx,ul? + |(Xababs /% — Xobiby /? — P)u>dX; dX, . (3.35)
Sa
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On introduit I’opérateur associé au troisieme terme de (3.35) : il s’agit de la réalisation de
Neumann sur I’ouvert S, de

Lp = p2b3D§(1 + (lezbglm - )(261()3—1/2 - 7-)27 (Xlu X2) € Sa :

En utilisant le principe du min-max pour la forme quadratique écrite en (3.35) est en
négligeant le deuxieéme terme qui est positif, on obtient :

s(B;a,7) > (1 — p*)bsinf & (D%, + (Dx, — X1)?) +inf & (L) ,
On reconnait I’opérateur modele de la section 3.2 et on a
5(Bya,7) > (1= p*)byp(e) +inf & (L,) . (3.36)
Nous minorons maintenant le spectre de ’opérateur L, : en réalisant le changement de
variable Y; = by/?(bsp)"1/2X,, on a
pPbsD% = pbyDE et Xyboby 2 = Yi(pby)'? .

L’ opérateur L, est donc unitairement équivalent a la réalisation de Neumann de

2
nglb;l/Q + T
(pb2)!/2

il D§2f1 + (Y1 -

sur I’ouvert
0<V;

o (bap —1/2

Xo| < tan— | — Y.

| Xs| < tan 9 ( by ) 1

En raisonnant a X, fixé comme dans la preuve de la proposition 2.11, on a donc
inf & (Lp) Z bgp@o .

On conclut en utilisant (3.36) et (3.18). |

Remarque 3.23. Dans la minoration (3.32), nous avons un terme avec un facteur 1 — p?
au lieu du facteur habituel /1 — p? (qui donne en théorie une meilleure estimation, voir
la proposition 2.11 ou la preuve de [HMO2, section 3] par exemple). Ceci est di au fait
que nous avons utilisé la minoration grossiere (Dy, — X;)? > 0 dans la preuve. Si on suit
la preuve de la proposition 2.11, on obtient la minoration

Vp € [0,1], 1 — p2u(a)bs + pBoby < (B, ), (3.37)

ou o € [0,a] est défini par tan %/ = /1 — p*tan §. Puisque nous ne savons pas si la
fonction o +— () est croissante, nous ne pouvons pas utiliser cette minoration direc-
tement pour comparer s(B;a) et u(a). On pourrait utiliser le fait que o — p(a)/a est
décroissante afin de relier p(a/) et p(«r), mais la relation qui définit o’ rend la minoration
difficile a exploiter.
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On a immédiatement en prenant p = 0 :

Corollaire 3.24. Pour tout angle o € (0, 7| et pour tout champ magnétique B constant
unitaire avec b; > 0, on a

ula)bs < s(Bja),

soit en coordonnées sphériques :
p(a) cosy < s(v,0;a) .

Une question pertinente est de savoir pour quelles valeurs du champ magnétique B et
de I’angle o I’inégalité () < s(B; ) est vraie : on pourrait s’attendre a ce que le bas
du spectre soit minimal lorsque le champ magnétique est tangent a 1’aréte du diedre. Dans
le cas du quart d’espace (o« = ), les travaux de [Pan02] répondent a cette question dans
certains cas particuliers.

e Dans le cas ou a = 7 ety = 7, c’est-a-dire lorsque le champ magnétique B est

perpendiculaire a I’aréte du diedre, on a

Vo €[0,3], ©9<s(5,0;%) (3.38)
et on a égalit€ si et seulement si 6 = 7, c’est-a-dire si le champ magnétique est
tangent a une des faces du diedre :

S(g, z g) =0,. (3.39)
En utilisant le fait que 1(5) < ©g, on a donc

Vo e [0,5], p(3) <s(5,6:3)-
Il est de plus démontré que la fonction 6 +— s(F, 0; 7) est strictement décroissante
sur [0, 7] puis a nouveau strictement croissante sur [7, 7).
e Danslecasoua = 7 et = 7, c’est-a-dire quand le champ magnétique est contenu
dans une des faces du diedre, la fonction y +— s(7y, 7; §) est continue et strictement

2
croissante de [0, 7] dans [;(5), ©g]. On a donc

Vyel0,5], u(5) <s(v,%:5)

avec égalité si et seulement si v = 0, c’est-a-dire si le champ magnétique est pa-
rallele a I’aréte du diedre.
La plupart des démonstrations issues de [Pan02] utilisent la structure symétrique du quart
d’espace pour se ramener a 1’étude sur le demi-espace. Ainsi les preuves faites pour le cas
a = 7 ne s’adaptent pas en général au cas o # 7.

Nous introduisons la définition suivante :

Définition 3.25. Nous notons
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D’apres (3.22), on a r(a) < 1 pour tout @ € (0,7]. De plus I’inégalité est stricte si
a <

NIE

Pour comparer le bas du spectre de Pa p, a p(a) quand o € (0, 7), nous allons
optimiser la minoration (3.32) par rapport a p afin de répondre de maniere partielle a la
question “a-t-on p(a) < s(B;a)?”. On commence par I’évaluer pour p = 1 eton ale
résultat suivant :

Corollaire 3.26. On suppose que le couple (by, ) vérifie la condition

r(a) < by. (3.40)
On a alors
(@) < s(B;a).

Remarque 3.27. Puisque p(a) < O, la condition du corollaire est vérifiée pour tout
a € (0,7) quand by = 1. Remarquons que si p(«) = O, la condition du corollaire n’est
vérifiée que pour b, = 1. En fait plus p(«) est éloigné de Oy, plus la condition sur by est
faible. En particulier, des que b, est fixé non nul, la condition est vérifiée pour o assez

«

petit puisque p(a) < ek

Si b3 # 0, le minorant de (3.32) est une parabole tournée vers le bas, qui atteint son
maximum en
Ooby o

A UCIRE

On note que py > 0. Si py > 1, le minorant de (3.32) est croissant par rapport a p sur
[0, 1] et la minoration (3.32) est optimale pour p = 1, en particulier elle n’entraine pas de
résultat plus fort que le corollaire 3.26.

On traite le cas py € (0, 1). Le maximum du membre de gauche de (3.32) est atteint en py

et vaut pu(a)bs + %. On a donc :

Lemme 3.28. Supposons que py < 1, c’est-a-dire 2= < r(a). La minoration optimale

20:
fournie par ’inégalité (3.32) est alors ’

2b2
p(a)bs + b

3 WSS(BQQ)-

On déduit une condition suffisante pour avoir u(a) < s(B;«) :

Proposition 3.29. Supposons que les paramétres vérifient les conditions % < bs et
r(a) € ———. (3.41)

On a alors
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0 by by b r(a)

2bs 24/b3(1—b3)

FIGURE 3.7 — Zone de r(«) pour laquelle la proposition 3.29 s’applique lorsque % < b3.

Preuve : Supposons que % < bs, ce qui implique 2%23 < b2 Nous supposons aussi
0 < r(a) < —=2—. Les positions relatives des quantités 2 by

by et —=2—— sont
2b P s (1=b3)

= 24/b3(1-b3)
décrites sur la figure 3.7.

On fait la disjonction de cas suivante :

e Soit r(a) € (0, 2122 ), et donc () < by. D apres le corollaire 3.26, on a (o) <
s(B; ).

e Soit r(a) > ;723 On a donc py < 1, et d’apres le lemme 3.28, une condition suffi-
sante pour avoir () < s(B;a) est donc :

O5b3

pla) < pa)bs + 1()bs

qui est équivalente a

4pu()?b3(1 — by) < Ogb;
by

=Y e

et la proposition est donc prouvée.
O

Décrivons cette proposition : pour tout b3 € (0, 1], on a 4b3(1 — b3) < 1, ainsi la condition
r(a) < —=2— estmoins forte que celle du corollaire 3.26, mais il faut imposer 1 < by

24/b3(1—b3)

pour vérifier les hypotheses de la proposition 3.29.

Remarque 3.30. On a ——=2— = 2b3 \/ 725+ Ainsi lorsque b3 < 2,

2 63 1 b3) bd(l bd)
Lo nn r simultanémen <1 n
22 €t on ne peut pas avoir simultanément py < 1 et r(a) < 5 \/m (cette situation est

décrite sur la figure 3.8).

L | l |
1 T T

0 b - N ()
? 2 /0s(Lbs) s

bo
24/b3(1—bs ) 2b
de r(«) pour laquelle le corollaire 3.26 s’applique.

FIGURE 3.8 — Positions relatives de by, - lorsque b3 < , ainsi que la zone
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Remarque 3.31. Dans le cas ol r(a) = 1, ¢’est-a-dire lorsque i (a) = Oy, les conditions
de la proposition 3.29 ne peuvent jamais étre vérifiées : en effet, en utilisant b% + b2 + b3 =
1, la condition (3.41) implique

by < 3b5 —4by+ 1.

On constate alors que le membre de droite est strictement négatif pour by € (3,1), or
les hypotheses de la proposition 3.29 impose % < b3, et nous rappelons que nous avons
supposé que le champ magnétique B n’était pas tangent a ’aréte du diedre, soit b < 1.

3.4.2 Inégalité diamagnétique

Nous exploitons maintenant 1’inégalité diamagnétique qui consiste a minorer (au sens
des formes quadratiques) un laplacien magnétique par un laplacien usuel :

Proposition 3.32. On a pour (v,0,a) € [0, 5] x [0, F] x (0,7] :
5(5,0,a)siny < s(v,0,a) . (3.42)
Preuve : Nous utilisons I’'inégalité diamagnétique (voir [FH10] :
(Vaul> + V., o |ul> > |V|ul]> + V.0 |ul*,

valable pour toute fonction u dans le domaine de forme de I’opérateur. On a donc
[ ITsu Vol = [ (DLl Vil
Sa Sa

on utilise le changement de variables (X7, X5) = y/sin~y (x1, z2) qui laisse bien le secteur
S, invariant. On a

Vi.0.-(21,22) = sin’ngyg,ﬁ(Xl, X5) .
On obtient
Jo IVaulP+ Voo ul® _  fs IVIUlP+ Ve _=_[uf?
< 3 > sin vy 5
Avec le principe du min-max, on trouve
§(’77 ‘97 Q, T) > §(g7 9) «, ﬁ) Sin’y :
On passe a la borne inférieure sur 7 et on déduit de (3.18) la proposition. 0J

Il est montré dans [Pan02] que dans le cas « = 7, on a
Vo € [0, g], s(%,@; g) > 0.

Pour montrer que ce résultat reste vrai pour d’autres valeurs de «, on peut essayer de
minorer s(7,7; &) al’aide des techniques de “découpage” vues plus haut. Nous faisons la
remarque suivante : si & > 7, on peut choisir un repere cartésien de S, tel que les deux
axes entrent dans le secteur.
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Proposition 3.33. Soit o € [T, 7|. On suppose que le champ magnétique B est orthogonal
a l’aréte du diedre, c’est-a-dire v = % On a alors la minoration suivante :

Vo€ [0,5], s(5,0;a) > 6. (3.43)
Preuve : Nous cherchons a minorer 1’opérateur
Dil + DiQ + (21 cos0 — z98inf — 7)%,  (21,29) € S .

On réalise le changement de variable associé a la rotation de centre O et d’angle w.

Uy

FIGURE 3.9 — Le changement de coordonnées associé a la rotation d’angle w avec
(u1,u2) = Ry(w1,12). Sia € (5,7m) etw € (=5, -5 + 5), les demi-axes {u; > 0}
et {uy > 0} sont contenus dans le secteur.

On note R, cette rotation et (u1,us) := R, (x1,x2) les nouvelles variables. L’ opérateur
unitairement équivalent obtenu est la réalisation de Neumann de

_851 — 852 + (uy cos(0 + w) — ugsin(d + w) — 7)?

sur ’ouvert R, (S, ). Nous faisons alors la remarque suivante : si I’angle de la rotation
vérifie w € (=5, -5 + 5), les demi-axes {u; > 0} et {uz > 0} sont tous les deux
contenus dans I’ouvert R,,(S,,) (voir la figure 3.9). On introduit les deux opérateurs (avec

condition de Neumann) :
Lopu, == =02+ p*(ur cos(§ + w) — ugsin(f + w) — 7)*, w3 >0

et
Lpu = =0, 4 (1= p*)(u1 cos( + w) — uzsin(0 + w) — 7)%, uy >0.
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En utilisant des changements d’échelle et le principe du min-max comme dans la preuve
de la proposition 3.32, on obtient

inf §(L,,,) > pcos(f+w)©y et infS(L,,,)> V1= p?sin(f 4+ w)O,
et donc
Vpe[0,1], s(5,0;a)> (pcos(@ +w)+ /1 —p?sin(d +w)> O .
On optimise cette minoration en prenant p = cos( + w) et la proposition est prouvée. [

On a donc un autre résultat de comparaison :

Corollaire 3.34. On suppose que a € [5, ), et que le champ magnétique B de coor-
données sphériques (v, 0) vérifie la condition

Opsiny > p(a) . (3.44)
Alors on a s(v,0;a) > p(«).

Remarque 3.35. Si dans les hypotheses du corollaire 3.26 (respectivement de la propo-
sition 3.29 et du corollaire 3.34) I'inégalité (3.40) (respectivement (3.41) et (3.44)) est
stricte, alors on a

pla) < s(B;a).

3.4.3 Construction de quasi-modes

On cherche maintenant une majoration de s(B; «) en construisant des quasi-modes.

Proposition 3.36. On suppose que by # 0, c’est-a-dire que y # 7. On rappelle que (7, 0)
sont les coordonnées sphériques du champ B. On suppose que () < Oq. On a alors
I’existence d’une constante C,, > 0 telle que

sin? 7
V(7,6) €[0,3] x[0,3],  s(v,6;0) < p(a)cosy + Caq

(3.45)
CoS 7y

Preuve : Nous travaillons avec la jauge de Landau A" € .7 (b3). Nous allons chercher
a majorer le bas du spectre de 1’opérateur

Par s, +Vi0.-

pour 7 = 0. En reprenant le changement de variables défini en (3.33), on voit que
I’opérateur est unitairement équivalent a la réalisation de Neumann de

sin?

cos "y (D§<1 + (Dx, — X1)2) +

T(X1cosf — Xosin0)?, (X1, Xs) € S, . (3.46)
cos 7y

On a clairement

VO € (0,%), V(X1, X2) €Sy (Xicosf— Xosinh)® < X7 + Xj . (3.47)
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Puisque p(a) < Oy, il existe un vecteur propre normalisé U, associé a p(«) pour la
réalisation de Neumann de D% + (Dx, — X;)? sur S,. D’apres I’estimation (3.26), ce
vecteur est a décroissance exponentielle. On a donc :

3C, > 0, / (X2 + XD |Uu(X1, Xo)PdX 1 dX, < C, . (3.48)
Sa

On utilise U, comme quasi-mode pour la forme quadratique de I’opérateur écrit en (3.46),
et en utilisant les estimations (3.47) et (3.48), on prouve la majoration
sin? vy

s(7,0;2,0) < plar) cosy + Cy :
CoS 7y

On conclut grace a la relation (3.18). [

Remarque 3.37. La majoration précédente est uniforme par rapport a 6.

La majoration que nous venons de montrer permet de compléter la proposition 3.21
en étudiant le comportement de s(v, 6; o) préesde v = 0 :

Proposition 3.38. Supposons que j(a)) < Oy, alors la fonction (7,0) — s(v,0; «) est

continue sur [0, 7) x [0, 75%).

Preuve : En combinant le corollaire 3.24 et (3.45), on a pour « fixé vérifiant p(a) <
@0 .

102
¥(7,6) € 0.5) % 0,5], pla)cosy < s(3,6;0) < pl) cosy + Car L
On fait alors tendre ~ vers 0 et on obtient
lim (7, 0; @) = u(a) (3.49)

de plus la convergence est uniforme par rapport a 6. Or on a s(0, 0; a) = u(«), la propo-
sition est donc montrée. O

On a aussi en reprenant la preuve de la proposition précédente :

Proposition 3.39. Soit o € (0,7) tel que ji(a) < Oq et 0 € (5%, w|. Alors la fonction
v = 5(7, 0, ) est continue sur [0, 7).
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Chapitre 4

Caractérisation du spectre essentiel sur
le secteur

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au spectre essentiel de I’opérateur Py s, +
VB, - sur le secteur S, défini dans le chapitre précédent. Dans la premiere section, nous
explicitons le bas du spectre de cet opérateur dans deux cas modeles : le plan et le demi-
plan. Dans la section 4.2, nous démontrons que le spectre essentiel de 1’opérateur sur le
secteur dépend fortement de la position de la droite T d’annulation du potentiel électrique
VB, - par rapport au secteur S, (au sens des définitions 3.15, 3.16 et 3.17). Dans le cas
ou la droite T est tangente au secteur, de nombreuses simulations numériques illustrent le
comportement par rapport a 7 du bas du spectre de Py s, + VB, . La section 4.4 présente
des estimées de concentrations pour des vecteurs propres associés a des valeurs propres
sous le spectre essentiel indépendamment de la position de la droite Y.

4.1 Opérateurs modeles sur le plan et le demi-plan

En vue d’utiliser le lemme de Persson, nous étudions 1’opérateur sur le secteur in-
troduit dans le chapitre précédent sur deux domaines modeles : le plan et le demi-plan.
Dans la suite, B = (b1, by, b3) est un champ magnétique constant unitaire avec b; > 0
et A € 7/(bs) est un potentiel magnétique plan vérifiant rot A = b3. Nous notons
B = (b1, b9) la projection du champ magnétique sur le plan {z3 = 0}. Nous rappelons
que le potentiel électrique s’écrit :

VB,T(‘ID'TQ) — (xlbg — {L‘le _ 7—)2 .

La proposition suivante est démontrée dans [Pan02] et peut se déduire directement de la
proposition B.10 :

Proposition 4.1. Soit 7 € R. Le spectre de ’opérateur de Schrodinger avec potentiel
magnétique A et potentiel électrique Vg, sur le plan est connu :

S (Page + VB, 7) = [1,+00) . (4.1)

151
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Nous rappelons que D, est le demi-espace { (1, z2, x3) € R3, z; > 0}. Nous étendons
la définition (3.8) en posant S, = {(x1,22) € R* x; > 0} : il s’agit d’'un demi-plan.
Rappelons que pour B # 0, la droite T est la droite d’équation Vg » = 0, c’est-a-dire
x1by — x9by — 7 = 0 (cf (3.28)). Cette droite fait I’angle ¢ avec le bord de S,.. L’ opérateur
Pp s, + VB, ; est bien défini d’apres la section B.2. Par extension de la définition (3.15),
nous posons

s(B;m,7) =inf & (Pa,s, + VB, -) -

Cette fonction a déja été étudiée dans [Pan02]. Nous en proposons une forme explicite qui
permet d’améliorer les résultats de [Pan02, proposition 5.2].

Nous commengons par rappeler que pour un angle 3 € [0, 7], 1a quantité o, () désigne le
bas du spectre de la réalisation de Neumann de 1’opérateur £z défini a partir de 1’expres-
sion —A + (¢ cos 3 — ssin 3)? sur le demi-plan R? := {(s,t) € R?, ¢ > 0}. Cet opérateur
est étudié dans le chapitre 2.

Dans le cas particulier oit le champ magnétique est de la forme B = (sin 6, cos 6, 0) (c’est-
a-dire v = 7, cf table 3.1) et 7 = 0, on obtient A = O et Vg o = (v1cosf — ssin 0)2.
Puisque le demi-plan R% se déduit de S, par une rotation d’angle —3, on constate que
les opérateurs Ly et Py s, + VB, sont unitairement équivalents dans ce cas-la. Dans le
cas général on s’attend a avoir une relation entre o, et s(B; 7, 7). Nous introduisons une
fonction auxiliaire :

Définition 4.2. On note pour v € [—1,1] :

o™ (x) := oy (arcsinx) . (4.2)

On sait que
Ve e [-1,1], o™ (z) € (0,1].

Proposition 4.3. Nous supposons que la projection B du champ magnétique n’est pas tan-
gente au bord du demi-plan S, c’est-a-dire by # 0 ou de maniere équivalente sin y sin 6 #
0. Alors le bas du spectre de Pa_ s, + VB, ne dépend pas de 1. De plus

VreR, s(B;m 7)=0""(sinysinb) (4.3)
et il s’agit d’une valeur propre simple.

Preuve : Rappelons que b; = sin vy sin 6 et que le potentiel est défini par Vg (21, 22) =
(21by — 29b; — )% Comme by # 0, on peut effectuer le changement de variable (qui laisse
S, invariant) :

X2b1 = Ile — T

et on constate que le spectre de I’opérateur Pp s, + VB - estaégal aceluide Py s, + VB, o
et ne dépend donc pas de 7. On étend naturellement la définition de s(B; ) a o = 7w en
posant

s(B;m) =inf & (Pa.p,) -



4.1. OPERATEURS MODELES SUR LE PLAN ET LE DEMI-PLAN 153

On a alors en vertu de (3.18) que
VreR, s(B;m,1)=s(B,7).

On remarque alors que le champ magnétique B fait I’angle 5 = arcsin(siny sin #) avec
le bord du demi-espace D,. Puisque les opérateurs Pa p, et Py 5 RY (cf (B.19)) sont
unitairement équivalents, on a d’apres (B.20) :

s(B;m) = o(arcsin(sin ysinf)) .

Nous rappelons la relation (B.28) : pour 3 € (0, 5], on a o(3) = o1(8). On déduit (4.3)
avec § = arcsin(sinysin @) et la définition 4.2. De plus, la valeur s(B; 7, 7) correspond
a une valeur propre simple pour I’opérateur P s, + VB, , : ¢’est une conséquence directe
du fait que o (3) correspond a une valeur propre simple pour 1’opérateur modele L si

pe(0,3) O

Nous rappelons que (v, #) désigne les coordonnées sphériques du champ B (voir (3.1)).
Lorsque v # 0 et € # 0, la propriété précédente devient en coordonnées sphériques

aux

s(v,0;m,7) = o™ (sinysinf) .

Lorsque 7 # 0 et # = 0, c’est-a-dire lorsque le champ s’écrit B = (0, sin~y, cos7y), la
droite T est parallele au bord du demi-plan S, (voir la figure 4.1). Cette fois-ci le bas du
spectre de Pa_ s, + VB~ va dépendre de la valeur de 7.

T2

X1

siny

T

FIGURE 4.1 — La droite T est parallele au bord de S;.

Nous rappelons que z} (€) désigne le bas du spectre de la réalisation de Neumann de
—0? 4 (t — £)* sur t > 0. Cette fonction a été étudiée dans le chapitre 1.
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Proposition 4.4. Nous supposons que la projection B du champ magnétique est tangente
au bord du demi-plan, c’est-a-dire by = 0 ou de maniere équivalente sin~ysinf = 0. On
a

Vy 0.5, Vr € R, s(v,0:m,7) = inf (u(€cosy + 7sin7) + (€x5in7y — 7 cos7)?)

(4.4)

= inf
&€R
et cette valeur correspond a du spectre essentiel pour I’opérateur Py s+ VB r.

Preuve : Nous choisissons de travailler avec le potentiel de Landau A"(x(, x5) =
(0, z1) qui ne dépend pas de x2, ainsi I’opérateur associé sur le demi-plan s’écrit

Pau s +Vy o= D2 + (Dy, — x cos YV 4 (zysiny — 1), (21,22) € Sy

Grace a une transformation de Fourier en x5 nous avons :

&)
Pav s + V07 = / DZ 4 (& — x1cos7)” + (zrsiny — 7)%dés
R
On a donc une relation :

s(7,0;m,7) = inf & (D2, + (& — w1 cosy)® + (zysin®y — 7)%) .

Orona
(&, — 21 co87)* + (zysiny — 7)% = (z; — Tsiny — & cosy)? + (& siny — Tcosy)?
et donc pour & € R fixé :
S (D2, + (& — w1 cos)? + (z1sin’y — 7)?)
=& (D2 + (z1 — Tsiny — &cosy)?) + (&siny — 7 cosy)?
et donc
&S (D2, + (& — 21 co8y)* + (zysin®y — 7)%) = p) (& cos y+7 siny)+(& sin y—7 cos y)? .

On a montré

s(y,0;m,7) = éin]fR (/ff(fg cosy + Tsin7y) + (& siny — 7 cosy)?) .
2€

Cette formule permet d’obtenir :

Corollaire 4.5. On a l’estimation suivante :

VT € Rv @0 < §(77 07 ™, T) < min (60 + (50 tany — - )27/1’11\I(L)) : (45)

cosy sin vy

De plus,
§(770;7Ta7-) =0y < 7 =_{psiny.
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4.2 Bas du spectre essentiel

Nous déterminons ici le bas du spectre essentiel de Py s, + VB, . Nous rappelons que
le champ magnétique B est paramétré par ses coordonnées sphériques (+y, #). Nous allons
voir que le spectre essentiel dépend fortement de la géométrie du probleme. Dans le cas
ou le champ magnétique est tangent a 1’aréte du diedre, la proposition suivante (issue de
[Bon03b]) donne le bas du spectre essentiel :

Proposition 4.6. On suppose que B = (0,0, 1), ¢’est-a-dire v = 0. On a alors

Va € (0,7],¥7 € R, s, (B;a,7) = [0y + 72, +00) .

—e€ss

Dans le cas v # 0, la situation est différente : on a un opérateur avec un potentiel
électrique V,, y , non constant. L’ensemble des zéros de ce potentiel sur S, est composé
de I’ensemble T N S, ou la droite T a été introduite dans la sous-section 3.3.3. Nous
rappelons que la droite T fait ’angle 6 avec 1’axe {z; = 0}.

4.2.1 Condition de la droite sortante

On commence par traiter le cas ou la droite T sort du secteur, c¢’est-a-dire le cas 6 €
[0, 752) (voir la définition 3.15 pour la notion de droite sortante).

Le lemme de Persson indique que le spectre essentiel de Pa_ s, + V5 ¢, - est vide dans
ce cas-la. Nous allons raffiner cela en montrant que I’opérateur est a résolvante compacte.
Nous avons d’abord le résultat suivant (voir [Ada75]) :

Proposition 4.7. Soit Q) un domaine borné de R? dont le bord est lipschitzien, alors l'in-
jection de H'(S)) dans L*(S2) est compacte.

Nous rappelons que le domaine de la forme quadratique associée a Py s, + VB, - est
noté }.‘7 v (Sa). La norme induite par la forme quadratique est définie dans la section B.2.
Dans le cas ou I’ouvert () est borné, on a le résultat suivant :

Proposition 4.8. Si Q est un domaine borné et si A et V sont réguliers sur €, alors les
normes associées aux espaces H* () et Hy 1,(2) sont équivalentes.

Preuve : C’est une conséquence directe du fait que A et V' sont bornés sur (2. 0J

Nous aurons besoin d’un lemme sur le domaine de forme :

Lemme 4.9. Nous notons V. = Vg . le potentiel électrique. L’injection du domaine de
forme Hy \,(S.) dans L*(S,) est compacte.

Preuve : Soit € > 0. Soit (uy), une suite de H (S,) vérifiant ||“n||H},MV(Sa) = 1.
Nous allons en extraire une sous-suite qui converge dans L*(S, ). Nous rappelons que B,
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désigne la boule ouverte de centre I’origine et de rayon m. On définit pour m € Z le
secteur tronqué :
Som =Sa N By, .

Par restriction, la suite (u,), permet de définir une suite bornée de Hp 1 (Ss,m). En utili-
sant les propositions 4.7 et 4.8, on peut alors trouver une extractrice ®,,, et une fonction
Un, de Hy 1 (Sa,m) telle que

Tim Jug,, ) = vl 250y = 0

En particulier, (ug,, () est une suite de Cauchy de L*(S,,,). Le procédé d’extraction
diagonale fournit une nouvelle extractrice

v, =®,0..00,

puis la fonction w,, = uy,, (). Nous allons vérifier que (wy, ), est une suite de Cauchy de
L*(8,). Soit donc € > 0, et soient p < ¢ deux entiers, on sait qu’il existe ¢’ > p tel que
U,(q) = T,(¢). Ona:

Jw, — wq”%?(sa) = /
Sa,p

1
S / |u‘I’P(p) - u‘I’:D(q/)‘2 + ( sup V) / V|u‘1’p(p) - u‘I’q(‘])|2 .
S So\Sa,p So\Sa,p

o,p

|t () — Uy + / |t () — Wy ()|
Sa\Sa,p

Orona

/3\5 Vg, ) — g S/ Vg, m) =, < e, o) — v, llm 60 < 2
a\Ca,p

«

On a donc
2

2 2
lwp = wqllzs,) < / [, ) = wwy (" + sup 7
Sa,p Sa\Sa,p
L’hypothese de la droite sortante assure que
lim inf V = +o00,

r—00 Sa,r

on peut donc choisir p suffisamment grand pour que ces deux termes soient inférieurs a
On a donc montré :

£
5

Ve>0,3P>0,Yg>p>P, |w,—wyllr2s.) < €. (4.6)

Puisque L*(S,,) est complet, on en déduit que (w,),, converge dans L*(S,), et le résultat
est démontré. O]

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 4.10. On suppose que la droite Y vérifie la condition de la droite sortante,
c’est-a-dire v > 0 et 0 < 0 < 5%, Alors 'opérateur Pp s, + V., 0,7 est a résolvante
compacte et s(7y,0; o, T) est une valeur propre de multiplicité finie pour Py s, + V., 0.+

pour tout réel T.
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On rappelle (voir la preuve de la proposition 3.18) que le domaine de 1’opérateur
Pp s, + V5,0, - ne dépend pas de 7. Sous une hypothese de simplicit€ on a la formule de
Feynman-Hellmann énoncée dans la proposition A.5 qui s’applique :

Corollaire 4.11. Supposons qu’en 1y € R, s(7, 0; o, 79) est une valeur propre simple pour
lopérateur Pa s, + V. 9, . Alors dans un voisinage de 7y la fonction T — s(v,6; a,7)
est analytique et on a

0:8(7,0; 0, 19) = —2/ (z1sinycos — zosinysind — 7o) |uy, | doy dorg . (4.7)
Sa

Ol U, est un vecteur propre normé associé a la valeur propre s(7,0; «, 7).

4.2.2 Condition de la droite entrante

Nous traitons dans cette section le cas d’un champ magnétique entrant dans le diedre
et qui n’est pas contenu dans une des faces : on suppose donc que § € ("5%,7]. La
situation est alors la suivante : la droite Y (voir la définition 3.17) entre dans le secteur S,
et n’est parallele a aucun des bords de S,, (voir la figure 3.6). La situation est proche de
celle rencontrée pour I’opérateur L, dans le chapitre 2 : I’ensemble des zéros d’annulation

du potentiel électrique est une demi-droite.

En vue d’utiliser le lemme de Persson nous regardons 1’énergie de fonctions dont le
support est contenu dans le complémentaire d’une boule de rayon grand. Pour simplifier
ce qui suit, nous notons Q. la forme quadratique associée a I’opérateur Pa s, + V¢, -
Nous rappelons aussi que 0B, désigne le complémentaire de la boule de centre O et de
rayon 7. Nous rappelons finalement que K,.(S,) désigne I’ensemble des fonctions sur S,
infiniment dérivables & support compact dans 0B, (voir (B.9)).

Lemme 4.12. On suppose que le champ est entrant, c’est-a-dire 0 € (5%, 7). Alors il
existe des constantes C' > 0 et R > 0 telles que pour tout r > R et pour toute fonction

¢ € K,.(S,) normalisée, on a
Q- () >1~ ¢ . (4.8)

T’Q
Preuve : Soit § € (0, ). On découpe S, en sous-secteurs (voir la figure 4.2) :

Sclu,zi = {(x17x2) S Some > 07171 tan(% — 6) < To < I tan%} ,
8024,6 = {(w1,22) € Sa, 12 < 0,14 tan(—%) < To < X1 tan(—% +0)},
82,6 = Sa \ (Scly,a USC%,&) .

On choisit § = £(*£2 — 6), de sorte que

lim inf V,g,=1lim inf V,,,=+00.
r—oo 8t NC(B,) r—00 82 .NC(By)

Doncona:

JR>0,Vr > R,Vi=1,2, inf V,e,.>1.
S, sNCB,
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X2

St

Q,

3
85951

Q,

FIGURE 4.2 — Découpage en sous-secteurs.

Nous prenons maintenant r > Ret ® € K, (S, ) une fonction normalisée de K, qui vérifie
donc supp(®) C CB,. Notons W = supp(®). Nous commengons par supposer que W
est inclus dans un des sous-secteurs Sjy, s- On peut alors minorer 1’énergie de ® comme le
montre 1’analyse suivante :

e Cas 1 : Supposons W C S} 5. Ona:

(D) > | Vo |®)? > inf Vg, PP >1.
0.(@)> [ Viarlof > (Si};;;ﬂ(m ) |

e Cas 2 : Supposons W C 827 5> alors la minoration du premier cas reste valable.

e Cas 3 : Supposons W C 827 s Notons que ® se prolonge en une fonction de C§°(R?),

il découle alors de la proposition 4.1 que Q,(P) > 1.

Il nous reste a traiter le cas général. Nous allons nous ramener aux cas précédents grace
a une partition du secteur, et une formule IMS nous permettra de conclure. Nous notons
x = (x1,2) € S, un point du secteur et arg(x) € (—5,5) son argument. Soit C =
{(x1,72) € Sy, 2+ 22 = 1} la portion compacte du cercle unité comprise dans S,,. Pour
construire une partition du secteur adaptée a la figure 4.2, on construit une partition de C :

soient X1, X2 et y3 des fonctions infiniment dérivables sur C vérifiant :

Vi:1a2a37 0§X2§17

xi(r) =1 si arg(z) € (§—6,5) et xi(xz) =0 si arg(z) € (=5, -5 +9),
X2(z) = 0 si arg(w) € (5 —0,%) et xao(w) =1 si arg(z) € (=5, ~5 +9),
XTHxs+xs=1.
On étend les fonctions y; sur S, en posant
Vo € Son Xz(x) = Xz(é_|) s (49)

autrement dit les troncatures sur S, sont des dilatations de troncatures de C. Les fonctions
X1, X2 et x3 ainsi définies sont clairement des fonctions infiniment dérivables sur S,,. Elles
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vérifient de plus :
Vi=1,2,3, 0<x;<1,
X1(z1,2) =1 sur S} 5 et xi(z1,22) =0 sur S2 5
X2(z1,22) = 1 sur 82 5 et xi1(zy,22) =0 sur S}
Xitxatas=1.

Nous introduisons

C; =sup |V, .
c

On a en notant d f la différentielle d’une fonction f au point z, et n la fonction définie
sur S, par n(z) = fa7- ona d’apres (4.9) :

Un calcul rapide nous montre que

ACH > 0, Vx € Sy, [|dan]|e < %
De plus, d,x; = Vxi(x), et donc on a
CoC;
||
Finalement, en notant C' = max;(CyC;) et en utilisant W C CB, on a la majoration
suivante :

Ve e S, |[Vxi(z)l < (4.10)

02
Vi=1,23VeeW, |Vx(@)*<—. 4.11)
T
On utilise alors la formule IMS (B.8) :

IO / Tl @.12)

Les études réalisées aux trois premiers cas nous permettent d’écrire :

Vi=1,2,3, QT(XZ@)Z/ X; 1%,
w

et donc
> (xi®) > / o =1.
Z' W

On a donc grace a (4.11) et (4.12) :

2
o.@)>1- 4.13)

r2

O

Nous construisons maintenant un quasi-mode supporté “a I’infini” dont I’énergie est proche
del:
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Lemme 4.13. Nous supposons toujours 5= < 0 < 7. Soit € > 0, nous allons montrer :

AR >0, Vr> R, 30 € K,(S,), Q. (P)<1+e€. (4.14)

Preuve : La proposition 4.1 et le principe du min-max appliqués a I’opérateur Py g2+
V., 9.~ nous donnent I’existence d’une fonction u € C§°(R?) normalisée telle que :

((PA,RQ + V’}’,Q,T) u,u)2re) < 1+e€.

Nous allons translater « de maniere a fabriquer une fonction test dont le support est inclus
dans S, N CB,. Soit donc t = (sind, cos ) un vecteur directeur de Y et u, la fonction
définie par

up (21, x9) = exp(ir cosy(zy cos @ — xosinf))u(xy — rsinb, zo — rcosl) .

Notons que
supp(u,) = supp(u) + 1t ,

ainsi puisque la droite T entre dans le secteur, on a :
dR >0, Vr > R, supp(u,) C S,NCB, .
On remarque que le potentiel est invariant par translation selon t :
Vir >R, V,g,(x1—rsind,zg—rcosh) =V, g ,(z1,22) .
On utilise la proposition B.3 pour conclure :
Qr(up) = ((Parz + Vy0,7) w,u)amey < 1+ €, (4.15)

et le lemme est démontré en posant ¢ = u,.. O

Proposition 4.14. Dans le cas d’une droite entrant strictement dans le secteur, c’est-a-
dire lorsque % << 5, ona

VreR, s

—€ess

(v,0;a,7)=1. (4.16)

Preuve : On applique le lemme de Persson en utilisant les lemmes (4.12) et (4.13). U

4.2.3 Condition de la droite tangente

Nous traitons pour finir le cas ou le champ magnétique est contenu dans une des faces
du diedre (sans €tre tangent a I’aréte). On a alors § = "5 et la droite T est parallele au
bord supérieur du secteur (voir la figure 3.5).
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Cas général

Cette fois-ci, le spectre essentiel de I’opérateur Pa s, + V., acx o dépend du parametre
de Fourier 7 :

Proposition 4.15. Soit o € (0,7) ety € (0, 5], alors on a

VreR, s.(7, 5% a,7)=5(7,0m,7). 4.17)

Preuve : L'idée de la preuve est la méme que celle de la proposition 4.14, c’est pour-
quoi nous nous contentons d’en rappeler les grandes lignes. Le lemme 4.13 se démontre en
utilisant un quasi-mode a support compact de I’opérateur Py s, +V, o, dontI’énergie est
proche de la valeur s(v, 0; 7, 7), on lui applique une rotation puis une translation afin d’ob-
tenir une fonction dont le support est dans S,NCB,.. Pour la majoration, nous découpons le
secteur en sous-secteurs comme dans le lemme 4.12, et nous utilisons 1’opérateur modele
étudié dans la proposition 4.4. Le lemme de Persson permet de conclure. UJ

Nous rappelons le résultat de la proposition 4.4 qui permet d’expliciter cette quantité
poury € [0, 5] etT € R:

s(v,0;m,7) (;ﬁf(& cosy + Tsin7y) + (& siny — 7 cos 7)2) ) (4.18)

= inf
&€ER
Nous rappelons (voir la section 1.4) que

pN(t) — 4oo et () — 1.

t——o00 t—+00

On peut calculer les valeurs limites du spectre essentiel s . (7, 5%; , 7) quand 7 est
grand :
Proposition 4.16. On a pour (v, «) € [0, 5] x (0,7) :

T—Q.
§ess(’7a p) y O T) TjOO +00 .

Preuve : On suppose 7 < (. On fait une disjonction selon le signe de &, dans (4.18) :
e Si& >0,0napl(&cosy + 7siny) + (& siny — 7cosy)? > 72 cos? 7.
e Si& < 0, en utilisant la décroissance de ¢t — p}(¢) sur (—oo, 0), on a
pN (€ cosy + Tsiny) + (&siny — T cosy)? > pl (7siny) .
On a donc prouvé

T

VT <0, Se(7, 5% a,7) > min (uy(7siny), 7° cos®v) . (4.19)

On conclut en utilisant Y (¢) oo O
—

Lorsque le parametre de Fourier tend vers 400, on a
Proposition 4.17. On a pour (v, a) € (0, 3] x (0,7) :

Sess(Vs B0, T) = 1.

T—+00
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Preuve : On suppose 7 > 0. En prenant £, = 7 cot 7y dans (4.18), on a

Sess(7: 5% 00 T) Sy (15) < 1

Pour montrer la minoration, on fait une disjonction de cas sur & selon que (£ cosy +
7 sin v)? soit grand ou pas :
e Si& ¢ [Teoty — ===, Tcoty+ ==],ona (&siny — 7cosy)? > 1.

siny’ sin~y
e Sié e [Tcot'y—$,Tcot”y+ﬁ],onafgcosw—l—Tsin”y S [sigv—cot% e

cot ~y]. Pour 7 suffisamment grand, cet intervalle est inclus dans [, +00) et la crois-
sance de t — ulY(¢) sur [£y, +00) donne I’existence d’un 7y > 0 tel que

1
siny’

-
sin 7y

TeotyHg=], ) (Gacosy+Tsing) > iy (5= —cot ).

siny

VT > 719, V& € [T coty—

On a donc montré

-
sin -~y

370> 0, V7 > 75, SV, 55, 7) > ) (52 — coty)

T—
2 ess 2

On conclut en utilisant p' () — 1. O
t—+oo

Grace au corollaire 4.5, on a 5. (7, 5% a,&siny) = ©Og. On déduit de (3.18) une
majoration pour le bas du spectre de I’opérateur sur le diedre :

Corollaire 4.18. Dans le cas oit le champ magnétique B est contenu dans [’'une des faces
du diedre, on a :

Va € (0,7],Vy €[0,3], s(v,5%a)<6q.

Cas particulier d’un champ perpendiculaire a I’aréte

Nous donnons des résultats dans le cas particulier v = 7 ou le champ magnétique
B est perpendiculaire a 1’aréte du diedre (cf la table 3.1). Dans ce cas 1a on déduit de la
proposition 4.15 et de la formule (4.18) une relation explicite :

Corollaire 4.19. Soit o € (0, 7), alors

VreR, s..(%, 5% a,7)=pl(7).

=ess 57 2
A1 A __ T .
On peut préciser ce résultat pour o = 7 :
Proposition 4.20. Dans le cas d’un secteur d’angle droit et d’une droite tangente, on a

VT € R, §(%7 %; %ﬂ') = §ess(ga %; %ﬂ') = :ull\I(T> .

Preuve : La démonstration se déduit directement de la preuve de [Pan(02, proposition
7.1], c’est pourquoi nous nous contentons d’en donner les grandes lignes. On suppose
11 .y 2o
donc v = S et B = (75, et 0). Ona A = 0 et I’opérateur s’écrit

Pas.+VBr= _a; - aa%z + (\/Lixl - \/Lil'z — 7)2 .
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On effectue le changement de variable associ€ a la rotation d’angle 7. On est ramené a
étudier la réalisation de Neumann de

— 0 =02+ (u — 7). (4.20)

sur I’ouvert
{U1>O,UQ>0}.

On utilise alors une technique de [Pan02] : un vecteur propre de 1’opérateur (4.20) peut
étre symétrisé par rapport a I’axe {us = 0} afin d’obtenir une fonction définie sur le demi-
plan {u; > 0}. En utilisant les arguments de la preuve de la proposition 1.1, on constate
que le bas du spectre de cet opérateur est le méme que le bas du spectre de la réalisation
de Neumann de —A + (u; — 7)? sur le demi-plan {(uy, us) € R?, u; > 0}. Par une trans-
formée de Fourier partielle dans la variable u-, on montre que le spectre de cet opérateur
est [} (1), +00), de plus il s’agit de spectre essentiel. On en déduit la proposition. 0

On retrouve a partir de cette proposition le résultat (3.39) de [Pan02] pour le bas du
spectre de I’opérateur sur un diedre d’angle droit (& = 7). En combinant le corollaire
4.18 avec la minoration (3.43), on peut étendre cela en un résultat intéressant pour le bas
du spectre de I’opérateur sur le diedre dans le cas d’un champ magnétique B perpendicu-
laire a I’aréte et contenu dans une des faces :

Théoreme 4.21. On suppose que le champ magnétique est contenu dans une des faces
du diedre D, et perpendiculaire a l’aréte du diédre. Les coordonnées sphériques sont
(7,0) = (5,75%) (cf la table 3.1). On suppose aussi que I’angle d’ouverture du diédre
vérifie « > 5. On a alors

De plus cette valeur correspond a du spectre essentiel pour ’opérateur sur le secteur au
sens suivant :

S(%v %;a) = §(§7 71';_04;&’&)) = §ess(%’ %;a,fo) :

Des calculs numériques illustrent ce résultat sur la figure 4.10. On démontrera plus
tard que si a < 7, on peut avoir une valeur propre inférieure a la valeur ©g, y compris
lorsque le champ magnétique est perpendiculaire a I’aréte du diedre.

4.2.4 Synthese des résultats pour le spectre essentiel de I’opérateur
sur le secteur

La table 4.1 récapitule le spectre essentiel de I’opérateur Py s, + V3, - selon la position
de la droite T par rapport au secteur S,. Nous avons donc montré I’existence de vecteurs
propres pour le bas du spectre de Py s, + VB, - dans le cas d’une droite sortante. Dans les
autres cas, nous montrerons dans les chapitres suivants I’existence de spectre discret sous
le spectre essentiel pour certaines valeurs des parametres.
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Champ magnétique B Coordonnées Droite T par rap- | Sess (PA, Sa T+ VBJ’)
sphériques de B | port au secteur S,

Champ tangent a I'aréte | v =0 Non définie [Bg + 72, +00)

du diedre
0 € [0, 75%) Sortante 0

Champ non tangent a e (n—a )

Paréte du diddre € ("3%,5] | Entrante [1, +oo)
§ =52 Tangente [s(7,0;m,7), +00)

TABLE 4.1 — Synthése des résultats pour le spectre essentiel de I’opérateur Pa s, + VB, -
sur le secteur S, selon la géométrie du diedre D,, et du champ magnétique B.

4.3 Calculs numériques pour un champ tangent

Nous montrons ici des calculs numériques pour le bas du spectre de I’opérateur Py s, +
VB, - dans le cas ou la droite T d’annulation du potentiel est tangente au bord du du sec-
teur. Nous utilisons une notation du chapitre 1 : si s est une quantité spectrale, nous notons
génériquement S un calcul numérique de cette quantité par éléments finis. Sauf mention
explicite, les calculs ont étés effectués avec le potentiel magnétique A® (défini dans la
sous-section 3.1.1). Nous renvoyons au chapitre C pour les notations Los et Tri corres-
pondant aux domaines de calculs.

La figure 4.3 illustre la proposition 4.20 : on représente les valeurs de 7 — 3(v,0; a, 7)
calculées par €léments finis pour un secteur d’angle droit (o« = 7) et un champ magnétique
tangent perpendiculaire a ’aréte : (,60) = (5, 7). Il nous a fallu prendre un domaine de
calcul de grande taille puisque les valeurs spectrales correspondent a du spectre essentiel.
On a aussi tracé la fonction 7 +— p)¥(7) dont les valeurs ont été calculées dans le chapitre
1. Ces deux fonctions semblent coincider, ce qui corrobore la proposition 4.20.
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‘O s(y,6,0,1)
— '

---1
9

-—- -0

05 | | |

FIGURE 4.3 — Valeur des paramétres : v = 7,0 = § eta = 5. 5(v,0; a, 7) selon 7 pour
T =4, —10 < k < 30 comparé a ) (), O et 1. Domaine de calcul : Los(20, 80, ).
Degré : Qs.
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Sur la figure 4.4 on garde les mémes valeurs de « et # mais on prend v = 5 : le champ
magnétique B est tangent et proche de 1’aréte du diedre. On a aussi tracé la constante O
et la fonction 7 — s (7, 0; o, 7) a partir de la formule

§oss(’yv 07 a, 7_) (MII\I(S2 cosy+ 7 sin ’Y) + (52 sin7 — T COs 7)2)

= inf
&2€R

T OmL.T

et des calculs du chapitre 1. On constate alors que 5({j, 7; 5,7) semble correspondre
a du spectre discret et peut descendre sous la valeur ©y. On a aussi tracé la constante

aux 1 3 1 11 ™ % T T, T
o™ (sin vy sin a), qui vaut ici o(5 ). Les valeurs de 5({5, §; 5,.7') serpblent converger vers
cette constante pour 7 grand. Nous démontrerons dans le chapitre suivant que s(7, 0; o, 7)

converge effectivement vers la valeur 02" (siny sin ) pour 7 grand (voir le théoreme

5.13).

O s(y,8,a,1)
o sess(y,e,cx,T)

1.1

- - -0®(siny.sina) [|

-=--0

0.9

0.8

0.7

0.6 e e = T

0.5 i

™

FIGURE 4.4 — Valeur des parametres : v = 5, 0 = § eta = 7. 5(v,0; a, 7) selon 7 pour
T =4, —10 < k < 20 comparé a s (v, 0; a,T), O et 0§ (sin v sin o). Domaine de

calcul : Tri(41, 14, 7). Degré : Ps.
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Sur les figures 4.5 et 4.6, des vecteurs propres associés aux valeurs propres de la figure
4.4 sont représentés pour 7 = % avec 0 < k£ < 4. Sur la figure 4.5, on a représenté de
haut en bas : le module, le logarithme en base 10 et la phase modulo 7 des vecteurs
propres. La phase modulo 7 est obtenue par la formule (C.1). Le logarithme a été seuillé
pour des valeurs inférieures a —13. On a aussi tracé la droite T d’annulation du potentiel.
On constate que les vecteurs propres se concentrent le long de cette droite. L’échelle
logarithmique permet de voir des minima locaux du module, de plus ces minima semblent
correspondre avec des singularités de la phase. Nous pensons que ces points sont des
racines du vecteur propre. Nous reviendrons sur ce phénomene dans le chapitre 7. Sur
la figure 4.6, nous avons représenté le logarithme du module seuillé pour des valeurs
inférieures a —7. La phase a été fixée 2 0 12 ot le module est inférieur 2 1077,

Il est possible de choisir pour le calcul un potentiel magnétique qui s’annule le long
de la droite Y. Nous prenons (v, 0) = ({5, 7) et « = 3. Sur la figure 4.7 nous réalisons le
calcul pour 7 = 0 en choisissant comme potentiel magnétique

AT (x4, x9) = (—x9 cosy + x1 cos7,0) 4.21)

qui vérifie bien AT € &/ (cosy). Nous comparons le calcul fait pour le potentiel AT avec
celui obtenu pour le potentiel A®. Sur la figure 4.7(a) on constate que le vecteur propre
calculé avec la jauge AT est moins concentré que celui de la figure 4.8(a). La valeur
propre obtenue pour un calcul avec le potentiel A vaut 0.61207 contre 0.61274 pour un
calcul avec la jauge A®. Nous rappelons que les deux potentiels différent d’un gradient :

AY — AR =Vopy (4.22)

avec ¢ (1, 22) = %x% cos 7y. Nous rappelons aussi que les vecteurs propres de Py g +
VB, - sont obtenus a partir de ceux de Par 5 + VB . par multiplication par er (cf la
proposition B.2). Sur la figure 4.8(b) nous représentons (modulo ) la phase des vecteurs
propres calculés avec le potentiel A® a laquelle on a ajouté or,r- On constate que le

résultat ressemble a la phase représentée sur la figure 4.7(b).
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1444

\\&\\ \&\\\\ “@ Ql |
€<

f« ff/ ////( &

7=0 7=05 T=1 T=15 T=2

FIGURE 4.6 — Mémes calculs que sur la figure 4.5. Le logarithme du module a été seuillé
pour des valeurs inférieures a —7 et la phase a été fixée a 0 1a ot le module est inférieur a
1077,
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-7

(a) Logarithme du module (b) Phase modulo .
seuillé pour des valeurs
inférieures a —7.

FIGURE 4.7 — Valeur des parametres : o« = 57 = 155 0 = TetTt =0. Domaine de
calcul : Tri(41, 14, g) Degré : P5. Potentiel magnétique choisi : A (défini en (4.21)).

0

-7
(a) Logarithme du module (b) Phase translatée de
seuillé  pour des valeurs @R, x modulo T, cf (4.22).

inférieures a —7.

FIGURE 4.8 — Valeur des parametres : o = 7,7 = 1”—0, g = 7 et 7 = 0. Domaine de
calcul : Tri(41, 14, 7). Degré : P3. Potentiel magnétique choisi : AR,
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Sur la figure 4.9 on a calculé 3(B;a, 7) pour @ = 4” et un champ magnétique B de
coordonnées sphériques (v, ) = (3, {5). On a pris comme valeurs du parametre 7 = lko,
—5 < k < 30. Puisque certaines valeurs spectrales semblent étre situées dans le spectre
essentiel, nous avons pris un domaine de calcul plus grand, les vecteurs propres calculés
n’étant pas localisés. On a aussi tracé 7 — ul(7) et la constante o#"(sin vy sin ) ici
égale a 01 (F). Le théoréme 5.13 permettra d’identifier cette constante comme la limite de
la fonction 7 — 5(3, 75; 45”, 7) quand 7 tend vers +oo.

On constate que pour certaines valeurs de 7 on a I'inégalité 3(5, 75; &, 7) < p)(7)
la valeur s(7%, <5; 4; ,7) semble alors correspondre a du spectre discret pour 1’opérateur
Pp s + VB, -. Nous notons

7o = sup{r. € R, V7 > 7, s(7,0; 0, 7) < p} (1)}

et 7o une approximation numérique de cette quantité. On constate que pour 7 < 7y on

semble avoir (5, 75; 45, 7) = s.(5,%5; %, 7). La proposition 4.20 prouve que 7 €

|0, +00]. Le corollaire 5.15 prouvera que 7 est un réel fini.

O s(y,8,a,1)
1.6f
° —
- - - 0®(siny.sina)
__.©
1.4F 0
1.2f
1,
T Tt TG 000000000069
0.8r B
0.6F - - ———— -~ —— =~ 5= e
| |
| | 1 | 1 | | |
-0.5 0 05 %% 1 B1.5 2 25 3
FIGURE49 Valeur des parametres : fy—% 9:—eta— ™. 5(7, 0; a, 7) selon T pour
T =&, =5 < k < 30 comparé a uf¥(7), O et aux(smvsma) Domaine de calcul :

Los(20 115, 7). Degré : Q.
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En nous inspirant de la relation fondamentale (3.18), nous définissons

5(v,0;a) = inf (v, 0; 0, 7) . (4.23)
Sur la figure 4.10 nous calculons 5(3, 5%, a) pour o = kg5 avec 1 < & < 19. Pour

chaque valeur de o nous adaptons I’échantillonnage du parametre 7 et le choix du maillage
pour le calcul de 5(vy, 0; o, 7) et nous utilisons 4.23. Nous constatons que pour & > 7, on

semble avoir 5(7, 5%, a) = Oq. Ce calcul illustre le théoréme 4.21.
0.6 -
0.5 -
0.4 —6— s(12,(T0)/2,0) _
e,

0.3 -

0.2 -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

v

FIGURE 4.10 — Valeur du paramétre : v = 7. 5(7, 5%; ) selon ¥ := 2 pour ¥ =
1<kE<19.

£
20°

4.4 Concentration des vecteurs propres

Nous donnons des estimations d’Agmon qui indiquent la concentration des vecteurs
propres de I’opérateur Py s, + Vi -. On suppose dans cette section que s(B; o, 7) est une
valeur propre de Py s, + VB,- situé sous le spectre essentiel. Nous avons vu que que cette
hypothese est toujours vérifiée dans le cas d’un champ sortant (proposition 4.10). Dans
le cas d’un champ entrant, le spectre essentiel vaut 1 et la proposition 5.9 du prochain
chapitre montre que cette hypothese est vérifiée des que 7 est assez grand. Nous notons
uB,r Un vecteur propre associé a s(B;«, 7). La décroissance des fonctions propres “a
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I’infini” est classique pour un vecteur propre associé€ a une valeur propre sous le spectre
essentiel (voir [Bon05, théoréeme 7.1] par exemple) :

Proposition 4.22. Nous notons x = (x1, x5) un point du plan. Il existe deux constante &
et C strictement positives (qui dépendent des paramétres (B, T, )) telles que

S|

||6 uB,Oé7T||L2(Sa) < Cl .

La démonstration de la proposition suivante se fait exactement de la méme maniere
que celle du théoreme 2.18 :

Proposition 4.23. Soit dv la distance a la droite T d’annulation du potentiel :
d'r(.flfl, LCQ) = ’LClbg — .%'2[?1 — 7'| .
Pour tout § < % il existe une constante Co(B, 7, a, 0) telle que

83
|e®Yu a7 L2(s.) < Ca(B, T, 0, 9) .

Dans le théoreme 2.18, la constante K'(/3) ne dépend pas des paramétres. De méme,
dans le cas d’un champ sortant, on peut choisir la constante indépendamment de « : soit
ap € (0,7) tel que pour tout v € (0, ap], T vérifie la condition de la droite sortante. Alors

on peut trouver une constante C3(B, d, 7) telle que

Ya € (O,CY()], ||66dTUB7a7T||L2(3a) < Cg(B,(S, 7') .
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Chapitre 5

Le probleme sur le secteur pour des
grandes valeurs du parametre de
Fourier

Soit B = (b1, bs, b3) un champ magnétique constant unitaire. Ses coordonnées sphéri-
ques sont notées (7, 6). Nous rappelons que 1’opérateur Pa s, + Vg, , est la réalisation
de Neumann sur le secteur S,, de I'opérateur —(V — iA)* 4+ Vg, -, avec A € &/ (b3) un
potentiel magnétique plan et Vg , le potentiel électrique défini par

VB,T(‘/EIWTQ) — (xlbg — {L‘le _ 7—)2 .

La forme quadratique associée a cet opérateur est notée O, elle est définie sur le domaine
de forme H 1 (Sa).

Le potentiel électrique s’annule sur la droite T d’équation x1b; — x2b; — 7 = 0. Nous
rappelons que nous avons défini

s(B;o;7) :=inf &(Pa s, + VB, +) -

Quand le couple (v, 0) désigne les coordonnées sphériques du champ magnétique B, on
a la notation suivante :
5(v,0;0,7) = 5(Bs o, 7) .

Nous cherchons a déterminer I’infimum sur 7 de s(B; «, 7), en effet on a d’aprées (3.18)

s(B;a) = inf s(B;a, 7).

TER

Nous voulons savoir si cet infimum est atteint. Nous introduisons la notation suivante :

Définition 5.1. On pose

s%°(B;a) = min (lim inf s(B; , 7), lim inf s(B; a,T)) . (5.1

T—+00 T——00

175
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Comme précédemment nous notons en coordonnées sphériques
s%(7,0;a) == s*(B;a) .

On a d’apres (3.18)
s(B;a) < s*(B;a).

Ainsi en vertu de la continuité de 7 — s(B; «, 7), pour savoir si la borne inférieure sur 7
des s(B; a, 7) est atteinte il suffit de montrer s(B; a) < s*(B; «).

Dans le cas particulier v = 0, c’est-a-dire lorsque le champ magnétique est B =
(0,0,1), I’opérateur s’écrit

Pas.+Ver=Pas, +7°

etona
s(B;a,7) = p(a) +72. (5.2)

L’étude du comportement par rapport a 7 de s(B; «r, 7) est alors triviale. On a en particu-
lier
s*(B;a) = 00 .

Revenons au cas général : d’apres la proposition 3.18, la fonction 7 — s(B;a, 7) est
continue sur R. Afin de savoir si sa borne inférieure est atteinte, nous calculons dans ce
chapitre les limites quand 7 — —oo et 7 — +oo de la fonction 7 — s(B;a, 7) (on s’at-
tend a ce que celles-ci dépendent de B et de o). Ce calcul est fait pour le cas v = 7 dans
[Pan02], nous allons généraliser le résultat au cas o # 5- Nous allons aussi I’améliorer en
donnant une forme explicite pour les différentes limites a 1’aide de la fonction o, étudiée
dans le chapitre 2 et des différents parametres.

Dans la section 5.1, nous montrons que le calcul de la limite de s(B; «, 7) pour de
grandes valeurs de || peut étre ramené a un probléme semi-classique. Dans la section
5.2, nous généralisons les résultats de [Pan02] au cas o # Z, et nous utilisons la proposi-
tion 4.3 qui nous permet d’expliciter la limite a 1’aide de la fonction o, et des parametres.
Il faut une fois de plus faire une disjonction de cas selon que la droite d’annulation du po-
tentiel T est sortante, entrante ou tangente. Ces calculs explicites de limites donnent des
majorations pour s(B; a, 7). Ils permettent aussi dans le cas d’une droite tangente d’affir-
mer que ’infimum sur 7 des s(B; «, 7) est atteint. De nombreuses simulations numériques
appuient ces résultats. Dans la section 5.3, nous présentons des calculs numériques pour
un cas particulier symétrique et nous observons un phénomene d’effet tunnel.

5.1 Analyse semi-classique du probléme

Nous montrons que le probleme peut se ramener a un probleme semi-classique et
nous rappelons des résultats connus. Nous supposons que le potentiel magnétique plan
A € o/(b3) est linéaire (nous avons vu dans la section 3.1 trois exemples pour un tel
potentiel). Nous regardons ce qu’il se passe lorsque |7| tend vers I’infini. La distance de
I’origine (qui coincide avec le coin du secteur) a la droite T d’équation x1by — x9b; — 7 =
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0 tend elle aussi vers I’infini. Nous supposons 7 # 0 et nous réalisons le changement
d’échelle (X1, X5) = 771 (21, x2) qui laisse le secteur invariant. L opérateur Pa s, + Vs -
est unitairement équivalent a la réalisation de Neumann sur I’ouvert S,, de

1 2
- (—V - ZTA) + 72(X1b2 — Xle — 1)2 .

-

On introduit le parametre semi-classique i = |7|~2, de sorte que & tend vers 0 quand |7|

vers +00. On obtient que Pa s, + VB, - est unitairement équivalent a

1
m (—=(hV —iA)? + (X1by — Xoby — 1)) .

Nous décrivons maintenant des résultats connus pour un opérateur de Schrodinger semi-
classique avec potentiel magnétique et potentiel électrique : soit

—(hV —iA? +V

un opérateur de ce type. Dans le cas ou cet opérateur agit sur R” ou sur une variété com-
pacte, on connait un développement asymptotique du bas du spectre lorsque h tend vers
0 sous I’hypothese que le potentiel électrique V' posseéde un nombre fini de minima non
dégénérés : dans ce cas, on approche le potentiel électrique V' par ses approximations qua-
dratiques prés de ces minima et on se rameéne 2 étudier I’opérateur —(AV — iA)? + |z|?
sur R™ (voir [Mat95] et [MU96]) par exemple). L’idée directrice est celle de 1’approxima-
tion harmonique déja vue dans les chapitres précédents : quand h tend vers 0, les vecteurs
propres se concentrent pres des minima du potentiel électrique.

Néanmoins pour notre opérateur —(hV —iA)? + (X 1by — Xob; — 1)? sur S,, ces résultats
ne s’appliquent pas : les minima du potentiel électrique sont dégénérés. De plus, lorsque
la droite entre dans le secteur (voir la définition 3.17), le potentiel s’annule sur une demi-
droite contenue dans le secteur S,,. Nous avons vu a la proposition 4.14 que cette situation
génere du spectre essentiel pour 1’opérateur.

Dans le chapitre 2, nous avons étudié un opérateur de Schrodinger avec un potentiel
électrique qui s’annule sur une demi-droite. Nous avons constaté que les vecteurs propres
associés a des valeurs propres situées sous le spectre essentiel sont concentrés pres de la
ligne d’annulation du potentiel électrique. Nous faisons le raisonnement heuristique sui-
vant : si ce fait reste vrai pour I’opérateur —(AV — iA)? + (X1by — Xoby — 1)% sur le
secteur S, alors les vecteurs propres sont concentrés pres de la droite d’équation X;by —
X3by — 1 = 0. Or la distance du coin (0, 0) du secteur S,, a cette droite est fixe et stricte-
ment positive. On s’attend donc a ce que I’opérateur —(hV —iA)? + (X by — Xoby — 1)?
ne “voit plus” le coin du secteur quand / tend vers 0. On est alors ramené a un opérateur
modele sur des domaine réguliers.

5.2 Calcul des limites quand le parametre de Fourier est
grand

On a vu (cf (5.2)) que pour un champ tangent a 1’aréte du diedre, c’est-a-dire pour
v = 0, 0n a s®(B;a) = +o00. Dans cette section, on calcule pour 7 # 0 la limite de
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s(B;a, 7) quand 7 tend vers +o0 :

Dans la suite de ce chapitre, on suppose v < (0, 7.

5.2.1 Condition de la droite sortante

Dans toute cette sous-section on suppose que la droite T sort du secteur, c’est-a-dire
¢ € [0, 5%) (voir la figure 3.4). On commence par le cas 7 — —o0. On remarque que
dés que 7 < 0, 'intersection T N S, de la droite d’annulation de Vg . et du secteur
S, est vide. La distance entre Y et S, tend vers I'infini quand 7 tend vers —oo. Ces
considérations aboutissent a la proposition suivante :

Proposition 5.2. On suppose que 0 € [0, "52). On a alors

Vye(0,3], lim s(v,0;a,7) =400 (5.3)

T——00

De plus la fonction T — s(7y,0; a, T) est décroissante sur (—oo, 0) et minorée par T°.

Preuve : Lorsque 7 < Oona T NS, = (). On constate que la distance d’un point
(21, x2) du secteur a la droite Y est minimale en (z1, x2) = (0,0) et vaut 7. On a donc :

V1 € R, V(21,22) € Suy,  Vip.-(21,20) > 72 .

On déduit donc
Yu€ Hy y(Sa),  Qr(u) > 7|ulliss, -

On déduit du principe du min-max la minoration s(v, 6; a, 7) > 72 et la limite quand 7
tend vers —oo. Pour la monotonie de 7 — s(v, 8; «, T), on constate que lorsque la droite
T sort du secteur, on a pour (z1, z3) € S, fixé :

T +— V, 0, -(21, 22) est décroissante sur (—o0,0) .

On déduit le résultat du principe du min-max. 0

Remarque 5.3. Si on sait par ailleurs que la premiere valeur propre est simple, la formule
de Feynman-Hellmann (4.7) donne directement la stricte décroissance pour 7 < 0.

Nous rappelons que la fonction o{"* a été introduite dans la définition 4.2. Nous
énoncons le résultat principal de cette section :

Théoréme 5.4. On suppose que 0 € [0, "5%). On a alors

Vy e (0,%], lim s(v,0;0,7) = o™ (sinycos( +96)) . (5.4)

T—+00
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Preuve : La preuve se fait en deux étapes : dans un premier temps nous construisons un
quasi-mode pour I’opérateur Py s, +V, ¢, - a partir d’un quasi-mode de I’opérateur sur le
demi-plan. Ce procédé fournit une majoration pour s(, ¢; v, 7). Dans un deuxiéme temps
on minore cette quantité : on montre d’abord que les vecteurs propres sont concentrés pres
de la droite Y. On construit ensuite une partition du secteur selon que 1’on soit loin ou pres
du coin. Une comparaison avec les opérateurs modeles étudiés dans la proposition 4.3 per-
met de conclure.

CONSTRUCTION DE QUASI-MODE ET MAJORATION. Soit §; = 52 — 0 ’angle que
fait la droite T avec le bord supérieur de S, (voir la figure 5.1). Nous rappelons que le
bas du spectre de I’opérateur Py s, + V, _s, o est une valeur propre simple (voir la pro-
position 4.3) notée s(y, —d1; 7, 0). On rappelle que s(y, —d1;7,0) = s(v, d1; 7, 0), mais
pour des raisons géométriques nous travaillerons avec I’opérateur Py s, + V, _5, 0. Soit
€ > 0, d’apres le principe du min-max il existe un quasi-mode u** € C§°(S,) tel que

<(PA,37r + Vyfglyo)uapp,uapp>[/2(5 ) < 8( (51,71' O) + €.

Soit Rx_o la rotation de centre I’origine et d’angle *5*. Nous notons t := = (cos §,sin §)
un vecteur directeur unitaire de la droite To tan 5x1. Cette droite dehmlte le bord
supérieur du secteur S,,. Soit /. I’affinité définie sur R? par :

-
hy : (x1,22) —> R%(I‘l,l’g) — mt = (y1,92) - (5.5)

On adonc (z1,22) = h7'(y1,y2) = R_z-a (y1,¥2) + 5555, s SOIt :

T —«Q . T« T Q
T = Y1 COS + 92 SIn + — : COS —
2 sin 7 sin 9y 2
(5.6)
. T—«Q T — T e
Ty = —YYp SN + Yo CcOs + - sin —

2 sin 7y sin 0y 2

En vue d’appliquer les propositions B.3 et B.4 sur les translations et les rotations, on
calcule
(x1,22) Nt = S — (x sin > — g cosg>
b2 sinysind, \ 1 2 2

On définit alors le quasi-mode :

. Tcosy

- T €T Slnf—I COS*
PP (2, 7p) = € Ty 2O o (1, 22) -

On a

T

supp(uiPP) = h;l(supp(uapp» = R_%@upp(uapp)) + sin 7 sin 51t :

Ainsi puisque supp(u®”?) C S, pour 7 suffisamment grand on a supp(u?’?) C S, (V01r
la figure 5.1). Pour 7 assez grand on a donc u2*? € C5°(S,). On évalue 1’ énergie de u®®
d’apres les propositions B.3 et B.4, on a

(Pa, 5. u3°, P r2(s,) = (Pa,s, 0™, u™P) r2s,) -
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X2

S .

sin vy sin d1 51

S, 1

01

T

T

FIGURE 5.1 — Un quasi-mode u**? de Py s, +V/, _s,, 0 subit une rotation et une translation
pour fournir un quasi-mode u2P? de Pa s, + V5, ¢, Il faut que 7 soit grand pour que le
secteur contienne le support de u2PP.

On calcule V,, o ,(x1, x2) dans les nouvelles variables a I’aide de (5.6) :
sinvy(zqcosf — x9sinf) — 7
=sin y(y1(cos Z52 cos 6 + sin 752 sin 0) + yo(sin 752 cos 6 — cos 752 sin 6) )

————(cos § cos —sin § sinf) siny — 7
sin 7y sin §;

=siny(y; cosd1 + Yo Sindy) .

On a donc
Vi0.-(x1,22) = V4 _5,,0(y1, y2)

puis
Qr (uz"?) = ((Pa,sx + Vo, —51,0)u™, u™) 25,
< s(v, =017, 0) +€.
On utilise alors les résultats de la proposition 4.3 :

5(7, =013 7,0) = (7, 0137, 0)
= o (arcsin(sinysin dy))

= 0, (arcsin(siny cos(% +6))) .
On a donc montré en utilisant la définition 4.2 :

limsup s(7,6; o, 7) < 07" (siny cos( +6)) . (5.7)

T—+00
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MINORATION. Nous montrons que les vecteurs propres sont concentrés pres de T, et
nous nous ramenons a des opérateurs modeles. Nous considérons les angles (0;);—1. 4
définis sur la figure 5.2. Nous constatons que §; = 5= — @ est le plus petit de ces quatre
angles. Nous réalisons une partition du secteur pour isoler deux domaines modeles as-
sociés a ces angles ¢; ainsi que le coin. Soit donc L > 0, et découpons S, en sous-

domaines (voir la figure 5.3) :

O = {(z1,22) € Sa, 1 > L, 29 > 0},
Oy = {(Il,l’g) €Sy, r1> L, 19 < O} ,
Qg = {(xl,dlg) € Sa, 1 < L} .

&

Pour construire les troncatures nous perturbons les sous-domaines §2; et {2, de %L tan 9
selon 'axe {5} (voir la figure 5.4). De méme nous perturbons Q3 selon I'axe {xz;} de £ :

QP = {(xy,29) € Sy, 1 > L, x5 > %Ltan%} ,
Q5 = {(21,29) € Say 21 > L, 15 < —%Ltan%} ,
Qgert = {(.Tl,xg) € Sa, T < %L} .

Nous définissons maintenant les troncatures :

(Vi=1,2,3, 0<yy <1
X1 =1 sur QF" et y; =0 sur Q5 U O™
X2 =1 sur Q5" et yo =0 sur QP U Q"

pert

x3 =1 sur Q5" et x3 =0 sur 0Qy,

T+ +x3=1.
)

5N/ 02

FIGURE 5.2 — Lintersection de la droite T et du bord du secteur. Le plus petit des quatre
angles 9; est 0; = 5= — 0.
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FIGURE 5.3 — Le secteur est découpé en sous-domaines (2;).

pert
0

pert
Q3

pert
Q2

FIGURE 5.4 — Les sous-domaines perturbés.

On remarque que pour i # j on a dist(Q>", Q?ert) > min (Ltan £, £). On peut donc
construire les x; de maniere a avoir

. c
3C >0,Vi=1,2,3, ||[Vxl?> < R (5.8)
Soit € > 0. Nous fixons L suffisamment grand pour avoir
C
s <eE. (5.9

Nous avons supposé que la droite T sort du secteur S,,. L'opérateur Py s, + V ¢ - est
donc a résolvante compacte d’apres la proposition 4.10 et on a bien existence d’une plus
petite valeur propre. Nous notons ici (s(7, 6; v, 7), u, ) une premiere paire propre avec .,
un vecteur propre normalisé, les parametres v, 0 et « étant fixés.

On commence par regarder ce qu’il se passe sur QP*"*. On a supp(x1u,) C Sa \ (5™ U
Q5°'"). On utilise & nouveau I’affinité A, (voir (5.5)) pour se ramener a un opérateur sur le
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demi-plan S, : en effet on a (y1u) o h, € Dom(Pya s, + V5,6, 0). Comme plus haut, on a
aussi

Q-(x1ur) = ((Pa,s, + Vi, -5, 0)((X1ur) 0 hr), (X1ur) © hr) 12(s,)

et donc en utilisant le principe du min-max :

QT(Xlu’T) > §(7751;7770)”)(1“7'”%2(3&) : (510)
On a aussi

QT(XluT) > §(77 627 T, O)‘yxluTH%Q(Sa) :
On prouve de méme

QT(X2UT) > §(P)/> 53; ™, O)HXQUTH%Q(SQ)

et
QT(X2U/T) Z §(’Y> 54) , O)||X2UTH%2(SQ) .

Oron a vu que s(7, 0;; 7, 0) = oy (arcsin(sin v sin ¢;) ). Comme x +— o1 (z) est strictement
croissante sur (0, 7) (voir la proposition 2.6) et §; = min;(d;), on a

QT(XQUT) > §(77 51) T, O)HX?U’TH%Q Sa) * (511)
(Sa)

Montrons maintenant que I’énergie du quasi-mode est petite sur Qg’e“. On commence
par noter que les valeurs propres s(v, 0; «, 7) sont bornées quand 7 est grand d’apres la
construction de quasi-modes : en effet puisque pour z € (0, 5) onaoy(x) < 1, on obtient
grace a (5.7) :

10 >0, V7 > 7109, s(7,0;,7) <1. (5.12)

Pour L fixé et 7 > 79 on a donc :

/ ‘/%9,7'|u7'|2 S / Vw,977|u7|2
Q3 Sa

< ((Pa,sa + V5,0,7)Ur, Ur) 12(5,) -

Ainsi en utilisant (5.12) on a pour 7 > 79 :
/ Vo |u? <1. (5.13)
Q3

On rappelle que L a été fixé. On a

lim (inf %7977) = +0o0
Q3

T—00

et donc grace a (5.13)on a :

lim lu ) = lim [ |u,)>=0. (5.14)
T—00 Qgert T—00 93

On rappelle la formule IMS (B.6) :

Q- (x3u) = s(7,0; o, 7)(Xx3Ur, X3Ur) + H|VX3’UTH%2(SQ) :
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Puisque supp(x3) C 3, on utilise (5.8), (5.8), (5.14) et (5.12) :
In >,V >n Qr(xsu) <e et [[VxsurlZas, <e. (5.15)

On rappelle la formule IMS (B.8) :
Q, (u;) > Z Q. (xiur) — Z 1V Xt 2s,) - (5.16)

En utilisant (5.9), (5.10), (5.11), (5.14) et (5.15), cette formule IMS fournit
Vr>7,  Qr(us) > s(y,01;7m,0) — 3e .

On a donc montré
liminf s(v, 0; o, 7) > s(7y,01; 7,0) .

T—+00

T

En utilisant 6, = 5= — 0 et la proposition 4.3 on déduit la minoration

liminf s(v, 0; a,7) > o (arcsin(siny cos(% + 6))) ,

T—r400

soit en utilisant la notation introduite dans la définition 4.2 :

liminf s(v,6;, 7) > 0" (sinycos(% +6)) ,

T—+00

ce qui termine la preuve. 0

Ainsi nous avons montré
s2(v,0; a) = o7 (siny cos(§ +0)) .

D’apres (3.18), nous avons s(7, 8; ) < s°(,0; «). Nous rappelons que nous voulons
savoir si I’inégalité est stricte, autrement dit nous cherchons a savoir si I’'infimum sur 7
des s(v,0; a, ) est atteint. Nous allons pour cela chercher dans le chapitre suivant un
7, fixé et un quasi-mode normalisé u., dont I’énergie Q.. (u,,) est strictement inférieure
a la quantité a?ux(sinv cos(§ + 9)) Dans cette optique nous donnons une minoration
élémentaire de la valeur limite s>°(B; «). On introduit une fonction analytique :

Définition 5.5. Soit la fonction

m**(B; a) == \/(1 — 03 <b% cos? % — byby sin o + b? sin? %) + 632, (5.17)

ou encore en coordonnées sphériques :

mana(,yj 97 Oé) — \/(1 . @3) sin270082(% + @) + @g . (518)

On déduit de la proposition 2.11 et du théoreme 5.4 :

Corollaire 5.6. Soit B un champ magnétique de coordonnées sphériques (v, 0) avec v >
0. Nous supposons que nous sommes dans le cadre de la droite sortante, c’est-a-dire
0 €[0,752). Alors on a

m™*(B;a) < s*(B;a),
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Le théoreme 5.4 est illustré sur la figure 5.5. Nous avons pris un champ magnétique
B de coordonnées polaires (v, 0) = (3, §) de sorte que I’opérateur Py s, + Vg, ; est réel.
Nous avons pris un secteur d’ouverture o = 75 : la droite T est sortante. On constate que
les valeurs calculées 5(, T, 7=, 7) convergent bien vers 05" (sin~y co§(% +6)) quand T
tend vers +ooc. Sur la figure 5.6 nous tragons les vecteurs propres associés a 5(3, 5, 75, 7).
On constate qu’ils se concentrent le long de la droite Y. De plus quand 7 devient grand,
le vecteur propre se concentre sur le bord supérieur du diedre, 1a ou I’angle 9, que fait la

droite avec un des bords du secteur est le plus petit (voir la figure 5.2).

T
O s(y,0,a,1)
o - - - 0®%(sin y.cos(a/2+6))

1.1+ -—--0 H

17 -

o
_________________________________________________________ [0
0.9F o 0000 T
o o ©
o ©°
o
o o
0.8 o °© -
o [
(]
o
OO

07t o o° |

’ [¢]

(o]
(o] (]
00
06 _ _ _ _ _ 2T
! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14

FIGURE 5.5 — Valeur des parametres : v = 7,0 = T eta = 5. 5(7, 0, a, 7) selon 7 pour
T = 1—’“0, 0<k<30puist =% 7<k <28 comparé a 07" (sinycos( + 6)) et .

Domaine de calcul : Los(20, 35, 7). Degré : Qs.
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7=0
<'
T=25
el
=10
<'
T=15

s

FIGURE 5.6 — Valeur des parametres : 7 = 7,0 = 7 et @ = ;. Les vecteurs propres
associés 5(v,0,,7) pour 7 = 5k, 0 < k < 3. Domaine de calcul : Los(20, 35, {5).
Degré : Qs.
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5.2.2 Condition de la droite entrante

Théoreme 5.7. Nous supposons que le champ magnétique vérifie la condition de la droite

entrante, c’est-a-dire "5* < 0 < 7. On a alors pour tout y € (0, %] :

ngrnoog(% 0;cr, 7) = o™ (sin~y cos(2 — 0)) (5.19)
et
lim s(v,0;a,7) = a‘f“x( siny cos(§ + 9)) , (5.20)
T——00

avec 08" (z) = oy (arcsin x).

Preuve : La preuve est similaire a celle qui permet d’obtenir (5.4). Quand 7 tend
vers +o00 (respectivement 7 tend verd —oo), la majoration par o‘imx( sinycos(§ — 9))
(respectivement a‘i"ux(sin ycos(§ — 6))) se fait de la méme maniere par construction de
quasi-mode. On remarque alors que (5.12) reste valable. Nous avons montré a la proposi-
tion 4.14 que s (7, 0; 7, @) = 1, le bas du spectre de Pa s, + V¢, est donc une valeur
propre de multiplicité finie, et nous avons I’existence d’un vecteur propre associé. Les es-
timations qui conduisent alors a la minoration sont les mémes que dans le cas de la droite
sortante. U

T—Q

On constate que si 6 € (5%, 7),ona

min(cos(§ — 0),cos(§ +0)) = cos(5 +0) .

Ainsi en utilisant encore la stricte croissance de la fonction o sur (0, ), on obtient

Vo € (552, g), lim s(v,0;a,7) < lim s(v,0;q,7).

2 T——00 T—400

On a donc montré quand 6 € (*5<, 7] :

s(v,0; a) = o™ (siny cos(2 +0)) .

Corollaire 5.8. Nous supposons que nous sommes dans le cas de la droite entrante. Alors
la minoration du corollaire 5.6 reste vraie.

Lorsque la droite est entrante, on a vu que ’opérateur Py s, + VB, a du spectre
essentiel. Le calcul des limites pour |7| grand nous permet de trouver du spectre discret
sous le spectre essentiel :

Proposition 5.9. Soit v € (0, F]. Nous supposons que le champ magnétique vérifie la
condition de la droite entrante, c’est-a-dire 0 € ("5%, T]. Alors pour |7| assez grand, la
valeur s(7y,0; «, T) correspond a une valeur propre de multiplicité finie pour ’opérateur

sur le secteur Pp_ s, + VB, r.
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Preuve : D’apres la proposition 4.14, on a s (7, 0; «, 7) = 1. Puisque
Ve el0,1), of"(z)<1,

on a existence de spectre discret pour I’opérateur Py s, + Vg, . dés que |7| est suffisam-
ment grand d’apres le théoreme 5.7. 0J

On déduit du théoreme 5.7, de la proposition 2.3 et de la proposition 4.14 :

Corollaire 5.10. Soit v € (0, 3] et 0 € (5%, |. Alors on a une majoration pour le bas
du spectre de I’opérateur sur le diédre :

s(v,60;a) < 1.

De plus si Uinfimum sur 7 € R des s(v,0; a, T) est atteint en un 7, € R, alors il s’agit
d’une valeur propre de multiplicité finie pour I’opérateur Py s, + VB, +..

On note qu’a ce stade, on ne sait pas si I’infimum sur 7 est atteint.

Remarque 5.11. Pour une valeur propre de I’opérateur Py s, + Vg, - située sous le spectre
essentiel, le corollaire 4.11 s’applique encore : si la valeur propre s(v, #; a, ) est simple,
la formule de Feynman-Hellmann permet de calculer sa dérivée par rapport au parametre
de Fourier.
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Sur la figure 5.7 on trace les valeurs de 3(B; «, 7) calculées par éléments finis pour

5 _ 4z £ £ 0w . m
un secteur d’angle @ = = et un champ de coordonnées sphériques v = 7 et 6 = 7.

On vérifie que les limites quand 7 tend vers +o00 et —oo sont bien celles prévues par le
théoreme 5.7.

————————————————————————————————————O5o-oooooeeooeeoeeeoeeci
o

0.981 O s(y.6,a,1) o° 7

- - 0™(siny.cos(6+a/2
0961 aux( _ y.cos( ) ° |
- - -0 ' (siny.cos(6-0/2))

0.94 ° ]

0.92- i

0.9 (e} b

0.88[ i

0.86

0.84 b

FIGURE 5.7 — Valeur des parametres : 7 = 7,0 = T eta = 4?”. 5(7,0; a, 7) selon T pour

T =4£,-20 < k < 30 comparé a 0" (sinycos(f + %)) et 09" (sinycos(d — %)).
Domaine de calcul : Los(20, 20, ). Degré : Qs.

Sur la figure 5.8 on trace les vecteurs propres associés a 5(7, 7; %”, 7). On constate qu’ils

se concentrent le long de la droite Y. De plus lorsque 7 > 0, les vecteurs propres
semblent €tre moins concentrés. Nous donnons un élément heuristique pour comprendre
ce phénomene : quand 7 > 0, I’angle entre T et le bord du secteur est plus grand, et nous
avons vu au chapitre 2 que plus 6 est proche de 7, plus les vecteurs propres de I’opérateur
Ly s’étalent le long de la droite d’annulation du potentiel (voir les figures 2.5 et 2.6).
Or ce sont ces vecteurs propres qui nous ont servi pour construire des quasi-modes pour
I’opérateur Py s, + VB, quand le parametre 7 est grand.



190 CHAPITRE 5. GRANDES VALEURS DU PARAMETRE DE FOURIER

" ,‘
& ’
T=-3 T=-=2 T=-—1 T=0

T=1 T=2 T=3 T=4

FIGURE 5.8 — Valeur des parametres : v =

T 9 —

2’
associés 5(v,0;a,7) pour 7 = k, =3 < k < 4.D
Degré : Qs.

™

_A4r
1 eta = = Les vecteurs propres

omaine de calcul : Los(20, 20, %)
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5.2.3 Condition de la droite tangente

Pour compléter notre étude nous décrivons la limite du bas du spectre de Pa s, + V5, ¢,
lorsque le champ magnétique vérifie la condition de la droite tangente :

Proposition 5.12. Soit o € (0,7). Ona

Vy e (0,5],  lim s(v,5%a,7) = +o0. (5.21)

T—>—00 2
Preuve : 11 suffit de constater sur la figure 3.5 que pour 7 < 0 on a
v<$17x2) S Saa V7,97T<x17x2> Z 7—2 .

Les arguments sont alors les mémes que pour la preuve de la proposition 5.2. 0

Ona:

Théoreme 5.13. Soit o« € (0,7). Ona

vy € (0, 3], TETooﬁw’ =% a,7) = o™ (sinysina) . (5.22)

Preuve : La preuve est similaire a celle du théoreme 5.4. Quand 7 > 0, I’intersection

de la droite T avec le bord inférieur du secteur fait I’angle . La construction de quasi-
mode fournit encore :

Ve >0, dr9 > 0, V7 > 79, 5(7, 5% a,7) < oy (arcsin(sin ysina)) + €.

T—&

Or on a prouvé lim,_, o 5 (7, 0; ™5

de (0,1) et > 79 tels que

,7) = 1 (voir la proposition 4.17). Ainsi il existe

VT > T1, §(fyu %; a77—> <d< §ess(77 ﬂ;_a;aﬂ—) :

Ceci garantit I’existence d’un vecteur propre associé a s(v, 5%; «,7) pour 7 suffisam-
ment grand. On conclut comme dans la preuve du théoreme 5.4. 0J

On a donc montré

aux

5%(v, 5% a) = o™ (sinysina) .
On déduit de la proposition 2.11 une minoration de cette valeur limite :

Corollaire 5.14. Nous supposons que nous sommes dans le cas de la droite tangente.
Alors on a

Vye(0,3], ©0< \/(1 — O)sin’ ysin® a + O3 < s°(7, 5% ) .

En combinant le théoreme 5.13 et la proposition 4.17 on montre que pour certaines
valeurs de 7, s(B; a, 7) correspond a du spectre discret pour I’opérateur Pa s, + Vs, -

Corollaire 5.15. Soit o € (0, ) différent de 5. On a

vfy S (07 %]737_0 € R,VT 2 70, §(77 %; CY,T) <Ss (7? %; CY,T) : (523)

—ess



192 CHAPITRE 5. GRANDES VALEURS DU PARAMETRE DE FOURIER

Pour le cas de la droite tangente, on montre que I’infimum sur 7 est atteint :

Théoreme 5.16. On suppose que le champ magnétique vérifie la condition de la droite
tangente, c’est-a-dire 0 = "5*. Alors pour tout vy € (0, 3], Uinfimum sur 7 € R des
s(v, =5 a, T) est atteint en un 7, € R, et on a

Va € (0,m), s(y, 5% a) =s(v, 5% o, 7).

Preuve : On a d’apres le corollaire 4.18 :

T—Q, T—Q

§(77 9 «, 60 sin 7) S §ess(77 2 y & 50 sin 7) - 60 :
On déduit donc du corollaire 5.14 :

inf s(y, 5%, 7) < s%(y, 5 a).
Comme la fonction 7 +— s(7, =, 7) est continue sur R, la borne inférieure est atteinte,
et la proposition résulte de la relation (3.18). 0

Remarque 5.17. Bien que cet infimum soit atteint en un certain 7., nous ne savons pas
si la quantité s(v, 0; o, 7,.) correspond a du spectre discret pour I’opérateur Pa s, + VB, -,
(alors que c’est le cas pour une droite entrante, voir le corollaire 5.10). On a vu au
théoreme 4.21 que pour v = 7 et a > 7, I'infimum est atteint pour 7. = o siny et vaut
Oy, mais que cette valeur correspond a du spectre essentiel pour I’opérateur Py s, + VB, +. .
Remarquons que le spectre essentiel s (7, 5%; a, 7) est connu et minoré par ©g. On
montrera dans la suite que pour « petit, la quantité s(-y, 0; o, 7) correspond a du spectre
discret pour I’opérateur Py s, + VB, ..

5.2.4 Synthese des résultats

Nous rappelons que nous supposons v € (0, 7]. Remarquons que dans les trois confi-
gurations possibles pour la droite T, les limites quand |7| est grand de s(7, d; v, 7) sont
supérieures a ©g. On déduit directement de la proposition 3.36 le résultat suivant :

Corollaire 5.18. Supposons que « est fixé et vérifie (o) < ©y. Alors il existe une
constante vy, > 0 telle que pour tout y € [0,y) et pour tout § € [0, 5] on a

s(7,0;a) < s2(7,6;a) .

Autrement dit, si pu(a) < ©q et si le champ magnétique B est suffisamment proche
du champ magnétique tangent a I’aréte (0,0, 1), 'infimum sur 7 € R des s(v, 6; o, 7) est
atteint. Dans la pratique, nous n’avons pas d’estimation sur la constante C,, qui intervient
dans la proposition 3.36, et nous ne pouvons donc pas quantifier 7.
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Nous présentons dans la table 5.1 les différentes limites de la fonction s(7, 0; «, 7)
quand 7 tend vers oo selon les valeurs des parametres (v, 6) et a. On a démontré pour
v>0:

5% (B;a) = of"™(sinycos(§ +0)) dans le cas d’'un champ non tangent

et
s*(B;a) = o™ (sinysin«) dans le cas d’un champ tangent

ou s* a été défini en (5.1). On constate que ces limites vérifient pour v > 0 la minoration
suivante :

m*(B; a) < s™(B;a) (5.24)

ou m**® est donnée en (5.17). Ces minorations sont bien siir encore vérifiée pour v = 0.
Coordonnées Nature de | lim s(v,0;a,7) lim s(v,0;a,7) Sess(V, 0500, T)
sphériques de B | laDroite T |~ e
=20 Non 400 400 Oy + 12

définie
g € [0, 752) Sortante +00 o3 (siny cos($+6)) | 0
0 c (5%, 5] Entrante o™ (siny cos(§+6)) | o™ (sinycos(§-0)) | 1
g =752 Tangente +00 o§™* (sin -y sin av) s(7,0;m,7)

TABLE 5.1 — Les limites quand |7 tend vers I’infini du spectre de I’opérateur P s, + VB, -

sur le secteur S,. On rappelle aussi la valeur de s (7, 6; v, 7) calculée dans le chapitre
4.

€ss (

Nous avons donc montré que la fonction 7 — s(B; «, 7) admet des limites quand le
parametre 7 tend vers —oo et +o0. Ces limites sont soit 400, soit un o1(J3) ou I’angle
B dépend de B et de a. Cette étude prouve I’existence de spectre discret sous le spectre
essentiel pour |7| suffisamment grand dans les cas d’une droite entrante et tangente. Elle

prouve aussi une estimation pour le bas du spectre de 1’opérateur sur le diedre de la forme
“s(B;a) < o1(8)”.

5.3 Un cas symétrique : observation numérique d’un ef-
fet tunnel

Nous nous intéressons au cas particulier B = (0, 1,0), c’est-a-dire v = 7 et 6 = 0.
Le potentiel plan associé est B = (0, 1) et la droite T d’annulation du potentiel V5 , a
pour équation x; = 7 : elle est toujours sortante. L’ opérateur que nous étudions est alors
la réalisation de Neumann de

Péyga—i-VE,T:—A—f—(CEl—T)Q.
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11

—e—(172,0,172,1)
4.5 —e—s(112,0,102,1) 4 1.08F s,(172,0,2,7) ||
s, (172,0,102,1)

2 - - - o(14)

al - - - o(4) 1 1061
-—--70

1.04¢

1.021

0.981

I I I I I I
4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 5.9 - Valeur des parametres : v = 7,0 = 0 etao=Z2.5(7,0;,7) et s2(7,6;a,7)
selon 7 pour 7 = 10, 0 <k < 30 puis pour 7 = 7 <k < 20 comparé a 01 ("5 ) et Og.
Domaine de calcul : Los(50, 20, 0.5). Degré : Qg.

Il s’agit d’un opérateur réel sans champ magnétique dont le potentiel électrique s’annule le
long de la droite Y. Nous nous intéressons dans cette section aux deux premieres valeurs
propres de cet opérateur et aux vecteurs propres associés pour différentes valeurs de 7.

Pour le champ B fixé de coordonnées sphériques (7,6) = (5,0), on a en utilisant la
définition de o™ (voir (4.2)) et la symétrie de la fonction oy par rapport a 7 :

o™ (sinycos(§ +0)) = o7™(cos §) = o™ (sin(§ + §)) = o1 (552) . (5.25)

La figure 5.2 adaptée a ce cas particulier permet de constater que la droite T fait le méme
angle "5* avec le bord supérieur et le bord inférieur du diedre. De plus en utilisant la
symétrie du probleme, on s’attend selon les raisonnements du chapitre 1 a ce que le vec-
teur propre associé a s(B;a, 7) soit symétrique par rapport a la droite {z; = 0}. On
s’attend finalement a ce que ces vecteurs propres soient concentrés le long de la droite T
d’apres la proposition 4.23.

Notons s, (7, 0; v, 7) la deuxieéme valeur propre de 1’opérateur Pa_s,+ Vs, - et $5(7, 0; «, 7)
une approximation numérique de cette quantité. Nous prenons pour les calculs o = 7. Sur
la figure 5.9 on a tracé 5(v, 0; o, T) et S,(7, 6; v, T) pour différentes valeurs de 7. Lorsque

7 tend vers 400, on sait d’apres le théoreme 5.4 et (5.25) que la fonction s(B; a, 7) tend

pour 7 grand vers o;("5%), ici égal a 01(F). On constate que la quantité 5(v,0;a,7)

converge vers cette Valeur limite. Il semble que 5,(7,0; «, 7) tend aussi vers oy (]) par
valeurs supérieures. Nous montrons la convergence dans la proposition suivante :

Proposition 5.19. Soit o € (0,7). On suppose que le champ magnétique B a pour co-
ordonnées polaires (v,0) = (5,0) et on note s,(7,0, o, T) la deuxiéme valeur propre de
l’opérateur Py s, + VB, . Alors on a

lim s5(7,0,0,7) = 01(552) . (5.26)

T—+00 2
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Preuve : Nous rappelons (cf (5.25)) que pour ce choix de parametres on a
o™ (sinycos(§ +0)) = o1 (75%) .
Soit € > 0. Pour 7 assez grand nous avons construit dans la preuve du théoreme 5.4 le
quasi-mode normalisé u2*P € C5°(S,,) qui vérifie

Q, (uP) < 0y(52) + € (5.27)

avec ici
Q. ur— IVul? + (z1 — 7)?|u|* doy day .
Sa
De plus pour 7 suffisamment grand, u2PP a son support inclus dans le demi-plan {z5 > 0}
(voir la figure 5.1). Soit v2PP la fonction obtenue a partir de ce quasi-mode par symétrisation
selon I’axe {x2 = 0} :
VIPP (21, 29) 1= ulPP (21, —x2) .

On a clairement v*PP € C$°(S,,). De plus pour 7 suffisamment grand on a

supp(viPP) C {zy < 0} .

Ainsion a

(PP v2PP) a5y = 0. (5.28)
On note en réalisant le changement de variables Xy = —x5 que v2PP a la méme €nergie
que u2PP au sens suivant :

Q. (™) = Q. (1) . (5.29)

On combine (5.27) et (5.28) et on utilise le principe du min-max :
So(7,0;0,7) < 01 (552) + €.

La minoration découle directement du théoréeme 5.4 ]

Sur les figures 5.10 et 5.12 nous tragons les vecteurs propres associés a 5(, 0; a, 7)
pour différentes valeurs de 7. On constate que les vecteurs propres sont pairs par rapport a
I’axe {2 = 0}. IIs sont concentrés le long de la droite T comme le prévoit la proposition
4.23. Pour 7 suffisamment grand, les vecteurs propres sont localisés sur deux supports
symétriques (chacun situé pres d’une des deux intersections de Y et de 9S,,).

Sur les figures 5.11 et 5.13 nous tragons les vecteurs propres associés a s,(7y, 0; a, 7). Ils
présentent les mémes propriétés que les vecteurs propres associés a la premiere valeur
propre, a la différence qu’ils sont impairs par rapport a I’axe {xs = 0}.

D’apres ces remarques, on s’attend a une situation d’effet tunnel. On observe sur la table
5.2 que pour 7 grand, les deux premieres valeurs propres sont exponentiellement proches
et se regroupent autour de la valeur limite o (%) calculée dans [BNDPR12]. En notant

§(%707 29 )+82(270772r7 )

m(7) = 5
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T=1

FIGURE 5.10 — Valeur des parametres : v = 7, 0 = 0 et a = 7. Le vecteur propre associ€
a 5(7,0; a, 7) et le logarithme de son module pour 7 = 1,5, 10. Logarithme du module
seuillé pour des valeurs inférieures & —7. Domaine de calcul : Los(50, 20, 7). Degré : Q.

la moyenne des deux premieres valeurs propres, on constate que la convergence de m(7)
vers o1(75) quand 7 tend vers +o0 a lieu plus rapidement que la convergence des deux
premiéres valeurs propres. On note aussi que les valeurs calculées pour m(7) sont inférieu-
res a o1 (%) dés que 7 est assez grand.
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P AN
~;

T=1 T=295 7 =10

FIGURE 5.11 — Valeur des parametres : v = 7, 0 = 0 et a« = 7. Le vecteur propre associ€
a 5,(7,0; a, 7) et le logarithme de son module pour 7 = 1,5, 10. Logarithme du module
seuillé pour des valeurs inférieures a2 —7. Domaine de calcul : Los(50, 20, 7). Degré : Qs.
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;
1 0.9
08
1 {0.7
L {os
L {os
{0.4
4 03
02
4 0.1
0
5 0
. -1
: -2
! -5
-6
i 7

T=15 7=30

FIGURE 5.12 — Valeur des parametres : v = 7, 0 = 0 et « = 7. Le vecteur propre associ€
a 5(v,0;a, 1) et le logarithme de son module pour 7 = 15, 30. Logarithme du module
seuillé pour des valeurs inférieures & —7. Domaine de calcul : Los(50, 20, g) Degré : Qs.
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4

X3

FIGURE 5.13 — Valeur des parametres : v = 7, 0 = 0 et « = 7. Le vecteur propre associé
a 5,(7,0; a, 7) et le logarithme de son module pour 7 = 15, 30. Logarithme du module
seuillé pour des valeurs inférieures & —7. Domaine de calcul : Los(50, 20, %) Degré : Qs.
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5(5,0;5,7)

§2(%’0; gaT)

m(r)

1.805492194409

5.043143855614

3.424318025011

0.849982195033

2.715133042156

1.782557618595

)

0.938521067501

1.014393747065

0.976457407283

10

0.956917669451

0.964312234789

0.960614952120

15

0.959663157940

0.960641327925

0.960152242932

30

0.960136344347

0.960138790751

0.960137567549

50

0.960137566439

0.960137567251

0.960137566845

TABLE 5.2 — Les deux premiéres valeurs propres de P s, + (1 — 7)? calculées pour

a = Z et A = 0 ainsi que leur moyenne m(7). Ces quantités tendent vers o (

2

0.960137566845 quand 7 tend vers +o0.

™

4

) =



Troisieme partie

Etude asymptotique pour un diedre de
petite ouverture

Nous rappelons que nous notons B = (b1, bs, b3) le champ magnétique en coordonnées
cartésiennes avec b; > 0. Nous nous intéressons dans cette partie au comportement du
bas du spectre de I'opérateur Pa s, + VB, - quand I’angle d’ouverture o du diedre est
petit. Nous allons discriminer notre étude a 1’aide d’une condition géométrique. Le plan
P C R? d’équation x5 = 0 est appelé le plan bissecteur du diedre. Le champ magnétique
B est contenu dans P si et seulement si by = 0. On rappelle que la droite T est la droite
d’équation Vg , = 0.

Pour b, > 0 fixé, la droite T vérifie la condition de la droite sortante dés que « est
assez petit (voir la définition 3.15). L’ opérateur est alors a résolvante compacte. Si 7 > 0,
on a vu que I'intersection S, N Y est un intervalle borné quand la droite est sortante. On

a alors
() (San ) = {z}

a>0

ou z est le point de coordonnées (é, 0). On s’attend a pouvoir construire des quasi-modes
pour I’opérateur Py s, + VB, - a partir d’un opérateur de Schrodinger unidimensionnel
défini sur R, dont le potentiel s’annule en ;~. Ce raisonnement est formalis¢ dans le
chapitre 6.

Dans le cas ou B € P, c’est-a-dire lorsque b, = 0, la situation est différente : si 7 # 0,
ona(l,.o(SaNY) =0 tandis que pour 7 = 0,0na ()., (Sa NY) = {z2 =0, 21 >
0} : il s’agit de la bissectrice du secteur S,. On s’attend a ce que les vecteurs propres de
I'opérateur Pp s, + VB, “s’étalent” le long de la bissectrice du secteur S, quand o tend
vers 0. Nous étudions ce phénomene dans le chapitre 7.
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Chapitre 6

Le cas du champ non bissecteur

Nous supposons dans ce chapitre que la deuxieéme composante du champ magnétique
B est non nulle :

’Dans tout ce chapitre, on suppose 0 < b, < 1. ‘

Si nous notons (v, #) les coordonnées sphériques du champ magnétique, on a alors v €
(0,3] et & € [0,%). Pour § < ™52, la droite T est sortante (voir la définition 3.15).
L’opérateur Py s, + VB, - est donc a résolvante compacte deés que « est assez petit d’apres
le proposition 4.10. Son spectre est alors constitué d’une suite de valeurs propres qui tend
vers ’infini. Nous rappelons que nous avons noté s(B;«) = A\(B;D,,) le bas du spectre
de I’opérateur de Schrodinger magnétique sur le diedre et s(B; «, 7) le bas du spectre de

I’opérateur Py s, + VB, - sur le secteur.

La section 6.1 reprend un changement de variable issu de [Bon05] qui permet d’étudier
la dépendance de I’opérateur Pp s, + VB, - par rapport a o. Nous introduisons dans la
section 6.2 la famille a un parametre [ d’opérateurs unidimensionnels sur la demi-droite.
Nous nous servons des résultats obtenus pour construire dans la section 6.3 des quasi-
modes pour I’opérateur sur le secteur P s, + VB, . Ces quasi-modes permettent d’obtenir
une majoration pour la quantité s(B;«, 7). Nous en déduisons une majoration pour la
limite des s(B;«) quand « est petit. Dans la section 6.4, des simulations numériques
appuient les résultats obtenus pour « petit et illustrent le comportement des fonctions
a — s(B;a) sur tout Iintervalle (0, 7).

6.1 Changement de coordonnées

Nous travaillons avec le potentiel magnétique plan symétrique
i) T
AS — (——b —b)
A (1, 22) o V3503
qui est bien dans 7 (b3). Nous rappelons que 1’opérateur s’écrit
x 2 x 2
PAS,Sa + VE,T = (Dm + ;b;;) + <Dx2 — ébg) -+ ([Elbg — T9by — 7')2

203
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avec une condition de Neumann magnétique au bord :
n- (—’iv — As)u‘aga =0

ou n est la normale sortante au bord du secteur 0S,. Nous rappelons aussi que la forme
. s L 1
quadratique associ€e a Pps s + VB, - est définie sur H AS Vi (S) par

Q- (u) := / ]VAsu|2 + Vi, Jul* doy dzy .
Sa

Nous allons travailler en utilisant les coordonnées polaires. On note dans la suite (x1, z5) =

(7 cos ¢, rsinp) avec (r,¢) € (0,+00) x (=%, %5). Comme dans [Bon03a, section 5.2],
nous changeons de potentiel magnétique plan a 1’aide de la jauge définie en coordonnées

polaires par o(r,¢) = %-¢. Nous réalisons finalement une mise a 1’échelle pour faire

apparaitre la dépendance en o dans 1’opérateur en posant 7 = % Nous notons
Y (21, 22) = (1,7)
ce changement de variables. On a ¢(S,,) = €2 avec

QO = (07 +OO) X (_%7

N =

) .

Nous notons dans la suite L?(€) := L*(,rdr dn) Iespace des fonctions de carré
intégrable sur €y pour la mesure a poids  dr dn. On a

u € L2() <= wuot € L*S,)

et
1

lull 2oy = ~llu o ¥llrasa) -

En réalisant le changement de coordonnées induit par ¢ dans la forme quadratique Q., on
obtient (cf [Bon05, section 3]) que la forme quadratique est unitairement équivalente a la
forme

1
a2r2

Q%O,IT(U) = /Q (|(8,, — darnbs)ul® + |0,ul? + V]_g?ﬂu]?) rdrdn (6.1)

ou le potentiel dans les nouvelles coordonnées s’écrit

VBpf)i(r, n) = (r cos(na)by — rsin(na)b; — 7')2 : (6.2)

Le domaine de forme associé est
Dom(QY",) =
1
{u € L2(Q), (0, —iarnbs)u € L2(), ;077u € L2(Q), W/Vgpyoiu € Lf(QO)} :
(6.3)

Nous faisons alors le raisonnement heuristique suivant : quand « tend vers 0, le terme
——|0,u|? dans (6.1) tend vers I'infini sauf si +8,u est petit. Pour chercher la plus petite
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2 c 2N . 1 N .
valeur propre de I’opérateur associé a la forme quadratique QF"_, nous cherchons a mi-
nimiser le terme # |0,u|?. Nous restreignons la forme quadratique aux fonctions qui ne
dépendent pas de la variable n € (—%, %) Pour une telle fonction u, on a formellement :

o () = / (10,ul + (rby — 7ul?) rdr + O(a)

Nous voyons apparaitre la forme quadratique d’un opérateur unidimensionnel (qui dépend
de 7) dans un espace a poids : nous définissons la forme quadratique

U — / (| + (rby — 7)%ul?) rdr
0

sur le domaine de forme
Bﬁ(RJr) ={u¢€ Lf(R*),u' € Lf(R*),ru € Lf(R*)} . (6.4)

Le changement de variable z = bé/ *r montre que cette forme est unitairement équivalente
a la forme

U — bg/ (|0ul® + (z — 7)*|u)?) z d
0

avec 7 = bl% Nous allons étudier 1’opérateur unidimensionnel associé a cette forme. Ses
2

€léments propres nous serviront pour construire des quasi-modes pour la forme quadra-

: I
tique O ..

6.2 Etude d’un opérateur unidimensionnel

Comme plus haut nous notons classiquement L?(R™) I’espace des fonctions de carré
intégrable sur R, pour le poids r dr. Pour u € L?(R") et v € L?(R"), nous définissons
le produit scalaire

(u,v) 2 = / w(r)o(r)rdr
R+
qui fait de L?(R™) un espace de Hilbert. Nous regardons la forme quadratique

0= [ (WP + (= rPlu)P) rdr 65
R+
définie sur le domaine B! (R, ) décrit en (6.4).
Proposition 6.1. L’extension de Friedrichs de q.. est
2 1 2
[, :=—-0—=0,+(r—r) (6.6)
r

définie sur le domaine

Dom(l,) = {u € L}(R"),u” € L3(R"), \/i;u’ € L2(RY),r’u € LHR"), ru/(r)j,— = 0} .
(6.7)
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Preuve : On réalise le changement de variable ¢t = § La proposition est alors une
conséquence des résultats de [BC72] (voir aussi [Bon05, sous-section 4.2]). ]

Remarque 6.2. En notant x = (x, z5) les coordonnées cartésiennes de R2, on constate
que le spectre de I’opérateur [ se déduit de celui de I’opérateur

~A+ (Ja] - 7P

restreint aux fonctions radiales de R?. Le potentiel  — (|z| — 7)? s’annule sur le cercle
{|z| = 7}. Cet opérateur restreint aux fonctions radiales peut étre vu comme 1’analogue
de I’opérateur de De Gennes h>™ (voir (1.9)) en dimension 2 : la restriction a 1’axe réel
du potentiel (|z| — 7)? est exactement le potentiel V™ défini en (1.8). Nous allons voir
dans la suite que les deux opérateurs de Sturm-Liouville sur R a parametre [, et h>™
présentent de nombreuses similitudes.

En utilisant les résultats de [BC72], on a le résultat suivant :

Proposition 6.3. L’opérateur |, est a résolvante compacte.

Puisque le domaine de [ ne dépend pas de 7 et que I’expression de [, est analytique
par rapport a 7, les valeurs propres sont continues par rapport au parametre 7. Nous notons
Cx(7) la k-iéme valeur propre de [,. L’équation aux valeurs propres s’écrit alors

{ —ru"(r) — ' (r) + r(r — 7)2u(r) = ru(T)u(r), >0, (6.82)
=0. (6.8b)

U (1) =0

Dans le cadre d’un probleme aux valeurs propres associé a un opérateur de Sturm-Liouville,
la simplicité des valeurs propres peut se déduire du théoreme de Cauchy (voir la section
1.1). Ici le théoreme de Cauchy ne s’applique pas stricto sensu pour décrire les solutions
de cette équation différentielle avec condition limite a cause de la singularité du poids r
en 0. On démontre :

Proposition 6.4. Pour tout 7 € R et k > 1, (x(7) est une valeur propre simple de ..
De plus si z, j, est vecteur propre associé, la fonction r — z, (1) est la restriction d’une
fonction analytique sur R qui vérifie la condition de Neumann en 0 :

2 (0) = 0. (6.9)

Preuve : On va montrer que I’ensemble des solutions de 1’équation aux valeurs propres
qui vérifient la condition limite ru/(r),—o = 0 est de dimension 1. Le point = 0 est un
point singulier régulier (voir [Wag03] par exemple) de I’équation différentielle (6.8a).
L’équation indicielle associée est

—r*y"(r) —ry/(r) =0
et I’équation caractéristique est

—v(r—1)—v=0.
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Le réel v = 0 est donc racine double de I’équation caractéristique. Le théoreme de Fuchs
s’applique (voir par exemple [Wag03, théoréeme 2.12.13]), et nous avons le résultat sui-
vant : I’ensemble des solutions de (6.8a) sur (0, +00) est un espace vectoriel de dimension
2 dont une base est (f(r), g(r)+clnr), ou f et g sont deux fonctions analytiques définies
sur R et ¢ € R est une constante non nulle. De plus la fonction » — g(r) + clnr ne
vérifie pas la condition limite (6.8b). On en déduit que 1’espace propre associé a (x(7)
est de dimension 1 : il est engendré par f et les vecteurs propres sont les restrictions de
fonctions analytiques sur R. On déduit donc que 2, () et 27, (r) se prolonge en 0 et il
résulte de (6.8a) que z7 ,(0) = 0. O

Puisque les valeurs propres sont simples et que le domaine Dom([,) décrit en (6.23)
ne dépend pas de 7, les fonctions 7 — (i (7) sont analytiques sur R, de plus en notant
toujours 2, ; un vecteur propre normalisé associé a (;(7), on a en dérivant 1’équation aux
valeurs propres par rapport a 7 (voir la proposition A.5) :

([7— - Ck(T)) a‘rzr,k: + (87'[787' - CIQ(T))ZT»I’C =0. (6.10)

On déduit la formule de Feynman-Hellmann :

C(r) = —2/R+ (r — 7)2 (r)rdr ©6.11)

Cette formule pour la dérivée permet d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 6.5. Pour tout k > 1 les fonctions T — ((T) sont strictement décroissantes
sur (—o00,0).

Preuve : SiT < 0, la relation (6.11) montre que (;.(7) < 0. O

JIR T . 2
Dans le cas 7 = 0, en réalisant le changement de variable ¢ = %, on constate que [g
est unitairement équivalent a I’opérateur appelé “opérateur de Laguerre” :

[:=—20,t0; +2t, t>0 (6.12)
défini sur le domaine {u € L*(R.), 9;td,u € L*(Ry), (tu(t))=o = 0}. Ona
S()={dk -2,k >1}.

Les vecteurs propres associés sont de la forme P (t)e™* ol les polyndmes Py s’obtiennent
a partir des polyndmes de Laguerre. On déduit :

Proposition 6.6. On a
VE>1, ((0)=4k—2.

Les vecteurs propres associés sont de la forme
r2\ _—r2/2
Pk ( 5 ) e

ou Py, est un polynome de degré k — 1.
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Remarque 6.7. Le spectre de 1’oscillateur harmonique plan
—A+ |z

est composé des entiers de la formes 2n avec n > 1 : il s’agit des entiers pairs non nuls.
Parmi ces valeurs propres, seules celles de la formes 4n —2 possedent des vecteurs propres
associés radiaux. La proposition précédente peut donc se déduire de la remarque 6.2.

Nous avons une minoration pour des valeurs négatives du parametres :

Proposition 6.8. On a pour tout k > 1 :

V1T <0, C(p(r)> 72

Preuve: SiT < 0,ona (r —7)% > 72 On déduit

/]R (r))* + 72 u(r)]?) rdr

+

puis
[l L2(R+)
On conclut avec le principe du min-max. O

Corollaire 6.9. On a pour tout k > 1 :

lim (x(7) =400 .

T——00

6.2.1 Etude asymptotique pour des grands parametres

Nous étudions maintenant la limite quand 7 — 400 de la k-ieme valeur propre
de [;. Nous utilisons les techniques semi-classiques usuelles de 1’approximation harmo-
nique pour trouver le premier terme de I’asymptotique (voir [DS99] par exemple). Notre
opérateur comporte deux différences par rapport au cadre habituel : d’une part le symbole
principal n’est pas celui du laplacien, d’autre part nous travaillons dans un espace a poids.
Nous détaillons les points de la preuve qui different a cause de ces deux faits. Pour le reste
nous donnons les grandes lignes que I’on peut trouver dans [Hel88] ou [DS99].

Proposition 6.10. On a
Vk>1, lim (G(r)=2k—-1. (6.13)

T—+00

Preuve : La démonstration est inspirée de [DS99, theoreme 4.23]. Nous posons h =
T% et apres un changement d’échelle, nous sommes amenés a étudier la forme quadratique

%/R (B[ ()P + (r = 1)*ul?) rdr = %qh@)’
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avece
Dom (gs) = BA(R.).

Construction de quasi-modes et majoration. Nous faisons la remarque heuristique sui-
vante : dans le fond du puits (r — 1) le poids r vaut a peu pres 1. De plus I’opérateur

—R**+(r—12, reR

est isospectral a I’oscillateur harmonique (a un facteur pres). Nous allons donc prendre
pour quasi-modes des fonctions d’Hermite centrées dans le puits et normalisées dans 1’es-
pace L?(IR). Nous rappelons que 1, est la k-ieme fonction d’Hermite normalisée (voir
(1.25)) et nous définissons

upn(r) = 4, (7{) k=l

Nous confondons dans la suite les uy, 5, et leurs restrictions a R, . Ces restrictions sont bien
dans Dom(qy,) et elles vérifient pour i # 7 :

<Ui,hauj,h>L2(]R+) = O(hoo) .

Dans I’espace a poids on a :

<ui,h7 uj,h>L$(R+) = / uLh(T)ijh(T) (7" — 1) dr + <ui,h> uj,h>L2(R+) (614)
0
=n P [Tt - a0 619
— O(hI/Z) 7 (6.16)
la derniere égalité provenant du changement de variable x = % On vérifie aussi pour

i # j que:
an(Uip, ujn) = O(h'?)

ou ay, est la forme bilinéaire symétrique associée a g,. On estime la norme de ces quasi-
modes :
2 _ 00
luknllz2m,) =1+ O(%)

puis comme plus haut
luknlfom,) =1+ OMKY?).

On évalue maintenant I’énergie :
an(upp) = 2k — DA+ OB, kE>1. (6.17)

On déduit par le principe du min-max et apres changement d’échelle :

T—00 T

Vk>1, G(r)<2%k—1+ O (1>

Nous notons Fj, ;, = vect(uy »)1<p<k 1’espace engendré par les quasi-modes.
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Concentration des vecteurs propres. Nous montrons que les vecteurs propres de I’opéra-

teur se concentrent dans le puits du potentiel. Nous réalisons le changement de variable
2 . . o, e P . N

t = 5 qui montre que la forme quadratique g, est unitairement €quivalente a la forme

w—s |2t ()2 4+ (V2t — 7)Hu(t))? dt . (6.18)
Ry
L’ €équation eikonale associée (voir [Agm82] ou [HS85] par exemple) est
2t|¢'(1)* = (V2t = 7)* .

En la résolvant et en repassant dans la variable r, nous obtenons la distance d’Agmon

associée a la forme gy, :
1)’ 3
r——|, +v2-=
(=) s

Cette distance d’Agmon s’annule une seule fois sur R, : dans le fond du puits » = 1.
Les vecteurs propres de 1’opérateur associé€ a g, se concentrent au fond du puits au sens
suivant : pour un vecteur propre normalisé vy associé a la k-ieme valeur propre on a (k
étant fixé)

d(r):% 7“2—\/57”—1—\/5—1):%

¥n € (0,1),3K, >0, [ v 2@, < K, -

Nous notons Fj ;, ’espace engendré par les vecteurs propres associés aux k premieres
valeurs propres de ¢,. Le résultat de concentration précédent permet de se servir des
éléments de £, ;, comme de quasi-modes pour 1’oscillateur harmonique. Cette procédure
est classique (voir [DS99]) et a déja été utilisée de maniere détaillée dans la section 2.5,
c’est pourquoi nous nous contentons d’en donner les grandes lignes. On prend une col-
lection de k fonctions v; € Ej j, normées pour la norme L?(R, ) et orthogonales pour la
forme sesquilinéaire associée a ¢j,. Nous multiplions ces fonctions par une troncature dont
le support est pres du puits » = 1. On note yv; les fonctions tronquées. Nous prolongeons
ces fonctions par 0 de maniere a obtenir des fonctions définies sur R entier. En se ser-
vant des estimations de concentrations précédentes, on obtient pour une troncature x bien
choisie :

/ 0w+ (r = Dlxvil? dr < ((2k = Dh + O(h*?)) [[xvill 2z -
R

Le théoreme spectral appliqué a I’oscillateur harmonique réel et aux fonctions yv; permet
d’obtenir dist(xv;, Fin) = O(Rh'/?), en effet Fy , est engendré par les quasi-modes qui
sont proches des fonctions d’Hermite et le spectre de 1’opérateur —h?9? + (r — 1)? pour
r € R est composé de {(2n — 1)h, n > 1}. On a donc montré

dist(Ejp, Fi.n) = O(h'?) (6.19)
ou la distance entre deux sous-espace E et F' est définie au sens de [HS85] :

avec Iy et Iy les projections orthogonales sur E et F'.
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Minoration et spectral gap. Nous allons voir que la minoration des valeurs propres
est une conséquence de (6.19). Nous définissons une partition de 1’unité permettant de
voir ce qu’il se passe pres du puits 7 = 1, soit donc (x; ,)i—1,2,3 des fonctions infiniment
dérivables vérifiant

(Vi=1,2,3, 0<y <1
Xia(r) =1 sur [0,1 —2h'?R] et 0 si »>1—h'’R,
Xon(r) =1 sur [l —hY? R, 1+ h'?R] et Osi |r — 1| > 2h'°R
Xan(r) =1 sur [142h'?R, +o0) et 0 si 7 <1+ h'’R.

ZX?JL: L.
\ i

Soit u € Dom(g), on utilise la formule IMS (B.6) :

3 3
() = agn(xin) = h* Y IXipul iz, ) (6.20)
=1 =1

Nous supposons que R vérifie R? > 2k — 1, on a alors en minorant le potentiel (r — 1)?
sur le support de x4, :

an(x1hw) > hR?|Ixinull o,y > 2k = DhllxinullF2m, ) »
et de méme gx(x3nu) > (2k — DA|xsnull T2, )-
Ona:
an(x2nu) :/ (hQ\Xg,hu'|2 + (r— 1)2|X27hu|2) rdr
|r—1|<2h'/2R
> (1 2n'/?R) / (P* et * + (r = 1)*xapul?) dr.
|r—1|<2h1/2R

On suppose u € E,C{Lh. En utilisant (6.19) et en suivant le raisonnement de [DS99,
théoréme 4.23], on voit que cela est équivalent modulo O(h>) a avoir xa su € Ek{L h- On
rappelle que les fonctions de F},_; j, sont proches modulo O(h>°) des fonctions d’Hermite.
On a donc en utilisant a nouveau (6.19) :

an(xant) = (1= 20"2R) ((2k = D+ O(W*") | xanullZaqe,
1—2h'2R > ,
> oniag (2= 1+ O)) M suli,)

On a de plus

3
3C >0,V >0, Y Ixinulliae,) < COOPR)lulfam,) -

i=1

La formule IMS (6.20) donne donc

an(u) > ((2k; — 1)h+ O(h¥2R) + O(h¥/2) + O (%)) ) 2ec, ) -
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En choisissant R = h~1/%, on a donc montré sous I’hypothése u € E,C{Lh :
gn(u) = ((2k = Dh+ O(h*")) ulfpe,) -

On déduit du principe du min-max et apres changement d’échelle :

1
G(T)>2k—1+0 (m)

et la proposition est démontrée. 0

La construction de quasi-modes contenue dans cette preuve est naive car elle ne prend
pas en compte le fait que nous sommes dans un espace a poids. Nous allons réaliser une
construction en puissances de A = 7! pour obtenir une asymptotique a deux termes de

Cl(T).

Proposition 6.11. On a I’asymptotique suivante pour la premiere valeur propre quand le
parametre T est grand :

G(r) = 1- 110 <%> : 6.21)

400 4712

Preuve : Nous découpons la preuve en deux parties : nous réalisons un changement de
variable qui permet de développer 1’opérateur en puissances de h puis nous construisons
un quasi-mode en puissances de h a partir du développement de 1’opérateur.

Changement de variables. Nous utilisons a nouveau le changement de variables t = §

de sorte que I’opérateur [, est équivalent a I’opérateur [‘:mit défini comme
(droit . — 29,10, + (V/2t — 7)2 . (6.22)
Le domaine de cet opérateur est (voir [BC72]) :
Dom(19"%) = {u € H'(R,),tu € H*(R,)} . (6.23)

Notons que ce changement de variable permet de sortir de I’espace a poids, il sera réutilisé
2

dans le chapitre suivant. Nous nous centrons dans le puits du potentiel en posant T" = ¢t — -
et nous étudions I’opérateur unitairement équivalent :

—0r(2T + )07 + (V2T + 72 — 71)°. (6.24)

Nous normalisons I’opérateur en réalisant le changement de variable

r=—,
T

de sorte que nous sommes ramenés a étudier

— 02— 27710,20, + T(V2x + T — \/T)*. (6.25)
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Introduisons le potentiel “normalisé”

Ve(r) = 1(V2r +7 = V7)*.

En réalisant un développement limité pour x dans un voisinage de 0, on obtient :

Jzg > 0, 3C > 0, Va € (—x0,20), VT € R,

Nous posons i = 7~ et nous développons I’ opérateur écrit en (6.25) en puissances de h.
Nous sommes ramenés a étudier 1’ opérateur

Hy + hH, + h*H,,

ou I’on a introduit les opérateurs

HO = —83 + .Z'Q
L .3
H, = 524895$8x T (6.26)
x
==

Le domaine d’intégration est (—%h_l, +00), nous allons pourtant faire comme si les
opérateurs agissaient sur des fonctions de R. Les quasi-modes construits devront ensuite
étre tronqués et il faudra vérifier que I’erreur commise est exponentiellement petite.

Construction de nouveaux quasi-modes. Nous cherchons un quasi-mode sous la forme
up, = ug + huy + h?us et une valeur propre approchée associée Ej, = Ey + hE, + h?E,
vérifiant

|(Ho + hiHy + h*Hz) un — Epunl| 5 = o(h?) . (6.27)
Nous sommes ainsi amenés a résoudre un systeme de trois équations :
Hyug = Eouy (6.28a)
Hiug + Houy = Eyur + Erug (6.28b)
Houg + Hiuy + Houg = Eoug + Fiug + Eous (6.28¢)

:1,'2
On résout dans un premier temps (6.28a) en prenant Fy = 1 et ug(z) = 7~/%¢~=. On
retrouve ainsi la valeur limite trouvée a la proposition 6.10 et les quasi-modes utilisés.
Nous projetons ensuite (6.28b) sur ug pour trouver

By = (Hyug, up).
En remarquant que H;uyu, est une fonction impaire, on déduit
E1 == O

22
Décomposons Hyu, dans la base des fonctions d’Hermite. On note fi(x) = 2zez et
fs(z) = (823 — 12x)e*"/2. Ces fonctions se déduisent des fonctions d’Hermite U, et Uy
en multipliant par une constante (voir (1.25)). On a

22 3 1
—Hyug = n/*(32° — dx)e™ 7 = a1/ <§f3<fl7) - Zf1($)> '
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Puisque f; et f3 sont des fonctions propres associées aux valeurs propres 1 et 7 de Hy,
nous prenons pour résoudre (6.28b) :

i (z) = 71/ (% folo) + % fi (a:)) —y (1(3;3 _ x)e—f) |

On calcule alors en utilisant Maple

19
(Hyuy, ug) = 16
. 15
<H2U0,Uo> = 16
On projette (6.28c) sur u pour trouver
1
Es = 1 (6.29)

On peut a nouveau se servir des fonctions d’Hermite pour expliciter uy. Nous multi-
plions maintenant les fonctions construites ci-dessus sur R par une fonction de troncature
réguliere a support dans (—ﬁ, +00) et valant 1 dans un voisinage fixé de 0. Puisque les
fonctions construites sont des fonctions d’Hermite qui sont toutes a décroissance expo-
nentielle, I’erreur commise en les tronquant est en O(h*°) et nous avons donc montré en
repassant dans les coordonnées initiales I’existence d’une constante C' > 0 telle que

< Slurllrazs) -

1
[TU-,— — (1 — ﬁ) Ur
(6.30)

Nous déduisons du théoreme spectral qu’il existe une valeur propre de [ dans I’intervalle

(1-4 —5,1— 5+ %) quand 7 est grand. Or nous avons montré

719 > 0,V7 > 719, Ju, € Dom(l,),

LZ(Ry)

lim (o(7)=3.

T—400

On peut donc conclure :
1 1

Cette asymptotique est illustrée sur la figure 6.5. 0

Remarque 6.12. On a montré au théoréme 1.11 que la premiere valeur propre 2 (7) de
I’opérateur Y tend exponentiellement vite vers la valeur limite 1 quand 7 tend vers +oc.
On constate ici que la convergence de (;(7) n’a pas lieu de maniére exponentielle. On
donne une explication pour comprendre cela : le potentiel (z — 7)? de ’opérateur h~
est exact au fond du puits au sens ou il s’agit d’un potentiel quadratique. Ici I’opérateur
(4ot — —909,t0, + (v/2t — 7)? est unitairement équivalent a [,.. Le potentiel (v/2t — 7)?
n’est pas exact dans le fond du puits, on ne peut donc pas s’attendre a une convergence
exponentielle vers une valeur limite modele.
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6.2.2 Majorations par des quasi-modes

Proposition 6.13. Rappelons que nous avons introduit en (1.19) la fonction

erf(r / —2* g .
\/_

On a l’estimation

2

e

= +7/m(1 +erf(7))

Cette majoration est illustrée sur la figure 6.3.

V7'>0, Cl(T)Sl

Preuve : Nous utilisons une gaussienne centrée en 7 comme quasi-mode :

fonction définie par
(r77)2
2

U (r)=e"

T—T 2
Nous avons ¢ (r) = —(r — T)eJ 7~ et donc

/ T‘w;w)lzdr = / r(r— T)Qe_(r—T)Q dr
R+ R+

puis
a-(o) =2 [ rlr— e
R+
= / (2r — 7')6_(7”_7)2 dr .
R+

Nous formons le quotient de Rayleigh :

ale) Il

[ TN I

Nous calculons la norme du quasi-mode dans 1’espace a poids :

1 o
‘WTH%g(Rﬂ = 5/IR 2(r —7)e " ar +THwTH%2(R+)
Jr

1 .
=5¢ "‘THWH%%W) :

En combinant ce qui précede on obtient :

qT(wT> — 1 _|__ € 5 ,
19132 sy 2|[9r 22y

2

de plus nous avons explicitement

“+o00
2
|mﬁmﬂ=/ e dr = YT

-7

ol

" (1 +erf(r)) .

215

(6.31)

(6.32)

soit v, la
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On a donc ,
qT(¢T) _ 1 _|_ 6_7—
HwTHL2 R+) e~ + 74/7(1 + erf(7))
Nous concluons avec le principe du min-max. O

Corollaire 6.14. On a les estimations suivantes, valables pour T > 0 :

Cl(T) S 2.

2\/_7'

Nous utilisons maintenant des gaussiennes centrées en 0 pour majorer la premiere
valeur propre. Nous avons I’estimation suivante :

G(r) <1+

Proposition 6.15. On a une majoration de la premiere valeur propre :

1 4-7 ,
T2

Vr >0, G(r) < = (6.33)

T
4T T

Cette majoration est illustrée sur la figure 6.4.

Preuve : Définissons pour p > 0 le quasi-mode u,(r) = e~?". On introduit le moment
d’ordre £ de u,, :

Milp) = [ rHun(r)Par

Afin d’estimer q.(u,), nous calculons explicitement les moments A, (p) pour £ < 3. On

a
™ 1
Mo(p) = £_ )
cov (6.34)
M =—.
1(p) 4p
En réalisant des intégrations par parties on trouve
My(p
() = ) _ ppsopan
M? ) (6.35)
P 2
M;(p) = —L — a0
() = =5 2 =200
On a aussi u,(r) = —2pru,(r) puis :
[ vz = 12s(o).
R+
On a donc

q,(uy) = (4p° + 1) Ms(p) — 27 Ms(p) + 7° My (p) .
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En remarquant que M (p) = ||u,]|? 72(r+)> le quotient de Rayleigh associé & u,, s”écrit :

q-(up) _4p°+1 5 21 Mo(p)
M (p) 2p 4p M (p)

1
_2p+2_+7' —2TMO )

_2p+_+7— _T\[ fpa )

on a )
1 /m 1 T
= — .= 994+ — —
f(p:7) (T 2\/2[)) HE A it
2
Pour annuler le terme (7’ — % 21p> ;onprend p = 5 eton a par le principe du min-max
™l 4-m,
-— . 6.36
Gl < 4 712 T (6.36)

0

Le membre de droite de (6.36) est minimal pour

2

T 1/4
Toqm = (4(4 . 7T>> ) (637)

et ce minimum vaut (q, = v/4 — 7. La valeur de p est alors

1
Pam = Z_LV4 — . (6.38)

On a donc obtenu a partir de la proposition précédente une majoration pour la borne
inférieure de (; :

inf ((7) <V4—m. (6.39)

TeRT

Remarque 6.16. Notons que 1’on a approximativement :

(Tqms Cam) & (1.3021,0.9265) . (6.40)

En combinant la proposition 6.10 et I’estimation (6.39), on a :

Corollaire 6.17. La fonction (1(7) admet un minimum sur R, et ce minimum est atteint.
On note

\_,0 = inf Cl( ) (641)

TERT
Ona
Eog\/4—ﬂ'.
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6.2.3 Caractérisation du minimum

Nous cherchons a décrire les extrema locaux de (;. On part d’une formule sur la
dérivée seconde (}/(7). Les techniques utilisées sont issues de 1’étude de I’opérateur de
Montgomery (voir [PKO02], [FHP11] ,[HP10] ou encore [HK09]), méme si nous avons
une difficulté supplémentaire : il est plus difficile ici de localiser les points critiques de
la fonction (;. Nous rappelons que z, ; est un vecteur propre normalisé dans L?(R.)
associé a la valeur propre (i (7). On différentie I’identité (6.11) et on la projette sur z, .
On obtient :

w(r)=2— 4/ (r —7)0r 2r (1) 2 g (r)r- dr . (6.42)
R

Nous allons chercher a estimer le terme intégral pour montrer que les extrema locaux de
(1 sont des minima non dégénérés. Pour améliorer la lisibilité nous introduisons ici les
notations

Zr =201 et Zri=0:271 .

On commence par trouver une identité sur 1’énergie des vecteurs propres de [ associés a
des points critiques de (; :

Proposition 6.18 (Viriel). Soit 7¢ un réel tel que ({(7¢) = 0 et soit z.., un vecteur propre
normalisé associé a la valeur propre (1(7¢). Alors on a :

[ rrrar= [ @ roflenprar = 996

R
Preuve : On introduit I’opérateur dilaté
L= —E‘Q%&m@ +(r—7)% £>0
qui est unitairement équivalent a [;. On note z£(r) := z-(%). On a donc
VE>0, (L,—C(1)zt=0.
On différentie cette relation par rapport a ¢ :
(Lo — Ci(7)) Opzt 4+ Ol 2t = 0 (6.43)

avec .
Ol o = 26’3;8rr(9r +2r(lr—71).

On projette 1’égalité (6.43) sur z* dans L?(R,) et on 1’évalueen / = 1 :
/ (=2[2L(r)]* + 2r(r — 7)|2-(r)) rdr =0. (6.44)
R4
Or d’apres (6.11), on a pour un point critique 7¢

/R (r — 70)| 7m0 ()2 dr = 0
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et donc

[ = rePleifrar= [ st = moleePrar. 645
Ry

Ry

Ainsi, puisque

vreR, / (2P + (= 72l () rdr = Gi(r) |

on a en utilisant (6.44) et (6.45) :

[ rerrar= [ @ ropleprar = 996

R4

Le lemme suivant est inspiré de [HK09] (voir aussi [HP10]) :

Lemme 6.19. On rappelle que %, = 0,z;. Ona
VreR, ey < mreem - D)z
T Zr < ———||(r—7)z2 )
TR G G R
Preuve : On différentie ||z, |7, (g,) = 1 par rapport a 7 et on obtient que % est

orthogonal dans L?(R, ) a z,. Ainsi d’apres le principe du min-max on a :

(Ca(7) — CI(T))HZTH%%(ﬂh) < (- = G(7))zr, 2T>L%(R+)'
On utilise I’identité (6.10) :

(G(7) = Gz 2w,y < (—0:b2r 20) 2y -

Le lemme découle alors de I’inégalité de Cauchy-Schwarz et de I’identité 0., = —2(r —
). O

Proposition 6.20. Soit 7 un point critique de (,. Alors on a

Ca(c) — 3Ci(7c)

(o) 22 Ga(7c) — Gil7e)

Preuve : On combine la relation (6.42), le lemme 6.19 et I’inégalité de Cauchy-
Schwarz pour obtenir
8[[(r = 7)z: | 22 gy
G(1c) — Gi(7e)

L’identité du Viriel démontrée dans la proposition 6.18 donne

Ca(c) — 3Ci(7c)
Ga(7c) — Gil7e)

1(1c) > 2 -

() > 2
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O

On a ainsi montré que si le gap spectral est assez important, les points critiques de (; sont
des minima non dégénérés. Sous cette hypothese, il ne peut exister qu’ un seul minimum
local pour la fonction (3, et ce minimum est de plus global. Nous espérons dans 1’avenir
continuer cette étude en fournissant notamment une minoration suffisamment précise de
(2 pour exploiter la proposition précédente.

Nous cherchons maintenant a localiser les points critiques de (;. Nous notons 7¢
un des ces points et nous allons chercher une relation entre la valeur propre (;(7¢) de
I’opérateur I, et le réel 7. En réalisant la translation p = r — 7, on voit que la forme
quadratique q. définie en (6.5) est unitairement équivalente a la forme

+oo
N / (WD) + Plu(p)]?) (o + ) dp (6.46)
définie sur le domaine B}, (1) (voir (6.4)) avec I, = (—7,400). Lopérateur associé
est
1
"= -0 - ——0,+p° 6.47
T 14 p ‘I‘ T P + p ( )

défini sur le domaine Dom(IY") qui se déduit directement du domaine de [, (décrit en
(6.23)) grace a la translation p = r — 7. En particulier une fonction u € Dom(I'") vérifie
la condition au bord ((p + 7)u(p))j——, = 0. Soit 2, un vecteur propre normalisé de [*
associé a la valeur propre (i (7). On déduit de la proposition 6.4 :

Corollaire 6.21. Le vecteur propre 2, vérifie la condition de Neumann (z}.)'(—7) = 0.

On s’est ainsi ramené a un opérateur proche de ceux étudiés dans [DH93b] : un
opérateur de Sturm-Liouville avec un poids s’annulant sur un intervalle dépendant d’un
parametre. La différence ici est que la mesure a poids (p + 7) dp dépend du parameétre
7. Nous essayons d’appliquer les techniques de [DH93a] pour obtenir une identité sur la
dérivée de la valeur propre (j(7) par rapport au parametre :

Proposition 6.22. Soit z,; un vecteur propre normalisé de [’opérateur |. associé a la
valeur propre (;.(T). Nous rappelons que [)f est [’opérateur de de Gennes défini sur le
demi-axe R, et que q~ est la forme quadratique associée. On a :

) = (B = ) 2t i) oy = o) — Gel(7) . (648)

Preuve : Nous rappelons que I)f’“ est la réalisation de Neumann de 1’oscillateur

harmonique sur I'intervalle 7, (voir la définition 1.8). L’ opérateur [ir défini en (6.47) est
unitairement équivalent a [ et nous rappelons que nous avons noté zﬁrk un vecteur propre
associé a (1(7), on a
t
Zi(p) = Zrnlp 4+ 7).

On prouve la proposition pour k£ = 1 et on abrége les notations en posant zﬁrl = 2" Le
cas général £ > 1 se prouve de la méme maniere. On introduit comme dans [DH93a] la
quantité

dr(h) == (G(T + h) = (7)) (2, ZE>L§+T(1T) :
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+oo
0, (h) = / (G + W)= (p) 2 () — )2 (02 (0)) (p + 7) dp

—T

— [ (0 - e G )+ ) ) G+ 7

-/ (~20) = G0 + 7200 ) )+ ) 0

. ptT

On réalise des intégrations par parties pour faire disparaitre les termes comportant des
dérivées secondes. On constate que les termes de bords sont nuls. On obtient :

) = [ O+ DEY ) +20) = L G )0 dy

+oo
+ / —EY () (0 + )Y (9) + 25 () + (Y (9)2 (o) dp

T

ee 1 r / T
—h [ R O ).

On a montré (voir la proposition 6.4) que les valeurs propres (;(7) étaient toutes simples.
Or ces valeurs propres sont aussi celles de [". Les vecteurs propres de [** sont donc ana-
lytiques par rapport au parametre 7. On a donc

: dT(h> _ e 1 try/ tr
ti 2 = [ G0

. 2 .
Puisque le vecteur propre 2 est normalisé dans L o (I;),ona:

lim(z Y o =1.
po (= 2 )iz, )

On déduit donc une expression pour la dérivée :

+00 1
G = [ E 0 ). (6.49)

En utilisant I’équation aux valeurs propres, on a

(=)' (p)

P = —(21)"(p) + p*2 (p) — Gi(7)2 (p)

et donc N
G = [ A (G )+ 22 0) ~ G ) dp.
soit en réalisant une intégration par partie et en utilisant la condition de Neumann en
p=—
oo r 2 2| Jtr 2 tr 2
Gi(r) = / G2 (D) + 07127 (0)* = Gu(T) =7 (p) [P dp -

-7
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Puisque 2" vérifie la condition de Neumann en —7, on a 2% € Dom(h>""). On conclut

avec une derniere intégration par partie. Une translation permet de revenir a la fonction
2.1, et d’obtenir (6.48). O

Remarque 6.23. Cette expression ne permet pas de conclure quant a la monotonie des
fonctions 7 +— (i(7) sur R,.

On peut maintenant comparer =, a la constante © (issue elle aussi d’un opérateur
modele unidimensionnel, voir la section 1.3 pour des rappels sur O). Dans la suite nous
notons 7, un réel tel que (;(7.) = Z( et comme plus haut z,, est un vecteur propre
normalisé associé.

Proposition 6.24. On a
Oy < Zp . (6.50)

Preuve : Comme 7, est un réel pour lequel (;(7) est minimal, on a (j(7.) = 0. La
proposition 6.22 fournit

Jo, 12 (0 + (r = 7)? |z (r)2 dr

H ZT*

G(r) =

2
L2(Ry)

Et donc (;(7..) > uX(7.). Montrons que I’inégalité est stricte. Si ce n’est pas le cas, on a
e [P 4 (= 2 ()P

||'Z7—*

py (1)

2
L2(Ry)

et comme z,, vérifie la condition de Neumann, on obtient que z,, est un vecteur propre
de bf* associé a la valeur propre ;Y (7.). En combinant les équations aux valeurs propres
(6.8a) et (1.2), on obtient 2 = 0, ce qui est une contradiction. En utilisant le fait que u
a pour minimum O, on obtient

Oy < iy () < Gi(m) = o

et la proposition est prouvée. OJ

Nous allons localiser les valeurs 7, pour lesquelles le minimum de 7 +— (;(7) est atteint.
Notons que nous avons montré dans la preuve précédente :

1 () < o (6.51)

Nous rappelons que la fonction p2 est strictement décroissante sur (—oo, &) et stricte-
ment croissante sur (§p, +00). Puisque =y € (O, 1), nous pouvons définir les deux réels
ty et ty tels que

[,Lll\l(to) = [Lll\l(tl) ==y et t< 50 <t . (6.52)
D’apres (6.51) on a

to < Ty < tq.

Avec la valeur de = calculée par éléments finis dans la sous-section suivante et les valeurs
de 1} calculées numériquement dans le chapitre 1, on trouve

to ~ 0.135 et t; =~ 1.661 .
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Majoration de =, a ’aide de quasi-modes

Nous avons montré pour I’instant =, < /4 — 7, nous pouvons construire de nouvelles
gaussiennes pour améliorer ce résultat. On forme les quotients de Rayleigh des fonctions

Upo(t) = e~0P="

On essaye différentes valeurs pour les parametres de cette gaussienne. On choisit b =
0.36, ¢ = 0.86 pour la fonction 1. et 7 = 1.51 comme valeur du parametre. Pour ces
valeurs-1a nous calculons q. (u; ) & 1’aide de Maple. Nous obtenons :

_Aele) 870918 2 107 pres
”ub70|lL$(R+)

Nous pouvons ainsi déduire
= < 0.871 (6.53)

Nous rappelons que la fonction 7 — m(7) définie dans la proposition 1.4 est un minorant
analytique de )'. On note ¢, et ¢; les deux réels tels que

m(ty) = m(t}) = 0.871 . (6.54)

Nous rappelons que 7, est un réel tel que (;(7,.) = Zo. D’apres (6.51), on a ¥ (7.) < =.
Puisque zX(7,) > m(7), on a

ty < T <ty .
Ces quantités sont représentées sur la figure 6.1. Nous savons, en utilisant Maple pour
calculer ces quantités, que

0.102 < ty < tf < 1.918.
Nous avons donc montré :
Proposition 6.25. Soit 7, un point tel que (;(7.) = Zo. Alors on a

0.102 < 7, < 1.918. (6.55)

6.2.4 Illustrations numériques

Les calculs sont fait 2 I’aide de la librairire d’éléments finis MELINA. On note (1) la
k-ieme valeur propre calculée numériquement. Nous avons approché R, par I’intervalle
[0, 50]. Nous renvoyons a la sous-section 1.4.3 pour une justification de la convergence des
solutions du probléme sur des intervalles de la forme [0, L] vers la solution du probleme
sur R, quand L est grand.

Nous trouvons numériquement un unique mimum non dégénéré =, atteint en 7 pour les
quantités (;(7). On a

(70, Zo) = (1.525,0.86299) . (6.56)
Sur la figure 6.1, on a tracé la fonction de de Gennes ;[ (7), son minorant analytique m(7)

défini dans la proposition 1.4, la constante = calculée par éléments finis. En abscisse on
a placé les réels ¢, %o, t1, t1 définis en (6.52) et (6.54).
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Y
My (0
\
0.95-') - - -m@)
\\ :O
0.9r ----0871 ]
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7
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. | \\ K |
1 \ ’ [
1 \ 4 1
0.75F | \ /’ o
| \ 7 |
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07 ! ' 2 .
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T

FIGURE 6.1 — La minoration de z)¥(7) par m(7), la constante = et la valeur 0.871 (voir
(6.53)).Onat, <ty <t; <t] oulesréels ty et t; sont définis en (6.52) et les réels #, et
t1 sont définis en (6.54).



6.2. ETUDE D’UN OPERATEUR UNIDIMENSIONNEL 225

Sur la figure 6.2 on calcule les huit premieres valeurs propres de 1’opérateur [.. On
constate que les limites des (;(7) et leurs valeurs en O correspondent bien a ce qui est
énoncé dans les propositions 6.6 et 6.10.

30

FIGURE 6.2 — fk(T) selon 7 pour 7 = 555, 0 <n <6000 et 1 < k < 8.
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Sur la figure 6.3 on trace 51(7) ainsi que le majorant présent dans (6.32). Sur la figure 6.4,
on trace (;(7) pour 7 € [0.5, 2], la valeur = et le majorant présent dans (6.33).

@
—— majorant

18r

161

14r-

12r

0.8 | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

FIGURE 6.3 — (1 (7) selon 7 sur I'intervalle [0, 5] comparé au majorant présent dans (6.32).
Domaine de calcul : [0, 50]. Taille des éléments : 1. Degré : Py.

12r

11F

0.9

@

—— majorant

0.8

— 0

FIGURE 6.4 — ¢1(7) selon 7 sur I'intervalle [0.5,2] comparé au majorant présent dans
(6.33) et 2 =. Mémes calculs que sur la figure 6.2. Domaine de calcul : [0, 50]. Taille des
éléments : 1. Degré : Py.
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Sur la figure 6.5 nous illustrons I’asymptotique de (;(7) quand 7 tend vers +oo
démontrée dans la proposition 6.11 :

1 1
Cl(T):]_—F—FO(ﬁ) .

Nous sommes amenés a calculer la valeur propre (;(7) pour des grandes valeurs de
(voir la remarques 6.12 sur la vitesse de convergence quand 7 tend vers 4+00). Puisque les
fonctions propres sont concentrées dans le puits du potentiel (r — 7)2, nous agrandissons
le domaine de calcul en approchant R, par I’intervalle [0, 100]. Nous maillons cet inter-
valle en prenant 100 éléments de taille 1 et de degré P5. La figure 6.5 montre le calcul
de 72((1(7) — 1) : on constate que cette quantité quantité converge vers —1, ce qui est
cohérent avec la proposition 6.11.

-0.23

-0.24r *

-0.25

-0.26-

-0.271 *
-0.28 i

-0.29 g

o THLm-1)

-0.31F i

-0.32 | | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40

FIGURE 6.5 — La quantité 7%(1 — 51 (7)) selon 7 pour 7 = n, 0 < n < 50 comparé a —
Domaine de calcul : [0, 100]. Taille des éléments : 1. Degré : Ps.

=



228 CHAPITRE 6. LE CAS DU CHAMP NON BISSECTEUR

6.3 Construction de quasi-modes pour I’opérateur sur le
secteur et conséquences pour le probleme sur le diedre

6.3.1 Construction de quasi-modes et majorations

Nous rappelons que nous souhaitons construire des quasi-modes pour la forme qua-
dratique Q"' définie par
B, T

Qr! (u) = /Q (y(ar — iarnbs)ul® +

+ ng’i|u|2> rdrdn (6.57)
avec
V]I;f’i(r, n) := (rcos(na)by — rsin(na)b; — 7)2 : (6.58)
Soitu € B} (Ry) une}onction d’une variable. On a une injection
: B}(R}) < Dom(Q}",)
obtenue en étendant u sur )y, en effet on pose pour (r,7) € Qp :
w(r,n) = u(r) @ 1d(n) .

Puisque 7 € (—3, 1), on a bien |jul| 2k, ) = HLUHLQ Qo) © ¢ est une isométrie de L2(R.)
vers L?(£)). Dans la suite pour une fonction u de B! (R+), on confondra cu et u.

Proposition 6.26. Soir v € B}(R,), B un champ magnétique unitaire constant, o €
(0,7) et T € R. On rappelle que la fonction sinus cardinal est définie sur R par sinc o« =
sin v Ona:
= ;

2

o «
OF(w) = [ (WP + (b = Pul)) rdr + Gl 1
+

. e
+ —(1 —sinc a)||ru||%%(R+)(b% —b3) + 27 (1 — sinc §> ||\/Fu|\%3(R+)b2 . (6.59)

N | —

Preuve : On évalue QPOI (u) pour une fonction de B} (R, ) :
QB ) = [ (W) + (b = Dur) )
Ry

+/ ?n?b2r?lu(r)|*r dr dn —l—/ (V]I;’Oi(r, n) — (rby — 7')2> lu(r)|*rdrdn .
Q0 Qo o

On calcule )

/ a2r2n2b§|u(r)|27” drdn = %HTUH%z(RJr)bg : (6.60)
Qo

Afin de terminer I’estimation générale du quotient de Rayleigh d’une fonction de la va-
riable r, nous calculons [~ {32 V&2 (r,n) — (rby — 7)2 dn. On développe
Vgpi(r, n) — (rby — 7)% = (7" cos(na)by — rsin(na)b; — 7')2 — (rby — 7')2
= r?sin®(an)(b] — b3) — 2rby7 (cos(an) — 1)
— 2rby sin(am) (rby cos(an) — 1) .
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On remarque que le terme croisé de la deuxieme ligne est impair par rapport a 7, son
intégrale sur 7 € (—1, 1) est donc nulle. On calcule alors les intégrales en 7 en utilisant

272
la fonction sinc o = S22 .

1/2 1
/ sin?(am) dn = 5(1 —sinc o) |
~1/2

et

1/2 o
/ (cos(am) — 1) dny =sinc - — 1.
-1/2 2

On déduit pour u € B}(R, ) :

(VB = (12 = 77 futo)Prdr dy =
Qo v
1 ) .o
5(1 — sinc oz)||ru||%z(R+)(bf —b3) + 27 (1 — sinc 5) ||\/Fu||%g(R yb2

O

Nous allons évaluer QPOIT avec des fonctions de B!(R,) bien choisies et en déduire

avec le principe du min-max des majorations pour s(B; «, 7). On aura besoin du lemme
suivant dont la démonstration est immédiate :

Lemme 6.27. On a

2 4 2 2
Va > 0, %_%O 1 —sinc« g% et 0<1—smc§§g—4
On déduit :

Corollaire 6.28. Il existe une constante C' > 0 telle que tout champ B avec by > 0 et
pour tout o € (0,7) :
s(B;a) < Zgby + Ca? .

Preuve : Nous rappelons que 7, est un réel ou (; est minimal, c’est-a-dire

Cl (7’ *) = EO .
On note aussi z,, un vecteur propre normalisé associé. On définit

20(r) = by, (r0)?)

Tx

de sorte que ||2° ||L2(R =1.0na

/R (I(Ziif)’(r)l2 + (rby — T*\/£)|z§j(r)|2) rdr = byZ |

On déduit le résultat a partir de la proposition 6.26, du lemme 6.27 et du principe du min-
max. UJ

On a donc montré une majoration de s(B; a)) quand « tend vers O :
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Théoreme 6.29. Soit B un champ magnétique constant unitaire tel que by > 0. On a

limsup s(B;a) < Zpbs .

a—0

Le probleme de déterminer la limite de s(B; a) pour « petit reste ouvert. Nous émet-
tons la conjecture suivante, appuyée par plusieurs simulations numériques dans la section
suivante :

Conjecture 6.30. Soit B un champ magnétique constant unitaire tel que by > 0. On a

lim s(B; a) = Zpb, .
a—0

Nous rappelons que pour savoir si I'infimum sur 7 € R des s(B; «, 7) est atteint, il
nous faut comparer cette borne inférieure avec les limites pour |7| grand calculées dans
le chapitre 5. Nous allons donner une majoration de la quantité s(B; «) faisant intervenir
des constantes explicites :

Proposition 6.31. Soit B un champ magnétique constant unitaire avec by > 0. On a pour
tout a € (0,7) :

s(Bia) < (4— )20,

a? b2 1 b2 — b3 T
B4 = (1—gi
6(4—7?)1/2b2+(4—7r)1/2( sinc «v) by +<4_7T)1/2

+ (1 —sinc §)by .

(6.61)

Preuve : On évalue QF" (v) pour v(r) = e %27 et 7 = \/byTqm Ol g €t pgum sONL
donnés par (6.37) et (6.38). On a alors en utilisant (6.34) :

1
2 _
vllze = Ty
puis
fR+ ([0 (7) [ + (rby — VboTqm)?*|v(r)|?) rdr s
2 = (4 — 71') b2 .
HUHL?«(RH
On a aussi en utilisant (6.35) :
Irollzee,) _ Ms(pgmba)
ooy Mi(pubs)
1
2pqm62
2
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De méme on calcule

HTUHLQ(R M2 P bg
2Tom +) m am
A LS v ey

= 27qm /b2 Mo pqmba)
= 27'qm\/—
V2r

2pqmb2

. s
T U—n)e
On conclut en utilisant la proposition 6.26 et le principe du min-max. 0

En utilisant le lemme 6.27 on déduit de la proposition précédente :

Corollaire 6.32. Définissons les deux polynomes en « :

Pi(a,by) = (4 — 7)Y by + ! 1_263+ i by | @®  (6.62)
ne 2T\6(A—m)12 by 24(4 —m)1/2° '

et
1 W:—1

120(4 — m)1/2 by
Soit B un champ magnétique constant unitaire de coordonnées (b, by, bs) avec by > 0.
On apour «a € (0,7) :

Py(a, by) := Py(a, by) +

(6.63)

ba \/Lﬁ - S(B,Ck) < Pl(Oé,bz)
et
by > \/Li =  s(B;a) < Py(a,bs) .

Preuve : On utilise la proposition 6.31 en se servant de b2 = 1 — b — 3 et on obtient

s(Bja) < (4 —m)"2 by
1

ey, (B — (0 —sinca)) + (1 - 2)(1 —sinca) )+

™

m(l sinc £ )bg

(6.64)

On utilise le lemme 6.27 pour voir que le terme b3 (%2 — (1 —sinc a)) est négatif. On

majore alors le terme (1 — 2b%)(1 — sinc o) a I’aide du méme lemme en distinguant les
cas 1 —2b2 > 0et 1 — 2b3 < 0, c’est-a-dire by > \/% et by < \/% O

On en déduit une comparaison entre le bas du spectre de 1’opérateur Py p, sur le diedre
et la constante fondamentale O :

Théoreme 6.33. Soir B constant unitaire de coordonnées (by, b, b3) avec bo=y < ©O,.
Alors il existe ag > 0 tel que

Va € (0,ap), s(B;a) <Og.

On note que la constante o se déduit du corollaire 6.32.
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6.3.2 Conséquences sur le probleme de minimisation

Nous rappelons la relation

s(B;a) = inf s(B; a, 7) (6.65)

TER

et la définition s*°(B; ) = min(liminf,, ., s(B;«, 7),liminf, . s(B;«,7)). Nous
allons comparer s(B; «) et s°°(B; «) pour « petit. Pour un champ magnétique B quel-
conque, nous rappelons que nous avons montré (voir la sous-section 5.2.4) :

Va € (0,7), m*™(B;a) < s*(B;a) (6.66)

ou m*"® est défini par

m**(B; ) = \/(1 — 03) (b% cos? % — biby sin o + b? sin? %) + 03 .

On donne des conditions suffisantes pour avoir s(B; ) < s*(B;a) :

Lemme 6.34. On rappelle que les polynomes Py et P, sont définis dans le corollaire 6.32.
(a) Supposons by < \/Li et o € (0, ) tel que

Pi(a,by) < m™™(B;a) . (6.67)

Alors la borne inférieure sur T € R des s(B; «, ) est atteinte.
(b) Supposons by > %2 et a € (0,7) tel que

Py(a,by) < m*™(B; ) . (6.68)
Alors la borne inférieure sur 7 € R des s(B; «, T) est atteinte.

On déduit un résultat important :

Théoreme 6.35. Soit B un champ magnétique constante unitaire avec by > 0. Pour «
assez petit on a

s(B;a) < s*(B;a) .

Preuve : On a la comparaison élémentaire suivante :

Wby € 0,1], (4—m)"2by < /(1 O3+ €3,
autrement dit on a pour i € {1,2} :
P;(B;0) < m*™*(B;0) .

Par continuité les conditions (6.67) et (6.68) sont vérifiées pour « assez petit. On déduit
le théoreme a partir du lemme 6.34. 0

Nous notons

ap(B) == sup{a, € (0,7), Va < ay, s(B;a) < s*(B;a)} (6.69)
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et
am®(B) :=sup{a. € (0,7), Va < o, Bi(B;a) < m*™(B;a)} (6.70)

m

oui=1siby > \/% eti=2siby < \/% D’apres le lemme 6.34 on a

a;,*(B) < am(B) .
Les quantités intervenant dans les inégalités (6.67) et (6.68) sont analytiques, on se sert
donc du logiciel Mathematica et de la valeur approchée de © fournie par [BN12] pour
estimer avec précision a*(B). Dans le cas particulier b, = 1, ¢’est-a-dire (v, 0) = (3,0),
on trouve o**(B) ~ 1.2035 et on a

Vo€ (0,1.2035),  s(%,0;0) < s°(Z,0;q) . (6.71)

Dans le cas de la droite tangente, on a vu dans le théoreme 5.16 que la borne inférieure
des s(B; a, 7) est atteinte en un 7., € R, mais que la valeur s(B; «, 7..) ne correspond pas
toujours a du spectre discret pour I’opérateur Pa_ s, + VB, - en général. On peut énoncer
un résultat partiel :

Théoreme 6.36. Supposons que le champ magnétique B vérifie la condition de la droite
tangente et soit A € </ (bs). Si le couple (v, by) vérifie by < \/Lﬁ et Py(a, by) < Oy, alors
la valeur s(B; o, ) correspond a du spectre discret pour I'opérateur Py s, + VB, -

Les hypotheses du théoreme s’appliquent en particulier si by < % et si I’angle « est
assez petit.

6.4 Simulations numériques : approximation de valeurs
propres de I’opérateur sur le diedre

Nous illustrons les fonctions a +— s(B;«) a I’aide de calculs par éléments finis.
Encore une fois nous notons 3(B;a, 7) une approximation numérique de s(B;«, 7) et
nous nous inspirons de la relation (3.18) pour définir une approximation de s(B; «) :

5(B;a) :=inf 3(B;a, 7).

On prend différents champs magnétiques B vérifiant by > 0. Dans la sous-section 6.4.1,
nous prenons B = (0,1,0), soit en coordonnées sphériques (v,0) = (5,0) : le champ
magnétique est perpendiculaire au plan bissecteur du diedre et la droite T est sortante pour
tout o € (0, 7). Ce choix des parameétres correspond aux calculs réalisés dans la section
5.3.0n a A = 0 et ’opérateur sur le secteur Py s, + Vg, - est réel. Il est a résolvante
compacte pour toute valeur de « € (0,7) d’apres la proposition 4.10. Dans la section
6.4.2, nous prenons B = (%, \/%, 0), soit en coordonnées sphériques (v,0) = (3, 7). Le
champ magnétique est perpendiculaire a I’aréte du diedre mais pas au plan bissecteur du
diedre. L’opérateur sur le secteur Py s, + VB, est encore réel. Le champ magnétique
est tangent pour o = 7 et I’opérateur possede du spectre essentiel si > 7 — 20, soit ici
11 1

« > 7 (voir la proposition 4.14). Dans la sous-section 6.4.3, nous prenons B = (3, 3, 75),
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T

soit en coordonnées sphériques (v, 0) = (§, 7). L'opérateur P s, + VB, possede cette
fois-ci une partie imaginaire. Le champ magnétique est tangent pour & = 7 et encore une
fois I'opérateur Py s, + VB, possede du spectre essentiel si aw > 7.

Pour ces trois cas, nous réalisons les calculs pour différentes valeurs de o € (0,7) en
nous concentrant en particulier sur le comportement de $(B;«a) pour « petit et pour «
proche de m — 26, c’est-a-dire lorsque le diedre est de petite ouverture et lorsque le champ
magnétique est proche d’un champ tangent au diedre. Dans les trois cas nous constatons
que lim, o $(B; a) = by=p.

Nous rappelons que nous avons calculé une expression pour s°(B; «) dans le chapitre 5 :
5°(B;a) = o™ (sinycos(§ +0)) dans le cas d’'un champ non tangent

et
s*(B;a) = o™ (sinysina) dans le cas d’un champ tangent .

Les valeurs de s°(B; «) sont calculées a partir de ces expressions, de la définition de
la fonction o§"™(z) = oy(arcsinx) et des valeurs numériques calculées pour o; dans
[BNDPR12] (voir aussi le chapitre 2). Sur les graphes nous allons comparer 5(B; «) et
5%°(B; a) lorsque le champ B n’est pas tangent au di¢dre en tragant 0" (sin -y cos(§ +0)).
Dans le cas d’un champ tangent au diedre, nous avons démontré (voir le théoreme 5.16)
que s>*(B;a) < s(B;«a), en effet d’apres le corollaire 4.18 et les calculs de limites du
chapitre 5, on a pour un champ qui vérifie la condition de la droite tangente

s(B;a) <0y < s*(B;a).

6.4.1 Cas d’un champ perpendiculaire au plan bissecteur

Sur la figure 6.6, nous avons pris B = (0,1,0), c’est-a-dire v = § et § = 0. Le
champ magnétique est perpendiculaire au plan bissecteur du diedre : nous sommes dans
la situation déja étudi€e dans la section 5.3 et I’opérateur sur le secteur Py s, + VB, - est
a résolvante compacte pour toute valeur de a. Lorsque « tend vers 0, $(B;a) converge
vers =, cf. table 6.1. Ceci appuie la conjecture 6.30. On constate que $(B;«a) décroit
avec a de = jusqu’a O (voir aussi la proposition 8.14). On démontre dans [PR12] que
s(B; «r) décroit avec «v. Ceci contraste avec la conjecture de la croissance de p(«) (voir
[ABNO6] ou [BNDMVO07]). On a aussi tracé le majorant analytique P»(a, by) de s(B; «)
fourni par le corollaire 6.32. On trace la fonction s°(B; «), ici égale a 0,("5*) et son
minorant analytique m*?(B; «) fourni par le corollaire 5.6. Nous rappelons que nous
avons montré s(B;a) < s*°(B;a) pour « assez petit. Nous avons placé en abscisse le
réel a?7*(B) : il s’agit du plus grand réel tel que 'inégalité Py(cv,by) < m*?(B;«)
est vérifiée. On a o®**(B) ~ 1.20351. On constate que la zone (0, c,,,) pour laquelle la
relation s(B; ) < s(B; a) est vraie semble étre tout I’intervalle (0, 7).
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1.05 7

0.95
0.9
0.85 © s(B0)
- - -majorant de s(B, a)
—s"(B,a
08 ®)
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0.75 o
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FIGURE 6.6 — Valeurs des parametres : (7,6) = (5,0), soit B = (0, 1,0). 5(B; ) selon
2 comparé au majorant P(a,by) défini en (6.62), a la quantité s>°(B; ) donnée par le
théoreme 5.4 et au minorant m**® de s*° fourni par (6.66), ainsi qu’aux constantes O et
Eobo.

0b2

a/m | §(B;a)
0.010 | 0.86296
0.025 | 0.86293
0.050 | 0.86225
0.075 | 0.86115

0.100 | 0.85949
0.125 | 0.85754
0.150 | 0.85529
0.200 | 0.84941

™

TABLE 6.1 — Valeurs des parametres : (7,0) = (5,0). Convergence de 5(B;a) vers
o ~ 0.86299 lorsque « tend vers O.
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Nous rappelons la relation $(B;«) := inf, 3(B;«, 7). Sur les figures 6.7 et 6.8, nous
tragons les valeurs de 5(B;a, 7) selon 7 pour a = -5 et @ = 7. Nous comparons ces
valeurs a la fonction 7 — (3 (7) calculée par éléments finis dans la sous-section 6.2.4 (dans
ce paragraphe on confond 5’1 et (1). On constate que pour @ = 5, les valeurs de 5(B; a, 7)
sont proches de ¢;(7), en particulier la valeur inférieure des 3(B; v, 7) est proche de =,.
On remarque sur la figure 6.8 que pour o = {5, la valeur de 7 pour laquelle 5(B; a, 7) est
minimal est proche de 1’approximaton 7 calculée dans la sous-section 6.2.4, ou 7 vérifie

Gi(70) = =o.

‘\ o s(B,1w2,1)
\ O s(B,1710,1)
18 A ---¢@
\\ :0
o é)\
1.6 \\ _
(@] Q\
\
1.4F o & 4
\
&
O N
1.2 B
O O\\
C)\\
o
N
1t o o .
he)
[©) ~ - O €
B )
o o O‘Gﬂﬂewcﬁm——a”@_e——g —(3 o 0o (¢
i o
0.8} © o 000000000 © °© .
I
| | Ll |
0 0.5 1 1.5 2 2.5
T 1'o

FIGURE 6.7 — Valeurs des paramétres : (v,0) = (5,0) et € {{5, 5} 5(B;a, 7) selon 7
pour 7 = k/10 avec 0 < k < 35 puis pour 7 = k/20 avec 25 < k < 35 comparé a (;(7)
et Eg.
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FIGURE 6.8 — Valeur des parametres : (7,0) = (§
)

pour 7 = k/20 avec 25 < k < 35 comparé a (1(7) et =,.

1.6

1.65 1.7

107 2

1.75

237

,0)eta € {5, 2} $(B;a,7) selon 7
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6.4.2 Cas d’un champ perpendiculaire a I’aréte

Sur les figures 6.9 et 6.10, on a pris v = 7 et 0 = 7, soit en coordonnées cart€siennes
B = (\/%, \/%, 0). L’opérateur associé sur le secteur Pa s, + Vi, . est réel et la droite T
est respectivement sortante, tangente puis entrante pour @ < 7, « = J eta > 7. En
particulier pour o < Z, I’opérateur sur le secteur est a résolvante compacte.

On voit que 5(B; «r) converge vers b= par valeurs supérieures quand « tend vers 0.
On a tracé le majorant analytique P (v, by) donné en (6.63). On compare ces calculs a
la fonction a — o{"*(sinysin(§ + ¢)) qui correspond a s*°(B; ) pour un champ non
tangent. On a aussi tracé le minorant m®"® de s> fourni par (6.66). On a noté o' le plus
grand réel tel que P (a, by) < m**(B;a) pour tout a € (0, a?7*). Ici on a o2 ~ 0.629.
La majoration stricte s(B; o) < s>°(B;a) est démontrée sur (0, c,,,) et donc a2 < .
On constate que pour tout o € (0,7) on a §(B;a) < s*°(B;«) : il semble que I’on a
encore o, = m. Sur la figure 6.10, on a zoomé sur la zone proche du champ tangent,
c¢’est-a-dire pour « proche de 7. On a

5(B; %) = 6 (6.72)
ce qui illustre bien le théoreme 4.21. Il semble de plus d’apres ces calculs que la fonction

o — s(B; a) n’est pas dérivable en o = 7.

Champ sortant Champ tangent Champ entrant
1 T T

0.95
0.9
0.85 o s(B,a)
B Se(BONT)

0.8 - - -majorant de s(B, a)

—— 0®(siny.cos(a/2+6))

0.75 - = -minorant de s(B,a)

.o,

. __ b=,

0.65

0.6

0.55 L L L L L L L

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
a® alm
5 ) _ I S N AR

FIGURE 6.9 — Valeurs des paramétres : (v,0) = (3, 7), soit B = (75, ol 0). 3(B;a)

selon 2 comparé au majorant Py (c, by) défini en (6.63), a la quantité o™ (sin vy cos(5 +0))
et a son minorant m®"*(B; «v) fourni par (6.66), ainsi qu’aux constantes O et Zbs.
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—— 0®%(siny.cos(a/2+8))

.9,

0.65

0.64

0.63

0.62

0.61

0.6

0.59

0.58 i

0.57 1 1 1 1
0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56

alm

FIGURE 6.10 — Valeurs des parametres : (v, 0) = (%, ). Zoom prés du champ tangent.
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6.4.3 Un troisieme cas

Sur les figures 6.11 et 6.12, on a pris v = § et § = 7, soit en coordonnées cart€siennes
B = (%, %, \/%) En comparaison aux calculs de la figure 6.9, le chgmp magnétique ici est
plus proche de I’aréte et I’opérateur sur le secteur posseéde une partie imaginaire.

On observe que la limite des $(B; «) quand « tend vers 0 est toujours b=. Ici on
a by = 3 et cette limite est strictement inférieure a Oy, les valeurs de §(B; ) sont donc
inférieures a Oy pour « assez petit comme énoncé au théoréeme 6.33. On remarque que

a — §(B; a) est cette fois-ci croissante sur (0, 7). De plus on a encore
Va e (0,7), $(B;a)<s*(B;a).

On constate en particulier sur la figure 6.12 que pour un champ tangent (o« = 7), la valeur
5(B; %) est Iégerement inférieure a O (contrairement au cas précédent, cf. (6.72)), et que
la fonction a > s(B; a) semble cette fois-ci réguliere en o = 7. De plus si on note 7.,

la valeur numérique telle que 5(B; §) = 5(B; 7, 7%), on a trouvé 7, ~ f/—% ou &, est défini

dans la proposition 1.3, et donc d’apres la proposition 4.15 :

§ess(B; 37 7\:*) ~ @0 (673)
Les éléments sont de degré P;. On a choisi comme domaine de calcul le maillage en
triangles Tri(40, 20, o) pour a < % et a # 3 (voir la section C.1 pour le choix des

maillages). Pour a = 7, la valeur propre calculée 5(B;a, 7.) est proche du spectre es-
sentiel ©g. Il nous a fallu agrandir le domaine en prenant Tri(40, 50, g) Pour o« > ‘?—g,
les vecteurs propres calculés sont moins concentrés et il faut agrandir la taille du domaine
de calcul : on a pris Tri(40, 40, «) et il est alors difficile de garder un maillage suffisam-
ment fin pour capter les oscillations des vecteurs propres. Ceci explique pourquoi la valeur

$(B; 27 est trop élevée.
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Champ sortant Champ tangent Champ entrant

1 T T T 7T I —

O s(B,a)

m See (BT

- - -majorant de s(B, a)
— o®(siny.cos(a/2+8))

- - -minorant de s”(B,a)

0.4 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

aipi

uana/n
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FIGURE 6.11 — Valeurs des paramétres : (v,0) = (§, %), soit B = (3,3, ). $(B;«)
selon ¢ comparé au majorant P («, by) défini en (6.63), a la quantité o*"*(sin v cos(§ +0))

et a son minorant m*"?(B; «v) fourni par (6.66), ainsi qu’aux constantes O et Zbs.
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o s(B,a)
m S.(B.aT)
— 0®¥(siny.cos(a/2+8))

__ .9,

0.65
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0.6

0.59
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FIGURE 6.12 — Valeurs des parametres : (v,0) = (§, ). Zoom preés du champ tangent.



Chapitre 7

Le cas du champ bissecteur

Dans ce chapitre nous supposons que le champ magnétique B vérifie b, = 0, c’est-
a-dire que le champ magnétique est contenu dans le plan bissecteur P du diedre. Nous
rappelons que (v, #) désigne les coordonnées polaires du champ magnétique B. On a
alors 0 = 7 et

B = (sin~,0,cos7) .

Nous étudions I’opérateur Py s, + VB,,. Nous montrons d’abord que pour 7 fixé non
nul, le bas du spectre de cet opérateur reste minoré par une constante strictement positive
quand « tend vers 0. Nous nous intéressons ensuite en détail au cas 7 = 0. Afin d’abréger
les notations, nous notons dans ce chapitre

k(7)== s(7,5;0,0) .

Nous construisons des quasi-modes en puissances de o pour I’opérateur Py s, + VB, +
quand « tend vers 0. On rappelle que dans le cas 7 = 0, on a (0, ) = p(«) ot la fonction
a +— p(a) aété décrite dans la section 3.2. On retrouve les quasi-modes de [Bon05] et les
techniques issues de [Bon05] permettent d’obtenir un développement asymptotique des
paires propres en puissances de « a tout ordre. Nous montrons que dans certains cas le
quasi-mode a deux termes s’annule en un unique point de la bissectrice du secteur. Nous
comparons les vecteurs propres calculés par éléments finis avec ces quasi-modes a deux
termes et nous étudions I'influence du parametre .

7.1 Le cas d’un parametre de Fourier non nul
On a une propriété spécifique au cas by = 0 :
Proposition 7.1. On suppose by = 0. Alors la fonction T — s(B; a, T) est paire.
Preuve : Nous choisissons de travailler avec la jauge A™(z;, 25) = (—22b3,0). Ona
Par s, + Ve, r = (Dyy + b3z2)” + D2, + (z2 — 7).

On réalise le changement de variable Xo = —x, qui laisse le secteur invariant et on
constate que Ppr 5+ VB, - est unitairement équivalent a P_,r 5+ VB, —,. On conclut

243
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avec la proposition B.5. 0J

Puisque la fonction 7 — s(B;a, 7) est continue, on déduit de cette proposition qu’elle
admet un extremum local en 7 = 0. De nombreuses simulations numériques (voir la sous-
section 7.1.2) donnent une forte présomption pour que cet extremum local soit en réalité
un minimum global.

7.1.1 Une minoration

Comme dans [BH93], nous notons A(a, 7) le bas du spectre de la réalisation de Neu-
mann de I’oscillateur harmonique —9? + ¢ sur I'intervalle (—a + 7, a + 7) avec a > 0 et
7 € R. On étudie les limites de a +— A(a, 7). Comme pour 1’opérateur de de Gennes hY,
on a par comparaison avec 1’oscillateur harmonique réel (voir [Bol92] et [BH93]) :

VreR, lim Aa,7)=1. (7.1)

a——+00
Quand a est petit, on a :

Proposition 7.2. Soit T # 0 fixé, on a

lim A(a,7) =72 (7.2)

a—0
Preuve : Supposons par exemple que 7 > (. Alors pour a assez petit, on a
Vte (r—a,7+a), t*>(1—a)’.

On déduit lim inf, ,o A(a, 7) > 72. En prenant comme quasi-mode une fonction constante
sur I'intervalle (7 — a, 7 + a), on obtient rapidement
2
a
Ma,7) <72+ 5

0

Dans le cas 7 # 0, on démontre que les (A(a, T))qcr, sont minorés par une constante
strictement positive :

Corollaire 7.3. Soit 7 # 0 un réel, il existe une constante c(1) > 0 telle que

Va € (0,+0), Aa,7)>c(1).

Preuve : La forme quadratique associée a la réalisation de Neumann de 1’oscillateur
harmonique sur (7 — a, 7 + a) est

T+a
U — / [/ (t)|? + t*|ul? dt .
T—a

Soit 7 € Reta > 0. Si A\(7,a) = 0, alors un vecteur propre u.,, associé est de classe
C* et vérifie v, , = 0, elle est donc constante. Mais les fonctions constantes non nulles
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ne vérifient pas 1’équation aux valeurs propres —u”(t) + t?u(t) = 0 sur I'intervalle (7 —
a, T + a). Ceci est une contradiction, on a donc

VreR,Va >0, Aa,7)>0.

D’apres (7.1) et (7.2), la fonction a — A(a, 7) admet des limites strictement positives en
a — Oetena — +oo des que 7 # 0. Nous avons de plus montré que cette fonction ne
annule pas. Puisqu’elle est continue, elle est minorée par une constante strictement posi-
tive. U

Dans le cas 7 = 0, ’asymptotique suivante est connue (voir par exemple [DH93b]) :
a’ 6
Aa,0) = 5 +0(a®) . (7.3)
En utilisant la réalisation de Neumann sur des intervalles bornés de I’oscillateur harmo-
nique, nous montrons

Proposition 7.4. Soit B un champ magnétique constant unitaire avec by = 0. On a

V7 #0,3C >0,Va € (0,7), s(v,50,7)>C. (7.4)

Preuve : Le cas by = 0 correspond au champ B = (0,0, 1) tangent a I’aréte. La

proposition est alors claire puisque s(0, 5;a,7) = p(a) + 72. Dans le cas b # 0,

nous travaillons avec la jauge A® (21, 75) = (—x2bs, 0). La forme quadratique associée a
I'opérateur Ppr s + VB, - estalors

Qs ol) = [ 1(Day + wsbi)ul? + |Duguf + (aaby — 7)7lufdy
Sa
> / |Dy,ul? + (w9by — 7)?|u)?® dzy das .
Sa

En utilisant un changement d’échelle puis en intégrant d’abord par rapport a la variable
T, on utilise la réalisation de Neumann de I’ oscillateur harmonique sur des intervalles :

Oas. . (u) > bl/ |Dyul® + (25 — 707 ) |uf? day das

Sa

> / / |Dyyul? + (25 — 70y /) uf? day | day
x1>0 |z2|<tan gxl

2
> / A (tan%,rbl_l/2> (/ . ]u|2dx2> day
21>0 |xo|<tan 51
> c(rby ) [ullfacs,) -
ou la constante C(Tbl_l/ ?) est issue du corollaire 7.3. O
Ainsi pour 7 fixé non nul, on déduit du principe du min-max que la limite inférieure

quand o tend vers O de s(v, 5;, 7) est strictement positive. Nous verrons que ce n’est
pasle cas si 7 = 0.
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7.1.2 Illustration numérique

Dans le cas particulier by = 0, on a 6 = 7 et les limites de s(B; o, 7) sont les mémes

quand 7 tend vers +00 et —oo, on a en particulier :
5%(7, 55 ) = 0™ (sinysin §) .

Sur la figure 7.1 nous tragons les valeurs calculées 35(vy, 0; a, 7) associées a 1’opérateur
Pa,s, + VB,, pour un champ bissecteur (¢ = 7) et un angle d’ouverture a = 7. Nous
avons fait les calculs pour v = 7 (cas d’un champ perpendiculaire a I’aréte) et v = 75
(cas d’un champ proche de I’aréte). On constate que les valeurs propres calculées sont
minimales pour 7 = 0. On a aussi représenté les valeurs limites s°(B; «) prévues par
le théoreme 5.7. On constate que les valeurs 5(B; «, 7) se rapprochent de s*°(B; «) par
valeurs inférieures pour |7| grand. Nous avons aussi tracé 1.(5) en prenant comme valeur
celle calculée dans [BNDMVO07]. On note / := [—1.5 : 0.1 : 1.5] ’ensemble des valeurs
de 7 pour lesquelles on a effectué le calcul et 5(, 5, 5, 7) les valeurs propres calculées
numériquement. On constate que

Vrel, w(3) <35

NI

7)< 8(

SIE]
S

) %7 7T> .

Sur la figure 7.2 nous avons représenté les mémes quantités pour un angle d’ouverture
a = %’T. Encore une fois les diverses quantités calculées sont supérieures a la valeur de
(1(45) calculée dans [BNDMVO7].

—o—s(n/2,m/2,7/2,7)
- - - 0™ (sin(/4))

__.9,
—6—s(n/10,7/2,7/2,7)

- - -0®¥(sin(/10).sin(/4))
- wn2)

FIGURE 7.1 — Valeurs des parametres : = 7, a = 7. 5(7,0;c,7) selon 7 pour 7 €
T Z}etT =% —15 <k < 15 comparé & 03" (sin ysin £), Oy et p(cr). Domaine de
calcul : Tri(20, 15, {5). Degré : PP,.
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1.05

0.95F 4

0.9r b

—6—s(n/2,m/2,47/5,7)

- - -6®X(sin(4x/10))
—6—s(n/10,7/2,47/5,7)

- - -6®(sin(x/10).sin(47/10))

0.851 ,
0.8 ) ]

0.75

0.7 4

0.65[ b

0.6 4

0.55 I I I I I

FIGURE 7.2 — Valeurs des parametres : § = 7, a = 4?“. 3(7,0; a, ) selon T pour v €
T Z}etT =%, —15 <k < 15 comparé a 03"*(sin ysin §), Oy et p(a). Domaine de

calcul : Tri(20, 10, ). Degré : P.

Ces calculs numériques ainsi que les résultats de la sous-section 7.1.1 laissent penser
que 7 = 0 est un minimum global pour la fonction 7 — s(B;a, 7) lorsque le champ B
est contenu dans le plan bissecteur du diedre. Nous sommes donc amenés a formuler la
conjecture suivante :

Conjecture 7.5. Soit B de coordonnées sphériques (v, 0) un champ magnétique contenu
dans le champ bissecteur du diédre avec y € (0, 5|. Alors pour tout o € (0,7), le réel
7 = 0 est un minimum global de s(B; o, T) et on a

Va € (0,7), AB;D,) = s(B;a)=k(y,a) (7.5)

ot on a noté k(7y, a) := s(B;a,0).

7.2 Changements de coordonnées et premier quasi-mode

On étudie dans la suite de ce chapitre un cas particulier motivé par la conjecture 7.5 :

’ Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose 7 = ( ‘

Dans ce cas particulier I'opérateur Pps s + Vp o 8"€crit
z 2 T 2
(Dzl - ébg) + (Dm n ébg) 4 b2l (7.6)

et la droite T d’annulation du potentiel est la bissectrice du secteur. Nous rappelons que

Q est la demi-bande infinie (0, +00) X (—3, 3). Au chapitre 6 nous avons réalisé dans la
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forme quadratique associ€e a I’opérateur Pps s + VB, . les transformations successives
suivantes : B

— Le changement de variables associé aux coordonnées polaires (r, @) ,

— Le changement de jauge associé a la fonction (7, ¢) := §¢>
et nous avons abouti a la forme QP °l &crite en (6.1). Pour le cas 7 = 0, nous réalisons
maintenant le changement d’echelle (t,n) = (a— —) On obtient (cf [Bon05]) que la
forme quadratique associ€e a Pys s, + VB, o est unitairement équivalente a la forme

a </ 2t| (0, — inbs)ul* +
Qo

sur le domaine de forme

2 sin? o

77tl)%|u|2 dt dn) = Qu(u) (7.7

nU

Dom(Q,) =

{u € L*(Q), V(0 — inbs)u € L*(Q), ianu € L*(Qy), sin(an)vtu € LQ(QO)} :

Vit
(7.8)
En construisant un quasi-mode comme dans [Bon03b] on obtient

Proposition 7.6.
Sln
(i a) < 2 V3

V3 120

Preuve : On utilise le quasi-mode (¢, 1) = 37/ 4675V3 issu de [Bon03b]. On calcule

d’abord ” 12
1 1 —si
/ ndn=— et / sin®(an) dn = - omea
12 12 ~1/2 2

(7.9)

On obtient
1 1 —sinca
QQ<UO) = Oé/ 2t|U6|2 + (ébg + Tb%> t|U0|2 dt .
Ry
En utilisant une inégalité de Taylor, on déduit

i+v?  a?
oltg) < 2t [uf | 3 —b2 ) tup|* dt .
0 (uo)_a/R+ ) +( g 20 thul

Orona

t 1
2t|ug|* + ~|uo)* dt = —= et /tutzdtzx/g
[ 2l golar= et [ o)

d’ou le résultat. O

On déduit une comparaison entre s(B; «) et la quantité spectrale modele O :

Corollaire 7.7. Soit B un champ magnétique tangent unitaire tel que by = 0. Si le couple

(B, «) vérifie = V3

130 alors on a

s(B;a) < 6.
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On obtient aussi une comparaison entre s(B; a) et s*°(B; a) :

Corollaire 7.8. Soit B un champ magnétique tangent unitaire tel que by = 0. Si le couple

(B, a) vérifie < F+ \{;gl a’® < s%(B; «), alors la borne inférieure sur T des s(B; o, 7) est
atteinte.

On note que la condition de ce corollaire est satisfaite dés que \% + % 3 < 0O,.

Remarque 7.9. On a numériquement :

Va € (0,0.9972), -y ¥YoRT Visin'y

\/g 120 <.

7.3 Calcul de ’asymptotique

Nous reprenons les éléments de [Bon05] pour calculer un développement asympto-
tique de x(y, @) quand « tend vers 0. Dans un premier temps nous développons 1’opérateur
associé a la forme quadratique (7.7) en puissances de . Comme dans la section 2.4, nous
cherchons les paires propres sous la forme de séries formelles. Nous construisons ainsi
un quasi-mode a tout ordre en puissances de « et obtenons une majoration de (7, «).
Un des opérateurs modeles rencontrés est I’opérateur de Laguerre [ (voir (6.12)). Les
techniques semi-classiques de [Bon(05] permettent de donner une minoration de la valeur
propre (7, «) et fournissent une asymptotique en puissances de a.

7.3.1 Développement en série formelle

La forme sesquilinéaire associée a la forme quadratique Q,, est

0 (u,v) = a / 2t(Ds = byn)u(D; = byn)v + 5~ DyuDyo + 2tb2wu@dt dn
Qo o

et I’opérateur associé est

1
I*=a (w b o DY Ww)
«

sur le domaine

Dom(L%) := {u € Dom(Q,), t(D; — bsn)*u € L*(), \/_8211 € L*(Q),
(Opu)y—s1 = 0, (E(Dy — bsn)u)mo = 0} . (7.10)

On utilise le développement

sin”(an) _ 1 - cos(2am) _ X Qa)* X0 ()%
A Bl 2.(2k)la? =2 (-1 2.2k +2)!"
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On développe ensuite la forme ¢ en puissances de « : on a au sens des séries formelles

+oo
*(u,v) = « Z . (w, v)o

k=1
avec ) . L
0_1(u,v) = 3 ) gﬁnu&,vdtdn
0
lo(u,v) = /ﬂ 2t(D; — bsn)u(Dy — bsn)v + 2tn*b3uv dt dn
0
\ U (u,v) = % /QO tn* pdtdy, k>1.

Les extensions de Friedrichs de ces formes sesquilinéaires a partir de Dom(Q,,) sont

notées L, avec :

1
L_y:==D;
1 2% no

Lo 1= 2(Dy — byn)t(D; — bsn) + 2t°b7

L. = (—1 klﬁﬁt 2k+2 E>1

On a en particulier

202 252
0 (u,v) = _?1 i tntusdtdn et Ly = 311&77 (7.11)
0

On résout le probleme aux valeurs propres en cherchant une paire propre x”[«/], u” [« sous
la forme de séries en puissances de «, plus précisément nous construisons une solution
formelle en puissances de « :

—+00 400
o] =« E Kpa?t et w[a] = E u)
k=—1 k=0

ou u”[a] vérifie la condition de Neumann en n = —% etn = % On cherche donc a
résoudre (au sens des séries formelles) :

{f&(u’ym,v):M[auumw 2@ W0 € Dom(Qu).

(Oyu'[e]) 1= (@ua])  1=0. (7.12)

1= 1
n=5 n=—35

En posant u”; = 0, ceci nous amene a déterminer par récurrence les suites (k) );>_; et
(u})k>—1. On cherche ces suites de maniére a avoir pour tout v dans Dom(Q,,) :

E_l(ug, v) — "&(Uga U)L?(Qo) =0,
gluk’pl’ Z£p1ukp17)a E>1,

g1 (t, —3) = Oqup—1(t,3) =0, ¢>0.

Oy (uy_y,v) = &Y (ul_y, ) p200) = K

(7.13)
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7.3.2 Construction de quasi-mode

Premier terme

Ona &(L_;) = [0, +00) et les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 sont les
fonctions indépendantes de 7). Nous notons II le projecteur orthogonal sur ker L._;. On a
une forme explicite pour ce projecteur :

1/2
H:UI—>/ u(t,n)dn .
~1/2

La premiere équation impose L_ju] = k! u]j. Puisque nous cherchons la plus petite
valeur propre nous prenons

k1, =0 et wuj€kerl_q, (7.14)

¢’est-a-dire une fonction v} qui ne dépend que de la variable ¢.

Deuxieme terme et rappels sur I’opérateur moyenné
La deuxieme équation s’écrit
L_juy = kjul — Loug (7.15)
ou encore sous forme variationnelle :
Vo € Dom(Q,), {(_i(u],v) = k{{ug,v) — lo(ug,v) .

On restreint cette €galité aux fonctions v € S (R, ) (qui sont bien dans ker L_;). Pour cela
on calcule pour v € S(R. ) :

L L 1/2
lo(ug,v) :/ 2Dyud Dyv dt — bs (/ 2t (Dtug T+ ug Dtv) dt) (/ n dn)
Ry Ry ~1/2

1/2
LR ( / 2tu3@dt) < / nw)
R, ~1/2

— 1
:/ 2t Dyud Dyv + éugadt :
R
ou on a utilisé le fait que le champ B = (by, 0, b3) est unitaire. On obtient donc :
- — 1
Vo e S(R;), /]R 2t Dyug Dyv + éug@dt = rg{ugd,v)2(Ry) . (7.16)
+

Comme dans [Bon03b], nous introduisons I’extension de Friedrichs associée a ce probleme

variationnel : ;
MY =2DtD, + 6 (7.17)
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définie dans sur le domaine (voir [BC72])
WER,) :={ue H'(R,),tu € H*(R,)} . (7.18)

On sait (voir [Bon05]) que cet opérateur est a résolvante compacte et son spectre est

constitué de valeurs propres simples. En effet I’opérateur [ est unitairement équivalent

a ﬁg[ ou [ est I’opérateur de Laguerre défini en (6.12). On déduit :

S(ImY) = {21{\/—51’ k> 1} . (7.19)

Nous notons k™% := \/% la plus petite valeur propre et
U™ty 37V4TE

un vecteur propre normalisé associé. On constate que 1’opérateur [ est identique a
I’opérateur 1L, restreint au domaine ker L_;. En projetant (7.15) sur ker L_;, on est
amené a résoudre

MYyl = Kkjug . (7.20)

Notons que nous avons présenté le probleme variationnel pour mieux décrire I’opérateur
I1L, restreint a ker L._, et que 1I’équation aux valeurs propres (7.20) est bien équivalente
au probleme variationnel (7.16). Ainsi en utilisant (7.19) nous prenons
v moy 1 ol moy
kg =K 7 =— et uyg=u"". (7.21)

V3

Il est remarquable que (k{, u]) ne dépend pas de .

Résolution au rang k

ENONCE DES HYPOTHESES DE RECURRENCE. Supposons donc la suite (), u} )
construite jusqu’au rang n — 1 (n > 1). Par hypothese de récurrence, on suppose pour
0<k<n-—1:

( k
Loqu) =Y (k) 4 — Ly1)uj_,, (7.22a)
p=1
Yt >0, Oup(t,—%)=0u(t,})=0, (7.22b)
k+1
> (k)4 = Ly1)uly,_, € (ker L_y)* . (7.22¢)
\ p=1

Nous supposons de plus que 1’on peut écrire de maniere unique
ul = v +ult, vl € (ker Loy) N {u™ ¥} vl € (ker L_y)* (7.23)

avec la convention v = 0. Nous supposons que pour k > 0, v et v;"" sont de la forme
Plu™ et Q)u™ ou P est un polyndme réel en ¢ de degré 3k et )y, est un polyndme
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complexe en (t,7) de degré 3k — 1 en ¢ et de degré 4k en 7 (avec la convention qu’un po-
lyndme de degré —1 est nul). De plus tous les termes de @), de degré pair (respectivement
impair) en 7 ont un coefficient réel (respectivement imaginaire pur).

DESCRIPTION DES HYPOTHESES DE RECURRENCE. Nous décrivons ici ces hypotheses
de récurrence. L’équation (7.22b) assure uz € Dom(L_,). La condition (7.22c) au rang
k est une condition (dite de compatibilité) nécessaire pour résoudre I’équation (7.22a) au
rang k + 1. Dans la décomposition (7.23), v, est une fonction ne dépendant pas de 7 et

vz’L est une fonction vérifiant
1/2
1
/ vy (t,m)dn=0.

1/2
Nous verrons dans la construction que ces deux fonctions ont bien la structure “polyndme-
exponentielle” annoncée.

HEREDITE DES HYPOTHESES. Les hypotheéses de récurrence sont satisfaites au rang 0
grice aux choix de u] et ] faits en (7.21). Nous construisons maintenant (x;, ). Nous
utilisons la décomposition u] = v + v)'*. Nous sommes amenés 2 résoudre

n

Loyt = (k) — Ly )uy (7.24a)
p=1

VE>0, Oult(t,—1) =00 (1) =0, (7.24b)

vt =0. (7.24¢)

La relation (7.22c) au rang n — 1 nous permet de dire que le second membre de (7.24a) est
dans (ker L_1)*. Le lemme 4.6 de [Bon05] permet de déterminer v de maniére unique.
Sous les hypothéses de récurrence, le membre de droite de (7.24a) est de la forme Qu™Y
ol Q est un polyndme de degré (4n —4) 4+ 2enn et (3n — 3) 4 1 en t. De plus en utilisant
la forme des Ly pour £ > 0, on constate que les termes de degré pair en 1 sont encore
réels et ceux impairs en 7 sont imaginaires purs. On déduit de [Bon05, lemme 4.7] que
v)L est de la forme Q) u™ ou Q) est un polyndme de degré 4n en 1 et 3n — 1 en t. De
plus les termes en 7) ont encore les structures relatives a leur parité énoncées plus haut.

Nous exploitons maintenant I’équation (7.22¢) au rang n. Puisque ©™* € ker L_;,on a

n+1
<Z(“Z—1 - Lp—l)u71+1—p> umoy> =0,
L2(Qo)

p=1

et puisque chaque wuy, (avec & < n — 1) est dans le domaine de tous les L, (p > —1):

n+1
<Z “71+1—pa (K;—l - Lp—l)umoy> =0.
p=l L?(Q0)

On déduit
n+1

™ e,y = D (Ui (pey = Lpm U™ ) g (Lo = 87, 0™) g -
p=2

(7.25)
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A ce stade u] n’est pas encore construit mais nous pouvons tout de méme déduire «). En
effet, puisque v, ne dépend pas de 7, on a

(Lo = 79)vm, u™) 12(00) = / (MY — g u™Y dt
Ry

R4

=0.
Ainsi on a
mo; mo; mo; ,L  mo
(Lo = &™)y, u™) p2i0p) = (Lo — K)o, ™) 12(0y)
et puisque ©™* est normé, x; est déterminé de maniere unique :

n+1

Ky = Z <u2+17p7 (’f;fl - Lp—l)um0y>L2(Q0) + <(L0 - “moyWZ’La “moy>L2(QO) - (7.26)
p=2

Il nous reste a déterminer v). La condition (7.22c) fournit

n+1
Vo eker Loy, ((Lo— K™ )ul, v) o) = 3 ((Kpo1 — Lp-1)u 41y V) r2(y) -
p=2
On en déduit
1/2 1/2 n+l
N S CIUR TR N DG A (AT
—-1/2 -1/2 55

Nous notons Rz, le membre de droite (qui est une fonction de la variable ). Puisque nous
cherchons v) € {u™%}+, nous sommes ainsi amenés 2 résoudre

{ MYyl — "ol = R, , (7.27a)
(), u™) p2r,y =0, (7.27b)

La seconde équation demande a u] d’étre dans ker(I™* —x™% )L De plus par construction
de k7, le second membre de (7.27a) est aussi dans ker (™% — ™)L D’apres Ialternative
de Fredholm, [™® — k™ est inversible sur 1’orthogonal de son noyau, ceci définit ainsi v/
de maniére unique dans ker(I"™* — ™)L (voir [Bon05, lemme 4.4]). D’apres la forme
de v et les hypotheses de récurrence, R, est de la forme Pu™ ol P est un polynome
réel en ¢ de degré 3n. On déduit de [Bon05, lemme 4.5] que v] est de la forme P, u™%
ou P, est un polynome réel de degré 3n. Nous avons bien construit le couple (x], u?) et
nous pouvons conclure la récurrence.

Nous avons donc construit par récurrence une solution au probleme formel (7.12). Comme
au chapitre 2 nous notons (k”/(a),u2’) le couple obtenu en tronquant les séries for-
melles x”[a] et u”[a] au rang .J. Par construction on a montré pour tout J > lety € [0, 7]
I’existence d’un réel oy > et d’une constante C;, tels que pour a € (0, p) on a:

ILu)” — k7 (a)ul” || 2oy < Cuqpa®’ T2 (7.28)
On déduit du théoréme spectral

dist (k77 (@), &(LY)) < C,y 0> (7.29)
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7.3.3 Conclusion et illustration numérique

Nous avons montré qu’il existe pour tout J > 0 une valeur propre de L dans un
voisinage de k77 (a) de taille /T3, Pour montrer qu’il s’agit de la plus petite valeur
propre, nous reprenons la preuve de [Bon05, théoreme 10.4] réalisée pour le cas particulier
v = 0, en effet I’opérateur L* est une perturbation de 1’opérateur F, de [Bon05, section
3] et les éléments de la preuve sont exactement les mémes, c’est pourquoi nous nous
contentons d’en donner les grandes lignes.

Proposition 7.10. Pour tout v € [0, 5] on a le développement asymptotique suivant pour
« petit :

J
K(y,a) = Z /i;ozzf’ﬂ + O(a713) (7.30)

p=0

ou les K} ont été définis précédemment, on a en particulier

Ky =—= et ulX =u"". (7.31)

Preuve : La majoration est fournie par la construction de quasi-mode. Nous donnons
les grandes lignes pour obtenir une minoration de la deuxiéme valeur propre de L a partir
des techniques de [Bon05]. On commence par remarquer a I’aide de la forme (7.7) qu’un
vecteur propre u, de L associé a une valeur propre d’ordre O(«) vérifie

1

%\&ﬂa\z = O(l) .

Le terme en % ne permet pas de déduire directement une estimation de la projection de ,,
sur I’espace des fonctions qui ne dépendent pas de 1. On suit alors I’analyse de [Bon05] :
les théoremes 7.1 et 7.2 de [Bon0O5] montrent que le vecteur propre est localisé dans
un secteur tronqué de rayon R avec R = O(é) On introduit I’opérateur obtenu a par-
tir de la forme quadratique (7.7) sur le secteur tronqué avec une condition de Dirichlet
sur le bord artificiel qui correspond a la troncature, cf [Bon05, sous-section 8.3]. Sur ce
nouveau domaine, le terme ﬁ peut etre minoré par un terme régulier et la proposition
9.1 de [Bon0O5] montre que les vecteurs propres de I’opérateur régularisé sur le secteur
tronqué sont proches des vecteurs propres de [ pour une troncature convenable et «
petit. Le lemme 10.2 de[Bon05] donne une minoration de la deuxieme valeur propre de
cet opérateur régularisé sur le secteur tronqué. Le lemme 10.3 de [Bon05] repose sur
les estimations de localisation des vecteurs propres, il montre que les valeurs propres du
probleme tronqué et régularisé sont proches des valeurs propres du probleme initial et
permet de conclure. O

Cette asymptotique donne une approximation pour le premier vecteur propre de 1’ opérateur
sur le secteur. Pour un potentiel magnétique A € <7 (b3) nous notons v, , un vecteur
propre normalisé de I’opérateur Py s, + VB o associé a la premiere valeur propre (7, c).
Nous rappelons que 1’opérateur L® a ét€ obtenu a partir de I’opérateur Pyps 5 + VB
en réalisant les transformations successives suivantes : un passage en coordonnées po-

. . N . g2 . N
laires (7, ¢), un changement de jauge associé a la fonction ¢(r, ¢) = "¢ puis une mise a
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Iéchelle (t,7) = (%, 2). Nous notons UXé]a

u?"’ en remontant ces transformations successives jusqu’aux variables initiales (xy, z5) :

la fonction obtenue a partir du quasi-mode

U:ga(xl’ o) = ey (¢ ) (7.32)

Nous utilisons le changement de jauge associé a la fonction

fR(ifl, Tp) = —5951@53

qui montre que I'opérateur Pys 5+ VB est unitairement équivalent a Par 5 + VB

(voir la sous-section 3.1.1 et la proposition B.2 pour des rappels sur les changements de

jauge). Nous notons v la fonction obtenue partir de v"d etdu changement de jauge
A%« A° «a

associé a la fonction o :

v,
UAR,oz

(21, T9) := eifR(Il’”)va{a(xl, T3) . (7.33)
On déduit de (7.28) et de I’asymptotique (7.30) une estimation sur le vecteur propre

Y .
UAR‘7(X .

Proposition 7.11. Soit UXR ., un vecteur propre normalisé associé a la premiére valeur

propre k(7, «) de I'opérateur Pyr s+ VBo. On a une estimation quand c tend vers 0 :
_ 2J+2

(52 = O (2*77%) .

J
HU;R,Q - U;R@HH}A

R.vg, -

Au premier ordre, on obtient en notant (r, ¢) les coordonnées polaires de (z1, x2) :

OL’I’Q

2 ‘
(5517 1'2) = 3*1/4617173@257@5d)squ;)ele\/§

7,0
VAR o
On a la majoration |¢ — sin ¢ cos ¢| < %¢3, et en utilisant ¢ € (—%, §), on obtient

adr?

24

arg(v}2,)| <

7,0
AR o

On déduit que la fonction v a une phase tres proche de O pres du coin du secteur pour

« suffisamment petit. Or cette fonction est proche du vecteur propre UARA de I’opérateur

Ppr s+ VB, 7 sur le secteur. On s’attend donc a ce que pour « assez petit, le vecteur
propre UXR ., oscille peu pres du coin. C’est pourquoi nous choisirons souvent le potentiel

AR pour réaliser les calculs numériques dans ce chapitre.

Sur la figure 7.3, nous comparons des calculs effectués avec deux potentiels différents.
On apris o = {j ety = 0 : le champ magnétique est parallele a I’aréte du diedre. On trace
le logarithme du module et la phase des fonctions propres calculées pour les opérateurs
Par s, +VB,r et Pps s, + VB -. On constate que les modules sont tres proches et que les
phases présentent des singularités aux mémes points. On observe que le premier vecteur
propre calculé pour I’opérateur Par s + VB, - a une phase proche de 0 dans un voisinage
du coin du secteur. B
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— - q

\
=

Calculs avec le potentiel A" Calculs avec le potentiel A5

b

FIGURE 7.3 — Valeurs des parametres : « = {5 et 7 = 0. Logarithme du module et phase
modulo 7 du vecteur propre. Logarithme en base 10 seuillé pour des valeurs inférieures a
—7. Domaine : Tri(40, 20, {5 ). Degré : IP5. A gauche : calculs effectués avec le potentiel
AR, A droite : calculs effectués avec le potentiel AS.
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Nous notons #(7, «) une approximation numérique de x(7, o) calculée par éléments
finis. Sur la figure 7.4 nous tragons (7, «) pour différentes valeurs de « dans (0, 7) et
poury € {0, %, 25}, Pour v = 0, on retrouve (). On constate que pour ces trois valeurs
de 7, les calculs sont proches de la valeur \/% prévue par I’asymptotique (7.30) lorsque «
est petit. On constate que pour « fixé, les valeurs £ (7, o) sont croissantes avec 7y et que

pour 7 fixé, elles sont croissantes avec «.

——k(0,0)
——K(175,0)
K(2175,0)
___9,
---1
—alv3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
altt

FIGURE 7.4 — K(v, ) selon ¥ := < pour y = %“,OS k<2etd = %,1 < k <19 com-

paré a I’asymptotiques x7°(«v) ainsi qu’aux constantes O et 1. Domaine : Tri(L, 20, a)

avec L =20sia > {5 et L =60 si a < 5. Degré : ;. Potentiel magnétique : A = AR,
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us

Sur la figure 7.5, nous tragons les vecteurs propres associés a # (7, «) pour o = 15 et
différentes valeurs de v. Lorsque v = 0, le champ magnétique est parallele a I’aréte, et
lorsque v = 7, le champ magnétique est perpendiculaire a I’aréte du diedre et I’opérateur
Par s, + VB, est réel (cf la table 3.1). On constate que lorsque ~y croit de 0 a 3, les
vecteurs propres oscillent de moins en moins. On rappelle que la droite Y d’équation
x9 = 0 est la droite d’annulation du potentiel. Lorsque v augmente, la phase des vecteurs
propres le long de T tend vers 0. On constate aussi que les singularités de la phase sont
moins nombreuses quand v augmentent.

—- :\\\\‘:

7=0 .l”‘
— - +\\\

=% ey
=2 ‘ﬂ'
X

—
v=1%

-
T=%

T

L)
J“

i eyl

&

0

o
o
°
>
o
>
o
@
o
o
o
o
o
o

FIGURE 7.5 — Valeurs des parametres : o = 1”—0 ety = %, 0 <k <5ety= 7. Vecteurs

propres associés a k(«,y). De gauche a droite : le module, le logarithme en base 10 du
module et la phase modulo 7. Logarithme seuillé pour des valeurs inférieures a —10.

Domaine : Tri(40, 20, {5). Degré : IP5. Potentiel magnétique : A = AR,
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Sur la figure 7.6, nous tragons les vecteurs propres associés a & (7, ) pour a = 7 et
v € {0, £}. On voit clairement la droite d’annulation du potentiel T (qui est la bissectrice
du secteur ici, cf (7.6)) apparaitre quand -y augmente. Le vecteur propre a une phase proche
de 0 le long de cette droite pour v = . On constate que dans les deux cas, la phase a des
singularités qui coincident avec des minima locaux du module.

T=%

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -6 -5 -4 -3

FIGURE 7.6 — Valeurs des parametres : « = 7,y = 0 ety = . Vecteurs propres associ€s
a ik(a, ). De gauche a droite : le module, le logarithme du module et la phase modulo 7.
Logarithme seuillé pour des valeurs inférieures a —7. Domaine : Tri(40, 15, 7). Degré :
PP5. Potentiel magnétique : A = AR
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7.4 Description du développement a deux termes

Nous avons vu que le premier terme du développement asymptotique (7.30) ne dépend
pas de ~y. Nous explicitons le terme suivant a partir de la construction de quasi-modes de
la section 7.3.1.

7.4.1 Calcul explicite

Les équations (7.24a) et (7.24b) nous amenent a chercher une fonction vy  solution
de

— 2]t = 24(K™Y — Lo)u™ | (7.34a)

Vi 0 Ol (t, =) = a1 =0, (7.34b)
’ 1/2

v (t,m)dn=0. (7.34c)
-1/2

On calcule

2H(K™Y — Lo)u™ = (t (é - 2772) + 2ibsn (% - 1)) u™ ()

puis nous résolvons (7.34a) et (7.34b). On trouve

O (tn) = (2%2 (2n3 - g) + ithy (2772 - %) (1 - %)) U (1)

puis

2t2 4 2 7 203 t
~v,L n n . Ui n mo
¢ e L /YN A I (5 [ V() |

On utilise maintenant (7.26) : on a
K] = <U¥’J_, Loum0y>L2(Q0) + 01 (u™  u™Y)
ou la forme sesquilinéaire ¢, est définie par (7.11). On calcule ces quantités avec maple et

on trouve :
. (21(9% +2 b2 )
35v3  40V3
Il nous reste a déterminer la fonction v] € ker L_;. Nous calculons le second membre de
(7.27a). On utilise Hv?’l =0etona

R} =T0((] = Lo)u™ = Loo]™)

1/2
. 215242 b2 203, 4\, mo L
o /_1/2 << 3533 + 40\1/§> 5 ) u o Lovi™ dn

— Q’lyumoy
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ol le polyndme @7 est défini par

V3b3 23b3 V303 b2
Qﬂt) = (2;10[ + 23120 ) o (21320 + 120> t+ - 1:; t*+ (ﬁ o ﬁ) t.
Les équations (7.27a) et (7.27b) s’écrivent ici
t 1
()" = 2l (1) + Guilt) = Zuilt) = QiHuE) (7360
/ u] (Hu™¥ (t)dt =0 . (7.36b)
Ry

Nous utilisons le calcul de [Bon05, lemme 4.5] pour chercher une solution sous la
forme v} (t) = P (t)u™ (t) ot P est un polyndme, en effet on a :

2t(P)Y
([moy _ Kmoy) Plo,’yumoy _ <_2(P10,’Y)/ + (\/1g ) . 2t<P107’Y)//) Uy

~ 0,y . 4 -
Nous cherchons donc un polynéme P;”” vérifiant

2t(P107,y)/ . Zt(PO,'y)// Y
- - 7 =@,

V3 1 (7.37)
/ PP (#)|uo(t)*dt = 0.
R+

—2(P)7Y +

On utilise

Vk € N, / t*|ug (t)2dt = kN(V/3)*FL.
R+

Nous déduisons apres calculs
0, 13b 23v/3 | 23V/3b2 23b 2 V3 V3b2\ ,3
Plv(t) (1683+ )+<1680+ 2403>t+(4803+224>t +<ﬁ_ 2703)t :

Nous avons donc montré :

Proposition 7.12. Soit B = (b1,0,b3) = (sin~y, 0, cosy) un champ magnétique constant
unitaire. Soit K7'!(ry, o) asymptotique a deux termes fournie par la proposition 7.10 pour
la premiere valeur propre de I’opérateur L*. Alors on a

o 21 cos?y + 2 sin27>
K a) = — — + o’ 7.38
(@) ( 35v/3 40v/3 (7:3%)

Le quasi-mode associé vaut

wlL(t, ) = (1 +ao? (PRV(t 1) +iPY (8 n) + P (t ))) um (t) (7.39)

23+/3b2 23b 2 V3 V3b2\ L3
240 >t+ (4803 + 224>t + (ﬁ - 2703>t
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Dans le cas v = 0 (c’est-a-dire b; = 1), les développements a deux termes k7' () et
u)’! coincident avec ceux obtenus dans [Bon035, sous-section 5.3].

On constate que le deuxiéme terme du développement asymptotique 7! () est crois-
sant par rapport a b, (c’est-a-dire par rapport a ).

Sur la figure 7.7, on trace la quantité (v, ) calculée pour o = {; et pour différentes
valeurs de . On compare ces calculs avec les asymptotiques a un terme et a deux termes.
On voit que 1’asymptotique a deux termes k7' (a) donnée par (7.38) est plus précise que

le premier terme x7%(a) = “%.

V3
0.184
0.182 y
0.18f o--- @
o -~
0.178} o .
o .-
0.176[ o .- .
o s
0.174F J
o -
o
0172f o - -
- o
017F -~ K(xga)
B -~ K@)
)
0168 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
2yimt
FIGURE 7.7 — Valeurs des paramétres : o = 5. (7, ) selon ¥ := 2 pour ¥ = &,

0 < k < 10 comparé aux asymptotiques £7*(c) et £™'(cr). Domaine : Tri(40, 20, %).
Degré : P5. Potentiel magnétique : A = AR,

7.4.2 Localisation des zéros du quasi-mode a deux termes

Nous cherchons si u'! s’annule quelque part. On constate que la partie imaginaire de
ul'! est impaire par rapport a 7. Celle-ci est donc nulle sur I’ensemble {n = 0}, c’est-2-
dire sur la bissectrice du secteur S,,. Nous restreignons le quasi-mode a cette demi-droite :

W (1.0) = P (1)
avec
bi - 2 13b3+63 23v3 |, 23+/3b2 23b 7
PP () = 1+« <_ tes T (1680 + =m0 )t"' (488 +224+%

2 | (1-2163)V3 )f
)t + =60
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Proposition 7.13. Pour cos’y > L et a? < 168

H y,biss
21 T o7y le polyndme t v P7™(t)
s’annule une et une seule fois sur ’axe {t > 0}. Nous notons t, € (0,+00) ce point

d’annulation.

Preuve : On observe que u)1(0,0) > 0 et que le coefficient en ¢* est négatif. De plus
on note que 9, P)""*(0) > 0. Comme

lim P (t) = 400,

t——o0

ot 2 bi . . .
la dérivée 0, P)"”"(t) s’annule au moins une fois sur (—oo,0), et donc au plus une fois

sur (0, +00). Ainsi puisque lim,_, , o PJ""™(t) = —oc0, la fonction P;""™* s’annule une et

une seule fois sur (0, +00). O]

168

.. 2
Remarque 7.14. La condition a* < 300521163

o < 1.485.

est satisfaite pour tout v € [0, 7] dés que

Nous donnons un développement asymptotique de ¢, quand « tend vers 0. On a besoin
du

Lemme 7.15. Soit P,(t) := co+ a*(ag + ait + aqt® + azt®) un polynéme réel avec az < 0
et ¢y > 0. Il existe une racine x,, > 0 de P, qui a le développement asymptotique suivant

pour « petit :
1
co\ 3 a
Ty = (——0) a‘g——2+0<a§> .
as 3(1,3

1 ) 2
Preuve : On réalise un changement d’échelle en posant € = 3 et u = et. On note

Po(t) = F(e,u) == co + € ap + €a1u + eayu® + azu®.

On remarque que F'(0, ug) = 0 avec ug := (—2—2)%. On calcule
O F (0,up) = agud
et

OuF (0,up) = 3azu? .

Cette derniere quantité étant non nulle, le théoreme des fonctions implicites s’ applique : il
existe une fonction réguliere ¢ définie dans un voisinage de O telle que pour € assez petit :

F(e ¢e)) = 0.

De plus, ¢ vérifie
¢'(0) = —0.F(0,up)/0uF(0,up) .

On a donc
as

§(0) =~

3&3
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et par une formule de Taylor :

=uy—e—+0
o(€) = g €3a3 (€7)
On déduit
_2 ) 2
o= ——4+0
Ty = UpQl 3 3 (a3)

On déduit un développement pour la racine positive de u'* quand « tend vers 0 :

Corollaire 7.16. Soit B = (b1,0,b3) = (sin~, 0, cos) un champ magnétique constant
unitaire. Nous nous placons dans les hypotheses de la proposition 7.13. Alors on a quand
a tend vers 0 :

1/3
1890v3 483b% 4 143)V/3
ty = <—\/_> a—2/3 + ( 3+ )\/_ 40 (052/3) ) (740)

2102 — 1 16(2162 — 1)

Dans les coordonnées polaires initiales (r, ¢) (voir la section 7.2), on obtient en utili-

2
sant t = a% :

1/6 5/6
1512043 4832 + 143 [ 353
qm _ -5/6 3 91/3 -1/6 1/2
o <21b§—1> @ T 3360 <2lb§—1 V3740 (o)

ou nous avons noté rI™ I’abscisse du zéro du quasi-mode dans les variables initiales le
long de la bissectrice. Dans le cas b3 = 1, on trouve numériquement

ri™ ~ 3.308a %% + 1.024a 5 + O(a'/?) .

7.5 Calculs numériques et représentation des quasi-modes
a un et deux termes

Nous rappelons que nous avons noté respectivement u)? et u7! les quasi-modes a un

et deux termes construits dans les variables (¢,7) € (0,+00) x (—3, 1) pour I’opérateur

L% (voir (7.21) et (7.39)). Nous représentons ces quasi-modes dans les variables cartésiennes

initiales
2t 2t .
(1, 22) = (\ / o cos(an), 1/ o sm(om))

v,J

< gs . J
a ’aide des fonctions vy et v AS

AR
quasi-modes analytiques avec les vecteurs propres issus du calcul numérique par éléments

finis.

définies en (7.32) et (7.33). Nous comparons ces
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7.5.1 Comparaison des calculs numériques et des quasi-modes

7,0
As7a
coordonnées polaires (7, ¢) associées a (x1, T3) :

Le quasi-mode a un terme v associé a I’opérateur P,s o + Vg , s’écrit dans les
A Sa =2

@

2 v
7,0 _ 9—1/4 i5-0b -
UAS,a(x1>372) = 371/t T b0 avE

avec by = cos . En particulier il ne s’annule pas et sa phase est définie sur tout le secteur
Sa.

Sur la figure 7.8, nous tragons de haut en bas : le vecteur propre calculé par éléments
finis pour la premiere valeur propre de I'opérateur Pps s+ Vp, - et les quasi-modes a
1’2 N Xé .- Onaprisy = 0eta = 7 : le champ magnétique est
parallele a I’aréte du diedre. Nous représentons le logarithme du module (a gauche) et la
phase modulo 7 (2 droite). On constate que les singularités de la phase ne se retrouvent

s 3 0 4 . N
pas sur le quasi-mode a un terme vks .- Enrevanche le zéro du quasi-mode a deux termes
1 s . L
XS , coincide avec la premiere singularité de la phase du vecteur propre. On note que les

. ., . 1 .
autres singularités du vecteur propre ne se retrouvent pas chez le quasi-mode Ul’s ., quine
s’annule qu’une seule fois (voir la proposition 7.13).

un et deux termes v etv

(Y

FIGURE 7.8 — Valeurs des parametres : « = 7 et v = 0. En haut : vecteur propre associé
a k(7). En bas : quasi-mode Uléa' De gauche a droite : le logarithme du module et la
phase modulo 7. Logarithme seuillé pour des valeurs inférieures & —7. Domaine de calcul

pour le vecteur propre : Tri(40, 20, {5 ). Degré : P’3. Potentiel magnétique : A = AS,

Sur la figure 7.9, nous avons pris les mémes valeurs pour les parametres et nous avons
réalisé le calcul pour le potentiel A®. Nous comparons le calcul par éléments finis avec
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Xé’a défini en (7.32). Encore une fois on observe que la

singularité la plus proche de I’origine coincide avec le zéro du quasi-mode.

‘ i\
|

le quasi-mode a deux termes v

-~
-

\
L/
-

B

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

———
<

-6 -5 -4 -3

FIGURE 7.9 — Valeurs des parametres : « = 7 ety = 0. En haut : vecteur propre associé
a k(a,y). En bas : quasi-mode a deux termes vl’%{ .- De gauche a droite : le logarithme du
module et la phase modulo 7. Logarithme seuillé pour des valeurs inférieures 2 —7. Do-

maine de calcul pour le vecteur propre : Tri(40, 20, {5). Degré : IP5. Potentiel magnétique :
A=A"
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T s

Sur la figure 7.10, nous avons pris « = {5 et y = ¢ et nous tragons les mémes
quantités que sur la figure 7.9. Nous constatons que le quasi-mode reste proche du vecteur
propre pres du coin du secteur et que le premier zéro du vecteur propre semble encore cor-
respondre avec celui du quasi-mode. L’approximation est moins bonne loin de I’origine.

_ .
-2 -1 0

. 8
-

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

<
<

; !
-6 -5 -4 -3

FIGURE 7.10 — Valeurs des parametres : « = {5 ety = %. Vecteurs propres associ€s a
R(a,y) et quasi-modes vké .- De gauche a droite : le module, le logarithme du module
et la phase modulo 7. Logarithme seuillé pour des valeurs inférieures 2 —7. Domaine :

Tri(40, 20, {5). Degré : P3. Potentiel magnétique : A = Aleta = 6

7.5.2 Etude des zéros du vecteur propre

Nous nous intéressons ici au cas particulier v = 0, ¢’est-a-dire B = (0, 0, 1). L’opérateur
sur le secteur est alors P s, . On remarque sur les calculs précédents que la phase est tres
proche de O le long de la bissectrice sauf éventuellement pres des singularités. En effet
il est possible pour des raisons de parité de choisir un vecteur propre dont la partie ima-
ginaire est impaire par rapport a la droite d’équation x5 = 0. La partie imaginaire d’un
tel vecteur propre est donc nulle le long de la bissectrice. Nous notons 7, le premier zéro
rencontré sur la bissectrice du vecteur calculé par éléments finis. Pour détecter un tel zéro,
nous interpolons la partie réelle du vecteur propre le long de la bissectrice a partir du
calcul par éléments finis et nous prenons comme valeur pour 7, la premiére abscisse ou a
lieu un changement de signe.

. N 1 . NIET) z .
Le quasi-mode a deux termes UXR , restreint a I’axe réel est analytique en x; et nous nous

servons de Mathematica pour déterminer sur les figures 7.11 et 7.12 la valeur de la racine

. 1 . N L, . 2
de la fonction v7’; restreinte a I’axe réel. Dans la sous-section 7.4.2, nous avons noté
AR o

r4m ]’ abscisse de la racine du quasi-mode sur la bissectrice.
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Sur la figure 7.11 nous tragons les valeurs 7%, selon log(%) pour différentes valeurs de
a. L’angle o évolue de 555 a 5. Nous tragons aussi les racines des quasi-modes vlér{’a
situées sur I’axe réel. Sur la figure 7.12, nous tracons le ratio des valeurs de 7, par rapport
rd™ selon log(%). On constate que les racines du vecteur propre coincident avec celles
du quasi-mode pour certaines valeurs de «, ce que 1’on avait vu dans la sous-section
précédente. En revanche pour « tres petit, les racines du vecteur propre sont plus éloignées
du coin que celles du quasi-mode. Nous donnons une heuristique pour comprendre ce
phénomene : le quasi-mode n’est pas une bonne approximation du vecteur propre loin
de ’origine. La convergence des quasi-modes vers les vecteurs propres a lieu en norme
H)«(S,) et les quasi-modes sont localisés dans une zone du type “r < ca~'/?”. De
plus les racines du quasi-mode sur la bissectrice tendent vers +oco lorsque o tend vers
0 (voir le corollaire 7.16) avec un comportement du type r, ~ Ca~>/®. Ainsi quand o
tend vers O les racines du quasi-mode sont situées dans une zone ou le vecteur propre
est exponentiellement petit et il n’est pas anormal que les racines des quasi-modes ne

coincident pas avec celles des vecteurs propres pour « trop petit.
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O racines du vecteur propre
—racines du quasi-mode
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FIGURE 7.11 — Valeur du parametre : v = 0. Le premier zéro 7, du vecteur propre selon

. . . N 1
log 2 compar€ au premier zéro 7™ du quasi-mode a deux termes v;’ AR



270 CHAPITRE 7. LE CAS DU CHAMP BISSECTEUR

1.2 I
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FIGURE 7.12 — Valeur du parametre : v = 0. Le rapport 7, /73™ selon log <.
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Sur la figure 7.13, nous avons pris a = 5 ety = 0. Nous tragons le logarithme du mo-
dule du vecteur propre et du quasi-mode. On constate que I’approximation est bonne pres
du coin du secteur mais est effectivement moins bonne pour des abscisses trop grandes.

-4 — L )
I

—
.

—-——
———

5 5 4 3 -2 - -15 -1 -05 0 05 1 15

o

FIGURE 7.13 — Valeurs des parametres : o« = g5 ety = 0. En haut : vecteur propre associ€
a ik(a,y). En bas : quasi-mode u All;{ De gauche a droite : le logarithme du module et

la phase modulo 7. Logarithme seuillé pour des valeurs inférieures a —10. Domaine de
calcul pour le vecteur propre : Tri(40, 30, 55 ). Degré : IP3. Potentiel magnétique : A = AR,
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Quatrieme partie

L’opérateur semi-classique sur un
domaine avec une areéte courbe
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Chapitre 8

Application aux lentilles

Nous nous intéressons a I’opérateur de Schrodinger avec parametre semi-classique
Pa o, (défini dans la section 0.1). Nous faisons I’hypothése que le domaine €2 est un
domaine diédral de type particulier que nous appelons “lentille”. Nous décrivons dans la
section 8.1 les hypotheses faites sur ce domaine de R?. En particulier une lentille possede
une aréte courbe notée I' contenue dans plan noté II. Un voisinage d’un point de 1’aréte
d’ouverture « est difféomorphe a un ouvert du diedre infini D,. Nous présentons les
coordonnées locales qui permettent de passer d’un probléme sur {2 & un probléme sur
D,. Dans les sections 8.1 a 8.3 nous prenons un champ magnétique B orthogonal au
plan de I’aréte. La section 8.2 donne des méthodes pour utiliser un changement de va-
riables dans la forme quadratique associ€e a I’opérateur Pp ¢ 5. Nous utilisons ensuite
une procédure classique de partition du domaine pour minorer grossierement le bas du
spectre de I’opérateur P o, quand h tend vers 0. Dans la section 8.3, on utilise les
fonctions propres de 1’opérateur sur le secteur étudié dans les chapitres précédents pour
construire un quasi-mode sur la lentille. On déduit une asymptotique pour le bas du spectre
de I'opérateur Pa o 5. Nous comparons ces résultats a ceux connus pour le cas régulier.
Dans la section 8.4 nous envisageons le cas d’une lentille dont 1’angle d’ouverture est
variable. Dans la section 8.5, nous prenons une lentille d’angle d’ouverture fixe soumise
a un champ magnétique tangent au plan de 1’aréte. Nous énoncons finalement dans la sec-
tion 8.6 un résultat général pour une lentille soumise a un champ magnétique constant
unitaire.

8.1 Lentille d’angle fixe et champ perpendiculaire au plan
de I’aréte

Nous commencons par donner quelques rappels pour le cas régulier. Si €2 est un ou-
vert régulier de R3 et B est un champ magnétique constant unitaire, alors on a quand h
tend vers 0 I’asymptotique A(B; 2, h) ~ hOy, de plus les vecteurs propres associés a
A(B; Q, h) se concentrent la ot le champ magnétique est tangent au bord de 2 quand h
tend vers O (voir [HMO96] par exemple). On se pose alors la question suivante : que se
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wsl]

FIGURE 8.1 — Une lentille d’ouverture fixe soumise a un champ magnétique B unitaire
constant. Ici la lentille est composée de deux calottes sphériques accolées 1’une a 1’ autre.

FIGURE 8.2 — L’intersection de la lentille et du plan II := {y5 = 0}. L’aréte I" délimite un
domaine convexe w (ici un disque). Le champ magnétique B est orthogonal a w.

passe-t-il si € présente une “cassure” (autrement dit une aréte courbe) de sorte que le
champ magnétique n’est plus tangent au bord en aucun point de OS2 ? Nous allons étudier
ce probléme pour un domaine €2 de type “lentille” défini ci-dessous.

Nous notons (y;)1<i<3 les coordonnées cartésiennes fixes. Une lentille est un ouvert
borné convexe de R? possédant une aréte I' contenue dans le plan IT := {y3 = 0}. La
lentille est supposée réguliere en dehors de ’aréte. On fait I’hypothese que I' est une
courbe fermée qui délimite dans le plan II un ouvert w convexe régulier. Cet ouvert w
coincide avec €2 N II (voir la figure 8.2). Nous supposons aussi que €2 est symétrique par
rapport au plan I[1. On peut penser pour €2 a deux portions de sphere accolées ’'une a I’autre
(voir la figure 8.1). Nous faisons pour ce chapitre I’hypothese que I’angle d’ouverture de
la lentille est fixe, nous le notons a € (0, 7).

Soit Yo un point de ’aréte I'. Par définition d’une aréte courbe il existe un voisinage
de yo qui est difféomorphe a un ouvert d’un diedre droit d’angle «. Nous notons (s, t, z)
les coordonnées locales qui correspondent a ce difféomorphisme : la coordonnée s est
une abscisse curviligne de I’aréte I', ¢ est la distance du projeté dans w a I’aréte et la
coordonnée z est reliée la forme des parties supérieures et inférieures de la lentille (voir
la figure 8.3). Nous notons W' : (y;) +— (s,t, ) ce difféomorphisme. Nous remarquons
que la différentielle de W'°° au point 7/, vaut 1’identité :

d,, U° =1d . (8.1)

Cette lentille est soumise a un champ magnétique B = (0, 0, 1) perpendiculaire a w.
Pour un point y € 992 \ I" du bord régulier de la lentille, nous notons /3(y) (cf. figure 8.4)
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FIGURE 8.3 — La lentille d’ouverture fixe o.. A droite nous avons représenté un voisinage
d’un point de I’aréte dans les coordonnées locales (s, t,z). Dans ces coordonnées, un
voisinage d’un point de 1’aréte est un diedre d’angle d’ouverture a.

I’angle que fait le champ magnétique avec le bord de la lentille :

sinB(y) =n(y)-B (8.2)

ol n(y) est la normale extérieure en un point y du bord de la lentille. Nous faisons 1’hy-
pothese que I’angle que fait le champ magnétique avec le bord régulier de la lentille est
toujours supérieur a I’angle que fait le champ magnétique avec le bord pres de I’aréte : on
suppose que
T —

2

Cette situation est illustrée sur la figure 8.4. Cette hypothese est bien vérifiée pour une
lentille formée de deux calottes sphériques accolées, et elle le reste pour une petite per-
turbation de cet ensemble.

Vy e 0Q\ T, By) > (8.3)

FIGURE 8.4 — Coupe transverse de la lentille. Illustration de I’angle entre le champ
magnétique B et le bord de la lentille. Cet angle vaut "5* prés de I'aréte I' et 3(y) €
(™52, 5] sur un point y du bord régulier (cf. (8.2)).
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Nous prenons comme potentiel magnétique
A(y1,92,y3) == (0,91, 0)
qui vérifie bien rot A = B. L’opérateur est alors
Pa,on =hD; + (hDy, —y1)* + h*D;, .

Puisque le domaine 2 est borné, cet opérateur est a résolvante compacte (voir [FH10] ).
Nous rappelons que nous avons noté A\(B; (2, k) sa plus petite valeur propre (voir (3)).
Nous cherchons a déterminer le comportement de A\(B; €2, k) quand A tend vers 0. La
forme quadratique associée a Pp q 5, est

nun(w)i= [ WDyl +1(hDys = m)ul + | Dy dy
définie sur le domaine
Dom(qa,q,n) = {u € L*(Q), Dy,u € L*(Q), (hDy, — y1)u € L*(Q), Dy,u € L*(Q)} .
Puisque le domaine €2 est borné, le potentiel magnétique est borné lui aussi et on a en fait

DOII]((]A7QV}1) = HI(Q) .

8.2 Coordonnées locales et minoration grossiere

8.2.1 Formule de changement de variables pour la forme quadra-
tique et le champ magnétique

Nous décrivons dans cette section 1’effet d’'un changement de variables dans la forme
quadratique ga o, », pour un potentiel magnétique A et un ouvert €2 quelconques. Soit donc

D (z) e Q— () €

un difféomorphisme. On note d® la matrice jacobienne de ® et | d®| son déterminant. On
réalise le changement de variables associ€ a ® dans ga o, :

qA, 0, h = / |(—=ih(d®1)'V — A o ®)u o ®|*| dP| (8.4)
Q

= / |(do~ 1)t (—z’hV - A) a|*| dP| (8.5)
Q
ou I’on a introduit & = u o ® la fonction dans les nouvelles coordonnées et
A= (dD)Aod (8.6)

le potentiel magnétique effectif dans les nouvelles coordonnées. On introduit la matrice
qui donne la nouvelle métrique

G:=do '(dd ). (8.7)
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On a donc

ga,a.n(u) = (G(=ihV — A)ii, (—ihV — A)ii) . (g - (8.8)

|G‘71/2

On cherche le rotationnel dans les nouvelles coordonnées du potentiel magnétique effectif
A, autrement dit nous cherchons le nouveau champ magnétique. Nous notons (y;) les
coordonnées dans € et (z;) les coordonnées dans ). On suit le raisonnement de [HM04,
section 5.2] (voir aussi [Ray09a, Appendice D]). On représente le champ magnétique A
comme une 1-forme sur €2 :

A=f:=Ady + Aydys + Asdys . (8.9)
Dans les nouvelles coordonnées, on a
f=A dz + Ay dzy + Asdas
ou les dx; se déduisent des dy; par une formule de chainette :
(dy;); = (d®)*(dx;); -

On utilise la formule de la dérivée extérieure :

0A;  0A;
df_2<a—y:— ) dw; A d;j .

y;

On exprime les dz; en fonction des dy;, on identifie le champ magnétique avec df et on
trouve
rotA =B (8.10)

avec ~
B :=|d®|(d®')'B. (8.11)

8.2.2 Coordonnées locales pres d’un point de I’aréte

Comme plus haut nous notons 7, un point de I’aréte I' et V' un petit voisinage de ce
point dans €. Nous avons noté W'°° un difféomorphisme qui envoie V sur un ouvert du
diedre infini d’angle « et d’axe la droite tangente a I’aréte I" au point y,. Ce diedre est
transformé par une rotation d’axe {ys} en le diedre {§ € R?, o > 0, |3] < gotan $}.
Nous notons R, cette rotation qui laisse le champ magnétique B invariant. Ce diedre est
finalement amené sur le diedre D,, par la rotation 12 d’angle 7 et d’axe {y2}. Nous notons
Uy le difféomorphisme obtenu en composant ces différentes transformations et (x;) les
coordonnées locales de V' :

Uy e (yl) € V(yo) — (l’z> €D, . (8.12)

Nous notons
W = \IJV(V)
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I’ouvert du diedre D,, image de V' par le difféomorphisme. Le point Wy (1) est un point
de I’aréte du diedre D, de plus en utilisant (8.1), on constate que la différentielle de Wy

en o est une rotation :
dy Uy = Ro Ry, . (8.13)

En vue d’appliquer la formule de changement de variables (8.8) avec ® = \Il(/l, on intro-
duit le potentiel magnétique résultant : en notant toujours © = Wy, (y), on définit

Az) = ((d,¥) ™) Ay) . (8.14)

On note A'"™(z) := ((d,,¥y)™")" A(y) le potentiel magnétique dans les coordonnées
locales au point Uy (yo). Le champ magnétique dans les coordonnées locales au point
est noté B, il est donné par (8.11). On trouve en utilisant (8.13) :

B =(0,1,0).

On a bien A™ ¢ o7/ (B) d’aprés (8.10). Le lemme suivant découle simplement de la
régularité de Wy, et de la compacité de I :

Lemme 8.1. Soit yy € I'. Pour 6 > 0 on prend comme voisinage de yo 'ouvert V. =
B(yo, h°) et on rappelle que W = Wy (V). Alors il existe Cy > 0 et hg > 0 tels que pour
tout yy € " et pour tout 6 > 0 :

Vh € (0,ho), [|A"™ — Al o) < C1h% .

Le lemme suivant fait le lien entre 1’opérateur (—ihV — A)? prés d’un point de I’ aréte
et 'opérateur Py €tudi€ dans les parties précédentes :

Lemme 8.2. On note V = B(yo, h°) et W = Wy (V). Pour une fonction u définie sur V
on note u := u o Uy la fonction de W obtenue a partir du difféomorphisme V.. Il existe
C > 0 et hyg > 0 tels que pour tout yy € I et pour tout 5 > 0 on a pour toute fonction u
réguliere a support dans 'V :

Vh € (0,hy), (1—Ch® —Ch*~ 1/2)qAImD () — Ch25+zuu\|L2(W < qa an(u).
(8.15)

Preuve : On réalise dans la forme quadratique ga o 5 le changement de variables
associé au difféomorphisme Wy . En utilisant (8.8), on a

qa,0,n(u / Zgzj — A)i(hD,, — A)a|GI7* da (8.16)

O"L]

ol les g;; sont les coefficients de la matrice G := d, ¥y d, V!, la fonction @ := uo (Uy)t
étant la fonction u dans les nouvelles coordonnées et le potentiel résultant A étant donné
par (8.14). Le point Wy, (yo) est un point de I’aréte de D,,, de plus on a clairement G/(yo) =
Id. On réalise un développement limité de la matrice G et du poids |G|~/ prés du point
Yo * il existe une constante ¢y (qui dépend a priori de y) telle que pour h € (0, hy) :

Vo € W, ’gw(l’) - (SzJ’ S Cgh(; (817)
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et
|G(2)| 7% = 1] < eoh® . (8.18)
On obtient I’existence d’une constante (5 telle que pour tout u a support dans V' et pour
tout h € (0, ho) :
(1= C2h%)qz p, 1(7) < qa,0.n(u) - (8.19)

On suit alors la preuve de [Bon05, proposition 11.4] dont nous donnons les grandes lignes.
Ona:

QA,Da,h(fL) > qA“ﬂ,Da,h(a) -2 Zlm/w(thj — A?n)ﬁ (Aj — Ayn)ﬂ dz .
J

On utilise ’inégalité classique 2|ab| < na® + %}bQ valable pour tout 7 > (0. On obtient en
utilisant ceci et I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

<

2 ‘/ (hD,, — AMa (A; — Al da
w

~ . 2 - .. 2
n / ‘(thj—A;.m)a do +n~t / ‘(Aj—A;m)a dz . (8.20)
w w

On trouve avec le lemme 8.1 :
& Dy n(@) = (1= 0)qam p, 4@ — 0 CLh® |0l 2 -

On prend 1 = h?*~1/2 et on utilise (8.19) pour conclure. O

8.2.3 Comparaison des problemes modeéles

Le champ magnétique B = (0,1,0) dans les coordonnées locales est orthogonal au
plan bissecteur du diedre D,,. L’opérateur de Schrodinger associ€ P p a €té étudié
dans les chapitres précédents. Nous avons vu que le bas de son spectre se déduit du bas
du spectre de la famille d’opérateurs sur le secteur PAnn7 st (xr; —7)%avecT € R.

Remarque 8.3. Dans le cas particulier B = (0, 0, 1) que nous étudions, le champ magnétique
dans les coordonnées locales (z;) est B = (0,1,0) etona (Ahn, as)(xy,x2) = (0,0, —z1).
L’ opérateur sur le secteur est alors
PAIin78a+<I1_T)2: —A+(ZL’1—T)2.
Nous gardons cependant la notation PA““, s, T (x; — 7)2 pour I’opérateur sur le sec-

teur, en effet les démonstrations qui suivent sont encore valables pour d’autres champs
magnétiques B tels que A™ =£ 0.
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Pour abréger les notations nous notons
v(a,7):=s(B;a,7) et v(a):=s(B;a). (8.21)

En vertu de (3.18), on a
via) = inﬂgg(aﬁ) . (8.22)
TE

De plus il existe v, tel que pour @ € (0, cv,y,) , cet infimum est atteint. D’apres (6.71) on a
a,, > 1.2035. On a calculé v(«) par éléments finis dans le chapitre 6 (voir la figure 6.6).
On minore I’énergie d’une fonction supportée pres de I’aréte par la valeur associée a ce
probleme modele :

Proposition 8.4. Nous gardons les mémes notations que dans le lemme 8.2. Pour tout
yo € I et pour tout 5 > 0 il existe des constantes hy > 0 et C > 0 telles que pour toute
fonction u & support dans V = B(yo, h’) ona :

Vh € (0, ho), <hu(a) _OhH 0h25+%> lul2e < gaon(w) . (8:23)
De plus ces constantes peuvent étres choisies indépendamment de v.

Preuve : On sait que I’opérateur P 5, €st unitairement équivalent a I’opérateur
hPjin p, - Nous déduisons directement du lemme 8.2 et du principe du min-max :

Vh € (0, ho), <h1/(a) _Cont — chzf”%) 12200y < aa,0,n(w) -

En utilisant (8.18) on obtient I’existence d’une constante ¢ > 0 telle pour 4 > 0 on a pour
toute fonction u réguliere a support dans V' :

HaHLfGﬁlﬂ(W)(l —ch’) < || 2wy < HfLHleGHm(W)(l + ch?) .

En utilisant la compacité de I, l1a constante c peut étre obtenue uniformément par rapport
a o (voir [HMO04]). On conclut en utilisant ||u|| 2y = ||| 12 RUGE O
Ll

On a aussi des minorations pour des fonctions dont le support n’intersecte pas 1’aréte
I'. Dans le cas d’une fonction supportée a I’intérieur de la lentille on a la proposition
suivante qui se déduit facilement de la proposition B.10 :

Proposition 8.5. I/ existe des constantes hy > 0 et C' > 0 telles que pour tout point
Yo Intérieur de §) et pour tout 6 > 0, on a pour toute fonction u a support dans V =
B(yo, h?) :

Vh e (0,ho),  hllullZ2) < qa.0n(u) . (8.24)

Dans le cas ou la fonction u est supportée pres du bord régulier de la lentille, on a la
proposition suivante (voir par exemple [HMO04, Proposition 7.2]) :

Proposition 8.6. Pour un point yo € 0 \ I' du bord régulier de (), on rappelle que
B(yo) est ’angle que fait le champ magnétique B avec le bord de ) au point yo. Pour
tout n < o1(5(yo)) il existe des constantes hg > 0 et C' > 0 telles que pour tout pour
Yo € OQ\T et pour tout § > 0 on a pour toute fonction u a support dans V := B(yo, h%) :

Vh € (0,ho),  hnllullZapy < qa,o.n(u) . (8.25)
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En utilisant I’hypothese que pour tout y € Q2 \ I'on a §(y) > 5= (cf. figure 8.4) et
la stricte croissance de la fonction oy sur (0, g] (voir la proposition 2.6), on déduit

Vy € 0Q\T, 01(%5%) <a1(By)) - (8.26)
Or on a d’apres le théoreme 5.4 et la relation (5.25) que

lim inf v(a, 7) = 01(%5%) -

Ainsi en utilisant le théoreme 6.35, on obtient pour un angle d’ouverture o € (0, v,y,) :

Vy e 0Q\T, v(a) <oi(55%) <o(B(y)) . (8.27)

8.2.4 Minoration

La comparaison des problemes modeles associés aux différentes géométries de la len-
tille va permettre de donner une minoration du bas du spectre de I’opérateur Py o , pour
h assez petit. On obtient la minoration suivante :

Proposition 8.7. Soit B = (0,0, 1) le champ magnétique et A € < (B) un potentiel
magnétique associé. Soit () une lentille qui vérifie (8.3). On suppose que I’angle d’ouver-
ture « de la lentille vérifie a € (0, a,,,(B)) oit vy, (B) est défini en (6.69). Soit A(B; 2, h)
la premiere valeur propre de I’opérateur Py q  sur la lentille ). On a ’existence de
ho > 0 et d’une constante Cy tels que

Vh € (0,ho), AB;Q k) > hv(a) — Coh®* . (8.28)

Preuve : Comme dans [HMO04, Section 7.2], nous réalisons un recouvrement de la
lentille 2 en boules de taille h° avec § > 0 et de centre (y;);. Nous notons (x;4); une
partition réguliere de 1’unité associée, et nous supposons que cette partition vérifie

D xGa=1 et > |Vl <o
J J

ou C' > 0 est une constante. La formule IMS (B.8) s’adapte au cas semi-classique et
fournit pour une fonction v € H'(Q) :

qa,o.n(u) = ZQA,Q,h(Xj,hU) — I Z IV X ntll72 () - (8.29)
j j

On utilise les propositions 8.5, 8.6 et 8.4 pour minorer ga o, »(X;xu) selon que le support
de x; , est a 'intérieur de (2, intersecte le bord régulier de €2 ou I’aréte I'. On obtient grace
a(8.29) et (8.27) I’existence de constantes 1y > 0 et C' > 0 telles que Vu € H'(Q) ona:

Vh e (0,ho), qa,an(u) > (hv(a) — ChH = CRPHZ — CRP72) |lul[72 g, -
(8.30)
Nous optimisons cette estimation en prenant 2 — 29 = % +24, soit ) = %, et nous obtenons
(8.28) en utilisant le principe du min-max. U
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8.3 Construction de quasi-modes et asymptotique

On suppose dans la suite que o € (0, o, ) OU @y, est défini en (6.69). Ainsi d’apres le
théoreme 6.35, il existe 7, tel que

v(a) =v(o, 7).

D’apres la proposition 4.10, I'opérateur Pyin o + (x1 — 7,)? est & résolvante compacte
pour tout 7 € R et pour tout « € (0, 7), il existe donc un vecteur propre associé au bas du

spectre v(a) pour I"opérateur Py o+ (21 — )2

Définition 8.8. Nous notons q Al ¢+ Vo la forme quadratique associée a Py o +
(v1 — 7.)? et nous notons uSe un vecteur propre normalisé pour Piin o+ (71 — 7.)?

associé a v(a).

2 (S4) (cf. [Gri76]). Nous
allons construire un quasi-mode pour I’opérateur Pa o j, & partir de u®>. Soit y € C5°(R)
a support dans (—2,2) et valant 1 sur (—1,1). On a

Puisque S, est convexe, la fonction propre uS* est dans H?

dK >0,vr e R, |Vx(r)]?<K. (8.31)

Soit 9 > 0 un réel vérifiant

§e(0,3) . (8.32)
Dans la suite nous notons génériquement = = (1, T2, x3) € D, et |x| = \/2? + 23 + 22,
ainsi que z = (z1,72) € S,. Nous définissons sur le secteur S, la fonction uh““cut
concentrée i 1’échelle h'/? prés de 1’ origine puis tronquée 2 I’infini :

ufa,cut($1’x2) — hfl/QUSD< (h71/2x17h71/2x2)x (h5 /l’% +«T%> 7

le terme h~'/? étant un terme de normalisation. On construit ensuite une fonction sur
le diedre a partir de la fonction uh“’cut(xl, x2) en multipliant par une troncature dans la
variable x3 localisée dans un voisinage de taille ) de 1’origine :

(@1, o, w5) = hOX (B wa)up " (, w0) (8.33)

le terme h~° étant encore un terme de normalisation. On précise la norme des fonctions
construites :

Lemme 8.9. On a
Sa,cu [eS)
[, tH%Z(sa) =1+0(h™)

et
[y, 720y = IXII72m) (1 + O(hX)) . (8.34)
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Preuve : On a

™ s,y = h_l/s (el )u (zh ™) dx

N{lz|<2h%}
| (X0 ()
SaN{|X|<ho=1/2}
=14+0(h™),

la derniere égalité provenant de la décroissance exponentielle a I’infini du vecteur propre
normé uS>, cf. la proposition 4.22, et du choix ¢ € (0, %) On déduit du théoreme de Fu-
bini (8.34). 0J

On rappelle la notation A™™ = (Alin, ai™). Puisque A'™ € o7 (B) (cf. la définition

3.2), il existe ® € H*(D,) tel que

lin lin

(A 75’213111) - (A y L1 — T*h1/2> =Vo.

On multiplie u) ** " par e=**""" afin de réaliser le changement de jauge A"™ (Ahn, T—
ht/ 27'*). Le quasi-mode sur le diedre est défini comme la fonction uf“’ I avec :
up I = T e e (8.35)
On a d’apres le lemme précédent
Da,qm o, CU %)
g, e gy = Iy ™ 2,y = IXlIZ2y (1 + O(A)) .

On évalue 1I’énergie du quasi-mode sur le diedre :
Lemme 8.10.

(aam, o+ V) (5 ) = (@) + O ) ™ ™ [Rap,,  (8.36)

Preuve : On a par une formule IMS

Sa,cu Sa,cu
(quirx7Da7h + ‘/;*) (uh t) = hV(Oé>Huh tH%Q(SQ)

ot | 25V x (2l (zh ™) 2 da
SaN{lz|>h%}
Or on a grace a (8.31) :

ht <K [ (X)|?dX = O(h™).

SaN{|X|>h0=1/2}

/ VX (b )as (2h ™) de
San{|z|>ho}

On a donc
(qui",Da,h + VT*> (u‘ljmcut) = hv(a) + O(h™) .
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Par définition de la jauge ® on a grice a la proposition B.2 :

- Da,qm ) __ hn Deq, cut
4Ain D,k (Uh > —/ )(th )uh
Da

2
+ ’(th3 — a1+ hl/zﬁk)uf”"cut

2
S| D - e

dx

—_= h_ (qum D h + ‘/7-* ug CUt / ‘X .CEgh ’2 dxg

+ h226h6Huh“’wt”L2($a)/ |VX<x3h* )|2 da;
|z3]>ho
= [XII2> &) (hv(a) + O(h*)) + O(h*~2)

= (hw(a) + O(h=)) (Ilup™ ™ Bap,, + O(h)) + O(h**),
la derniere inégalité résultant de (8.34). ]

Nous définissons maintenant le quasi-mode sur la lentille {2 a partir du quasi-mode construit
sur le diédre. On fixe 3y € T et on rappelle que pour V = B(yq, h°), le difféomorphisme
Uy, envoie V sur un ouvert du diedre D,,. On définit la fonction

w " (y) = " (T (y)) (8.37)
Onauy” ™ € H'() et en utilisant (8.18) on obtient
Q, gm o, QM
Pz = (1 ON) ™ "2, - (8:38)

[y’

Proposition 8.11. Soit u> 9™ défini en (8.37). On a

Q,qm
daonliy ) N oy (8.39)

Q,
M7

Preuve : On utilise a nouveau la formule de changement de variables (8.8) :
aa.on(uy ™) < 4z p, n(uy )1+ Coh”) (8.40)

On suit la procédure de [HMO4, Section 6] (voir aussi la preuve du lemme 8.2) :
remplace A par A" on utilise I’ inégalité Cauchy-Schwarz et on obtient :

Dq,qm 'Da m
qA,Da,h(uh ¢ )<thﬂD h( )
Da,qm in\ Da,qm iny, Da,gqm
42 (g0 02 )) (A~ AP e 4 (A - AT 2

(8.41)

D’apres le lemme 8.1, on obtient I’existence de constantes C5 > 0 et C5 > 0 telles que

qA,Da,tha ") < qAln p, h(ufa )

+ Col (g0, 1 (™)) P 2,y + Csh Ul ™ [, - (842)
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En utilisant (8.36) (8.38), (8.40), on obtient une constante C' > 0 telle que
qa,o.n(w, ™) < (hv(a) + Ch™H + CRP T2+ CBY + CR*0) [luy ™17 -
En prenant § = % on obtient (8.39). O

En utilisant la proposition 8.11 le principe du min-max et la proposition 8.7, on déduit
I’asymptotique du bas du spectre de I’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique
pour une lentille :

Théoreme 8.12. Soit B = (0,0,1) le champ magnétique et A un potentiel magnétique
vérifiant rot A = B. Soit () une lentille qui vérifie (8.3). On suppose que I’angle d’ouver-
ture « de la lentille vérifie a € (0, a,,,(B)) oit vy, (B) est défini en (6.69). Soit A(B; 2, h)
le bas du spectre de I’opérateur Pa o1, sur la lentille 2. On a le développement asymp-
totique suivant lorsque h tend vers O :

A(B;Q, h) = hv(a) + O(R**) . (8.43)

Nous comparons ces résultats a ceux obtenus par Helffer et Morame dans [HM96]
puis [HMO04]. Pour un ouvert 2 C R? régulier, on a A(B; Q, h) = h©y+ O(h*/3). De plus
les vecteurs propres associés se concentrent le long des points ou le champ magnétique
est tangent au bord de (2.

La proposition suivante permet de comparer I’asymptotique (8.43) a celle connue pour
le cas régulier :

Proposition 8.13. On a
Va € (0,m), Oy <v(a).

Preuve : L’ opérateur associé a v(«) est la réalisation de Neumann —A + (z; — 7,)?
sur le secteur S, et la forme quadratique associée est notée

Q. i =ur> / (Vul? + (z1 — 7)|ul* doy day .
Sa

On a pour v € Dom(Q,) :

Qa(u) > HamU”%Q(SO) —|—/ (/ ‘a’mU’Q + (1’1 - T*)2‘u’2 d$1> dxz
x2€R cot §|xa|<z1

> [10m,ull72(s,) + OollulZ2(s,, -

Ainsi si v(a) = Oy, en notant u,, un vecteur propre associé pour I’opérateur —A + (7 —
7.)%, on a [|0p,uall72(s,) = O et la fonction u, n’est pas dans L*(S,). C’est une contra-
diction. ]

Lorsque 2 est une lentille qui vérifie les hypotheses écrites au théoréme 8.43, le champ
magnétique n’est tangent en aucun point du bord de €2. On a vu que la valeur propre
A(B; Q, h) se comporte comme hv(«) quand A tend vers 0. Or on a montré dans la propo-
sition précédente Vo € (0, 7), v(a) > Oy. Ainsi la premiere valeur propre de 1’opérateur
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de Schrodinger pour une lentille soumise au champ magnétique (0,0, 1) est plus élevée
que pour un ouvert régulier (cf. le théoreme 0.3). Il est possible en utilisant directement
les techniques de [HMO1] de démontrer que les vecteurs propres se concentrent pres de
I’aréte courbe quand A tend vers 0. Nous ne pouvons pas prouver de localisation plus
précise sans hypothese supplémentaire sur la géométrie de €.

8.4 Lentille d’angle variable

La proposition suivante est issue de [PR12] :

Proposition 8.14. La fonction o — v(«) est décroissante sur (0, ).

Preuve : Nous notons v(«, 7) la premiere valeur propre de I’opérateur
—A+(Q?1 —T)Q, (xl,SC2> ESQ.

En utilisant le changement d’échelle X, = x5 cot 5, cet opérateur est unitairement a la
réalisation de Neumann de

—8; — cot %6; +(z1 —7)% (31,12) € Sz .
On note

QU™ s / 02yl + cot |0 ul” + (21 = 7)°[uf* da: dwy
Sx
2

la forme quadratique associée a cet opérateur. Elle est définie sur

1 2
{u€ H (Sz), vyu € L7(Sxz)} .
Pour tout 7 € R et pour tout u dans le domaine de forme, o — Q2°0™(u) est décroissante
sur (0, 7). On déduit du principe du min-max que « — v(c, 7) est décroissant sur (0, 7).
En utilisant v(«) = inf,cg v(c, 7), on obtient la proposition. O]

Nous supposons désormais que 1’angle d’ouverture de la lentille est variable. En notant
s € I — y(s) une abscisse curviligne qui permet de paramétrer I, on définit «(s) I’angle
d’ouverture au point y(s). On fait I’hypothése que s — «(s) est une fonction réguliere
qui atteint un unique maximum en s = 0. On note o la valeur de ce maximum. D’apres
la proposition précédente, on a v(ag) < v(a(s)) pour tout s. On rappelle que 1’on note
B(y) I'angle que fait le champ magnétique B avec le bord régulier de la lentille au point
y. On fait I’hypothese générique suivante, qui est vérifiée pour une petite perturbation de
la lentille d’angle fixe présentée dans la section 8.1 :

v(ag) < yeiiglﬂf\l“ a1(B(y)) (8.44)

On a alors (voir aussi [PR12]) :
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Théoreme 8.15. Soit ) une lentille soumise au champ magnétique B = (0,0, 1). Soit
s € I — y(s) une paramétrisation de I’aréte et a(s) I’angle d’ouverture au point y(s).
On suppose que o(s) est réguliere et admet un maximum o au point s = 0. On suppose
que

viag) < inf o1(B(y)) .

yedQ\I'

Alors on a I’asymptotique suivante lorsque h tend vers O :
AB;Q, k) = hv(ag) + O(R*'4) .
Preuve : D’apres la proposition 8.14 et les hypotheses on a

v(ag) = irelgu(a(s)) < yeigg\r a1(B(y)) . (8.45)
Soit s € [ fixé, y(s) le point de I’aréte I" associé et V' un petit voisinage de y(s) dans §.
II existe un difféomorphisme qui envoie ce voisinage sur un ouvert du diedre D, ,) et qui
vérifie la propriété (8.13). On prouve la minoration de la proposition 8.7 en utilisant ce
difféomorphisme et I’inégalité (8.45). On construit un quasi-mode prés du point 3(0) ou
I’angle d’ouverture est maximal. Pour cela, on utilise encore un vecteur propre associé a
la valeur propre (o) = v(ayg, 7.) pour I’opérateur sur le secteur —A + (z; — 7,)2. Le
reste de la preuve est identique celle du théoreme 8.12. 0J

Remarque 8.16. Sous I’hypothése que 7 — v(ap,7) admet un unique minimum non
dégénéré sur R et que le maximum de s — «(s) est unique et non dégénéré, on démontre
dans [PR12] un développement a tout ordre en puissance de h de A\(B;a, h). On a en

particulier
A(B; Q, ) = hv(ag) + C(Q)AY2 + OB/ |

ou C'(£2) > 0 est une constante qui dépend de la géométrie de la lentille. De plus les vec-
teurs propres associés se concentrent pres du point de 1’aréte ot I’ouverture est maximale.

8.5 Champ magnétique contenu dans le plan de I’aréte

On suppose maintenant que le champ magnétique est tangent au plan II dans lequel est
contenu I’aréte I'. On rappelle que pour un point y de I, le difféomorphisme Wy envoie
un petit voisinage de y dans le diedre D,. Le champ magnétique dans les coordonnées
locales donné par la formule (8.11) dépend maintenant du point ¥, on le note B(y) On
remarque qu’il est contenu dans le plan bissecteur du diedre D,, : si on note v I’angle que
fait le champ magnétique B avec I’aréte I' au point yy, on a

B(y) = (sin,0,c087) .

Ainsi la valeur propre associée au probleme local au voisinage d’un point y de 1’aréte est
5(, 5; ). On introduit la quantité

K™(q) ;= min s(7,
76[07%]

us

27a) .
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Théoreme 8.17. Soir () une lentille d’angle d’ouverture o € (0, ) fixe. On suppose que
le champ magnétique B est contenu dans le plan 11. Alors on a pour o suffisamment petit :

A(B; Q, h) = ™" (a)h 4+ O(R*/*) . (8.46)

Preuve : Le champ magnétique est cette fois-ci tangent au bord régulier de la lentille
en un ensemble de points non vide et le probleme spectral modele associé a ces points
a comme bas du spectre ©y. On reprend la proposition 8.6 en prenant 7 < ©g. Or on
a démontré que pour o € (0,0.9972) on a s(7, §;a) < O pour tout v € [0, 7]. Ainsi
pour @ < 0.9972, on a k™" () < ©Og. On déduit une minoration similaire a celle de la
proposition 8.7. Pour la construction de quasi-mode, nous prenons un point yo € I tel que

s(B(yo); ) = x™"(a). Un tel point existe d’apres la proposition 3.39. On construit en
suivant la procédure de la section 8.3 une fonction u;, supportée pres de y, et vérifiant

aa0.n(un) < l[unllzz@) (hE™" (@) + O(*)).

On déduit le théoréme du principe du min-max. 0

Remarque 8.18. Si la conjecture 7.5 est vraie alors on déduit de I’asymptotique (7.38)
que pour « assez petit, on a x™" (o) = u(«a). Dans ces conditions 1’asymptotique (8.46)
peut étre remplacée par A(B; a, h) = hu(a) + O(h®*) et les vecteurs propres associés se
concentrent la ou le champ magnétique est tangent a 1’aréte.

8.6 Enoncé du résultat dans un cadre plus général

Nous avons vu dans la section précédente que la premiere valeur propre de 1’opérateur
de Schrodinger avec champ magnétique constant sur un domaine possédant une aréte
courbe peut étre inférieure a 1’asymptotique (14) connue pour le cas régulier. Nous don-
nons dans cette section une condition générique sur le champ magnétique B pour que ceci
reste vraie. La démonstration est identique a celle du théoreme 8.17, c’est pourquoi nous
nous contentons d’énoncer le résultat.

Soit 2 une lentille d’ouverture fixée o € (0, 7) et B un champ magnétique constant
unitaire. Pour un point y de I’aréte I" et un petit voisinage V' de y dans €2, on note Uy
le difféomorphisme qui envoie V' sur un ouvert de D,. On définit B(y) := (d, ¥y )'B le
champ magnétique dans les coordonnées locales (cf. (8.11)) et on rappelle que la quantité
s(f’)(y); a) est le bas du spectre de 1’opérateur de Schrédinger avec champ magnétique

constant B(y) sur le diedre D,,. On introduit :

wn(B: a) = inf (s(B(y): a)) .
s""(B; ) = inf (s(B(y); )

Théoreme 8.19. Soit 2 une lentille d’ouverture o« € (0, ) constante et B un champ
magnétique constant uniforme. Si la condition s™"(B; a) < ©y est vérifiée, on a quand

h tend vers O :
AB;Q, h) = s™(B;a)h + O(h*4) . (8.47)
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Si on note B = (by,bs,b3) et B(y) = (b1(y),ba(y), bs(y)), alors on remarque en

utilisant (8.13) que by(y) = bz pour tout y € I'. Ainsi on déduit du théoreme 6.33 que la
condition s™"(B; a) < Oy est vérifiée des que « et bz sont assez petits.
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