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Chapitre 1

Introduction

Vérification formelle Nos sociétés se reposent de plus en plus largement sur
des programmes informatiques qui régissent le fonctionnement de nombreux ap-
pareils divers, comme des téléphones portables, ou des lave-vaisselle aux avions
Rafale. .. Un défaut de certains de ces logiciels peut avoir des conséquences tres
graves : de tels logiciels sont d’ailleurs appelés logiciels critiques. Pour pallier
ce genre de problemes, la communauté informaticienne a cherché a mettre au
point des techniques qui permettent de garantir qu’un programme est fiable
(selon des criteres qu’il est bien str nécessaire d’expliciter et de justifier). On
parle alors de méthodes formelles appliquées a la vérification, ou plus simple-
ment de vérification formelle. L'une des méthodes les plus répandues s’appelle
le model-checking (ou “vérification automatique”), dont objectif est de vérifier
algorithmiquement si un modele donné satisfait une spécification. Le modele est
souvent une abstraction pertinente du systéme (car la taille du systeéme réel est
la plupart du temps trop grande pour étre analysée automatiquement, on doit
donc le simplifier), tandis que la spécification est souvent formulée au moyen
d’un langage appelé logique temporelle.

Logiques temporelles et model-checking Les logiques temporelles (LTL,
CTL) ont été introduites pour la spécification des systémes réactifs il y aura
bientot trente ans [30, 13, 31]. Ces langages contiennent des modalités permet-
tant d’énoncer le fait qu'un événement A apparait apres un événement B, qu'un
événement A précede toujours un événement B, etc. Depuis lors, ces logiques ont
été largement étudiées, en particulier au sein du paradigme du model-checking—
i.e., la vérification automatique d’une spécification en logique temporelle par un
modele. Cette approche de la vérification formelle a été largement étudiée et a
permis I’émergence d’algorithmes puissants qui ont été implémentés, et qui se
sont avérés utiles dans de nombreuses situations. Il existe plusieurs logiques tem-
porelles (LTL [30], CTL [13, 31], CTL* [16] entre autres) qui se distinguent, par
le type de modeles sur lesquels sont interprétées les formules, par les opérateurs
autorisés, etc.



Les logiques temporelles alternantes (ATL) Au cours de ces dix derniéres
années, une nouvelle gamme de logiques temporelles a été créée : celle des lo-
giques temporelles alternantes (ATL et son extension ATL") [3], qui sont des
logiques permettant de spécifier des propriétés sur des systémes avec plusieurs
joueurs (que 'on modélise par des structures de jeuxr concurrents (CGS) [3]).
Dans ces modeles, plusieurs protagonistes peuvent partiellement agir sur le com-
portement du systeme : son évolution dépend d’actions concurrentes simultanées
des protagonistes (ou joueurs). Cette approche est particulierement utile pour
résoudre des problemes de controlabilité.

Sur ces modeles, on peut non seulement souhaiter vérifier qu’un événement
peut ou wva certainement se produire (des propriétés qui sont facilement ex-
primables avec CTL ou LTL), mais aussi des propriétés plus élaborées comme
7est-ce que certains joueurs sont a méme de contréler 1’évolution du systeme
afin de garantir une propriété donnée, et cela quel que soit le comportement des
autres joueurs ?” Les logiques ATL et ATL* permettent précisément d’exprimer
ce genre de propriétés : ainsi on peut par exemple exprimer que le protagoniste A
dispose d’une stratégie pour maintenir le systeme dans un ensemble d’états sans
danger, quel que soit le comportement des autres protagonistes. En effet, dans ces
logiques, les quantificateurs classiques sur les exécutions (qui sont I'existentiel et
P'universel, respectivement notés E et A) sont remplacés par un quantificateur
de stratégies, noté (A), ou A est une coalition de joueurs. Ce quantificateur
exprime l'existence d’une stratégie pour A garantissant une certaine propriété.
Ainsi, dans ATL, I'exemple que 'on vient de donner, le fait que le joueur A a
une stratégie pour rester dans un état sans danger, s’écrit

{(A) G état sans danger (1)

(ou G désigne la modalité temporelle “toujours”).

ATL et ATL* sont donc deux extensions naturelles des logiques temporelles
classiques, qui s’appuient sur leurs sémantiques (notamment par 'usage des
mémes opérateurs temporels X, U, F, G, ...).

@ OO
— @

Fia. 1.1 — Exemple de modélisation de jeu a tours avec deux joueurs

Emboiter des quantificateurs de stratégies. Reprenons la formule
(1) ci-dessus. Supposons que les “états sans danger” soient ceux depuis les-
quels le joueur B dispose d’une stratégie pour atteindre son but (représenté par
létat gp), et cela une infinité de fois. Considérons le systéme présenté dans la



Figure 1.1, ou les états ronds représentent ceux ou c’est au tour du protago-
niste A de jouer (c’est-a-dire que le joueur A choisit seul la transition qui sera
empruntée depuis ces états; on dit de ces état qu'ils sont contrélés par A) et
les états carrés sont controlés par le joueur B. On voit facilement que ce jeu ne
contient aucun “état sans danger” : apres chaque passage en ¢p, le joueur A peut
décider d’amener le systeme dans 1’état le plus a droite, depuis lequel gp n’est
pas accessible. On en déduit que le joueur A n’a pas de stratégie qui maintienne
le systeme dans les états sans danger.

A présent, supposons que le joueur A ait déja choisi d’emprunter systémati-
quement la transition de gauche, lorsque le systéme est dans I’état initial (dou-
blement entouré). Alors sous cette stratégie, il suffit au joueur B de toujours
aller en g quand le systeme est dans ’état carré pour remplir son objectif de
passer par I'état ¢p infiniment souvent. Le différence avec le cas précédent est
qu’ici, le joueur B profite de la stratégie du joueur A pour remplir son objectif.
Dans ce cas, depuis I'état initial, le joueur A dispose bien d’une stratégie pour
maintenir le systeme dans des états sans danger.

Ces deux interprétations de la propriété énoncée peuvent faire sens, selon
le contexte. Cependant, la sémantique originale de ATL ne permet pas d’en-
visager la seconde interprétation : les quantificateurs de stratégies dont 1'on
dispose dans ATL “effacent” les stratégies préalablement choisies. Tout en étant
algorithmiquement tres judicieuse, puisqu’elle rend le model-checking de ATL
faisable en un temps polynomial, cette sémantique empéche ATL d’exprimer un
certain nombre de propriétés intéressantes sur les jeux (en particulier sur les
jeux & somme non nulle).

Dans [8], nous avons introduit une sémantique alternative pour ATL, dans
laquelle les quantificateurs de stratégies stockent les stratégies dans un contexte.
Ces stratégies interviennent alors dans ’évaluation de toutes les sous-formules,
jusqu’a ce qu’elles soient explicitement retirées du contexte, ou bien remplacées
par de nouvelles stratégies.

Nos contributions Une premiere contribution de cette these est qu’elle enri-
chit ATL et ATL* afin de pouvoir exprimer des propriétés inédites : nous avons
modifié le quantificateur de stratégies de ATL pour qu’il considere toujours les
stratégies introduites par les quantificateurs précédents lors de I’évaluation d’'une
formule. Ainsi, notre nouvelle modalité, que nous écrivons <A, nous permet
d’exprimer la propriété “A a une stratégie telle que :

1. Le joueur B a toujours une stratégie (compte tenu de celle de A) pour
garantir ® et

2. Le joueur C' a toujours une stratégie (compte tenu de la méme stratégie
de A) pour garantir ¥”.

On écrit cela :
<A> G (<B> ® N <C> V)



Remarquons que les tentatives naives pour exprimer cette propriété par I'in-
termédiaire de ATL échouent : par exemple, dans la formule de ATL

(A) G ((B) @A (C) W),
les coalitions ne cooperent plus, tandis que dans
(A) G ((A, B) @A (A, C) W),

la coalition A est autorisée a utiliser des stratégies différentes selon qu’elle joue
avec B ou avec C.

Une autre contribution de ce travail est de paramétrer les quantificateurs
de stratégies avec les ressources (en termes de mémoire) autorisées pour les
stratégies : nous définissons le quantificateur <A>;,, ou b € (NU {oo}), qui
restreint la quantification aux stratégies qui utilisent une mémoire de taille b
(que Pon appelle une stratégie & mémoire b) pour le joueur A. La modalité
classique (A) consideére toutes les stratégies (y compris les stratégies & mémoire
infinie). Un résultat connu établit que les stratégies sans mémoire sont suffisantes
pour garantir les propriétés de ATL, mais ce n’est pas le cas pour les formules
de ATL*, et pas non plus pour nos extensions de ATL et ATL* avec contextes
stratégiques. Ces définitions feront 'objet du deuxieme chapitre de cette these.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons des définitions et des résultats
classsiques sur les équivalences comportementales : équivalence de trace, bisi-
mulation puis bisimulation alternante. Ces notions seront utilisées par la suite
pour énoncer certains résultats. Et nous introduisons une notion originale de
GL-équivalence, dont nous montrons qu’elle caractérise le fait, pour deux états,
de vérifier exactement les mémes formules de la logique GL [3]

Du point de vue de I'expressivité, nos résultats sont de deux formes : nous
avons étudié précisément ’expressivité des nouvelles logiques que nous avons
définies, en les comparant & celles des logiques classiques comme ATL, ATL",
le p-calcul alternant (AMC) [3], la Game Logic (GL) [3], et également celles
de nouveaux formalismes tels que Strategy Logic (SL) [11] et QD, [28, 29].
Alors que nos logiques n’englobent aucune de ces deux dernieres, nous montrons
qu’elles permettent d’exprimer la plupart des propriétés intéressantes, notam-
ment celles qui concernent ’existence d’équilibres ou de stratégies dominantes.
De plus, nous prouvons que ATL:C’oo n’est pas plus expressive que ATLg. o :
il s’agit d’un argument théorique qui témoigne de la puissance expressive des
contextes stratégiques ; cela s’ajoute aux arguments plus pratiques que I'on vient
d’exposer. Nous exposerons ces résultats dans le quatrieme chapitre.

Nous nous penchons également sur les problemes de model-checking de nos
logiques. D’une part, nous proposons un algorithme en espace polynomial pour
le model-checking de nos logiques dans le cas des stratégies sans mémoire, et
nous I’étendons en un algorithme en espace exponentiel pour le cas plus général
ou la mémoire est bornée. D’autre part, dans le cas général, nous présentons un
algorithme (non élémentaire) de model-checking pour ATLZ, ., qui s’appuie sur
la notion d’automates d’arbres alternants.



Notre algorithme passe par un codage original des stratégies dans I’arbre des
exécutions de la structure de jeux concurrents sous-jacente. De cette maniere,
I’algorithme s’applique correctement sur toute la classe des structures de jeux
concurrents, et cela sans restrictions sur les mémoires des stratégies, contraire-
ment aux algorithmes déja développés pour les autres extensions de ATL. Nous
montrons enfin que ce probleme de model-checking est non élémentaire. Ces
résultats concernant les problemes de model-checking constitueront le cinquieme
chapitre.

Travaux connexes. Ces trois dernieres années, plusieurs travaux se sont fo-
calisés sur des formes proches d’extension de ATL, qui ont apporté différentes
solutions, et dont nous établissons ci-dessous une liste. De maniére générale, ceci
amene a des logiques tres expressives, qui sont a méme d’exprimer des propriétés
sur des équilibres. En contrepartie, les problemes de model-checking sont d’une
grande complexité.

— IATL [1, 2] étend ATL avec des contextes stratégiques au moyen d’une
définition semblable a la notre, mais elle oblige les joueurs a choisir une
stratégie, qu’ils ne sont pas autorisés a remettre en cause par la suite.
Un algorithme est proposé pour cette sous-classe de notre logique dans
laquelle les stratégies stockées dans le contexte sont irrévocables et ne
peuvent pas étre remplacées. Cette logique est ensuite étudiée dans le cas
sans mémoire (qui est une restriction stricte par rapport aux stratégies a
mémoire bornée) dans [35], et un algorithme NP est proposé.

— Strategy logic [11, 12] (SL) étend LTL au moyen de quantifications du
premier ordre sur les stratégies. Cela confere une forte expressivité : a
titre d’exemple, la propriété décrite par la formule (1) s’écrirait

Jo 4. Yo'y [G (EIUB. (GF ¢p) (UA,UB))] (0a,0%)

Dans [11, 12], cette logique a été étudiée uniquement dans le cas des struc-
tures de jeu a tours avec deux joueurs, et un algorithme de model-checking
non élémentaire est donné. Il y a de plus une restriction syntaxique assez
forte qui impose que les modalités temporelles ne s’appliquent qu’a des
formules closes. L’algorithme que nous proposons dans cette these pour-
rait étre modifié afin de s’appliquer a cette définition de Strategy Logic
dans le cadre plus large des structures de jeux concurrents avec un nombre
arbitraire de joueurs. C’est justement dans ce cadre qu’a été définie une
version alternative de SL [23]. Cette définition généralise la précédente en
Otant toute restriction syntaxique. Cette étude contient un nouvel algo-
rithme de model-checking dont nous reparlerons dans la section 5.6, ainsi
qu’une preuve de l'indécidabilité du probleme de satisfaisabilité.

— Stochastic game logic [5] est une extension de ATL semblable & la notre,
mais dans le cadre des jeux stochastiques. Son probleme de model-checking
est indécidable dans le cas général, mais décidable lorsque les quantifica-
tions sur les stratégies se restreignent au cas des stratégies sans mémoire
(randomisées ou déterministes).



— QD [28] est une extension au second ordre du p-calcul propositionel, a
laquelle on a ajouté des modalités de décision. On y considere des stratégies
comme des étiquetages de l'arbre d’exécutions de la structure de jeu par
de nouvelles propositions atomiques. On peut ainsi parler explicitement
de stratégies. Du point de vue de I'expressivité, les points fixes permettent
une sémantique plus riche que les approches fondées sur CTL ou LTL. Dans
ce cadre tres général, le model-checking est également prouvé décidable,
mais d'une complexité non élémentaire, sur une classe restreinte de CGS.
Nous détaillerons ce point dans la section 5.5



Chapitre 2
Définitions

Cette partie a pour objet d’introduire les principales définitions dont nous
aurons besoin dans la suite. Dans la premiere section, nous présentons les
CGS [3], un modele de jeu couramment utilisé, ainsi que plusieurs notions
classiques de stratégies [3, 22]. Nous rappelons dans la deuxieme section les
définitions formelles d’un certain nombre de formalismes qui nous seront utiles.
Le reste de ce chapitre est employé a I'introduction de nouvelles logiques tempo-
relles. D’abord les logiques ATL; permettant d’exprimer des propriétés sur des
stratégies & mémoire bornée, puis a partir du paragraphe 2.4, des formalismes
plus complexes qui traitent les stratégies comme des contextes. Nous avons dis-
tingué ces derniers en fonction du type de stratégies considérées.

2.1 Les modeles de la logique temporelle alter-
nante

Nous définissons ici une structure permettant de modéliser des systemes
controlés par plusieurs protagonistes (que l'on appelera souvent agents, ou
encore joueurs). Ce modele est largement inspiré des systémes de transitions
dans lesquels on interprete principalement les logiques temporelles linéaires (par
exemple LTL) et arborescentes (comme CTL).

Les trois définitions qui suivent proviennent de [3].

Définition 1. Une CGS (de l'anglais Concurrent Game Structure) C est un
7-uple (Agt, Loc, AP, M, Lab, Mov, Edg) tel que :

— Agt ={A,..., A} est un ensemble fini de joueurs;

— Loc est un ensemble fini d’états ;

— AP est un ensemble fini de propositions atomiques ;

— M est un ensemble fini de mouvements;

— Lab: Loc — 24P est une fonction qui associe & chaque état 'ensemble des

propositions atomiques qui sont vraies dans cet état ;
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— Mov: Locx Agt — P(M)~{@} est la fonction de choiz. Etant donnés un
joueur A; et un état s, Mov(s, A;) correspond a l’ensemble des mouvements
que le joueur A; peut jouer depuis s ;

~ Edg: Loc x M* — Loc, ot k = |Agt|, est une fonction partielle qui définit
la table des transitions. A chaque état et a chaque k-uple de mouvement
des joueurs, elle associe I’état résultant.

Si 'ensemble Agt est réduit a un singleton, c’est-a-dire s’il n’y a qu'un seul
joueur, alors la structure C est appelée une Structure de Kripke.

Si chaque état de C est controlé par un seul joueur (pas forcément le méme
joueur pour chaque état), C est appelée une Turn-Based Game Structure, soit
en francais une structure de jeu a tours.

Une Structure de Kripke est donc un cas particulier de Turn-Based Game
Structure avec un unique joueur.

Définition 2. Soit C une CGS, un état s € Loc, une coalition A C Agt, el une
famille de mouvements autorisés pour cette coalition depuis cet état, c¢’est-a-dire
que :
ma = (mqu)AiEA € H MOV(SaAi)
A;eA

On note Next(s, A,ma) l’ensemble des successeurs de s lorsque chaque joueur
A; choisit le mouvement ma,. Formellement, on définit :

Next(s, A,m4) = {s’ € Loc| il existe un vecteur de mouvements m’' =
(m'y,)a;enge t-q. Edg(s,m’) = s" et VA; € A,m/y, = ma,}

Dans le cas particulier A = &, on a nécessairement m4 = &, et Next(s, A,m )
sera alors noté plus simplement Next(s) : il s’agit de ensemble des successeurs
de s.

Une exécution de C est une suite infinie A = sgs;... d’états qui vérifie que
pour tout k € N, s 41 € Next(sy). On utilisera les notations suivantes de préfixes
et suffixes pour les exécutions :

— A[4, j] désigne la partie de A comprise entre s; et s;

— AlZ, 00] désigne le suffixe de A qui démarre & s;

— Ai] désigne le i-éme état s; de A
Si A[0] = s, on dit que A est une s-exécution. On note Exec(s) Iensemble des
s-exécutions de C.

2.1.1 Stratégies avec mémoire infinie et stratégies posi-
tionnelles

Une stratégie avec mémoire infinie pour un joueur A; € Agt est une applica-
tion F' qui associe un mouvement du joueur A; € A a chaque préfixe d’exécution.
On dit qu'une stratégie est sans mémoire si le mouvement associé ne dépend
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que de I'état courant. Autrement dit, une stratégie sans mémoire (ou stratégie
positionnelle) pour le joueur A; est une application F' qui associe & chaque état
de Loc un mouvement autorisé de ce joueur A; depuis cet état. On note respec-
tivement Strat’ et Strat%i les ensembles des stratégies a mémoire infinie et des
stratégies sans mémoire de C pour le joueur A;.

Définition 3. Formellement, on écrit :
- Straty, = {F € MYienoct? | v e N« {0},VA € Lod,F(\) €
MOV(A[j]a Az)};
~ Strat)y, = {F € M| Vq € Loc, F(q) € Mov(q, 4;)}.
Pour toute coalition A C Agt, on note

Strat% = H Strat), et Strat} = H Strat}y
A;€A A;€EA

De plus, dans ces deuzx cas on notera F(\) = (FAi()\))AieA'

Une stratégie (avec ou sans mémoire) F' pour la coalition A induit un sous-
ensemble de Exec(s), que l'on appelle ensemble des outcomes de F depuis l’état
s, constitué des s-exécutions que les joueurs A; de la coalition A contraignent
lorsqu’ils jouent selon la stratégie F'.

Définition 4. — Dans le cas des stratégies a mémoire infinie
A € Out(s, F') ssi A[0] = s, et pour tout k € N on a

Ak +1] € Next(/\[k], A, F(A0, k]))
— Dans le cas des stratégies sans mémoire
A € Out(s, F') ssi A[0] = s, et pour tout k € N on a
Ak +1] € Next()\[k],A, F(/\[k])).

Deux remarques :
— Dans le cas particulier A = @, on a Strat} = Strat), = {@} : 'unique
stratégie pour la coalition vide est la stratégie vide. De plus,

Vs € Loc, Out(s, @) = Exec(s)

— Dans lautre cas particulier A = Agt, une stratégie F', avec ou sans
mémoire, pour la coalition A, ainsi qu’un état s, alors ’ensemble Out(s, F')
est réduit a une s-exécution. Réciproquement, dans le cas ou F' est une
stratégie a mémoire infinie, chaque s-exécution constitue ’ensemble des
outcomes d’une stratégie globale (c’est-a-dire pour tous les joueurs).

Lorsque le contexte ne sera pas clair, on indiquera en indice la CGS que 'on

souhaite considérer.

2.1.2 Les stratégies avec mémoire bornée

Dans cette partie, nous présentons deux définitions de stratégies avec mémoire
finie, dont la premiere, plus naturelle, semble moins fertile, pour une raison que
nous avons cherché a expliciter.
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Premieére définition de la taille de la mémoire d’une stratégie, et li-
mites de cette définition

Une premiere idée, intuitive mais naive, connue sous le terme de bounded
recall, consiste & définir les objets suivants :

Définition 5. Soit un joueur A; € Agt et un entier naturel b. On note Stratf’4
l’ensemble des applications F' qui vont de szlw’b+1 Locd dans M, et qui véri-
fient que :

Vi€ {l,..,b+1}. VA€ Loc'. F(\) € Mov(\[j — 1], A))}

Un élément F' de Stratﬁ, associe donc a chaque préfixe d’exécution A de taille
inférieure & b+ 1, un mouvement du joueur A; disponible depuis le dernier état
constituant .

Soient F' une stratégie a mémoire b pour une coalition A, et un état s. F
induit un sous-ensemble de Exec(s), appelé ensemble des outcomes de F depuis s,
qui est constitué des s-exécutions que les joueurs A; € A contraignent lorsqu’ils
jouent selon la stratégie F. Une exécution A est dans Out(s, F') ssi les deux
conditions suivantes sont vraies :

1. A0l =s
9. pour tout entier k, on a Alk + 1] € Next(/\[k:], A, F(A\[Max(k — b,0), k}))

Remarques :

— Dans les cas b = 0 et b = oo, on retrouve les notations déja introduites.

— Dans le cas particulier ou A est la coalition vide, pour toute taille de
mémoire b, I'ensemble Stratz est réduit au singleton {@}. L’unique stratégie
pour la coalition @ est donc la stratégie vide, et on a :

Vs € Loc, Out(s, @) = Exec(s)

Lorsque le contexte ne sera pas clair, on mettra les indices correspondant a
une CGS.

La proposition suivante met en évidence les limites de cette définition de la
mémoire bornée.

Fic. 2.1 — Les limites de I’approche

Proposition 1. Surla CGS de la Figure 2.1, aucune stratégie a mémoire bornée
du joueur Ay n’a toutes ses outcomes qui évitent sg si on est passé par s, (condi-
tion C ), et qui évitent sy si on est passé par so (condition Cs).
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Preuve : Soit b € N, et F' une stratégie a mémoire b du joueur A;. Supposons
que b est impair, le cas ou b est pair pouvant se traiter de la méme facon.
Considérons l'exécution finie @ = $3558385...53 de longueur b. Supposons que
F(a) =1 (si ce n’est pas le cas, alors F'(a) = 2, et on peut raisonner de fagon
similaire). Soit A exécution infinie telle que :

- )\[0} = S0,

- )\[1} = S9,

— Sim > 2 est pair, alors A\[m] = s3,

— Ab+ 2] = s4,

— Sim > 3 est impair et m # b+ 2, alors A[m] = s5

A passe par sg et s4, donc elle ne vérifie pas la condition Cs. De plus, c¢’est
une outcome de F depuis sy puisque F(a) = 1. Dans le cas ot F(a) = 2, on
peut construire similairement une outcome qui ne vérifie pas la condition C;. Il
est donc impossible de satisfaire les deux conditions a la fois au moyen d’une
stratégie & mémoire bornée.

O

Il n’y a pourtant qu'une seule information & retenir pour remplir simul-
tanément les deux conditions : il suffirait de se rappeler si 'on est passé par
s1 ou par Ssp au début. C’est pourquoi nous présentons maintenant une autre
définition de la mémoire bornée, qui permet de retenir une telle information
avec une mémoire de 1.

Seconde définition de la taille de la mémoire d’une stratégie

Une autre idée plus féconde (qui est d’ailleurs la définition classique [22])
consiste a définir les objets suivants :

b représente ici un entier codé en binaire. On définit une stratégie a mémoire
bornée comme une stratégie positionnelle sur une C'GS et sur un ensemble de
cellules mémoire : le mouvement choisi dépend de I'état de la CGS, mais aussi
de la cellule mémoire courante. De plus, apres chaque mouvement, le joueur
peut actualiser sa mémoire en changeant de cellule. La taille de la mémoire est
alors définie comme le nombre de cellules. On notera Cell ’ensemble de b + 1
cellules mémoire {0, ..., b}.

Une stratégie F pour un joueur A; de mémoire b est un triplet (F™eV, <!l ¢),

ou :

— F™° est une application de Cellx Loc vers M qui désigne un mouvement en
fonction de la cellule mémoire courante, et de 1’état courant de la CGS. Le
mouvement doit étre disponible, ¢’est-a-dire que F™V(.,q) € Mov(q, 4;).

— F°!l est une application de Cell x Loc vers Cell qui actualise la cellule
mémoire.

— c est la cellule mémoire initiale de la stratégie.

Par souci de lisibilité, on écrira F'(¢q) plutét que F™V(c, q).

Nous étendons maintenant les notions de successeurs, d’exécutions et d’out-
comes a ces nouvelles stratégies :
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— ’ensemble Next (57 A F (s)) contient les états successeurs possibles lorsque
le joueur A; joue selon la stratégie F' depuis 'état s.

— étant donnés une stratégie F' = (F™, [ ¢), une exécution p et un
entier i, on définit F'** comme la stratégie (F™V, F<®!! ¢;), ol ¢; est défini
récursivement par : ¢y = c et ¢j11 = F(¢c;, p[j]). Ainsi, FP? simule le
comportement de F apres le préfixe d’exécution p|0, 7).

— les outcomes Out(s, F') sont les exécutions p = s¢s;... telles que so = s et
pour tout entier i, s;41 € Next(s;, A;, F*(s;)).

On note Strat:f"i I’ensemble des stratégies & mémoire de taille b pour le joueur
A;. Dans le cas d’une coalition A C Agt, on note

Straty = [ Straty,
AeA

Dans le cas d’une stratégie F' = (F4,)4,c4 de mémoire b pour une coalition
A, on notera F(q) pour (FA:i (q))AieA' .

Les outcomes de F' depuis 'état s sont alors les exécutions p = sgs; ... telles
que sgp = s et pour tout entier %, s;41 € Next(si7 A,vaz(si)).

Remarques :

— Lorsqu’il y aura ambiguité sur la CGS considérée, on mettra celle-ci en
indice.

— Dans le cas particulier ou A est la coalition vide, les ensembles de stratégies
Strat;l{ sont toujours réduit au singleton {@}, quel que soit l’entier b.
L’unique stratégie pour la coalition @ est donc la stratégie vide, et de-
puis tout état s, on a Out(s, @) = Exec(s)

2.2  Quelques logiques temporelles classiques

Nous présentons dans cette partie plusieurs logiques temporelles qui per-
mettent d’énoncer des propriétés sur les CGS.

2.2.1 Logique du temps linéaire : LTL

La premiere d’entre elles est la logique LTL, sigle de I’anglais Linear-Time
Temporal Logic. Elle fut & l'origine définie par Pnueli dans son article fonda-
teur [30] qui a placé les logiques temporelles dans le champ de 'informatique
théorique.

LTL s’appliquait alors sur des structures linéaires, c’est-a dire des suites
infinies d’ensembles de propositions atomiques. Cette sémantique s’étend natu-
rellement aux exécutions des structures de Kripke [33]. De la méme maniere,
nous considérons ici des exécutions de CGS, qui sont les principaux modeles
utilisés dans cette these.
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Définition 6. La syntaxe de LTL est définie par la grammaire suivante :

LTL> ¢, == p | ~pp | opVip | Xop | 0 Uty
ou p décrit 'ensemble AP.

La sémantique de LTL est définie comme suit :
Soit A une exécution de la structure C.

(C,\)Ep ssi pelab(\0])
(C, /\) ': “¥p ssi (Cv )‘) Fé Pp
CANEepVip st (CA) Egpou(CA)Ey
CANEXg, ssi (CALx]) e
(C,N) E v, Uy, ssi 3> 0. (C,\[i,0]) = 9, et
V0 < j <. (C,Alf, ) = ¢p

Par convention, si ¢ désigne un état de la structure C :

(C,q) = pp & VA € Exec(q). (C, ) = ¢p

Nous utiliserons les abréviations habituelles suivantes :
— F ¢ sera l'abréviation de true U ¢ (c’est-a-dire "on aura un jour ¢”).
— G ¢ sera Pabréviation de —=F —¢ (c’est-a-dire "on a toujours ¢”).

Les opérateurs X, U, F et G constituent ce que ’on appelle les opérateurs
temporels.

2.2.2 Logiques du temps arborescent : CTL et CTL*

Nous introduisons a présent une logique temporelle arborescente, CTL, pour
Computation Tree Logic. Cette définition a été formulée par Emerson et Clarke
dans [13]. Cette logique permet d’exprimer des propriétés dans lesquelles on
quantifie existentiellement ou universellement sur les exécutions qui partent d’un
état.

Définition 7. La syntaze de CTL est définie par la grammaire suivante :

CTL> 5,0 = p | —@s | s Vibs | Ay, | Epp
CTLy > ¢y os | Xs | 0s Uthg

ot p décrit 'ensemble AP.

La sémantique de CTL est définie comme suit :
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Soit g € Loc

C,q9)FEp ssi  pelab(q)
€9 F-ps  ssi (Coq) [~ s
C,q) FesVis  ssi (Coq) = s ou(Cq) = s
C.o) E Ap, s VA€ Exec(g). (CA) oy
(C,q) E Ey, ssi 3\ € Exec(q). (C, ) E ¢,
CA) Ees st (CA]) s
CAEXes st (CA[D]) = s
(C,A) E s Uty ssi Ji > 0. (C, \[i]) = 05 et
VO <j<i. (07)‘[3]) ‘: Ps
Nous allons & présent définir une extension de CTL que I’'on nomme CTL",
introduite par Emerson et Halpern [16]. Les quantificateurs de chemin et les mo-
dalités temporelles peuvent étre arbitrairement emboités, alors que dans CTL,
chaque modalité temporelle devait étre immédiatement précédée d’'un quanti-

ficateur de chemin. Définie sur les CGS, cette logique étend a la fois CTL et
LTL.

Définition 8. La syntaxe de CTL® est définie par la grammaire suivante :

CcTLr S s, s = p ‘ Ps ‘ 05 Vs | A(Pp ‘ Ep,
CTL;;ELPpﬂbp = s | “¥p | op V Pp | X op | ©p Uy

ot p décrit 'ensemble AP.

La sémantique de CTL* est définie comme suit :
Soit ¢ € Loc.

(C,q) Ep  ssi peLab(q)
C.q) E-ps st (C,q) s
Ca)Fps Vs st (Coq) = s ou (C,q) = s
(C,q9) E Ay, ssi VA € Exec(q). (C,N) = ¢p
(C,q) = Egp, ssi I\ € Exec(q). (C,A) = ¢p
CAEps  ssi (CA]) s
CANE-p st (CA)FE@
(C.A) E wp Vb ssi (C.A) E wpou(CA) E iy
(Cv )‘) ’: XQDP ssi (Cv >‘[17 OO]) ': 9017
(C,N) E ¢, Uiy, ssi Ji > 0. (C, A[i,00]) = 1y et
V0 < j <. (C,Alf, o0]) = p

2.2.3 Logiques du temps alternant : ATL et ATL"

Nous passons maintenant a une logique temporelle alternante, appelée ATL.
Les logiques temporelles alternantes constituent un troisieme type de logique (en
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plus de celles du temps linéaire et du temps branchant), dans lequel on dispose
de quantificateurs sélectifs de chemin, que 'on appelle des quantificateurs de
stratégies.

Depuis un état s, on peut ainsi quantifier sur des sous-ensembles stricts de
s-exécutions. Cette logique a été introduite par Alur, Henzinger et Kupferman
dans [3], et elle est définie directement sur les CGS. La syntaxe de ATL est
inspirée de celle de CTL.

Définition 9. La syntaxe de ATL est définie par la grammaire suivante :

ATLS s ths = p | ~ps [ s Vs | (A) @y
ATLP D¢p = Ps | XSDS | (Psme' SDSW’(/}S'

ot p décrit [’ensemble AP et A ’ensemble des parties de Agt.

La sémantique de ATL est définie comme suit :
Soient A C Agt et ¢ € Loc

C,q)Fp ssi pelab(q)
€0 —ps  ssi (Cq) s
(C,q) EwsVs  ssi (C,q) s ou (C,q) = s
(C,q) = (A) ¢p ssi JF € Strat}’. VA € Out(q, F). (C,\) = ¢p
CANEes st (CA0]) | ¢s
(C, ) EX s ssi (C,\[1]) = s
(C, M) = s Uy ssi i > 0. (C,\[i]) E vs et VO < j < i. (C,A\[]]) E s
(C,N) E s Wby ssi (C,N) Ews Uthg ou Vi > 0. (C, \[i]) = ps
Remarques :
— Les opérateurs {A) sont appelés des quantificateurs de stratégie,
— Il est connu que dans ce cadre (celui de ATL), on peut se restreindre aux

stratégies sans mémoire [3] lors des énumérations, c’est-a-dire que pour
pour toute formule de chemin ¢, de ATL, on a :

(C,q) = (A) ¢, < IF € Straty. VA € Out(q, F). (C,\) |= ¢,

— Dans le cadre de CTL, l'opérateur temporel W peut s’exprimer en fonc-
tion de l'opérateur U, mais ce n’est pas vrai dans le cadre de ATL [20].
Ceci nous permet de justifier la différence entre nos définitions de ces deux
logiques.

Nous introduisons maintenant la logique ATL*, qui est & ATL ce que CTL"
est a CTL :

Définition 10. La syntaxe de ATL™ est définie par la grammaire suivante :

ATL" 5 @5, 1hs = p | =ps | 0s Vs | (A) Pp
ATL; DPp,Pp = Ps | “¥Yp | op V Pp | X op ‘ 0p Uty
ot p décrit [’ensemble AP et A I’ensemble des parties de Agt.
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La sémantique de ATL" est définie comme suit :
Soient A C Agt et ¢ € Loc.

(C.9)Ep ssi pelab(g)
C,q) E~ps  ssi (C,q) s
C,a) Fos Vs ssi (Cq) F s ou (C,q) s
Cq)E (A)p, ssi  TF € Strat. VA € Out(q, F). (C,\) = ¢

(C,N) E s ssi (C,A0]) s
(| N
CNE@ Ve, s (G g on @A) E b
CNEXe, s (CAL) E e
C,N) E e, U, ssi i > 0. (C, A[i, <)) E 9y et
W0 < j <. (€Al 0]) = oy

On peut voir CTL et CTL* comme étant respectivement les fragments de ATL
et ATL*, dans lesquels les seuls quantificateurs de stratégie sont (@) et (Agt) .
Il n’y a plus besoin de considérer de stratégies pour définir la sémantique dans
ce cadre restreint ; on peut se contenter de la notion d’exécutions. La remarque
précédente sur les ensembles de stratégies pour les coalitions @ et Agt met en
évidence les faits suivants :

(Cq) E (@) gy ssi VA € Execlq). (C.N) F g

— (C,q) = (Agt) @p ssi 3N € Exec(q). (C, ) = op.
Ceci explique que les quantificateurs (@) et (Agt) soient respectivement notés
A (pour all) et E (pour exists). Dans le cas particulier ol la structure est une
Structure de Kripke, les logiques ATL* et CTL* sont confondues.

2.2.4 La logique GL

La Game Logic a été introduite dans [3], notamment pour pouvoir exprimer
le probleme du module-checking [18]. Cette logique est une extension d’ATL*
qui permet de travailler explicitement sur les arbres d’exécution induits par
les stratégies : étant donné un tel arbre ¢, il est alors possible de quantifier
sur les exécutions qui constituent ¢ et de spécifier les propriétés temporelles
habituelles. Par exemple, la formule 3A.((3P U P') A (VF P")) exprime qu’il
existe une stratégie F4 pour A telle que Parbre induit par Fy vérifie : (1) il
existe une exécution satisfaisant P U P’ et (2) toutes les exécutions vérifient
FP".

Voici une définition formelle de GL :

Définition 11. La syntaze de GL est définie par la grammaire suivante :

GL> ps,s = p| s | @s Vs | FAp;
GL: 3 01,91 == s | e | e Vibe | Jpp
GLpSQPpﬂv[}p = Y | “Pp | ‘ppva | X op | ‘pl)Ud}P

ot p décrit AP et A les sous-ensembles de Agt.
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La sémantique de GL est définie comme suit :

Soient A C Agt, ¢ € Loc, t un arbre d’exécution et A une exécution, t[0]
désignant la racine de Parbre ¢ et ¢(x) le sous-arbre complet de ¢ ayant x pour
racine.

(C.q) Ep ssi pé€Lab(g),
C,q) E-ps  ssi (Cq) s
CaEes Vs st (Cq) s oul(Cq) s
(Cyq) = FAp, ssi JF € Straty. (C, Out(q7F)) E o
Ct)Eps ssi (CHO]) FE s
(C.t) E ssi (C.t) = o
(C7t) ': YtV "/Jt ssi (Cat) ): ¥t ou (C7t) ': "/}t
(C,t) = Jpp ssi et (Ct,N) Eep
Ct, N Ewr st (Ct) e
C N E-ep st (CHA) E g
(C,t,N) B op Viby ssi (C.t,A) B pp ou (C,t,A) = 9y
C. N EXp, st (CH(A[L]), AL, 00]) = ¢
(C,t, ) E ¢, Uy, ssi Ji > 0. (C,t(\[i]), Ali,o0]) = ¢ et
V0 < j <. (C t(Alf]), Alj, o0)) = p

Considérons maintenant la spécification : 7il existe une stratégie pour le
joueur A tel qu'un certain comportement de la coalition des autres joueurs
entraine que l'on vérifie toujours la proposition p, et qu’un autre comportement
de cette méme coalition implique que I'on ait toujours la proposition ¢.”

Cela s’écrit en GL de la manieére suivante :

FA. (EIGp A JG q)

2.2.5 La logique SL

On donne la définition formelle de cette logique car nous présenterons dans
la section 4.7.2 une traduction impliquant ce formalisme.

Strategy Logic (que I’on abrege en SL) a été définie une premiére fois dans [11]
comme une extension de LTL avec des quantifications du premier ordre sur les
stratégies. Par exemple, le fait qu’'un joueur A a une stratégie qui permette de
garantir ¢ s’écrit alors

doa. Vop. p(oa,0B)

ou les arguments donnés a ¢ servent a indiquer ’exécution sur laquelle ¢ est
évaluée. Nous noterons SLopp cette premiere version de Strategy Logic, CHP
étant le sigle formé par les noms de ses créateurs.

Cette logique a par la suite été redéfinie dans un second article [23], avec
trois modifications principales :
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— on a cette fois défini la logique sur les CGS en général, avec nombre de
joueurs quelconque. Cette définition des CGS suppose de plus que la fonc-
tion de transition est complete, c’est-a-dire que chaque joueur dispose de
tous les mouvements depuis chaque état

— on s’est défait d’une restriction sémantique qui obligeait les modalités tem-
porelles & n’opérer que sur des formules closes (c’est-a-dire sans variables
libres)

— la quantification sur une stratégie et son attribution a un joueur consti-
tuent deux opérations distinctes dans cette sémantique

La premiere modification implique que depuis chaque état, tous les joueurs

ont le méme ensemble de mouvements disponibles. Ainsi I’ensemble de stratégies
est le méme pour chaque joueur ; cette notion de stratégie est donc différente,
et est dite agent-independant, car une stratégie n’est plus associée a un joueur
particulier lors de sa définition.

La deuxieme modification change considérablement les choses, puisqu’il est

maintenant possible de maintenir une stratégie le long d’'une exécution.

La troisieme modification entraine que, les stratégies pouvant étre communes

a plusieurs joueurs par la premiere modification, on peut maintenant spécifier
explicitement dans une formule que des joueurs partagent une méme stratégie.

Le fait qu'un joueur A a une stratégie qui permette de garantir ¢ s’écrit

dans cette nouvelle version :

(o). [o]. (A,0). (B,o"). ¢

Dans la suite, la simple notation SL désignera la seconde version de Strategy
Logic.

Nous donnons a présent une définition formelle de la logique SL :

Var désigne un ensemble de variables.

Définition 12. La syntaze de SL est définie par la grammaire suivante :

SLu= pl-p|eVy | Xe|eUd | eRY | (z)e | [z]e | (Aiz)e
ou p décrit AP, A; les joueurs de Agt et x ’ensemble de variables Var.

Remarque : nous avons rapporté telle quelle la syntaxe qui figure dans [23].
Celle-ci utilise la modalité “release” R, qui est le dual de U. Par habitude,
nous utilisons plutot la modalité W . Cela n’a pas une grande importance, car
ces deux modalités sont proches : elles sont liées par les formules suivantes.

WY =9R WV )
eRY =9y W (¢ Ap)

Un assignement est une fonction partielle

x: AgtU Var — U Strat}
AiEAgt
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Un assignement est dit complet si Agt C dom(x).

Soit x un assignement, A; un joueur, x une variable et F une stratégie
du joueur A;. Alors x[A; — F] et x[z — F] représentent respectivement les
nouveaux assignements définis sur dom(x) U {4;} et dom(x) U {z} qui valent F'
en A; et en x, et qui sont égaux a y sur le reste de leur domaine.

Si A est une exécution infinie et k est un entier, on notera y** I’assignement
qui vaut x(A4;)»* pour tout joueur A; de dom(x). La sémantique de SL est
définie comme suit : Soient a € Agt, ¢ € Loc et un assignement x

(C,x,q) =p  ssi  pelLab(q)
Cx,a) F-p  ssi (Cox,9) e
Cx.9)FeVvy  ssi (Cox,q) Feou(Cox,q) Ev

Cx.0)E ()¢ ssi TFFe [J Strat}. (C.xlz— Flg) ¢
A, EAgt

Cx.q)E [ele ssi VFe | Stratd. (C,x[z— Flq) o
A, EAgt

€, x,0) F (Ai,z)p  ssi (Cox[Ai = x(2)],q) E o

Enfin, si 'assignement x est complet, en notant A 'outcome de la stratégie
globale y(Agt) qui part de ¢ :

C.x,a)Fe st (Cox,\0)Fo
C.ox; ANk Ee ssi (CoxMAK) Ee

Nous introduisons maintenant une notion relative a la syntaxe d’une formule
de SL. Si dans une telle formule ¢, tous les joueurs se voient attribuer une
variable (via 'opérateur (-,-)) et toutes les variables sont quantifiées (par 1'une
des modalités (- ) et []), alors cette formule est dite close.

Par la suite, si ¢ est une formule close, alors (C,x,q) &= ¢ powrra étre
simplement noté (C, q) = .

Par exemple, pour dire que les joueurs A; et Ay ont des stratégies (appelées
respectivement x et y) qui garantissent qu’un état d’échec n’est jamais atteint,
et cela indépendamment du comportement du joueur As, on écrit dans SL :

(@) () [2] (A1, 2) (A2, y) (A3, 2)(G échec)

De plus, dans le cas ou cette formule est évaluée dans une CGS qui a son
ensemble de joueurs limité a Ay, Ay et As, alors cette formule est une formule
close.

Dans les sections suivantes de ce chapitre, nous définissons les nouvelles
logiques que nous avons introduites au cours de notre travail.
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2.3 Stratégies a mémoire bornée - Les logiques
ATL,

Ici nous allons présenter de nouveaux formalismes pour spécifier la quantité
de mémoire que peuvent utiliser les stratégies invoquées par les quantificateurs
(A) de ATL.

b désigne un entier codé en binaire.

Définition 13. La syntaze de ATL;, est définie par la grammaire suivante :

ATLZ 3¢5, Ys = p | ows | ws Vs | <<A>>b§0p
ATLZ,p DYp,Yp = Ps ‘ —¥p | op V Pp | X op | ©p Uy

ou p décrit l’ensemble AP et A [’ensemble des parties de Agt.

La sémantique de ATL; est définie comme suit :
Soient A C Agt et g € Loc.

(C,q) Ep  ssi  pe Lab(q)
(C,q) E—~ps  ssi (C,q) W~ s
C.a) EpsVYs  ssi (Cq) s ou (C.q) s
(C,q) E (A), v, ssi  3F € Strat’y. VA € Out(q, F). (C,\) E ¢,
CAN Egs  ssi (CA0]) [ s
(C’ )‘> ): “Pp ssi (Cv )‘) l# Pp
CA)Eep Vi  ssi (CA) | @pou (CA) =y
CANEXg, st (CA[Lo]) =y
CA)EepUY,  ssi Ji20.(C,A[;,00]) ¢y
et VO < j <. (C,A\[§,)]) E ¢p

2.4 Emboiter et oublier des stratégies

Dans toutes les logiques introduites jusqu’a présent (sauf SL), les stratégies
induites par un quantificateur de stratégie sont utilisées ponctuellement, c’est-
a-dire qu’elles ne sont plus prises en compte des que 'on a affaire a un autre
quantificateur de stratégie.

Ainsi, par exemple, si 'on veut exprimer le fait, pour un ascenseur, que le
controleur dispose d'une stratégie pour que chaque utilisateur dispose toujours
d’une stratégie lui permettant d’atteindre chaque étage, on le ferait dans ATL
par la formule suivante :

{controleur) G ( /\ (utilisateur; ) F étage;)
]
Le probleme ici est que si 'on se réfere a la sémantique d’ATL, la recherche
d’une stratégie pour un utilisateur ne se fait pas dans le contexte restreint
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par la stratégie du controleur : cette derniere a été oubliée des la premiere
requantification.

C’est pourquoi nous avons décidé d’introduire une logique qui n’utilise plus
ponctuellement des stratégies, mais qui les assimile a des contextes que I'on peut
choisir de préserver ou d’oublier tout au long d’'une formule. Nous allons dans
un premier temps exploiter cette idée en ne considérant que des stratégies sans
mémoire.

Pour cela, nous allons définir une opération d’emboitement de stratégies,
notée o.

Définition 14. Soient C une CGS, deux coalitions A et B, et deux stratégies
F et F' pour A et B respectivement.

On définit la nouvelle stratégie F' o F' pour la coalition AU B, telle que pour
tout joueur A; de AUB :

Fla, sinon.

(F/OF)LAi:{

La loi o n’est pas commutative, mais elle est associative, et I’on pourra donc
omettre les parentheses. Son élément neutre est la stratégie vide de la coalition
.

Remarquons que si F' et F’ sont de mémoire b, alors F' o F’ est aussi de
mémoire b.

Nous allons a présent définir une opération d’oubli de stratégie, qui corres-
pond en fait & une restriction, et que ’on note avec une barre verticale : |

Définition 15. Soient C une CGS, deux coalitions A et C' telles que C C A, et
une stratégie F' pour A.

On définit la stratégie F|c de la coalition C, en oubliant les stratégies qui
ne concernent pas les joueurs de C'. Ainsi, pour tout joueur A; de C, on pose :

(Flo)ia, = Fa,

En particulier, quelle que soit la stratégie F, on a toujours Flgz = &. De
plus, si F' est de mémoire b, alors F|c Uest aussi.

2.5 Contextes de stratégies sans mémoire

2.5.1 La logique ATL,.

On définit d’abord une logique ATL,.( inspirée de ATL, c’est-a-dire ou
chaque opérateur temporel est immédiatement précédé d’'un quantificateur de
stratégie. De plus, dans cette logique, on ne s’autorise pas a oublier des stratégies,
mais juste a les emboiter par un nouveau quantificateur de stratégie noté <->q.

24



Définition 16. La syntaze de ATLs. est définie par la grammaire suivante :

ATlge0 2 @s,%s = p ‘ Ps ‘ 05 V s | <A>g Pp
ATLsc0p 2 0p == s | Xps | 05 Uths | 05 Wb

ou p décrit l’ensemble AP et A [’ensemble des parties de Agt.

La sémantique de ATL,. o est définie comme suit :
Soient A, B C Agt, g € Locet F € Strat%

(C.q) Erp ssi pelab(q)
C.q) Er—ps  ssi (C,q) EF @s
C.a) Fres Vs ssi (Cq) Fr ws ou(C,q) Fr s
(C,q) Er <B>¢ ¢, ssi 3F € Strat. VA € Out(q, F' o F).
(C,A) EFror ¢p
(C,N) FF s ssi (C,A[0)) EF s
CN ErXeps  ssi (CA[L) Fr es
CNEres Uy ssi Fi>0. (C,\[i]) Fr ¥
et VO < j <. (C,AlJ]) Fr ¢s
(C,N) Fr s W ssi (C,N) Er s Utps ou Vi > 0. (C,A[i]) Er s

Remarques :
— Le symbole =4 sera plus simplement noté =
~ (C,q) Er <@ > ¢, signifie VA € Out(q, F), (C,\) ErF ¥

Imaginons que I'on cherche a formuler la spécification suivante : ”Le joueur
A dispose d’une stratégie telle que, sous ce contexte, les autres joueurs puissent
toujours atteindre un état qui vérifie la proposition atomique p”.

Nous pouvons exprimer cela dans ATL,. o, par la formule :

<A>) G <Agt~A>yFp

Cela est di au fait que la prise en compte des seules stratégies positionnelles
est reconnue comme étant suffisante pour ce type d’objectifs [3].

Voici maintenant une proposition qui nous sera utile plus tard :

Proposition 2. Pour toute formule d’état 5 de ATLsc 0,
(€,q) Fr = <B >0 ~ps

signifie que pour toute stratégie positionnelle F' de la coalition B,

(C,q) Eror ¥s
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2.5.2 La logique ATL:

sc,0

On étend ATL,eo en ATLY.,, d’'une part en généralisant les formules de
chemin, et d’autre part en s’autorisant a oublier des stratégies, ceci par un

nouveau quantificateur de stratégie noté 9 - ¢.

Définition 17. La syntaze de ATL:qO est définie par la grammaire suivante :

AT[—:qO S5, s = p| s | s Vs | <A>0 0, | ALy
ATL:C,O,p S Pp¥p = ps | ~op | epVUp | Xop | 0 Uty

ou p décrit AP et A les sous-ensembles de Agt.

La sémantique de ATLY, o est définie comme suit :
Soient A, B C Agt,q € Locet F € Strat%.

C.q)Frp ssi pé€lab(q)
C.a) Fr—ps  ssi (Coq) FEr s
C.a)FresVs  ssi (Cq) Frwsou(C,q) Fr s
(C,q) Er <B>¢ ¢, ssi 3F € Strat. VA € Out(q, F' o F).

(C.A) Eror ¢p

(C.q) Er )Btygp  ssi VAEOut(q, Flacp). (C,A) Era s ¥p

C N Eres  ssi (CA0]) EF s
(C’)‘) ':F “¥p ssi (Ca )‘) %F Pp
(67)‘) ':F ©p V w;ﬂ ssi (C, )‘) ':F $p Ou A ):F %
CANErXep, ssi (CA[Loo]) Ergp

(C, ) Er ¢p Uty ssi Ji > 0. (C, A[i,0]) =r ¢y

et VO < j <i. (C,\[§,]) EF ¢p

Nous faisons remarquer la propostition suivante :
(€,9) Fr )Agtlpp & VA € Bxec(q). (C,A) = ¢p
En s’interdisant de recourir a 'opérateur §-( , on définit la logique ATLS, o~ )¢

Définition 18. Les formules de chemin de ATL; o~ ) - ( sont définies par la

* et les formules d’état sont définies par

méme grammaire que celles de ATL, g,

la grammaire suivante :
s, s n= p| s | @s Vs | <A>0 @y

ot A décrit les sous-ensembles de Agt, et ¢, les formules de chemin.
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2.6 Contextes de stratégies & mémoire infinie

Il s’agit a présent d’étendre les principes d’emboitement et d’oubli des straté-
gies au cas ou celles-ci sont a mémoire infinie. Pour cela, nous allons simplement
introduire les mémes idées que dans la section précédente, mais en considérant
cette fois des stratégies avec mémoire infinie.

Définition 19. Soit ' € Strat}, une ewécution p et un entier i > 0. On
définit la stratégie FP' qui simule le comportement de F aprés le préfize pl0, 1],
en posant :

FPi(X) = F(p[0,i] - )

Nous avons déja utilisé cette notation F? & la section 2.1.2, ot F désignait
alors une stratégie avec mémoire bornée. Dans les deux cas, F* simule le com-
portement de F' apres le préfixe p[0, ] ; c’est pourquoi nous avons choisi d’utiliser
une notation commune pour ces deux notions, dont les définitions formelles sont
pourtant différentes.

2.6.1 La logique ATL,

On définit une logique ATL,. o, ot chaque opérateur temporel est immédiate-
ment précédé d’un quantificateur de stratégie. De plus, dans cette logique, on ne
s’autorise pas encore a oublier des stratégies, mais juste a les emboiter. L’unique
différence avec la logique ATL,. o définie précédemment est que les stratégies
considérées sont a mémoire infinie.

Définition 20. La syntaze de ATL,. o est définie par la grammaire suivante :

ATLsc,oo = @s;d’s = p | Ps | QOS\/"/)S | <A > Pp
ATLsc,oo,p SPp = Ps | X‘ps | Ps Uws | %Wlﬂs

ou p décrit l’ensemble AP et A ’ensemble des parties de Agt.

La sémantique de ATL,. o est définie comme suit :
Soient A, B C Agt, ¢ € Loc et F € Strat®y’
(C.q) Erp ssi  pelab(q)
C.q) Fr—ps  ssi (Ciq) FEr s
C.a) Fres Vs ssi (C,q) Fr s ou (C,q) Fr s
(C.q) Fr <B> ¢, ssi AF" € Strat$y. VA € Out(q, F' o F).
(C,A) ErFror ¢p
C A Eres  ssi (CA0)) Fr s
€N ErXp, s (€A Eps g
(C,N\) EF ps Uy ssi 3 > 0. (C,\[i]) Epri ¥s
et VO < j <i. (C,A\[1]) Erri ¢s
(C,A) Er ps W1 ssi AR 0s Uds ou Vi > 0. (C, A[i]) FEpri s

Remarques :
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— Les opérateurs <@ et <@> sont équivalents; en revanche, si A # &,
les opérateurs <Az sont différents des opérateurs <A> .
— Si ¢ est une formule de ATL,. ~, alors

(C,q) EF = < B > —p signifie VF' € Straty, (C,q) Eror ¢

Considérons la spécification que ’on avait introduite a titre d’exemple dans
le paragraphe 2.2.4 sur GL : "il existe une stratégie pour le joueur A tel quun
certain comportement de la coalition des autres joueurs entraine que l'on vérifie
toujours la proposition p, et qu’un autre comportement de cette méme coalition
implique que l'on ait toujours la proposition ¢.”

Nous I'écrivons cette fois par 'intermédiaire de la logique ATL.  :

p=<A> (<A> GpA <A> Gy)

Remarquons que cette formule est différente si on ’écrit avec ATL,. o, bien
que les objectifs considérés (G p et G q) paraissent assez simples pour ne pas
requérir de mémoire. En effet, la formule ¢’ = <A> ( <A>qGpA<A>) G q),
obtenue en remplacant dans ¢ les quantificateurs < - > par < - >(, n’est pas
équivalente a ¢.

Pour montrer cela, nous donnons avec la Figure 2.2 un modele qui vérifie ¢
mais pas ¢’ (il est par ailleurs évident que tout modele vérifiant ¢’ vérifierait
aussi ¢). Cette CGS contient deux joueurs A et B, et les états rectangulaires
(resp. ronds) sont controlés par A (resp. B).

53 54@

Fic. 2.2 — Une CGS qui vérifie o, mais pas ¢’

La stratégie qui consiste pour A & aller en s3 si on est passé par s1, et en sy
sinon, permet au joueur B (c’est-a-dire & la coalition A) d’obtenir & la fois G p
et G ¢ (selon qu’il passe par s; ou va directement en sy depuis sg). Ceci montre
que @ est vraie; en revanche, ¢’ n’est pas vérifiée ici car les deux stratégies sans
mémoire du joueur A font boucler toutes les outcomes dans s3, resp. dans sy,
et empéchent ainsi au joueur B d’obtenir G ¢, resp. G p.
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2.6.2 La logique ATL:

On étend ATl 00 en ATLY, ., en s’autorisant a oublier des stratégies, cela

par Uopération que 'on vient de définir. De plus, on autorise des objectifs de
LTL.

S¢C,00

Définition 21. La syntaze de ATL: est définie par la grammaire suivante :

sC,00
ATL:coo = @saws = p | Ps | Ps \/'Qbs ‘ <A > Pp | >A< Pp
ATL:coopa‘Pp»wp = s | e | ep VY | Xy | 9 Uty

ou p décrit AP et A les sous-ensembles de Agt.

La sémantique de ATLY, . est définie comme suit :

Soient A, B C Agt,q € Loc et F € Strat%,

(C,q) Erp ssi pe€Lab(q)
(C.q) Er s ssi (C.q) FrF ps
C.a) Eres Vs ssi (C,q) Fr ws ou (C,q) Fr s
(C,q) Er <B> ¢, ssi JF’ € Strat. VA € Out(q, F' o F).
(C.A) ErFror ¢p
(C.q) Er )Btypp  ssi VAEOut(q, Flasp) (C.A) Friap ¢p
C AN Eres  ssi (CA0]) Er s
C A Er—pp  ssi (CA) FEr op
(C,N) EF ¢p Vi ssi (C,N) EF @pou (C,A) EF ¢y
C,N) Er Xegp ssi (C,A[1,00]) Eprt @p
(C,N) Er e, Uy, ssi i > 0. (C, A[i,]) Epai ¥y
et V0 < j <. (C,A[4,0]) Erri ¢p

On définit a présent la logique ATLY, o~ 9 - (.

Définition 22. Les formules d’état de ATL’
tivement sur la grammaire suivante :

scoo N )+ sont construites induc-

o ths = p| s | s Vs | <A>

ou les formules d’état représentées par p, sont les mémes que dans ATL et

A décrit les sous-ensembles de Agt.

sC,007

La sémantique de ATL:. .~ - { est héritée celle de ATL}

s¢,00 sC,00°
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2.7 Contextes de stratégies & mémoire bornée

Nous allons définir des nouvelles logiques sur le modele des précédentes, en
sauvegardant toujours les principes d’emboitement et d’oubli de stratégies, cette
fois en s’appuyant sur notre définition de stratégies a mémoire bornée.

Nous rappelons la définition suivante, que ’on avait introduite dans la section
2.1.2:

Définition 23. Soit F = (™, ! ¢) une stratégie a mémoire bornée pour
une coalition A quelconque, et un état q. Pour toute exécution infinie p et tout
entier i, on définit :
FPi(q) = F™(c,q),

ou ¢ est le i+ 1-éme terme de la suite finie d’entiers définie récursivement par :

— Cyp—=2~¢C

— pour tout j <1,

¢jr1 = Fc;, plj])

2.7.1 La logique ATL_,
Soit b € NU {oo}. On définit la logique ATLY, ;.

Définition 24. La syntaze de ATLL,, est définie par la grammaire suivante :

ATL:c,b S ps, s = p| s | s Vibs | <Ay Pp | )A¢ Pp
ATL b0 2 0 ¥p 5= s | 0 | 0p Vb | Xy | 0, Uty

ou p décrit AP et A les sous-ensembles de Agt.

La sémantique de ATLY, , est définie comme suit :
Soient A, B C Agt,q € Loc et F € Strat/}f,

(C,q) Erp ssi p € Lab(q)
C.q) Fr—ps  ssi (C.q) FEF ws
C.a) FresVis  ssi (Cq) Fr s ou(C,q) Fr s
(C.q) Er <B >y ¢, ssi  3F €Stratg. VA € Out(q, F’ o F).
(C.A) BEFor ¢p
€,q) Er )Blygy  ssi VA €Out(q, Flass)- (C,A) Eri, s ¢p
(C,N) EF es ssi (C,A[0)) EF s
(C7 >‘) ’:F “Pp ssi (Ca )‘) %F Pp
(C,N) EF @p V1 ssi (C,A) EBF @pou (C,A) EF ¥y
CA) ErXepp st (C AL o)) FEpaa ¢p
(C,N) EF 0, Uty ssi Ji > 0. (C, A[i,0]) Epai ¥y
et VO < j <. (C,\[f,>]) Erri ©p
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Le symbole =4 sera plus simplement noté =

Cette syntaxe peut s’avérer utile pour exprimer des spécifications comme :
”"Dans un ascenseur, il existe une stratégie pour le controleur, de taille 1000,
telle que 'utilisateur puisse atteindre tous les étages, au moyen d’une stratégie
(différente selon ’étage) de mémoire 5.”

<controleur >1000 G (/\ <utilisateur >5 F étagei)

(3

Cette différence de taille de mémoire est bien sir justifiée par le fait que 1'utili-
sateur est supposé étre un humain, et le contréleur une machine.

On pourrait naturellement définir une logique englobant toutes les autres,
qui contiendrait tous les quantificateurs de stratégie < - >, pour tout entier
b € N, ainsi que le quantificateur < - > .

Les introductions de ces logiques soulevent de nouvelles questions, se rap-
portant en particulier a leur probléeme de model-checking, aux limites de leur
expressivité et a la comparaison sur ces plans avec d’autres formalismes, que
nous étudierons dans la suite.
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Chapitre 3

Notions d’équivalences de
structures

Ce chapitre est consacré a quatre notions d’équivalences comportementales,
les trois premieres étant bien connues et présentées en détails, et dont la derniere
est une nouveauté. Leurs définitions sont données par ordre croissant de com-
plexité.

Nous aurions souhaité caractériser I’équivalence comportementale associée
aux contextes stratégiques avec mémoire infinie, mais nous n’avons pas résolu
cette question. La notion de GL-équivalence apporte une solution tres partielle
a ce probleme, dans la mesure ot les arbres d’exécution associés a des stratégies
(que l'on quantifie explicitement dans GL) s’apparentent en fait & des contextes
stratégiques, dans lesquels on peut ensuite spécifier certaines formules, qui sont
simplement celles de CTL*. Cependant, nous verrons dans le chapitre suivant que
si cette nouvelle relation s’approche plus du but que la bisimulation alternante
(cf. remarque & la suite du corollaire 1), elle ne I’atteint pas (voir la section 4.5.1).

Les deux premiéres sections s’appuient sur [6].

3.1 Trace-équivalence

Définition 25. Soit A = sgs182... une exécution d’une structure de Kripke.
On définit la trace de A\, que l’on note trac()\), comme étant la suite de 2°F :
Lab(So)Lab(Sl)Lab(Sg)....

On remarque que pour tout entier ¢ > 0, trac(A[i, oc]) = trac(A)[i, oo]. Etant
donné un état s de IC, on notera

Trac(s) = {trac(\) | A € Exec(s)}

Nous donnons une définition inductive de [¢], ot ¢ est une formule de LTL.
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Définition 26. Nous définissons le sous-ensemble [p] C (24P)%. 7 représente
ici une suite infinie d’éléments de 24P .

- Sip=ac€ AP, alors [¢] = {r | a € 7[0]}

= Sip =, alors [¢] = (2*7)* \ [V]

= Sip =11V, alors [0] = [p1] U [eo]

- Sip =X, alors [¢] = {m| 7w[l,00] € [¢]}

- Si v = Y1 Uiy, alors [p] = {m | 3t > 0,7[i,00] € [pz]et VO < j <

i w[j, 00] € [pn]}

Proposition 3. (K, ) = ¢ ssi traci () € [¢]. Nous avons comme corollaire :
(K, s) = ¢ ssi Tracke(s) C [¢]

Démonstration. Nous prouvons cela par une induction structurelle sur les for-
mules de LTL. Pour le cas de base, on considere ¢ = a, ou a est une proposition
atomique de AP. Alors tracic(\) € [¢] signifie que a € Lab(A[0]), donc que

(K, A) = .

1. o=
KNEFe =  KAFEY
& tracic(A) ¢ [¢] (hypothese d’induction)
= trac () € [¢]
2. p=r1 Vo :
(K, /\) ': P A (Ka S) ': ¢ ou (K:v 5) ): (5
& tracic(A) € [¢1] ou traci(N) € [¢2] (HI)
& tracc(A) € [[¢]
3. p=Xq:
KNEe & (KAL) v
& tracic (A[1, o0]) € [¢] (hypothese d’induction)
& traci(A\)[1, 00] € [¢] (remarque)
= tracc(A) € [¢]

4. ¢ =11 Uy : Supposons que (K, \) = ¢. Alors, par définition du U, il
existe ¢ > 0 tel que (K, \[i, 00]) = 12 et pour tout 0 < j < i, (I, A[j, o0]) E
11. Par hypothese d’induction, tracx (A[z, 00]) € [h2] et pour tout 0 < j <
1, tracic (A[7, o0]) € [11]. Par la remarque, cela signifie que tracy (M) [i, oo] €
[12] et pour tout 0 < j < i, tracg(A)[j,00] € [¢1]. Clest-a-dire que
traci(A) € [¢].

(]
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Voici une définition formelle de ’équivalence de trace.

Définition 27. On dit de deux structures de Kripke K = (AP, S, so, R, Lab)
et K' = (AP, S’, s}, R/, Lab'), qu’elles sont trace-équivalentes ssi Track(sg) =
Tracir (sp)-

Nous présentons ci-dessous deux structures trace-équivalentes.

@0 O—@O

@& - @/

@D O—0©D

S2 S5 S7

/

Fi1G. 3.1 — Deux structures trace-équivalentes

Les ensembles de traces sont les mémes depuis sg et s4.

Théoréme 1. Deux structures de Kripke K et K' sont trace-équivalentes si et
seulement si elles satisfont les mémes formules de LTL, c’est-a-dire :
pour toute formule ¢ de LTL, (K, so) = ¢ ssi (K, s() = .

Ce théoréme est un corollaire immédiat du résultat suivant :

Lemme 1. Soit deux structures de Kripke K et K'. Les deux énoncés suivants
sont équivalents :

1. Track(so) C Trackr(sg)
2. pour toute formule ¢ de LTL, (K', s() = ¢ implique (K, s0) = ¢

Démonstration. Nous traitons d’abord le sens direct de 1’équivalence. Supposons
que Track(so) C Trackr(sp), et soit ¢ une formule de LTL telle que (K, s3) |= .
Par définition de la sémantique de LTL, ca signifie que toutes les exécutions de
la structure K’ qui partent de s{, vérifient la formule . D’apres la proposition 3,
cela implique Trackr(s;) C [¢]. Puisque Track(sg) € Trackr(s(), on en déduit
Track(so) C [¢], ce qui prouve (K, s¢) = ¢ encore d’apres la proposition 3.
Passons au sens réciproque. On va raisonner par contraposée : Supposons
que Traci(so) ¢ Trackr(s(). Soit alors T = agajas... une trace de Track(so)
qui n’est pas dans Track:(s(). Soit m un entier tel que agajas...a, ne soit le
préfixe d’aucune trace de Track/(s(). Notons ¢ la formule = A" X ‘a;. On a
alors (K', s) = ¢ et (K, s0) = —g, ce qui contredit ’hypothese 2. O

3.2 Bisimulation

Définition 28. Etant données deux structures de Kripke IC = (AP, S, sq, R, Lab)
et K!' = (AP, S’ s}, R', Lab'), une relation binaire non vide Z C S x S’ est une
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bisimulation entre K et K' ssi pour tous s € S et s’ € S, Z(s,s") implique les
trois conditions suivantes :
~ Lab(s) = Lab'(s") ;
— pour tout t € S tel que R(s,t), il existet’ € S’ tel que R'(s',t') et Z(t,t');
— pour tout t' € S’ tel que R(s',t'), il existe t € S tel que R(s,t) et Z(t,t');

S’il existe une bisimulation Z entre K et K’ telle que (so, ) € Z, alors on
éerit KK ~ K, et on dit que les structures K et K’ sont bisimilaires.

Nous présentons dans la Figure 3.2 ci-dessous deux structures bisimilaires.
Elles sont liées par la bisimulation Z suivante :

Z = {(807 84), (517 35)’ (81, 86)7 (827 57)7 (527 88)7 (537 39)7 (837 510)}

@0
@D 510
/ b /./’.3
@—@ ol
S0 51 \ Sq < ) @3

@3 55 s8
- \@3

s7

Fi1G. 3.2 — Deux structures bisimilaires

Définition 29. Une formule ® sur des structures de Kripke est invariante par
bisimulation s¢ la condition suivante est vraie :
pour toutes structures KC et K' telles que IC ~ K’ :

(K,s0) £ @ & (K',sp) = @

Définition 30. Soit Z une relation entre les états de K et de K'.

1. Deux exécutions finies A = s0$182...5,, dans I, et N = s(s)s5...s.,, dans
correspondent par une a 'autre (ou Z-correspondent) ssim =n
K, pondent par Z [ laut Z pondent !
et pour tout 0 <1i <n, Z(s;,s}).
. Deux exécutions infinies A\ = s9s182... dans e = 54,8755... dans
2. D t finies A = so dans K et N = siss)... dans K’

correspondent par Z ['une a lautre (ou Z-correspondent) ssi pour tout
i>0, Z(s;,s%).

Propriété de la bisimulation :
Théoréme 2. Toutes les formules de CTL® sont invariantes par bisimulation.

On prouve cela au moyen de deux lemmes.
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Lemme 2. Soient deux structures de Kripke K et K' telles que K ~ K'. Ap-
pelons Z une bisimulation qui les lie. Alors toute exécution dans K qui part de
so a une exécution Z-correspondante dans K' qui part de s{. Réciproquement,
toute exécution dans K' qui part de s{; a une exécution Z-correspondante dans
K qui part de sq.

Démonstration. Nous commencons par montrer ce résultat sur des exécutions
finies. Soit A = s(s7... une exécution finie dans K qui part de sg. Par induction
sur la longueur de A, nous contruisons une exécution correspondante \' = s3] ...
dans K’ qui part de s{,. Pour le cas initial [A| = 1, on choisit bien stir X' = §;
les deux exécutions correspondent bien puisque (so, s)) € Z.

Pour prouver I'hérédité, soit maintenant une exécution A de longueur n + 1.
Considérons le préfixe A\[0,n — 1]. D’apres 'hypotheése d’induction, il existe une
exécution p’ qui Z-correspond & ce préfixe, et qui a la méme longueur. Pour
établir notre résultat, il reste & choisir un s/, qui compléte p’ en une exécution
X Z-correspondant a A. L’hypothése d’induction garantit Z(s,—1,s,,_;), de plus
on a R(sp_1, $p). Par définition de la bisimulation, il existe donc un état s/, tel
que R(s),_1,5),) et Z(sn, s,). L'exécution X = p's},, de longueur n, correspond
alors bien a .

Soit A\ une exécution de longueur infinie. En répétant une infinité de fois
cette étape inductive, nous pouvons construire une exécution infinie A’ telle que
A et N Z-correspondent I'une & I'autre, comme annoncé.

La partie réciproque de cette preuve, oil 'on construit A & partir de X, est
analogue. O

Lemme 3. Etant donnée une bisimulation Z entre deux structures K et K’,
soient (s,s') € Z, et X\ et N deux exécutions correspondantes qui partent respec-
tivement de s et s'. Alors :

— Pour toute formule d’état p de CTL", (K,s) = ¢ ssi (K',s") | ¢.

— Pour toute formule de chemin ¢ de CTLy, (K, ) | ¢ ssi (K',N) = ¢.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par induction sur la structure
des formules de CTL". Pour le cas de base, on se donne ¢ = a, ol a est une
proposition atomique de AP. Puisque Z(s,s’), on sait que Lab(s) = Lab’(s’),
par définition de la bisimulation. Par conséquent, (K, s) = a ssi (K, s') = a.
Pour les différentes étapes de I'induction, considérons les cas suivants. Dans les
4 premiers cas, ¢ est une formule d’état, dans la suite c’est une formule de
chemin.

1. op==1:

Ks)Ee o (Ks)EY
(K',s") = v (hypothese d’induction)

(K s') E e

t e
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2. 0=1P1A\tha:

(IC’S) ': P (Kvs) ): Py et (/C,S) ': o
(K',8") |1 et (K, ) |= o (HI)

(K s") o

T e

3. p=Ey:
Supposons que (K, s) = E. Alors il existe une exécution A, qui part de
s et qui satisfait la formule de chemin . D’apres le lemme précédent, il
existe une exécution ) partant de s’ qui lui correspond. Par hypothese
d’induction, (IC,A) = ¢ < (K', X) E 9. Par conséquent, v est également
vraie le long de N, et donc (K',s’) = Et, comme voulu. La preuve de
I'implication (K',s") = ¢ = (K, s) = ¢ est similaire.

4. ¢ = 1), (o ¥, est une formule d’état) :

KNEe o (Ks)Evs
& (K',s") = s (hypothese d’induction)

And (IClv)‘/) Ee

5. ¢ = =) : comme dans le cas 1.

6. ¢ =11 A1y : comme dans le cas 2.

7. ¢ = X1 : Supposons que (K, \) | X 1. Par définition de Popérateur tem-
porel X, (K, \[1,0]) |= v. Puisque A et A’ correspondent 'un & lautre,
il est évident que leurs suffixes A[1,00] et N[1,00] correspondent aussi.
D’aprés I'hypothese d’induction, (IC, A[1,00]) |E ¢ < (K, N[1,00]) = ¢.
Ainsi, (K, N[1,00]) = v, et il s’ensuit que (K',\') | ¢. La preuve de
lautre sens est analogue.

8. ¢ = 11 U1y : Supposons que (K, ) | ¢ Uhy. Par définition de U, il
existe ¢ > 0 tel que (K, A[i, 00]) = 91 et pour tout 0 < j < i, (IC, Alj, o0]) =
9. Comme A et A\ sont deux exécutions correspondantes, leurs suffixes
Ak, 00 et N[k, oo], pour tout 0 < k < 4, le sont aussi. D’apres ’hypotheése
d’induction, (K, [k, o0]) E ¢1 < (K, N[k, x]) | 1 lorsque k < i, et
(K, Ak, 00]) = 2 < (K, Nk, o0]) = b9 lorsque k = i. On en déduit que
pour tout 0 < j < i, (K',N[j,o0]) E 91, et (K',N[i,o0]) = 2. Donc
(K',X) = ¢. La preuve de lautre sens est analogue.

(]

La preuve du théoréeme 1 est une conséquence immédiate de la définition
d’invariance par bisimulation et des lemmes précédents.

Théoréme 3. Deux états qui vérifient les mémes formules de CTL sont bisimi-
laires.
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Démonstration. Soit K et K’ deux structures de Kripke, et s et s’ deux états
qui vérifient les mémes formules de CTL, c’est-a-dire : Vo € CTL, (K, s) = ¢ ssi
(K',s") = . On va montrer que la relation binaire ”vérifier les mémes formules
de CTL 7 est elleeméme une bisimulation. Soit Z cette relation binaire. Deux
états liés par Z, disons s et s, sont étiquetés de la méme facon, puisque 'on a,
pour n’importe quelle étiquette a € AP, (K, s) = a ssi (K, s") = a. Nous allons
prouver la deuxieme condition par contraposition. Soit donc un successeur t de
s tel qu’il n’existe aucun successeur ¢ de s’ qui vérifie Z(¢,t;). Par définition
de Z, pour chaque i, on peut donc trouver une formule ¢; de CTL telle que :
t = g, et t] = p;, quitte & remplacer o; par sa négation. Il n’y a qu’un nombre
fini de telles formules ;, car le nombre de successeurs de s’ est lui-méme-fini
(c’est une conséquence du fait que nos structures ont toujours un nombre fini
d’états). Soit maintenant ¢ la formule EX (o1 Apa A...Apy); ¢ est une formule
de CTL. On a s | ¢ et t £ ¢, donc (s,t) ¢ Z. On peut prouver la troisieme
condition par le méme raisonnement. O

3.3 Bisimulation alternante

Cette notion fut introduite dans [4].

Définition 31. Soient deux CGS C = (Agt, Loc, AP, M, Lab, Mov, Edg) et C' =
(Agt, Loc', AP, M’ Lab', MoV, Edg’). Pour toute coalition A C Agt, une relation
binaire non vide Z C Loc x Loc' est une A-bisimulation entre C et C' ssi pour
tous états s € Loc et s’ € Loc, Z(s,s') implique les trois conditions suivantes :
— Lab(s) = Lab'(s') ;
— pour tout vecteur de mouvements m € Mowv(s, A), il existe un vecteur de
mouvements m’ € Mov(s', A) tel que quel que soit l'état t’ de Next(s', A, m’),
il existe un état t € Next(s, A,m) qui vérifie Z(t,t') ;
— pour tout vecteur de mouvements m’ € Mov(s', A), il existe un vecteur de
mouvements m € Mov(s, A) tel que quel que soit I’état t de Next(s, A, m),
il existe un état t' € Next(s', A,m’) qui vérifie Z(t,t') ;

Si il existe une A-bisimulation Z entre deux états s et s’ qui appartiennent
respectivement aux CGS C et C’, alors on écrit (C,s) =4 (C’', "), et on dit que les
états s et s’ sont A-bisimilaires. De plus, si A et X' sont deux exécutions (finies
ou non) telles que pour tout entier 7, Z(A[i], N'[i]), on notera (C,\) =4 (C', X).

Remarquons que dans les cas A = & et A = Agt, la notion de A-bisimulation
recoupe celle de la simple bisimulation.

Intuitivement, dire de deux états s et s’ qu’ils sont A-bisimilaires signifie
qu’a tout mouvement m de la coalition A depuis s correspond un mouvement
m’ de cette méme coalition depuis s’, dont tous les successeurs sont A-simulés
par un successeur de m; de plus, & tout mouvement m’ depuis s’ correspond
un mouvement m depuis s dont tous les successeurs sont A-simulés par un
successeur de m/'.

38



Cette intuition est & l'origine d’une interprétation en termes de jeu de la
notion de bisimulation alternante. Considérons un jeu a deux joueurs, dont les
positions possibles sont les paires d’états (¢,q’) € Loc x Loc’. La position de
départ est (s, s’). Le jeu oppose un antagoniste & un protagoniste, et consiste en
une suite de tours. Chaque tour se décompose en quatre étapes, et se déroule
de la maniére suivante. On suppose que la position courante est (¢, q’).

1. L’antagoniste choisit I’état g ou ¢/, puis choisit un mouvement my pour la
coalition A depuis cet état ;

2. Le protagoniste choisit un mouvement mso pour A depuis Uautre état (celui
que 'antagoniste n’a pas choisi) ;

3. L’antagoniste choisit un état go parmi les successeurs de cet état, compa-
tible avec le mouvement ms ;

4. Le protagoniste choisit un état ¢; parmi les successeurs de 1’état que I’an-
tagoniste avait choisit au début du tour, compatible avec mq, et tel que
q1 soit étiqueté comme ¢o.

Si l'on atteint une position depuis laquelle le protagoniste est incapable de
désigner un état g; convenable, il est déclaré perdant. L’autre possibilité est
que le jeu se poursuive infiniment ; dans ce cas le protagoniste gagne. Le prota-
goniste gagne si (C,s) =4 (C', '), et perd sinon.

Lemme 4. Soient deur CGS C et C', et A C Agt une coalition. Si Z est une
A-bisimulation entre C et C', alors pour toute paire d’états telle que Z(s,s’) :
— pour toute stratégie Fa de la coalition A dans C, il existe une stratégie F'y
de A dans C' telle que pour toute exécution N € Oute/(s', FYy), il existe
une exécution X € Oute(s, Fa) telle que (C,\) =4 (C',N);
— Réciproquement, pour toute stratégie F'y de A dansC', il existe une stratégie
Fy de A dans C telle que pour toute exécution A € Oute(s, Fa), il existe
une exécution N € Oute/ (s, Fy) telle que (C,\) =4 (C', N).

Démonstration. On construit F'y(7’) par récurrence sur la longueur du préfixe
d’exécution 7/, tel que pour tout état ¢’ de Nexter (s, A, F)y(7')), il existe un
préfixe m de Oute(s, Fa) tel que (C,m) =4 (C',7'q).

Sin’ = ¢, comme Z(s,s’), par définition de la A-bisimulation on peut trou-
ver un mouvement m’ tel que que quel que soit 'état ¢ de Nexte: (s', A,m'), il
existe un état ¢ € Next(s, A, Fa(s)) qui vérifie Z(¢,t'). On prend F/y(s') = m/.

Si |7'] = n. On suppose construit F’(7’'[0,n — 2]), tel pour tout état ¢
de Nexte: (7'[n — 2], A, F)y(7'[0,n — 2])), il existe un préfixe m de Outc(s, Fia)
tel que (C,7) =4 (C',7'[0,n — 2]¢’). Soit donc m € Outc(s, A, Fa) tel que
(C,m) =4 (C',7"). En particulier Z(w[n — 1],#'[n — 1]), donc par définition de
la A-bisimulation on peut trouver un mouvement m” tel que que quel que soit
état v’ de Next(n'[n — 1], A,m”), il existe un état u € Next(w[n — 1], A, Fs())
qui vérifie Z(u,v'). On prend F/ (") =m”.

On peut procéder de méme pour montrer ’autre sens. O

Définition 32. Soit A une coalition fizée. On appelera A-ATL* (resp. A-ATL})
le fragment de ATL* (resp. de ATL;) ot les quantificateurs de stratégie portent
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tous sur la coalition A. Cela correspond a la syntaxe suivante :

A-ATL" 2 Ps, ws = p | Ps | ps V 'd)s ‘ <<A>> Pp
A'ATL; Septp = s | w0 | op Vb | Xy | 0p Uty
ot p décrit ’ensemble AP.

Théoréme 4. Soient C et C' deux CGS avec deux états s et s’ tels que (C,s) =a
(C',s"), ainsi que deux exécutions \ et N qui partent respectivement de s et s’
telles que (C,\) =4 (C',N). Alors :

— pour toute formule d’état o de A-ATL*, (C,s) E ¢ ssi (C',s') = p;

— pour toute formule de chemin ¢ de A-ATL,, (C,\) = ¢ ssi (C',N) | ¢.

Démonstration. Nous procédons par induction structurelle sur les formules de
ATL" et ATL;. Nous développons ici le cas ot ¢ est une formule d’état de A-ATL*
de la forme (A} 1. On suppose que (C,s) =4 (C',s') et (C,s) = .

Alors, par la sémantique de ATL* | il existe une stratégie F'4 pour la coalition
A dans C dont toutes les outcomes A € Oute(s, Fy) satisfont (C, \) = 1. Prenons
une stratégie F’y de la méme coalition dans C’ telle que pour toute exécution A’
de Oute (s, FY)), il existe une exécution A dans Oute (s, Fa) qui vérifie (C,\) =4
(C', X'). Une telle stratégie ") existe d’aprés le lemme. Maintenant, puisque 1) est
satisfaite par toutes les exécutions de Outc(s, Fia), il ne reste plus qu’appliquer
'hypothese d’induction & ¢ (qui est une formule de chemin de A-ATL}) pour
obtenir le résultat escompté. On peut procéder de la méme maniére pour prouver
I’autre implication. O

Sens réciproque :

Théoréme 5. Soit A une coalition. Si s et s’ sont deuz états respectifs de deuz
CGS C et C', tels que les formules de A-ATL vraies en s sont les mémes que
celles vraies en s', alors (C,s) =4 (C', ).

Démonstration. Nous allons prouver que la relation binaire ”vérifie les mémes
formules de A-ATL 7 est une A-bisimulation. Appelons Z cette relation. On se
donne deux états s et s’ qui satisfont les mémes formules de ATL (donc tels que
Z(s,s")). Il reste a justifier que Z remplit les trois conditions qui définissent une
A-bisimulation.

1. Lab(s) = Lab(s’). Les états s et s’ sont étiquetés par les mémes proposi-
tions atomiques, puisqu’ils vérifient les mémes formules de A-ATL, dont
font partie toutes les formules atomiques.

2. La deuxieme condition se montre par ’absurde. Supposons qu’il existe
depuis s un vecteur de mouvements m pour la coalition A, tel que tout
vecteur de mouvements m’ depuis s’ pour A a un successeur t’m, qui n’est
lié par Z a aucun successeur de m. On note t; les successeurs de m. Par
définition de Z, il existe pour chaque m’ et pour chaque ¢ une formule
©m i de A-ATL telle que :

(C ) E omei et (C,ti) = omr i
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Ainsi, (C',t],/) = N\, ©m,i- Puisque il existe un tel ¢, pour chaque m’, on
en déduit qu’il est impossible pour A d’éviter la négation des disjonctions
de ces formules depuis s’, c’est-a-dire que :

(€ 8") = (A) X2V i o i

Du coté de s, chaque successeur ¢; du mouvement m satisfait -, ;, pour
tout m’. Cela prouve bien que

(€, 8) F (A X2V Ai i

On a exhibé une formule de A-ATL qui est vraie en s mais fausse en
s’, ce qui contredit 'hypothese selon laquelle Z(s,s’). Remarquons que
la disjonction et la conjonction qui portent respectivement sur m’ et i
sont toutes deux finies, car les nombres de mouvements et d’états (et par

conséquent le branchement) d’une structure sont supposés finis.

3. La troisiéme condition se montre comme la deuxi¢me.

O

Si Z est une A-bisimulation entre deux CGS C et C’ depuis les états s et s
pour toutes les coalitions A C Agt, on dit que Z est une bisimulation alternante,
et on écrit (C,s) = (C, s).

Voici un exemple de structures alternativement bisimilaires :

2 @0 EEEIO®)

<2.1/' <2M

“@ “@

(1.1\\ <1-1\\
(1.2)

0w 31y °° ®

Elles sont liées par la bisimulation alternante Z suivante :

Z = {(s0,54), (s1,55), (52, 56)}

3.4 GL-équivalence

A notre connaissance, cette définition est une contribution originale.

Définition 33. Soient deux CGS C = (Agt, Loc, AP, M, Lab, Mov, Edg) et C' =
(Agt, Loc', AP, M", Lab', MoV, Edg’). Une relation binaire non vide Z C Loc x
Loc est une GL-équivalence de C vers C' ssi pour tous états s € Loc et s’ € Loc,
Z(s,s") implique les trois conditions suivantes :
— Lab(s) = Lab'(s') ;
— pour toute coalition A C Agt, pour tout vecteur de mouvements m €
Mov(s, A), il existe un vecteur de mouvements m’ € Mov(s', A) tel que
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1. quel que soit Uétat t' de Next(s', A,m’), il existe un état t parmi
Next(s, A,m) qui vérifie Z(t,t') ;
2. quel que soit U'état t de Next(s, A,m), il existe un état t' parmi
Next(s', A,m’) qui vérifie Z(t,t').
— pour toute coalition A C Agt, pour tout vecteur de mouvements m' €
Mov(s', A), il existe un vecteur de mouvements m € Mov(s, A) tel que

1. quel que soit U’état t' de Next(s', A,m’), il existe un état t parmi
Next(s, A,m) qui vérifie Z(t,t') ;

2. quel que soit l’état t de Next(s, A,m), il existe un état t' parmi
Next(s', A,m’) qui vérifie Z(t,t).

Nous avons également besoin de la définition suivante :

Définition 34. Soit Z une relation binaire entre les neuds de deux arbres t et
t.

On écrit que t Z-correspond a t' lorsque Z lie leur racine, et forme une
bisimulation entre ces deux arbres, vus comme des structures de Kripke infinies.

Lemme 5. Soient deuz CGS C et C'. Si Z est une GL-équivalence entre C et
C’, alors pour toute paire d’états telle que Z(s,s') et pour toute coalition A :
— pour toute stratégie Fa de la coalition A dans C, il existe une stratégie F'y
de A dans C' telle que les arbres d’outcomes Outer (s, F'y) et Oute(s, Fla)
Z -correspondent ;
— pour toute stratégie Iy de la coalition A dans C', il existe une stratégie
F4 de A dans C telle que Oute/(s', F'y) et Oute(s, Fa) Z-correspondent.

Démonstration. Supposons Z(s, s). Soit F4 une stratégie pour A. On définit la
stratégie F’y(7') par récurrence sur |7’|, et telle que les préfixes d’outcomes de
F4 et F) de longueur |7’| + 1 soient bisimilaires par Z.

Si " = &', on considere le mouvement F4(s); comme Z(s,s'), il existe un
mouvement m’ tel que

1. quel que soit I’état ¢ de Next(s’, A, m’), il existe un état ¢ parmi ensemble
de successeurs Next(s, A, F4(s)) qui vérifie Z(t,t);

2. quel que soit I’état ¢ de Next(s, A,FA(S))7 il existe un état ¢’ parmi I’en-
semble de successeurs Next(s’, A,m’) qui vérifie Z(¢,t).

/

On pose F'y(s") =m/.
Si 7’| = n. On suppose construit F’ (7'[0,n — 2]) tel que les préfixes d’out-
comes de Fy et F'y de longueur n sont bisimilaires par Z. Il existe donc un
préfixe d’outcome 7 € Out(s, F4) de longueur n qui correspond & 7’. Comme
Z(wln — 1], 7'[n — 1]), il existe un mouvement m’ tel que
1. quel que soit V'état ¢' de Next(n'[n — 1], A,m’), il existe un état ¢ €
Next(w[n — 1], A, Fa(m)) qui vérifie Z(t,t');

2. quel que soit I'état ¢ de Next(ﬂ[n - 1],A,FA(7r)), il existe un état t’ €
Next(n'[n — 1], A,m’) qui vérifie Z(t,t).
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On pose F'y(n') =m/'.

On peut procéder de méme pour montrer 'autre sens. O

Lemme 6. Soient t et t' deux arbres Z-correspondants, avec deuz neeuds res-
pectifs x et 2’ tels que Z(x, ).
Alors les sous-arbres complets t(x) et t'(x') Z-correspondent aussi.

Démonstration. On doit montrer que Z forme une bisimulation entre ¢(x) et
t'(2") et quelle lie leur racine. La deuxiéme affirmation est vraie par I’hypothese
Z(xz,x'), et la premiere résulte facilement du fait que les sous-arbres sont com-
plets. O

Théoreme 6. Soient C et C' deux CGS avec deux états s et s' tels que (C,s)
et (C',s") soient GL-équivalents par une relation binaire Z, deux exécutions A et
X' qui partent respectivement de s et s’ telles que (C, \) et (C', \') correspondent
par Z, et deuzx arbres t et t' qui ont respectivement s et s' comme racines et
sont tels que (C,t) et (C,t') Z-correspondent. Alors :

— pour toute formule d’état ¢ de GL, (C,s) =@ ssi (C',s') E¢;

- pour toute formule de chemin ¢ de GL,, (C,t,\) = ¢ ssi (C', ¢/, N) = ¢;

— pour toute formule d’arbre ¢ de GLi, (C,t) = ¢ ssi (C',t') = ¢;

Démonstration. On procede une nouvelle fois par induction structurelle. Nous
ne développons que certains cas.
1. o = FAgp;, ou A représente une coalition ; ¢ est une formule d’état.
Si (C, s) = ¢, alors il existe une stratégie F' pour pour A dans C telle que
(C, Out(s, F)) E ¢:. D’apres le lemme 6, puisque s et s’ sont liés par Z, on
peut trouver une stratégie F’ dans C’, pour la méme coalition, telle que Z
est une bisimulation entre Oute/(s', F’y) et Outce(s, Fa), vues comme des
structures.
Par hypothese d’induction, on obtient (C’, Out(s’, F')) k= ¢y, et la stratégie
F’ permet d’affirmer (C',s') = ¢.
L’autre partie du lemme sert a prouver I'autre implication.
2. ¢ =3y, ; ¢ est une formule d’arbre.
Supposons que (C,t) = ¢, et notons A exécution de Parbre ¢ qui vérifie
¢p. Nous avons demandé dans I’hypothese que les arbres ¢ et ¢/ soient bisi-
milaires par Z, ce qui par le lemme sur la bisimulation, garantit I’existence
d’une exécution N de l’arbre t' qui Z-correspond & \.
D’ou par HI, (C',t', ) = ¢p, et finalement (C',¢') = .
L’autre sens s’établit de maniere analogue.

3. ¢ =X, ; @ est ici une formule de chemin.
(C,t,\) = ¢ signifie que (C,t(A[1]), A[1,0]) = ¢p. Par hypothese A Z-
correspond a X', donc A[1,00] Z-correspond & A'[1,00], et en particulier
Z lie M[1] et AN'[1]. De plus t Z-correspond a ', et d’apres le lemme, les
sous-arbres t(A[1]) et /(N [1]) sont aussi Z-correspondants.
En appliquant HI, on obtient (C’,¢'(N[1]), N'[1, >0]) |= ¢p, c'est-a-dire que
(C',t',N) = p. L’autre sens s'établit de méme.
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4. o=, Uty
0

Théoréme 7. La relation binaire "vérifie exactement les mémes formules de
GL 7 forme une GL-équivalence entre les états de deux CGS C et C'.

Démonstration. Notons Z la relation binaire ”vérifie exactement les mémes for-
mules de GL 7. Soient s et s’ deux états tels que Z(s,s’). On montre comme
d’habitude que Z vérifie la premiere partie de la définition de GL-équivalence.
Nous développons ici la deuxieme partie :

Supposons en vue d’une contradiction que Z ne vérifie pas la deuxieme
condition, c’est-a-dire que :

il existe un vecteur de mouvements m pour une coalition A depuis 1’état
s, tel que tout vecteur de mouvements m’ pour A depuis s’ vérifie 'une des
assertions suivantes :

1. il existe un état ¢, de Next(s’, A,m’), qui n'est lié par Z & aucun état
t € Next(s, A,m);

2. il existe un état ¢, de Next(s, A,m), qui n’est lié par Z & aucun état

t' € Next(s', A,m).
Appelons ; les états de Next(s, A,m), et t; ceux de Next(s', A,m'). Par
définition de Z, quel que soit le mouvement m’, I'une des assertions est vraie :

1. il existe t/,, tel que pour tout i, il existe une formule ¢, ; telle que :

(CI’ t;n’) ': Pm’ i et (Cy ti) b’é Pm/ i

2. il existe t,,,/ tel que pour tout j, il existe une formule ¢, ; telle que :

Cotw) Eomy et (CL8) F om

Soit un mouvement m’ pour A depuis s’.

1. Si la premiere assertion est vraie, alors m/ a un successeur ¢/, tel que
(C',t).) = N\; ¢mr,i- Cest-a-dire que depuis s, toute stratégie qui démarre
par le mouvement m’ a son arbre d’outcome qui vérifie :

E'X /\1 Som’,i

Donc toute stratégie depuis s’ a son arbre d’outcomes qui vérifie :

\/m’ X /\i Pm’ i

C’est-a-dire que, dans ce premier cas :

(€,5) # 34V, 3K, P

Du coté de s, chaque successeur t; de m vérifie -,/ ;. Donc la stratégie
qui commence par le mouvement m a un arbre d’outcome qui vérifie :
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VXN ~om i
Comme c’est vrai pour chaque m/, I'arbre d’outcome de cette stratégie

vérifie méme :

/\m/ vX \/i Pm’ i

Donc, pour ce cas :

(€. 5) = BA( A VX Vi =)

2. Si la seconde assertion est vraie, alors chaque successeur t;- de m/ satisfait
—@m,j, donc toute stratégie qui démarre par le mouvement m’ a son arbre
d’outcome qui vérifie :

vX \/j TPm’,j

Tous les arbres d’outcomes d’une stratégie depuis s’ vérifient :

Vo VX \/j Pm,j

C’est pourquoi, dans ce second cas :

(C.5') 1 B4V, VXV o)

Du coté de s, m a un successeur t,,  tel que (C,t,/) = N\ ; Pm - Alnsi de-
puis s, la stratégie qui démarre avec le mouvement m a un arbre d’outcome
qui vérifie :

X /\j Pm’,j

et méme, puisque c’est vrai pour chaque m’ :

/\m’ X /\j Som’,j

Finalement dans ce cas,

(€.5) - BA( Ay 3X N, P )

Ainsi, dans les deux cas, nous sommes en mesure d’exhiber une formule qui
est vraie en s mais pas en s, ce qui contredit 'hypothese Z(s, s’). Une nouvelle
fois, les disjonctions et conjonctions des formules que l'on a considérées sont
finies, car elles portent sur les mouvements ou les états de la structure, qui sont
par définition en nombre fini. O

Si 'on compare la définition de la GL-équivalence avec celle de la bisimulation
alternante, on voit que cette derniére est moins forte : une GL-équivalence est
un cas particulier de bisimulation alternante. Cela est rassurant puisqu’on sait
par ailleurs que la logique ATL* peut étre vue comme un fragment de GL. Nous
verrons dans le corollaire 1 de la section 4.5 que la réciproque n’est pas vraie;
autrement dit, la GL-équivalence est une relation strictement plus forte que la
bisimulation alternante.
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3.5 Conclusion

7

Nous n’avons pas trouvé de caractérisation semblable de la relation ”sa-
tisfaire exactement les mémes formules de ATL,. ”. Nous pouvons toutefois
affirmer que cette caractérisation serait strictement plus contraignante que celle
de la GL-équivalence qui figure ci-dessus (car ATL. oo est strictement plus ex-
pressive que GL, voir section 4.5.1).
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Chapitre 4

Expressivité

Cette partie est constituée des résultats d’expressivité comparée que nous
avons établis. Apreés avoir donné deux critéres de comparaison (le pouvoir d’ex-
pression et le pouvoir de distinction), nous les utilisons pour confronter nos
logiques avec les logiques existantes que nous avions rappelées dans le deuxieme
chapitre (CTL, ATL, GL, SL, ...).

Nous avons regroupé dans la section 4.7.3 quelques formules remarquables
de ATLj, ., exprimant certaines propriétés standards de théorie des jeux [17],
comme l'existence d’un équilibre de Nash. Nous établissons a la fin de la sec-
tion 4.7.4 qu'ATL. o et ATL, ., ont le méme pouvoir d’expression. Nous ter-
minons par une comparaison rapide avec d’autres formalismes intéressants, puis
résumons les principaux résultats de la section a ’aide d’une figure.

4.1 Deux criteres formels pour comparer ’ex-
pressivité de deux logiques

Définition 35. Soient L et L' deux logiques. Nous présentons les définitions de
deuz relations d’ordre <., et <g, qui permettent de comparer les expressivités :
— Deuz formules d’état ¢ et @' sont équivalentes lorsque pour toute CGS C
et tout état q :
CaFee(CalEy.
— Deuz formules de chemin ¢ et @' sont équivalentes lorsque pour toute
CGS C, tout état q et toute exécution A € Exec(q) :

CAEee(CANEY.

Nous écrirons £ <., £’ pour signifier que toute formule de £ est équivalente
a une formule de £’. On dit alors que £’ est plus expressive que L.

Définition 36. — Deux CGS C et C' sont indistingables vis-a-vis d’une lo-
gique L ssi elles satisfont le méme ensemble de formules de L.
— On écrit que L <gp L' ssi deur CGS C et C' indistingables vis-a-vis de L'
le sont aussi vis-a-vis de L.
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Remarques :

— On définit également les relations =.,, =4p, <ex €t <gp de la maniere
habituelle.

— <, compare ce que l'on appelle le pouvoir d’expression de deux logiques.

— <gp compare ce que 1'on appelle le pouvoir de distinction de deux logiques.

— Notons que si £ <., L, alors £ <g, L', autrement dit la relation <., est
plus fine que <gj,.

— Ces relations ne constituant pas un ordre total, nous utiliserons parfois la
notation —(z <gp y).

4.2 Expressivité de la logique ATL,.

On va montrer que ~(ATLsc0 <ap ATL"), c’est-a-dire que la logique ATLgc0
permet de distinguer des structures qui sont indistingables par ATL* .

S0 @ so | ma

10 10 3G

82 @ 5/2 @ S:L Ca)

F1G. 4.1 — C; et Cy, deux structures de Kripke indistingables par ATL*

Lemme 7. On prouve d’abord que les deux structures de Kripke représentées
sur la Figure 4.1, avec pour états initiauz respectifs sqo et s(,, sont indistingables
par ATL".

Preuve : La relation R = {(so, (), (S0, %), (51, 57), (51, 84), (52, 85), (s2,55)} est
une bisimulation qui lie les deux états initiaux. Donc les deux structures considé-
rées sont bisimilaires, et par conséquent indistingables par CTL*. Les formules
de ATL™ étant les mémes que celles de CTL™ sur les structures de Kripke, on en
déduit que ces modeles sont indistingables par ATL". O

Il s’agit maintenant d’exhiber une formule de ATL,. o qui permette de dis-
tinguer ces deux structures.
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Lemme 8. Ona s |E <Agt>o X <@>0Xa mais so = <Agt>o X <@>¢Xa

Preuve : Remarquons que 'opérateur <Agt>(, que I'on pourrait noter < E>,
a pour effet de transformer la structure de Kripke en 'un de ses fragments
déterministes (ce qui correspond & une exécution sans mémoire). Dans chaque
état, on supprime toutes les fleches sauf une, et on obtient alors une structure
linéaire. Dans Cs, la stratégie pour le joueur consiste a transformer le modele
comme sur la Figure 4.2. Cette structure linéaire vérifie bien la formule de LTL
X Xa.

Fia. 4.2 — La stratégie gagnante du joueur dans la CGS C,

Dans Cq, les deux seules stratégies possibles transforment la structure comme
présenté sur la Figure 4.3. Aucune de ces structures linéaires ne vérifie X X a,
donc la formule <Agt>) X < @ >¢ Xa est fausse en sg.

O

o o, » . *
4.3 [Expressivité de la logique ATL, ,~\ ) - ¢
Lemme 9. CTL" <., ATL;.,~ 9 - (, avec une traduction en temps linéaire.

Preuve : On prolonge naturellement 'application de traduction o qui permet
d’exprimer CTL dans ATLg ¢ en une application qui va de CTL; vers les formules
de chemin de ATLS. o~ 9 - (. Elle est définie exactement de la méme maniere,
sauf pour les deux étapes inductives qui concernent les modalités temporelles :
— Sip =X, alors o(¢) = Xo (),
— Si ¢ =11 Uy, alors o(¢) = o(11) Uo(vs),
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3
N

82@

FiG. 4.3 — Les deux stratégies a mémoire 0 du joueur dans la CGS C;

La différence réside dans le fait que v, 11 et o désignent cette fois des formules
de chemin.

Il s’agit toujours de prouver que toute formule ¢ € CTL; est équivalente
a o(p), c’est-a-dire que pour toute CGS C, tout état s et toute exécution A
partant de s,

(€, A) F @ssi(CA) = oly)

Nous allons maintenant développer les cas des modalités temporelles :
- =X :

CANEXy & (CALx)])
(1) (hypothese d’induction)

— Le cas ¢ = 91 U1y se traite facilement de maniere analogue, en appliquant
I’hypothese d’induction sur ¢ au chemin A[i, oo] et celle sur ¢; & tous les
Alj, 00] tels que 0 < 5 < i.

La restriction de ce résultat aux formules d’états de CTL™ termine la preuve.

O

4.4 Expressivité de la logique ATL,,

Lemme 10. ATL <., ATL:

sc,0: avec une traduction en temps linéaire.
Preuve : On traduit les formules de chemin de ATL en des formules de chemin
de ATL;,. o, par I'intermédiaire de la fonction o définie par :

— Sip=a€ AP, alors o(p) = a,
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~ Si =, alors o) = o (1),
— Si ¢ =11 Vg, alors a(p) = o)1) V o),
Sip= (B) ¢, alors o(p) = )Agtl < B>q o(¢),
— Si o =X, alors o(¢) = Xo (),
Si @ = 11 Uhg, alors o(p) = o(¢1) Uo(12),
— Si @ =11 Wy, alors o(¢) = (o(¥1) Ua(12)) V Go(iy).
On va prouver que toute formule ¢ de ATL, est équivalente & o(y).
Pour toute CGS C, toute formule ¢ de ATL,, toute exécution A et tout
contexte stratégique sans mémoire F :

(C,N) E @ssi(CA) Fro(p)

Nous développons le cas ¢ = (B)) .
Soit une exécution \ et un contexte stratégique positionnel F'.

CNErale) & (CA]) Fr )Agtl <B>o o(y)

& VA" € Exec(A[0]), (C,\) Fo <B >0 o()
& (CA0]) Fo <B > o(¥)

Cette derniere expression signifie qu’il existe une stratégie F’ sans mémoire
pour la coalition B telle que toutes les outcomes p de la stratégie F’ o @ qui
partent de A\[0] satisfassent o (1)), sous le contexte stratégique F o0&, ¢’est-a-dire
F.

L’hypothese d’induction permet d’établir I’équivalence avec

3G € Strath, . Vp € Out(\[0], G), (C, p) = 1

Nous montrons le sens direct : prenons G = F”’, et supposons qu’il existe un
p de Out(A[0], G) ne vérifiant pas v, alors par HI appliquée au contexte F”,
(C,p) FErr a(), ce qui contredit 'hypothese.

Le sens réciproque se montre de la méme maniere.

Or ¢ est une formule de chemin de ATL,, c’est-a-dire qu’elle vaut X1)s,
s U s ou bien s W gy, ou @, et 1y désignent des formules d’états de ATL.
Dans ces trois cas 'existence d’une stratégie gagnante garantit I'existence d’une
stratégie positionnelle gagnante.

Donc c’est équivalent a

3G € Stratp . Vp € Out(\[0], G), (C, p) = .

En restreignant ce résultat aux formules de ATL et & la stratégie &, on prouve
le résultat annoncé. (]

4.5 Expressivité de la logique ATL,.

On va montrer la proposition
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Proposition 4. —(ATLsc oo <ap ATL"). Autrement dit, la logique ATLs. o per-
met de distinguer des structures qui sont indistingables par ATL*.

Pour cela, nous allons prouver les deux lemmes suivants.

so(~a—b s (~a-b)

FI1G. 4.4 — C; et Ca, deux CGS indistingables par ATL*

Lemme 11. Les deux CGS représentées sur la Fig. 5., avec pour états initiaux
respectifs so et sg, sont alternativement bisimilaires.

Preuve : La relation Z = {(so, s), (s1, 1), (82, $5), (83, $5)} est une bisimulation
alternante. Chaque paire a ses deux états qui portent les mémes étiquettes.

Les joueurs sont appelés A; et As.

L’application o qui & toute exécution (ou préfixe d’exécution) A de C; fait
correspondre l'exécution (ou préfixe d’exécution) N de Co obtenue en mettant
des ’ & chaque état constituant )\, est manifestement une bijection entre les
ensembles des exécutions (ou préfixe d’exécution) des deux structures.

Soit ¢ € {1,2}. On définit les applications :

Move(s1,4;) —  Movg (s], 4;)

v . 1 — 1
2 - 2

Move,(s), 4;) —  Move(s1, 4;)
- 1 - 1
¢ 2 - 2
3 — 1

Alors pour chacun des deux joueurs A; € Agt, les deux affirmations suivantes
sont vérifiées :
— pour tout mouvement m’ de Movg, (s}, A;),
Next(s}, A;,m') C J(Next(sl,Ai, vy, (m’)))

— pour tout mouvement m de Mov¢(sy, A),

Next(sy, Aj,m) C o (Next(s’l, A, va, (m)))
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Ceci établit que Z est une A;-bisimulation (pour les deux joueurs A4;).
Pour conclure est une bisimulation alternante, il suffit de remarquer que Z est
également une bisimulation.

O

Il s’agit maintenant d’exhiber une formule de ATL,. » qui permette de dis-
tinguer ces deux structures.

Lemme 12. Considérons la formule ¢ = <A1 > X ( <Ay > XaA <Az > Xb).
Sur la Figure 4.4, on a :

1. (C2,80) E o
2. (61780) l;é %2}

Preuve : Dans Co, une stratégie fa, telle que f4,(sps]) = 3 nous met dans un
contexte qui vérifie que des stratégies fa, et f telles que fa,(sps)) = 2 et
[, (s681) = 1 prouvent respectivement <Ay > Xa et <Ay > Xb.

Dans Cy, une stratégie f4, telle que fa,(s)s}) = 1 nous met dans un contexte
tel qu’il sera impossible & A> d’obtenir b au coup suivant. De méme, une stratégie
fa, telle que fa,(s(s]) = 2 nous met dans un contexte tel qu’il sera impossible
a A, d’obtenir a au coup suivant. O

Ceci termine la preuve de la proposition 4.
Par ailleurs, on voit facilement que les mémes arguments permettraient
d’établir que la formule suivante de GL distingue C; et Cs :

34, (IX X a A IX X D)

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1. La logique GL permet de distinguer des CGS indistingables par
ATL*.

De cela, on déduit que la Figure 4.4 présente un couple de CGS qui sont
alternativement bisimilaires, mais pas GL-équivalentes.

4.5.1 Comparaison avec GL

Nous avons qu’aussi bien GL que ATL. o permettent de distinguer des CGS
alternativement bisimilaires. Nous comparons maintenant ces deux logiques
entre elles, et nous allons montrer que —(ATLs. o0 <g4p GL), C’est-d-dire que
la logique ATLg. oo permet de distinguer des structures qui sont indistingables
par GL.

Lemme 13. On prouve d’abord que les deux CGS représentées sur la Figure 4.5,
avec pour états initiauz respectifs so et sy, sont indistingables par GL.

Preuve : La relation binaire R = {(so, s3); (s1, $7); (s2, $5); (s3, 5)} est une GL-
équivalence.
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(1.1.1) (1.2.3) (2.1.2)
(1.3.1) (1.3.3) (2.2.2)
(1.1.2) (2.1.1) (2.3.3)
(1.2.2) (2.3.1) (2.2.3)

,(3.3.2)
1(2.3.2)
,(1.3.2)

(1.2.3) (2.1.2) (3.1.2)
(1.3.3) (2.2.2) (3.2.2)
(2.1.1) (2.3.3) (3.2.3)
(2.3.1) (2.2.3) (3.3.3)

(
(3.1.1) (1.

(3.3.1) (1.1.2)
(

Fia. 4.5 — C; et Ca, deux CGS indistingables par GL

Soient les applications

Move(s1, A1) —  Movg (s), Ar)
Vo 1 — 1
2 = 2

Movg, (s, A1) — Move(sy, Ay)
, 1 - 1
74 9 s 9
3 — 1

Et pour j € {2,3}, on définit les applications :

Move(s1, 4;)

1 — 1
vyt 2 . 9
3 — 3

Move, (sh, 4;) — Move(s1, 4;)
. 1 - 1
Vi 2 2
3 — 3

—  Movg, (], 4;)

En faisant le produit de ces applications, on étend ces définitions en une
définition de v4 pour chaque coalition A C Agt. Ainsi, quelle que soit la coalition

A, on a:

— Vm’ € Movg, (s}, A), Next(s}, A,m’)

= g(Next(Sl7 A, V/A(m/)))

— Vm € Movc(s1, A), Next(s1, A,m) = o1 (Next(s’hA, VA(m)))

O

Il s’agit maintenant d’exhiber une formule de ATL,. o qui permette de dis-

tinguer ces deux structures.

Lemme 14. Sur la Figure 4.5, on a :

1. (C1,80) £ <A1 > X(<ly > XbA <43 > Xa);
2. (Ca,5p) E <A1 > X(<A2> XbA <43 > Xa)
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Démonstration. Considérons la CGS C;. Depuis I'état sq, si le joueur A; joue
son mouvement 1, alors le joueur As ne peut pas éviter 1'état ss; il ne peut
pas garantir la propriété X b. Maintenant, si A; joue 2 depuis s1, alors Az ne
peut éviter s3, et n’a donc pas de stratégie dont I’arbre des outcomes a toutes
ses branches qui satisfont X a. Cela montre bien que depuis g, le joueur A; ne
dispose pas d’un contexte stratégique qui permet X (<A4y > XbA <Az > Xa).

Depuis I'état s} de Pautre CGS, Ay dispose d’un nouveau mouvement 3, plus
permissif, donne 'opportunité au joueur A, d’assurer X b, via son mouvement
2, aussi bien que celle pour Az d’atteindre un objectif X a en jouant 1. O

4.5.2 Comparaison avec CTL*

L’usage de contextes stratégiques dans ATL permet d’atteindre I'expressivité
de CTL*

Lemme 15. CTL" <., ATl o0, avec une traduction en temps linéaire.

On définit 'application de traduction o depuis CTL:7 vers ATLgc o0 :
~ Sip=a€AP,alors o(p) =a

— Si ¢ = -, alors o(p) = —0 ()

= St =11 Vg, alors o(p) = o(p1) V o(t2)

— Sip =X, alors o(p) = <@ > Xo(p)

— Si ¢ =11 Uy, alors o(p) = <@ > (1) Uo(he)

— Si ¢ = E, alors o(¢) = <Agt > o(v)

— Si o = A4, alors o(p) = = < Agt > -0 ()

Voici deux exemples qui illustrent cette transformation :

— EG (P V X P) est équivalente & <Agt> G (PV <@ > X P);
— E(F P = F P’) est équivalente a

<Agt> F (<@ > G-P)V <Agt> G (<o > FP')

Preuve : Nous allons montrer le lemme intermédiaire suivant :

Lemme 16. Soit C une CGS. On montre par induction structurelle sur CTL;
que pour toute formule ¢ de CTL;, pour toute stratégie F' de la coalition globale
Agt et tout état s, si l’on note As p l'unique élément de Out(s, F), on a :

(€, Asp) o 580 (Cys) Fr o(p)

Preuve :

1. p =X
Soit F' une stratégie pour tous les joueurs, et un état s.
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(C,s) Er a(X) & (C,s) Er <@ > Xo(p)
& YA € Out(s, F). (C,\) Er Xo(v)
& (CAr) ErXa(¥),
car Pensemble Out(s, F') est réduit & {s 7}
& (CAsr[l]) Eraa o),
(C, Ax, ppu),pr1) F ¢ (par HI)
& (CAsr[lod)) EY
puisque la seule outcome de FM! depuis
s, p[1] est As p[1, 0]
= (C,As,r) E X

3

2. Le cas ¢ = 11 Uy peut se démontrer par un raisonnement semblable.

3. Si p = E : soit une stratégie I’ de Agt et s un état. Alors ¢ se traduit
par <Agt > o(1).
Cette formule est vraie en s ssi il existe une stratégie F’ pour Agt telle
que tous les outcomes de Out(s, F' o F') satisfassent o(¢)), sous le contexte
stratégique F' o F.
Or o(v) est une formule d’état de ATL,. ~, donc c’est plus simplement s
qui doit vérifier o(¢)) sous le contexte F’ o F', qui est évidemment égal &
F.
En appliquant I’hypothese d’induction & chaque stratégie F’ depuis 1’état
s, on obtient I’équivalence avec l’existence d’une stratégie F’ telle que
As,pr = .
Or dans toute CGS C, si 'on fixe un état s, 'application entre S’crat,‘i‘ét et
Exec(s) qui & F” associe A pr est bijective; I'existence d’une stratégie est
donc équivalente a l’existence d’'une s-exécution, ce qui implique que tout
ceci est enfin équivalent & s = Ei, ou bien & Ay p = Et.

4. On peut traiter le dernier cas ¢ = At avec les mémes arguments.
O

On peut maintenant montrer que pour toute formule ¢ de CTL" et tout état
87

(Ca S) |: ¢ ssi (C,S) ’: 0(90)'

Supposons que ¢ = E, avec ¥ une formule de chemin de CTL;.

Soit s un état. Alors (C,s) = o(p) signifie qu’il existe une stratégie F' pour
la coalition globale Agt telle que YA € Out(s, F'), (C, A) =r o(v). Comme (1))
est une formule d’état de ATLg. o, c’est équivalent a l’existence d’'une stratégie
F pour Agt telle que (C, s) =r o(1).
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En appliquant le résultat du lemme ci-dessus a la formule de chemin
depuis I'état s et a toutes les stratégies F' de Agt, on obtient 1’équivalence avec
lexistence de F pour Agt telle que C, \s r) = .

Or il existe une stratégie pour Agt ssi il existe une s-exécution, ce qui im-
plique que tout ceci est enfin équivalent a (C,s) = E.

On a prouvé que les formules ¢ et o(p) sont équivalentes sur les CGS. On
voit bien que la traduction se fait en temps linéaire. O

4.6 Expressivité de la logique ATL_. ~ ) - (

Lemme 17. Lorsqu’on se limite a 1 joueur, ATLSC o N Y <ep CTLY

Preuve : Nous définissons par induction deux applications de traduction oy et
Oagt; qui vont des formules de chemin de ATLL, .~ )-(, vers CTL;. Remarquons
que la premiére transforme toute formule de chemin de ATLS, oo~ 9 - ¢ en une
formule d’état de CTL™.

oz(a) =a et opgt(a) =
() et opg(— ) —0pgt(Y)
(¥) et oagt(V V@) = oagt() V oag(w)
0z(X 1) =Xog(¢) et ongt(XY)) = Xonge(¥)
ox(PUp) =0z(1) Uogy(p) et ongt (Y U @) = onge(v) Uong(p)
oo (<Agt> ) = Eoag(1)) et ongt( <Agt > 1)) = Eopg (1))
0p(<@> )= Aog() et oag( <D > ) = oage()

Soit C une CGS a 1 joueur. On va montrer que pour toute formule ¢ de
/—\TL:C o N\ 9 {, pour tout contexte stratégique F' d’une coalition quelconque
A (501‘5 @ soit Agt puisqu’on suppose qu’il n’y a qu’un joueur), et pour toute
outcome A de F' depuis un état s fixé :

(€, A) Foalp) ssi(CA) =r e

1. Traitons d’abord le cas ¢ = 11 U s.

Soient F' une stratégie pour une coalition A et A I'une de ses outcomes
depuis s. Alors (C, \) = 0a(p) est équivalent & (C, A) = oa(11) Uoa(e),
c’est-a-dire qu’il existe i tel que (C, \[i, 00]) = 0a(2), et pour tout j < i,
(Cv )‘[ 2 OO]) ': UA(@[JI)'

Appliquons maintenant HI, pour tout les k& compris entre 0 et i, a la
stratégie ' et au chemin A[k, o] (qui est bien une outcome de FM*
depuis A[k]). Si k = 4, on applique I'hypothése d’induction portant sur ¢s,
et celle sur ¢, dans les autres cas.

On a alors (C, \[i,00]) = 0a(p1 Uby) est équivalent a (C,\) Er ¥1 Uhs.
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2. o= <Agt> 1 : on fixe A C Agt, F € Strat}’, s € Loc et A € Out(s, F).
(C,\) E ca(p) signifie quil existe une exécution N qui part de s et qui
satisfait oagt(1).

Par la bijection déja utilisée, c’est équivalent a I’existence d’une stratégie
F' pour Agt, telle que toutes les outcomes A depuis s (il n’y en a en fait
qu’une seule) vérifient oag ().
Par hypothese d’induction, c’est équivalent a
JF" € Stratyy, telle que VA" € Out(s, F'), (C,N') Frr 9.

Comme I’ = F' o F, c’est équivalent &

JF' € Stratyy, telle que VA" € Out(s, F' o F), (C,\) EFior ¥,
c'est-a-dire & (C, s) = <<Agt > 1, et enfin & (C,\) Er <Agt > .

3. Sip=<@> 1.

On distingue cette fois les cas A = @ et A = Agt.
Si A = Agt, alors (C,\) = oa(p) signifie que (C,\) = oag(?), ce qui
est équivalent par HI a : (C,\) Er ¢. On voit directement que ceci est
équivalent & (C,\) |Ep <@ > 4, car F est un contexte stratégique global.
Maintenant si A = @, (C,\) E og(yp) signifie VN € Exec(s), (C,\) E
oz (). Par HI, c’est équivalent & VX' € Exec(s), (C,\') |Er ¥, c’est-a-dire
a (C,\) Er <@ > 9, puisque F est le contexte stratégique vide.

En appliquant ceci dans le cas ol ¢ € ATL:C,OO ~ 9 - {, on prouve que
les formules ¢ et oz (p) sont équivalentes sur les CGS avec 1 joueur. Cette
traduction se fait évidemment en temps linéaire. O

4.7 Expressivité de la logique ATL_,

4.7.1 Comparaison avec GL

Lemme 18. GL <., ATL? avec une traduction en temps linéaire.

s¢,007

*
5C,00,p

Preuve : On définit par induction I’application o: GL, — ATL

— Sip=a€AP,alors o(p) =a

— Si =, alors o(p) = —o (V)

— Si ¢ =11 Vg, alors o(p) = (1) V o(ha)

— Sip =X, alors o(p) = Xo(p)

— Si ¢ =1 Uy, alors o(p) = a(11) Uo(i)e)

— Si =3, alors o(p) =~ <@ > —0(v)
Si ¢ = FAY, alors o(p) = YAgt{ < A> o(¢)

Soit C une CGS. On montre par induction sur les formules de chemin de GL,,
que, quel que soit le contexte stratégique F' de domaine A quelconque, et quelle
que soit 'outcome X\ de F' depuis un état ¢ :

(C,0ut(q, F),\) = ¢ ssi (C,A) Er o(e)

telle que :
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1. Si ¢ = X 9. Etant donnés un contexte stratégique F' et une outcome A,

(C,\) Er a(p) est équivalent & (C, A[1,00]) Epaa o(¥).
Appliquons & présent HI au contexte stratégique décalé FM! et a1'exécution
A[1, 00], qui est bien une outcome de F** depuis A[1]. En remarquant que :

Out(A[1], F) = Out(q, F)(A[1]),
(C, A1, 0]) [Epaa o(9) est équivalent a (C, Out(q, F')(A[1]), A[1, 00]) = 9.
Cela signifie exactement (C, Out(q, F'), A) = X .
2. Si ¢ = 11 Uy, alors un raisonnement similaire donne le résultat.

3. Si o = Fp. Solent A C Agt, F' € Straty’,q € Loc et A € Out(q, F). Alors
on a la suite d’équivalences :

CAN) Er—<@> 0o(y)
VA € Out(s, F). (C,\) Er Xo(v)
(€,q) Fr <@ > —o(¥)
(YN’ € Out(g, F), (C,N) for (1))
5X € Out(q, F), (C,N) Fr o(¥)

par HI appliquée a chaque X’
I\ € Out(q, F), (C,0ut(q, F),\) E ¢
(C,Out(q,F)) E 3
(€, Out(g, F), \) k= 3

(€, A) Froa(e)

O

3

Tt ¢

4. Si ¢ = AB1Y. Soient A C Agt, F' € Straty, ¢ € Loc et A € Out(q, F'). On
raisonne par équivalence :

99



(€, A) Eroale) (€, A) Er )Agtt <B> o()
(C,q) Fr )Agtt <B> o(¢)
(C,q) F <B> a(y)

JF’" € Straty. VX € Out(q, F').

C,\) Er o(v)

par HI appliquée a chaque \’

& JF’ € Straty. VX' € Out(q, ).

(C,0ut(q, F'),\) =

puisque v est une formule d’arbre
3F’ € Straty, (C,Out(q, F")) = ¢
(C.q) =3By

puisque ABY est une formule d’état

& (C,0ut(q, F),\) | 2By

te o

¢ ¢

En appliquant ce résultat a la stratégie @ pour la coalition &, dans le cas ou
 est une formule d’état, on a prouvé que les formules ¢ et o () sont équivalentes
sur les CGS. On voit bien que la traduction se fait en temps linéaire. O

Nous avons le corollaire suivant :

Théoréme 8. ATL? >or GL

sc,00

En effet, on a établi dans la section 4.5.1 que —(ATLge 00 <gp GL). Or ceci
implique directement que =(ATL;c 00 <cx GL), et a fortiori que =(ATL, o, =ca
GL)

4.7.2 Comparaison avec SL

Théoréme 9. ATL.. .~ ) { <e» SL, avec une traduction en temps linéaire.

sc,00

Démonstration. Soit une coalition A. On définit par induction une application
o4 ATL ., oo~ 9 - ¢ — SL telle que :

— Sip=peAP,alors o4(p) =p

— Sip =, alors o4 (p) = ~0a(v))

— Si ¢ =11 V by, alors o4(p) = aa(1h1) V oa(ihe)

~ Sip = <B> 1, alors oa(p) = () (B,z) [yl (AU B,y) oaus(¥)

— Sip =X, alors oa(p) =Xoalp)

— Si @ =11 Utbg, alors oa(p) = 0a(th1) Uoa(tha)

Si F' est un contexte stratégique, on dira qu’'un assignement complet y est
fidéle a F' si pour tout les joueurs A; de dom(F), x(A4;) = F|a,.

Soit C une CGS. Soit ¢ une formule de chemin de ATLL, , .~ - (.
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On montre par induction sur ¢ que, quel que soit le contexte stratégique F
de domaine A, et quelle que soit la g-outcome A de F, si y est un assignement
complet fidele & F' (et tel que la g-outcome de x(Agt) est A), on a :

(C’)‘) ':F ¢ ssi (C7X7)‘70) ': O'A(QO)

Nous précisons uniquement le cas ¢ = <B > 1. Pour se convaincre de
I’équivalence dans ce cas, il suffit de remarquer que la donnée d’une outcome
de Out(q, FoF’), ou Fg est une stratégie de la coalition B, est équivalente a la
donnée d’une stratégie pour la coalition AU B; les quantifications universelles
sur les stratégies de AU B et sur Out(q, FgoF') sont donc équivalentes.

L’application de ce résultat dans le cas ou F' est le contexte stratégique vide
et ¢ une formule d’état quelconque de ATLS. .~ ) - ¢, donne que depuis tout
état q :

(C,q) Ey ssi(C,q) F oa(p)

4.7.3 Quelques formules remarquables de ATL?

sc,00

Nous commengons par introduire un nouveau quantificateur de stratégies
afin de pouvoir spécifier que “pour toute stratégie d’une coalition A, toutes les
outcomes correspondantes satisfont la formule ¢” :

[-A-}(pd:efﬁ <A> - <@> .

qui se traduit par :
(C,0) Er [A]@ ssi VF4 € Strat(A). Vp € Out(l,Fao F). (C,p) Er,or ¢

Cette modalité n’est pas le dual de <A>, parce que nous souhaitons une quan-
tification universelle sur les outcomes. Elle est par conséquent différente du [A]
de [3] qui spécifie lexistence de contre-stratégies garantissant ¢ pour Agt \ A.

Exemples de propriétés s’appuyant sur des contextes stratégiques

Les modalités <A> nous permettent d’exprimer de nombreuses propriétés
concernant les stratégies, bien connues en théorie des jeux (voir par exemple [17]).
En particulier, nos logiques peuvent exprimer les différents exemples de pro-
priétés qui ont motivé les introductions de SL, de QD,, et de IATL :

— Nous pouvons exprimer le fait que “Le joueur 1 peut garantir ®, dés lors

que le joueur 2 joue pour garantir ®o” par la formule suivante :

U= <Ay > [A] ((->A1<- <@> <1>2) = @1). (4.1)
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*

se,00» NOUS Obtenons :

En interprétant ¥ avec la sémantique d’ATL

(C,f) ): U ssi dF. VFQ.(V[)Q S OUt(ﬂ, {FQ}) (C,pg) |:F2 q)g) =
(Vp € Out((,{F1, F2}). (C,p) E(r /) ®1)  (4.2)

L’usage de la modalité )A;{ nous permet de spécifier que ®; doit étre
garantie par le joueur 1 uniquement lorsque le joueur 2 joue selon une
vraie stratégie qui garantit (quoi que fasse le joueur 1) ®s.

— Etant donnés deux joueurs A; et As ayant pour objectifs respectifs @1 et
®,, on dit de deux stratégies Fy et Fy qu’elles constituent un équilibre de
Nash si il n’y a pas de “meilleure” stratégie F| pour A; (par rapport a
Pobjectif ®1) lorsque le joueur 2 joue selon Fy, et réciproquement pour le
joueur 2. Cette propriété caractérise des paires de stratégies. La formule
suivante est vraie dans les états £ ssi il existe un équilibre de Nash depuis
{:

<Ay, Ay > <(<A1 > D)= P A (<hAy > §y) = <I>2)

— le winning secure equilibrium [10] est une forme particuliere d’équilibre
de Nash, ou les deux joueurs peuvent coopérer pour satisfaire un objectif
Dy APy, et si le joueur 1 (resp. 2) abandonne la coopération pour garantir
—®y (resp. —=Pq) alors le joueur 2 (resp. 1) peut obtenir =®; (resp. =®s).
L’existence d'un tel équilibre peut étre formulée comme suit (®; et Po
sont supposées étre des formules de LTL) :

<A1,A2 > (q)l A (DQ N [Al} (_\(1)2 = _\‘1)1) A\ [Ag} (_\‘1)1 = _‘@2)).

En effet cette formule exprime que les joueurs 1 et 2 peuvent coopérer
afin de garantir leurs objectifs respectifs, mais qu’il n’est possible a aucun
joueur de garantir son propre objectif tout en empéchant ’autre joueur
d’atteindre le sien.

— On peut également exprimer la notion de stratégie dominante, i.e., le fait
qu‘une stratégie soit meilleure que toutes les autres pour un objectif donné.
Un état ¢ satisfait la formule suivante ssi il existe une stratégie dominante
du joueur A; depuis ¢ pour I'objectif & :

<A > <<Agt\A1> (ﬂ<I>:>ﬁ<A1><I>))

En effet, si 'adversaire a une contre-stratégie pour garantir =® lorsque
Ay joue selon sa stratégie dominante, alors A; n’avait aucune stratégie
gagnante contre cette contre-stratégie.

Borner la mémoire de ’adversaire

Notre définition de stratégie a mémoire bornée ne donne pas de restriction
aux possibles contre-stratégies des adversaires. Pourtant, il pourrait dans cer-
tains cas étre intéressant de chercher des stratégies qui ne gagnent que contre
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des adversaires déterministes qui ont une mémoire bornée. Cela peut étre ex-
primé dans notre logique en dualisant le quantificateur de stratégie a mémoire
bornée. En effet, si 'on pose :

M%¢¥ﬁ<A>ﬁ<@%@,

alors la formule
<A> [Agt\ A], @

spécifie que la coalition A a une stratégie garantissant @ si la coalition adverse
a une mémoire bornée par b.

Expressivité de 'opérateur )A(

Jusqu’ici, nous avons illustré l'utilité de la modalité )A( en exprimant la
modalité classique ’ATL* {A) par )Agt{ <A> :on oublie d’abord le contexte
stratégique courant, puis on quantifie sur I'existence d’une stratégie pour A :
l'utilisation de opérateur ) - ¢ est justifiée par le fait que la stratégie doit étre
réelle, autrement dit correcte pour n’importe quel choix des autres joueurs. En
réalité, cette modalité n’apporte pas d’expressivité & ATL :

sc,00 *

Théoréme 10. Pour toute formule ® d’ATL il existe une formule U qui

s¢,007

ne contient aucun opérateur )—{, et telle que & = V.

*
5C,007

Démonstration. Etant donnés un ensemble de joueurs C' C Agt et @ € ATL

Jr , . —=C .
nous définissons récursivement une formule ®  comme suit :

“As 0 Y A oA TA(P et A
dUT 5 UuT” Xo° x5
mc d:ef 60 A @C @C d:ef _|60

e p

Dans la suite de cette section, si F' est un contexte stratégique pour une
coalition A, on utilisera la notation dom(F') pour désigner le domaine de ce
contexte, c¢’est-a-dire ici A.

De plus, on abregera Fiagi ¢ en F c.

Lemme 19. Pour toul contexte stratégique F, toute coalition C C dom(F),
toute formule ® € ATL et toute formule de chemin ®,, on a :

sc,00

—C
CadFrc.® < (CqFr® .
(C7p) ':F\c (I)p A (C,p) 'ZF (I)P
Démonstration. Nous le prouvons par induction structurelle sur les formules.
Dans cette preuve nous utiliserons C’ comme abréviation de la coalition C'\ A.

De plus, pour une coalition B fixée, on notera Fp pour indiquer qu’il s’agit
d’une stratégie de B.
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v A ®.

Nous avons les équivalences suivantes : (C,q) =p <A > [C']5% signifie
par définition

3Fy. VEqr. Yp € Out(q, For o Fao F). (C,p) FEFoFaoF Ecl,
L’hypothese d’induction entraine
IFA. VFer. Yp € Out(q, For o Fao F). (C, p) ':(FC/OFAOF)\(c’) ©,
ce qui est équivalent a, puisque (Fgr o Fa0 F)\¢r = Fao (F\¢) :

3F 4. VFor. Vp € Out(q, Fer o Fao F). (C, p) ':FAO(F\C) ©,

ou bien, comme on a :

U Out(q, For 0 Fy 0 F) = Out(q, Fa o (F\¢))
Foo€Strat(C7)

3F4. ¥p € Out(q, Fao (F\¢))- (C,p) Erao(rc) ¢
cela nous amene a (C,q) Fr_ . <A > @, qui est le résultat annoncé.

~p )A( . D'une part, d’apres la sémantique d’ATL}, ,
(C,q) BEre YAty ssi (C.q) BRcoa ¥
D’autre part, I’hypothese d’induction dit que :
(C.q) Ercun @ ssi (Coq) Er @

En assemblant les deux équivalences, nous obtenons le résultat annoncé.

nous avons :

~ ¥ ¥ LUy, Par définition ’ATLE, .,

(C,p) Er_. ¥ si et seulement si :
Ji. (C, pli, o)) F(ro)ei ¥ et VO < j <. (C, plj, 00]) E(r o)ea ¢

D’apres 'hypothese d’induction, la formule précédente est équivalente a
la suivante :

. . —C . . . .
Ji. (C, pli,o0]) Epes ¥ et YO < j < i. (C, plj, o0]) Epes B,

Lo . —C P p p
ce qui signifie que (C,p) Er »° Ut . Nous avons démontré le résultat
annonce.

— Les cas restants sont faciles.

=9 N ’ . PR
En prenant ¥ = ® | on acheve la démonstration du théoreme.
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4.7.4 Expressivités comparées de ATL,. ., et ATL,  _~ )-¢(

Nous allons a présent montrer que les contextes stratégiques permettent a
ATLsc 00 d’atteindre le niveau d’expressivité de ATLS, .~ - ¢. On peut déja le
remarquer dans cet exemple simple : considérons la formule de CTL* ¢ = EGF a
(qui exprime que a apparait infiniment souvent le long d’une exécution); il est
bien connu dans la littérature que ¢ ne peut pas s’exprimer dans CTL [16].
Pourtant ¢ est clairement équivalente (sur les structures de Kripke, qui sont des
CGS a un seul joueur) a la formule <A> G <@ > Fa, qui est dans ATL,. « :
en effet, dés qu’un contexte stratégique est fixé pour 'unique joueur A, I'usage
du quantificateur <@> ne modifie pas le choix de I'exécution sous-jacente, ou
F a est interprétée. Il est possible de faire valoir cette approche sur toutes les
formules de ATL:, ..~ 3 - { ; I'idée est de :

s5¢,00

1. d’abord utiliser systématiquement des contextes stratégiques globauz (en
complétant chaque contexte a ’aide de quantificateurs de stratégies por-
tant sur les joueurs manquants), ce qui garantit que l'on peut sans consé-
quences insérer la modalité <@> devant chaque opérateur temporel, puis

2. s’assurer que pour chaque quantificateur de stratégie <A, la coalition A
ne peut pas profiter des stratégies que 1'on a ajoutées. Pour cela, nous rem-
plagons <A > ¢ par la sous-formule <A > = <Agt~ (AUB) > —p, ou B
constitue la partie du contexte sur laquelle A peut s’appuyer pour choisir
sa stratégie (c’est-a-dire que A ne “connait” que les stratégies utilisées
par les joueurs de B). Nous faisons suivre une description formelle de ce
mécanisme.

*

Voici une traduction depuis ATL;. .~ - vers ATLg. o. Etant données une
formule ® de ATL;, .o~ ) - { ainsi qu'une coalition B, on définit inductivement

sc,00

PLB] comme suit :

~ ——[B
P[B] d:efP (p/\w[ }d:ef

< [B] de ~]
Xap[ ! L o> X(p[B]

BB p I8

— def A
1B def 58]

_———_|[B ~[B ~
sU0 T <o P U
[B] def

<A> ¢ Y <Ad> - <Agt~ (AUB) > 348l

Il est clair que BB est une formule de ATLgc,00. Nous allons d’abord prouver
le lemme suivant, qui établit que la valeur de vérité attribuée a une formule
d’état P14 interprétée sous un contexte stratégique H, dépend uniquement de
H|A :

Lemme 20. Pour toute formule d’état o, tous contextes stratégiques I, G et

G’ tels que dom(F) N dom(G') = @, dom(G) € dom(G') et G|y = G, on a

(C7Q) ':GOF (ﬁ[dom(F)] <~ (67 q) }:G’OF @[dom(F)]
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Démonstration. La preuve se fait par induction structurelle sur les formules. Les

cas des propositions atomiques et des opérateurs booléens se traitent facilement.
—— [dom(F)] .
Prenons ¢ f A Y. Alors (C,q) Egor <A > se traduit par

(C.q) Ecor <A> - <Agt~ (AUdom(F)) > —gpldom(F)VA] Par conséquent il
existe F)q € Strat(A) telle que pour tout F’ € Strat (Agt ~ (AU dom(F))), on a

(C,7) EFroriocor J[dm(F)UA}, ou 7 représente la seule exécution de Out(g, F' o
FaoGoF).

On voit bien que (C,7) Eror,o0Gor Pldom(FUA] puisque F’ o Fy écrase les
stratégies G et G’ du contexte. On peut prouver l'implication réciproque en

suivant les mémes étapes.
O

Le lemme suivant permet d’établir un lien entre la valeur de vérité de ¢ et celle
de plP!

Lemme 21. Soit C une CGS, q un de ses états, et F' un contexte stratégique.
Alors pour toute formule ¢ dans ATLg,. .~ )-(, pour tout contexte stratégique G
tel que dom(G) = Agt~dom(F), et pour toute outcome infinie * € Out(q, GoF) :

(Caﬂ-) ':F P <= (C,ﬂ') ':GOF ()’O\[dom(F)].

De plus, si ¢ est une formule d’état, ce résultat reste vrai pour tout contexte
stratégique G dont le domaine est disjoint de dom(F').

Démonstration. La preuve est une induction sur la structure de .

1. Si ¢ = X : pour tout G t.q. dom(G) = Agt ~ dom(F'), en notant 7
I'outcome résultante depuis ¢, nous avons la suite d’équivalences :

CmEre &  (Cr[l,0]) Fpra
& (C,7[1,00]) E(goryr plEomE)] (par HI)
& (C,7) Egor Xpldom()]
& (C,7) Egor <@ > X gldom(F)]

(parce que Out(q,Go F) = {n})

2. Si ¢ =11 Uy : ce cas peut se traiter comme le cas précédent.

3. Sip = <A > 1 :nous allons prouver la seconde affirmation, qui est plus
générale. Soit G un contexte stratégique tel que dom(G) Ndom(F) = &,
et m une outcome de G o F' depuis g. Dans cette suite d’équivalences, la
coalition dom(F') U A sera notée D.
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CaEre & (C9Fr <A>19
< JFy € Strat(A). Vo' € Out(q, Fa o F).

(C.7") EFaor ¥
& 3F, € Strat(A). VF' € Strat(Agt (D)).

(

D)

Vr' € Out(q, F' o Fyo F).

C
C,7') EFaor ¢
& JFy € Strat(A). VF' € Strat(Agt ~ )

V' e OUt(q,F’ oFyo0 F) (C,T( ) }ZF’OFAOF {b\[D]
(par hypothese d’induction)
& 3F, € Strat(A).VF' € Strat (Agt ~ (D))
Vr' € Out(q,F' o Fy 0o Go F).
(Caﬂ'l) ):FIOFAOGOF J[D]
(F'oFjo0GoF =F oFso0F, car F' écrase G)
&  JFy4 € Strat(A).VF' € Strat (Agt ~ (D))
Ir’ € Out(q, F' o FyoGo F).
(€, 7) Erorsocor ¥
(puisque |Out(q, F' o Fy 0o Go F)| = 1)
& JF4 € Strat(A).
(C,q) EFaocor = <Agt~ (D) > _‘{/;[D]
& (Cq) Eer <A> - <Agt~ (D) > —lP]
& (Cq) Faor §m)
O

Corollaire 2. Soit ¢ une formule de ATL:, .~ ) -, et A une coalition d’un

S5C,00
ensemble de joueurs Agt fizé. Alors p est equwalente a 3 sous n'importe quel
contezte stratégique F de domaine A, et pour toute CGS construite sur Agt,
autrement dit pour toute CGS C dont l’ensemble de joueurs est Agt, quelle que
soit lexécution p, nous avons :

Cp)Ere  ssi (Cop) Ep @

Comme notre transformation ne dépend pas de la CGS impliquée, on en
déduit :

Théoréme 11. Etant donné un ensemble de joueurs Agt, toute formule ¢ de
ATLS, o ~ ) - ( peut étre transformée en une formule équivalente @ (sous le
contexte mde) de ATl o, et cela pour n’importe quelle CGS construite sur

Agt.
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Enfin, on déduit des Théoremes 10 et 11 que :

Corollaire 3. Toute formule de ATLY,. ., peut se traduire, en un temps linéaire,
en une formule équivalente de ATL; o .

4.7.5 Comparaison avec quelques autres formalismes
Comparaison avec AMC

Le p-calcul alternant a une expressivité qui est incomparable avec celle de nos
extensions de ATL, ce qui signifie qu’aucune n’est plus expressive que 'autre :

Lemme 22. ATl oo ZLew AMC et AMC £, ATL

s¢,00°

Démonstration. La CGS Cy (qui est représentée dans la Figure 4.4) est alterna-
tivement bisimilaire a Cy, par conséquent elles satisfont les mémes formules de
AMC. Cependant elles sont distinguées par ATL,c oo, d’oll le premier résultat.
Lorsque l'on considere des CGS a un joueur (c’est-a-dire des Structures de
Kripke), alors notre logique ATL}, . est équivalente & CTL* , qui est elle-méme

strictement moins expressive que le u-calcul classique. O

Comparaison avec QD,, [28]

La logique QD,, [28] est une extension du p-calcul décisionnel par la pos-
sibilité de quantifier sur les stratégies. Dans ce cadre, on concoit les stratégies
comme des étiquetages de l'arbre d’exécution infini du systeme, au moyen de
nouvelles propositions atomiques. Ceci permet d’envisager les stratégies comme
des contextes. Il n’y a pas quantificateurs sur les stratégies a mémoire bornée
dans QD,,.

Cependant nous remarquons que QD),, est capable d’exprimer le fait qu'une
stratégie est sans mémoire (en supposant qu’on puissse accéder aux noms des
états de la CGS) : on y parvient en spécifiant que la stratégie étiquette toujours
le méme ensemble de successeurs depuis chaque copie d’un méme état dans
I’arbre d’exécution.

Nous poursuivrons cette comparaison, en nous intéressant cette fois a la
complexité, au début de la section 5.5.

Comparaison avec IATL [1]

IATL est une autre extension de ATL avec des contextes, d'une maniere
proche de celle que nous avons présentée avec notre logique ATL. o, mais dans
laquelle on n’a pas la possibilité de remplacer une stratégie par une autre : une
fois qu'un joueur s’est vu associer une stratégie, il ne peut alors plus en envisager
une autre. Il est facile a partir de cela de conclure que ATLg. o est strictement
plus expressive que IATL.
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Figure récapitulative

La Figure 4.6 illustre les principaux résultats d’expressivité que ’on a présen-
tés dans cette section.

SL GL
A
Th. 9 S ATL*

: = Prop. - / \

QD,, ~—— ATl oo <% AMC Prop. 4 x ATL
‘.“ \
B 2 ATLsc 00
BN

a P \

ATL:C’Oo NDRRC IATL

*
sc,00

FiG. 4.6 — Expressivités comparées de ATLg. ~ et ATL
classiques

avec les logiques

69



Chapitre 5

Complexité du
model-checking

La derniere partie de ce travail est consacrée aux probléemes de model-
checking des différentes logiques que nous avons étudiées. Apres un bref rappel
de la notion de model-checking, nous montrons dans la section 5.2 que le model-
checking de ATL. ¢ est PSPACE-dur, puis nous décrivons dans la section 5.3 un
algorithme PSPACE de model-checking pour ATLY, ;. Nous en déduisons que ces
deux logiques ont leur probleme de model-checking qui est PSPACE-complet.

Nous abordons dans la section 5.4 le model-checking des logiques ATL:CJ,,
et en fournissons un algorithme EXPSPACE. La derniére section a trait aux lo-
giques avec mémoire infinie : nous présentons un algorithme non élémentaire qui
repose sur la construction d’automates d’arbre [22], apres avoir rapidement rap-
pelé leur définition. Ce travail s’acheve sur une preuve de dureté non élémentaire

du model-checking de ATL?

sc¢,00°

5.1 Le probleme de model-checking

Définition 37. Soit L une logique. Le probléme de model-checking sur les CGS
de L, que l'on notera MC L, est le probléeme de décision suivant :
Etant donnés une CGS C, un état q € Loc et une formule ¢ de L, a-t-on

C,a9)Ep?

Dans le cas des logiques temporelles classiques, comme LTL ou CTL, on vérifie
une formule sur une structure de Kripke plutot que sur une CGS.

Théoréme 12. Les problémes de model-checking suivants sont bien connus dans
la littérature :

- MC LTL est PSPACE-complet [33]

- MC CTL est PTIME-complet [14]

- MC CTL* est PSPACE-complet [14]

— MC ATL est PTIME-complet [3]
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- MC ATL" est 2EXPTIME-complet [3]

Les définitions des classes de complexité peuvent se retrouver dans [27].

Une conséquence du Théoréme 11 est que toute formule d’état ¢ de ATL*
peut étre traduite dans ATLs. . par la formule équivalente 3 en un temps
polynomial. Ceci, au vu du Théoreme 12, nous permet déja de déduire que :

Corollaire 4. Le model-checking de ATLgc oo est ZEXPTIME-dur.

5.2 Dureté du model-checking de ATL,

On définit maintenant un probleme classique de satisfaction d’une formule
booléenne avec quantificateurs. Il s’agit du probleme QBF — SAT (de l’anglais
Quantified Boolean Formula Satisfiability).

Soient x1,...,z, des variables propositionnelles, et ¢ une formule proposi-
tionnelle sous forme normale conjonctive (on dira sous forme CNF'), qui porte
sur les variables x1, ..., .

Considérons la formule :

0 = Az 1Vaodas...Qurnp(21, ..., Tn),

ou @, est un V lorsque n est pair et un 3 sinon.

Cette formule constitue une instance quelconque de QBF — SAT. On notera
{0,1} le domaine décrit par les variables propositionnelles, 0 et 1 représentant
respectivement “vrai” et “faux”.

De plus, si p(z1,22) est une formule booléenne quantifiée, avec x1 et xs
comme variables libres, on utilisera la notation suivante :

({o, 1}y < 0,29 < 1) = o(z1, 32)

pour signifier que ¢ est vérifiée si I'on assigne les valeurs 0 & x1 et 1 & xs.

Définition 38. Le probléme standard QBF — SAT, ou QSAT correspond au
probléme de décision suivant :

a-t-on {0,1} =0 ¢
Le symbole = est ici celui de la logique du premier ordre.
Théoréme 13. Le probléme QBF — SAT est PSPACE-dur [27].
Cela va nous permettre d’établir le résultat suivant :

Théoréme 14. Le model-checking de ATLs.o est PSPACE-dur.

Preuve : Nous allons effectuer une réduction du probleme QBF — SAT a MC
ATLsc 0.
Soit

v= N G

G=1,..,J
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une formule de la logique propositionnelle sous forme C N F.
On associe a cette instance de QBF — SAT la CGS C = (Agt, Loc, AP, M,
Lab, Mov, Edg) telle que :

1.

Agt = {44, ..., A}, olt n est le nombre de variables propositionnelles dis-
tinctes qui constitue la formule ¢ ;

. L’ensemble d’états Loc est une réunion de trois sous-ensembles d’états : &

chaque variable propositionnelle x;, on associe un état x;, un état —x; et
un état w,. De plus, on ajoute un état final w, 41 :

Loc={z;]| 1<i<n}U{-a;| 1<i<njU{w;| 1<i<n+1};

. L’ensemble des propositions atomiques AP est constitué d’une proposi-

tion pour chaque clause C; pour simplifier les notations, on appelera
également ces propositions Cj.

AP ={C;| 1<j<J};

4. On définit deux mouvements différents : M = {0,1};

. On étiquette les états x; par les propositions atomiques qui correspondent

aux clauses dans lesquelles la variable z; apparait sous forme positive
(c’est-a-dire Cj = z; A\ ...). De méme, pour tout j, les états —z; que I'on
étiquette par C; sont ceux qui apparaissent sous forme négative dans la
clause C; (si Cj = —x; A A\ ...). Les états w;, quant a eux, ne sont pas
étiquetés.

Lab(z;) = {C; | z; apparait dans la clause C}},
Lab(—z;) = {C; | —x; apparait dans la clause C}},

. La CGS est une structure turn-based, ou les états w; sont controlés par le

joueur A; lorsque i # n + 1. Aucun autre état n’est controlé :

V1 < i,k <n,Mov(z;, Ax) = Mov(—x;, Ax) = {1},

1,2 ii==k
VI <i<n+1,V1 <k < n,Mov(w;, Ay) = {if} b
S1inon

. Edg relie chaque z; a w;11, chaque —z; a w;11, chaque w; a la fois a —x;

par le mouvement 1 et a x; par le mouvement 2, et enfin w,, 1 a lui-méme
(voir la Fig. 4.).

Voici une figure; les vecteurs de mouvements ont été simplifiés pour ne pas
alourdir le dessin. Nous n’avons pas fait figurer de propositions atomiques pour
la méme raison.

On définit par récurrence une suite finie (¢r)reqo,..,n} de formules booléennes
quantifiées telle que :

- Yo = ¥,

— pour tout k € {0,..,n — 1}, g1 = {

V&,_k. pr sin—k est pair

Jx,—k. ¢ sinon
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controlé par A; controlé par As controlé par A,

Fic. 5.1 — Une représentation simplifiée de la CGS C

En particulier, on a ¢,, = 6.

A présent, nous allons définir par récurrence sur ’ensemble {¢;. | 0 < k < n}
des formules que 'on vient de construire, une application v a valeurs dans les
formules d’état de ATLs. :

— v(po) = /\j:1,...,J <> FCj,

— pour tout k € {0,..,n — 1},
<Ay >0 w(pg) sin—k est pair,

v(Prt1) = ~
<A, >ov(pk) sinon

La CGS C et v(#) sont constructibles avec un espace logarithmique en fonc-
tion de la taille de I'instance # de QBF — SAT. Il nous reste a établir que cette ins-
tance du model-checking de ATLg. o, avec état initial en w;, donne une réponse
positive ssi U'instance de QBF — SAT est vraie, c’est-a-dire que :

(C,w1) Ev(0) ssi {0,1} 6.

Dans ce but, nous allons montrer un résultat plus général. Pour tout entier

k compris entre 0 et n et pour toute stratégie positionnelle F' de la coalition
{41, ..., Ap_i}, ona:

({0, 1o« Fla, (wi), . @ F\A",k(wn—k)> =
==
(C,w1) Er vi(er),

On prouve cela par récurrence sur k :

1. Supposons k = 0. Soit F' un contexte stratégique positionnel pour la coa-
lition globale. 11 s’agit de montrer que :

(10,1 21 = Fia,(w1), on = Fla, (i) = A G
j=1,...,J

=
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Cuw)Er \ <@>0FC;

G=1,...,J

Remarquons que I'ensemble Out(wy, F') est un singleton, puisque tous les
joueurs ont une stratégie fixée dans le contexte F'. Nous noterons A\ I'unique
chemin de cet ensemble. Voici une description exhaustive de A :

wig  si0 <3< 2n—1etiest pair,
2
—risn si0 <4< 2n—1,4est impair et Flu,,, (

w
Ali] = o o :
Tig1 s10 <14 <2n—1, 1 est impair et F|4 w

1451) =0,

Wpy1 Sii2>2n

Considérons maintenant une clause C; fixée, pour un j € {1,..,J}. On va
montrer que :

(10,1121 = Fia, (01), s = Fla, () =
-
(Cv)‘) |:F ch

On effectue un raisonnement par équivalence :

(C,)\) ':F FCj - HZZO,(C,/\[Z,OO]) ):F Cj

& 3i>0,C; € Lab(Ali])
= Ji > 0. A[i] apparait dans la clause C}
& i >0,3l e {l,...,L}, \[i] = gxy
(on pose C;j = \/ €12, avec €, = — ou rien)
I=1,...,L
= >0, e{l,... L} A\i] =x

en supposant que ¢, = &, le cas ¢ = =
se traitant de la méme fagon

= ANe{l,..,L}, Fa(w)=1
d’apres ce que l'on sait sur A

= ANed{l,.. L}

({0’ 1}, o« Flg, (wl)) K
P ({0,1},9[:1 “ Fla, (wy), ...

Tn < F\An (wn)> ’: Cj

2. Supposons maintenant que la propriété est vérifiée au rang k—1 € {0,..,n—
1}. Pour établir I'hérédité, nous allons distinguer deux cas selon que n — k
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est pair ou non. Supposons n — k impair. On est alors dans le cas ou
Yk =VTp_k_1. Yr—1. Soit F un contexte stratégique positionnel pour la
coalition {A1, ..., A,,_x}. On doit montrer :

({o, 1,21« Fla, (1), oo T g < F|A"7k(wn_k)) = o

=

(C,w1) FF v(ew)

On procede une nouvelle fois par équivalence :

(C,w1) =r vipr)

-
(C,un) Fr = < Ap—kt1 >0 ~V(pr-1)
=
Vf e Strat%%kﬂ. (C,w1) Efor V(0k—1)
car v(pg—1) est une formule d’état de ATLg.

=

Vfe Strat%"ikﬂ.

({O,l},xl = Fla, (w1), ., Tp_py1 < f(wn_k+1> E pr_1
par hypothese de récurrence
=
Vo € {0,1}. ({O7 1oy« Fla, (wi), ., Tp_py1 < x) E k-1
car Strat%nikH ={f1, fo}, avec fi(w,—k—1) =0 et fo(wp_k-1)=1
=
({0, 1} o1 < Fla, (wi), ., Tp_p_1 < F|An7k71(wn,k,1)> E o
Le cas o n — k est impair s’appuie sur le méme raisonnement.

La récurrence est achevée, et cette propriété appliquée au rang n, c’est-a-dire
au cas ou F est le contexte vide, constitue la réduction annoncée entre les deux
problemes. O

On va voir que ce probleme est en fait PSPACE-complet : ce sera une

conséquence du résultat suivant concernant ATLZ, ,
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5.3 Complexité du probleme MC ATL(_,

Nous nous attaquons maintenant au probleme MC ATL}, . Pour cela, I'idée
essentielle est de remarquer que les issues d'une stratégie sans mémoire corres-
pondent exactement aux exécutions d’'une C'GS particuliere (c’est ce qui motive
la définition et le lemme suivants), puis de recourir au model-checking de LTL.
La difficulté principale est alors la préservation des contextes imposés par les
stratégies; elle est résolue en rajoutant un nombre suffisant de propositions
atomiques.

Soient C = (Agt, Loc, AP, M, Lab, Mov, Edg) une CGS, et F' un contexte
stratégique positionnel pour une coalition A C Agt. Comme d’habitude, k
représente le nombre total de joueurs de la structure.

Définition 39. On définit (C, F) = (Agt, Loc, AP, M, Lab, MoV , Edg’), la sous-
structure de C induite par le contexte stratégique sans mémoire I, de la maniére
sugvante :

1. pour tout joueur A; € Agt et tout état q,

Mov(q, A;)  sinon

MoV (q, A;) = {

2. La nouvelle fonction de transition Edg est simplement la restriction de
Edg auzx mouvements licites, c¢’est-a-dire que pour tout état q et pour tout
vecteur complet de mouvements m :

Edg(q,m) = Edg(q,m)
De plus, Edg'(q,m) n’est défini que si

m € H MoV (s, A;)

A, EAgt

Remarques :

— Dans le cas particulier ot F' est le contexte stratégique vide, on a Mov' =
Mov et (C, F) =C.

— Intuitivement, cette opération consiste a élaguer la structure en suppri-
mant, pour les joueurs concernés par le contexte stratégique F', tous leurs
mouvements qui n’apparaissent pas dans F'.

— Lorsque l'on effectue cette opération, on peut couper des transitions et il
peut méme arriver que ’on isole des états.

Lemme 23. Pour tout état s d’une CGS C, et pour tout contexte stratégique
positionnel F' d’une coalition quelconque A C Agt, il est vrai que :

Outc (s, F') = Execc,p)(s)

Preuve : On se donne une structure C = (Agt, Loc, AP, Lab, Mov, Edg), un état s,
une coalition A, et F' un contexte stratégique sans mémoire pour cette coalition.
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Pour tout état ¢ de Loc, on a :

Nexte (q, A, F(q)) = Next(c,7)(q)

En effet, les vecteurs de mouvements qui menent d’un état a un autre dans
(C, F) sont exactement ceux qui relient les mémes états dans C, et qui vérifient
en plus que chacune de leur composante sur un joueur A4; de A vaut F4,(q).

A présent, on raisonne par équivalence :

A € Oute(s, F) = A0] = s et Vk € N. Alk + 1] € Nexte (A[k], A, F(A[K]))
& A[0] = s et Vk € N. A[k + 1] € Next(c,py(A[K])
& A € Execic,p)(s)

O

On définit le rang de quantification d’une formule ¢ vue comme un arbre,
que 'on note rq(y), comme étant le nombre maximum de quantificateurs de
stratégie contenus dans une branche.

Théoréme 15. Le model-checking de ATLS, , est dans PSPACE.
Preuve : On définit par induction sur ATLY, ,, (qui inclut les formules d’état
et de chemin de ATL, ;) I'application o & valeurs dans LTL (avec toutefois plus
de propositions atomiques) telle que :

~ Sipp =a € AP, alors o(pp) = a,

~ Si gy = ), alors a(gy) = (1),

= Si, =11 Vi, alors o(p,) = o(y1) V o(y2),

~ Si g, = <B>q 1, alors 0(pp) = ay,,

— Sig, = )B4, alors o(py) = ay,,

— Si ¢, = X1, alors o(p,) = Xo(¢),

— Si @, = 91 Uy, alors o(pp) = o(11) Uo(ie).

On va montrer que 'algorithme 1 retourne OUI si et seulement si :

YA € Oute(so, F), (C, \) =r 60,

On désigne par My ¢ rp,) la structure contenue dans la variable M en
fin d’exécution de lalgorithme 1 sur U'entrée (C, F, so,6,). Cette notation est
justifiée par le fait que la valeur de sy n’importe pas. Ici, 8, désigne une formule
de ATL

sc,0,p*
Il est clair que pour toute entrée (C, F, so, 8,) de 'algorithme 1, les structures
C,F) et M (crg ) ont les mémes états et les mémes transitions (elles ne
f.(C,F.0,)

different que par leurs étiquetages), donc pour tout état s de Loc,

Execic,ry(s) = Exech,(c,p,ep> (s)

Soit C une CGS fixée. On va montrer par induction sur la structure de

ATLS, o, que pour toute formule ¢, € ATLS,, ,, pour tout contexte stratégique
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Algorithm 1 MC ATL?

sc,0

Require: une CGS C, un contexte stratégique sans mémoire F' pour une coa-

lition A, un état s et une formule 6,, de ATL;
Ensure: OUI ssi VA € Oute(so, F), (C,\) Er 0,
M:=(C,F)
Oy :={<B>g ¢ € Sub(by) | rq(<B >0 ¢) =rq(0,)}
0y = [)BLv € Sub(0,) | ra() BEw) = rq(6,)}
for <B >y ¢ € ®; do
APy = AP U {a<3>0¢,}
for s € Loc do
for F’ € Strat), do
if MC ATL;,o(C, F' o F,s,1) then
Labri(s) = Labae(5) U {a <5y o}
end if
end for
end for
end for
for )B(1) € @5 do
AP := AP U {CL‘>B(‘¢}
for s € Loc do
if MC ATL;, ((C, F|a<B,s,?) then
LabM(s) = LabM(s) @] {a4>B<.¢,}
end if
end for
end for

return MC LTL (M, sg,0(6)))

¢,0,p
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positionnel F' d’une coalition A et pour toute exécution A de la structure (C, F')

depuis un état s quelconque, on a :

(€A Frep =

1. ¢p =a € AP;
Il s’agit de montrer que :

My, (c,Fp,):A) Ealep)

Nous ne développerons pas ici les cas faciles ou ¢, = ") et ¢,

=11 A s,

a € Labumy o p . (8) < a € Labe(s)

Cela est vrai, puisque la transformation de C en My ¢ F,,) ne modifie
pas les étiquetages par des propositions atomiques de C.

Dans chacun des cas suivants, on commencera par se fixer une coalition
A, un contexte stratégique positionnel F' pour cette coalition, ainsi qu'une
exécution qui part d’'un état s de la structure (C, F).

2. pp= <B >y 1;
On a la suite d’équivalences :

(My . rpp)A) E a(pp)

& My re) ) FEag,
= ayp, € Labe,(c,p,%)(S)

Or cet étiquetage n’est possible que si 'on a pu trouver une stratégie
positionnelle F’ pour la coalition B, telle que 'algorithme 1 retourne OUI
sur Ventrée (C, F' o F, s,1)), c’est-a-dire que :

a,, € Labey(c‘wp)(s) &

-~

/ 0
F' € Stratp.

MC LTL(M ¢ rror)s 8,0 (¥))

' € Stratlh,. Y\ € Execic,pror)(8)-

My c,rory),N) Eo(¥)
IF’ € Strat}. VX € Execic,pror)(s).
(C,N) Eror ¢
(par HI)
(C,s) Er <B>q ¢
d’apres le lemme 23
(€N Fr vp



3. pp= VB¢

On raisonne une nouvelle fois par équivalence :

(My.c,Fp):A) FE olep) < aypey € Labay o py (5)
MC LTL(M i, c,r(awp.) 5, 0(¥))
v\ e EXEC(QF‘A\B)(S).
(Mﬁ(C,F\A\B,’L/J)? )‘/) ': O—(w)
= v\ € EXEC(QF‘A\B)(S).
CN) EFas ¥
par hypothese d’induction

& (Cs)Fr Bty

par le lemme 23
e (CANEFep

T o

4. op =X
Alors (My c.rp,), A) F 0(pp) signifie que (M ¢ rp,), AL, 00]) = 0(1/1).
Comme les structures /\/l (CFpp) €L M f.(C,Fyp) SOnt identiques, c’est équi-
valent a (./\/lf (C,F)> [1, o0]) | o(v), ou, en appliquant 'hypothese d’in-
duction, a (C, A[1,00]) EF 9. Cette derniére expression s’écrit aussi :

(€, N #F Pp-
5. p =11 Uty
On a la suite d’équivalences :
(My.c,Fip,) A) | o(pp) ssi
(M c.Fipp)s A) FE o(P1) Ua(te) ssi
Ji. My e, Ali,]) | o) et Vi < i. (Mg c,re,), Aj,o0l) =
o (1) ssi, puisque My e, r,) = My e, ru) = My e F )
Ji. (M, (c,Fu)s Ali; 00)) = 0(¥2) et Vj <i. (M c,pp), Alj, 00]) = (1)
ssi, par HI
Fi. (C, A[i,0]) Er 2 et Vi < i. (C, A[j,0]) EF 1 ssi
(C.N) EF ¢p

On sait que l'algorithme 1 retourne OUI sur Pentrée (C, F, sg, ¢p) ssi :

(M (c,Fpp)s50) FE o (op),

au sens de LTL.

La propriété que 'on vient d’établir, le lemme 23 et le fait que (My ¢ rp,))
et (C, F') aient les mémes exécutions permettent de prouver que l'algorithme 1
retourne OUI sur lentrée (C, F, so, ) ssi

VX € Oute(so, F), (C,\) EF ¢p,

comme on ’avait annoncé.
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Cet algorithme est bien un algorithme de model-checking pour ATL:C’O : étant
donnés une CGS C, un état so de C et une formule ¢ de ATLY, g, si I'on veut
savoir si (C, sg) = ¢, il suffit de lancer lalgorithme 1 sur Uentrée (C, @, so, ).
En effet, il retournera OUI ssi VA € Outce(sg, @), (C,\) E ¢, c'est-a-dire ssi
(C,50) = ¢ lorsque ¢ est une fornule d’état de ATLY, .

Nous allons a présent montrer que I'algorithme 1 est dans PSPACE. Soit une
CGS C. On va montrer par récurrence sur le rang de quantification que pour
toute formule ¢, € ATL;.( ,, on a :

Pour tout contexte stratégique positionnel F' d’une coalition A et tout état
état sg, I’algorithme 1 utilise un espace polynomial en fonction de la taille de
Ventrée (C, F, so,¢p) :

Sirq(pp) = 0, alors 'algorithme 1 effectue seulement les affectations initiales
qui se font facilement et 'opération MC LTL ((C, F), so, ¢,), dont on sait qu’elle
utilise un espace polynomial en fonction de son entrée.

Sirg(pp) = n+1. La taille de (C, F') est bornée par celle de C. On ajoute un
nombre de propositions atomiques borné par le nombre de sous-formules de ¢,
a (C, F) pour obtenir la structure My ¢ ). Donc le contenu de la variable
M est toujours de longueur polynomiale en fonction de celle de I'entrée.

Les opérations d’assignations sont tres faciles : restreindre une structure selon
une stratégie, parcourir un arbre de formule et ajouter un élément a un ensemble
donné, sont des actions pouvant aisément étre effectuées dans PSPACE.

Les énumérations portent toutes sur des objets qui ont une taille polyno-
miales en fonction de celle de 'entrée : sous-formules de ¢, stratégies sans
mémoire d’une structure avec autant d’états que C, et états de C. On peut donc
les énumérer sans probleme dans PSPACE.

Enfin, les tests peuvent étre effectués dans PSPACE : par HR, les test MC
ATL;.o(C,F" o F,s,1) et MC ATL.,(C, F|a<B,s,%) prennent un espace po-
lynomial en fonction de la taille de leur entrée, qui est elle-méme plus petite
que (C, F, s, ¢p). Enfin, on sait que le test MC LTL (M, sg, Ao(y,)) prend
un espace polynomial en fonction de la taille de son entrée, qui est elle-méme
polynomiale en fonction de celle de (C, F, so, ¢p)- O

Nous obtenons comme corollaire de ces théoremes que :

Corollaire 5. Les problemes :
~ MC ATl
- MCATL,
- MCATL o~ )¢
sont PSPACE-complets.

5.4 Model-checking des logiques ATL_,

On va maintenant s’attaquer au probleme MC ATLY,_ ;. Pour cela, I'idée es-
sentielle est de modéliser la mémoire de chaque joueur par une CGS a b + 1
éléments entierement controlée par ce joueur, et qui possede toutes les transi-
tions. On va ensuite le faire jouer a la fois sur la CGS donnée en entrée, et celle
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modélisant sa mémoire, puis recourir au model-checking de LTL. La méthode
pour préserver des contextes imposés par les stratégies a déja été employée dans
le model-checking de la logique ATL?

sc,0°

Définition 40. Soient deux CGS Cy = (Agt, Locy, APy, My, Laby, Mov,, Edgy)
et Co = (Agt, Locy, APy, Mo, Labs, Movs, Edg,). On notera k le nombre total de
joueurs, et Ay, ..., A chacun des joueurs, qui sont supposés communs aux deur
structures.

On définit de la maniéere suivante le produit des deux structures Ci et Co,
désigné par C; x Co = (Agt, Loc, AP, M, Lab, Mov, Edg) :

1. Le nouvel ensemble d’états Loc est le produit des ensembles d’états Locy
et Locy :
Loc= Loc; x Locy

2. L’ensemble de propositions atomiques AP est la réunion des ensembles
AP1 et AP2 N
AP = AP, U AP,

3. Tout mouvement de la structure produit est le produit d’un mouvement de
My et d’ un mouvement de Mo :

M =My x My

4. Chaque état (q1,q2) de la structure produit est étiqueté par les étiquettes
de q1 et ceux de gy :

Lab(q1,q2) = Labi(q1) U Laby(q2)

5. Pour tout état ¢ = (q1,q2) de Loc et pour tout joueur A;, les mouvements
de A; depuis q sont les couples composés d’un mouvement de A; depuis
q1 (c’est-a-dire dans la structure Cy) et d’un mouvement de A; depuis g2
(dans la structure Cy) :

Mov(q, A;) = Movi(q1, A;) x Mova(ga, A;)

6. Supposons qu’un vecteur de mouvements global my relie l’état ¢; a s1 dans
la structure Cy, et que mo relie ga a so dans Co. Alors on définit la nouvelle
fonction de transition Edg de sorte que le mouvement m = (my, ms) de la
structure-produit ameéne de Uétat (q1,q2) vers (s1,82) :

Edg((qla CI2)7 ((m1|A1 ) mZ\Al)a ey (ml\Ak7m2|Ak))) =

(Edgl <Q17 m1|A17 sy m1|Ak)7 Eng(Q27 m2|A15 ceey m2\Ak)>

On généralise trivialement cette définition pour parvenir a la notion de pro-
duit d’une famille finie. On convient qu’un produit indexé par une famille vide
de structures, est la structure qui ne contient qu’un état, non étiqueté et relié a
lui-meéme.
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Remarque :

— Pour pouvoir effectuer le produit de deux structures, il est nécessaire que
celles-ci fassent intervenir les mémes joueurs. Intuitivement, faire jouer un
joueur sur le produit de deux structures, c’est le faire jouer sur les deux
structures & la fois.

— Si g désigne un état de la structure-produit C; x Cz, on notera gc, et
qc, ses projetés respectifs sur les états de la structure C; et ceux de la
structure Cs.

— De méme, si m désigne un mouvement du joueur A; sur la structure-
produit C; x Cg2, on notera mc, et mc, ses projetés respectifs sur les
mouvements de la structure C; et ceux de la structure Cs.

— Enfin, si m désigne un vecteur de mouvements d’une coalition quelconque
A sur la structure-produit C; x Co, on notera :

mie, = ((m\Ai)\Q) et mie, = ((m|Ai)|C2>

A,€A A;€A

Le lemme qui suit a pour objet de caractériser le Next d’une structure-
produit.

Lemme 24. Dans une structure-produit C1 X Co, si q est un état et m un vecteur
de mouvement d’une coalition A quelconque, on a :

Nextc, xc, (g, A,m) = Nexte, (¢, , A, myc,) x Nexte,(qjc,, A, mc,)
En particulier, si m est un vecteur de mouvements global :

Edgc, «c,(q,m) = Edge, (qic,, m)c,) % Edge, (qc,,Mc,)

Nous allons maintenant modéliser la cellule mémoire d’un joueur A; € Agt.
Pour cela, nous introduisons une structure de Kripke M 4, 1, complete avec b+1
états, et qui est entierement controlée par le joueur A;.

Définition 41. Soit C = (Agt, Loc, AP, M, Lab, Mov, Edg) une CGS fizée. Pour
tout joueur A; et tout entier b, on définit la structure My, p, dont les compo-
santes (Agt, Loc , AP, M’ Lab', MoV, Edg’) sont telles que :

1. La structure contient b + 1 états. Pour simplifier les notations, ceux-ci
seront simplement notés de 0 a b :

Locd = {0, ..., b}

2. Il n’y a pas de propositions atomiques : AP = @ ; la fonction d’étiquetage
est donc la fonction vide.

8. On se donne b+ 1 mouvements désignés par les entiers 0, ..., b, ainsi qu’un
mouvement noté m’ :

M ={0,...b} U {m'}
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4. Le joueur A; controle tous les états de M 4, . Pour tout état s de Lol et
tout joueur P de Agt :

{07...,b} S’iP:Ai

{m'} sinon

MoV (s, P) = {

5. Pour tout état s et tout vecteur global de mouvements m, on pose :
Edg (s, m) = ma,

Remarques :

— Soit un joueur Aj, un entier naturel b, un état ¢ de la structure My,
et un vecteur de mouvement m pour une coalition fixée A. On a alors

{m‘Aj} sid;jeA

Nextaq, ,(q, A,m) = .

A Loc sinon

Maj b

— ici tous les joueurs jouent avec la méme quantité de mémoire mais on
pourrait facilement autoriser des valeurs différentes pour les joueurs.

Dans la suite, on notera :

CbZ( H MAi,b) x C

A;eAgt

Soit m un vecteur de mouvement de C, pour une coalition A quelconque. Si
les joueurs A; € A et A; sont distincts, alors (ma;)jm,, , = m'. Le mouvement
(mlAi)lMAi‘b est donc le seul intéressant. Dans la suite, pour tout joueur A; de
la coalition A, on notera :

(m‘Ai)‘MAi,b =ma;

Lemme 25. Soit C une CGS et b un entier naturel fixés.

Pour tout état q de la structure Cp et pour tout vecteur de mouvements m
d’une coalition quelconque A C Agt, on a ¢’ € Nexte, (q, A,m) ssi :

- q|/C € NeXtC(Q\CaAvm\C)

— pour tout joueur A; de A, qllMAj,b = my,
Preuve : D’apres le lemme précédent, pour tout état ¢ de la structure Cyp, et
pour tout vecteur de mouvements m d’une coalition quelconque A C Agt :

NeXth (QaAvm) - ( H NeXtMAj,b(qIMAj,b7A7m|MAj,b)) X NEXtC(q|C7A7m|C)
Aj€eAgt

On conclut en utilisant ce que I'on sait de Nextq, , (voir la remarque). O

Définition 42. Soient C une CGS, A; un joueur, et b un entier naturel.

A tout contexte stratégique F = (F™, F<!l ¢) € Strat:f{hc (voir la définition
page 10), on fait correspondre un contexte stratégique positionnel aqa, ,(F) €
Strat%i’ch de la maniére suivante :

A chaque état q de la structure Cy, on fait correspondre le mouvement aa, »(F)(q)
de Cy dont :
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1. la composante sur C est F™(qm,. ,,q)c)

2. la composante sur Ma, p, est Fce”(q‘MAwb, qc)

3. toutes les autres composantes valent m’

On étend cette application a aux coalitions : si on se donne une coalition
A C Agt et un entier naturel b, on fait correspondre a tout contexte stratégique
Fe Strat;}{ﬁc de la coalition A, un contexte stratégique positionnel pour la méme
coalition :

aap(F) = (O‘Az‘,b(F\Ai))AteA

De plus, & chaque état s et & chaque contexte stratégique F = (F™, Feell ¢)
de mémoire b pour une coalition A fixée, on fait correspondre l'état «(F,s) de
Cp dont :

— la composante sur C est s,

— pour tout joueur A; de A, la composante sur M4, est ¢|4,,

— toutes les autres composantes valent 0.

Si A désigne une exécution de C et k un entier, on note c, j, la cellule mémoire
initiale du contexte stratégique F**. Cette suite peut se définir effectivement
par la récurrence : ¢y g = c et Vk. ¢y i1 = F(cxk, A[K]).

En particulier, quel que soit 1’état s’, on a :

Fmov(c%k’ 5/) _ F)\,k(sl)

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser I’ensemble d’exécutions
Oute, (q, aA’b(F)) :

Lemme 26. Une exécution \ de Cp, qui part de 'état a(F,s), est dans l’en-
semble d’outcomes Oute, (a(F, s), cap(F)) ssi :

1. N est dans Outc(s, F), et

2. pour tout joueur A; de la coalition A, et tout entier k :

MM, o [K] = (exe.k) 1,

Preuve : Soit A une exécution de Exece, (a(F, s)).

Nous allons d’abord montrer par récurrence sur k que pour tout joueur A;
de A :

O‘AJ)(F)(/\[k])Ai = (C/\|c7k+1)|Ai

Fixons un joueur 4; € A.
Nous traitons en premier lieu I’hérédité :

aap(F)(AK]) a; = FUAK g, AR )
F((exeh) 45> Ae[k])

(exje k1),
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Le cas particulier de I'initialisation se montre par les mémes arguments, sans
utiliser 'hypothese de récurrence, mais le fait que A\[0] est en fait «(F,s), et on
a défini o(F, s) de sorte que «(F, 3)\MAi,b = c|4, pour tout joueur A; de A.

Pour montrer le sens réciproque, supposons que :

)\|c e Outc(S,F) et VA; € A. Vk. )\lMAi,b[k] = (C)\‘C’k)mi

Nous allons montrer que A € Oute, (a(F, s),aAJ,(F)). Il est évident que
A0] = «(F, s). Soit k € N. Il reste a établir que :

Nk + 1] € Nexte, (AK], A, . o(F) (AIK))
Par le lemme 25, il suffit de prouver que :
1. Alk + 1]c € Nexte (A[k]‘c,A,aA,b(F)(A[k])w)

On sait déja que A[k+ 1]jc € Nexte ()\[k]|c7A, F*\ak()\‘c[k])), puisque Ajc
est par hypothese une outcome du contexte stratégique a mémoire bornée
F.

On peut conclure en remarquant que :
aanE)AR)e = (FE K a0 M )
= (Freremins MK)
= (ﬂif’k(/\[k]w))
= FNFQAR)e)

A;€eA
A;eA

A;€eA

2. pour tout joueur A; de A,
Ak + a0 = aap(F)(A[K]) 4,
Pour tout joueur A; de la coalition A, on a :
aap(FYAKRDa, = FUAK s, 00 AlRie)

Fcell((CA‘c)k)‘Aj,)\[k])

(C)\\Cvk“’l)lAi

Passons maintenant a l'autre sens. Supposons a présent que A est dans
Outg, (oz(F,s),ozA,b(F)).
Alors pour tout joueur A;, une récurrence sur k établit que :

)\[k]lMAi‘b = (Ck\c,k)\Ai

Soit k et A;. Alk + 1] € Nexte, (A[K], A, a5 (F)(A[K])), donc :
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Ak + 1M, = aapP)AK) 4
= Fce”()\[k‘hMAi’,,’)\[k]IC)
_ Fcell((c)\‘&k)lAi,)\[k]‘c)

= (CA\c,k-ﬁ-l)lAi

2. )\[k + 1]|C € Nexte ()\[k]‘c,A, OéA,b(F)()\[kD\C) Or

PO = (FR QK0 MK

( : A€A
= (e W),
= (Flil‘fyk(”khd)mef!
= FNOFAR])e)

Or on sait par le lemme 23 que :

Exec
(Cb»OCA b

7 (F)) (Ot(F, S)) = Outg, (a(F, s),ozAJ,(F))

De cela, et du lemme 26 que nous venons d’établir, on déduit que :

Corollaire 6. Pour tout état s et tout contexte stratégique F' a mémoire b d’une

coalition A :
Outc(s, F) = Exec(cbﬂA o) (a(F, 3))|C

Soit un entier b fixé. Nous présentons l’algorithme 2 de model-checking pour
la logique ATLY, .

On définit par induction sur ATL:C’b’p I’application ¢ a valeurs dans LTL
(avec toutefois plus de propositions atomiques) telle que :

— Si @, =a € AP, alors o(p,) = a,

~ Si gy = b, alors a(i0,) = —0(¥),

= Sy =1h1 Vb, alors o(pp) = (1) V (i),

~ Si g, = <B > v, alors 0(pp) = ay,,

— Si p, = )B( 1, alors o(p,) = ay,,

~ Si gy = X, alors 0(i5p) = X (1),

~ Sig, =11 Uy, alors o(pp) = o(¢1) Uo ().
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Algorithm 2 MC ATL:

sc,b

Require: une CGS C, un contexte stratégique F' a mémoire b pour une coalition

A, un état sg et une formule 6,, de ATL],,

Ensure: OUI ssi VA € Oute(sg, F), (C, \) |=F 0,
M = (Cy, cva(F))
Py = {y € Sub(b,) | rq(¥) = rq(0) et 3B C Agt, I’ € ATL, ;% =
<B >, ¢'}
By = {¢ € Sub(0,) | rq(v) = rq(0,) et IB C Agt, I € ATL, ;¢ =
VBEY)
for 1) € & U &5 do
AP := AP U {CL¢}
for s € Locyq do
if ¢ € ®; then
for F' € Stratleﬁ do
if MC ATL},,(C,F’' o F,s|c,?') then
Laba(s) := Labaq(s) U{ay}
end if
end for
else
if MC ATL:,,(C, F|a<p,S|c,¥') then
Laba(s) := Labaq(s) U {ay}
end if
end if
end for
end for
return MC LTL (M, a(F, sq),0(6,))
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On va montrer que 'algorithme 2 fait bien ce que l'on affirme. On désigne
par My c,ryo,) la structure contenue dans la variable M en fin d’exécution de
lalgorithme 2 sur l'entrée (C, F, sg,0,). Cette notation est justifiée par le fait
que la valeur de sg n’importe pas.

Il est clair que pour toute entrée (C, F, s¢, 8),) de 'algorithme 2, les structures
(Co, anp(F)) et My (¢ F,9,) ont les mémes états et les mémes transitions (de fait,
elles ne different que par leurs propositions atomiques et leurs étiquettes). Donc
depuis tout état ¢ de la structure Cp, on a :

EXeCMfy(C,F,Gp) (q) = Exec(cb,aA,b(F)) (q)

Soit une CGS C. Nous allons montrer par induction structurelle sur les for-
mules ¢,, de la logique ATL:C,b’p, que pour tout contexte stratégique F' a mémoire
b d’une coalition A quelconque et pour toute exécution A\ de (Cb, aA,b(F)) qui

part d’un état s, on a :

(M. c.Fep) N E alep) & (C ) EF v

1. op = <B >, ¢;
On se donne un contexte stratégique F' de mémoire b pour une coalition
A et une exécution X de la structure (Cb, aAyb(F)) qui part de s. On a la
suite d’équivalences :

Myeren N Eoley) & Mperg, ) Ea,
> G <B>y 1) S Labe,(C,F,tpp)(S)

Or cet étiquetage n’est possible que si I'on a pu trouver une stratégie F’ &
mémoire b pour la coalition B, telle que I'algorithme 2 retourne OUI sur
Pentrée (C, F' o F, s|¢c,), c’est-a-dire que :

ayp, € Labe,(cywp)(s) & JF’ € Strat;é’,c.
MC LTL(M ¢ rrorp), &(F" 0 F,sic), 0 (1))
& JF' e Strat;é’,c.
/ /
VA e Exec(cbﬂA’b(F,oF)) ((F' o F,s1c)).
(M . roru) ) | o)
& JF’ € Strat'E’,’,C.
/ /
VA € Exec (Cb,aA,b(F’oF)) (a(F o F, s‘c)).

(€ Ne) Frror ¢
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(par HI)
& 3F eStratp . VN € Oute(sic, F' o F).
C,N) Eror ¥

d’apres le corollaire précédent
& (CAe) Froep

2. pp =X,
Soient un contexte stratégique F' de mémoire b pour une coalition A quel-
conque, et une exécution A de la structure (Cb, aAyb(F)), partant de s.

Alors I'énoncé (My ¢ Fp,), A) = 0(pp) signifie

(Mf7(C,F7Lpp)a A[lv OO]) ': 0'(1/))

Les structures My ¢ r,,,) €t My ¢ pra ) étant identiques, on peut rééeri-
re cela (My ¢ pray), A[l,00]) = 0(9), et c’est équivalent d’apres I'hy-
pothese d’induction a (C, A[1,00]|¢) FEpa1 ¥, c’est-a-dire &

(Cv )‘IC) ':F Pp

On sait que 'algorithme 2 retourne OUI sur l'entrée (C, F, s¢, 0),) ssi, au sens
de LTL :

((foc,F,ep))va(Fv 50)) = o(6p)

La propriété que I'on vient d’établir, le corollaire 6 et le fait que (M c, F0,)) et
(Cb, aap(F )) aient les mémes exécutions permettent de prouver que l’algorithme
2 retourne OUI sur Pentrée (C, F, sg,0),) ssi

VA € Oute(so, ), (C, N) =r 6,

comme on ’avait annoncé.

Cet algorithme est bien un algorithme de model-checking pour ATL:cyb : étant
donnés une CGS C, un état so de C et une formule 6 de ATLY, ;, si I'on veut
savoir si (C, sg) | 6, il suffit de lancer lalgorithme 2 sur Uentrée (C, &, sg, 6).
En effet, il retournera OUI ssi VA € Oute(sg, @), (C,\) = 0, c’est-a-dire ssi
(C,s0) = 6 puisque 0 est une formule d’état. Cet algorithme est visiblement
dans EXPSPACE, toutefois si I'on fixe le nombre de joueur, il devient PSPACE.

Les résultats obtenus ne nous permettent pas de conclure sur la complexité

précise de ce probléme.

5.5 Model-checking des logiques ATL,. .., ATL,,
et ATL,, ~ )¢

5€,00

Le résultat principal de cette section est le suivant :
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Théoreme 16. Le probléme de model-checking des formules de ATl qui
contiennent au plus k quantificateurs de stratégies emboités peut se faire en
temps (k+ 1)EXPTIME. La complexité en programme (qui est la complexité du
model-checking avec une formule fizée de ATLg. o) est dans EXPTIME.

Un corollaire immédiat, au vu des théoremes de traduction, est que :

Corollaire 7. Les problémes de model-checking des logiques AT L ¢ oo, ATL:C’OO\
Y- et ATL: sont résolubles par un algorithme non élémentaire.

s¢,00

La preuve s’appuie principalement sur la construction d’un automate d’arbres
alternant, a partir d’une formule et d’'une CGS. Des approches similaires ont été
développées pour les problemes de model-checking des logiques SLopp [12] et
QDyp [28], mais elles sont définies sur des sous-classes de CGSs : tout d’abord,
I’étude de SLogp est restreinte aux structures de jeux a tours.

Nous allons a présent développer notre analyse de QD . L’algorithme présenté
pour cette logique s’applique a des CGS qui vérifient une condition que nous
appellerons condition @, et qui demande que depuis tout état s et pour toute
coalition A :

Next(s, A,m) = ﬂ Next(s, Ai,m4,)
A;€A

Cette condition @ est indiquée explicitement dans [29], mais elle est nécessaire
également dans [28] : en effet, dans ces deux articles, la notion de stratégie uti-
lisée est différente de la définition classique (que nous avons utilisée dans ce
manuscrit). Or cette nouvelle définition ne recoupe la définition standard d’une
stratégie que si 'on travaille dans des CGS qui vérifient la condition @Q. Bien
str la notion d’outcomes repose sur celle de stratégie, et 'on peut donc faire la
méme remarque pour ces objets.

2—Gagne 1—Gagne 1—Gagne 2—Gagne 2—Gagne 1—Gagne

F1a. 5.2 — Le jeu Pierre-Feuille-Ciseaux présenté dans [28]
Dans [28, 29], la notion de stratégie pour une coalition A repose sur un

étiquetage par des propositions atomiques @4, (pour A; € A) des états de la
CGS accessibles lorsque A; joue selon la stratégie fixée.
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2—Gagne 1-Gagne

F1c. 5.3 — Le jeu Pierre-Feuille-Ciseaux tel qu’il est présenté ordinairement

Dans I'exemple de la Figure 5.3, la stratégie ou A; joue “P” et Ag joue “C”
conduit & étiqueter s, s5 et s5 par Q4, et Qa, car tous ces états sont des suc-
cesseurs possibles de s losque A; (resp. As) joue “P” (resp. “C”). Ainsi les out-
comes engendrées par cette stratégie contiennent les trois exécutions s s, s(,s5
et s(s5. Ceci est évidemment faux : la seule outcome pour cette stratégie est
SH8%-

Le probléeme vient du fait que la condition @ n’est pas vérifiée par cette CGS :
Next(s(, {A1, A2}, < P,C >) = {s5} mais Next(s(, A1, P) N Next(sy, A2, C) =
{81, 59, 53}

Cependant, on pourrait remarquer que toute CGS est bisimilaire a une autre
CGS qui, elle, vérifie la condition @. Pour obtenir cette nouvelle structure,
une maniere systématique de procéder serait d’attribuer a chaque vecteur de
mouvement une transition différente, en multipliant les états d’arrivée. C’est
ainsi que la CGS de la figure 5.3 se transformerait en la CGS de la Figure 5.2. Par
conséquent, pour une logique qui est invariante par bisimulation, comme ATL*
par exemple, on peut effectuer indifféremment un algorithme de model-checking
sur la premiere ou sur la deuxieme figure, ’algorithme retournant nécessairement
la méme réponse dans les deux cas, puisque les ensembles de formules vraies
coincident.

Mais cette technique n’est pas transposable a une procédure de model-
checking sur CGS pour ATL,. car cette logique n’est pas invariable par bisi-
mulation, comme nous l'avons établi avec la Proposition 4 dans la section 4.5.
C’est pourquoi nous ne pouvouns utiliser I’algorithme de [28] pour résoudre notre
probleme.

L’idée importante de notre algorithme est la suivante : on travaille sur I’arbre
d’exécution de la CGS donnée en entrée, et on étiquette chaque nceud par les
mouvements disponibles aux joueurs. On se focalise ensuite sur les branches
qui correspondent a des outcomes des stratégies sélectionnées, puis on vérifie
qu’elles satisfont la requéte spécifiée dans la formule. Cette technique fut a
lorigine présentée dans [18].
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Avant de présenter la preuve dans ses détails, nous introduisons les auto-
mates d’arbres alternants.

5.5.1 Arbres

Définition 43. Soient ¥ et S deux ensembles finis. Un S-arbre étiqueté par X
est un couple T = (T,1), ot :
1. T C S* est un ensemble non vide de mots finis sur lalphabet S, qui
satisfait la propriété suivante :
pour tout mot non viden = m-s de T avec m € S* et s € S, le mot m
est aussi dans T ;

2. 1: T — X est une fonction d’étiquetage.

Le mot vide, qui constitue la racine de 'arbre, sera noté e.
Etant donné un tel arbre 7 = (T,1) et un nceud n de T, Pensemble des
directions depuis n dans T est ’ensemble

dirp(n) ={s€S|n-seT}
L’ensemble des successeurs de n dans T est
succy(n) = {n-s|sedirp(n)}

Nous utiliserons la notation 7,, pour désigner le sous-arbre qui part de n. Un S-
arbre est dit complet si T = S*, c’est-a-dire si dirp(n) = S pour tout n € T. On
omettra I'indice T lorsqu’il sera clairement signifié par le contexte.
L’ensemble des chemins infinis de T est ’ensemble
Pathy = {sg-s1---€S5“|VieN.sy-s1---8, €T}
Sim = (8;)ien est un chemin infini, on écrira [(7) pour la suite infinie (l(si))z'eN €
3¢, et Inf(l(ﬂ)) pour l'ensemble de lettres de ¥ qui apparaissent infiniment
souvent dans ().
Supposons maintenant que ¥ = Xy X Yo, et donnons-nous un S-arbre 7 =
(T, 1), étiqueté par X. Alors :
— pour tout n € T, on écrit {(n) = (I1(n),la(n)) avec [;(n) € X; pour i €
{1,2}. De plus, pour i € {1,2}, la projection de T sur 3;, que l'on no-
tera projy, (7), est le S-arbre (T, 1;), étiqueté par 33;.
— de plus, nous dirons de deux S-arbres étiquetés par % sont X;-équivalents
ssi leurs projections sur >; sont les mémes.
Ces deux notions s’étendent naturellement a des alphabets plus complexes, de
la forme [[,.; %i.

5.5.2 Automates d’arbres alternants

Nous définissons & présent la notion d’automate d’arbres alternant [22], qui
sera utilisée dans la preuve. Pour cela, nous avons besoin des définitions sui-
vantes : 'ensemble des formules booléennes positives sur un alphabet fini P de
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variables propositionnelles, est ’ensemble des formules générées par la syntaxe :
PBF(P) > (u=p|CACICVCT]L

ou p décrit I'alphabet P.

On définit la satisfaction d’une formule de PBF(P) de la maniere habituelle,
par une valuation
vi P—{T, 1}

On écrira abusivement qu’un sous-ensemble P’ de P satisfait la formule ¢ €
PBF(P) ssi la valuation 1p/ (qui fait correspondre les éléments de P’ & T et
ceux de P~ P’ & 1) satisfait ¢. Puisqu’il n’y a pas de négation, si P’ = ¢
et P’ C P”, alors on a aussi P” = .

Définition 44. Soient S et X2 deux ensembles finis. Un automate de S-arbres
alternant sur X, ou (S, X)-ATA, est un 4-uple A = (Q, qo, T, Acc), ot :

— @ est un ensemble fini d’états,

- qo € Q est ’état initial,

- 7:Q XX — PBF(S x Q) est la fonction de transition, et

— Acc: Q¥ — {T, L} est la fonction d’acceptation.

Un automate de S-arbres non-déterministe sur X, ou (S,X)-NTA, est un
(S, X)-ATA dans lequel pour tout état q et toute lettre o, la fonction de transition

est de la forme :
T(q’U) = \/ ( /\ (S’Qi,s))

i€l(q) sS€ES

ou I(q) représente un ensemble fini, et les q; s sont des états (quelconques) de
automate.

Si 1(q) est un singleton depuis tous les états q (la fonction de transition est
donc une simple conjonction), alors l'automate sera dit déterministe.

La taille de A, notée |A|, est le nombre d’états de Q.

Soit A = (Q, qo, T, Acc) un (S,3)-ATA, et 7 = (T,l) un S-arbre étiqueté
par 3. Un arbre d’exécution de A sur 7 est un S x Q-arbre étiqueté par T x Q,
E =(E,p), tel que :

L. p(e) = (¢, q0),
2. pour tout neeud e € E tel que p(e) = (t,q), les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

— Pensemble dirg(e) = {(s0,490), (51, ¢q1)s s (Snsqn)} € S x Q satisfait
(¢, 1(t)) ;

— pour tout 0 < i < n, le nceud e - (s;,q;) est étiqueté par (t - s;,q;). On
notera pg (e- (845 qi)) =1-s; et pole- (si, qz)) = ¢; les deux composantes
de la fonction d’étiquetage.

Un arbre d’exécution est acceptant si Acc(pQ(ﬂ')) = T pour tout chemin
infini 7 € (S x Q) de Pathg. Un arbre 7 est accepté par A ssi il existe un arbre
d’exécution acceptant de A sur 7.

94



Dans la suite, nous utiliserons l’acceptation par condition de parité, donnée
sous la forme d’une fonction Q: Q — {0, ..., k—1}, & partir de laquelle la fonction
Acc est définie comme suit :

Acc(pg(m)) =T ssi min{Q(q) | ¢ € Inf(pq(7))} est pair

Les (S,¥)-ATAs qui ont une telle condition d’acceptation sont appelés (S, 3)-
APTs, et étant donné un (S, X)-APT A, la taille de I'image de ) est appelée
lindex de A, et est notée idx(A). De la méme fagon, les (S, X)-NPTs sont des
(S, X)-NTAs dont I'acceptation se fait par condition de parité.

5.5.3 Le déroulement d’une CGS

Soit C = (Loc, Lab, Agt, M, Mov, Edg) une CGS & n joueurs, et £y un état de
C.

Si g est un état de C, alors on notera Edg(g) la fonction qui a tout vecteur de
mouvements (m;); € M”"8, fait correspondre 'état Edg(q, (m;);), c’est-a-dire le
successeur de ¢ selon ce vecteur de mouvements.

Pour chaque état ¢ € Loc, on définit :

— Strat(¢) = {¢} x {Lab(¢)} x {Edg(¢)};

— Strat™ (¢) = Strat(¢) x (M U {L})Aet x 2{poprpr}
ou | est un symbole spécial qui n’apparait pas dans M, et p,, p; et p, sont
trois nouvelles propositions qui ne sont pas dans AP.

On notera :
Strate = U Strat(¢)
l€loc
Strat} = U Strat™ (¢)
¢€loc

Remarquons que les tailles [Strate| et [Strat/ | sont linéaires en fonction de la
taille de 'entrée, puisque nous supposons que I’entrée contient une représentation
explicite de la fonction de transition Edg [21].

Définition 45. Le déroulement de C depuis €y est le Loc-arbre complet étiqueté
par Strate, U = (U, v), ot :
- U = Loc"
~ pour tout w € U, v(u) € Strat(last({y - u))
L’ensemble Strat(last({y - u) étant un singleton, v(u) est défini de fagon unique.
Un déroulement étendu de C depuis £y est un Loc-arbre complet U’ étiqueté
par Stratér tel que U et U’ sont Stratc-équivalents.

Pour chaque lettre o de Straté7 on écrit ooc, OAP, OEdg, Ostr €t 0, pour les cing
composantes, et on étend cette notation indicielle aux fonctions d’étiquetage des
arbres (on écrit Iy oc, lap, lEdg7 lstr €1 lp) Ainsi, on a o oc = ZLOC(O'), OAP = ZAP(O'),
etc.

Dans la suite, nous identifierons un nceud v de U (qui est un mot fini sur
l’alphabet Loc) avec le chemin fini £y-u de C. Remarquons que cette suite d’états
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de C peut ne correspondre a aucun chemin réel de C, dans le cas ou elle implique
une transition qui n’est pas dans Edg.

Définition 46. A partir d’une structure C et d’un état £y, on définit I’automate
déterministe de parité Ac ¢, = (Loc, by, 7,9, de Loc-arbres sur ’alphabet Strat/; ,
tel que :
~ Loc={l| € Loc},
— {y est Uétat initial,
— Q est la fonction constante égale a 0 (par conséquent, tout arbre d’exécution
valide est acceptant),
~ étant donnés un état { € Loc et une lettre o € Stratl, la fonction de
transition est définie comme suit :
.0) = { /L\Z,GLOC(E’,E’) si o € Strat™ (0)

sinon

Lemme 27. Soit C une CGS et Uy un état de C. Soit T = (T,1) un Loc-arbre
étiqueté par Stratl. Alors Ac., accepte T ssi Projsyar. (7) est le déroulement
de C depuis {y.

Démonstration. Supposons que 7 est accepté par Ac g,. Soit alors € = (E, p)
un arbre d’exécution acceptant de Ac g, sur 7.

Nous montrons par induction que tout nceud n de E est tel que n = (¢;,4;);,
et que pour tout ¢ € Loc, n - (£,£) est un successeur de n.

Par conséquent chaque noeud n de 7 a |Loc| successeurs, et est étiqueté par
I(n) € Strat™ (last(£y - n)). 1l s’ensuit que projsy.., (7) est le déroulement de C
depuis £g.

On prouve facilement ’autre direction en construisant explicitement un arbre
d’exécution acceptant. O

Par la suite nous utiliserons également ’automate A¢, qui accepte la réunion
de tous les L(Ac,) out £y décrit Pensemble d’états Loc. On construit un tel
automate a l’aide du Lemme 30 que 'on trouvera ci-dessous.

5.5.4 Les quantifications sur les stratégies

Soit 7 = (T,l) un Loc-arbre complet étiqueté par Stratg, qui est accepté
par Ac ¢,. Un tel arbre définit des stratégies partielles pour chacun des joueurs :
pour A; € Agt, et pour chaque nceud n € T, on définit

stratii (bo-n) =lsw(n)(A;) e MU{L}

Si A C Agt est une coalition, nous écrirons strati pour désigner la famille de
stratégies (stratii VA, cA-

Dans un premier temps, pour toutes les coalitions A C Agt, nous allons
construire un (Loc, Stratg>—APT Astrat (A) qui garantit que pour tout joueur A;
de A, stratgi est effectivement une stratégie du joueur A;, c’est-a-dire qu’elle ne
retourne jamais L.
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Définition 47. On définit lautomate Agprar(A) : il n'a qu'un état qo (qui est
done Uétat initial). On pose

T(quU) - /\ (67QO)

l€Loc

dans le cas ot os,(A;) # L pour tous les joueurs A; de A. Si ce n'est pas le cas,
on pose
7(qo,0) = L

Enfin, Asprar accepte tous les arbres qui ont un arbre d’exécution valide (c’est-
a-dire que Q vaut toujours 0).

La preuve du lemme suivant est triviale :

Lemme 28. Soit C une CGS, un état o de cette structure, et une coalition
A C Agt. Soit T = (T,l) un Loc-arbre complet étiqueté par Stratg accepté par
Ac.e,. Alors T est accepté par Aspar(A) ssi pour tout joueur A; de la coalition
A, stratzi ne vaut jamais L, c’est-a-dire qu’elle représente une vraie stratégie
du joueur A;, au sens ou celle-ci est compleéte, puisqu’elle associe bien un état
a tout préfize d’exécution de C.

Nous allons & présent construire un automate afin de vérifier que la pro-
position p, étiquette les outcomes de 7. Plus formellement, soit A C Agt un
ensemble de joueurs. L’automate Aqu(A) acceptera 7 ssi p, étiquette exacte-
ment les outcomes des stratégies stratzi des joueurs A; de A.

Pour cela, nous avons besoin d’introduire, pour tout étiquetage o de Stratér,
la notation Next(c, A), qui désigne ’ensemble des états ¢ de Loc satisfaisant :

H(ml)z S MAgt t.q. {= O'Edg((mi)i) et VA; € A. Ustr(Ai) =m;

En d’autres termes, Next(o, A) est 'ensemble des états successeurs de 1’état o oc
si les joueurs de A suivent les stratégies qui leur sont données par og,, en accord
avec la table de transition ogqg. On remarque que Next(o, A) est non vide ssi
ostr(4;) # L pour tout les joueurs A4; de A.

Définition 48. On réalise cela au moyen de l'automate a deux états, Aou(A) =
<Q7 qe, T, Q>7 tel que !

- Q= {ge, 94},

— qe est ’état inatial,

— Q est la fonction constante égale a 0,

— la fonction de transition T est définie comme suit : si p, ¢ o, alors

T(QG? J) =Llet T(q¢7 J) = /\EELOC(K’ QQ) ; sinon, T((]%,CT) =Llet

(e, o) = N\ (La)h N\ (Lag)

LENext(o,A) L¢Next(o,A)

On a alors :
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Lemme 29. Soit C une CGS, £y l'un de ses états, et une coalition A C Agt.
Soit T = (T, 1) un Loc-arbre complet étiqueté par Straté accepté par Ac ¢, , ainsi
que par Asgrat(A). Alors T est accepté par Aoue(A) ssi en chaque neud n de T,
les deux énoncés suivants sont équivalents :

1. po € 1p(n)
2. le chemin fini oy - n est une outcome finie de stratg depuis {.

Démonstration. Supposons que 7 est accepté par Ac g, Astrat (A) et par Agye(A).
Nous allons prouver ’équivalence par récurrence sur la profondeur du noeud n.

Dans le cas d’initialisation n = €, £y - n est une outcome de n’importe quelle
stratégie depuis £y. D’autre part, puisque I’état initial est gc, on a nécessairement
Do € l(e), car 7(qe,0) = L sip, ¢ 0. Il y a donc équivalence entre ces deux
assertions qui sont toujours vraies.

Prenons maintenant un noeud quelconque n = m - £ de 7, distinct de la
racine, et supposons que I'équivalence est vérifiée au niveau du prédécesseur m
de n.

(1) = (2) : On suppose que p, € l,(n). On remarque que Aou(A) est un
automate d’arbres déterministe. L’arbre d’exécution de Aqu(A) sur 7 est donc
un arbre Y = (T,v) ot v: T'— T x {qe, qg}. Par construction de la fonction
de transition 7, comme p, € [,(n), on ne peut pas avoir v(n) = (n,qg), par
conséquent v(n) = (n,qe). Or si v(m) = (m,qg), alors tous les successeurs de
ce noeud, et en particulier n, seraient des gg-nceuds. On en déduit que v(m) =
(m, qe). Par induction, ceci entraine que I'exécution finie ¢ - m est une outcome
de strat’ depuis /. Enfin, on a forcément ¢ € Next(I(m), A), ce qui implique
précisément que ¢ - n est également une outcome de strati depuis £g.

(2) = (1) : Supposons que p, ¢ l,(n); alors 'arbre d’exécution contient
nécessairement le noeud (n, g¢). Nous distinguons deux cas, selon que le nceud
prédécesseur est (m,qe) ou (m, qg). Dans le premier cas, on obtient que £y - m
est une outcome, mais que £ ¢ Next(l(m), A), ce qui signifie que £y - n n’est pas
une outcome des stratégies pour A qui sont codées dans 7. Dans le second cas,
lo - m n’est déja pas une outcome, donc £y - n ne ’est pas non plus.

Nous prouvons a présent I'implication réciproque. Soit 7 un Loc-arbre com-
plet étiqueté par Stratg, accepté par Ac ¢, et par Asyat(A), et tel que les neeuds
étiquetés par p, forment précisément les outcomes de stratg depuis £g.

Considérons 'arbre U = (U,v) ou U est I’ensemble des couples (n;,q;); tels
que :

— les (n;); sont dans T

ge  sipo € lp((ny)j<i)
g¢  sinon
et v est telle que v((14, ¢)i<m) = ((Ni)i<m, Gm)-

Nous allons montrer qu’il s’agit d’un arbre d’exécution valide de Aqy:(A) sur
T . En effet, il part de I’état initial gc, puisque ¢y est une outcome de n’importe
quelle stratégie depuis lui-méme. Prenons maintenant un neeud n’ = (n;,¢;);
dans U, qui correspond au noeud n = (n;); de T. Si p, € l,(n), alors v(n') est

— pour tout ¢, ¢; =
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(n, ge), et £o-n est une outcome de strat’ depuis £y. Par définition de Next(o, A),
pour tout ¢ € Loc, on a p, € l,(n-¥¢) ssi £ € Next(l(n), A). Alors U contient
n'- (¢, qe) pour tout £ € Next(l(n), A), et n'- (£, qe) pour tout £ ¢ Next(l(n), A).
Autrement dit, la fonction de transition est satisfaite au niveau de ce nceud.
Maintenant, si p, ¢ I,(n), alors v(n’) est (n,gg), et £o-n n’est pas une outcome,
et donc pour tout état £ € Loc, £p-n-¢ n’est pas non plus une outcome. Il s’ensuit
que U contient tous les successeurs de n’ requis pour satisfaire la condition de
transition. U

5.5.5 Opérations booléennes, non-déterminisation, projec-
tion, ...

Dans cette section, nous allons rappeler quelques résultats connus qui se
rapportent aux automates d’arbres alternants, dont nous aurons besoin pour
notre construction finale. Les trois premiers lemmes sont des résultats classiques,
et nous ne donnerons une preuve que pour le quatrieme.

Lemme 30. [25, 26] Soit A et B deuz (S, 3)-APTs qui acceptent respectivement
les langages A et B. Nous pouvons construire deuzr (S,X)-APTs C et D qui
reconnaissent respectivement les langages AN B et A (le complémentaire de A
dans U’ensemble des S-arbres éliquetés par X2). La taille et lindex de C valent
au plus (|A| + |B|) et max(idx(A), idx(B)) + 1, tandis que ceux de D sont |A| et
idx(A).

Lemme 31. [26] Soit A un (S,X)-APT. On peut construire un (S, X)-NPT N
qui accepte le méme langage que A, et tel que |IN| € 20(“'1°g(a)) et idx(N) €
O(a), ot a représente |Alidx(A).
Lemme 32. [24] Soit A un (S,X)-NPT, avec ¥ = X1 X Xq. Pour touti € {1,2},
on peut construire un (S,X)-NPT B; tel que, pour tout arbre T, on a :

T € L(B;) ssi IT" € L(A). projs, (T) = projs (T")
La taille et index de B; sont les mémes que ceux de A.

Lemme 33. Soit A un (S,% x 2{PH\_APT tel que pour toute paire de S-arbres
T et T' étiquetés par ¥ x 2{P} tels que projs,(T) = projs(T"), on a T € L(A)
ssi T' € L(A). On peut alors construire un (S,% x 2{PYY-APT B t.q. pour tout
S-arbre T = (T, 1) étiqueté par X x 21P} | T est accepté par B ssi :

VneT. (p€lln) < T, € L(A)).
De plus, B a une taille O(|A]) et un index idx(A) + 1.

Démonstration. La construction de B se fait en deux étapes : d’abord, en ap-
pliquant le Lemme 30, on construit un automate D qui accepte exactement les
arbres de (L£(A) N L(P)) U (L(A) N L(P)), ot P est un automate qui accepte
exactement les arbres dont la racine est étiquetée par p. Alors D a une taille
O(]A]) et un index idx(A) + 1. De plus, un arbre 7 = (T\,1) est accepté par D

SSI :
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pelle) & T e L(A)

Puis B est obtenu en fourchant une exécution de D a chaque nceud : formel-
lement, si D = (Qp, qp, Tp, 2p), alors B = (QpU{qs}, a5, 75, 2p) (on suppose
qs ¢ Qp) ou 75 et Qp coincident respectivement avec 7p et Qp sur Qp. On
complete ces fonctions en posant Q5(gp) = 0 (ou n’importe quelle autre entier
pair), et :

TB(qBaa) = TD(qug) A /\ (f, CIB)
£€lLoc

Nous allons montrer que cet automate B accepte bien les arbres annoncés.
Siun S-arbre T = (T, 1) étiqueté par X x 2{P} est accepté par B, alors pour tout
neeud n de T, tout arbre d’exécution contient un nceud étiqueté par (n,qp).
Depuis un tel noeud, B fourche de nouvelles branches aux ¢g-nceuds d’une part,
et reproduit le comportement de D depuis qp d’autre part. Ce dernier point
implique que le sous-arbre 7, est accepté par D, ce qui justifie que l'on ait
I’équivalence voulue.

Réciproquement, soit 7 un S-arbre étiqueté par ¥ x 2P} qui satisfait la
partie droite de ’équivalence. Alors pour tout nceud n de 7, le sous-arbre 7,
est accepté par D, et admet par conséquent un arbre d’exécution acceptant. A
partir de ces arbres d’exécution, il est facile de construire un arbre d’exécution
acceptant de B sur 7. (]

5.5.6 Construire un automate d’arbres alternant a partir
d’une formule de ATL,

Lemme 34. Soit C une CGS avec un ensemble fini d’états Loc. Soit 1 une for-
mule de ATL ¢, 00, et D C Agt une coalition. On peut construire un (Loc, Strat6+>-
APT Ay p t.q.
— pour tout Loc-arbre complet étiqueté par Straté‘ T accepté par Ac et par
Astrat(D)> on a -

IS [.:(Aw,D) A4 (Cv lLoC(e)) ':stratg ¢

— pour toute paire de Loc-arbres complets étiquetés par Straté‘, T and T,
t.q. projsyar, () = Projsyar, (T'), avec Strat, = Strate x (M U{L})%8, on
a:

T e ﬁ(Aw,D) s T e ﬁ(Aw’D).

La taille de Ay p est au plus d-exponentielle, ot d représente le nombre de
quantificateurs emboités de stratégies dans 1. Son index est (d—1)-exponentiel.

Démonstration. Nous allons procéder par induction sur la structure de la for-
mule 1. Le cas des propositions atomiques est facile. En appliquant le Lemme 30,
on obtient immédiatement le résultat dans les cas ol ¢ est une combinaison
booléenne de sous-formules.
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Nous donnons une idée de la preuve pour le cas ¢ = <A > X . Les cas des
formules <A > o1 Upy et <A > 3 W gy peuvent se démontrer de maniére
similaire, en utilisant les deux propositions atomiques p; et p,..

L’idée de la construction est la suivante : on utilise les automates
1. Aout(D U A) pour étiqueter les outcomes avec p,
2. A, pua pour étiqueter les noceuds qui satisfont ¢

3. un automate intermédiaire Ay qui vérifie que toutes les outcomes satisfont
X

4. enfin on projette selon la stratégie de la coalition A afin d’obtenir notre
nouvel automate pour <A > X .

Supposons qu’on ait déja construit I'automate A, pua (c’est 'hypothese d’in-
duction). En appliquant le Lemme 33 a A, pua et en notant p, la proposition
supplémentaire, on obtient un automate 5, , pua tel que, siun arbre 7 = (T, 1)
est accepté par Ac et par Agae(DUA), il sera également accepté par By, pua
ssi

Vn € T.( pr €1l(n) & (C,lLoc(n)) ':stratg"'uA <p) (5.1)

Pour vérifier que toutes les outcomes satisfont X ¢, il ne nous reste plus qu’a
construire un automate Ay qui vérifie la propriété de CTL*  A(Gp, — Xp,).
Voir [19] pour cette construction classique. Cet automate A; a la propriété
suivante : pour tout Loc-arbre étiqueté par Straté‘ T =(T,l),on a

TeLlAr) & (T,9F A(Gp,—Xp,) (5:2)

A présent soit H le produit des automates Asyat(A), Aout(D U A), Ay et
Bp..o.0uA, €t soit T un arbre accepté par Ac et par Asyat(D). Si 7 est accepté
par H, alors DU A C dom(7) et toutes les outcomes de la stratégie strat?,  ,
depuis I oc(€) satisfont X .

La réciproque n’est pas vraie en général, mais nous allons montrer quelque
chose de plus faible : & partir de 7 = (T, 1), accepté par A¢ et Agar(D), et tel
que DU A C dom(T) et les outcomes de strath |, depuis I oc(€) satisfont X ¢,
on construit 7' = (T,1') tel que projsyy, (77) = projsyay, (77), et 7" est accepté
par H.

Pour cela, il suffit de modifier les étiquetages de 7 par p, et p,., de fagon
a ce que 7' soit accepté par Aqu(D U A) et B, , pua. Cela garantit que
(C.lioc(€)) FEgyarrr <@ > X, et que T’ est aussi accepté par Ay. Finale-

DUA
ment, on obtient 1’équivalence :
pour tout arbre 7 = (T, 1) accepté par Ac et par Agyat(D),

DUACdom(T) et (C,lioc(€)) Faumz,, <9 > X &

7" t.q. projStrat’c (7)) = prOjStrat’c (T) et T' € L(H) (5.3)

A présent, en appliquant le Lemme 31, on obtient un (Straté7 Loc)-NPT N
tel que L(N) = L(H). On peut alors appliquer le Lemme 32 pour Strat} =
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(Strate x (MU {L})AENA) x (MU {L})A x 2{Peprrrl) au NPT N5 le nouvel
automate (Strat}, Loc)-NPT P accepte tous les arbres 7 dont 1’étiquetage par
(MU{L})A x 2tporipr}t peut étre modifié pour que Parbre soit accepté par N
Alors P satisfait les deux propriétés du Lemme 34 :
— la seconde propriété est une conséquence directe de 'usage du Lemme 32.
— pour la premiére, prenons 7 = (T,1) accepté par Ac et par Agyar(D).
Nous établissons une équivalence.
(=) :si T est accepté par P, alors d’apres le Lemme 32, il existe un arbre
T’ = (T,1I'), qui a le méme étiquetage que 7 sur Strate x (MU{L})Aet>4),
et qui est accepté par M. On déduit de (5.3), et du fait que L(N) = L(H) :
DUA Cdom(T") et (C,lLoc(€)) = | D> X

Par conséquent stratil est une stratégie pour la coalition A, qui témoigne
du fait que

stra

(CalLoc(G)) ':stratg/ <A > XQD

Cela prouve le résultat annoncé puisque stratg = stratg'.

(<) : si (C,lLoc(e)) Fetratz, <A > X, alors on peut modifier 'étiquetage
de 7 avec une stratégie témoignante pour A, et on obtient un arbre 7 tel
que (C,lioc(€)) Egpaer’ | <> X Dapres (5.3), 7’ peut & son tour étre

Du

modifié en un arbre 7", avec Projstrat, (7" = PrOjstrat, (77), de telle fagon
que 7" € L(H). Enfin, comme les projections de 7" et de 7 coincident
sur (Strate x (MU{L})A&>4) on a que T est accepté par P. Ceci termine
la preuve pour le cas <A > X .

Enfin, si ¢ = )A( ¢, on construit Ay 4., p = Ay D, dont on peut facile-
ment prouver qu’il satisfait les deux points requis.

A moins qu’on soit dans le cas ou A est la coalition vide, la construction
de lautomate pour <A > X (aussi bien que celles de <A > ¢ Uy et de
<A > ¢1 Ws) entraine une explosion exponentielle du nombre d’états par
rapport aux nombres d’états et aux index des automates des sous-formules;
de plus, son index est bilinéaire en fonction de la taille et de I'index de ces
automates. On en déduit que, pour une formule qui contient d quantificateurs
non vides de stratégies, I’automate a pour taille une d-exponentielle et pour
index une (d — 1)-exponentielle. O

Corollaire 8. Etant donnés une formule ¢ de ATLgc oo, une CGS C et un état
Ly de C, on peut construire un automate d’arbre de parité alternant A t.q.

LA)#zo & (Gl ey

De plus, A a une taille d-exponentielle et un index (d — 1)-exponentiel, ou d
est le nombre de quantificateurs de stratégies mon vides emboités.

Démonstration. 1l suffit de prendre le produit de 'automate A, o (donné par le
Lemme 34) avec Ac ¢,. Dans le cas ol cet (Loc, Strat/)-APT accepte un arbre 7,
le Lemme 34 implique que (C,éo) Eo ¢. Réciproquement, si (C ,EO) E ¢, alors
Parbre de déroulement étendu 7 = (T, 1) de C depuis ¢y dans lequel g (n) = L
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pour tout n € T est accepté par Ac 4, (et, trivialement, par Agat(2)), et d’apres
le Lemme 34, il est également accepté parA, o. O

Démonstration du Théoréme 16. La premiere assertion du Théoreme 16 se prou-
ve facilement, puisque le vide du langage reconnu par un automate d’arbres
alternant de parité A se vérifie en temps exp (O(|A| x idx(A))).

Pour la deuxieme affirmation, remarquons que la taille et I'index de A, g
dans la preuve du Corollaire 8 ne dépend pas de la CGS C. Par conséquent
lautomate A du Corollaire 8 a une taille linéaire en fonction de |C|, et s’effectue
en un temps exponentiel en fonction de |C| (car A,y (D) requiert le calcul de
Next(c, D)). Le fait que le langage soit non vide est alors vérifié en un temps
exponentiel en fonction de |C]. O

Notre algorithme peut facilement étre modifié afin de s’appliquer a ATL:QOO.
Une solution est de s’appuyer sur le Corollaire 3, mais notre traduction de
ATL;. o vers ATL. o peut doubler le nombre de quantificateurs emboités de
stratégies non vides. L’algorithme se retrouverait par conséquent dans (2k + 1)-
EXPTIME, ou k est le nombre de quantificateurs de stratégies emboités. Une
autre solution est d’adapter notre construction, en replacant chaque sous-formule
d’état par une nouvelle proposition atomique, et de construire un automate Ay
pour une formule quelconque de CTL*, éventuellement plus compliquée. Cela
constituerait un algorithme (k + 1)-EXPTIME. Dans les deux cas, la complexité
en programme reste la méme, dans EXPTIME.

De plus, notre algorithme pourrait étre modifié pour traiter SL [12]. Une
différence importante est que SL peut nécessiter de stocker plusieurs stratégies
d’'un méme joueur dans l'arbre, tandis que ATL,. o ne stocke dans le contexte
qu’une stratégie par joueur. On devrait donc construire une version modifiée de
la fonction Next que 1’on utilise pour construire Ay (D), ou il faudrait indiquer
explicitement quelle stratégie considérer pour chaque joueur.

5.6 Dureté du probléeme MC ATL!

5€,00
Nous allons & présent formuler une borne inférieure pour la difficulté de ce
probleme.

Théoréme 17. Le model-checking de ATLY, ., est k-EXPSPACE-dur pour nim-
porte quel entier k.

Pour montrer cela, nous allons effectuer une réduction depuis le probleme
de satisfaisabilité de la logique QPTL (pour ”quantified propositionnal temporal
logic”), dont nous rappelons ici la définition [34].

Définition 49. La syntaxe de QPTL est définie par la grammaire suivante :

QPTL> ¢y == p| ~pp | opVip | Xp | Foop | Ippp

ou p décrit ’'ensemble AP.
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On dit de deux exécutions A et X' qu’elles sont p-différentes si elles ont le
méme étiquetage, sauf (éventuellement) en ce qui concerne la proposition p.

La sémantique de QPTL est définie comme suit :

Soit A une exécution.

AEDp ssi p € Lab(A[0])
AE—pp s A
AE p Vi ssi AE@pou =1,
AEXg, ssi AL oo =y
A=EFop, ssi i > 0. Ali, 00] = ¢p
AE Bp)pp  ssi 3N p-différente de A, X = ¢,

On utilisera (Vp)y comme abréviation de —=(3p)—.
On dira d’une formule de QPTL qu’elle est sous forme normale si elle s’écrit :

(Q1p1)(Q2p2)...(Qnpn)p,

ou chaque @; représente soit V soit 3, et ¢ est une formule sans quantificateurs.
On sait que toute formule de QPTL est équivalente a une formule sous forme
normale.

Théoreme 18. Le probléeme de satisfaisabilité d’une formule ¢ (sous forme
normale) de QPTL est dans k-EXPSPACE, ou k représente le nombre d’alterna-
tion de quantificateurs de .

Proposition 5. Soit ¢ une formule de QPTL sous forme normale. On peut
réduire le probléme de satisfaisabilité de ¢ au probléme de model-checking d’une
certaine formule ® de ATLy,. .., sur une certaine structure C. De plus, la taille

de @, et celle de la structure C, sont toutes les deux lin€aires en fonction de
celle de .

Démonstration. Soit ¢ = (Q1p1)(Q2p2)(Q3p3)...(Qnpn)ip, ot ¢ € LTL et les Q;
sont des quantificateurs existentiels ou universels, une formule de QPTL sous

forme normale.
A cette formule, nous associons une CGS C et une formule ® de ATL},  de
la maniere suivante :

1. Agt = {Py, ..., P,} U{P}, ot n est le nombre d’alternations de quantifica-
teurs de ¢;

2. L’ensemble d’états Loc est une réunion de trois sous-ensembles d’états :
a chaque proposition atomique p;, on associe un état t;, un état t; et un
état s;. De plus, on ajoute un état initial sq :

Loc={t;| 1<i<n}uU{t;] 1<i<ntU{s;| 0<i<n};

3. L’ensemble des propositions atomiques AP est constitué des propositions
p; et p;, et d’une proposition supplémentaire s ;
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AP ={p;| 1<i<n}U{pi| 1<i<n};
4. On définit trois mouvements différents : M = {1,2,3};

5. On étiquette les états t; par p;, les états t; par p;, et sg par s. Les autres
états s; ne sont pas étiquetés.

Lab(t;) = {pi},
Lab(t;) = {pi},
Lab(sg) = {s}.

6. La CGS est une structure turn-based, ou le joueur P controle sg, et chaque
état s; est controlé par le joueur P;. Aucun autre état n’est controlé :

V1 < i,k < n,Mov(t;, Pr) = Mov(t;, Pr) = Mov(sg, Pr) = {1},
Mov(so, P) = {1, 2},
V1 <,k <n,Mov(s;, P) = {1},

{1,2} sii=k

v]‘<Z<n7V]~<k<774,|\/|0V(S“_Pk):{{1} ]
Sinon

7. Edg relie sg & tous les s; (y compris lui-méme), et les autres s; sont reliés
a la fois & ¢; par le mouvement 1 et & ¢; par le mouvement 2 (voir la
Figure. 5.4).

Dans la Figure 5.4, les vecteurs de mouvements ne sont pas indiqués pour ne
pas alourdir le dessin. Nous n’avons pas fait figurer de propositions atomiques
pour la méme raison.

Fia. 5.4 — Une représentation simplifiée de la CGS C
A partir d’'une formule ¥ de LTL, on construit T en remplacant toute pro-

position atomique p; € AP par <P > X X p;.
Par exemple, la formule G (p; < X py) sera transformée en :

G(<P>» XXpse&X <«P>»XXpy)
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Sur la structure C, on définit une bijection entre les étiquetages d’un chemin
nu (c’est-a-dire sans aucun étiquetage) A par toute proposition atomique p;, et
I’ensemble des stratégies du joueur correspondant P;. Pour tout entier k, on
pose :

k
F]Pi(sosi): 1 sinon

{2 si p; € A[K]

On notera Ap le chemin associé par cette bijection a un contexte stratégique
F. D’autre part, appelons Ay I'exécution de la structure C qui reste en sg.
Quel que soit le contexte stratégique F', on a :

ArEY & (Ch) EFR T

On montre cela par induction sur les formules de LTL.
On ne détaille que le cas des propositions atomiques, les étapes d’induction
étant faciles. Si v = p;, on veut montrer :

Ar Epi & (C ) Fr <P > XXp;

On sait par définition que si Ap = p;, alors Fip,(s;) = ;. Et sous ce contexte, la
stratégie du joueur P qui bouge en s; depuis I'état sg, garantit ’objectif X X p;.
Dans le cas olt Ap [~ p;, on a Fip,(s;) = t;, et P ne peut pas garantir X X p;
sous ce contexte.

Maintenant, & partir d’une formule ¢ de QPTL sous forme normale, on ob-
tient ® en :

1. remplagant la partie non quantifiée ¢ par <P > (GsAY)
2. remplacant les (3p;) par <P;>

Par exemple, la formule Vp;dpo G (p2 < X py1) sera transformée en :
H <P > <Py> <P> (Gs/\G(<P> XXps o X <P> XXpl))

On veut maintenant montrer que pour tout contexte stratégique F, on a :

ArE @ (Cs0) Fr @

Prouvons cela par récurrence sur le rang de quantification n de (. Si ¢ n’est
pas quantifiée, c’est une formule de LTL, et il s’agit de prouver que

AR ):(p<:>(6780) |:F <P > (GS/\T)

C’est une conséquence directe du résultat précédent car Ao est la seule
exécution qui vérifie G s.
Maintenant prouvons I'hérédité : ¢ = Ipg. ¢’. Il s’agit de montrer :

Ar E k. ¢ & (C,s0) EF <Pp > ¥

C’est-a-dire que D'existence d’un étiquetage par py est équivalente a 'exis-
tence d’une stratégie pour le joueur Py. Il suffit pour cela de nous servir de notre
bijection entre les étiquetages et les stratégies.

Finalement, on a prouvé que :
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¢ est satisfaisable < (C, sg) = @

Nous avons comme corollaire de ce théoreme que :
Corollaire 9. Le probléme de model-checking de ATL,. ~ est non élémentaire

De cela, du théoreme 9, et du fait que ATLse oo <es ATLZC)Oo ~ - ¢ par
une injection canonique, on déduit que le probleme de model-checking de la
logique SL est également non élémentaire. Ceci contredit un résultat de [23], ou
un algorithme 2EXPTIME est proposé pour ce probleme. Il est clair que cet

algorithme n’est correct que pour un fragment de la logique proposée.
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Chapitre 6

Conclusion

Initialement, la problématique qui sous-tendait ce travail s’est formée sur la
constatation d’une limite des logiques ATL et ATL", inhérente & leur sémantique.
L’emboitement de quantificateurs de stratégie revétait un sens que 1’on jugeait
discutable, et il nous a semblé pertinent de proposer une sémantique qui as-
similerait les stratégies a des contextes, et les traiteraient comme tels lors de
I’évaluation de la valeur de vérité d’'une formule.

De nombreuses études sont parues pendant la durée de ce travail, et ont
abordé plus ou moins directement le probleme des contextes stratégiques. Par
leur intermédiaire, des solutions différentes ont été soumises & la communauté
scientifique. Certaines nuances les distinguent, et un travail fécond consisterait
a comparer précisément leurs formalismes, saisir leurs qualités relatives, pour
déterminer le compromis le plus satisfaisant possible.

Pour ce qui est de notre apport personnel, par rapport a la logique ATL, qui
fut notre point de départ, nos ajouts de plusieurs quantificateurs de stratégies
ont beaucoup augmenté I'expressivité. Cette modification est conséquente, et
permet de spécifier des propriétés dont I'utilité est avérée, notamment 1’existence
d’un équilibre de Nash. De plus, de nombreux problemes naturels de controle
relevent de notre sémantique plutot que de celle d’ATL.

Nous avons également défini une notion de mémoire de stratégie comme
nombre entier, et notre sémantique permet des quantifications explicites sur
des stratégies a mémoire bornée. Si cela peut refléter certaines contraintes
matérielles, en particulier la limitation des ressources, il serait probablement
intéressant d’explorer les issues théoriques de notre définition formelle de la
mémoire. C’est-a-dire d’exhiber des parametres théoriques pertinents, de la
structure ou bien de la formule, a partir desquels on pourrait calculer une limite
sur la mémoire suffisante d’'une stratégie.

Un fait remarquable est que sous le paradigme des contextes stratégiques,
le fragment sans étoile a la méme expressivité que la logique complete, dans le
cas de la mémoire infinie.
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La relation d’équivalence définie par ”les deux états vérifient exactement
les mémes formules de ATL,.” est strictement plus fine que la bisimulation
alternante. Nous avons donc affaire a une nouvelle relation qu’il serait intéressant
de caractériser. Dans ce sens, nous avons cherché a caractériser la relation binaire
"vérifier les mémes formules de GL”, et proposé une nouvelle définition qui
constitue selon nous un premier pas vers la relation associée a ATLg,.

Dans le cadre de la mémoire non bornée, nous avons démontré que les
problemes de model-checking ont une complexité non élémentaire, et appa-
raissent donc absolument irréalisables en pratique, méme en se restreignant
au fragment sans étoile. Cela constituait pourtant un recours habituel pour
réduire la difficulté du model-checking (ATL, CTL). Il semble y avoir des liens
tres profonds entre les logiques ou I'on peut quantifier sur les propositions ato-
miques d’une part (par exemple QPTL), et nos logiques avec quantifications
stratégiques sans restrictions sur la mémoire d’autre part. Ceux-ci restent a
établir avec précision.

Nous avons également prouvé que nos logiques avec contextes stratégiques
sans mémoire, elles, ont leur probleme de model-checking qui est PSPACE-
complet.

En ce qui concerne les logiques avec quantifications sur des stratégies a
mémoire bornée par un entier k (codé en binaire), nous avons montré que
leur probleme de model-checking est dans k-EXPSPACE. En revanche, nous ne
sommes pas en mesure de fournir une borne inférieure autre que la PSPACE-
dureté qui est une conséquence du résultat sur les stratégies sans mémoire.

Une autre série de problemes sur lesquels nous pourrions nous pencher sont
ceux qui ont trait a la satisfaisabilité de nos logiques. Il serait notamment
intéressant de comprendre comment se comporte le degré de branchement mini-
mal d’un arbre satisfaisant une formule donnée, en fonction de la taille de cette
formule.
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