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Chapitre 1 : Introduction et
présentation de la problématique

Dans ce chapitre introductif, on montre tout d’abord la tendance actuelle des modéles de
bassin en géologie pétroliére a intégrer les connaissances et les progrés récents des diffé-
rentes disciplines des sciences de la terre. On expose ensuite la problématique que I’on se
pose dans le cadre de cette évolution générale, de fagon a améliorer les modéles de bassin
qui existent en ce qui concerne les déformations tectoniques. Puis, d’un point de vue géné-
ral, on situe les méthodes de modélisation informatique et de simulation par le calcul, dans
la méthodologie générale d’une étude géologique de bassin. On souligne a quels différents
niveaux le travail de modélisation fait réaliser des progrés importants et comment il
s’insere dans le contexte global d’une étude géologique de bassin. On positionne enfin le
type de modélisation choisie pour le modéle FOLDIS, a savoir un modéle direct, par rap-
port a I’autre démarche possible, une modélisation rétrograde, qui constitue une alternative
permettant d’adopter un point de vue complémentaire.

1.1 : Modeles de bassins en géologie pétroliere

La modélisation de bassin en géologie pétroliére est une discipline nouvelle qui est
apparue a la fin des années 1970 et au début des années 1980. Cette discipline s’est consi-
dérablement développée a la fin des années 1980 et au début des années 1990. Il s’agit
maintenant d’une discipline reconnue dont 1’objectif est d’accroitre les chances de réussite
dans le domaine de I’exploration pétroliére. Il s’ agit d’atteindre ce but en intégrant dans un
modele cohérent les données diverses provenant des différents domaines des sciences de la
terre : géologie, géophysique, et géochimie. Ainsi, cette discipline permet de synthétiser et
de regrouper les résultats et les progrés accomplis dans les domaines de la géologie structu-
rale et de la géologie sédimentaire avec les acquis de la géochimie qui concernent la diage-
nése minérale ainsi que la génération des hydrocarbures. La modélisation de bassin autorise
donc I’étude des phénomeénes complexes de mise en place des gisements pétroliers. Les
étapes de cette mise en place sont successivement la génération, la migration et ’accumula-
tion des hydrocarbures vers les piéges présents dans le bassin sédimentaire.

Le point qu’il est trés important de souligner est la grande influence de la configuration
géométrique du bassin a toutes les étapes de la formation d’un gisement d’hydrocarbures.
On indique quelle est I’influence de la géométrie pour chacun des différents mécanismes
physico-chimiques successifs qui président 2 la formation des gisements pétroliers :

* La genese des hydrocarbures par craquage du kérogéne se produit pendant
I"enfouissement des sédiments. L’augmentation des paramétres thermodynami-
ques de pression et de température qui est associée 4 I’enfouissement est 2 I’ ori-




gine des réactions chimiques de transformation de la matiére organique en
hydrocarbures. Or I’enfouissement des sédiments est clairement liée a 1’évolu-
tion géométrique du bassin.

* Le mécanisme physique qui est le moteur des phases d’expulsion et de migra-
tion des fluides hydrocarbures est le gradient de pression. Cependant, les pro-
priétés physiques d’écoulement des différentes phases fluides hydrocarbures,
comme la densité et la viscosité, entrent également en ligne de compte pour
gouverner ces phénomenes. De plus, les caractéristiques physiques des maté-
riaux sédimentaires encaissants, porosité et perméabilité, sont également essen-
tielles pour déterminer les écoulements. Il apparait donc que la configuration
géométrique des terrains autour des roches meéres des hydrocarbures, ainsi que
leurs propriétés physiques, conditionnent grandement 1’existence et la géomé-
trie des chemins de migration dans le bassin.

e L’accumulation des hydrocarbures dans des réservoirs aprés la phase de
migration dépend grandement de la géométrie et des propriétés physiques, en
particulier de la porosité, des terrains constituant le réservoir. De plus, les pro-
priétés physiques des terrains sus-jacents au réservoir sont également essentiel-
les en ce qui concerne 1’accumulation des hydrocarbures ; il est nécessaire que
ces terrains encaissants soient imperméables. Il apparait donc que la disposition
géométrique des terrains ainsi que I’évolution de cette géométrie du fait des
déformations tectoniques sont des informations déterminantes pour I’existence
de piéges potentiels pour les hydrocarbures. En effet, de nombreuses structures
tectoniques telles que les anticlinaux, les failles ou les contacts anormaux ainsi
que des formes sédimentaires comme des biseaux stratigraphiques sont autant
de pieges structuraux et sédimentaires en puissance. Il est évident que la nature
géométrique de ces objets géologiques gouverne ’existence de gisements
pétroliers dans un bassin.

Le domaine de la modélisation de bassin dont I’objet est 1’étude de la géométrie et de
son évolution au cours du temps est la modélisation cinématique. Il apparait a la lumiére du
développement précédent que pour une modélisation de bassin menée dans un but d’éva-
luation pétrolicre, 1’aspect géométrique est essentiel. La modélisation cinématique est donc
un sujet fondamental de la modélisation de bassin. Il s’agit de prendre en compte les défor-
mations géométriques qui affectent les niveaux sédimentaires du bassin lors des phases tec-
toniques. Il apparait également important de tenir compte des modifications géométriques
dues a la compaction des sédiments lors de leur enfouissement.

Le modele cinématique FOLDIS qui est présenté dans cette thése a été développé dans
cette optique. Il s’agit de permettre la prise en compte couplée dans le méme modele des
concepts de géologie structurale concernant la déformation tectonique complexe, avec le
processus physique de compaction par diminution de porosité.
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1.2 : Problématique et présentation du sujet de la thése

La reconstruction géométrique d’un bassin sédimentaire depuis son état initial jusqu’a
I’état final actuel est un élément clé de I’approche quantitative de I’évaluation pétroliere des
bassins en exploration. En effet, on a déja souligné au paragraphe précédent I’influence pri-
mordiale des données de nature géométrique sur I’ensemble des processus physico-chimi-
ques de mise en place des gisements d’hydrocarbures.

L’objet de la thése est de mettre au point un prototype de modele 2D capable de simuler
I’évolution géométrique d’une coupe de bassin affectée par le jeu de failles. Une modélisa-
tion mécanique de la déformation tectonique, fondée sur le principe des calculs de struc-
ture, n’est pas poursuivie car cette approche est trop complexe pour étre appliquée au
domaine des bassins sédimentaires. Au contraire, le modele cinématique développé, FOL-
DIS, repose sur des hypothéses simplificatrices de nature purement géométrique qui déter-
minent entiérement le mode de déformation envisagé.

Jusqu’a présent, les modeles cinématiques de bassin, tels que THRUSTPACK, destinés
a modéliser la déformation tectonique complexe des bassins d’avant-chaines de montagne
n’incluent pas la prise en compte des effets géométriques de la compaction mécanique par
diminution de porosité. D’autres types de modeles de bassin, comme TEMIS, destinés a
modéliser les écoulements, la compaction associée ainsi que 1’évolution physico-chimique
de la matiere organique et des fluides hydrocarbures, ne peuvent étre appliqués que dans
des zones ou la déformation tectonique est simple. C’est a dire dans des bassins sans failles
obliques actives, dont le jeu entrainerait nécessairement des déplacements latéraux des
écailles tectoniques ainsi qu’une déformation conjointe des sédiments.

Le développement du modele cinématique FOLDIS a un double objectif :

* Il s’agit de proposer une méthode de calcul des déformations tectoniques qui
présente des améliorations par rapport aux modeles cinématiques existants. Les
configurations d’application du modele FOLDIS sont en effet plus étendues
que celle du modele cinématique THRUSTPACK par exemple. Pour illustrer
cette affirmation, on peut avancer le simple fait que les géométries des failles
présentes dans un domaine d’étude du modeéle FOLDIS ne sont pas limitées 2
étre toutes définies avec un pendage orienté dans le méme sens.

* Il s’agit ensuite de prendre en compte le phénoméne de compaction dans le
mode¢le. Comme les objets du modéle FOLDIS sont de nature discréte, ils se
prétent bien a une modification de leur géométrie et a une redéfinition de leur
contour. Apres chaque stade de 1’évolution du bassin, il est possible de propo-
ser un couplage des déformations tectoniques avec les déformations liées 2 la
compaction par diminution de porosité. Ce couplage repose sur un calcul géo-
métrique incrémental. On effectue une prise en compte successive de la défor-
mation tectonique puis de la compaction mécanique pour chaque intervalle de
temps correspondant a un incrément cinématique.




1.3 : Méthodologie d’une étude géologique de bassin sédimentaire.

L’étude géologique d’un bassin sédimentaire débute nécessairement a partir d’un
ensemble d’observations et de données géologiques et géophysiques recueillies sur le ter-
rain. Ces données sont de différentes natures, elles peuvent étre recueillies au niveau de la
surface topographique ou bien indirectement par le biais de mesures instrumentales de pro-
fondeur, a I’intérieur méme du bassin.

A T affleurement, les géologues sédimentaires et structuralistes procédent a un travail
d’observation et d’identification. Le sédimentologue examine et identifie la succession des |
lithologies et des faciés ainsi que leur disposition a 1’affleurement. Le structuraliste met en :‘
€vidence des objets plus complexes : les structures tectoniques. A 1’aide de données quanti- "
tatives mesurées sur le terrain, pendage des couches ou de 1’orientation des fractures, ainsi |
que par une observation directe des formes a I’affleurement, le géologue structuraliste "
reconnait des structures telles que des plis ou des chevauchements. I.’observation de zones
de discontinuité et d’intense déformation lui permet de caractériser et de localiser des
failles. Il recueille également sur le terrain des observations concernant le mode de fonc-
tionnement ou de mise en place des objets structuraux rencontrés. Ainsi, il est parfois pos-
sible de distinguer des failles en fonctionnement normal, inverse ou en décrochement par le
simple examen de stries qui mettent en évidence le déplacement relatif des deux comparti-
ments.

Ces données classiquement recueillies par le géologue au niveau de la topographie sont
synthétisées et regroupées sur la carte géologique. Ce travail de synthése est vraiment
essentiel et riche d’enseignements. Il permet en effet de mieux comprendre, en les regrou-
pant, I’ensemble des observations effectuées sur le terrain. De plus, la construction de la
carte géologique amene le géologue a travailler & une échelle supérieure par rapport i
I’échelle de I’échantillon ou de I’observation individuelle. Ce changement d’échelle con-
duit nécessairement a un travail d’interpolation qui doit étre mené entre les points de don-
nées. On voit donc qu’un des mérites de 1’établissement de la carte géologique est la
vérification de la cohérence générale des informations discrétes recueillies sur le terrain.
L’autre vertu de ce travail réside dans I’information qui est obtenue du fait de 1’exercice
d’interpolation. L’interpolation est fondée sur des hypothéses géométriques concernant les

différentes structures envisagées et leur mode de fonctionnement. Ces hypothéses ont des {
[
|

implications géométriques qui permettent de mettre en continuité les structures entre les
points discrets oll elles ont été observées.

La connaissance des structures profondes du bassin peut étre également interpolée et
déduite des données recueillies au niveau de la topographie. 11 est en effet possible, a partir
des informations géométriques rassemblées sur la carte géologique, spécialement a 1’aide
des mesures de pendage de couches ou de failles, d’envisager de tracer sur des coupes ver-
ticales I’agencement des couches et des structures géologiques en profondeur dans le bas-
sin. Un simple travail interprétatif & partir des seules données de surface de la carte est
cependant insuffisant pour accéder a une connaissance certaine et précise des structures
profondes. Il apparait clairement que le probleme de détermination des structures profon-
des est typiquement sous-contraint.

Des moyens d’investigation supplémentaires et plus élaborés sont nécessaires pour
recueillir des mesures géologiques et géophysiques des profondeurs du bassin. Les impor- |




tants moyens financiers engagés par 1'industrie pétroliére dans le but de réaliser 1’évalua-
tion du potentiel pétrolier des zones prometteuses a permis d’employer des moyens
efficaces pour recueillir des mesures profondes. Des sondages permettent de collecter et
d’analyser directement des échantillons de sédiments profonds. Ces sondages permettent
¢galement d’obtenir un grand nombre de mesures physiques in situ. En plus des renseigne-
ments concernant les propriétés physiques des matériaux sédimentaires en place, ces infor-
mations autorisent I’identification des lithologies et des faciés profonds. Des campagnes de
sismique-réflexion permettent également de connaitre la position des interfaces séparant les
différentes lithologies dans les profondeurs du bassin.

Il est important de remarquer que la démarche du géologue consiste en premier lieu a
intégrer I’ensemble des informations recueillies sur le terrain. Il doit ensuite étre capable de
dépasser la diversité et le caractere ponctuel des mesures et des données pour parvenir i la
compréhension des phénomenes, et remonter a leurs causes.

On a déja souligné que lors de I’établissement de la carte géologique on procédait i une
vérification de la cohérence des données recueillies sur le terrain. De la méme facon, lors
de I'étude des structures profondes du bassin, au moyen de coupes verticales, on procéde
également a une vérification de la compatibilité des données entre elles. Le fait d’envisager
le fonctionnement et la mise en place des structures tectoniques est aussi un moyen de véri-
fier leur compatibilité. Cette vérification est alors d’un autre ordre, elle repose en effet sur
la vraisemblance des phénomenes tectoniques ayant conduit le bassin dans son état actuel.
On s’intéresse donc ici & 1’évolution géométrique du bassin, pour laquelle intervient la
dimension temporelle. Cette discipline de la géologie dont I’objet est I’étude de la géomé-
trie au cours du temps est la cinématique. «La cinématique n’est que de la géométrie dans
le temps» Goguel -1948- [21].

Ainsi, la crédibilité de I’état modélisé au stade actuel du bassin est évaluée 4 1’aune de sa
vraisemblance cinématique. C’est a dire que pour que 1’état modélisé actuel soit jugé satis-
faisant il doit étre possible de I'inclure a la fin d’une évolution cinématique plausible. En
cas de vraisemblance du scénario cinématique, 1’état modélisé du bassin au stade actuel est
accept¢ pour €tre éventuellement confronté a d’autres observations permettant de confirmer
sa vraisemblance. Dans le cas ol il n’est pas possible d’inclure le stade actuel dans un scé-
nario cinématique plausible, I’état modélisé actuel doit étre nécessairement rejeté. Il con-
vient alors dans ce cas, grice aux remarques faites lors de la premiere étude, d’améliorer et
de concevoir un autre état modélisé du bassin au stade actuel ainsi qu’une évolution ciné-
matique y conduisant de fagon vraisemblable.
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1.4 : La dimension temporelle dans les modeles géométriques : cinématique

Il existe deux grandes familles de méthodes permettant de concevoir des scénarios ciné-
matiques aboutissant a 1’état géométrique actuel du bassin. Ces deux méthodes different
par la facon de considérer le parameétre temporel dans le modgle. Il est possible de réaliser
la modélisation cinématique dans le sens naturel d’écoulement du temps, et 1’on parle alors
de modele direct ou «forward». Ainsi, dans une telle modélisation, la description des diffé-
rentes €tapes de 1’histoire du bassin est réalisée dans I’ordre chronologique. La modélisa-
tion cinématique en sens contraire, c’est a dire en remontant le temps est qualifiée de
modélisation rétrograde ou «backward». On réalise alors dans ce cas la restauration de la
géométrie du bassin, a partir de I’état actuel que I’on modifie par étapes successives pour
les différentes dates de son passé géologique.

La modélisation cinématique directe est naturelle, elle permet en effet d’envisager les
processus physiques et géologiques qui conduisent a 1’évolution de 1’état géométrique et
thermodynamique du bassin dans leur ordre chronologique. Dans le modéle FOLDIS, la
modé€lisation cinématique envisagée est de type direct. L’état géométrique actuel du bassin
est donc le dernier des états modélisés successifs. La modélisation commence a une date du
passé, choisie comme origine, aprés laquelle est menée 1’étude. Le calcul de 1’évolution du
bassin au cours du temps est conduit a partir de 1’état initial hypothétique du bassin a la
date origine. Pour mener 4 bien cette étude cinématique directe, il est nécessaire de préciser
différents types de parametres dans le modeéle :

* La configuration géométrique initiale du bassin est un important paramétre de
la modélisation cinématique directe. Cette premiere géométrie, point de départ
de la modélisation est généralement une configuration trés simple du bassin. En
effet, la modélisation est logiquement menée a partir d’une date origine qui est
antérieure a la mise en place des structures plus ou moins complexes que 1’on
souhaite étudier. Les phases ultérieures de déformation, de sédimentation et
d’érosion viennent compliquer par la suite la géométrie du bassin.

* De nombreux paramétres évolutifs doivent étre spécifiés tout au long de 1’his-
toire du bassin. Ils sont nécessaires de facon a déterminer précisément et de
fagon unique son évolution. Ces parametres peuvent étre regardés comme des
conditions a la limite du modéle géométrique :

*¢ La quantité¢ de déplacement affectant les écailles structurales le long
des failles du bassin ainsi que le mécanisme de déformation affectant
les sédiments sont les parameétres cinématiques essentiels de 1’évolu-
tion tectonique.

*e La répartition spatiale et temporelle du matériel sédimenté a la topo-
graphie du bassin est un paramétre important qui contréle la quantité
de matériel sédimentaire entrant dans le systéme constitué par le
modele.
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*e ’intensité du phénomeéne d’érosion est également un paramétre essen-
tiel du modele. Il détermine la quantité de matériel sédimentaire sor-
tant du systéme au cours de son évolution.

*s | e taux de subsidence, affectant la position de la frontiére basale du
domaine de bassin étudié est aussi un parameétre majeur du modele.

e [La compaction subie par les matériaux sédimentaires au cours de leur
enfouissement est réglée par la loi de comportement donnant 1’évolu-
tion de la porosité des sédiments en fonction de la profondeur pour
chaque lithologie.

* L’état actuel du bassin est I’état final de la modélisation cinématique. Cet état
comporte lui-méme bon nombre d’hypothéses. En effet, entre les points de
donnée issus de I’observation et qui peuvent étre considérés comme des points
obligatoires il est nécessaire d’interpoler la géométrie des structures. Le con-
tour des objets géologiques, corps sédimentaires ou structures tectoniques com-
porte une part d’incertitude.

11 convient d’utiliser tous les points de données issus de 1’observation de 1’état actuel du
bassin pour caler précisément les différents parametres quantitatifs associés aux hypothéses
énoncées précédemment. La maniére de procéder pour mener a bien I’étude cinématique en
respectant parfaitement les données est une entreprise trés délicate étant donné le grand
nombre d’hypothéses entrant en ligne de compte. On ne connait pas de procédure systéma-
tique fiable et rapide. On doit réaliser la modélisation d’un grand nombre d’études corres-
pondant aux différents paramétres envisagés et comparer ensuite la qualité des résultats
obtenus vis-a-vis des données réelles dont on dispose. L’influence individuelle des parame-
tres importants peut étre estimée une a une en réalisant des essais de modélisation succes-
sifs, On tente alors de réduire les erreurs constatées sur les points de données en modifiant
uniquement les parametres €tudiés. Toutefois, le fait que les influences des différents para-
metres ne soient pas indépendantes les unes des autres complique singuliérement la tiche
du géologue modélisateur. Il est alors indispensable pour mener a bien la modélisation,
d’avoir une bonne expérience et un flair exercé pour déterminer a priori quels sont les para-
metres importants et agir uniquement sur ceux-ci.

La modélisation rétrograde de la cinématique consiste au contraire a reconstruire 1’état
initial du bassin a partir de son état actuel qui peut étre considéré comme bien connu. Cette
connaissance est spécialement établie si les données concernant I’état actuel sont nombreu-
ses et si une campagne sismique y a été menée révélant la géométrie de certaines structures
profondes. Le calcul des différents stades géométriques du bassin sont menés en remontant
le temps. La stratégie adoptée dans cette méthode consiste a partir de I’état déformé actuel
et a retrancher successivement les déformations subies par les matériaux sédimentaires en
place. A coté des déformations tectoniques, I'influence de la compaction peut étre égale-
ment progressivement éliminée en utilisant des méthodes de décompaction. Il convient de
retirer par étapes successives les sédiments a 1’affleurement de 1’état courant du modéle et
dans I’ordre inverse de leur dépdt. 1l s’agit parallelement a ce «déshabillage» d’estimer la
décompaction résultante. L’objectif de ces opérations géométriques est de remettre pro-
gressivement a plat les sédiments profonds déformés en utilisant comme cible de la recons-
truction le profil topographique du bassin.
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Chapitre 2 : Modélisation cinématique

L’objet de la modélisation cinématique des bassins sédimentaires est de reconstituer les
¢tapes successives de la formation et de 1’évolution des structures tectoniques présentes
dans les bassins. A I’origine, cette approche n’a pas eu un caractére quantitatif. I1 a fallu
attendre que Goguel -1948- [21] et Ramsay -1967- [50] et -1987- [51] introduisent les
notions de la théorie des déformations en géologie structurale pour que la modélisation
cinématique réalise des progrés considérables. La prise en compte de mécanismes de défor-
mation précis pour les matériaux géologiques a conduit a attribuer a 1’approche cinémati-
que un caractere prédictif, Goguel -1983- [22], Nicolas -1984- [45], Mc Clay -1992- [36] et
Merle -1994- [39]. Le fait de faire correspondre théoriquement chaque contexte tectonique
a un mode de déformation spécifique, permet d’aboutir a une évolution cinématique déter-
minée des structures présentes dans le bassin.

Les techniques de construction des «coupes équilibrées», Dahlstrom -1969- [10], ont été
a ’origine du développement ultérieur des modeles cinématiques. L’équilibrage de coupes
permet en appliquant des régles géométriques et cinématiques simples de proposer une
géométrie cohérente des structures profondes de la section géologique, De Paor -1988-
[13], Gratier -1988- [25], Moretti -1991- [43]. La géométrie profonde suggérée offre le
double avantage d’étre a la fois cohérente vis-a-vis des données géologiques et géophysi-
ques et cohérente vis-a-vis d’une cinématique possible. Les progres réalisés a partir de ces
techniques ont permis le développement des méthodes cinématiques modernes qui sont uti-
lisées dans des programmes informatiques, Geiser -1988- [20], Moretti -1989- [41], Endi-
gnoux -1990- [17], Howard -1993- [27], Hardy -1996- [26].

On expose tout d’abord dans ce chapitre le principe de la méthode d’équilibrage des
coupes. Ensuite, aprés avoir décrit les régles et les caractéristiques essentielles de la modé-
lisation cinématique en géologie des bassins sédimentaires, on présente des modeles classi-
ques. On étudie d’abord deux modéles fondés sur des modes de déformation élémentaires,
le cisaillement simple, puis la flexuration. On présente enfin trois modeles cinématiques
récents. Tout d’abord, on examine le «Fault-bend-fold» de Suppe -1983- [60] qui a été uti-
lis€ dans différentes modélisations, Endignoux -1989- [15], Zoetemeijer -1992- [72], et sur
lequel est fondé le logiciel THRUSTPACK. Enfin, on observe le modele proposé par Wal-
tham -1989- [63] et -1990- [64], et celui développé par Contreras et Suter -1990- [8].

2.1 : Méthode des coupes équilibrées

Le terme de «Balanced Cross Section» a été introduit par Dahlstrom -1969- [10]. La tra-
duction francaise de ce terme par «coupe équilibrée» a été proposée par Mugnier dans sa
thése -1984- [44]. Un exposé détaillé des fondements et des techniques de la méthode des
«coupes équilibrées» a été présenté dans 1’ouvrage collectif coordonné par Gratier -1988-
[25].

:’/
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On a souligné le fait, section 1.3 page 9, que ’extrapolation des structures profondes
d’une coupe de bassin était un probleme insuffisamment contraint. L'un des principaux
intéréts de la méthode des «coupes équilibrées» est qu’en se basant sur quelques regles
géométriques simples, il est possible de contraindre davantage ce probléme.

L’idée de base de la méthode est la construction, parallélement a la coupe du bassin au
stade actuel, d’une seconde coupe, avant la déformation tectonique. Il convient de vérifier
alors I’existence d’un chemin cinématique menant de la coupe non déformée initiale a la
coupe actuelle. Toutefois, la méthode n’impose pas que I’on explicite précisément le che-
min cinématique. Mais on vérifie tout de méme quantitativement la crédibilité d’ un chemin
cinématique menant de 1’état initial a 1’état présent. Compte tenu des hypotheses géométri-
ques qui précisent le mode de déformation adopté, des relations géométriques nécessaires
sont déduites. Par exemple certaines quantités, comme les surfaces, doivent étre conservées
entre les coupes initiales et finales. On voit donc que la condition d’existence du chemin
cinématique a d’importantes conséquences, elle introduit des impératifs géométriques qui
sont autant de contraintes au sujet de la géométrie des structures profondes du bassin.

L’utilité de la méthode de construction des «coupes équilibrées» est donc d’éviter des
incohérences concernant les structures tectoniques de la coupe actuelle du bassin. Des tech-
niques récentes ont été développées a partir des concepts initiaux de la méthode, ainsi des
logiciels de restauration de coupe, Geiser -1988- [20], Moretti -1989- [41] et -1991- [43],
ont été réalisés. Ils consistent en I’implantation de quelques modeles élémentaires de trans-
formation géométrique dans des outils interactifs. Le mode de transformation par bloc
rigide est apparu le premier car il est le plus simple a mettre en oeuvre. Il 8’agit de 1’appli-
cation a des blocs connexes de sédiments d’opérations géométriques non déformantes :
translation et rotation. Ce premier modele est particulierement bien adapté pour I’ interpré-
tation structurale de zones tectoniques en extension oll un matériau compétent surplombe
un matériau ductile. Ensuite ont été développés les modeles maintenant classiques du
cisaillement simple et du cisaillement par flexure qui produit un plissement isopaque ou un
plissement isopaque en kink. Enfin, ont été développées des méthodes dites «libres» qui
conservent ou non les surfaces et qui consistent en une déformation du matériau par une
projection géométrique sur des lignes cibles. Ces outils de restauration servent a reconsti-
tuer le chemin cinématique en remontant le temps, partant de 1’état présent, ils permettent
de remonter a I’état initial. Il s’agit donc d’outils de modélisation cinématique rétrograde
(«backward»), voir section 1.4 page 12.

Il est & noter que méme si le mode de déformation des sédiments est parfaitement pré-
cisé, la détermination des structures profondes dans 1’état actuel a partir des seules données
de surface peut demeurer un probléme insuffisamment contraint. La solution du probléme
cinématique rétrograde n’est pas nécessairement unique, et on ne retient alors que la solu-
tion la plus crédible géologiquement.
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2.2 : Principes de la modélisation cinématique directe 2D

A la fin des années 80, des modeles cinématiques informatiques ont été développés,
Contreras & Suter -1990- [8], Endignoux -1990- [17], Hardy -1996- [26], Howard -1993-
[27], Suppe -1983- [60], Waltham -1989- [63] et -1990- [64], Zoetemeijer -1992- [72]. Ces
modeles et ces logiciels proposent la construction effective du chemin cinématique menant
de I’état initial du bassin a I’état déformé actuel. Leur développement a été rendu possible |
grice aux importantes avancées réalisées dans le domaine de 1’informatique, a savoir |
I’accroissement des moyens de calcul et de la quantité d’information pouvant étre traitée.
De plus, les progreés accomplis a partir des notions initialement établies pour la construc-
tion de «coupes équilibrées» d’une part et concernant la théorie de la déformation intro-
duite par Goguel -1948- [21] et Ramsay -1987- [51] d’autre part ont également été décisifs
pour I’essor des modéles cinématiques. Ceux-ci représentent une amélioration significative
dans le domaine de la géologie structurale dans la mesure ol la construction effective du
chemin cinématique dispense de la vérification de son existence comme dans les méthodes
d’équilibrage de coupes. De plus, I'information géométrique relative aux stades successifs
du bassin est alors disponible. Ce qui est indispensable lorsque I’on souhaite analyser
I’évolution physico-chimique d’un bassin sédimentaire comme c’est le cas dans les mode-
les développés pour les besoins de I’exploration pétroliere.

Les méthodes cinématiques directes, voir section 1.4 page 11, qui permettent de déter-
miner I’évolution du bassin a partir de la géométrie de 1’état initial appartiennent & deux
grandes familles de méthodes. La détermination de la cinématique est toutefois toujours
réalisée sous la forme du calcul d’une série d’états géométriques a des dates successives.
Les deux familles de méthodes, & savoir les méthodes mécaniques et géométriques, diffe-
rent par la nature des hypothéses qui sont formulées.

L’approche mécanique consiste a attribuer aux matériaux sédimentaires du bassin des
lois de comportement qui lient de facon univoque la déformation subie par le matériau aux
contraintes exercées sur lui. Ainsi, la considération de la relation fondamentale de la dyna-
mique, compte tenu des conditions aux limites du domaine d’étude, conduit & une évolution
unique de la géométrie du bassin. Cependant une telle approche appliquée aux problemes
de géologie structurale comporte des difficultés importantes. Les incertitudes liées aux lois
de comportement, a I’hétérogénéité des matériaux ainsi qu’a la quantification des condi-
tions aux limites sont considérables. Ces incertitudes sont autant de facteurs qui nuisent
grandement a I’utilisation d’une approche mécanique dans les contextes de bassins comple-
xes. D’autre part, avec une telle approche, la quantité de calculs a mettre en oeuvre pour
déterminer les déformations est considérable.

Au contraire, les méthodes cinématiques basées sur des principes géométriques sont
plus simples et demandent moins de calculs. Ces méthodes nécessitent de fixer a priori le
mécanisme de déformation mis en jeu. De la méme fagcon que pour les méthodes d’équili-
brage de coupes, dans les modeles cinématiques 2D, 1’hypothése que toute la matiére pré-
sente initialement dans le domaine d’étude 2D s’y déforme et y demeure durant la
modélisation est classique. Cette hypothese revient a écrire la conservation de la matiére
pour chaque couche sédimentaire au cours des phases tectoniques. Connaissant le mode de
déformation, il est alors aisé d’en déduire I’évolution géométrique 2D de la coupe du bas-
sin. Le principal défaut de la famille des méthodes géométriques est qu’elle n’est pas géné-
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rale, elle repose en effet sur des hypothéses qui ne sont justifiées que dans des contextes
tectoniques particuliers. Cependant, le mérite majeur des méthodes géométriques est leur
simplicité par rapport aux méthodes mécaniques. En particulier, le nombre de paramétres
est plus restreint pour une modélisation cinématique fondée sur des principes géométriques
que pour une modélisation mécanique. Ainsi, il est plus facile de reproduire les structures
tectoniques d’un exemple naturel & I’aide d’un mode¢le cinématique géométrique adapté au
contexte tectonique que par une méthode mécanique qui est plus complexe. C’est la raison
pour laquelle le modele cinématique développé, FOLDIS, appartient & la famille des
méthodes fondées sur des hypothéses géométriques.

On présente dans la suite de ce chapitre les principes généraux des méthodes cinémati-
ques géométriques directes. Pour cela, il est utile de commencer par définir et distinguer les
domaines du bassin ot la déformation des sédiments est continue des domaines ot elle est
discontinue. On décrit ensuite les structures tectoniques simples de grande échelle qui exis-
tent dans les bassins sédimentaires, on analyse alors comment s’agencent les deux types de
déformations continue et discontinue pour chacune de ces structures. Enfin, on examine et
on formalise le probléme cinématique fondamental de la transformation géométrique conti-
nue d’un domaine connexe élémentaire, une écaille tectonique. En particulier, on aborde la
fagon dont est gérée la déformation discontinue aux frontiéres de I’écaille. On distingue
alors les différents types de conditions a la limite qui peuvent &tre appliqués a la frontiére
d’une écaille dans les méthodes géométriques. Une fois les principes et la formalisation des
modeles cinématiques géométriques présentés on examine, selon ces principes, différentes
méthodes cinématiques existantes.

2.2.1 : Notion de continuité de la déformation

Les déformations qui affectent les terrains géologiques peuvent étre classées en deux
grandes catégories de transformations suivant qu’elles préservent ou non la topologie des
objets affectés, les déformations continues et discontinues.

¢ [es déformations continues

T

Vi(P) : un voisinage du point P ®(V(P)) : image du voisinage

Figure 2-1 La transformation continue @ définit une déformation continue
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Au cours d’une déformation continue, la topologie des objets est conservée.
On peut traduire de maniere équivalente 1’énoncé précédent en I’illustrant, une
déformation continue transforme tout voisinage, par exemple une boule ouverte
centrée en un point P, en un ensemble qui est lui-méme un voisinage du point
®(P), comme le montre la figure 2-1. Cette propriété est essentielle, car elle
assure que la fonction mathématique @ qui sert a étudier la transformation géo-
métrique décrivant la déformation fait partie de la classe des fonctions conti-

nues CP.
¢ Les déformations discontinues

Ces déformations a la différence des précédentes modifient la topologie des
objets déformés. En effet, de telles transformations modifient les voisinages des
points matériels. On voit sur ’exemple de la figure 2-2, comment deux points
voisins P et Q sont transformés en deux points qui ne le sont plus ®(P) et ®(Q).

Le lieu des points pour lesquels la déformation n’est plus continue est
appelé cassure, fracture ou faille suivant ’amplitude du saut caractérisant la
discontinuité.

. |
e

Figure 2-2 La transformation discontinue @ définit une déformation discontinue

Dans la nature, les déformations subies par les sédiments sont une combinaison des
deux types continu et discontinu. Il existe dans les bassins des discontinuités majeures, de
grande dimension, les failles. Leur extension spatiale peut dépasser plusieurs dizaines de
kilométres. Et leur jeu qui est le déplacement relatif des deux compartiments de part et
d’autre de la surface de discontinuité, est également de grande échelle et peut excéder plu-
sieurs kilometres. Entre les failles majeures du bassin, la déformation des sédiments n’est
pas nécessairement de caractére continue. En effet, & 1’échelle locale de 1’affleurement ou
de I’échantillon, on observe dans les terrains fortement remaniés des évidences de déforma-
tions discontinues sous la forme de fractures. Toutefois, ces discontinuités sont de petite
taille et n’entrainent que des remaniements locaux. Ainsi, pour une étude menée a I’échelle
du bassin, il est raisonnable de négliger, pour simplifier, ces déformations discontinues de
petite dimension. De sorte que la modélisation de la déformation des sédiments entre les
grandes failles est classiquement réalisée de fagon continue.

v
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La déformation tectonique qui a été envisagée comme un processus physique n’est
cependant pas le seul type de déformation a affecter les terrains géologiques. En effet,
d’autres processus de nature chimique ou physico-chimique entrent en jeu. Par exemple,
des changements de phase, ou des réactions chimiques, affectent certains minéraux consti-
tutifs des sédiments. En plus des modifications de nature minéralogique et chimique qui
touchent les sédiments, des remaniements géométriques accompagnent fréquemment ces
phénomenes. Ainsi, le passage de certains minéraux dans une phase fluide, par exemple
sous I’action de contraintes élevées, favorise le transport plus ou moins lointain d’une par-
tie de la matiére initialement présente dans les s€diments. De plus, méme dans le cas ot les
minéraux transformés par des réactions chimiques restent en place, le bilan volumique des
réactions chimiques n’est généralement pas nul, et des modifications géométriques accom-
pagnent nécessairement ces transformations.

11 ressort de 1’étude de ces processus physico-chimiques un caractére de grande com-
plexité de ces phénomenes. Or, dans les parties superficielles du bassin qui font I’objet de la
modélisation, c’est a dire pour les premiers kilometres de sédiments, les transformations
physico-chimiques des sédiments sont limitées par rapport aux zones plus profondes du
bassin. Si bien que méme si des changements minéralogiques existent dans la partie super-
ficielle de bassin modélisée, pour simplifier la modélisation, on n’étudie pas en détail ces
processus et on néglige leur influence géométrique a 1’échelle d’étude du bassin. Ainsi, il
apparait raisonnable de modéliser la déformation des séries sédimentaires du bassin selon
un mode continu, de maniére a négliger et moyenner les irrégularités géométriques de pro-
cessus complexes qui sont discontinus dans le détail.

2.2.2 : Les structures tectoniques simples a 1’échelle du bassin

Il est possible de distinguer trois contextes tectoniques différents, la distension, la com-
pression et le décrochement qui conduisent & la formation de structures tectoniques spécifi-
ques. Les situations distensives et compressives se caractérisent par un changement de
longueur du bassin dans une direction particuliére. On a affaire respectivement a un allon-
gement et un raccourcissement dans la direction déformée principale du bassin. Le régime
tectonique décrochant est différent, il s’agit du déplacement relatif purement horizontal de
deux compartiments du bassin, il n’y a donc pas dans cette situation de composante verti-
cale du déplacement relatif d’un bloc par rapport a I’ autre.

Chacun des trois contextes tectoniques est associé a des failles de géométrie particuliére
et a un fonctionnement tectonique spécifique de ces discontinuités. Le régime tectonique en
distension est associé 4 des failles normales, la compression est associée a des failles inver-
ses et le décrochement est associé a des failles décrochantes, voir la figure 2-3.

Ayant caractérisé les différents types de failles en fonction du régime tectonique, on exa-
mine les structures tectoniques engendrées par déformation continue entre les failles
majeures, c¢’est a dire les plis. Il s’agit de la déformation de couches sédimentaires généra-
lement initialement planes qui acquiérent une géométrie plissée.

Afin d’étudier les différents types de plis et leur génération, il est utile d’observer les
interactions classiques qui existent entre les plis et les failles. Dans le contexte d’une faille
chevauchante, on caractérise trois principaux types de plis, le pli de rampe, le pli de propa-

v

18




gation de faille et le pli de détachement.

\ \
N\ N\

Figure 2-3 Les modes de fonctionnement d’une faille : normal, inverse et décrochant

a ) Le pli de cintrage sur rampe.

Il se développe a partir d’une faille préexistante qui a partir d’un niveau de décollement
basal, quasiment horizontal, rejoint la surface topographique par une rampe. Dans cette
situation, la discontinuité que représente la faille sépare complétement deux compartiments
ou écailles tectoniques.

Iécaille chevauchante, ou compartiment allochtone (hanging-wall) est le lieu de défor-
mations internes, de caractére continu dans la modélisation. L’écaille basale, ou comparti-
ment autochtone (foot-wall) n’est pas déformée lors du fonctionnement de la faille.

/

i

Figure 2-4 Pli de cintrage sur rampe

Il est a noter que le méme type d’interaction entre faille et pli peut étre observé dans un
régime tectonique en distension. Ainsi, de la méme facon, une faille normale recoupe la
topographie et sépare complétement deux écailles tectoniques distinctes. L’écaille tectoni-

o
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que supérieure (hanging-wall) est déformée, il se développe une structure plissée en roll-
over au fur et & mesure que joue la faille, voir la figure 2-5. Au contraire, I’écaille tectoni-
que inférieure (foot-wall) n’est pas déformée lors du jeu de la faille normale.

Figure 2-5 Développement d’une structure en roll-over sur une faille normale listrique

b ) Le pli de propagation de faille

Il se distingue du pli de rampe car il se développe simultanément a la formation de la
faille au sein des sédiments du bassin. La géométrie de la faille est particuliere, il s’agit
d’une faille aveugle, qui ne recoupe pas la topographie. Dans ce cas, et contrairement au
précédent, la faille ne délimite pas deux écailles tectoniques distinctes. Sur une coupe de
bassin, ce type de faille posséde un point de terminaison au sein des sédiments.

4

_—

Figure 2-6 Pli par propagation de faille

Le point terminal de la faille est particulier, il réalise la transition entre un domaine ou la
déformation est continue, dans les sédiments, et un domaine ol la déformation est disconti-
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nue, le long de la faille. C’est pourquoi le jeu de la faille est nécessairement nul au niveau
du point terminal de la faille de propagation.

Ce type de pli, se développant simultanément a la propagation de la faille est vraiment
général, et on peut voir le pli de rampe comme un cas particulier d’un pli de propagation.
En effet, pour un pli de rampe, il y a une premiére phase de mise en place de la faille pour
laquelle la vitesse de propagation de la faille n’est pas nulle alors que la vitesse de forma-
tion du pli est nulle. Une seconde phase correspond a la configuration inverse des vitesses,
la faille ayant atteint la topographie ne se propage plus pendant que le pli se développe.

I1 est possible d’envisager de nombreuses variantes concernant les développements suc-
cessifs ou simultanés a des vitesses différentes de la rampe et du pli. Ainsi, les plis a gra-
dient de déplacement envisagés par Wickham -1995- [65] représentent une version de pli
de propagation particuliére pour laquelle le pli se développe alors que la rampe aveugle ne
se propage plus.

Les plis composites décrits par Chester -1990- [6] sont une combinaison des deux
modes de développement de plis précédents. Le déplacement du compartiment allochtone
au niveau de la partie basale de la rampe engendre un pli de cintrage sur rampe, alors que la
partie supérieure de la rampe se propage et engendre un pli de propagation.

¢ ) Les plis par détachement

Ces plis sont vraiment différents des précédents car ils ne sont pas associ€s a une rampe.
Ils sont associés a un décollement basal €pais et ductile, voir la figure 2-7.

Figure 2-7 Pli par détachement

Les plis par détachement sont aussi qualifiés de plis disharmoniques.

Le pli de propagation peut étre considéré comme étant un pli de caractére trés général,
ainsi on peut également envisager le pli de détachement comme un cas particulier de pli de

propagation. Simplement, dans ce cas, la propagation de la faille est arrétée tres tot, avant la

i
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formation de la rampe, et le pli se développe alors que la vitesse de croissance de la faille
est nulle. Cependant cette généralisation n’est pas justifiée. En effet, contrairement aux plis
précédents, il n’y a pas de déterminisme entre les caractéristiques du pli de détachement et
la forme du décollement. De nombreux comportements de charniére et de flancs sont possi-
bles menant a des géométries de plis symétriques ou non. L’absence de relation univoque
entre les géométries de surface et en profondeur a rendu les différentes tentatives de modé-
lisation directe des plis disharmoniques sans intérét pratique.

Le régime tectonique décrochant n’est généralement pas, pour sa part, lié a une défor-
mation notable des ensembles sédimentaires lorsque la faille décrochante est plane et verti-
cale. Les deux compartiments du bassin font simplement 1’objet d’un déplacement relatif
quasiment sans déformation interne.

Ces différentes structures simples, associations de failles et de plis, sont caractéristiques
de la tectonique des bassins sédimentaires. Dans des bassins réels complexes, ces formes
simples sont associées entre elles et créent des structures tectoniques superposées et com-
pliquées. En particulier, on rencontre des empilements de plusieurs écailles simples for-
mant des structures imbriquées ou super-structures. Les systémes de failles peuvent &tre
compliqués du fait de branchements possibles de failles sur un ou plusieurs niveaux de
décollements. De plus, il existe souvent des failles secondaires conjuguées, dans des direc-
tions antagonistes par rapport aux failles principales. Ces failles antithétiques viennent
aussi compliquer la configuration des écailles du bassin aussi bien dans les régimes tectoni-
ques en compression qu’en extension.

2.2.3 : La déformation continue d’une écaille tectonique

Dans un modele cinématique 2D, les écailles tectoniques sont les domaines connexes 2
deux dimensions qui sont limités par des failles. A I’intérieur de ces écailles, la déforma-
tion des matériaux sédimentaires est modélisée comme continue. Les méthodes cinémati-
ques basées sur des principes mécaniques sont telles que la déformation calculée dépend de
la nature des matériaux présents dans le domaine d’étude par le biais de la loi de comporte-
ment attribué€e a chaque matériau. Au contraire, dans les modeles cinématiques basés sur
des principes géométriques, les déformations ne dépendent pas directement de la nature du
matériau. C’est pourquoi, seules interviennent dans le calcul des déformations des considé-
rations purement géométriques.

Tous les modeles cinématiques basés sur des principes géométriques visent a la recons-
truction des différentes unités tectoniques, ou écailles, du domaine d’étude. Ainsi, le pro-
bleme cinématique global a 1’échelle de I’ensemble du bassin étudié se décompose en
autant de sous-problémes géométriques de déformation qu’il y a d’écailles tectoniques.

On considére ainsi le probléme géométrique fondamental de la déformation d’une
écaille tectonique E, domaine connexe & deux dimensions et de contour fermé JdE. D’une
fagon générale, il est possible de formaliser cette étude en appelant @,() la transformation
géométrique que subit 1’écaille E, le parametre t représente la date a laquelle 1’écaille
déformée est considérée. D’apres le caractére continu de la déformation géométrique asso-
ciée a la transformation @,(), la nature topologique de 1’écaille E est invariante au cours du

temps. On en déduit en particulier que le contour de la t;ansformée de I’écaille : d(P(E))
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coincide avec le transformé du contour de I’écaiile initiale : ®,(JE).

Le probléme est résolu par la détermination de la fonction ®,() qui permet de connaitre
la géométrie déformée de 1’écaille E, a savoir @ (E).

Les données du probléme géométrique sont :
* la géométrie de 1’écaille initiale E.
* des conditions 2 la limite concernant les contours JE et d(®,(E)).
Le contour 0E = T, de I’écaille tectonique E qui repose sur la faille F, peut étre décom-
posé en trois parties disjointes comme indiqué sur la figure 2-8.

O=Tgnl = = F——-

Figure 2-8 Frontiére I' ="y U I'; U I'; de I’écaille E limitée par une faille F

La décomposition de la frontiére I" : (I'y, I'1, I',) de 1’écaille E dépend des conditions 2
la limite du probléme cinématique.
* La transformée de la frontiére I' par la fonction @,() est directement donnée
par les conditions a la limite. La partie de frontiere ®@(I";) est imposée par le
modélisateur qui déplace et déforme a volonté la frontiere I,

* La transformée de la frontiere I'; par la fonction ®() est déterminée par la
résolution du probléme cinématique et le calcul de la transformation ®,(). 11
s’agit d’un bord libre de 1’écaille E qui n’est pas fixé de fagcon immédiate par
les conditions a la limite.

. La frontiére I'; est en coincidence avec la faille F dans I’état initial de ’écaille
E. Sa transformée par la fonction continue @() est telle qu’elle reste en coinci-

dence avec la faille dans la configuration déformée. La condition a la limite sur
la frontiére I'; est donc celle d’un glissement sur le support constitué par la

faille F.
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On appelle O le point commun des frontiéres Ty (bord imposé) et I'; (coincidant avec la
faille), le transformé de ce point est noté : o = @ (O). Il est & noter que puisque le point O
appartient a la frontiere Ty, la position du point o = ®,(O) est connue par la donnée des con-
ditions a la limite.

Quel que soit le modéle cinématique géométrique adopté, il est toujours possible de
décomposer la frontiere I" de I’écaille E selon les trois types de frontire indiqués. La fron-
tiere I'; qui est en coincidence avec la faille est toujours présente dans le contour de

I’€caille. Suivant le mode de déformation adopté dans le modele cinématique et suivant la
configuration géométrique particuliere de I’écaille E, les deux types de frontiére Iy et T

ont des importances respectives qui peuvent varier. Une de ces frontiéres peut méme &tre
absente ou réduite a un unique point.

D’une fagon générale, le probléme de la détermination de la cinématique est celui de la
caractérisation a chaque date t de la transformation continue @,(). Plus simplement, on

s’intéresse a cette caractérisation a une date t quelconque et on omet I’indice t dans les
notations par la suite.

Le probléme est donc de construire sur un domaine Q de R, qui correspond a 1’écaille
E, la fonction vectorielle ®() opérant de Q dans R et présentant la propriété d’étre conti-
nue et de satisfaire aux conditions a la limite. La fonction ®() fournit les nouvelles coor-
données (x, y) dans I’état déformé du point (X, Y) de I’état initial.

(X, Y)]

(X, Y) =
y(X, Y)

On peut imposer suivant le mode de déformation choisi que la fonction vectorielle ®()
en plus d’étre continue, de classe C¥ sur le domaine Q soit également continiment différen-
tiable, de classe C! sur €2, son gradient est alors :

ax

ox

VO(X,Y) =
dy dy
Z)Y(X’ Y) W(X, Y)

Xx Xy
Yx Yy

Plus simplement on note : VO =

La différentielle de la fonction vectorielle @ est: d® = VO [dX:l
dy

Le concept de déformation entre un état initial et un état final retient le changement de
forme entre les deux états. C’est a dire ce en quoi la transformation géométrique ®() qui
fait passer de I’état initial a 1’état déformé différe d’une isométrie directe, c’est a dire une
translation ou rotation. L’analyse des déformations a dong pour objet I’étude de la fonction
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vectorielle @(), et plus spécialement I’étude de son gradient V.

Lorsque la déformation est la méme pour tous les points du milieu continu étudié, on
parle de déformation homogene, et dans le cas contraire, on parle de déformation hétéro-
gene.

Différents modeles cinématiques adoptent des principes géométriques simples, et sont
fondés sur un mode de déformation élémentaire. Par exemple, il est commode d’adopter
comme mode de déformation, le cisaillement simple dans un direction particuliére fixée a
priori. Ce mode de déformation conduit a une détermination de la cinématique par des cal-
culs tres simples. D’autres modeles sont fondés sur des mécanismes idéaux ou observés
dans des plis naturels. Ainsi, les modeles de plissement par flexion, ainsi que le modéle de
Suppe s’appuient sur un mode de déformation par glissement selon la direction stratigra-
phique avec conservation de 1’épaisseur des couches, ils conduisent a la formation de plis
isopaques.
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2.3 : Cinématique fondée sur le mécanisme du cisaillement simple (simple
shear)

On analyse le mode de déformation élémentaire du cisaillement simple dans une direc-
tion particuliére ainsi que le modele cinématique qui est fondé sur ce mode de déformation.
Apres avoir défini rigoureusement le mode de déformation, on étudie les propriétés géomé-
triques de la transformation. Il ne s’agit pas d’un mécanisme homogéne pour tout le
domaine car I'intensité de la déformation varie d’un point a 1’autre. Enfin on examine le
type de conditions a la limite qu’il convient de fournir pour que le probléme cinématique
soit mathématiquement bien posé.

2.3.1 : Définition du mécanisme du cisaillement simple.

Le mécanisme de déformation par cisaillement simple dans la direction définie par
I’angle o est caractérisé par les deux propriétés suivantes qui se traduisent par une relation
faisant intervenir le gradient de la fonction ® :

1 / La déformation d’un domaine infinitésimal autour d’un point (X, Y) quelcon-
que est isosurfacique, ce qui est équivalent a la proposition :

VXY €Q,det(VO(X,Y)) = 1
Pour la justification de la formule, voir annexe section 5.4 page 201.

2 / D’autre part, le transformé d’un vecteur matériel infinitésimal dans la direction
définie par ’angle o est un vecteur matériel identique 2 lui-méme :

VX,Y) €eQ, VO(X, Y)[COS(G)} - {cos(a)}
sin(ot) sin(o)

Pour la justification de la formule, voir annexe section 5.3 page 200.

2.3.2 : Etude des propriétés de la transformation .

On s’attache dans ce paragraphe a expliciter la forme de la transformation géométrique
®. 11 s’agit de définir la transformation géométrique ® de maniére unique 2 partir de la défi-
nition du mode de déformation et de conditions a la limite bien choisies sur le contour I" de
I’écaille E.

Ce probleme géométrique est équivalent  la résolution du systéme de trois équations
aux dérivées partielles du premier ordre :

Xy Ccos(0) + Xy sin(o) = cos(a) (1)
yxcos(a) +yysin(o) = sin(ot) (2)
Xx¥y—Xyy¥x = 1 (3)

La résolution de ce systéme d’équations aux dérivées partielles est menée en annexe sec-
tion 6 page 204, grice a la méthode des caractéristiques [32].
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La frontiére Ty est paramétrée par le couple de fonctions : (sz(v), er(v)) avec la
définition suivante du paramétre v :
viX,Y) = (X- Xr,(0))sin(a) - (Y - Y, (0))cos(ar)
0= (Xr(0), Yy (0))

La frontiere ®(I",) est paramétrée par le couple de fonctions : (XFZ(W)’ yrz(w)) avec la
définition suivante du paramétre w :
w(x,y) = (x=xp,(0))sin(a) — (y - yr,(0)) cos (o)
0= (xr,(0), yr-,(0)

On obtient les composantes (x, y) de la transformation @ :

x(X, Y) = xp,(v(X, Y)) + X - Xp (v(X, Y))
{Y(X, Y) = yr,(v(X, Y) + Y - Y (v(X, Y))

2.3.3 : Discussion concernant les conditions i la limite du probléme cinématique

Dans le probleme que I’on a analysé, les points (X, Y) de 1’écaille E qui ont été recons-
truits sont portés par des droites caractéristiques (dont la direction est définie par I’angle o)
qui recoupent le bord T, de 1’écaille (en coincidence avec la faille F).

Etat initial

\ E,
\ \

Figure 2-9 Définition des frontiéres (I'y, 'y, I';) et des parties E, et E, d’une écaille E

Cependant une telle configuration n’est pas générale comme le montre la figure 2-9, il

:/
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convient donc de distinguer les parties E; et E, de 1’écaille E. La partie E; correspond aux
points de ’écaille qui sont portés par une droite caractéristique recoupant le bord T', de
I’€caille. La partie E; est simplement la partie complémentaire de la partie E;.

Si la configuration de I’écaille E est telle que la partie E, soit vide, il est facile de recons-

truire la totalité de I’écaille grace a la démarche précédente. Dans une telle configuration, la
frontiere I'( est réduite au point O comme il est indiqué sur la figure 2-10.

Etat initial Etat reconstruit

0=Ty ~ ~ DIy e & -

Direction de cisaillement

Figure 2-10 Schéma de reconstruction de I’écaille E dans le cas o elle coincide avec la
partie E,, la frontiére ' est alors réduite au seul point O.

La fagon dont est reconstruite la partie E; de 1’écaille, a partir de la connaissance de la
géométrie de la faille F et du déplacement du point O de la frontiere I'y suggére d’opérer
une reconstruction analogue pour la partie E,. L’information indispensable a la reconstruc-
tion de la partie E, provient nécessairement de la condition a la limite indiquant le déplace-
ment de la frontiére I'y. Ainsi, il est nécessaire que les droites caractéristiques traversant la
partie E, recoupent une seule fois la fronti¢re I'yy. Pour que la reconstruction de la partie E,
soit possible, il convient donc de définir sur le contour de 1’écaille E la frontiere I'y telle que
chaque droite caractéristique de la partie E, la recoupe une seule fois.

Comme chaque point de la frontiere I') définit un paramétre v différent, il est possible de
paramétrer la frontiére I'y 4 I’aide du parameétre v : (Xro(v), Yro(")) . Le point origine du
paramétrage (XFD(O), Yr"(O)) est toujours le méme point O.

D’une fagon analogue au raisonnement de 1’annexe section 6 page 206, on établit en
introduisant une fonction f(), et en remarquant que le transformé du point de paramétre v

(Xr"(v), Yro(v)) est nécessairement le point :
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(2, (£()), Y, (£(V))) = (X, (V), Yp (V)

On montre comme a I’annexe section 6 page 207 que la fonction f() est I’identité. II est
alors nécessaire pour que la reconstruction soit possible que la transformée de la frontiére
I’y vérifie en tout point :

V'V, (xp, (V) ¥r, (V) = S(Xp, (v), Y (V)

Direction de cisaillement

Etat reconstruit \

0 = ®(0)

Figure 2-11 Reconstruction de I’écaille E dans le cas général

Ce qui revient a dire que chaque point de paramétre v de la frontiére I'y est nécessaire-
ment transformé par la fonction @ en un point de la frontiere ®(T'y) dont le paramétre w est

€gal a v. Cette relation constitue une condition nécessaire qui doit étre vérifiée par la fron-
tiere Iy et'sa transformée D(T).
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Les composantes de la fonction @ pour les points de I’écaille E, sont alors :

xp (V(X, Y)) + X - Xy (v(X, Y))

x(X,Y)
{ yr,(V(X, Y)) + Y = Yp. (v(X, Y))

y(X, Y)

En conclusion de cette étude, on précise que la fonction @, définissant la transformation
géométrique reposant sur le mode de déformation du cisaillement simple, peut &tre obtenue
de fagon rigoureusement exacte. Il n’est en effet pas nécessaire d’avoir recours & une
méthode numérique de résolution. Les conditions a la limite nécessaires pour que le pro-
bléeme soit mathématiquement bien posé dépendent de la configuration géométrique de
I’écaille ainsi que de la direction du cisaillement définie par I’angle o.. En effet, suivant les
configurations, la fronti¢re Iy peut étre réduite 2 un unique point ou au contraire peut repré-

senter une partie de longueur non nulle du contour I

La justification de ’emploi du mode de déformation du cisaillement simple selon une
direction pour déformer une écaille tectonique entiére dans un bassin n’est pas nécessaire-
ment établie. En effet, il n’y a pas de raison a priori pour que la déformation se produise
selon la méme direction pour I’ensemble de 1’écaille tectonique.

Ce mode de déformation est tout de méme souvent utilisé par les géologues pour modé-
liser une cinématique dans le contexte tectonique d’une extension. Une des raisons de cet
emploi est la simplicité du modele, il ne nécessite en effet pas une grosse quantité de cal-
culs, comme le prouve I’étude que 1’on a menée. De plus, dans un régime extensif, les
résultats géométriques obtenus apparaissent souvent géologiquement réalistes, spéciale-
ment parce qu’on dispose d’un degré de liberté et qu’il est possible d’ajuster la géométrie
reconstruite du roll-over en choisissant un paramétre o adapté. Toutefois, ce mode de
déformation n’est pas mécaniquement fondé, notamment dans le cas ol la géométrie de la
faille est listrique. En effet, comme la direction de la faille n’est pas constante, le méca-
nisme de cisaillement selon la direction constante o ne peut étre justifié comme un cisaille-
ment dans la direction antithétique a la faille.

Un mode de déformation plus justifié¢ mécaniquement et géologiquement semble &tre
celui de la déformation par flexion (flexural slip). En effet, dans ce cas, la direction du glis-
sement coincide avec la direction stratigraphique. Il parait tout a fait logique de privilégier
les discontinuités lithologiques, qui sont des zones de faiblesse mécanique, comme la
direction du cisaillement a I’intérieur des sédiments.
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2.4 : Cinématique basée sur la déformation par flexion (flexural slip)

Le mode de déformation par flexion a été présenté par de nombreux auteurs, Nicolas -
1984- [45] et Ramsay -1967- [50] et -1987- [51]. 1l est remarquablement bien justifié dans
un régime tectonique compressif, on observe alors classiquement le développement de plis
isopaques.

La caractéristique des plis isopaques est que les couches sédimentaires sont plissées en
conservant leur épaisseur. On distingue deux importantes variantes de ce mécanisme sui-
vant qu’il a un caractére partout continu ou non. La figure 2-12 montre les deux versions du
mécanisme de flexion, a savoir la flexion-glissement et la flexion-écoulement. Les mar-
queurs de la déformation, symbolisés par des cercles dans la configuration initiale devien-
nent des ellipses sur les flancs rectilignes du pli dans le cas du mécanisme continu de
flexion-écoulement (déformation de flanc). En revanche, dans le cas du mécanisme discon-
tinu de flexion-glissement, les cercles contenant une limite stratigraphique dans la configu-
ration initiale sont décalés de fagon discontinue selon cette direction.

Flexion-glissement Flexion-écoulement
(mécanisme discontinu) (mécanisme continu)

Figure 2-12 Mécanismes de plissement par flexion (d’aprés Nicolas)

Une autre version du méme mécanisme de flexion-écoulement est possible en localisant
la déformation au niveau de la charnigre du pli, voir la figure 2-13, au lieu de la localiser sur
les flancs du pli comme sur la figure 2-12.
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Flexion-écoulement
(mécanisme continu)

Figure 2-13 Flexion-écoulement : déformation de charniére (d’aprés Nicolas)

On peut cependant faire observer que cette fagon de décrire le mécanisme de déforma-
tion par flexion est approximative. En effet, elle n’éclaire pas sur les détails du mode de
déformation employé. La différence concernant les deux modes de flexion, 2 savoir flexion-
glissement et flexion-écoulement, est uniquement descriptive. Elle ne repose que sur le
repérage des différents niveaux de discontinuité existant pour le mode de déformation par
flexion-glissement. On peut cependant envisager une analyse commune de ces deux méca-
nismes, en considérant la déformation par flexion-glissement comme I’empilement de
milieux continus déformés par flexion-écoulement qui glissent les uns par rapport aux
autres de facon discontinue. De plus, on peut considérer que les deux variantes du mode de
déformation par flexion-écoulement, a savoir la localisation de la déformation dans les
flancs ou dans la charniére du pli, ne différent que du fait des conditions aux limites appli-
quées aux deux extrémités de la couche. Pour étudier ce modele cinématique, il apparait
fondamental de démonter le mécanisme intime de la déformation, c’est a dire le mécanisme
de déformation continu par flexion-écoulement.

Pour analyser de fagon approfondie le mode de déformation par flexion-écoulement
d’un milieu continu Q en deux dimensions, il convient tout d’abord de le définir et de le
caractériser de fagon précise. On étudie ensuite le type de conditions aux limites qu’il con-
vient de fournir pour que le probléme de reconstruction d’une écaille tectonique soit bien
posé€. On donne enfin un exemple simple d’application de la méthode.

2.4.1 : Définition du mécanisme de flexion d’un domaine continu

Ce mécanisme repose sur ’existence d’une direction stratigraphique en tout point du

domaine €. Une telle direction peut étre définie en tout point (X, Y) du domaine Q de 92
par la donnée de la mesure de I’angle de cette direction avec 1’axe des abscisses : a(X, Y).

La déformation €lémentaire correspondant au mécanisme de flexion-écoulement en tout

e
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point matériel du milieu continu est alors un cisaillement simple dans la direction stratigra-
phique définie au point matériel.

Le champ de scalaire o(X, Y) est défini sur le domaine Q de R? et prend ses valeurs
dans I’intervalle [0, 2r[ de K.

Direction stratigraphique définie au point matériel (X, Y)

Ligne stratigraphique
passant par le point (X, Y)

Domaine Q

Point matériel (X, Y)

Figure 2-14 Direction stratigraphique ou(X, Y) au point matériel (X, Y) de Q

Le mécanisme de déformation de la flexion continue (flexion-écoulement) est entiére-

ment caractérisé par deux propriétés exprimées localement au point (X, Y) portant sur le
tenseur gradient de la transformation @ :

1/ La transformation d’un domaine infinitésimal autour du point (X, Y) est isosur-
facique, ce qui est équivalent 2 la proposition :
VX Y) €Q, det(VP(X,Y)) = 1
voir annexe section 5.4 page 201.

2 / De plus la déformation est caractérisée par le fait que la transformation d’un
vecteur infinitésimal dans la direction stratigraphique ou(X, Y) au point (X, Y)
est isométrique, ce qui est équivalent a la proposition :

VX, Y) €Q,3BX,Y) tel que VO(X, Y)[‘:OS(“(X’ Y))} = {COS(B(X’ Y))]
sin(o(X, Y)) sin(B(X, Y))

voir annexe section 5.3 page 200.

2.4.2 : Analyse de la transformation par flexion continue

Le probléme de reconstruction géométrique se traduit analytiquement par la recherche
des fonctions composantes x(X, Y), y(X, Y) de la fonction vectorielle ®(X, Y). Cette réso-
lution est accompagnée de la détermination du champ scalaire, inconnue secondaire, qui

33




correspond a la direction stratigraphique B(X, Y) au point ®(X, Y) dans la configuration

déformée. Le champ B(X, Y) est défini sur le domaine €2 de R? et prend ses valeurs dans R,
Il convient ensuite de préciser les conditions aux limites & appliquer sur le contour du
domaine £ pour que la fonction vectorielle @(X, Y) soit définie de fagon unique.

L’étude de ce probléme est menée en annexe section 7 page 209.

La donnée du champ de scalaire o(X, Y), des directions de la stratigraphie en tout point
(X, Y) du domaine Q permet de définir un difféomorphisme W sur le domaine Q, voir
annexe section 7.2 page 212 :

¥(X,Y) = [S(X, Y)] et (s, v) = I:X(s, v)J
v(X, Y) Y(s,v)

A partir de ce difféomorphisme, on définit le champ scalaire : a = det( grad(‘}’—l))

En résumé de cette étude, le champ scalaire B(X, Y) est obtenu comme solution d’une
€quation aux dérivées partielles :

BSS(BV - as) - BSVBS + Bsass + aB:: =0

La transformation ®(X, Y) est ensuite déduite du champ B(X, Y) des directions strati-
graphiques dans la configuration déformée du domaine € en résolvant le systdme différen-

tiel :
Vo cos(oc)} - |[*x Xy||cos(o)| _ licos(ﬁ)}
sin (@) Yx Yyl Lsin(o) sin(3)

2.4.3 : Cas particulier d’une stratification initialement paralléle

On considére la déformation d’un bloc de terrain Q infiniment stratifié parallélement 2
I'axe des x. Le champ de scalaire ou(X, Y) définit par une telle stratification est uniformé-
ment nul sur le domaine Q. Le changement de variables correspondant au champ de sca-
laire au(X, X) est le difféomorphisme ¥ égal a I’identité. Dans le cas présent le champ de

scalaire a(X, Y) = det(grad(‘l‘_l)) est constant et vaut 1.

L’équation aux dérivées partielles peut étre simplifiée, voir annexe section 7.2 page 212,

si By est non nul :
_ (B
Bx = (@)X
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2/ Calcul de @

1/ Calcul de 3

Domaine Q Domaine ®(£2)

Figure 2-15 Etapes du calcul de la déformation d’un domaine Q uniformément stratifié

By

En intégrant cette équation par rapport a la variable X, on obtient : B = — +K(Y) ou
X

K(Y) est une fonction quelconque de la variable Y.

On obtient une équation aux dérivées partielles du premier ordre quasi-linéaire :

(K(Y)-B)Bx+By = 0

A partir du domaine €2, on définit les réels Xmin, Xmax, Ymin, Ymax qui déterminent le
plus petit rectangle englobant Q :

Q c [Xmin, Xmax] X [Ymin, Ymax]

b
0 NF
~
A

e

\

)(\

Domaine Q S_\_,//
Z

Figure 2-16 Conditions aux limites sur deux segments X et ; d’un domaine convexe

-r'/’
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Supposons que le domaine € soit convexe et qu’il existe un segment de droite X, de Q
tel que {Y=Y et X € [Xmin, Xmax]} et un segment de droite 2, de Q tel que {X=X,etY
€ [Ymin, Ymax]}.

La donnée comme conditions aux limites des valeurs de 3 sur les deux segments X et
% (les valeurs de [ au point d’intersection de X et X; doivent étre compatibles) conduit &
définir un unique champ de scalaire [ sur le domaine Q.

Sur les segments X, et X :
* ¥V X € [Xmin, Xmax], B(X, Yy =£(X)
* V'Y €[Ymin, Ymax], B(X;, Y)=g(Y)

Remarques : Les fonctions f(X) et g(Y) sont de classe C? et telles que f(X)=g(Yq)

La donnée des fonctions f(X) et g(Y) permet de connaitre les valeurs des dérivées par-
tielles Bx(X, Yy) et By(X;, Y) sur les segments respectifs X et Z4.

Numériquement la détermination du champ de scalaire B(X, Y) peut étre obtenue en des
valeurs discreétes par la procédure suivante :

1 / L’écriture de I’équation différentielle d’ordre un au point (X, Y) pour lequel
on connait les valeurs de B(X;, Yo), Bx(Xy, Yo) et By(Xy, Yo) permet d’en
déduire la valeur de K(Y) :

By (X, Yo) ) (V)
B (X, Yo S YTEX)

2 / Connaissant K(Y), on peut écrire I’équation aux dérivées partielles en tout
point (X, Yo) : (K(Y) = B(X, Y))Bx(X, Yg) +Py(X, Yy) =0
On en déduit la valeur de By (X, Y,) = £'(X)(f(X)-K(Y,))

3 / On peut ensuite intégrer numériquement 1’équation précédente pour obtenir la
valeur de B(X, Yo+AY) a partir de la condition 4 la limite B(X, Yy) = f(X)

K(Yp) = B(X;, Yo) -

En posant Y= Yy+AY et B(X, Y;) = £;(X), on peut répéter les trois opérations précé-
dentes en remplacant dans les formules Y par Y, et f(X) par £f;(X). On obtient ainsi de pro-
che en proche une approximation du champ scalaire B(X, Y).

2.4.4 : Exemple : déformation d’un domaine carré uniformément stratifié

On considére la déformation d’un bloc de terrain carré =[0,1]2 infiniment stratifié
parallelement a I’axe des X.

Comme précédemment, le champ de scalaire oX, Y) est uniformément nul sur le
domaine €2 =[O,1]2 et a(X,Y) = det(grad(‘l’l)) = 1. On obtient la méme équation aux déri-
vées partielles d’ordre un qu’au paragraphe précédent : (K(Y)—-B)Bx+By =0

&
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On choisit de donner les conditions aux limites sur les segments X et Z; respectivement
{Y=0, Xe[0,1]} et {X=0, YE[0,1]}

Pour résoudre analytiquement ce probleme par la méthode des caractéristiques, on envi-
sage une courbe C d’équation paramétrique X(t), Y(t). Le longde Con a:
X'(1) = K(Y)-B  (a)
Y'() =1 (b)
p'(t) =0 (c)

En intégrant la troisieme équation (c) du systéme, on trouve que les courbes caractéristi-
ques C correspondent a une valeur constante de B notée ;. L’intégration de la seconde

équation (b) donne la relation : Y(t) =t + Y (Y, est une constante), Y est donc une fonc-
tion linéaire de t. Ce qui permet d’intégrer la premiére équation (a), en notant H(t) la primi-
tive de la fonction K(t+Y ) telle que H(0)=0 : X(t) = H(t) - B t + X (X est une constante).

Remarque : le point (X, Yq) est le point de la courbe caractéristique C correspondant au
parametre t=0.

On obtient le systeme :
X(t) = H(t) - Byt + X, (a)
Y(t) = t+Y, (b) avec H(0)=0
B(t) = By (c)

a ) Condition particuliere : g(Y)=0
Pour fixer les idées on précise les conditions a la limite le long de Z; : g(Y)=0 sur [0,1]
et f(X) est une fonction quelconque de classe C? sur [0,1]

Le segment X, : {X=0, Ye[0,1]} correspond a une courbe caractéristique pour laquelle
le parametre [ est constant et nul By=0. De plus, sur Z; si on fixe le paramétre t=0 pour le
point (0, 0) c’est a dire (X, Y)=(0, 0), on obtient :

or X(t) = 0 sur Z;, donc H(t) est constante et nulle sur ’intervalle [0,1].

X(t) = H(t)
Y(t) =t

Les autres courbes caractéristiques ont donc pour équations paramétriques quand le

parametre t décrit I’intervalle [0,1] : Y(t) =t+Y,

B(t) = By
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On considere les courbes caractéristiques qui coupent le segment %, elles passent par le
point (X, 0) pour X, €[0,1] et correspondent a la valeur constante = f(X;). On fixe la
X(t) = - (Xt + X,

valeur t=0 en ce point ce qui donne Y ;=0 : { avec t €[0,1]
Yi(t) = ¢

Les courbes caractéristiques sont donc des segments de droite dans le domaine [0,1]2.
b ) Condition particuliére supplémentaire : f(X)=k X

On précise la fonction : f(X) = k X sur [0,1], on vérifie que f(0)=g(0)=0.

V Xp€l0,1] : X =X, (1 -kY) sont les équations des droites caractéristiques dans le

domaine [0,11% passant par (X, 0) : ¢’est un faisceau de droites passant par le point (0, k'

Y Y
Y=k
______ } B :
|
. Y)=0
s ; g(Y) :
:
| |
%o X £(X)=kX X

Figure 2-17 Courbes caractéristiques dans le cas g(Y)=0 et f(X)=kX

» Si k<1 et k=0 seules une partie des courbes caractéristiques du domaine [0,1]?
coupent le segment X, voir la figure 2-17.

« Si k>1 le point (0, k™) appartient au domaine [0,1]? et il représente une singu-
larité, B ne pouvant étre défini en ce point. De méme, seules une partie des
courbes caractéristiques du domaine [0,1]2 coupent le segment X,

Dans ces deux cas, on détermine le champ P sur la partie du domaine [0,11? qui contient
les droites caractéristiques qui coupent le segment 2. Il est alors possible de vérifier que

I’expression analytique obtenue pour B(x, y) vérifie I’équation différentielle sur I’ensemble
du domaine [0,1]2 et constitue la solution du probléme.
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Détermination de B(X, Y) :

Le point (X, Y) appartient a la droite caractéristique passant par les points (0, kD etle
point de I’axe des X : (X, 0) tel que B=f(X)=kX, soit (Bk‘l, 0).

-1
Cette appartenance est équivalente a la nullité du déterminant : Bk E
& Yk
Soit: Bk l(Ykh+Xk!=0

On obtient la formule analytique : (X, Y) = avec (X,Y) € [0,1]° et k<1, k0

kfl

Bx(X,Y) = —— et Byx(X, Y) = 0
Koy

X 1
ﬁ et BXY(XJ Y) =

By(X, Y) = -
(K'-Y) (K=Y)

On vérifie donc que sur le domaine [0,1]% B est solution de : BxyBy-BxyBx+Bx =0

Or on rappelle que xRy [Cf)s(a)} = [C?S(B )} et comme o = 0, on obtient :
Yx Yyl Lsin(ot) sin(f3)

I

Xx

88 (k_f{_ Y) (1)

¥x = Sin(kj(—Y) (2)

x(X, Y) = (k_l—Y)sin( = J+C1(Y) (1)
Koy

que I’on intégre <

y(X,Y) = —(k_l—Y)cos( . )+ () (2
Ky

On voit que pour déterminer les constantes d’intégration C(Y) et C,(Y), il faut connai-

tre le déplacement d’un ensemble de points (X, Y) tel que X est élément de [0,1] et Y décrit
la totalité de I’intervalle [0,1]. C’est pourquoi on est amené a préciser le déplacement le
long de la frontiére X;.
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¢ ) Déplacement imposé sur la frontiere X;.

On impose pour fixer les idées un déplacement nul sur le segment ;.

VYe[0,1llona®©,Y)=(0,Y)

Remarque : En écrivant la relation (I) de I’annexe section 7.3 page 215 :
det(V® 1, W) = det(d, ¥)

?

i o > 2 > 2
Onaici: v =w =j et =1

>

>3
det(Veu,j) = 1 d’oil nécessairement : VO 1 = i

On obtient donc les relations {
[ved| = 1

La nouvelle condition a la limite concernant le déplacement nul du segment X, est com-
patible avec la direction stratigraphique inchangée : g(Y)=0 sur [0,1] qui était imposée le
long de %, au paragraphe a).

Le déplacement de la frontiere X; détermine les constantes d’intégration C;(Y) et C5(Y)

x(0,Y) =Ci(Y) =0 (1) Ci(Y)=20
{ i, donc { _
y(0,Y) = —=(k -Y)+Cy(Y) =Y (2) Cy(Y) =k

Les composantes du déplacement @ sont donc :

x(X,Y) = (kﬂ_y)cos(k_f‘ _Ej

y(X,Y) = k‘1+(k‘1_Y)sin( fi —1“)
K-y 2

On remarque que la transformée d’un segment de droite de longueur unité correspon-

dant a une strate (Y=cste et X €[0,1]) est I’arc de cercle de centre (0, k1) de rayon (k']—Y)
et de longueur unité parcouru selon I’orientation positive du plan a partir de son extrémité
(0,Y), voir la figure 2-18.

On remarque que les arcs de cercle ont le méme centre (0, k1 qui ne dépend pas de la

variable Y. On retrouve ainsi le résultat bien connu des géologues : le mécanisme du glisse-
ment flexural peut conduire & des plis concentriques.
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P(Z,)
% //\ D(Z5)
-
5, 25 () /
f (%)
% X

Figure 2-18 Déformation d’un bloc carré uniformément stratifié sur un support
circulaire conduisant a une géométrie concentrique de la stratification

Calcul du déplacement des frontieres du carré unité :

* Xy — DP(X) : arc de cercle de rayon k'l, de centre (0, k'l) et de longueur unité
parcouru selon I’ orientation positive du plan a partir de I’extrémité (0, 0).

I = D(E)= 3,

* ¥y = D(X,) : arc de cercle de rayon (k’1-1), de centre (0, k1) et de longueur
unité parcouru selon I’ orientation positive du plan a partir de I’extrémité (0, 1).

-1 1 T
X(l, i) = (k —I)C()S( = ——)

yi1,Y) = k—1+(k_]-—Y)sin( e —’—‘)
K -y 2

En posant: 6 = (k'l-Y)'l et en appelant p la distance du point (X, y) au point
(0, k'l), on obtient la relation : p8 = 1 pour la courbe ®(Z3). Or cette relation
est I’équation en coordonnées polaires d’une spirale hyperbolique qui est

asymptote au point (0, k1) 2 une extrémité et asymptote 2 la droite d’équation
" X=1 a l'autre extrémité. La transformée de la frontiére X5 est donc un arc de
cette spirale hyperbolique.

Sur cet exemple les conditions a la limite étaient :
* Bord I'y du domaine (& déplacement imposé) : £;. Avec (X)) = Z;.
v |
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* Bord I'; du domaine (bord libre) : 2, U 25,
* Bord I'; du domaine (bord glissant) : Z,. Avec ®(%) sur I’arc de cercle de
centre (0, k'l) et de rayon k1.

En conclusion de I’étude de la transformation @, correspondant au mode de déformation
continu par flexion-écoulement, on peut avancer qu’il est envisageable de concevoir des
méthodes numériques de résolution de ce probléme géométrique. En effet, il est possible de
le transformer pour en obtenir une forme analytique, on obtient alors un systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles.

L’étude générale de la transformation @, ainsi que la reconstruction de configurations
géométriques particulieres suggerent que pour que le probléme géométrique de reconstruc-
tion soit bien posé, les impératifs portant sur les conditions a la limite se résument a des
exigences portant sur la partie Iy (bord a déplacement imposé) de la fronticre de 1’écaille

tectonique.

En particulier, il ressort que le bord a déplacement imposé I'(y doit nécessairement recou-
per toutes les lignes stratigraphiques présentes dans 1’écaille tectonique de fagon a ce que
chaque ligne stratigraphique posséde une condition a la limite au moment de la reconstruc-
tion. De plus, le transformé de la partie de frontiere I'y, ©(I') qui est imposé par le modéli-
sateur, doit vérifier certaines exigences supplémentaires pour que [3 existe voir annexe
section 7.3 page 215.

Il apparait que certaines géométries de failles (conditions a la limite portant sur la fron-
tiere I';) ne permettent pas de reconstruire 1’écaille tectonique d’une fagon géologiquement
acceptable. Par exemple, la reconstruction d’une stratigraphie initialement paralléle et
plane sur une géométrie de faille circulaire en configuration telle que se développe un anti-
clinal montre des domaines de 1’écaille pour lesquels la reconstruction est impossible. On
met ainsi en évidence 1’existence de limitations a 1’applicabilité de ce mode de déformation
pour définir une cinématique.
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2.5 : Le modele de Suppe

A partir des méthodes élaborées et décrites par J. Suppe -1983- [60], des modeles ont été
développés et de nombreux travaux de modélisation cinématique de bassins ont été réalisés
permettant la description et la compréhension d’exemples géologiques complexes Endi-
gnoux -1990- [17], Xiao -1992- [71], Zoetemeijer -1992- [72], Roure -1993- [52] et -1995-
[53]. En particulier, le logiciel THRUSTPACK développé par I’Institut Frangais du Pétrole
utilise les principes géométriques avancés par J. Suppe.

2.5.1 : Etude géométrique du glissement flexural d’une stratification parallele

Les hypothéses géométriques du modele de J. Suppe sont analogues a celles du glisse-
ment flexural (flexural slip). Les sédiments présents dans le modele sont supposés infini-
ment stratifiés et leur déformation a lieu par simple glissement sans changement de
longueur selon la direction stratigraphique. Du fait de la conservation de la matiére dans le
domaine d’étude 2D, les couches représentées conservent la méme aire avant et apres la
déformation. Ce principe de conservation de 1’aire, associé a celui de la conservation des
longueurs selon la direction stratigraphique entralne nécessairement la conservation des
longueurs dans la direction normale a la stratigraphie lors de la déformation. Il y a donc
conservation des épaisseurs des couches sédimentaires et I’on qualifie ce mécanisme de
plissement isopaque des strates.

L’originalité de la méthode de J. Suppe est qu’elle procede a des hypothéses simplifica-
trices astucieuses qui permettent d’opérer une reconstruction des €cailles de terrain défor-
mées de facon géométriquement trés simple. Ainsi, dans le cas ou la stratification est
initialement paralléle dans une écaille tectonique, ce qui implique que chaque couche a une
épaisseur constante dans toute 1’écaille, il est possible d’envisager grice a la méthode de J.
Suppe une reconstruction par des moyens géométriques élémentaires sans qu’il soit néces-
saire d’effectuer des calculs complexes.

L’étude du glissement flexural au chapitre précédent, a permis de montrer deux cas sim-
ples bien connus des géologues structuralistes pour lesquels la reconstruction des écailles
initialement uniformément stratifies était trés simple. Il s’agit des cas ou la géométrie du
support représenté par la faille (bord I'; de I’écaille) a une forme rectiligne ou circulaire.
Dans chacun de ces cas, la stratification de I’écaille reconstruite présente les mémes carac-
téristiques que celles du support, a savoir elle est respectivement rectiligne paralléle au sup-
port ou circulaire concentrique par rapport au support.

La facon simple et naturelle de modéliser une faille dans un modéle est de la représenter
sous la forme d’une ligne polygonale. Il est donc commode d’utiliser les résultats et les
remarques précédentes pour reconstruire 1’écaille sur la faille (frontiere I'y de I’écaille)

modélisée par une ligne polygonale. Ainsi, sur chaque partie rectiligne du support on
reconstruit une portion d’écaille dans laquelle la stratification est parallele.

La difficulté principale de cette approche géométrique simplifiée du flexural slip est de
raccorder entre elles, au niveau des points de rupture de pente du support polygonal, les
parties ou la stratification est paralléle. Ce raccordement est possible dans le cas d’une con-
figuration anticlinale comme le montre la figure 2-19. En effet, on peut considérer la ligne

-
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polygonale du support comme la succession d’un segment de droite, d’un cercle de rayon
nul au point de rupture du pente, et d’un autre segment de droite. Il est alors possible dans
cette configuration simple de déterminer la géométrie exacte de la stratification déformée.
En effet, on raccorde parfaitement les droites et les arcs de cercle concentriques comme on
le montre sur la figure 2-19. Le plissement obtenu est bien connu des géologues structura- l
listes, il s’agit de celui d’un pli isopaque concentrique. ﬁ

|

Figure 2-19 Reconstruction d’une stratification paralléle dans une configuration
anticlinale du support polygonal

Dans le cas d’une configuration synclinale, une telle reconstruction n’est pas possible.
En effet, le fait de considérer le point de rupture de pente comme un cercle de rayon nul ne
permet pas de raccorder les stratifications rectilignes de part et d’autre du point de rupture
de pente comme dans le cas précédent. Ainsi, on doit admettre I’impossibilité d’une

reconstruction des lignes stratigraphiques sous forme de courbes de classe C! (courbes con-
tiniment dérivables). Il est toutefois possible de les reconstruire sous forme de courbes de

classe C° (courbes simplement continues). En effet, en prolongeant les stratigraphies recti-
lignes de part et d’autre du point de rupture de pente du support, on observe que ces droites
se recoupent sur la bissectrice intérieure du support polygonal.

On peut ainsi proposer une reconstruction des lignes stratigraphiques dans la configura-

tion synclinale, sous la forme de lignes polygonales (courbes de classe C?% dont les points

de rupture de pente sont répartis sur la bissectrice intérieure du support polygonal, voir la

reconstruction de la figure 2-20. On note que la transformation géométrique ainsi définie

n’est pas partout continiment différentiable comme c’était le cas pour la méme reconstruc-

tion dans la configuration anticlinale, il existe des points particuliers (sur la bissectrice)
..-/,
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pour lesquels elle n’est pas différentiable. La déformation subie par les points matériels est
donc définie presque partout, et 12 ol elle est définie, elle correspond bien a la définition du
glissement flexural. Cependant, pour les points matériels reconstruits le long de la bissec-
trice intérieure du support polygonal, la déformation n’est pas définie (on peut la considérer
comme infinie).

Un tel mode de plissement est bien connu des géologues structuralistes qui le qualifient
de plissement isopaque en «kinks».

Bissectrice intérieure du support

N

Figure 2-20 Reconstruction d’une stratification paralléle dans une configuration
synclinale du support polygonal

2.5.2 : La reconstruction géométrique de Suppe

Le modele de J. Suppe s’appuie sur les remarques géométriques précédentes; le fait
incontournable est qu’il est nécessaire d’introduire des plissements en «kinks» pour résou-
dre exactement le probléme de la déformation par glissement flexural d’une écaille unifor-
mément stratifiée reconstruite sur un support polygonal.

Dans son modele, J. Suppe propose un mode de traitement identique pour les configura-
tions synclinale et anticlinale. Il s’agit d’opérer grice a une reconstruction pliée selon un
«kink» rectiligne dans les deux configurations. L’idée de la méthode géométrique est de
placer aussi bien dans la configuration anticlinale que dans la configuration synclinale un
«kink» rectiligne passant par le point de rupture de pente du support de facon a raccorder
les lignes stratigraphiques rectilignes et paralléles des deux compartiments de 1’écaille.

Comme le mode de plissement est isopaque et comme les stratigraphies sont rectilignes
et paralléles, il est nécessaire que le «kink» rectiligne soit la bissectrice intérieure de cha-
que ligne stratigraphique au point de rupture de pente de celle-ci.

La configuration géométrique se complique un peu lorsque la stratification parallele
n’est pas selon la direction du support. Il est toutefois possible d’opérer la reconstruction de

w
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la méme facon, c’est a dire en plagant un «kink» rectiligne au niveau du point de rupture de
pente du support.

Le point essentiel de la méthode de reconstruction de J. Suppe est donc de savoir placer
le «kink», comme il est indiqué sur la figure 2-21. Cette connaissance permet de plier la
stratification de fagcon a ce qu’elle reste parallele a elle-méme au passage d’un point de rup-
ture de pente du support.

Figure 2-21 Placement géométrique du «kink» dans la reconstruction de J. Suppe

Les données du probleme géométrique de placement du «kink» sont :

* [’angle O entre la direction de la stratification dans le premier compartiment
de I’écaille, avant pliage de celle-ci sur le «kink», et le support dans ce premier
compartiment.

e L’angle ¢ entre les deux directions du support de part et d’autre du point de
rupture de pente, c’est a dire de part et d’autre du «kink».

Les inconnues principales du probléme sont :

* ’angle B3 entre la direction de la stratification dans le second compartiment de
I’écaille, apres pliage de celle-ci sur le «kink», et le support dans ce second
compartiment.

" o L’angle vy entre la direction stratigraphique et le «kink». Cet angle est néces-
sairement le méme de part et d’autre du «kink», car il est bissecteur des lignes
stratigraphiques au point de rupture de pente de celles-ci.

La connaissance de 1’angle y permet de connaitre la direction du «kink» et de le placer
au point de rupture de pente du support. L’angle B remplace alors I’angle 6 en mesurant
-f/'
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I’angle de la stratification par rapport au support. Il est alors possible de placer les «kinks»
de proche en proche sur ’ensemble des points de rupture de pente du support.

Calcul des angles yet B :

En écrivant I’égalité des angles alternes des droites (CE) et (DA) qui de plus appartien-
nent respectivement aux triangles (CGD) et (AGE), on obtient :

B+o=06+0
Orona:2y+0=m;etonpose:T = 0-¢

On obtient donc I’expression de 3 en fonction de y et des données :

B=m-27+1

D’autre part on écrit que les segments [C, D] et [C, E] ont méme longueur L :

CD = BD-BC = H___H
tan® tany

CH= CR+ PR = 4 H
tany tanf}

En égalant ces deux longueurs et en simplifiant par H, on obtient :

1 2 1

tan O tany
= +
tan®  tany tanf

tany — 2tan®

Soit  tanP =

En utilisant I’expression trouvée pour 3 et en appliquant la formule trigonométrique
tano + tan 3

donnant la tangente d’une somme : tan(a+f3) = T tnp
— tanotan

tantT — tan(27y)

tanf = tan((n-27) +1) = 1 + tan(2y)tant

En égalant les deux expressions trouvées pour tanf3 :
tanOtany(1l + tan(2y)tant) = (tant - tan(27y))(tany —2tan®)

2tany

et en remplagant : tan(2y) = ——
. — tan“y

tan@tany(1 — tan2y + 2tanytant) = (tant(l — tan®y) — 2tany)(tany —2tan®)

On obtient ainsi une équation du troisieéme degré en tany dont la résolution fournit le ou
les angles v permettant de placer le «kink» dans une configuration ol la reconstruction est
.-‘/)
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possible. On peut, a partir de la maitrise de cette opération élémentaire de placement du
«kink», reconstruire sur un support polygonal quelconque une €caille a stratification initia-
lement paralléle.

2.5.3 : Avantages et inconvénients de la méthode géométrique de Suppe

L’ étude détaillée de la résolution de I’équation du troisieme degré donnant les valeurs de
la tangente de 1’angle y en fonction des données géométriques du probleme, révele qu’il
existe des configurations pour lesquelles il n’y a pas de solution et d’autres pour lesquelles
il en existe plusieurs. Pour des plis de cintrage sur rampe pour lesquels le pendage de la
faille est assez faible (angle inférieur a 30 degrés), J. Suppe a identifié deux modes de plis-
sement possibles, tous deux fournis par la résolution de 1I’équation du troisieme degré, a
savoir les modes (I) et (II) qui sont illustrés par la reconstruction de la figure 2-22. Si le
pendage de la faille sur laquelle se développe 1’anticlinal est assez fort (angle supérieur a
30 degrés) il n’existe plus de solution géométrique au probleéme. Dans un tel cas, il est tout
de méme possible d’opérer une reconstruction du pli de cintrage sur rampe en modifiant
légerement le probléme initial. En effet, en imposant des conditions a la limite légérement
différentes, en particulier en introduisant un glissement différentiel de la bordure de
I’écaille, il devient possible d’opérer la reconstruction. Ainsi, plutdét que de simplement
translater le bord latéral vertical limitant le compartiment allochtone, il est possible d’opé-
rer un glissement différentiel sur cette frontiére. Le bord latéral est alors déformé et ne
demeure plus rectiligne dans la configuration reconstruite. Ce procédé qui consiste a modi-
fier les conditions a la limite du probléme initial de facon a forcer une solution est appelé
communément : glissement arriere (back-shear), et il est illustré par la figure 2-23.

Les avantages de la modélisation cinématique de J. Suppe sont d’une part la simplicité
de la méthode alliée au réalisme du mécanisme élémentaire de déformation, ainsi que la
modélisation de plis selon un style en chevron suivant les «kinks» du modeles. L’ utilisation
du modele est potentiellement grande dans les nombreux bassins en compression ol il
existe des chevauchements et des plis de rampe. L’inconvénient de cette méthode est celui
de toutes les méthodes cinématiques géométriques, elle ne rend en effet compte que d’un
seul mécanisme de déformation et d’un seul style de plissement qui ne sont pas applicables
de facon réaliste dans tous les contextes. D’autre part il est a noter une difficulté importante
pour appliquer la méthode aux cas complexes ou la stratification n’est pas paralleéle. En
effet, le calcul de la géométrie des «kinks» dans une telle configuration devient extréme-
ment difficile et ne conduit pas & une description aussi simple de la stratification des sédi-
ments entre les «kinks». On congoit donc que cette méthode de modélisation de la
déformation tectonique peut difficilement étre couplée avec la prise en compte d’un phéno-
méne comme la compaction qui altére le caractére rectiligne et parallele de la stratification.
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Figure 2-22 Les deux modes (I et IT) de reconstruction des plis de cintrage sur rampe

par la méthode du Fault-Bend-Fold
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Figure 2-23 Solution forcée grace a du glissement a I’arriére («backshear») pour un
plis de rampe a fort pendage (o supérieur a 30 degrés)
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2.6 : Le modele de Waltham

La méthode cinématique proposée par D. Waltham -1989- [63] et -1990- [64] est une
méthode tres générale qui a le mérite d’expliciter clairement les hypothéses géométriques
la base de la reconstruction cinématique.

L’idée fondamentale de la méthode est de considérer 1’équation de conservation de la
matiére comme c’est le cas dans les méthodes mécaniques de calcul des déformations.

9
On considere I’équation : divV = 0 (I)

= : 3 B Py -
Le vecteur V(t) étant le champ des vitesses des points matériels des sédiments présents
dans le bassin 2 la date t considérée.

Il est évident que la seule équation aux dérivées partielles (I) est insuffisante pour déter-
miner une unique déformation du milieu continu. Dans les méthodes mécaniques, la fagon
classique de bien poser mathématiquement le probléme est d’écrire la relation fondamen-
tale de la dynamique en tenant compte d’une loi de comportement du matériau.

Ici D. Waltham propose d’introduire des conditions supplémentaires de nature purement

géométrique afin de déterminer un unique champ des vitesses {)/(t) a chaque date t. Ces
hypotheses restrictives portent directement sur le champ des vitesses, qui est I’inconnue du
probléme. Cependant, la nature plut6t abstraite de ces conditions géométriques supplémen-
taires n’aide pas nécessairement le géologue modélisateur au moment de leur formulation.
En effet, les informations dont il dispose sont souvent incomplétes ou peuvent présenter
des difficultés a étre transformées en information concernant le champ des vitesses des par-
ticules solides.

Ainsi, d’une manicre analogue a la méthode cinématique du cisaillement simple pour
laquelle I'utilisateur du modéle est amené a définir la direction particuliére, constante pour
tout le modele, selon laquelle a lieu la déformation cisaillante, le géologue modélisateur
doit préciser pour tout le milieu continu des sédiments la direction de déplacement des
points matériels. Ceci revient a définir en tout point du modele, la direction du vecteur des

= . : 5
vitesses V(t). La norme de ce champ de vecteurs devient alors I’inconnue du probléme
cinématique, et elle est facilement déterminée par la résolution de I’équation aux dérivées
partielles (I) compte tenu des conditions a la limite.

D. Waltham propose une résolution de 1’équation aux dérivées partielles (I) par des
méthodes classiquement utilisées pour résoudre des problemes physiques, pour lesquels la
nature des équations aux dérivées partielles est la méme. Ainsi, une intégration de 1’équa-
tion (I) par la méthode des différences finies qui est facile & mettre en oeuvre est envisagea-
ble. Elle permet en déformant et en déplacant par incréments successifs une grille de points
matériels discrets sur I’ensemble du domaine, on obtient la cinématique recherchée.
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2.7 : Le modele de Contreras et Suter

La méthode cinématique proposée par J. Contreras et M. Suter -1990- [8] présente un
lien de parenté certain avec la méthode de J. Suppe. En effet, le traitement géométrique du
support, qui est de nature polygonale, et sur lequel se produit le plissement et la déforma-
tion des terrains sédimentaires présente des analogies avec la méthode du «Fault-Bend-
Fold» de J. Suppe. De plus, la déformation modélisée est analogue a celle du glissement
flexural, toutefois la direction du glissement n’est pas nécessairement celle de la stratifica-
tion comme dans la méthode du «Fault-Bend-Fold», cette direction est en effet directement
définie par la géométrie du support localement au point considéré.

2.7.1 : Présentation de la méthode

Le domaine pour lequel a lieu la reconstruction est 1’objet d’un partitionnement. Les
frontiéres de la partition sont rectilignes et analogues aux «kinks» de la méthode de 7.
Suppe. Pour chacun des points de rupture de pente du support, on trace la demi-bissectrice
au support située dans le secteur du plan au dessus du support. Un exemple de cette parti-
tion du domaine est montré sur la figure 2-24. Le fait que la frontiére rectiligne tracée a par-
tir des points de rupture de pente du support soit la bissectrice du support est une propriété
géométrique nécessaire et importante comme on 1’a déja remarqué lors de la présentation
de la méthode de J. Suppe, section 2.5.1 page 43. En effet, la juxtaposition de deux glisse-
ments flexuraux rectilignes différents dans deux domaines voisins implique nécessairement
que la frontiere séparant les deux domaines soit une droite dont la direction est précisément
celle de la bissectrice des deux directions de glissement. Ainsi, la déformation subie par un
objet de contour quelconque est bien conservative vis a vis de la surface de I’ objet.

0Olq

Figure 2-24' Partitionnement du domaine au dessus du support polygonal en sous-

domaines (D, Dy, D, D3)

L’idée de la méthode est simple, il s’agit de faire glisser tous les points matériels selon
des trajectoires rectilignes et paralléles au support dans chacun des sous-domaines respec-

s
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tifs définis par rapport au support polygonal. Ainsi, la trajectoire de chaque point matériel
M du domaine est nécessairement confondue avec la ligne polygonale définie par la géo-
métrie du support et constituée de segments paralleles au support dans chaque sous-
domaine de la partition. Sur chaque trajectoire polygonale, la quantité de déplacement d’un
point matériel est mesurée par la longueur de la portion de ligne polygonale parcourue.
Lors d’un incrément de déplacement, chaque point matériel appartenant a une méme ligne
polygonale a une trajectoire de longueur identique. Cette propriété est analogue a celle du
glissement flexural pour lequel les longueurs sont conservées dans la direction stratigraphi-
que selon laquelle a lieu le cisaillement.

Si les conditions a la limite du probléme cinématique sont données par la nouvelle posi-
tion d’une frontiére du domaine qui est déplacée par une simple translation, alors toutes les
trajectoires de tous les points matériels du domaine ont la méme longueur, comme le
remarquent les auteurs de la méthode. Dans ce cas, la déformation subie par les objets est
parfaitement définie puisqu’il s’agit d’un cisaillement simple comme le montre la figure 2-
25,

TR T R Ty

Figure 2-25 Déformation d’un objet franchissant un point de rupture de pente du
support (Ly = L, = L3) : il subit un cisaillement simple.

2.7.2 : Avantages et inconvénients de la méthode

Les avantages de cette méthode de modélisation sont d’une part sa simplicité de mise en
oeuvre ainsi que le réalisme des géométries reconstruites du point de vue géologique.

Cette méthode de reconstruction comporte également des inconvénients. En effet, il
n’est pas toujours possible de définir une partition du domaine situé au dessus de la faille a
’aide de la méthode décrite précédemment comme le suggére la figure 2-26.
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Figure 2-26 Cas ou la définition des sous-domaines est impossible partout

11 peut aussi arriver que pour certaines configurations de support, les bissectrices issues
des point de rupture de pente de la ligne polygonale support se recoupent dans le domaine.
11 est alors impossible de définir une partition du domaine au dessus du support a partir des
bissectrices comme frontiéres de la partition. Certains secteurs du domaine sont tels qu’il
est impossible d’y définir une trajectoire. Il existe donc des configurations géométriques
pour lesquelles la méthode cinématique n’est pas directement applicable. Ce fait montre
une des limitations de la méthode.

De plus, un autre désavantage de cette méthode cinématique est que I’élément recons-
truit & partir d’un élément polygonal initial n’est pas nécessairement un élément polygonal
de méme nature. Ce désavantage peut se révéler important quand il s’agit de coupler la
méthode cinématique avec une méthode d’intégration numérique des équations aux déri-
vées partielles comme on le fait pour une étude des transferts dans le bassin. En effet, les
méthodes d’intégration numérique comme celle des €éléments finis ou des volumes finis
sont utilisables avec des éléments ayant une forme bien particuliére qui n’est pas nécessai-
rement préservée lors de la reconstruction cinématique. La figure 2-27 montre la déforma-
tion d’un élément triangulaire sur un exemple analogue a celui de la figure 2-25 pour lequel
la reconstruction est située sur un secteur a cheval entre deux domaines ou les trajectoires
sont rectilignes.
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Figure 2-27 Déformation d’un élément triangulaire reconstruit a cheval sur une
frontiére entre deux sous-domaines.
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Chapitre 3 : Géométrie du modele
discret FOLDIS : structure de
données

Le caractere discret du modele FOLDIS apparait a différents niveaux. -(1) Au niveau
géométrique, les corps géologiques présents dans la coupe du bassin sont discrétisés et
représentés par un nombre fini d’objets géométriques a la base de la modélisation. -(2) Au
niveau temporel, le caractére discret du modele cinématique apparait également, par le fait
que ’évolution géométrique du bassin est suivie en calculant un nombre fini d’étapes de
déformation pour la période géologique étudiée.

Dans ce chapitre qui est organisé en deux parties, on présente d’abord la nature géomé-
trique et les structures de données des objets géologiques du bassin que sont les écailles
tectoniques et les failles. On présente également la nature géométrique des objets de discré-
tisation spécifiques a la méthode cinématique, a savoir les unités cinématiques et les élé-
ments pseudo-quadrilatéres. Dans la deuxieme partie du chapitre, on expose la méthode de
repérage des coordonnées locales aux éléments. On montre également la facon de repérer
des marqueurs contenus dans des éléments comme par exemple les limites des différentes
lithologies présentes au sein des unités cinématiques du modéle.

3.1 : Discrétisation de la géométrie du bassin

Dans cette partie, on explique la procédure de découpage d’une coupe géologique en
différentes sous-unités de taille de plus en plus petite pour obtenir finalement une discréti-
sation compléte en blocs de matiére élémentaires.

Les différents objets géologiques dont on décrit la géométrie dans le modéle sont les
couches sédimentaires, les failles, et les écailles de terrain délimitées par les failles. Chacun
de ces objets géologiques est décomposé, et représenté comme un ensemble d’obijets de
base. Dans la modélisation en deux dimensions présentée, il y a deux types d’objets fonda-
mentaux: les objets 4 une dimension qui sont des segments de droite, et des objets & deux
dimensions, les éléments ou blocs de matiere élémentaires dont on explicitera la géométrie
par la suite, section 3.1.4 page 63.

3.1.1 : Représentation des failles

Les failles sont des zones de cassure qui représentent les discontinuités cinématiques
majeures du bassin sédimentaire. Dans le modéle, qui est une coupe & deux dimensions du
bassin, une faille est une entité géologique qui est représentée par un objet connexe 2 une

7
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seule dimension.

Dans la pratique, le géologue représente sur la coupe du bassin le réseau des failles
majeures qui sont souvent branchées entre elles. Dans le modele, les failles sont représen-
tées a I’aide des objets de base a une dimension, les segments de droite. Une faille est un
ensemble de segments qui constituent une ligne polygonale. La ligne polygonale, voir
annexe section 4.1 page 187, présente I’'importante propriété de ne pas se recouper elle-
méme. De plus, dans le modele, la nature géométrique des failles n’est pas quelconque, elle
est caractérisée par les trois axiomes suivants illustrées sur la figure 3-1 :

* Les failles du modele sont des lignes polygonales indicées par les entiers de
I’ensemble {0, ..., n-1} ol n est le nombre de failles du modéle. L’ indiciation
induit la relation d’ordre total : (F; précede Fj) < (i)
* Chaque extrémité d’une faille F; appartient soit & une autre faille F; qui la pré-
céde (j<i) soit a la frontiére dD du domaine d’étude D.

* Si une faille F; du modéle possede un point intérieur P commun avec une
autre faille Fj, P est nécessairement une extrémité de F; ( remarque : on a i<j ).

oD F-

(2) (3)

Figure 3-1 Axiomes d’une faille F; : (2) les extrémités sont sur le bord dD ou sur une

faille F; (j<i) - (3) le point intérieur P commun avec F; est une extrémité de F;

Grice a ces trois axiomes, I’ensemble des failles du modéle, représentées par des lignes
polygonales, présente la propriété de réaliser un découpage du domaine D en sous-domai-
nes connexes a deux dimensions.

3.1.2 : Représentation des écailles tectoniques

Les écailles tectoniques correspondent aux sous-domaines connexes a deux dimensions
découpés par les failles. Les frontieres des écailles tectoniques sont donc soit des failles soit
des bords du domaine d’étude.

Dans le modele, les notions d’écaille tectonique et de faille sont complémentaires et
découlent I’une de 1’autre. En effet, un domaine partitionné en écailles implique la connais-
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sance de la géométrie de I’ensemble des failles du modéle car elles constituent les frontie-
res des €cailles. Inversement, la connaissance des trajectoires des failles dans le domaine
revient a définir une partition du domaine en écailles.

Dans FOLDIS, la notion fondamentale est celle d’écaille plutdt que celle de faille ¢’est
aussi le cas dans le logiciel Locace ot les entités fondamentales sont les modules qui sont
les analogues des écailles. En effet, la modélisation cinématique consiste & reconstruire la
géométrie des écailles tectoniques du bassin a différents stades de son histoire, la géométrie
des failles est simplement liée au contour des écailles. De plus, il est a noter qu’étant don-
née une partition du bassin en écailles, il peut exister plusieurs configurations de failles
menant a la méme partition en écailles comme il est indiqué sur la figure 3-2.

Figure 3-2 Trois configurations différentes a deux failles menant a la définition des
trois mémes écailles

Ces remarques étant faites, on choisit d’envisager le bassin comme un ensemble
d’écailles plutdt que comme un ensemble de failles.

La notion de faille est cependant utile car 1’état initial du bassin est souvent défini par la
donnée des failles qui traversent et découpent le bassin. Les écailles de 1’état initial qui sont
les objets fondamentaux sont alors déduits des trajectoires des failles. Les écailles sont
reconstruites au cours du temps pour la succession des états du bassin calculés. Il est a
noter qu’a un stade quelconque de I’histoire géologique du bassin, une faille peut apparai-
tre dans une écaille et la scinder en deux écailles indépendantes. 11 est donc souhaitable de
prévoir la possibilité de faire apparaitre des failles 2 un moment quelconque de I’ histoire, la
conséquence de cette possibilité se traduit alors au niveau des écailles qui peuvent ainsi étre
redéfinies a tous les stades.

Il est facile de vérifier que compte tenu des axiomes concernant les failles du modele le
nombre d’€cailles présentes a I’intérieur de la coupe du bassin est directement lié au nom-
bre de failles. En fait, le nombre d’écailles est égal au nombre de failles plus une. Ce fait se
démontre facilement par récurrence en introduisant les failles du domaine dans 1’ordre de

leur indiciation :
o
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e La propriété est vraie au rang 0:

Un domaine d’étude ne comportant pas de failles posséde une seule écaille
tectonique qui correspond au domaine d’étude D dans son ensemble.
* Supposons vraie la propriété au rang n:

Le fait d’introduire une faille supplémentaire comme sur la figure 3-3
revient & découper nécessairement une €caille en deux sous-unités ce qui con-
duit a augmenter de un le nombre d’écailles et rend vrai la propriété au rang
(n+1).

Figure 3-3 La nouvelle faille F découpe I’écaille E en deux sous-écailles E{ et E,

Les €cailles sont les entités importantes du domaine, de préférence aux failles, du point
de vue cinématique, et on se propose de définir I’ordre de leur reconstruction. Cet ordre est
trés important a définir, chaque écaille étant reconstruite, compte tenu de conditions a la
limite, sur un support dont la géométrie doit étre connue. Ainsi, on voit que 1’on doit com-
mencer par la reconstruction des écailles de la base du domaine dont le support est connu.
Les autres écailles sont ensuite reconstruites au fur et & mesure que leur support est connu
du bas vers le haut du domaine. Pour ce faire, a chaque étape de 1’histoire géologique du
bassin, on définit une numérotation des écailles qui correspond & 1’ordre de leur reconstruc-
tion.

L’utilisateur du modele pourrait a chaque stade de I’histoire géologique du bassin définir
I’ordre de reconstruction des écailles. Cependant, il est possible de définir cet ordre de
maniére simple et quasi-automatique. Le principe de base de la numérotation automatique
des écailles est le suivant :

Si deux écailles (a) et (b) sont séparées par une faille, et que n, et n,, désignent les indi-
ces respectifs de ces €cailles, alors si 1I’écaille (a) est située sous I’€caille (b), on a : n, < ny,

On dit qu;unc écaille (a) est située sous une écaille (b) si pour tous les segments de la ligne
polygonale modélisant la faille séparant (a) et (b), la normale inférieure est dirigée vers (a)
et la normale supérieure est dirigée vers (b).

Ce principe est toutefois insuffisant pour numéroter de maniere unique toutes les écailles
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du domaine comme on le montre sur I’exemple figure 3-4 :

Figure 3-4 Deux indiciations sont possibles pour les écailles du domaine

On montre que le probléme de numérotation des écailles du domaine en utilisant uni-
quement le principe automatique ne conduit pas toujours & une numérotation unique. On
analyse ce probléme en le formulant dans les termes de la théorie des graphes.

En effet, si on considére un domaine a (n+1) écailles et comportant par conséquent n
failles, la prise en compte du principe de numérotation automatique pour chacune des n
failles revient a créer un graphe dont les (n+1) noeuds sont les écailles et les n liens orientés
entre ces noeuds traduisent la relation «est au dessus de» entre deux écailles voisines.

On voit que le graphe ainsi créé est simplement connexe du fait de la connexité du
domaine d’étude. Parmi toutes les configurations de graphes possibles, seule la configura-
tion qui est un arbre unaire induit un unique ordre total, et une indiciation unique pour les
€cailles du domaine; toutes les autres configurations de graphes induisent plusieurs ordres
comme le montre I’exemple de la figure 3-5.

a < b < ¢ a < b > ¢ a > b < ¢

(a, b, ¢ (a, ¢, b) ou (¢, a, b) (b, a, ¢) ou (b, c, a)

Figure 3-5 Configurations des graphes orientés simplement connexes & deux liens et

trois noeuds, les relations d’ordre et les indiciations associées
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Figure 3-6 Les huit configurations des graphes orientés simplement connexes a trois
liens et quatre noeuds

Il apparait alors que la numérotation automatique des écailles du domaine, dans le cas
ou le graphe associé n’est pas un arbre unaire, n’a pas une solution unique. Il est nécessaire
de faire intervenir I'utilisateur pour introduire des relations d’ordre supplémentaires entre
les écailles de fagon a définir un ordre précis de reconstruction des é€cailles. On pourrait
penser qu’une telle numérotation des écailles n’est pas absolument nécessaire. Cependant il
peut arriver lors de la déformation tectonique que deux écailles qui n’étaient pas voisines
dans les états initiaux le deviennent a partir d’un certain stade de I'histoire géologique. Il
est alors absolument nécessaire de lever I’ambiguité concernant 1’ordre de reconstruction
des deux écailles,

3.1.3 : Unités géologiques et unités cinématiques

Dans chaque écaille, sont individualisées des couches de lithologies différentes. Les dis-
continuités stratigraphiques réalisent une partition de 1’écaille en sous-domaines connexes
a deux dimensions: les couches ou bancs géologiques.

Pour les besoins de la méthode cinématique, il est nécessaire de partitionner chaque
écaille en unités cinématiques. L'utilité de ce découpage, voir section 4 page 87, est que les
différentes unités cinématiques peuvent glisser de facon discontinue les unes par rapport
aux autres. Ainsi, la définition des contours des unités cinématiques revient a localiser la
déformation discontinue par glissement a I’intérieur des écailles. Au contraire, la déforma-
tion a I’intérieur des unités cinématiques est continue.

I1 est possible de respecter exactement la lithologie lors du découpage d’une écaille en
unit€s cinématiques, et dans ce cas les notions d’unités stratigraphiques et cinématiques
coincident précisément. Lors des phases tectoniques, le processus de déformation appliqué
dans le modéle sera qualifié de glissement banc sur banc. Au contraire, il est possible
d’opérer un regroupement de plusieurs bancs géologiques au sein d’une méme unité ciné-
matique. Par exemple, on peut souhaiter regrouper et rendre solidaire un empilement de
fines couches de calcaire dans une seule et méme unité cinématique. De cette facon, le
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mécanisme de déformation est différent, il n’y a pas de glissement aux interfaces des bancs,
le glissement est localisé aux interfaces de 1'unité cinématique.

Que I’on choisisse d’opérer ou non des regroupements lithologiques lors de la définition
des unités cinématiques du modele, les caractéristiques géométriques des unités cinémati-
ques sont analogues a celles des bancs, a savoir une grande extension longitudinale par rap-
port a une extension latérale beaucoup plus petite. Il est donc logique et naturel de
modéliser le contour des unités cinématiques au moyen de deux frontieres dans la direction
longitudinale de 1’unité, a savoir les frontiéres supérieure et inférieure. Deux autres frontié-
res latérales peuvent venir compléter le contour fermé des unités cinématiques. Chacune de
ces frontiéres est une ligne polygonale.

Figure 3-7 Découpage des écailles du domaine en unités cinématiques

La figure 3-7 montre la discrétisation du domaine lors du découpage des écailles en uni-
tés cinématiques. Chaque écaille du domaine est la juxtaposition d’unités cinématiques.

3.1.4 : Discrétisation des unités cinématiques en éléments

Les deux étapes précédentes de discrétisation du domaine ont conduit a définir successi-
vement les €cailles tectoniques séparées par les failles ainsi que les unités cinématiques
susceptibles de glisser les unes par rapport aux autres. Une étape de discrétisation supplé-
mentaire est cependant nécessaire pour modéliser la déformation tectonique, c’est pourquoi
les unités cinématiques sont elles-mémes découpées en éléments.

Les éléments, ou «briques de base» a deux dimensions, de la modélisation ont une
forme géométrique particuliere. Il s’agit de pseudo-quadrilatéres dont le contour fermé est
constitué de quatre parties, a savoir les trois bords droit, supérieur et gauche qui sont de
simples segments de droite et le bord inférieur qui est une ligne polygonale quelconque.

Le fait de définir pour le bord inférieur de 1’élément une géométrie libre (ligne polygo-
nale quelconque) présente des avantages qui apparaissent clairement lors de la modélisa-
tion de la cinématique. Cependant, on peut déja avancer qu’un tel élément est bien adapté
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pour modéliser un bloc de matiére glissant sur un support I" de forme polygonale quelcon-
que. En effet, la souplesse de forme de 1’élément au niveau de son bord inférieur lui permet
d’épouser parfaitement les contours du support I" sans qu’il y ait de domaines vides ou de
recouvrement.

Support I

Figure 3-8 Caractéristiques géométriques d’un élément pseudo-quadrilatére

La géométrie du support I" étant donnée, on voit que 1’élément est parfaitement défini
par la donnée des quatre noeuds (A, B, C, D) de I’élément. Deux noeuds, A et D, appartien-
nent au support et peuvent étre déterminés par la donnée de leurs abscisses curvilignes sur
le support I', respectivement sy et sp. La position des deux autres noeuds, B et C, est défi-

nie par la donnée de leurs coordonnées dans le plan, (xg, yp) et (Xc, Y¢)- La géométrie d’un

¢lément isolé reposant sur le support I donné est donc parfaitement définie par six parame-
tres. Un €lément posse¢de donc six degrés de liberté, qui correspondent aux parametres (sy,

XB: YB> XC» Y SD)-

Les unités cinématiques du domaine sont discrétisées comme une unique file d’éléments
pseudo-quadrilatéres. Le bord supérieur de chaque élément coincide exactement avec une
partie de la frontiére supérieure de 1’unité cinématique. De méme, le bord inférieur des élé-
ments coincide avec la frontiere inférieure de ’unité cinématique. Les bords latéraux des
€léments, situés a I’intérieur de la file, présentent la propriété d’étre partagés par deux élé-
ments voisins. Seuls les éléments qui sont aux deux extrémités de la file possédent un bord
latéral propre qui n’est partagé par aucun autre élément de la file. Ce bord coincide alors
avec une frontiere latérale ou éventuellement une partie de la frontiére supérieure de 1’unité
cinématique.

Il est a noter que comme le bord supérieur d’un élément est un unique segment de droite,
par chaque sommet (point de rupture de pente) de la ligne polygonale frontiére supérieure
de I'unit€ cinématique, il passe nécessairement une frontiére latérale séparant deux élé-
ments.
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Frontiere supérieure .

Bord latéral \

Figure 3-9 Découpage d’une unité cinématique en une seule file d’éléments

Frontiére inférieure f

On a montré précédemment que le nombre de degrés de liberté d’un élément isolé était
égal 2 six, il s’agit du nombre de parameétres fixant la position des quatre noeuds de 1’élé-
ment. Or dans une unité cinématique, les éléments constituent une file, et les noeuds sont
dans le cas général partagés par deux éléments voisins, sauf pour les noeuds des premiers et
derniers éléments de la file. A partir de ces simples remarques, il est facile de dénombrer
les degrés de liberté d’une unité cinématique modélisée sous la forme d’une file de n élé-
ments. L'unité posseéde (n+1) noeuds sur le support I" soit (n+1) degrés de liberté. Elle pos-
séde €galement (n+1) noeuds n’appartenant pas au support I' soit 2(n+1) degrés de liberté.
Le nombre total de degrés de liberté de I'unité composée de n éléments est donc égal a
3(n+1).

L’importance de ce dénombrement des degrés de liberté d’une unité cinématique appa-
rait lorsque 1’on veut résoudre le probléme géométrique de la reconstruction de 1’unité
cinématique. En effet, les inconnues de ce probléme géométrique sont les 3(n+1) parame-
tres caractérisant la géométrie de 1’unité cinématique.

kY

3.1.5 : Procédure automatique de découpage des unités cinématiques

Une fois connu les contours des unités cinématiques des écailles, il convient de discréti-
ser chaque unité cinématique en une file d’éléments pseudo-quadrilatéres. Cette tache peut
'
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facilement étre automatisée en fonction d’un parametre de forme ¢ des éléments. Ce para-
metre ¢ est défini comme indiqué sur la figure 3-10. Il caractérise la géométrie de 1’élément
en mesurant I’aplatissement de 1’élément sur son support. Le parametre ¢ est égal au rap-
port du diametre d de I’élément dans la direction stratigraphique par la longueur moyenne
des deux segments latéraux de I’élément (1y+1;)/2.

—

Figure 3-10 Caractérisation de la forme d’un élément pseudo-quadrilatére par le
parametre adimensionnel 0=2d/(1y+1;)

Il est pratique de mailler automatiquement les unités cinématiques simplement en res-
pectant un parameétre de forme donné ¢. Par ce biais, il est possible de contrdler le raffine-
ment du découpage des unités cinématiques. Par exemple, la donnée d’un parametre de
forme plus petit revient a définir un maillage plus dense. Et le maillage d’une unité cinéma-
tique avec des éléments dont le paramétre de forme est égal a un, conduit a définir un
découpage avec des éléments isodiamétriques. La discussion concernant le choix d’un
parametre de forme optimal est menée section 4.5.1 page 125. Le point essentiel est qu’il y
a compétition entre différentes considérations au moment du choix du parameétre de forme.
Par exemple, si on considere la stabilité géométrique de la méthode de reconstruction, la
tendance est a définir un maillage dont les éléments ont un parameétre de forme petit. Au
contraire, si on souhaite mettre en avant I’économie de calcul en réduisant la quantité de
données et d’inconnues, il apparait qu'un maillage moins dense, dont le paramétre de
forme est plus grand est plus approprié.

La procédure automatique de maillage d’une unité cinématique en une file de n éléments
pseudo-quadrilatéres consiste a définir deux suites de (n+1) noeuds (P;) et (S;) respective-

ment sur les frontiéres supérieure et inférieure de 1’unité cinématique. Les quatre noeuds de

I’élément d’indice i sont alors (P;_1, S;_1, S;, P;). La procédure de maillage comporte deux
étapes principales :

1/A partir de la ligne polygonale (Q;) frontiére supérieure de I'unité cinématique,

il convient de définir les noeuds P; du maillage qui reposent sur (Q;). Il est a

noter que tous les sommets de (Qj) sauf éventuellement les extrémités (si

I'unité cinématique ne posséde pas de frontieres latérales) font partie des

| noeuds P;. {
P
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Il s’agit donc de densifier les segments de la ligne polygonale (Q;) en définis-
sant des noeuds supplémentaires en plus des sommets Q; obligatoires.

2 / A partir de la géométrie de la ligne polygonale (R;) fronticre inférieure de
I’unité cinématique, il s’agit de définir des noeuds S; en nombre égal aux
noeuds P; de fagon a compléter le maillage. Les premier et dernier noeuds de la
suite (S;) sont nécessairement les premier et dernier noeuds de (Rj). Il s’agit
ensuite d’apparier chaque noeud P; avec un noeud S;.

Figure 3-11 Découpage d’un segment [Q;.1, Q;] de la frontiere supérieure en trois

segments

Une facon simple de réaliser cet appariement est de paramétrer les deux lignes polygo-
nales (Q)) et (R;) a I'aide des abscisses curvilignes positives respectives q € [0, Q] et r [0,

R]. De cette fagon, on définit une bijection entre les lignes Q) et (R). Un point de la ligne
(Q)) est associé a un unique point de la ligne (R;) par la relation liant les abscisses curvili-
gnes : q=r Q/R.

a ) Procédure de densification d’un segment [Q;.15 Q;]

La densification du segment [Qj-15 Qj] est illustrée par la figure 3-11. Les données de ce

probléme sont les paramétres géométriques suivants : les valeurs des longueurs des deux
segments latéraux 1; et 1, la longueur D du segment [Qj_l, Qj], et le parameétre de forme ¢.

On répond a ce probléme en donnant le nombre n-1 de points découpant [Qj.1, Q;] ainsi
que par la suite des valeurs (u;) avec i €{0, 1, ..., n} indiquant la position des (n+1) noeuds
(P;) sur le segment [Qj-1= Qj]. On a nécessairement uy=0 car PO=Qj, 1 etu,=D car Panj. On
appelle (1,) la suite des longueurs des segments latéraux opérant le découpage comme sur la

:"/-

66




figure 3-12.

idé e ueur 1, du segment laté 2 ie linéairement avec
En considérant que la long I; du segment latéral de découpe varie linéairement
la coordonnée u; (comme pour le cas d’un support lin€aire : figure 3-12), on a la relation
in€aire suivante entre la coordonnée u d’un segment latéra : :
linéaire suivante entre | d d gment latéral et 1 sa longueur

DI=D 10 +u (ln-lo).

En différentiant par rapport aux variables u et 1, on obtient la relation différentielle :
Ddl= (I,-1y) du.

Qj.1
Iy 1y
1,=0
u0=0 lll lln:D
- -

D

Figure 3-12 Notations du calcul de densification d’un segment [Q;.1, Q;]

On peut considérer la découpe du segment [Q;_;, Q;] a I’aide d’une fonction de densité
g(u) avec u € [0, D]. Cette fonction g(u) peut étre comprise comme la densité d’éléments
par unité de longueur au point de coordonnée u. On a la relation :

D

jg(u)du = il
0

Cette intégrale exprime le fait que le segment [Q;.;, Q;] est découpé en n éléments. La
suite des valeurs (u;) avec i €{0, 1, ..., n} est alors déterminée par la connaissance de la
fonction g(u) sur I'intervalle [0, D] grace aux relations :

Uiy
Vi €0, 1,..,n1}, j g(u)du = 1

u;

Le découpage du segment [Q;_;, Q;] est alors transformé en la détermination du nombre

n d’éléments de ce découpage ainsi qu’en la détermination de la fonction de densité g(u)
sur ’intervalle [0, D].

Si les réels 1, et 1, sont distincts, alors la relation lin€aire énoncée précédemment entre
les réels u et 1 définit une fonction affine u(l) de I’intervalle d’extrémités 1y et 1, sur [0, D] et
sa bijection réciproque 1(u) existe et est également affine.

~
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La relation différentielle : D dl = (1,-1y) du, permet d’opérer le changement de variable
d’intégration

Vi €0, 1, ..., n-1), J%g(llgz)))dl 1

Soit
li+l
(1, -1p)

Vi €0, 1, ..,n-1}, J'g(u(l))dl = s
1

Et en sommant les n intégrales précédentes on obtient :
1I1

Jeuydl =

Iy

(1,—1)n
D

Remarque : cette écriture n’est valide que dans I’hypothése ou les réels 1 et 1, sont dis-
tincts.

On peut fixer arbitrairement le nombre n d’éléments découpant le segment [Q;_y, Qilen
écrivant le paramétre de forme ¢ pour un élément moyen hypothétique du découpage. Le
diametre de cet élément selon la direction stratigraphique est égal & D/n, et la longueur
moyenne des deux segments latéraux de cet élément est (1 + 1,)/2.

On obtient ainsi la relation : (T) = —L

n(ly+1,)
Le nombre n vaut alors : n = _A-
o(lg+1,)

Le nombre n d’éléments peut étre raisonnablement fixé en égalant la quantité ¢ au para-
metre de forme ¢ qui est connu a priori. L’entier n est donc pris égal a ’entier le plus pro-
che du réel n donné par la formule précédente en remplagant la quantité inconnue ¢ par ¢
(1a fonction E désignant la partie entiere) :

n= E(L + l)
O(lp+1,) 2
On peut ensuite remplacer la quantité n/D dans I’intégrale précédente :

1,

2(1. -1
Jg(u(l)) = S8~

o1y +1,)

En notant G(1) une primitive de la fonction g(u(l)), on a la relation:

:"//
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G(1,) - G(ly) = 20y ko)

oy +1,)

On peut exhiber une fonction g;(u(l)) vérifiant la relation intégrale précédente dans tous
les cas de figure en considérant comme fixé le paramétre 1 et variable le paramétre 1. Cette
fagon de procéder revient a privilégier le parameétre 1, par rapport a 1,,. La relation intégrale
précédente est écrite en remplacant la variable 1, par la variable muette 1.

2(1-1,)
0l +1)

En dérivant par rapport a la variable 1, on obtient une expression de la fonction de den-
sité gq(u(l)) en fonction des seuls parametres ¢ et 1 :

_af20-1)) 4l

Une démarche analogue consiste a privilégier le parametre 1, en le considérant comme
fixé, cela conduit aux définitions des fonctions suivantes :
2(1,-1)
o(l+1,)

G ()-G,(p) =

G,(1,) - G,(1) =
On dérive ensuite par rapport a la variable I :

41
go(u(l)) = -
o1, +1)

Le choix d’une des deux fonctions de densité g;(u(l)) ou g,(u(l)) n’est pas plus justifié
dans un cas que dans I’autre, et ce choix revient a privilégier un des deux parameétres 1, ou
1, par rapport a 1’ autre.

On peut remarquer qu’il est possible d’écrire plus simplement les deux fonctions G, et
G, a l'aide des constantes d’intégration K; et K,. Les valeurs de K; et K, sont sans
influence sur les valeurs des termes de la suite (u;) et du découpage ainsi défini.

—4]
G()=—2" 4K
1@ o(ly+1)

=__ 1 4K
G,(1) ¢(1n+1)+ 2

I1 est remarquable que si deux fonctions Gy et G, vérifient la relation :
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2(1,-15)
O(ly+1,)
Alors la fonction G, barycentre des fonctions G; et G, pondérés respectivement par o et

(1-ar) vérifie la mé&me relation quel que soit le paramétre o :

G(l) = aG,(1)+ (1-a)G,(1)

G(1,)-G(y) =

Ainsi, il apparait souhaitable pour obtenir des formules symétriques pour les parametres
lp et 1, d’adopter pour définir G un parameétre o, respectant la symétrie des parametres 1, et

1, soit =1/2. Cependant, comme les fonctions Gy et G, ne sont plus correctement définies
pour 1p=0 et 1, =0 respectivement. Il est judicieux d’adopter comme parametre o une fonc-
tion des variables 1y et 1, a(ly, 1), telle que :

o0, 1,)=0 et a1y, 0)=1
De cette fagon si 15=0 : G(1)=G;(1) ; et si 1,=0 : G(1)=G,(1).

Iy

Une telle fonction est par exemple : ou(ly, 1)) = TS|
0

n

it = 6(104+ In)((loli 1)2 ’ (lnli 1)2)

i 1% 12
G(l) = —— LB
oy +1)Up+1 I +1
La fonction G est bien symétrique pour les parameétres I; et 1, et elle est définie si un des
parametres l; ou 1, est nul.

On obtient :

Cette €criture a été obtenue sous I’hypotheése que les réels I et 1, étaient distincts. La
fonction G(1) étant alors définie sur I’intervalle d’extrémités 1, et 1.

Remarque :

Si les réels 1 et 1, sont confondus I'intervalle est réduit a un seul point, et on obtient une
valeur constante :

() = —o_ - L
u = = =
% 321> 8l

Dans ce cas, le changement de variable u(l) n’est pas valide pour le calcul des intégrales.
On obtient une solution au probléme de découpage en adoptant la fonction de densité cons-
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tante g(u)=1/0l, :

Vi €01, ... n-11, J(T)ildu =1
0l

On a la relation de récurrence : u;,; = u; + (T)lo. Le découpage est donc équidistant :

u; = i(T)lO et on vérifie que : u, = n¢l; = D

Dans le cas ou les réels 1 et 1, sont distincts, il est commode de déterminer la suite (1;)
plutdt que de calculer directement la suite (u;) :

1.
i+1 —l
Vi €o,1,..,n-1}, J g(u(l))dl = (I“D )

li

2 2
4 [10 Iy ]lm (1~ 1)
1

b+l L+i|1 D

o(ly+1,)

2 2 o
™, L Lt (-1pUp+1)0  1,-1,
L+l L+1[ 1. -4D ~ -2n

I1 est utile d’introduire une fonction F sur I'intervalle positif d’extrémités 1, et 1, de la
fagon suivante :

2 2
1 1
F(l) = —2— + =&

lp+1 1 +1

La fonction F est positive sur son intervalle de définition car les quantités 1 et 1, sont
elles-mémes positives. De plus la fonction F est décroissante car sa dérivée est négative.

Comme on a toujours : F(0) = Iy + 1, ; on en déduit que pour tout 1 de I'intervalle positif
d’extrémités lj et 1, on a la relation :

0<F(I)<ly+1,

Il est utile de déterminer la fonction réciproque de F : F &

P

0 n
= F(l) = >
y=Fl =5+

n

L’équation 1 = Fél(y) est une équation du second degré en | :

P
o
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y(lo+D(1, +1) = 1,20, +1) +1 *(1y+1)

Py +1((p+1)y = (1> +1.5) + (ol ) (y = (Ig+1)) = 0

Il est commode de poser: s =1y + 1, etp=151,.
2 2
I'y+1(sy—-s +2p)+p(y-s) =0

2
Le déterminantest : A = (sy — S2 +2p) +4p(s—-y)y

Comme le réel "y" appartient a I’intervalle ]O, s], le déterminant est toujours positif, et
I’équation du second degré en | admet des solutions qui sont données par la formule :

3
-1 ] —2p—syi,\/z
1=F (y) =
2y

Or on sait que la quantité F "1(y) est nécessairement positive car le domaine de définition
de F est un intervalle positif.

Comme la quantité J/A est toujours supérieure a (32—2p—sy), la formule donnant F '1(y)
avec un signe plus est la seule qui fournit une solution positive acceptable.

On obtient ainsi I'unique formule donnant I’expression de la fonction réciproque F -1,

2
-1 —2p-sy+ A
F(y) = - p2ysy =

On peut donc écrire la relation de récurrence a I’aide de la fonction F :

1 —1
F(l,)-FQy = 0

Et en utilisant la fonction réciproque F ~!, on obtient I’expression du terme général de la
suite (I;) en fonction du terme précédent :

(1~ 10))

-1
Ly =F (F(li)_ o

Dans le cas ou les réels 1, et 1, sont distincts, la suite (u;) peut tre déduite de (1;) grice a

la fonction de changement de variable u(l) : u; = u(l;)

On peut remarquer que dans le cas ol les réels 1 et 1, sont confondus, la relation de
récurrence indique que la suite (1;) est stationnaire. Ce fait confirme bien que la suite (u;) ne
peut étre déduite de (1;) dans ce cas.
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b ) Maillage d’un biseau

On examine le cas du maillage d’un biseau d’une unité cinématique pour lequel la lon-
gueur nulle correspond au parametre 1, les réels 1 et 1, sont distincts.

Onadonc:n = %—Q
0l
La fonction de densité devient :
41,
g(u(l)) = ==
oy +1)
La fonction F(1) et sa réciproque F~L(y) :
2
1y
F(l) = —
) ly+1

1
-1 0
Fly) = 1(2-1)
Ny
La relation de récurrence de la suite (I;) est dans ce cas :
I, = F‘l(F(l.) + }Qj
i+l i 2n

En explicitant les écritures de F(l) et F "l(y).

2
G101, Lo+ D1 +11
L, =F[2—+L|=F
lo+1; 2n 2n(ly +1;)

L (200t
R Crea et

Ce qui donne la relation de récurrence suivante :

1 1 2n(ly +1) - (2n+ 1)1, -1, 2o- 1)1 -1,
L (2n+ D)1y +1; T 0,(2n+ 1)+

On peut montrer que le terme général de la suite (I;) est : I, = loﬁ
En appliquant la formule de récurrence pour I’indice i=0.

l, = lj—————~ =1
P 0,2n+1)+1,  “n+1
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n-—i
(21’1— l)loa—l;—lo

s :l
i+l 0 :

n-—i1
1,(2 —
o n+1)+10n+i

Lo @n-Dm-D-@+D) _ P 2n(i+1) _ L n=G+1)
WL 02n+ D+ D)+ (m—1) % yonci+1)  ontG+D)

Ce qui achéve la démonstration par récurrence.

D(l—lo) B D(l—]o)
(ln_l()) - _10

Comme u(l) =

On obtient le terme général de la suite (u;) :

0 = D(lj-1y) _ 2iD
Ty, T (n+d)

On vérifie bien que (up=0) et (u,=D)

On examine le cas du maillage d’un biseau d’une unité cinématique pour lequel la lon-
gueur nulle correspond 2 I, les réels 1y et 1, sont bien différents dans ce cas.

Onadonc:n = %—-D

ln

La fonction de densité devient :

41>
gu(l) = —2—
o, +1)
La fonction F(l) et sa réciproque F 'l(y) A
2
1
F(l) = —
M) I +1

o)

La relation de récurrence de la suite (1) devient dans ce cas :

1
1
L, =F (F(li)_ﬁ)

En explicitant les écritures de F(l) et F 'l(y).
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2 2
i e L L) - (2n- 1)1, " =11,
L L+l 2n) 2n(1, +1,)

Ce qui donne la relation de récurrence suivante :
| 2n(l, +1;) Cn+ 1) +1,
il “((211— DI, -1, ) ~ "2n-1)1 -1

i
N2n-—1i

On peut montrer que le terme général de la suite () est: 1, = 1

En appliquant la formule de récurrence pour I’indice i=0. (en rappelant que 1;=0)

1 1
], =1 2 =1
7= ' (2n-1) ~ ™2n-1

i
2n—1i

" (2n-1 i
Cn-1)-577

(2n+1) + 1

L, =1

i+l

-1 @n+Di+@n-i) _ | _ 20+ _ i+1
#l T n2n-1)(2n-i)—i = "™2n(2n-(i+1)) = "2n-(i+1)

Ce qui achéve la démonstration par récurrence.

D(-1yp) DI

On obtient le terme général de la suite (u;) :
DJ; iD
U = —

i T T 2n-i

On vérifie bien que (uy=0) et (u,=D)

3.2 : Coordonnées locales et marqueurs lithologiques

FOLDIS est un modele discret dans lequel on décrit les écailles tectoniques du bassin
comme un empilement d’unités cinématiques, susceptibles de glisser les unes sur les autres
lors des phases tectoniques. Ces unités représentent souvent elles-mémes un empilement de
niveaux sédimentaires distincts. Cependant dans une unité cinématique, les niveaux sédi-
mentaires ont un comportement cinématique d’ensemble solidaire et cohérent. Les objets
fondamentaux de la modélisation sont donc les unités cinématiques qui sont constituées
d’une unique file d’éléments pseudo-quadrilateres.




I1 est toutefois nécessaire de savoir repérer dans un premier temps, puis de suivre des
objets géologiques qui sont d’une taille inférieure & celle des unités cinématiques. Par
exemple, il est utile de pouvoir discerner des entités comme des horizons stratigraphiques a
Iintérieur des éléments d’une unité cinématique.

Pour atteindre cet objectif, il est nécessaire de définir pour les briques de base de la
modélisation, a savoir les éléments pseudo-quadrilatéres, un systeme de coordonnées loca- |
les. Ces coordonnées servent a repérer la position, relativement a I’élément, des objets |
matériels qui le constituent. Elles permettent ainsi d’accéder aux détails internes a 1’unité
cinématique.

Comme les éléments sont des objets de dimension deux, on définit pour repérer les
points géométriques qui les composent un systeme de coordonnées a deux parameétres. On ,
énonce tout d’abord les principes a priori qui doivent étre respectés par le systeme de coor- .
données locales. Puis on expose la fagcon dont on définit ces coordonnées, en soulignant les 1|

|

3.2.1 : Coordonnées locales
|
I
|
|

défauts de la méthode et ses insuffisances de maniere a proposer une amélioration.

a ) Principes a la base de la définition des coordonnées locales

On définit le systéme de coordonnées locales a un él€ément a 1’aide d’un objet mathéma-

tique : une fonction bijective ¢. La bijection ¢ agit d’un domaine D de R2, qui représente
I’ensemble des coordonnées locales, vers 1’ensemble des points géométriques de 1’élément
E. Avant de définir effectivement la fonction @, on énonce les principes que 1’on souhaite
lui voir respecter. Ces principes sont justifiés par les propriétés qu’ils impliquent quant au
systeme de coordonnées locales.
* Le domaine D, ensemble de définition de la fonction @, doit étre un domaine
invariant de R

Ainsi, quelle que soit la facon dont 1I’élément est transformé et déformé lors
des phases tectoniques, il est toujours possible de suivre un point matériel a
I’aide de ses coordonnées locales dans 1’élément.

* La bijection ¢ doit présenter 1’importante propriété d’étre continue.

Ainsi, cette propriété assure que la topologie de 1I’élément E est bien conser-
vée au cours de son déplacement et de sa déformation. Elle implique en parti-
culier que les points de la frontiere de 1’élément JE correspondent par la
fonction @ a des points de dD, frontieére du domaine des coordonnées locales D.
De cette fagon, en suivant les points matériels des éléments a travers leurs coor-
données locales, on assure que tous les voisinages des points des éléments sont
_Conserves.

b ) Définition des coordonnées locales

On choisit de prendre pour domaine D, ensemble de définition de la fonction ¢, le
domaine carré de RZ : [0, 1]2.

v




|

On désigne par (&, n) les deux coordonnées locales & 1’élément.

|

1

L’élément pseudo-quadrilatére E posseéde quatre noeuds (M, M,), et les deux noeuds 1
(Mg, M3) qui reposent sur le support I'. Les coordonnées locales de ces noeuds, voir figure i
3-13, sont respectivement : |

*9(0,0) =M, i*!
* (0, 1) =M, |

(1, 1)=M,

* ¢(1,0) = M;

M,
M, .
(1, 1) ©, 1) |
I
M;
(1,0 Mo
(0,0)
Support I
Figure 3-13 Coordonnées locales des noeuds d’un élément pseudo-quadrilatére
Afin de caractériser entiérement la fonction ¢, on compléte sa définition en introduisant

des propriétés supplémentaires concernant sa linéarité :

* Pour tout € [0, 1], les fonctions partielles (P[g('fl) = @(&, M), de la seule varia-
ble 1 sont linéaires :

Ainsi, on a pour toutmn € [0, 1]ona:

e M =(1-1) 0E& 0 +1 ¢E, 1
* La fonction partielle ¢p,=1(§) = @(&, 1), de la seule variable & est linéaire :

Ainsi, on a pour tout & € [0, 1] :
0@ 1)=(1-8 00, D+E (1, 1)
Il'y a linéarité de la fonction @y,_;(&) sur le segment [M;, Mj]. _w

* La fonction partielle Om=0(8) = 9(, 0), est telle que :

Pour tout § € [0, 1] : le point @(&, 0) appartient au support I" de 1I’élément.
On désigne par s(M) la fonction qui donne la coordonnée curviligne du point M
sur le support T




VEe[0,1]ona:
s(@(&, 0)) = (1- &) s((0, 0)) + & s(o(1, 0))

Cette propri€t€ est la linéarité, sur le support I', de la fonction composée s.,

soit : s((pm=0(§)).
Remarque :

@(€, n) désigne un point géométrique appartenant a 1’élément E. On manipule ce point
@(E, 1) comme un élément d’un espace vectoriel de dimension deux. En particulier, la défi-
nition des opérations d’addition et de multiplication par un scalaire correspondent a celles
des €éléments de I’espace vectoriel.

Construction effective du point @(&. 1) :

Soit (€, ) un point quelconque du domaine [0, 1]2.

* Les points (&, 1) et ¢(€, 0) appartiennent respectivement a [M;, M,] et au

support I'. Ces deux points sont parfaitement déterminés par la connaissance
des coordonnées absolues des quatre noeuds (M, M;, My, M3) et par les pro-

priétés de linéarit€ de la fonction ¢ sur le segment [M;, M,] et sur le support T

* La propriété de linéarité de la fonction partielle @£(1)) permet ensuite de cons-
truire le point (&, M) a partir des deux points @(€, 1) et ¢(&, 0) :
@& M) = (1) ¢, 0) +1 ¢, 1)

Détermination des coordonnées locales d’un point M de I’élément E :

Soit M, un point quelconque de I’élément E. Il s’agit d’indiquer la méthode de détermi-
nation des coordonnées locales du point M : (§, 1) = (p'](M).

On réalise une partition de 1’élément E de la fagon suivante :

* On note (R;) les (n-1) points de rupture de pente sur le support I" entre les
noeuds M, et M3, voir figure 3-14. La suite de points (R;) est indicée dans
I’ordre de leur abscisse curviligne sur le support I' entre Ry = My et R, = M.
On détermine ensuite la suite des premiéres coordonnées locales (€;) des points
de la suite (R;) (en particulierona: §g=0etE, =1).

* On construit ensuite sur le segment [M, M,] la suite de points (S;) ayant pour
coordonnées locales (&;, 1). On a alors Sy =M, et S, = M,.

* Les parties E; de la partition de 1’élément E, voir figure 3-14, sont les quadri-
latéres (Ri-I’ Si-]’ Si’ Rl)
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Ma=bs 8,

S] 1:SO

Support '

Figure 3-14 Partition (E{, E,, E;) de I’élément pseudo-quadrilatére E

On remarque que la propriété de linéarité de la fonction composée s((pmzo(ﬁ)) sur
I’ensemble de I’élément E entraine la linéarité de (P|n=0(F=) sur chaque partie E;, car la fonc-
tion s(M) est elle méme linéaire chaque segment [R; ¢, R;]. La linéarité de la fonction
(PIH=O(E-')’ compte tenu des autres propriétés de linéarité, entraine la bilinéarité de (&, 1) sur
chaque partie E; de 1’élément E.

Il est possible de montrer que pour que la fonction @(&, 1) soit bilinéaire et régulire (de
classe C') sur chaque partie E; une condition nécessaire est que le quadrilatére correspon-
dant a la partie E; ne posséde pas d’angle intérieur supérieur a 180 degrés. Dans une telle
configuration la fonction bilinéaire @(&, 1) est de plus inversible.

Soit M, un point appartenant a une partie E; dans une configuration réguliére :

On appelle (xy, Yg) » (X1, ¥1) » (X2, ¥2) , (X3, ¥3) les coordonnées absolues respectives des
quatre sommets (R;_1, 5.1, S;; R;) de la partie E; a laquelle appartient le point M. On appelle
&o»Mo) » €1, Mp) » €z, M) , (€3, M3) les coordonnées locales A 1I’élément E respectivement
aux mémes sommets (R;_q, S;_1, S;, R;) de la partie E;.

La bilinéarité de la fonction (x, y) = (&, ) entraine également la bilinéarité de la fonc-
tion réciproque, (§, 1) = (p‘l(x, y) qui est de la forme suivante :

{&(x, ) = O+ 04X + 0y + 03Xy

N(xy) = Bo+Byx+Pyy + Psxy
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h X0 Yo X0Yo
I x5 21y
1 X, ¥, X395

_1 X3 Y3 X3Y3]

On appelle M la matrice carrée d’ordre 4 :

Dans le cas d’une configuration réguliére de la partie E;, la matrice M est inversible et on
peut donc écrire :

&o Oo o 8o
& = M|%*!| on obtient |*1| = M S
& Oy 0Ol &
53 |0 0 53]
rno 130 Bo Mo
Ml = Mm By on obtient By = p1 |
Ny B, B, Ny
_'rl 3] HB 3] _B 3] T3]

On détermine ainsi les huit coefficients (o, oLy, 0lp, 0i3), (Bo, By, Ba. B3) qui définissent

la fonction réciproque ¢ \(x, ).

On parvient de cette fagon a calculer a partir des coordonnées absolues (X, y) du point M
ses coordonnées locales a I’élément (€, 1).

¢ ) Inaptitude de la méthode du transport par les coordonnées locales pour des
objets de dimension deux.

Il peut paraitre intéressant d’utiliser les coordonnées locales a un élément (&, 1) pour
décrire et transporter des objets géologiques qui y sont contenus. En effet, il semble naturel
de décrire les objets matériels composant un élément comme un sous-ensemble des points
de I’élément. Lors du transport et de la déformation de 1’élément, les objets internes sont
eux-mémes transportés et déformés. Ils sont alors reconstruits comme ’ensemble des
points ayant les mémes coordonnées locales. Cette facon de procéder pour transporter les
objets composant I’élément est trés simple. Toutefois il est essentiel de souligner un défaut
important de cette méthode de transport des objets a deux dimensions composant 1’é1é-
ment. En effet, rien n’assure que par cette méthode, le principe de conservation de la sur-
face des objets soit respecté.

On voit donc qu’une telle méthode de transport et de déformation des objets contenus
dans les €léments n’est pas satisfaisante du point de vue physique ni méme géologique. On
doit concevoir une autre description des ensembles de points connexes a I’intérieur des élé-
ments. La question essentielle est que le transport d’un tel ensemble doit étre conservatif en
ce qui concerne la mesure de I’ensemble de points, le calcul de I'aire.
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3.2.2 : Marqueurs lithologiques dans les éléments

a ) Partition d’un élément selon les strates
Dans ce chapitre, on considere les parties d’un élément pseudo-quadrilatére E.

On note A 1’ensemble des parties A de I’élément E qui présentent les propriétés géomé-
triques suivantes :
* A est une partie connexe de 1’élément E.

* La frontiere dA de la partic A est constituée de deux parties connexes dA; et
dA, ( 0A = dA| U dA, ). La frontiere dA; est intérieure a 1’élément E; et la
frontiére A, coincide avec une partie du contour JE de 1’élément.

Une partie A appartenant & I’ensemble 4, est représentée sur la figure 3-15.

A,

o Partie A

Support T’

Figure 3-15 Partie A dans I’élément pseudo-quadrilatére E

Du fait des propriétés particuliéres qui ont été énoncées au sujet de I’ensemble 4, on
peut avancer que la géométrie de la partie A est entierement définie par la donnée de la
fraction dA; de sa frontiére. La ligne dA; réalise en effet un découpage en deux parties de
I’élément E. Il convient alors de définir quelle est la partie de E correspondant a A. Ce
choix peut étre réalisé conventionnellement suivant le sens de parcours de la ligne dA;. En
effet, on peut décider que le contour dA ( dA; U dA, ) doit étre orienté dans le sens positif
du plan. Selon cette convention, le choix de I’orientation de la ligne dA; décide quelle est
celle des deux parties de E qui correspond a A.

Un niveau lithologique quelconque contenu dans un élément pseudo-quadrilatére ne
présente pas nécessairement toutes les propriétés géométriques pour appartenir a 1’ensem-
ble A. On ne peut donc pas modéliser directement un niveau lithologique ordinaire sous la
forme d’un élément de A. Cependant, il est possible de représenter tout niveau lithologique,

.//’
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partie de I’élément E, a I’aide d’éléments de 1’énsemble 4 ou d’une simple opération de
soustraction de deux de ces éléments. Une telle fagon de procéder est présentée sur la figure
3-16, ou le niveau lithologique L est la soustraction des parties A et A’

M,

niveau lithologique L : A’- A

Partie A’

Partie A

Support I

Figure 3-16 Niveau lithologique dans I’élément E : soustraction des parties A et A’

On présente la méthode de description de I’élément E en une partition correspondant
aux strates qui le composent. Pour réaliser cette partition, on effectue une indiciation des
strates (S;) de I’élément, la numérotation est accomplie de 1 a n, de la base vers le sommet

de I’élément. On note L; la ligne constituant le toit de la strate S;. On définit ensuite pour
chaque ligne L; la partie basale A; de I’élément appartenant a I’ensemble 4 et pour laquelle
la ligne L; constitue la frontiére interne, soit L; = d(A;);. On note que pour la ligne L,,, on a
A,=E.

Les strates (S;) sont modélisées de la fagon suivante :
e i=l:S5;=4A
e izl :S;=A- A,
*i=n:S;=E-A,;

On a ainsi mis en évidence la méthode selon laquelle on peut a I’aide d’éléments de
I’ensemble A représenter une partition de I’élément pseudo-quadrilatere E selon ses strates.
Chaque €lément A de I’ensemble A est lui méme défini de fagon spécifique par la ligne
frontiére dA,.

kY

b ) Modélisation des strates

Il n’est pas souhaitable de retenir I’ensemble de I’information géométrique relativement

a chaque partie A;, encore que toute cette information puisse €tre retenue par la seule con-

naissance de la ligne fronti¢re L; = d(A;);. On cherche simplement a décrire les éléments A,
P

¢
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de ’ensemble A d’une fagon succincte. Pour réaliser cela, on choisit de ne retenir que quel-
ques informations géométriques essentielles au sujet des éléments de 1’ensemble 4, elles
peuvent étre résumées a 1’aide des parameétres scalaires suivants :

* [La mesure de la surface de la partie A : S(A)

* La position des deux points extrémités de la ligne frontiere dA;. Ces deux

points qui appartiennent a la frontiére JE peuvent étre repérés par leurs coor-
données locales a I’élément.

Un tel procédé de description des éléments de I’ensemble A4 offre I’avantage de permet-
tre la modélisation des strates a 1’aide d’un nombre réduit d’informations géométriques et
de parametres. L’ important intérét présenté par cette méthode est de se préter a la conserva-
tion de la surface des objets géologiques ainsi décrits. En effet, il suffit pour respecter ce
principe, de conserver pour chaque partie A; le parameétre S(A;) qui représente son aire. On
voit ainsi le moyen d’améliorer la méthode de transport des objets géologiques inclus dans
les éléments pseudo-quadrilateres.

Meéthode de reconstruction des éléments A de ’ensemble .4 4 I’aide des paramétres géo-
métriques retenus :

Connaissant la position des deux points extrémités Py et Py de la ligne dA dans I’élé-
ment E de la configuration de I’état 1, il est possible de reconstruire ces deux points sur
I’élément déformé et déplacé dans la configuration de 1’état 2 grice a leurs coordonnées
locales, voir figure 3-17.

Etat 1

Figure 3-17 Reconstruction de la ligne A dans la configuration de 1’état 2

Y

Cependant la surface occupée par la partie A reconstruite dans 1’état 2 en considérant la
ligne 0A; comme un segment de droite ne respecte pas nécessairement la surface S(A)

ainsi que le montre la figure 3-17. Il convient donc de modifier la trajectoire de la ligne dA,
de facon a respecter le principe de conservation de I’aire de la partie A. Cependant cette

-
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modification de la ligne dA doit étre réalisée en conservant inchangées ses deux extrémi-
t€s Py et Py, de telle fagcon que soit assurée la continuité des objets géologiques de part et
d’autre des frontiéres entre éléments.

Un principe simple qui peut étre appliqué pour parvenir a la reconstruction de la partie A
en respectant 1’aire S(A) est d’introduire un degré de liberté sous la forme d’un paramétre
au niveau de la ligne dA;. 11 suffit ensuite de «régler» ce parameétre de liberté pour que

I’aire de la partie A soit égale & S(A). On choisit d’introduire ce parametre de liberté a par-
tir de la configuration simple ou la ligne dA est le segment de droite [Py, P], de la fagon

suivante :

* On appelle (€, n) les coordonnées locales 2 1’élément du point P, milieu du
segment [Py, P,] dans la configuration de 1’état 2.

* Le parametre de liberté est introduit au niveau du point P. La premiére coor-
donnée locale & du point P est gardée invariante. La seconde coordonnée locale
1 varie dans I’intervalle [0, 1], de facon que le point P soit toujours dans 1’élé-
ment. Du fait des propriétés de linéarité des coordonnées locales a I’élément,
on peut avancer que le point P appartient a une droite que 1’on appelle D. Le
parametre de liberté 1 sert a «régler» 1’aire de la partie A pour qu’elle soit égale
a S(A).

Droite D : E=cste

Figure 3-18 Reconstruction de la partie A dans I’état 2 en conservant I’aire S(A)

11 est facile de montrer que le paramétre de liberté introduit, la coordonnée locale 1 du
point P, permet d’atteindre la configuration unique de la partie A ayant pour aire S(A).

On rappelle que la formule générale donnant I aire algébrique d’un polygone P quelcon-
que dont les n sommets P;, de coordonnées (x;, y;), sont indicés selon le sens de parcours de

son contour, voir annexe section 4.2 page 188 est :




n
1
AP) = 3 3 % i1 =Yio1)
i=1
On utilise les notations (xp, y,,) pour les coordonnées du point P et (g, o), (X, y1) pour
les coordonnées des deux extrémités P\ et P; de la ligne dA;. Comme la partie A est un

polygone dont un des sommets est le point P, on peut appliquer la formule précédente pour
évaluer son aire. Il est commode de noter S son aire algébrique lorsque le point P est au
milieu du segment [Py, P;]. On obtient alors, d’une fagcon générale, ’expression suivante de

I’aire de la partie A :
S(A) =S £ (xp(y1-Y0) + X0(¥p-Y1) + X1(Yo-¥p))/2
L’ambiguité sur le signe dans cette expression dépend du sens de parcours du contour du

polygone (P, P, P; ou Py, P, Py).

Quand le point P décrit la droite D (en gardant une coordonnée & constante) ses coor-
données absolues s’écrivent en fonction des constantes o et B et du parameétre de liberté 1 :

t =
S ety, = fn+ 3

X, = on+

En remplagant les coordonnés (xp, yp,) dans I’équation générale de Iaire algébrique de la
partie A, on obtient apres simplification :

S(A) =S £ n(ouy-yo)+B(xg-x1))/2

Le coefficient multiplicateur du parametre de liberté 1 dans 1’expression précédente de
I’aire de la partie A n’est pas nul dans la mesure ol les droites (Py P;) et D ne sont pas

paralléles. On voit donc que dans ce cas I’aire de la partie A est une fonction affine du para-
metre 1. Il existe donc une unique valeur de ce parametre 1 telle que 1’aire de A soit égale
aS(A):

S(A)-S
oy, —yo) + B(Xo —=Xji)

N = 2

La valeur du parameétre de liberté 1 ainsi déterminée donne la configuration recherchée
de I'unique ligne polygonale a trois sommets dA; telle que I’aire de la partie A reconstruite

soit égale a la valeur S(A) antérieure.

On ne considere donc dans ’ensemble 4 que le sous-ensemble des éléments A ayant
une frontiére dA; qui est ligne polygonale comportant trois sommets (P, P, P)) tels que la

coordonnée locale & du point P soit égale 4 celle du point milieu du segment [Py, P;]. Le

fait de procéder a cette réduction de I’ensemble A simplifie grandement les géométries pri-
ses en compte.

L’avantage de cette simplification géométrique réside dans la possibilité de respecter
exactement le principe de conservation des aires des éléments du sous-ensemble de 4, lors
de leur reconstruction. Les niveaux stratigraphiques qui sont décrits dans le modéle comme
une soustraction de deux €léments de I’ensemble A sont donc également reconstruits en

i
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respect de ce principe.

Cependant, il convient de remarquer que cette méthode ne permet pas de décrire de
facon tres précise des géométries complexes a I’intérieur d’un élément pseudo-quadrilatére.
En effet, 1a ligne frontiére dA; de la partie A a nécessairement une géométrie de ligne poly-
gonale comportant au plus trois sommets. Ce fait interdit donc de représenter le contour des
objets internes a un élément avec un grand nombre de détails. Toutefois cette simplification
géométrique n’est pas tres restrictive. Puisque compte tenu de 1’échelle des €éléments
pseudo-quadrilatéres, qui sont des objets de taille réduite par rapport a la coupe du bassin
dans son ensemble, il n’est pas nécessaire de décrire de fagon trés précise la géométrie des
objets a une échelle inférieure.
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Chapitre 4 : Déplacement et }
déformation des unités cinématiques i

Le modele FOLDIS a été développé dans la lignée du modéle du "Fault-bend-fold" de
Suppe -1983- [60]. Mais alors que la déformation cisaillante est pénétrative dans le modeéle
de Suppe, elle est localisée aux interfaces des unités cinématiques dans le modele FOLDIS.
Ainsi, les couches de sédiments sont déformées par glissement discontinu le long des limi-
tes des unités cinématiques. La déformation est beaucoup plus faible a I’intérieur des unités
et elle est de caractere continue (les voisinages de points matériels sont conservés). |

1,,1,u L L;L |UL| \ ILJ\]\[IM‘J P LI LY

Figure 4-1 Exemple d’une modélisation menée avec FOLDIS

Dans ce chapitre, on expose tout d’abord de facon détaillée les quatre principes du
modele cinématique.

* (1) Conservation de la quantité de matiére.

* (2) Conservation de I’épaisseur des bancs.

* (3) Glissement localisé au niveau des discontinuités inter-unités.

* (4) Conservation de la symétrie angulaire des couples d’éléments adja-
' cents.

Les deux premiers principes sont classiques et souvent utilisés dans les méthodes
d’équilibrage de coupes. Les deux autres principes sont spécifiques de la méthode cinéma-
tique développée dans FOLDIS.
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On examine ensuite la facon dont ces principes sont traduits en relations géométriques
au niveau des €éléments de 1’unité cinématique. Puis, on présente les algorithmes informati-
ques utilisés pour calculer la déformation géométrique. On aborde enfin les aspects numéri-
ques de la résolution du probléme. On analyse finalement la stabilit¢ de la solution
géométrique obtenue et on examine les conditions d’application de la méthode.

4.1 : Les principes géométriques de la méthode cinématique.

dans de nombreux modéles cinématiques. La reconstruction est menée en respectant
I’ordre d’indiciation des écailles. Chaque écaille est reconstruite selon le méme principe, en
restaurant ses éléments constitutifs, les unités cinématiques. De méme, 1’ordre de recons-
truction est bien précis, on indice les unités cinématiques dans 1’ordre de leur restauration,
du bas vers le haut de 1'écaille. Chaque unité cinématique est pareillement reconstruite ,|
grice a la restauration des éléments pseudo-quadrilatéres qui la composent. La formulation 1
des principes du modele aménent & considérer que I’étape cruciale de 1’algorithme cinéma- |
tique est la reconstruction des unités cinématiques. En effet, le principe n°2 énonce la con- |
servation de I’épaisseur qui est une grandeur attachée aux unités cinématiques, et le
principe n°3 indique I’existence de glissement au niveau des interfaces des unités cinémati-
ques. Ces deux principes ne peuvent étre pris en compte qu’au moment de la restauration
des unités.

La reconstruction du bassin dans son ensemble est réalisée écaille par écaille comme
|

Les trois données géométriques du probléme de reconstruction des unités cinématiques
sont la connaissance de la géométrie du support I" sur lequel repose 1’unité, la quantité de
déplacement appliquée a I'unité, et sa configuration géométrique initiale. Le support I est
bien une donnée du probléme. En effet, il correspond au toit de bancs sous-jacents a I’unité
qui sont déja reconstruits. Le principe n°3 autorise 1'unité a glisser sur le support I'", I’indé-
termination concernant sa position sur ce support est levée par la connaissance de la quan-
tit¢ de déplacement appliquée a 1'unité. Cette précision est fournie par la condition i la
limite, le déplacement imposé d’un bord de I’écaille. Ce déplacement donne généralement
le déplacement d’un des bords de 1’unité. Enfin, la configuration géométrique initiale de
I’unité est également connue. La reconstruction d’une unité cinématique est ensuite tra-
duite au niveau élémentaire, il s’agit de reconstruire la file des éléments qui composent
I’unité. Il convient pour cela d’exprimer au niveau des éléments les principes géométriques
a la base de la méthode.

4.2 : Traduction des principes géométriques au niveau élémentaire

On a vu, section 3.1.4 page 64, que le nombre de degrés de liberté d’une unité cinémati-
que constituée d’une file de n éléments était égal a 3(n+1). Pour que le probléme de recons-
truction d’une unité soit bien posé il est nécessaire d’écrire au moins trois relations pour
chaque €lément. Chacun des deux principes n°1 et n°2, donnés en introduction de ce chapi-
tre, méne a I’écriture d’une relation faisant intervenir les paramétres géométriques de 1’é1é-
ment. Le principe géométrique n°3 n’introduit pas de relation de ¢e type, il précise qu’un

://’
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glissement est localis€ au niveau de I’interface entre les unités. L’introduction d’un principe
supplémentaire n°4 menant a 1’écriture d’une autre relation géométrique est donc néces-
saire pour que le probléme de la reconstruction soit bien posé.

On examine d’abord la traduction des principes n°l et n°2 au niveau élémentaire en une
relation de conservation d’une grandeur géométrique intrinséque propre a 1’élément. On
met ensuite en évidence le respect du principe n°3 de glissement localisé aux interfaces des
unités. Enfin, on explicite en le justifiant et en le complétant le principe n°4.

4.2.1 : Conservation de la quantité de matiére (principe n° 1)

La conservation de la matiére dans le bassin, dans une écaille ou dans une unité est exac-
tement réalisée du fait du respect des deux regles suivantes lors de 1’opération globale de !
reconstruction. Premiérement, chaque élément pseudo-quadrilatére est reconstruit en con-
servant la quantité de matiére qu’il renferme. Deuxiemement, tous les objets géologiques |
du modele, organisés comme des ensemble d’éléments, sont reconstruits comme des 'i
ensembles de ces mémes éléments reconstruits.

Le principe de conservation de la matiere d’un élément s’exprime en termes géométri-
ques. En effet, I’aire de I’élément (A) est liée a la quantité de matiére (masse de matiére
solide Q) qu’il contient.

La quantité de matiere (Q) de 1I’élément est égale a la densité moyenne de la matiére
dans I’élément (p) multipliée par le volume de 1’élément. Or le volume est 1’aire de 1’élé-
ment (A) multipliée par I’'unité de longueur, dimension conventionnelle de 1’élément dans

la troisiéme direction de I’espace Q = p-A-1.

Le principe de conservation de la matiére est ainsi traduit en une relation concernant |
I’aire de I’élément. A densité constante, il y a conservation de 1’aire élémentaire. i

4.2.2 : Conservation de I’épaisseur des unités cinématiques (principe n® 2)

L’épaisseur de 'unité cinématique localement a un élément est définie par un scalaire
qui ne dépend que de la géométrie de I’élément. Ce scalaire est défini conventionnellement
comme la distance séparant les points milieux des deux segments dont les extrémités sont
respectivement les noeuds supérieurs (B et C) et les noeuds inférieurs (A et D) de 1'élé-
ment, voir la figure 4-2. i

La conservation de 1’épaisseur de I’unité cinématique localement a I’élément est traduite
en la conservation de la grandeur scalaire (e) attachée a 1’élément, voir la figure 4-2.




Figure 4-2 Epaisseur (e) de I’unité localement a 1’élément

4.2.3 : Glissement localisé au niveau des inter-unités (principe n° 3)

La reconstruction des unités cinématiques d’une écaille du bas vers le haut permet de
connaitre la géométrie du support I" de I'unité cinématique avant d’opérer la reconstruc-
tion. Ce fait autorise I'unité a glisser le long du support I" pour atteindre sa nouvelle posi-
tion. Le mécanisme de déformation du modele FOLDIS autorise un cisaillement localisé au
niveau de I’interface entre les unités. Ainsi, deux points initialement voisins appartenant a
deux unités cinématiques ne sont plus forcément voisins aprés la reconstruction.

4.3 : Critere géométrique nécessaire a la reconstruction (principe n° 4)

Le dénombrement des degrés de liberté associés aux éléments d’une unité cinématique
montre qu’il est nécessaire d’introduire un principe supplémentaire pour que le probléme
de reconstruction des éléments soit bien posé.

Avant de préciser le principe géométrique supplémentaire n°4, on examine la démarche
qui conduit 2 la prise en compte des deux premiers principes. Ils correspondent a des pro-
priétés particulieres du mode de déformation. Ainsi, le principe n°1, associé a la conserva-
tion de la densité traduit un mécanisme de déformation isovolumique. Le principe n°2
traduit un mécanisme de déformation isopaque pour I’unité cinématique.

Les deux premiers principes ont été convertis en la conservation de parameétres géomé-
triques intrinséques a un élément. La principe n°l a été traduit en une relation concernant
I’aire de I’élément. La principe n®2 conduit a la conservation de la distance (e) qui repré-
sente 1’épaisseur locale & un élément de 1’unité cinématique.

On compare le mécanisme de déformation du fault-bend-fold de Suppe avec celui de la
méthode cinématique développée pour FOLDIS. Les deux déformations sont isovolumi-
ques et isopaques aux endroits ol la déformation est continue. Les deux premiers principes
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sont donc vérifiées pour les deux modeles. Les modeles diftérent cependant au regard du ‘|
caractere cisaillant de la déformation. Dans le modéle de Suppe, le cisaillement est pénétra- i]
tif, il affecte intimement et continiiment le matériau. Dans le modéle FOLDIS, le cisaille- |'f
ment est discontinu et localisé aux interfaces des unités cinématiques. On doit donc définir j
pour le modele FOLDIS une caractéristique du mécanisme de déformation, remplacant le ,
cisaillement simple pénétratif de la méthode de Suppe. Ce principe n°4 doit ensuite étre tra- i!l
duit en une relation géométrique concernant les éléments. |

On suit une démarche en deux €tapes pour définir le principe supplémentaire n°4. On
envisage d’abord un probleme de reconstruction trés simple dont on connait a priori la
solution. On déduit ensuite de cet exercice la définition d’une grandeur géométrique intrin-
seque aux €léments qui soit conservée dans la configuration reconstruite.
I
|

La probléme simple que I’on choisit d’étudier est la reconstruction d’une unité cinémati-
que rectiligne homogeéne sur support constitué par I’extérieur d’un arc de cercle. Dans ce
cas, I'unité cinématique rectiligne est pliée pour former un anticlinal. Comme le support I" |
présente une symétrie radiale, 1’unité reconstruite présente la méme symétrie, voir la figure |
4-4. Compte tenu de cette remarque, on reconstruit I’unité cinématique a 1’aide des seuls I
principes n°1 et n°2 par le raisonnement géométrique suivant: I

I

Connaissant le rayon (r) du support, et connaissant les deux parameétres intrinséques:
aire (A), et épaisseur (e) de I’élément, on détermine exactement les dimensions de 1’élé-
ment reconstruit. En particulier, on calcule la longueur (x) des cotés latéraux de I’élément
et le demi-angle (o), voir la figure 4-3.

.

- — - — =

Elément d’aire A = e2

Figure 4-3 Géométrie d’un élément reconstruit sur un arc de cercle

Pour le demi-angle (o) on a la relation A = tano.- (r- coso, +e)? — o - 12
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La longueur (x) vérifie la relation: x =

Banc initial homogéne WY - :
4l homog Banc reconstruit a symétrie radiale

Figure 4-4 Reconstruction d’un banc homogéne sur un arc de cercle

On recherche une grandeur géométrique intrinseque a 1’élément qui soit conservée lors
de la reconstruction de 1’exemple précédent. Une idée naturelle pour définir une telle gran-
deur est de s’intéresser aux angles définis par les cotés adjacents du polygone formé par
I’élément, voir la figure 4-5.

Op o

=
A
Support I

Figure 4-5 Les quatre angles formés par les cotés adjacents

L’élément est un pseudo-quadrilatére, il posséde quatre angles susceptibles d’étre rete-
nus pour définir la grandeur intrinséque (0p, O, O €t Op). On ne retient pas les angles oty

et o car ils dépendent directement de la configuration du support I" localement aux noeuds

A et D, ils ne peuvent donc étre considérés comme des grandeurs intrinséques a I'élément.
On tente donc de définir la grandeur intrinséque a partir des seuls angles o et Oi¢.

L’étude de la reconstruction précédente suggere de retenir comme grandeur intrinséque
la valeur du rapport r = o5/ 0. En effet, cette valeur reste invariante lors de la recons-

truction. Cependant, il apparait que le choix de cette valeur présente des défauts:

i
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1 / Tl existe une infinité de reconstructions d’un banc homogeéne sur un support
rectiligne qui respectent le rapport r, voir la figure 4-6. Or on veut que la
reconstruction soit unique et identique au banc initial pour que la déformation
soit minimale.

Banc homogene initial

frN SN N

Banc reconstruit

Figure 4-6 Reconstruction d’un banc homogéne respectant I’épaisseur du banc (e)

Paire des éléments et le rapport : r = ag / B¢

2 / De plus, la conservation du rapport : r = dg / Bc, pour chaque élément présente

un autre défaut. La déformation subie par un banc homogeéne reconstruit sur un
support présentant un point de rupture de pente est localisée sur un seul élé-
ment. Il est préférable de répartir la déformation entre quelques éléments voi-
sins afin de minimiser la déformation totale subie par le banc.

iz,

N

AN

Figure 4-7 Reconstruction d’une unité homogeéne sur un support avec rupture de pente
en conservant le rapport : r = ag / B¢
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Pour éliminer les deux défauts précédents et répartir la déformation entre des éléments |
voisins, on écrit une relation concernant les angles de deux éléments de part et d’autre l
d’une frontiere latérale les séparant, voir figure 4-8. |

]
|

Frontiére latérale J

Figure 4-8 Définition du rapport : r = 0./ 3, pour chaque frontiére latérale '=

Ainsi, en conservant le rapport angulaire des éléments voisins, les configurations indési-
rables mises en avant par les deux défauts précédents sont éliminées, voir la figure 4-9.

Figure 4-9 Reconstruction d’un banc homogéne sur un support avec rupture de pente !
en conservant le rapport : r = oo/ B, pour les frontiéres latérales

La reconstruction ainsi définie comporte toutefois encore des défauts. On montre qu’il
existe plusieurs solutions au probléme de reconstruction d’une unité cinématique. Une
unité cinématique initialement rectiligne homogeéne reconstruite sur un support rectiligne .
posseéde encore de nombreuses reconstructions possibles, voir la figure 4-10. Il existe une ;
famille de solutions qui répondent aux principes et dont le toit de I'unité cinématique pré-
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sente des ondulations. Ces configurations ondulantes sont géologiquement inacceptables.
La secule solution de ce probléeme devrait étre celle pour laquelle 1a déformation de 1'unité
est nulle. Il convient donc de compléter les principes géométriques retenus de fagon a
mathématiquement contraindre davantage le probléme et ainsi écarter les reconstructions |
dont la géométrie est inacceptable géologiquement. |

/240 o/ 2+0L

Figure 4-10 Reconstruction d’un banc homogéne dont le toit est ondulant q

On expose dans le chapitre suivant la fagcon dont on procéde pour trier les solutions et
n’en retenir qu’une seule en écartant celles qui ont un caractére ondulant.

4.4 : Implémentation numérique de la méthode

Les quatre principes géométriques retenus précédemment définissent de fagon un peu
incompléte la méthode cinématique du modele. On doit pour la compléter, trier les solu-
tions quand il y en a plusieurs, de maniére en n’en retenir qu’une seule. Enfin, on souhaite
écarter les configurations reconstruites qui présentent une géométrie du toit de 1’unité ciné-
matique avec des ondulations.

On expose dans la suite de ce chapitre la stratégie générale de sélection de la configura-
tion reconstruite de I’unité cinématique parmi celles répondant aux principes. Aprés avoir
introduit les outils permettant de formaliser le probleme en termes mathématiques, on
expose les étapes de la résolution numérique du probléme. On définit finalement le critére
de sélection complet, et on décrit 1’algorithme de résolution et son implémentation.

4.4.1 : Stratégie de résolution de la reconstruction d’une unité cinématique '

La reconstruction d’une unité cinématique a n éléments sur un support I' peut étre trans-
formée de' fagon équivalente en un probléme classique d’analyse numérique, la minimisa-
tion d’une fonction. Il s’agit en effet de trouver les configurations de 1’unité a n éléments
respectant les principes géométriques retenus, voir section page 88. La résolution a lieu
dans I’ensemble Y, des configurations qui est un espace que 1’on peut identifier & une partie }

de R3O*D_ On écrit chaque principe géométrique sous la forme d’un critére, qui est une
- '
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fonction de Y, dans R. Les minima de cette fonction correspondent & des configurations

qui vérifient exactement le principe en question. La prise en compte simultanée de tous les
principes est réalisée en minimisant un critére global o(), somme de tous les critéres.

Le critére global ¢() est une semi-distance sur I’espace Y,,. On appelle 3, une configura-

tion idéale respectant exactement les principes géométriques. Le critére () appliqué & une
configuration quelconque v, de I’espace Y, est la mesure de I’écart séparant les deux confi-

gurations v, de 3, vis & vis du respect des principes. La résolution du probléme revient 2
trouver les minima de la fonction () sur I’espace Y,. On compleéte ensuite le critére 6() en

y ajoutant un terme pénalisant les configurations présentant des ondulations. On tient éga-
lement compte des conditions aux limites, on obtient une solution unique et géologique-
ment acceptable du probléme de reconstruction de 1'unité cinématique.

4.4.2 : Définition du critére de sélection d’une configuration de I’unité cinématique

a ) Coordonnées des sommets d’un élément

L’élément E; a pour contour JE;, polygone formé des quatre sommets (P;, S;, S;_;, P;.;)
ainsi que de sommets du support I, comme I’illustre la figure 4-11. L’ orientation du poly-
gone JE; est la suivante :

OE; = (P, 85, T gy s Tigs, pwtr Sic1o Pi1)
Remarque :

* L’application ip() est celle qui est définie en annexe section 4.3 page 194.

* T est la ligne polygonale support de I'élément I' = (I'}) je (0, ..., m}

Tircsy

Tirsi)

[ips; 1

Figure 4-11 Polygone formé par le contour JE; de I’élément E;

Les coordonnées des sommets du support sont I'j : (X, Y;) Vv je{0, ..., m}. Les noeuds

'r"/
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(S;) qui reposent sur I" ont pour coordonnées : (x(s;), y(s;)) V i €{0, ..., n}. Les noeuds
supérieurs (P;) ont pour coordonnées : (x;, y;) Vi€ {0, ..., n}. Comme la géométrie du sup-
port I' est une donnée du probléme de reconstruction, les grandeurs (Xj) et (Yj) sont consi-
dérées comme des paramétres. Au contraire, les grandeurs (x;) (y;) et (s;) sont les variables

du probléme, leur détermination permet la reconstruction de I’unité cinématique. Enfin, les
coordonnées x(s;) et y(s;) des noeuds (S;) dépendent de la variable s; et de la géométrie du

support I, ce sont des fonctions de la variable s; et des parameétres Xj, Yj.

La fonction composée (i ° I'), voir I’annexe section 4.3 page 194, est définie sur I’inter-
valle [0, Lr]. On la note i'() : i (5;) = (ip ° T)(s;) = ip(I(s;)) = ip(S;). Elle est constante et
€gale a I’entier k sur les intervalles [ll—k, lrk+1[ YV ke {0, ..., m-1}.

D’apres la définition de 1’abscisse curviligne de la ligne polygonale I', voir annexe sec-
tion 4.3 page 194, on a I’égalité vectorielle :

k
i
k+1 k kT k+1
Ir -r

Vs e [I5 15 T.S; = ILI(s;) =

Ainsi, les coordonnées de la fonction vectorielle Sizl_"(si), X(s;) et y(s;), sont exprimées

en fonction de la variable s;, de kzir(s]-), et des parametres (X;), (Y;) et (lri).

Vs el 17 Vke {0, .., m-1}  §; = T+ ——L T, |

k
, X s —1 X X
Soit en développant 1’écriture G g _kﬁ( k+1) _ [k J
y(s;) Y| Ip 7 -1p\ Y| | Yi
Or, ]rk 3 ]rk“ V ke {0, ..., m-1}, les fonctions x(s;) et y(s;) sont de classe C* sur les
intervalles [, 17! V ke {0, ..., m-1}.

Les limites par valeurs inférieures des fonctions x(s;) et y(s;) en lrk Y ke {l, ..., m} sont

égales respectivement A x(I%) et y(Ir¥), les fonctions sont continues sur I’intervalle [0, Lrl.

k

1 X _ _

xUr) K soit : Tak) = T
k

y(r) Yy

Vv ke {0, ..., m}

Les limites par valeurs inférieures aux points lrk sont: Ilim 1 (s) = k-1
s — ]rk

k
S<]I'




On trouve :

k , k-1
- x(s)| _ [ Xk-1 I =1r Xicte1|  [Xe-1] ] _ [
hmk - Ly T k-1 -
s— 1Ly (8) Yy Ip —lp Yi 141 Yy _ . &

k
s<lp

Soit lim T'(s) = I}

8 — 11-'c

§< l,ak
Aux points (lrk) Y ke {0, ..., m}, il y a continuité de la fonction I_“(si).
Etude de la dérivabilité :

Sur les intervalles [1, IF<![ , V ke {0, ..., m-1}, les dérivées sont :

d _ Xk+]_Xk
%X(S) - Tk
P T
d s} = Yyqq1— Yy
75 _1k+1_lk
r r
r.r
. d= _ tktk+1
SOltEF(S)—m
r r

k+1

Les dérivées sont constantes sur les intervalles [Irk, I7""°[. Comme les valeurs des cons-

tantes différent, il y a non dérivabilité€ sur le domaine [0, L].

b ) Définition d’une semi-distance dans I’espace Y,

On définit sur I’espace Y, une semi-distance qui mesure I’écart de la configuration 1y, a
une configuration idéale respectant les principes géométriques, voir section 4.1 page 88.

b-1) Identification de I’espace Y,, & une partie de R+

La configuration v, d’une unité cinématique constituée de n éléments est identifiée  la
suite des €éléments : ¥, = (E;) ¢ 1, ..., n}- Ses parametres sont les coordonnées des noeuds :

1 /Les noeuds (Py), i € {0, ..., n} sont déterminés par 2(n+1) coordonnées dans le

: plan : (x;, y;), i€ {0, ..., n}

2 / Les noeuds (S;), 1 €{0, ..., n} sont déterminés par (n+1) abscisses curvilignes
sur le support I' : (s;), 1 € {0, ..., n}

La suite (s;) est croissante : Vie {1, ...,n},ona:s; <s;

'
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L’élément E; est déterminé par les six parametres (X;_1, ¥i-1» Si-1> Xi» ¥i» S1)-

L’unité cinématique 7y, est identifi€e a (Xg, Yo, Sg» X1> Y1» 81> -+» Xjs Yis Sis +++» Xp» Yo Sp) qui

est un élément de R3MHD),

On peut identifier I’espace 1, a Dp("H) = (9{2 x [0, Lr])(”H), avec (8;.1< §;)-

b-2 ) Ecart par rapport au principe de conservation de 1’aire

Le premier principe est de reconstruire chaque élément de 1’unité avec une aire géomé-
trique déterminée. On mesure 1’écart relativement a ’aire entre deux unités cinématiques
en sommant sur tous les éléments les différences d’aire élevés au carré.

On note a() la fonction qui donne I’aire d’un élément. Deux unités cinématiques o et 3
constituées de n éléments (o) et (B;), ont un écart d’aire mesuré par :

n

d; (0, B) = 3 (a(oy) —a(By))’

i=1
On vérifie que d; est positive. Elle est nulle pour deux unités o et § ayant des éléments
d’aires identiques.

b-3 ) Ecart par rapport au principe de conservation de I’épaisseur d’une unité

Avec le second principe, on conserve 1’épaisseur de 1'unité lors de la reconstruction. On
mesure I’écart relativement a 1’épaisseur entre deux unités cinématiques en sommant sur
tous les éléments les écarts d’épaisseur €levés au carré.

On note e() la fonction qui donne I’épaisseur d’un élément. Deux unités cinématiques o
et B constituées de n éléments (o) et ([3;), ont un écart d’épaisseur mesuré par :

n

2
d, (o, B) = Z (e(oy) —e(By)
i=1
On vérifie que d, est positive. Elle est nulle pour deux unités o et § ayant des épaisseurs

identiques.

b-4 ) Ecart par rapport au principe de conservation de la relation d’angle de deux élé-
ments adjacents

Le quatriéme principe consiste a conserver la relation d’angle entre deux éléments adja-
cents lors'de la reconstruction. On mesure 1’écart relativement a la relation d’angle entre
deux unités cinématiques en sommant sur tous les éléments les €carts des rapports élevés
au carré.

On note r(oy) la fonction qui donne le rapport d’angle entre les éléments adjacents o et

o, 1. Deux unités cinématiques o et B constituées de n €léments (o) et (B;), ont un écart.
4 #Z G \OTHE
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associé a la relation d’angle mesuré par :

n-1

2
dy(o, B) = Y (r(oy) —r(By)
)
On vérifie que dj est positive. Elle est nulle pour deux unités a n éléments vérifiant les
mémes relations d’angle.

b-5 ) Définition de la semi-distance d sur I’espace Y,

La semi-distance d est la somme des trois écarts qui correspondent respectivement aux
trois principes géométriques de conservation : d =d; + d; + dj3

On prouve que la fonction d de Y',? dans R ainsi définie, vérifie bien les axiomes d’une
semi-distance :

1/VxeE,, d(x,x)=0 (axiome d’identité)
2/Vx,y €E,, d(x,y)=d(y,x) (axiome de symétrie)
3/Vx,y,z€E,, d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire)

On définit une configuration idéale 3, de 1’unité cinématique 4 n éléments dont la géo-

métrie n’est pas explicitée mais dont les paramétres géométriques (aires, épaisseurs et rela-
tions d’angle) sont ceux qui doivent étre respectés lors de la reconstruction. On mesure 2
I’aide de d, I’écart de n’importe quelle configuration ¥, d’une unité a n éléments a la confi-

guration idéale 3. Le critere de sélection géométrique o() est la fonction de Y, dans R :
o(Yn) = d(¥,,3,). Cette fonction est définie a partir de la distance d(), on appelle respective-
ment 61(), 05(), 03() les trois critéres partiels définis a partir des semi-distances d;(), d,(),

ds().

La reconstruction de 1’unité consiste a trouver les minima de la fonction ¢(). On s’inté-
resse aux propriétés de continuité et de différentiabilité de o() pour mener une minimisa-
tion. On précise les notations, et on explicite & l’aide de celles-ci les grandeurs
géométriques utiles a 1’expression du critére G().

¢ ) Propriétés de régularité de la semi-distance d() et du critére o()

c-1 ) Régularité des fonctions d;() et 5;() :

L’aire algébrique de L’élément E; est calculée comme 1’aire du polygone orienté dE; a
I’aide de la fonction A() (définie en annexe section 4.2 page 193). On rappelle que la fonc-
tion 4,(), définie sur ’espace R>" et 2 valeurs dans R (ol n est le nombre de sommets du

polygone JE; est de classe C™.

On étudie la fonction A(JE;) qui associe a un élément E; de coordonnées (X;_1, ¥i_1, Si-1

o




X;, ¥;» 8;) dans RO son aire algébrique dans R. Le domaine de définition de A(x;_, yi_1, 8i.1,
X3, Visi8y) o5t Dr (932 [0, Ll"]) (avec sj_1 <s;), c’est une restriction de RO
On note (q, k) le couple d’entiers de {0, ..., m}? tels que :
(si-1> ) € [, R [ [EK, 1P (avee g <k)
Le polygone formant le contour de I’élément E; est donc constitué des sommets :
= (P 8 T ooy lHq+1’ Si—1Pi_y)

Laire algébrique du polygone dE; est :

k-q
A(IE;) = det(P;, S;) +det(S;, [\, )+ Y, det(T, 1, ., Ty, ) +det(T, 8, )
ji=0
+det(S,_, P, ;) +det(P,_,,P,)

On démontre la formule dans les trois configurations (q=k), (q+1=k) et (q+1<k) :
1/q=k
Le polygone JE; est un quadrilatére:
= (PpSpSi_1,Pi_q)

Son aire est égale a :

A(E;) = det(P;, S;) +dei(S;, S;_;) +det(S;_,P;_,)+det(P,_,,P,)

P. Pi1

1—‘q+l

Figure 4-12 Elément E; dans la configuration (q = k)

Or les sommets S;_; et S; sont sur [I'y, 'y, ([ donc les quatre points S; 1, S;, Ly

I'y4+1 sont alignés, on en déduit la relation :

det(S;, S;_) = det(S;, T, ) +det(T_, q)+det(I‘ S;_1)

q+1°

Z"/
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L’ aire algébrique de I’élément vérifie donc bien la formule générale; la somme
est réduite a un seul terme (j=0):

A(IE;) = det(P, S;) +det(S;, T, ) +det(T, 1, T) +det(T,, §;_)

q+1°
+det(S » P i)+df3t(P 1,P)
2/q+1=k
Le polygone JE; est un pentagone :
= Py Sp I Si_ 1, P )
L aire du pentagone est :

A(JE,) = det(P, S;) +det(S;, T}) +det(Ty, S;_;) +det(S;_,P;_))
+det(P 1,P)

P. Py

1-1q+2

] q

Figure 4-13 Elément E; dans la configuration (q+1 = k)

Or les sommets S;_; et S; sont respectivement sur les segments [, Iy q[ et
[Ty, T'41[ donc on a les deux relations suivantes :

det(T, ., , S;_ 1) = det(T, rq)"'det(qu: Si_1)

q+ 1’ q+1°

det(S, T) = det(S;, T, , ) +det(Ty , , T})

L’aire algébrique de I’élément vérifie bien la formule générale annoncée; la
somme comporte deux termes (j=0, 1):

A(JE;) = det(P, §i)+det(S T, . ;) +det(T,,,

a2 Dgep) +det(T L

g F g
+det(F 1)+det(S T 1)+d6t(P 1,P)
3/q+l>k
Le polygone formé par le contour de I’élément comporte (k-q+4) sommets :

= (P, S;, T, ..., T S,_Pi_y)

o’

q+1:
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Son aire est égale a :
k-gq-1

A(IE;) = det(P, S) +det(S;, T+ > det(Ty, Ty, y)
i=1

S;_,)+det(S;_,P,_,) +det(P,_,,P,)

+det(T, 1, S;

Py

=

Fat3 | q

Figure 4-14 Elément E; dans la configuration (q+2 = k)

Les sommets S; | et S; sont respectivement sur [I'g, Ty [ et [T, T'yg[,ona:

det(T,, 1, §;_)) = det(T, 1, T ) +det(T, §;_))

det(S, Ty) = det(S, I , ;) +det(T, , |, T})

I aire algébrique de 1I’élément vérifie bien la formule générale annoncée; la
somme contient (g-k) termes :

k-q

A(OE;) = det(P;, S;) +det(S, Ty, )+ Y det(T,, 1, Tg, )
i=0

+det(T, §;_1) +det(S;_,, P;_ ) +det(P,_, P

i— 1’
Continuité

Connaissant 1’expression de A(JE;), on étudie sa continuité. L’élément E; est identifié a

(Fi_], Si-1» Fi, s;) sur le domaine Drz = (9?2 X [0, Lr])2 (avec s;_; <s;). Sur chaque domaine
ouvert associ€ a un couple d’entiers (q, k) I’aire algébrique de I’élément E; est une somme

de déterminants. Comme le déterminant est une fonction continue, Iaire algébrique est
elle-méme continue sur chaque ouvert associé a un couple d’entiers (g, k).

Sur R2 x [179, 1197 x R2x (175, 1791, A(9E;) est continue.

On prouve la continuité de A(dE;) sur I’ensemble du domaine en.examinant sa continuité

Z-"/—
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sur les frontiéres des domaines ouverts associés aux couples d’entiers (q,k). Ces fronti¢res

sont les familles de droites (s;.; = lrj) et (s; = Irj) V(i,j) e{l, .., n}x{0, .., m}.

Sachant que la fonction T(si) est continue lim S; = lim f(si) = Iy
Si—élrk si—>11-k

La limite par valeurs supérieures est :

. = k., k 1 =
llm k.ﬂ.(El) = ﬁ'(PD 11—- ,lr ) ...,ll—'q+ ,Si_I, Pl—l)

s, —1p
s,->lrk
k-q
lim A(E;) = det(P;, Ty) + det(Ty, Tic 1) + Y, det(Tgu 145 Tqu i)
s; =1 j=0
si>11~k

+det(Tg, S;_1) +det(S;_y, Pi_1) + det(P;_y, Py)
q

La limite par valeurs inférieures est :

; = kK, k-1 1 =
lim A(E) = AP, 151 1,8, By)

8 — Ip
si-:lrk
k-1-q
lim A(E;) = det(P;, Ty) +det(Ty, T+ ), det(Tgy14j Dqsj)
si_)ll' ]=0
s,—<ll-k

+ det(Ty, S;_1) + det(S;_1, Pi_y) + det(P;_y, By)
On prouve 1’égalité des limites :

lim A(E;)~ lim A(E) = det(Ty, Ty 4 1) + det(Ty 4 1, Ty) —det(Ty, Ty) = 0

s;— 1 s;—1p

§; > 1,—k 8; < 11—k
A(E;) est donc continue sur R2 x [119, qu"'"][ x RZx [0, Lr] pour tout q de {0, ..., m-1}

De méme, I'(s; ;) est continue  lim Si_y = lim T(s,_
s, — 10 si_, = 11

La limite par valeurs supérieures est :

4
S;_;—1p

! q
8_1>1p
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k-q
lim ﬂ(E) = det(P]! S )+ det(sv 1_‘k+1) * Z det(rq+1+y q+J)
S;_ 1%11— i=0

siop > 1t

+det(Ty, Tg) +det(Tg, P;_ 1) + det(P;_ 1, Py)

Et la limite par valeurs inférieures :

lim AE) = AP, S, 11 . 113 19 1.8 B )

s = Ip?
i el
k-gq
lim A(E;) = det(P;, §;) + det(S;, Ty, 1) + D, det(Tyuq4 g j)
51— 1! i=0
s <1
+det(Ly_y, Ty) +det(Ty_y, Ty) +det(Ty, P;_ ) +det(P;_, P))

On démontre 1’égalité des limites :

lim A(E)- lim A(E;) = det(Ty, Ty)—det(Ty_ 1, Ty) —det(T,_;,Ty) = 0

q
si_1—=1p Si_ 1—’1r

si_y > 1p! siop<lpt
A(E;) est donc continue sur le domaine : Drz =(R?*x [0, Lr])2 (avec s;_1 <s;)

Différentiabilité

La différentielle de A(E;) sur R x [Ir9, Ip3 x R2x [1F, 175!, avec q etk fixés, est :

dA(E;) = det(dP;, S;) + det(P;, dS;) + det(dS;, Ty , 1) + det(S;, dTy 4 1)
k—q

+ ) [det(dTq 4145 Dgui) +det(Tqui 4 dTq4 )]
o (k=q)

+det(dTy, Si_ 1) + det(Tg, dS;_ ) + det(dS; 1, P;_y)
+ det(gi _ 13 dpl 1)+ det(dl_Di —1s 13]) + det(I_’,- “1s df)l)

En regroupant les termes :

) P s pm——— = —
dA(E;) = det(dB;, P,_,S,) +det(dS;, P,T ) +det(dTy,,S,T))

k-qg-1
+ 2 det(dT, . .
i=

-
T ) +det(dTy, Ty, 1S, )

q+l+j q+2+_] q+j

. — _ —
+det(dS;_1, rqui _ 1) + det(dP; _q, S]- _ IPi)

#
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Comme k et q sont des entiers fixés, Iy et f‘q sont des constantes et d[ = dl_"q= 0.De la
méme fagon pour tous les entiers j fixés de {0, ..., k-q+1},dT,;=0

On obtient sur R2 x [Ip9, 19 x R2x (1, 17541 [ expression différentielle ;
. — _ —
dA(E,) = det(dP;, P;_,S,) +det(dS;, P.T, )

= E— - e
+det(dS;_;, TP, _|)+det(dP;_;,S;_P)

I r.T
k 1 k+tlfy © = = kv k+1 = = k- k+1
Sur [lr ’ 11—' * [ Si = F(Si) = rk+silk+l—+k’d0nc dSi= dl"(s]) = ﬁdsi
r “—Ir r ~lp
—_—
+1 I s Iﬂqrq+1
De méme sur [Ip9, 1597, dS;; = dI'(s;_,) = mdsi_]
_ —  det(T I, ,P.T, . )
dA(E,) = det(dP;, B_, S) + ———— T kg
IF _lf'
det(T'.T". . ,[.P. ) [
go—— T AP T il g g der(dBy 1, S, P)
9%l 19 !
r T

On obtient la différentielle sur R x [1p9, I-9 1 x R2 x [I:X, 17541

-

k+1 k 1
1 -

T
dA(E;) = det(dP;, P;_S,)+
T 11"

_ —
Ldetiop Tl 1)

- S ——
T s;_; +det(dP;_1,8,_,P)
T

q+1
IF

De la méme manicre que pour la continuité, la différentiabilité est étudi€e sur chaque
domaine ouvert associé au couple d’entiers (q,k). Les frontiéres de ces domaines sont les

familles de droites (s;_; = ll-j) et (s; = Ip) Y(i, j) € {1, ..., n}x{0, ..., m}, il convient de véri-
fier la continuité des différentielles sur ces familles de droites.

Or les dérivées partielles de A() par rapport a la variable s; ne sont pas continues :

‘ det(P;,, I, T det(P;, I )
t iy t is -
K k(aﬂ) € ( Pkt k+ !) ¢ T (aﬂl) k-1 k

os. ) k+l . k W\ ds. k5 E-1
1 IF _lr 1

Si_)lr Si—)lr 11—- _ll“‘

K k
s;>1r s;<lp

Les dérivées partielles de A() par rapport a s; | ne sont pas continues non plus :
.,/—
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% _H
fim (3;4 )z det(P;_;, T,y ) o T (aﬂ ): det(P;_, Iy_I'y)
sio =10 asi-l qu+1ﬁqu s =1 aSi—] IFC!_]FQ*I
o [ sy <l

La fonction A() n’est donc pas différentiable sur la totalité de son domaine de définition

Dr? = (R2x [0, L])? (avec ;.1 < s;)

On note (A(oy)) la suite des aires algébriques des éléments de I’unité dans la configura-
tion o, et (A(E;)) la suite des aires d’une configuration idéale J,. L’expression du critére

partiel o() sur Dp"*! (si.1 <s; Vie {1, ..., n}) en fonction des parameétres A(o;) et A(E;) est

n

G1(X0s Y0s 80 «+» Xns Yo Sn) = d1(0,3 ) = Z ( Ao;) - AE) )?

i=1

01() est continue sur Dr“Jrl (avec s;; <s; Vie {1, ..., n} ) et différentiable (de classe C™)

sur le domaine privé des droites (s; = If) V(i, j) € {1, ..., n}x{0, ..., m} (I'= T jeqo, .. mp

c-2 ) Régularité des fonctions d,() et G5() :

L’épaisseur de I’élément E; est la distance entre les milieux de [P;, P;_{] et [S;, S;_{]. On
appelle Br(P;_, s;.1, P;, s;)=B(E;) la fonction qui associe son épaisseur a I’élément E;. B est

définie sur D2 = (R2 x [0, Lp])? (avec s; | < s;).
On note (q, k) le couple d’entiers de {0, ..., m)? tels que :
(8.1, 89 € [r%, IR x 175, 179 (avee g < k)
- 1. = = o
Br = SL(Pi+Pi_1) = (Si+5i-1)]

Br = || 5_31“”

Br= %'\/(xi"'xi—l_X(Si)—X(Si_l))2+ i+ Vi1 = y(s) = y(s;_ )’

Comme les fonctions x(s;), y(s;), x(sj_1) et y(sj.;) sont continues sur I’intervalle [0, L],

on en déduit la continuité de la fonction Br(P;_|, s;_;, P;, s;) sur son domaine.
Différentiation de Br() :

Br-dB
31—‘

d%r = %’(dpi'f'dlsi_l—dgi—dgi_])
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— — I T
Pours; € [IX, 17" L on a: dS; = dI'(s;) = %dsi
r -l
rr
Et 5.1 € [Irq, qu+][, ona: d§i-1 = dl:(Si_ 1) = q{ill-l—q*-]qui*l

La différentielle de B sur le domaine R2 x [Ipd, 119 [ x K2 x [15, 17 [ est :

B r.r rr
Br = = ki k+1 9 q+1
dgl—' = E'(dpi‘i‘dpi_l—l P l dei—I g+ 1 1 qui—l
r _=r r 1

On en déduit que Br- est différentiable partout, sauf sur les domaines o U1 1’épaisseur B

est nulle et sur les familles de droites (s;_; = le) et (s; = l]—j) Y(i,j) e{l, .., n}x{0, ..., m}.
En effet, il n’y a pas continuité des dérivées partielles par rapport aux abscisses curvilignes
8;.1 et s; sur les deux familles de droites (s;_; = lrj) et (s;= lrj) V(i,j)ef{l,..,n}x{l,.., m}.

On note (Br(e;)) la suite des épaisseurs des éléments de I'unité o, et (Br(E,)) les épais-

seurs d’une configuration idéale 3 ,. L’expression du critére partiel 6,() sur D! (et i1 <
s; Vie {1, ..., n}) en fonction des parametres (B;) et de la fonction B

G2(X0> Y05 505 s Xy Y Sn) = dp(@,3) = D ( Br(oy) - Br(Ey) )*

i=1

On en déduit que o, est une fonction continue (de classe C°) sur Dl-““ (avec s;_; <s;
Vie {1, ..., n} ) et qu’elle est différentiable sur le méme domaine privé du sous-domaine oil
elle est nulle et des familles de droites (s; = lr-i) V(i,j) e{l, ..., n}x{O0, ..., m}.

c-3 ) Régularité des fonctions d;() et 63() :

Le critére o3() est défini a partir de la conservation d’un scalaire, rapport d’angles relatif
a deux €léments adjacents, E; et E;, . Il dépend de la position des quatre sommets : P;_;, P;,
P.1, S;. On appelle G+(P; ;, P, Piy1, 8)=C(E;, E;,;) la fonction qui associe aux quatre
sommets des deux éléments, la valeur du rapport d’angles. - est définie sur (2 x RZ x R2

x [0, Lp]) qui est une restriction de R’

Sur la configuration des €léments E; et E;,;, voir la figure 4-15, on définit les angles
orientés oL et 3 :

_— —
o = mesure(P;P;_,,P;S;)

:’/

108




b

l)iP'+1)

1

B = mesure(P;P

i-1

Figure 4-15 Définition du rapport : r = o,/ B, sur la frontiére latérale séparant E;/ E;_,

Les mesures des angles orientés o et 3 sont des réels de I'intervalle [0, 2xt[, le rapport
(o/B) est défini pour B0.

s = = o
G(Pi.1, P, Py, ) = 3
B

La fonction Gr(P;.y, Py, Py, 57) est continue sur R x R2 x R2 x [0, L] privé des espa-
ces de dimension cing (P; = P)), (P;,; = P)) et (S; = P,) pour lesquels s’annulent respective-

N

ment les vecteurs P,P, _, PP, . |,

LY
7

PiSll- et pour lesquels les angles ne sont pas définis. Le

domaine de continuité est également privé de I’ensemble (P;P; _I = kP, Sli , Vke R™) pour

lequel la mesure de I’angle o n’est pas continue, et de I’ensemble (PiPi_I = kPjPiT1 .

Vke R*) pour lequel 1a mesure de 1’angle B n’est pas continue et peut s’ annuler.
On note k I'entier de {0, ..., m} tel que s; € [lrk, lrk”[

Sur le domaine R2 x R2 x R2 x [IX, 1751 [ 1a différentielle de (P, 1, P;, Py, s;) est :

do—od
dCF = BB—ZB
> > —> —>
g = det(dPP;_;, PiP;_) det(dP;S;, P;S))
- —>2 —>2

N

109




N N g

_ det(dP;P; _,P;P;_;) det(dPP;,,P;P;, )

- —2 - —2
PP, PPy

Pour étudier la différentiabilité de G, on examine la dérivée partielle par rapport a s; :

LI

Pour s; € [lrk, lrk”[, ona:dS;= df‘(si) = ﬁdsi
T _lF

—_—
a_a _ Hdet(l“kI“kH,PiSi) ot QE. -
) —2 :
ds; gkl L 5P S, ds;
Ba_a_a% —_— —>

JCp ds;  Os; det(I, Iy , 1, P;S;)

T wE —>2

asl ﬁ B(lrk+ 1 _ lrk)PiSi

> _
lim N _S = 3
s; = I i B(le_leﬁl)Pirk

s;<Ip
_— _
. PC_FJ __det(yTy, y, B)
. —h
-'5{—’11: ds; B(lrk+1_lrk)Pirk

Les limites par valeurs supérieures et inférieures de la dérivée partielle différent, il n’y a
donc pas différentiabilité sur les droites (s; = lrj) V(i,j) e{l,..,n}x{0, .., m}.

On note (G(0y, 041)) la suite des rapports d’angles de I'unité o, et (G(E;, E;,)) ceux

d’une configuration idéale 3,,. L’expression du critére partiel o3() sur Dp™*! (et 1<
Yie {1, ...,n})est:

n-1

O3(X0s Y05 S0 +++» Xns Yo Sp) = d3(0, Sp) = D ( G0y, 04y p) - Gr(E;, Bjyp) )2

i=1

c-4 ) Régularité des fonctions d() et &()

L’étude de la régularité prouve que les fonctions d() et () sont continues. De plus, elles

sont différentiables partout sauf sur les droites (s; = lrj) Y(i, j) €{0, ..., n}x{O0, ..., m} et
sauf sur les domaines ol 1’épaisseur de I’élément E; est nulle, Vi € {1, ..., n}.




d ) Pénalisation des configurations présentant des ondulations

Le toit d’une unité cinématique comportant n éléments est une ligne polygonale d’ordre
(n+2) dont les deux sommets aux extrémités appartiennent au support I.

On a mis en évidence des configurations qui présentent une géométrie ondulée du toit,
voir section 4.2.3 page 94. Ces configurations vont étre écartées en ajoutant un terme de
pénalisation au critére de sélection ().

Un point d’inflexion sur courbe C de classe C! est analogue a une ondulation pour une

ligne polygonale P. On peut en effet approximer une courbe classe C! par une ligne polygo-
nale P d’ordre n dont les sommets sont régulierement répartis sur C. A partir d’un certain
niveau de précision de I’approximation, c’est a dire a partir d’un certain ordre de la ligne
polygonale P, celle-ci posse¢de une ondulation localement au point d’inflexion de la courbe
C.

Figure 4-16 Approximation d’une courbe de classe C! présentant un point d’inflexion

Dans le modele, une méme unité cinématique peut présenter une configuration anticli-
nale sur un trongon et synclinale sur un autre. Si le toit d’une telle unité est une courbe C de

classe C!, celle-ci posseéde nécessairement un point d’inflexion. La modélisation de C par
une ligne polygonale P posse¢de donc obligatoirement une ondulation a partir d’un certain
ordre. On voit donc qu’on ne doit pas éliminer systématiquement toutes les ondulations des
lignes polygonales du modéle. Seules doivent étre éliminées les ondulations analogues a
celles décrites section 4.2.3 page 95. Ce sont des ondulations courtes et répétées qui sont
d’ordre trois. On les pénalise donc tout en autorisant les ondulations d’ordre supérieur.
Ainsi, on €limine les configurations indésirables en permettant toutefois la représentation
d’objets géologiques complexes. Les ondulations d’ordre n supérieur 2 trois présentent la
propriété caractéristique d’avoir n-1 sommets alignés. La figure 4-17 montre la facon dont
une courbe admettant un point d’inflexion est approximée par une ligne polygonale com-
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portant une ondulation d’ordre strictement supérieur a trois.

Figure 4-17 Approximation d’une courbe de classe ol présentant un point d’inflexion |
a ’aide d’une ligne contenant une ondulation d’ordre quatre ’

d-1 ) Détection des ondulations d’ordre trois d’une ligne polygonale [
On détecte les ondulations d’ordre trois d’une ligne polygonale P = (P}) jc (o, n) :

Vv ie {0,...,n-3}, (E(Pzi) ﬂ(PZi 1) <0) e (P3i est une ondulation)

En notant (x;, y;) les coordonnées du i*™e sommet P; de la ligne polygonale P, on a :

2 1
A(P7) = E[Xi(yi+1_yi+2)+xi+1(yi+2_yi)+Xi+2(yi_yi+1)]

Une expression équivalente est :
2 ﬂ(Pzi) = det(E-, I_Ji+l) + det(Fi_,_l , Fi+2) + det(FHQ, Fl)
En différentiant I’expression précédente, on obtient :

|
2 dA(P%) = det(dP;, Py, 1-Piyp) + det(dPyy, Piyp-P)) + det(dPyg, Pi-Piyg)

d-2 ) Critere & de pénalisation des ondulations

L’objectif de ce paragraphe est de définir une fonction &() que I’on applique a une unité
cinématique de facon a pénaliser les configurations ondulantes du toit de 1’unité. Pour cela,
on définit une fonction @,,() de ’espace des lignes polygonales P d’ordre n vers R. La fonc-

tion @, () est positive, elle est nulle pour les configurations de P qui ne comportent pas
d’ondulation d’ordre trois.

On appelle f la fonction de R dans R définie par :
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o8 {x< 0):4(x) ==x
°eSi(x20):f(x)=0

f est continue sur R et est différentiable sur M\{0}
*Si(x<0)df(x)=-1
eSi(x>0)df(x)=0

Une ondulation d’ordre trois, P3i, est caractérisée par une valeur négative du produit

(ﬂl(PZi) ﬂ(PziH) ). On définit la fonction @() appliquée aux lignes polygonales d’ordre 3 :
o: N>R
Pu P Pin Pian) > 0(P%) =£ (A% AP%,0)

Comme les fonctions ﬂi(Pz-), A(P? ) et f() sont continues, la fonction ¢ est continue sur
i i+1 ¢

%8, De plus () est positive. La nullité de (p(P?’i) est équivalente au fait que P3i n’est pas une
ondulation.

Les fonctions ﬂ(Pzi) et ﬁl(PziH) sont différentiables sur leur domaine de définition a la
différence de la fonction f() qui n’est pas différentiable en 0. @ donc est différentiable pour
les configurations telles que ﬁ[(Pzi);tO et A(P?%,1)#0. @ est donc différentiable si et seule-
ment si (P}, P, ;, P;,, ne sont pas alignés et P, P,,», P;;3 ne sont pas alignés) :

do(P%) = df(a(P%) A%, 1)) (dAP?) AP, ) + AP%) dAP,)

La fonction ¢,() de I’espace des lignes polygonales d’ordre n (identifié & R*®+D) gur R
est définie a 1’aide de @() :

@y : R 5 R

n-3

(Fo, Fl, vens ?n) |—) (pn(Pno) = 2 (P(P31)
i=0

Remarque : On a I’égalité o(P%) = @3(P2)) .

On définit la fonction &() sur ’espace Y, des bancs 7y, & n éléments reposant sur un sup-
n-3
Em) =P = Y. 0oP%)
i=0
On montre que la fonction &(y,) est continue. 1l s’ agit en effet de la somme de fonctions
continues. De plus, elle est différentiable sur ’espace Y, privé des configurations pour les-

quelles il existe i de {0, ..., n-3} tel que A(P%)=0.
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Sur le domaine ou elle est différentiable :
n-3

&)= Y, do®*)
i=0
e ) Ecriture de ¢ : critére complet de sélection (pondération des termes)
Le critére total () est une combinaison linéaire des critéres partiels.
6(Yn) = Ay di(VsSp) + A AoV, Sy) + A3 d3(¥p,S) + Ay E(V)
0(Yn) = A1 61(Ya) + A2 62(Yn) + A3 03(Ya) + Mg E(Yn)
Les paramétres de pondérations (A, Ay, A3, A4) sont tels que :
AM»hys Aog»hyet Ag» Ay,
Ainsi, lors de la minimisation on a :
dy(Yn S0) «8(Yn) 5 da(¥p B) «8(Yn) 5 d3(Ynr Sp) «E(¥,) -

On respecte alors numériquement les trois critéres géométriques constitutifs de la
méthode. Parmi les solutions vérifiant les trois critéres 6(), 0,() et 03() la solution retenue

est celle pour laquelle le critere &() pénalisant les ondulations d’ordre trois est minimum.

f ) Prise en compte de la condition a la limite

La condition a la limite dans le modele cinématique FOLDIS est donnée pour chaque
¢caille par la connaissance du déplacement d’un des bords de I’écaille.

Au niveau des unités cinématiques, la condition a la limite correspond au déplacement
d’une frontiére latérale d’un élément. Cette condition peut porter selon les cas sur un seg-
ment de droite ou sur un seul noeud. La position du segment, ou du point, est alors une don-
née du probléme de reconstruction, ses coordonnées ne sont pas des inconnues mais des
parametres lors de la minimisation numérique. Le critére de sélection () est minimisé en
modifiant de fagon systématique la valeur des variables du probléme qui correspondent aux
coordonnées des noeuds inconnus.

4.4.3 : Recherche de la configuration optimale vis a vis du critere

a ) Probléme de minimisation d’une fonction réelle f()

Le probléme est celui de trouver un minimum local d’une fonction f réelle a variables
dans un espace E (de dimension p).

i E —» R
X b X

L’espace E de dimension p est identifi¢ 2 %P, f est alors une fonction réelle a p variables.
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La proposition (X est un minimum local de 14 fonction f) signifie qu’il existe un voisi- |
nage de X, V(X), tel que le réel f(X) soit le minimum de I’ensemble f(V(X)). ‘

La proposition (X est minimum global de la fonction f) signifie que le réel f(X) est le |
minimum de I’ensemble de réels f(E). 4
La minimisation locale de f est transformée de facon équivalente en un probléme de ‘

recherche de racines si la fonction f est suffisamment régﬁliére (de classe Cl). En effet, X

est un extremum local de la fonction £ si et seulement si [IVE(X)lI=0. On distingue parmi les

extrema locaux, les minima et les maxima.
I

La stratégie de résolution du probléme consiste & trouver a partir d’un point initial X, de
I’espace E, un minimum X, limite dans E d’une suite convergente (X;) d’éléments de E.

Si la fonction f est suffisamment réguliére (de classe Cz), on montre qu’il existe des
algorithmes (par exemple la méthode de Newton) qui permettent & partir de différentes
valeurs initiales X, bien choisies de trouver les extrema annulant la fonction réelle [IVIX)I.

b ) Algorithme numérique de minimisation

L'algorithme de minimisation adopté est itératif. Il repose sur le calcul du gradient de la
fonction f() : V£. On construit une suite convergente (X;) a partir de la valeur initiale Xy La |

limite X, de la suite vérifie les deux propriétés suivantes :
1 / La suite réelle u;=f(X;) est décroissante.

2 / La suite (X;) converge et sa limite X, est telle que IIVf(X,)II=0

Ces propriétés assurent que X,,, est bien un minimum local de la fonction f().

Connaissant le point X;, la valeur du gradient de f() au point X;, Vi(X;), fournit une
"direction de descente", -Vi(X), qui permet de construire une suite u;=f(X;) décroissante ;
(propriété 1). La construction de la suite (X;) est récurrente ;

Figure 4-18 X, ; est sur la demi-droite d’extrémité X; et de vecteur directeur -V(X;)

v
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Le point X;, | est défini & partir du point X;, il est sur la demi-droite d’extrémité X; et de
vecteur directeur -Vf(X,), voir la figure 4-18. Le point X, ; est déterminé de fagon unique
par la valeur du scalaire positif p, : Xj;1 = X; - P VLX)

On définit la fonction g(p) de la variable réelle positive p : g(p) = {(X| - pVI(X;)). On
détermine le réel p,, en minimisant la fonction g(p).

Numériquement, la minimisation consiste en la construction d’une suite réelle positive
convergente (p;) dont la limite p,;, minimise g(p).

b-1) Valeur initiale de la suite : le terme py
On pose qp=0 et on choisit un réel positif q, la comparaison de g(q)=f(X;-qVi(X))) a
g(0)=f(X;) conduit & définir q; et q, de la fagon suivante :
* 51 g(q) <g(0) : on pose q;=q et g=2q
* sig(q) 2 g(0) : on pose q1=q/2 et gp=q

Remarque : on obtient un triplet (qq, q1, qo) qui vérifie les inégalités 0 < q0 < ql < g2, le
triplet est donc ordonné.

On définit les trois configurations possibles d’un triplet ordonné (q, q;, q7) :

* 1:(qo, 91> q2) est tel que g(qy) = g(qp) et g(qy) < g(qy).
*0: (qp, 91, q) n’est pas de configuration 1 et g(qg) < g(qy).

*2:(qp, 91> q2) n’est ni de configuration 1 ni de configuration 0.

On applique au triplet initial (qq, q1, q) I’algorithme qui consiste en une boucle, modi-
fiant les valeurs de q; et q5 :

répéter la boucle

{ début

si configuration (qg, q;, qp) == 1 : sortir de la boucle;

si configuration (qg, q1, q2) == 0 : q»=q; q;=9q;/2; aller a début;
si configuration (qg, q1, 92) == 2 : q;=qs; qp=2q; aller a début;
fin}

On montre que pour tout réel strictement positif q 1’algorithme précédent converge. On
obtient aprés un nombre fini d’itérations un triplet (qg, q;, q») dans la configuration un.

Démonstration :

On considére les différentes configurations pour le premier triplet (g, q;, qo).

v
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* si g(q) < g(0) : on pose q;=q et q,=2q I
*= si g(q) < g(2q) : configuration (0, q, 2q) == |
** si g(q) > g(2q) : configuration (0, q, 2q) == 2 |
e si g(q) = g(0) : on pose q;=q/2 et q,=q H
** 51 g(q/2) < g(0) : configuration (0, g/2, q) == 1 |
** si g(q/2) > g(0) : configuration (0, ¢/2, q) == 0

* Si configuration (qg, q;, qp) == 2
Alors nécessairement (qg, q1. q2) == (0, q, 2q)

La fonction positive g(x) tend vers +e< en +o<. Soit m un réel positif tel que :
(x>m) = (g(x) > g(0)). |
Au début de la deuxiéme it€ration on aura : (qg, q, q3) == (0, 2q, 4q) .!

On considére maintenant le triplet (qq, q1, q») lors de la premiere itération :

Apres moins de In(m/q)/In(2) itérations 1’algorithme s’arréte. |
e Si configuration (qg, q1, q2) ==0
Alors nécessairement (qq, q1, 42) == (0, q/2, q)

Soit m le premier minimum local positif de la fonction g(). La fonction g est
décroissante sur I’intervalle [0, m] et g(0) < g(q/2), donc : m € [0, q/2]

A T’itération suivante on aura : (qq, q1, q7) == (0, q/4, q/2)

Apres moins de In(g/m)/In(2) itérations on obtient la configuration un et
I’algorithme s’arréte.

Apres avoir appliqué 1’algorithme précédent on obtient un triplet (qq, q;, q») dans la con-
figuration un et vérifiant les inégalités 0 < q < q; < q,. On définit ensuite le réel py), il s’agit
de la moyenne arithmétique des réels qq, q;, 45 : Po = (qg + q; + 92)/3.

Les réels (qq, q1, qp) sont en progression arithmétique car q¢=0 et q,=2q;, donc py = q;.

b-2 ) Définition récurrente du terme général p; de la suite :

On approxime la fonction g(q) sur I'intervalle [qg, q5] par le polyndme de degré deux

g(@Q=a+bq+c q2 qui coincide avec la fonction g aux trois points d’abscisses do» q; et gp. |
Les coefficients (a, b, ¢) du polyndme g(q) sont déterminés de fagcon unique par les trois !
égalités : £(qo)=g(qp), £(q1)=8(q1), £(d2)=8(qy)-

2

a g(qp) 1 g4 q

On a la relation matricielle: M |p| = |g(q,)| avec M = |4 q q%
G 2
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Le déterminant de la matrice M est :

det (M) = q; qp% - 95 1% + Q2 o> - 9o 92” + 4o G412 - q1 9o° = -(Qo - 91)(q1 - 92)(Q5 - do)

Du fait des inégalités strictes qg < qq < qp, le déterminant de la matrice carré M est non
nul. M est donc inversible :

4192(d2 = q1) 9992(dg—92) 999;(q; — qp)
— = |

= 2 2 2 2 2 2
(Ao—9)(q;-q)(qr—qp)| 1792 42— 9o dp—9q;
92— 90 —92 d; — 9

Les coefficients a, b, ¢ sont données par la relation matricielle :

] g(Qo)
=M g(q;)
g(qy)

o o 9 ®

Le polyndéme de degré deux g(qQ)=a+bq+c q2 admet un minimum unique si et seule-
ment si le coefficient ¢ est un réel strictement positif.

On détermine de nouvelles valeurs pour les parametres qq, q;, qo de la fagon suivante :
*Sic>0
Le minimum de la fonction g(q) est atteint pour q = q,,, = -b/(2¢c)

** Si gy € J-=<, qo] et (299-q1)>0 on pose g = 2qy-q;
** 51 g € ]-e<, qol et (299-q1)<0 on pose qp = (qo+q;)/2
** Si g, € 190, 911 on pose q, = (qo+q1)/2
*¢ Si gy, € 191, q2] on pose qg = (q;+q,)/2
e S1 qy, € 1qp, +o<[ on pose qy = 2q,-q;

*eSic=0
** Si g(qp)=g(qy) et (2q-q)>0 on pose g, = 2q¢-q;
*¢ Si g(qp)<g(qy) et (2q9-q;)<0 on pose q; = (qg+q;)/2
** Si g(qp)>g(qp) on pose qg = 2qp-q;

Un seul parametres, g ou q,, change de valeur, I’ autre parameétre ainsi que q; demeurent

inchangés. Les trois parametres étaient initialement deux a deux distincts ils le demeurent
avec la nouvelle valeur introduite.
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5\ 2q9-q;

92

Figure 4-20 Deux configurations du polynome g(q) avec (¢<0)

Apres le calcul des nouveaux parametres (qg, q, o) on opere une permutation de fagon
a respecter les inégalités : 0 < qp < q; < Q.

Les trois parameétres initiaux (qg, qy, qp) sont en progression arithmétique de raison r
strictement positive (q;=qq+r et qy=q;+r). Les nouveaux parameétres réordonnés le sont
aussi, la raison 1’ vaut suivant les configurations :

*Sic>0
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Le minimum de la fonction g(q) est atteint pour q = q,, = -b/(2¢)
*¢ Si g, € ]-=<, qpl et (2qp-q))>0ona:r'=r
*¢ Si g € ]-o<, qpl et (2qg-q;)S0ona:r'=r/2

**Si qmy € 190, qilona:r'=1/2 |
**Si € 191, qp]ona:r'=1/2 .=
*¢Si qy, € 19y, +ec[ona:r'=r
*Sic<0 ‘
** Si g(qg)<g(qy) et (2qp-qy)>0ona:r'=r 1
*s Si g(qg)<g(qy) et (2qp-q;)<O0on a: r'=r/2 !
¢ Si g(gqg)>g(gy)ona:r'=r ‘
Le réel p;j est définit comme la moyenne arithmétique des paramétres (qg, q;, qp) : i
pj=(qo +q1 + q2)/3.
Une fois déterminée la valeur de la limite p,, de la suite (p;), on construit le point : 3
Xiy1 =X - P VEX)).
La suite (X;) ainsi définie converge vers le minimum local X,,.

Dans le modele FOLDIS, on applique la méthode numérique ainsi décrite pour minimi-
ser le critére de sélection de 1’unité cinématique et procéder a sa reconstruction.

4.4.4 : Configuration initiale pour démarrer I’algorithme de convergence

. . N e e . . n . . 3 \

L’algorithme itératif de minimisation nécessite pour étre démarré d’une configuration \

initiale de 1’unité cinématique. On construit donc une géométrie approchée de la solution |
qui est I’état d’indice 0 de I’algorithme itératif.

L’introduction de la condition a la limite consiste a positionner un noeud ou un segment r
frontiere d’un élément sur le support I". ‘

La construction de la configuration d’indice O respectant la condition 2 la limite est réa- !
lisée en trois étapes :

1 / On déplace tous les points reposant sur le support en ajoutant 2 leurs abscisses
curvilignes une méme quantité, de fagcon a respecter la condition a la limite.

| Cette opération revient a faire glisser tous les sommets reposant sur le support
I' d’'une méme longueur définie par la condition i la limite.
Cette opération permet de définir un angle de rotation o; pour chaque élément

E;, dont les sommets S;_; ,S; reposent sur I et deviennent S°;_; et S’;.

o, = mesure(S;_;S; S';_;S")

2 / Le déplacement des sommets P; se fait de la fagon suivante : i

;»’/
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* L'unité cinématique comporte n éléments E;, indicés de 1 a n, qui définissent
(o). On pose 0y = 0l et O, = Oy
* La nouvelle position P’; du sommet P;, voir figure 4-21, est :

S . o+ 0 g —
et ||S;P;

Vie{0,..,n}, mesure(S;P;, S'P)) = _1_2_

17 1

—
= [IS'JPQI

3 / Enfin on reconstruit le sommet P’; de fagon a respecter si elle existe la condi-

tion a la limite imposée sur le segment [S;, P;].

La configuration ainsi reconstruite ne respecte évidemment pas les critéres géométriques
de la méthode cinématique. C’est une configuration approchée de la solution qui respecte la
condition a la limite et qui sert a initialiser I’algorithme itératif de minimisation.

=gl

(oo, )72 ©
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Figure 4-21 Reconstruction du sommet P; en fonction des angles o et o, 4
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Figure 4-22 Configuration initiale d’une unité cinématique a cing éléments

=

121




La figure 4-22 montre un exemple de 1’application de 1’algorithme de construction auto-
matique de la configuration initiale pour une unité cinématique constituée de cing élé-
ments.

Il convient ensuite d’appliquer I’algorithme itératif de minimisation a la fonction critére
appliquée a la configuration de I’unité cinématique. 11 est nécessaire d’évaluer numérique-
ment la valeur de la fonction critére et de son gradient pour une configuration quelconque
de I'unité cinématique.

La configuration 7, d’une unité cinématique de n éléments (04); ¢ (1, ..., n}-

Le critére o(Yy,) est une fonction différentiable, sauf sur :

4.4.5 : Calcul du gradient associé a une configuration
|

e les droites (s; = lrj) V(i j) €{0, ..., n}x{0, ..., m} |
* les domaines ou I’épaisseur de I’élément E; est nulle, Vi e {1, ..., n}.

Le gradient de la fonction o(7,) vaut :
do(y,) =Aq do1(Yy) + Ay doa(Yy) + Az do3(Yy) + Ay dE_o('Yn)

n

On a vu, paragraphe c-1 page 107 : o((y,) = 2 ( Aloy) - AE,) )2

i=1

Donc on obtient : doy(Y,) =2 Y (Aey) - A(E;) ) dA(oy)

i=1

n

On a vu, paragraphe c-2 page 108 : 65(y,) = z ( Br(oy) - Br(Ey) 52

i=1

n
Donc on obtient : doy(Y,) =2 » ( Br(ey) - B(E;) ) dBr(0y) |
i=1 :
n-1 |
On a vu, paragraphe c-3 page 110 : 65(Y,) = z ( (0, 041) - G(E;, Eiyqp) 7
i=1
il |
Donc on obtient : dG3('Yn) =2 2 ( Cr((xi, 0€i+1) - C]—'(Ei’ Ei+1) ) dCr(O(,i, ai+l) |

i=1

n-3

On a vu, paragraphe d-2 page 113 : §(y,) = Z o(P)
i=0




n-3
Donc on obtient : d&(y,) = Y. do(P?)
i=0
Or, on a explicité précédemment les expressions différentielles dA(c;), dBr(oy,), d (o,
;1) et do(P3), on est donc A méme de les évaluer numériquement. On obtient ainsi le
moyen de calculer numériquement le gradient du critére o(7y,).

4.4.6 : Recherche d’un algorithme de convergence accéléré

Le principe de I’algorithme de convergence accéléré est de rechercher une meilleure
direction de descente au point X; que celle définie par le vecteur gradient, a savoir -V{(X;).

En effet, I’opposé du gradient constitue la meilleure direction de descente pour un voisi-
nage de diametre nul du point X;, cette direction n’est plus forcément optimale pour un voi-

sinage de diamétre non nul du point X;. En particulier, il existe une situation assez

fréquente dans 1’algorithme de convergence que l’on nomme configuration a gradients
alternés ou I’on observe que les vecteurs gradients de la fonction f() aux points X, , et X;

sont quasiment paralléles. On nomme d un vecteur paralléle aux gradients pour les indices
pairs et d; un vecteur paralléle aux gradients pour les indices impairs. Les vecteurs d et d;
sont alors quasiment orthogonaux (dy.d;=0) du fait que le point X, ; est le point qui mini-
mise la fonction f selon la direction -Vf(X;) a partir du point X;. On observe alors que
I’algorithme itératif de construction des points de la suite (X;) opére pendant de nombreu-
ses itérations dans le méme plan en définissant des points selon les directions alternées d,
et d;. On observe aussi I’alignement dans le plan (d;, d;) des points d’indices pairs d’une
part et des points d’indices impairs d’autre part.

On repére une telle configuration lors du déroulement de 1’algorithme itératif en véri-
fiant le parallélisme des vecteurs gradients V(X ,) et Vi(X;). Ce constat est fait en éva-

luant le produit scalaire des gradients VI(X;_,). VI(X;) qui est trés voisin du produit des
normes IVE(X; ,)Il IVEX))Il en cas de parallélisme. Dans un tel contexte, on explore une
autre direction que celle du gradient. On rappelle les deux égalités :

X 1=X;0-p; o VEX; 0) et X=X, 1-p;.1 VIXi.)

La direction définie par la combinaison linéaire : d = -(p;_, VI(X;.o)+p;.; VI(X,.;)) appa-
rait alors étre une meilleure direction de descente comme il 1’est indiqué sur la figure 4-23.

On observe une configuration & gradients alternés pour la fonction f() de R" dans R dans
le cas ol la nappe de la fonction f() dans I’espace R"*! a une forme analogue 2 celle d’une

gouttiére inclinée dans ’espace R> comme il I’est indiqué sur la figure 4-24. En effet, dans
ce cas les points successifs de la suite (X;) sont situés de part et d’autre de I’axe de la gout-

tiere et la trajectoire de descente décrit une série de zigzags. Dans cette configuration la
direction de descente optimale est parallele a I’axe de la gouttiére inclinée. On remarque
que I’on retrouve cette direction optimale en envisageant le vecteur (X;_,, X;).

;"/—
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lignes de niveau de f 1

Figure 4-23 Configuration de vecteurs gradients quasi paralleles pour les indices pairs
(0, 2) et impairs (1, 3). d est une meilleure direction de descente au point X,




P : plan vertical selon la
direction de plus grande pente

\ : direction de plus grande pente

Figure 4-24 Configuration d’une nappe f(X) en gouttiére inclinée dans ’espace 3™+

4.5 : Etude de la stabilité de la méthode

On étudie la stabilité de la méthode de calcul de la cinématique. Pour cela, on analyse la
reconstruction d’un élément initialement rectangulaire sur un support circulaire de rayon
quelconque dans les configurations synclinale et anticlinale. De cette fagon, on met en évi-
dence les formes qu’il convient de privilégier lors du découpage des unités cinématiques en
€léments pour que la méthode soit stable dans le maximum de configurations.

On présente ensuite un exemple de calcul de déformation d’une unité cinématique. On
étudie la rapidité de convergence de I’algorithme ainsi que la justesse de la solution fournie.

4.5.1 : Stabilité géométrique de la méthode

Pour étudier la reconstruction d’un élément quelconque dans toutes les configurations de
support, on analyse la déformation d’un élément initialement rectangulaire isolé de dimen-
sions (h, d) sur un support circulaire de rayon r.
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a ) Reconstruction dans le cas d’une configuration anticlinale

| La reconstruction de 1’élément est possible s’il existe un angle o de I'intervalle [0, 7/2]
| tel que 1’élément reconstruit présente une symétrie radiale, un épaisseur h et une aire égale
a I’aire initiale de I’élément soit le produit des longueurs h d, voir la figure 4-25,

O

| Figure 4-25 Déformation d’un élément rectangulaire (h, d) sur un support circulaire de
j rayon r en configuration anticlinale
|

Apres reconstruction sur le support, I’élément a pour contour les trois segments [A,B],
[B.C], [C,D] et I’arc de cercle (D,A). Son aire est é€gale a [’aire du triangle (O,B,C) dimi-
nuée de I’aire de la portion de disque (O,A,D) de rayon r et d’angle 2. i

En appelant x la longueur du segment [A,B], de méme qu’a la section 4.2.3 page 91, on i
obtient les relations suivantes : !

* x = h/cos(ot)

e hauteur du triangle (O,B,C) = cos(t) (r+x) = h + r cos(cx) ‘

e aire du triangle (O,B,C)=(h +r cos(a))2 tan(ot)
2

e aire de la portion de cercle (O,A,D) =0 r
. aire de 1’élément = (h + r cos(o))? tan(ar) - c.r>=hd

L’écriture de ’aire de 1’élément reconstruit fournit une relation entre 1’angle o et les
données géométriques r, h et d. En divisant les deux membres de la relation par la quantité

h? on obtient une relation adimensionnelle :
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d/h = (1 + cos(o) t/h)? tan(oy) - o (t/h)? |
On appelle f() la fonction de I’angle o et du paramétre (r/h): I
f(or) = (1 + cos(or) t/h)? tan(cr) - o (t/h)? .

| On remarque que f(0)=0 et f(7/2)=+< quelle que soit la valeur du rapport (r/h). De plus "JI
f(or) est une fonction continue sur I’intervalle [0, /2[. Donc quel que soit le couple de réels ﬁ
positifs (r, h), on a la relation [0, +e<[ < f([0, /2[). Ainsi quel que soit le couple de réels

positifs (d, h) il existe un réel o de [0, /2[ tel que f(o) = d/h.

b ) Reconstruction dans le cas d’une configuration synclinale

La reconstruction de I’élément est possible s’il existe un angle o de I’intervalle [0,7/2] .
et un réel x de [0, r] tels que I’élément reconstruit présente une symétrie radiale, un épais- |
seur h et une aire égale a I’aire initiale de 1’élément soit : h d. |

|
|
|
I

Figure 4-26 Déformation d’un élément rectangulaire (h, d) sur un support circulaire de |
rayon r en configuration synclinale

Apres reconstruction sur le support, I’élément a pour contour les segments [A,B], [B,C],
[C,D] et 1'arc de cercle (D, A). Son aire est égale a 1’aire de la portion de disque (O,A,D) de
rayon r et d’angle 2¢ diminuée de I’aire du triangle (O,B,C).

En appelant x la longueur du segment [A,B] comme précédemment, on obtient les rela-
‘ tions suivantes :

| * x = h/cos(o)
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* hauteur du triangle (O,B,C) = cos() (r-x) = r cos(o) - h
» aire du triangle (0,B,C) = (r cos(ct) - h)? tan(ox)

» aire de la portion de cercle (O,A,D) = o 12

e aire de ’élément = oL 1% - (¢ cos(o) - h)2 tan(o) =hd

L’écriture de I’aire de I’élément reconstruit fournit une relation entre I’angle o et les
données géométriques r, h et d. En divisant les deux membres de la relation par la quantité

h? on obtient une relation adimensionnelle :
d/h = & (t/h)* - (cos(or) t/h - 1) tan(ct)
On appelle g la fonction de I’angle o et du parametre (r/h) :
g(or) = o (t/h)? - (cos(or) t/h - 1)? tan(or)

La condition d’existence de la reconstruction peut étre exprimée a 1’aide d’une condition
portant sur la hauteur du triangle (O,B,C) qui doit étre un nombre réel de I’intervalle [0, r] :

O<rcos(o)-h=<r
La premiére inégalité implique :
h/r < cos(ar)

Soit I’appartenance de la quantité cos(o) a I’intervalle [h/r, 1].

Une condition nécessaire de I’existence de la reconstruction géométrique de 1’élément
apparait immédiatement : h < 1. Ainsi, une reconstruction n’est envisageable que dans le cas
ou le rayon r du cercle est supérieur a I’épaisseur h de 1’élément.

Dans ce cas de figure (h <r), I’angle o recherché appartient nécessairement a I’ intervalle
[0, Arccos(h/r)].

On remarque:
*g0)=0
* g(Arccos(h/r)) = Arccos(h/r) (t/h)?

On étudie la dérivée de la fonction g(o) :

r? r r . 1 r 2
g'(a) = (—) +2tan0c(-cosoz—1)—sm0t— (—costx—l)
h h h coss o
ry 2 r
g(a) = 2(5) (1-cos 0L)+2I—lcosoc—
cos o

A

Pour simplifier les €critures, on pose t = r/h et ¢ = cosal. 1l est évident que compte tenu
des hypothéses concernant les parameétres r, h et o, les nouveaux paramétres t et ¢ sont eux-
mémes positifs.




g = 20(1-¢%) +2tc— =
C

Pour trouver les racines de la fonction g’(ot), on remarque qu’il s’ agit d’un polynéme du
second degré de la variable t.

2
Le discriminant vaut : A = ¢+ &EC—) =g+ % -2
c c
Orc?e 10, 1] car ¢ = cosol.
A= St -2 +2)
c

A est le produit d’une fraction positive par un polyndme bicarré de la variable ¢ dont le
1-2 _ -1
T
c ¢

discriminant est : A' =

Comme A’ est strictement négatif, on en déduit le fait que A ne s’annule pas et est de
signe constant quel que soit c. En fait, A est positif pour ¢ e 10, 11.

La fonction g’(o) posséde donc deux racines qui correspondent aux deux valeurs du

—ciJZ.
2(1-¢%)

tive est valide et elle correspond a la fonction :

—c+1«/c4—202+2

t(c) = ¢ 5 avec c € 10, 1].
2(1-c¢")

paramétre t = . Le parametre t étant nécessairement positif, seule la racine posi-

On a vu qu’il était nécessaire d’avoir : h/r < cos(ot) pour qu’une reconstruction existe,
cette inégalité s’écrit 4 1’aide des parametres tetc : 1/t<c, donc: t=1/c.

On meéne I’étude de la reconstruction de I’élément dans un diagramme (t, ¢) avec t 2 1/c
et c € ]0, 1]. Ce domaine de reconstruction possible correspond a une bande infinie du plan
limitée par une branche d’hyperbole comme le montre la figure 4-27.

Sur I'intervalle ]O, 1[, 1a fonction t(c) doit vérifier I’inégalité stricte :
t(c)< 1/c

(cel0,1[)=(2<2/c?)

(cel0, 1) = (2+2/c%-2<c?+4/c2-4)

(ce 0, 1[)= (2 +2/c?-2<2/c-c)?)

Or(ce ]0,1[ )= (2/c-c >0), donc en prenant la racine carrée des deux membres de

I’inégalité précédente qui sont tous deux positifs, on obtient :
-
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(ce ]0,1[):>(é,\/c4—2c2+2 <2c-c)
(ce ]0,1[):(%A/c4—2c2+2 <2(1-cAlc+c)

De plus comme (¢ € ]0, 1[ )= ((1-c¢®) >0), on peut diviser chaque membre de I’iné-

galité par 2(1 - cz) apres avoir retranché ¢ aux deux membres.
On obtient :

—C+1A/C4—2C2+2

(cel0,1[)=( g - <1/c)
T Ry

Ce qui démontre bien: (ce€ 10, 1[ ) = (t(c) < 1/c)

t A tic) 1/c

0 1 I

Figure 4-27 Domaine de reconstruction possible de I’élément : partie du plan (t, ¢) limi-
tée par la droite c=1 et I’hyperbole t=1/c. La courbe t(c) ne recoupe pas ce domaine.

On cherche un équivalent de t(c) quand c tend vers 1, on pose c=1+€, € tend alors vers O :

—(+e)+(1+e) W1 +e) —2(1 +6)2+2

t(e) =

2(1=(1+¢)%)




(o)~ —(L+e)+(1-e)yl+de—2(1+2e)+2 -2¢ 1
2(1-(1+2¢)) —4e 2

Ainsi, pour ¢ € ]0, 1], on a les inégalités : t(c) < 1/c < t. Ce qui signifie que les racines
positives de la fonction g’(ot) correspondant & la courbe t(c) ne sont pas dans le domaine de
reconstruction possible (voir la figure 4-27). La fonction g’(o) est continue sur 1’intervalle
[0, m/2[, et d’apres la remarque précédente elle ne posséde pas de zéro sur le domaine de
reconstruction possible, on en déduit qu’elle posséde un signe constant. Ce fait démontre
que la fonction g(o) est monotone sur I’intervalle [0, Arccos(h/r)] qui correspond au
domaine de reconstruction possible. La fonction g(o) est en fait croissante et 'image de

I’intervalle de départ [0, Arccos(h/r)] est I’intervalle [0, Arccos(h/r) (r/h)z].

On déduit donc de cette étude que I’ensemble des valeurs (d/h) pour lesquelles la

reconstruction existe est I’intervalle [0, Arccos(h/r) (r/h)z]. Ainsi, I’existence de la recons-
truction de 1’élément dans le cas d’une configuration synclinale est équivalente 4 1I’inéga-

lité: d/h < Arccos(h/r) (r/h)2.

f= |
d/hj / Arcws(u)/u2 |
|
| |
30 |
I
I
] |
20 I
|
I
I
10'] l
I
I
|

=
0 1 u=hnr

Figure 4-28 Domaine du plan (h/r, d/h) ot la reconstruction de I’élément existe :
domaine sous la courbe Arccos(u)/uz.

Or la grandeur (d/h), liée a I’élément initial, est analogue au paramétre de forme p qui a
été défini section 3.1.5 page 64.

Comme la fonction f(u) = Arccos(u)/u? est décroissante, il est clair que plus le paramétre
de forme p est petit, plus la gamme de valeurs (h/r) pour lesquelles la reconstruction existe
P




est étendue comme le montre la figure 4-28.

Si I’unité cinématique est maillée avec un parametre de forme p, I’ensemble des valeurs
(h/r) pour lesquelles la reconstruction est possible est I’intervalle [0, { 1(p)]. On ne peut
cependant pas donner une formule algébrique permettant d’expliciter la fonction f l(p),
fonction réciproque de f(u) = Arccos(u)/u?.

4.5.2 : Exemple de mise en oeuvre de la méthode de déformation tectonique

On reprend I’exemple de la figure 4-22 sur lequel on applique 1’algorithme de minimisa-
tion du critére o() a partir de la configuration initiale.

Figure 4-30 Reconstruction aprées trente-trois itérations de 1’unité a cinq éléments

On prééente sur les figure 4-29 et figure 4-30 les géométries de I’unité cinématique au
cours de 1’algorithme convergent de reconstruction aprés respectivement 5 et 33 itérations.
Les géométries de ’'unité cinématique non déformée et avant I’algorithme convergent (0
itérations) ont été données sur la figure 4-22.
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Evolution du criteére o(Y,) au cours de la convergence :

Nombre d’itérations Critére de sélection
0 0.4673150
5 0.1875447
33 0.0233504
159 0.0011702

La convergence numérique de I’algorithme de minimisation du critére 6(y,) est obtenue

apres 159 itérations, on n’observe plus d’évolution perceptible de la géométrie de 1’unité

cinématique apres seulement 33 itérations. La géométrie obtenue est donc celle de la figure
4-30.

o(Yp) = A1 01(Yp) + Ay 02(Yy) + A3 63(Y,) + Ay (V)

Dans la résolution numérique de I’exemple on a utilisé les valeurs suivantes :
e ?\.] = 7\/2 = 7\3 =10
= ?\.4 =1

Pour la conservation de I’aire des éléments le critére o1(7y,) appliqué est normalisé:
> (A(0y) — A(E;) 2
I=
Apres convergence de I’algorithme, on a: 6(y,) = 1,1702><1073

Si on considére que la valeur du critére o(Y,) est due dans la proportion de 1 pour 31 4 la

valeur du critere 6 (Y,) portant sur les aires: 6 (y,) = 3,775><10_5

Pour chaque élément, on peut donc estimer un majorant de 1’erreur relative concernant
la relation de conservation de I’aire :

5
Aloy) — AE| . BTTA0 5 2467
A(E,) .

L’erreur relative concernant 1’aire représentée dans le plan de coupe de chaque élément
est donc inférieure a 2.74%o0 pour I’exemple reconstruit.




Chapitre 5 : Erosion et sédimentation, |
modélisation couplée avec Dionisos

L’érosion et la sédimentation influent grandement sur 1’évolution géométrique et ther-
modynamique des bassins s€dimentaires. Il est donc essentiel de développer pour le modéle
cinématique FOLDIS des méthodes pour prendre en compte leurs effets géométriques.

Dans ce chapitre, apreés avoir souligné la diversité et la complexité des phénoménes i
naturels a I’origine de la sédimentation et de 1’érosion, on présente les méthodes spécifi- ‘
ques et les outils géométriques développés pour leur modélisation. Un point essentiel de |
ces méthodes est qu’elles doivent assurer que 1’état modélisé du bassin aprés une phase :
d’érosion ou de sédimentation est compatible avec le calcul d’une phase de déformation |
tectonique ultérieure. De cette facon, il est possible de réaliser le couplage des déforma- |
tions tectoniques avec les phénomenes d’érosion/sédimentation; pour cela, on enchaine les
phases successives de déformation tectonique avec celles d’érosion et de sédimentation.
Gréce au modele DIONISOS qui permet de calculer 1’érosion et la sédimentation d’un bas-
sin sédimentaire, on présente ensuite la modélisation couplée du développement d’un pli de
rampe avec prise en compte synchrone des processus érosifs et sédimentaires.

5.1 : Les phénomenes de sédimentation et d’érosion.

L’érosion et la sédimentation se caractérisent par un transfert de matiére au niveau topo- !
graphique a I'intérieur du systéme représenté par le bassin sédimentaire. Il peut également
y avoir transfert de matiére entre le systeme étudié et le milieu extérieur. L'érosion et la
sédimentation sont des phénomenes complexes qui modifient la surface topographique en
la creusant a certains endroits et la comblant a d’autres. Les causes et les actions de ces
phénomeénes sont diverses. En particulier, les facteurs climatiques interviennent grande-
ment. L’influence des précipitations, des températures et des circulations atmosphériques i
est déterminante. La nature des écoulements fluides en surface est également un facteur
essentiel pour I’érosion et la sédimentation. Ainsi, une surface topographique exondée est
soumise aux ruissellements des eaux météoriques, alors qu’une topographie inondée subit \|
I’influence des courants. Les actions de ces différentes causes peuvent étre mécanique, phy- |
sique ou chimique. La nature des sédiments, en particulier la dureté, la compétence, ainsi |
que les propriétés vis a vis de I’eau comme la perméabilité, la solubilité des minéraux, ont
aussi une grande incidence sur ces phénomenes. Les interactions entre ces divers facteurs
font que les processus d’érosion/sédimentation sont complexes a modéliser. La variation
d’un seul de ces facteurs peut modifier considérablement les vitesses relatives de ces phé-
nomenes et peut donc changer la nature des phénoménes prépondérants, ce qui induit de
fortes différences dans les formes topographiques résultantes.

L’objectif de la modélisation 2D proposée avec FOLDIS n’est;pas une étude géomor-
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phologique. Il s’agit de reproduire et de comprendre 1’évolution géométrique de la globalité
du bassin. Pour bien prendre en compte les phénomenes d’érosion et de sédimentation, il
faut les étudier spécifiquement a 1’aide d’un modele stratigraphique 3D. C’est le but du
modeéle DIONISOS, développé dans le cadre de la thése de D. Granjeon -1996- [24] 4 I’Ins-
titut Francais du Pétrole. Cette modélisation numérique de 1’architecture stratigraphique
d’un bassin calcule le volume des sédiments transportés par ’eau en chaque point du bassin
al’aide d’une loi empirique de diffusion des sédiments. Cette loi est applicable sur de gran-
des échelles de temps (quelques milliers d’années) et d’espace (quelques dizaines a centai-
nes de kilometres). Elle permet de prendre en compte différents types de transports
sédimentaires, depuis le lent ruissellement sur des pentes douces jusqu’au rapide transport
fluviatile.

Dans notre étude, la premiére étape est réalisée par FOLDIS qui définit I’évolution tec-
tonique du bassin et son changement topographique, ainsi est créé I’espace pour accueillir
les sédiments. La seconde étape est apportée par DIONISOS qui calcule le flux sédimen-
taire en chaque point du bassin. Le principe de conservation de la masse permet de connai-
tre a partir du flux le volume sédimenté ou érodé€ en tout point.

Dans FOLDIS, il est nécessaire de développer les outils géométriques pour prendre en
compte les modifications apportées par la sédimentation et 1’érosion.

5.2 : Prise en compte de la sédimentation dans FOLDIS

Le dép6t d’une couche de sédiment dans un intervalle de temps entre deux états succes-
sifs se traduit par 1’apparition d’une nouvelle couche a I’ affleurement.

Trois configurations sont possibles pour la couche sédimentée par rapport aux frontiéres
du domaine étudié, voir la figure 5-1 :

1 / La couche sédimentée peut étre plus étendue que la dimension horizontale du
domaine d’étude. Dans ce cas, la couche déposée recoupe les deux bords laté-
raux du domaine.

2 / La couche déposée peut étre biseautée. Elle ne se prolonge pas horizontalement
a travers I’ensemble du domaine étudié.

Une telle configuration de sédimentation se produit par exemple lors d’un
dép6t en milieu littoral. L’extension du dépdt est alors limitée a la partie inon-
dée du bassin, alors que la partie exondée n’est pas recouverte de sédiments.

3 / La couche déposée peut étre moins étendue que le domaine d’étude. Elle est
alors totalement incluse dans le domaine et a une forme lenticulaire, biseautée a
ses extrémités.
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Couche sédimentée

Domaine d’étude

e

Dépot biseauté

Domaine d’étude

Dépdt lenticulaire —— |

Domaine d’étude

Figure 5-1 Les trois configurations de dépot d’une couche dans le domaine d’étude

Le sédiment déposé est incorporé dans FOLDIS et est pris en compte & I’intérieur d’une
unité cinématique. Il existe deux possibilités distinctes dans la fagon d’incorporer le sédi-
ment dans une unité cinématique. Ces deux éventualités sont illustrées par la figure 5-2 et
se distinguent par le comportement solidaire ou au contraire glissant de la couche nouvelle-
ment déposée vis a vis des couches sous-jacentes.

1 / La couche déposée correspond a la création d’une nouvelle unité cinématique

La nouvelle unité cinématique est soit rattachée a une écaille déja existante,
soit incluse dans une nouvelle écaille créée en méme temps que 'unité. La
fronticre supérieure de la nouvelle unité cinématique coincide avec celle de la
couche sédimentée on réalise son découpage en éléments selon les principes
énoncés section 3.1.5 page 64.

Le comportement cinématique de la couche sédimentée est alors déterminé
par le fait qu’elle constitue a elle seule une unité cinématique. La couche est
susceptible de se désolidariser et de glisser le long des couches sous-jacentes
lors de I’évolution tectonique ultérieure.

2 / La couche sédimentée est incluse dans 1’unité cinématique affleurante.
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La frontiére supérieure de 1'unité cinématique a I’affleurement est modifiée de
facon a ce qu’elle coincide avec le toit de la couche sédimentée. On remaille
ensuite I'unité cinématique en éléments selon les principes déja énoncés sec-
tion 3.1.5 page 64.

De cette facon, la couche sédimentée est incorporée dans les couches sous-
jacentes et en est solidaire durant les phases tectoniques.

-

Eléments a I’affleurement Etat a la date t T

Sédimentation dans Pintervalle
de temps : At = (t; - tg)

Etats a la date t;

: b) Redéfinition de I’unité cinématique existante

Figure 5-2 Sédimentation avec (a) et sans (b) création d’une unité cinématique
/_
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5.3 : Prise en compte de I’érosion dans FOLDIS

Dans le modele de bassin 2D FOLDIS, I'influence géométrique de 1’érosion est prise en
compte soit grice a I’information fournie par I’utilisateur du modele qui donne la topogra-
phie apres action de I’érosion, soit grace a un modeéle comme DIONISOS qui calcule les
modifications géométriques du relief dues a 1’érosion.

Informatiquement, il est plus difficile de traiter 1’érosion que la sédimentation. En effet,
il s’agit de retirer du modele les objets totalement érodés et de modifier ceux qui le sont
partiellement. Au contraire, la sédimentation est simple, elle consiste seulement & ajouter
de nouveaux objets dans le modele. La difficulté de 1’érosion provient du fait que les objets
présents dans le modele peuvent voir leur connexité modifiée. Ainsi, une écaille ou une
unité cinématique, peuvent étre découpées par 1’érosion en plusieurs parties. Il est donc
nécessaire de pouvoir les remplacer dans le modele par une juxtaposition d’objets conne-
xes. Il est donc avantageux de gérer les ensembles d’objets du programme avec des structu-
res de données informatiques suffisamment souples pour que les ajouts et les retraits
d’objets soient simples. Ainsi il apparait judicieux que les ensembles soient des listes plutot
que des tableaux d’objets.

La fagon de prendre en compte géométriquement 1’érosion dans le modele est décrite
par la figure 5-3. Il s’agit de définir le contour des nouvelles unités cinématiques en tenant
compte du profil d’érosion fourni au modéle. On procéde ensuite au découpage automati-
que du nouveau contour de chaque unité cinématique en cas de modification.
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5.4 : Exemple d’une modélisation couplée mettant en jeu déformation
tectonique, sédimentation et érosion sur un exemple synthétique

On présente la modélisation d’un pli de cintrage sur rampe classique pour lequel le pen- J
dage de la faille est de 30 degrés. On montre sur cet exemple le couplage de la modélisation ‘
de la cinématique avec les processus érosifs et sédimentaires. Les parametres géométriques |
permettant de définir la nouvelle topographie sont obtenus a 1’aide d’une modélisation en
deux dimensions avec DIONISOS des processus d’érosion et de sédimentation par une
équation physique de transport.

5.4.1 : Les parametres de la modélisation

e Dimensions du domaine : 4 kilométres sur 30 kilométres.

1 / Définition de la géométrie initiale : ‘

* Découpage régulier du domaine en 8 unités cinématiques (500 meétres I
d’épaisseur par unité). La lithologie des sédiments est fixée, homogene sur tout |
le domaine, équivalente a celle du sable. i=

e Faille : rampe a 30 degrés de I’horizontale branchée sur un niveau de décolle- g
ment a 2 kilometres de profondeur. |

l 2 / Parameétres d’évolution du modele :

L’intervalle de temps pendant lequel est menée la modélisation est de 5. 10°

ans. Tl est divisé réguliérement en cinq incréments de 10° ans. On enchaine suc-
cessivement pour chaque pas de temps une phase de déformation tectonique
suivie d’une phase d’érosion/sédimentation.

* Parameétres cinématiques de FOLDIS

*e Déplacements par incréments de 1 kilomeétre de la frontiére verticale
droite de 1’écaille chevauchante (hanging-wall).

e Modélisation de 1’érosion/sédimentation avec DIONISOS
e ithologie : Sable (masse volumique: 2200 kg m‘3)
es Coefficient de diffusion K=0.01 km?ka™! (soit : 3.17 10”7 m? s71).

s Pas de temps : 10° ans.
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Figure 5-4 Etat initial (stade 0), puis état apres un incrément de déformation
tectonique, enfin 1I’état est repris par 1’érosion et la sédimentation (stade 1).

La modélisation couplée de la déformation tectonique par FOLDIS en tenant compte de
la sédimentation et de I’érosion avec DIONISOS est réalisée en décomposant I'intervalle
de temps étudié en cinq étapes régulierement espacées dans le temps. Ainsi, I'enchaine-
ment des phénomenes tectonique et d’érosion/sédimentation est réalisé d’une maniére suf-
fisamment réaliste qui s’approche d’un couplage idéal pour lequel le nombre d’étapes de la
modélisation devient trés grand de fagon a reproduire le couplage de phénomenes continus.

Il n’est pas utile de discrétiser trop finement I'intervalle de temps étudié, en effet les
désavantages d’une telle discrétisation sont 1’accroissement du temps et de 1’espace
mémoire nécessaires pour calculer la masse d’informations géométriques relatives a cha-
que état de la modélisation. Le gain en précision géométrique apport€ par une discrétisation
plus fine de I'intervalle de temps n’est pas forcément trés profitable du fait de I’échelle a
laquelle on méne I’étude. En effet, en étudiant un bassin, on raisonne a I’échelle d’une zone
de plusieurs dizaines de kilométres d’extension horizontale, et la précision verticale ne peut
étre raisonnablement inférieure a quelques dizaines de metres. 1l est donc illusoire de cher-
cher & modéliser de fagon trés fine les détails des corps sédimentaires a I’aide d’une €tude
menée a ’échelle du bassin. Il est préférable de restreindre la zone étudiée pour atteindre
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une telle précision.

Figure 5-5 Etat aprés deux incréments de déformation tectonique, puis 1’état est repris
par I’érosion et la sédimentation (stade 2)

Figure 5-6 Etat apres trois incréments de déformation tectonique, puis I’état est repris
par I’érosion et la sédimentation (stade 3)




Figure 5-7 Etat aprés quatre incréments de déformation tectonique, puis I’état est
repris par I’érosion et la sédimentation (stade 4)

>
%

Figure 5-8 Etat aprés cing incréments de déformation tectonique, puis 1’état est repris
par I’érosion et la sédimentation (stade 5)

5.4.2 : Analyse de la modélisation et conclusion

La modélisation du pli de rampe avec prise en compte des phénoménes de sédimentation
et d’érosion donne d’intéressants résultats concernant la forme et la répartition des corps
sédimentaires syntectoniques associés. De plus, la forme du relief elle-méme est plus réa-
liste du fait de la prise en compte des phénomenes d’alté{glion et de' dép6t a la surface topo-
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graphique.

Le matériel porté en altitude est systématiquement érodé au cours de la modélisation, la
couche supérieure qui est a I’affleurement au stade 0 est érodée a I’exclusion de tout autre
aux stades 1 et 2, voir figure 5-4 et figure 5-5. A partir du stade 3, le matériel syntectonique
déposé aI’arriere du pli est également repris par I’érosion, voir la figure 5-6. De plus, a par-
tir du méme stade 3 de 1la modélisation, la couche supérieure est découpée deux parties con-
nexes qui deviennent indépendantes pour la suite de la modélisation. Aux stades 4 et 5 la
couche sous-jacente & la couche supérieure est également entamée par 1’érosion, voir figure
5-7 et figure 5-8.

La sédimentation est importante a 1’avant du pli en début de la modélisation aux stades
1, 2 et 3. Puis quand le matériel sédimenté a 1’avant du pli est transporté passivement sur le
plan de la topographie, la quantité de matériel sédimenté devient plus faible. En effet, une
fine pellicule se dépose a I’avant du pli aux stades 4 et 5 de la modélisation. Les sédiments
qui ont été¢ déposés antérieurement, au stade 4 commencent a étre repris par I'érosion au
stade 5.

A D'arriere du pli de rampe, la sédimentation est faible au début de la modélisation, au
stade 1, avant que le relief créé par le pli de rampe ne soit maximum. Puis, au fur et a
mesure que se développe le pli de rampe, la quantité de matériel sédimenté a I’arriére du pli
devient de plus en plus importante. Au cours de la croissance du pli de rampe, les sédi-
ments sont progressivement déformés du fait de leur passage au niveau de la rampe. Ils sont
portés en altitude et subissent systématiquement I’action de 1’érosion a tous les stades de la
modélisation. Ainsi, contrairement a la configuration des sédiments a I’avant du pli, chacun
des dépots syntectoniques a I’arriere du pli appara?t constamment a 1’ affleurement.

e P P
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Figure 5-9 Géométrie de I’état final (stade 5) du modele sans érosion/sédimentation

Le couplage des phénomenes tectonique et d’érosion/sédimentation est nécessaire pour
mener I’étude de bassins sédimentaires réels. La figure 5-9 montre la différence sur la géo-
métrie finale du modeéle suivant que I’on tient compte ou non de 1'érosion/sédimentation.

DIONISOS permet de calculer le granoclassement et la répartition des lithologies de
sédiments a I'inté€rieur du bassin. Ainsi, une modélisation des dépots avec des variations
latérales des facies et des propriétés physiques peut étre envisagée. Le couplage avec I’évo-
lution tectonique et avec la modélisation des écoulements dans le bassin conduit a 1’élabo-
ration de puissants modeles pour I’exploration pétroliére
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Chapitre 6 : Compaction

La compaction est le phénomene responsable de la diminution de volume des sédiments
au cours de I’évolution d’un bassin. En modélisation de bassin, il est trés important de la
prendre en compte car ses conséquences ont une portée sérieuse sur les transformations du
bassin. Les influences géométriques de la compaction sont prises en compte directement
dans le modéle FOLDIS. De plus, la compaction des sédiments s’accompagne d’une modi-
fication des propriétés physiques des matériaux. Ainsi, on observe une diminution de la
perméabilité et une évolution des propriétés physiques liées aux transferts thermiques
comme la conductivité ou la capacité thermique. La compaction des sédiments est égale-
ment associée A une expulsion et a une circulation des fluides initialement présents au sein
de la porosité connectée des sédiments. C’est pourquoi, il faut tenir compte de la compac-
tion des sédiments lors de I’étude des transferts thermiques et fluides dans les modélisa-
tions de bassin effectuées pour les besoins de 1’exploration pétroliére.

La compaction est liée a I’enfouissement des sédiments qui se produit soit en raison de
I’évolution tectonique soit a cause des dépots sédimentaires dans le bassin. Avec I’augmen-
tation de I’enfouissement, et donc de la quantité de matériaux pesant sur les sédiments, il y
a augmentation de la contrainte verticale. Or les matériaux récemment sédimentés, trés
poreux et non consolidés sont fortement sensibles aux effets d’une élévation de contrainte.
Les contraintes exercées sur les sédiments ne sont pas exclusivement dues au poids des
matériaux sus-jacents, il existe également des causes tectoniques aux contraintes. Une prise
en compte rigoureuse de la compaction des sédiments devrait étre menée a partir de 1’éva-
luation de I’état de contrainte régnant dans les sédiments. Cependant, le modéle cinémati-
que FOLDIS qui simule les déformations des sédiments lors des phases tectoniques est de
nature géométrique et non mécanique. Aussi, les contraintes a 1’origine des déformations
ne sont pas évaluées en tout point du modele comme ce serait le cas pour une méthode
mécanique. On se limite donc dans la modélisation de la compaction, puisqu’on ne calcule
pas I’état des contraintes, a tenir compte uniquement de la composante verticale de la con-
trainte, supposée exclusivement liée au poids des sédiments sus-jacents. On se restreint
donc dans le modele FOLDIS a simuler la compaction due a 1’enfouissement et non due 2
la tectonique.

Dans ce chapitre, on présente les lois de compaction adoptées dans le modéle pour tenir
compte de la rhéologie des matériaux sédimentaires du bassin. On expose ensuite les prin-
cipes retenus pour la modélisation des effets géométriques de la compaction sur les sédi-
ments du bassin. Enfin, on montre et on discute les outils numériques pour gérer 1’évolution
géométrique du modele.

A
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6.1 : Loi de compaction adoptée dans le modele

La compaction est un phénomene physico-chimique qui se caractérise par la diminution
du volume occupé par les sédiments en raison de I’augmentation des contraintes exercées
sur le matériau sédimentaire.

Les causes et les manifestations de ce phénomeéne complexe sont multiples et elles peu-
vent Etre classées en deux catégories:

* L’augmentation de la contrainte a un effet purement mécanique sur la matrice
solide des sédiments. Celle-ci a tendance a étre écrasée et tassée dans la direc-
tion de la contrainte principale. En liaison avec ce tassement du solide, les flui-
des interstitiels voient leur pression augmenter. Une circulation des fluides
interstitiels vers les zones du bassin & basse pression se produit alors de fagon
plus ou moins différée.

La compaction mécanique correspond a une diminution de la porosité du
sédiment, le volume de la matrice solide restant pour sa part constant.

* La compaction peut également &tre due a des phénomeénes physico-chimi-
ques. En effet, le domaine thermodynamique de stabilité de certaines phases
minérales des sédiments est limité. Des transitions de phases transforment ces
phases minérales instables lors de ’enfouissement. Au cours de ces transfor-
mations, le sédiment voit sa densité augmenter 4 mesure que la pression
s’éleve. De plus, des réactions chimiques de dissociation de minéraux solides
avec production et départ d’une phase liquide ont lieu. Ces réactions physico-
chimiques participent a la diminution du volume total des sédiments en place.

En modélisation de bassin, on se limite généralement a prendre en compte la compac-
tion mécanique, liée a la diminution de porosité. La densité de la matrice solide est suppo-
sée rester constante. Ce choix est justifié par le fait que la diminution de porosité des
sédiments intervient dés les premicres phases de ’enfouissement, contrairement aux chan-
gements minéralogiques qui sont plus profonds.

Mécaniquement, la contrainte qui s’exerce sur la matrice solide est la contrainte verti-
cale effective donnée par la loi de Terzaghi:

cyc:ff = Sg_ Pw

S, représente la pression exercée par les sédiments sus-jacents, soit le poids d’une col-

lonne verticale de sédiments dont la section horizontale est d’aire unité. P, est la pression

des fluides. Ainsi, la contrainte effective exercée sur le squelette solide est égale 2 la pres-
sion due au poids des sédiments diminuée de la pression des fluides.

Pour chaque lithologie on établit une loi expérimentale de comportement donnant la cor-
respondance univoque entre la contrainte effective et la porosité du sédiment:

O = 0(0.)

Pour de nombreux sédiments, la loi de variation de la porosité avec la contrainte effec-
tive est une courbe dont la concavité est tournée vers le bas, comme il est indiqué sur la
figure 6-1. ‘
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Porosité (%)
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Profondeur (Km)

Figure 6-1 Lois de porosité profondeur expérimentales pour des mélanges de sables (Q)
et d’argile en différentes proportions

11 est plus commode d’utiliser une loi simple que 1’on peut calibrer facilement qu’un
grand nombre de données expérimentales, aussi des auteurs on proposer une formule
dépendant des deux parameétres (¢, Gp):

5 A% —Cetr
Loid’Athy : ¢ = ¢Oexp( )
Cp

¢o représente la porosité en surface et 6 permet de régler la vitesse de diminution de la
porosité avec 1’augmentation de I’enfouissement.

Dans le modele développé, le couplage de 1’écoulement de la phase fluide interstitielle
avec la diminution de porosité par compaction n’est pas envisagé. On souhaite cependant 2
terme développer une modélisation des circulations fluides interstitielles et envisager le
couplage. En effet, le couplage de la compaction avec I’écoulement des fluides intersticiels
est bien réel. L’enfouissement des sédiments entraine une augmentation de la pression des
fluides interstitiels qui se mettent en mouvement vers les zones du bassin oll la pression est
plus faible. L’importance de ce couplage apparait quand 1’évacuation des fluides intersti-
tiels est rendue difficile par des conditions défavorables a I’écoulement, par exemple si les
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perméabilités le long des chemins d’évacuation sont faibles. Dans ce cas, la compaction est
différée. Ce retard de la compaction correspond 2 I'instauration d’une phase transitoire
avant d’atteindre un état d’équilibre pour lequel la circulation fluide est nulle du fait de la
disparition des surpressions.

Le fait de ne pas envisager dans un premier temps le couplage compaction/écoulement
dans le modele revient & considérer que I’écoulement des fluides est un phénoméne rapide
vis & vis de 'enfouissement des sédiments qui est & I’origine des surpressions. Dans le
modele, on propose une prise en compte simplifiée de la compaction mécanique, sans envi-
sager la dynamique de 1’écoulement des fluides. On modélise un bassin constamment
I’état d’€équilibre hydrostatique, c’est & dire sans aucune surpressions. Toutefois, les outils
de mod¢lisation développés pour prendre en compte les effets géométriques et physiques
de la variation de porosité ont été congus dans I’optique du couplage avec le phénomene
dynamique de I’écoulement des fluides interstitiels du bassin.

6.2 : Prise en compte des effets géométriques de la compaction

On définit les régles qui permettent de prendre en compte 1’effet géométrique de la com-
paction dans le modele FOLDIS. Puis, on explique les choix réalisés pour la mise en
oeuvre de ces regles compte tenu des structures de données du programme et qu’il doit étre
possible d’enchainer les calculs de compaction avec ceux de déformation lors d’une phase
tectonique. On modélise ensuite la compaction sur un exemple synthétique théorique.

6.2.1 : Regles géométriques du modéle de compaction

La transformation géométrique F modélise les effets géométriques de la compaction sur
la représentation discréte du bassin dans FOLDIS, 2 savoir un ensemble d’unités cinémati-
ques composées d’éléments pseudo-quadrilatéres.

On rappelle que la compaction est modélisée comme la variation de la porosité ¢ des
matériaux sédimentaires présents dans le bassin. Cette prise en compte est réalisée au
niveau de chaque élément de discrétisation du modele. Ainsi, outre les grandeurs géométri-
ques que sont 'aire et I'épaisseur des éléments, et a coté d’informations géologiques
comme la nature lithologique du matériau constituant I’élément, il convient d’associer 2
chaque €lément la grandeur physique ¢ représentant la porosité moyenne de 1’élément.
Cette grandeur est liée a la nature lithologique des matériaux constituants I’élément, cha-
que matériau vérifiant une loi de porosité : ¢ = G(C,s).

La transformation géométrique F est congue pour mettre en accord I’aire «physique» de
I’élément qui dépend de la porosité, avec I’aire «géométrique» de 1’élément qui est la quan-
tit€ d’espace effectivement attribuée a I’élément. 1l est important de préciser que la trans-
formation F est supposée continue. Ce choix implique que la topologic des objets
transformés par F est exactement conservée. Cependant, dans certains cas, il faut étre capa-
ble de modéliser une compaction différentielle de part et d’autre d’une discontinuité princi-
pale comme une faille. On définit alors deux transformations géométriques continues F, et
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F, que I’on applique successivement et respectivement a 1’ écaille inférieure puis a I’ écaille
supérieure.

Ainsi, on dégage deux régles importantes permettant de préciser les caractéristiques
requises concernant la transformation F. Ces régles permettent de proposer une définition
de F en s’appuyant sur la discrétisation du bassin dans FOLDIS, en écailles, en unités ciné-
matiques et finalement en éléments.

a ) Premiere regle : conservation de la quantité de matiére solide contenue dans
I’élément au cours de la compaction F.

Les deux grandeurs attachées a un élément et qui sont utiles a la détermination de la
transformation géométrique F sont :

* La porosité moyenne ¢ attribuée a 1’élément.

* Le volume V occupé par I’élément, sachant qu’en deux dimensions, la gran-
deur V correspond a I’aire A de I’élément. (la dimension de 1’élément dans la
troisieme direction de 1’espace est conventionnellement prise égale a I’unité de
longueur)

On appelle pg la masse volumique du solide constituant 1'élément. On néglige
I'influence des conditions thermodynamiques, pression et température, sur la grandeur p.

Il est vrai que dans un bassin sédimentaire la variation de la masse volumique du matériau
solide est seulement de quelques pourcents entre les conditions en surface et en profondeur.

La masse solide de 1’élément est la grandeur physique & conserver au cours de la trans-
formation F simulant la compaction :

Dans I’état initial : Etat 0
* Contrainte effective : G
* Og = 0(0,() porosité de I’élément
* Ag : aire de I’élément
*Vo=1A: volume de I'élément
* Volume de fluide dans I’élément : V) ¢,
* Volume de solide dans 1’élément: V) (1 - ¢)

* Masse de solide dans I’élément: V) (1 - ¢p) p;

Dans I’état compacté : Etat 1 = F (Etat 0)
* Masse de solide dans I’élément: V; (1 - ¢) p,

En écrivant la conservation de la masse solide et en simplifiant par la masse volumique
du matériau solide supposée invariante entre les états O et 1 :

Vo (1-g)=Vy (1-¢y)
On obtient ainsi I’expression de la nouvelle aire A de I’élément dans 1’état 1 en fonc-

e
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tion des porosités ¢, ¢; et de I’aire A de I’élément dans 1’état 0.

1
A] = AO——q)l' (I)

Ainsi, la conservation de la maticre solide est formulée au niveau élémentaire: I’aire A
de I’élément compacté est telle que la loi (I) soit vérifiée. F

Analysons la transformation F pour le cas d’un bassin sédimentaire dans les conditions
hydrostatiques lors du dép6t d’une nouvelle couche, comme il est indiqué sur la figure 6-2.

Le fait que la bassin soit dans 1’état hydrostatique signifie que la pression de fluide P, au

niveau de I’élément est exactement égale au poids de la colonne de fluide de section d’aire
unité au dessus de I’élément. On écrit 1a loi de Terzaghi qui donne la contrainte effective au

niveau de I’élément: Oy = S g = By »

Etat 0 Etat 0’ Etat 1

4§ Y270 k7%

h, hy’ h;
. + Ay ' Ay ' Ay
dp = 0(0e) 01 =0(0)

Figure 6-2 Représentation des états initial 0, virtuel 0°, et compacté 1, du bassin, le |
passage des états 0 a 1 étant la transformation F. |

La surcharge appliquée est représentée sur I’état virtuel du bassin : Etat 0’. La surcharge |
déposée sur une épaisseur d est responsable d’une contrainte effective : Ac,, & I’enfouis-

sement d,. La contrainte effective au niveau de 1’élément, pour un enfouissement égal i :
hy’ =hg + dgy , est alors : G’ = G + Ay

Apres compaction, dans I’état 1, la transformation géométrique F ne change pas la quan-
tit€ de matiére solide située au dessus de I’élément, seule la répartition de cette quantité sur
la verticale est modifiée. Le poids de matiére solide au dessus de I’élément est exactement
identique dans les états 0" et 1. La contrainte effective au niveau de I’élément reste égale a

celle de I’état virtuel 0’, on a: 6,1 = O .
"
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Ainsi, a partir de la géométrie de I’état virtuel 0’, on estime la contrainte effective o, de
I’état 1. La connaissance de G, permet de calculer la porosité dans I’état 1 : ¢1 = 0(G,,).

Les porosités ¢ et ¢ de I’élément dans 1’état initial (0) et 1’état compacté (1) permettent
d’estimer I’aire A a attribuer a I’élément dans 1’état (1) en écrivant le principe (I).

b ) Deuxi¢me regle : conservation de la topologie lors de la compaction F.

Chaque €lément est un pseudo-quadrilatére qui posséde quatre noeuds (A, B, C, D). Le
contour fermé de 1’élément est constitué des trois segments [A, B], [B, C], [C, D] et d’une
ligne polygonale joignant les noeuds D et A de fagon qu’il n’y ait aucun vide ni recouvre-
ment de maticre entre 1’élément considéré et ses voisins sous-jacents. Les noeuds A et D de
I’élément sont appelés les noeuds basaux de I’élément. Les deux autres noeuds, B et C sont
appelés les noeuds supérieurs, ils appartiennent au toit de I’unité cinématique.

On cherche a définir une transformation F, modélisant la compaction, qui soit continue
et qui s’appuie sur les éléments de discrétisation du modele, les pseudo-quadrilatéres (A, B,
C, D). Pour cela, on pose comme principe que le transformé d’un élément pseudo-quadrila-
tere (A, B, C, D) soit un élément pseudo-quadrilatére (F(A), F(B), F(C), F(D)).

Pour étudier la continuité de la transformation F, on distingue deux configurations des
points matériels M d’un élément :

1 /M est un point strictement intérieur a I’élément E.

2 /M est un point de la frontiére de 1’élément E.

Il n’est pas nécessaire de chercher a préciser d’emblée la transformation F pour les
points M strictement intérieurs aux éléments. On suppose simplement que le transformé
F(M) d’un point matériel M situé strictement a I’intérieur d’un élément E est nécessaire-
ment strictement intérieur a 1I’élément transformé F(E).

On étudie la continuité de F pour les points matériels M situés sur les frontiéres des élé-
ments. Dans le modgle, il existe deux configurations de frontiéres séparant deux éléments :

1 / Les éléments voisins peuvent appartenir a la méme unité cinématique

La frontiére entre les deux éléments voisins E; et E; d’'une méme unité ciné-

matique est le segment [A, B], comme le montre la figure 6-3. Les deux extré-
mités A et B correspondent aux deux noeuds communs aux éléments E; et E,.

Le noeud A est un noeud basal et B un noeud supérieur pour chacun des deux
éléments E; et E,. Du fait de la continuité de F, le segment frontiére [A, B]

séparant les deux éléments voisins est préservé par la transformation F. Le
transformé de [A, B] correspond a la frontiére des éléments transformés F(E,)

et F(E,). Ainsi, le transformé du segment [A, B] est le segment [F(A), F(B)] qui
est la frontiére des éléments F(E;) et F(E,).




E E,

B + D
S AARN

AMlAlmmlmilinnin e x e . g |

Figure 6-3 Voisinage entre deux éléments contigus d’une méme unité cinématique

2 / Les deux éléments voisins E; et E, appartiennent a4 deux unités cinématiques
différentes

Figure 6-4 Voisinage entre deux éléments de deux unités cinématiques distinctes

Les éléments voisins Eq et E, qui appartiennent a deux unités cinématiques

. distinctes ont nécessairement une frontiére commune qui est un segment de
droite [A, B], comme le montre la figure 6-4. Les points A et B sont alors des
noeuds qui chacun appartiennent soit a I’élément E; soit a I’élément E,. A la

différence du cas précédent, les points A et B correspondent a des noeuds qui }
n’appartiennent qu’a un des deux éléments. La continuité de la transformation ?
F impose que la frontiere des deux €léments Eq et E, soit transformée en la \

'r"/
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frontiere des deux éléments F(E,) et F(E,). Ainsi, il est clair que le transformé
du segment [A, B] doit étre le segment de droite [F(A), F(B)].

—— e D A s i e

| Figure 6-5 Les quatre noeuds (A, B, C, D) d’un élément E.

Regles topologiques retenues pour définir la transformation F :

Les quatre noeuds (A, B, C, D) de I'élément E, définis comme indiqué sur la figure 6-5,
sont transformés par F de la fagon suivante :

1/ Les noeuds supérieurs (B et C) de I’élément E sont transformés de fagon quel-
~conque en F(B) et F(C) et deviennent les noeuds supérieurs de I’élément F(E).

2 / Les noeuds basaux (A et D) de I’élément E sont transformés en F(A) et F(D) et
deviennent les noeuds basaux de 1’élément F(E). Les noeuds A et D appartien-
nent respectivement aux segments du support [P, Q] et [R, S] et vérifient les
relations :

— = — —
| (PA = 1PQ) = (F(PA) = tF(PQ)) ()

Ces relations signifient que les noeuds basaux A et D de 1’élément E sont
attachés aux segments de support [P, Q] et [R, S], et ils y demeurent attachés de

— = — —
t (RD =tRS) = (F(RD) = tF(RS)) (II) 1
la méme fagon aprés compaction.

On peut résumer ces relations topologiques en disant que la transformation F qui agit sur ‘
les contours des éléments est définie par la donnée des transformés des noeuds supérieurs B

et C de chaque élément du modele. Les transformés des noeuds basaux (A et D) sont sim-
plement déduits des relations (I) et (II) et de la connaissance des transformés des points (P,
Qa R: S)‘




\

Ainsi pour une unité cinématique qui comporte n éléments, on dénombre les noeuds
basaux (de type A et D), il y en a (n+1) et les noeuds supérieurs (de type B et C) au nombre |
de (n+1). ]

Si on considere le domaine modélisé dans son ensemble, en notant p le nombre d’unités
cinématiques du domaine et en notant q le nombre total d’éléments, on dénombre qu’il y a
(p+q) noeuds basaux (du type A et D) et autant de noeuds supérieurs (du type B et C).
Ainsi, la détermination de la géométrie compactée est un probléme qui consiste a position-
ner correctement les (p+q) noeuds supérieurs.

6.2.2 : Ecriture du critere de compaction

Le probleme de la compaction géométrique du modele a été reformulé en termes de
localisation des noeuds supérieurs des éléments constituant le modeéle.
I

Un modele qui comporte p unités cinématiques et un total de q éléments, a (p+q) noeuds
supérieurs. Comme on écrit seulement g relations d’aire (une relation 1’aire par élément), il
semble qu’il y ait suffisamment de degrés de liberté pour déplacer verticalement les noeuds
supérieurs en conservant leur coordonnée horizontale x.

L’exemple de la figure 6-6 met en évidence les défauts de 1a méthode consistant a dépla-
cer verticalement les noeuds supérieurs des éléments. Le probléme est mathématiquement
mal posé pour une unité cinématique qui contient n éléments et donc (n+1) degrés de liber-
tés verticaux, on n’écrit en effet que n relations d’aire. Il existe donc un ensemble solution
infini a un degré de liberté pour les géométries possibles de 1’état compacté. De plus, on
met en évidence sur 1’exemple de la figure 6-6 qu’il est impossible d’obtenir une géométrie
satisfaisante de I’'unité cinématique compactée avec cette facon de procéder. En effet, avec
les données géométriques de 1’exemple, une solution acceptable devrait présenter deux
paliers horizontaux aux deux extrémités de la couche compactée. On remarque qu’une telle
solution n’existe pas et que la présence d’un palier horizontal a une des extrémités de la
couche compactée implique nécessairement une géométrie ondulée a I’autre extrémité. Le
fait de déplacer verticalement les noeuds supérieurs des éléments n’est pas suffisamment
souple pour fournir des géométries compactées acceptables du point de vue géologique.

|
a ) Les degrés de liberté du probléme de compaction [

De fagon a bien poser le probléeme géométrique de la compaction en termes mathémati-
ques et pour obtenir des géométries géologiquement acceptables dans tous les cas de figure,
on est amené a introduire dans un premier temps des degrés de liberté supplémentaires par
rapport aux seuls degrés de liberté verticaux. On considére que les noeuds supérieurs peu-
vent étre déplacés de facon quelconque par F dans le plan de coupe. Ainsi le nombre de
degrés de liberté du probleme géométrique devient égal a 2(p+q).

A




Etat initial

taux de compaction

0.5 0.5 0.5 0.8 0.9 0.9 0.9

Etat compacté 1

M Etat compacté 2

Figure 6-6 Problémes lors de la compaction d’une couche par déplacement vertical des
noeuds

b ) Critére de sélection de la solution géométrique du probléme de compaction

Afin de sélectionner une unique solution géologiquement acceptable, on €labore un cri-
tére permettant de trier I’ensemble des solutions possibles. L’algorithme de sélection de la
géométrie compactée est ensuite construit en minimisant itérativement le critére a partir de
la géométrie initiale de 1’état 0’ (état virtuel chargé, non compacté) pour obtenir aprés con-
vergence de I’algorithme 1’état 1 compacté.

La détermination de la transformation F est réalisée par la localisation des noeuds supé-
rieurs des éléments. Les inconnues du probléme sont donc les nouvelles coordonnées (x;,

y;) de ces noeuds.

La minimisation du critére est menée dans I’espace (X1, ¥1, ... » Xp, ¥p) des coordonnées
des n noeuds supérieurs des éléments du modele. '

s
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Définition du critére et de 1’algorithme de minimisation :

* Chaque élément est représenté avec une aire calculée en fonction du change-
ment de porosité.

On note I; '’ensemble des noeuds qui forment le contour de I’élément E;
d’indice j. Les noeuds de I'ensemble I; sont ordonnés et indicés dans le sens
positif du contour de E; : (P;). Ainsi I"aire algébrique a; de 1’élément E; est
égale a :

a; = %2 det(P;, P; 1)
iel;
La transformation F est telle que I'aire a; soit égale a A; I'aire calculée en

]
fonction du changement de porosité.

* On pénalise les ondulations dans la représentation du contour des unités ciné-
matiques Uy a 1’aide de la fonction & qui a été définie section 5.4.2 page 143.

* Lors de la minimisation du critére, on privilégie le déplacement vertical des
noeuds par rapport au déplacement horizontal.

Le critére de sélection de la géométrie compactée du modele s’écrit :

C =213 (a;-A)" + 4, Y E(UY)
E, U,

Les coefficients A; et A, sont choisis tels que : A; » A, , de telle fagon que le respect des

' aires élémentaires soit vérifié en priorité par rapport & la pénalisation des ondulations.

L’algorithme de minimisation du critére C est mené en modifiant la position des noeuds
des éléments de fagon itérative. Plutdt que de déplacer les noeuds des éléments dans la
direction opposée au gradient du critére C, on choisit de privilégier le déplacement vertical
des noeuds. On décompose le gradient du critére C en deux parties, une correspondant au
| gradient suivant les coordonnées x et I’autre au gradient suivant les coordonnées y :

VC = VC+ VC,
On modifie ensuite itérativement la géométrie en déplacgant les noeuds des éléments de

la quantité : ulﬁx + sz_cy-

Les coefficients 1 et )i, sont choisis tels que : |, « L, , ainsi le déplacement vertical des
noeuds est privilégié par rapport au déplacement horizontal.
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Etat initial

taux de compaction

T\//A}/ﬁy \ Etat compacté

Figure 6-7 Compaction admissible d’une couche par déplacement des noeuds dans le
plan de coupe

6.3 : Implémentation numérique

Les éléments sont constitués de noeuds supérieurs dont les coordonnées sont les varia-
bles (x;, y;) du probléme géométrique de compaction et de noeuds basaux dont les coordon-

nées (uj, Vj) sont déduites des variables précédentes.
Calcul du gradient du critere C :

Les composantes du vecteur gradient sont les dérivées partielles par rapport aux varia-
bles x; et y; de la fonction critere C.

g_2%,2(51 A)ajmzz (Uk)

Différentielle totale du critére C ;

dC = iz @Cd oo )+ Z (ac devj)

el
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Les noeuds supérieurs P; sont indic€s par les entiers de I’ensemble I et leurs coordon-
nées sont les variables (x;, y;).

Les noeuds basaux Gj sont indicés par les entiers de I’ensemble J et leurs coordonnées
sont les variables (u;, Vj).

Chaque noeud Q; est lié a deux noeuds P;; et Py, :

Q=1Py+(1)Py = FQ)=1;FPy) + (I-r;) F(Pyp)

On a la relation différentielle :
d_(j] = I'j dFil + (l-rj) dFiz
Avec les coordonnées des noeuds :

duj = I'j dXi] + (I-I'J) dxiz
dvj =15 dy;; + (1-1p) dyjp

En éliminant les variables secondaires (u;, vj), on différentie le critére C comme une
fonction des seules variables principales x; et y; des noeuds P; :

aC oC aC aC
dC = za—-dxi+a—ydyi+ zﬁ(rjdxil + (1= 17)dx;p) +5=(r;dy;; + (1 -1))dyj)
i jel i |

X
el "1

De cette fagon on évalue les dérivées partielles du critére C dans ’espace des variables
(X5 V15 - » Xp» ¥pp) des coordonnées des n noeuds supérieurs des éléments du modele.

6.4 : Exemple synthétique

On montre le couplage de la modélisation 2D de la déformation tectonique avec le phé-
nomene de compaction par diminution de porosité sur un exemple théorique classique.

Les dimensions du domaine sont de 30 kilomeétres pour I’extension latérale et de 4 kilo-
metres pour I’extension verticale. La faille, en forme de rampe rectiligne a 30 degrés relie
un niveau de décollement a 2 kilometres de profondeur avec la surface topographique. Le
contexte tectonique est compressif et on modélise le développement d’un pli de cintrage
sur rampe.

La compaction est modélisée en faisant I’hypotheése que le bassin est toujours a 1’état
d’équilibre du point de vue de la loi de comportement donnant la valeur de la porosité du
matériau vis a vis de la profondeur. Ainsi, la porosité d’un sédiment correspond toujours a
la profondeur maximale atteinte par le sédiment au cours de son histoire. Cette hypothése
revient a dire que 1’écoulement des fluides interstitiels du fait de la- diminution de porosité

Z’/
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est un phénomene rapide par rapport a la déformation tectonique et a I’enfouissement sédi-
mentaire qui sont les phénomeénes moteurs de la compaction.

Le matériau sédimentaire composant tout le bassin dans I’exemple synthétique modélisé
est supposé homogene. La loi de comportement adoptée correspond a celle d’un gres clas-
sique qui est la suivante :

0 = () = ggexp(-~ Z)

Z

dont les parametres sont €gaux a :
* 0p=434%
* zp=3,6km

C’est a dire que la porosité en surface est de 43,4 %. A la profondeur de 3,6 km la poro-
sité est multipliée par la quantité (1/e), soit une porosité de 15,96%.

On présente successivement sur la figure 6-8 la géométrie du bassin a I’état initial avant
déformation, puis la géométrie de I’état final aprés calcul de la déformation pour un dépla-
cement horizontal de 3 kilometres en compression de la frontiere latérale de 1’écaille supé-
rieure sans tenir compte du phénomeéne de compaction. On montre enfin sur la méme figure
le méme exemple cinématique en tenant compte de 1’effet géométrique de la compaction.

On observe que les éléments affectés par le phénomeéne de compaction sont ceux de
I’unité autochtone qui sont enfouis sous 1'unité allochtone. Les effets géométriques de la
compaction sont uniquement perceptibles pour les sédiments peu profonds (initialement a
une profondeur inférieure a 2,5 km). Ce phénomeéne s’explique par la forme de la loi poro-
sité/profondeur adoptée, voir la figure 6-1. En effet, la porosité varie sensiblement par rap-
port a I’enfouissement pour les faibles profondeurs seulement. On constate également que
la forme de la faille est assez nettement affectée du fait de la compaction. La rampe
demeure quasiment rectiligne mais son inclinaison générale diminue, on mesure une incli-
naison moyenne de 26 degrés au lieu des 30 degrés initiaux. On remarque aussi la tendance
de la rampe 2 avoir une pente plus faible dans les zones les moins profondes. L’allure des
sédiments autochtones sous le pli de rampe est également modifiée, ils prennent une confi-
guration en demi-cuvette.
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Figure 6-8 Effets géométriques de la compaction pour un pli de rampe




llIIIIII.IIIII.IIIIIIIIIII.I. L[N ' IIIIIIIIIIIIIIIIIIII
o 1 O 1 I 5 G .1 ) 1 ) o 4

III-IIllll!l.Illllll!lll..ll.l IlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII IIIIHHH
:__-ﬂﬂITﬁﬁﬂﬁﬁ@ﬁiﬁiﬂ]ﬁhﬁlﬁmﬂﬁamw ﬂﬁmm?ﬁﬁﬁﬁ7&ﬂﬂmﬁﬁﬂﬁﬁﬁ§ﬁﬂﬁﬁ]ﬁﬁﬁﬁ3iﬁﬁu SR

P

-_ﬁ}.i.I.--I--Ih;
[ o i

! DR D, '
e e ity LU L UL LT LS

AR S e SN S ERRRAn

Figure 6-9 Couplage de la déformation tectonique et de la compaction

On présente sur la figure 6-9 une comparaison des états déformés du méme bassin initial
pour un jeu de la faille correspondant a une compression totale de 6 kiloméetres. Les effets
géométriques de la compaction que 1’on observe sont les mémes que pour I'exemple précé-
dent, ils sont simplement accentués. En particulier, on mesure une pente de la rampe de la
faille de 25 degrés au lieu des 30 degrés initiaux. La configuration en demi-cuvette des
sédiments autochtones sous le pli de rampe est également accentuée.
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Chapitre 7 : Exemples de modélisations
avec FOLDIS, perspectives et
conclusion. |

7.1 : Caractérisation du mécanisme de déformation.

La modélisation de la cinématique ainsi que le mécanisme de déformation adoptés dans
le programme FOLDIS sont étroitement liés au choix de la discrétisation des écailles en
unit€s cinématiques. En effet, les unités cinématiques ont un comportement bien particu- |
lier, elles sont susceptibles de glisser librement les unes sur les autres et subissent une
déformation interne continue qui est minimisée selon un certain critere géométrique. ‘
|
I

Il est donc tres différent de déformer une écaille composée de quelques unités cinémati-
ques et de déformer une écaille constituée de nombreuses unités cinématiques. La princi-
pale différence réside dans la facon dont sont répartis les niveaux de glissement & I’ intérieur |
de I’écaille. Dans le premier cas, il y a quelques niveaux de décollement aux interfaces des [
unités cinématiques a I’intérieur de I’écaille et dans le second cas les niveaux de décolle- |
ment sont plus nombreux et diffus dans I’écaille. |

!

On modélise un pli de rampe classique dont on présente les résultats figure 7-1 et figure
7-2. La géométrie de la rampe est rectiligne et fait un angle de 30 degrés avec I’horizontale,
elle relie un niveau de décollement a 2 kilomeétres de profondeur avec la surface topogra-
phique. L’exemple est modélisé en tectonique compressive, le paramétre cinématique est le
méme pour chaque modélisation, il s’agit d’un déplacement de 5 kilomeétres de la frontiére
latérale de 1’écaille supérieure (hanging-wall). On teste et on compare une série de modéli-
sations pour lesquelles 1’écaille supérieure est découpée de fagon réguliereen 1, 2, 3, 4, 6, 8
ou 10 unités cinématiques selon la modélisation. Chaque unité cinématique modélise le
comportement d’une couche ou d’une série de couches formant une unité compétente qui
se déforme peu et de fagon isopaque, I’interface entre les unités cinématiques est I’endroit
ou se localise la déformation discontinue par glissement. On compare, sur la figure 7-2, les
géométries modélisées avec le logiciel FOLDIS avec la modélisation du méme exemple
cinématique modélisé a I’aide du logiciel THRUSTPACK. |

On observe que sur la série d’exemples modélisés avec FOLDIS, on obtient assez rapi- |
dement une convergence pour les géométries du pli de rampe et pour le relief obtenus. En
effet, les exemples modélisés avec 6, 8 et 10 unités cinématiques sont quasiment identiques
au regard de la topographie. L’évolution observée sur les exemples modélisés avec 1, 2, 3 et
4 unités cinématiques est une disparition progressive de I’aspect anguleux et irrégulier des
contours des unités cinématiques. On remarque également une tendance des plis modélisés
a se rapprocher de plis concentriques & mesure que la discrétisation devient plus fine. La
conséquence de cette évolution est que le pli modélisé avec peu d’unités cinématiques est

lus étendu qu’un pli modélisé avec de nombreuses unités cinématiques, celui-ci est en
p q P
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effet plus ramassé avec des formes circulaires et réguliéres.
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Figure 7-1 Pli de rampe modélisé avec FOLDIS pour différentes épaisseurs des unités
cinématiques (2 km, 1 km, 2/3 km et 1/2 km)
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Figure 7-2 Pli de rampe modélisé avec FOLDIS pour différentes épaisseurs des unités
cinématiques (1/3 km, 1/4 km et 1/5 km) puis avec THRUSPACK

Outre I’impact de la discrétisation sur le mécanisme de déformation, 1’autre important
facteur a prendre en compte pour analyser les exemples modélisés est que la discrétisation
influe sur la précision géométrique des tracés. Ainsi, dans le cas de la discrétisation la plus
grossiére, la géométrie du pli de rampe est représentée i 1’aide d’une petit nombre d’objets
géométriques de bases. La téte de pli est modélisée par seulement deux éléments, ce qui
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signifie que sa géométrie a la topographie est décrite par une ligne polygonale comportant
seulement trois points. De méme, le coeur du pli de rampe est modélisé avec simplement
quatre €léments, soit une ligne polygonale de cinq points pour en représenter le contour a la
topographie. Pour que la précision géométrique du tracé soit satisfaisante il est nécessaire
d’avoir une discrétisation suffisamment fine des couches.

Les éléments pseudo-quadrilatéres qui constituent la discrétisation des unités cinémati-
ques ne doivent pas étre quelconques, ils doivent &tre pratiquement isodiamétriques pour
que le comportement géométrique et numérique du modele soit satisfaisant. On voit donc
que I’épaisseur des unités cinématiques du modele qui conditionne son comportement ciné-
matique est liée du fait de la forme particuliére des éléments a I’espacement des noeuds de
discrétisation sur les contours des unités cinématiques. En fait, I’épaisseur des unités et
I’espacement des noeuds définissant les contours sont du méme ordre de grandeur. La pré-
cision géométrique du tracé des différents contours dans le modéle FOLDIS est donc
dépendante du choix de la description des écailles en unités cinématiques. Cependant si on
prend soin de ne pas modéliser d’unités cinématiques trop épaisses, on s’affranchit rapide-
ment des problemes de précision géométrique des tracés.

Sur la figure 7-2, on observe que la modélisation du pli de rampe avec THRUSTPACK
est vraiment différente de celles obtenues avec FOLDIS. En effet, la modélisation du pli en
«kinks» aboutit & la représentation de formes segmentées et anguleuses pour les strates et
les contours de couches. Au contraire, la modélisation réalisée avec une discrétisation suffi-
samment fine dans FOLDIS conduit a produire des plis anticlinaux du type concentrique au
niveau des points de rupture de pente de la faille. La reconstruction des parties de 1’écaille
qui reposent sur la rampe ou sur les plats de la faille est cependant assez proche dans les
deux modeles. En effet, les strates sont alors reconstruites de fagon rectiligne et paralléle-
ment a la faille. On remarque que le pli modélisé par THRUSTPACK est moins étendu laté-
ralement, il est de forme plus massive et ramassée que celui produit avec FOLDIS.




7.2 : Potentialités et limites géométriques du modéle.

Le modele FOLDIS autorise le découpage du domaine par des failles de directions quel-
conques. Ainsi, il est possible de définir des failles de vergences opposées, vers I’avant-
pays et vers I’arriére-pays. La combinaison de telles vergences alliées a une tectonique
compressive peut conduire a la définition d’un compartiment surélevé: un «pop-up»
comme le montre la figure 7-3.

====H====I===.IIIEH%‘E:::‘“I“IIII“I
IIIIIIIIIIIIIII_IIIIIIL“-..., Alllllllll—lllll-nl

L L ]

i .
SSSSSmEEEEE 1=-----"""”45HHEL55E=EF----===e====-

L DL L | DI
IIIIIIIII-IIIIIIIIIIIIIIEL

: "'nnmllmlnlnllll
T

Figure 7-3 Modé¢lisation d’une structure «Pop-up»

Le potentiel du modele tient dans sa souplesse géométrique. On peut attribuer des for-
mes tres diverses aux €cailles du fait de leur découpage par les failles. Ainsi, il est tout a fait
possible de modéliser des géométries complexes ou la vergence des failles n’est pas exclu-
sivement tournée vers 1’avant-pays. On peut envisager de reproduire des exemples de bas-
sins comportant des failles a vergences opposées qui provoquent des rétrochevauchements.

De méme, on peut envisager de modéliser des géométries de failles plus compliquées
pour lesquelles une écaille pénétre comme un coin a I'intérieur d’une autre. La figure 7-4
montre un tel exemple de coin (intercutaneous wedge) , la géométrie initiale de ['exemple

o~
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est complexe du point de vue du branchement des différentes failles.
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Figure 7-4 Modélisation d’un coin intercutané

Les potentialités du modéle FOLDIS ne résident pas seulement dans la flexibilité de la
représentation géométrique des failles découpant le bassin. Un autre important aspect est la
possible prise en compte d’une stratification complexe. Les conséquences sur le modele
d’une stratification particuliere ont ét€ mises en évidence section 7.1 page 162. Ainsi les
conséquences d’une stratification non paralléle ne sont pas exclusivement géométriques, en
effet le mécanisme de déformation dépend de la distribution des limites des unités cinéma-
tiques car elles localisent le glissement. Il est donc possible reproduire le comportement
discontinu d’ensembles sédimentaires qui glissent les uns par rapport aux autres. Pour cela,
on regroupe‘les ensembles sédimentaires au sein d’unités cinématiques distinctes.

Le fait de tenir compte de la direction de glissement liée a une stratification non néces-
sairement paralléle distingue nettement le modele FOLDIS des autres modeles cinémati-
ques géométriques. THRUSTPACK, par exemple, suppose que les écailles sont

e
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uniformément stratifiées, ce qui facilite le calcul de la déformation cisaillante qui est cons-
tante par compartiments dans les écailles.
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Figure 7-5 Géométries initiales pour des couches isopaques et anisopaques

On modélise un pli de rampe constitué de couches anisopaques. La figure 7-5 montre la
géométrie initiale de 1’écaille présentant des variations latérales d’épaisseur. On présente en
paralléle sur la méme figure une configuration identique de la faille dans le modgle mais
correspondant a une stratification isopaque.
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Figure 7-6 Géométries déformées précoces pour des couches isopaques et anisopaques

i

La figure 7-6 montre un stade précoce du développement du pli de rampe. On compare
les géométries obtenues dans les configurations isopaques et anisopaques. Les différences
géométriques sont minimes entre les deux configurations.
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Figure 7-7 Géométries déformées intermédiaires pour des couches isopaques et
anisopaques
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Figure 7-8 Géométries déformées finales pour des couches isopaques et anisopaques

Les géométries intermédiaire, figure 7-7, et finale, figure 7-8, montrent des différences
minimes concernant les reliefs obtenus entre la modélisation des cas isopaque et anisopa-
que. En effet, sur ces exemples, les directions stratigraphiques sont quasiment identiques
puisqu’elles sont horizontales dans le cas isopaque et sub-horizontales dans le cas anisopa-
que. De plus, le nombre d’unités cinématiques est le méme dans les deux cas modélisés.
Ces deux raisons font que les plis de rampes obtenus sont quasiment identiques. La seule
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différence concerne la répartition fideéle des couches en éventail sédimentaire a I’intérieur
du pli pour le cas anisopaque. Pour que la différence cinématique soit notable entre un cas
1sopaque et anisopaque il faut que les contrastes d’épaisseur soient plus marqués ou que les
directions stratigraphiques soient différentes.

De la méme fagon que dans le modéle cinématique géométrique de Suppe sur lequel est
basé le logiciel THRUSTPACK, il existe des configurations géométriques pour lesquelles
le modele connait des limites, voir la figure 7-9.
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Figure 7-9 Limites géométriques du modele pour les failles a fort pendage

Ainsi, la modélisation d’une faille inverse de fort pendage produit une géométrie de pli

"
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de rampe problématique. On observe en effet pour un jeu suffisamment important de la
faille une forme enroulée caractéristique de la téte de pli. Les couches supérieures de
’écaille ne reposent alors pas sur le plat de la faille comme c’est toujours le cas avec des
failles de plus faible pendage. En fait, il apparait qu’il y a un déficit de matiere dans la par-
tie supérieure de la téte de pli pour que la géométrie de pli obtenue soit satisfaisante.

11 existe plusieurs fagons de surmonter cette difficulté de modélisation de la cinématique
du plissement compte tenu de la forte pente de la rampe. On peut envisager un mécanisime
de déformation différent des sédiments, en particulier un mécanisme lié & une diminution
des épaisseurs des couches supérieures de I’écaille qui sont situées sur I’extrados du pli. 1l
est également possible de conserver le méme mécanisme de plissement isopaque utilisé
dans le modéle FOLDIS et de modifier les conditions & la limite du probléme pour obtenir
une géométrie de pli satisfaisante. La figure 7-10 montre une telle facon de procéder. On
déplace davantage la partie supérieure de 1’écaille que la partie inférieure, de cette fagon la
géométrie du pli modélisé est acceptable.

Figure 7-10 Glissement différentiel a ’arriere

Ce glissement différentiel a4 I'arriere de 1'écaille est analogue au «back-shear» du
modele THRUSTPACK.

7.3 : Différents styles de duplex.

Un duplex est une structure tectonique complexe qui se développe entre un niveau de
décollement basal (floor thrust) et un niveau de décollement somital (roof thrust). Des ram-
pes relient ces deux niveaux de décollement. Le duplex est I’empilement des écailles tecto-
niques imbriquées qui se développe lors de la compression tectonique.

171 .




Les facteurs dont dépend la forme du duplex sont :
* I'angle des rampes.
¢ ’espacement des rampes.
¢ le déplacement des différentes écailles.
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Figure 7-11 Différents types de duplex: géométrie initiale, anticlinaux de rampes
indépendants, et duplex versant vers I’arriere-pays.

Sur la figure 7-11 on modélise différents types de duplex idéaux et hypothétiques qui
correspondent & une méme valeur du déplacement appliqué aux différentes écailles. A coté
de la géométrie initiale faillée mais non déformée tectoniquement, le fonctionnement des
rampes en failles inverses d’un méme petit déplacement entraine la formation d’anticlinaux
de rampes indépendants. Pour une valeur plus importante de la compression également
répartie entre les différentes écailles, les anticlinaux de rampes interférent et engendrent la
formation d’un duplex a vergence vers I’ arriére-pays.
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Figure 7-12 Différents styles de duplex pour une compression croissante: vrai duplex,
chevauchement d’anticlinaux de rampe a vergence vers I’avant-pays, empilement
d’écailles en antiforme

Sur la figure 7-12, on étudie toujours I'influence du facteur géométrique: quantité de
déplacement des différentes €cailles sur le style de la structure duplex, les autres facteurs
géométriques restent invariants. La premiere figure montre une structure pour laquelle
I"imbrication des écailles est telle que le niveau de décollement supérieur devient tabulaire,
il s’agit du style appelé «vrai duplex». Une compression plus importante sur la deuxi¢me
figure aboutit & un style de duplex qui correspond a un chevauchement d’anticlinaux de
rampe a vergence vers 1’avant-pays. Enfin sur la troisiéme figure on présente un style de
duplex pour lequel la compression est encore plus importante, on aboutit 4 un empilement
des écailles tectoniques: «antiformal stack».

Dans la modélisation présentée, les différents styles de duplex sont développés a partir
d’une unique géométrie initiale théorique, symétrique et périodique. En effet, les rampes
ont toutes la méme inclinaison de 30 degrés et I’espacement qui les sépare est constant. On
obtient ainsi différents styles théoriques de duplex pour lesquels les structures tectoniques
sont régulieres. Il convient de noter que la géométrie du duplex dépend également de la
forme des écailles qui peut étre caractérisée par la valeur du rapport hauteur sur longueur
de I’écaille. Dans les exemples naturels, les configurations obtenues sont beaucoup plus
complexes du fait du caractere irrégulier du découpage des écailles par les failles. De plus,
I’étude de la mise en place des différents styles de duplex est un probléme cinématique
important. En effet, ’ordre d’activation successif ou simultané des différents failles conduit
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a des géométries intermédiaires trés différentes.

7.4 : Perspectives

7.4.1 : Modélisation de la croissance d’une faille.

On envisage dans ce chapitre la possibilité pour les failles qui découpent le domaine
d’apparaitre et de voir leurs trajectoires modifiées au cours de la modélisation. I apparition
d’une discontinuité dans les sédiments peut étre envisagée de différentes facons suivant les
conditions mécaniques, la nature des matériaux et 1’échelle de temps a laquelle est menée
I’étude. Ainsi, la modélisation de 1’apparition d’une faille peut étre réalisée en une seule
fois ou au contraire accomplie progressivement dans le cas d’un pli de propagation.

a ) Développement de failles dans le modele

11 est possible de faire apparaitre une nouvelle faille dans le modeéle simplement en scin-
dant chaque écaille traversée par la nouvelle faille en deux nouvelles écailles. Ce décou-
page implique une redéfinition des écailles.

Figure 7-13 Développement d’une nouvelle faille dans 1’écaille E;

L’exemple de la figure 7-13 illustre le découpage de I’€caille E; par une nouvelle faille

dans une direction antithétique par rapport a celle de la rampe. 11 faut ensuite découper les
unités cinématiques constituant I’écaille E; avec la faille antithétique, de fagon a obtenir les

unités cinématiques composant les deux nouvelles écailles E’| et E’5.
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b ) Glissement différentiel le long d’une discontinuité (pli de propagation)

S(t)

D(1)

- — — i — 1

Figure 7-14 Schéma de développement d’un pli de propagation a la date t

La figure 7-14 montre les principes du développement d’un pli de propagation. Il s’agit
du développement de la faille qui prolonge sa trajectoire au sein des sédiments par déplace-
ment du point S(t) de facon synchrone a la formation du pli par déplacement de la frontiére
latérale de I’écaille supérieure de la longueur D(t). La faille est le lieu d’une déformation
discontinue entre les compartiments supérieur et inférieur de sédiments. L’extension de la
faille est limitée, elle est aveugle et se termine a la date t au point S(t), «tip point». On peut
mesurer le glissement du compartiment supérieur par rapport au compartiment inférieur a
la date t le long de la faille par la distance d(s,t) séparant les deux points matériels initiale-
ment confondus a la date t=0 et a I’abscisse curviligne s sur la faille. La mesure du glisse-
ment a une date fixée t, d(s,t=t;), est nécessairement variable le long de la faille. En effet,

le glissement évolue d’une quantité D(t;) a une extrémité de la faille jusqu’a un glissement
nul au niveau du point terminal S(t;) a I’autre extrémité.

La figure 7-15 montre la construction géométrique du modele de pli de propagation
d’apres Jamison -1987- [30], Mercier -1995- [37] et [38]. Le mécanisme de déformation
des sédiments adopté dans ce modele de pli de propagation est le méme que dans le modéle
de Suppe. 11 s’agit du plissement isopaque en «kinks» d’une série a stratification contini-
ment paralleéle. La facon de procéder pour déterminer la cinématique de ce type de pli de
propagation repose sur les hypothéses géométriques suivantes:

o La faille se développe 2 partir d’un niveau de décollement basal dans une
« direction précise définie par I’angle o.

* Les vitesses de croissance de la faille et du pli sont liées, il existe un coeffi-
cient de proportionnalité constant k entre ces deux vitesses:

ds dD
! E(t) = ka (t)




* Les valeurs de I’angle o et du réel k' ne sont pas quelconques, ces valeurs sont
liées par une relation géométrique.

Figure 7-15 Pli de propagation

Compte tenu de ces hypotheses, il est possible de montrer que I’angle y dépend exclusi-
vement de 1’angle oo comme le signale Mercier -1995- [37]:

y = 2atan(3tan(0./2))

On voit donc que dans ce modele de pli de propagation, les angles a, y et & conservent
les mémes valeurs lors du développement du pli.

Les contraintes et les degrés de liberté du probleme géométrique de la modélisation d’un
pli de propagation sont différents de ceux de la modélisation d’un pli de rampe. On peut
envisager I’étude cinématique du développement d’un pli de propagation avec une appro-
che conforme aux principes géométriques du modele FOLDIS. 1l faut alors définir les para-
métres géométriques que 1’on considére comme des données ou des inconnues du probléme
de reconstruction.

En considérant le glissement différentiel d le long de la faille comme une donnée du pro-
bléme de reconstruction, la position des noeuds des éléments pseudo-quadrilatéres qui
reposent sur la faille est connue. Il s’agit de déterminer la position des autres noeuds des
éléments. Le nombre de degrés de liberté d’un élément est alors €gal a deux. Dans ce cas, le
probléme géométrique compte tenu des principes du modeéle FOLDIS apparait comme sur-
déterminé. Il convient donc d’écarter un des principes de base, la conservation des épais-
seurs, pour que le probleme de reconstruction soit bien posé mathématiquement. Le pli
formé n’est plus isopaque puisqu’il existe des zones d’épaississement qui peuvent &tre
localisées pres de la téte du pli si le gradient du glissement d sur la faille est concentré a cet
endroit.




7.4.2 : Extension en 3D du modéle cinématique discret FOLDIS.

II est possible d’étendre a trois dimensions les principes cinématiques développés pour |
le modele FOLDIS a deux dimensions. 'i

Les analogues des éléments pseudo-quadrilatéres sont alors des éléments pseudo-hexae- 1
dres. Ils possedent huit noeuds (A, B, C, D, E, F, G, H), voir figure 7-16, les quatre derniers !
noeuds appartenant a la surface support.

Figure 7-16 Elément pseudo-hexaédre reposant sur une surface support quelconque

Les six faces du pseudo-hexaedre sont:
* La face supérieure (A, B, C, D) est plane.

| * Les quatre faces latérales (A, B, F, E) (B, C, G, F) (C,D, H, G) (D, A, E, H)
| sont également planes : |
|

e La face inférieure (E, F, G, H). f

On cherche a évaluer pour un élément pseudo-hexagdre quelconque le nombre de degrés |
de liberté disponible lors de la reconstruction. La stratégie de dénombrement consiste
d’abord a €valuer le nombre de parameétres de chaque noeud de 1’élément en tenant compte
de la répartition des noeuds entre les différents éléments voisins. Il convient ensuite de véri-
fier la géométrie de 1’élément en contrdlant la coplanarité des quatre noeuds appartenant
chaque face plane. Cette opération équivaut a retrancher des degrés de liberté dans le calcul
de dénombrement.




Un élément comporte huit noeuds, voir figure 7-16, quatre sur le support (E, F, G, H) et
quatre qui n’y sont pas (A, B, C, D). Chaque noeud reposant sur le support posséde deux
degrés de liberté (u, v) qui déterminent sa position dans la paramétrisation de la surface
support. Chacun des autres noeuds posséde trois degrés de liberté (x, y, z) qui sont ses coor-
données dans le repére absolu de I’espace a trois dimensions. On dénombre donc a ce stade
un total de vingt degrés de liberté.

Or comme chaque noeud appartient & quatre éléments différents, il convient de diviser le
nombre total des degrés de liberté par quatre. On obtient ainsi pour chaque élément un
nombre propre de degrés de liberté égal a cing. Il convient ensuite de tenir compte des rela-
tions de coplanarité concernant les noeuds appartenant a une méme face. Cette prise en
compte conduit également a diminuer le nombre propre de degrés de liberté de chaque élé-
ment.

Cingq faces du pseudo-hexa¢dre sont planes:

* La face supérieure (A, B, C, D). Cette face appartient en propre a I’élément, et
il convient de tenir compte d’une relation de coplanarité la concernant.

e Les quatre faces latérales (A, B, F, E) (B, C, G, F) (C, D, H, G) (D, A, E, H).
Ces faces latérales sont également partagées par un autre élément voisin. Il con-
vient donc de prendre en compte une demi-relation de coplanarité pour chaque
face, soit au total deux relations.

Une fois retranchées 1’équivalent des trois relations de coplanarité, le nombre exact des
degrés de liberté de chaque élément est égal a deux.

I1 est alors possible de retenir deux principes forts par éléments, a savoir la conservation
du volume qui est liée a la conservation de la matiére, et par exemple la conservation de
I’épaisseur si on veut modéliser un mode de déformation isopaque.

On peut également ajouter des principes de poids plus faibles dans le critére de sélection
géométrique de la configuration reconstruite. Ainsi, on peut pénaliser les configurations
oscillantes de la méme fagon qu’en deux dimensions.




Conclusion

Le but de la thése était de concevoir un nouveau modéle cinématique incrémental sus-
ceptible d’étre intégré dans les modeles de bassin utilisés et développés a I’ Institut Francais
du Pétrole. L’expérience des modéles direct THRUSTPACK et rétrograde LOCACE, tous
deux développés a I'IFP, a été€ prise en compte pour proposer dans le modéle FOLDIS un
mode de déformation des sédiments réaliste et adapté aux contextes tectoniques compres-
sifs des bassins sédimentaires des avant-chaines de montagne.

Le premier objectif du modele FOLDIS était d’autoriser la prise en compte d’une large
gamme de géométries et de configurations possibles pour les objets structuraux présents
dans le modele. Le second objectif était de tenir compte du processus de compaction dans
la modélisation cinématique. Ainsi la modification géométrique des sédiments est due a la
fois a des causes tectoniques qui provoquent un plissement et a des causes mécaniques qui
engendrent une compaction par diminution de porosité du fait de I’enfouissement. L’ impor-
tance du couplage géométrique de la tectonique avec la compaction apparait particuliére-
ment dans 1’optique d’une modélisation future des écoulements fluides liés a I’activité
tectonique et sédimentaire des bassins.

Ces objectifs ont été atteints et un brevet d’invention a été déposé par ’Institut Frangais
du Pétrole pour protéger les concepts originaux du prototype de modéle FOLDIS. Ainsi,
une intégration des principes de FOLDIS est envisageable dans les modeles de I'IFP cou-
ramment utilisés par les géologues modélisateurs chargés de 1’étude des zones prometteu-
ses a fort potentiel pétrolier.

Les configurations nouvelles qu’il est possible de modéliser avec FOLDIS sont spéciale-
ment intéressantes pour I’interprétation structurale. En particulier, il est envisageable de
prendre en compte des failles antithétiques ainsi que des trajectoires de failles sinueuses qui
conduisent a des configurations complexes des écailles et des objets structuraux du modéle.
Le couplage du modele FOLDIS avec DIONISOS, qui simule les processus d’érosion/sédi-
mentation, permet d’avoir un outil déterministe et réaliste pour calculer I’évolution géomé-
trique des bassins.

Les perspectives ouvertes par la thése apparaissent nombreuses et prometteuses dans le
domaine de la modélisation cinématique. En particulier, il semble envisageable de générali-
ser a trois dimensions les concepts qui ont €té mis en ocuvre dans le modeéle a deux dimen-
sions FOLDIS. De plus, les idées concernant le mécanisme de déformation modélisé ainsi
que la description discrete utilisées dans le modele semblent &tre susceptibles d’étre repri-
ses et développées pour modéliser des styles tectoniques différents et plus complexes
comme les failles de propagation. Le champ d’application du modele peut étre étendu si
d’autres mécanismes de déformation des sédiments y sont intégrés.
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Annexes

Rappels géométriques, notations et notions utiles
au développement du modele cinématique

1 : Notions de topologie et de continuité i

1.1 : Notion de topologie

Une topologie O sur un ensemble E est un ensemble de parties de E tel que :

* [O,] La réunion de toute famille d’éléments de O est un élément de O.
* [O,] L’intersection de deux éléments de O est un élément de O.

* [O3] La partie vide & et E sont éléments de O.

Les éléments de O sont appelés ouverts ou parties ouvertes de la topologie. La topologie
est dite définie par les ouverts ; il est possible de fagcon logiquement équivalente, de définir
une topologie sur un ensemble E par la donnée des parties fermées ou par la donnée des
voisinages de E.

Un espace E munie d’une topologie O est appelé un espace topologique.

1.2 : Axiomes des voisinages

Une topologie sur un ensemble E péut étre définie par la donnée, en tout point x de E
d’une famille V, de parties de E satisfaisant aux axiomes des voisinages :
e [V] Toute partie de E qui contient un élément de V est élément de V,.
. * [V,] Toute intersection finie d’éléments de V, est élément de V,.

* [V3] L’élément x appartient a chaque ensemble de V.

. \ * [V4] Si V appartient 2 V,, il existe W dans V, tel que pour tout y élément de
W on ait V dans V.
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1.3 : Application continue

Une application @ d’un espace topologique E dans un espace topologique F est continue
en un point x de E si et seulement si : 1

Quel que soit le voisinage W du point ®@(x) dans F, il existe un voisinage V du point x
dans E dont I'image ®(V) par ® est contenue dans W (®(V) < W).

Figure annexe 1-1 Application © continue

Une application @ d’un espace topologique E vers un espace topologique F est continue
si elle est continue en tout point x de E.

une application continue bijective de E vers F. Les espaces E et F ont alors méme topologie.

‘ On dit que les espaces topologiques E et F sont topologiquement équivalents s’il existe

2 : Points et vecteurs

On travaille dans I’ensemble des points A du plan affine 2

A partir des couples (A, B) de points du plan & on définit I’ensemble des vecteurs du
plan. I1 s’agit de I’ensemble quotient des couples de points par la relation d’équipotence.

—
La classe d’équivalence du couple de points (A, B) est le vecteur AB .

: o 22 : .
L’ensemble des vecteurs du plan muni d’une base orthonormée (i, j) est isomorphe a

I’espace vectoriel 2.




. . = N ' P
On identifie le vecteur U du plan a la matrice colonne de ses coordonnées.

g2 [%

Yu

= : ; ; ; ’
| Pour tout vecteur U, et pour tout point A du plan, il existe un unique point B de P tel -

ﬁ _)
| que AB = U. On montre que le plan ? muni d’un repére est également isomorphe 2

I’espace vectoriel R2. On identifie le point A 2 la matrice colonne de ses coordonnées.

— —>
O étant I’origine du plan, les coordonnés du point A sont celles du vecteur OA

—_—> X —
OA = |4 = A
YA
On a la relation suivante :
AB = |™B|_|*a| = B_&
¥ Ya

—>
La fonction qui 2 un couple de points (A, B) de R2 x R? associe le vecteur AB de R2 a

pour composantes des polyndmes a deux indéterminées homogénes de degré un, contindi-
ment différentiables. La fonction vectorielle est donc continiment différentiable.

On adopte les notations suivantes pour les différentielles des coordonnées d’un point et

, - dx, - dx,
d’un vecteur : dA =

—_— — _
On a donc la relation différentielle ; dAB = dB —dA

- X
Ennotant: U = | %,V = | Y|, on définit les fonctions de R x R2 dans R :
‘ Yu Yy

=
produit scalaire : U -V = x X, +y,y,

> >
déterminant : det(U, V) = X Yy XyY,

. Propriétés remarquables du produit scalaire et du déterminant :
' 1 / Les fonctions produit scalaire et déterminant ont été définies a I’aide de vec-
> o . ; - =
teurs U et V, elles seront également utilisées avec des points du plan A et B,

'r"/—
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2 / Les fonctions produit scalaire et déterminant sont des polynémes & quatre indé-
terminées homogenes de degré deux, indéfiniment différentiables.

d d
BupomatdlU = |7 4% = [T on émblic -
dy, dy

v

> > 2> > o
d(U-V) = x,dx, +x,dx +y,dy,+y,dy =dU-V+U-dV

> > > 2 > =
d(det(U, V)) = x,dy, +y,dx -y, dx,—x,dy = det(U,dV) +det(dU, V)

= -
3/ On note “U” la norme euclidienne du vecteur U

3l - m f

40 - U) U.dU

5.t Idl

4 / Relation remarquable liant le produit scalaire et le déterminant :

alel =

2252 2 2 2 2

UV =(x,+y)(x, +y,)

2232 2% 23 2. .2

Y = xuxv+yuyv+2(xuxv)(yuyv)+x yHEX)Y ‘Z(Xqu)(xqu)
222 > =22 > > 2

UV = (U-V) +(det(U, V))

5 / Le déterminant de deux vecteurs est une forme bilinéaire alternée ;

> =
det(U,U) = x,y,—x,y, = 0

_det(\_}, I—,)T)

I

> =

det(U, V) = XY= X Y,
5> —

det(U,V+W) = x (y, +y,)-(x, + Xe)¥, = det(ﬁ, ?/) + det(I_}, \7\:})

Adet(T, V) = Mxyyy—x,y,) = detAT, V) = det(U, AV)

6 / Déterminant de points alignés

Soient A, B, C trois points alignés du plan.
—> —
Il existe un réel k tel que : AB = kAC
— — — —
det(AB, AC) = kdet(AC, AC) = 0
det(B-A,C-A) =0
det(B, C) + det(-A, C) + det(B, —A) + det(-A, -A) = 0
On obtient la relation : det(A, C) = det(A, B) + det(B, C)

'r"/—

183




7 / Relation remarquable concernant le déterminant :

e =
Soient U, V, W trois vecteurs quelconques du plan :

- > = > = 3> = > >
U det(V,W)+V det(W,U)+W det(U,V) = 0

3 : Angles

>
On identifie dans les notations le couple de vecteurs non nuls (U, V) avec I’angle géo-
métrique orienté défini par ce couple.

3.1 : Définition de la mesure d’un angle de deux vecteurs

) N fo 2%, p2*
La mesure de I’angle des vecteurs non nuls (U, V) est définie de R“ x R*" dans R par :

|

5. - 0.V
mesure(U, V) = 2n—cos_l(—J

31+

La mesure d’un angle est un réel de I’intervalle [0, 2rt[. Par la suite, on identifie I’angle
lui-méme avec la valeur de sa mesure dans 1’intervalle [0, 2x[.

> >
e det(U, V) 20

cd
<J

= 5 =
mesure(U, V) = cos [

<J

=

= =
e det(U, V) <0

3.2 : Continuité de la mesure d’un angle de deux vecteurs

Les fonctions I—j . ‘—} et ”I_J)" ”{)/'” sont-continues de R2"x R2" dans R et R respective-
ment.

A P’aide de la relation 4/ de I’annexe section 2 page 183 liant le produit scalaire et le
déterminant :

22 2

22 > > 5> 5 2

UV = (U-V) +(det(U, V))
. , > > 2

Et en remarquant I’inégalité : (det(U, V)) 20
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2=52 2

. _ 2> >
On obtient larelation: U V =2 (U - V)

> > N =232
OrvVU,VeR ,onaU'V >0

En divisant les deux membres de I’inégalité par cette quantité strictement positive :

(U V)
FORyRES
Uuv
> >
En prenant la racine carrée, on obtient : —1 < L X
KIERE

La fonction cos™! est continue de [-1, 1] dans [0, 7], la mesure de I’angle est donc conti-

> 2 > >
nue sur les domaines ouverts (det(U, V) <0)et (det(U, V) > 0). On étudie aussi la conti-

> >
nuité sur le domaine (det(U, V) = 0).

OrV U,V e R2*: (det(U, V) = 0) e @ke R, U = kV)

—

On a donc : (det(l_i {)/) = 0) = (Jke R, "?J" =i |k "{)f” et U- \_} = k{)/z)

0V _ kv
= —; = £1 le signe étant celui de k.

Le rapport se simplifie
BV v

= =
U = kV etk<0

, = = > = 1
lim  (mesure(U, V))= mesure(kV,V) = cos (-1)
det(T, V) - 0

I
a

det(U, V)>0

= = _
lim  (mesure(U, V)) = 2m—cos ' (-1) = 7
det(U, V) =0
E="
det(U, V) <0

11 y a donc continuité sur ce domaine.
- >
e U = kV etk>0

_ > > > > =i
lim (mesure(U, V)) = mesure(kV,V) =cos (1) =0
dct(ﬁ,\?)—)O

>
det(U, V)>0
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> o
lim (mesure(U,V)) = 2n—cos (1) = 2x
det(U, V) = 0

3 2
det(U, V) <0

Iln’y a donc pas continuité sur ce domaine.

2 - o, . =2 =2 2-I=
On résume ce résultat par la proposition suivante : V U, V € R*,
+
U

,\_)/e R>*
0

(la fonction mesure(ﬁ, \7) est continue) < { o
Vk>0, U#kV

> >
La mesure de I’angle a0 = (U, V) est différentiable sur le domaine ot elle est continue.

3.3 : Différentielle de la mesure d’un angle de deux vecteurs

> >

On ala relation : tan(a) = de;_)(U,_)_V)
u-v
e : do
En différentiant le premier membre : d(tan(c)) =
cos (o)

6 9 ik
En remarquant que: cos>(ot) = (_>é_)2) on obtient: d(tan(a)) = ———da

UuvVv (U-V)

En différentiant le second membre :

5> > > = > = >
det(U, V) d(det(U, V)) det(U,V) d(U-V)
d——7|= > >
> > 2
Uu.-v U-v (U-V)

(T-V) d(det(T, V) —det(D, V) d(@-V) _ N

1l vient : dow = ey Y
uvVv

vl

On développe le numérateur N:

> > > > > > > > 3 o > >
N = (U-V) (det(dU, V) +det(U,dV))—-(dU-V+U-dV) det(U, V)
Or d’aprés la relation 7/ de I’annexe section 2 page 184 on a les deux égalités :

= > = > > = > o
U det(dU, V)-dU det(U, V) = -V det(U, dU)

V det(U, dV)-dV det(U,V) = U det(V,dV)
P
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e
|
|
|

_>
En effectuant le produit scalaire des deux membres de la premicre égalité par V et de la

> _ )
seconde par U on reconnait les termes du numérateur N.
En simplifiant et en regroupant les termes on obtient :

=2 =2 =2 -2 - =
N = U det(V,dV) -V det(U, dU)

En reportant la valeur calculée de N dans la différentielle de la mesure de ’angle o :

=2 > D 2 =
_ U det(V,dV) -V det(U, dU)

do 252
Uv

> 2 >
_det(V,dV) det(U, dU)
- -2 - =2
v U

rda

4 : Lignes polygonales et polygones

Le but de ce chapitre est de définir un vocabulaire et de présenter les notions utiles con-
cernant les lignes polygonales et les polygones. Ces notions sont importantes sachant que
les objets géométriques a une dimension du modele sont des lignes polygonales ou des réu-
nions de lignes polygonales. Plus précisément, on cherche a définir de facon précise le
caractére ondulant d’une ligne polygonale.

4.1 : Ligne polygonale

Une ligne polygonale P est la réunion de n segments de droite jointifs :

n
P = UIP;_,,P;] avec n21

i=1
qui vérifient les deux propriétés suivantes, V i, j € {1, ..., n}, avec i<j :
'j =1i+1 [Pi—l’ Pl] M [Pj_l, PJ] = {Pi}
cjzitl [P, PIN[P,P]=0

I1 est & noter que du fait de la deuxiéme propriété, une ligne polygonale ne peut se recou-
per elle-méme. De plus on remarque que la représentation de P sous forme d’une réunion
finie de segments n’est pas unique. Il est en effet possible d’obtenir d’autres représentations
de la ligne polygonale P en considérant n’importe quel segment comme la réunion de deux
segments. On appelle représentations minimales d’une ligne polygonale P, les représenta-

Z"/
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représentations minimales de P sont au nombre de deux et qu’elles peuvent €tre transfor-

tions de P qui sont la réunion d’un nombre minimal de segments. On peut montrer que les i
mées 1’une en 1’autre simplement en inversant I’ordre des indices attribués aux sommets. |

On appelle ordre de la représentation de la ligne polygonale P le nombre n de segments J
dont la ligne polygonale est la réunion. Une ligne polygonale P de représentation d’ordre n
posséde (n+1) sommets : P;, avec i € {0, ..., n}. Les représentations minimales de la ligne ,?

polygonale P sont celles dont I’ordre n est minimal.

Par la suite, on s’intéresse a une représentation particuliére d’ordre n de la ligne polygo- |
nale P plutdt qu’a ses représentations minimales. Une ligne polygonale P est un objet géo-
métrique a une dimension, défini a partir d’une représentation d’ordre n, qui posséde deux ‘
orientations différentes suivant le sens dans lequel on la parcourt. Cette notion d’orientation |
est importante lorsqu’on veut munir P d’un paramétrage, par exemple I’abscisse curviligne.
L’indiciation des sommets d’une représentation d’une ligne polygonale définit un sens de !
parcours et donc une orientation de la ligne polygonale. Il ne sera donc pas nécessaire de |
préciser 1’orientation quand celle-ci est la méme que celle qui est définie par 1’indiciation |
des sommets. ‘

Par la suite, on identifie la représentation de la ligne polygonale P orientée d’ordre n a la |
suite de ses (n+1) sommets : P = (P)); ¢ 0, ..., n} avec n21. |

4.2 : Polygone

4.2.1 : Définition d’un polygone

Un polygone P est la réunion de n segments de droite :

n |
P = UI[P;_;, P;] avec n23 '
i=1 |

qui vérifient les propriétés suivantes :
* [Py, Pyl N [Pyq, Ppl = {Po} = {Py}
*Vije{l,..,n},avecigjet (d,]) #(1,n)
eej=itl [Pig, Pl N [P, Pil={Pi}
eejzitl [P, BIN[PL.Pl=9
De la méme facon que pour une ligne polygonale, on remarque que la représentation
d’un polygone sous la forme d’une réunion finie de segments n’est pas unique. On appelle

ordre de la représentation du polygone P le nombre n de ses segments, le nombre de som-
w mets est alors aussi égal a n.

Il est également possible de définir des représentations minimales de P, il s’agit des
représentations dont I’ordre n est minimal. On peut montrer que ces représentations mini-
males sont au nombre de 2n (o n est ’ordre minimal). De la méme fagon que pour une
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ligne polygonale, il est possible d’orienter le polygone P de deux fagons suivant le sens
dans lequel on le parcourt. Le choix d’une représentation est li€¢ au choix d’orientation du
polygone en adoptant la convention de parcourir le polygone dans I’ordre défini par I’indi-
ciation des sommets.

Par la suite, on s’intéresse a une représentation P orientée d’ordre n du polygone plutot
qu’a une de ses représentations minimales; on identifie la représentation étudiée a la suite
de ses n sommets : P = (P}); 1, . n) avec n23.

4.2.2 : Aire d’un polygone

On s’intéresse au domaine D(P) du plan 2 qui est ’ensemble des points du plan qui sont
a I’intérieur du contour fermé formé par le polygone P.

L aire géométrique d’un domaine quarrable Q du plan P identifié 3 R est définie par
I'intégrale :

A(Q) = I 1dxdy, le plan 2 étant muni d’un repére orthonormé direct.
Q

On définit I’aire algébrique, notée A(P), du polygone P comme le réel :
* A(P) = A(D(P)) si I’ orientation de P est directe.
* A(P) = -A(D(P)) si I’orientation de P est indirecte.

A(D(P)) est I’aire géométrique du domaine D(P) du plan 2
A(P) = +4(D(P)) = + j 1dxdy
D(P)

L’aire algébrique du polygone orienté P = (P;) ; ¢ (1, .. n) st donné au signe prés par la
formule précédente, sachant qu’une orientation directe de P correspond au signe positif,
une orientation indirecte correspond au signe négatif.

Le théoréme de la divergence fournit le moyen de calculer I’intégrale sur un domaine Q
d’un espace E de dimension k, comme une intégrale sur la frontiere du domaine Q : dQ2 qui
est un domaine de dimension (k-1).

N : = = 3 2
Théoréme de la divergence : j (V-V)dQ = j (V- f)do
Q aQ

.9
L’opérateur V est I’opérateur différentiel nabla, A est le vecteur unitaire normal exté-

2 ;
rieur 2 la frontiére d€2 ; V est un champ de vecteur, application de E dans RE,

On applique le théoréme de la divergence au calcul de I'intégrale donnant I’aire du
domaine D(P) qui est un domaine de I’espace R? (k=2). Pour appliquer le théoreme on écrit

> >
la fonction scalaire constante 1 sous la forme (V - V), divergence d’un champ de vecteurs.

Un tel champ de vecteurs de 3% dans R? n’est pas unique.

;"/—
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On choisit pour la commodité des calculs :

I’ aire algébrique du polygone devient :

3 2
A(P) = + j (V- a)do
3(D(P))

n
Or la frontiére d(D(P)) est le Polygone P = U [P;_;, P;] lui-méme.
i=1

On rappelle la convention d’indice Py =P,,.

ap) =+ | (V- 3)do

U[Pi—l’ Pl]
i=1

ﬁl(P):ii( j (?-ﬁ)da)

i=1 TP;_;, Bl

L’ aire algébrique A(P) est donc au signe prés une somme d’intégrales curvilignes dont
les domaines d’intégration sont les segments du polygone P. Pour évaluer ces intégrales, on
paramétre les segments [P;_;, P;] 4 I’aide de I’abscisse curviligne s. On choisit I’origine du

paramétrage au sommet P;_;, le parametre du point P; est positif égal a la longueur du seg-

o —
ment [P;_;, P;] soit ”Pi - 1PJ

- . . ﬁ
Le point M décrit le segment [P;_;, P;] quand s décrit I’intervalle [0, “Pi— 1Pi” 1.

M(s) = P;_; +—_S.h>'(1_)i_]~3i—l)
’Pi—IPi

L’aire algébrique A(P) est donc au signe pres une somme d’intégrales simples.

A(P) = J_ri (J’i')m"(?/ - ﬁ)ds)

i=1

c " " > L
Les coordonnées des sommets P; du polygone étant notés (x;, y;), le vecteur fi unitaire
normal extérieur au segment [P;_;, P;] est défini au signe pres par :
i
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2 +1 = Yot

A , 1 5 >
Un polygone orienté dans le sens direct du plan, correspond a une normale extérieure n
de signe positif, une orientation contraire correspond au signe négatif.

P,

=

Ps

Figure annexe 4-1 Orientation de la normale extérieure au polygone

> —
La valeur du vecteur V(x,y) = [X] au point M(s) du segment [P;_;, P;] est :
0

_ 1 s (=X )
G(M(S))= X l+’ﬁ X —=X%i-1
0
Le produit scalaire {)/(1\_/[(3)) A = i(xi J(y‘ Yi-1)
R
On peut donc évaluer I’intégrale simple :
R N )
]

ﬂpi_lpi”(;}‘ﬁ)ds i(xi—l+%(xi_xi—1)j(yi_yi—l) = ié(xi"'xi—l)(yi_Yi—l)

On obtient I’expression de 1’aire algébrique de polygone P:
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ap) =+Y (ié(xi 0 —yi_l))

i=1

On observe qu’il y a une simplification des deux discussions sur les signes. En effet si le
polygone P est orienté directement les deux signes sont positifs, dans le cas contraire les
deux signes sont simultanément négatifs.

n
. 1
On obtient A(P) = 3 2 (X +%_ )V —-Yi-1)

i=1

n n-1
A(P) = zl,(z X(Yi=¥i-)+ Xi(yi+l“yi)J
0

i=] i:

On introduit la seconde convention d’indice P, ; = P et on rappelle que Py =P,

A(P) = %[2 X (¥~ ¥+ in(yHl_yi)J
i=1

i=1

En regroupant et en simplifiant les deux sommes :

A(P) = %Z Xi(Yis1=Yiz1)

i=1

On peut identifier I’ensemble des polygones a n sommets a I’espace vectoriel R2". On
peut alors considérer la fonction 4,() qui aux 2n coordonnées des n sommets d’un poly-

gone associe son aire algébrique. 4,() est un polyn6me homogene de degré deux a 2n indé-

terminées. Une telle fonction est de classe C™.

n
1
'ﬂn(xla Y]: rees Xn? yH) = szi(yj+]_Yj_1)

i=1

4.2.3 : Aire algébrique d’un polygone a quatre sommets (quadrilatére)

Il est possible d’exprimer 1’aire algébrique d’un quadrilatére sous la forme d’un détermi-
nant de vecteurs correspondants aux diagonales du quadrilatére.

A((Py, Py, P3, Py)) = 1/2 [ x1(y2-¥4) + X5(¥3-Y1) + X3(Y4-Y2) + X4(¥1-Y3) ]

A((P1, Py, P3, Py)) = 1/2 [ (%1-X3)(Y2-¥4) - (X2-X4)(¥1-Y3) |

e
Jq.((Pl, Pz, P3, P4)) =1/2 det(P1P3, P2P4)




4.2.4 : Aire algébrique d’un polygone a trois sommets (triangle)

De la méme facon, il est possible d’exprimer I’aire algébrique d’un triangle sous la
forme d’un déterminant de vecteurs.

A((P1, Py, P3)) = 172 [ X1(Y2-Y3) + X2(¥3-Y1) + X3(Y1-Y2) |

A((Pq, Py, P3)) = 172 [ (x1-X2)(¥2-Y3) - (Xo-X3)(¥1-¥2) ]

—
A((Py, Py, Py)) = 1/2 det(P,P,, P,P;)

Remarque : on peut voir cette formule comme un cas particulier de la précédente, le
triangle (Pq, P,, P3) est analogue au quadrilatére dégénéré (P, P,, Py, P3).

A((Py, Py, P3)) = A((Py, Py, Py, P3))

4.2.5 : Expression générale de I’aire algébrique d’un polygone

On exprime I’aire algébrique d’un polygone P = (P;) ¢ (1, ... n) €0 une somme de déter-

ceey

minants sans faire intervenir les coordonnées (x;, y;)-

A(P) = %in(Yi+1_Yi—l)

i=1

(n n
zxiyi+l_ inyi—1

Li=1 i=1

A(P) =

b —

A(P) =

rn n-1 .
inyi+l_ in+1yi
i=0 i

=1

B —

Or avec les conventions d’indice O=n et n+1=1

On obtient A4(P)

n n n
1 1
i[z X¥ie1— X, Xi+1yi] =3 PI L5 A A

i=1 i=1 i=1

Or det(P;, Pi11) = X;¥,1— X4 1Y

A(P) = ;(2 det(P;, PM)J

i=1

193




-

4.2.6 : Différentiation de I’aire algébrique d’un polygone

En différentiant la formule précédente compte tenu de la relation 2/ de I’annexe section
2 page 183 on obtient :

n
1 - = -
dA(P) = 5 3 [det(dP;, Py, p) +det(P;, dP;. 1)]
i=1

n n+1 |
da(P) = %{Z det(dP;, Py )+ ), det(f’i_l,dl_’i)J
=1 i=2

Or avec les conventions d’indice O=n et n+1=1, on peut écrire :

n
dA(P) = % Y det(dP, By, ;) +det(P; _y, dP;)
i=1

n
dAP) = 3 3 det(dP;, By, 1) - det(dP; B ) ‘I

i=1

On obtient la formule :

1 g T—m
dA(P) = 5 ¥ det(dP;, P;_P; )

i=1

4.3 : Paramétrage d’une ligne polygonale par 1’abscisse curviligne

Soit P une ligne polygonale d’ordre n, P = (P;) ; ¢ 19, ..., n}- Comme par définition la ligne
polygonale ne se recoupe pas elle-méme, il est possible de réaliser une partition de P en
(n+1) parties de la fagon suivante : [P;, P;, ([ pourie{0,...,n-1} et {P,}.

On définit une application ip() de P dans {0, ..., n} telle que, VM € P:
*SiMe [P;, Pyl : ip(M) =i
*SiM=P,:ip(M)=n
On remarque que Vie€{0,...,n}ip(P;) =1
On munit P d’un paramétrage lp(), application de P dans R, définie a I’aide de I’applica-
tion ip() et de la norme euclidienne, vérifiant les deux propri€tés suivantes :

*Ip(Pp) =0

_—
*VMe P, (M) = 1p(P; ) + ’Pip(M)MH,
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i : M) o=
On note : lp=Ip(P;), ce quidonne : VM e P, [,(M) = I, + P, M

n It

_ — = I
Pjﬁ 1Pj L

i
On obtient: Vie{l,..,n} I, = y HPj—leH etonnote Lp = 1" = by
i=1 i=1

Puisque P est une ligne polygonale, elle ne se recoupe pas elle-méme, 1p() est une bijec- ?
tion de P dans I’intervalle [0, Lp]. Et on note P() la bijection réciproque qui a un réel s de
I’intervalle [0, Lp] fait correspondre un unique point P(s) de la ligne polygonale.

4.4 : Sous-lignes polygonales d’une ligne polygonale et relation d’ordre

de la ligne polygonale P, la ligne polygonale notée ij formée de k segments consécutifs de \:

Soit une ligne polygonale P d’ordre n, on appelle j*™° sous-ligne polygonale d’ordre k
P et débutant a I’indice j : |

Vke{l,..,n}, Vje{0, .., nk}
ij =Piegj, e, . jk)

;
Remarque : P'y =P 1'1
On note Q c P, la relation : il existe un couple (j, k) tel que Q = pk. ; et on dit : Q est une
sous-ligne polygonale de P. j
On note Q c P, larelation: (Qc P)et (Q#P)
|
|

On vérifie aisément que la relation C est une relation d’ordre partiel sur I’ensemble des
sous-lignes polygonales de P :

1 / La relation est réflexive, V Q < P, QcQ
2 / Larelation est transitive, V Q, R, S c P, ((QcR) et (RcS)) = (QcS)
3 / Larelation est antisymétrique, V Q, R C P, ((QcR) et (RcQ)) = (Q=R)




4.5 : Ligne polygonale triangulaire et aire d’une ligne polygonale orientée

On appelle ligne polygonale triangulaire P, une ligne polygonale qui posséde trois som-
mets, son ordre est égal a deux.

Dans le plan P orienté, I’aire d’une ligne polygonale orientée P = (P;) ; ¢ 0, .., n}- €St le

réel égal a I’aire algébrique du polygone orienté dont la représentation est identifiée a la
méme suite de sommets (P}) ; ¢ (0, .., n}; On note A(P) cette aire.

Remarque : dans le cas d’une ligne polygonale triangulaire P, I’aire A(P) est égale a
I’aire du triangle (P, Py, Py)

4.6 : Ligne polygonale ondulante

Une ligne polygonale Q est dite ondulante si et seulement si elle contient a la fois une
sous-ligne polygonale triangulaire sz d’aire strictement positive et une sous-ligne polygo-

nale triangulaire sz d’aire strictement négative.

On note Q ~, la relation : Q est une ligne polygonale ondulante.
(Q~) & 3], AQ*)>0 et Ik, AQ?)<0)
On note Q ~ P, la relation : Q est une sous-ligne polygonale ondulante de la ligne poly-
gonale P.
Q~P)=QgcPetQ~)

Il est & noter qu’une ligne polygonale ondulante est nécessairement d’ordre supérieur ou
égal a trois, car celle-ci posséde par définition au moins deux sous-lignes polygonales dis-
tinctes d’ordre deux.

Figure annexe 4-3 Ligne polygonale ondulante d’ordre trois
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4.7 : Ondulations d’une ligne polygonale |

On appelle ondulations de la ligne polygonale P, les éléments minimaux (au sens de la 1
relation d’ordre <) de ’ensemble des sous-lignes polygonales ondulantes de P. j

(Q~P) |
(Qest une ondulationde P) & | (R ~P) = (R=Q) |
(RcQ)

Figure annexe 4-4 Ondulations {P3, P4, Ps, Pg} et {P7, Pg, Py, Py} de la ligne P |

Soit Q une ligne polygonale et P une ondulation d’ordre n de Q, on démontre par !
I’absurde les deux propriétés suivantes : (A) les deux sous-lignes triangulaires P20 et PZD_Q

. . s, . . . 2
(avec n=3) ont des aires non nulles de signes opposés; (B) les sous-lignes triangulaires P~
pourie{l, .., n-3} (avec n=4) ont toutes des aires nulles.

1 / Démonstration de (A) |
* Si AP%)=0

(P~)=@je(l,...n2}, AP*)>0 et Ik e{l, ..., n2}, AP%)<0)
Or (P5 P! et (PR cP™!) = PV ~) |
(P"'ll ~ et Pl 1 € P) = (P n’est pas une ondulation)
. *S8iA(P% 5)=0
(P~)=3je{0,...n-3}, AP*)>0 et Ik {0, .., n-3}, AP*)<0)
Or (P% <P et (PR cP™g) = (P"5~)

(Pn'lo ~ et P“'lo < P) = (P n’est pas une ondulation)
i

197




* Si 4A(P%;) A(P?,,)>0
(P~)=@3je(l, .. n-3}, AP%) AP%)) < 0)
Or (P c Plp) et (P2 cP™p) = (P™!)~)

(P"1y~ et P!y c P) = (P n’est pas une ondulation)

Ce qui démontre que : ﬂ(PZO) ﬂ(Pzn_z) < 0. La propriété (A) est donc vraie.

2 / Démonstration de (B)
D’aprés la propriété (A) : AP%;) AP%,,) <0
(nonB) & (Fie(l,..,n-3}, AP%) #0)
L’une des deux propositions suivantes est vraie :
« A(P%) AP%,) <0
(Pn'ii ~ et P“'ii c P) = (P n’est pas une ondulation)
« AP%) A(P%) <0
(Pi+20 ~ et Pi+20 < P) = (P n’est pas une ondulation)

(non B) = (P n’est pas une ondulation)

Ce qui démontre que la propriété (B) est vraie.
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5 : Résultats de calcul différentiel

5.1 : Formule de Taylor

est de classe C" et différentiable (n+1) fois sur E :

Il existe 6 € [0, 1] tel que :

_— L1 0 Voo 1 ( oY o -
f(X+h) = Z T(h-ﬁjf()()\um(h-ﬁ) f(X + 6h)

. =B h' b giex o
f()_(+h)=2[‘ y (jl P a.f(x))]+En(h,X+Bh)

! 1!
ety =1i 1""Jp'alel...ax;;

o ' 3" e % 4 oF
avec E (h, X +6h) = z {.11 .p'a jf(X+?h)]
it tijp=n+l JV'“JF axf.“axs

5.2 : Différentiation d’une fonction définie par une intégrale

Il s’agit de différentier la fonction de deux variables réelles:

X

f(x,y) = [g(zy)dz

0
x +dx
f(x+dx,y+dy) = [ glzy+dy)dz
0
x+dx X
dft = | g(z,y+dy)dz-[g(zy)dz
0 0
X +dx X
d
af = [ (8 ) +58 y)dy fz- (2 y)dz
0 0
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X +dx X +dx

af = [ glzy)dz+ | (;—yg(z,y)dy)dz
0

X

af = g(x, y)dx+@aa—yg(z, y)dz}dy

5.3 : Transformée d’un vecteur matériel infinitésimal

On envisage d’évaluer la transformation par 1’application différentiable @ d’un segment
matérie] infinisésimal S.

9
Vadl

(X, Y)

Figure annexe 5-1 Transformation d’un segment infinitésimal

-
Le segment infinitésimal S est défini par la donnée du sommet (X, y), et du vecteur dI de
longueur dl et de direction définie par I’angle c.

Les points de S sont déterminés par la coordonnée locale A de I’ensemble [0, 1]
(Ae [0,1]) & ((x+Adl cos(ar), y+Adl sin(a)) € S)
La différentielle de @ est : dD(x, y) = Py(x, y)dx + Py(x, y)dy

D(x+Adl cos(or), y+Adl sin(or)) = @(x, y) + P (X, y) Adl cos(a) + Dy(x,y) Adl sin(or)

_>
D(x+Adl cos(or), y+Adl sin(or)) = O(x, y) + A Vddl
Le segment S est donc transformé en un segment ®(S) défini par le sommet ®(x, y) et le

9
vecteur : V@dl
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La transformation ® est isométrique au point (x, y) dans la direction ¢ si et seulement si

a: V(I)[COS(OL):| = 1 autrement dit s’il existe P tel que : VCI{COS(OC)} = |:C°S(B)}
sin(Ql) sin(ot) sin(B)

5.4 : Transformée d’une surface infinitésimale

On envisage d’évaluer la transformation par I’application différentiable ® d’un surface
matérielle infinisésimale A.

(I)dy/

D, dx
X, Y)

Q

Figure annexe 5-2 Transformation d’une surface infinitésimale

L’ aire du rectangle infinitésimal A défini par la donnée du sommet (X, y) et des vecteurs
(dx, 0) et (0, dy) est le produit: dx dy.

Les points de A sont déterminés par les coordonnées locales (¢, ) de 1’ensemble [0, 11
( (o, B) € [O, 11?) & ( (x+odx, y+Bdy) € A)
La différentielle de @ est : dP(x, y) = ®, (X, y)dx + <I)y(x, y)dy

Donc @(x+odx, y+Bdy) = @(x, y) + D(x, y)oudx + Dy(x, y)pdy

Le rectangle A est donc transformé en un parallélogramme: ®(A), défini par la donnée
du sommet ®(x, y) et des vecteurs @, (x, y) dx et (I)y(x, y) dy.

L’aire du quadrilatere @(A) est donc: det(Dy(x, y)dx, Py(x, y)dy) = det(V®) dxdy.

( @ de calsse Clest isosurfacique et garde 1’orientation ) < ( det(V®) =1)
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5.5 : Gradient d’une fonction composée

Soient deux fonctions de R dans R?, F(x, y) et G(u, v) de classe C! sur leur ensemble
de définition respectif Dy et Dg. Leurs fonctions composantes sont respectivement f;(x, y),

fZ(X’ y) et gl(U, V)’ gZ(u! V)-

On suppose de plus qu’on a la relation d’inclusion :

1 / On note dans le systeme de coordonnées (X, y) :
0 d
=—f (X, Y) =f (X: Y)
f 1 1
VE(x,y) = V| 1))  |9x o7
f5(%,y) 0

d
a—xfz(x, y) gfz(x, y)

Ecriture différentielle matricielle :
_ dx
dF(x,y) = VFli :|

dy
2 / On note dans le systéme de coordonnées (u, v) :

g,(u,v) 38—%1(“: v) aigl(u, v)
gradG(u,v) = grad 1= = au A%

; 0
gz(u V) Egz(l-h V) a—vgz(us V)

Ecriture différentielle matricielle :

dG(u, v) = gradG du
dv

On peut construire la fonction composée : H(x, y) = G(F(x, y)) = GoF(x, y)

g (f1(x,y), f5(x,¥))
Hx,y) = |00 ] ?
gZ(f](xs Y), fz(xs Y))
I est commode d’adopter la notation indicielle pour les composantes d’une fonction
vectorielle car elle permet de condenser les écritures. Par exemple, H; est la M€ compo-
sante de H, en notation tensorielle, on peut écrire :

H;(x,y) = Gi(F(x,))

De méme en notant x; la j¥™€ coordonnée du vecteur (x, y) ou (u, v). On peut écrire de

facon condensée |’expression des dérivées partielles de H en appliquant la régle de dériva-
tion en chaine.
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aHi aGi aFk
a—xj(x,y) = %(a—&(l‘“‘(x,y})a—x](xaw]

Ce qui peut s’écrire de fagon condensée comme un produit de matrices:

VH = gradG(F) - VF

On peut alors considérer la fonction F(x, y) comme la fonction de passage du systéme de
coordonnées (u, v) a (X, y), ainsi on écrit:

(u,v) = F(x,y)

Avec la convention précédente concernant les systemes de coordonnées (u, v) et (x, y),
et par abus de langage, on note G(x, y) la fonction H(x, y). Il convient de distinguer alors
les deux fonctions G(u, v) et G(x, y) qui représentent la méme transformation G mais défi-
nie respectivement dans chacun des deux systémes de coordonnées. |

On obtient la relation:

VG = gradG VF

Remarques :

* Le gradient V est appliqué au point (x, y)

* Le gradient grad est appliqué au point (u, v) = F(x, y)




6 : Le mécanisme du cisaillement simple

On s’attache dans cette annexe a expliciter la forme de la transformation géométrique @
correspondant au mode de déformation par cisaillement simple. Compte tenu de la défini-
tion du mode de déformation par cisaillement simple, voir section 2.3.1 page 26, il s’agit de
définir la transformation géométrique @ de maniere unique a partir de conditions a la limite
bien choisies sur le contour I" de I’écaille dans I’état initial.

Le probléme géométrique est équivalent a la résolution du systéme de trois équations
aux dérivées partielles du premier ordre :

(xxcos(a) +xysin(o) = cos(a)) (1)
(yxcos(a) +yysin(a) = sin(a)) (2)
(Xx¥y—Xyyx =1) (3)

La résolution de ce systéme d’équations aux dérivées partielles peut étre menée grice a
la méthode des caractéristiques [32]. On considére tout d’abord le sous-systéme composé
des deux premicres équations.

6.1 : Résolution de (1) et (2) par la méthode des caractéristiques

Considérons une courbe paramétrique C d’un domaine £2 de R? définie par deux fonc-
tions scalaires X(s) et Y(s), le paramétre s prenant ses valeurs dans 1’intervalle J.

Considérons alors le systéme des trois équations différentielles ordinaires :

r

dX _
i cos(o) (a)

(I 4 g—: = sin(o) (b)

L% = cos(x) (c)

On vérifie que la résolution du systéme (I) des trois équations différentielles ordinaires
(a), (b) et (c) est équivalent a la résolution de 1’équation aux dérivées partielles (1) sur le
sous-domaine de €2 constitué par la courbe paramétrique C.

En effet, sur le domaine J on a : x(s) = x(X(s), Y(s))
Et en dérivant par rapport au paramétre s, on obtient :

e o AR e, W
ds ~ 9X ds 9Y ds
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On vérifie que I’équation obtenue est équivalente a I’équation aux dérivées partielles (1)
avec les notations du systeme des équations différentielles (a) (b) et (c).

On integre le sous-systéme de deux équations différentielles (a) et (b) :

X(s) = X(0)+scos(a)
Y(s) = Y(0)+ssin(o)
On trouve alors que les courbes caractéristiques de 1’équation aux dérivées partielles (1)

sont les droites paralléles a la direction définie par I’angle o. Il en est de méme pour I’équa-
tion aux dérivées partielles (2).

On prend ensuite en compte les conditions a la limite sur la frontiére I'y de I’écaille dans
I’état initial.
On parametre la frontieére I'; par le couple de fonctions: (Xl—z(v), er(v)) ;

L’origine du paramétrage est choisie au point O de la frontiere I',, voir la figure 2-8,
c’est adire: O = (XFZ(O), er(o))

Le parametre v est défini de la fagon suivante:

v(X, Y) = (X~ X (0)sin() - (Y - Yp- (0)) cos (cx)

Remarques:

~

e Le parametre v associé & un point quelconque (X, Y) du plan est défini
comme la distance algébrique de ce point a la droite passant par O et de direc-
tion définie par I’angle o. Ainsi, les points d’une droite caractéristique ont le
méme parametre V.

* Un tel paramétrage de la ligne frontiére I', n’est pas toujours possible. En
effet, si plusieurs points de la fronti¢ére I'; correspondent au méme parameétre v,
on ne peut définir de bijection d’un intervalle réel vers la frontiere I',.

* En prenant I’origine du paramétrage des droites caractéristiques sur la fron-
tiere I'y, les équations paramétriques des droites caractéristiques sont:

X(s) = Xrl(v)+scos(oc)
{Y(s) — er(v)+ssin(0c)

De méme, la frontiere ®(I",) est paramétrée par: (xrz(w), yrz(w)) .
L’origine du paramétrage est le point: 0 = ®(0) = (xrz(O), yrz(O))

Le parameétre w est défini d’une fagcon analogue au parameétre v:
w(xy) = (x—xp,(0))sin () - (y — yp-,(0))cos (o)

Le choix des paramétres v et w pour paramétrer les frontiéres I'; et ®(I",) induisent la

o
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définition d’une fonction f:

f(v) = w, telle que: (xp (W), yr,(W)) = ®(Xr,(V), Yr (V)
A I’aide de la fonction f(), on écrit le transformé par @ des points de la frontiere I'y:

®(Xp (), Yr,(V)) = (xp,(E(V), yp, (E(¥V)))
On intégre la troisieme équation différentielle du systeme : (c) % = cos(a)

Sur chaque droite caractéristique, on a: x(s) = x(0) + scos(a) ou x(0) est une cons-
tante d’intégration.

Or la quantité: s cos(at) vaut X(s) — X]-«2(V) .

On écrit I’expression de la premiére composante, X, de la transformation ®:

x(X,Y) = xp,(F(V(X, Y))) + X - Xp (v(X, Y))

De la méme fagon, on obtient:

(X, Y) = yp,(F(v(X, Y))) + Y = Y (V(X, Y))

La transformation ® n’est pas entierement définie car elle dépend de la fonction f() dont
la forme n’a pas été explicitée.

6.2 : Prise en compte de I’équation aux dérivées partielles (3)
L’équation (3) traduit que la transformation @ est isosurfacique: Xy yy—Xyyx = 1

Pour simplifier les écritures, on note : v=v(X, Y) et w = f(v(X, Y)).

Les dérivées partielles des composantes x et y de la fonction vectorielle @ sont:
I (X, Y) = xy = xp.'(W)F -
a_X(X’ ) =Xy = Xr, (w)f'(v)vx+1- T, (V)vx

I (X, Y) = xy = xp (W) Xr,

W( ,Y) = g = AR, (w) (V)VY— F, (V)VY

(X, Y) = yx = ¥r, (WFMIvg = Yr, (v

Lle(X, Y)=yy = sz'(W)fI(V)VY +1 —er'(V)VY
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Le déterminant du gradient de la transformation ® est:

det(VO(X,Y)) = 1+ (XI";(W)VX o+ sz'(w)vY)f'(v) - (Xr2'(V)VX + er'(V)VY)

En écrivant 1’équation (3), on obtient 1’équation différentielle (A) permettant d’explici-
ter la forme de la fonction f():

(xrz'(w)vX + xrz'(w)vY)f'(v) = sz'(v)vX + Yl-z'(v)vY

Orcomme : v(X,Y) = (X— XFZ(O))sin(oc) —(Y - YFZ(O))COS(OC)

vy = sin(o)
les dérivées partielles du paramétre v sont des constantes :
vy = —cos(o)

Le parametre v du point ( Xrl(v), YFz( v)) de la frontiere I'; vaut:
o= (sz(v) - XFQ(O))sin(Ot) — (Y, (v) = Yr,(0))cos (ax)

En dérivant cette relation par rapport a la variable v, on obtient alors I’équation liant les
dérivées des fonctions paramétriques de la frontiere I'y:

1 = Xl—-2'(V)Si1’1(G) - er'(v)cos(a)
Le second membre de I’équation (A) a est donc égal a I’unité.

De méme, le paramétre w des points (xrz(w), yrz(w)) de la frontiere @(I',) vaut:

W = (xp,(W) = Xp,(0))sin (o) = (¥, (W) = ¥, (0)) cos (@)

En dérivant cette équation par rapport a la variable w, on obtient une relation liant les
dérivées des fonctions paramétriques de la frontiere ®(I):

1 = xrz'(w)sin(a) —yrz'(w)cos(oc)
Le premier membre de I’équation (A) vaut: f'(v).
Ainsi, I’équation différentielle (A) se simplifie:
fiv) = 1
La fonction f est donc- de la forme:
f(v) = v + cste.
La valeur de la constante est déterminée par la valeur a I’origine: f (0) = cste.
On a donc: (xrz(f(O)), er(f(o))) = @(XFZ(O), er(O))
Or on rappelle que le point 0 = (xrz(O), ¥r,(0)), origine du paramétrage de ®(I";) a été

?‘J/'.
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pris conventionnellement comme le transformé par @ du point O = (XFZ(O)’ er(O)) , ori-

|
} gine du paramétrage de I';. On en déduit que f(0) est nulle, la fonction f() est I’identité.

La transformation @ est donc maintenant parfaitement définie :

X(X,Y) = xp (v(X, Y)) + X - X, (v(X, Y))
{Y(X, Y) = yp,(v(X, Y) + Y - Y (V(X, Y))

avec v(X,Y) = (X - XFZ(O))sin(OL) —(Y - YFZ(O))COS(OL)
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7 : Le mécanisme de flexion-écoulement

Le probléeme de reconstruction géométrique est traduit analytiquement en la recherche
des fonctions composantes x(X, Y), y(X, Y) de la fonction vectorielle ®(X, Y) et de la

fonction scalaire B(X, Y) définies sur le domaine Q de R2 et a valeurs dans R. Tl convient {
ensuite de préciser les conditions a la limite & appliquer sur le contour du domaine €2 telles |
que ces fonctions soient définies de fagon unique. ‘

Le probléme analytique est donc la résolution du systéme suivant :
Xx Xy [cos(a)} _ I:cos(ﬁ)}
Yx Yy| Lsin(a) sin(B)
dei{ xRy J =1
Yx ¥y

En développant la premiére relation matricielle ainsi que le déterminant, on obtient le
systeme de trois équations aux dérivées partielles du premier ordre : :

4

!
Xy o8 () + Xy sin(a) = cos(B) (1) |
yxcos(a) + yysin(o) = sin(p) (2) }
XxYy—Xy¥x = 1 (3)

La résolution de ce systéme d’équations aux dérivées partielles peut étre menée grice a
la méthode des caractéristiques [32]. On considére tout d’abord le sous-syst¢me composé ]
des deux premicres équations. '

|
|

7.1 : Résolution de (1) et (2) par la méthode des caractéristiques

Une courbe paramétrique C sur un domaine £ de R est définie par deux fonctions coor-
données (X(s), Y(s)). Le parametre s prend ses valeurs dans I'intervalle réel J. Envisa-

geons le systeme des trois équations différentielles:

dX _
y i cos(a) (a)

4 X .
T - sin(a) (b)

S
dx

= = cos() (c)




On vérifie que la résolution de ce systeme de trois €quations différentielles ordinaires
(a), (b) et (c) équivaut a la résolution de (1) sur la courbe paramétrique C.

En effet, sur I’intervalle J, on a: x(s)=x(X¢(s), Y(s))

En dérivant par rapport au parameétre s, on obtient:

dx _3x dX Ox dY
ds 0X ds JY ds
L’équation obtenue est équivalente a I’équation aux dérivées partielles (1) avec les nota-
tions du systéme de trois équations différentielles (a) (b) et (c).

Le paramétre o étant une donnée du probleéme, on intégre le systeéme des équations dif-
férentielles (a) et (b).

aX _
== = cos(o) (a)

ay _ . _
5 = sin(o) (b)

Les solutions sont les courbes paramétriques (X(s), Y(s)), tangentes en tout point a la
direction stratigraphique définie par I’angle ouX, Y). Ces courbes sont les lignes stratigra-

phiques du domaine €2 de R2. Les courbes caractéristiques des équations aux dérivées par-
tielles (1) et (2) sont donc les lignes stratigraphiques.

La fonction B(X, Y) n’est pas une donnée du probléme, il n’est pas possible d’intégrer
directement les équations aux dérivées partielles (1) et (2). Cependant, en considérant la
fonction B(X, Y) comme un paramétre, on obtient une expression des fonctions x(X, Y) et
y(X, Y) le long des lignes stratigraphiques C d’équations paramétriques (Xc(s), Y¢(s)).

s

x(s) = x(0) + [cos (B(Xc(s), Y(s)))ds
0

y(0) + [sin(B(Xc(s), Yc(s)))ds
0.

y(s)

On se donne la transformée d’un point choisi comme origine des abscisses curvilignes
sur la ligne stratigraphique C:
®(0) = E(O)]
(0)

On détermine alors le déplacement en tout point de la ligne C en fonction du parametre
B(X, Y) et de I’abscisse curviligne s:
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®(s) = c1>(0)+j
0

cos (B(Xq(s), Y(s))) ds
sin(B(Xq(8), Ye(8)))

En particulier, s’il existe une courbe I" paramétrée par les fonctions (Xp(v), Yp(v)) qui

coupe chaque ligne stratigraphique C en un unique point, on choisit ce point pour origine
des abscisses curvilignes sur les lignes stratigraphiques.

Ainsi, si chaque ligne stratigraphique C est paramétrée dans le méme sens, on définit un
paramétrage continu (s, v) du domaine . Chaque point du domaine £ appartient a une
ligne stratigraphique C. Les paramétres (s, v) du point (X, Y) sont respectivement 1’abs-
cisse curviligne s du point (X, Y) sur C et le parametre v du point d’intersection de Cet I'
dans le paramétrage de I

La donnée du champ de scalaire a(X, Y) permet de définir un difféomorphisme ¥ du
domaine Q paramétré par les coordonnées cartésiennes (X, Y) vers le méme domaine €2
paramétré par les coordonnées (s, v) :

WX, Y) = [s(x, Y)} o |iX(s,v]
v(X, Y)

La donnée de la transformée de chaque point de I est une fonction de I" dans R2:

D(X(V), Y(V)) = ®p(v) = (0, v), les points de I" sont tels que s=0

Cette fonction permet d’écrire @ dans le systtme de coordonnées (s, v) en fonction du
champ scalaire inconnu B(X, Y):

5
-1
(s, v) = (0, v)+ [|OSBE (5 VI))g5
: -1
o [sin(B(Y " (s, v)))
On différentie la fonction @(s, v), fonction définie par une intégrale de la forme:

X

f(x,y) = [g(z,y)dz
0

On démontre en annexe section 5.2 page 199 le résultat différentiel:

df(x,y) = g(x y)dx + Q%g(z, y)dz}vy

En appliquant ce résultat, on obtient I’écriture différentielle condensée:
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cos (B(F™ (s, v)))

ds dv

d®(s,v) = j_(podv+ cos (BCF (5, V))) ds + j
0| Zsin(BC¥ ' (5, )

sin(B(¥ ™' (s, v)))

J
ov

J
ov

Les dérivées partielles de la fonction vectorielle @ sont:

9 cos(B¥™ (5, V)

P _ f‘?o " J .
Jov  dv : - g
sin(B(¥ (5, V)
9P _ [eos(B(¥ (s, 1))
ds : -1
sin(B(Y (s, v)))
Le gradient par rapport aux coordonnées (s, v) de la fonction vectorielle @ est: |

cos(B) X'+ J%cos(ﬁ)ds
0

grad(®) =

sin(B) y‘0+j%sin(ﬁ)ds ]
0

7.2 : Prise en compte de ’équation aux dérivées partielles (3)

La fonction ! permet de passer des coordonnées (s, v) vers les coordonnées cartésien-
nes (X, Y) du domaine £, on a établi, annexe section 5.5 page 202, la relation matricielle:

grad(®) = VO grad(¥ )

En écrivant I’égalité des déterminants des deux membres de la relation précédente et en
tenant compte de 1’équation (3) det(V®) = 1 on obtient:

det(grad(®)) = det(grad(‘l’_l))

1l n’apparait plus dans I’équation que la fonction inconnue B(X, Y) = B(‘P_l(s, v)):
-1 , y J . ; . ; d
det(grad("?" )) = cos(P) y0+_[ﬁsm([3)ds —sin(P) x0+jgcos([3)ds @
0 ) 0

On utilise les notations simplificatrices suivantes:
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a= det(grad(‘{‘_l)); b=y, + J--aa—vsin([i)ds; c=Xg+ jéa;cos(ﬁ)ds
0 0

La relation (I) devient alors en écriture condensée :
a = cos(P)b—sin(B)c (1)

De facon a déterminer quelle type de condition a la limite attribuer pour obtenir un uni-
que champ scalaire solution (X, Y), on dérive la relation (I) par rapport a la variable s.

Les dérivées partielles des fonctions b et ¢ par rapport a la variable s:

—gl; aism(ﬁ)— (:08(]3)aB
S TS

Une premiére dérivation de la relation (I) par rapport a s donne:

da

-k BB( sm(B)b—cos(B)c)+(cos (B) + sin (|3))—B

On simplifie I’expression et on obtient I’équation (II):

%Esl- = —(sm(B)b—i-COS(B)C)aB + = oB (D)

Une seconde dérivation par rapport a la variable s donne:

2 2 3
a_i = —(sin(B)b + cos(B)c)gTE— (cos(B)b - Sin(B)C)(%Ej

—(sm(ﬁ)cos(ﬁ)—cos(B)s1n<B))§BgE gv%s

On simplifie I’expression et on obtient I’équation (III):

2 ;)
8_2 = —(sin(B)b + cos(B)c)-—B+(sm(B)c cos(ﬁ)b)(aﬁj 8 Ba (I11)

2 3
En écrivant la combinaison linéaire suivante: (—a—-B)(III) - ﬂ(II) + (ﬂj ) (D
‘ ds 9 e ds

On obtient I’équation (IV) dans laquelle les termes b et ¢ n’apparaissent plus, I’inconnue
est la fonction B(s, v):
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2 2 2
QP20 @ - B2
05 /542 ds) \ds ds Jovos  342\dv
C’est une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire d’ordre deux que I’on peut |
écrire sous la forme générale :

-]

2
IB ., 313 2 p
AaSz aa+ca +D = 0 (V)

BBB

Les coefficients A, B, C et D étant des fonctions des variables s, v, [5 = et

On écrit I’équation (IV) sous la forme (V):

2 2 =
S3-3)- S G- G- @)

On identifie les coefficients A, B, C et D:

B3 0= oo o- GG

Dans la résolution de 1’équation (V) par la méthode des caractéristiques [32], les cour-
bes caractéristiques sont solutions de I’équation différentielle:

dvy dv
A(%) ~B(£)+C =0

Cette équation se simplifie et se factorise du fait que C est nul:

(+(&)-»)&) -

Les courbes caractéristiques sont donc d’une part les lignes stratigraphiques qui corres-
pondent a I’équation (v=cste, solution de v’(s)=0) et d’autre part les courbes solutions de
I’équation différentielle:

Adv = Bds

Soit en remplacant A et B:

. P
a—vdv+a ds = a—d

oa 5
Les courbes caractéristiques sont solutions de I’équation différentielle: df = =—dv '

ds

On écrit I’équation (IV) en adoptant la notation indicielle pour indiquer la dérivation
partielle par rapport & une variable et on obtient I’équation (VI):
;f/—
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7.3

3
E’SS(B\! - as) - stBs % Bsass i aBs =0 (VI)
Si By #0 on divise par B, et on obtient:

_ BSVBS - Bsst

sds S_B g5
2 2
By By
En appliquant aux deux fractions la formule différentielle:

d(g)_g-df—f-dg
0= =z
g

af,

On obtient la relation:

Condition nécessaire sur le bord de frontiére imposé.
La condition 2 la limite sur le bord de frontiére I', est la donnée de la transformée ®(I).

La frontiére T') est paramétrée par le couple de fonctions (X(t), Y(t)). On définit alors les

fonctions (x(t), y(t)) telles que : (x(t), y(t)) = (X(t), Y(t)). Ainsi la courbe ®(T') est para-
métrée par les fonctions (x(t), y(t)) a I’aide du méme parametre t.

On appelle @i le vecteur unitaire selon la direction stratigraphique au point (X(t), Y(t)).

dx dx
On appelle%r et W les vecteurs v = dt et W = dt
ay dy
dt dt

Envisageons le scalaire : det(V® a, Vo 3) = det(VD) det(a )

En dérivant [}:(t)] = (I{|:X(t)}J par rapport & la variable t on obtient: W = (Vd))%
(t) Y(t)

Et comme de plus, det(Vd) =1

On obtient I’égalité (I) :

det(V® &, W) = det(l1, V)

¥ 4
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« Le vecteur U est donné, unitaire et dans la direction stratigraphique.

o Le vecteur v est défini et donné pour les points de la frontiére paramétrée T,
« Le vecteur V@ @, nouvelle direction stratigraphique, est tel que IV® all=1.

La donnée de la transformée ®(T"y) paramétrée par (x(t), y(t)) ne doit pas &tre quelcon-
que, on doit avoir nécessairement I’inégalité (II) |det(ﬁ,3)[ < ||\7>v|| pour qu’il existe une
direction stratigraphique de la configuration déformée : V@ {l vérifiant I’égalité (I).

Remarque : la donnée de la transformée ®(I'y) paramétrée par (x(t), y(t)) et vérifiant
’inégalité (II) en chacun de ses points entraine nécessairement du fait de I’égalité (I) et de

3 > # . * . "
la relation : [IV® 1l =1, I’existence suivant les configurations de une ou deux directions

possibles pour la nouvelle stratigraphie : V@ a. L’unique direction de la nouvelle stratigra-
phie est déterminée du fait des autres conditions 2 la limite.
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