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Résumé. —

Le but initial de cette thése était d’étudier les espaces de superlacets, version
géométrique des espaces de supercordes en Physique. Le point de départ était alors
d’étendre les résultats de classifications de l'article de Oleg Mokhov : Symplectic
and Poisson structures on loop spaces of smooth manifolds, and integrable systems
au cadre de la supergéométrie. Dans cet article I'auteur établit une classification
des formes symplectiques locales homogénes d’ordre 0, 1 et 2 sur 'espace des lacets
LM = C°°(S', M) a partir d’objets géométriques sur la variété différentiable M. Dans
cette these, on remplace la variété M par une supervariété MP!? et le cercle S! par un
supercercle S et I'on étudie Pespace des morphismes de supervariétés MO’I"(SHn, Mp|q).

Dans les deux premiéres parties, ’on définit les structures géométriques classiques et
super des espaces de superlacets. Pour ce faire, ’on se restreint aux deux supercercles
S et en s'inspirant des travaux sur LM, lon détermine une structure de variété
de Fréchet des espaces de superlacets SLM = M or(S”l,M ). Puis l'on introduit la
structure super qui nous a semblé la plus naturelle sur SLM en terme de faisceaux.
Afin de pouvoir travailler en coordonnées, 'on introduit la structure super par un
autre point de vue en considérant l’espace de superlacets SLM comme le foncteur de
points SLM . De plus, en interprétant les calculs de Mokhov en terme de jets, ceci nous
permet d’une part d’apporter une justification rigoureuse aux-dits calculs et d’autre
part, d’obtenir une généralisation directe des méthodes de calculs en coordonnées ("a
la physicienne").

Le troisiéme chapitre expose les résultats de classification obtenus. Comme dans
le cas classique, on obtient un théoréme de dépendance limitée de l'ordre des jets
qui interviennent dans les formes d’ordre 0 et 1. Puis, on obtient une classification
des formes d’ordre 0 au moyen de formes différentielles sur la supervariété M9, Une
classification des formes homogénes d’ordre 1 et 2 au moyen de métriques Riemaniennes
et de connexions sur MPI7.

Enfin le quatriéme chapitre est consacré & la généralisation des résultats d’un
autre article de O. Mokhov : Complex homogeneous forms on loop spaces of smooth
manifolds and their cohomology groups. De par la présence de la variable impaire, on
précise tout d’abord la définition des formes homogénes locales sur SLM, puis on
démontre que muni de la différentielle extérieure, ’espace des formes homogénes sur
SLM d’ordre m € N donné définit un complexe. On calcule alors complétement les
espaces de cohomologie pour les ordres m = 0 et 1, partiellement pour les ordres 2
et 3 et on explicite ainsi les formes symplectiques exactes obtenues au troisiéme chapitre.

Mots clefs. — Supergéométrie, espace de lacets, variété de Fréchet, jets, foncteur de
points, cohomologie.
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Abstract. —

The goal of the thesis was to study superloopspaces, the geometric version of super-
strings in Physics, by extending the classification results contained in Oleg Mokov’s
paper : Symplectic and Poisson structures on loop spaces of smooth manifolds, and
integrable systems to the supergeometric setting. In it, lies the classification of local
homogeneous symplectic forms of order 0, 1 and 2 on the loopspace LM = C*(S', M)
by means of geometric objects on the manifold M. In this thesis, the manifold M
becomes a supermanifold M?!?, the circle S' becomes a supercircle SH" and we consider
the superloopspace as the space of morphisms of supermanifolds M or(Sl‘", Mp|q).

In the two first chapters, we look at the classical and super geometric structures
of the superloopspaces. To do this, we restrict ourselves to the two supercircles S/t
and using the previous works on LM, we define a Fréchet manifold structure on the
superloopspaces SLM = Mor(Sl|1,M). Then we bring in what we consider as the
most natural superstructure on SLM by means of sheaves. In order to work with
coordinates, we adopt another point of view considering SLM as the functor of points
SLM. Moreover, rewriting Mokhov results in terms of jets allows us to give a rigorous
proof of those calculations and also to extend right away the methods of calculations
in coordinates.

The third chapter contains the new classification results we obtained. Similarly to
the classical case, we first show that the order of the jets in the forms of order 0 and 1
is bounded. Then we give the complete classification of the symplectics forms of order
0 by means of differential forms on the manifold M”17 and of homogeneous symplectics
forms of order 1 and 2 using Riemannian metrics and connections on MP?l4.

Finally, the fourth chapter is devoted to extending the cohomology results of an other
Mokhov’s article : Complex homogeneous forms on loop spaces of smooth manifolds
and their cohomology groups. We first discuss the dependance of the odd variable in
the homogeneous forms on SLM, and show that with the exterior derivative, the
space of homogeneous forms on SLM of a given order m € N is a complex. We then
calculate the cohomological spaces, completely for the order m = 0 and 1, partially
for the order 2 and 3 and we identify the exact forms amongst those of the third chapter.

Key words. — Supergeometry, loops space, Frechet manifold, funtor of points, coho-
mology.
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INTRODUCTION

La géométrie symplectique constitue un substrat naturel de la mécanique analytique
(voir [GRO7], lui méme inspiré de [Sou85| et [Arn89|). Dans le cas d’une particule
dans une variété M différentiable, la donnée d’une structure symplectique sur le
fibré tangent T'M appelé aussi espace des configurations détermine la dynamique de
celle-ci et l'espace des phases est donné par le fibré cotangent, naturellement muni
d’une structure symplectique. En théorie des cordes (cf [Zwi09]), I'on remplace une
particule ponctuelle par un lacet c’est a dire une application C*> du cercle S' dans M.
Dans ce cas, la variété de dimension finie M est remplacée par la variété de Fréchet
LM = C*(S', M) de dimension infinie. De ce point de vue, il est donc naturel de
rechercher des structures symplectiques sur les espaces de lacets LM.

Les travaux fondamentaux sur ces questions sont ceux de Oleg. I. Mokhov, que 1’on
trouve notamment dans Symplectic and Poisson structures on loop spaces of smooth
manifold [Mok98b|. Dans cet article, ainsi que dans [Mok95|, 'auteur établit une
classification des formes symplectiques locales sur LM d’ordre 0 et d’ordre 1 et 2
dans le cas homogéne, au moyen d’objets purement géométriques sur la variété M. Il
démontre aussi comment ces structures symplectiques engendrent des représentations
hamiltoniennes des équations du mouvement de o-modéles ou de systémes de type
hydrodynamique et permettent ainsi de démontrer leur intégrabilité.

En physique quantique, on distingue deux types de particules : les fermions et les
bosons. La fonction d’onde qui correspond & un systéme de deux fermions identiques est
antisymétrique (voir [BDO05]) : ceci est a 'origine du principe d’exclusion de Pauli. La
Relativité Générale quant a elle suggére une approche géométrique de la physique. De
maniére & donner une interprétation géométrique aux fermions, les physiciens ont alors
considéré des fonctions & valeurs dans des algébres de Grassman (voir [Var04|). La
supergéométrie était née, encore fallait-il lui donner une cohérence mathématique. C’est
au mathématicien russe Felix A. Berezin que revient le titre de pére des supermathéma-
tiques (voir[Rog06]|, [Min96|, [Shi07]). Plusieurs de ses éléves dont Dimitry A. Leites
(voir [Lei80|, [Lei83|) et plusieurs chercheurs de 1’école russe dont Yuri I. Manin (voir
[Man88|), ont par la suite développé de maniére considérable la supergéométrie suivant
les principes de la géométrie algébrique. Une autre approche de la supergéométrie,
a l'aide de supernombres, a été développé par le physicien Bryce DeWitt [DeW92]
et la mathématicienne Alice Rogers [Rog07]. Marjory Batchelor a montré que ces
deux approches sont équivalentes [Bat80]. Dans la suite, I’on n’utilisera que la premiére.

En supergéométrie, la notion de variété se généralise en celle de supervariété
(|[Lei80], [Lei83], [BBHR91|). Une supervariété M est une variété M munie d’un
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faisceau d’algebres localement isomorphe au faisceau Oy @ A[&y, -+, &) ot Opf est
le faisceau structural de la variété M et A[¢q,---,&,] une algébre grassmanienne de
dimension ¢, c’est-a-dire ’algébre engendrée par les § pour i =1,--- ,q et les relations
Vi,j € [1,q], && = —¢&;&. Une supervariété M aura donc une dimension paire p qui
sera celle de la variété M, c’est-a-dire p = dim(M) et une dimension impaire ¢ qui
est la dimension de lalgébre grasmanienne. On notera parfois MP!9 pour indiquer les
dimensions. De plus, & toute supervariété MP12, on peut associer de maniére fonctorielle
mais non canonique un fibré de rang ¢ au dessus de M, c’est le théoréme de Batchelor
[Bat79]. Dans cette thése, ce théoréme n’est pas utilisé et l'on préfére travailler avec
des systémes de coordonnées sur les supervariétés.

L’idée de la théorie des supercordes (|Zwi09]) est donc d’introduire de la supergéo-
métrie dans la théorie des cordes. On ne regarde plus des lacets mais des superlacets,
c’est-a-dire des applications C*° (ou morphismes de supervariétés) d’un supercercle
S'™ dans une supervariété MP12. Le but de cette thése est done d’étudier les structures
symplectiques locales sur les espaces de superlacets afin d’obtenir des résultats de
classifications similaires. S’il est possible de généraliser le formalisme en coordonnées
utilisé par Mokhov au cas de n’importe quel espace de superlacets au moyen de la notion
de foncteur de point (voir partie 2.4), la difficulté des calculs a rapidement imposé de
se limiter au cas des superlacets o le supercercle est un des deux supercercles S'! de
dimension impaire égale & 1.

Cette these se divise en quatre chapitres.

Le premier chapitre est un chapitre de rappels. Dans un premier temps, on rappelle
les résultats de classification que I’on va étendre au cas super. Pour cela, on introduit des
notations analogues a celles de Mokhov dans son article [Mok98b], sans les interpréter
encore en termes de jets. Toute forme symplectique w locale d’ordre s € N s’écrit
localement (cf plus bas) pour tous champs de vecteurs X = X%0;,Y = YJ9; sur LM :

W(X,Y) = | XY wi()de
Sl

ou
(i) z est la Varlable sur le cercle,
(ii) V& > s, w! i; = 0 et les w; sont les coordonnées d’un 2-tenseur inversible,
d'Y
) Wa
)

(iv Et les coefﬁments w!

(iii

i; e dépendent que de z, des 2* et d’un nombre fini de leurs

dérivées z° ..
(s)

Le terme "localement" ici est & préciser. La formule précédente n’a & priori de
sens que pour des lacets suffisamment petits pour étre contenus dans une carte locale
de la variété M munie d’un systéme de coordonnées z'. Pour des lacets qui ne sont
pas contenus dans un ouvert de carte U, par compacité de S', on peut trouver un
recouvrement fini par des ouverts de cartes de M de 'image du lacet. On conserve alors
I’écriture précédente en imposant la covariance de I'intégrande dans un changement de
coordonnées sur la variété M.

Dans [Mok98b], Mokhov démontre que les formes d’ordre 0 ne dépendent pas des
dérivées a;%s) pour s > 2. Dans cette thése I'on montre que les formes d’ordre 1 ne

dépendent pas des dérivées xés) pour s > 4. Cependant pour les ordres plus grand que
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0, Mokhov classifie seulement les formes locales homogénes et nous n’avons pas réussi
a établir une classification compléte des formes d’ordre 1. Ses résultats sont les suivants :

(i) Les formes d’ordre 0 sont classifiées par une famille de 2-formes sur M paramétrée
par S! et une 3-forme fermée sur M (Théoréme 1.11).

(ii) Les formes homogeénes d’ordre 1 sont classifiées par les couples (g, V) ot g est une
métrique riemanienne sur M et V une connexion compatible avec g , ¢’est-a-dire
Vg = 0, telle que la torsion sous forme covariante soit une 3-forme fermée
(Théoréme 1.13).

(iii) Les formes homogénes d’ordre 2 sont classifiées par les couples (w, V) ot w est une
forme presque symplectique sur M et V une connexion symplectique, c’est-a-dire
Vw =0 (Théoréme 1.14).

Ensuite, I'on explicite la structure de Fréchet de LM telle qu’elle est présentée dans
larticle d’Andrew Stacey [Sta05| afin de pouvoir expliciter la structure de variété de
Fréchet des espaces de superlacets. A 'aide d’une addition locale, 'on définit pour
chaque lacet v une carte locale contenant v et modelée sur les espaces de Fréchet
Csi(v*TM).

Dans un deuxiéme temps, on expose les résultats de bases de superalgébre et de super-
géométrie (voir [Lei80|, [BBHR91|, [Man88|) nécessaires pour étendre les résultats
précédents au cas super.

On choisit de travailler avec les notations de Tuynman (voir [Tuy10]) pour les formes
différentielles : leur évalutation en des champs de vecteurs sera écrite comme un produit
intérieur.

Le paragraphe sur les superfibrés est quant a lui capital pour déterminer la nature
géométrique des espaces de superlacets. On définit un superfibré au-dessus d’une
supervariété M comme un faisceau de Opr-modules localement libres. L’approche
faisceautique permet de travailler en coordonnées et ainsi d’identifier un fibré d’aprés
les lois de transformation de ses sections. Si I’on choisit une projection d’une superva-
riété M sur sa variété sous-jacente M, on peut définir a partir de tout superfibré E
au-dessus de M, de nouveaux superfibrés sur M que l'on note Ep, Ey et E* pour tout

k € N*, ainsi que des fibrés sur M, noté E¥ pour tout k € N* qui permettent alors de
donner une interprétation géométrique classique des espaces de superlacets lorsque le
supercercle est S

Le deuxiéme chapitre est conceptuellement le noyau dur de cette thése puisque c’est
dans celui-ci que sont définis les espaces et superespaces de superlacets. En effet, il n’y
a pas qu’une seule structure super possible pour le superespace des superlacets et les
deux présentées ici répondent aux deux critéres suivant :

(i) Etre la plus naturelle possible.
(ii) Pouvoir définir les formes symplectiques locales sous la forme :

w(X,Y) = N XY, g il ()dxdd" - 6"

N

ou
— les 6 sont les variables impaires sur le supercercle S,
- B = (P, -+, Pn) est un multi-indice de taille n tel que §; € Z/27Z,
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vi ot+18ly i
St G = (0x)t(061)P1 - - - (9hn)Bn”

Dans un premier temps, on donne quelques exemples d’espaces de superlacets :
lacets dans une supervariété, superlacets dans une variété, S et S'2-superlacets
dans une supervariété. Sur ces exemples, on observe que si la dimension impaire du
supercercle (trivial) est supérieure a 1, alors un superlacet se décrit comme un jet de
champ de vecteurs le long du lacet sous-jacent (voir la formule exponentielle de Hélein
[Hé108]). Par contre, dans le cas d’un supercercle S, trivial ou tordu, on peut donner
une interprétation purement géométrique en terme de fibré classique. Ceci s’explique
notamment par le fait que les fibrés associés dans le théoréme de Batchelor sont dans
ce cas, canoniques. Ils sont isomorphes aux deux fibrés en droites au-dessus de S!, voir
§2.2.1.

A Taide des résultats sur les superfibrés du chapitre 1, pour tout superfibré E au-
dessus de S'', on définit deux fibrés au-dessus de S*, Pun impair Ey; et Pautre pair Eq;
qui correspondent respectivement aux parties paires et impaires du fibré sous-jacent E,
de parité décalée, et tordues dans le cas du supercercle non trivial.

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition (2.4). — Un superlacet v : S1 — M est donné par un couple (3, ) avec
vy e LM
A€ Tat (" TM)1

A T’aide de supercourbes, on détermine alors I'espace tangent de 1’espace des super-
lacets, que I'on note maintenat SLM. Comme dans le cas classique, on a :

Proposition (2.8). — Soit v € SLM.

T,(SLM) ~ T (Y*TM)

en tant que superespace.

Et de maniére & définir une structure de variété de Fréchet sur SLM, ainsi que la
structure super, on montre que ’on a aussi, avec m : "M — M la projection canonique :

Proposition (2.9). — Soit v € SLM.

T,(SLM) = Tt [(7"(T'M))o ® (" (Ker(dm)))1n @ (7 (TM))1 & (7" (Ker(dm)))on]

La structure de Fréchet est alors modelée sur les espaces I'si (7*T'M )o® (VT M )1®L)
a la place de I'qi (v*T'M) dans le cas classique ot L est le fibré en droite associé au
superlacet S cad si le supercercle est le supercercle trivial, £ est le fibré en droite
trivial au-dessus de S, sinon il s’agit du fibré en droite tordu cad une bande de Moebius.

On introduit alors un faisceau de supermodules sur la variété de Fréchet SLM, le
faisceau

OiSLM ®(081®R0M)L (0§1 QR A)L ®(Os1®ROﬁ)L (E ®OS1®ROM Q*(H))L

de maniére a retrouver les variables impaires de 1'espace tangent de SLM. On renvoie
au paragraphe 2.3.1 pour une définition du faisceau précédent.

Si cette approche permet une description géométrique de la supervariété SLM, elle
n’offre pas un cadre calculatoire simple pour mener & bien les résultats de classification
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que l'on veut établir. On définit alors I'espace des superlacets comme le foncteur de
points SLM (voir [DEFT99|, [Dum08|) de la catégorie des supervariétés SM dans
celle des ensembles Set tel que pour toute supervariété S,

SLM(S) = Homgng(S x SU, M)

Cette approche sera fondamentale dans la conclusion des théorémes du chapitre
3. En effet, comme un superlacet v € SLM envoie une section de Oys sur une sec-
tion de Ogqi1, les conclusions sur les quantités géométriques sur M qui interviennent
dans Dexpression en coordonnées des formes locales se fait seulement modulo N?
ou N est le faisceau des éléments nilpotents de Oy (voir 3.1.2). Dans le cadre du
foncteur de point, un superlacet évalué en un S-point envoie de maniére fonctorielle
une section de Oy sur une section de Ogij1 g, ce qui permet de conclure complétement.

La fin de ce chapitre est consacrée aux espaces de jets (voir [PaulO]) qui sont le
cadre naturel de I'analyse en dimension infinie des papiers de Mokhov. Les espaces
de jets permettent d’'une part de retrouver les fonctionnelles, les champs de vecteurs
et le complexe des formes différentielles introduits par Mokhov et ses prédécesseurs,
et d’autre part ils permettent une généralisation immeédiate de ces notions dans le
cas super en termes du foncteur de points, et ce pour tout espace de superlacets quel
que soit le supercercle choisi. En fait, cette partie est principalement I'adaptation des
espaces de jets en théorie des champs au cas des superlacets. De plus, les formes volumes
sur le supercercle S, qui interviennent dans 'expression intégrale des fonctionnelles,
apparaissent de maniére naturelle en considérant la structure de Dgij,-module & gauche
de lalgebre des jets (voir [Kas03]).

Le troisiéme chapitre quant & lui contient les résultats de classification des formes
symplectiques locales d’ordre 0, 1 et 2 sur les espaces de superlacets.

Un autre point clé dans la structure géométrique des supercercles S est 1'existence
d’une forme de contact dz + 6df [MDO8|, [ABF03| dont le noyau est engendré par
le champ de vecteurs D, = 0D, + Dy. L’opérateur différentiel D, est une racine carré
impaire de l'opérateur D, : il vérifie D?> = D,. Le module des opérateurs différentiels
Dginn est alors une Ogij1 algebre engendrée seulement par la dérivation D, plutdt que par
les deux dérivations D, et Dy (voir Proposition 3.1). Ceci permet d’une part de simplifier
les calculs et d’autre part de pouvoir écrire les résultats sous une forme similaire a celle
du cas non-super. En effet, une forme locale s’écrit maintenant :

UX,Y)w = /Sm(_1)X+Y(_1)Y".(j+s)+(i+j).szYé)wfj

ou
(i) La forme volume canonique 3.1.1 sur S est intégrée au signe me.
(i) Y{, = D:(Y")

(iii) Les coefficients w?

7; sont des éléments de la Dgiji-algebre des jets J(Onr).

En géneral, il est assez délicat de considérer que les formes sur les espaces de superla-
cets sont des généralisations du cas classique. En effet, dans un premier temps, puisque
D? = D, on peut penser qu’une forme d’ordre 2k sur 'espace des superlacets généralise
les formes d’ordre k& du cas non super. Cependant, il faut aussi tenir compte du fait
que l’intégration fgm est une intégrale de Berezin (cf §1.2.5). L’on peut donc ainsi re-
trouver les formes d’ordre k classiques aussi a partir des formes d’ordre 2k —1 sur SLM.

On obtient alors les résultats de classification suivant sur SLM.
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Théoréme (3.16). — Les formes d’ordre O sur SLM sont classifiés par les quintuplets
(Q, AN &0, &) tels que
(i) Q(x,0) est une famille de 2-formes presque symplectiques sur M paramétrée par
Slll,
(i) A(z,0) est une famille de 3-formes sur M paramétrée par S'',
(iii) A est une 3-formes sur M,
(iv) & et & sont des 4-formes sur M.

Théoréme (3.26). — Les formes d’ordre 1 sur SLM sont classifiées par les couples
(9, V) ou g est une métrique riemanienne sur M et V une connexion compatible avec
g telle que la torsion sous forme covariante soit une 3-forme fermée.

Théoréme (3.35). — Les formes symplectiques locales homogénes d’ordre 2 sur SLM
sont classifiées par les quadruplets (g,V, g1, V1) tels que :

(i) g et g1 sont deur métriques Riemaniennes sur M.
(i) V est une connexion sur M dont la torsion T vérifie :

VX,Y,Z e TM, «(X,Y)Vz(g) = (=) X2y Z u(X,Y)T)g+(—1) XY (Y, (X, Z)T)g

(iii) V1 est une connexion sur M dont la torsion covariante (pour g1) est une 3-forme
fermeée.

Dans le cas super, les formes d’ordre 0 ne dépendent pas des dérivées ul('s) des

coordonnées pour s > 3 (3.12). Cependant on pourra remarquer que D?(u') = D, (u?)
et donc que les résultats de dépendance sont en fait les mémes. L’apparition des formes
de degré au moins 4 dans le cas super est di au fait que en supergéométrie, une forme
différentielle est symétrique sur les champs de vecteurs impairs.

Pour les formes locales d’ordre 1, on remarque que le résultat est identique dans le
cas super et le cas non-super ; les formes s’écrivent respectivement :

X)) = [ U Vi)

W(X,Y) () = /S (X, V3Y)da
Pour les formes d’ordre 2, par contre, on voit que leur classification est plus proche
de celle des formes d’ordre 1 du cas non-super que de celle des formes d’ordre 2. Il
faut regarder les formes d’ordre 3 sur SLM pour retrouver une classification avec des
formes presque symplectiques et des connexions symplectiques. Cependant, dans le cas
des formes homogénes d’ordre 3, les calculs n’ont pas abouti. On donne cependant le
systéme d’équations correspondant ainsi qu’un exemple.

Enfin le chapitre 4 est I'adaptation au cas super des résultats de Mokhov [Mok96|,
[Mok98a] sur les formes homogénes. On choisit cependant une définition des formes
homogénes moins restrictive que celle de Mokhov car ’on autorise une dépendance en
les variables x et # du supercercle. Comme dans le cas non super, ces formes homogénes
forment un complexe et I’'on calcule complétement les espaces de cohomologie en degré 0
et 1. Pour l'ordre 2, I’'on calcule respectivement les 3 premiers espaces de cohomologie et
pour l'ordre 3, le premier. Ceci permet d’ailleurs de déterminer les formes symplectiques
exactes parmi les formes d’ordre 0, 1 et 2 du chapitre 3.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Puisque le but de cette thése est d’étendre les résultats de classification de certaines
formes symplectiques sur les espace de lacets au cas des espaces de superlacets, ce
chapitre de rappels s’organise en deux temps.

Dans un premier, on rappelle la géométrie des espaces de lacets telle qu’elle est
présentée dans [Mok98Db], en explicitant les objets géométriques (espace tangent, fonc-
tionnelles locales, champs de vecteurs et leur action, formes différentielles) dans des
systémes de coordonnées locales. On verra dans le chapitre suivant comment interpréter
ces résultats en terme de jets afin de donner un sens mathématique précis aux calculs
"a la physicienne" présentés ici. Et dans un deuxiéme temps, on rappelle les bases de
super-géométrie qui nous seront nécessaires pour définir nos espaces de superlacets et
en étudier les formes symplectiques.

1.1. Espaces de Lacets

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de Mokhov que I'on cherche a
généraliser au cas super. Pour cela, nous allons introduire les espace de lacets, définir
leur géométrie en terme de variables locales et expliciter leur structure de variétés de
Fréchet.

1.1.1. Définitions et Notations. —

Définition 1. — Soit M une variété. L’espace des lacets dans M que l'on note LM
est Uespace des applications C™ du cercle S' dans M.

LM = C>™(S*, M)

Notons Qs et Ogi les faisceaux de fonctions O sur M et sur S! respectivement.
Un lacet v : S' — M définit alors un morphisme de faisceau d’algébres :

*

vt Om — 7%(Og)
= fon

Par abus de notation, on écrit simplement dans la suite Og1 a la place de 7, (Ogt).

Puisque les faisceaux Ops et Og1 sont fins (existence de partitions de I'unité C'), ce
morphisme de faisceau est aussi parfaitement défini (cf [BBHR91|) par le morphisme
d’algébres :

P OR(M) - CR(S))
f = foy
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Et les données compatibles du morphisme d’algébre v* sur chaque ouvert de triviali-
sation de M permettent de reconstruire v* sur tout C°°(M). Soit p la dimension de M
et (2%)1<i<p un systéme de coordonnées locales de M sur un ouvert de trivialisation U
alors 7§, est parfaitement défini par les images 7§, (z%) € Og1(y71(U)) du systéme de co-
ordonnée (cf [BBHR1]). En effet, celui-ci détermine parfaitement v sur y~1(U) C S*
par :

Vo € 47 (U),7(2) = (v (@")(@), -+ 7" (@) (2)) € U

L’on pourra ainsi travailler localement avec les v*(z') comme variables locales en
regardant chaque 2 comme une famille infinie de coordonnées, paramétrée de maniére
C*> par S' (un ouvert U de S!). En effet, & 2 € S! fixé, chaque x? définit la fonctionnelle :

x; : LM — R
v e (@) ()
Pour suivre les travaux de Mokhov, nous allons définir les fonctionnelles en terme
des variables locales. Nous verrons dans la suite comment interpréter ces fonctionnelles
comme les co-invariants d’une algébre de jets.

Dans toute la suite, on note x la variable sur le cercle.

Chaque variable locale v*(x?) est une fonction C* sur un ouvert du cercle. On peut
donc considérer ses dérivées par rapport & . On note :
d
- D, = . Iopérateur de différentiation totale le long du cercle.
x

- xzs) la famille infinie de coordonnées paramétrée de maniére C> par S!

l’és) : LM —  Oxu(U)
v = Di(y*(ah)
Une fonctionnelle locale est une fonctionnelle qui dépend d’un nombre fini des va-
riables xés).

Définition 2. — Soit M une variété de dimension q. Une fonctionnelle locale F' sur
l’espace de lacet LM est une fonctionelle telle que 3k € N tel que localement F' s’écrive :

Ve LM, F) = [ f@@)r @ene 0" (@)

avec f € C®(RITka),
On la note simplement

F= - f(xv xlvxlx7 e 7$’Ek))dx
Et on note F Uespace des fonctionnelles locales.

Remarque. — L’expression f(:r,xi,x’('l), e ,:cék)) est en fait un élément de [’algébre des jets
écrit localement (cf §2.4.1). Dans la suite on Uappellera donc un jet. On dit qu’il s’agit d’un
jet d’ordre k si il existe un indice i tel que f dépende de xék) et tel que f soit indépendant de
x{k, pour tout indice j et tout k' > k. Une fonctionnelle F est donc une fonctionnelle locale si
il existe k € N telle que F s’exprime au moyen de jets d’ordre au plus k.

Un jet f peut-étre évalué en un lacet v, f(v) = f(x,’y*(xi),'y*(:ci)(l), e ,'y*(xi)(k)) €
C°(Sh). On peut donc calculer D, (f(7)) et on a :
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Daf() = e (flay @) (@)
= e @ 0w+ 0 e g @ @ )

L’application v +— D, (v(f)) représente donc encore un jet que 'on notera D,(f).
L’opérateur D, agit donc sur les jets et d’aprés le calcul précédent, on a :

Proposition 1.1. — Localement 'opérateur de différentiation totale le long du cercle
D, s’écrit

i 0
Dy =0, + Zx(erl)%

1.1.2. Géométrie sur les espaces de lacets : champs de vecteurs et formes.

Puisque l'algébre des fonctionnelles C*° de LM est un trés gros espace (ce n’est
d’ailleurs méme pas un espace de Fréchet contrairement & LM, cf [Ham82]|, [Sta05]),
il est difficile de définir les champs de vecteurs et les vecteurs tangents en terme de
dérivations. Pour définir un vecteur tangent, on opte donc pour la version dynamique
des classes d’équivalence des courbes de lacets. Or, nous n’avons pas encore introduit
de topologie ni de structure différentiable sur LM . Nous le ferons en 1.1.6. Un chemin
de lacets v, de LM avec t € [0, 1] sera alors une application C'*° :

0,1] xSt — M
(t,z) = )
On a ainsi :

Proposition 1.2. — Soit v € LM, alors
T,LM =Tg~y*(TM)
Démonstration. — Soit v; un chemin de lacet tel que 79 = v et € S'. La fonction ¢ —

d
v¢(z) est simplement une courbe dans M. Elle définit donc un vecteur v(z) = fy;ix) €

Ty M. L’application s : ¥ — v(z) = %hﬂ(z) est bien C* puisque (t,z) — y(x) est
C™ et s’identifie & une section s € 'qiy*(TM). O

L’on verra, en 1.1.6 qu’un ouvert de I'espace des lacets contenant v défini un voisinage
de Im(v) dans M. L’expression “en coordonnées locale’ sur 'espace des lacets signifiera
sur un intervalle I C S ouvert et un ouvert V. C LM tel que Vo' € V,7/(I) C U ot U
est un ouvert de carte de M avec un systéme de coordonnées .

En coordonnées locales, un vecteur tangent au lacet v est donc de la forme X = X0,
avec X' € C*(S!) et 0; le champs de vecteurs sur 'ouvert de trivialisation U le long
de 7.

Un champs de vecteur X est une application qui a tout lacet v associe de maniére
C un vecteur tangent X (y) € T,LM. En coordonnées locales, un champs de vecteurs

sera de la forme X = X%(z, 2, - ,x%s), -+-)0; avec X' un jet.
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Définition 3. — Un champs de vecteur sur LM est un champs de vecteur local si il
existe k € N tel que localement les coordonnées X' de X dans n’importe quel systéme
de coordonnées local de M soient des jets d’ordre au plus k.

On note l’espace des champs de vecteurs locaux sur LM,

Vect(LM)

Pour travailler correctement en coordonnées locales, il est impératif de connaitre
les lois de transformations des quantités introduites. De la proposition précédente, on
déduit directement le corollaire suivant.

Corollaire 1.3. — Sur un ouvert de trivialisation U C M, soit (y) un nouveau sys-
téme de coordonnées. Les lois de transformations des coordonnées des vecteurs et champs
de vecteurs sont alors respectivement :
. ay] .
— Au lacet v, XV = v*(==)X".
¥ 7 (5 ‘
) T
— En terme de jets, X" = ——X".
oxt
Les fonctionnelles locales sont des fonctionnelles. On peut donc définir 'action des
champs de vecteurs sur les fonctionnelles locales.

Proposition 1.4. — Soit F' € F une fonctionnelle locale de la forme F =
fSl flz 2t 2t - ,.Z‘Z('k))dl‘ et X = X'0; un champ de vecteur sur LM. L’action
de X sur F s’écrit :

XF=[ X{ a—{dw
st &r(s)

Démonstration. — En terme de jets, la démonstration est faite en 2.4.4. Ici, adoptons
une démonstration plus géométrique de I'action d’un vecteur tangent X au lacet . Soit

d
v un chemin de lacets tel que 9 = v et @(%) = X.
On a:

% () = ey @) (@) @) w)
= flz, 7" (@) + X+ o(t?), 7" (a")a + X5 +0(t?), - " (@) gy + tX(yy + 0(t?))

(s)
= () X () + ol
)
car v*(5=—) est borné sur S'.
x
(s) 5
et ainsi, F(y) — F(v) =1t [ Xésﬂ*(ax{ )dz + o(t?). O

(s)

On peut vérifier que cette action est bien indépendante du systéme de coordonnées.
On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 1.5. — Localement, dans un systéme de coordonnées (x*) sur M, on a :
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Vk, s € N,

0
o Dk Cer r
x(s) Z &U(s r)

Si s —r <0 alors, . = 0.
6%’2(877,)
Démonstration. — Par récurrence sur k > 1, le cas k = 0 est trivial.
Pourlecas, k=1,ona: 8 oD, = 0 ——+Dy0o— 0 Z OC'T’D]C e 0
855%3) 835(3 1 83:2 ) "= 81’%3—7")
et si 'on suppose la propriété vraie au rang k, alors
9 k1 k— 9
o DFL = Z CrDhr oD,
D = o,
— ZCkaT 5 9 +ZCTDk+1 r 5 9
J)(s (r+1)) r=0 'T(s T)
k
0 0
_ Z Cl:_lDl;H_l_T + Z CTDk:-l—l r -
r=1 8$(S T) r=0 ax(S_T)
k
_ Z(C;;—l _}_CI:)Dl;;%lfr o L + Dlzﬂ+1 ° a
ort ox’
r=1 (s—r) (s)
k
— Z<C’:+1)D§+1_T o 318
r=0 T(s—r)
O
Soit (y7) un nouveau systéme de coordonnées.
Les k-jets dépendent d’un nombre fini de variables xés) donc :
o Oy o
Or(sy  O%(s) Oy
et d’aprés le lemme, on a :
oy’ 0
—ZZ% DY (5 =Yk
k r=0 ax(s—r) ay(k k>s 2 ay( k)
J
car %y =0sis—7r#0.
o’

(s—r)
Et ainsi,
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xi 9 _ (WXZ‘)() i
Wy, ozt Oyl

; Of

ko g

0Ys)

) ayj of

= XD GG )by

k>s Oz 83/{1@)
xi of

8361(8)

s 8yj
k
- E Cs(axz)(s—k)X
k=0

De l’action des champs de vecteurs sur les fonctionnelles locales on peut déduire le
crochet de deux champs de vecteurs comme le commutateur de ces deux opérateurs.

Proposition 1.6. — Soient X = X'0; et Y = Yjaj deux champs de vecteurs. Le
crochet de deux champs de vecteur est un champ de vecteurs de coordonnées :

. 9y X
X, Y) = X, o, Yy, o,
Démonstration. — Soit I € F une fonctionnelle. Il suffit de calculer X.(Y.F) —Y.(X.F)
et de vérifier que cela correspond bien a ’action du champs de vecteur ( X(is) g;z) —
, J
o 0
Or, on a :

0y 0
6932(8) 8'/1’.%7")

J
B /Xi>ay(‘r) o +Xf>Y<j>782f‘
s T 0x,) Oy, " Oy Dty

Le deuxiéme terme est symétrique en X et Y par somme sur les indices muets s et

X.(Y.F) = 5 X{4 )

r, il ’annule donc dans I’expression du commutateur et on a :

7 7
N . 90Xy, of

X.(Y.F) = Y.(X.F) = (X{,

i (s) 9.1 j
O (y) O(y) " O,
Il suffit maintenant de vérifier que :
j j . ,
i aY(r) o 8X(T) _(xi oy’ v o0X’ )
() 9t &) gzt ) 83:% ) (s) Oxé ) )

(s) (s)
j .
i 8Y(?") = (X7 Y’

(s) Ai (8) Hi
81‘(8) 856(5)

Montrons par récurrence que X

)(r)-

Pour r =0, il n’y a rien & montrer.
Pour r =1, on a, d’aprés le lemme 1.5 :
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oY} oY oY oY oY
X7 = Xl —— + X! Dy(—) = X! . \v=—— + X/ \Ds(=——) =
(s) () 9t (s) i (s41) i (s) i
6az(s) 830(871) (%v(s) Bac(s) 6az(s)
paxi, 2
(s) azvzs)
Et enfin, en utilisant I’hypothése de récurrence et le cas r = 1,
oY} oy} oY
7 (7‘+1) i x i
X — (X} r) ) = (Xl o)
(s) () 9,4 /(1) (s) 9,4 /(r+1)
835(3) 8:6(8) 8&:(8)
O
Corollaire 1.7. — L’action des champs de vecteurs sur les fonctionnelles locales est

une action d’algébre de Lie.

Définition 4. — Soit k € N. Une k-forme différentielle locale w sur LM sera une
application multilinéaire alternée qui a k champs de vecteur Xq,--- , X locaux associe
la fonctionnelle locale :

w(Xy,--, Xp) = /(Xl)(s1) . (Xk)zk) ;917 Skdw

telle que 3s € N tel que si 3j € [0,k] tel que s; > s alors wsl’ Z’; = 0 dans tout
systeme de coordonnées locales.

et dn € N tel que les wfll’,',“sk

i sont au plus des n-jets dans tout systeme de coordonnées.

Sk
7ik
=0sis > 0 Les coefficients sont alors définis de

Par intégration par partie, on voit que les wsl’ ;
sk
117 ik

ne sont pas uniques et que 'on
peut se ramener au cas oll w;
maniére unique.

On notera QF(LM) I'espace vectoriel des k-formes différentielles locales et par défi-
nition, on a :
QF(LM) = Ak (Vect(LM), F)
Pour terminer cette partie, il reste simplement a définir la différentielle extérieure d
sur les formes différentielles locales. La différentielle extérieure d’une forme locales est
encore une forme locale et est définie par :

Définition 5. — Soit w € QF(LM) une k-forme différentielle locale. La différenticlle
eatérieur de w est la k + 1-forme dw € QF1(LM) définie par :

k
do(Xo, -+, X)) = S (1) Xpw(X1, ooy Xty KXoy Xigt, oo Xp)
i=0
+ > (D)Mw(Xo, e, X, (X5, X], Xiga, - X1, X, Xy, X)
0<i<j<k
ot
Xiw(X1,-- Xio1, Xiy Xig1, -+ > X)
est laction du ieme champ de vecteur X; sur la fonctionnelle locale w(X1, -+, X1, 5(\1-, Xiv1, -

La formule étant la méme que celle de la différentielle de de Rham sur une variété,
on a immédiatement que
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— L’application dw est bien une application multilinéaire alternée.

d> =0

1.1.3. Structures symplectiques sur LM. —

Dans cette partie, on s’intéresse plus particuliérement aux 2-formes.

Définition 6. — Soit s € N. Une 2 forme différenticlle locale w est une forme sym-
plectique d’ordre s si elle s’écrit

S
w(X,Y) = / XY V) whida
St =0
avec
—dw=0
- Vx € Sty € LM, v (wi;)(x) est inversible.

Remarque. — L’espace des lacets LM est une variété de Fréchet. Si le fibré tangent de LM
est encore un espace de Fréchet, son fibré cotangent n’en est pas un, voir [Ham82|. Beaucoup
plus “gros®, il n’existe en général pas d’isomorphisme entre le fibré tangent et le fibré cotangent.
1l est donc difficile d’avoir des vraies formes symplectiques qui définissent un isomorphisme
wh: TLM — T*LM . Les formes que nous étudierons seront seulement pré-symplectiques, cad
telles que ¥y € LM, w(y) : T,LM — T3 LM soit de noyau de dimension finie [Sou70] et
dans le meilleur des cas faiblement symplectique [WeiT7|, cad telles que Uapplication w* soit
injective. Par abus de langage, on les appellera quand méme symplectiques.

Le but de l'article [Mok98b| de Mokhov est de classifier ces formes symplectiques
sur LM & l’aide d’objets géométriques sur M. Pour cela, il faut déterminer la nature

géométrique des coefficients wu

Proposition 1.8. — Soit (x') et () deux systémes de coordonnées locales de M sur
deux ouverts de trivialisations d’intersection non-vide. Si l’on note respectivement wfj
et wy les coefficients de w correspondant on a:

/7‘ _ Z ax] (t

Démonstration. — X' = X’kai
oyk
et 5 .
s j s 1' r w
Zt:o }/(Jt)w’fj = Zt:o(yll ayl ) Zt =0 ZT 0 C Y] (a 1 )(t T)
s i oms o OY .
= ZT:O Y(r) thr o (@)(tw)wij

O

Les propriétés d’alternance et de fermeture de la forme symplectique s’expriment
aussi en coordonnées locales. Pour la premiére, on a :

Proposition 1.9. — Soit w une 2-forme locale, alors la condition d’antisymétrie
s’écrit :

wij == Y _(=1)°CL(ws;) s—t)

s>t
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Démonstration. — La démonstration consiste en de simples intégrations par partie.
St
= X (=1 (Ywy) @yda
St
= / X’Z V'OV (W) sy
st s=0
t>s

O
Pour la deuxiéme :
Proposition 1.10. — Une 2-forme locale w est fermée ssi pour tous champs de vec-
teurs Y =YJ9; et Z = Zk0, on a :
1 j k Oy j N N
Vo € S (—1) (Y7 (2) 25 (@) ) o2 )y — Y3, (0) 25 (2) S 4 Y ()25 () ot = 0
8:131( ) (s) (t) 837( : (*) (s) 833’(“ )
s s s

Démonstration. — 11 "suffit" de calculer dw. Soit X = X'0;, Y = Y79, et Z = Zko,,
trois champs de vecteurs.

On a :
O ik ¢
X@¥.2) = | Xz V2l
(s)
;oY 82?) t ke Wik
SlX(S)((? i Z() k+Y]8u wjk+Y]Z(t)aui )
Us) (s) ()
et
;. OYJ s 0XT
w([X,Y],Z)Z/Sl<X<s>W ") i )0

(s) (r)
Les deux premiers termes de X.(w(Y,Z)) vont se simplifier avec les termes faisant
intervenir les crochets de Lie, et au final :

w(X,v.2) = [ XYz ot XlYJZ’“a““ Xiy) 7k 8%01
w(X,Y,2) = Y 2 ga XYoo T X Yl 0
U(s) Z (o) (5)
, . &uk , Ow!
= XH((=1)*(Y(x — Y (2)ZF ik yI (2)Z
X0 @ a0 g Ve e + Y2t

En chaque lacet, les coordonnées du vecteur tangent X* sont des fonctions quel-
conques de C°(S!), d’oit le résultat.
O
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Excepté dans le cas d’ordre 0, identifier toutes les formes symplectiques d’un ordre
donné meéne & des calculs trop complexes. On pourra se contenter alors des formes
symplectiques locales homogénes.

Comme dans [Dub01], on peut simplement considérer les jets polynomiaux en les
dérivées ) avec s > 1. On obtient une algébre polynomiale J qui est un C>(S' x M)-
module. On regarde alors le J-module d’opérateurs différentiels engendé par D,. On
munit ce module d'une Z graduation telle que Yf,g,|f g| = |f| + |g| et on attribue le
degré 1 a l'opérateur D,, le degré s a tout élément x’@ et le degré 0 aux fonctions f €
C>(S! x M). Dans le cas des formes d’ordre 0, on montre que les jets qui interviennent
sont nécessairement dans ce module. Pour les ordres supérieurs, ’on se restreint aux
cas des formes homogénes, qui sont par définition, des éléments de ce module, en effet :

Définition 7. — Soit k € N. Une 2-forme différentielle w est dite homogéne d’ordre k
si localement, pour tout couple (i,j) d’indices, il existe un opérateur différentiel w;; =
Zl;:o Wi (z,2¢,- - ,xék))D;; de degré k tel que w s’écrive :

w:/ X'wij(Y7)dx
St

Ezxzemple 1. —  — Un opérateur de degré 0 est de la forme w;j = w% et agit sur Y7
par simple multiplication.
— Un opérateur de degré 1 est de la forme w;j = w?jku§ + wilij.
— Un opérateur de degré 2 est de la forme w;j = w%klufl)ul(l) -l—w?jku’(‘:z) +Wi1ij]£Da: +

2 12
w;; D3

1.1.4. Théorémes de classification de certaines formes symplectiques sur LM.

Pour les formes d’ordre 0, on a un résultat trés intéressant a savoir que la condition de
fermeture impose aux coefficients w% que 'on note simplement w;; de ne pas dépendre
des dérivées :Ués) d’ordre supérieur & 1. On a le méme résultat dans le cas des superlacets
(on explicitera la démonstration quasi similaire & ce moment 1a). On obtient ainsi le
théoréme de classification suivant :

Théoréme 1.11 (Mokhov). — L’ensemble des formes symplectiques d’ordre 0 sur
Uespace des lacets LM est en bijection avec lespace des couples (2(x),S) ou

~ Q(z) est une famille de 2 formes sur la variété M paramétrée par S'.

— S est une trois forme fermée sur la variété M

d
Soit v un lacet de LM . On note y = dl le vecteur dérivé le long de v. La bijection

x
associe alors a tout couple (2(x),S) la forme w donnée par : ¥y € LM et VX,Y €
Vect(LM),

X)) = [ (@@EY) + SKYi(@) + [ X V(o)

Remarque. — On peut remarquer qu’il est équivalent de dire que Q(x) est une famille de 2-

formes sur M paramétrée par S* et que Q est une 2-forme sur S' x M telle que 1(=—)w = 0.

Etant donné que l’on cherche une classification a partir d’objet géométriques de M, on préférera
la premieére interprétation.
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On regarde maintenant les formes d’ordre 1.
On montre ici un résultat similaire de dépendance finie de 'ordre de dérivation des

2
m(s).
Proposition 1.12. — Siw(X,Y) fsl XlY] w 4 X’Y'Jw0 dx est une forme fermée

d’ordre 1 alors les coefficients w - et w ne dependent pas des vamables x( ) pour s > 5.

Démonstration. — Dans le cas de 'ordre 1, la condition de fermeture s’écrit :
d o) B 00
0 = (VN IZT) - v} 7o ik +YI 2y Ik
! N0 O, 0
d awll 8wzk &ujlk

+YJZ

HED () Z ) - v 2

®)

Oz, Ty

" oaf,

Soit r = max{s|3i, j, k, 52~ # 0 ou P
(s) (s)

et raisonnons par l'absurde. Supposons

que 7 > 3 et regardons le coeflicient de Y(]T _I)Z(iQ). Seul le quatriéme terme contribue

r—1

(le dernier terme est exclu car r > 3) et sa contribution est de (—1) ——+. Donc

Owl

owY.
Bk 4 = (. D’apreés la définition de r, on peut donc trouver 1, j, k tels que 5k 2L £ 0.
(r) T

D’autre part, on a :

d ), . - d Owy;
(D' ) YV Ze75) = Y Zliy O > (=D CP ()
dx T oxk n i dx 8x(t)
et
A, o - d L.
Oy izt = yi ziom S (cayoprn(Lymmen S
dz ax(t) ( ) t>m-+n dz ax(t)
r 0
— Y(j )Zz 1) m+ i Z (_1)tcvtm+n+1(i)t—m—n 18 Ty
t>m+n+1 dx 81;('5)
A d AW,
+Y7? 20> (-1 ()T
) t>m dz 8x(t)
— YJ Zz Cm (_ )t+1Cm+n+1( )t—m n Z]
m n+1)~m+n+1 t+1
(m)™ t>m+n dz 8x(t+1)
) . d oY,
J ) tm t—m )
Yo Z ;<—1> C (o) ort,

On suppose r assez grand.

Afin que les seuls termes que l'on vient de développer interviennent dans les coef-
ficients, regardons les composantes de Y(Jm )ZZn +1)
m+n =r —1 (D’aprés le résultat précédent, toutes les composantes sont nulles si

m4+n=r).

avec m > 2 et n > 1 et telles que

8 0
Ces composantes valent alors : C™ ;(—1)""1 72— v + O (-1)" L.
(T 1)
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Comme w est fermée, on a alors :
1 0
ow r—m—1 8wij

ij
k k
65”(7»—1) r &U(r)

Donc si il existe 2 valeurs de m telles que m > 2, n > 1 et m+n = r — 1 alors
AW,

(%k“ = 0 et donc on obtient une contradiction. Or pour r > 5 c’est le cas puisque
(r)
3+1=5—-1et24+2=5-1.
Donc w dépend au plus de z, z*, x';, e ,:E](“4).
O
On pourra remarquer que d’aprés la démonstration, si r = 4, et donc m = 2 on
Owl. oY,
a : 3 k” = ia k” et on pourrait espérer que les coefficients soient liés entre eux
x i
3) 4)

par des relations du méme ordre de simplicité. Cependant, tenter de trouver toutes
les formes symplectiques d’ordre 1 s’est révélé trop compliqué avec les méthodes de
calculs habituelles et de la méme maniére que Mokhov, l'on se restreint aux formes
locales homogénes pour les ordres 1 et 2. De par la condition de fermeture, celles-ci ont
I'avantage de ne pas dépendre explicitement du paramétre z du cercle S'.

On a alors les théorémes suivants.

Théoréeme 1.13 (Mokhov). — Soit M wune variété. L’espace des formes symplec-
tiques locales homogénes d’ordre 1 sur l'espace des lacets LM est en bijection avec
lespace des couples (g, V) ot :

— g est une métrique pseudo-Riemanienne sur M

— V est une connexion affine compatible avec la métrique g.

— La torsion covariante de la connexion est une 3-forme fermée sur M.

La bijection associe alors a tout couple (g, V) la forme w donnée par : ¥y € LM et
VX,Y € Vect(LM),

WX V)0) = [ o(X.T5(¥))(a)da

Ces formes symplectiques homogénes d’ordre 1 sont en fait seulement pré-
symplectiques car en tout lacet v, le noyau de I'application w?(7) : T,(LM) — T3 (LM)
est donné par 'espace des champs de vecteurs Y paralléles le long de v cad tels que
Ve € Sl,Va,Y = 0. Le noyau est bien de dimension finie inférieure ou égale a la
dimension de M.

Avant d’énoncer le théoréme pour les formes symplectiques locales homogénes d’ordre
2, on rappelle les deux définitions suivantes.

Définition 8. — (i) Une 2-forme non dégénérée w sur une variété M est appelé
forme presque symplectique.
(ii) Une connexion V sur une variétée prsymplectique (M,w) est dite symplectique si

Vw = 0.
Pour des résultats sur les connexions symplectiques, on renvoie & [BC99|.

Théoréme 1.14 (Mokhov). — Soit M une variété. L’espace des formes symplec-
tiques locales homogeénes d’ordre 2 sur lespace des lacets LM est en bijection avec
Uespace des couples (< +,- >, V) ot :
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- < -,- > est une forme presque symplectique sur M

- V est une connexion symplectique.

On note T la torsion de la connexion, R sa courbure et Z(Xy’z) la somme sur les
permutations circulaires de (X,Y,Z). Pour tous champs de vecteurs X etY de TLM
et tout lacet v, on a :

1
W(X.Y)() = [ (< X, V3Y > + < T(X,Y), V57 > 45 <4, R(X,Y){ >
+< ;Y’ Z(X,Y,"y) R(Xv Y)’Y >+ < T(’Y,X),T(’Y,Y) >)dCL‘

Corollaire 1.15. — Dans le cas plat ou la courbure est nulle, les formes homogénes
d’ordre 2 s’écrivent simplement :

X)) = [ (€XVEY >4 <TY), Vid >+ < T(,X),T(6,Y) >)da
Sl

1.1.5. Analyse sur ’espace des lacets. —

On se basera sur les résultats de l'article d’Andrew Stacey The Differential Topology
of Loop Spaces, [Sta05] qui consiste & adapter les résultats du livre de Kriegl-Michor
The convenient setting of global analysis, [KM97]| au cas des espaces de lacets.

Par soucis de complétude, on introduit quelques définitions, afin de définir la notion
d’espace localement convexe convenable. On renvoie & [KM97| pour une étude plus
détaillée. Plus que la topologie, c’est le concept de "bornologie" qui se trouve étre
pertinent pour le calcul différentiel dans les espaces de Fréchet.

Définition 9 ([KM97]). — (i) Un espace localement convexe E est un espace vec-
toriel muni d’une famille de semi-normes, tels que E soit un espace de Hausdorff
pour la topologie induite par cette famille de semi-normes.

(ii) Un sous-espace F' de E est dit-borné s’il est absorbé par tout voisinage de 0 cad si
pour tout voisinage V de 0, F' C U,rV.

(iii) La bornologie de E est l’ensemble des sous-ensembles bornés de E.

(iv) La bornologification d’un espace localement convexe E est la topologie localement
convexe la plus fine qui laisse inchangée la bornologie de E.

(v) Un espace est bornologique si il est stable par bornologification.

(vi) Un espace localement convexe convenable est un espace localement convexe borno-

logique.

Proposition 1.16. — Soit E un espace localement convexe convenable. Une courbe
c:R— FE est C™ si pour tout | € E* (dual topologique), loc: R — R est C™.

Maintenant, on définit la notion de fonction C*° entre deux espaces localement
convexes convenables E et F. On admet (cf [KM97]) que ceux-ci, munis de leur topo-
logie, contiennent une base d’ouverts particuliers que 1’on appelle ¢*°-ouvert.

Définition 10. — Soit U C E un c*-ouvert et f: U — F une application entre deux
convenient locally convex space. L’application f est C*° ssi pour toute courbe C*° de E
¢, foc est une courbe C° de F.
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On peut voir ainsi que la "bonne* notion de différentiabilité qui va intervenir est la
Gateau-différentiabilité (cf [KM97|, [Ham82|), c’est a dire seulement 'existence des
dérivées directionnelles. C’est celle que ’on adopte pour définir les dérivées des fonctions.

Maintenant, soit M une variété. L’espace des applications C*°(S!, M) muni de la
famille de semi-normes p, telles que Vf € LM, p,(f) = supg: (f™) est un espace
localement convexe convenable. On introduit alors les notations suivantes (cf [Sta05]).

Soient M et N deux variété et f : M — LN une application C*, on note fV :
M x S! — N l'application adjointe définie par :

vme M,z eSS, fV(m,z)=f(m)(x)

On a alors le théoréme fondamental suivant.
Théoréme 1.17. — Une fonction f : M — LN est C™ ssi fV : M xS! — N est C™.
Ceci n’est qu'une réécriture de la loi exponentielle :

C®(M,C>®(S', N)) ~ C®(M x S', C®(N))

Maintenant, il est intéressant de voir que plusieurs structures se lacent.
Soit f: M — N un morphisme. On notera f¥: LM — LN T’application induite sur
les espaces de lacets, cad

Vy e LM, f(y)=fony
Proposition 1.18. — Si f : M — N est C*® alors f&: LM — LN est C™.
Proposition 1.19. — Soit M une variété.
T(LM)=L(TM)
De plus,

Proposition 1.20. — Soit m : E — M un fibré vectoriel orientable au dessus d’une
variété M. Alors

L LE — LM

est un fibré (locale trivialité) en LR-modules au-dessus de LM .

Remarque. —
LR = C™(Sh)
Et enfin,

Proposition 1.21. — Soit V : Vect(M) x E — E wune connexion sur le fibré E
orientable, alors VI : (LTM) x LE — LE définit une connexion sur le fibré LE et
VX € LTM,V% : LE — LE est LR linéaire.
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1.1.6. Structure de variété de Fréchet de LM. —

Maintenant, décrivons la topologie et la structure de variété de Fréchet des espaces
de lacets. Puisqu’en dimension infinie continuité et infini-dérivabilité sont peu liées
(on peut avoir des fonctions C'° qui ne sont pas continues...), I'idée est de définir
dans un premier temps un atlas d’ouverts modelés sur des espaces de Fréchet avec des
changements de cartes C'*° entre espaces de Fréchet puis dans un deuxiéme temps de
prendre la topologie engendrée par ces ouverts de cartes. On renvoie a [Sta05| pour le
détail des résultats qui suivent.

Soit M une variété et n : TM — M une addition locale sur M, cad une application
C™ telle que :

(i) Si s est la section nulle du fibré tangent, n o s = id.

(ii) Soit 7 : TM — M la projection canonique du fibré tangent, il existe un voisinage
ouvert V de la diagonale A C M x M tel que m xn : TM — M x M soit un
difféomorphisme sur V.

Moyennant quelques transformations, on peut construire une addition locale & partir
de I'exponentielle provenant d’une structure Riemanienne sur notre variété.
Maintenant pour chaque v € LM, on peut définir 'ouvert de carte U, suivant :

U, = {8 € LM|(+,8) € LV}

et on peut identifier ((7 x n)¥)~1(U,) C LTM avec I'espace de Fréchet T'si (y*TM).
On notera ¥, : g1 (v*TM) — U,.

On peut alors vérifier que les changements de cartes \Ilgl oW, : T'qa(v*TM) —
Fsi(B*T'M) sont bien des applications C° entre espaces de Fréchet. A toute sec-
tion s € Tqi(y*TM), elle associe la section t : = +— n(B(x)) "1 (n(y(z))(s(x))) avec
Vp € M,n(p) : T,M — M une application C*°.

Enfin, un ensemble W C LM sera ouvert ssi Vy € LM, U=YW) C Tgi (y*TM) est
ouvert.

1.2. Rappels de Super-géomeétrie

Dans cette partie nous nous contenterons de rappeler et de définir les notions de
supergéométrie dont nous aurons besoin dans la suite. De nombreux ouvrages traitent
de ce sujet, certains de maniére purement mathématique |[Lei80|, [Lei83| [Man88|,
[Mic|, d’autre dans l'optique d’une application a la physique [DEFT99|, [Var04].

Il y a deux grandes approches de la supergéométrie. Une "4 la DeWitt-Rogers* qui
consiste & introduire une superstructure différentielle a I'aide de "supernumbers”. Une
autre, plus proche de la géométrie algébrique, en terme d’espaces annelés qui consiste
& introduire sur des variétés clasiques, des variables impaires au niveau du faisceau de
fonctions. La principale différence de ces points de vue, bien qu’équivalents [Bat80],
est que la deuxiéme, contrairement a la premiére, conserve la topologie donnée par la
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variété sous-jacente.

Dans ce travail, nous choisissons la deuxiéme approche. Dans un premier temps,
nous rappellons trés brievement des résultats d’algebre superlinéaire afin d’introduire
le Bérézinien dont nous avons besoin pour intégrer les superfonctions. Puis, en nous
basant exclusivement sur [BBHR91|, nous introduisons les super-variétés en terme
d’espaces annelés comme une généralisation "naturelle" des variétés du point de vue
de Grothendieck. Dans la suite, nous avons besoin de travailler en coordonnées pour
généraliser les résultats précédents de classification des formes symplectiques sur les
espaces de superlacets. Nous introduisons alors la notion de superdomaines [Lei83| et
nous explicitons en coordonnées les objets géométriques habituels. Une autre description
fondamentale des supervariétés est celle en tant que foncteur de points, c’est celle-ci qui
nous permet d’introduire de maniére canonique les variables impaires sur notre espace
de superlacets. Enfin, nous décrivons les super-fibrés, notion fondamentale dans notre
étude géométrique des espaces de superlacets.

1.2.1. Rappels succints d’algébre linéaire graduée (ou superlinéaire). —

L’algébre superlinéaire est I’étude des objets algébrique Z/2Z-gradués. Par exemple,

Définition 11. — Un espace vectoriel E est un superespace vectoriel si il existe une
7./ 27.-graduation telle que :

E=Fy® FE;

Les morphismes de superespaces vectoriels sont les applications linéaires qui respectent
la graduation. Si E et F sont deuzx superespaces et | : E — F, un morphisme de super-
espace, alors :

Vi e {0,1}, I(E;) C F;

Les éléments de Ey sont appelés les éléments pairs et ceux de E7 les éléments impairs.
Soit « € E;, on note |z| =i € {0,1} sa parité. Si Ey et E; sont de dimensions finies
respectives p et ¢, on note simplement la dimension de E par pl|q.

Les notions de superanneaux, supermodules, superalgebres s’en déduisent naturelle-
ment en demandant simplement aux opérations de respecter la graduation.

EZE] C Ei-l—j
Définition 12. — Un superanneau A sera dit commutatif (ou supercommutatif) si

Va,be A, ab=(=1)Ppq

Dans la suite, pour simplifier les notations, l'on n’écrira pas |- | pour la parité d’un
élément si elle intervient dans l'exposant de (—1) : la relation précédente s’écrira sim-
plement a.b = (—1)“‘bb.a. De plus, ces formules n’ont de sens que si la parité est bien
définie, cad si les éléments a et b sont des éléments homogénes. On étend alors les
formules par linéarité.

Ce principe de commutation sera d’ailleurs assez général pour obtenir des choix de
signes consistants. Nous 1'utiliserons pour déterminer les signes des formes symplectiques
sur les espaces de superlacets.
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Proposition 1.22. — Régle des signes
Soit A et B deux superobjets, et a € A, b € B, si dans une expression a traverse b
alors le signe (—1)*° apparait.

Dans les expressions, les signes apparaissent naturellement lorsque 1'on demande
aux objets de vérifier des propriétés de fonctorialité. Ainsi, il est possible de vérifier la
consistance des signes en effectuant un changement de variable.

Le produit tensoriel £ ® F' de deux superespaces E et F' est aussi un superespace
muni de la graduation :
(E®F), = Z E; ® Ej
i+j=k
L’isomorphisme entre E ® F et F ® E sera donné par e ® f — (—1)*f f ® ¢.

L’espace des applications linéaires L(F, F') sera muni de la graduation :
(L(E,F))i ={f € L(E, F)|Vj, [(Ej) C Fiy;}

Les applications linéaires entre superespaces de dimension finie ont aussi une représen-
tation matricielle. La parité de la matrice est celle de I'application linéaire. Chaque
ligne a donc une parité qui correspond & la parité de 1’élément de base du super-espace
d’arrivée et chaque colonne a une parité qui correspond & la parité de I’élément de base
du super-espace de départ.

Soit M = (m;;) une matrice, la parité de M est donnée par |M| = [i| + || + |mj].

En général, on ordonne les éléments de base en considérant d’abord les vecteurs de
base pairs puis les vecteurs de base impairs. Ceci permet de mettre toute matrice sous
la forme canonique de matrices par blocs :

(2 2

Si M est paire, les entrées des matrices A et D sont paires et celles de B et C impaires.
Si M est impaire, c’est le contraire.

Le produit M N de deux matrices M et N est possible ssi la parité de la ¢ colone de
M est la méme que celle de la ¢ ligne de N. Le produit est alors le produit matriciel
habituel.

Dans les cas des supermodules, on fera bien attention & distinguer coordonnées a
droite et coordonnées & gauche. En effet, tout vecteur v d’'un A-supermodule de dimen-
sion finie de base (e;), ol A est un superanneau, peut s’écrire v = v'e; ou v = e;v" avec
vi, vt € A On a alors vi = (—1)%v" /i,

On peut maintenant introduire les deux équivalents impairs de la trace et du déter-
minant que 'on appellera respectivement supertrace et Bérézinien, en ’honneur d’un
des pionniers de la supergéométrie Felix Alexandrovich Berezin [Shi07].

A B
) une (super)matrice. La supertrace str(M) de

Définition 13. — Soit M = (C’ D

M est définie par la formule
str(M) = tr(A) — (-=1)Mtr(D)

On remarque que si M est une matrice non super, on retrouve la trace habituelle.
On peut se demander d’ott provient le signe —(—1)™ de —(—1)Mtr(D).
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Regardons M comme ’endomorphisme m d’un A-supermodule E de dimension finie
muni d’une base e; de base duale e*/ & gauche cad e*/(e;) = 5; On peut alors écrire
I’endomorphisme sous la forme : m = Zij eim;je’*. Soit a € A, si on multiplie par a le
morphisme, on obtient alors a m = }_,(—1)*'e;a m;je’*. Autrement dit, (cf [Lei83]) la
multiplication par un scalaire a correspond & la multiplication par la matrice diagonale :

ald 0
0 —ald
Sans le signe dans la formule, la supertrace ne serait donc pas linéaire!

Fonctoriellement (cf [DEF199]), on regarde la trace comme Papplication composée
des applications linéaires suivantes :

str + EQE* — E*® FE — A
feg = (D)l — (-1)f5g()
Et ainsi,
str(m) = Eij(—1)i'(m”+j)mij€j*(ei) = Zi(_l)i'(mii+i)mii = Zi(—l)i'(M)Hmii =
tr(A) — (—1)Mtr(D).

Comme pour la trace, on aura la propriété de (super)commutativité suivante :
Proposition 1.23. — Soit M et N, deux supermatrices, alors
str(MN) = (=1)MNstr(NM)

On notera G Ly,,(A) I'ensemble des matrices carrées inversibles a coefficients dans
un superanneau A dont les m premiéres lignes sont paires et les n derniéres impaires.
Soit N I'idéal des éléments nilpotents de A et notons 7 : A — A/N la projection. Si M
est une matrice a coefficients dans A, on notera m(M) la matrice dont les entrées sont
dans A/N. On a alors le lemme suivant :

Lemme 1.24. — Une matrice M est inversible ssi w(M) est inversible.

Corollaire 1.25. — Une matrice M = <
0

é g) est dans G' Ly, (A) ssidet(A)det(D) #

Démonstration. — Si M est paire alors w(B) = w(C) = 0 et ainsi 7(M) =

<7T(64> - (3))> Donc M est inversible ssi m(A) et (D) sont inversibles. On conclut

avec le lemme. O

On veut maintenant construire le Bérézinien Ber : GLa(m|n) — GLyo(A) comme
I’analogue super du déterminant, vérifiant les formules :

VM, N,Ber(MN) = Ber(M)Ber(N)
et

VM, Ber(eM) = str(M)
det(A)

La derniére laisse supposer que si M est diagonale et inversible, Ber(M) = det(D)
e

est un bon candidat. En effet, on a :
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Définition 14. — Soit A un superanneau et GL,,,(A) l'anneau des supermatrices
A B
C D
d’anneau de GL(m|n) — GLyo(A) défini par :

paires inversibles. Soit M = < ) € GLm|n(A). Le Bérézinien est le morphisme

det(A — BD~C
Ber(M) = ( TeiD )

D’apres le corrollaire précédent, le Bérézinien est bien défini. On renvoi & [Man88],
[Lei80] pour une démonstration de la proposition de morphisme.

1.2.2. Supervariétés. —

Maintenant ’on cherche a introduire une Z/2Z graduation sur les variétés. Si cette
opération semble difficile en terme de points, elle se réalise naturellement en terme
de fonctions et la géométrie algébrique offre un cadre et un formalisme naturels a
la formulation des supervariétés. Nous commencons donc par quelques rappels de
géométrie algébrique que 1'on trouve dans [BBHR91].

Soit A un anneau, le spectre de A noté Spec(A) est 'ensemble des idéaux premiers
de A. Celui-ci est muni d’une topologie, la topologie de Zariski engendrée par la base
de fermée V(f) = {(I) € Spec(A)|f € T} avec f € A.

Si P est une R-algébre, on peut définir son spectre réel Specg(P) C Spec(P) qui
est 'ensemble des idéaux maximaux Z tels qu’il existe un morphisme de R-algébre
¢: P — R tel que T = Ker(¢). Cet espace est muni de la topologie de Zariski induite.

Dans le cas d'une variété X, Vo € X, on peut définir I’évaluation en x qui est un
morphisme de R-algébre :

evy + C®(X) — R
[ = f@)
On note M, = Ker(ev,). On a:

Proposition 1.26. — Si X est une variété différentiable alors application

B X — Sper(C®(X))
r — Mg

est un homéomorphisme.
De plus, on a :

Corollaire 1.27 — Soient X et Y deux variétés, alors on a une bijection entre les
morphismes de variétés Hom(X,Y') et les morphismes de R-algébres Homg_q4(C*(Y'), C*(X)).

Autrement dit, toute I'information sur la variété X est codée par son algébre de
fonctions C*°(X).

Soit N l'idéal des éléments nilpotents d’un anneau ou superanneau A, on a que
Spec(A) = Spec(A/N), et ainsi 'ajout d’éléments nilpotents a une algebre de fonctions
ne modifie pas I’espace de points X ni sa topologie, mais cela enrichit la structure de la
variété. On introduit alors la notion d’espace annelé.
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Définition 15. — Soit A un superanneau commutatif. Un espace annelé est un couple
(X, A) ot X est un espace topologique et A un faisceau de A-algébres commutatives sur
X.

Un morphisme entre deux espaces annelés (X, A) et (Y,B) est couple (f, ) ou

f: X =Y estune application continue
¢ : B — fi(A) est un morphisme pair de faisceaux de R — algébre

Dans la suite nous aurons besoin d’une notion un peu plus forte, celle d’espace loca-
lement annelé.

Définition 16. — Un espace annelé (X, A) est dit localement annelé si en chaque point
x € X, le germe A, du faisceau A en x est un anneau local cad qu’il existe un seul idéal
mazximal.

Un morphisme d’espace localement annelé est un morphisme d’espace annelé (f, $) tel
que ¢ induit un morphisme d’anneau local sur les germes cad qu’il envoie idéal maximal
sur idéal mazimal.

Les variétés X, C'° munies de leurs faisceaux structuraux Ox, le faisceau des fonc-
tions C°°, sont un premier exemple d’espace localement annelé. En chaque point z € X,
'idéal maximal est I'idéal M, = Ker(ev;) des fonctions qui s’annulent en x.

Si f est une application C*° entre deux variétés X et Y, celle-ci induit naturellement
un morphisme de faisceau

fr Oy — f+Ox
g +—fog

On obtient donc un morphisme d’espace annelé (f, f*) et puisque f*(Z;) = Zy(,),
c’est bien un morphisme d’espace localement annelé. Dans le cas des variétés, ce sont
les seuls d’aprés le corollaire précédent. En effet, les faisceaux structuraux des variétés
étant fins, le morphisme de faisceau f* est complétement défini par le morphisme
d’algebre fy : C®(Y) — C*(X).

Un autre exemple d’espace localement annelé et qui sera fondamental pour définir
les supervariétés sera celui des superdomaines. On note A(q) l’algébre grasmannienne
de dimension ¢. Il s’agit d’une super-algébre commutative engendrée par g éléments
€, -.. €9 impairs qui vérifient donc £%¢8 = —¢PBge.

Définition 17. — Un superdomaine de dimension RP9, noté RPI7 est lespace locale-
ment annelé (RP, Opr ® A(q))

Pour chaque superdomaine, en chaque point x € RP, I'idéal maximal est donné par
I'idéal engendré par Z, et les €1, -+, £F, cad les éléments nilpotents.

Les superdomaines sont aux supervariétés ce que les domaines de cartes sont aux
variétés. On peut donc construire une supervariété par recollement de superdomaines
|Lei80|, [Lei83] ou par :

Définition 18. — Une supervariété M de dimension p|q est un espace localement an-
nelé (|M|, Opr) localement isomorphe au superdomaine RP!4.
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On note parfois MP? pour préciser la dimension de M. Soit A le sous-faisceau de Oy
d’idéaux formés des éléments nilpotents. L'espace annelé (|M|, Opr/N) est localement
isomorphe au superdomaine (R?, Ogy). Il s’agit donc d’une variété que 1'on note M et
que I'on appelle variété sous-jacente a la supervariété M. En général, on définit directe-
ment une supervariété comme une variété M munie d’un faisceau de superalgébres Ojy
localement isomorphe au faisceau Oy ® A(q).

On note mps : Oy — O /N = Op; la projection. Celle-ci définit une injection de
M — M de la variété M dans M. Un morphisme de supervariété est simplement un
morphisme d’espaces localement annelés. On a alors :

Proposition 1.28. — Soient M et N deux supervariétés et (f,¢) : M — N un mor-
phisme de supervariétés.

— L’application f: M — N est un morphisme de variété C>.

~myo¢=fromy

— Le morphisme (f, ) est complétement déterminé par ¢.

Démonstration. — On utilise le fait que le morphisme est un morphisme d’espace lo-
calement annelé, que I'idéal A est inclus dans tout idéal maximal, que Spec(Oyr) =
Spec(Oy7) ainsi que les résultats précédents sur les variétés. O

Dans la suite on note ¢ = (¢, *) un morphisme de supervariétés.

Donnons quelques exemples de supervariétés.

— Par définition, tout superdomaine est une supervariété.

— Une variété de dimension p est une supervariété de dimension p|0

— Une supervariété de dimension 0|q est simplement un point muni de l’algébre gras-
manienne A(q).

— Tout fibré vectoriel E de rang ¢ au dessus d’une variété M de dimension p définit
une supervariété de dimension p|g donnée par 'espace annelé (M, Ty (A*E*)) ou
Tar(A*E*) est le faisceau des sections de 'algebre extérieure du dual muni de la
7./27 graduation induite par la Z graduation de A*E*.

En fait, il existe méme une réciproque a ’exemple précédent car ’on peut associer a
toute supervariété M un fibré au dessus de M défini comme le faisceau localement libre
N /N? au dessus de M. On obtient ainsi un foncteur de la catégorie des supervariétés
SM dans celle des fibrés vectoriels VB.

Cependant ’application qui & une supervariété associe un fibré n’est pas canonique,
en fait elle dépend du choix d’une injection de Og; dans Oyy. Par contre, elle induit
une bijection entre les classes d’isomorphismes. Néanmoins, comme nous le verrons dans
la sous-section suivante, l'espace des morphismes de supervariétés (et c’est ce qui nous
intéresse) est beaucoup plus riche que celui des fibrés vectoriels, et il n’existe donc pas
d’équivalence de catégories entre SM et VB.

Ces résultats sont connus sous le nom de Théoréme de Batchelor (voir [Bat79]).
Dans la suite, afin d’avoir une formulation intrinséque, ’on n’utilisera donc pas ce
théoréme.

1.2.3. Supervariétés en coordonnées locales. —
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Le principal intérét des superdomaines est qu’ils permettent de travailler en coordon-
nées locales.

Soit RPI7 un superdomaine. Soit z!,--- , 2P un systéme de coordonnées (paires) sur
RP et £+ -+, €7 un systéme de générateurs de I’algébre grasmanienne A(g). L’ensemble
(x%,£%) est appelé systéme de coordonnées du superdomaine RPla,

Toute fonction f € Opyq s’écrit alors:

q
1 k
f:Z Z Fureo € €8
k=01<pl < <pkb<q
avec f1..,0 € C(RP),V1 < pl < < pk <yq.
Dans la suite on notera plutot,

I
f=> fi
I
ot I parcourt les multi-indices.

Définition 19. — Tout systéme de p fonctions paires (y') et de q fonctions impaires
n? de C®(RP) @ A(q) est appelé systeme de coordonnées de RPI ssi mgpiq(y7) est un
systeme de coordonnées sur RP et si Vo € RP les n°(x) engendrent A(q).

Le principal intérét d’un systéme de coordonnées réside dans la proposition suivante
similaire au cas classique.

Proposition 1.29. — Soit RPI et R™" deus superdomaines et (2%, €Y) un systeme de
coordonnées sur RPI4. Soit ¢ = (¢, ¢*) un morphisme de superdomaines de RPl9 dans
R™I,

Le morphisme ¢ est completement défini par les images ¢*(z?), ¢*(£%) € C®°(R™) ®
A(n) du systéme de coordonnées.

La démonstration de cette proposition est trés intéressante (cf [Lei80]) puisqu’elle
montre comment calculer explicitement ¢*(f) a partir de ¢*(2%) pour toute fonction
f e C®(RP).

En effet, si (y/,n%) est un systéme de coordonnées sur R™" on a :

1 2k

¢*(5Lﬂ) =z'o o+ Ekzl 21§M1<'“<u2k§q x;l.../ﬂk (yj)n“ st

Toute la partie Zkzl d<plccph<g xil._#% (yj)n“1 ™ est nilpotente. Clest
d’ailleurs elle qui distingue les morphismes de supervariétés des morphismes des fibrés
qui apparaissent dans le Théoréme de Batchelor ot cette partie nilpotente est nulle. On
la note n'.

L’idée est que cette partie nilpotente peut étre traitée comme une déformation. No-
tons pour f € C(RP), P(f)(X!,--- XP)(x) la série formelle de Taylor au point . On

a alors :

Vf(a') € C®(RP), ¢*(f) = f(¢"(2") = f(z' 0 ¢+ n') = P(f)(n',--- ,nP) (2" 0 §)
Et puisque les n’ sont nilpotents, P(f)(n',---,nP)(z’ o ¢) est en fait une somme
finie et donc la fonction ¢*(f) € C°(R™™) est bien définie.
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Comme dans le cas classique, ces résultats se généralisent directement aux superva-
riétés en terme d’ouverts de cartes et de coordonnées locales. L’on pourra donc étudier
localement les morphismes entre supervariétés mais aussi les objets géométriques que
nous allons introduire.

On pourra aussi remarquer que pour toute supervariété M le faisceau Oy est fin car
pour tout atlas de la supervariété, on peut trouver une partition de I’'unité subordonnée.
Un morphisme de supervariétés X — Y sera aussi complétement défini par le morphisme
de superalgébres C>*(Y) — C>(X) avec C*°(Y) = Oy (Y). L'on se permettra donc
I’abus de notation consistant & ne pas distinguer le morphisme d’algébre du morphisme
de faisceau.

1.2.4. Champs de vecteurs, formes. —

Définition 20. — Soit R un superanneau et A une R-superalgébre. Une dérivation d
de A est une application R-linéaire de A dans A telle que :

Va,be A, d(ab)=dab+(—1)*% db

Définition 21. — Soit M une supervariété. Le fibré tangent de M est simplement le
faisceau Der(Oyy) des dérivations de Oy en tant que R-algeébre.

Proposition 1.30. — Soit MP\% une supervariété. Le faisceau Der(Opyr) est un Op-
module & gauche localement libre de dimension plq.
Si U est un ouvert de carte muni d’un systéme de coordonnées (z*,£%), tout élément
X € Der(Own)|u s’écrit :
X = X"0, + X*Ogo
avec X!, X* € Oy

Dans la suite, on écrira un systéme de coordonnées sur une supervariété (u’) ot
certaines fonctions u’ sont paires et d’autres impaires. Un champ de vecteurs X s’écrira
alors simplement X = X*0;.

Puisqu’une supervariété est un espace localement annelé, on peut alors définir sans
ambiguité I’espace tangent d'une supervariété M en un point £ € M. On notera Z,
I'idéal maximal de Oy engendré par A et les fonctions qui s’annulent en z. On a alors :

Définition 22. — Soit M une supervariété de dimension plq et v € M. L’espace tan-
gent T, M de M en x est le quotient :

T,M = TM/T, TM

Proposition 1.31. —  — L’espace tangent T, M est un R-superespace vectoriel de
dimension plq.
~ Six € U avec U un ouvert de carte muni d’un systéeme de coordonnées (z*,£%),
tout élément X € T, M s’écrit
X = X'
avec X' € R
— Un vecteur tangent X en x est une dérivation le long du morphisme evy o)y, cad

Vf,g € C¥(M), X(f g)=X(f) mu(g)(z) + (=1)*Tmun(f)(z) X(g) €R
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Dans la suite 'on travaillera en coordonnées locales. Il est donc capital de savoir
comment se transforment les champs de vecteurs dans un changement de systéme de
coordonnées.

Proposition 1.32. — Soient (u?) et (v/) deux systémes de coordonnées locales sur une
supervariété M. Soit X = X0, = X"70,; un champs de vecteurs, alors :

, i
X/‘j = Xzi.
ou’

Si X = X0, = X70,; est un vecteur tangent en un point x € M, alors :

. . J
X' = X%M(ZZZ. )()

Proposition 1.33. — Soient X = X'0; et Y = Yjaj deux champs de vecteurs. Le
crochet de Lie [X,Y] est le champs de vecteurs de coordonnées :
o (—1)X-YYZ'8—X,]
out ou'

L’on peut maintenant introduire le complexe de De Rham des formes différentielles
par dualité. L’on suivra les notations de Tuynman |[Tuy10|.

(X, Y] = X°

Définition 23. — Soit M une supervariété. Le faisceau des 1-forme QY (M) est le
faisceau dual & droite de TM, cad

QY M) = Homo,,(TM, Oy)

et on écrit l’évaluation d’une 1-forme (B sur un champs de vecteur X comme un
produit intérieur :

L(X)ﬁ € Oy
De la proposition 4.3.10, on déduit :

Proposition 1.34. — Soit MPl4 une supervariété. Le faisceau Q' (M) est un Op-
module & droite localement libre de dimension p|q.
Si U est un ouwvert de carte muni d’un systéeme de coordonnées (u'), tout élément
B e QY M) s’écrit
B =du'p

avec B; € Oy

Les parités des éléments u’,d,: et du’ sont identiques. On la note simplement i
lorqu’elle apparaitra en exposant dans les formules, cad |u’| = |0,:| = |duf| = i

Un point délicat est I'introduction de I’algébre extérieure d’un superespace. Celle-ci
posséde une Z graduation naturelle par le degrés du produit mais aussi une Z/27Z
graduation engendrée par le superespace. Cette derniére est différente de la Z/27Z
graduation engendrée par la Z graduation.

Une premiére version consiste a ne considérer qu’une Z/27Z graduation ou la parité
d’un élément est donné par la somme de son degré en tant que forme et sa parité (le
tout modulo 2). L’avantage de cette version est que 'on obtient ainsi une superalgébre
commutative comme dans le cas classique. On la trouve dans [Lei83].
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Cependant, ce n’est pas la version que ’on choisit et ’on considére les deux gradua-
tions séparément (cf [Mic|). En d’autres termes, tout élément w de I’algébre extérieure
a un degré k € Z et une parité |w| € Z/2Z. Et si wy et wy sont respectivement une kp

et ko formes, on a :

(_1)k1-/€2+|w1|-IW2|

w1 N\ wo = wo N\ w1

Dans l’autre cas, 'on aurait eu wy A wy = (—1)FrtlwiD-(atloz gy A )y

Définition 24. — Soit M une supervariété. Le faisceau des formes différentielles sur
M est le faisceau QU*(M) défini par :

(M) = A" (Q1(M))
Proposition 1.35. — Soit u' un systéme de coordonnées locales sur M. Alors locale-
ment toute forme w d’ordre k € 7, s’écrit :
w=du"* - duilwik...il
avec wj, ...;; complétement antisymétrique cad
V1 <1< kWi yigeis = — (=17 Wi iy g i

On peut maintenant évaluer k champs de vecteurs Xq, - -- , X} sur une k-forme w vue
comme une forme k-linéaire alternée. On écrit :

(X1, Xpw
et on a :
Proposition 1.36. —
(X, Xpw = (—1)Zﬁ1=2(anm~Zn<min)Xi1’ .. 7X]ikwik-~i1

Le signe de la formule précédente s’explique de la maniére suivante. L’éva-
luation se fait par récurrence. On évalue d’abord «(Xj) avec du'* pour don-
ner X,ik. Ce terme traverse alors du’*—1---du’* donnant alors la k — 1 forme
U Xp)w = (—1)Xik'(ik—1+"'+i1)duik—1 e duilX,i’“wik...il. Puis on évalue ¢(Xp_1)(¢(Xg)w)
pour obtenir une k£ — 2 forme et ainsi de suite.

Enfin, dans un changement de variables, les coordonnées des k-formes se transforment
de la maniére suivante.

Proposition 1.37. — Soient (u?) et (v/) deux systémes de coordonnées locales sur une
supervariété M. Soit w = du'* - - - duilwil...ik = dvik ... dvjlw;l_,,jk une k forme sur M.
Alors : ' ‘
Wi g = (—1)2571:2((im+jm)-Zn<mi")gu‘z %wzku
v Ovlk

Comme dans le cas classique, I'espace des formes différentielles muni de la différen-
tielle extérieure d forme un complexe ou d est définie par la formule habituelle adaptée
au cas super, d'une part en ajoutant les signes supplémentaires simplement en suivant
la régle des signes et d’autre part, en ajoutant le facteur (—1)* (ajouté par Tuynman).
Ce dernier provient du choix d’écrire 'évaluation des k-formes ¢(X7,- -, Xi)w et non
pas w(Xy, -, X), qui différe, si tous les champs de vecteurs sont pairs, d’un facteur
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k(k—1) e . . .
(=1)" = . De maniére a obtenir une formule valable dans le cas non-super, il faut alors

k(k;l)(_l)(kgl)k _ (_1)k_

rajouter le facteur (—1)
On a ainsi :

Définition 25. — Soitw € QF(M) une k forme alors dw est la k+1¢&me forme définie
par : Pour tout champs de vecteurs Xy, X1, -+, Xk,

(_1)kL(X0’ le : ’Xk)dw = Zf:o(il)i+2p<i Xi.XPXi'(L(X(]a T aXifla &a XiJrl? e 7Xk)w)
+Zog¢<jgk(—1)lﬂ+zi<p<j XXy (Xo, o Xim1s [Xo X5), X5 X1, X, Xoga, - Xpw

Par exemple, les différentielles d’'une 1-forme « et d’une 2-forme w s’écrivent :

—UX,Y)da = X(iy (@) — (1) Y (ix()) — ix e

UX,Y, Z)dw = XY, Z)w)— (=YY (X, Z)w) + (=1)Z T Z((X,Y )w)
—([X,Y], Z)w + ()7 (X, Z],Y)w — (=) O+ (Y, Z], X )w

ou en coordonnées :

(da)ij = (=1)" i — 9jc
et

(dw)ijr = Ok (wij) — (—=1)7%0;(wir) + (—1)"U 9, (w;p,)

Dans le cas d’une k-forme 3, on aura :

0 7i77L71 7im 7i7rL+1 3l

k
(AB)igeiy, = Y (=1)" T n>miming, (3, ~ )
m=0

Ces formules ne semblent pas respecter la régle des signes... En fait, si on considére
lopérateur 9 écrit a droite, cad qui agit par la droite, les formules retrouvent leur

équilibre :
k
(dB)igiy = Z(_1)Z”>mZ’“"(@-O.u,im_l,a,imﬂw-,ik)ma
m=0
Pour terminer ’on peut donner, la définition d’une forme symplectique sur une su-
pervariété.
Définition 26. — Soit M une supervariété.

Une forme symplectique w sur M est une 2-forme fermée telle que ’application :

ot TM — T*M
X - (Xw

est un isomorphisme de superfibrés.

On renvoie au §1.2.6 pour la définition des superfibrés.
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1.2.5. Intégration sur les supervariétés. —

L’intégration sur les supervariété est dte a Félix Alexandrovich Berezin, (cf [Shi07],
|[Rog06]).

Contrairement au cas classique, si M est une supervariété, le complexe Q*(M) n’est
pas borné : Vk € Z, QF(M) # 0. En effet, si £ est une variable impaire, dé* A d€* # 0.

Pour remédier a ce probléme, on introduit le faisceau des formes volumes.

L’on définit d’abord I'intégration sur un superdomaine dans un systéme de coordon-
nées donné. Ce résultat est indépendant du systéme de coordonnées choisi et peut donc
s’étendre a toute la supervariété.

Définition 27 — Soit RPl un superdomaine. Une orientation sur ce superdomaine
est simplement une orientation sur RP.

Soit u? = (%, &%) et v/ = (y7,n") deux systémes de coordonnées sur un superdomaine
Rrle.
On peut définir la matrice

oyl onf
_ | 92t Ozt
= oy on
&> O&>
C’est une matrice paire inversible. On peut donc calculer son Bérézinien et on note :
D
DEZ; = Ber(J(u,v))
Définition 28. — Soit RP!9 un superdomaine et (u') un systéme de coordonnées. L’en-
semble des formes volumes sur RPI? noté Vol(RPI9) est lensemble des éléments
p=fAy
tels que :
~ f € C®(RPl9)
A =p—q=2
. \ ) D(v)
— 81 (v7) est un autre systéeme de coordonnées, A, = D )Au.
u

On pourra ainsi identifier Vol(Rp|q) a un faisceau de Opy-module de rang 1. En effet,
par propriétés de J(v,u) et du Bérézinien, si w est un autre systéme de coordonnées,
J(w,u) = J(w,v)J(v,u) et ainsi D(w) = D(w) D(v)
’ ’ ’ D(u)  D(v) D(u)
conditions de cocycle. Par recollement, on obtient ainsi un faisceau Vol(M) sur la
supervariété M.

ce qui permet de vérifier les

On peut maintenant définir 'intégration d’une forme volume sur un superdomaine.

Définition 29. — Soit R4 un superdomaine muni d’une orientation, (u' = (z*,£%))
un systéme de coordonnées avec (z*) un systéme de coordonnées sur RP et u = fA, une

forme volume avec f =31_, Zl§u1<~--<uk§q fﬂl,,,#kﬁ“l o -£“k une fonction a support
compact, alors
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/ = f12...qdac1 coodx?
Rrla, (ut) RP

Autrement dit, 'on intégre sur RP seulement le coefficient devant le facteur de degré
maximal IT7_, .

Théoréme 1.38. — Le résultat de la formule précédente est indépendant du systéme
de coordonnées sur RPI9.

On ne donnera pas la démonstration de ce théoréme (voir [Lei80]) mais seulement
les idées principales et notamment deux lemmes fondamentaux dont le premier nous
sera utile dans le chapitre suivant.

Lemme 1.39 (Leites). — Il existe une unique action de TRPI? sur Vol (RPI9) telle que
pour tout X € TRP4, f € C=(RP9) et p € Vol (RPI7)

(i) X(fp) =X(f)p+ (=" fX(p).
(i) (fX)(p) = (=) X(fp).

(iit) Pour tout systéme de coordonnées (u') de RP19, 9,: A, = 0.

En fait, cette action n’est rien d’autre que la dérivée de Lie, Lx.

Derriére I'autre lemme, se cache le désir d’avoir une formule de Stokes sur les super-
variétés. C’ést précisément le fil directeur qui amena Bérézin & définir son intégration.
Celui-ci s’énonce alors :

Lemme 1.40. — Soitp € Vol(IR{I"q) une forme volume & support compact et X € TRPl
alors dans tout systeme de coordonnées (u'),

[ X=0
]Rp\q,(m)

En un sens le dernier lemme impose la forme de la formule d’intégration. En
effet, l'intégration est linéaire et si I'on cherche & intégrer un terme de la forme
fu1,,,uk§“1 e f“kAu avec k < ¢, ce terme peut aussi s’écrire af(gﬁful,,,uk‘f“l ---§“kAu)
avec 0 # u™ pour 1 < m < k. Et 'intégrale de ce terme vaut alors 0.

1.2.6. Superfibrés. —

Il y a deux maniéres équivalentes de définir un (super)fibré vectoriel E au dessus
d’une (super)variété M.

La premiére qui est une version géométrique, est de considérer une projection 7 : £ —
M munie de trivialisations ot les termes "projection" et "trivialisations" sont & préciser,
voir l'article "Super vector bundles" de Balduzzi, Carmeli et Cassinelli [BCC11] et
[Bar89|.

La seconde [DEF 99| est de considérer un superfibré comme un faisceau de C*°(M)
modules localement libre. C’est I'approche que 'on choisit car elle nous permet de
créer facilement & partir d’un superfibré, d’autres superfibrés et fibrés dont nous aurons
besoin pour interpréter géométriquement les espaces de superlacets.

Remarque. — Considérer un superfibré vectoriel E au dessus de M comme un fais-
ceau de C°(M)-module est trompeur. En effet, un morphisme de fibré vectoriel n’induit
pas en général un morphisme des faisceauxr de sections. Si l'on veut voir la catégorie
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des fibrés vectoriels comme un espace de faisceauz, il faut alors choisir le faisceau dual!
Puisque d’une part, en dimension finie le dual du dual est isomorphe a l’espace de
départ, l'on aura aucun mal & revenir en arriere! Et d’autre part, un morphisme de
fibrés vectoriels induit bien un morphisme des faisceaur duaux de maniére fonctorielle.

Définition 30. — Soit M une supervariété. Un fibré vectoriel F' de rang s|t au dessus
de M est donné par un faisceau, noté encore F' de C*° (M )-modules localement libres de
dimension s|t au dessus de M.

Localement, les sections de F(U) sont de la forme s = s*f; avec s¥ € C®(U) et
les changements de carte des matrices paires de G'L,(C*(U)). La donnée des ouverts
de trivialisation et des changements de cartes détermine complétement le faisceau a
isomorphisme prés. En effet, ces derniéres permettent de recoller les sections entre-
elles. Les conditions de cocycle sur les applications de restriction se traduisent par les
conditions habituelles sur les applications de recollement. Soient U, et Ug deux ouverts
de trivialisation, on note Wg, € M (C°(Uy N Up)) I'application de recollement sur les
intersections des ouverts de trivialisation U, N Ug qui permet de passer de la carte U,
a Ug. Ces applications vérifient les relations de cocycle habituelles.

Ve € Uy, N Ug, \Ilga(x)\llag(x) =1Id

Vo e Uy N Us NUg, \I’7Q($) = \I’,y@(l‘)\l/ga(l‘)

On pourra remarquer que ces relations restent valables si 'on prend les images des
applications précédentes par des morphismes de super-algebres, notamment 73, : Oy —
O57 qui provient de l'injection ¢ps : M — M.

On peut alors associer de maniére canonique & tout superfibré un fibré F (gradué)
au-dessus de M qui sera le fibré donné par le faisceau quotient F = F/N'F ou N est
le faisceau des éléments nilpotents. Le faisceau F est bien un faisceau de O57-modules
localement de type fini dont les sections sont de la forme : s = s f;, avec s*¥ € C(U)
et les changements de cartes les images des matrices précédentes par la projection j,.

Remarque. — Il faut bien faire attention & me pas confondre pour un superfibré I,
le fibré F avec la sous variété sous-jacente & la supervariété F, notée elle aussi F.
Un superfibré sera dans cette thése toujours considéré comme un superfibré et non une
supervariété afin d’éviter les confusions.

On peut aussi remarquer que, en général, 'on ne peut pas voir de maniére canonique
le fibré sous-jacent F' au dessus de M comme un sous-module de F. En effet, cela
impliquerait une injection canonique de O3; dans Oyy.

En terme de faisceau, il est alors trés naturel d’introduire le fibré tiré en arriére par
un morphisme de supervariété.

Soit f : M — N une application continue entre deux espaces topologiques et F un
faisceau au-dessus de N. L’image réciproque f~1F est un préfaisceau sur M. On notera
encore f~'F le faisceau qu’il engendre.
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De plus, on pourra remarquer que le faisceau structural Oy est un f~'Oy-module
grace a I'application f*: Onx — f«(Oypr) qui induit une application f* : f~1Oy — Ou.

Deéfinition 31. — Soit ¢ : M — N un morphisme de supervariétés. Soit E un fibré
au dessus de N. Le fibré ¢*E, le tiré en arriéere de E par ¢, est donné par le faisceau
de Opr-modules localement libres :

w —1
$'E=0y@51, ¢ E

Pour toute section de ce fibré de la forme f ® gs avec g € C*°(N) et s € F, on a :
f®gs=fo*(9) ®s.

Ce faisceau de Op-module est bien localement libre de dimension s|t. En effet,
si V est un ouvert de M tel que (V) soit inclus dans un ouvert de trivialisation,
les sections sont de la forme s = ¢ ® s¥fi, = g¢*(s*) @ f. Et les applications de
recollement sont naturellement les images par ¢* des applications de recollement
de F. En effet, si dans une nouvelle base de sections f’j, on a s = s*Wi, alors
s=g90s =905 fl =92V [ =gp*(s")o*(¥}) @ f*.

On voit ainsi que le fibré associé & ¢*F' est bien le tiré en arriére qE*F puisque ses
sections sont localement de la forme : s = § ® f¥ avec les applications de recollement

¢*(T}) = ¢*(V}).
L’on peut maintenant définir un morphisme de superfibrés.

Définition 32. — Soient M et N deux supervariétés et E et F' deux superfibrés respec-
tivement au-dessus de M et N. Un morphisme de fibrés x est un couple d’applications

(¢, ) ou

(i) ¢ : M — N est un morphisme de supervariétés.
(il) ¢ : E — ¢*(F) est un morphisme de supermodules localement libres.

En quotientant par les éléments nilpotents, on voit que x définit un morphisme des
fibrés E et F au-dessus de I'application ¢ : M — N.

En terme de coordonnées locales, pour tout ouvert U de trivialisation, le morphisme
de faisceaux s’écrit comme une matrice (U)j avec ses coefficients dans Op(U). La
condition de compatibilité avec les changements de carte s’écrit alors de la maniére

i

suivante.

Soit V et V' deux ouverts de trivialisation de F tels que U = ¢~ (V) et U' = ¢~ (V')
soient deux ouverts de trivialisations de E. Sil’on note (‘IIU,U/){C et (Uy17)k les matrices
des applications de recollement sur E et sur F', on a :

(v S (ev)h = (pu)E (Wu )]

A partir d’'un superfibré, il est possible de construire naturellement des fibrés au
dessus de M et d’autres superfibrés au dessus de M sous la condition qu’il existe
un morphisme de faisceau injectif + : Oy — Oj telle que 7y, o = Idj; ce qui
correspond & une projection m, : M — M. Ce sera le cas de maniére canonique pour les
faisceaux triviaux ot Oy = O3 ® AJEL, .-+ €™ ou si la dimension impaire est égale
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a 1. Dans les autres cas, le théoréme de Batchelor assure 'existence d’un tel morphisme.

En effet grace a ¢, si M est de dimension m|n, O est un Op-module localement
libre de dimension O|n. Ainsi si E est un fibré au dessus de M de rang s|t alors E est
un O77-module localement libre de dimension 2"~ !(s+¢)[2" (¢ +s). Si €’ est une base
locale de E et £* une base locale de Oy alors pour tout multi-indice I les éléments
¢le! forment une base locale du fibré E au-dessus de M.

On note ce nouveau fibré au dessus de M par E! et si I'injection est canonique, on
le note simplement E1.

Maintenant, grace a ¢ et donc & la projection m, : M — M on peut tirer en arriére
le faisceau E au dessus de M et obtenir un nouveau superfibré au-dessus de M. On
le notera E! = 7(E') ou E}. Et puisque cette procédure est réapplicable on notera
EF ou EF les superfibrés itérés et Evf? ou E¥ les fibrés itérés. Chaque E* sera de rang
2k(n=1)(5 4 ¢)|2F =1 (5 + ¢).

Il est aussi intéressant de se demander si I’on peut définir des sous-superfibrés Fj et
E; respectivement de rang s|0 et 0|t. En effet, par définition un fibré pair au dessus
d’une vraie super-variété a des fibres impaires : ’ensemble des sections paires n’est pas
un sous-module.

Dans le cas ot il existe une injection ¢ : Oz — Oy, on peut définir a partir de
des superfibrés Ey et Ej respectivement de rang s|0 et 0[t. Cependant, d’une part, ce
ne sont pas des sous-superfibrés puisque pour chaque ouvert U, les E;(U) ne sont pas
des sous modules de E(U) et d’autre part, on ne peut généralement pas reconstruire le
superfibré E & partir des superfibrés Ey et Fy.

Soit E un superfibré et F son fibré sous-jacent en super-espace vectoriel E = Eo® E,
au dessus de M ou le sous-fibré E; = (},(E)); correspond au sous Ogp-module des
sections de parité i. On peut alors définir E; = 7/ Ej;. Les applications de changements
de carte sont localement les images par ¢ des matrices par blocs des applications de
changements de cartes de E qui proviennent des projections sur 'anneau des matrices
de changements de cartes de FE.

Proposition 1.41. — Soit U et U’ des ouverts de trivialisation d’un fibré E et soit ¥
Uapplication de recollement donné par la matrice :

vow
VIR 7

— Sur Ey, Uapplication de recollement est donnée par ¢ o 7T}k\/[(\1f;)

alors

— Sur Eq, Uapplication de recollement est donnée par ¢ o W&(\Ilg)

Le sous-fibré sous-jacent & chaque E; sera bien F;.
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De plus, par construction, ces superfibrés s’identient & des sous-superfibrés de E*
puisque ce sont les tirés en arriére par m, des sous-fibrés F; vus comme sous-fibés de
EL

L’introduction du fibré E' et plus particuliérement de certains de ses sous-fibrés (voir
le chapitre suivant) nous a été nécéssaire pour déterminer une structure géométrique
de Fréchet classique de ’espaces des superlacets.

En effet, si M est une supervariété, C°°(M) est muni d’'une structure d’espace de
Fréchet. On peut le voir localement dans un ouvert de trivialisation U muni d’un
systéme de coordonnées (u’). Le fibré tangent TU = Der(Oy) engendre 'algébre des
multidérivations.

Pour tout compact K C U et toute multidérivation 0, on peut définir la semi-norme
| |k, sur C*°(U) par:

VfeC®U), |flko=supl|df|
peEK

La famille de ces semi-normes munit ainsi ’espace C°°(U) d’une structure d’espace
de Fréchet (cf [KosT7]). Pour cela, il suffit d’extraire une exhaustion de compacts K,
de U car le nombre de dérivations de la forme @%»in—1-+11 est dénombrable. De plus,
comme M est de dimension finie, les familles de semi-normes & K fixé définissent une
topologie équivalente quel que soit le systéme de coordonnées choisi.

Explicitement, une famille de fonction f; = Y, /¢! € C°(U) converge vers
f =Y, fl¢l € C=(U) ssi toutes les familles de fonctions f/ € C*°(U) convergent vers
f1 ot C*(U) est un espace de Fréchet.

Maintenant si E est un superfibré de dimension finie au-dessus d’une supervariété
M il ne suffit pas, comme dans le cas classique, de munir E d’une métrique et d’une
connexion pour se ramener au cas précédent et munir I'ys(E) d’une structure d’espace
de Fréchet. En effet, la symétrie graduée se traduit par une antisymétrie sur les vecteurs
impairs. En se ramenant & des fibrés sur M, on peut par contre appliquer les résultats
classiques.

L’on termine ce chapitre par une autre description des supervariétés qui se révélera
trés utile pour déterminer la partie impaire de nos espace de superlacets.

1.2.7. Le foncteur de points. —

Pour les notions sur les catégories, les foncteurs et les transformations naturelles, on
renvoie & [ML98|. En super-géométrie la notion de point (comme la notion de valeur)
differe de celle de la géométrie classique. En effet, puisque Spec(Onr) = Spec(Oy;), un
point d’une supervariété M est simplement un point de la variété sous-jacente et ne
capture pas la dimension impaire de la super-variété. On regarde alors des familles de
points que 'on appelle S-points.
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Un S-point est la donnée d’une supervariété S et d'un morphisme p : § — M
déterminé par son morphisme d’algebre p* : C°(M) — C*°(S).

En regardant des S-points de la forme R%", on va ainsi pouvoir accéder aux dimen-
sions impaires du point.

Concrétement, soit p un S-point avec p le morphisme de variété sous-jacent. On note
I et I~ les espaces des multi-indices de longueur respectivement paire et impaire, et
on se place dans des ouverts de cartes sur M et S munis respectivement des systémes
de coordonnées (27, £%) et (s7,n?%) tels que :

Pt =2t op+ 3 prfl
Ielt
pe) =3 p!
Iel—
Comme pour les points, on peut ainsi évaluer la valeur d’une fonction f € C°(M)
au S-point p que l'on notera f(p). Il s’agit simplement de la fonction p*(f). L’évaluation
d’une fonction ne donne plus un nombre mais une fonction sur S.

A partir de ces notions, on peut alors voir une supervariété comme un foncteur
contravariant de la catégorie des super-variétés SM dans la catégorie des ensembles
Set. En effet, pour toute supervariété S, on peut définir ’ensemble M (S) de ses S-
points. Si T est une autre supervariété et f : T'— S un morphisme de supervariété, alors
on définit 'application fps : M(S) — M(T) par:sip € M(S), far(p) = pof. On a bien :

Si U est une troisiéme super-variété et si g : U — T, alors (f o g)p(p) =po fog=
fu(p) o g = (gar o far)(p)-

On notera SMP la catégorie opposée ou catégorie duale des supervariétés, formée
des mémes objets mais dont le sens de toutes les fléches a été inversé. La composition
de 2 morphismes f°P et g°P de cette catégorie s’écrit alors f o g% = (g o f)°P.

Définition 33. — Soit M une supervariété. On appelle foncteur de points de M le
foncteur M :
M : SM® —  Set
S —  M(S)

Proposition 1.42. — Si f : M — N est un morphisme de supervariétés, alors f
définit une transformation naturelle f entre les foncteurs M et N.

Outre les fonctions, les objets géométriques habituels peuvent aussi étre évalués en
des S-points. Pour tout fibré E au dessus de M, le S-point p définit une application pg
entre les sections de FE et celles du tiré en arriére p*E au dessus de S.

PE FME — Fsp*E

Evaluer une section s de E au S-point p revient simplement a prendre pg(s).
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On peut ainsi évaluer en un S-point un champ de vecteurs X € T'M ou une forme
w € Q*(M). On remarque que l'on a bien le diagramme commutatif suivant au niveau
de la dualité entre les champs de vecteurs et les formes Q!(M) = Home,, (T M, Oy) :

PTM XPo1 (M)

TM x QY(M) p*TM x p*QY(M)

l |

OM OS

*

P
11 suffit de le vérifier localement dans un systéme de coordonnées.
Pour des résultats plus détaillés sur 'aspect foncteur de points, on pourra se reporter
A [Dumo08| et [DEF199|.



CHAPITRE 2

L’ESPACE DES SUPERLACETS

Comme annoncé, ce chapitre est conceptuellement le noyau dur de cette thése : c¢’est
dans celui-ci que I'on définit ’espace de superlacets que ’on choisit. A partir de quelques
exemples de superlacets, on illustre notre choix de se restreindre aux S'l'-superlacets.
En effet, d’aprés les résultats de [Hél08], on obtient une identification des superlacets
avec des champs de vecteurs sur un voisinage du graphe du lacet sous-jacent. Cette
identification n’est pas canonique mais dépend seulement des jets d’ordre fini de ces
champs de vecteurs le long du lacet sous-jacent, excepté dans le cas du supercercle St
ou l'interprétation est purement géométrique.

Ensuite, par une construction similaire au cas classique et a I'aide des résultats sur
les fibrés construits & partir de superfibrés, I’on munit notre espace de superlacets d’une
structure de variété de Fréchet. Guidé par la nature super de l’espace tangent, ’on
introduit une structure super naturelle sur ’espace des superlacets a 'aide de faisceaux
de superalgébres.

Puis, afin de pouvoir effectuer les calculs, on introduit la définition de l'espace des
superlacets en terme de foncteur de points. Les variables impaires apparaissent alors
de maniére naturelle.

Enfin, de maniére a généraliser proprement les fonctionnelles de Mokhov, on inter-
préte en terme de jets le formalisme en coordonnées qu’il introduit. Ce formalisme est
compatible avec la description en terme de foncteur de points de I'espace des superla-
cets et permet donc d’adapter au cas S'1, mais aussi S'™ les notions de fonctionnelles
locales, de champs de vecteurs et de formes différentielles sur ’espace des superlacets
en coordonnées locales.

2.1. Définition et exemples

Dans cette partie et dans la suite, afin de ne pas alourdir les notations, nous adoptons
la convention suivante. Si E est un superfibré au-dessus d’une supervariété M avec
tp © M — M Dinjection canonique, on note 3*E le fibré 7*(1*E) = ¥*E = v*E au-
dessus de S' et ce afin de bien spécifier que le fibré v*E ne dépend en fait que de la
partie ¥ du morphisme .

2.1.1. Définition et notations. —



36 CHAPITRE 2. I’ESPACE DES SUPERLACETS

Définition 84. — Soit S1" un supercercle et M une supervariété. Un superlacet ~ est
un morphisme de supervariétés

vy : Slh M

Afin de préciser la dimension du supercercle qui intervient, on les appelle les Stin.
superlacets.

On notera SLY™M Uespace des S'1"-superlacets et simplement SLM U'espace des
S _superlacets.

Par définition, un S*™-superlacet ~ est équivalent & un morphisme de faisceaux de
superalgébres noté v*

v 1 O — Ogipn
Et puisque les faisceaux sont fins, v* est complétement défini par le morphisme d’al-
gébres :

7* . Coo<M) N Coo(gl\n)
On note 7 le lacet sous-jacent.
¥y St = M

Nous allons maintenant regarder quelques cas particuliers de superlacets.

2.1.2. S'9-superlacets ou les lacets dans une supervariété. —

Soit v* : C*°(M) — C°°(S!) un morphisme d’algébre. Puisque C*°(S') ne contient
pas d’éléments nilpotents on a donc :

VfeO®(M),y (f)=fo7
et en particulier : V&4 1*(¢9) = 0

Autrement dit 'espace des lacets dans une supervariété est en bijection avec I’espace
des lacets LM dans la variété sous-jacente.

2.1.3. Superlacets dans une variété. —

Soit M une variété, donc une supervariété de dimension impaire nulle, n € N* et
71 C°(M) — C>°(S'") un morphisme d’algéebre.

Pour simplifier, on suppose que le supercercle SH™ est trivial cad muni d’un faisceau
trivial ot 'on peut choisir les applications de recollement égales a I’identité.

On note I lensemble des multi-indices ordonnés de [1,n] de taille k cad si
(i1, ,ix) € Iy, alors i1 < ip < --- < i} , I< 'ensemble des multi-indices de [1,n] de
taille inférieure & k , I™ et I~ ceux de longueur respectivement paire et impaire et I+*
ceux de longueur paire strictement positive.

On peut écrire :

Ve C®(M), v (f)=Ffoq+ > AM(f)of
Iertr

avec \(f) € C°(S!) par trivialité du super-cercle.
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On cherche & déterminer la nature des Aj. La seule condition est celle de morphisme
d’algebre, cad :

Vf,g€ C¥(M),v*(fg) =" ()" (9)

Regardons en petites dimensions.

Sin=1,onaVfeC®M),v(f)=fo7, il n’y a pas de A\; et donc un superlacet
est simplement défini par un lacet dans la variété sous-jacente.

Sin =2 onaVfeC®M),y(f) = foxF+ Aa(f)016% et ainsi la condition se
traduit par :

Vf,g € C*(M), Ma(fg) = M2(f)g o7 + foFA2(f)
Ainsi A\15 est un champ de vecteur le long de 7.
Par trivialité du supercercle, on peut considérer 7 : SY2 — M et on peut alors
interpréter un superlacet comme un lacet 7 et une section du tiré en arriére du fibré
tangent par 7, A € Dqi2 (7T M).

Sin =3, onaVfeC®(M),y(f) = f o7+ Ma(F)86% + Az(£)616% + Aas (0265

Comme dans le cas n = 2, les \;; sont simplement des champs de vecteur le long de
.

Par trivialité du supercercle, on peut alors interpréter un superlacet comme un lacet
7 et une section du tiré en arriére du fibré tangent par 7, A € I'qus (7T M).

Le cas n =4 lui n’est pas si simple. Si ’on écrit v* sous la forme :

VEeC®(M), v (f)=Ffod+ D Xj(£)007 + Aiasa(f)0'6°6°0*
1<i<j<4
la condition de morphisme donne les relations suivantes :

Vi < §,Vf,g€ C®(M),\ij(f g) = Xij(f) goF+ o7 Aij(g)

et

Vf,g € C®(M),

M23a(fg) = Aasa(f) go¥ + f o7 Masa(g) + A2(f)A34(g) — M3(f)A2a(9)
+A14(f)A23(9) + A23(f)A14(g) — A2a(f)A13(9) + Asa(f)A12(9)

qui est & priori difficilement interprétable...

L’on va alors suivre les résultats de Hélein, voir [Hél08|. Les A;; sont bien des champs
de vecteurs le long de 7.

Soit 7 : S' x M — M la projection sur le deuxiéme facteur. Chaque Aij est une
section du fibré 7*TM au dessus du graphe I' = {(z,7(z))|]z € S'} de 7. On peut
ainsi étendre chaque \;; en une section de 7*T'M au dessus d'un voisinage de I' dans
S' x M — M que l'on notera Xij- Pour tout x € S!, chaque Xi; définit un champs de
vecteurs de M sur un voisinage de F(x) que 'on notera (xij)z-
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On a que Vf € C®°(M), xi;(f) € C®(St x M).
Soit I'application 1 x 7 : St — S x M.

(1 x3)*(xi () = Aij(f)
On peut maintenant donner un sens & A;; (A (f)) = (1 X 7)* (x5 (xw(f))) et on écrit
alors v* sous la forme :

R | o
VP ECTM). Y ()= o+ Do A(DO0+5 Y Xij(a())0'07050"+ Masa ()0 060"
1<i<j<4 z<jl
<

Maintenant, soit f,g € C*°(M), on a :
1
Y (v (g) = (f 9)07+21§i<jg4(>\ij(f)(907)+(f07)>\¢j(f))9’9j+§ ZZEJZ‘ Aij (A (f))(go
7)60'676%0" + % ZZ<Jl'(f o) Aij(Awi(9))0'076%6" + Zﬁ Xij (F) Ak (9)0°670%0" + A1aza(f) (go
< <
7)91029394 +(fo 7))\1234@)01929304

On en déduit comme précédemment que :

Vi < j,Yf,g € C®(M),\ij(f g9) = Xij(f) (go7)+ (f o7) Xij(g)

ce qui permet d’écrire :

Zi<j Xij (ki (f 9))07070%6" = Zz’<j Aij (A (f))) (907)9i9j9k91+2i<j At (F)Xij(9)07670%0"+
Zz<; w( )Aki(9)0°6760%6" +Z%<J( 07) Aij(Ari(9))0°676%6" = qu Aij(Ma(£))) (g o
)919]9k9l+22z<y Aij (F) Ay )919]9k9l+21<;( °7) Aij(Ar(g ))‘91939’“@

Et ainsi,

Vg € C(M), M23a(fg) = Masa(f) (go7) + (f oF) Ar23a(f)
De la méme maniére, on peut aussi étendre Aj234 & un champs de vecteur yi1234 sur
un voisinage du graphe de 7.
Le morphisme v* est donc donné par les champs de vecteur x;; et x1234. Or on peut
aussi écrire :

o 1 o
= 7* + Zi<j /\7;]029] + )\123491929394 + 5(2i<j )\,-jH’QJ + )\123491020394)2

D’aprées [Hé108|, Proposition 1.1, on peut choisir les y;;, de maniére non canonique
tels que :

Vi<j k<l [(Xij)es (Xk1)e] =0

On a ainsi que : ei<i Xij0°67 +x12346"0266%  _ 1+ ZKJ. Xijﬁiej + x1234010%030* +
1

§(Zi<j Xij0°07 + x12340102630%)?

Et au final :
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7 = (1 x ) (eZics Xis' 0 FX12307020%0"

Les S'M-superlacets sont donc donnés non plus par des champs de vecteurs le long
d’un lacet ¥ mais par des champs de vecteurs sur un voisinage du graphe du lacet
sous-jacent. Le probléme de cette identification est qu’elle n’est pas canonique : elle
dépend du jet d’ordre 1 des champs de vecteurs A;; le long du lacet sous-jacent. Cette
identification se préte donc a priori moins & l'etude géométrique de ’espace de nos
superlacets. Ceci explique que dans la suite, 1’on se restreigne aux S'! superlacets.

En effet, ce résultat se généralise et on a :

Théoréme 2.1 (Hélein). — Soit M une variété différentiable et n € N, SU" le super-

n

cercle trivial muni des variables impaires 0, --- 0™ et 7 : St x M — M la projection
sur le deuzieme facteur.

Sty St — M est un superlacet, alors il existe une collection de champs de vecteur
xr1 avec I € II:L de m*TM sur un voisinage du graphe de 5 dans S* x M telle que si

l'on pose Z := + 01, alors :
p ZIEIS:L XI1v-,

Ve (M), v (f) =1 x7)((f))

Pour les deux paragraphes suivant, on utilisera les notations suivantes.

Soit Ml une supervariété de dimension p|q. On notera 2! pour z', - - - , P un systéme
de coordonnées locales paires que 1’on identifiera 4 des coordonnées locales sur M et
€9 pour &1, -, €9 un systéme de coordonnées locales impaires de M et z,0',--- 6™ un

systéme de coordonnées sur S

2.1.4. S''-superlacets dans une supervariété. —

C’est le cas qui nous intéressera le plus. Il sera détaillé dans la prochaine section.
Nous omettrons donc ici les détails.

Soit v* : C®(M) — C®(S'). Puisque C>°(S!'") ne contient pas d’éléments nilpo-
tents pairs on a localement :

7(67) = A6
ot les A\ sont n fonctions sur S si le supercercle S est trivial.
Si 'on effectue un changement de variable sur M avec les nouvelles variables impaires
B _ B fI—
ne =&
1 o 1 o’ 1

On a alors I*(n?) = N8O = I*(nh) A0 = 7*(@»\&9 :

Ceci nous permettra d’identifier 'espace des S'/'-superlacets comme le fibré au-dessus
de la variété de Fréchet LM des lacets dans la variété sous-jacente, ot les fibres s’iden-
tifient & l'espace (Igipnmgy),
de la partie impaire du tiré en arriére par 7 du fibré tangent de M , ol mgi1 est la

((7)*T'M)1)o des sections paires du tiré en arriére par mgij

projection canonique de S'! sur S' (cf §2.2.1).
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2.1.5. S!2-superlacets dans une supervariété. —
Soit v* : C®(M) — C=(S'2),
V(@) = 2t 07 + g1
TE) = A6 + A6
Comme précédemment, on cherche & interpréter les quantités A, A\§ et Ay. Pour

simplifier, on suppose le supercercle trivial et ainsi A?, AT et AS sont des fonctions sur St.

Si 'on regarde comment ces fonctions se transforment dans un changement de va-
riables de la forme (y/ =y + >+ y;+*§l+, =3, n}@_fl_), on a:

*x( 9 — ayj int j « «
VW) =y oq+ SN0+ Dy 5000 Ny = MAg)0te?
a7/6

* (0% « * 8 ﬂ [0 [0
V(%) = nl(A$6" + 256%) =~ (%)(Alel +256%)

On voit que les A se tranforment alors selon :

j ayj i j @ «a
A7 = %)\ + Z%ﬁ@q )\g - )‘?)\2)
a?ﬁ

qui serait interprétable comme les changements de coordonnées d’un vecteur sans le
terme Y7, 57 5(AFAS — ATAS).

Comme pour les lacets dans une variété, il faut alors définir les S'12-superlacets au
moyen de champs de vecteurs sur un voisinage du graphe de 7.

2.2. Les S'/'-superlacets

2.2.1. S'I' deux supercercles pas comme les autres. —

En un sens, le supercercle S est privilégié par rapport aux autres supercercles. En
effet, en général on a toujours une injection canonique tgi, de St dans S!I" obtenue
par la projection canonique des superfonctions. Par contre, en général 'on n’a pas de
projection canonique de S sur S! ce qui reviendrait a une injection de I'algebre C* (S
dans C>(S!).

En effet, celle-ci consisterait & envoyer naturellement une fonction f de C*°(S!) sur
fe C'OO(S””) mais si n > 2 cette injection n’est pas un morphisme de supervariété car
dans un changement de carte x — x + 6102 la fonction f est envoyée sur f + 9, f6016s.
Dans le cas S ce genre de phénoménes ne peut se produire car toute fonction paire
ne posséde aucun élément nilpotent. On aura donc bien une projection 7 : st st
telle que mqij1 0 tqip = Idg.

Ainsi pour tout morphisme v : St — MPl7 de supervariété de morphisme sous-jacent
7 : S' — M on pourra aussi considérer 5 comme un morphisme 7 : S — 7.
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Dans l'esprit du théoréme de Batchelor cela se traduit par une identification cano-
nique (& isomorphisme preés) du supercercle par un fibré en droite £ impair au dessus
de S, Si le supercercle est trivial, £ = TS1], sinon il s’agit du fibré de Moébius
shifté (cad avec parité décalée). Le faisceau des fonctions impaires s’identifie alors au
faisceau des sections de L.

D’autre part, linjection de C®(S') dans C*(S') va permettre de définir pour

tout super-fibré E au-dessus de SH! les fibrés itérés E* ainsi que les superfibrés Ey et Ej.

Avant de continuer, regardons plus en détails les applications de recollement des
superfibrés au dessus de S!'. Ceci va nous permettre de définir deux sous-fibrés de F!
que 'on utilise dans la suite.

Soit £ un superfibré au dessus d’une supervariété M et (e, eq) et (€}, ;) deux bases
locales et ¥ ’application de recollement.

On regarde dans un premier temps le tiré en arriére v*E par un superlacet v : S1 —
M. On notera encore eg, e, et e},eb deux bases locales qui correspondent au tiré en
arriére des précédentes avec pour changement de carte v*(¥). Soit s = s¥ej, + s%e,, une
section de v*F.

= 7 (W) + 7 ()5

s = A (W) s* 4y (B s

Maintenant, chaque composante s*¥ ou s® se décompose localement comme s* =

sk + 0sh ainsi que les entrées de la matrice V.

Les e, 0e®, Oey, e, et e;, 0e'P. 0e'd e’ﬁ sont alors deux bases locales de ﬁ Par analo-
gie, on notera les coordonnées des section slg, 5%, s’f, s et les formules des changements
de bases sont alors :

sg =77 (W)sh =7 (¥])sh

S = (W)t + 7 (WD)t = 7 (W) + 77 (V2)st
s =77 (U))sh 7" (Wh)1sg =77 (P])st + 77 (Wh)1s
sg =" (U8)sg =7 (05)sh

Ceci permet de déduire 2-sous-fibrés, I'un impair, 'autre pair, que 1’'on note (v*E)o;
et (v*F)11 qui sont respectivement localement Vect(fey) et Vect(fey).

Leurs sections se transforment comme :
291 o *\Ifj k_—*,ljj k
(2.2.1) si =77 (Up)s1 =7 (¥y,)s

(2:2.2) s =y (0)s§ = 71 (WE)s¢
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Proposition 2.2. —
(V' E)or =7 (E)o® L

(VE =7 (EneL

Démonstration. — 11 suffit de comparer les lois de transformations de changements de
cartes en prenant en compte les précédentes et celles de SU.
O
Corollaire 2.3. — (i)
Ny IE)or = (v E)ua
(ii) Si S est le super-cercle trivial,
(V' E)o =7 (IIE);
(Y E)n =7 (IIE)o
Démonstration. —
(i) I(y*IE)or = I(7*(IIE) ® £) = I(II(FT(E)1) @ £) = (E)h1 @ L B
(ii) Si le supercercle est trivial, (Y*E)o1 = 7" (E)o ® L = II(7*(E)o) = 7*(ILE);.
O

Enfin, il est important de noter que ces fibrés sont parfaitement définis par la seule
donnée de 7 comme on peut le constater directement au niveau des changements de
carte ou par la proposition précédente.

On pourra aussi remarquer au fil des résultats que ceux-ci sont aussi valables dans le
cas SU™ a condition de choisir une injection (non canonique) de C*°(S') dans C*(S'I*).

2.2.2. Les S!I' superlacets : version géométrique. —

Maintenant, un super lacet - : S — MPle est donné par un morphisme de super-
algebres v* : C*°(MPI7) — C>°(S'). 11 est donc parfaitement défini par ses images des
systémes de coordonnnées locales (x, £9).

@) =ao7
767 = 03 (@)

On peut remarquer que dans le cas du supercercle trivial, le super-lacet est parfai-
tement défini par les p + ¢ fonctions sur S' : v*(2%) et A%(z) que I'on peut interpréter
comme une famille infinie de coordonnées paramétrée par S'.

Dans le cas de l'autre super-cercle les fonctions A% ne sont pas forcément des
fonctions C'*° définies sur S' mais seulement sur chaque ouvert de carte. En fixant une
trivialisation du supercercle, on pourra identifier toute section v*(£%) = OA*(z) par
une fonction A* : [0,1] — R telle que Vk € N, (A*)®)(0) = —(X*)®)(1).

Avant de continuer, il est important de se demander quelle quantitée de O\ ou de
A% va nous intéresser. Si I'on raisonne en se référant au cas super en dimension finie, on
peut préférer la variable A%*. En effet, nos espaces de lacets sont des espaces pairs, ils
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sont formés de points bien définis. Il semble donc naturel que les "coordonnées" ainsi
que le "sytéme de coordonnées" soient pairs. Dans le cas du supercercle trivial, 6 et A\“
sont facilement séparables. Dans le cas de 'autre supercercle, les deux quantités sont
plus difficilement séparables.

Tout réside en fait dans l'interprétation de la variable 6.

Dans notre version "géométrique", la variable 6 va disparaitre pour se transformer
en structure géométrique, cad que nos quantités vont s’exprimer comme des fonctions
de S! et la nature géométrique des objets en jeu sera modifiée en y intégrant 6. Dans
le cas du supercercle trivial, cela se traduit simplement par un décalage (ou shift) de
parité et dans l'autre, cela se traduit en plus par de la torsion (ou twist). Ce point de
vue n’est possible de maniére canonique que grace a l'identificatin canonique de St
avec le fibré L. De plus la volonté "d’oublier" la variable 6 est fortement motivée par
le fait que v*(z*) ne dépend pas de @ : la donne sera toute différente dans le cas du
foncteur des points et I’on adoptera un autre point de vue.

Comme dans [Mok98b], c’est le type de covariance qui va nous permettre de déter-
miner la nature géométrique des superobjets Ainsi, dans un Changement de variables
sur MPl9 dans les coordonnées (y7 = yf + 3+ nyI =3, yI €17, les quantités
précédentes se transforment de la maniére suivante :

VW) =yoo7
ﬁ
V) =7 R € =7 Q) =7 Gl (€

D’aprés 1.41, ceci permet d’interpréter un superlacet comme un couple formé d’un
lacet 7 : S' — M et d’une section paire du tiré en arriére WSM( *TM), = (v*TM);.

Remarque. — Dans le cas ou le fibré (TM); est bien déﬁm' et ot les changements de
cartes s’identifient aur matrices yg, Uégalité v* (%) = v*(y ) *(&%) permet d’identifier
les v*(€%) comme les coordonnées d’une section du tiré en arriere v*(TM), mais il
semble redondant de définir v* & partir d’un fibré construit justement grice a vy*.

Maintenant, comme on ’a dit, on cherche plutét & interpréter les résultats suivants :
T =y o
oy’ oy’

8750‘» =7 (650‘

en gardant en mémoire qu’il y a un € devant les A% dont il faut tenir compte ce qui

)\/,8 — '}’*( ))\a

correspond a considérer le fibré (v*T'M); plutdt que le superfibré (y*T'M);.
On en déduit, d’aprés 2.2.2 :

Proposition 2.4. — Un superlacet v : S — M est donné par un couple (7, A) avec

vy e LM
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A€l (v TM)n

En utilisant le corollaire 2.3, un superlacet devient un lacet dans M et une section
de T's: ((IIT'M )p), on a ainsi :
Corollaire 2.5. — Si S est le supercercle trivial, v € SLM est équivalent & un lacet :
v : St — (IITM)g

Les résultats de Mokhov se généralisent alors trivialement faisant intervenir désor-
mais des structures géométriques sur (IITM)g au lieu de M.

Remarque. — Dans le cas du supercercle non trivial, on peut ausst voir les superlacets
comme des chemins dans (IITM)o. On identifie le supercercle 4 [0,1]/0 ~ 1, les sections
impaires sont identifiées a des fonctions f sur [0,1] telles f(0) = —f(1). On peut donc

identifier les superlacets & certains lacets dans M qui se relevent dans (IITM)g en un
chemin de vecteurs X (t) tels que Vk € N, (X)®)(0) = —(X)*)(1).

2.2.3. Espace tangent. —

Bien que pour 'instant, notre espace de morphismes ne soit pas muni d’une structure
de variété différentiable, 'on peut essayer de déterminer son espace tangent puisque la
notion de chemins différentiables est elle, bien définie.

Prenons alors un chemin de superlacets v, paramétré pour 'instant par un parameétre
pair ¢, ce qui semble raisonnable puisque notre espace est un espace de morphismes, donc
pair.

Les coordonnées X? et X du vecteur tangent X sont alors données par :

dvf (x") :
= XZ
dt
DE) v
dt

Afin de déterminer la nature géométrique de ces fonctions, on étudie leurs transfor-
mations dans un changement de coordonnées de la forme (y/ = w4+ Do+ y}JrfI +, n? =

Sr-n-€).
On a alors :
L) d(al) 0y
1 _— t — 0\t — = 7
X dt di 7 (50
0P , onP
X8 = g7 (— X\ 4 o7 (=) x @
ol (8x’8§0‘) + 0y (aga)

On note w : TM — M la projection canonique. Localement le fibré T'M est engendré
par le systéme de coordonnées z',£%, dx’ et dé® et I'on a le sous-superfibré Ker(dr)
qui correspond au faisceau : Vectosl‘1 (dat, d€%). Les coordonnées X' et X s’identifient

donc aux coordonnées d’un vecteur de la forme X%0,: + X “004¢a, et ainsi, puisque
7 (TMo) = (7*(T'M))o :
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Proposition 2.6. — Soit v € SLM.

(T5(SLM))o = L1 (7" (T'M))o ® (v* (Ker(d)))11)

Corollaire 2.7. — Si S' est le supercercle trivial, alors

(T5(SLM))o ~ I'sa (7" (TTIT M))o)

Cependant, c’est en étudiant les dérivées le long de supercourbes que l'espace de
superlacets révéle au niveau infinitésimal, sa partie impaire.

En effet, prenons maintenant une supercourbe de R dans lespace des lacets. Cela
se traduit par une famille de superlacets toujours paramétrée par ¢ mais aussi par un
paramétre impair s. Cela s’écrit :

Yau(a') =75 (") + 50 (2)

Ve (€%) = ¢ () + OAF (2)
En dérivant par rapport & t en ¢ = s = 0 on trouve les parties paires des vecteurs,
cad les composantes Xé et 0X{, et en dérivant par rapport a s en t = s = 0 on trouve
les parties impaires des vecteurs cad 60X} et X§. On a ainsi :

X Xi 4 01 — %d(t“\t:o(x)ww)
d)\¢
X° = 0x7 + X5 = 0 o) + ¢ (@)

dt
Ainsi les coordonnées des vecteurs sont maintenant des fonctions de S'I.
On regarde alors comment ces coordonnées se transforment dans un changement de
variables. Tout d’abord les chemins s’écrivent :

Veal) = 1 (i (@) + 57 <§ ON(E) + Y (71 )G ()0 2)

Et ainsi les coordonnées se transforment suivant :

, o oy 9%y7
X =7 (x5 0 X v (2 xgong:

ozt ozt QX1 Q€2
0P onP onP
X = 07" (=) X 07 X¢ Xg
’Y(al‘laga) 0 + (aga) 1 + (aga) 0
On peut alors réécrire ces équations de deux maniéres. Tout d’abord :
. 8y ayj
X" = Xt (=) X~
1 (G X 7 (55
X9 = (20 x4 (20 o
ox* 0&e

Et ainsi :
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Proposition 2.8. — Soit v€ SLM.

T,(SLM) ~ T (Y*TM)

Dans l'esprit des supervariétés, les variables impaires ajoutent des vecteurs de base
impairs a l'espace tangent. Autrement dit les variables impaires ne sont pas ajoutées
aux coordonnées mais aux vecteurs de base. Or dans I’écriture précédente, on ajoute une
partie impaire aux coordonnées sans changer les vecteurs de base (que 'on réinterpréte
néanmoins en terme super).

Aprés avoir interprété la “partie paire” de 'espace tangent en un lacet comme une
section d’un fibré au-dessus de S', il semble naturel de chercher & interpréter un vec-
teur tangent comme une section d’un fibré en super-espace au-dessus de S! dont la
partie paire est la méme que précédemment. Un vecteur tangent s’écrit maintenant :
X = X00; + X2(00,) + X1(00;) + X§Da ol les vecteurs de base 9;, 00y, 00;, d, sont a
déterminer.

On a alors :
xp =7 ()x
XP =7 (e 3 + 7Gxt
xi =7 () x
X0 =7 QL)X 47 (b X

Et ainsi, respectivement dans le méme ordre,

Proposition 2.9. — Soit v € SLM.

T,(SLM) = T [(Y(TM))o & (v*(Ker(dm)))11 & (Y (TM))1 & (v*(Ker(d)))ou]

On pourra remarquer que l'on peut aussi écrire :

T,(SLM) =~ T [y"(TM) ® (v (Ker(dr)))11 @ (7" (Ker(d)))o1]

Corollaire 2.10. — Si S' est le supercercle trivial, alors

T (SLM) ~ Tgu (7*TTITM)

Le premier espace tangent correspond a l’espace tangent obtenu en considérant un
superlacet comme un foncteur de point : c’est d’ailleurs exactement ce que 1’on fait, en
étudiant le lacet en un R -point. L’autre espace n’est qu'une réécriture au dessus de
S! de cet espace tangent.

Il est important de noter que, comme annoncé, la variable 8 a disparu dans la derniére
version et s’est transformée en une structure géométrique. Outre que la solution est
moins élégante, 'inconvénient de ce point de vue est que les fonctionnelles ne peuvent
alors plus s’écrire comme on 'espérait avec des 0y des variables et une intégration sur
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SHL. Cest pourquoi, si ce point de vue est utile pour expliciter la structure de variété
de Fréchet de SLM, on adoptera dans la suite le point de vue foncteur de point.

2.2.4. Structure de Fréchet. —

L’intérét de se “débarrasser” de la variable 0 est de revenir & des objets classiques
et de nous permettre d’utiliser les notions classiques de métrique, de connexion, de
transport paralléle et d’addition locale afin de pourvoir notre espace de morphismes
d’une structure de variété de Fréchet.

Dans le cas classique des espace de lacets, ce sont les espaces des sections de v*T'M
qui jouent le role d’espaces de Fréchet modéles. Ils nous permettent de définir non
seulement la topologie mais aussi toute la structure différentiable (cf [Ham82|, [Sta05]).

Dans notre cas, ce seront les espaces de sections de (Y*TM)o @ (7*TM)11 qui jouent
le role d’espaces modéles. En effet, ce fibré est totalement pair : on peut donc le munir
d’une métrique g et ainsi d’une structure d’espace de Fréchet.

Proposition 2.11. — Soit M une supervariété et SLM [’espace des superlacets de
M. Alors SLM est une variété de Fréchet.

SLM
De plus, l est un fibré de LR-module au dessus de chaque composante ouverte
LM
C, C LM définies par C, = {v' € LM|7*(TM) ~ Y (TM) en tant que LR-module}

Afin de ne pas alourdir la démonstration, le terme “fibré au-dessus de LM* signifiera
restreint a un C . On utilisera ici la notation LR plutot que Og:.

Démonstration. — Dans le cas du supercercle trivial, un superlacet v est donné par un
(IIT M )o
lacet 7 : S' — (IITM)p. On a ainsi SLM = L(IITM)g et puisque ! est un
M

fibré au dessus de M, SLM est bien un fibré au dessus de LT M, d’aprés la proposition
1.20.

Dans le cas général, soit LL = LM x T'si(£) le fibré trivial impair de LR module

_ (TM)y _
au-dessus de LM . Puisque 1 est un fibré au dessus de M, on peut définir le fibré
M

L(TM); de LR module au-dessus de LM toujours d’aprés la proposition 1.20.

On pose alors

E = L(W)l Qrr LL

comme fibré au dessus de LM.
En un point v € LM, la fibre E5 est exactement l'ensemble des sections de
F(TM)1 ® L= (y*T'M)11. On a donc une bijection entre SLM et E.

L’étude des ouverts de trivialisations de £ va maintenant nous permettre de définir
la topologie et la structure de variété fréchétique de SLM.
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Soit gy une métrique sur (TM)y = TM, g; une métrique sur I(TM); et V
une connexion C'*° compatible avec g;. Notre espace de superlacet contient ’espace
LM des lacets qu’on supposera muni de I'atlas défini en 1.1.6 avec n une addition
locale définie sur toute la variété et obtenue a partir de gyp. On notera pour un la-
cet 7, Uy l'ouvert de carte de LM contenant 7 et d’homéomorphisme U5 - ~TM — Us.

D’aprés la proposition 1.21, la connexion V se lace en une connexion V% sur
L(II(TM);) et définit ainsi un transport paralléle C*° des sections de L(II(T'M);) le
long de chemins dans LM. Par trivialité du fibré LL, on peut transporter de maniére
triviale les sections des fibres de LL. Le transport paralléle est le transport paralléle
habituel point par point et est donc LR linéaire.

On peut donc définir un transport paralléle C* sur F = L(TM); @ g LL au dessus
de LM.

Soit sp une section de (F*T'M)g = 1% 37> alors on peut définir le chemin de lacets :

so ¢ [0,1] — LM
t  — n(tso)

dont la fonction adjointe est la fonction C'*°

sV ¢ [0,1] xS' — M
(t,z) = n(t so(z))

D’aprés le théoréme 1.17, le chemin $; est bien C'*°. On peut alors transporter paral-
lelement le long de sp tout point de la fibre E5 vers un point de la fibre E, ;). On note
Pg, ce transport paralléle : il permet d’identifier les fibres E5 et E
tout lacet 7/ € Uy correspond & une unique section sg € (7*T'M)g les transports paral-
leles permettent d’identifier toutes les fibres EV au dessus de Uy C LM a l'espace de

. Mais puisque

Fréchet By = I'i (7T M) ® L. Ceci montre au passage que les C,, sont ouvertes. On a
donc pour tout superlacet v une bijection

U, ¢ Ta((7TM)o® (TTM) @ L) — SLM
s0 @ s1 = (1(s0), Py (s1))
On note :
Uy,={y €Im(¥V,)} C SLM

Définition 35. — La topologie sur SLM sera alors la topologie engendrée par les U,
cad un ensemble U C SLM sera ouvert ssi ¥y € SLM, \IJJI(U) est un ouvert de
(FTM)o® (FTM)1 ® L.

Pour terminer la démonstration de la structure de variété de Fréchet, il ne reste plus
qu’a vérifier que les changements de cartes sont bien C'°.
Soit 7, et 3 deux superlacets. Notons U, g = \Il,;al(U% NU,,) et Ugo = \IJ,?BI(UM N
U,;), Papplication de changement de carte sécrit :
U oWy, + Usg — Us.a

o
(s0,51) + (U2 o Ws—(sg), P!

o Ps (s
V5 @%O\DW(SO) 50(51))
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D’aprés les résultats sur les espaces de lacets §1.1.6 ou [Sta05], so — \11;71 o WUx—(s0)

est O il suffit donc de montrer que (sg,s1) — P~' o Pg(s1) est C®. Or
\I/%O\I/W(So)

cette application est simplement 'application lacée ¢ restreinte & 'ouvert des sections
Csi (Fa*TM)o® Fa*TM)1RL) C C®°(SY, (Fa*TM)o® (Va*TM)1 @L) de 'application :

¢ MTM)o® (o TM)1®L — (75*T M),
(so(@), 51(z)) - Pl 0P o (si(x)
Vg0 ¥a(so(x)

Le transport paralléle est donné par la résolution d’une équation différentielle
d’ordre 1 & coefficient C*°. La solution dépend donc de maniére C*° des parameétres
(so(z), s1()). L’application ¢ est donc bien C* et d’aprés 1.18, ¢¥ aussi.

Ainsi les applications de changements de cartes sont bien des applications C'* entre
espaces de Fréchet.

Enfin, les applications de trivialisations W, sont alors simplement de la forme :
U, : SLM>DU, — Uyx(FTM);®L
(n(s0), Psy(s1)) + (1(s0),51)

Vu dans les cartes \177 envoie sg @ s1 sur sgP s1. Cest donc bien une application C'*
entre espaces de Fréchet.

O
SLM

Corollaire 2.12. — Si M est orientable, alors l est un fibré de de LR-module
LM

au dessus de LM.

Démonstration. — Si M est orientable, alors Vy € LM, C, =~ LM en tant que LR-
module (cf [Sta05]). O

2.3. Le super-espace des super-lacets

Quoi qu’il en soit, notre espace de superlacets n’est pas encore satisfaisant en tant
qu’espace de morphismes. Des variables impaires cachées visibles seulement au niveau
infinitésimal sont & expliciter. Avant d’introduire ce que I’on considérera comme la bonne
notion pour nos espaces de superlacets, a savoir celle de foncteur de points, nous allons
continuer une étude a la main et en coordonnées. Celle-ci a ’avantage de décrire notre
espace de superlacets comme une variété de Fréchet muni d’un préfaisceau de sections
impaires. Cependant elle a 'inconvénient de ne pas fournir canoniquement de super-
structure bien que les faisceaux que ’on considére soient choisis pour que les variables
impaires qui apparaissent soient de natures similaires & celles des variables impaires
introduites lorsque ’on consideére le foncteur de points.
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2.3.1. Une premiére version. —

On tente maintenant de munir notre variété de Fréchet d’un faisceau de superalgébres
que 'on note Ogr s - En tant que variété de Fréchet, celle-ci est déja munie d’un faisceau
que 'on notera Ogzz7 de fonctionnelles C°° & valeurs réelles.

Les choix & notre disposition ne sont & priori pas restreints cependant, il serait
raisonnable que 'espace de dérivations qu’il engendre corresponde & la partie impaire
des vecteurs tangents introduite, cad (Ty(SLM))1 ~ gt (¥*(TM)1 & (7* (Ker(d)))o1).

Tout d’abord nous introduisons & titre d’exemple un faisceau de superalgébres qui
ne vérifiera pas cette condition. Ensuite, nous introduisons deux fibrés en superalgébres
qui engendrent la partie impaire de I’espace tangent.

Soit F un faisceau sur M et soit ¢, 'application définie par :

¢ : S'xSLM — M
(z,7) — A=)
On peut donc définir I'image réciproque ¢~!(F) du faisceau F. On obtient un pré-

faisceau au dessus de S! x SLM.

Pour tout ouvert U C S' x SLM, ¢~ *(F)(U) = h—n>1\/3¢(U) F(V) et si ¢(U) est un

ouvert, on a :

6~ (F)U) = F(o(U))
Maintenant soit 7 : S* x SLM — SLM la projection sur le deuxiéme facteur. On
peut pousser en avant le préfaisceau ¢! (F) pour obtenir le préfaisceau m. (¢~ (F)) au
dessus de SLM et défini par :

YU C SLM, U ouvert, m,(¢~ (F))(U) = ¢ (F)(S' x U)
Lemme 2.13. — YU C SLM, U ouvert, (S* x U) C M est ouvert.

Démonstration. — Soit U un ouvert de SLM. Soit y € ¢(S* x U). Par définition, il
existe v € U et € S! tels que y = J(z). Maintenant, U est ouvert ssi ‘lf;l(U NnUy)
est ouvert dans Tgi (7*TM)o ® (7*TM); ® £). Notons U, cet ouvert qui contient la
section nulle. L’addition locale est une application ouverte donc I’application

S!xU, + ¢S'xU)
(t,so®s1) —  nlso)(t)
envoie un voisinage de (S!, 0) sur un voisinage de 7(0) = y et ainsi, il existe un ouvert
inclus dans ¢(S! x U) autours de y. O

On en déduit que :
YU C SLM, U ouvert, m,(¢~*(F))(U) = F(o(S' x U))
Et ainsi,

Proposition 2.14. — Pour tout faisceau F au-dessus de M, on peut définir un fais-
ceau FL au-dessus de SLM définit par :
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YU C SLM, U ouvert, FL(U) = F(¢(S' x U))

Maintenant considérons le faisceau Oy et N le faisceau de I'idéal des éléments nil-
potents.

On peut alors considérer le faisceau Opr/(N)? Clest un faisceau de Oj; module
localement libre de dimension 1|g. En effet, bien que l'on ait pas d’injection canonique
de O37 dans Oy, on en a une de Og7 dans O/ (N)2.

Par construction, le faisceau (Onr/(N)?)¥ est un (Og7)¥F-supermodule de dimension
0lg. Soit A le faisceau d’algébres graduées engendrée par Oy;/(N)2. Son faisceau de
dérivations est exactement le faisceau (TM); ®o4; A. De plus, on a, par construction,
que A" est le faisceau d’algébres engendré par (On/(N)F)E. Cest donc aussi un (Oz7) -
module.

De plus, (O37)" est un sous-faisceau de Ogz7. Si s est une section de (O37)(U)
alors s définit la fonctionnelle :

(2.3.1)

UcCSLM R

gl = Jor s(3(2))
On peut alors munir notre espace de superlacets du faisceau de superalgébres :

Ostar (05" At
Cependant, ce n’est pas le faisceau recherché. Au niveau des dérivations, I’on a rajouté
les dérivations (O7) -linéaires de A% cad Der(oﬁ)L(AL ).
Or par construction,
Dero_y1.(AY) ~ (Dero (A))F ~ (THT); @0, A)*
M M M

L’espace tangent en un lacet v qu’il induit est alors simplement 5 '(TM); #
g1 (7*(TM)1). 11 manque toute la partie section au-dessus de S! : 'on a un champ de
vecteurs sur I'image du lacet et non sur le lacet lui-méme en tant qu’application.

Pour remédier a ce probléme, on regarde a la place de 'application ¢, 'application
1y définie par :

v o S'xSLM — S'xM
(@,7) - (z,79@))
A tout préfaisceau F sur St x M on définira le préfaisceau m, U1 (F) sur SLM que
I'on notera encore FL.

On définit maintenant le préfaisceau (Og1 ®r A)F. Cest un (Og1 @g O37)* module et
par la méme application 2.3.1 que précédemment, (Og1 ®gr Og7)" est un sous-faisceau
de Om

On pourra donc définir le faisceau de super-algébres sur SLM :

Os131 ® (0, 82057 (Ot ©r A)F

Il nous reste & montrer que :
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Proposition 2.15. — Soit v € SLM. L’espace tangent de SLM muni du faisceau
O<sar D (051 @5 O57) - (Os1 ®@r A)F au point y est :

(T5(SLM))o & La (7" (TM)1)

Démonstration. — Cette fois 'on a rajouté les dérivations (Og1 @ C’)M)L—linéaires de
(OSI QR A)L cad Der(osl(gROH)L((OSl XRr A)L)
Or par construction,

Der (o, gro.: (Ost @r A)F) = (Dero,; o,05,(A4))" = (Og1 @r (TM)1 ®0,; 0,04, A)
Et ainsi, en un lacet -y, on retrouve bien I'espace tangent I'gi (7*(TM)1). O

Pour la partie I's1 ((7* (Ker(dm)))o1), I'on prendra le faisceau (£ ®o,, 0,047 Q*(M))~.
La démonstration est la méme.
Et on a:

Proposition 2.16. — L’espace SLM des superlacets muni du faisceau de super-
algebres :

Ostir B (051 0:057)" (Og: @r A)L (0510 057) (£ ®041 ®rOz7 Q*(M))L

admet en tout point v un espace tangent dont la partie tmpaire est :
(Ty(SLM))y = Te1 (7 (TM)1 & (7" (Ker(dm)))o1)

On a ainsi réussi a voir notre espace de superlacets comme une variété de Fréchet
munie d’un faisceau de superalgébres. Une justification a I'introduction de ces variables
impaires est donnée par ’espace tangent.

Cependant, a partir de maintenant, 'on considére ’espace des lacets d'un autre
point de vue, celui du foncteur de points.

En effet ’aide de la description en tant que foncteur de points, les variables impaires
apparaissent de maniére naturelle. D’autre part, on obtient ainsi une description en
coordonnées qui nous permettra de mener a bien nos calculs. De plus, ’on verra lors
de la classification des formes symplectiques (cf la fin de la partie 3.1.2) que l'aspect
foncteur de points permet de déterminer sans ambiguité la nature géométrique des
coefficients.

2.3.2. Les super-lacets comme foncteur de points. —

Maintenant, I’on va regarder l’espace des super-lacets SLM dans une supervarité M
comme un foncteur de points. Contrairement & ’approche précédente, celle-ci permet
une description de n’importe quel espace de superlacets Sgi» LM et sera donc celle que
I’on adoptera par la suite.

Maintenant, a toute supervariété S, l'espace de superlacets associe ’ensemble
SLM(S) qui est I'ensemble des morphismes p : S — LM.

On transpose alors la propriété d’exponentialité du cas classique (voir [Ham82|,
[KM97]) que C>®(S,C>®(S!, M)) = C>(S x S', M) au cas super en imposant au fonc-
teur SLM la définition suivante :
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Définition 36. — L’espace des superlacets SLM sera défini comme le foncteur SLM
de la catégorie des super-variétés SM dans la catégorie des ensembles Ens tel que :
VS, 5" € SM et f € Homgp(S, S’),

SLM(S) = Homgp(S x SH, M)

SLM(f)(¢") = (f*®1)0¢"
pour ¢* € Homgg(Onr, Og @ Ogupn)

On notera Ogy s la superalgebre telle que

VS e SM, Homalg(OSLM, OS) ~ Homalg(C’)M, 051\1 ® Os)

On peut donner une idée intuitive de comment le foncteur de points fait apparaitre
les variables impaires.

Regardons de 2 maniéres un S-point p de LM.

Pour simplifier les choses, 'on prend M = RPI? et S = R*" muni du systéme de
coordonnées (s7,7%).

Un superlacet s’écrit :

’}’* ( l‘z) _ xi*
Y(E%) = 0X%(x)
Comme mentionné précédemment, on peut voir les fonctions précédentes 2™ et \*
comme des familles de fonctionnelles sur SLM paramétrées par SU.

On peut alors prendre leur image par p*. Les fonctions p*(z™*) et p*(\%) sont alors
des fonctions sur S x S et celles-ci sont de la forme :

p*(l‘l*) :l‘i* Oﬁ+zp§+nl+
I+

prE) =0 pon”
I+

Maintenant, on regarde le S-point p comme un morphisme de S x S dans M. On

o - -
V() =" oF+ > n" +0) Al
I+ I—

. - +
VE) =D Arnt 0D A
I— It

On voit donc que les superlacets précédents sont insuffisants pour décrire le foncteur
de points : il manque les termes 6, _ 7}_77]7 et Y - nl™.
En un sens, il manque des variables impaires.
L’idée du foncteur de point est que ’on peut généraliser les superlacets de la maniére
suivante :
,7*(mz) — mi* + 9}\1
V(€)= 0A + ¢
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ott les A\ et les ¢“ sont des “fonctions impaires” de S!.

Les fonctions A* et ¢* n’ont pas réllement de valeur et ne sont pas forcément repré-
sentables, notamment & cause de la condition de cocycle. Néanmoins, ces “fonctions
impaires* prennent tout leur sens évaluées en des S-points ce qui permet de considérer
leurs dérivées par rapport a x et 6.

Maintenant, regardons le foncteur tangent du foncteur de points.

Définition 37 — Soit M une supervariété et M son foncteur de points. Le foncteur
tangent TM du foncteur des points est le foncteur qui a toute supervariété S associe
l’ensemble :

TM(S) = Homag(Onr, Rle] /e* @ Og)
Dans le cas d’une supervariété, on a alors le résultat suivant :

Proposition 2.17. — Soit M une supervariété, alors le foncteur tangent du foncteur
de point est naturellement isomorphe au foncteur de point du fibré tangent TM de M.

TM =TM

Démonstration. — Le point clé de la démonstration est que le faisceau structu-
ral du fibré tangent est l’algébre symétrique graduée du dual des dérivations
Ornm = So,,(Der(On)*). Ce faisceau est un faisceau de Opr-module localement
libre engendré en tant qu’algébre par Opr et (Der(Opr)*). Maintenant soit S une
supervariété et ¢ un S-point de TM cad ¢ € Homgy(So,,(Der(On)*), Os), ¢ est donc
complétement déterminé par son action sur Ops et (Der(Oxr)*). Notons ¢g et ¢ ces
deux restrictions :

o0 : Oy — Og ¢1 : (Der(Op)* — Og
= oo(f) el = ¢1()

Puisque Oy est un faisceau de sous-algébres de Or M, ¢ est simplement un S-point
de M.

Maintenant, puisque les faisceaux sont fins, on peut travailler localement pour dé-
terminer ¢;. Ainsi dans un ouvert U de trivialisation, tout o € (Der(Opr)*(U) s’écrit :
a = a;dz’ avec of € Oy (U). 1l suffit donc de déterminer les images ¢1(dz?). Dans un
oy’
ox’

d’interpréter les ¢1(dz’) comme les coordonnées d'une dérivation de Oy dans Og le

) J . .
changement de carte, dy/ = gyidx@, on a ¢1(dy’) = ¢o(==)d1(dx") ce qui permet
x

long de ¢g. Autrement dit, ¢; est complétement déterminer et ce de maniére unique
par un élément ¢ € Derg, (O, Og).

Maintenant soit S une supervariété et ¢ € Homgy (O, R[e]/e? ® Og). Soit f € Oy,

on peut écrire ¢(f) = ¢o(f) + €p1(f). Soit g € Oy, par propriété de morphisme
d’algébres, on a :

do(fg) = ¢o(f)do(g)
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1(fg) = ¢1(f)0(g) + do(f)o1(9)

cad ¢p est un S-point de M et ¢1 € Derg (O, Os).
Donc on peut facilement identifier les objets TM (S) et TM(S) dans la catégorie des
ensembles.
Maintenant soit S’ une autre supervariété et 1 : S’ — S un morphisme de superva-
riété.
TM(y) : TM(S)— TM(S)
b (WE1)od
¢o sur le S-point 1) o ¢g et ¢y sur 1 o g1 € Deryog, (O, Og).
TM(y) : TM(S)— TM(S')
b oo
le S-point ¢ sur le S-point ¥ o ¢y et ¢1 sur ¥ o ¢ défini alors simplement par la
dérivation 1 o ¢ € Deryog, (Onr, Os).
Ainsi, il existe bien une transformation naturelle bijective entre ces deux foncteurs!

O]

L’application envoie naturellement le S-point

Quant a l'application , elle envoie naturellement

Cela nous permet d’écrire :
VS e SM, Homalg(OM; Os ® R[E]/EQ) = Homalg(OTM, OS)
On a maintenant la proposition suivante :

Proposition 2.18. —
TSLM = SLTM

Démonstration. — Soit S une supervariété.
On a: SLM(S) = Homgy(Orn, Os) = Homgy(Onr, Ogin ® Og) et ainsi :

TSLM(S) = Homygy(Orn, Os @ Rle]/e?) = Homygg(Onr, Ogip @ Os @ Rle]/e?) =
Hom,y(Orpr, Ogin ® Og) = SLTM(S)
]

2.4. Fonctionnelles sur I’espaces des super-lacets

Dans cette partie nous allons introduire le formalisme de I’espace des jets. Celui-ci
permettra d’une part de donner un sens mathématique rigoureux aux fonctionnelles de
Mokhov et de justifier proprement ’action des champs de vecteurs. Et d’autre part, de
généraliser les fonctionnelles locales & n’importe quel espace de morphismes de super-
variétés X — M.

2.4.1. Espace des jets. —

Dans cette partie, on introduit ’espace des jets qui nous permettra de définir nos
fonctionnelles locales de maniére intrinséque. On renvoie & [Paul0] pour une approche
plus géométrico-algébrique.
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N
Soient NV et X deux supervariétés et | m une fibration. L’algébre O est ainsi
X

munie d’une structure de Ox-module.

Soit Dx I'algeébre des opérateurs différentiels de Ox. On a une inclusion ¢ : Ox — Dx
qui consiste & considérer la multiplication par une fonction comme un opérateur diffé-
rentiel d’ordre 0. Ainsi tout Dx-module est aussi un O x-module.

Puisque Ox C Dx, une Dx-algébre est une Ox-algébre. Notons alors F' le foncteur
oubli de la catégorie des Dx-algébres dans la catégorie des Ox-algébres. On notera J
le foncteur adjoint tel que VA Ox-algébre et VB Dx-algébre

Homp  aig(J(A), B) ~ Homp , aig (A, F(B))
La fibration 7 : N — X permet de munir Oy d’une structure de O x-algébre et ainsi :

Définition 38. — On appellera la Dx-algébre J(On) lalgébre des jets de N au dessus
de X.

Par définition, celle-ci vérifie la propriétée universelle suivante :

Proposition 2.19. — La Dx-algébre J(On) est la Dx-algébre universelle telle que
pour tout morphisme ¢ de Ox-algébre de O vers une Dx-algébre B, il existe un unique
morphisme ¢ de Dx-algébre de J(On) vers B tel que le diagramme suivant commute

J(ON)

S

¢

B

Proposition 2.20. — Soit Dx lalgébre des opérateurs différentiels sur X munie de
sa structure de Ox-module. Alors J(Op) est l'algébre engendrée par les Dx @0, On
quotientée par la relation :

Vf,g€On, (1®f)(1®g)=1® fg

et munie de la Dx-action :

VO ®feDx Koy On,V 05 € Dy, 82.(81 ® f) =001 f

Démonstration. — Notons J cette algébre quotientée. On peut définir 'injection ¢ :
On — J par «(f) =1® f. Par la condition (1® f)(1® g) =1® fg, ce morphisme est
bien un morphisme d’algébre.

Soit B un Dx module et ¢ : Oy — B un morphisme de Ox-algebre. Pour définir ¢
il suffit de définir sur les éléments 0 ® f qui engendrent J et de vérifier qu’il passe au
quotient. On pose alors :

P(0® f)=0® ¢(f)
Celui-ci est bien défini car g?)((l@f)(l@g)) = (Z;(1®f)q~5(1®g) = (1e(f)(1xe(g)) =
1@ é(f)olg) =12 ¢(fg) =1 é(fg).
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Et par définition, c’est bien un morphisme de Dx algébre puisque 95(32.(31 ® f)) =
P(0201 ® f) = 0201 ® ¢(f) = 02.9(01 @ [).

O
De la propriété universelle, on conclut la proposition fondamentale suivante :
Corollaire 2.21. — Soit o une section de la fibration N . Alors il existe un unique
N
lo
X
morphisme de Dx algébre 0% : J(On) — Ox tel que 0|0, = o*.
Démonstration. — Puisque m o 0 = Idx, " : Oy — Ox est un morphisme de Ox-
algébre. On conclut d’aprés la propriété universelle. O

Soit d ® f € Dx ®o, Oy un élément de J(Op) et o une section. Alors
oi(d® f) = d(o*(f)). Et puisque l'algebre J(On) est engendrée par les éléments
précédents, I'image de J(On) par o7 est engendrée par les d(o*(f)).

Localement cad dans un systéme de coordonnées locales 3/, z! de Oy avec y° un
systéme de coordonnées locales de Ox, les éléments de Dx sont engendrés par Ox

¥
et les dérivations 0yi. On a alors 07(0,i @ f) = 0,i(0"(f)) = WU*(SL). Cette
forme est particulierement intéressante puisqu’elle nous permet d’écrire localement les
jets. En effet, chaque élément f de 'espace des jets J(Opn) définit une application
des sections du faisceau I'x(N) dans Ox. Dans la suite, les superlacets seront vus
comme des sections o et les fonctionnelles comme des jets évalués en o et intégrés sur
le supercercle. Moralement, I'on est plus intéressé par f(o) que par o%(f) méme si ces

deux quantités sont les mémes.

Or localement, une section o est déterminée par ses images du systéme de coordonnées
o*(z"). 1l serait donc approprier de pouvoir décrire localement les jets en termes de
fonctions des o*(z") et c’est exactement ce que 'écriture précédente permet. Si a =

a1 QU
0 0 le jet f

(a1, ,ap) est un multi-indice et J, représente l'opérateur ——--- =4,
oy; oy

prend la forme

f =1 0a(a))
telle que
f(0) = f(y, 0a(0" ("))

avec o parcourant les multi-indices et f polyomiale en les 04 (z*) pour |a| > 1.

Dans la suite, on note 9, (z*) = z,.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 2.22. — Soit y/ un systéme de coordonnées locales de X, alors

.0

0,i = E . —
Y IB 9,
3 Y 81’5
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Dans la suite on ne travaille qu’avec des fonctionnelles locales qui ne dépendent
que d’un nombre fini de dérivées z%,. Ceci s’exprime avec la notion de k-jets. En effet,
l’algebre D est une algébre Z-graduée engendrée par (D); qui est un Ox-module de
type fini localement libre. Contrairement a la structure a gauche, la structure de Ox-
module & droite ne respecte pas la graduation. Par contre celle-ci préserve la filtration
Dk = @j<kDj. Cette filtration s’étend au module Dx ®o, On et on a les définitons
suivantes :

Définition 39. — Soit k € N, l'algébre des k-jets est 'algébre engendrée par D’)“( R0y
On.

En coordonnées locales, les k-jets s’expriment comme des fonctions f = f(y?, 0a(z?))
avec |a| < k, cad les dérivations sont au plus d’ordre k.

On peut aussi chercher & avoir des k-jets localement sous la forme f = f(y?, 9, (2%)) ott
f n’est pas seulement polynomiale en les d,(x%) mais C°. Il suffit pour cela d’introduire
sur les k-jets une topologie adéquate et de compléter 1'espace (cf [Paul0]).

On peut prendre dans un premier temps la topologie initiale qui rende toutes les
applications ¢ continues pour o € I'x (V). Toutes les fonctions sont alors dérivables
en les i, 0 (z"). On construit alors une topologie de Fréchet que I'on compléte.

Dans la suite de nos calculs sur les formes symplectiques, excepté pour 'ordre 0, on
considérera la version algébrique des jets (voir [?]). Pour 'ordre 0, on verra que 'on s’y
rameéne. Dans tous les cas par limite inductive, on pourra se contenter de montrer les
formules sur les O ® f.

2.4.2. D-modules a droite, D-modules a gauche et formes volumes. —

Dans la suite, I'on s’intéresse aux champs de vecteurs et aux formes différentielles.
Or le dual d'un Dx-module & gauche est un Dx module & droite. Le théoréme suivant
sera donc utile.

Théoréme 2.23 (Kashiwara). — La catégorie Mod(DY) des Dx modules a droite
est équivalente a la catégorie Mod(Dx) des Dx modules a gauche.

Ceci nous permettra de définir séparément champs de vecteurs et formes différen-
tielles comme des Dx modules a gauche et au moyen de I’équivalence de catégorie que
nous allons expliciter, d’évaluer par dualité les champs de multivecteurs comme Dx
module & gauche sur les formes différentielles a valeurs dans les formes volumes munies
d’une structure de Dx module & droite pour obtenir une forme volume que 1’on pourra
intégrer.

On renvoie a [Kas03| pour le détail de la démonstration.

Dans un premier temps, on introduit le faisceau des formes volumes. Si X est une
variété, celui-ci correspond au faisceau des formes de degré maximal dim(X), noté Q )?p
qui sont bien des formes volumes. Le choix d’une telle forme détermine une orientation.

Si X est une supervariété, il n’y a pas de formes de degré maximal mais 'on peut
définir le faisceau en droites des formes volumes appelées aussi densités (cf 1.2.5) qui
permettent d’intégrer les superfonctions a support compact sur la supervariété pour un
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choix d’orientation.

Dans tous les cas, 'on notera Vol(X) le faisceau en droite des formes volumes sur
X muni d’une orientation. L’algébre de Lie des champs de vecteurs Vect(X) agit sur
Vol(X) par dérivation de Lie. On a alors :

Proposition 2.24. — Le faisceau Vol(X) est muni d’une structure de Dx module
droite définie pour toute forme volume w € Vol(X), toute fontion f € Ox et tout
champs de vecteur v € Vect(X) par :

w.f=wf
wo=—(=1)"YL,(w)

La démonstration de cette proposition repose sur les deux lemmes suivants.

Le premier permet de déduire 'action de Dy a partir de 'action de Ox et de Vect(X).
En effet,

Lemme 2.25. — Soit A un faisceau d’anneaux sur X, 1: Ox — A et ¢: Vect(X) — A
des morphismes de faisceauz tels que :

(i) ¢ est un morphisme d’anneau.
(ii) ¢ est un morphisme de Ox-module a gauche pour la structure de Ox-module de
A donnée par t.
(iii) ¢ est un morphisme d’algébre de Lie.
(iv) Ya € Ox, Yv € Vect(X), [¢(v),t(a)] = t(v(a)).
®

Alors il existe un unique morphisme d’anneau ® : Dx — A tel que OxC Dx

coincide avec v et Vect(X)C Dy -2

A coincide avec ¢.

On cherche une Dx structure a droite sur Vol(X), cad, on cherche a définir un mor-
phisme ® : Dx — End(Vol(X))°P. La condition (4i) du lemme précédent se reformule
en ¢ : Vect(X) — End(Vol(X)) est Ox linéaire a gauche.

Le deuxiéme lemme montre que I'action définie dans la proposition vérifie bien cette
condition (7).

Lemme 2.26. — Va € Ox et Yv € Vect(X), on a 'égalité d’opérateurs sur Vol(X)
susvante :

Low = (~1)*"Lya

Proposition 2.27. — L’équivalence de catégorie s’écrit :

Mod(Dx) — Mod(DY)
M e Vol(X) @0, M

Démonstration. — Sans rentrer dans les détails, Kashiwara montre que I’application ci-
dessus est une équivalence de catégorie entre les Dx modules a gauche et les Vol(X) ®
Dx ®0, Hom(Vol(X),Ox) modules a gauche. L’application ¢ ci dessus permet alors
I'identification DY ~ Vol(X) ® Dx ®o, Hom(Vol(X), Ox). O
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On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.28. — Tout f € Vol(X) ®o, J(On) définit une application de [’espace
des sections I'x (N) dans Vol(X) ®o, Ox = Vol(X)

f: I'x(N) — Vol(X)
o = (a7)"(f)

2.4.3. Fonctionnelles locales. —

Maintenant, a titre d’exemple, nous allons expliciter les fonctionnelles de Mokhov en
terme de jets et, définir les fonctionnelles des espace de superlacets.

En prenant N = S' x M et X = S!, un lacet est bien une section de la fibration

S''x M
triviale Il
Sl

Maintenant, en utilisant le corollaire précédent, a tout jet f € Vol(X) ®o, J(On)

on peut associer une fonctionnelle F' sur 'espace des lacets de la maniére suivante :

Fo) = [ o)

Dans le cas de nos superlacets SLM, on prendra N = SH" x M, X = SH" et 7 1a
projection sur le premier facteur. Un superlacet est une section de Stin — st x M.
D’apreés la proposition précédente, on peut évaluer les superlacets sur les éléments de
I’algebre des jets Vol(S'™) @0, J(Ogijn« py) POur obtenir une forme volume sur Stin
que l'on peut alors intégrer pour obtenir ainsi un réel. Ainsi tout élément de I'algébre
des jets Vol(S'") ®@p_,  J(Ogijny ) définit une fonctionnelle sur 'espace des lacets.

slin X

Cependant, il nous faut évaluer nos fonctionnelles en des S-points. Pour toute su-
pervariété S, les injections Ogijny gy = Ogysiingnr — J(Ogysiinygay) sont des mor-
phismes de Ogijn-modules. De plus I'injection Dgijn — Dgygijn munit J(Ogygiinyas)
d’une structure de Dgi» module. Par propriété universelle, on obtient une injection de
Dgi|n-modules:

J(081|”><M) — J(OSXSU”XM)

Maintenant un superlacet 4 en un S-point est une section de S x S — & x St" x M
au dessus de S x S'I" et ainsi tout jet f € Vol(S'") ®Oé|n J(Ogiinypy) C Vol(S””)@Oém
J(Ogysiiny ) définit une transformation naturelle f entre les foncteurs SLM et O telle
que pour toute supervariété S, B

f(S) : SLM(S) — Vol(S'") g Og
o — a;(f)
car Vol(S'I") ot Ogygiin & Vol(S'") @g Og.
S

En intégrant sur Stin (aprés choix d’une orientation), on obtient, pour tout S-point
o une fonctionnelle F(S) : SLM(S) — Og définie par :

E(S)e) = [ 1(8)(@)
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Cependant, I'application qui & chaque jet associe une fonctionnelle n’est pas injectif.
Par exemple, dans le cas des lacets, si F' est la fonctionnelle F' issue d’'un jet f de la

forme f = dxd—(g) ot = est une variable sur le cercle S! alors pour toute section o,
x

F(o) = /Sl da:dJ;ﬂEg) =0

L’espace des fonctionnelles est en bijection avec le quotient de Vol(X) ®o, J(On)

par le noyau de l'application f — F' qui & un jet associe la fonctionnelle.
L’évaluation des fonctionnelles par les superlacets o s’écrit :

(o7)°P Ix
Vol(X) @0y J(Oxxm) —=Vol(X) —=R
Le noyau de l'application | « est Uensemble des formes volumes v = Ly(u) = —p.v
avec (1 € Vol(X) et v € Vect(X). Or pour tout superlacet o, le morphisme (%) est un
morphisme de Dx-modules & droite. Une fonctionnelle sera donc nulle si elle provient
d'un f € Vol(X) @0, J(Oxxnr) de la forme f = g.v avec g € Vol(X) ®o, J(Oxxnr)
et v € Vect(X). Et ainsi, on a :

Proposition 2.29. — Les fonctionnelles locales sur SLM sont en bijection avec
les éléments co-invariants de Vol(S'™) @011 J(Ogtinypy) par Vaction a droite de

Vect(S'") = Dé1|n~

2.4.4. Champs de vecteurs. —

Maintenant, il faut pouvoir traduire I'action des vecteurs tangents et des champs de
vecteurs sur les fonctionnelles précédentes.

Dans un premier temps, on voudrait définir les champs de vecteurs comme les déri-
vations de J(Op). Cependant, cet espace est trop gros, en effet J(Opy) n’est pas notre
espace de fonctionnelles : il faut prendre les co-invariants par 'action de Dx, et ainsi
pour les champs de vecteurs, les dérivations de J(Op) qui sont linéaires en Dy.

Définition 40. — Un champs de vecteur sur l’espace des lacets sera une dérivation
Dx-linéaire de J(Op) cad un élément de Derp, (J(On)) C Der(J(On)).

Corollaire 2.30. — Un wvecteur tangent en wun lacet ~ est une dérivation X €
Derp, (J(On),Ox) le long du morphisme v € Homp, (J(On),Ox) cad

Vf.g€ J(On), X(fg)=X(7(9) + (1) (HX(g)

Cette définition nous serait peu utile si elle n’était pas reliée aux champs de vecteurs
précédemment définis (cf §2.2.3) par Der(Opr, Osrar) =~ Vect(M) ®0,, J(Oxxm)-

Par définition de 'algébre des jets, on a pour toute Dx-algébre B I'isomorphisme de
Ox-module :

Hompxalg(J(ON), B) ~ Hom(f)xa]g(oN, F(B))
En effet, un morphisme & droite est simplement déterminé par son image sur les d® f
et par Dx linéarité celui-ci est simplement déterminé par son image sur 1 ® f cad f.
De la méme maniére, puisque J(Oy) est une Dx-algébre, ceci implique que :
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Proposition 2.31. —
Derpxalg(J(ON), J(ON)) ~ DeroX alg(ON, J(ON))

Corollaire 2.32. — Si N = X x M, l’espace des champs de vecteurs est isomorphe a
Vect(M) ®0,, J(ON)

Démonstration. — Ona: Oy =~ On/Ox et ainsi: Der(Opy)®0,,On = Der(Oyn)/Der(Ox) ~
Derop, (On).
De plus, Derpyalg(On, J(On)) = Dero,alg(On)) @0y J(On). O

Dans la suite, nous explicitons cet isomorphisme. L’on verra que ce n’est pas un
isomorphisme de J(Opy)-module pour les structures induites naturellement par Oy
a larrivée. Toutefois, ces structures de J(Oy)-module induisent une structure de
Dx-module et cette application est bien un isomorphisme de Dx-module.

On peut maintenant écrire localement, dans un systéme de coordonnées x* sur M,
un champs de vecteurs sous la forme : X = X%0,: avec X' € J(Oy) ou sous la forme
.0 . . .
X = X”o‘a—i avec X" € J(Oy) puisque les éléments de I’algébre des jets peuvent
x

s’écrire comme des fonctions f(y?, dpx"). Comment relier alors les X* et les X»%?

Si f est un jet de la forme 0, ® g avec o un multi-indice, alors par Dy linéarité,
X.f=(-1)*%9, ® X.g et évalué au lacet y, on a :

dg )
ozt

X f(7) = 25X f) = (1) a(v5(X7)

Ceci va nous permettre de démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.33. — Soit X € DeTOXalg(OXXMyj(OXXM)) et f € J(Oxxn). Soit

xt un systéme de coordonnées locales sur M, et X = Xiﬁ, alors :
x
Of
X.f=) (-1)*Pos(X") =
f =) 0y(x) 2
Jéi B
Démonstration. — 11 suffit de le montrer sur les jets de la forme f = 0, ® g avec o un
multi-indice. On procéde par récurrence sur la longueur de 'opérateur de dérivation 0.
Si « est de longueur nulle, f = 1 ® g € Opn , alors pour tout multi-indice
.0
0 de longueur strictement positive — = (0 donc on a bien X.f = X' f. =
A(zp) Dt
i . Of
—1)X"BP5(X 1) ———.
- 09 of _dg _0f (o
Si a est de longueur 1, alors f = z, 90" Ba. = i et i (—1)%">a), EEE
Or,
. Jg . OJg i - D%
_ _ 1\ X.« i _~J _ 1\ X« AN _1\2tayi,d _
Xf o= (¥ (XED) = (-)¥e0u (X)L 4 (-1rexin Sl o

- Of Of
—1Xexi — 4 X
(=1) a8x3+ ox’
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Maintenant, soit k£ € N et supposons la propriété vraie pour tout opérateur O, de
longueur k. Soit un opérateur différentiel de longueur k+1 de la forme 9,0, et g € On;,
on a:

0(0a®g
f=0y0a®g= va];jv(@ac"“)'
k

Pour tout multi-indice 3, on a :
N Of _ 9(0a2g) (@48 5~ gk P(0a®g)
si 36,3 = 474, alors o~ ox] + (—1)y )vayMW

. of B J.(i+8 k 82(8a®g>
sinon, 87:1;% = (—1)y )Z,\/ l'yjny

et ainsi,
\ Of j 5(3 9) ., i (i 9*(9a ® g)
DX B (XL = (—1)X @7 +0) e d) —1)¥-(i+8) ko2 AT J)
Maintenant, on a :

X.0yi0a ®g = (—1)X'yjayj(X‘(8a®g))

= (—1)X’yjayj(2(—1)XﬂXﬁaT)
B
_ (i +8) xi )X B4 i48) ®9)
o zﬁ:( 1) ! Xy]ﬁ a z + Z . Z Lyiy (938"“837
i\ 0
= ¥
E s
O]
Corollaire 2.34. — Si Dx est localement engendré en tant que Ox-algébre par un
seul vecteur 0,, alors laction d’un champs de vecteur X = X"@ sur un jet f s’écrit :
of
X.f= Z X s. \dU|Xz o :
a(x(s))
as
ou lindice (o) = ———.
(s) (81))5

On retrouve ainsi ’action des champs de vecteurs de Mokhov, voir proposition 1.4.

Maintenant, tout champs de vecteurs local X € Derp,a(J(On),J(On)) peut

s’écrire en coordonnées sous la forme X = Zﬂ(_ )XZ ﬁX ? Frve . On peut ainsi facile-
ﬂ

ment écrire le crochet de Lie de deux champs de vecteur.
Proposition 2.85. — Soit X = X'0; et Y = YJ0; deuxr champs de vecteurs de
Deroy aig(On, J(On)) alors :

MMEZ<WW?<UWZHWW”
5 s

.0
Démonstration. — Puisque X = } 4 X;Ba setY = Z/B , il suffit de montrer
o

8

que pour tout multi-indice ~ :
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QY X7 oYy
(DI (1) X e DY ST = T )Y T
0X]
(=) (=)o
B
ce qui découle de la démonstration précédente puisque :
L OY . .
(COXIA()IXE), = ()0 (XY = (—)X(0,YY) =
' B
QY
Yy+X.8 yi Y17
(—1)¥ ﬂXﬁa—% O

L’espace Der(J(Oy)) est muni une filtration héritée de J(Op ). En effet, on peut dé-
finir Vk € N, (Der(J(On)))r = Der(J(On)i). Puisque Derp, (J(On)) C Der(J(On)),
I’espace de nos champs de vecteur hérite lui-aussi d’une filtration.

On a:

Derp, (J(On))r =~ Deroy (On, J(ON)i)

Définition 41. — Un champs de vecteur local Y est un champs de vecteur tel que :

dk € N,Y S (DCTDX(J(ON))k
2.4.5. Formes et dualité. —

Nous allons construire les formes différentielles a partir des formes de Kéalher.

Définition 42. — Soit A et B deux algébres telles que B soit une A-algébre. Soit d
un symbole tel que :

~Vz,y € B,d(zy) =dx y+ z dy,

-VYa€e A, da=0

On note QQ(B) Uespace des 1-formes de Kahler défini comme le B-module :

Q4(B) = ({z dy|a,y € B})
L’algébre graduée des formes de Kdihler est alors simplement définie par :
04(B) = A*(Qa(B))

et le symbole d est étendu a 2% (B) comme la dérivation graduée pour la Z-graduation
telle que d*> = 0.

Puisque J(Op) est une Ox-algébre, on peut définir I'algébre de Kéhler de 1'algébre
des jets Q*
Définition 43. —
O =00, (J(On))

La filtration de J(Op) s’étend en une filtration de Q* avec Vk € N, Q =
25, (J(On)k). Comme précédemment, on peut définir les formes locales.

Définition 44. — Une forme w € Q(J(On)) est une forme locale si 3k € N tel que
w € X (J(On))
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Proposition 2.36. — Soit V5 (N) = Q*(N)/7*(Q2*(X)) Ualgébre graduée des formes
différentielles de N modulo les formes de X.
Alors J(Q% (N)) est naturellement une dg-algébre.

Démonstration. — Tout d’abord, puisque Q% (V) est une Ox-algébre, J(Q2%(N)) est
bien définie. Celle-ci hérite de la Z-graduation de Q% (N). De plus, toute forme de
Q% (N) de degré > 1 est une somme de produits extérieurs de 1-formes et J(Q% (V))
est engendrée en tant qu’algebre par les d ® w avec d € Dx et w € Q% (N). On en
déduit que Vk € N, J(Q%(N))* = A*J(Q%(N))1 et ainsi J(Q%(N)) est bien une
algébre graduée.

Montrons que 'algébre J (2% (IV)) est munie d’une dérivation de degré +1 et de carré
nul.

Soit dx la différentielle de De-Rham de Q% (V). Par définition, dx est une dérivation
Ox linéaire. On a l'injection Q% (N) — J(Q%(N)) qui est Q% (N)-linéaire et ainsi
Ox-linéaire. Donc par composition I'application dx : Q% (N) — J(Q%(N)) est Ox
linéaire.

On obtient donc une dérivation Dy linéaire d¥ : J(Q%(N)) — J(Q%(N)) qui coin-
cide avec dx sur Q% (N) C J(Q2%(N)). Puisque 'algébre J(Q% (N)) est engendrée par
les 0 ® w avec § € Dy et w € Q% (N), la dérivation d% est alors complétement déter-
minée par la formule :

Vo®w e J(U(N)), dk(0®w)=0® dx(w)
On en déduit que (d%)? = 0 et que Vk € N, d” : J(Q%(N)gx — J(%(N))ks1-

O
Proposition 2.37. — On a un isomorphisme de dg-algebre et de J(On) module :
0~ J(Qx(N))
Démonstration. — Puisque D'algébre Q* est engendrée en tant que dg-algébre
par J(On) et Qf = VectJ(@N)d(J(ON)) et que J(Q%(N)) est engendré par
J(Q*( ))0 ( N) ( (N))l = VectJ(ON)(DX Koy Q%((N) il suffit de
montrer que J (2% (N))1 = Vect o) d% (J(On)).

L’inclusion de droite & gauche est évidente.

Soit O ® w € J(Q%(N))1, toute 1-forme w € (2% (IN))1 s’écrit comme une somme
de gdx(h) avec g, h € Op. Pour simplifier, on suppose que w = gdx(h) et on a :

604 ® w = aa ® ng(h) e aa ® gd“;{(h) e Z{al@2}:&(_1)p({a17a2}7a)+g.8a2 (aal ®
9)(0a2 ® (dx (h))) = 31 g2y (—1)PE0 1049902 (91 @ g)d% (0,2 ® B))

avec 0,1 ® g,0,2 @ h € J(Op).

ou » {ala2}=a signifie la somme sur toutes les partitions ordonnées de a cad que

les indices des multi-indices a' et a? sont dans le méme ordre que ceux de a qu’ils
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représentent. (On peut aussi sommer sur toutes les partitions mais il faut alors rajouter

!
un facteur m).

Et o (—1)Pa’e?}a) ¢ {0,1} est définie de la maniére suivante. Si o = (o, - -+ , ),
al = (o, ,a,lﬂ) et a® = (a?,--- ,a%l), alors (—1)P({e’0?}10) egt 1a signature de la
permutation :

(ala"' 7an> — (a%’ 7a’1€17a%7... ’ai1>

O

Maintenant, 'on peut définir le produit intérieur ¢+ d’une forme par un champs de
vecteur.

Soit Y = v' ® y; € Derpyalg(On) ®oy J(On)), on peut définir I'application +(Y) qui
est une dérivation Ox-linéaire par :

uY) = Qx(N) — J(ON)Q%(N) C J(Q%(N))

w — (=Y g (v')w

Par propriété universelle, on obtient une dérivation Dx-linéaire de J(Q% (IN)) que
I'on notera ¢;(Y) qui coincide avec ¢(Y') sur Q% (N) C J(25%(V)) :

w¥) o JOQx(N) = J(Q% (V)
0w — (=)%Y @ u(YV)w

Cette application est de degrés —1 pour la Z-graduation de J(2%(N)).
Ainsi si Y7,---,Y; sont k champs de vecteurs, l'application ¢j(Y1,---,Yy) =
ty(Y1) o---0uy(Yy) définit une application Dx-linéaire de J(Q% (N))x dans J(On).

On peut maintenant définir les formes différentielles sur notre espace de lacets.

En effet, soit w € Vol(X) ®o, J(%(N)), et X1,---, Xi k-champs de vecteurs, on
pourra évaluer ces k champs de vecteurs sur w et cela de maniére covariante par rapport
a l'action a droite de Vect(X) par :

(( X1, , Xj))Pw e Vol(X) ®oy J(On)

On peut donc aussi évaluer ces k-champs de vecteurs sur les co-invariants de
Vol(X) ®o, J(0%(N)) pour l'action & droite de Vect(X) et obtenir ainsi une fonc-
tionnelle sur SLM.

Par Dx-linéarité a droite du produit intérieur (¢)°P, les éléments co-invariants sont
donc des applications multilinéaires sur T'M & valeur dans les fonctionnelles. Les formes
seront alors simplement le sous-espace des applications (super)-antisymétriques.

Définition 45. — Soit X un supercercle. Une k-forme w sur l’espace des superlacets
sera un élément co-invariant pour l'action & droite de Vect(X) C Dx sur le Dx-module
a droite Vol(X) @0, J(Q%(N))F telle que Uapplication w :
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w : Derp,(J(ON))F — F
le"' an‘ = (L(X17"' 7Xk))opw
soit complétement antisymétrique.

Remarque. — Comme pour les fonctionnelles la structure d’algébre des formes dispa-
rait lorsque l'on passe aux co-invariants.

En coordonnées, une fonctionnelle locale w s’écrira :

WXy, Xpw = /X (1) (X0), o (Xp) d wf
ot (—1)7 est le signe de la permutation :

X - 'Xk/ O, da™™ - - - g, dax"t — / g, (L(X1)dx™) - - - g, (1(Xy)dx'™*)
X X

ot | [ | est la parité de la dimension impaire de X.

Et enfin, puisque dg( est Dx-linéaire & gauche et donc (dg()Op est Dx-linéaire & droite,
Pespace des formes est muni d’une structure de dg-module.

Proposition 2.38. — Soit w une k-forme et Xg, -+, Xi k + 1-champs de vecteurs.
Ona :

(—D)Fu(Xo, -, Xp)dhw = Z(_l)HEm XXk X, (U(Xo, -, Xi, e X )wt

—~

Z(—l)j+zi<k<]’ XX L(XO’ ,Xifl, [Xl, X]’],qurl, cee ,Xj, cee Xk)w
1<j
Démonstration. — Cela provient de la formule identique pour dx et par unicité de
. O
X






CHAPITRE 3

STRUCTURES SYMPLECTIQUES SUR L’ESPACE
DES S!I'SUPERLACETS

A partir de maintenant, on appelle superlacets les S superlacets. Dans ce chapitre,
nous allons établir une classification des formes symplectiques locales sur les espaces
de superlacets similaire & celle de [Mok98b|. Dans la suite, on se référera au terme
classique pour désigner les résultats dans le cas des lacets non super. En un sens, la
classification des formes symplectiques locales sur SLM est une "généralisation" des
résultats classiques, cf remarque 3.1.2. En effet, si 'on considére des superlacets dans
une variété classique et des formes qui ne dépendent pas des variables impaires, on peut
retrouver les formes de Mokhov.

En premier lieu, la "généralisation" d’une forme d’ordre k£ sur 'espace des lacets
devrait alors correspondre a une forme d’ordre 2k sur I'espace des superlacets puisque
la dérivation D, le long du supercercle est ici remplacée par la dérivation D, impaire telle
que D? = D,. L’on verra cependant que grace & l'intégrale de Berezin, il sera difficile
de vraiment déterminer qui des formes d’ordre 2k — 1 ou 2k peuvent étre considérées
comme une "généralisation" du cas classique d’ordre k, le terme en lui méme n’étant pas
tout a fait adéquat. Il sera plus juste de dire que I'on retrouve les formes symplectiques
classiques ou qu’elles apparaissent plutét qu’on ne les généralise.

3.1. Cas général

Comme dans le cas classique, une forme symplectique sur ’espace des superlacets
SLM ne sera pas une vraie forme symplectique qui induit un isomorphisme entre le
fibré tangent et le cotangent. Celle-ci sera simplement présymplectique sur SLM ou
dans le meilleur des cas faiblement symplectique, voire la remarque 6.

3.1.1. Notations. —

Le supercercle est engendré localement par deux variables. La variable paire x sur le
cercle St et la variable impaire 6. Ainsi, Dgi1 est engendré par les opérateurs 9, et Jp.
Cependant, on peut remarquer que 'opérateur 9, = 00, + Oy vérifie :

92 =0,
Et ainsi, on a:
Proposition 3.1. — L’algebre d’opérateurs Dgipn est une Ogiji-algébre engendrée par

lopérateur
D.=0D, + Dy



70 CHAPITRE 3. STRUCTURES SYMPLECTIQUES SUR L’ESPACE DES S''SUPERLACETS

Comme dans le cas classique, on note DZ(-) = (- )(s) et dans un systéme de coordon-
nées locales (u'), I'opérateur D,. s’écrit :

0

i
(9u(

De = ufeiy
5)

Dans le cas classique, 1'on écrivait I'intégrale d'une fonction f sur S! sous la forme
fSl f(x)dx. Dans le cas super, afin de ne pas alourdir les notations, la forme volume
sera directement intégrée au symbole fsl\l' Celle-ci est invariante par translation et
vérifie me f = 1. Puisque la forme volume est de parité 1, on considére que le symbole
me est aussi de parité 1 et si un objet X traverse I'intégrale, on applique la régle de
signe et I'on ajoute le signe (—1)% a l'expression.

On se place sur une supervariété M munie de systémes de coordonnées locales (u").

Les fonctionnelles locales s’écrivent maintenant :

F: Sl‘lf(xaevuau(l)f”7u(k))

L’action d’un champs de vecteurs X = X'0; sur une fonctionnelle locale sera de la
forme :

(r) 9,/
ou ")

Par rapport au corollaire , on peut voir I’apparition d’un signe (—1)X supplémentaire

X.F:/ (Xt O
SIS

di & la traversée par X du symbole intégral fsl\l'

Comme dans le cas classique, on peut vérifier que cette action est bien indépendante
du systéme de coordonnées.

On peut remarquer que D, étant un opérateur impair, les formules habituelles de
Leibniz, dérivation multiple d’un produit, doivent étre adaptées. On pourrait introduire
des coefficients binomiaux plus généraux. On préférera étudier le cas pair qui correspond
a D, déja traité et en déduire le cas impair. Par exemple le lemme classique 1.5 s’écrit
maintenant :

Lemme 3.2. —

0 0 > 0
i ODES_ioD;:ZC‘f‘D3872kOaUZ’7

Ul Ouiy "= (r—2%)

d ) e _ o) - _ o)
5 DCS—H — (_1)z+7‘ Cngs 2k+1 . Cg;Dgs 2k i
au(r) g) 8u(r—%) kzzo au(r—Qk—l)

Maintenant dans un autre systéme de coordonnées (v7), les coordonnées des vec-

ovJ

teurs se transforment de la maniére suivante : X7 = X Zﬁ. D’aprés le lemme 3.2, on a :
u
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ol ) 0
auzerk) av

o %y o
Oufyy  Qugyy Ay,

= Y50 CEDZ2H(
(2s)

. J J
(-1t etk Yy s crprear Oy O
8U(T 2k) Oy —ap—1) Miggsn)
Dans le cas pair, on a :
0 ol 0
_ C?"D28 27“ . CTD28+1 2r
=> aul)avj + (=1 (et 507

s>r

(25) (254+1)

et dans le cas impair :

0
T 25— 2r
=> CiD; 8u2)3v

au(2r+1) s> (25+1)

On peut maintenant vérifier que ’action est bien indépendante choix du systéme de
coordonnées de la variété.

XF = / X+ xri _Of
st ( )81/(]7")
Ould
— / X.(r+1) D (Xlau) 8,/]0
” oo,
ou’ 8f ou' af
_ / XCkXQszr 2k< ) ZCszkJrlDQr 2k< )
Ou’ " o] (27") k=0 ou’ 8“(2r+1)
i ou'I of
+Z(_1)X ijXQ D2r+1 2k( 1)
Ou au,(]2r+l)
oul  Of ou'I of
— XX . C DQkJ 2r + D2k‘+1 —27r
[ Y UG+ (1 o 3, )
o of
X511y CRDZF (=)
k> ou 8“/(J2k+1)
of
_ (s+1)
/511( 1) X( $) Qui

(s)

Le crochet de deux champs de vecteurs X et Y s’écrit d’aprés la proposition 2.35 :

Proposition 3.3. —

. (_1)X.Y(_1)Y.syj 8XZ

() 9,7
8u(s)

[X, Y]z — (_1)X.sxj 8Y
Woul,
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3.1.2. 2-Formes locales sur SLM. —

Définition 46. — Soit M une supervariété et k € N. Une 2-forme locale d’ordre k sur
lespace des superlacets SLM s’écrit localement pour tout champs de vecteurs X, Y €

TLM :

telle que
() 3i,j, wh £0
(i) wf; =0 Vs <k.
On Uécrit aussi, avec (u') un systéme de coordonnées locales sur M :

w= / (D} ® dui)(duj)wfj
sit

Par simplicité, on supposera que les formes sont de parité bien définie, cad que
jw|=1+1i+j+ s+ |wj;| pour tous les indices i, j et s.

Les signes apparaissent simplement en appliquant la Régle des signes a la transfor-
mation suivante :
XY | Didu'd — | XID3(Y")
Sl\l Sl\l
La condition d’antisymétrie s’écrit maintenant pour tous champs de vecteurs X et
Y, u(X,Y)w = (=1)%Yu(Y, X)w, par la régle des signes. En coordonnées locales cela se

traduit par :

Proposition 3.4. — La 2-forme w = me(Dg ® dui)(duj)wfj est antisymétrique ssi :

wigf - _(_1)1'.]' Z(_1>kcl§((w]21k)(2k—2s) - (_1)i+j(wj2‘zk+1)(2k+l—2s))
k>s

) e T
k>s

Démonstration. — Pour la démonstration, on utilisera un petit lemme o1l les formules
d’intégration par partie sont adaptées a la dérivation impaire D.. Comme précédem-
ment, le cas pair est le cas classique et le cas impair en découle immédiatement.

Lemme 3.5. —

[, preoy = [ xpr)
Syt Sl\l

DFUX)Y = —(-1) (=X | XD¥+(y)
SRS SIS

Comme dans le cas classique, la condition d’antisymétrie découle simplement d’inté-

grations par parties multiples.
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Y, X)

_ X+Y X (j48)+(i4+5).svF vi s

= -1 Y/ X
/11 ) (S)ww

£

2]

_ / )XY ( 1)Xj.(i+s)+Y¢.(Xj+s)+(i+j).sX(j)Yiwg
s Je
1)1

22}

Yiw? 4 (- )XJ (D) FY L (XT 1) i)y

2s+1
(25+1)YZ ; )

_ X+Y X9 44Y X7 5
_ / u (=1) Xl

_ / X+Y 1)Xﬂ'.i+Yi.Xj+szD((:2s)(Yz‘wjzis) _ (_1)Xj.z’—i—Yi.(Xj+1)+s+i+ijD((:2s+1)(Yiw?ierl))

|1

22}
ey

22}
=

_ /S11 ~1) X+Y 1)X.Y((_1)Yi.j+i.j+szD((:2s)(Yiw]zf) . (_1)Yi.(j+1)+i.j+s+i+ijD((:Zerl)(Yiw?f-i-l))
_ X+Y -1 X.Y4Y? j+i. jX] Ck o
/11 ) Z Qk 25 2k

(—1)YHH(— chY(Qk-i-l)( 2"SH)2s 2k + (— chy(% zeri-at)

= /Sl1(—1)X+Y(—1)X’Y+Yl’j+i'ij(Yés)Z( DFCR (i) 2k—2s = (1) (Wi )2e1-24) —
k>s

(=1 T Yy D ()RR ak-25)

k>s

Corollaire 3.6. — Soit s € N*.

(i) Si w est une forme d’ordre 2s, alors w%s = (—I)SH(—l)i'ijzf et wf;_l =
251
(D) )
(ii) Siw est une forme d’ordre 2s + 1, alors wfjsﬂ (—1)5(—1)2'%)]2»5"'1

Comme dans le cas classique, on aura besoin d’identifier la nature géométrique des
coefficients wj;. Dans un nouveau systéme de coordonnées locales (v7) sur la supervariété
les nouveaux coeﬂi(:lents wy vérifient :

Proposition 3.7. —

s i) OU s, Oul - ou
wig® = (=1 +k“w th ((%)(21‘,725)“?}; + (‘Ukﬂ(w)(mﬂ—zs) 2;“)
t>s

s i) OU s, oul
Wgz +1 _ (_1)( +k).]w t(w)@ti%)w?jﬁ-&-l

t>s
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Démonstration. —
w(X,Y)

X+Y Y. (j+s)+s.(j+i ivi .S
= /811(_1) Y ()Y e+ (ﬁ)XJY(s)%j

i (ids)ts.(i ou? o’ s
= [ DR () O X S (T

Ty ou’ ou’ s
S G C b th V() oy

wiy))

2t v k
kg i ou’ s 1 8u
+( 1)(Y ++k++] ZCt 2t+1(a k)(25 2t)W 2+1 Y th 2,1{€ a k (2s+1—2¢)
t=0
= [ s "“ZCS«% o
Si1 3l Yo £ t\\ gk (2t=25)%j ok’ (2t 5)W
1k 8 ‘
+( 1)Y +k+]Y/ +1ZC 3 k)(Qt 28)“}7,] 1)

t>s

1k i 8u.7 o 811/1 . 3
= /Sll(l)X+Y(1)Y AZX/IYQ/E( 1)(+k).jwzct ((@)(%_QS)MZZ;JF(i )kﬂ(a - (2t+1_28)w2t

t>s

1k - i 8 g
+(_1)X+Y(_1)Y .(l+1)XJ( )(+k)]+k+lys+1a : th 8 k)(% QS)wl]-H

O
Corollaire 3.8. — Soit s € N*.
Ou! Ou'
(i) Si w est une forme d’ordre 2s, alors wjz® = (—1)(”]"’)']@@”?]& et wi T =
(_1)(i+k)1%87uw2,8—1
vl gk
N ; R2s+1 _ (i+k). O Qu' 5oy
(ii) Siw est une forme d’ordre 2s 4 1, alors wy > = (—=1)" ]Wa—w--
vl ok

Remarque. — On peut remarquer que le cas classique apparait dans le cas super. En
effet, on sait que D* = D! VWt € N. Or si w est une 2-forme d’ordre pair 2s, on voit

qu’il existe certaines formes dont les coefficients wQJSH

peuvent étre tous nuls pour tout
s € N. En effet, d’aprés les propositions 3.4 et 3.7 les coefficients d’exposants impairs ne
dépendent pas des coefficients d’exposant pair. Ces formes s’expriment donc en terme
de D, seulement. Nous donnons des exemples lors de [’étude des formes symplectiques

d’ordre 2.
D’autre part, en combinant les deux derniers corollaires, on a :
) )

Proposition 3.9. — Soit M une supervariété et w une forme symplectique d’ordre s
sur SLM.

(i) Siles coefficients wy; = wf:(uF) dépendent seulement des variables locales u¥, alors

(a) Si s = 1[4] ou s = 2[4], alors les wj; sont les coefficients d’une métrique
Riemanienne sur M.

(b) Sis=3[4] ous=0[4], alors les w;;
symplectique sur M.

h

J

sont les coefficients d’une forme presque

t+1)
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(ii) Si s est pair et si les coefficients wf;l = wfjfl(uk) dépendent seulement des va-
riables locales u*, alors
(a) Sis=2[4], les wj; sont les coefficients d’une forme presque symplectique sur
M.

(b) Sis=0[4], les w;; sont les coefficients d’une métrique Riemanienne sur M.

Démonstration. — On se reportera respectivement aux définitions 49 et 26 pour les
définitions de métriques et formes symplectiques sur les supervariétés. ]

A ce stade, il est important de mentionner I'intérét du foncteur de points dans le cas
super sans lequel les propositions précédentes seraient fausses. Dans le cas classique (cad
non super), les résultats des démonstrations précédentes permettent de conclure sans
ambiguité sur la nature géométrique des coefficients car une fonction est complétement
déterminée par ses valeurs. Or pour une fonction sur une supervariété, cela n’est pas
suffisant. Le foncteur de points est justement ce qui permet de "remédier & ce probléme".

En effet, dans les formules de la proposition 3.7, il est important de comprendre
que ces égalités ne sont pas valables pour des sections du faisceaux Op; mais pour des
sections d’autres faisceaux.

Par exemple, dans le cas oul ces quantités ne seraient évaluées qu’en des morphismes
de supervariétés v : SU — M, les égalités précédentes ne seraient valables qu'en tant
que sections de Ogi1. Si Pon notait Ny le faisceau des fonctions nilpotentes de Oy,
cela signifierait que ces égalités ne sont valables que dans Oy /N ]%/[, ce qui n’est pas
suffisant pour conclure sur la nature des coefficients.

Par contre, en termes de foncteur de points, elles sont vraies en tout S-point de SLM
cad vraies de maniére fonctorielle en tant que sections des faisceaux Ogij1, . En prenant
des S-points bien choisis, on peut accéder a tous les termes nilpotents des coefficients
et ainsi obtenir I’égalité en tant que sections de Ojy.

Ceci est ainsi un autre argument en faveur d’une description de ’espace des super-
lacets en tant que foncteur de points. Les résultats de classification feront intervenir les
objets géométriques plutot que leurs classes d’équivalence modulo N ]%4 Dans la suite,
on pourra ainsi interpréter directement les relations de changements de coordonnées
comme des relations entre les coefficients d’objets géométriques de la supervariété M.

3.1.3. Formes symplectiques locales sur SLM : condition de fermeture. —

Définition 47 — Soit M une supervariété et k € N. Soit w, une 2-forme locale d’ordre
k sur l’espace des superlacets SLM de la forme VX,Y € TLM :

La forme w est symplectique si wfj est inversible et si dw = 0.
Il nous reste & énoncer la condition de fermeture. Celle-ci s’écrit :

Proposition 3.10. — Soit M une supervariété et k € N. Soit w, une 2-forme locale

d’ordre k sur l’espace des superlacets SLM de la forme VX,Y € TLM :
w(X,Y) = /Slll(_1)X+Y(_1)Y2.(J'+s)+(i+j).szy(is)wfj

La forme w est fermée si pour tout champs de vecteurs Y et Z homogénes,
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P N o o Owss
0 = (_1)2 .(]+s)(_1)(Yﬂ+Z -‘rs).(k)-‘rs.(z—l—])(_1)7’D3T(Y]Zz ])

(8) 9,k
8“(27‘)

i (4 I+ Zi+s s.(i+j T AT A 8"‘)1"
_(_1)k(—1)Z G+ )(_1)(y3+z +5).(k+1)+s.( +j)(_1) Dg +1(Y3Z(S) " J )

(2r+1)
T t(4 s+r s.(i+] )\ J 7l 80‘)15
_(_1)Y.(k+ )(_1)Z (J+k+s+ )(_1) (i+j+k+ )Yv(jr)Z(s) 8ujk
(r)
+(_1)Z.(k+j+r+s)+s.(j+k:)(_I)Yj.(k—i-s)yj 71 aw;k
(8)7(7) 9ot
(r)
Démonstration. — Dans le cas des deux formes, pour tous champs de vecteurs X,Y, Z

sur LM la condition de fermeture s’écrit d’aprés 2.38 :

UX,Y, Z)dw = XY, Z)w)— (1YY (X, Z)w) + (—1)ZE ) Z2((X, Y )w)
—([X,Y], Z)w+ (—1)Y2 (X, Z],Y)w + (=1)X T2 ([, Z], X )w

Tout d’abord, on a :

X.((Y, Z)w)
T P (j+8)+s.(i+] 9 j 71 s
_ /Sll(_l)X-i-Y-i-Z(_l)X. (_1)Z (J+s)+s.( +J)X(kT) 8u1(€ ) (YJZ(S)%']')
oY 8255)

X+Y+Z X.r Zt.(j4s)+s.(i+7) vk i S Y. (k+r)yj
— /SM(_l) T2 )Xr(-1) (j+s)+ (H)X(”(auf)Z“)wij+(_1) (k+7)y7j —

S

(1) ) (k) 7z Oy )

() 9ok
Gu(r)
Puis ,
o o Y
(XY Z)w = Join ()X (=1)7 -<J+S)+8-<Z+J>(<1>X”“X8>§ 7
U
(r)
1), AN
_(_I\NXY(_1\Yryvk T N7
) CA . .
Les termes X (") Db ZES) se compensent bien dans les deux expressions. Quant aux
U
(r)
920
termes en X é“r)YJ EWI ceux-ci vont se simplifier avec I'expression :
u
(r)

(—1)Y'XL(Y, [X, Z])w _ / ‘ (_l)Y.X(_1)X+Y+Z(_1)Z1+X.(j+s)+s.(i+j)yj(
Sk

YA ox?
X.ryvk s X.Z Z.r 7k s
((=1) X(r) 8u’(‘f : )(s)wij — (=1 ((=1) Z(r) Ou’(r) )(s)%’j)

En effet, d’aprés la démonstration du crochet de Lie, proposition 2.35, on a :

(r)

S
ij
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et ainsi :

8Zi 821’
X.ryk () _ X.s s Xryk
(YK g = () D)X S0
(r) (r)

i j+s)+s.(i+7 j r 6ZZ
(_1)Y.X(_1)X+Y+Z(_1)Z +X.(j+s)+s.( -‘r])YJ(—l)X- (ngr) 8u](€ | )(S)wij
(_1)Y.X(_1)X+Y+Z(_1)Z .(J+S)+X-]+s.(Z+J)YJ(_1)X.TX(I<;) au% ))wfj

. . 0Z!

"(j+s J+s.(i+7 r kip). j S) s
(_1)Y.X(_1)X+Y+Z(_1)Z (J+s)+X g+ (+J)(_1)X +(XF+ )YJX@)yJ (%I(i ))wij

R O e e e o e

(r)

Finalement, on obtient :

u(X,Y, Z)dw
U (jts)+s.(i+) I+ Z+s T j 71 8wls
/S11<—1>X+Y+Z<—1>X-’“<—1>Z U ) () E BN X YT 7 anJ))

P (j4s)+s.(i+5 RE/ARE r zawl
7(71)X.Y(71)X+Y+Z(71)Y.r(71)Z (J+s)+s.( +])(71)(XJ+Z +5).(k+ )}/(l;)XjZ(S 7J)

) A,k
(9u(r)

L (j4s)+s.(i+] I +Y 45 T 'iawl'
+(_1)Z-(X+Y)(_1)X+Y+Z(_1)Z-r(_1)Y (j+8)+s.( +J)(_1)(X7+Y +s).(k+ )Z(kr)ij(S) 8u’(fj

r)

s

e (i i . i Owy
/Sl1(_1)X+Y+Z((_1)X-r(_1)2 (+s)+s.( +J)(_1)(Y7+Z +s).(k+ )XECT)YJZ J

(s) au’(‘? )
Y.(k+r Z (j+k+s+r s.(g+r)+s.(i+ Y‘ Zi 6""?

- Ows
7 jk
Ziyzri)

+(_1)Z.(k+j+r+s)(_1)Yj.(k+s)+s.(j+k)Xij o
(r)

(s)

CNNXAY+Z vk NZE(GH8)+s.(i+5) (1 \YI+Zi+5).(k) 1\ D27 (T 7
L (-1) (-1 DE(ViZiy

v (j48)+s.(i+7] i its r T | 71 awl
7(71)/&(71)2 (j+s)+ .(+j)(71)(YJ+Z+).(k+1)(71) Dz H(Y]Z(S)auk J )
(2r+1)
Y. (k+r) Z8 . (j+k+s+r) s.(i+j+k+r)yi i awisk
—()YE (P R Ry, 70
"7 9u

) < ) C o 0wsy
+(_1)Z.(k+]+r+s) (_1)YJ_(k-&-s)-i—s.(y-&-k)y-(]s)zzr) au{ ) )
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Puisque ce résultat est valable pour tout champ de vecteur X, comme dans le cas
classique, cela impose que :

i R o o Owgs
0 = (_1)Y+Z((_1)Z.(j+s)(_1)(YJ+Z+s).(k)+s.(z+j)(_1)ngr(Ysz J)

(8) 5,k
8u(2r)

v (j+s I+ Zi4s s.(i+7j r 27 i 71 awl'
f(fl)k(fl)z g+ )(fl)(Y]—i-Z +s5).(k+1)+s.( +J)(71) Dz +1(YJZ(5) - J )

r i s+r s.(i+] )y i 8"‘)18
—(=1)Y (k) ()20 Gthstr) (qys (it )Y(jr)Z(s) auzk;

. . ; L 0w,
+(_1)Z.(k+]+r+s)+s.(j+k)(_I)Y].(k:-i-s)y(]S)er) auz(] | )

r

En prenant des champs de vecteurs homogénes, on peut omettre le terme (—1)¥+Z,

d’ou le résultat.
O

Dans la suite, comme dans le cas classique on étudie les formes symplectiques pour
les premiers ordres 0,1, 2 et 3.

3.2. Formes locales d’ordre 0

3.2.1. Définition et propriétés. —

Définition 48. — Soit M une supervariété. Une forme symplectique d’ordre 0 sur
lespace des superlacets SLM s’écrit localement pour tout champs de vecteurs X,Y €
TLM :

L(X7Y)w=/ (D)X (=) XY i (e, 0,0 - - - Uy
S

Du cas général, on déduit immédiatement les propriétés suivantes des coefficients w;;.
Proposition 3.11. — Si w est une forme symplectique d’ordre 0, alors
(i) Les coefficients w;; sont antisymétriques
wij = —(=1)"wji
(ii) Dans un changement de variables, les coefficients w;; se transforment selon

j oud out

wiy = (=)0 Dol Dok i

Comme dans le cas classique la dépendance des coefficients w;; en les dérivées u’(s)
est limitée par la condition de fermeture. On a :

Proposition 3.12. — Siw est une forme symplectique d’ordre 0, alors

wij = wij(z, H,Ui,uz('l), u’@))
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Démonstration. — Dans le cas des formes d’ordre 0, la condition de fermeture s’écrit

pour tous champs de vecteurs Y et 7 :

(3.2.1)
0 — (_1)Zi.j(_1)(yj+zi).(k)(_1)ngr(YjZi &sz)
ou
(2r)
(A1) )y pe iz O
au(2r+l)
_(_1)Y.(k+r)(_1)Zi.(j+k+r)Yj A 8wzk
(r) au]
(r)
(= 1)t ()Y Ky g 3w;’k
) P
(r)
On a
T r ) 71 80.)1 j r AT 1 awz
(1) DX (Y Z' ) = Y, (~)CL,(Z S )
Uar) U(2k-+or)
j r+5 r7i r s Owi;
= Yér)(—l)ﬂ - Z(2S)Ck+r+sck+s(ak7j)2k
U(2s+2r+2k)
et donc aussi :
(1) D2 iz S
U(2r+1)
r j i r Ow;j
(_1)k+ +S}/(j2r+1)Z(?s)ck-i-r-i-scli—i-s(auk ! )Qk;
(25+2r+2k+1)
j r+syJ i r s &Ui‘
+(_1)YJ (_1)k+ - }/(JQT)Z(23+1)CIC+T+SCI€+S(8 k ! )Qk
(2s+2r+2k+1)
EYA r+sv,J i r s 8(,%"
+(_1)YJ+Z (_1)k+ - Yv(JQT)Z(Zs)Ck—i-r—&-ka—i-s(auk 2 )2k+1
(2s42r+2k+1)

Ainsi le premier terme de ’équation 3.2.1, s’écrit :
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(_1)Zi.j(_1)(Yj+Zi).(k)(_1)TD2r(YjZi awij )
¢ ouk
(2r)
i i 7 r~Or i Owi;
—(—l)k(—l)Z .3(_1)(YJ+Z ).(k+1)(_1) Dg +1(YJZ " J )
(2r+1)
g i+ 7% r+s j ) T s Owij
= ()7 (Y(JQr)Z(2s)Ck+r+ka+s(aukij)%)
(2s+2r+2k)
i i zi ; i r Ow;;
_(_1)k(_1)Z J(_l)(YJ—i-Z )-(k:-H)((_1)k+r+sY(]2T+1)Z(28)0k+r+802+8(8u]€ J
(25+2r+2k+1)
j r+syJ i r s Owij
+(_1)Y] (_1)k+ i }/(JQr)Z(Qs—H)Ck-‘rT—I—SCk-&-S(auk ’ )2k
(25+2r+2k+1)
ESA r+sy/J i r s Owij
+(_1)YJ+Z (_1)k+ * Yv(]2r)Z(2s)Ck+T+ka+s(auk 2 )2k+1)
(25+2r4+2k+1)
: o . Owgj 1
Maintenant soit ¢, = max({r|3i, j, N # 0}) et supposons que t; # 0.
U(2ry1) ‘
Regardons les coefficients des termes Y2J(t,1c—1)+1Z(z2)' Comme 2(t;, —1)+1 >3, on a
1 ..
simplement & ¢ et j fixé, modulo les signes, le terme t{“ 1%. Dans le cas d’une
g 8u2t}c+1

forme fermée ces coeflicients doivent étre nuls. Or d’aprés la définition de t}c il existe ¢

Ows s
et j tels que ——2— # 0 donc contradiction. Et ainsi, t/,lf =0

k
Uotl 1
. . .. Owgj
Maintenant soit t; = max({r|3i, j, Sk # 0}) et supposons que t > 1
U
(2r) .
Regardons maintenant les coefficients des termes Y;(tkil)Z&) dans 3.2.1.
_1, Owij
On a simplement, modulo les signes, le terme Cf}f 1(8 k” ) car d’aprés le résultat
5 U2ty
ny
précédent le terme ( kiw) est null De méme, on arrive & une contradiction et ainsi
ou
(2tx+1)
tr < 1. O

On peut remarquer que le résultat est en un sens similaire & celui du cas classique
: Eo_ k
puisque ugyy = Dy (u ).

3.2.2. Classification des formes symplectiques locales d’ordre 0. —

Les trois termes de la condition de fermeture des formes symplectiques locales d’ordre
0 s’écrivent maintenant :



3.2. FORMES LOCALES D’ORDRE 0 81

(_I)Zi.j(_l)(Yj-i-Zi).(k)( ) DZT(YJZZ awlﬂ )
ou
Y(2r)
i i i r2r i Owij
()P )0 (D (v 7 S
(2r+1)
i i ow; Owi i Owij i Owij
AN YI+Z%) .k ) [ 2 7 i 7 i
= VTR 2 G -G~ Y2 au’jwza)aué))
Owj Ow;j

_(_1)k(_1)Zi.j(_1)(Yj+Zi).(k+1)(YJ Zz
(1) 8“(1)

(_I)Y.(k:—i-r)( )Zl (g+k+r)Y] i Wik Owig,

() au(r)

( )
Buﬂ au(l)
()R Ry, 71 O
@7 947
(2
et
. j L Ow;
N\ Z.(k+g+r)_1\Y .k i Jk
()T ) o
(r)
: Zaw k ; i &u-k
— (_1)Z(k+])(_ )YJ ktij 8’; + (_1)Z(k:+]+1)(_ )Y] kY]Z(]_) 8u{1)
+(_1)Z-(k+j)(_1)Yj-kyjzé2) g:jk
(2
Proposition 3.13. — Si w est une forme symplectique d’ordre 0, alors
o +(_1)i+j k / _(_1)k1 k1 / _(_1)i+j+ll k W
Wij = Wij (1) “isik o U (1) Wijkl gl (Y @igkim
Fufywigr — (1) Fufy uly wijn

/ N . L, .
avec les coefficients ww ik 1]kl et w! complétement antisymétriques.

ijklm

Démonstration. — D’aprés I'équation de fermeture, les coefficients des termes Y(JS )Zét)

sont nuls. Par antisymétrie, a 1, j, s et ¢ fixés, les termes Y(]S )Zét) et Yé) ZES) donnent des
équations équivalentes. On ne les fera donc pas figurer.

Les termes en Y7 Z* donnent :

(1) (K

Ow;; Ow;; o Ow;
3.2.2 U (2, — (1)
( ) Ouk ( oul )y = (1) ou’ 8u’(“1)

Les termes en Y(Jl)Zl (ou en Y7 ZEl)) donnent :

] + (_1)Yj+Zinzl(

Ow;j

ouk

(1)

iy
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(3.2.3) (_1)k8Lkij n (_1)j.(k+1)% _
ugy uyy

Et enfin les termes en Yé)Zi (ou en YjZZQ)) donnent :

(3.2.4) g“jjj + (—1)j-’faL;’f -
Y(2) Ay
La relation 3.2.2 s’écrit aussi :
8(,«)1']‘ j‘kawik i.(k+j) Owjk . &uij k 8&),']‘
gt~ VG (DT = G + (DG
On peut expliciter les deux termes de droite :

By = D22y = g, By Py g Oy P
gul"® T T ol T T ul, T dulouly T dul oul, Y duly ouf,
et

Ow;; Ow;; O%w; 0%w; 0?w;
(G = (550 + ufyy ) Ty ) uf)( )
8u’(‘;1) Gu’(‘;l) ﬁulau’(“l) 2) aul(l)au’(“l) 3) aul(z)ﬁu’(‘:l)
Puisque les termes de gauche ne dépendent ni de ul( 2) ni de ul(3), ona:
82(4)1"
oul 871’“ =0
(2)77(2)
et ) N
Owig  _ _(_1)1@&
oul . ouk oul., Ouk

(M77(2) 271

De la premiere, on déduit que w;; peut se mettre sous la forme :
B k-
Wij = ng (.%, u, u(l)) + (_1) (l+j)u(2)wkij (1"’ u, u(l))
En utilisant 3.2.4, on a : (—=1)*F)@,, + (1)@ = 0 et combinée avec la relation
d’antisymmeétrie, on a que @;j;, est totalement antisymétrique!
Et ainsi :

(3.2.5) wij = Wij(T, u,uy) + U?Q)@ijk($’ U, (1))
Dans 3.2.2 il y a maintenant un unique terme quadratique en U(2) provenant de
0w;;
ul(2 (Ll

) 8ul(1)8uf1)

). On en conclut que :

2~
8 wijk

m l
au(l)ﬁu(l)

Et ainsi @5, = wijk(x, u) + (—1)(l+1)'(i+j+k)ul(1)wlijk(:U, u).
De la deuxiéme, on déduit alors que

=0

(_1)(l+1).(i+j+k)wlijk _ (_1)(l+1).(k’+1) (_1)(k+1).(i+j+l)wkijl

Ou encore en utilisant la totale antisymétrie de W;jx, on a : wig;j = —(—1)l'kwklij
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Et donc que finalement, wy;; est aussi totalement antisymétrique.
Et ainsi :

(3.2.6) Bigk = wigk(,uw) — (=1l wig (2, w)

avec wjjk et w;jx totalement antisymétriques.

Maintenant, toujours dans 3.2.2, on peut regarder les termes en ul(Q)u?}), on a :

(_1)k.(l+m+1)+i+j+l 8Wijlm_(_1)]'.(l<:+l+m+1)+i+kz+l awik{m+(_1)z‘.(j+k+l+m+1)+j+k+l awjk?m _
ouk ouJ - ou’
(_1)1.(m+1)+z’+j+k6wiﬂlfm T (_1)i+j+k+l+k;.lawiﬂk’ i (_1)k 9 ‘*;,ij .
ou ou™ aug)au(l)au(l)

On peut alors remarquer que tous les termes sauf le dernier ne dépendent pas de uy).
On en conclut que

84 w/ij

n m l
Gu(l)au(l)au(l)

=0

2
au(l)

Et ainsi, on peut écrire :

(_1)(k+1).(i+j)+(l+1).(i+j+k)+(m+1).(i+j+k+l)1 k

gu(l)ul(l)uﬁ)w;nlkij (z,u)

+ (—1)(k+1)‘(’+J)+(l+1)'(1+3+k)§ul(€1)ul(1)w2kij($,u) + u](cl)(—1)(k+1)’(l+7)w/;ij($,U) +

2
wij—

avec

- (—1)(k“)'(i+j)+(l+1)'(i+j+k)w{kij = (_1)(l+1)~(k+1)(_1)(l+1)v(i+j)+(k+1)-(i+j+l)w;€“j

cad
Wsz’j = _(_1)k'lw§jkl
_ (_1)(k+1).(l+1)(_1)(l—',—l).(z—i—j)+(k+1).(z+]+l)+(m+1).(z—i—]-&-k’-i—l)w;nklij

71)(m+1).(l+1)(71)(k+1).(i+j)+(m+1).(i+j+k)+(l+1).(i—i—j-&-k-&-m)wzmkij
— 1) (ke D)- () (D). (i) + (ot D). (i) o i

milkt)
cad
w;nlkij = —(—1)l'mwllmkij = _(_l)k.lw;nklij

On peut ne pas imposer ces relations d’antisymétrie! Mais par symétrie des termes

k 1 k 1 m ; ; . Ari . ; 5
U U et U Uy U la contribution des termes ne vérifiant pas ces relations est nulle.

De plus la propriété d’antisymétrie donne

Wfkij = —(—1)i’jwfkji
w;nlkij = —(—1)i'jwfnlkﬁ
ngk = —(—1)1']%%

Maintenant la relation 3.2.3 implique que

(_1)k(_1)(k+1).(i+j)+(l+1).(i+j+k)+(m+1).(i+j+k+l)w;n kij

_ _(_1)j.(k+1) (_1)(j+1).(i+l~c)+(l+1).(i+j+k)+(m+1),(i+j+k+l)w;nljik
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k k+1).(i45)+(1+1).(i+5+k), ) j.(k+1 j+1).(i+k)+(1+1). (i+5+k)
(—1)F(—=1) D) (4)+ (1) (14 )wlkij = —(=1)F D (=) GHD)- R+ (1) (14 )wljik

et
(_1)k(_1)(k+1).(i+j)w;€ij — _(_1)j.(k+1) (_1)(j+1)‘(i+k)w/‘

Jik

autrement dit :

/ _ j-(i+k)+ik, 1
Winlkij = —(=1) (i+k) Wmnljik
/ _ i (i+k)+ik 1
Wikij = —(—1)]( ) Wijik
r i.(i+k)+ik, /
Whij = —(=1)FFHRFERGL,

. . . ’ / / / . , . .
Et ainsi les quantitées w) ;.. v Wikij et wy; j sont totalement antisymétriques et on a :

(3.2.7)
R il . 1 "
w'yy = —(=1) ﬂ“gulﬁ)ulu)“(l)%km - (—1)kiulf1)ul(1)w§jkz +ufyy (1) w4+ o
Et finalement, d’aprés 3.2.6 et 3.2.7 :

o 1 A
(3.2.8) wj; = w§9+(—1)z+]ul(€1)wz{jk—(—1)%“]&)“21)%{%1—(—1)Z+]+l6“’(61)“1(1)%?)%%177@

O

Maintenant que tous les coefficients ne dépendent plus que de z,6 et u’, on peut
identifier leurs natures géométriques.

Remarque. — Comme dans le cas classique, cf remarque 1.1.4, on préféerera une in-
terprétation en terme d’objets géométriques sur M paramétrés par S plutot qu’une
interprétation en terme d’objets géométriques sur M x S, Ainsi il sera équivalent de
considérer des familles de formes différentielles Q(x,0) sur M paramétrées par S que

des formes différentielles sur M x S'! telles que L(;;)Q = L(;)Q =0.

Proposition 3.14. — Si w est une forme symplectique locale d’ordre 0, alors
(i) Les coefficients w;; sont les coefficients d'une famille  de 2-formes non dégénérées
sur M paramétrée par St
(ii) Les coefficients wjj, et wz’-jk sont les coefficients de deuz familles de 3-formes A et

A sur M paramétrée par S'1.
(ili) Les coefficients wiji et ngkl sont les coefficients de deux familles de 4-formes =
et E sur M paramétrée par S
(iv) Les coefficients wjjkim sont les coefficients d’une famille de 5-formes W sur M

paramétrée par SH.
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Démonstration. — Tous les coeflicients sont totalement antisymétriques. Il suffit de
vérifier comment ils se transforment.
Soit (u) un nouveau systéme de coordonnées sur M.
On a d’apres le (ii) de la proposition 3.11 que
au/n 6ulm w/
oud Qut "

wij = (_1)(z+m)n

. a /o Y aulo
De plus, u’(l) = “(1) Sk et u’(2) = ué)m
Ainsi, on a :
8u/n au/m

W = (_ 1)(1+m)n

iJ (wll);rm

owl out

)+ (m-n). (ko) OU" OU™ 3“'0( N
Oud Oul Quk > oM

Whij = (—1)+m

/ / /
ou'™ ou'™ ou'? o
i Oul duk omn

Wij = (_1)(i+m).n+(m+n) (k+o0)

m m /o /
ou'™ ou'™ ou'° ou'P y

(1) (Fm) e (metm). (ko) (metn-+o0) (1)

Wikij = duw Oul duk gyl “romn
et
Wl (1)) () (0 ) () o per).r-m) O DU DuP Dt D™
mikij dul Ol OuF Ol Guim ranep

Ce qui correspond bien aux transformations des coefficients de formes différentielles
sur M d’apreés la proposition 1.37.

En un lacet constant, les coefficients w;; valent au signe pres w) i La mnon-
dégénérescence des premiers implique celle des seconds et ainsi les formes {2 sont

bien non dégénérées. On dira aussi presque symplectiques (cf partie 3.5.1).
O

Dans le cas des formes symplectiques, ces formes différentielles sur M vérifient les
conditions suivantes :

Proposition 3.15. — Une 2-forme w locale d’ordre 0 est une forme symplectique locale
d’ordre 0 sst

: | o
w= /sm QA+ (A - 54%7):/ = 3 1 NAE + (A = (5, 9)E
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Démonstration. — Les coefficients w;; donnés par 'expression 3.2.8 vérifient les équa-
tions 3.2.3 et 3.2.4, ainsi que la condition d’antisymétrie. Les termes de ’équation 3.2.2
s’écrivent maintenant :

awi 7 80% gk

(811,]5 )(2) = Dm(‘;)ijk) = a:t(wijk) - (_1)i+j+kul(1)ax(wijkl) + ul(z)( oul )
i+jt+k, m Awijki i+j
—(=1) +]+ku(2)ul(1)( 81;” )—(=1) +]+kul(3)wijkl
et
Owij it kol il o i+, 1
(6u’“ )1 = De((=1)"wijp — (=1) ugywie — (=1) 2 W)U Wijkim T (=1)" ugwiji)

)

o 0wl
= (=1 0e(wijp) + uy (D" 0u(wijn) + (—1)itd k)
1

oul
m i+j+m 8“};'“ i+J ml m ., n awg'klm
Fufyyuft (—(=1)77F §3c(w§jklm)+(—1)’““%7{”)—(—1) o 5“?1)“(1)“(1) 871”
itj m i+j+1 Wikl itj
+ul(2)((—1) ﬂH@c(wijkl) - (—1)kw§jk1) + Ul(2)u(1)((—1) +]+lau7fn - (=1) —H—Hw;jklm)

+H(=1) " ufgwijn

L’équation 3.2.2 est polynomiale en les u'és), en identifiant les puissances, on obtient
les équations suivantes.
Les termes en ul(g) donnent :
Wijkl = Wijkl

Les termes en ul(z)u’(ll) donnent :

(_1)k.(l+m+1)+i+j+l au’ijllqm_(_1)j.(lc+l+m+1)+z’+k+l a“)ik‘lm+(_1)i.(j+k+l+m+1)+j+k+l Owjkim —
ou oul out
L(mA1)+itjt+k THijkm +j+k+l T itk
(—1)HlmADFtd oul (=1)" W"‘(—l)l T W ki
et en simplifiant, on a :
(_1)k.(l+m) Owijim _(_1)j.(lc+l+m) 3wik{m +(_1)i.(j+k+l+m) Bwjk(m —(—1)lm Owijkm T
5 ouk ouJ ou’ ou!
Wijkl ’
= W..
Ju™m ijklm
cad
U =d=

Les termes en Ul(z) donnent :

(_1)k.l68"JilJ€7_(_1)j.(k+l)
u

(—=DFwlp)

Owiki

Owir;  Owijk i+j
ul L5 = (= D)F(- 1) (wijr) -

i (k+j+
=D ou’ oul

ou encore :
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Owiji ; Owig i (ki) QWi Owijk it
(_1)k.zTMJ€_(_1)g.(k+l)WH_U .(k+y+l)Téi_ 8qu = (1) +]+l+kac(wijkl)_ngkl
cad
dA = 0.(Z) — (&)

On peut remarquer que :

o1 o' 1 1 o oW 1 o Owl,
_1\it+j+m 1 m o,mn yrtm __ ~ 0 q\it+j+m,,l m o,,n Lyrim _1\itj+n, m ,n ,l yrmn
(=1 2“(1)“(1)@“(}) Dun —6(( 1)* “(1)“(1)5(1/ Dun +(-1) ja ?(1)“(1)“(1) B

" W 1 . W . W .
_1\itj+n,,l n ,m igklny L/ aNitj4m, )l m ,n ijklm _1\l.(m+n) tjkml
(-1) Jau,(l)u(l)u(l) Sy )—6( 1)+ ulu(l)u(l)( Sun +(-1) 5l

Wijkin
(_1)n.m J )
oum

Et ainsi les termes en u’(“l)ul(l)u?{) donnent :

/ /
(_1)k(l+m+n) a("}ijlmn . (_1)j.(k+l+m+n)6wvllklmn + (_1)i.(k+j+l+m+n)awjklmn _
ouk ) , Oul ou’
(_1)l+m((_1)l.(m+n) &'dijkm” — (=1)mn awijkln awijklm)
ou! oum oun
cad
dv =0
ce qui découle déja de ¥ = d=.
De méme, on peut remarquer que :
ow! . 1 ow!. ow'.
C\k+l, L ,m ikl L0 Nkt L m gkl Nk+m4lm,l ,m ijkm
(D) uyulty 5 m = 5 (CD) gy 5 0 = (=1) Uy U g )
Et ainsi les termes en ul(l)uqa) donnent :
o ow! , Ow! (ki 0wl
(_1)Z+J+k+l+mac(w£jklm) _ (_1)k.(l+m) azkm_(_l)y-(k+l+m) aZle +(_1)z.(k+g+l+m) a]uim
ow' . Ow'
l. ijkm ijkl
(=1 oul oum
cad
d=' = 9.(V)
Les termes en ul(l) donnent :
ow; ; Ow; ; » Owigy O
(—1)kd au%}z _ (71)]-(Z+k)ﬁ + (71)1.(l+k+]) 8;1' — 651 = Op(wiju) +

(= 1) (i)

cad
dN = 0,(Z) + 0.(Z)

Et enfin les termes restant donnent :

+
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owl” oW . oW o
S = (CLPRE L (1) S ), () 4 (1), (w],)
cad

2 = 9, (A) + 0.(A)

O
On peut aussi remarquer que :
T .= 1, . | .
0c(5U(1, 7)E) = e(1, 1A = 5e(1, )= + (3, 79)E
et que toute forme d’ordre 0 peut s’écrire :
VR S 1 R .
w= )0 LA+ Se(3, 1)dA = S04, 7)F) = Ge(F: 7, )= + u(F)A
avec
(i)
d\ = 20,(Z) — d.(dA)
(i)
dQ) = 0, (A) + 9.(A)
On en déduit alors, a ’aide de la proposition 3.14, le théoréme suivant :
Théoréme 3.16. — Les formes symplectiques locales d’ordre 0 sont en bijection avec

les quintuplets (2, A, X, &o,&1) tels que
(i) Q(z,0) est une famille de 2-formes presque symplectiques sur M paramétrée par
St
(ii) A(zx,0) est une famille de 3-formes sur M paramétrée par S'I*
(iii) A\ est une 3-formes sur M.
(iv) &o et & sont des 4-formes sur M
La bijection est donnée par :
En tout lacet v € SLM,

. 1 1 o 1, . .- ..
o= 0+ DN + 50N = 505, )Z) = S0(1 5, 7)dZ + 1(7)A
avec

A=A+ / (A2 — D, (A)))(£)dt + B(dS — Dy (M)
0

et
1 x
E=¢ +06 + 3 / (dA" + O.(dN))(t)dt
0
Démonstration. — 11 suffit de savoir résoudre 1'équation 9.f = ¢ avec f et g deux

fonctions sur S
En découpant en parties paires et impaires, f = fo + 0f1 et ¢ = go + g1, on a alors

a:sz(] =01
fi=90
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on en conclut que

f(z) = £(0) + /0 " Op(g)(t)dt + by

Et ainsi, puisque dA’ = 20,(Z) — 9.(dA) cad 0.(dA) = 20,(Z) — dA'il existe une
3-forme sur M telle que A" = X+ [ 9p((d2— 0 (A))) (t)dt +0(d2— 8, (A)). On procede

de méme pour =.

O

Corollaire 3.17. — Les formes symplectiques w d’ordre 0 dont les coefficients wj;
ne dépendent pas explicitement de x et de 0 sont en bijection avec les quadruplets
(Q,A, AN, Z) avec

(i) Q une forme symplectique sur M

(i) A’ une trois forme fermée sur M.

(iii) A et = respectivement des 3 et 4-formes sur M.

La bijection est donnée par :

1 .. .- . e
—1(¥, 9, V)= 4 L(F)A — (5, )=

1
w= Q+ ()N + iL("y,"y)dA -5

SIS

3.3. Formes locales d’ordre 1

Dans cette section, ’on classifie, comme dans le cas classique, les formes locales ho-
mogénes d’ordre 1. Bien que celles-ci ne soient pas supposées "généraliser" le premier
ordre classique puisque D, est une "racine carré" impaire de D,, on obtient un résultat
de classification similaire, & savoir que les formes sont classifiées par une métrique Rie-
manienne et une connexion sur la supervariété M. Ceci est dii notamment a U'intégrale
de Berezin. En effet, cette opération est une opération impaire qui en un sens compense
la partie en @ de D. = 0D, + Dy pour au final ne garder que du D, sur S*. Ceci permet
ainsi de retrouver l'ordre 1 classique sur la partie paire de la supervariété M.

Afin de fixer les notations, cette section s’ouvre sur un trés bref rappel des éléments
de géométrie Riemanienne qui nous sont nécéssaires.

3.3.1. Métriques Riemaniennes et connexions compatibles sur les superva-
riétés. —

Dans ce paragraphe, I'on introduit rapidement les notions de super-géométrie Rie-
manienne (cf [Goe08|, [DEF*99| ) dont nous aurons besoin dans cette sous-partie.
Les notations différent de celles des références citées. Elles semblent étre propre a cette
theése du fait d’avoir choisi les notations de Tuynman [Tuy10] ce qui justifie leur rappel.

Définition 49. — Soit M une supervariété. Une métrique riemanienne est un champ
de 2-tenseurs covariants symétriques g = (—1)"7g;; et non dégénérés.
Si (u") est un systéme de coordonnées locales sur M alors :

1 .
g = idujduzgji
et la propriété de symétrie se traduit par :

9ij = (=) gji
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Afin de simplifier 'on considére des métriques pures, soit paires soit impaires.
La propriété de non-dégénérescence permet de définir un isomorphisme de superfibrés

g+ TM — T*M
X — (_1)X3.i+g.Xduingji

L’application inverse a gauche ¢° : T*M — TM est définie de maniére naturelle par

un tenseur covariant symétrique 3 g 0; ® 9; tel que

¢ . T*M — TM
a = (=1)*iglial;

Proposition 3.18. — FEn coordonnées, la relation d’inversibilité s’écrit :

(~LP 0 gy = o]

Démonstration. — On cherche la relation d’inversibilité qui lie ces deux champs de
tenseurs. En composant les deux applications, on veut retrouver l'identité ce qui s’écrit
pour tout champs de vecteur X € TM :

X =glogh(X) = (_1)(Xi+9ik)-j+Xi-k+g-ngkXigika. = (=1)9riteixXigikg, 9, =
(_1)(i+k:).j+g.(i+j)Xigjkgik8j
ce qui implique

(_1)(i+k).j+g-(i+j)gjkgik_ — 5@2‘

qui est équivalent au résultat.

On peut remarquer que g7 est seulement un inverse a droite au signe prés : dans le cas
pair c’est bien un inverse a droite mais dans le cas impair c’est —g? qui est un inverse
a droite (ce qui est naturel par la régle des signes).

En effet, soit une 1-forme a € T*M, on a : _

gﬁogh_(a) = (=1)"k(—1)g"+aD)itg(gra) quighind g = (—1)(0")-i+9-(9+D) quighi g 00 =
(=1) @) itg- (gt Fiktkd) gyigik g, of = (—1)9-(9Hi+D+(HR)5) gy gik g, 08 = (—1)9q

On peut aussi vérifier les signes par changement de variables.
) 6uln au/m
giy = (—1)tmn PO
ouwl Out 7™M
et L )
K = (1) grio O O
g Y au/l ou’°

et ainsi :
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(71)k.(i+j)gkjgij

(o) k 110 QU™ DU Bu™ du'™
ul duo dul Byt Imm

ouF ou'™

oul aui Ime

_ (_1)k.(i+j) (_1)(i+m).n(_1)

— (_1)k.i(_1)(i+m).0(_1)o.kg/lo

; ; ; ouk ou'™

- (-1 k.q 1 (i+k+m).o 1 (m~+o+g).(k+l+m-+i) 1o 1 A

(ki (—1)firHmo(_1) I s o
ouk ou'™

_ (_1\ki/__ 1 ym.(k+m+i)+g.(k+l+m+i) ¢ 1\l.(o+m) to o/
(1 () (1) oo O
ouk ou'™

ou'™ Out

m k
_ (_1)lm‘(_1)m.(k+m+i)+(m+i),(k+m)+g.(k+i) ou™ Ou

_ (_1)kxi(_1)m.(k+m+i)+g.(k+i)

oul Ou™

_ (_1)9.(k+i)6k

— ok

(2

Définition 50. — Une connexion sur un faisceau € localement libre de C°°(M) mo-
dules est un morphisme pair V : £ — Q}w ® £ de faisceaur de super-espaces tel que

Ve C®(M),Yvel'y(E), V(fv)=df v+ fV(v)

On peut maintenant définir, pour chaque X € TM la dérivée covariante dans la
direction X.
On peut ainsi définir

Vx() =«(X)V(v)

La dérivée covariante est une dérivation de £ de méme parité que X. Elle vérifie
alors les équations suivantes :

Vix(v) = u(fX)V(v) = fVx(v)
et

Vx(fo) = u(X)(df ®@ v+ fV(0)) = X(fo+ (1) fVx(v)

Comme dans le cas classique, on peut définir les coefficients de Cristoffel de la
connexion.

Définition 51. — Soit (u') un systéme de coordonnées locales sur M alors les coeffi-
cients de Christoffel sont définis par :

Vo, (0;) = T%;0%

Remarque. — On aurait pu aussi définir les coefficients de Christoffel par Vg, (0;) =
(—l)i'jffj&g qui coincident avec ceur de la définition classique (cf [DC92] et [Lic50]).
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Dans un changement de variables, on a :

(3.3.1) re o° = (ou™)V(ou™)

(3.3.2) - L(gﬁauj)w aa,mau)
(3.3.3) _ %‘?fg;maus (= 1)) 885; aalf;b(auj)waui)
(3.3.4) = %?jg;maujﬂ 1) (”")gz;n ;me 0k
(3.3.5)

et ainsi :
(33.6) o 0*ul  ou'° (1)) ol Out _, Ou'

O Qumou™ Qud ou™ du'™ Y uk

On peut définir les coeflicients de Christoffel covariants par

Cijr = (-1 1)(H+D-kpL ik
autrement dit les coefficients de Christoffel covariants sont les coefficients de la

1-forme (—1)"74(Vy,(8;))g = duFTjp..

Remarque. — On retrouve alors les coefficients de Christoffel par la formule :

FZ'L — (_1)(i+j+k).m+g.(i+j+m)gmkrijk

En effet, ( )(i+j+k).m+g.(i+j+m)gmk1'\ijk _ (_1)(i+j+l).k(_1)(i+j+k).m+g.(i+j+m)gmkrljglk —
( 1)(k+l) .m-+g. (m—l—l)Fl g glk — I“ZL
Quant aux formules de transformation des coefficients covariants, on a :
1—‘{rnno = (_1)(p+m+n).or%ngpo
: 0o oul out _, Ou’P 0%ul  ou'P ou” Oul
= (_1)(p+m+n).o((_1)].(l+m) ou'™ Hu'm ij Ouk + oumou'™ Hud )(_1)(p+Q) ou'° au/p.QQT
o oul  ou' ou” 0%ul  ou”
— (_1)(m+n+q)-0((—1)1.(z+m) S0 Dl Fzy 0 7o 9ar + ngqr)
0%ul  ou”

) Ou? ol out Ou”
8um au/m 8 10 'Ug

Fijk+ (_ )(m-l—n-l—z).o

— (_1)(m+n+q).o+(r+o).(q+i+])(_ ) j.(i+m

)au oul out
6UIO auln 6 m

gr-(—1)mFnta)o
0*ut ol

oumou™ gu'e Jij

ou™ou'™ ou/° urodar

— (_ 1 ) k.(i4+j4+m~+n)+j.(i+m

Autrement dit :

(3.3.7)
I (_1)k (i+j+m—+n)+j5.(i+m

mno ~

O*ut oud

) Ou™ ouk ouwl ot
au/nau/m aulo

8u/o aum 8 m

ik + (_1)(m+n+i) .0 —gij

On considére maintenant des connexions V sur M cad sur T'M.
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Définition 52. — La torsion T de la connexion V est le champ de tenseurs dans

QM2 RTM :

UX (V)T = Vx(Y) = (-1D)XYVy(X) - [X,Y]

Proposition 3.19. — En coordonnées locales, on a :

k _ 1k ik
Ty =14 - (=1) jrji
Démonstration. — ,
Ona: uX)u(X)T = (_1)Y1-ijyiTil;ak
Et ainsi T = 1(0,)0(0)T = Vg (9u') — (~1)9 V. (007)
O

D’aprés la formule de changement de variables 3.3.6, on voit que les coefficients Tl’;
se transforment bien comme des éléments de Q(M)? @ TM.

A Taide de la métrique, on peut aussi définir les composantes covariantes du ten-
seur de torsion de la connexion par Ty, = (—1)(i+j+l)'kﬂlj g et d’aprés la proposition
précédente :

Corollaire 3.20. —
Tijr = Dije — (—=1)""Tjix
D’aprés la formule de changement de variables 3.5.1, on voit que les coefficients Ty,
se transforment bien comme les coefficients d’un 3-tenseur covariant sur M.
8u/o auln 8u/m ,
ouk Ous Out ~ M

T%jlc _ (_1)0.(i+j+m+n)+n.(m+i)

Maintenant, on cherche & déterminer les dérivées covariantes des formes différen-
tielles. Pour cela, il suffit de définir les dérivées covariantes des 1-formes puis d’étendre
par (super)dérivation a l'algébre des formes.

Tout d’abord, on a : Vf € C*°(M), Vi(f) = 0k(f).

Puis, localement, dans un systéme de coordoonnées (u’) sur M, on a 0 = Vk(éj.) =
Vi(1(0;)du?) = I‘;-k + (=1)7*1(9;) Vi (du?) et ainsi
Proposition 3.21. —

Vi(du') = —(—1)j'kdqu§-k
Définition 53. — Soit M une supervariété munie d’une métrique g. Une connexion
V est dite compatible avec la métrique g si
VX eTM, Vxg=0

Proposition 3.22. — Une connexion V est compatible avec la métrique g si pour tout
systeme de coordonnées locales (u') sur M,

Or(9is) = (1) i + (=)
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Démonstration. — En coordonnées, on a :

Vi(du' @ du’ g;;) = 0, Vk et ainsi :

Vk(dui ® dujgz'j) = 1) kdulr I ® dujgw (— 1)(i+l)'kd“i ® dull“{kgij

(-1)
+(— l)k ) doy ®du36k(g“)

(—1) D gyt @ duiT gy — (1)) du’ @ du'Th gy
+(—1) '(H'])du ®du78k(gij)
= du' @ du (Ok(gij) — (1)UL — (—1)"F )

De la démonstration précédente, on conclut la relation :

(3.3.8) (V9)rij = Olgij) — (=)D — (=1)"F Ty,

3.3.2. Formes locales d’ordre 1. —

Une 2-forme w locale d’ordre 1 sur SLM s’écrit localement sous la forme :

L(X,Y)w _ /Slll(_1)X+Y(_1)Y1.(j+1)+(i+j)Xj}/(i1)wi1j + (_1)X+Y(_1)Yl.ijyilej

La condition d’antisymétrie s’écrit d’aprés 3.4 :

Et la condition de fermeture :
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Zij YI+2%).(k 2 j ‘8‘“%
0 = ()P D vz o)
ou
(2r)
i N o &,u?.
O O R A
(2r+1)
r L5 r)vJ zaw? j+r j j 7t aqu
—(=1)Y-(F7) (1) 2" Gt )Y{A)Z 8ujk + (—1)Zttit )(_1)Y]~kY]Z(T) auij

(r) (r)
Z'(j+1) (YI+Zi+1).(k) r 21 (v i awz'lj
+(=1) (1) (—=1)"DZ" (Y2, )

k
6“(2r)
i S o aw}.
_(_1)k(_1)Z.(j+1)(_1)(YJ+Z +1).(k+1)(_1)TDET+1(Y]Z(21)auk J )
(2r+1)
r iy T j+7 | 7 8("}7,1
—(=1)Y- (k) (1) 20 Gkt Lr) py G )}/(JT)Z(l)a’Ll,ijk
(r)
+(_1)Z(k+]+7"+1)(_1)yj(k+1)Y] VA awjlk
MW7) §oi

(r)

Comme dans le cas classique, la dépendance en les dérivée ul(s) des coeflicients w}f.k
est limitée.

Proposition 3.23. — Siw est une forme symplectique locale d’ordre 1 sur SLM alors :

(i) Les coefficients wilj dépendent au plus des dérivées d’ordre 3, cad

1 1
wlj = wl] (‘Ta 07 u, u(l)? u(2) ) U(S))
(ii) Les coefficients w% dépendent au plus des dérivées d’ordre 4, cad

0

wij = wloj (CE, 07 Uy U(1), U(2) U(3)» 'LL(4))

(iii) De plus, les coefficients w?j sont au plus linéaires en uy), cad
2,0
0wy

Qufyyula)

Démonstration. — On procéde comme dans les démonstrations précédentes.

1

11 » 8wij 11
Soit ti = max({r|3i, j, -——— # 0}) et supposons que ;- > 2.

au(2r+1) A
Regardons les coefficients des termes Y2‘7( A1) +1Z(Z3) avec i,j les indices qui inter-
k
viennent dans la définition de t}gl.
1
W
Comme t}gl > 2 on a simplement, modulo les signes, le terme 1t1,1€1 % Y Dans le
U
2t +1

cas d’une forme fermée ce coefficient doit étre nul. Or il ne 'est pas par définition donc

contradiction. Donc ¢3! € {0,1}
0

Wij 10
———— #0}) et supposons que ty > 2.

8u](€2r+1)

Maintenant, soit ¢;° = maz({r|3, j,
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Regardons les coefficients des termes YQJ( 1o_1) HZ@) avec i,j les indices qui inter-
viennent dans la définition de t,lfo.
uIQCt,lcO-&-l
cas d’'une forme fermée ce coefficient doit étre nul. Or il ne 'est pas par définition donc

contradiction. Donc 10 € {0,1}

Comme t,1€0 > 2 on a simplement, modulo les signes, le terme t,lﬁo . Dans le

Owlk
Maintenant, soit ¢+ = maz({r|3i, j, 5 kU # 0}) et supposons que ti > 2.
U
(2r)
Regardons les coefficients des termes YZJ( tlfl)ZEfﬂ) avec 1, j les indices qui interviennent
k

dans la définition de t,lg.

0
s,
Puisque 0 < 2, kizj = 0 pour r > 2 et comme t}C > 2 on a simplement, modulo
ou
(2r+1)
wl
les signes, le terme ti k” . Dans le cas d’une forme fermée ce coefficient doit étre nul.
U
2t}
Or il ne 'est pas par définition donc contradiction. Donc ¢}, € {0,1}
Et enfin, soit t; = maz({r|3i, j, 8u](“ ) # 0}) et supposons que t;, > 2.
2r
Regardons les coefficients des termes Y2]( t071)Zg2) avec 1, j les indices qui interviennent
k

dans la définition de t%.

1
.
Puisque ¢! < 2, kU = (0 pour r > 2 et comme tg > 3 on a simplement, modulo
Ouy,
w0
les signes, le terme t% k” . Dans le cas d’une forme fermée ce coefficient doit étre nul.
U
2t9

Or il ne 'est pas par définition donc contradiction. Donc ¢ € {0,1,2}
Enfin, les termes en Y(JZ) Z(iz) donnent alors la relation :

5 (%)?j 1)k c%)ilj
ouk = (1) ouk

(4) ®3)

et comme le membre de droite ne dépend pas de u(y), on a :

2.0
8wij

oul  Ouk

(4)77(4)

=0
O

Cependant une classification systématique de toutes les formes symplectiques locales
d’ordre 1 conduit & des calculs trop compliqués pour nous. Comme dans le cas classique
l’on se contente d’étudier les formes locales d’ordre 1 homogénes. Modulo les signes, la
démonstration est essentiellement la méme que celle de 'ordre 1 du cas classique.
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3.3.3. Formes locales homogénes d’ordre 1. —

Définition 54. — Une forme locale homogéne d’ordre 1 sur SLM s’écrit localement
sous la forme :

X, Y )w = fsm(_l)XJrY( )YZ (J"Fl)""H‘JX]}/(Z) (:13 0,u)+
(_1)X+Y(_1)yz ]—i—(z-‘r]) (k+1)+i.kayiul(cl)w?kj(x’ w)

cad
w?j _ ( )(H—]) (k+1)+i. kukwok](x u)
Proposition 3.24. — La condition d’antisymétrie est équivalente au systéme d’équa-
tions :
wilj = ( 1>ZJCU]11($,U)
Owl.
k. 0 i.(j+k) i
(339) ( 1)] zk] + ( 1) / w]kz - auk
Démonstration. — 11 suffit de développer (wilj)(l) et d’identifier les termes en “?1) et les
autres. ]
La condition de fermeture s’écrit :
Zij (Y9 +2%).(k) (i+j+k).(H 1) +idy 5 i, | Owy;
0 = (17 (-1) Y3 7kt

- (_1)k(_1)(i+j).(k+1)+i.k(_1)(Y7+Zi)D (YjZi 0 ))

(5 7 7. ) awz
_(_l)Y.k(_l)Z .(]-i-k)(_l)(l-‘rl) (i+j+k)+i lij l(l) auék

_ (_1)Y-(k+1)(_1)21-(j+k+1)(_ )(1+k) (J+1)+wy(J)Zz ok

4 ; o o 0w
+(_1)Z.(k+j)(_1)YJ.k(_1)(l+1).(1+j+k)+j.lyjZzul(l) 8;ik

+ (_1>Z.(k+j+1)( )YJ kijZ )( )z sz)dC

+(_1)Zi.(j+1)(_1)(Yj+zi+1).(k)(_1)i+jijz‘ ij

o 1\Yk( \ZV(G+R+L) (q\ititk i

(—1)Y (1) 2k (qyitihy )

On regroupe les termes en fonction des Y(jq;)Z(is) (ul(l))m avec m,r, s € {0,1}. Chacun
doit étre nul.

Pour Y/Z!, on a :
aC(Wsz:j) =0

, ; ow
+(_I)Z.(k+]+1)(_1)YJ.(k+1)( )J+k‘y1 A

1)

1.

8ul
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Pour YjZiul(l), on a:

(3.3.10)
0 0
(—1)-G+R) a@%}lfj —(—1)ik a;%'llcj (1) GR) 35”% INECEIRECED agj;k _
U U uJ ut
Pour Y(]i)Zi, on a :
‘ 0wl
(3.3.11) (—1)7 R + wdy, = (—1)1-0+k>873f
Et enfin, pour Yngl), on a :
1 1
. L 1 Ow)]
(1Pl ()Yl Gt — (DR =0

Par antisymétrie 3.3.9, cette équation est équivalente a la précédente. Cependant, si on
soustrait cette équation a la précédente, on a :

1
O ik Owiy

N o Ow!
" ii 0 0 i. k k
(3.3.12)  (—1)7*2wi; = (—1)"Iwly — wiy + ouk - (=1 oul + (- au]i

La premiére indique que les w%k ne dépendent pas explicitement de x ou de 0 et

puisque les w ne dépendent pas non plus de = et 6, on peut déterminer leur nature

ij
géométrique.
Proposition 3.25. —
(i) Les coefficients wilj sont les coefficients d’une métrique Riemanienne g.
(i1) Les coefficients w?kj sont les coefficients de Christoffel d’une connexion V sur M
compatible avec la métrique g.

Démonstration. — D’aprés 3.7, on a :

Oul out
Bvl(av’“) g

(—1)"wl on a bien que les w}; sont les coefficients d’une métrique

wip = (=)D

et puisque w} =

1j Jlﬂ 7,j
sur M.
oul  ou’ - ou
0 _ i+l 0 l 1
wid, = (—1)¢ )Javm(aul S+ (=1) +j<w)(1)wij)
Et puisque ' .
o om ouF " ou’ . 0%t
U = U0 g (G = V) gyt O 8
o’ out  ouF
14D (Hm)+nd,n 0 1)+ (k+1).(i+5)+i.k T8 W0
(=1) N U = (=1 (%m(( 1) ¢ 1001) ggniki +
a 7
1
(D0 gt
cad
wlzo :(_1)j.(i+k+l+n)(_1) i.(k4n) U O’ ur du’ W0 (_1)(i+l+n).m Put Ol

Jum o Gl ik Jundul dum i
or les coefficients de Christoffel covariants se transforment de la méme maniére selon
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ut ol

o oo

)3uk ol Out

Dhang = (- )Tttt o

mno

Lijk + (_1)(m+n+i).o

Et la condition d’antisymétrie 3.3.9 est exactement la condition de compatibilité avec
la métrique.
O

On obtient alors le théoréme de classification similaire & celui du cas classique pour
les formes symplectiques locales homogénes d’ordre 1.

Théoreme 3.26. —

Soit M une supervariété.
Les formes symplectiques locales homogénes d’ordre 1 sur SLM sont en bijection avec
les couples (g, V) ot :

(i) g est une métrique Riemanienne sur M
(ii) V est une connexion sur M compatible avec la métrique g et telle que la torsion
(sous forme covariante) soit une 3-forme fermée sur M.

La bijection est donnée par la formule :

(XY 0) = [ (UK T
Démonstration. — On peut déja vérifier que la formule de bijection est bien la bonne.
On a :
¥ = u’(“l)ak qui est un vecteur impair.

ViY = uf Y '0; + (—1)Yiyiu(€1)rg'kaj = D.(Y)0; + (—1)Y1'Yiufl)rgkal

(C1XU(X, V5 )g

( 1)X+ (Y41) jX]D (Yz)gz] ( 1)X+(Y+1+l)-ij(_1)Y1Yiu?1)]_“ékglj
= (- 1)X+(YZ+1 JXID (yz)gw (— 1)X+Y1+(Y1+1+k)JXJyZ

(1)

U Likg
_ 1 X+YX](( )YZ.(]+1)+1+jy(zl)gij + (_l)i.kJrY"”.jJr(lJrk).(lJrj)Y Ul(cl)rikj
qui est bien identique &
(_1)X+YXj((_1)Yi.(j+1)+z'+jy(z‘1)wi1j + (_1)Yi.j+(i+g) (kD) +ikyri k ufyyw Zok])

Maintenant, il suffit de vérifier que les conditions sur la torsion de la connexion sont
équivalentes aux conditions 3.3.10 et 3.3.11 imposées par la condition de fermeture de
la forme sachant que toutes les autres sont déja vérifiées.

Or sous la condition d’antisymétrie, la condition 3.3.11 est équivalente a

) .
(1l + i = (DDl + (<1l
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& (~1)"* Ty = ~Tiji
Puisque les coefficients Tj;, sont par définition antisymétrique en ¢,j, on a que les

T;jx, sont bien les coefficients d'une 3-forme.
Maintenant la condition 3.3.12 (équivalente a 3.3.11) s’écrit aussi :

8w2-1j B (—1)j'k Gwl-lk
ouk ouJ

1
(%ij

+ (_1)z(j+k) o

Tijr = —(=1)"*2wi; +

0T,
(dD)ij = — aujlkJr(—l)

1k 0L _
ouk

— (=1)kHR)g

0T

8Tj kl
ouJ J

_ 1\Jj-(k+1)
(=1) out

+ (_1)i.(k+j+l)

0
Ow;y, y
ou!

_(_1)i-(k+j)+l-(z‘+k)

0 0
Owj Owip
OuF ouw’
0 2 1 2 1
2awylk 0"wi; ik 9w

— (_1)j~k2 + (_1)j~k+l-(]'+k‘)2
Ozwjlk

oulou? )

out  oulouF (=1) ouloud
0wy — (=) 0wy Dy )
Oukou! OukouJ Oukou?
82%11« (- )k:.l 32%5 (_1)i.(j+l) 82“/1;5 )
Oud Oul Oud OuFk Oud Ou?
2,1 2 1

9 Yik _ (_1)k.l 9 wii T (- )j.(i—l—l) a2wlil )
Outou! Outouk Outous

+ (=1)H0Hk)

+(=1)"( + (=)0

—(—1)7 B+

+(_1)i.(k+j+l)(

1

Les termes en les dérivées secondes des w;; se simplifient et ainsi :

0 0 0
ik Ming (1)LUHR) A (= 1)FRHG ) &%Quc ()AL G4R) 8“’3’{1@
ou! ouk oul ou?

Le membre de gauche étant exactement le terme de 3.3.10, cette condition est vérifiée

%(dT)ijkl = (-1

ssi la forme de torsion est fermeée.

O

3.4. Formes d’ordre 2 sur SLM

Dans cette partie, 'on s’intéresse aux formes censées "généraliser" les formes du pre-
mier ordre classique. Comme pour 'ordre 0, I’on verra que 1’on obtient des formes plus
riches sur SLM mais qui s’expriment toujours au moyen de métriques et de connexions
sur M. D’autre part, on pourra aussi considérer les formes d’ordre 2 qui ne font pas in-
tervenir de dérivation en D, mais seulement en D, ce qui nous permettra de "retrouver"
les formes du premier ordre dans le cas classique.

3.4.1. Courbure d’une connexion sur une supervariété Riemanienne. —
Dans ce paragraphe, nous poursuivons les rappels de géométrie riemanienne et nous

introduisons la notion de courbure dont nous aurons besoin dans 1’étude des formes
symplectiques d’ordre 2 sur SLM.
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Définition 55. — Soit M une supervariété et V une connexion sur M. Le tenseur de
courbure de la connexion est le tenseur R de coordonnées Réjk défini par :

VX,Y,Z € TM, «X.,Y,Z)R = ([Vx,Vy]-Vixy)(Z) = (1) H+2-0h xkyizigl, o,

Proposition 3.27. —

ort. . OT
L ) _1\J-kZ ik
Fijr = ouk (=1) ouJ

+ (_1)(i+j+s).kr;sj1—wik ( 1)(z+s)]F Fl

Démonstration. —
Vx(Vy(2)) = Vx(Y(Z2)0+ (-1)Z9YIZ'TL9)
= X(Y(Z)9 + (-1) xRy (200 + ()7 X (Y9) 2T 0
( 1) (X+2Z%) ]+XYY]X(ZZ)I‘\l ) +( )Z’.(j-i-k)-i-Yj.kaijiak(Fi_j>al
( 1)Z1 (+k)+Y7. ka‘Y]ZZ( )(1+J+s).krfjrlskal

++

On peut remarquer que le deuxiéme et le quatriéme terme sont symétriques en X et
Y et vont donc se simplifier dans le calcul du tenseur de courbure.

Vixy)(2) = [X,Y)(ZD)ai+ (-1)7 X, Y[ 2T,
X(Y(21))8; — (~1)YY(X(2)d; + (-1)Z X (Y)(2)rL0,
— (1Y ()7 Ry (xF) (29T,

On peut remarquer que les premier et troisiéme termes de ces deux expressions se

simplifient.
Et ainsi : l l
. ; .o oIt
_ VAR K+YI.k vk ) 2 .k ik
([Vx,Vy] = Vixy))(Z) = (-1)ZUthHY7 kg Y]Z (87’3 —(=1) i
O - ()T T o

O]

On peut alors vérifier que dans un changement de coordonnées, les Réjk se com-
portent bien comme les composantes d’un tenseur. On a :

o = 0o(Thn) = (~1)"00([ho) + (~1) oLy, T8, — (~1)méninry LY,

Avant de commencer le calcul, remarquons que :

(3.4.1)
ou'P out Q2u/P : ou'P ut Ou'P : 9%y’
CRON (1) — (_1\im(H. - — _(_1)im

Om ouw? )= (=1 ou'™ Oud du? (=179, (8u’m) OwI du'™ o’ ) (=1)

Ol ou'™ dui
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ao(rgrom)
ouk *u Ou'P o ol oul ou'?
_ 1 j.(i+m) l
ou'e ak(@u’”@u’m ou” (=1) oum u'™ Y Pyl )
3, r 2, 7 2 2, i
_ u ou'P 4 (—1)elrmtm) 0“u 0?u'P (—1)HHm) 0w Ou é‘aufp
ou'odumOu™ Our oumou™ du'°Ou" ouoou™ du'™m Y P!
+(_1)j.(i+m)+o.(j+n) ou’ 82'“'1 l ou' + ( )j (i+m)+k.(j+n+i+m) 8“ 8u] au l ou'?

ou'™ Ou'oou™ v aul
o out _, 0%
ou™ u™ " QuloOu!

9w Ou'n dum F i Gyl

_|_(_1)j-(i+m)+o.(l+n+m)

De plus,

( 1)(m+n+r) oIT TP

0*u®  ou' iy O Out Ou'm
oo™ dus + (_1)}( " )8u’" ou'™ L ou! )

O?ut  ou'P & our oul _, ou'?
Bl G AV A G ) ¢
(8u’08u” out +(=1) du'e Qu'r tk 8uq)

82u5 aQulp
oumou™ Qu'°ous
ul ouF q Ou”
oumou™ du'e” k Jua

_ (_1)(m+n+r).0(

(L1 rmtotamin OW Ou gy O%u
ou'™ Ou'™ " Y Gyl
j(ipm) Ou” 0w Ou q ou’
oulo Hun 8u’m l] Ik 5ya

_ (_1)(m+n).o+o.s

+(_1)(Z+m+n).o + (_1)(l+m+n).k( )

car d’aprés 3.4.1, on a :
ou'"  0%ut ouP o%ut  ou'? 0%u'P

<_1)7’-0 — — _(_1)0.3

ous u°ou'" dut ousou'° out ouoous
et o / 02 t o / 62 /
T P p
(1 B Fwiear gur =~V G
oul uodu'" dut ou'oou!
Et ainsi : . ) , 4 /
T P J i p
80(F%n)+( )(m+n+r) oF/r Fm — 9°u u Jr(il)j-(i"rm) 9w du l Ou +

, COueou™ du™ Yyl
ouwd 9%t Tl ou'?

ou'° dumou'™ ] oul

8 ; 82 8 gu/oau/nau/m aur
w uz u i+m+n).j
ou' 8u’08u’mréj Oul + (_1)( g
. o ouR oud oud ou'P

—1)J-(i+m)+k.(j+n+itm) L

( 1) ou'° 8’15’" agm ak’arm ou l 8
)“ W o (i+j).kpt pa O
ou'e Qu' 5u’m( D i oud

(_ 1)j.(i+m+o)+o.n

+ (_1)(i+j+m+n).k(_1)j.(i+m

Comme les deux premiers termes sont symétriques en o et n et la somme des
troisieme et quatriéme termes aussi, on a ainsi :

j k i l
RP — (_l)j.(i+k+m+o)+k.(i+m) Ou! u” Ou ! aup
men oum duo dum” Iyl
Soit g une métrique sur M, on peut alors définir les coordonnées covariantes du

tenseur de courbure.
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Définition 56. —
Rijpy = (—1)H R R, g

Proposition 3.28. — Si V est compatible avec la métrique g, alors :

ol ; ar; :
k.l au%]i _ (_1)].(k+l) alz;ﬁl B (_1)l.krm iim + (_1)(l+k)'jrg‘lrikm

Démonstration. — Si V, donnée par ses coefficients de Christoffel I';;, covariants est
compatible avec la métrique, alors

Riji = (—1)

Or(9is) = (1) i + (=) I

Et ainsi :
8F”l
ouk
— -1 (i+j+m).1 )
L oy L OGmi
— (_1)(z+j+m).l ]gml + (_1)(1+J+m).(l+k)rm7m
ouk Y Quk
L 61“?% o
_ (_1)(Z+j+m).l 8ulj Gl + (_1)(z+]+m).(l+k)rz7jz((_1)l.kzrmkl + (_1)m.(l+k)rlkm)
Or
Rijki

_ (_1)(i+j+k+m).ZRijkgml

oy RO

_ (_1)(i+j+k+m).l(87u’ggml o (_1) ngl

+ (_1)(i+j+s).krfjrgr;€gml _ (_1)(i+s).jrfkrggml)

o orm . o m L
_ (_1)(2+J+k+m).l87uzgml _ (_1)j.k(_1)(z+j+k+m)l%uz;cgml + (_1)(2+]+S)'(k+l)rfjrskl

N (_1)(i+s).(j+l)+l.krfkrsjl

Et finalement, en remplagant,
k1Ot _

ouF

On peut remarquer que :

Ol

_1)J-(k+D)
(-1) 50

<_1)(i+j).(z+k)+z,kFijFlkar(_1)(i+k)-(z+j)+(l+k).jp%

Riji = (—1) Lijm

_1)(i+j).(l+k)+l.krgprlkm — (_1)(i+j).(l+k)+l.k+m.(p+l+k)r?;rfkgpm

(—1) D Rk (pg)-(pHEER) tpmm g DD
(—1)HD k) Flketp. (prlthtit)+9.-(pHFR)T, . TP = (—1)MRTD T,

cad :

(3.4.2) LT g = (—1)EFD-UHRpmp,
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et finalement :
ol
Riji = (-1

u

ow’

3.4.2. Formes locales homogénes d’ordre 2 restreintes. —

Dans cette partie, en suivant la remarque 3.1.2 nous regardons les formes locales

symplectiques d’ordre 2 dont les coefficients wz-lj

locales homogénes d’ordre 2 restreintes. Elle s’écrivent :

sont nuls. On les appelera les formes

U(X, Y )w = /Sl1(—1)X+Y(—1)Y”J'Xj(y(g)w§j + Yy
avec

ng = w?j (x,u)

i 1 :
w?j = (—1)¢ +])'(k+l)+(l+1)'k5“?1)“1(1)“)&1']' (z,u) + (_1)J'kul(€2)%okj (z,u)

tel que wlokl-j = —(—1)l'kw2lij. Comme précédemment, cette condition n’est pas res-
trictive par symétrie des termes u’(“l)ul(l).

Proposition 3.29. — La condition d’antisymétrie se traduit par :

1] J
2

. o Ow?;

1\ik, 0 Vi Grk), 0 9%

(3.4.3) (=17 wi; + (=1) Wiki = Hyk

0 i.7, ,0
Wigi; + (=) wy;; =0

Démonstration. — La premiére relation est automatique. Pour la deuxiéme, il suffit de

développer et de regrouper les termes en ulé), u?l)ul(l) et le reste, et on a :

o o Ow?, o
Wy = (1)) ) — (—1) (o) = Beley) + ufy 52 — (—1) ()
O
Puisque w? ne dépend pas explicitement de x, on peut écrire

v

wfj = (w%)o(u) + H(W%)l(u)
avec (w?j)t symétrique en i j pour t € {0,1}.
D’aprés 3.9, on en conclut que (w%)o et (ng)l sont les coefficients de 2 métriques sur
M, go et g1.
La relation de fermeture est :
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2
0 = (_1)\Z9(_1)Y+2)kyid i A (VR (2GR Ay
(~1)7"9(-1) 5t — (CDYH-1) o 5o
4 Ow 2
1\ Z.(k+5) Yikyd i
()P (1YY Zi
g ot
H)P ()OI I DAY ZH (1))
k Zij (YI+29).(k+1) Pl vd , 0wl
—(=D*(=1)" (=1 WD(Y 2 )
ou
1)
0
Oy Gy O gy (a7
U u
0
_(_1)Y.(k+1)(_ )Zl (]+k+1)}/(J)Zz 8wzk + (_1)Z.(k+j+1)(_1)YJ kYJZEl) Ow jk
3“(1) au( 1)
()R PRV 21 ()R 4 ()76 (1) Ry 7] (1)l
Elle se traduit par les équations suivantes :
Les termes en Y(9)Z donnent :
Oury (i+k).j+ki, 0 i.(j+k) 0
(3.4.4) G = (DT g 4 (1) e,

Les termes en Y Z(o) donnent une relation équivalente par antisymétrie :

8w22j _ ( ) .k &'uzk
ouk oud

Les termes en Y(Ji)Zi donnent :

= (1wl + (FD)Ywgy =0

(3.4.5) (—1)(i+k)'jwzokij +(-1)" kwloyzk =0
. is Qi _ 1)GH)- (kD +(1+1) kg L0
ou l'on a utilisé que " = (— ) u(l)wlkij'
(1)

Les termes en Y7 Zfl) donnent :

( )(Z+]) kwlkzj + wlz]k =0
qui est bien équivalente & la précédente d’aprés la relation d’antisymétrie wlokij +
(=)™ = 0.

Enfin, les termes en Y7 Z? donnent :

Ow?. Ow?. ol . NGB
g (i+7).k p2 _ 1\k ] .k Y%k qy\i(kg) Tk —
ok = (DR — (~1)F D) — (~1)EEE ()il 2

(1
En développant chaque terme et en regroupant suivant les termes linéaires en w ),
quadratiques en uy), linéaires en u(y) et les autres, on a :
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(3.4.6)
(_1)z.l auk] _(_1)j.k+(z+J+k).l auz]_(_l)z.l+].k alzzk +(_1)Z.(k+])+j.l 851 _ (_1)(z+j).kw10kij
(3.4.7)
0 0 0
awmlij + (_1)m.(i+j+k+l)+(i+j).k a“’lkz‘j _ (_1)(i+j).k+l.(i+j+k) 8wmkij _ (_1)j.k awmlik
ouk oum ou! ou’
0wl
—q)iktg) 2k
+(—1) Sl 0

ac(wlokij) =0

0
ax(wkij) =0
Grace aux deux derniéres équations, on peut enfin déterminer la nature des coeffi-
: : : 0 _ 0 0 _,0
cients de la forme symplectique w puisque wy,;; = Wy, (u) et Whij = wkij(é?, u).

Proposition 3.30. — Soit w une forme symplectique locale homogéne d’ordre 2 res-
treinte, alors

(i) wz-zj = (ng)o + H(w?j)l ot (w%)o et (wfj)l sont les coefficients de 2 métriques sur
M’ 90 et g1-

(ii) wgij = (wgij)o(u)—i—e(wgij)l ot pourt =0ett =1, les (wgij)t sont les coefficients de
Christoffel covariant (pour la métrique g;) d’une connexion YV sur M compatible
avec la métrique gy.

(iii) les coefficients w%kl sont les coefficients d’un 4 tenseur covariant sur M.

0

ij S€ transforment suivant :

Démonstration. — D’aprés 3.7, les coefficients w

8u'l aulk aulk
'lw(( B Jwpy + DZ(W)WI?Z

)

On en déduit donc que les w?j i Se transforment comme les coefficients d’un 4-tenseur
covariant et que

m m n
ou'™ ou'™ ou” 4

) 82ull aulm 9
S
Oui Quk oyt tnm

: —w
Oukdut Qui

0 _ (_ 1)(i+l+n+k) .m4(l+i).n

wikj — (_1)j.(i+k+l

0
kij
g; d’une connexion V; sur M.

La compatibilité avec la métrique est simplement donnée par la relation d’antisymé-

trie 3.4.3.

cad que les (wy,.); sont bien les coefficients de Christoffel covariants pour la métrique

O

Maintenant grace a la relation d’antisymétrie sur les coefficients w;jz; et la relation
3.4.5, on a que les coefficients w;ji; sont antisymétriques en les trois derniers indices.

D’aprés la relation 3.4.6, le membre de gauche étant antisymétrique en k, [, il en va
de méme pour wy;; et ainsi les coefficients w;jr; sont complétement antisymétriques!
Ce sont donc les coefficients d’une 4-forme sur M que 1'on notera Z.

Et 3.4.7 est équivalente & la fermeture de cette forme.
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On peut remarquer ’analogie des relations 3.4.3, 3.4.4 et 3.4.6 avec les relations 3.3.9,

3.3.11 et 3.3.10.
On en conclut que les coefficients covariants des torsions Ty et T} respectivement de
Vo et V1 sont les coeflicients de trois formes sur la supervariété M et que :

dly ==

dIh =0

Et ainsi, 'on obtient le théoréme de classification suivant :

Théoréme 3.31. — Les formes symplectiques locales homogénes d’ordre 2 restreintes
sont en bijection avec les quadruplets (go, Vo, g1, V1) ot
(i) go et g1 sont des métriques Riemaniennes sur M
(ii) Vg est une connezion compatible avec la métrique go telle que la torsion covariante
Ty soit une 3-forme sur M.
(i) V1 est une connexion compatible avec la métrique g1 telle que la torsion covariante
Ty soit une 3-forme fermée sur M.

La bijection est donnée par :

X, Y )w = (—1) XY / L(X, (Vo)5Y)go + 1(X, (V1)5Y )10 + o(X, Y, 4, 4)(dTh)

Uk
Démonstration. — Il suffit simplement de vérifier la bijection. Or,
oYy" ; . . . -
ViY = u’(g)wai + (=1 Fufy YT,05 = (De)* (Y0, + Yiufy Iy, 07

et si g est une métrique, on a :

(X, V5Y)g = (—1)Y I XI(D)2(Y ) gyt (—1) DIV Tuly T gy = (—1)79 X (D)2(Y ) gij+

(7 1 ) (Yi+k).j qu/(€2) Fikj

et si wjj sont les coefficients de d1j, on a :

(X, Y,"y,"y)(dTo) _ (_1)Yi.j+(k+1).(z’+j)+(l+1).(i+j+k)ijiu’(fl)ul(l)wlkij

L’expression sous le signe intégral correspond alors bien a

(_1)Yi.ijy(i2)wi2j + (_1)yi.ijyj(_1)j.kul(~32)wl()kj 1
—i—(—l)Yl-J'XjYi(—1)(i+j)'(k+l)+(l+1)'k§u’(‘31)ul(1)wl(]kij
O

3.4.3. Formes locales homogénes d’ordre 2 générales. —

On regarde maintenant toutes les formes locales homogénes d’ordre 2. Elles s’écrivent :

U(X,Y)w = /g 1‘1(—1)X+Y(—1)Y”Xj (Yoywi; + (=D P Y wl; + Yiul)
avec
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w?j = w?j (x,u)

o 1 .
0 (RHD++D) R k10 Kk k 0
Wiy = (=)D +ED 5“(1)“(1)“1141']'(957“) + (=1 uyywip (2, u)
avec wiy; = —(=1)MFwp.
Proposition 3.32. — La condition d’antisymétrie se traduit par les relations :
Oy (wf]) =0
o= (-1
1 _
6c(wkij) =0
wliij = (_1)1]"‘)1}:ji
ik 0 j.(i+k) 0 1 (i+7).k 0w
(3.4.8) (=) wig; + (=1) Wik = Wiij + (=1) Juk
. o Owk o Ow?r. .
0 C1Ved, 00 G kTl (k)L kL
(3.4.9) Wigi; + (=) wy = (=Y o (1) B
Démonstration. — Les relations d’antisymétrie s’écrivent :

w2 = (—1)i‘jw]2-i

Wi = (—l)i'jwjl-i

Wy = (D R) + (~DFHI k) ) + (-1 ()
Si on développe la derniére équation, on a (en utilisant les deux précédentes) :
(—1)¢ “)'(k“)*(l“)'kiu’(“l)ul(l)w?kifr(—1)J-ku’(“2)w?kj = (=183 ((—1)+a)-(kHD++1) &
1 . L o
5“?1)“%1)”?@' + (FDFufywi) (D) (DD EED ()M O(w) +

Ow}. 0w
(D) yuly 5,1 T weywhi)) + 0e(w) +uly 5o

Il suffit alors d’identifier les monémes polynomiaux en les ul(s).

La condition de fermeture s’écrit elle :
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0 = (_1)Zi.j(_1)(Yj+zz‘).(k:)YjZi %_(_1)3/,;@(_1)? (]+k)Y]Z’ awi?k
N (2) auk (2) 9,5 au]

; . w2

Z.(k Y.k i Y5k

D 2
(=) 7O ()TN B (7 7 ()R )

_(_1)k(_1)Z1,(j+1)(_1)(YJ+Z“r1)-(k+1)+i+ch(YjZZ1)(_
_(_1)Y-k(_1)Z -(J+k+1)(_1) +J+kyjz(1)(_1)( +J+k)~(l+1)ull) &jjk

(=)D (Y, 78 (1) DD,

1)) L

‘ , ; - it 0wy
+(_1)Z.(k+j+1)+3+k(_1)Y]~(k+1)y(ﬂ)Z (_1)( +J+k)~(l+1)ul(1 8u]i

+(_1)Z.(k+j)+j+k(_1)YJ (k+l)Y*(]1)ZE )( )(j+k).(i+1)wiljk
g S, ) »
HEDP )W (I 715 DAy 7 (1))
DE(—1) 259 (Y +2).(k+1) plyi i 8‘”10]‘
—(=1)" (=177 (=1) e %)

&uzk

_(—1\Y-R) (2 -GHR)yi 7
(- (1) Ry 71

i 18(,{)? . i - (.d(-]k
_(_1)Y.(k+1)(_ )Z (]—&—k‘—i—l)}/(j)z k +(_1)Z.(k+j+1)(_1)Yﬂ.kij( J

_(_1))/.]{)(_1)Z1 (]Jrk)}/(J)Zl( 1)(i+k).jw()ik + (—1)Z'(k+j)(—1)YJ'ijZZ2)(—1)(j+k)

En regroupant les termes en Y(JS )Z(Z'T), on obtient les équations suivantes :

Les termes en Y(9)Z donnent :

)0k _
out

Les termes en Y Z(5) donnent la relation équivalente :

(3.4.10) (—1)h0+k = (1) iy + wii

(%)?j B (_1)]-.,6 8wi2k
ouk ol

Comme précédemment, on peut ajouter ces deux equations et obtenir la relation :

+ (_1)(i+j).kwliij - ( 1)J . ?k?j + ( 1)Z]w jik — =0

(3.4.11)
Ow?; o Ow? L .
auZ]g ( )] kaatj;gk +(_1)l(j+k) 81‘;]6 +(_1)(l+j)'ku)]1:ij+(_1)l.jw01k w ik = 2( 1)j kw?k]

Les termes en Y(1)Z(z1) donnent :

(3.4.12) (—1)FFDFGL L (—1) ke +why =0

4

0

v
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Les termes en Y(]i)Zi donnent :

8wzl'k
(3.4.13) Tujz = (- 1)(l+k)3wlkw + (=1,
ot Tisé 0wy 1) (D) (D +(+1). kgl 0
ol 'on a utilisé que e (—1) U)W ki
(1)

Les termes en Y7 Zél) donnent la relation équivalente :

8wlli- i i 8“"1%1" Owl i
8uk] - (_1)( +7)k+( +J+k).laTlJ —(~1) ik 87j;k (— 1)( +g).kw?kij +wl()ijk -0

Enfin, les termes en Y7 Z’ donnent :

AW, Ow?. Ol 8
iy (i+7).k 2 _1\k N 1\ikY%ik i.(k+j) Ik
() ED ) — ()DL — (1R e Sk

1)
En développant chaque terme et en regroupant suivant les termes linéaires en uy),
quadratiques en uq), linéaires en wu(q) et les autres, on a :

(3.4.14)
(_1>z.l alzkj_(_l)].k—s—(z—i-]—&-k)l 8;}] ( 1)].kz+z.l azzék +<_1) t.(k+5)+1.4 85} — (_1)(1+J)-kwlokij
(3.4.15)
0 0
Pmiij (—1)l-<i+j+k>+<i+j)ka”m’m + (_1)m-<i+j+k+l)+(i+j>-kaleij — (_1)j-k7&*’%ﬁk
ouk oul oum ou’
oWl .
_1)i- (k) gk _
+(=1) 5y =

Oe(wikij) =0

O (%ij) =0
A ce stade, on peut remarquer que le probléme peut se scinder en deux. Toutes

les quantitées w;; . se décomposent sous la forme wy;.. = (wj;..)o + (w};..)10. Si I'on

7
observe les condftlons d’antisymétrie et de fermeture (et d’ 1nvar1ance) lon voit que
chaque équation peut s’écrire en remplacant tous les coefficients par soit leur partie
paire (---)p soit par leur partie impaire (---);.

On peut donc traiter a part la partie de w;; qui dépend explicitement de 6 et I'autre
qui n’en dépend pas.

Or, 'on a 8c(w,£ij) = 0, donc la partie en 6 est simplement la partie en 6 d’une forme
symplectique locale homogéne d’ordre 2 restreinte, définie par une métrique g; et une

connexion Vi compatible avec g; telle que la torsion covariante soit une 3-forme fermée.
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Proposition 3.33. — Soit w une forme symplectique locale homogéne d’ordre 2 alors
sa partie explicite en 0 s’écrit :

Sl RS T ARG

Dans la suite, on considére donc que les quantités ne dépendent plus explicitement
de . D’aprés les équations précédentes, elles ne dépendent pas de x non plus. On peut
donc déterminer la nature géométrique des coefficients.

Proposition 3.34. — Soit w une forme symplectique locale homogéne d’ordre 2 res-

treinte, alors
(i) Les ng sont les coefficients d’une métrique g sur M.
(ii) Les (ngij) sont les coefficients de Christoffel covariants d’une connexion V sur M.

(iii) Les wiljk sont les composantes du tenseur —V.g

Démonstration. — D’aprés les formules de changement de variables, on a :

n 1k
i+k). OU” OU”
oud oui F

et puisque w?j ne dépend pas de x, ce sont bien les coefficients d’une métrique sur M.

wh = (—1)

On a aussi :

b ulk
ou’

lai/l((au,k
oul * Out

Et si on ne garde que les termes en ué), on a :

ou™ au/l I ou'™ 0 . aQu/l )

i i du'*
wiy = (=) i + (=)™ Dol )wi) + D25 )i

(i+1).m

(—1)j'kul§2)w?kj =(-1)

cad ,
m m /
ou'™ ou™ ou” .

2.1 m
o ot ou™
Oui Ouk \ Gyi T Inm

: —w
Aukout ous I

w?kj — (_1)(i+l+k+n),m+n.(i+l) + (_1)j.(i+l+k)

0
ikj
V, covariants pour la métrique g.

De plus, d’aprés 3.4.8, les coefficients wiljk sont complétement déterminés par la mé-

trique et la connexion et d’aprés 3.3.8, (Vg)kij = 8k(wi2j)—(—1)(i+k)'jw?ki—(—1)i'kw?kj =

1
—Whj-

Les w?,.. se transforment bien comme les coeflicients de Christoffel d’une connexion

O]

D’apres 3.4.14, les coefficients w%kl sont complétement déterminés par la métrique
et la connexion. On cherche donc & montrer maintenant que la donnée d’une métrique
et d’'une connexion qui vérifient I’équation 3.4.10 est parfaitement suffisant pour déter-
miner la forme symplectique.

On peut remarquer que 3.4.8 implique directement la relation de symétrie en 4, j des
coeflicients wiij et couplée avec la relation 3.4.10 implique la relation 3.4.12.
En effet, d’une part, on trouve que :

wl}aij = (—1)(i+k)'jw?k' + (‘UMW?M - (—1)i'j8k(%2'i) = (—1)(i+k)'jTjki + (—1)"F Ty,

cad
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(3.4.16) Thij + (=1)" Tiji = —wy

Et ainsi :

()T + (= 1)””m +wly, = = (=D (T + (1) Thgi) — (=1 (Tyar, +
(_1)ZkT’]kl) - (T’ij + ( ) ]ka’) =0

par antisymétrie de la torsion en les deux premiers indices.

. L. 5 L, . 0 . 0 o
Il faut aussi vérifier qu'avec la définition des wiig Par 3.4.14, on a bien wy,. =

. o0 o Al
—(—1)k‘lwl0kij. Il nous suffit de montrer —(—1)"(1‘”1)% + (—1)3'(”’““)87;?“ =
0
(= 1))+ 3”?@ (1) kDL 8%1
ou’ ou’
0*wiy k1O | Owily

Or d’apreés 3.4.10 on a : (—l)i'(’“”)
629’1%1' = (1) a%kl
ouJ ou’ outoud’

et par symétrie

owou (=1) out oul

des termes on obtient bien la relation voulue!

La relation 3.4.9 se déduit directement de 3.4.14 et 3.4.8 par :

0 ij 0
Wiki; + (=) wij;

o 0w o . &u o 8w
(1) kA N\ GED (i) R gl k(i k) ik
(=1) ouk +(=1) ouk (=1) Oul
. o ow? i
_(_l)j.(z+k)+(z+]+k) Jkt
oul
1 2, 2 1 2 2
_ (_1)(i+j>.k% (_1)<i+j>.kM _ (_1)<i+j+k>.Z% _ (_1)<z‘+j+l).kh
ouk oukou! ou! oulouk
&ul o 8 ,i
_ (_1)(z+j) Ty (_1)(2+j+k) Z ki
ouk oul

La relation 3.4.13 se déduit directement de 3.4.14 et 3.4.8 et 3.4.10 par :

wlokij I (_1)i.k+j.(i+k)wlojik
R 7 Gw o o,
— (_1)etkl TRl Jo(itktl) Z gtk o qyik(itgk). ik
o o 8w?-k
7(71)k.(z+])(71)(z+j+k).l 8qu
2 92 1 2 2
_ (1) lRD L 0 Cik )ik 8“’”?3' — (=1)FHRHDFLE 0 Wik
ouiout o’ outout
_ &ulljk
out

Enfin, il ne reste plus qu’a montrer 3.4.15. On a d’aprés 3.4.14 les cinq égalités
suivantes :
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Owol.- . o 920 ) 0% . o520
miy_ _(—1)iAme (i) Wil —1)Em(i+g).l m) —1)@+D).m+id Z Zilm
ouF ( 8)2 o 8uk8um+( ) 8uk8ul+( ) Oukoud
(_1)(i+l+m).j+l.m Yilm
Oukout
8w0k'- ) o 9% ) 0% ) 520
mrY) _ ( q\i.k+m.(i+j+k Zk] _1\i.m+(i+7).k 1mj o i+k)m+ikZ Tikm
ot ( 1;2 0 " )8u18um (=1) ) 8ulauk+( DA outous
( )(H—k—i—m) Jt+k.m “ikm
8 la i
8 u'ou 62 0 62 0 820.)0
(_1)(i+j).k “ikij = (- ) Wil _(_1)j.k+(i+j+k) Wik _(_1)j.k+i.l ilk_
oum OumOuF Oumou! Oumous
(—1)i-k )L 0w,
Oumout
Ow? lik _ 0 . 92wy 4 4 920 4 920
T mlik —(—1)¢+m.(i+k+]) “ilk _1)i-m(it+k).l imk y (_ 1)(i+]).m+il Z Zilm Witm
oud (=1) Oud Qu™ (=1) 8uh9ul+( ) Oud OuF
(—1)(F+i+m) k+Llm O
Ouwl Ou?
2 .0 2.0 2 .0
a(“gmyk :_(_l)j‘l+m.(j+k+l)8aaﬂk (_1)j.m+(j+k).lgém’lf (_1)(j+l).m+j.lgél?z_
u® uwtou™ uou uwtou
(_1)(j+l+m).k+l.ma2w2lm
Outoul
Si on calcule la somme
GOZ o Y B o 0l oo
mlij L(itj+k)+(i+7) .k mkij | o \Nm.(ij+k+D)+(i+5).k Lk Gk Y¥mlik
ouk 8(01) ou! +=D oum -1 oul *
- (kt5) ik
(_1)1‘(k+y)743
ou’
on trouve :
2,0
:_(_1)1.(i+j+k)((_1)(i+k).m+]ka wzkm ( 1)(1+m)]+k(z+m)8&) ( 1)j.k(_1)i.m+(i+k) 8 wzmk+
2,0 oulous oulou? Oul Oul
(—1)E(td) (—1)FmA(+HR)-L 19 Yimk
Outou!

Et en appliquant 3.4.10, on trouve que cette somme vaut :

. < 0% 82 0
— _(_1\GHR) 1)\ (Gt+Ek).mtjk tkm Wimk
A Guout ~ V" gwond)
+(_1)l.(j+k)(_1>(i+m).j+k.(i+m)(a2 ?km (_ )k 0w ?mk)
Ouldul Auidut
. o 832 . o 83w?
— (=R (R (itiAm) 2 Fkm\EGHR) (_qyidtkGtitm) T km
(=1) (=1) Oud Oul dut (=1) (=1) Autoul dus

=0

et ainsi 3.4.15 est bien vérifiée.
En termes géométriques, la condition 3.4.10 sous la forme 3.4.16 s’interpréte de la
facon suivante : VX,Y,Z € TM,
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L(Xv Y)VZ(Q) = (_1)(X+Y).Z)L(Z’ L(Xv Y)T)g + (_1)X.YL(Y’ L(X’ Z)T)g

On peut maintenant énoncer le théoréme de classification.

Théoréme 3.35. — Soit M une supervariété. Les formes symplectiques locales homo-
génes d’ordre 2 sur SLM sont en bijection avec les quadruplets (g,V, g1, V1) tels que :

(i) g et g1 sont deux métriques Riemaniennes sur M.
(ii) V est une connexion sur M dont la torsion T' vérifie :

VX,Y,Z e TM, «(X,Y)Vz(g) = (-1)X 22 (X, Y)T)g+(—1) XY (Y, (X, Z)T)g

(iii) V1 est une connexion sur M dont la torsion covariante (pour gi) est une 3-forme
fermée.

On note R la courbure de la connexion V. La bijection est alors donnée par la
formule :

U(X,)Y)w = fgul L(X)Vﬁ(L(v&Y)g)'i‘
L3, (5, X, V) RAH(=1) DYV, 4, X) R—(=1) ¥ (X, V) V5(1))g+u(X, (V1)5Y ) gr
Démonstration. — Comme précédemment, il suffit de vérifier la bijection.

Regardons V4T

v, T

= Vl(duidujﬂ’;-(‘)k)

= —(=1)™dumT! dw TEO, — (—1) ™ duidu™ T TEOy, + (—1) ) du’ du? 9y(TF) 0,
+(—D)Mdu' d! T T} O

= du'du! (—(=1)"HEEMERTE S (~)EHIRTE 4+ (-1 (TS + (- 1) ™ T Ty, 0

Pour les coefficients covariants, on a :

O (gi7) = (=175 + (—1)UFRDy . — (—)kFD ]

Et ainsi :

0Ty

. 8T~mgmk
— _1)(z+j+m).k j
dul (

oul

L ot " DGk
_ (_1)(z+j+m).k J gmk+(_1)(z+j+m).(l+k)Tm7m
ou! Y oul
o
— (_1)(l+]+m).k‘ 8u§ Gk

+(_1)(i+j+m).(l+k)ﬂ1}¢((_1)l.krmlk + (_1)m.(l+k)rklm _ (_1)1.(k+m)wl1mk)
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Et donc, en abaissant I'indice, on a les coordonnées suivantes :

UNViT))9)ijk

(
_ ( 1) (i4+7+l+s).k ( ( l)zl+] H—H—m)r

m]

(=) FO(T) + (~1)™ T T5) g

_ ( l)z A4 (i Hm)+ G+ 4m). kaijk _ (_1)(2+J) A4+-(HHm). kaszk
(1) DDk, (T8 g + (—1)mF Ok pmp,

= (- 1)2 A4 (G +m) 4+ (i+H+m). kaijk _ (_1)(z+]) A4+(G+H4m). kaszk

(_1)(i+j).l+l.k8§ial‘k_(_1)(z’+j+l).kTirjanlm + (=1 )(2+J+m) kTm
u

_l’_

Wimk
Et ainsi :

(=D (5, (X, Y)V5(T))g

_ (_1)X+Y+Ya(j+k)+XJ.k+(z+1).(z‘+j+k)ui(el)XjYiul()(_( 1)zl+J (iHl+m)+(i+14+m). kaijk

_(_1)(z+j).l—|—(]+l+m).krnlzj—;mk+(_1)(z+]).l+l.k7]k ( 1)(z+])kTkalm ( 1)(z+j+m)kmelmk)

oul
= (VXTI (< (- FE AT, ()T
8’1—; i+J m ] m)m
+ 8u]lk —(—1)(+j)'(k+l)Tij Ty + (— 1)) -(4R) k- (m) ot e)
_ (_1)Yi-j+(l+1)-k‘XjYiul(€1)ul(l)(_(_1) J.(i+m)+(i+1+m). kaTm]k _ (_1)(]+l+m) krmszk
T.. , ,
(—1)l"“86;§k—(—1)(”“ (kLR (—1) DRI Y
Or
Rijkl _ ( )(1+]+k+m) lRm i
L (9 " ory
= (g (kO ()R g — (1) T )
L T A orm o
_ (_1)(z+g+k+m) 6uk gml _ (_1)].k(_1)(z+]+k+m)l " ijgml + (- )(Z+]+S)'(k+l)rijskl
_(_1)(1+S)(]+l)+l krfkrs‘jl

Et finalement

Riju = (_1)k.laari]]€‘l _ (_1)j-(k+l)8;i;?l (—1)0+)-(R)+. ’“FmF .
u U
+(—1)(i+k).(l+j)+(l+k)-jF;ZFljm + (_1)(i+]) (l—l—k)rmwklm (— 1)j.k(_1)(i+k).(l+j)rlfr]£wj1lm

On calcule alors Ry + (—1)"UFD Ry,
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On a :
R + (—1)i'(j+l)Rﬂik
Ok ; O i m
= (—1)M aqu _ (71)3.(k+l) e — (= 1)(+]) (I+k)+L. ket i
+<_1)(i+l).(k+j)+(l+k).jrmrk, ( )(1+]) (lJrk)me e — ( 1)j.l(_1>(l+l) (kJrj)Pm Whem
(1) (21 )maafyik - 1)z.<k+i)8arﬂk ()R,
+(_1)(j+i).(k+l)+(i+k) lrmrkl ( 1)(]+l) (Hk)rgzwzkm B (_1)l.i(_1)(i+j).(k+l) ?Z’Wllkm)
oI or oT;
_ (j+k+1).s 9L jlk j.(k+1) OL itk _1\ki1Ytigk
(1) S — (-1 (S
—(=1)0H)-(HR)HL. kT'kalm + (=1)EHD- (k+j)+(l+k).jFZLTkjm _ (_1)(i+j+l)-kr‘;7;Tkim
+<_1)(i+J) (l+k)me1km + (_1)(i+l),(k+j)+l.jrmrjkm _ (_1)(j+l).krgrlz o
_(_1)}[(_ )(l+l) (k+])rg?w]1km + (_ )(]+l) krjlwzkm
Maintenant, en utilisant 3.4.16, sous les formes Tipy = —(—1)¥"Thn — wh et
X ikm
Tjkm = (_1)(k+J).mejk — w}km? on a :
Rijie + (—1)"UH) Ry
. JI' - or; oT;;
— (_1\GHRtD). Y gk §.(k+1) Y1 ilk _\k1YLgk
(=1) out - (=D oul +(=1) oul
_(_1)(i+j)-(l+k)+l kT‘kalm _ (_1)(i+l)-(k+j)+l-jp;,vlw(_1)(k‘+j)-mejk _ (_1)(J+l+m) kaT
+(_1)(i+j) (l+k)melkm + (_1)(i+l).(k+j)+l.jrzlrjkm - (_1)(]+l)k11;7; m
Or,
(¥, 0%, X, Y)R)g
= (—1)XHYH1m)ky, I(c)( )(Yz (HD)+X7. l)u( )XJY R’legmk
= (~1)UDR(1)Y IXTY by Riji
et
()XY (5,0(Y, 4, X)R)g ,
= (-1) (XH1).Y H(X+Y +1+m).ky, l(c)(_1)(XJ.(z’+l)+(l+1).iyiul(l)XjR;rlzigmk
=(-1) (X 4Y T +1+1).k+(k+1). (Y7~+XJ)( 1)(Xj.(i+l)+(l+1).(z’+X7')+Yi.Xjijiuégl)ul(l)Rﬂik
( 1)1 JHLi+(141) k( )Y’jX]Y'L ](Cl) 8 )leik

et

ainsi :

imk



u(,
_ (_1)(1+l).k(_1)Yi.ijyiuk
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(9, X, Y)R)g + (=1)FFDYu(3,0(Y, 5, X)R)g — (1) ¥V u(3, (X, Y)V5(T))g

¥ D

(—1)EHDETIT )

On peut remarquer que :

o7,
_ (_1)(1+l).k(_1)Yi.ijyiuk ol ((_1)(J+k+l). 9

)-(

). (14+k)+. k+m (p+l+k)rmrp  Gpm
i)-(

-

)
)
I+k)+1.k+ +I1+k)+ m P
) p-(p )+p. Fz] GmplD,
l+k)+l.k+p-(p+l+k+z+j)r F

(3, X, Y)R)g + (=) TIYu(3,0(Y, 4, X)R)g — (1) XV u(%, (X, Y)V5(T))g

(1)7(1) out oul

(=1)"UHDTRT jun)

Puisque (Vi(9))i; = —w,}:ijk, ona:
—(=1)"uX, V5Y)V;(g) ,
= (=1)YHO DGR+ XT D (V) (1)“’1%3+(—1)Y+Y’+(Y’+1+z+m)J+(k+1) (J+m) xiyiy!
_ ( 1)Y GHD)+E(+)) X D (YZ) ufy )wé”_,'_( l)Y .]+k+1+(z+m).]+k.(z+])Xjqul(cl)u(l)rznl@wkmj
Maintenant,
(V5)?Y
k k+s+1, k ! Yigl k I pm
= (s+2)W()ai + (1) u(s+1)u(r+l)W8i +(=nT U(s+1)WI€)U(1)Fu
1 Yik Y’Ll—\ a Y?. k+k+1 k} l 8Yl 1"] 8
+(=1) “(2) w0+ (=1) U )“(s+1)8u( ik
s)
i 261—‘1 Q 47 iTg m
+(_1)Y .(k+l)+k+1ué€1)ul(1)y a lka + ( )Y .(k+l)+k’+1+l.( +]+k)ulgtl)ul(1)y I\’Zkl—\]l o
= (D)2(YHI; + (—1)Y *uby YT, 05 + (1M Y il ol argka
e i @F Lk (1H¥(1) gyl

H( )T ) T, 0
2 8ul
(= 1)1(”7””“)1“ 1“9 = (= 1)k.(i+m)rg’ff‘fnk)8j

1)k N anl

(D) (YD + (1) Ml YT0; + (1M Y 'l yuy ok

)05 —

—_

(_1)k+lyiul(€1)“l(1)

O |

Et ainsi,

ul  ((=1)tk+D- M_<_1)j~(k+l)(§$f+(_ )i+ (k)G pm

Lk ; 8lek ; Nl i Tom
J _(_1)3.(1@“)7‘_’_(_ )(+l).(k+])+l.]1’wilr.

Jjkm—

Jjkm—

gy DUl Wi )



118 CHAPITRE 3. STRUCTURES SYMPLECTIQUES SUR L’ESPACE DES S!l!SUPERLACETS

UX, (V5)*Y)g
= (=D)"IXI(De)* (Y gij + (—1) T HRIYR X0 YTy,

i ) i 1 0L ; ol
+(_1)(Y +k).j(_1)k+1XgY “?1)“%1)5( aulj - (_1)].(k+l)+k.l 8u1€3)
1

) i+m i 1 7 7
+(_1)Y .J(_l)k+1(_1)l ke (it )X]Y u(l) ( ) (( 1)( - lekwlm] (_1) o +j+l)F7,l Wi ])

Finalement,

UX)V5((V4Y)g)
= X, (V&)QY)Q—(—1)YL(X7V'Y)V'( )
_ (_1)Yi.ij(Dc)2(Yi)gij + (_1) C(F+1)+k. (l+])X]D (Yz) uf) )wkm + (_1)(Yi+k).j+Yi‘ka

ufyY T + (D) DMV gy 5 (5 - (CD)PETTR
_(_1)(Y’L+1)](_1)k+1(_1)(2+k)lijlul(Cl)ul(l) (FZLC im — (_1)lk+’l(l+k‘)1—\;7 ]k‘m)

Et ainsi :

UX)V5(UV5Y)g) + (4, 13, X, V)R + (=) Y (Y, 5, X)R
—(=D)*UX, Y)V4(T))g
_ (_ )YZ_JXJ<DC) (Yl)gij—i-(—l) (1) +k. (z—i—g)XjD (YZ) ()wmj +(_1)(y1+k).j+Y1.ka
, i o 1 ol or
E yip YD 1\k (1) ik 1 Lo oqngaYrtilg 1)+ .k kG tkj
Uiy Y Ty + (=1) 17 (1) XY ugyyu 5 (1) 530 = (=1)¥ 5l

oI or
(j+k+1).5 YL jlk g.(k+1) Y2 ilk
+(-1) oo — (FLP D)

Or on a pour 'ordre 2 homogeéne :

(—1)Y " GHs)+(+i)-s XY wiy = (—1)Yi~ijYi)w?j—i-(—l)yi'(j*l) D EXTYu (I)w,ﬂj

(2

; P o 1 éhul

(Yitk). ik .0 1\ i(_ (D)D) E Sk L (— ilj

+ (-1) JXIY 'y Uy Wik T (=) I XIYH(—1)0 5 (1)“(1)(( 1)i Sk

_1\j-k+(i+5+k).1 Zk] _(_1\J-k+il ilk _1\e(k+g) L ok Jlk
(=1) oul (=1) oud +(=1) out )

Corollaire 3.36. — Si V est compatible avec la métrique g, alors

(XY= [ XT3V )0 = 500X Y) T3 T)g (X (F1)5Y
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La proposition suivante, qui est plus une remarque qu’une vraie proposition, fait le
lien entre le classique et le super.

Proposition 3.37. — On peut identifier les formes symplectiques homogeénes locales
d’ordre 1 avec la partie dépendant explicitement de 0 cad [ (X, (V1)5)g10 des formes
symplectiques homogeénes locales d’ordre 2.

3.5. Formes locales homogénes d’ordre 3

Pour les formes symplectiques homogénes d’ordre 3, nos calculs n’ont pas abouti. L’on
donne alors simplement quelques résultats pour donner un apercu, d’une part de 'effort
calculatoire que cela représente et d’autre part, une idée des structures géométriques
qui interviennent.

D’apres les résultats du cas général et par analogie avec le cas classique, on peut
espérer obtenir une classification des formes symplectiques locales homogénes d’ordre 3
a l'aide de formes presque symplectiques et de connexions symplectiques sur la variété
M.

L’on termine cette section en donnant un exemple simple de forme locale homogéne
d’ordre 3.

3.5.1. Connexion symplectique sur une supervariété. —

Soit M une supervariété munie d’une forme presque symplectique w, cad que w est
simplement une 2-forme non dégénérée sur M.

Une connexion est dite symplectique si elle est compatible avec w cad si Viyw =
Vi(du' @ du/w;j) = 0, Vk. Explicitons cette relation en coordonnées, on a :

Vi(du® @ duw;;) .
= —(—l)l"’“du'llﬂ'fk ® dujgij - (.—1)("+l)'kdu" ® c'lu'llﬂgkwi'j + (—l)k'(i+j)dui ® duj'ak‘(wijl)
= — (=)D gy @ duiTh wyy — (1)) +Fdy @ duJI‘gkwil + (=1 gyt @
du? O (wij)

L’abaissement des indices se fait maintenant au moyen de la forme symplectique et
non plus au moyen de la métrique. Les coefficients de Christoffel covariants sont ainsi
définis par la méme formule que dans le cas riemanien, cad :

Dijk = (—1)(i+j+l)'kFi~jw1k
Proposition 3.38. — Une connexion V donnée par ses coefficients de Christoffel Ffj
est compatible avec la forme symplectique w = duidujwij S8 -
On(wig) = (—1) Ty — (=)0
Pour des résultats détaillés sur les connexions symplectiques, on renvoie & [BCG™06]
et [BC99|.

Puisque plusieurs connexions symplectiques apparaissent dans les équations qui
suivent, on peut citer la proposition suivante :
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Proposition 3.39. — Soit M une variété symplectique. L’espace des connezxions sym-
plectiques est un espace affine de direction [’espace vectoriel des 3-tenseurs covariants
complétement symétriques de M.

Autrement dit, la différence des coefficients de Christoffel covariants de deux

connexions symplectiques est un 3-tenseur covariant complétement symétrique.

En reprenant la démonstration du cas riemanien, on voit que les coefficients de Chris-
toffel covariants se transforment selon :

(3.5.1)
" - ouF oul o’ , Put oud
F/ — (-1 k.(i+j+m~+n)+j.(i+m) ¥ 7Fz 1 (m+n+i)o_ ~ ©»  YH i
mno = (—1) Ou'° Oum O™ Ik +(-1) U Ou™ au/ow J

La torsion et la courbure d’une connexion sont définies comme la torsion et la courbure
d’une connexion habituelle.
Et on a toujours les formules :

Tije = Tijk — (1) Tjix

Et dans le cas d’une connexion symplectique :

ol ar; .
Rijkl _ (_1)l~<:l67u7zljC B 8lekl i (_1)lkl—\;z iim + (_1)(l+k)]1—‘;7rzkm

Ot 'on a utilisé I'équivalent de la relation 3.4.2, qui dans le cas symplectique devient :

(_1)j.(k+l)

(3.5.2) DT gy = —(=1)RTRT

Il suffit de reprendre la démonstration du cas riemanien et d’utiliser I'antisymétrie
de la forme w;; & la place de la symétrie de la métrique.

On pourra donc remarquer les changements de signe dans ’expression :

k1 Olijt

( Ol
ouk j

—1)J-(k+D)
) ow’

Rijkl _ (_1) +(_1)(i+j).(l+k)+l.krij Flkm_(_1)(i—i—k).(l+j)+(l+k).jr;(z]:‘ljm

ceci étant du au fait que l'on a :

(3.5.3)
O ; L ory i " "
BTz’Z?l — (_1)(z+y+m).lﬁgml + (—1)titit )'(Hk)rij((—l)l'kaM B CRCE0) .

3.5.2. Formes locales homogénes d’ordre 3. —

Définition 57 — Soit M wune supervariété. Une forme locale homogéne d’ordre 3

s’écrit :

WX, Y )w = / (1) ()Y O X ()Y DY Wf 4V wd (- 1)V DY wl Vil
SRS

avec

w% = w% (x,0,u’)
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W = (=)D bRy W2 (0,0

o 1 . . .
wilj = (—1)(Hl)'(lﬂ)ﬂlﬂ)'k5“?1)“%1)”111%@']'(ffv»‘97 u') + (—1)j'kulf2)wz'1kj($a 0,u’)
w% _ (_1)(k+l+m+1).(i+j)+(l+m).k+(m+1).léuéﬂl)ul(l)u?{)wgﬂkij(l.’ 0, uz)

+(_1)(k+l+l).(i+j)+(l+1).kul(cQ)ul(l)wlOkij(x’97ui)+(_1)(i+j).(k+l)+i.kul(c WO (x’g’ui)

3)Wik;j
tels que :
1k
Wik = — (=1 Wiy
et
Wi = — (DM s = = (DRl
Proposition 3.40. — La condition d’antisymétrie impose aux coefficients de vérifier
les relations suivantes :
8c(w,?j) =0
8x(wz‘2kj) =0
8C(wz‘lk]) =0
8C(wl1kij) =0
oy =~
. Ow3,
k 2 (j+k), 2 ij
(=) wi; — (1) Pwy, = Ouk
ow3
k1 (j+k), 1 J
(=) wipj — (1) wjy, Ouk
wllkij = (—1)Z'lelka'
( Wik (151 “mkis b (i) i
0 g 0 _ (it +k+ ij L(i+j+k) “mkij (i45) Zmlij
Wiy T (=) wige = (=1)™ Bum (=1~ ou T (="t Y
0 ij 0 1 i.l+k.(i+j)8wi2lj (k+1). (i) +1.k 0w} L.(i+5)+(i+1) .k
Wigij (=) Wi = Wy +(=1) W_(_l) WH—U
) . . ) ) 0w,
(—1)Z'kwgkj + (—1)(”’“)%?“ = (—1)Z'k%1kj + (—1)Z'sz'2kj — (=)D H 81;’3
Démonstration. —
Les conditions d’antisymétrie s’écrivent :
W = (1) (W) — (~1) ) )
Wilj = ( 1)”(%11 - w?i)(?).) . o
wiy = —(=1)" (W) = (=)™ (wj)a) — W) + (1) (wh)(s)
Ou encore :
(_1)(i+j)-(k4;1)+i-ku(cl)wi2kj _ (—1)1'-1'(—1)(i+j)-(’f+1)+j-ku§1)w]2.ki — (—1)i+j86(w§j) +
(_1)i+jukz &UU
(1) Gy k

Ce qui implique :

1
Gwikj

oul
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3c(w%~) =0
o Ow3;
k, 2 i(j+k), 2 i
(1) Fwi; — (1) U )ijz 8ukj

Les termes en w! donnent :
L 1 .
(_1)(k+l).(z+j)+(l+1).k§ul(cl)ul(l)wllkij + (_1)].kuk 1 _
.. L 1 ..
(_1)z.j(_1)(k+l).(z+])+(l+1).k§u€c1)ul(1)wllkji + (_1)1.(J+k)ul€2)w}ki

Et ainsi :

1 i 1
Wikij = (‘U”%kji

. o Ow3;
k1 i.(j+k), 1 __ 2]
(1) Fwi; — (1) B )wjkz' = Ouk

Et enfin , & 'aide de ’avant-derniére équation, la derniére peut s’écrire :
wyy = —(=1)"w); + (1) (wi;) ) + W) @) — (=)™ (W) )
De plus, on a :

ow?, Pwy;

— .k ) kyk o1
<w?j)(3) = UE) Gk +(-1) Y@)"1) gl

(w?j)@) _ (_1)(k:+1).(i+j)+i.kul(vl)8x(wi2kj) + (_1)(k+1).(i+j)+i.kuk wizkj

(3)
o ) Owiz,
_|_(_1)(H—l).(1+J+k)+z.lul(62)ul(l) 8ukj
et .
(wii)) = (—1)(Hl)'(iﬂ)ﬂl“)'kﬂ%5“?1)“l(1)ac(wzlkij)+(—1)(k+l)'(i+j)+(l+l)'kuk

. 4 e 1 Wik
(_1)(y+1).kuk2 ) (wilkj)+(_1)].kuk wilkj_i_(_l)(kJrl).(+J)+(l+1).k+l+k§ul(cl)ul u J

(2)7¢ (3) (D)7 (1) Goym
) &uilk-
(_1>J.k+ku€2)ué1) 8ul]

Et par identification, on a les résultats.
O

A Taide des relations de changements de variables et des relations d’antisymétrie, on
peut identifier les objets géométriques suivants.

Proposition 3.41. —

3
]
(ii) Les coefficients (w?kj)o et w}kj sont les coefficients de Christoffel covariants de

connexions symplectiques sur M.

1) Les coefficients w?. sont les coefficients d’une forme presque symplectique sur M.
presq ymp q

()0 @k +
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La condition de fermeture s’écrit :

0 = (_1>Z .(]—i—l)(_l)(YH-Z +1).k+ +]Y]2(3) aukj _ (_l)Y.(k)(_l)Z .(]+k+l)(_1)z+J+kijEB) 8UZJk
. A &/ﬁ A i 2
+(_1)Z-(k+3+1)+y+k( )YJ (k+1)y(J)Zz o + (- ) J(—1 )(Y“rZ ) (k)yjz( )8uk
y o ow?
_(_1)k(_1)Z .](_1)(Y]+Z )(k+1)D (YJZ(Z)awkl )
Y1)
_(_N\Yk(_\Z'.(J+E) (T 7t zk _1\Y/(_1\Z'T i ik
(=1)"*(=1) (Y7 Z(y) i + (=17 (1) Y 2y au{l))
Z.(k+5) ik i 09 why Zvri 0wy
HEH RO 2+ 1Y
1 1
+(—1)Zi‘(j+1)(—1)(Yj+Zi+1)'k+i+ijZg1) ?;Ul]g B (_1)Zi.(j+1)(_1)(YJ+ZZ+1) (k)+z+yD2(YJZ(1)§W” )
u
U(2)
i S o . ow}
_(_1)k(_1)Z .(3+1)(_1)(YJ+Z +1)‘(k+1)+Z+JDg(YjZ( )au J )
1
— (=)D () Ry 7 S ()P D () 2 URR ()t 7 ke
ouwJ 1) au{n
. 1 1
*(*1)Yk(*1)zl‘(j+k+1)(*1)l+j+kY'(JQ)ZE ik 8wzk i (71)2.(k+j+1)+j+k( )YJ (k—}—l)Yv(J)Zz aw,k
8u€2) ou?
Z.(k4)+j+k (1 Y7 .(k+1 ;0w Ptk Yk yd i Ok
+(-1) (k+5)+5+ (-1) (k+1)yJ Zi 7_‘_(_1) (k+j+1)+5+ (-1) (k+1)yJ i J
M) gy (122 gy
Y 2)
i i 7 ; ~8W?' i i Ow ?
+(_1)Z .](_1)(YJ+Z ).kijz 8ul§ _ (_1)2 . )( )(YH—Z ). kDQ(Ysz " )
Y(2)
0
c ouk
(1)
0
—i—(—l)k(—l)zi'j(—1)(Yj+Zi)'(k+1)D3(YjZi awij )
¢ auk
3)
7(71)Yk(71)Zi.(j+k) (Y]Zz awzk + Yv(jQ)Zz 8wzk ) ( 1)Y‘(k+l)(71)Z’ (]+k+1)(y'(J)Zz 6wzk
ou Dutyy dufy)
: oY,
J 7 ik
R
®3)
, ; . Ow O Ow? . Ow?
+(_1)Z.(k+j)(_I)Yﬂ.k(yjzz + Y]Z( 2 “ik ) + (_l)Z.(k—i-]-‘rl)( )YJ k(Ysz D Wik
8 8u’(2) 8u(1)
Ow?
Y Zlgy —3E
Y 2 50 )
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Proposition 3.42. — La condition de fermeture impose aux coefficients les relations

suivantes

2 ik 2 k 0
wijrp + (=1)7 wi, + (—1)”%1% + (= 1)] wip; =0

2
(=1 (i) +LE awﬂk _
out

(—1)kFD-(4a) k0 (=17 6ul] —(=1)"(=1)H +j+k)wlﬂk =0

k. .
(=1 (H—])wlkzg + (=) wiiip + wiijp =0

o Owl L -
(—1)1'(“])875 - (‘Uk'(zﬂ)wgukij - (—1)1']‘02113'% =0
uw
1)i-G+k+D) (1 k.lawjl'lk 1) (E+D-(i+7) ,0 1 awzk] 1)G+D-i+Lk)
(-1) (=1) W_(_ ) wiij + (= )7H 90 —(=1) lek =
3wl ol TN o 0wl
nmlij _( 1)]k nmlik + (_1)1.(]+k) nmle _ (_1)n.(z+]+l+m)+k.(z+j) mlkij +
ouk auj ou? ou™
0
(—1)m~(i+j+k+l>+k-(i+j)awL”“j _ (_1)l~(i+j+k)+k.(i+j)&Lm’“ij =0
oum™ oul
8%1 . NG A oWy . 0wl
(—1)% mkf +(—1)JkHL (5 +R) Oul] (— 1)]-16(_1)1-1—812;’“+(—1)Z-<k+a)(_1)3-l785i =
(—1)k'(i+j)<”?mj + Wiij
Démonstration. — Comme précédemment, on regroupe les termes suivant les Y, Z ).
Les termes en Y(3)Z donnent :
3 0 AW,
1 i.(k+j)+i+j+k8wjk (1) (k+D) Owyy, _1)k Wij -0
(=1) -— (=1 (D) o
out auzg) 8u(3)
AW,
Et puisque — 2 = (—1)+)-(k+1)+ik Wiy, ainsi :
u
3)
oo 8w3k
(_1)1.(k+J)67uji _w?jk+ (_ )]k ?k] -0
Les termes en Y(1)Z(y) donnent :
2 2 wl 0,
_( 1)]€ Ow 7'.7 . (_1)](/€+1) 8wlk 4 (_1)i.(k+j+1)+j+ka Jk + (_1)k aw]z] =0
J
8u(1) 8u(1) 8“(2) 8u(3)
Ou encore :

ik k
W?jk + (1) W?kj = (—1)”%1'1'1@ + (-1)7 w?k]



3.5. FORMES LOCALES HOMOGENES D’ORDRE 3 125

Les termes en Y(9)Z donnent :

0w 0wl Ow?. 4 0
(_1)1.(k+J)TJf _ TZJ + (_1)ch( kw ) — (_1)J.kaszk —
. U 6u(2) 8u(3) 8u(2)
u encore :
o Ow?, o . Owl :
(_1)z.(k+3)+(z+k).lué1) 1]# _(_1)(k+l)-(z+J)+l.kzul(1)w?kij+(_1)j.k(8c(w?kj)+ul(l) aulj)
_ (_1)J-k(_1)(J+l)~(Z+k)+l~Jul(l)w?jik =0
On en tire alors les deux relations suivantes :
8C(W?kj) =0
et
, , Ow? o oWy o o
(_1)1.(k+J+l)+l.k ajlk _(_1)(k+l).(z+j)+llkwl0k‘ ‘_I_(_l)jlk alllﬂj _(_1)2.](_1)1.(z+j+k)wl0jk —0
ul ! u !
De la premiere et a ’aide des relations d’antisymétrie, on a : Bc(wizk,j) =0.
Maintenant, on regarde les termes en Y(1)Z(y) :
1 1 1
(_1)i+jaLkU _ (_1)j-(k+1)(_1)i+j+k+1aij + (_1)i-(k’+j)+j+kaLiﬂk =
Outy uy) uiyy
Ou encore :
(—1)k'(i+j)wl1kij + (1) wy, + wipjp =0
On regarde les termes en Y(1)Z :
1 0 0
i (ki) ik Owj, 0w O iihe1) Ol _
(-1) St = (DR (CDFDE () - (—1p
5 ) U(3) uyy)
u encore :
o &u}nl " o .
(‘ULUHNWZ-] - (—1)]{'(“])602111@ - (—1)l'ngq,zjz'k =0
et
i.(j+k+1) k1 %)k (k+1).(i+5), 0 1 Ol (j+1).i+Lk), 0
(=1)V (-1* S (=D g+ (=1) ol (=)0 =0
0wl o 1 &u}nli. . Bw,}l-
oil on a utilisé aulg _ (_1)(l+m).(1+]+k)+(m+1).liul(l)u?}) auk] +(_1)(j+k).lul(2) 8ukj
et
8‘“’1‘03' — (1) (kHltmAL). (i) (1+m).k+(m+1) 1 Lo om0 1) (kHA1).(i45) L0
8uf) =(-1) §u(1)u(1)wmlk1j+(_ ) U(2) Wi
1

Enfin, on regarde les termes en Y Z.
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Ow?. Ow?l. Ow?: &uo ) . 0wl
iy 2 Yy _ (1D ij _1)kp3 )ik ik o qyi-(k+d) J{c _
D2~V DG )~ (I ) D

qui implique les résultats en développant les termes.

3.5.3. Un exemple de forme locale homogéne d’ordre 3. —

Afin de donner un apergu des formes locales homogénes d’ordre 3, 'on cherche a
déterminer un exemple le plus simple possible de forme locale homogéne d’ordre 3. On
peut déja supposer que tous les coefficients sont indépendants de x et . On note w la
forme presque symplectique sur M de coefficients w;;.

De plus, en regardant les formules de transformations lors de changements de coor-
données, on peut déja estimer quels termes peuvent étre identiquement nuls.

D’aprés la proposition 3.7, on a :

0wl out ou’

w;fll ( 1)(l+k) 8'01 (8'[)k ’L] + (W)(Q)w%)

ou’ 0%l
Et puisque, (W)(z) = vg)w, on peut supposer que les coefficients wllk,ij sont
tous nuls.
On a aussi :

i o, out ou' ou' - ot
off = (DG s D Gl G+ )

oul - 82ui 1ym 83 %
5o = U Gt + V" gt
On peut supposer que les coefficients w?nlk:z ; sont tous nuls.

Et puisque (

On obtient alors les équations suivantes :

wh = ~(~1)u
. ow?;
k k
(1)l — (1), = S
Ow3.
( 1)Jk zlk] ( 1) (]Jrk)w]kz* aulkj

k k
wip + (1) *wh; = (1) wiy, + (1) wy;

) (%ij B

(—1)H+) o0 w?jk + (-1 ?kj =0
ik 0 (i+k).§, 0 ik 1 ik 2 (i+j).kaw13j
( 1) wzk] + (_1) w]kz ( 1) wzk] + ( 1) wzk] - <_1) ouk
o . 0w o 9w o Owl .
0 i.7, 0 _ i.+k.(i+ ilj k+1).(i+ l.k 1) 1.(7 +(i+l).k ikj
Wiksg+ (= 1) T why = (=1)HHR ])W_(_l)( H)-liti)+ ERERAS) (9404 Il
(%J o 8wlk y ;
(_1> i.(k+j+)+1LE Z ( 1)(k+l).(z+J)+l.kwl0kij+(_1) l] (_1) .](_l)l © +j+k)wl]zk -0
8u ou
L awllk o (%)Zk N
(_1)1.(]+k+l)(_1)k.l 6;} . (_1)(k+l).(z+j)w2lij + (_1) aul] o (_1)(j+l).z+l.k)w?lik -0
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0wl . N B . O . . Ol
_1\id ilj _\G L G E) kg dk(_1\il ilk _1Ve(k+g) (_ 1)3- Jlk _
(- S () i~ (P Gl e S

Auk N
( ) (H_j)wlkz] + wklz]

Les trois premiéres équations sont résumées dans la proposition 3.41. Puisque les
coefficients w?jk sont les coefficients de Christoffel d’'une connexion symplectique, 'on
va supposer que celle-ci est la plus simple possible, cad sans torsion ni courbure. De plus,
on suppose que Vi, jk, w k= w ik La troisiéme équation disparait alors, la quatriéme
devient wikj = (—1)F kw ik; et implique alors la cinquiéme et la sixieme. Le systeme
d’équations précédentes devient alors :

= (19
ow?
( 1)] kw?k:] ( 1) (]+k)w]k2 8“13
wi; = (—1)7Fwl;
. . 0w o 9w N Ow?
0 ij, 0 _ P4k (i+ ilj k4+0).(i+5) .k ij LG+ 4+ ikj
Wiksi+ (= 1) T wh; = (—1)HR ])W_(_l)( »(5+d) WH—I)( ). Pl
, . &Jﬂlk o . aw?k. . o
(_1)1.(k+J+l)+l.kTqii_(_1)(k—&-l).(z-i-j)—&-l.kwl()kij+(_1)j.k aul] _(_1)1.](_1)1.(z+j+k)w10jik -0
il 8 L i awzk I
(—1) .(J+k:+l)( ) 351 — (- 1)(k+l).( +])w2”j + (_1) aulj (— 1)(]+Z). H'k)w?lik —0
(_1)z.l auk] +(_1)].k+l.(z+]+k) GUIJ_(_l)].k(_l)z.l azzék +(_1)z.(k+])(_1)j.l aéz —

k.(i45), 0 0
(=1) (Z+])wlkij+wklij

Proposition 3.43. —

Soit M une supervariété. Soit w une forme presque symplectique sur M et V une
connexion symplectique de torsion et de courbure nulle. Alors Uapplication Q telle que :
VX,Y € TSLM, 1(X,Y) :/ (—1D)* (X, (V4)*Y)w

S

est une forme symplectique sur SLM homogéne d’ordre 3.

Démonstration. — La deuxiéme équation permet d’écrire :
2 .3 2 2
1)k w0k (—1)i-G+R) wjpi _ Owh _ (_1)(j+k).l% _ (_1)i.(j+l)+k.l%
oul oul Aulduk oul ouk
on obtient ainsi la relation :
2
(3.5.4) (_1)j.k8wikj _ (_1)i.(j+k) awj/ﬂ _ (_1)(j+k) &'dll] _ (_l)i.(jJrl)JrklanlZ
oul oul oul ouk
On peut alors vérifier que :
1 , L Ow? N 8w o Ow? . Ow?
0 _ L qyiltkGitg) W o LGk Zk] J.(i+k+0) " gtk o Ni(+k) Yk
= 1 1 -1 ‘ 1 4

vérifie bien les quatre derniéres équations.
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En effet, on a :

2 2 2
w?k'j_{_(_l)i.jw;)kj' _ 1((_1)z‘.l+k.(z‘+g‘)%’illj+(_1)z.(i+j)+(i+l).k8;”ﬂlcj+(_1)j.(i+l)+k.(i+j)8;jk”+
g o2 i U U
2
w4, .
D)+ (i) i g~ gk
( ) oul )
82w3 1 . o 8w2l- N Ow? o
Et en remplagant ——"-, alaide de 3.5.4 par — ((—1)*k-(H3) L4 (— 1)L+ +HEFDE_Z5
&u-al? ou &u%k ou ou
(—1)7- (D +k-(i47) 8u]’“ — (1)L HOAD ki &JLZ ), on voit que la premiére équation
est bien vérifiée.
Pour la deuxiéme, on a :
, . 1 N Ow?,.. . Ow?
0 i+k).j+ik, 0 _ L(itg)+(i+1).k _ " ikj (i+k+l) Z 7 glk
Wiksj + (—D)ERIRGD, - = 5((—1) )+ (i) 2 T (—1)7 ¢ )W
2 2
(_1)(i—l—k).j—l—z’.k((_1)l.(i+k)+(i+l).j% + (_1)k~(i+j+l) 8"%1])
oul out
Or d’apres 3.5.4 et la torsion nulle, on a :
2 2
LR+ (z+l)gawwk B k.(i+j+l)awklj _ (L gk) DYk 0w, k(D a“’k{j
(1) +(=1) : (1) +(=1)
oul ou’ oul ou’
2 2
_ (1)U R R R) Owij n (_1)k.i+j.zawj{k
oul ou?
0w Oy

_ (_1)[.(i+j+k)+j.(z’+k)+(i+]) Z ik (_1)k.i+j.l

oul out

On en conclut que :

2
8wjlk

)(i+k).j+i.kwl0jik _ (_1)l‘(i+j)+(i+l) oo

Wi + (=1 Dol 1 (capsken

cad que la deuxiéme équation est bien vérifiée.
On procéde de méme pour les deux derniéres équations.

Ensuite, on peut d’abord remarquer que :
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(_l)i.(k+l)+k-lR. - (_1)k.(i+j)+i.le..k

_ (_1)i.(k+l)+k.l(( 1)! la;;’;] — (- 1) (J+l)aa€:]l€] _ (—1)l'jF§7 iem + (— 1)(l+]) kF i)
(= 1)kl 1)k 8§5zk (- 1)j.(i+k)% (=1)"* TPy, + (—1)HDITRTy,,)
_ 1y (k+l)+(]+k)18§;ll€j B (_1)k.(j+i)+i.laarl‘zll€j . (_1)j.(k+i)aar;];€ B Fl)i.kaar;zk
_(_1)i.(k+l)+(j+k:) lF' ikm+< 1)k (]+’)+”F lem—( 1)7 (k+z)F Fljm+( )sz AT
_ (1) (k+l)+(g+k)18§;llw _ (_1)k.(j+i)+i.laarui]l€j n (_1)j.(k+i+l)8;jék B (_1)i.(l+k)%

_2(_1)k.(j+l)+(i+]) A4 jl—‘?llrjkm

ou l'on a utilisé 3.5.2 pour simplifier les derniers termes.
Dans le cas ot la courbure et la torsion sont nulles, on a alors :

(3.5.5)
1 g9 ki »
§((_1)( +J+k).laTlJ_(_1)k.(j+ )

8Fl,~j

Ol L)k Ol
ouk

1)kt
+(=1) L A

) ( 1)(k+j).l+i.j]:w;?1—\kjm
Ceci permet d’écrire :

L Ow?. N
(71)k.(z+j)£ + (fl)(’“ﬂ)'l“ﬁfﬁljkjm

0
R
thij ouk

Et ainsi, 'application suivante :
(3.5.6)
fglll X+Y 1)Yl.ij((_1)Y'+z+yy(%)w -l-Y(Q)( 1)i+j+j‘kul(€1)wi2kj+( 1)Y1+Z+]+] ky(z) &) ij_{_

8wll N
auk] + (_1)(k+J).(z+l)1—‘ZLl‘\jkm)

Yi(—l)i+j+j'ku€€3)w12kj + Yz‘(_1)i+j+k+l.(j+k)ul(c2)ul(1) (

est bien une forme symplectique sur SLM.

Maintenant, on a :

V4 (Y) = De(Y); + (—1)" *ufy) Y T 0

) ; _ or’
(V4)?Y = (De)* (Y1), + (—1)" Fufyy YT,0; + (1) Y ufyufy, o —F0;

+(— 1>k+1+l (i+m+k)yiy, I(g) (1)szrml8'

et ainsi :
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(V4)’Y
= (DY) + (1) (D) (YTl + (—1)7 Y 'y T4.0; + Do(Y yufy T%.0;
. . , 3FJ ; " : ;
Y . k+Y'"+k, k Ty ik Y’+k+l. i+j+k)y i k l m

i or] ¥ i or; i ivi

oul oul
: . o217, or’
Y+l i, R l m Yitm.(i+j+k+1)+1+1y4 m ik 7o
+(=1) Yiutyuiyully 570 + (1) ’ Y utyyuinyuh) 5 2 Tmdo

+(_1)k+1+l.(i+m+k)Dc(Y )U(1)U(1)sz mlaj + (_1)Y1+k+1+l.(i+m+k)y u(2)u(1) ik:r aj

@ i+m i mJ i i+n 7 m Fz
(-1 Ry ufyyufg DTS, 0) + (—1)Y HHILeT Ty ufyulyyulh 0 kT ,0)

or’
L (i k) . (ke n W T L
+(=1)¥ PEEEEEY Ty ulay uh) Lk G O
(= 1)Y ‘4141 (i+n+k)+m. (Z+J+’f+l)Y’u( )u(1) ()szF ij&,
= (D)*(Y")0;
+(=1) (D) (V)T

+Dc(YZ)U(2) 01

; or’ : .
+(=1)F D (Y )Uﬁ)uh)(ﬁ + (—1)l'(z+m+k)I’ikFinl)8j

+(=1)" Y ufy 1,9

k1 O

ouk

9’1,

oumoul
l.(t4+n+k)+m.(i+k+n)pn 8F(r)zl

(MR Gk S

+< l)l (i+n+k)+m. (z+y+k+l)r F] Fo )8

+(=D)Y Y Tl uly (1) + (~1)REITET™ g,

DY gy

On peut remarquer que 'on a :

or’ , ,
( )k:—HD (Y’) (1) ( )( auzlk + (_1)l.(z+m+k)11%rinl)aj
: 1,017, or’ . . , A
— (_1)k+1Dc(Yz)ul(fl)ul(1) ( 3uz ( )l.kaTzl_i_(_l)l.(z—i-m—i-k)P;Zanl_(_1)k.(z+m)rlf7rink)8j
= (—1)k+1DC(Yi)ul(‘31)ul(1) Rfkla
et aussi :
0°T¢ 0°T¢ 0°T?,
1,1 ik ik 10N\, L ik
(1) U) ﬁl)aumaul = (=1)™uf (1) (1)8ulaum =-(=1) “(1)u?})3um8ul
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(V4)’Y = (D)*(Y")d;
H(=D)Y (D) (Y T,
DLVl T

i Lo
+(—=1)F D (Y )ulfl)ul(1)§nglaj
+(=1)Y" Y ufy 1,0;
k1O
ouk
@ 7 m 1 m).(i+n n o
+H(=1) Y U](€1)Ul(1)u(1)g((—l)(lJr MO R,

_ (_1)(k+m).(z‘+n)+m.lrz o + (_1)(l+k).(i+n)r?mRzkl)ao

nkm

(=1 Y ufyyugy) (1) + ()RR O

Et donc dans le cas d’une courbure nulle :

(V)Y = (D)* (V)i + (=1)" (De)* (V) uf Thdh + De(Y* Yufy) D0

H=) Y ufy 1905 + (1) Y Pufyyufy (D awﬁ + (~)H TR ) O
On en conclut que :
(CDXUX, (V) V) = (=) X (1) (=1 (De)> (Vi wij + (—1)Y (D)2 (V) ulf Ty
+(_1)k.j+jDC(Yi)ul(~32)Fikj + (_1)Yi+j-k+jyiul(cg)rwikj>
BFilj

+(_1)Yl—i—k.(1+l)+j.l+jyiuéc2)ul(1) ( 5oF

_ (_1)X+YXj(_1)Yl,j((_1)Y1+j+i(Dc)3(Yi)wij+(_1)j.k+i+j(DC)2(Yi)ulfl—\ikj
6Fil]‘
ouk

+ (_1)(i+l).(k+j)FZL jkm)

+(_1)(j+k).l+j+i+kyiul(c2)ul(1) ( + (_1)(i+l).(k+j)1—‘?l®1“jkm)

ot 'on a utilisé 3.5.3.
En comparant avec 3.5.6, on a que la forme d’ordre 3 s’écrit bien :

L0 (95






CHAPITRE 4

COMPLEXE DES FORMES HOMOGENES ET
COHOMOLOGIE

Les résultats de ce dernier chapitre s’inspirent des articles de Mokhov, Complex
homogeneous forms on loop spaces of smooth manifolds and their cohomology groups
[Mok96| et On cohomology groups of complexes of homogeneous forms on loop spaces
of smooth manifolds [Mok98al, dont les résultats sont repris dans [Mok98b]|. Dans cet
article, 'auteur définit pour tout £ € N le complexe des formes homogénes d’ordre k sur
les espaces de lacets. Il calcule alors la cohomologie pour I'ordre 0 ainsi que les premiers
espaces de cohomologie pour les ordres 1, 2 et 3. Ici, I'on adapte ces calculs au cas des
formes homogénes sur les espaces de superlacets.

4.1. Formes homogénes

Tout d’abord, I'on définit le complexe des formes homogénes. Deux différences princi-
pales par rapport au cas classique sont & noter. La premiére est 'introduction des signes
dans les formules suivant la régle des signes. Et la deuxiéme est que ’on autorise une
dépendance en x et 6 des formes homogénes.

4.1.1. Définition des formes homogénes. —

Définition 58. — Soit M une supervariété.
Une k-forme w homogéne d’ordre m sur SLM s’écrit sous la forme :

— ik lk .. 71 A mi . mq 7‘/611]1.711
¢ /Sm(Dc @ du*)--- (D! @ du )u(jl) U Gg) ttim g
avec

i1 1Tk

les coefficients Wil dymy my, € dépendent pas des dérivées Uiy -

Upi1J1 7k _, keri1g1ie
Lolimy-emy — Pl-limy—my (xa 0, U)
— Les expressions polynomiales en les coordonnées sont ordonnées selon les degrés de
dérivation, cad que les indices j; vérifient
J1>2d2>gg>1

i1tk g1 Jk
ly--lgmy---my’
k q
Zis + Z]s =m
s=1

s=1

— pour chaque multi-indice on a :
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~ 81 jp = Jp+1 =" = Jp+k, Vs € {0,1,--- |k — 1} alors
igiigl o Jp Jp ot Uk (_1)(mp+s+jp).(mp+s+1+jp)wik"-i1j1 o Jp Jp ot Uk
lg-limampysmpysy1my I limampysp1Mpysmy

Remarque. —  — On peut remarquer que par définition, une forme homogéne est
nécessairement une forme locale.
— Les sommes Zl;:l is et Y 1_ js représentent respectivement le degré total de déri-
vation des champs des vecteurs et le degré total de dérivation des coordonnées.

Si on évalue la k-forme homogéne w en k champs de vecteurs Xy, --- , X, on obtient
alors :
L(Xb T 7Xk)w

k in n ln in). 7 m m T 21711
:fsl‘l(_l)znzl(xn.(w )+ ((Xn)n + )(Zp<n(lp+p))(X1)21)...(Xk)l(lzk)u(jll)...u(jg) l:mhlg;l.]gnq

Le signe se justifie comme précédement par la régle des signes en passant de I’expres-
sion
si1
a l'expression

l l
/Slu <X1)(§1) o (Xk)(lz'k)
11

Remarque. — Pour une forme homogéne w, les coefficients Wiy - my
définis de maniére unique. Par intégration par partie, on peut toujours se ramener au

ne sont pas

cas i1 = 0 et les coefficients sont alors définis de maniére unique (pour des k-formes
avec k > 2).

4.1.2. Dépendance en z et 6, premiéres restrictions. —

La non-unicité des coefficients implique que la dépendance en x et 6 des coefficients
ki dq
lg--limy--m

non super puisque les conditions de dépendance en = et en 6 sont indépendantes.

n’est pas évidente. La discussion qui suit s’adapte sans problémes au cas
q

Le caractére homogéne n’est pas conservé dans une intégration par parties a

moins de dépendances spécifiques. Par exemple, Dc(u’fl)afj (z,0,u)) = ué)afj +
k
.

(—1)k+1ul(’“1)8c(afj) + (—l)kHu’&)ul(l)a—Jlj et si le terme ac(afj) n’est pas nul, I'expres-

sion ci-dessus n’est pas homogéne.
De ce fait, il existe plusieurs possibilités de dépendance en x et 6.

Une premiére possibilité est d’imposer a tous les coefficients wlZ:llllzlll];;Lq d’étre
indépendants de x et de #. A premiére vue, cela semble trop restrictif puisque 'on a
déja identifié des formes homogénes d’ordre 2 symplectiques dépendant explicitement

de 6.

Une deuxiéme possibilité est de demander & ce que 'expression sous l'intégrale reste
homogéne par n’importe quelle intégration par parties.
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Or pour tout terme (X k)l(];k)uzll) e ugg)wll:lzllﬁljfnq tel que 37, > 0, une intégration

p\‘p < ) k 1J1°"Jq _
par partie sur (XP) i donne un terme non homogeéne qui s’annule ssi ac(wlk---llml---mq) =

0.

Autrement dit tous les termes w;:;fgglj;% sont indépendants de = et de 6 sauf les
q
termes Wi ooy ey

On peut encore tenter d’affaiblir un peu la condition précédente.

Les conditions précédentes découlent de la propriété d’antisymétrie des formes
et du fait que aucune convention dans l’écriture des coefficients n’a été fixée. Or
si 'on veut l'unicité dans la définition des coefficients, on peut imposer que X!
n’apparaisse qu’avec 'indice i1 = 0. Dans ce cas les conditions d’antisymétries entre
les X7 X! avec 2 < j,1 < k ne font intervenir aucune intégration par partie et
la condition d’antisymétrie entre X! et XP? me fait intervenir pour chaque terme
(Xl)l(il) . (Xp)l(zp) ... (Xk)l(lzk)uglll) o UZZ)WIZ:E&]?% qu’une intégration par partie a
la puissance ip.

Ainsi dans le cas des puissances impaires, on retrouve la condition

lg-i1J1Jq \ _
8C(wlk---llml---mq) =0

Mais dans le cas des puissances paires, on trouve seulement

k011 g\
Oulwit e ) = 0
ig-i1J1 " Jq

Autrement dit comme précédemment, tous les termes w
) U -lymy-m

exceptés ceux
q

0--0j1 g

Lo---Lyms mg Sont indépendants de z et seuls les termes de la forme
q

de la forme w

2 204 j1jq
U lymy - myg

6.

ou tous les indices i, = 22'; sont pairs peuvent dépendre explicitement de

Proposition 4.1. — Soit M une supervariété et w une k-forme homogéne d’ordre m
sur SLM alors pour tous les indices ji - - jg,l -~ -lim1---my

N 0wOjidy 001
(D) Wioodimyeng = Whpeymyemy (25 05 1)
(il) Pour tous les indices iy, - -+ , i1, tel que Jip > 0, w-* 219100 (22001 Ja g )
ks 1, q P P Whlimyomg = Wl dlimy mg V5 W)
(iii) Pour tous les indices iy, - - , i1, tel que Ji, impair, wlz:lzllﬁljfn = Z’:;llféljfn (u).
q q

Puisque I’on cherche & obtenir un complexe de formes homogeénes, il faut aussi vérifier
que ces dépendances en x et f sont compatibles avec la différentielle extérieure. Or
dans le premier cas, il est évident que oui mais pour les deuxiéme et troisiéme cas des
contraintes supplémentaires apparaissent.

4.1.3. Complexe des formes homogénes d’ordre m. —

Sous la condition de dépendance en z et 6 des propositions 4.3 et 4.4.
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Proposition 4.2. — La différentielle d’une k-forme homogéne d’ordre m est une k+1-
forme homogéne d’ordre m.

Démonstration. — On rappelle que pour X, Xg, -+, X des champs de vecteurs et w
une k-forme, on a :

o —

(=DFu(Xo) - sXp)dw = 35— (= 1)K Conm X)X, (1(Xo) -+t Xim) -+~ (X Jw) +

m=

ZO§i<j§k(_1)j+Xj Dicp<j XPL(XO, X (X X, X, X w

et

T 7 8f
XF = Jn (1) 0FUXE dui,
Alnsi :

(—1)Fe(Xo) - o(Xp)dw
= Jgin anio(_l)m%m-(znm Xntim+D)+mtim) 3 meo ngm (Xn) " +in)+((Xm) ™ +im). 3, £ (Xn)n4in)

(_1)Zﬁ:o,n¢m(Xn'(1+in)+((Xn)l”+in)-(Zp<n,p¢m(lp+ip))(Xo)lo . (Xm)lm oo (Xk)l’“

(i0) (im (ik)
0 ( mi Mg kimei0fidq
3ul(m) (41) (Ja) "l b loma --myg
im
avec pour tous les multi-indices kim0 G Zk in+ Y 0_ijsms=m
Ll - loma -my n=0,n#m "N s=1Js!ts
Maintenant on a :
Si 4y, > 0,
(ml'..uq ko tmort0]1 Jq)_
lm (41) (Ga) 1y -Ime--loma-—mg’
87144 kbmertomma q
_ (lm+lm)z (mn.+jn) my o, lp mq ik“‘im“'iojl“‘jp—l im jp+1“‘jq
2 pjp=im (~1) " Y0 ) T M) Y el oy mp 1
kotbme oMy Mp—1tmMp41---Mg

Ce terme est de degré > 7 jp — im.
Ainsi le degré total de 'expression

—

lo .. bm ., U mi1 ., Mg Uk tmet0]100]
(Xo)Gy) -+ (Xm) (i, (Xk)(ik)gulén )(“(jl) U)o Ay g

est encore égal & Y _in + oo _odn — im = > n=0.ntm in + S o =m

et sid, =0

i wiod - da

0 ( mi mg ik'“iTw"iojl“'jq _1)lmZZ:1(mn+jn)um1 .M I lm--lom1--mq

Oulm

Y0 MG YTl omg G0 ) Dulm

qui est de degré Y7 _ j,, mais puisque i,, = 0, on a bien Zﬁ:o in Y0 s = m.
Ainsi, dw est bien une (k + 1)-forme homogéne d’ordre m.

Maintenant, puisque
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(_1)m+Xm-(Zn<m X" +im+1)+(lm+im) ZZ:o,n?sm((Xn)l"+in)+((XM)lm+im)-Zn<m((Xn)ln+in) —

(1) Xt DX ). (g ) () i) (b

On a ainsi :

(4.1.1)
k ) 1 eeeq
(1) ()05
awik“'im~~ioj1~"jq

k
— 1\ Y e (I Fin) 1\ D4 (mptgn) _ lebmeloma-mg
Do (e Bnenl i) ()i zoh

m=0,im=0

k
+ Z (1) (imFm)- X <o (lnHin)
m=0,im#0

—

(Y (1) i) o (mncbin) im0y im Jp41-3q

L Ul loma - mplmmp 1My
P, Jp=tm
ou

Jp+1=tm
[

A partir de cette expression, I’on peut vérifier si la différentielle extérieure vérifie bien
les conditions de dépendance explicite en = et € initiales.
s N . 0---0j1--3
Dans le deuxiéme cas ou seuls les coefficients en w, 7
ly--lima--mg
. . . .. .. ie-i0J1-Jq
x ou de 6, on voit que si au moins 2 indices iy, 4, de (dw>lk-~lom1~~m

tous les termes qui interviennent ont au moins un indice ¢, non nul et sont donc tous

peuvent dépendre de

sont non nuls,
q

indépendants de = et de 6.

kK i0J1Jq ,

eloma -—my dé

pend de z et de 6 seulement par 'intermédiaire du coefficient o 72" TV tm et
kb loma - mplmmpy1--myg

Il faut donc imposer en plus la condition, dans le cas des formes homogénes d’ordre su-

N . . . Z
Par contre dans le cas ot un seul indice 4,, est non nul, le terme (dw),

périeur ou égal 4 1 que :

lk---loml---mq
Autrement dit sous cette restriction, seules les formes homogénes d’ordre 0 admettent
une dépendance explicite en x et 6.

0j1++jq

Ly peuvent dépendre de x et

s . 0--
Dans le troisiéme cas, seuls les coefficients Wy, .
2ij---201 1

. Jq p
seuls les coefficients Wiy g peuvent dépendre de 6.

Pour la dépendance en x le raisonnement est le méme que précedemment donc seules
les formes homogénes d’ordre 0 admettent une dépendance explicite en x.
ko1 g

K -lomi-mg
sont impairs, tous les termes qui interviennent ont au moins un indice i, impair et

Pour la dépendance en 6, on voit que si au moins 2 indices iy, i,y de (dw),
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sont donc tous indépendants de 6.

Si par contre un seul indice i,, est impair, le terme (dw);:llgiiljfnq dépend de 0

2ijylm 200 J1p i Jp1

seulement par lintermédiaire du coefficient w 7 Autrement

ko lmelomamplmmpr1--myg

Qig-+-2i1 251 2] )
RSB S heuvent dépendre de 6.

dit, seuls les coefficients de la forme w
) L--lima--mg

On choisit la condition la moins restrictive a savoir la troisiéme et on a donc :

Proposition 4.3. — Soit M une supervariété.
St w est une k-forme homogéne d’ordre 0 sur SLM alors tous les coefficients peuvent
dépendre de x ou de 6.

Proposition 4.4. — Soit M une supervariété et w une k-forme homogéne d’ordre
m > 0 sur SLM alors pour tous les indices iy, -+ 1,71 Jg: Ik - - L1 - - - my

. .. . .. . . . ii1d1odg dkei1d10q .

(i) St il existe un indice i, ou j, impair, Wieeotymy-amg = Wielimy-mq (u) ne dépend

ni de x ni de 6.

(ii)
Q201212 2201251274
lg---lymy--myq - wlk---llml---mq (e’u)
Sous ces conditions, on peut ainsi définir des complexes de formes homogénes d’ordre
(SLM), ainsi que leurs espaces de cohomologie : H[jn](SLM).

*

m que 'on note Q[m]

4.2. H? et formes symplectiques exactes

4.2.1. 1-formes et 2-formes symplectiques exactes. —

On cherche maintenant a déterminer les formes symplectiques exactes. Pour cela, on
regarde tout d’abord les 1-formes homogénes d’ordre k.
Afin de faciliter les calculs, adoptons des notations différentes.

En effet, une 1-forme o homogéne d’ordre k s’écrit :

k
_ N\ X.(n+1) yi n
= [ S

avec o un polynome de degré k — n en les dérivées munies de leur degré naturel de
dérivation.

n

On remarque alors que D.(al') est un polynéme d’ordre k —n + 1 et qu’ainsi par

intégration par partie, on est ramené au cas :

U X)a = /Slll(—l)XXiai

avec ay; homogeéne de degré k.
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On note «;; le coefficient dominant de o’ tel que o = (—l)i'kugk)aij (,0,u) + -

On a alors :
—(X,Y)do = fsl\l(—l)X'(s+1)+(3+s)'Y ng)(—l)YYZ 7
8u(s)
C(— )XY (L)Y D)) Xy (_1)XX]'LO{J'
(s) 8’11,7’

)

Aprés intégrations par parties, pour se ramener & des termes de la forme X7 Yé), on
obtient alors :

(4.2.1)
—(X,Y)da
V) T 80&1' : (90(2'
= /1 1(_1)X+Y+J.Y XV ((=1)° ZCZ(8 )2n—2s — (—1)7*s Z Cfl(aji)gn,gsﬂ
st n>s u(2n) n>s u(2n+1)
ij 00y (Y v s+i g O
—(-1) J%) _ (_1)X+].(Y +1)XJY(23+1)((_1) + ch(ji)%*%
8u(25) n>s au(2n+1)

S (—1)+ D aaj )

8u228+1)

Regardons les coefficients du terme en X7 Y(’k) En effet dans nos calculs précédents,
on impose que ces coefficients qui sont les coordonnées d’'un 2-tenseur covariant (sy-
métrique si k = 1 ou 2[4] et antisymétrique si k& = 0 ou 3[4]) forment un 2 tenseur
non dégénéré, cad soit une métrique Riemanienne g = g;; soit une forme presque
symplectique w = w;.

Dans le cas ou k = 2s est pair, ce coefficient vaut :

s 8041'

L (=1)"
8%

((=1)

Dans le cas ot k = 2s 4+ 1 est impair, ce coefficient vaut :

. oy NN -
()5 4 () 280 = (<1)ay + (1) g
uiyy Uk
Proposition 4.5. — Soit o une 1-forme homogéne d’ordre k sur SLM telle que da

soit une forme symplectique, alors

(i) Si k=1 ou2[4], la partie paire du tenseur a;j est une métrique Riemanienne sur
M.

(ii) Si k=0 ou 3[4], la partie impaire du tenseur oy; est une forme presque symplec-
tique sur M.
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4.2.2. Calcul de H[Ql](SLM) et formes symplectiques homogénes d’ordre 1
exactes. —

Le but de cette partie est de déterminer I’espace de cohomologie H, ﬁ](SLM ). L’on
considére d’abord toutes les 2-formes homogénes d’ordre 1 fermées. Les résultats du cha-

pitre 3.3.3 sur les conditions de fermeture permettent d’écrire toute 2-forme homogéne
sur SLM :

L(X, Y)w _ /Sl1(_1)X+YXj(Yv(il)(_1)Y+j.(Y’+1)wilj(u)+(_1)(k—i—l).(i+j)+i.kyiu€c1)w§]kj(u))

avec les relations suivantes :

1 ij, 1
Wij = ( 1)”%‘1‘
o Ow!
(i+k), 0 k, 0 k
(71)3 i+ )wkij + (71)2 w]zk = a,jl
Et si I'on note Tjj;, = w%k - (—1)i'jw?ik,
(=1)"Thji + Trij = 0
dl'=0
Remarque. — Dans le cas des formes homogénes, les coefficients wilj sont les coeffi-

ctents d’un 2-tenseur covariant symétrique mais ne sont plus nécessairement inversibles.
Par abus de langage, on considére que les coefficients wgij s’interpretent encore comme
les coefficients de Christoffel covariants d’une connexion et donc Ty, comme les coeffi-
cients de la forme de torsion associée.

On pourra remarquer que les coefficients wgi ; sont alors parfaitement définis par :

(4.2.2)

. 8w1-k Owl. L Owlk o . .
Whij = (—1)3'(”’“)871; - aTIEZ (—1)k-(+9) aulkj (= 1) DR (1) R T 4 Ty
Proposition 4.6. — Les formes homogénes d’ordre 1 sur SLM exactes sont les formes

telles que la forme de torsion T' = Ty est ezacte.

Démonstration. — Les 1-formes homogénes d’ordre 1 s’écrivent d’aprés 4.2.1 :
i 1 X+(j4+1).i i, J
U X)a = . X{pat + (1)Ut )ZXZ“‘@)O‘;&
A N . , . . . 1 ] aOéll
Grace a une intégration par partie sur le premier terme et comme Dc(ai) = Uy L
U

I’on voit que 'on peut se ramener au cas :

(o= [ (DD o
S
Dol
avec aj; = o — (—1)" 763;
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10
Q]

Dans les notations précédentes, on a : (—1)0+-iq,; = ol 9.

Dans un changement de variable, on a :

o', Buj
8u/ku( )a Tkt

fglll X+z (+1) i d ( )ajz' _ fsl\l( )X+(]+1) 4 xrk
On en déduit alors que :

, ou’ oul
ap = (=
Ik — o'k aull
Autrement dit, les a;; sont les coefficients d’'un 2-tenseur covariant sur la variété.

1)% i.(j+1)

Maintenant, on calcule directement da. On a :

—u(X, Y)da =
K i i 80[]“ j i+Yh (5 )
Join (=X X9 (= 1)Y 4D+ (VA1) g yriy, 1(61) o +X(Jl)(_1)Y+(J+1).+Y G Yiq,;—
(1YY (1) Y () 00 ) g OOy () X540 60 )

Une intégration par partie donne :

UX,Y)do = [ (1)K Y XT((— 1) UYL (i + (1) ayy)
80%1 Z..ﬁakj
(= + DY 5

8aﬂ

(1) ED Y iy out)

+ (_1)k (i+7)+j.1

On note 3 la 2-forme définie & partir de o;; et g le 2-tenseur covariant symétrique
qui est la partie symétrique de oy; :

Bij = aij — (1) ay;

gij = aij + (1)

Par identification, dans le cas des formes exactes, on a :

T =d3
et
Wiy = (FD)(= g 5 (ST ()R

La premiére relation permet d’affirmer que si une forme fermée est exacte, la torsion
T est exacte aussi.
Maintenant, puisque 1" = df3, on peut aussi écrire la deuxiéme relation sous la forme :

i ki 0.5 O9k;j i+5)+4.1 095i i+k).i i +i
Wies = (=1)"*(= 5y T “873+(—1)’“'( )+ aT;k)‘f'(—l)(ﬁk)' Tji— (—1) R THER T 4 T

D’aprés 4.2.2, on en déduit que toutes les formes fermées dont la torsion est exacte
sont bien exactes, ce qui conclut la démonstration.

O

On peut maintenant déterminer ’espace de cohomologie H [21](LM )
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Théoréme 4.7. —
H{y(SLM) = H*(M)

Démonstration. — Pour un 2-tenseur covariant wilj donné, puisque les w?k,j se trans-
forment comme des coefficients de Christoffel covariants on voit que deux solutions
différent d’un trois tenseur Sj;i tel que :

(1) R Sy = —(=1)K S

et
Skij + (=1)" Sji = 0

Autrement dit les Sj;, sont les coordonnées d’une trois forme et la relation d7" = 0
implique que cette trois forme est fermée.

Ainsi, & wilj fixés, 'espace des 2-formes homogénes d’ordre 1 fermées est un espace
affine de direction Z3(M). D’aprés la proposition 4.6, on en conclut que I’espace des
2-formes homogénes d’ordre 1 exactes est un espace affine de direction B3(M).

Il suffit de montrer maintenant que pour deux formes fermées, données par deux paires
(g9, V1) et (h, V2), il existe une forme cohomologue & la premiére qui s’écrit (h, V5).

A partir des coefficients de Christoffel w;;; de V1, 'on peut construire une connexion

%, compatible avec h et de méme torsion que V. Celle-ci est donnée par les coefficients
de Christoffel covariants par rapport & h suivants :

1 ‘ . -
Wit = @ik 5 (=17 0k (hij = gij) + (= 1) TR0, (i — gis) = (=11 09, (hir — gir))

En effet, dans un changement de variables, les coefficients (—1)7 'kakhij se tranforment

suivant:
("0 = (1) (a0 D O Oy
_ (_1)k.(i+m)(_1)j.(i+m+l+k) 865’1 gz,’zﬂ(—l)j'kﬁkhij
» 2, i

+(1)l.n(1)3‘(%+m)63lgu'm$ i
(e OO i,

Et ainsi :

1

5((*1)n'lalhmn + (*1)m'(n+l)8mhln _ (*1)n'(m+l)anhml) —
oul OuF oul 1
ou'™ ou't du'™ 2

(_1)kA(i+m)+j.(i+m+l+k) ((_1)j'k8khij+(_1>i‘(j+k)aihkj_(_1)j'(i+k)ajhik)

O*ul  ou’

M) _Z = 7 g
+( ) o't ou™ dun



4.2. H?> ET FORMES SYMPLECTIQUES EXACTES 143

Par construction, on a bien :

o . Oh;
(i+k), 0 ik 0 _ YNk
(—1)7 )wkij + (1) wjy, = i

et

wipe — (1)l = wigr — (1) wjin
Puisque les deux formes ont méme forme de torsion, la classe d’homologie de la forme :
(h — g, V5 — V1) est bien nulle, ce qui conclut la démonstration.

O]

Dans le cas symplectique maintenant, on sait qu'une 2-forme homogéne w d’ordre 1
s’écrit :

WX Y )w = foun ()XY XI((—1)Y DI ik
avec g = (gij) une métrique Riemanienne et les w;;, sont les coefficients covariants

gij_i_(_1)Yi.j+(k+1).(i+j)+z’.kyiul(gl

d’une connexion compatible avec la métrique et telle que la torsion soit une 3 forme
fermée.

D’aprés les résultats précédents, si la torsion est en plus exacte, cad si il existe une
2-forme (3 telle que T' = df alors la forme symplectique est exacte w = da, avec :

1

(X)a=3 [0+ )

Ainsi :

Proposition 4.8. —
Soit M une supervariété.
Les formes symplectiques locales homogénes d’ordre 1 sur SLM exactes s’écrivent

X)) = [ U V)

ol
(i) g est une métriqgue Riemanienne sur M

(ii) V est une connexion sur M compatible avec la métrique g et telle que la torsion
(sous forme covariante) soit une 3-forme exacte sur M.

Le calcul précédent s’applique ligne par ligne au cas classique. On retrouve ainsi le
méme résultat.

Remarque. — Si = 0 on retrouve la 1-forme canonique du cas classique 1(X)oa =

1
5 Jsin (=1)*e(5, X)g étudiées dans [Wur95] et [GROT| dont la différentielle extérieure

est la 2-forme
XV = [ DNV

ot V est la connexion de Levi- Civita.
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4.2.3. Calcul de H[QQ](SLM ) et formes symplectiques homogénes d’ordre 2
exactes. —

Maintenant les 1-formes homogénes d’ordre 2 s’écrivent :

L(X)a = fsm(—l)XX(Zé)a? + (—1)(j+1)'iX(il)uzl)a]1.i + (—1)'X+ijj)<iuz2)aj? |
+(_1)X+(]+k).z+(]+1).szul(cl)u%1)ajki
A s o : : i1 i1 iy 0o
Gréce a une intégration par partie et puisque Dc(u(l)aﬁ) = u(2)aji—(—1)3 U(1)U(1) Pk

. Oa? ,
et D?(a?) = u€2) 3 ; , l'on voit que l'on peut se ramener au cas :
U

U X)a = /Sll(—l)X+ JX U%Q)Oéji(aa u) + (—1)XFIHR) H Gk X Euﬁ)ufl)ajki(u)
avec ajg; = —(—1)7Fayj;.

Dans un changement de variables, on voit que les coefficients a;; et a5 se comportent
respectivement comme les coordonnées d’un 2-tenseur et d’un 3-tenseur covariants.

Maintenant, on a d’apres 4.2.1 :

—u(X,Y)da =

Joun (= )XY Xy (OO ()i SOy ()X 0 Y (1)
6u{2) 8”(2) Ougl)
: - Jaj SN s 80@ 80@ -80@ - Oda;
(DS ()XY (S0 4 (D5 = (-1 25— (—1)H )
8U(1) 8U~7 1 8u{2) 811/%1) 8u

avec o = (—1)"uy aji + (—1)(j+k)'i+(k+1>'j§Uzl)ul(€1)akji.

Ainsi,

—(X,Y)da =

(—=1)" agji) 5 5

CNXAY Y iy 1)\ (ki) ke (O i O%)
+ (_D FEXIYH((-1) U(g)(auj (—1)* B
(=1)" ki)

it 1 804 i i-aalk‘ i 1 i 80%1
+(—1)+R)( +])+(l+1).k§ul(cl)ul(1)(Tﬁ_(_l) GZ DY ()it l(cl ! )7((_1)k.(+3)87u;_

)(—(—1)i'jaji—04z‘j)—(—1)X+j'(yi+1)Xj5/(zi)(—1)(k+1)'(i+j)“lf1)(akij+

80@4 _

—1)¢d+k.(i+5)

8011]'1'

(_1)1.(i+j+k) St )

oll on a utilisé que :

k)i+k.j+k, k 1 _ Gtk kol k. L. k
()T ufy gy o = (CU R ufyyugy) 5 (CD)ME SR ()R )
Dans la formule de da, on remarque que seule la partie en 8 de « contribue & la

partie en 6 de da et seule la partie indépendante de 6 contribue & la partie indépen-
dante de 6 de da. L’espace de cohomologie H [22] (LM) est alors la somme directe de
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I'espace de cohomologie des formes indépendantes de 6 que 'on notera (H [22] Jo(LM)
et de I'espace de cohomologie des formes factorisables par 6 que 1’on notera (H, [22})1 (LM).

Dans un premier temps, l'on s’intéresse a la partie dépendant explicitement de 6.
On a:

Proposition 4.9. —
(Hiy)1(SLM) = H*(M)

Démonstration. — En notant dans un abus de notations «;;60 la partie de a;; qui
dépend explicitement de 6, on voit que la partie de da dépendant explicitement de 6
s’écrit :

—u(X,Y)da =

Joun ()XY X (v

804;%- ij 80%]‘
2) B

(=(=1)"agi—aig) 0+ Y (=) ufy (52— (1) 5

(2)

(1)) S g))

Or dans le cas d’une forme fermée w, celle-ci s’écrit d’apreés les résultats du §3.4.3 :

UX, Y )w = fsl\l (_1)X+Y+j'Yin (Y

(2)‘%‘2]"9 + Y ((—1) D) g w?ij))

(2)

avec

ng = (—l)i'jw]?i les coefficients d’un 2-tenseur symétrique.

R Tl _ .0 ©.7,,0 . 2 )
et tels que si I'on note Tj;, = Wik — (—1) Jwﬁ-k, les T;;x sont les coordonnées d’une
trois forme fermée.

Dans le cas des formes exactes, on voit par identification, que comme dans le para-
graphe précédent §4.2.2, les Tjj;, sont les coordonnées d’une trois forme exacte.

O

Les formes symplectiques exactes factorisables par 6 seront de la forme :

X, Y w = /Sll (X, V5Y)(g)0

avec V une connexion compatible avec la métrique g et telle que le tenseur de
courbure covariant soit une 3 forme exacte.

Elles proviennent des formes

avec 3 une 2 forme sur M.

On pourra remarquer l’analogie avec le résulat de 'ordre 1 du chapitre précédent
ainsi qu’avec le cas classique [Mok96|.

On regarde maintenant la partie indépendante de 6 des formes exactes.
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Proposition 4.10. —
(HE)o(SLM) = 0

Démonstration. — Une forme homogéne d’ordre 2 fermée w, indépendante de 6 s’écrit
d’aprés le §3.4.3 :

XY )w = fon ()X ()Y XY

: (2)wi2j+(_1)Yz.(j+1)+(i+j).kxjy'(i1)ul(cl)((_1)k.iw?kj+
o 0w
(_1)3.(z+k)w§)ki _ (_1)k'(z+])ﬁkj> 4
S o 1 0wl o 0wY, . 09
Y i \GHD) D)k Sk 0 Vil ik (igtk)L kT qygktid ik
(1) ”XJY(a i) 7 5ty (D" g — (e e = (g
(— 1) (k) +Ld afiik )+ (=) +k)-JXJY’u’(“2)w?kj)

avec :
- w?j les coefficients d’un 2-tenseur covariant symétrique.
.0
Wik tels que
Ow?.
0 ij, 0 _ itg).k i
(4.2.3) wpij + (1) wpy; = (—=1)(+) =
Pour un 2-tenseur wizj donné, la différence entre les coefficients w?jk et wggk de deux
formes fermées est un 3 tenseur covariant A;j; d’apres les formules de transformation
par un changement de coordonnées.
Et d’aprés 4.2.3, ce tenseur doit vérifier la condition suivante :

Apij + (—1)4 Apji = 0 cad étre antisymétrique en les deux derniers indices.

Lemme 4.11. —
Deuz formes homogénes d’ordre 2 sur SLM fermées de méme coefficient wfj sont
cohomologues.

Démonstration. — Une forme homogéne d’ordre 2 exacte, indépendante de 6 s’écrit :
—(X,Y)da = ,
Joun ()X Y4 XY (—(— 1) agi—ag)—(~1) XV (D) (g +

80%@_ 1 i.j 80&]?]‘

(= —1)bdtk () 220
57 Ut (=1)

(_1>z:.g:akji)+(_1)X+Y+j.YinYz‘((_1)(i+j).ku€c2)( oo
(=1)" ags) ) )

its 1 Qs .7 OQUk;j i i+j
+(_1)(l+k).( +)++1) k2 k1 ( —(~1) .Jiq)+(_1) .g+kul(cl) l 7((_1)19( +7)

80%;‘1’
20 0 gur ou ul

5 oul
_ 1)l (i+itk) QL ji

(— 1)) S0

Par identification, on a :

w?j = 45 + (—l)i'jaﬁ

et



4.3. RESULTATS DE COHOMOLOGIE 147

ik, OO ;0o ik (i) 00 iy
—wp; = (=1 'k(Tu’;- - (1) ']aTz‘] + (—1)RItR ﬂ)aiujk — (=D"auz) =
. 8@)2. L 8&)2- . 8w~2~ L.
o 1V kY% o N GiAk) ki NGk 1y (k)
(dB)ik; + (1) 5 5 = (=1) g TV g — (1) Qkji

Ot A3 est la 2-forme définie a partir des ;j par Bi; = ai; — (—1)"
Autrement dit toutes les formes fermées telles que wfj =0 et w?kj = A;; avec
Apij + (—1)i'jAkji = 0 sont exactes.
La 2-forme définie par a;; = 0 et Ay, = (—1)i'(j+k)akji est alors bien exacte.
O

Ainsi la classe de cohomologie est déterminée par le tenseur wfj
Maintenant soit deux formes wy et wo définies par des tenseurs symétriques g;; et h;;
distincts.

Soit la forme w définie par le tenseur symétrique :

wi; = hij — gij
et les coefficients
1 , L »

Wiy = §(<—1)j'k3k(hz‘j = gij) + (=10 (hij — gij) — (=179, (hik — gin))

D’apres les résulats précédents, cette forme est exacte : il suffit de prendre a;; =
1
E(hij — gij) (on aura ainsi 3 =0 )et ayj; = 0.

Et puisque par construction w; + w est cohomologue & wo d’aprés le lemme 4.11, on
obtient que toutes les formes sont cohomologues et donc exactes.

O
A partir des deux propositions précédentes, on conclut que :
Théoréme 4.12. —
Hiy(SLM) = H*(M)
Et ainsi :
Proposition 4.13. — Soit M une supervariété. Les formes symplectiques locales ho-

mogeénes d’ordre 2 sur SLM exactes sont les formes

(X, Y)w
= [ O3 )g) + V) + (DY (X))

—(=1)F YV (u(X)(Y)V4(T)))g + e(X)e((V1)5) 910

telles que V1 est une connexion sur M dont la torsion covariante (pour gi) est une
3-forme ezacte.

4.3. Résultats de Cohomologie
4.3.1. Rappel des résultats de Mokhov. —

Il est tout d’abord important de rappeler que les formes homogénes de Mokhov sont
indépendantes de la variable x sur le cercle. Soit M une variété et LM D'espace des
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lacets. On utilise les mémes notations que dans le cas super, & savoir que 'espace de
cohomologie des formes homogénes d’ordre k sur LM est noté H, [Z](LM ).

Mokhov obtient les 3 théorémes suivant (voir [Mok96]|, [Mok98a| et [Mok98b|) :

Théoreme 4.14. —
HE‘E]}(LM) = H*(M)

Théoréme 4.15. —
VieN, Hj(LM)=H""(M)
Théoreme 4.16. —
0

4.3.2. Formes d’ordre 0. —

Pour les formes homogénes d’ordre 0, on peut complétement déterminer toute la
cohomologie.

Ona:

k n n\ln
(XY X)) = o (1) Zam XHEDE o) (X (XY, (7)

Dans un changement de variable, on voit que les wy,..;; se transforment comme les
coefficients d’une k-forme, autrement dit,

(Xt ,Xk)Q(’y):/ L(X X)) w(z, 6)
st

ot w(x, ) est une famille de k-formes sur MP!" paramétrée par S'I'.
On a:

. i S (1) Pl
(At = (—1)F D (=1)7Fhm 2onam e

m=0

o

On peut séparer la partie indépendante de 6 et celle qui en dépend explicitement et
on obtient en notant LH*(M) 'espace des lacets dans la cohomologie de De Rham de
M :

Théoreme 4.17 —
H[*O](SLM) =LH*(M)®IILH" (M)

On peut remarquer que si 'on demande aux formes homogénes de ne dépendre ni de
x, ni de 0 on retrouve le résultat de Mokhov :

Hi (SLM) = H*(M)
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4.3.3. Fonctionnelles homogénes et H° pour les ordres 1,2 et 3. —

Pour l'ordre 1, les fonctionnelles s’écrivent :
)

F—/ u’(“l)ak(u)
st

ou les ay, sont les coordonnées d’une 1-forme o sur M. Autrement dit :

On a alors F' = 0 ssi « est exacte!
Maintenant :

(X)dF =
Joun Xy + (1) XFEIXE G, = Joun ()X X ufy (—1)F0ze — O

Ainsi dF = 0 ssi « est une forme fermée.
Et ainsi :

Théoréme 4.18. —
H{(SLM) = H'(M)

Pour l'ordre 2, les fonctionnelles s’écrivent :

1

F = /S11 ulé)oz%(@, u) + 5(—1)(j+1)‘kul(“1)uzl)ﬂjk(u)

Avec a% = ap + o0 les coordonnées de deux 1-forme « et o sur M et () les
coordonnées d’une 2-forme (§ sur M.
Autrement dit :

FO) = [t a0)+ 5105977 (9

1 . )
On a alors que F' = 0 ssi Dc(ul(fl)ak) = u’(fz)ak + 5(—1)(J+1)~kuﬁ)u{1)ﬂjk et si o = df
est exacte.

cad ssi (—1)7*9jay, — Opaj = Bjx, cad ssi B = da.

Autrement dit ’espace des fonctionnelles homogénes d’ordre 1 est en bijection avec
le quotient :

QL(M) x QY (M) x Q2(M) /{(df,a,dc)}

Maintenant, on a :
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UX)dF = /S“(—1)XXE'2)%-+(—1)X+i-kxiu’52)aiak+X§1)(—1)U+1>-iug1)ﬁji
1

+§( 1)X G+ ket (g+k)qu(1)u(1 e
= / ‘ (=D)* (1) X ufy) (= (=1)"* Opevi + Diay, + Bri)
Sl 1
_}_5(_1)X(_1)(j+1).(k+z)+(k—l—l).zqul(cl)uzl)(( ) k+z)a Bri — (_1)2k8k/6ﬂ +8zﬁjk)
cad :
1 .
uX = Joun (=17 (¥, X)(=da + B = 0de’) + Su(X, %, 9)(dB)

Ainsi, dFF = 0 ssi dao = S et do/ = 0 cad ssi F' = me ulgz)a;ﬁ avec o une 1 forme
fermeée.

Finalement, on en conclut :

Théoréme 4.19. —
Hiy(SLM) = H'(M)

On regarde maintenant les fonctionnelles d’ordre 3. Elles s’écrivent :
1 : .
F= fSlll u’(cg)ak(u)_"( )(]+1) k (1 ﬁ]k( ) 6( 1)(]—H)'(k+l)+(k+1)'lul(l)ul(gl)ugl)njkl(u)'

avec ay, Bk et nji respectivement les coordonnées d'une 1 forme a, d'un 2-tenseur
covariant 3’ et d’une 3-forme 7 sur M.

On décompose 3’ sous la forme 3 = g + (3 ol g est une métrique et 3 une 2-forme
sur M.

La fonctionnelle s’écrit aussi :

FO) = [ e+ )+ 8+ il

On a:

. . 1
Dc(u’é)ak) = u’(‘%)ak + (—1)ku’(“2)u€1)6jak = u’fg)ak + (—1)(3+1)"“u’(‘32)u€1)5((8kozj +

(=1)*jap) + (1), — Orarj)

et
__ . . 1
Dc(§(—1)(]“)']6“’(61)“%1)@1@):(—1)(j+1)'k“](€2) Pt Ul (1t DB = (3, 7)B+
r ...
g1, 7)dp

avec (3;;, les coefficients de (3.
1 .
Ainsi F' = 0 ssi ik = 5(8kaj + (—1)J'k8jak) et n=dg

Maintenant, on a :
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UX)dF = 1|1 X(iS)O‘i + (—1)X+i'(k+1)Xiu€€3)3iak + (—1)X+(j+1)'iX(iz)“{1)(gjz' + Bji)
(=) FTEDFXE uby (gik + Bir) + (—1)X+(i+j+1)’k+i'inU?2)U{1)ai((gjk + Bjk)
1

"‘5(_1)(jﬂ)'(Hi)HkH)'iXé)Uécl)U{U??jki +
1

6(_1)X+(i+j+1),(k+l)+(k+1).l+i.(j+1)Xiul(l)ul&)ugl)ainjkl

Et grace a une intégration par partie, on a :

L(X)dF _ /Slll(_1)X+i.(k+1)Xiul(€3)(aiak + (_1)zk8kaz B 291%) + (_1)X+(j+1).(i+k)+i.k

0a; . L
3uk8;j' — (=1)"* 0By + (1), Bi + 0iBBjr — ki)

. . . 1, .
(=) TR TS X ufy

Xty (10

(=D ks — (=17 Dm0 + (=)D, — dmji)

Si on regarde le coefficient en ul&)u{l), la condition de fermeture se traduit par :
(_1)i-(j+k)ﬂ — (_1)i.ka B — (_1)j.(i+k)aﬂ 0Bk + Mkt = (17— dB) i
oukoud kiZji JPki iPjk T Mjki = 7 ki

Puisque le terme de gauche est symétrique en j k et le terme de droite antisymétrique,
on a :

62()éi _
oukous

et
n=dg

Puisque les «; sont les coordonnées d’'une 1-forme, la premiére condition implique
que a = 0. .
Les conditions provenant des termes en X iu](“3) et X Z'ul(l)ul(fl)uh) etant respectivement

20k = Oioy, + (—1)"FOpa; = 0 et dn = 0, on a que les fonctionnelles fermées sont nulles.
Et ainsi :

Théoréme 4.20. —
Hy(SLM) =0

On peut relier ce résultat au résultat classique de Mokhov sur I’espace de cohomologie
H [02] des formes homogénes d’ordre 2, voir le théoréme 4.16.
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4.3.4. H!

1 (SLM) et H}

L (SLM). —

Pour les formes homogénes d’ordre 1, I'on a vu dans le paragraphe précédent que les
1-formes exactes sont de la forme :

UX)AF = foun (D)X X ufy) ((=1)" D — Openi)

cad les formes «(X)a = me(—I)XJF(J'“)"'XiuZl)aji pour lesquelles le tenseur de
coordonnées «;; est une forme exacte.
Le calcul de da donne (cf §4.2.2) :

WX, Y )do = [y ()XY XI ()T TV (o + (—1) T ag)
80&]@ 1 ij 8o¢kj

8aﬂ
ouwl +(=1) Out

+ (1) (D)4 Sk )

_|_(_1)(k+1).(i+j)+Y1.jyiul(<;1)(_

Donc da = 0 ssi la partie paire a;; + (—l)i'jozji est nulle et si la partie impaire
Qij — (—1)i'jaﬂ est une 2-forme fermée.

Ainsi :

Théoréme 4.21. —
H} (SLM) = H*(M)

Pour les formes homogénes d’ordre 2, d’aprés le paragraphe précédent, les 1-formes
exactes s’écrivent :

UX)AE = [oun (1) (u(7, X)(~da + B — 6da’) + ¢(u(X), %, 7)(dB)

et d’apres le §4.2.3, les formes fermées s’écrivent :

(X))o = me(—l)XWXlugz) (aji +0a’;) + (—1)X+(a+k).z+(]+1>-kxliu’gl)ugl)ajk,-

avec les af; les coordonnées d'une 2-forme fermée, les a;; les coordonnées d’une

2-forme et les a;j;, les coordonnées de da.
Ainsi :
Théoréme 4.22. —
Hiy(SLM) = H*(M)

4.3.5. Calcul de Hjj. —

Comme pour les formes homogénes d’ordre 0, on peut calculer toute la cohomologie
du complexe des formes homogénes d’ordre 1.

Théoréme 4.23. —
vm € N, Hfj(SLM) = H™ (M)
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Démonstration. — D’aprés les résultats précédents, le résultat est vrai pour m = 0,1
et 2.

Pour les formes homogeénes d’ordre 1 de degré supérieur ou égal & 2, celles-ci s’écrivent
de maniére unique :

X1y X = fyn Sy ()R O ) ) 00
k n
Xp - (X2 - Xlk 0"'1“'0l1 + (=1) L=t (Kt Xa 2yt (PHD). St ln

l
I Ik, p
){1 o X X u(l)wplk“'ll

Par rapport & la définition, donnée en début de chapitre, on a rajouté le terme
in Zp>n l, par commodité dans la suite.

0---0

~lip se

Si 'on échange deux vecteurs X, and X,;1 avec r > 1, les coefficients wr,
comportent comme des coefficients antisymmétriques.

(4.3.1) Wp 1y *(*1)lr+l'lrwp U lplygr 1y

lrpalply =
En effet, en ne gardant que les signes qui changent, l'on a :

r Ly lpt1 7‘+1
(_1)XT.XT+1+X erll(_l)XT per lp+X LD DIPNIPY M (— I)X Y perir X, .Zpazp(_l)ml.lr

Par contre pour les coefficients wl l l , il faut distinguer deux cas, si s # r et si
s = r. Dans le premier cas, on a que les coefficients sont antisymétriques :

000 tdr 0 1000 0
(4.3.2) wp 0 00 = = (=) e 90

et dans le deuxiéme

0 1 040 _ bisidy, 001 0
(4.3.3) Wiy dpa bty = —(=1)7 ’"wl B N

En effet, en ne gardant que les signes qui changent,

(_1)Xés'(Zp<s(lp+ip))+(xiitl+1)‘(Zp<s+1(lp+ip))+2p>s+1lp
l ls s 10---0
X Xy (Xs++1l)() X wp 00
_ (71)Xs+1.xs(71))@.(ZM(lp+ip>+<zs+1+1>>+<xsit1+1>.(zp<s+1(zp+z’p>+zs>+zp>s+1lp+ls
(_1)Xés.(ls+1+1)+(xi1+11+1)z LA (X ). (Xés+ls)( )(xsitlﬂ).XéS
l ls ls l 1 0--0
Xll'“(Xs—:ll)(l)Xs kalk dey1ls-lh
_ (_1>Xs+1.Xs(_I)Xis-(ZKS(lp+z‘p>+(ls+1+1))+(Xsi+f+1).(Zp<s+1(lp+z‘p)+ls>+zp>5+1lp+ls

lslsa1 v s+1 l Ik - 100
(1)t Xy "'(Xs+1)(1)Xs - X Wlk dgs1ley

De la relation 4.3.3 on déduit que tous les coefficients sont déterminés par les coefhi-

cients wl 1211 par la relation :
0100 s+ Y ln ,0-+0: 0 1 0
(434) wlk dgeeeloly — ( ]‘) I<n<s lk l lolsly
D’aprés 4.3.2, ces coefficients w?k".j.él? sont antisymétriques en Iy, - - , 3.

Montrons qu’ils sont symétriques en I, ;.
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En effet, en omettant le signe

(= 1) Zhms Xt Xl (2 () D)+ X+ (X D+ o )

on a :

l l . 0
/Slll Xyt (X22)(1) T kaw?k---llzl?

11. lo lo 1 1 1
= = PR (el Xl b

-laly

k
Z In l
s=3

X' (xtz Xk ko xln o I !
+(=1) K (KD ()2 X xt ---Xk’“Ufl)(?p(w?k...él?)

Et ainsi, en échangeant X! et X2, on a :

0---10 l1.l2, 010
(4.3.5) Wigelyly = (—1) ! 2wlk~~l2l1

car (_1)Xil-<Xi2+1)+Xé2(_1)X1+(Xé2+1)-h+2p>2lp — (_1)X1.X2(_1)Xz+(Xil+1)vlz+Ep>2lp(_1)11.12

Ainsi que :

0--1--00 _  0-10 l1.la, 0---1--- 00
(4'3'6) Wipoolgelily = Wholyly — (_1) Whiolslaly

car (_1)ZZZS(XH+XL".(ZP<”lp+1)+X1+(X§2+1).l1+Zp>2lp)+Xil.(X§2+1)+X§2+Zn<sXL”
l
(—1)Xer Xt Xy! Do+ g e s Xt X (e ) A X H(XE+1). 3 o+ Y s o (X X (X e oA D)+ s b
(_1)X1.X2 (_1)l1.l2

et

k
(4.3.7) Wplytyly = — (= 1) 2wy gy 4+ (—1)P 2=t g (W L0

oyl

L 0100 _ ls-da+(ls+12). In, 0100 .3 fpot
On a ainsi que Wiy = (=1)ts2 (s t2)- > es "Wyl cad sont “symétriques”
en ls et lo.

On calcule maintenant dw , on a :
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(—1)*u(Xo)e(X1) - - 1(Xp)d(w)

k XeFt+Xe. Y ey XA X0 E 3 oy (X i)+ SF 0 (Xh i)
- / Z(_l) n#t
si1 =0
k Zzzo(xn-(l'i‘in)"r(Xrlﬁ+in)-(2p<n(lp+ip))+in >p>nlp
Z (—=1) n#t p#t p#t
s=2 si t=0

s=1,s#t si t>0

l l s kg, (0 1 0
Xl xle.. (Xé Jay - X, (w?kllsf?l?))

k X0 Y ey XnF (X 41). 0oy X0+l 1). $ g X7
DI}
=0

Y 10 (Xn (X)X pn Lo+ (le+1). gy g U .
(=1) n#t p#t n#£t Xéo---(Xft)(l)-~-Xk’“w ~

Lelye---Ti--lo

~+

+> (-1) nt
0

Y p=0Xn+(Xn)'". Ypan lp+(p+1). X5 —g ln

l l l
(—1) n#t p#t nEt o Xl.oxle kaul(?l)alt (wplk“j;"lo)

k Xt Xe. Y ey Xt X0 E Y o (XED) e (SE (X5 ) +p+1)

~+

Et par une intégration par partie :

/ (—1) oD 5y Xt () naa Knt Xod' o lp (lo+1)- Xy
sif1
l
(X XT -+ Xk wigryety
— _/ (_1)X(l)0+(l0+1)-22:1Xibn(_l) ]:L:1(XH+XL"-Zo<p<nlp+(lo+1)'zﬁ:1lnX(l)O
S
k

In 1 s 1
D (=1 Zn<s XX (X2 ) 1) - X gl

s=1
k

In L
+(=1)Zn=1 X X{l...kaufl)ap(wlolk...ll))

Maintenant, on a aussi que :

XeHt4 XY X+ XS (X i) + . Zii;?(xﬁf +ip) =

X X[ 3 (in + 1)+l b (Xl i) + 1 Y pin 410 Y b [2]

5+ (Xo) Yy X+ (XE +1). o Xir + (s + 1), Zﬁ;g(Xf{‘ +in) =

(lS + 1)' Zn>s Xén + (Xés + 1)' Zn<s ln + ZI:L>3 ln +s+ lS' Zn>s ln [2]

et

k k k _
X(Z)O+(l0+1)‘ Zn:l X7lln+2n:1(Xn+X’fzn' ZD<p<n lp+(lﬁ+1)' Zn:l ln)+2n<s Xrlzn =
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Sor (X (L) + (X5 +in). ey +ip) + oh o ln) +l0- Soney I [2]

avec ig = 0.
On en déduit que :
sis>1,
(4.3.8)
k 0 1 -0 Iy In 0w+ 1+ 00 ls. In
(—1) (dQ)lk~~~ls~--lo = Z(_l)t+ Dt alt(wlk---ls---l;---lo) + (_1)$+ Ponss wlslk'"l;'“lo
i
k
_(_1)10-Zn:1 lnwlolk---ll
etsis=1,

(4-3.9) (_1)k(dQ)0 10 _ Z(_l)t+lt.2n<tlnalt (wo... 010 ) _ (_1)l1.2n>1ln

lglilo — L+l lalo
t>1

whlk'“lAllo

k
—(=1)fon=t gy,
De plus, :

X +(loH+1). Sop—y X435y (Xt X > 0<p<n pt(lot1). Yoy )+ ny Xl =
Soh (X + Xl 3 )+ (0 1) g b+ 2 ohg ln A 1o Yoy In

et

SHX 5o Y s Xt (XE41). 3, Xt (l41). Soho (Xl 4,) = (Is+1). 32,0 Xt

(X 1) sl + s s + 1. s .
et ainsi :
(4.3.10) .
(=D)*(dQ)pryt = Y _(—1) Tt 2n<iing, (wplk...g...lo)—(—l)p’Zﬁ:o 0 X b ) (wi o)
t=0

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 4.24. —
Soit w une forme différentielle homogéne d’ordre 1 sur SLM . La forme w est fermée
881

k e e
(_1)l1'z">1lnw + (_1)l0'2":11nwlolk'“ll = Z(_l)t”tlznqlnalt(wo 2 O)

lilghlo Lg-+-ly-+11lo
t>1

et

k
0= Y (-1 HeEnaty, (w

plk"'lAt"'lO) (—1)Pren=0 0-Xn=1 Ip(
t=0

Wigly--ly)



4.3. RESULTATS DE COHOMOLOGIE 157

En effet, d’aprés 4.3.4, si les (dQ)?I;'.'“llllg sont nuls, tous les (dQ)?};'_l,lls,:jég aussi.
Grace aux relations 4.3.1 et 4.3.7, la premiére équation de la proposition 4.24 s’écrit
aussi :

k
(_1)k+(11+10).zn>1 lnwhlolk"-lg + (_1)k+lo.ll+(lo+ll)~2n>1 lnwlOlllk“-ZQ _
Zt>1(—1)t+lt'zn<zlnalt(wo... 01 0)

pole-l1lo

Proposition 4.25. — Les formes différentielles ) fermées homogénes d’ordre 1 sur
SLM telle que les coefficients w&’j,ll’;j?ll sotent tous nuls sont en bijection avec les k+ 1
formes différentielles fermées w sur M.

La bijection est donnée par :

L(Xh' s 7Xk)Q = / (_1)ZX1L(X17 t anv’y)w
sl

Démonstration. — Considérons deux formes fermées avec les mémes coefficients wlok”,j, 112 l?
et regardons la différence.
C’est une forme fermée qui s’écrit :

k 1 k
n nn- . . n l
L(Xl) o L(Xk)Q _ fgm(—l)z":l(x +X D pen ot (D). 30 )(il L kau;?l)wplkmll
Avec les coefficients wyy, ...;, antisymétriques en Iy, - -, [;.

De plus, dans un changement de variables tous les wy,..;, se tranforment comme les
coefficients d’un k + 1-tenseur covariant.
D’apres la proposition 4.24, les conditions de fermeture s’écrivent alors :

et

k
0= Y (-1 HeEnaty, (w

ipty) — (S T bt it
Pli--tt---to
t=0

wlolk"'ll)

Autrement dit les wyy, ..., sont complétement antisymétriques. Les wy,,..;; sont donc
les coefficients d’une k + 1 forme et la deuxiéme équation montre que cette forme est
fermée sur M.

O]

La proposition suivante montre alors que modulo une forme exacte, toute forme a ses

coefficients w? 10 nuls.
Ll

Proposition 4.26. — Toute forme homogéne d’ordre 1 est cohomologue & une forme

w homogéne d’ordre 1 telle que les coefficients w?k'jj.ll;j?ll sotent tous nuls.

Démonstration. — Pour cela, d’aprés 4.3.4, il suffit de montrer que si l'on fixe les
coefficients w?k'jj,lll lg, on peut construire de maniére canonique une forme exacte avec
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pour coefficients w?k“-:.llllgv ceux que l'on s’est fixé.

Regardons les coefficients wlok':ﬁ. lll 58~ Dans un changement de variables, ils se comportent
comme les coefficients d'un k-tenseur covariant. Comme ceux-ci sont complétement
antisymétriques en les indices I - - - lo et symétriques en l1ly, ce sont les coordonnées
d'un tenseur qui est la somme de produits tensoriels de (k — 2)-formes avec des
pseudo-métriques (2-tenseur covariant).

Il suffit donc de montrer notre résultat pour w?k'j[.él? les coefficients d’un produit
w ® g avec w une k — 2-forme et g une pseudo-métrique, cad : wlok':j,llllg = Wiy 1o G111 -

I1 suffit alors de choisir la forme 2 définie par :

(X)X =

k n n\ln k
fglll(_l)anl(X HXM) Y o (1) Xy l”(Xl)ll...(Xk')lkul()l)wplkmll

-1, 1

_ ). k21,
avec Wy, ...l; = —(—1)(p+ k) L=t iwlk“'lzgpll'

En effet, d’aprés 4.3.9 on a :

(_1>k<dQ)O-~10 _ _(_1>k+(l1+l0)~zn>1ln

k+lo.li+(lo+11).
ln--Ilo (-1) (o). 2

k
l
wl1lolk“'lA1 o Wil 1y

= W10

O

Ceci montre que l'espace des k-formes fermées homogénes d’ordre 1 sur SLM est un
espace affine dirigé par I'espace vectoriel des k + 1-formes fermées sur M.

De plus, pour déterminer les k-formes exactes, on peut considérer des antécédents
dont les coeflicients wlok'j:.ll's':?ll soient tous nuls et donc les wy, ,..;; sont les coefficients
de k formes sur M.

D’aprés 4.3.10, on a alors qu'une k forme homogéne d’ordre 1 sur SLM est exacte
ssi les €1, ...;; sont les coordonnées d’une k + 1-forme exacte sur M. Donc I'espace des
k-formes exactes homogénes d’ordre 1 sur SLM est un espace affine dirigé par ’espace

vectoriel des k + 1-formes exactes sur M, ce qui conclut la démonstration du théoréme.
O
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