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Introduction

Dans cette these, nous étudions la loi conditionnelle de processus stochastiques en temps
continu connaissant un certain type d’informations sur sa trajectoire.

Que ce soit en statistiques ou en théorie des probabilités, I'estimation de données man-
quantes revient de maniere persistante. On retrouve ce probleme par exemple dans 'im-
putation de données, on pense alors a 'estimation paramétrique a l'aide d’un algorithme
EM (pour Ezxpectation-Mazimization, cf. [DLR77]) ot I'on simule les données manquantes
a chaque fois a l'aide du parametre estimé a ’étape précédente. De méme, la théorie du
filtrage cherche a estimer la loi conditionnelle de ces données sachant les observations.

Pour un processus stochastique, le probleme peut se traduire par la reconstruction
d’une trajectoire disposant d’informations sur ses valeurs a certains temps déterministes.
La donnée manquante est alors la trajectoire complete. Pour revenir au filtrage, celui-ci
cherche a calculer de maniére explicite (comme dans le cas du filtrage de Kalman) ou
d’approcher (filtrage particulaire) la distribution conditionnelle du processus par rapport
aux observations obtenues. La plupart du temps, ces techniques réalisent une estimation
point par point, ce qui ne donne pas une bonne estimation de la trajectoire, on parle alors
d’inconsistance temporelle. Notre approche cherche a simuler directement les trajectoires
conditionnelles. Hélas, cela se révele généralement impossible, c¢’est pourquoi nous pro-
posons une méthode relevant de ’échantillonnage préférentiel. Pour ce faire, nous allons
mettre en place des résultats d’équivalence de lois.

Concentrons-nous sur les diffusions. Cette classe de processus stochastiques apparailt
dans de nombreux champs d’application : en mécanique, en météorologie, en finances etc.
Pour une diffusion z, définie comme la solution d’une équation différentielle stochastique
(EDS), nous considérons des observations du type Lyxy, = v avec k =1,..., N, ou Ly est
une matrice rectangulaire et Tj est un temps d’observation déterministe. Ceci traduit un
manque d’information sur la variable z7,. On peut tres bien imaginer la dynamique d'un
mobile dont on observe seulement la position par exemple. On cherche donc a reconstruire
le processus x a ’aide de ces observations. Plus exactement, nous cherchons a décrire la
loi conditionnelle .Z (z|(Lrxr, = vi)1<k<n) & I'aide d’autres solutions d’EDS. Notre cahier
des charges

— déterminer I’EDS vérifiée par la loi conditionnelle,

— une méthode pour simuler facilement la loi conditionnelle

— des applications pour utiliser cette méthode,

— l'extension des résultats a d’autres types de processus,
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Conditionnement de diffusions

Les principaux résultats présentés dans ce manuscrit portent sur cette classe de pro-
cessus stochastiques. Une diffusion est un processus markovien a trajectoires continues, il
est défini par une EDS. Considérons donc le processus n-dimensionnel z, solution forte sur
[0,7] de ’EDS suivante

day = by(x)dt + oy(xy)dwy, 9 = u, (1)

ou b, o et u sont déterministes et w est un mouvement brownien de dimension n. Le
caractere markovien apparait naturellement vu que les coefficients ne dépendent que de
la position courante. Notre objectif est d’obtenir la loi conditionnelle de x connaissant
des valeurs prises par des combinaisons linéaires de coordonnées a certains instants. La
Proposition 2.0.1 p.11 nous assure le fait que le processus conditionné est encore markovien.
On cherche a montrer que celui-ci est de plus une diffusion, et bien stur a décrire les
parametres de 'EDS associée.

Afin de familiariser le lecteur aux différents outils intervenant, un premier chapitre est
consacré au pont brownien, qui est le processus suivant la loi d’'un mouvement brownien
conditionné par sa valeur au temps 1. Ce chapitre introductif expose les différentes ca-
ractérisations du pont brownien en fonction de celles du mouvement brownien. Ces axes
d’étude sont ceux utilisés dans le cadre général des processus markoviens, méme si leur
traitement est plus simple dans le cas du mouvement brownien.

Pour rechercher la loi conditionnelle, il parait alors naturel de s’intéresser au probleme
de martingale associé en ajoutant a la tribu initiale .%;’, toute I'information o ((Lyx1, )1<k<n)
générée par les variables observables, (%) étant la filtration naturelle du mouvement
brownien w. Ceci fait appel a une théorie plus générale, celle du grossissement de filtra-
tion. Nous verrons que dans certaines situations, nous serons en mesure de donner 'EDS
vérifiée par le processus conditionnel. Cependant, dans la majorité des cas, ce résultat reste
principalement théorique, au sens ou dans la dérive de ’'EDS conditionnelle apparaissent
des densités de transition, le plus souvent inconnues, du processus initial x. Il est donc,
en pratique, quasiment impossible de simuler des trajectoires directement. Pour pallier ce
défaut, une alternative consiste a introduire un processus auxiliaire, solution d’une EDS
facile & simuler (par un schéma d’Euler) dont la loi est équivalente & celle désirée.

Grossissement de filtration

Avant de développer la théorie générale, on peut s’intéresser a un papier de T.J.Lyons
& W.A.Zheng [LZ90], dans lequel ils établissent, dans le cas homogene, un résultat de
conditionnement du processus x par rapport a sa valeur terminale en " = 1. Ils introduisent
le processus y, solution sur [0, 1] de I’équation suivante

dy, = b(y)dt + o (y)dws + o(y2) o (y:)* Vi log pr—t (2, V)| o=y, dt,  yo = u, (2)

ou ps(z,y) est la densité de transition du processus x, c’est a dire la densité de la loi de
xs sachant xq = x. Sous des conditions articulées autour de 'uniforme ellipticité de oo*,
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c’est a dire que cette fonction satisfait uniformément A\™'7,, < go* < Al,, (A > 0) au sens
des matrices symétriques, le processus y suit la distribution conditionnelle de x sachant
x1 = v. Pour le démontrer, ils réécrivent le probleme de martingale, mais en travaillant
directement sur les densités de transition, sans grossir la filtration par I'information générée
par x;. Cependant, dans des cas plus généraux, cette approche peut ne pas aboutir, car
elle nécessite une intuition du terme additionnel dans la dérive.

La théorie de grossissement de filtration caractérise le candidat de maniere claire. Les
deux livres [Jeu80] et [JY85] en présentent les résultats fondamentaux. Le but originel de
cette théorie est de trouver des conditions suffisantes pour lesquelles les semi-martingales
d’une filtration donnée (.%;):>0 sont encore des semi-martingales pour une filtration plus
grande (%;);>0 au sens ou .%; C ¥, pour tout t positif. Comme évoqué précédemment, nous
allons grossir la filtration naturelle du mouvement brownien (%) avec la tribu générée
par les observations Y; = (Lyzpy, ..., Lyx7y)

G = Nes0 (Frye Vo (1)) (3)

Ceci est appelé grossissement initial, car il s’intéresse uniquement a la filtration (%)
défini comme la plus petite filtration continue & droite contenant (%) et l'information
o(Y1) en tout temps. Il a été étudié par, entre autres, J.Jacod [Jac85], M.Yor [JY85]
et T.Jeulin [Jeu80] ou plus tard par H.Féllmer & P.Imkeller [FI93] pour ne citer qu’eux.
Sous certaines hypotheses concernant la distribution conditionnelle 2 (Y1|.%#;), des résultats
donnent la décomposition canonique d’une (.%;)-semi-martingale continue en tant que (%;)-
semi-martingale. Ceci permet de déduire une extension du résultat de Lyons & Zheng pour
le méme type de conditionnement (zy = v) mais pour des coefficients inhomogenes. Le
processus conditionnel est alors donné par

dyr = be(ye)dt + o (ye)dwe + 0¢(ye) 0t (ye) " Vi log prr(x, v)|omydt,  yo = u, (4)

ol ps¢(x,y) est la densité de z; sachant que z, = .

Dans le cadre du Théoreme 2.3.4 p.24, le conditionnement est plus lache. On doit alors
faire des hypotheéses sur chacune des distributions Z(Y;|.%;), ou Yy = Lyxr,, ..., Lyzr,
et t €]Ty_1, Tx[. Ceci vient du fait, que localement, on ne tient compte que des condition-
nements futurs. L’étude sur [0, 7] est ramené a une étude sur chaque intervalle [T;_1, Tk|
(par convention Ty = 0). On obtient alors la décomposition canonique du processus x en
tant que (%;)-semi-martingale exprimée a I’aide d’un (%;)-mouvement brownien g sur [0, 7]
indépendant de Y; € %, donné par le Lemme 2.3.3

N Ti Nt
Bimw= Y [ o) Vo, Yi)lams. s, (5)

k—1 T 1Nt

ol qgk) (x,yx) est la densité de Y} sachant x5 = x.



iv INTRODUCTION

Remarquons tout de méme, que si les coefficients b et o sont C’; 2 et que, de plus, la
fonction oo* est uniformément elliptique, les estimées d’Aronson (cf. Annexe) permettent
de vérifier les conditions requises. Ces estimées donnent un encadrement des densités de
transition par des noyaux gaussiens. Le processus conditionné y vérifie alors

dye = bi(y)dt + o3(y)dwy + o2 (y)oe(ye)* iy Valog gr™ (w, 00|, L, 1 (£)dlE,

Yo = Xo-

(6)

Approche par absolue continuité

Bien que disposant de I’équation exacte vérifiée par le processus conditionnel, le terme
additionnel - fonction des dérivées du logarithme des densités de transition - n’est que tres
rarement explicite. Une simulation directe de cette équation se révele presque irréalisable.
Nous n’avons pas cherché a développer des méthodes ou algorithmes dans ce sens. Une
autre approche introduite par B.Delyon et Y.Hu [DHO06] consiste & contourner le probleme
en définissant un processus auxiliaire dont la loi se trouve étre équivalente a la loi ciblée.

Ce processus auxiliaire y est donné comme la solution d’une EDS ot le terme de dérive
qui nous dérangeait jusqu’alors est remplacé par la dérive du pont brownien

dy; = bi(yy)dt + oy (y,)dwy + %dt, Yo = U. (7)
Ce terme suffit a contraindre les trajectoires a converger presque strement vers ’observa-
tion. Les auteurs choisissent alors un cadre d’hypotheses, leur garantissant, entre autres,
les estimées d’Aronson, ils montrent ainsi, que pour toute fonction mesurable positive f

Elf(@)[zr = v] = E[f(y) D(y)], (8)

ou la densité D est connue. Le fait qu’il ne travaille qu’avec un seul conditionnement se
justifie par la propriété de Markov. Par contre, pour un conditionnement partiel, au sens
ou 'on observe seulement des combinaisons linéaires de coordonnées Y; = (vy,...,vy), on
se retrouve a priori obligé de considérer tous les conditionnements simultanément.

Cependant, le Théoreme 2.3.9 p.31 va quelque peu remettre en question cette intuition.
Cette étude fait 'objet d’un article en cours de soumission [Marll]. Finalement ce qui
importe est 'action des termes correcteurs dans un voisinage a gauche des temps d’obser-
vation, ce qui va nous permettre de les traiter presque séparément. C’est ce qui motive,
par ailleurs, le choix du processus auxiliaire y

N

dys = by(ye)dt + or(ye)dwr + Y ou(ye) 57 (ye)
P

Vg — Yt

T ¢ fmaemydt Yo =, (9)




avec pour tout z € R™ et [0, 7]
B (2) = o1(2) " Lj, (Lyor(2)ou(2) L) ™ (10)

et ou les 9, > 0 sont choisis de telle sorte que deux corrections ne se chevauchent pas. On
montre par ailleurs que le processus vérifie les bonnes convergences presque sures vers les
observations. Sous des hypotheses proches de celles faites pour le Théoreme 2.3.4 sur les
lois conditionnelles .Z(Y;|.%;), on a pour toute fonction continue bornée

E[f (@)|(Lyer, = vi)i<k<n] = E[f(y) D(y)], (11)

ou la densité D est connue, et s’apparente a une densité de Girsanov

‘ 2

185, 5, Wr—s,) (Layr, — s, —ve)|
D(y) = OH?:NM(?JTQQXP{_ Ty, =0 Ty~ Ok ) kT 0k Ok

205,
_|_/Tk _ (Lrys—vi)* AR (ys) Libs (ys)ds (kas—vk)*d(A);(ys))(kas_vk) 19
To—6, Typ—s 2(Ty—s) ( )
T a{ A%y )Ly —vn)i(Lay.—ve) )
+ - Zlgz‘,jgmk 2(Ty—s) }
kaék

ot 0 < C' < 400 est la constante de normalisation et avec pour tout z € R" et [0, T]]

Af(2) = (Lyou(2)op(2)* L)~ et mp(z) = y/det (A% (2)). (13)

Pour exploiter un tel résultat, il suffit d’appliquer une méthode de Monte-Carlo en
simulant des échantillons 4, i = 1,..., M et la loi des grands nombres nous donne une
estimation du terme de droite dans I’équation ci-dessus, ainsi

S 16D

E[f(z)[(Lyrr, = vi)1<k<n] S D(yi)

(14)

La démonstration du théoreme est construite autour d’une transformation de Girsanov.
Afin d’étre en mesure de l'utiliser, on s’affranchit des singularités en stoppant la correction
a une distance € des temps d’observation. Ceci définit une EDS dépendant de e, dont la
solution est une approximation y° du candidat y. Ainsi pour toute fonction continue bornée

f

E[f(2)Ge(x)] = ELf (y°) He(y7)]
ou G./H. est la densité de Girsanov. Le découpage permet d’isoler le facteur G. qui est
une approximation de I'unité et va alors garantir la convergence du membre de gauche vers
I’espérance conditionnelle. Le traitement du membre de droite est autrement plus com-

plexe; la partie la plus délicate résidant dans la démonstration de 'uniforme intégrabilité
des H.(y°).
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Application du résultat par absolue continuité

Afin d’illustrer ce résultat, Etienne Mémin et Anne Cuzol, deux chercheurs de I'INRIA
ont proposé d’appliquer cette méthode a un modele d’écoulement fluide. On cherche ainsi a
reconstruire le champ des vitesses en exploitant des images satellites d’une zone géographique
donnée. Pour résoudre ce probleme, les gens utilisent, en général, le filtrage particulaire,
ou toute autre méthode s’en inspirant.

La théorie du filtrage particulaire est une méthode dynamique basée sur le choix d’une
loi a priori pour le champ de vecteurs, celle-ci sera corrigée récursivement en fonction des
nouvelles données observées. La distribution conditionnelle est alors estimée a I'aide d'une
moyenne pondérée des positions de particules. Celles-ci sont propagées a chaque étape a
I’aide de la loi a prior: et de I'état estimé a ’étape précédente. Les poids sont calculés a
chaque étape, la logique étant qu’'un fort poids implique une forte vraisemblance et inverse-
ment. Il existe différentes variantes (on pourra consulter [PMCG10] pour une introduction
aux méthodes les plus classiques) afin d’améliorer cette estimation, mais hélas, le nombre
de particules nécessaires reste toujours un probleme, surtout, comme ici, en grande dimen-
sion. Pour se donner une idée de la dimension qui nous intéresse ici, pour chaque pixel
de la caméra, le vecteur vitesse est estimé en fonction de la luminance en ce pixel, ce qui
nous donne 4 variables par pixel, si maintenant on considere une résolution raisonnable de
128 x 128, quel nombre de particules doit-on utiliser pour espérer reconstruire la distri-
bution conditionnelle définie sur un espace de dimension 65536 7 On peut mentionner un
article, [SBBAOS], dans lequel les auteurs mettent en évidence par simulation, pourtant
dans un cas gaussien simple, que le nombre de particules nécessaires évolue de maniere ex-
ponentielle en fonction de la dimension. Le phénomene sous-jacent s’observe en pratique :
seules quelques particules prennent tout le poids.

Le Théoreme 2.3.9 permet la simulation directe de trajectoires conditionnelles et les
poids des particules sont alors calculées a 'aide de la densité. On devrait ainsi éviter ce
probleme de particules ineptes. Mais pour pouvoir utiliser ce résultat, il faut au préalable,
mettre en place un modele qui rentre dans les hypotheses. Celui-ci a été construit comme
une version bruitée de la formulation lagrangienne des équations de Navier-Stokes bidi-
mensionnelles dans le cas d’un fluide incompressible

AX7 = Vy(X7)dt + Sy(X7)dW,,

1
AV,(X7) = —=VP(X?)dt + vAV,(X7?)dt,
P (15)

dIt(Xf) = 07

div (Vy(z)) = 0.

La différence flagrante avec le modele déterministe réside dans le terme de perturba-
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tion dans la dynamique des particules. Ceci implique, entre autres choses, qu’a = fixé les
processus Vi(z) et I;(x) sont des semi-martingales. Ainsi V;(X[) n’est plus la vitesse de la
particule partie de z, ce n’est méme pas la vitesse moyenne. Le choix de la perturbation
peut se justifier par des erreurs de discrétisation du probleme, des erreurs de mesures. Ce
qu’il faut remarquer également, c’est que ce modele ne répond pas a priori aux lois de la
physique, c¢’est principalement une méthode d’estimation.

On montre alors que I'on peut déterminer un systeme équivalent pour le rotationnel de
V. Ce systeme sera plus simple, plus manipulable notamment car le terme de pression VP
disparait. On effectue ensuite une discrétisation des opérateurs différentiels a I'aide de la
grille de pixels pour retomber sur une EDS. Des simulations ont, par ailleurs, été réalisées.

Conditionnement de processus ponctuels markoviens

Dans un article [JY79] ou ils mettent également en place le pont brownien a I’aide d'un
grossissement de filtration, T.Jeulin et M.Yor obtiennent ’expression du pont poissonnien
par la méme méthode. On sait qu’un processus réel est entierement caractérisé par sa
mesure associée (cf. [BJ77] ). Dans le cas ou elle est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, on parle alors d’intensité stochastique. Le résultat de Jeulin & Yor
s’étend directement au cas d’une intensité déterministe. On démontre (Corollaire 4.1.12
p.81) que le processus conditionnel NV qui suit la loi Z(N|Nr = v) admet sur [0, 7]
I'intensité stochastique

v

A= m(“ - N2) (16)

Ainsi grace a un théoreme de changement de mesure a la Girsanov, on peut montrer un
résultat (Corollaire 4.1.14 p.82) d’absolue continuité lorsque l'intensité est stochastique.
Prenons deux processus ponctuels réels N et N’, d’intensités respectives A et X', ou \ est
déterministe. Sous certaines conditions supplémentaires entre les deux intensités, on a alors

E[f(N')|Ng = o] = E[f(N")D(N")], (17)

ou le processus ponctuel NV est le processus ponctuel donné précédemment.

Pour les processus de Markov a saut, on se restreint aux espaces d’états finis. Dans 1’op-
tique d’'une simulation directe du processus conditionnel, on recherche la loi des intersauts.
Il suffit de déterminer le semi-groupe associé. Pour cela, on calcule les lois de transition du
processus conditionnel en fonction des densités de transition du processus originel. Quelque
part, on adopte 'approche de Lyons & Zheng dans leur article mentionné plus haut [L.Z90].
Ainsi, si X est un processus de Markov a sauts de générateur (L;). Le processus condition-
nel X suivant la loi .Z(X|X7 = v) admet sur I'ensemble F(S) des fonctions sur 'espace
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d’états S le générateur suivant

L : F(S) — F(S)
f Lt(fpt,T(-a U)) — fLiper(.,v) (18)
per(-,v) 7

ol pour tout x,y dans 'espace d’états S et tout 0 < s <t

psp(x,y) = P(Xy = y[ X, = ). (19)

Perspectives

Diffusions

Dans le cadre des diffusions, deux approches du conditionnement partiel sont abordées.
Un premier axe d’étude consiste a obtenir 'EDS vérifiée par la loi conditionnelle, et un
second a mettre en place une méthode de simulation conditionnelle. Dans le premier cas
on suppose vérifiée ’'Hypothese 2.3.1, et dans le second I"'Hypothese 2.3.5. Ces deux cadres
sont tres proches, ils portent sur les propriétés des lois du type

g(Lk’ka? Ce ,LN.CETN’yt),

pour t € (Ty_1,Ty). On souligne, par ailleurs, ’éventualité que I'Hypothese 2.3.5 pourrait
étre réduite. En effet, il semble plausible que certaines assertions pourraient étre directe-
ment déduites de 'hypothese d'uniforme ellipticité des fonctions Lyoo™* L},

A, < Lyoo* L < M, (20)

En plus de simplifier ce dernier cadre, I'uniforme ellipticité de ces blocs pourraient également
permettre de vérifier I'Hypothese 2.3.1. A la lumiere de I'article [DM10] de F.Delarue et
S.Menozzi, il est envisageable, au moins dans certains cas, de mettre en place des estimées
type Aronson sous ’hypothese d’uniforme ellipticité de certains blocs. De telles estimées
nous suffiraient pour conclure.

Bien sir, il serait également naturel de considérer d’autres types de conditionnement.
Par exemple, si on observe des variables du type fi(x7,), le Théoreme 2.3.4 reste vrai, a
quelques hypotheses supplémentaires pres sur les fonctions f. Il serait alors intéressant de
mettre en place la simulation conditionnelle correspondante.

Application

Une application avec des données réelles est bien str l'objectif a terme de ce travail.
Avant cela, il faut valider I’approche, évaluer les performances de l'algorithme sur des
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modeles jouets pour le comparer aux méthodes existantes. Il y a certainement quelques
améliorations a apporter a l'algorithme, notamment en ce qui concerne le calcul des ma-
trices inverses.

Pour améliorer les simulations, on peut jouer par exemple sur le choix de la dérive.
En effet, le Théoreme 2.3.13 nous laisse une certaine liberté dans le choix de la dérive
du pont, qui ne doit plus étre nécessairement celle du processus initial que I'on cherche a
reconstruire. On pourrait imaginer une dérive additionnelle qui guiderait encore plus les
trajectoires pour ainsi récupérer des meilleures réalisations de meilleurs poids.

On peut envisager également une méthode hybride avec du filtrage type Kalman d’en-
semble. En effet, la simulation conditionnelle permettrait une meilleure estimation dans
I’étape de prédiction.

Processus ponctuels et autres

Seulement des conditionnements totaux ont été considérés dans les études de processus
ponctuels réels et processus de Markov a sauts. L’extension naturelle consiste a regarder
ce que l'on est en mesure de mettre en place pour les processus ponctuels marqués en
général. On pourrait alors s’intéresser a des conditionnements partiels. Une fois ce type de
conditionnement mis en place, on pourrait facilement imaginer étendre le résultat a des
processus de Lévy ou encore a des diffusions dont les coefficients sont pilotés par une chaine
de Markov sur un espace d’états fini. Ceci consisterait alors en un jeu entre les classes de
processus déja étudiées.

Plan de la these

Comme indiqué précédemment, ce manuscrit ouvre sur un premier chapitre portant sur
le pont brownien. Le pont brownien est le processus dont la loi est celle d'un mouvement
brownien conditionné par sa valeur en un temps 7" ici choisi égal a 1. Cette partie présente,
a travers les différentes caractérisations du mouvement brownien, les représentations cor-
respondantes que 'on a du pont brownien. Ces différents axes d’étude restent valables
dans des cadres plus généraux de processus markoviens. D’ou la volonté de présenter ces
résultats dans le cas simple du mouvement brownien, afin d’introduire les outils qui nous
serviront par la suite.

Le deuxieme chapitre porte sur les diffusions. Il contient les deux principaux résultats
obtenus au cours de cette these. Ceux-ci ont été présentés précédemment et répondent
a deux questions, le premier (Théoreme 2.3.4 p.24), théorique, donne 'EDS associée au
processus conditionnel, le second (Théoreme 2.3.9 p.31), pratique, fournit une méthode de
simulation conditionnelle via un résultat d’équivalence de lois. Afin d’illustrer ce dernier,
des simulations ont été réalisées sur un exemple simple en deux dimensions.

Ce troisieme chapitre consiste également a utiliser le résultat de simulation condition-
nelle mais sur un modele plus concret : la reconstruction d’écoulements fluides, utile a
I’étude de mouvements océaniques, en météorologie, etc. Ceci a nécessité la construction
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d’un nouveau modele stochastique pour se placer sous les hypotheses du Théoreme 2.3.9.
Ce travail a été réalisé conjointement avec Etienne Mémin et Anne Cuzol, chercheurs a
I’INRIA.

Le quatrieme et dernier chapitre présente d’autres résultats du méme type pour des
classes de processus ponctuels markoviens. Le conditionnement considéré consiste en la
valeur prise par le processus en un temps final.

Enfin, une annexe donne des résultats généraux utilisés ¢a et la. Notamment, on rappelle
certaines propriétés des densités de transition des diffusions, essentielles pour justifier nos
différents cadres d’hypotheses.

Certaines parties sont rédigées en anglais, car elles ont été originellement écrites comme
telles. Toute la section portant sur le Théoreme 2.3.9 ayant fait 'objet d'une soumission, on
retrouve a quelques arrangements pres, le corps de I'article soumis. Tout le dernier chapitre
portant sur les processus ponctuels est également rédigé en anglais.



Notations générales

— L’espace des matrices de dimension n x d & coefficients dans R sera noté R™*¢,

— La matrice identité de dimension n sera notée I,,,

— Pour toute matrice M, sa transposée sera notée M™,

— Par Z(X) on désignera la loi de X,

— La tribu engendrée par une variable aléatoire X sera notée o(X),

— Par (%;)t>0 on désignera la filtration de référence. Pour la filtration naturelle d’un
processus (Xy)i>0, on notera (Z;* )0
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Chapitre 1

Différentes représentations du pont
brownien

Nous allons présenter ici, les différentes approches que 'on peut avoir pour traiter
le probleme du conditionnement du mouvement brownien par ses valeurs aux bords. Ce
chapitre consiste, sur un exemple simple, a présenter les techniques qui seront utilisées
par la suite. Le choix se justifie également par le fait qu’historiquement, les travaux sur le
pont brownien ont fourni la base des travaux sur le conditionnement pour des processus
plus généraux. Nous essaierons de discuter les avantages et inconvénients des approches
considérées. Les preuves seront données, pour initier aux arguments qui nous serviront plus
tard.

Rappelons le principe du pont brownien : on recherche la loi du mouvement brownien
conditionné par le fait qu’au temps 1, il doit étre nul. On désire décrire la loi conditionnelle
Z(wlw; = 0) ot w est un mouvement brownien réel (wy = 0).

1.1 L’approche élémentaire

Le mouvement brownien est un processus gaussien. On rappelle alors un résultat de
conditionnement de variables gaussiennes

Proposition 1.1.1. Soient X et Y deux variables gaussiennes, respectivement dans R™
et R", telles que (3¥) est un vecteur gaussien respectivement d’espérance et de matrice de

covariance _
()« (&%)
Y Qvx Qv )’

St Qy, la matrice de covariance de Y, est inversible, la loi conditionnelle de X par rapport
aY =y est donnée par la loi du vecteur gaussien

7 =X - QxyQ; (Y —y). (1.1)

La varitable Z admet respectivement pour espérance et matrice de covariance

M=X-QxyQy' (Y —y) et Qz=0Qx — QxyQy Qyx.
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Remarque 1.1.2. Ce résultat, classique, trés utilisé en statistiques par exemple, apparaitra
ultérieurement, dans d’autres sections qui traiteront des processus gaussiens.

Démonstration. 11 suffit d’écrire

X = (X - QxvQy'Y) + QxyQy'Y. (1.2)

Le premier terme est indépendant de Y
E[(X — QxyQy'Y)Y] = Qxy — QxvQy'Qy = 0. (1.3)
[

Retournons au mouvement brownien, pour tout temps ¢t € [0, 1], on peut ainsi obtenir
Z (wi|wy = 0). Cette loi est donnée par celle de la variable

Y = wy — tws. (1.4)

L’énorme inconvénient de ce résultat tient dans le fait que le processus y n’est pas
adapté. En effet, le processus dépend pour tout temps ¢ € [0, 1], de la valeur de w;. On
pourrait grossir la filtration, en incluant en tout temps, I'information générée par w,. Mais
alors, on se heurte a un second probleme : le processus w n’est plus un mouvement brownien
pour cette filtration grossie.

Remarque 1.1.3. En utilisant la covariance du mouvement brownien, on peut montrer
que le processus y peut s’écrire sur [0,1) a laide d’un mouvement brownien changé de
temps

wE (- thwe (1.5)

En effet, si0 <s<t<1,

E[(1 = tw_ e ] =Ely] =0,

1—t

E[(1 - sy = (1 - hw_o | = (1 - t)s = Ely,y

1.2 Le grossissement de filtration

Nous allons montrer ici comment la théorie des grossissements de filtration s’applique
dans le cas du pont brownien. Considérons un espace filtré (2,.%, (% )10, P), ou la fil-
tration (%;)i>0 = ()0 est celle naturelle d’'un mouvement brownien w considéré. On
introduit la filtration grossie continue a droite (¥4;);>¢ définie pour tout ¢ par

% = (\(Fuse V ar(w))

e>0
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Le but est de mettre en évidence un mouvement brownien pour la filtration grossie qui nous
permette d’exprimer le pont sans calcul anticipatif, i.e. sans faire apparaitre la variable
wi. En effet, on a apporté dans la section précédente une représentation possible du pont
brownien

Yy = wy — twy, (1.6)

mais on ne reconnait pas directement une (%;)-semi-martingale. Cette nouvelle approche
nous fournira donc une autre représentation du pont avec une structure claire.

On notera les travaux sur les grossissements de maniere plus générale de Thierry Jeulin,
Marc Yor et alii (cf. [JY85], [Jeu80]), ainsi que de Hans Follmer et Peter Imkeller (cf.
[F193]) pour ne citer qu’eux. Pour ce qui est du point qui nous intéresse ici, on se penchera
principalement sur l'article [JY79] de Thierry Jeulin et Marc Yor.

Le théoreme qu’ils démontrent est le suivant

Théoréme 1.2.1. Le processus 8 = (f;)i>0 défini par

L
@zw—z ——, ds. (1.7)

est un (¢;)-mouvement brownien standard. En conséquence, le processus (wy) est une (94;)-
semi-martingale. De plus, le processus (f;) est indépendant de o(wy) C %.

Corollaire 1.2.2. Le processus (yi)o<t<1 défini par ’équation (1.4) est lié au (4;)-mouvement
brownien standard B = (Bt)o<t<1 par la formule

w=0-0)[5 i (1.8)

En conséquence, les deux processus (y;) et (B;) ont méme filtration naturelle.

Remarque 1.2.3.

1. Ces résultats peuvent étre démontrés directement en terme de processus gaussiens. 11
suffit de calculer les moyennes et covariances. Mais la démonstration suivante a le
meérite d’étre constructive. Ce qui est important si on veut utiliser ce type d’approche
pour des processus nom gaussiens.

2. On se retrouve alors avec une formule de changement de temps pour le brownien, en
effet a laide des équations (1.5) et (1.8), on obtient l’égalité en loi

¢ ¢
wz:/d<w5>£/ dws'
1—t 0 1-s 01_5

, , PR L : AL g —ws
Démonstration du théoréeme. L’intégrale de Riemann fo “==ds est absolument conver-

gente, car
ol R i
0 ]_ — S
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Montrons que f; = w; — fOtM #i=22ds est une (%;)-martingale.
On se restreint sans perte de généralité a I'intervalle de temps [0, 1]. Pour tout ¢ € [0, 1],
on introduit une filtration auxiliaire (¢/) définie par

%’zﬁtVJ(wl) :ﬁ’t\/a(wl—wt).

Pour tout 0 < s <t <1, la tribu .%, étant indépendante du processus (wsip — Ws)p>0, O
a
y t—s
Elw; — ws|9.] = Elw; — wg|w; — wg) = = S(wl — ws),
la derniere égalité étant obtenue par la Propriété (1.1.1) sur le conditionnement de vecteurs
gaussiens. Sachant que ¥, = (..,%.,., soit donc g, une variable ¥, mesurable, alors pour

e>0
tout € > 0,
t—s—c¢
El(w; = wgte)9s] = 7 —El(w1 — wyrc)gs;

—s—¢

un passage a la limite dans L! entraine
t—s

Elw; — ws|¥;] = = S(wl — Ws).

Ceci implique que le processus (5;) est une (¥;)-martingale. En effet

E[f: — B.|%.) = Elwr — w.|%] - / "Efw — w9

s 1—u

J— t J—
_t S(wl—ws)—/ Elws — wul]

1—s 1—u

Pour traiter I'intégrale, on montre que l'intégrande est indépendant de u

Elw; —w,|¥| Elw — ws|¥Y] n Elws — wy|9)

1—wu 1—u 1—u
_wl—ws_(u—s)(wl—ws)_wl—ws
 1l-u (1-u)(1—s)  1—s

D’ou

t—s bw — Wy
E[5, - 5.9 = 1_8(w1—w8>_/ e

De I'approximation des variations quadratiques par des sommes de carrés d’accroissements,
on obtient

(B)f = (w) =t,

I’exposant est la pour rappeler la filtration a partir de laquelle le calcul est effectué. On uti-
lise alors le théoreme de Lévy pour conclure que la martingale (5;) est un (%;)-mouvement
brownien. ]
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L’avantage de cette approche réside dans la construction d’'un mouvement brownien 3
pour la filtration grossie qui est alors indépendant de w;. L’expression de 8 nous fournit
ainsi une représentation du pont brownien adaptée par rapport a la filtration grossie.
Nous verrons que cette approche est encore possible dans le cadre du conditionnement de
solution d'une équation différentielle stochastique (EDS). Dans ce cas-1a, le brownien mis
en évidence, permettra d’écrire I'EDS vérifiée par le processus conditionné.

1.3 Le pont, processus markovien

Le mouvement brownien est un processus de Markov, ainsi le pont 'est également.
On peut donc étudier le conditionnement a travers les densités de transition. En effet,
sl (pst)o<s<t €t (Dst)o<s<t sont respectivement les familles de densités de transition du
mouvement et du pont browniens, alors pour tout 0 < s < t < 1, et tout couple (z,y) de
réels

" Pst(%, y)pra(y, 0)
ps,t(x7 ?J) == : —.

ps,l (ZE, O)
Apres le temps 1, le pont devient un mouvement brownien initialisé a 0 en 1. Or les densités
de transition du mouvement brownien sont gaussiennes

_ (y—x)?
e 2(t—s)

Ps,t(%y) = \/ﬁ

Ainsi, pour tout 0 < s <t < 1, et tout couple (z,y) de réels, les densités de transition du
pont brownien sont données par

- . s 22 (y—z)? 2
Par(@,y) =\ rmnims P{z=s — 300 — wn ) (1.9)

Remarque 1.3.1. Au passage, il est bon de remarquer que le pont n’est pas un processus
homogeéne, et donc ses densités de transition ne peuvent s’écrire comme celles du mouve-
ment brownien psy = pi—s. Ainsi le générateur infinitésimal du pont dépendra du temps.

Intéressons-nous alors au générateur du pont brownien. On rappelle que celui du mou-
vement brownien est donné pour tout intervalle I C R par le couple (L, D) défini par
Dr={feCyI,R): f" e C(I,R)},
1 d?
VfeD;, Lf=-—Ff.
fe€Dr, Lf=g3 P
ceci se montre, par exemple, en utilisant les équations de Kolmogorov, liant le semi-groupe
associé au mouvement brownien et le générateur. Pour le semi-groupe (P;;)s., lorsque les
dérivées partielles existent, le générateur (L;); est donné par

atPs,t = Ps,tLt7

asPs,t - _Lsps,t- (110)
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Notons (%); le semi-groupe d'un mouvement brownien w, et (]537t)57t celui du pont, auquel
on associera également le générateur (L;); que 1'on cherche a déterminer. Soit une fonction
feDretrel,

Poyf(x) = Elf (w))|ws = 2, w; = 0]
- / F(0)Ber(z,y)dy = / F () gee( 9)pea(, 9)dy,

ou
pt,l(ya O)
ps,l<x7 0)’

est la densité de la loi conditionnelle. Remarquons que

gs,t($7 y) =

1 d2
Oigsi(r,y) = —Lgss(z,y) = —§d—y295,t(x, ),
d
d—ygs,t(l‘, y) = —%gs,t(x, y)-

On peut alors écrire

6t]557tf(x) = atPs,t (fgs,t(xa )) (x)

== %Ps,t |:dd_y2 (f(y)gs,t(xa y)) - f(y)dd_yggs,t(x> y):| ([E)
= P 0o Gz 1)~ 1) @

~ P, {gd—yQ (y) — 1—_tdiy (y)] ().

(1.11)

ot Dy ={f € Co(I,R): f', f" € C(I,R)}.

Encore ici, a l'instar de la section précédente, la représentation donnée du pont brow-
nien ne semble pas la plus naturelle, ni la plus manipulable. Cependant, pour des processus
markoviens a sauts, c’est bien le générateur qui permettra de définir le processus condi-
tionné. Dans l'optique d'une simulation, le générateur apportera également la loi des temps
de sauts.
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1.4 Le pont, solution d’'une EDS

Le pont a été donné sous plusieurs formulations explicites. L’intérét de ’exprimer
comme solution d’une équation implicite, est de permettre d’entrevoir les solutions qui
se proposent pour une possible généralisation a des familles d’équations différentielles sto-
chastiques.

Dans leur article [JY79], Thierry Jeulin et Marc Yor, relient leur Théoreme 1.2.1 & un
résultat de Vigirdas Mackevicius dans l'article [Mac80]. En effet, si on considere I’équation
(1.8), on aboutit au fait que la loi d’'un mouvement brownien standard w conditionnée par
wy = x est donnée par celle du processus

t d ~5
Gx+(y—w/‘1fs> |
0 0<t<1

ou w est un mouvement brownien réel.

On vérifie alors, en posant x = 0, que la loi du pont brownien est donnée par celle de
la solution y sur [0, 1] de I’équation

1-t

Pour cela il suffit d’appliquer la formule d’Ito

d Yt _ dy, i Yt dt — dwt'
1—t) 1-t (1—t2 1-t

On retrouve logiquement le méme générateur que le pont brownien donné par ’équation
(1.11).

Une autre fagon de voir que la loi de y, solution de I’équation (1.12) est celle d'un pont
brownien, est d’utiliser le calcul stochastique pour des processus linéaires gaussiens (cf.
[Kle05] p.132 ).
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1.5 Discussion

On rappelle ici, tous les représentations du pont brownien présentées

Type d’approche Expression du résultat
Variable gaussienne vVt € [0,1], y = wy — twy (1.4)
Grossissement de filtration vte[0,1], y.=(1—1) (f ‘11%; (1.8)
Générateur vt e [0,1], L.f = %%f +=dy (1.11)
EDS vte[0,1], dy = —Zdt +dw, yo =0 (1.12)

La premitre Equation (1.4), on I’a vu, présente un probleme de taille, en effet ce pro-
cessus est non-adapté, ce qui limite l'intérét de I’expression pourtant obtenue a 1’aide d’un
résultat élémentaire. De plus, méme un grossissement de filtration ne résout pas direc-
tement ce défaut, car alors, le processus w présent dans l'expression (1.4) n’est plus un
mouvement brownien pour la filtration grossie (¢, = (\..(:# Vo(w;)). On a pu cependant
obtenir une expression du pont dans cette nouvelle filtration en exhibant un mouvement
brownien qui y est adapté, I'équation (1.7) se simplifie alors lorsque l'on fixe la valeur
wy = 0 (1.8). Cette derniere expression a le mérite d’étre totalement explicite et finalement
dans le cas du conditionnement brownien semble bien plus exploitable que I’équation impli-
cite (1.12) sous forme d’EDS. Cette seconde fournira cependant un point de départ naturel
pour le conditionnement de processus définis via une EDS. Le générateur, lui, répondra aux
problemes discrets par exemple, car dans ce cas, cela constitue ’approche la plus naturelle
si on veut éviter le calcul anticipatif, c’est-a-dire une expression ot une variable du futur
apparait.



Chapitre 2

Conditionnement de diffusions

Lors de la discussion sur les différentes approches du pont brownien, son expression
sous forme d’EDS a été présentée comme un outil de base pour un travail plus général sur
les EDS. Nous n’allons ici étudier qu’un seul type de telles équations. Il sera défini comme
suit : sur [0, T, considérons ’équation suivante en dimension n

dz; = by(xy)dt + oy (x)dwy, 9 = u, (2.1)

ol w est un mouvement brownien n-dimensionnel, b et o sont des fonctions déterministes
que I'on supposera au moins C12 par la suite. Par une fonction C'2, on entend une fonction
C' en temps et C? en espace. Les valeurs u € R" et T € R sont déterministes. Le point qui
nous intéresse dans ce chapitre est le conditionnement de cette diffusion par rapport a des
observations partielles. Le processus vit dans un espace de dimension n, une observation
partielle consistera en une projection sur un sous-espace de plus petite dimension. En
d’autres termes, on se donne une suite de temps déterministes 0 < T} <To < --- < TN =T,
ainsi que des matrices (Lg)1<k<n respectivement dans R"*™ avec my < m. On cherche
alors a récupérer la loi conditionnelle

L (x|(Lyzr, = vk)1<k<n),

ou les v sont des valeurs déterministes. On pose par convention Ty = 0.

En premier lieu, nous allons énoncer une propriété qui garantit qu'un processus de
Markov conditionné de la sorte conserve ce caractere.

Proposition 2.0.1. Le processus, dont la loi est donnée par le conditionnement d’un
processus de Markov par des observations partielles, est encore un processus de Markowv.

Démonstration.

11
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Le processus conditionné est markovien si et seulement si pour tout triplet (s, ¢,u) de réels
positifs tels que s < t < wu, et pour toutes fonctions positives f, et g, respectivement
o(zs)-mesurable et o(x,)-mesurable,

E[fsgul|ze, (Lrxn, ) 1<k<n] = Elfs|zt, (Lrxr, ) 1<k<N]E[gu|Te, (Lezr,)1<k<n]  D-S..

Du fait que x est markovien, ceci équivaut a
Elfsgulze, (Lizm,)1<u<n] = Elfslze, (Ln, ) 1<t Elgu|ze, (Lezn)1>e]  p-5..

On se donne trois fonctions positives p; € o(x;), Y1 € oy 2 a((kaTk)qu) et Yy € 09 2
0((Lk$Tk)Tk2t)- On cherche alors a exprimer I'espérance conditionnelle

E(fsguprtntra) = E[E[fsguprthribalze, T, 01, 03]

=K [E[fs’fﬂt, Ly, 01, 02]gu90tw1w2]
or x est markovien, d’ou

=K [E[f5|xt, Ul]gu@t%?/)z]
= ]E[E [E[fs|$t7 o1)guprihrba| Ty, 01, UQH
et par la propriété de Markov, ceci s’écrit encore
= E[E[fs| 21, 01]E[gu|2e, 2] orihriba)].
D’ou
Elfsgulwe, (Lrrn, )1<ken] = Bl fslwe, (Lorn)n<Elgulze, (Levn)n=]  pos..
O

Ainsi, on conserve la propriété de Markov méme si le conditionnement ne porte pas sur la
totalité de la valeur du processus a chaque temps T}.. Cependant ce type de conditionnement
nécessite de considérer toutes les observations a la fois, et on verra que ceci amene de
nouvelles difficultés non-négligeables.
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Le chapitre s’ouvrira sur les processus linéaires gaussiens, car, on I’a vu, a 'aide de la
Propriété 1.1.1, il est possible d’exprimer le processus conditionné. On verra dans quelles
mesures ce résultat nous permettra d’obtenir un résultat légerement plus général. S’ensui-
vra alors le fond du probleme que l'on traitera en deux étapes : la premiere rappellera les
résultats existants lorsque I'on se limite a un conditionnement dans le cas d’une observation
totale de la valeur du processus aux temps Ty, c’est-a-dire que L = I,,. Ici on pourra sans
perte de généralité considérer un unique temps d’observation T'. Ce qui ne sera pas le cas
pour les résultat plus généraux de la deuxieme partie ou I'observation n’est que partielle.

2.1 Processus linéaires gaussiens et parents proches

Le processus gaussien est quelque peu idéal. Il se caractérise simplement a 1’aide des
moyenne et covariance, les densités de transition sont explicites, beaucoup de choses de-
viennent alors calculables, etc. Dans cette section, la clé de voute réside dans la Pro-
priété 1.1.1 p.3 qui donne de maniere totalement explicite les moyenne et covariance condi-
tionnelles. Dans I’exemple qui suit, nous calculons a la main, la dérive du processus gaussien
conditionnel. Puis nous verrons qu’il est possible de caractériser le processus conditionnel a
’aide de ses moyenne et covariance. Ceci nous mene alors a un résultat de conditionnement
plus général a ’aide d’une transformation de Girsanov. En effet, si une diffusion admet une
matrice de diffusion homogene en espace, on peut s’affranchir de la dérive et ainsi retomber
sur une loi gaussienne.

2.1.1 Un exemple, avec calcul de dérive

En premier lieu, nous étudions un cas simple, en cherchant a calculer directement
la dérive du processus conditionnel correspondant. On se propose d’effectuer le calcul
de la dérive d’'un mouvement brownien 2-dimensionnel conditionné par des combinaisons
linéaires de coordonnées. Pour obtenir la dérive, nous allons utiliser le fait que

. E —
Bt(yt) _ }lg% [yt+hh yt|yt]

Pour cela, on se donne donne deux temps d’observation S < T'. Les conditionnements sont
donnés par deux vecteurs ag = (§) et ar = (1) ol a est un réel quelconque. On pose

T=1+a*et g=S(rT — S). On dispose également des matrices de covariance

tAS tAT S S
RtT‘( 0 a(t/\T))’ RTT_(S TT>'

Cette étude sera divisée en trois parties correspondant aux trois cas possibles pour un
temps ¢, suivant son positionnement par rapport aux deux temps S et T
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Cast< S

On cherche a expliciter 'espérance conditionnelle suivante

E[yt+h — Yt |yt].

Le processus y correspond en loi a un mouvement brownien 2-dimensionnel w conditionné
par awg = cg et apwr = cp, ol cg et cp sont deux réels, par la suite on notera c le vecteur
(¢ ). Pour obtenir la loi de y on se sert de la formule de projection de variables gaussiennes
(cf. Proposition 1.1.1)

Yt = Wy — RtTR;jl“WT —c),

1
_ Wg
Wr = (w} + aw%) '

On notera m; 'espérance de y; et Cy la covariance de y, avec y;. On a

ou

my = RyrRype,  Cy = (s At)Id — Ry Ryp Ry
Toujours a ’aide de la form ule de projection, on écrit

Elysrn — yelye] = mern — ye + Elyern — mugnlye] = mon — v + O(Hh)thl(yt —my).

Apres calcul, on obtient

2 (tT—S 0 tt+h) (rT—-S 0
Ott:tld_g( 0 a25'>’ Clornye =t 1d — 7 0 2S )
Ainsi
1— 0
Elyesn — yely) = musn — ye + ha? (Ye — ™).
0 L= TT—S—ta?

Afin de simplifier on remplace m; par son expression, et finalement

1 0 a* -1
Elyern — yelyd = —h . a2 (ye — f c).
0 ——%— ap

7T —S—ta?

On en déduit la dérive du processus conditionnel y

= 0 1 0
Bi(y) = — (Sat a2 ) (v — (_l l) c),
TT—S—ta? a a

que 'on peut réécrire
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Cas S<it<T

En suivant le méme raisonnement, on obtient apres calcul

sz (. o (s o

que l'on peut écrire également

S

Cast>T

15

Toujours de la méme facon, il se trouve que dans ce cas, vu que la matrice Ry ne
dépend pas de t, on se retrouve avec une dérive nulle. Ce résultat était prévisible, sachant
que 'on travaille ici avec un processus de Markov, il semble logique a priori de se dire que

les conditionnements n’influent pas sur le comportement du processus apres 7.

Simulation

Afin d’illustrer ce calcul, une simulation du modele a été réalisée. Pour cela on a fixé
S=4,T=9,a=>5et c=(}). Lasimulation a été effectuée suivant un schéma d’Euler
de pas 107, On a choisi, pour des raisons évidentes, de représenter les trajectoires des
variables observables a%y (en rouge) et aty (en bleu). Les points de passages (S, cs) = (4,1)

et (T,er) = (9,1) ont été repérés par le symbole @.
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Trajectoires des coordonnees de A™*x

10 ]
5-
: !
ot T
&
.
—157 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 2.1 — Exemple avec S = 4T =9, cs = ¢y = 1, a = 5, le pas de discrétisation du
schéma d’Euler est de 1074

2.1.2 Résultats

Le calcul précédent apparait rapidement laborieux. De plus, nous n’utilisons pas plei-
nement la caractérisation des processus gaussiens. Nous nous proposons alors de mettre
en place une méthode basée sur la recherche des moyennes et covariances du processus
conditionnel.

On considere les processus = et £ solutions respectives des systemes n-dimensionnels
suivants

de, = (ouh(z) + Dy + by)dt + opdwy, 9 = u, (2.2)
d& = (D& + by)dt + opdwy, & = . (2.3)
Les quantités D, o et b sont déterministes et uniquement fonctions du temps ¢t a contrario

le vecteur h est fonction de la position également. Toutes ces applications sont mesurables
et localement bornées. On introduit également pour s et ¢ positifs la matrice de covariance
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R, des vecteurs & et &. C’est a dire que
(Rat)ij = Cov(&l, &) = E[¢i¢]] — E[IE[E]).

On rappelle un résultat énoncé dans [KS91] (p.354) sur la covariance R,

SNt
Ry = P, [/ Pu_lauafL(Pu_l)*du Py,
0

ou
dP,
& = Db R=1
On introduit de nouvelles matrices
L1€T1 0
g% = 5 v = y
Ln&ry UN
RL?T == (RtT1L1 ce e RtTNLN) 5
LiRpr Ly ... LiRpr Ly
I'= : :
LyRpyr, Ly ... LnRpyryLy

Le résultat est le suivant

Théoreme 2.1.1. La distribution du processus p; donnée par
pe =& — R?Tr_l(fio“ —v)

est celle du processus & conditionné par £ = v (avec comme convention % =0). On a de
plus pour toute fonction mesurable positive f

E[f(@)[(Lrzr, = vi)1<k<n]

= CE ) expl | oo dn = o7 (Dipi+ b)a0) = 51l Fat)). - (24)

Démonstration. 11 suffit de réadapter directement la démonstration proposée dans [DH06].
Le 1¢" résultat vient du fait que la loi de & conditionnée est encore une loi gaussienne que
I'on connait (cf. Propriété 1.1.1). Pour obtenir le résultat d’absolue continuité, on utilise
une transformation de Girsanov (cf. [KS91] p.190). On conclut alors a I'aide du Lemme
A.2.1 donné en annexe. [
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2.2 Conditionnement par rapport a la valeur finale
On retourne désormais au cadre plus général, 'EDS (2.1) en dimension n
dzy = by(xy)dt + oy (x)dwy, x9 = w.
On suppose de plus, vérifiée

Hypotheése 2.2.1. Les fonctions b et o sont CY? & valeurs respectivement dans R™ et
M, n(R). Ces deux fonctions ainsi que leurs dérivées sont bornées, de plus, o vérifie la

condition d’uniforme ellipticité
M, <a< A,

ot a=occ* et \,A >0 sont deuxr constantes.

Remarque 2.2.2. Ces hypotheses impliquent les estimées d’Aronson (cf. Théoreme A.1.1)
des densités de transition ps(x,y) du processus x. On dispose alors d’un encadrement des
ces densités par des noyaur gaussiens.

On ne prend en compte ici que des conditionnements totaux. Ce qui nous ramene a
I'étude de la loi Z(x|zr = v), sans perte de généralité et ceci grace a la propriété de Markov.
La section précédente sur les processus gaussiens a permis d’exprimer, via le théoreme de
Girsanov, le conditionnement de processus dont ’équation variait d’une dérive inhomogene
en espace et en temps. Finalement cela mérite discussion. En effet suivant ’objectif que
I'on se fixe, un résultat par absolue continuité peut étre suffisant voire plus efficace. Si
on cherche a simuler selon la loi conditionnelle, il peut étre plus simple de passer par un
processus auxiliaire facile a simuler plutot que de vouloir simuler la loi exacte. Ceci se
justifiera a posterior: une fois les deux principaux résultats énoncés.

2.2.1 Résultat exact

Nous allons présenter ici le résultat qui permet de récupérer la loi exacte du processus
conditionné. Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser la théorie des grossissements de
filtration, plus précisément le Théoreme 2.1 p.20 dans le chapitre [Jac85] écrit par Jean
Jacod dans le livre [JY85].

Une autre approche, que 1'on retrouve par exemple dans [LLZ90] dans le cas homogene,
consiste a partir de la solution de 'EDS (2.5) pour aboutir a I’égalité en loi recherchée.
L’avantage du grossissement est de faire apparaitre naturellement le terme de correction
dans la dérive de 'EDS (2.5). Ce qui fournira un cadre plus général, qui s’avérera utile
dans le cas des conditionnements partiels. Considérons une variable aléatoire L a valeurs
dans un espace (F, &) et la filtration grossie

gt = \(F. v olL).

e>0

Notons @;(dz) une version réguliere de la loi conditionnelle de L sachant .Z".
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Hypotheése 2.2.3. [l existe une mesure positive o-finie n sur (E,&) telle que pour tout
t>0 et tout w € €

Sous cette hypothese
Lemme 2.2.4. [l existe une fonction positive F, = Nyey(€ @ F2)-mesurable (w,t,z) —
q; (w), a trajectoires cadlag, telle que

1. pour tout z € E, ¢* est une .F"-martingale, et si T* = inf{t : ¢~ =0}, on a ¢* >0
et ¢* >0 sur [0, T et ¢* =0 sur [T*, 00|,

2. pour tout t, la mesure n(dz)qf(w) sur E est une version de Qi(w,dz).
Le résultat est le suivant

Théoréme 2.2.5 (Jacod, 1985). Supposons I’Hypothése 2.2.3 vérifiée, et que ¢ est la
version des densités construite par le lemme précédent.

Soit M une (F)-martingale locale continue. Il existe une fonction (w,t,z) — kf(w)
prévisible relativement d la filtration #, = Ns<t(& @ FL), telle que

t
(¢, M), = / K2 d(M),.
0

De plus, pour toute fonction k vérifiant ces propriétés, on a

1. presque surement, pour tout t positif
t
/ KE|A(M), < +oo,
0
2. le processus suivant est une (4F)-martingale

t
M, —/ EEd(M),.
0

Dans le cas qui nous intéresse, nous cherchons a appliquer ce dernier résultat afin de
déterminer ’équation différentielle stochastique vérifiée par le processus conditionnel. De
la méme fagon que pour le pont brownien, 'approche consiste a exhiber la décomposition
canonique du mouvement brownien w dans la filtration grossie par la variable L = z, et
ainsi établir celle de la diffusion x. Il restera alors a fixer la valeur xr = v pour obtenir
I’équation recherchée.

Corollaire 2.2.6. Sous [’Hypothése 2.2.1, la loi conditionnelle de x sachant rp = v est
donnée par la loi du processus y solution de

dyr = by(y)dt + o (ye)dwy + o4 (ye)oe(ye)* Vi log pr o (, U)} dt, yo=u (2.5)

T=Yt
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Démonstration. Dans le cas L = xp, on peut expliciter la mesure (); a I'aide des densités
de transition de z. Si ps¢(z,.) est la densité de z; sachant x4 = z, on peut écrire

Qu(dz) = pror(ay, 2)dz

quantité strictement positive et continue en temps, grace au Théoreme A.1.1. C’est donc
la bonne version des densités. Il suffit de poser

5 Vv Ty Z)|z=xs No
kt =V, logpt,T(xa Z)|m=xt = p]:;?i Z)|)| ¢ ot \V4 ]()gptj(g;t7 Z).
5 9 T=Tt

Si on remarque

a(fft)i’j
2

dper(ze,v) = (Vaper (@, 0)| =g, ) [brdt + opdwy] + Z 0; ipr.r (T, v)dt,

0]

ol a = oo*. On vérifie que

d{q”, M)y = (ki )d{M),.

Le Théoreme A.1.1 nous permet d’affirmer alors que cette fonction k correspond au cadre
du Théoreme 2.2.5. Ainsi, en raisonnant coordonnée par coordonnée, ce dernier théoreme
nous dit que pour tout 1 < k <n

¢
B = wh —/ [Us(xs)*VIngs,T(xs,xT)LCdS
0
est une (%4,"")-martingale. Or

(8%, 87) = (W, w’)e = by

Ainsi, le processus (3 est un (¢4,"")-mouvement brownien sur [0, 7] indépendant de o(zr) C
“. On se retrouve ainsi avec une expression de z en tant que (%;)-processus

day = b(zy)dt + o (z)dB; + ar(z)V log prr(xy, xp)dt

ainsi x = F(B,zr) ou F est bi-mesurable (les solutions pouvant étre construites a 'aide
de la méthode de Picard). On conclut donc en utilisant I'indépendance de /5 avec xp pour
obtenir le résultat voulu. [

2.2.2 Résultat par absolue continuité

Comme on 'a déja laissé entendre, I’aspect simulation nous intéresse. Or dans la ma-
jorité des cas, les densités de transition n’ont pas de forme explicite, ce qui nous pose
un probleme vu le terme de dérive en gradient du logarithme. Il est naturel d’essayer de
trouver malgré tout une facon de simuler cette loi ciblée.
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Dans le cas d’une observation totale, i.e. 7 = v, Bernard Delyon et Ying Hu [DHO6]
ont apporté une réponse, en faisant intervenir une loi absolument continue par rapport a la
loi conditionnelle recherchée. Cette idée avait déja été proposée par J.M.C. Clark [Cla90]
dans le cas d’'un mouvement brownien avec dérive (i.e. 0 = I,,). La lecture des deux articles
montre que supposer une matrice de dispersion plus générale engendre quelques difficultés.
Cette loi auxiliaire a le bon gotut d’étre facilement simulable a ’aide, par exemple, d’un
schéma d’Euler. Si un processus y suit cette loi auxiliaire, le résultat qui est présenté ici
est de la forme

E[f(z)er = v] = E[f(y)G(y)]

pour des fonctions continues positives, ou G est la densité. En termes de simulations, on
effectue un tirage de N variables y* suivant la loi auxiliaire, par exemple, a l'aide d'un
schéma d’Euler. Ensuite on évalue la densité en chacune des trajectoires obtenues, ainsi
par la loi des grands nombres

E[f(z)|zr = v] =~ E” o Zf (2.6)

Pour ce qui est du choix de la loi auxiliaire, ils ont introduit I’EDS en dimension n suivante
sur [0,7")
Yy — U
T—t
On sait que dans le cas du mouvement brownien (b= 0,0 = [n) cette loi est exactement
celle du processus conditionné. En fait le terme correcti T -5
est en quelque sorte une approximation raisonnable au voisinage a gauche de T" du terme
de dérive en V log p; r, qui apparaissait dans le résultat exact.

Le résultat est le suivant

dy; = by(ye)dt + oy (yy)dw, — dt, yo=u. (2.7)

Théoréme 2.2.7 (Delyon & Hu, 2006). Sous I’Hypothése 2.2.1, l’équation (2.7) admet
une unique solution sur [0, T] avec yr = v. De plus, pour toute fonction mesurable positive

f

Elf (z)|zr = v
= CE[f(y) exp{— fT 245 At (y2)be (ye)dt+G; (d;;fytt)))yt+2 S (Al gigl), }] (2.8)

ot Ay(z) = (04(2)0e(2)") ", G = ye — v et C > 0 est une constante.

La premiere remarque a faire porte sur I'inutilité, en pratique, de la connaissance de la
constante C' dans le cadre de la simulation. En effet, si on 1’on suit le schéma induit par
I’équation (2.6), cette valeur n’apparait pas.

On discutera de la possibilité de choisir une dérive b non-bornée dans la partie suivante
plus générale.
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2.3 Conditionnement partiel

2.3.1 Résultat exact

On I’a vu dans le cas d’une observation totale, le processus conditionné peut étre obtenu
a l'aide de I'équation (2.5). Le but ici est d’établir I’équation correspondante dans le cas
d’observations partielles. Pour cela, nous allons nous pencher sur la démonstration du
Théoreme 2.2.5 qui repose essentiellement sur le calcul effectif du (94;)-compensateur d’une
(:#;)-semi-martingale. On retrouvera finalement un résultat tres proche de ce que Fabrice
Baudoin [Bau02] a pu obtenir a la différence pres, que dans notre cas il faut raisonner étape
par étape et recoller ensuite les morceaux, a cause du type de conditionnement considéré.

On introduit en premier lieu, la filtration grossie définie par

4 =) (c(V1) vV Fire),
e>0

ou (%) = (F") est la filtration naturelle associée au mouvement brownien w et pour
tout j = 1,..., N, la variable Y; est définie par Y; = (Ly2r,)j<k<ny OU x est solution de
I'équation (2.1)

dzy = by(zy)dt + oy (z)dwy, 9 = u.

Pour tout 1 < k < N, on appelle
Iy = [Ty—1, T}),

I'intervalle ouvert défini par deux temps d’observation successifs. Nous allons maintenant
définir le cadre de cette étude

Hypotheése 2.3.1. La fonction o est bornée. Pour toutt € I;, la loi £ (Y;|.%;) admet une

densité q,fj)(xt, Yyj), presque stirement continue en temps, vérifiant pour tout y; € H]kvzj R™*

qt(j) (x4, y;) > 0. (2.9)
(9)

De plus, la fonction x — ¢;”'(x,y;) est dérivable et pour tout 1 < ¢ < n, la dérivée partielle
par rapport & la (™ coordonnée de x vérifie

’@qﬁj) (x,9;)

< A. (2.10)

pour un certain A > 0.

Remarque 2.3.2. [l est important de noter ici, que sous [’Hypothese 2.2.1 ces conditions
sont vérifies. En effet dans ce cas-la, on peut donner une expression de ces densités a
l'arde des densités de transition du processus x

o () = /pt,Tj (1, 6)d(L3&) [ [ o i (€ ) A (L) (2.11)
k>j

Les estimées d’Aronson (cf. Théoréme A.1.1) nous garantissent alors de rentrer dans le
cadre précédent.
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Lemme 2.3.3. Le processus [3, défini sur [0,T] par

N o ,Tent
Br = wy — Z/ o(z,)*Vlog ¢¥ (s, Lz, . .., Lyzr, )ds, (2.12)
k=1 T 1Nt
est un (4;)-mouvement brownien indépendant de (Lyxr,, ..., Lyxry).

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons construire les (4;)-mouvements brow-
niens correspondant aux n coordonnées conditionnées du mouvement brownien initial w qui
génere le processus x. On cherche donc a obtenir pour tout 1 < 7 < N et tout 1 <7 < n,
les compensateurs respectifs de w}j dans la filtration grossie.

Soient s,t € I;, avec s < t, et 1 <4 < n. On considere Z; une variable positive .7
mesurable, et f; une fonction positive mesurable relativement a o(Y;) = o ((Lxx1,) j<i<n)-
Ainsi,

E [Z(w; — wl) f;(Y])]
R {zswz; [ s <yj>dyj} “E {stz [ 490 501,
= /E [Zs <w§qt(j)(wt, y;) — wig (zs, yj)>] fi(y;)dy;.

Or le processus (wjq,(zs,y;) — (w, q.(z,y;))¢), est une (F)-martingale. D’ott

E [Zi(w; — w}) f;(Y5)]
— /E [Z, (w', qV (., y5)), — (W', ¢ (., y)) ] £i(y;)dy;

De plus, un calcul d’Ito nous donne

dw', ¢ (@, y))e =Y 0 (2, Y5 jome, 0 (20 it
(=1

ol dy est la dérivée partielle par rapport a la coordonnée z¢. Finalement
E [Zs(w; — wy) f;(Y;)] = /E[Zs/ > 0009 (wu, y3)o (x) il £ (y;)dy;
5 =1

/ / 5zqu Dedi (2, y) o ()i du) g (wu, y;) £ (y;)dy;

xu,y])

{/ Z(?glogq (xy,Y;)o (%)zidu} £(Y)

/=1
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Or, la fonction ¢ +— qt(j )(xt,yj) est continue presque surement et strictement positive, il

existe alors une variable aléatoire C'(w) strictement positive telle que pour tout ¢ € [0, T

qgj)(x,yj) > C(w) > 0.

Ainsi
O log ¢\ (,, Y, < A
‘ o log g, (2, j)U(Iu)m" = m;
qui est intégrable au voisinage de 7). Ainsi pour tout 1 <14 < n, le processus, défini sur /;

par
t n

6; = (Bill“j_l - wTj—l) + w}t - aZ 1Og Q£J)(Isa }/j)g(fbs)ﬁids
Tj-1 p=1

est une (¥, );c7,-martingale. Un calcul rapide de crochets nous amene au fait que le processus
défini sur [,

g t |
615 = = (ﬁTj—l - wTj—l) + w — / O'(JIS)*V 1Og q§])<x87 Y'>d87
By o
est un (%;)er,-mouvement brownien de dimension n, indépendant de la variable Y; =
(ijTj, ..., Lyzr,) € 9. De plus, ce processus étant presque sirement continu sur [0, 77,
alors

N T AL ‘
By = wy — Z/ o(zs)"Vlog qgj)(x& Yj)ds

k=1 Ti_1Nt

est un (%;)¢cpo,r)-mouvement brownien. O

Théoréme 2.3.4. Sous I’Hypothése 2.3.1, la loi conditionnelle de x sachant (Lyxy, =
v1,..., Lyery = vy) est donnée par la loi du processus y, solution sur [0,T] de

dye = by(ye)dt + o4 (ye)dwy + o¢(ye) oo (ye)* Z]kvz1 V. log Qt(k) (z,vg) |m:yt1[Tk_1,Tk)(t)dt»

Yo = Xo-

(2.13)

Démonstration. On sait maintenant que le processus # défini sur [0, 7] par

N TNt
o=y [ o) s Vs

i1 Y Tho1/t



2.3. CONDITIONNEMENT PARTIEL 25

est un (%), rj-mouvement brownien indépendant de (L iz, ..., Lyzr,). A l'aide de ce
processus, il vient

N
dz, = bt(xt)dt + O-t(xt)dﬁt + Z Ut(mt)at(mt)*v log Qf(l‘ta Yk)l[Tkith)(t)dt

k=1

ainsi x = F (,Y]) ou F est bi-mesurable (les solutions pouvant étre construites a 1'aide
de la méthode de Picard). On conclut donc en utilisant I'indépendance de § avec Y; pour
obtenir le résultat voulu. [

2.3.2 Résultat par absolue continuité

Cette partie, rédigée en anglais, vise a étendre le résultat de B.Delyon et Y.Hu dans le
cadre d’observations partielles. La différence majeure réside évidemment dans le manque
d’informations sur les coordonnées non-observées au voisinage des temps d’observation. On
ne peut alors effectuer un conditionnement pas-a-pas en utilisant la propriété de Markov.
Il nous faut donc considérer tous les conditionnements a la fois.

Pour s’en convaincre, prenons un mouvement brownien 2-dimensionnel w = (z; ). La
loi de w conditionnée par w§ = u et w3 = v avec S < T est donnée par celle de y, solution

de
_ytliu 1t<S
dy; = dw; — ﬁ:@ dt, yo=0.

T—t t<T

Chaque coordonnée est alors un pont brownien.

En premier lieu, nous allons définir nos contraintes. Pour chaque temps déterministe
Ty, k=1,...,N vérifiant 0 < T} < --- <Tp < --- < Ty =T, on observe partiellement le
processus, ce qui se traduit a I’aide de transformations linéaires des vecteurs zr,, Lyzr,, ol
L, est une matrice déterministe a valeur dans R”*™ dont les my, lignes forment une famille
orthonormale. On cherche alors a décrire la loi conditionnelle .Z(x|(Lyzr, = vk)1<k<n) OU
les vecteurs v;, sont des vecteurs déterministes arbitraires.

Dans l'optique de faciliter la lecture de cette section, les deux prochaines pages sont
dédiées a l'explication de sa strucure générale.
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Structure de la section 2.3.2

Ponts & " Lemma2.3.15 | } Lemm%§314 j
) ] i controles i " Lp, tj{ v
approx1mat10ns Liili)?{l?lli\{:i}iij i N 1 i
. Lemma2.3.16 Lemma 2.3.7 Corollary 2.3.8 Lemma2.3.6
I distance | — c Lo — . Ly - o Lk p.s.
[ \ — — Pt — Uk
" entre 2 ponts | sup, [|p; — pell Q 0 lpe — Pt 3 0 T

; Lemma2.3.18 ; ' Lemma?2.3.17 !

. EDS pour 6 | . définition de ¢ l
Lemma2.3.12 Lemma2 3.10 Lemma2.3.11 Lemmes

lg" =lls = 0 g 3 2 (wlobs.) o =l - principaux

Théore Theorem 2.3.13 Theorem 2.3.9
eoremes b non-borné b borné

Légende
[ 1: désigne les lemmes situés en appendice de la section.

— : signifie < intervient dans la preuve de .
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Cette section est articulée autour de la démonstration d’un résultat central : le Théoreme
2.3.9. Cette derniere repose sur I'utilisation d’approximations y° d’un candidat y (équation
2.16 de type p, équation 2.14) inspiré de celui de Delyon et Hu (équation 2.7). La raison
de l'introduction de ces approximations provient des singularités présentes dans la dérive
de 'EDS satisfaite par y. On définit alors les y° en stoppant les termes singuliers a une
distance € des temps correspondants, ces processus sont de la forme générale des p° ap-
proximations de p. On traite dans un premier temps ces différents processus en établissant
des controles de natures différentes qui seront utiles pour la suite (Lemmes 2.3.6, 2.3.7 et
le Corollaire 2.3.8). Notre choix d’approximation nous permet d’appliquer une transforma-
tion de Girsanov pour passer de la loi de z - le processus d’origine - a celle de chacun des
y°, ainsi pour toute fonction continue bornée f

E[f(z)D"(2)] = E[f(y°)].

L’essence de la méthode réside dans le fait que la densité de Girsanov D° peut-étre
décomposée comme le quotient de deux fonctions ¥° et ¢°

p=
()06

Ceci nous permet d’écrire de fagon équivalente

Elf(x)¢=(x)] _ Elf(y°)e"(v°)]

E[ys(z)] Elp*(y)]

ou ¥*(x) est une approximation de 'unité au sens ou le terme de droite converge vers
I'espérance conditionnelle de f(x) sachant nos observations lorsque ¢ tend vers 0 ( Lemme
2.3.10). Le traitement du second membre, plus complexe, repose sur la combinaison des
Lemmes 2.3.11 et 2.3.12 qui vont nous permettre d’appliquer le lemme de Scheffé, et ainsi de
conclure (I'existence de la limite étant garantie par le Lemme 2.3.17). En effet le premier
donne la convergence presque stire de ¢°(y°) vers ¢(y) et le second la convergence L,
uniforme.

Les démonstrations de ces deux lemmes nécessitent 1'utilisation de la batterie de résultats
obtenus au préalable, le Lemme 2.3.10 ainsi que ceux obtenus sur le pont y et sur leurs
approximations y°. De plus, un résultat supplémentaire, le Lemme 2.3.18, sur un processus
auxiliaire # nous fournira un controle local de la quantité 1)° aux voisinages des singularités.
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We define an SDE on [0, 77,

Pt — Uk

N
dpt = bt(pt)dt + Ut(pt)dwt - Z Ptk(pt)m

k=1
where for all time ¢ € [0,7], z € R" and for all 1 < k < N, the matrix PF(z) is an oblique
projection and wuy is any vector satisfying Lrpur = vi. The correction term operates only
on the interval (T}, — 0y, T)) where T — & < T} for technical reasons. We will show that
with a suitable choice for those projections (see equation (2.26)) we have the following
equivalence in law for the corresponding solution y

L(r—s, 1) (H)dt,  po =, (2.14)

L(x|(Lyxr, = vi)i<k<n) ~ L (),

with an explicit density (Theorem 2.3.9 below). This result seems to rely on one main
assumption, that is the uniform ellipticity of the functions Lioo*Lj. This allows us to
control almost all the convergences. However, some additional technical requirements on
specific transition laws are needed. The question that those requirements can be deduced
from the uniform ellipticity of the functions Lyoo* L} remains open.

Notations
Let Ty, k= 0,..., N be N + 1 non negative numbers verifying 0 =Ty <71} < --- <
Ty = T, where T is the finite horizon of our study. We define also the matrices
Ly e R™" Lk =1,..., N whose rows form an orthonormal family.
We define arbitrary positive numbers d;, k = 1, ..., N, such that T}, < Tp— 0 < T.

Moreover, we denote their minimum by dg 2 mkin{ék}.

The set C; 2 is the subspace of C%2 of the functions whose derivatives are bounded.
Let the functions a, A*, and 8%, k =1..., N, defined for all (¢,z) € [0,T] x R™ by

ai(z) = oi(2)o(2)", Af(2) = (Liou(2)au(2) L), BE(2) = 0u(2)" Ly Af(2).

We denote by x, y, and y°, the n-dimensional processes, which are the solutions on

[0, 7] of
dxt :bt<ﬂft)dt + Ut(ﬂft)dwt, Ty = U, (215)
N
— v
dyy =bi(yy)dt + o (yy)dw, + Z Ut(gt)ﬁf(yt)%1(Tk_5k7Tk)dt, Yo =u, (2.16)
k=1
N yE — v
€ € € € € — Yk
dy; :bt(yt)dt + Ut(yt)dwt + Z Ut(yt )55(%)%1(7%*%,7%*8)(1@ yg =u,
k=1
(2.17)
(2.18)

respectively, where w is a n-dimensional Brownian motion.
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For the sake of readability, we choose not to specify arguments when not necessary.
For example, the equation (2.1) becomes

dl't = btdt + Utdwt.
First of all, let introduce the general assumptions of our framework

Assumption 2.3.5. The functions b, o are locally Lipschitz, in addition, o is bounded.
The functions A, k=1,..., N defined for all z € R™ by

Af(2) = (Lyo(2)oe(2)" L) ™

belong to C’;’Q and satisfy
AN, < Ap < Moy, (2.19)

in the sense of symmetric matrices, for some A > 0.

Moreover, for any 0 < ¢ < g, and for all 0 < i < 7 < k < N, the conditional
law L (Ljxrr,—c, Li1vr,, -, - - L, | Fr,) admits a density q7,, continuous in € and in
space, which satisfies

Qg (2, - 2) S (2.20)

where > 0 is a constant. An additional assumption on q := qp, = qo iS5 needed
q(v1,...,uy) > 0. (2.21)

This framework is larger than Delyon & Hu’s one. Indeed, if b and o are supposed to
belong to O}, we may use Aronson’s estimates (see e.g. [Aro67] or [PE84]) which imply
these assumptions. In the case of a degenerated matrix oo*, there is no general rule, some
studies exist in special cases. For example, in [DM10], the authors present the solution x
of a system of n linked equations, each of dimension d, where the noise term only appears
in the first equation. The noise propagates in the system through the different coefficients.
The authors set density estimates which imply our assumptions if we choose the constant
matrix L, = L, such that LX is the solution of the first d-dimensional equation.

Bridges
We recall that a bridge is defined as a solution of (2.14)

{ dpr = be(pe)dt + o1 (pr)dw; — Y4, PF(pe) 5= 1 (15, 1) (1) dE
Po = Uo

Suppose (Assumption 2.3.5) holds, we assume in addition that b is bounded and that
(t,2) = Pf(2)
is a C; 2 function and that for any z

LipPf(2) = L, and ker(Ly) = ker(PF(2)). (2.22)
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As a remark, this implies the existence of a constant C' > 0 such that for every z,x € R"
1B (2)z]l < Ol Ly, (2.23)

Indeed, if E = ker(Ly)*, then the restriction Lg of Ly is a bijection from E to its image,
so that
Pp=PpLy'Lg

First of all, we present a lemma to describe the behaviour of process y

Lemma 2.3.6. The SDE (2.1}) admits a unique strong solution on [0,T] in the sense of
the absolute convergence, meaning that

/Tk HPtk(:Ot)(pt —uy)||

dt < +o0.
T~y Tp—t

For all k, we have Lyyr, = Lyug almost surely (a.s.). Moreover, for any time t such that
Ty — 0 < t < Ty, then ||L(yr — up)|* < Cr(w)(Ty, — t)loglog|[(Ty, — t)~* + €] a.s., where
Cy 18 a positive random variable.

Proof. Let us remark that for times in [T}_1, T;] (with Ty = 0) the SDE (2.14) becomes

Pt — Ug
dp; = bdt — P}

Pt t ¢ Tk ¢
So that we may reduce the proof to the study of (2.14) with only one observation time,
but we here have to consider random initial conditions. If uniqueness holds it will lead to
the result by concatenation. The proof in the case N =1 is given in Lemma 2.3.14 in the
appendix. [

l(Tk_‘svak)(t>dt + 0(pt)dwt-

Bridge approximations

Let us introduce approximations that will be useful in the proof of the main result in
next section. Let 0 < & < §y, we set

e e € € pa —u
dp; = be(pp)dt + ou(py)dw — Zptk(/)t) %k _ tk
k

1(Tk_5k7Tk_5) (t)dt> pg = Uo (2'24)

The only difference with the bridge equation (2.14) is that each correction term is stopped
from a distance £ from the observation time.

Lemma 2.3.7. For any positive integer q, we introduce a stopping time 7,
1, = inf{t € [0,T] : ||p:ll > ¢}
Let ay = (Cq+ 1)™N, then for all ¢ € N*

sup E[||pfr,, — pinr, IP] < Ce®
te[0,T]

for all 0 < e < (6o A1) where C is a positive constant. The numbers C' and o, depend on
T, N, the (6k)k, the (Ax)k, and the bounds for b and o.
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Proof. Given in the appendix, the proof uses classical techniques and auxiliary processes
defined on [T}_1, T]. O

Corollary 2.3.8. 1. Foralle <1,

E[ sup Hpt/\Tq - pi/\rq”] S CgTq(l - 10g€)7
t€[0,T]

2. there exists a sequence (£4)4, such that for allt € [0,T]

lim ||ps — 0% =0 a.s..
q—o0

Result in the case of partial observation

We aim to obtain a Delyon&Hu-type theorem that gives absolute continuity of process
x conditioned on observations (Lyzr, = vg)1<k<ny With respect to a bridge process y.
For all 1 < k < N, we define

a,(2) = 0y(2)ou(2)", Af(2) = (Lyay(2)Ly) ™,

BF(2) := ou(2)* L} AF(2) and  m(2) := ,/det(A%(z)),

where (¢, z) € [0,7] x R™. Let us remark that

BE(2)"BE(2) = Af(2)  and  Lyoy(2)B{(2) = L, (2.25)
We now consider a specific projection P, defined for all k£ and z by
Pf(2) := ay(2) LAY (2) Ly = 04(2)Bi(2) Ly (2.26)

Here are both systems we now consider

dzy = by(xy)dt + oy (x)dwy,  x9 = u

=

Lyy, — v
t—l(Tk—ésk,Tk)dt’ Yo = u.

dy: = bi(ye)dt + au(ye)dwe — > oe(ys) 5 (ve) T, 1

k=1
The result is the following

Theorem 2.3.9. Assume (A 2.3.5) is satisfied, and b is bounded. Then for every bounded
continuous function f (for the uniform norm)

E[f(x)[(Lxrr, = vk)1<k<n]

=CE [f W) ] m(yz,) exp {~ 19ri-s

(kaTk*Jk - Uk)|’2+/Tk (Lrys — Uk)*A];(ys)Lka(yS)ds

k=1 204 Ty—0 Ty —s
(Liys — vr)*d (A%(ys)) (Lrys — o) (AR (Y )i g, (Liy. — )il Lay. — vi)j),
a (T}, — ) > (T}, — s) }}’

1<i,j<my

(2.27)

where C'is a positive constant.
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Proof. As said before, to explicit both functions ¢° and ¢°, we apply Girsanov’s theorem
with the additional drift term h$(z;) defined by

N

vk — Lz
=> B T L@-sTi-e)
k=1 k

Then for all bounded continuous functions f

BL ()] = @) exp{= | Koo dun + 510 (o) P}

Using properties (2.25) of the functions ¥, an 1t6’s formula for t € (T — O, Ty — €) gives

d 18 (o) (Lwe — vi) I _ 2(Lawe — o) "Af (2) Lida, N 187 () (Liwe — Uk)szt
Tp— 1 T —t (Tp — 1)2
N (Lkwy — v)*d(Af (20)) (Lize — vg) IRy
T, — 1 T, —t
n Z d<Ai]( (Lk.l' —Uk) (Lkl' —Uk) > .
> T, —t
1<i,j<my,

The k™ term of the sum h$(x;)*dw; may now be isolated from that one in da; above. Then,

2(Lyay — vp)* Afordwy || BF (Liary — vg) ||

— - dt
T, —t (T, — t)?
_ Hﬁt (Lpw, — vk)HQ i my dt & 2(Lyxy — Uk)*A?Lkbtdt
T, —t T, —t T, —t
(Lpwy — vp)*dA¥(Lyzy — vg) d(AF;, (Lrx — v )i( L — vi);),
. 2.28
N Ty —t * Z T, —1 ( )

1<i,j<my

Since we have

L Ti — U
|t = Z”ﬁt ATt ’”” Lty sntnoy (1)

and

Lyx; — vp)*AF Lo, dw
)dw, = ZlTk 1 Tho—¢) )< il jljk)_; i t,

we obtain —2(h$)*dw; — ||h¢||?dt adding the terms given by (2.28). Finally, it leads us to a
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new expression for the density given by Girsanov’s theorem

N k 9 & )
exp { Z o ||BTk*€(kaTk—E - Uk‘)” + ||/8ka5’€ (kaTk—(sk — /Uk>||

E[f(y")] = E|f(x) > %5

i /Tke (Liwy — vp)* A7 Libydt IS (Lyzy — vg)*dAF(Lyzy — vg)
T~y Ty —t 2(T, — t) 2(Ty, — 1)
n Z d<Az]7 Lk.’li — Uk)z(ka — Uk)j>t }:|
~ 2(T, — t) ‘
1<i,j<my
In an equivalent way,
Elf(y )¢"] = E[f (x)¢7], (2.29)
with
N
c 1%, 5, (Liys ur)||?
(,0 —C an ka . eXp{Z_ Ty —0k 2?; o
‘I’ /Tk } _(kat - Uk) Akabtdt _ (kat - /Uk>*dAf(kat€ — Uk)
_ Z d<Ai‘€,j7 (kag - Uk)z‘(kaE - >t} 2 30
1<i,j<my, 2(Tk - t)
and

167, (@7, —) (Lpr,— — vp)|1?

2e

V=) = C° [ [ i) exo{~ } (2.31)

k=1

where for all z € R"”

_ \/det (A5 (2) and €=
k

Now using it in the case where f = 1, we get formally

Elf(z)¢"] _ ELf(y7)¢]
E[ye] Elps]

The fact that the left-hand side converges toward the conditional expectation is given
by Lemma 2.3.10 in the appendix, for finite-dimensional distributions. This proof justifies
the choice for the matrices P*.
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An obvious candidate for the limit of the ¢® is

N k 2
e _ o . HBT;C—(S;C(ka*(;k)(kaTk*&k - Uk)“
pi=py)=C an(ka)eXp{ %,

N /T"’  (Liye — ve)* AF Liby (yo)dt— (Liye — vi)*d(AF (y0)) (Lye — ve)

d(AF (), (Ley. — vg)i( Ly, —
ap> 2(Th, — 1)

>t} (2.32)

1<i,j<my,

Thanks to Lemma 2.3.17 given in the appendix, ¢ is well defined. Moreover, E[¢] is also
finite. We want to conclude thanks to Scheffé’s Lemma. Finally, the main difficulties of
the proof stand in showing almost and uniform convergences for the ¢°(y°). Thanks to
Lemmas 2.3.11 and 2.3.12 given in next section, we are able to say that both convergences
hold for a subsequence (g4)4en-

Finally we have shown that for every continuous function g

E[g(xtu <o 7xt1)‘<kaTk = Uk)lﬁkSN] = CE[g(xtn B 'xtN)('p(y)]
this could be extended to bounded continuous functions of whole path, since C([0,T],R)
is a Polish space. [
Lemmas
This section provides the main lemmas on which the proof of Theorem 2.3.9 is based.

Lemma 2.3.10. There exist three positive constant numbers €', ci,ca such that for all
0<e<é,

a <E[R] <c
Moreover, for any increasing sequence (t;)1<j<m in [0,T], and for all bounded continuous
functions g

. Elg(wey, ., x,, )07
BT B

Proof. Let recall

= Elg(ws,, - - ai'ftM)|(Lk93Tk = Uk )1<k<N]-

(Lrrr,— — vi)" A}, (w1,—o) (Lpr,— — v)
2e

v = T Jdet (A, (an0)) expf{ - 1.
k=1

Then, using the uniform ellipticity of the A, k =1..., N, we are able to get

N . 2 N . 2
H —Tk -2 eXp{_/\“Lka;_a Uk” } < ws < H Tk % ex { HLk‘rTz—)‘\f Uk” }
£ g
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We first work with the left-hand side to get a lower bound for E[¢7]

M| Lz, — — vi|?

N
) —FE\5 _ -
kl_Ilg exp{ 5 }

N

/ (Ciye ey Cy He FAE exp{— M}dg‘

We then apply the change of variable (. = \/ez), + vg,

N
n Ml ze|l?
5 Z/qs(\/g2’1+v1,-~,\/EZN+UN H)\_§ eXP{——H;H pda,
k=1

A||Zk||2

N
z/qg(\/gzl‘i‘vla---:\/gzN""UN H A7% ex bz,
K k=1

where K C R™ x --- x R™ is a compact set containing 0. Since ¢° is uniformly bounded,
we may apply Lebesgue’s theorem to get

N
n )\ 2 £
/qg(\/gzl‘i‘vla--w\/gzN“"UN H)\ 2e Hz;” Fdzy, ii(](“l,--wUN)C()‘) >0
L k=1

where C'(A) > 0. Then, by continuity, there exists 0 < &’ < g, such that for all 0 < e <&/,

N
Al zc||2

B 2 & 2 [ (Ve vEayton) [[ A Fexp(

k=1

ez > q(vy, ..., on)C.
Now, in order to get the limit toward the conditional expectation

ES(g9) = Elg(zy;, . .o 24, )Y°] = /E[g<xt17'"7xtlvl)w€|<kaTk e = Ck)1<k<n]q (G - Hde-

Applying the same change of variable as before,

2
E5(9) / lg H N7, —e €X {_M}’(kaTk—a = ez + Vi) 1<k<N]q° ((\/Ezk + Uk)k) dzg.

By uniform ellipticity of the functions A*,

E(9) < gl [ o (V2 + u0) Hmep{ Pl
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First, for ¢ = 1 this gives an uniform upper bound for E[¢?]. Now, since ¢° is uniformly
bounded in € and space, we may apply Lebesgue’s theorem

N
- 8%, 2>
lim E3(g) = /E[QH xp{——5— Tk H(Zkwn, = vi)1<ken]e” (vi)x) dzp.
k=1
It remains to integrate with respect to the z;, k=1,..., N
lli% E)\( ) - Q(Ulv cee 7’UN)E[g(xt1a cee 7’:CtN)|(kaTk: - Uk)lﬁkSN]'
Finally
. Elg(xs,,...,x €
fimy b tl]E[@/)e] V] _ Elg(@y,, - - -, wey )| (Letn, = vi)1<wsn]-

Lemma 2.3.11. There exists a decreasing sequence (g4)qen tending to 0 such that
lim [p* —p| =0 a.s.
q—00

Proof. First, we use triangular inequality

1= (v°) — ()] < 10°(¥°) — " ()] + ¥ (y) — w(y)]-

By Lemma 2.3.17 the second summand on the right hand side converges toward 0. We now
treat the term |p°(y°) — ©°(y)],

I

P 26,
n /Tk_E (Lwy; — v) " AF(y;) Licbe(y7) — (Liye — Uk)*Af(yt)Lkbt(yt)dt
kaék Tk - t
(Liy; — ve)*d(AF(y5)) (Leys — vi) — (Liye — vr)*d(Af () (Lrye — ve)
ATh = 1)

A(AT (), (Liy® — vr)i(Lay® — vi);), — A(AY; (1), (Liy. — vi)i(Lry. — vi);),
-2 2Ty, — ) }

By respecting the order above, we may write it as

N

Soa(ya) Notation —e e e o o
) HerXP{ rt WL+ Op+ Ot
k=1
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According to Corollary 2.3.8, there exists a decreasing sequence (g,);en tending to 0
satisfying for all k£ that y;‘jreq converges almost surely to yz, . From this we obtain the fact
that =,” converges almost surely toward 1 and T, toward 0 using regularity of . Then
for all k, since b and o are regular functions

] < C/Tk_a e = el o

where ¢ > 0 only depends on L, b and o. It remains to show that the integral converges
to 0 almost surely at least for a subsequence. Let us remark that the process y is almost
surely bounded since it is continuous on [0,7]. This implies the existence of an integer
valued random variable @) := Q(w) such that 7¢ > T". Then for all ¢ > @

/TH Iy —well 5, _ /TH 1Yinz, = Yenmll .
T —0g Tk —1 Ty, — 6% Tk —t

Now, we use Corollary 2.3.8, let recall that oy = (cg 4+ 1)~ and g, = e~ (tD*™" After
intervertion, we get

Tk—Eq €q _ Tk—gq Qq
E[Z/ Hyt/\Tq Z/t/\rqut] < Z/ gq'(1 —I—logéq)dt
1 Y Tk—0k Tk —t 1Y Ti—0k Tk —t

q> q>

< Z 20l (1 4 2(cq + 1)N )2

q>1

. . Tx—e ”yqu —Ytnargll
which converges. So that the integral fT:f 5 %

q tends to infinity. That leads us to almost sure convergence for all k of |¥;| to 0. Now
we use identity (2.50)

dt converges almost surely to 0 as

Tk—e L 2 L a2 L 2

Ti_s, T, —t T, —t (Tp —t)?
[ Lry; — vl? [ Lry; — vl? [ Ziy; — |”
;)dt — D )dwy — —————7r(y7)dt
T, —¢ pe(;) T, —t qe(y; )dwy (T — )2 re(y;)

where p, ¢, and r are all C;’Z functions. Hence using Lemma 2.3.6 and Corollary 2.3.8 as
above we obtain that lim,. o |@Z‘1] = 0 up to a subsequence. It remains to treat the term
®:. Still using identity (2.50), Lemmas 2.3.6 and 2.3.7 we show that lim. o |®,?| = 0 for
some subsequence (g,), tending to 0. O

Lemma 2.3.12. There exists a decreasing sequence (€,)4en tending to 0 such that

lim E [|¢% — ¢|] = 0.
q—00
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Proof. As a first consequence of Lemma 2.3.10, thanks to identity (2.29), the quantity
E[¢°] is finite so that % is a density. We may also use Fatou’s lemma to get

E[¢] < liminf E[p] < c,.
e—0
It takes more work to control limsup,_,, E[¢f].

Let us introduce the heuristic of this proof. Since ¢® converges almost surely toward
¢ as € tends to 0 (for a given subsequence), we know, thanks to Scheffé’s lemma, that it
suffices to show that E[p®] converges to E[¢]. In order to treat the limsup,_,,E[¢°], we
will express ¢ as the limit of a uniform integrable family indexed by . That is why we
introduce a stopping time 7°, that controls the oscillations of ¢ and ¢° thanks to a level
J. We know that identity 2.29 allows us to work on ¢ instead of ¢ if necessary. The
role of this stopping time is crucial, because it provides, through Lemma 2.3.18, a lower
bound depending on level J for %, and so for %. Then, it remains to show
the uniform integrability of the family (¢°17—.¢)cs0, it is obtained thanks to the definition
of 7¢ and Novikov’s lemma. Finally, we let € goes to 0 and J to oo to conclude.

Let J > 0 be a large number, we introduce for all process (2¢).cjorj and forall 1 <k < N
the stopping time 75,

€ 5 : 1 ”Lkzt - UkH2 —

. | Lz — vpl” L J
—inf{ty <t <Tp—e: RTINS ptyge (2 )Y,
e <t=T o(Tp—t) - e\vii=i)!

where D is a positive constant such that DI; < A*. We know that such a constant exists
according to assumptions on the functions A¥. The ¢; are chosen to be real numbers
contained in (Tj—1,7T) — €). As a convention we set 7; = T} if the condition is empty. Let
7° be the first of the 7; such that the condition is non-empty

T = i%f{T,i s < Ty},

we set as convention 7° = T'if for all k, 7, = T}. Then, for every bounded continuous

function f
ELf () 1r=cqe®] _ E[f(2)1recryf]

E[y?] N Ely]

We recall that

18, (L —e — wi]?
2e
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We decompose 1° into a product of three factors

187, (Ljwz,— — )|

M,

F = ]-118 2 15 (w7,—) exp{— o= |3

Fy =& 2 n(wn—) exp{~ 1P 27;“ 2l 2
m; B (Lixg—e —v;)]]2

Fy = T %o, exp— e oy

J>k

We are interessed in
E[wel‘rg:‘rg] = E[FlFQFS]-TE:TE]'

We now use Markov’s property to get independence between Past and Future knowing
Present (cf [DMT75] see last chapter about conditional expectations)

B[y 1,e—ps] = E [Pyl E[F5|Zr]] = E [FlE [Fyl,e B[ F3|r,]| Fe } L (2.33)
First, due to the uniform ellipticity of the functions A;, we may write

n _™Mj L.C: — v 2
E[F3|§Tk] S/q%c(ch_l,...,CN)H/\Qg 2 exp{_%

J>k

}.

Then, in a same way as in the proof of Lemma 2.3.10, after a suitable change of variable, we
use the uniform upper bound for the density to get a constant upper bound for E[F3|.Z7, .
In order to study the factor E[F, Lreere |ﬂ}g} we introduce

1 I8¢ (L — vi) ||
\/Tk—teXp{_ 2Ty —t) b

Thanks to Lemma 2.3.18, we know that there exist a bounded adapted process 7, a mar-
tingale M both defined on [T}, T} — €] and a positive number 0 < h < 1, such that

Ht:

46, = dM, + 07M(Ty — ) 2 mdt.
We now integrate it for ¢t € (75, T, — €]

¢
0p = Ore + My — Me + / Wsei_h(Tk — s)_%ds.

>
Tk

This leads to the following

t
E0:1r:ey] < J7 + 7‘?/ E[0,1,]' (T} — s)~" T ds,

ty
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where 7 = sup, |m,|. So E[f1,:] is bounded by the function u, which is the solution of

_ht1 -
dus = 7ul (T —s)" 2 ds, wy, =J 7,

and this equation has an explicit solution

1—nh
where ¢y, is a positive constant. Then for all t € [T}, Tk — €]
[ Lo cali, 20) < {e(Th — i) = + 7"}
In particular when t = T, — ¢
E[Fyloter,—e| Fr) = Blor,—Loe ory—o| Foe] < {eu(Th — 1) 7 + J T
We now come back to equation (2.33), we get a first bound
E[ 1] < Cleu(Th, — 1) 2 + J "} RE[F].

for a constant C' > 0. We find a constant upper bound for E[F}] in a same way as we get
the upper bound for E[F;3|- %7, ].
Finally the inequality we get from equation (2.33) is the following

B[ L] < Glen(Ty, — 1) 2 + J "}

where G is a positive constant. From this we deduce

E[¢ 1ps,] = ZE Y remre] < GmaX {(ck(Tk — tk) R "yw }

W:{%”mk4ﬁf (T —t) 2 |+ J" Vg{%n—m +J V

According to this last result and using the lower bound of E[¢°] given by Lemma 2.3.10
we finally have

E[¢1p—r<] )
Y =T s g _
B = 1 Gm’?X {(ck(Tk tk) T 4 "y w }
where G is positive constant. So using inequality (2.29) we obtain
E[QOE].T:TS] 1
—F =l sy _ , _
S 2l G {(ck(Tk t) T I )h} (2.34)

Moreover, the family (¢°17—.<). is uniformly integrable. Indeed by definition of 7¢ we can
get upper bounds depending on J for the different factors in expression (2.30) of ¢° or
(2.32) of p, forall 0 <e <1

M Tome (Lpys — op)*AFLpbydt  (Liys — o) dAF(Lrys — o)
— e = E ex t t tae t k t \MEYy k

B Z d(A¥;, (Lyy® — Uk)i(kaE —v)i)e 1%, s, (7 —s,) (L, 5, — Uk)||2}
2(T, —t) 20 ’

1<i,j<my
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in fact 7¢% = ¢”.

In order to prove the uniform integrability, we first find controls on the different inte-
grands appearing in ¢° by using the definition of 7¢. We recall that b and ¢ are bounded
so are the functions n*. Then on {t < 7}

(Lrys — vg)* AF Lib,
T, —t

¢ lo ;
_m g (Tk— )M )

which is an integrable quantity in 7Ty, and C is a positive constant depending on the
choice of b and o. A same method gives an upper bound for the terms where quadratic
variation appears. We may express the canonical decomposition of remining terms dA¥ in
the following way

(katg - Uk)*dAf(kaf - Uk) Hkat - UkH2

[ Lryi — vell® &
= 7 )d —_— [ )dt

T, —t

where 7% and ¢* are bounded adapted functions. We denote by Z¢, the martingale defined

on [0, 7] by
(Tx—e)At Lo — 2
78 = E /( —H kY — k| rFdws.

S
e —0p <t k_ék) Tk: -9

Then for fixed J, there exists a constant K such that

Lz

P licre < Kl;[exp{Zf/\Tg o

Let us remark that for all p > 0

Tk 8)/\t/\T 4
p? iy =
exp{% {25} W@Z/é Sl
k /\lf/\T5

T I

where C' is a positive constant. Thus, for any positive number p, we apply Novikov’s lemma
(cf [KS91] p.198) on the continuous local martingale (pZ;, .- )icpo,r). It comes

2

E [eXp{pi/\Tf - 9 <Z€/\Ts> }:| = 17

for every p > 0.
Then we take the liminf. .o and use Lebesgue’s theorem to obtain

E[SOIT:T]
lim sup,_,q E[¢*]

=

> 1 - N max {(ck(Tk ) g )} (2.35)
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Now 17—, converges almost surely to 1 as .J tends to infinity. We are able to say after
letting the t; tend to T} that

lim sup E[¢°] < E[¢] (2.36)
e—0
We finish the proof by Scheffé’s lemma (cf [DM75] p.36) O

Case where b is unbounded

Suppose now that b is locally Lipschitz with respect to x and is locally bounded. Moreo-
ver the SDE (2.1) admits a strong solution. We use a Girsanov theorem (see e.g. [DH06])
to reduce the problem to the case of a bounded drift.

We obtain

Theorem 2.3.13. Suppose o, o0~ and the Ay, k=1,..., N to be C;’Z—functions. Assume
that b is a locally bounded function, which is locally Lipschitz with respect to x. Let y be
the solution of

Lyy: — vy,

ﬁlm—ekm(t)dt

N
dys = by(yo)dt + ou(ye)dw — Y 0u(ys) 55 (yi)
W1

where b satisfies the assumptions of Theorem 2.3.9.
Then for any bounded continuous function f

E[f(@)[(Lrzr, = vk)1<k<n]

N R
||6k —e (kaT —€ _Uk)Hz T L Ys — U *A]; Ys L bs Ys ds
= CE[f(y)an(?/Tk)eXP{— e QEZ ) +/ — k)Tk —( 5) )

Ad(A*(y.)i 5 (Ley. — vr)i(Ley. — ve);),
Q(Tk - S)

k=1 Tk—ek

 (Lwys — ) d (AF(ve)) (Liys —vn)
Q(Tk - S)

\/\M

1<i
1 .
/ (ye)as(ye) "y, — §||Ut(yt) lbt(yt)||2dt}]

where C' is a positive constant and b = b — b.
Proof. Let Z be the solution of
det = bt( )dt + O't(l’t)dwt, .QA?O = U

Then from Girsanov theorem (see e.g. [DHO06]), for any bounded continuous function f and
9

E[f(l’)g([zwﬂ,---,LNSCTN)] :]E[f(j;)g(Llel’” , Ly, )efo (de)ar (2e) " da— \Iot(@t)—lz}t(m)lwdt]

_ /E[f(i)effé;‘(it)at(iz)1d£t—é||ot(it)1Et(§:z)|2dt|<Lk:ﬁtk = Uk)1§k<N 7}17 ) H duy,

It remains to apply Theorem 2.3.9. ]
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Appendix
Proofs of Lemma 2.3.7 and Corollary 2.3.8

Proof of Lemma 2.3.7 . We consider an interval of type [T}_1, T)). We introduce a process
p*, a solution on this interval for the bridge equation (2.14) initialized at time T}_; by the
value p7, . A picture to visualize what is going on is given by Figure 2.2 in page 44. We

use this new process p* to write

E[”P;\Tq - pt/\TqHQ] < 2E[‘|p§/\rq - pf/\rqHQ] + QE[pr/\rq - pt/\TqH2]' (2.37)

We will study both terms separately.
For the first one, on [Ty, Tj, — €) the term ||pj,, — pfu,, [l is 0 as. and on [T} — ¢, Ty),
we can reduce the study to that of |lz; — p¢||* with a same initialization P{T,—e)nr, &L time

Tq
Tk — &.
E[E[HIO;\T(] - pf/\Tq||2|prk—€)/\Tq]j| < 2E [E[le(ch—s)/\Tq - pllfc/\Tq||2|p?Tk—s)/\Tq]:|
+2E |:]E[||p§/\Tq - p?Tk—e’;‘)/\Tq ||2|prk—a)/\TqH :

We then use Lemma 2.3.15 given in the appendix and classical techniques (see e.g. [TW89]
p.170) to obtain upper bounds

E[E[Hpi/\ﬂ] - pf/\Tq||2|prk—E)/\Tq:| S CE(l + \/EE[HLk(p;}c_l/\Tq - uk)H2])7 (238)
where c is a positive constant. Now in order to treat the remaining term we use Lemma 2.3.16
E[E[HP?ATQ - pt/\Tq ||2|ka—1/\Tq7 p;k_lATq]] S E[Hp%k_l/\’rq - ka—l/\Tq ||2:|a
Finally, on [T;_1,T%)
Ellloinr, — puncal) < ¢ |21+ VEENLA_inry = w) D) + ELG, onry — P10 in 1]
(2.39)

where 0 < a < 1 and ¢ is a positive constant only depending on 7', bounds b and o. We
show by induction that there exists some constant C' such that for all 1 <k < N

c akfl
Ell| 5 nr, — Prone 7] < CFe* . (2.40)

The base case is given by equation (2.38). Indeed on [0, T}] processes p' and y are indis-
tinguishable since they have a same initialization at time 0. Suppose now for some k that
inequality (2.40) holds. We now use equation (2.39) to get

Elllp%,,nry=PTisanm 7] < € |e(L + VEE[| Lis1 (P nr, — ) 1)) + Ell 0T nr, — kaATqHQ]a] :
That gives us thanks to the induction assumption

El7,, nr, = Pricans|I’] < e+ VEE[0%,ar, = P1eam ') + Elll o7 pr, — p1icns, 7]
< Cle(1 4 VE) + Cre).

where C' is a positive constant. This concludes the proof. ]
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FIGURE 2.2 — Illustration of the three different dynamics considered

Te_1 Tr—¢€0 Ty —¢ T,

Let us recall

d.fl't = bt<l’t)dt + O't(.'lft)dwt (21)
—Uu
dpe = bulp)dt = Pup) ) + ov(pe) (2.14)

@ First, the three processes follow the dynamics of the initial diffusion (2.1) with a dif-
ferent initialization for p.

(@ Now, the three processes follow the dynamics of the bridge (2.14), which means that the
correction term operates and forces these processes to get closer to the observation

At the end, only the processes y and p* go on following the dynamics of the bridge
p
(2.14) and both tend to the observation, while p® follows the initial dynamics (2.1)
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Proof of Corollary 2.5.8.
1. It consists in using Lemma 2.3.7 in order to set bounds for the different terms in the
following equation

b — g = / [ba(p) — ba(p2))ds + [0(ps) — o265,

N (3
uk? - pS = uk} - ps
+ Y PHps) T s Lz 5,1 (5) = P () T s L(7}—5,. 1 —e) (s)ds.
k=1
For both first terms,
tATq TATq o
E[ sup || [bs(ps) — bs(p)]ds|]] < E[/ 16s(ps) = bs(p5)|ds] < Ce,
te[0,T 0 0
and thanks to Davis inequality (c¢f. [Kle05] p.201)
tATq TATq ag
E[ sup || [05(ps) = 0s(p2)]dwsl|] < cE[ / los(ps) = os(pf)|Pds] < Ce™.
te[0,7 0 0

For the remaining terms, we decompose each integral into three parts

t £
Vi — Lkps Uk — Pg
/ Psk<p8> T 1(Tk—5k7Tk)<S) - Psk(pi) 1(Tk—5k,Tk—5)(3)d8
0 k— S Ty —
tA(Tp—¢) U — tA(T—¢) _
ps k 5 pS ps
: PHp) = PHD] s [ PR
/t/\(Tkék) |: i| Tk — S t/\(ka(sk) Tk -
tATy U —
Ps
+/ P (ps) : ds.
tA(Tx—¢) Tk - S

The regularity of ¢ and Lemma 2.3.15 give

E

sup
te[0,7)

t/\Tq/\Tk _
/ [PH(ps) — PH(p)] =P
tATgN (T —01) Tk) - S

T 7 c11214 3
e ™ g, el =osll] o 7 Ellles — p5IP) g [l — o5l
<c s = pell—— <c -
0 Ty — s 0 VI —s Ty — s

< Ce7,

where ¢ > 0 and C > 0 are constant. Then

tATGA (T —¢) _ TqN(T)—¢) E — € ag )
/ pe(e) P psdslg / llos = £l o 5 pog( )
t T <

S S
NN (T —0k) Ty —s o NTk—0k) Ty —s

E

sup
te[0,7
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Then, thanks to Lemma 2.3.15, we may write

tATGATY, o
/ PH(pg) 2= Lo g
t

E <c

/T’c ds JE
< —— < c/E.
Tk—E \/Tk_s

sup
t€[0,T)]

S
ATgN (T —¢) Ty — s

2. We know that

E[ sup || pinr, = pins, ] < Ce7 (1 —loge).
te[0,7)

Since a; = (cq + 1)~ for a constant ¢, it suffices to take

_ N+1
Eg=¢€ (eq+ 1)

Hence

E[Z sup ||pt/\7'q - pi}\TqH] < 206_(0q+1)(1 —+ 2(Cq + 1)N+1)7
g>1 t€l0.T] =

which converges. This implies that for all ¢ € [0,7T], the quantity ||p; — p;’| converges
almost surely toward 0. [

Technical lemmas

Lemma 2.3.14. Let us consider equation (2.14) with random initial condition u on [0,T]
with N = 1, which means only one observation time in T,

Pt — U1

dp; = bi(ps)dt + o1 (pr)we — Py(pr) T 1

Lr—eyr)()dt,  po=u

Then this equation admits a unique strong solution on [0,T). Moreover ||L(p; — uy)|]* <
C(w)(T —t)loglog[(T —t)~' + €| a.s., where C' is a positive random variable.

Proof. We recall that parameters b and o are locally Lipschitz functions. So that the
equation admits a unique solution on both intervals [0,7 — ¢;] and (T" — ¢1,T") and so on
[0, 7). Moreover thanks to Itd’s formula, on (7' — &4, 7))

L(Pt —Ul)
T—1t

— (T — )" L[bdt + opdwy, — P2~ ay) + L2~ g

d
Tt (T — 1)

then using (2.22), we have LP, = L so that

L(py — u1)

d T—1

= (T — t)_lL[btdt + O'tdwt]

For all 1 < ¢ < m the process {(fot(T — s) ' Log(ps)dws);, t > 0} is a continuous local
. . o t _ 2 :
martingale whose quadratic variation 7, = [ 32, o, (T — 5) 7% (Lijos(ps) k)" ds satisfies
limy 7 7y = +00 and 7, < 7%, where ¢ is a positive constant. Hence we just have to apply
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the Dambis-Dubins-Schwarz theorem that gives us the existence of a Brownian motion B?
such that

t
( / (T - s)lLas(pS)dws) _ Bi(r)
0 i
The law of iterated logarithm allows us to conclude. [

Lemma 2.3.15. Let us consider equation (2.14) with random initial condition u on [0,T]
with N =1 which means only one observation time in T

dps = bi(pe)dt — Pt(pt)p}__il dt + oy (p)dwr,  po = .
Then for all s <t < T,
BllE = )W) < oy 4 TR0 — )2, 241
and
E[llps = pel’] < C(t = )(1 + VT = sE[|| L(u — w1) ), (2.42)

where ¢ and C' are positive constants depending on T, 1, bounds for b and o.

Proof. Thanks to Identity (2.22), on (T'—¢1,T)

dL(ps — u1) = Llbdt + oydwy] — Lp;__il dt.
Thus
L _ 2
d(|IL(pr — w1)|]?) = 2(pe — w1)*L*L[bydt + opdwy] — 2%& + Tr(La,L")dt,

where the function T'r gives the sum of all diagonal terms. Finally

IL(p: — w)|]? (pe —w)" Tr(La; L") I L(pe — u)|?
d (U2 T MUY o P = W) peprh dt + oydwy] + —mt gy NPT WU gy
< Tt Tt bt + ovdw] + —5— (T — 1)

Setting £, = E [W}, since b and o are bounded, we get

(2.43)

E,+1 E

T—t T—t
where C} is a positive constant depending on [|b]|~ and ||o||eo-

E < (T—1t)" [01 (2%1 + % + 1) - Et] =(T—-t)"HC - %), (2.44)
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where C = (4 + %% Thus

<0

Y

(Et—QC’)'_ B B-2C
T—t) VT—t 2T-1t):

thanks to (2.44). Hence

E,—2C _ Br.., —2C
T—t ~ a

T—t
E, <20 + | ——(Er—., - 20).
1

Similarly for ¢t < T' — ¢y, inequality (2.43) becomes

which can be written as

!

C't
Et § C/(EO + 1) exp{g—},
1

where C” is a positive constant only depending on 7" and bounds of b and o. That gives us
(2.41).
By definition for s,t € (T — &1, T) we have

Pr — U1
T—71

t
Pt — Ps = / b,dr + o.dw, — P, dr.

Since b and o are bounded functions, using Minkowski’s inequality

1 pr— U
Elllpr — poll?]? < w/bmﬂ +EH/0AWM +En/f) “arlP)i. (245)

Thanks to Doob’s inequality (see e.g. [[W89] p.170) we get

t ¢
E[| [ bdrlf] 4 El| [ ordu) < Gt - s),
where Cy = C% is the square of the constant introduced above. Thanks to Minkowski’s

Integral Inequality (see e.g. [HLP88] p.146), assumptions (2.22) on matrix P and result
(2.41), we have

[W/PPT dH] ([E[Pg?7$>1%®>2

< e(1+ VT SE[|L(u - u)|) /

\/TT = de(t = 5)(1+ VT = sE[||L(u — w)|]).

Finally using (a + b+ ¢)? < 3(a* + b* + ¢?), we have on (T — &, T)

Elllpe — psl*] < (Ca Ade)(t — 8)(2+ VT — sE[||L(u — u)]]*)).



2.3. CONDITIONNEMENT PARTIEL 49

Using Doob’s inequality for s,t € [0, — 4] with s < ¢
El|lpe = ps|*] < Calt = 5),
this gives the second result (2.42). O

Lemma 2.3.16. Let p and z be two bridges. For any positive integer q, we introduce a
stopping time 7,
r = inf{t € 0,7 : o] > g}

Then

1
sup E[[|piar, — 2nr, "] < C(Elllpo — 20l|*]) 777,
t€[0,T7]

where C > 0 depends on T, n, on the uniform bounds of the different coefficients, and
linearly on the number \/E[||Lzo — v||2] V /E[||Lpo — v||?].

Proof. By definition of both processes p and z, we are able to write on [0,7" — do]

dl[ps — ZtH2 = 2(pe — 2)" {[be(pr) — be(20)]dt + [o0(pr) — o0(20)]dwy }
+ Tr ([o¢(pr) — o1(20)][oe(pr) — 04(2)]") At (2.46)

On [T - 50, T]

dllpr = 21> = 2(pe — 2)" {[bs(pr) — bu(20)]dt + [04(p) — 04(2)] duwi }
+ Tr ([ou(pe) — 0e(20)][o0(pr) — 0u(20)]") dt

v—L v— Lz
+2(pr — 2)" {Pt(ﬂt) T_tpt — Pi(z) T—tt}' (2.47)

Let Ey = E[||piar, — 2tar, ||?]- We decompose its study into two intervals [0, 7 — h] and
[T — h,T] where h will be chosen small a posteriori.

First, on [T' — h,T], thanks to Lemma 2.3.15, we are able to get a rough estimate by
applying Cauchy-Schwarz inequality to equations (2.46) and (2.47).

Ey

E,gﬁol T_ta

where C'y > 0 depends on 7', on the dimension n, on the uniform bounds of the different
coefficients, and linearly on the number \/E[||Lz0 — v||?] V \/E[||Lpo — v||?]. Then by inte-

gration
VE <C(Vh=VT —t) +/Er_ <OVh+/Er_p.
By using the inequality (v/a + v/0)? < 2(a + b),

E, < 2(C2h + Er_y)
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Now, for all (¢, p, 2) € [0,T] x R" x R"

Z — U
T—t

p_

= [P(p) - Pi(2) 22 —

Plp)o— - Pi(2) —

— (2.48)

+ F(2)

Since the coefficients b, o, a and A are regular functions, we combine equations (2.46) and
(2.47) and also Lemma 2.3.15 to get

Vt <7y, dllpe—2)* < Clloe — 2/*(1+ 75)
Vt > Tq7 det/\Tq - Zt/\TqHQ = deTq - ZTqH2 S CHIOTq - ZTqH2(]‘ + Tiqu)
S COHpt/\Tq - Zt/\TqHz(l + %)7

then E satisfies

i

Tt

where Cy; > 0 depends on T, on the dimension n, on the uniform bounds of the different

coefficients, and linearly on the number /E[||Lzo — v||?]. This leads to

T Caq T Caq
Ey < Ey (m) < Ep (ﬁ) -

Generally, on [0, T, after substitution, we have obtained that

E; < Cy

T\
E, < 2E, (E) + 20,

where C' = C%? Vv Cy. We choose h = (quTCq)ﬁ which minimizes the right-hand side
above. Then,
—Cq
By < 2(BoT®") e (g7t + Cgevst),
and the last factor in the right-hand side is bounded with respect to q. [

Lemma 2.3.17. Almost surely, for all 1 < k < N the following integral is absolutely
convergent

/Tk (Liye — v)* AF (ye) Liby (y)dt n (Liye — ve)*d A7 () (Leye — vi)

Th—6k T, —1 2(Ty, — t)
d(AL (1), (Lry. — vr)i(Ley. — vi);),
. 2.49
p> 2(Th — 1) (2.49)
1<i,j<my

Proof. We reduce the study without loss of generality to that of

Lyt—v
T—1

dy = by(y,)dt + oy (ye)dwy — o4 (ye) Be(ye) Lir—s, ) (t)dt.

We then treat integrability for each term.
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For the first term, since b and ( are bounded, we use Lemma 2.3.6 to get

HLyt—U

- C\/loglog (T —t)"+e)
T—1 ||~

T—1t ’

where C' is a positive random variable. Now, for all positive «, we have loglogz < z.
Then for a small enough, we obtain integrability of right-hand side.

For the second term in (2.49), we recall that for all z we have A;(z) = Bi(2)*Bi(2) =
(Lay(z)L*)~!, hence

L, —
dA, = pudt + gdw, + 12— at,
T—1t
where p, ¢ and r are bounded adapted processes. So that
(Ly: —v)*"dA(Lys —v) _ ||[Ly. —v|? [ Ly, — v|” | Ly, — |”
= dt + ———q,d ——nrdt, (2.50

where p, ¢ and r are bounded adapted processes. Using Lemma 2.3.6, we obtain that the

quantities HLZ’;::HQ, ”%{:;’2”2 and “fgt_;;g!"‘ are integrable in a left neighbourhood of T.

For the last term in (2.49), we use [td’s formula and the fact that Loy(z)5:(z) = Iy, so
that on (T — g, Tk)

L _
d(Ly, — v) = L[bdt + oyduwy] — 2"

dt.
T—1

Hence
d(Aj, (Ly. — v)i(Ly. — v);), < || Ly — v||pedt,

where p is the same bounded adapted process given above. Finally

Z d<Ai,j7 (Ly. —v)i(Ly. — U>j>t < | Ly — vlipe

dt
T—t - T—t ’

i,
for some bounded adapted process p, and this last term is integrable. O

Lemma 2.3.18. Suppose assumptions of Theorem 2.5.9 are verified. Let process 6 defined
on [to, T| by
1 1Be(Ly — v)|?
0y = ———exp{— :
Then, there ezist a bounded adapted process w, a martingale M both defined on [to, T] and
a positive number h, such that

1+h

df, = dM, +0"(T — )" 2 7.
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Proof. For t € [to,T], let z; = Lxy — v, py = ||B(Lxy — v)]|, we have

2
0, = ﬁexp{—ﬁ} and p? = 27 Az,

It is also easy to see that

dZt = thdt + Latdwt,
and then d(z); = La;L*dt = (A;)~'dt. We use It6’s formula

d(p?) = d(z; Ayzy) = 22, Adzy + 25 d Az + Z d(A; j, zizj) +mdt.
i,J

Then

WP 2aAdn o phdt | zdAe omde | 3 Ay )
r—t T—-t (T—tp T-t T-—t =t |

First using definitions of z, § and A we get
2 Adzy, = 2f Ay Ldx, = 2t A, Loy, 'day
= Z:(Bt)*(f;lbtdt + Z:(ﬂt)*dwt.

This leads us to the existence of two bounded adapted processes ") and 7 defined on
[to, T'| such that

2f Apdzy = ptrt(l)dt + ptrg)dwt.

In a same way we remark that there exist two bounded adapted processes r® and ¥ such
that
d(La,L*) = rPdt + Y dw,.

we get

srdAvz = 27 (d(La, L))z = piridt + piry duy

for some bounded adapted processes r® and r®. Finally, we obtain existence of two
bounded adapted processes r and r’ such that

2 29.d th 2 2
d Py apiQuy Dy o Py dw, + /Py + Dt

= dt.
T—t T—t (T—1t)? T—t T—i T

From this we deduce its quadratic variation

G/ PN et rip Al
T—t (T —t)?

Now we apply Itd’s formula to the function 0 always for t € [tg, T

fdt 1 P} 1 v
df, = ——— — 26,d ~6,d .
PTorT -t 2 (T—t TRMN\T
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We deduce from the three last equations after simplification of four terms that there exist
a martingale M and a bounded adapted process r” both defined on [tg, T'] such that

2 4 3
_ Dy + Di Dy + Dy
d@t = th + 9,5702' < T _¢ + (T — t>2> dt.

22 .
For any h > 0, functions x — e "7 |z|™ for m = 1,2, 3,4 are all bounded, then there exists

a constant ¢;, such that

2 4, .3
Py + Dt Dy + D Ch

VT —t6,)" < :
( 2 (T—t+(T—t)2)_ T—t

This gives us the existence of a bounded adapted process 7 defined on [ty, 7| that allows
us to write o

df, = dM, + 6} ™"(T — )~ = m,dt.

2.3.3 Simulations

Afin d’illustrer le Théoreme 2.3.9 nous allons présenter des simulations du modele
d’Heston (c¢f. [DJBO05]). Utilisé en finances, ce modele se traduit par une équation du
prix d’une action S dont la volatilité v est solution d'une seconde équation différentielle
stochastique autonome

dv; = —y(vy — 0)dt + ky/vpdwy,

ol
w? = cos(a)w' + sin(a)w?. (2.51)

ot w! et w? sont deux mouvements browniens indépendants. La covariance cos(a) est un
parametre du modele.

— le coefficient p correspond a la tendance du marché,

— le coefficent # est la moyenne en temps long,

— le coefficient v est le taux de relaxation de retour a la moyenne,

— enfin, le coefficent k est la variance du bruit.
Dans les faits, seule le prix de l'action est observable. On cherche donc a utiliser notre
résultat afin de reconstruire la volatilité a 'aide de ces seules observations du prix de
I’action a des temps donnés.

Remarque 2.3.19. La covariance des deux mouvements browniens w' et w? est trés im-
portante en pratique. En effet, afin de le mettre en évidence, reprenons les notations du
Théoreme 2.5.9 en dimension quelconque. La matrice o peut s’écrire

= (2t) (3w (1)
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ot les vecteurs lignes arbitraires de Ly complétent ceux de Ly pour former une base otho-
normale. Si la matrice Ky(2) = m(2)¢i(2)" + ke(2)pe(2)* # 0, alors le terme de correction
agit également sur la variable observable ! En effet le terme correcteur devient

o)) Liddz) = (f) (et a) = (5) (ki) @5

(cette expression est bien indépendante du choir de Lt !) Ainsi, la loi de la variable d’état
Litx est également corrigée, on évite alors la simulation a 'aveugle pour la variable d’état.
C’est dans ce cadre que le Théoreme 2.3.9 semble le plus intéressant finalement.

On introduit alors le processus z = log <S%> — pt. Ce qui nous donne le systeme suivant
dvy = —y(v — 0)dt + ky\/vpdwy,
dz, = —%dt + /v,dw;.

Afin de satisfaire I’'Hypothese 2.2.1, on limite 1’évolution des coefficients

{ dvop = =y (fr(ve) — 0)dt + £/ fr(ve)dwy,
dze = — L8t + /(v dw?,

avec fr(z) = max (min(z,r),1) qui confine ainsi z dans une bande E, = [1,7].
On peut expliciter alors les quantités nécessaires a la mise en place de la simulation
conditionnelle

ou(v,2) = (co:(mv) sin(a)o fr(U)> ) = (’i ng(foz)(;z(v) KCOSJC(:ZB’{T@))

At(U,Z) = s CltL*At = (KJ Cof(a)) .

Rappelons que ce dernier vecteur donne la direction de correction. Il apparait clairement
que le choix de la covariance des mouvements browniens, comme remarqué plus haut, joue
un role dans la correction de la variable d’état (v;). Le pont correspondant est ainsi donné
par

: i -0 2.53
dz = —L00dt + /£ (D) + 2211, (), 5

{ do, = —v(fr Uy — 0)dt + K/ [ (0 dwt + K cos( ) 1(Tk71,Tk)(t)dt,

ou 2y, est la valeur observée de la variable z7, .
Pour la calibration du jeu de parametres du modele, nous avons choisi une estimation
de ceux-ci obtenus dans [SST]

~ = 0,6067
0 = 0,0707
K = 0,2928.
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On a alors traité deux cas, chacun réalisé a partir d'une meéme graine, avec 20 observa-
tions, et 1500 pas de discrétisation. Dans le premier cos(a) = 0,9 (Figures 2.3, 2.4 et 2.5
p.56-57) et dans le second cos(a)) = \/75 (Figures 2.6, 2.7 et 2.8 p.57-58). Dans les deux cas
on a simulé 100 ponts correspondants et calculé la moyenne pondérée a l'aide de la den-
sité du Théoreme 2.3.9. Sur les graphiques présentés les trajectoires en noires représentent
notre < vérité terrain >, les observations ont été relevées sur la trajectoire noire simulée a
I’aide de la loi de z. Les trajectoires rouges correspondent aux reconstructions réalisées par
la moyenne pondérée. A chaque fois est également représenté un histogramme des poids
obtenus. Par poids, on entend 1’évaluation de la fonction de densité a la constante de nor-
malisation (constante inconnue) preés. On ne peut donc comparer directement les poids
suivant les deux types de corrélation considérés, vu que la densité et donc la constante
de normalisation inconnue dépendent de la valeur du cos(a)). Un étude plus approfondie
du comportement de ces poids permettrait certainement une interprétation des valeurs
obtenues. Cependant, il est intéressant de voir qu’il n’y a pas qu’une trajectoire qui prend
tout le poids. On a grossierement un facteur 10 entre le meilleur poids et le plus faible
dans chaque cas. Il ressort clairement que la reconstruction semble bien meilleure dans
le premier cas, la volatilité reconstruite suit la volatilité de référence, alors que dans le
deuxieme cas, c¢’est beaucoup moins flagrant.
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t— 2z = log(S) — log(Sy) — pt

L

=
e
i
e S

|
4 [
’.-' — & initial |
— p:‘:lnt_mmreu

T T - - T 1
0.00 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050

FIGURE 2.3 — Premier cas : cos(a) = 0,9
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FIGURE 2.4 — Premier cas : cos(a) = 0,9
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Histogramme des poids (log,)
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FIGURE 2.5 — Premier cas : cos(a) = 0,9
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FIGURE 2.6 — Deuxiéme cas : cos(a) = ‘/75
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Chapitre 3

Application

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Etienne Mémin et Anne Cuzol de I’équipe
FLUMINANCE de I'INRIA. Cette équipe s’intéresse aux modeles d’écoulements fluides que
’on retrouve en météorologie et dans les mouvements océaniques. Un des objectifs d’Etienne
Mémin et Anne Cuzol est de créer des méthodes de reconstruction d’une telle dynamique a
I’aide d’images observées voir Figure 3.1. C’est dans ce cadre que nous cherchons a exploiter
le Théoreme 2.3.9.

3.1 Modele Général

Le modele déterministe habituellement adopté repose sur les équations de Navier-
Stokes. Celles-ci décrivent le bilan de quantité de mouvement et ainsi permettent de ca-
ractériser la vitesse v,;(z;) de chaque particule physique dont la position au temps ¢ est
donnée par la variable x;. Dans le cas d'un fluide incompressible, elles se traduisent par

5=z,

daf = ve(2f)dt,

dv(xf) = —%th(xf) + vAuv(x7)dt,
div (v (z)) = 0,

ou p est un terme de pression. Notre modele cherche a ajouter une incertitude de position
dans la dynamique des particules. Mais nous allons tout de méme conserver certaines
hypotheses du modele déterministe.

La premiere idée importante dans notre choix de modele tient dans I'hypothese que
le long du flot, la dérive ¢t — V;(X7) d'une particule X7 initialisée en z, satisfait a la
formulation lagrangienne de I’équation de Navier-Stokes en dimension 2 dans le cas d’un
fluide incompressible

AVi(X?) = —%VPt(Xf)dt +VAV(XE)dL, (3.1)
div (Vi(z)) = 0. (3.2)

29
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FI1GURE 3.1 — Exemple d’image observée.

Source : http://www.irisa.fr/fluminance/images/onera_bi.jpg

Le choix de la dimension se justifie par sa simplicité, principalement parce que l'on
peut se ramener a I’étude du rotationnel de V' comme on le verra plus tard, et ainsi se
dédouaner du terme de pression. Ceci évite d’étudier ce champ, ce qui rajouterait des
équations d’évolutions a notre systeme. Bien str, dans notre cas, on suppose que cette
approximation d’un champ tridimensionnel est satisfaisante en terme d’interprétation phy-
sique. De nombreux travaux traitent de ce modele a ’aide d’outils probabilistes. On peut
distinguer plusieurs classes suivant les objectifs. Certains se sont intéressés a une méthode
type Monte-Carlo pour approcher la solution déterministe. Sans étre exhaustif (ce n’est pas
le but ici), on peut citer par exemple les travaux de C.Marcharo et M.Pulvirenti [MP82],
et plus récemment S.Méléard [Mél00] et [Mél01]. Un second objectif possible est 'ajout
d’un terme aléatoire représentant une force qui vient s’ajouter au bilan de la quantité de
mouvement, cette contrainte physique va ainsi se répercuter sur toutes les variables liées au
flot. On peut citer par exemple, entre autres encore une fois, les travaux de A.Bensoussan
et R.Temam [BT73], et plus récemment de R.Mikulevicius et B.Rozovskii [MR02], [MR04]
et [MRO5], de M.Hairer et J.C.Mattingly [HMO06], ou encore de G.Da Prato et A.Debussche
[DPDO08]. Ces modeles visent, entre autres, a respecter rigoureusement une logique physique
déterministe ou non et ’aléa peut servir alors a estimer les solutions ou bien a inclure une
force non-déterministe. Notre approche s’inscrirait dans une troisieme classe de modeles
liés aux équations de Navier-Stokes 2D. En effet, notre objectif est d’obtenir un lien entre
les représentations eulériennes du champ des vitesses et les images obtenues afin de recons-
truire le champ des vitesses. On inclut une incertitude de position des particules qui se
répercute alors sur les variables d’intérét.
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Dans les choix que nous faisons, le champ V' n’est plus la vitesse réelle des particules.
On considere une erreur a 1’échelle du systeme appliquée directement a chaque particule.
Cette aléa peut se justifier notamment par le fait qu’en pratique, on discrétise la fenétre
d’observation en fonction des pixels de I'image, ce qui implique également une discrétisation
des opérateurs différentiels comme nous le verrons plus loin.

On se donne une grille 4 = {x,}1<,<¢ de points régulierement espacés d’'une distance
h dans chacune des directions des vecteurs (e;)i1<;<3 de la base canonique. Cette grille
abstraite est plus grossiere que la grille de pixels correspondant a la structure méme des
images observées. On génere le bruit du systeme a 1’aide de mouvements browniens 2-
dimensionnels chacun rattaché a un point de la grille. On dispose alors d’'un mouvement
brownien W de dimension 2 fois G le nombre de points de la grille ¢;.

La dynamique de chaque particule est alors donnée par I'équation en dimension 2
suivante

AX7 = Vy(X7)dt + Sy(X7)dW,, Xi =z (3.3)

La matrice 3;(x) a pour vocation de régulariser en espace le champ ¥;(x)dW,. Dans
I’exemple traité plus loin, ce champ correspond a une discrétisation d’une convolution
entre un mouvement brownien de dimension infinie avec un noyau gaussien.

Pour structurer les images, on fait I’hypothese que chacune d’elles est obtenue comme
la capture simultanée des luminances de chacune des particules se situant en face d'un
pixel. De plus, une particule est supposée de luminance constante, ainsi

dI(X?) = 0. (3.4)

Notre premier objectif, est d’obtenir une représentation eulérienne des quantités d’intéret
a partir des représentations lagrangiennes du modele considéré. C’est a dire que de la
représentation des champs V' et I le long du flot, nous cherchons a déterminer les expres-
sions des fonctions (t,x) — Vi(x) et (t,x) — I;(z). Les calculs qui entrent en jeu sont
comparables a ceux de P.Constantin et G.Iyer dans leur article [CI08] ou ils proposent une
méthode, type Monte-Carlo pour estimer les solutions des équations de Navier-Stokes 3D.

Théoreme 3.1.1. Le modéle théorique suivant

X7 = Vi(X7)dE + S(X7)A W,

AV/(X7) = —AVP(X7)dt + vAV(X7)dt,
(3.5)
d-[t(th) = 07

div (Vy(z)) = 0.
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pour V. un champ C? est équivalent a

dVi(z) = —VVt(x)*Vt(':v.)dt - %VPt(:v)dt + vAVi(z)dt — VVi(z)* 3 (z)d W;
~ Yrcijer ROV + Cirase 0[S @)0,Vilw)| St (),

1<i,j<2
dli(z) = =V I(z)Vi(2)dt — VIi(z) E(x)d W, (3.6)
= Yrcijer BP0 R+ Tickeae 1 |01 ()2 (@) ] T (@),
S0)S

div (Vi(x)) = 0.

Remarque 3.1.2. La condition sur la divergence est équivalente a

LAP(x) = —(VV (2)) 01Vi(z) = (VV2 (@) 0aVi(w) + Prewsa 5[0 (@) (VI () dt

1<4,5<2
+ SP(2) (VS (2)) )0, Vi(z)dt + [0:52" (2) (VESF () dt
+ S0 (2) (8, VR (2)%]0; V() dt,

(VI (@) o Vi(z) + (VEXH(2)) 9 Vi(z) =0, V1<k<2G.

(3.7)

Démonstration. Supposons que
dVi(z) = be(x)dt + o4 (x)dWy. (3.8)
On applique la formule d’It6-Wentzell (¢f. Théoreme A.3.1 en annexe) en utilisant les

équations (3.3) et (3.8), il vient

AVi(X7) = (0:(X7) + VVU(X?) Vi(Xy))dt + (VVA(X?) B4 (X7) + 0y(X7)) AW,
1,J X7 1k z
+ Z il t)az‘th(Xf)dtﬂL Z Oy (Utzk(Xt)) S (X7)dt,
1<i.j<2 2 1<k<2G o; (X))
=4I 1<i<2

ou la matrice a = X3, et les opérateurs sont appliqués a chaque coordonnée. On identifie
alors les fonctions b et o en utilisant ’équation (3.1). Par exactement le méme raisonnement,
on retrouve ’équation pour /.

Pour que la divergence du champ des vitesses soit nulle, les coefficients b et ¢ doivent
vérifier certaines conditions

| div (bi(x)dt) = 0,
div (Vi(w)) =0 { div Edt(z)d‘)Nt) =0.
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Voyons ce que cela implique sur le coefficient o. La condition sur la divergence est équivalente
a dire que chaque colonne de o est de divergence nulle. Ainsi en utilisant I'expression de
la dérive (équation (3.6)), chaque colonne de o s’écrit

O‘1 _ 81V1 82V1 Zl
0'2 a 81V2 82‘/2 22 '

O [0V, (2)5] (x) + 0V, (2) 5] (z)] + 02 [0V (2) 5] () + 0,V () B (2)] = 0,

D’ou

3 ()
23 (z)
en espace, en utilisant le fait que la divergence est nulle, la condition se simplifie

pour toute colonne < de la matrice ¥4(x). Si le champ V' est suffisamment régulier

OV H2)0 ] (z) + 0.V, (1)1 X2 (x) + OV (2)0a X () + 0.V (2)0: X2 () = 0.

Pour ce qui est de la condition de divergence sur la dérive b, elle s’écrit
1
div { — VVi(x) Vi(z) — ;VPt(x) + vAVy(z)

a avlz 1k ;
Z t ( 20, Vi Z 0; Kaj'VQEtEi;l’“)] Etk(g;)} =0.
1ghezg LN

_,L).]_

Or, l'opérateur de divergence commute avec toutes les dérivées partielles, ainsi

div (VV*V) = oy (VIO V! + V20,V + 0o(VI0 V2 + V20,V2) = (VVLOV + (VV2) 05V,

(
dlv( P) = 1AP,
div( V) —VAdiVV—O
div (a*19;;V) = a™Idiv (6Z]V) + (Va™)*d,;V = (Va™)*d,;V,
div (9;[(9;VPEPR)|S#) = Sikdiv (9;(0;,VPEPR)]) + (VEHR)*0;[(9,VPEPR)).

En utilisant le fait que la divergence du champ est nulle, on obtient,

1<i,j<2 1<k<2G
1<4,j<2
=- Y FZEVER)T + VIR0V + (037 (VER)T 4 S0V 0,V
1<k<2G
1<i4,j<2
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Maintenant, vu que le champ V est a divergence nulle, on peut obtenir un nouveau
jeu d’équations, en passant au rotationnel. En effet, si on définit un nouveau champ par
¢ =rot(V) = 9,V? — 3,V nous allons pouvoir écrire un nouveau systéme d’équation
ou l'on se sera affranchi du terme de pression P. De plus, a 'aide du noyau de Green
G(z) = 2zl §] est possible de reconstruire V & laide de €.

2 )

Corollaire 3.1.3. Le Systéme (5.5), pour un champ de vitesses V' régulier C* est équivalent
a (auzx conditions auzx bords preés)

d&i(2) = —VE&(2) Vi(2)dt + vA&(x)dt — VE ()" Sy(z)d W,
— 30 AW (det[VEL (2), 01 Vi(2)] — det[VE2(z), B Vi(2))) -

S ien D8, s () dE + Ldet [Val (x), 0, Vi(w)] dt

2

+ S 1crcoc B0 (@) (0,57 (2) 0,6 () dt + B (2)0;& () dt

1<i,j<2
+ det (VX (2), 05 Vi(x))dt + 9,50 (x)det (VEF* (x), 0, Vi(x))dt (3.9)
+ 2P (2)det(VE (2), 0, Vi ()] dt,

dli(z) = =VIi(x)*Vi(z)dt — VI(z)E(z)d W,

= Crciger SO (@)A + Trcres 0 |01 (@) (@) S (@)at,

1<i5<2

Vi(z) = VG * & ().

Démonstration. Si on reprend ’équation pour le champ V' dans le Systéme (3.6), il suffit
d’appliquer le rotationnel aux deux membres. On utilise le fait que pour un champ V et

une fonction réelle f
rot(fV) =rot(V)f 4+ det[Vf, V]. (3.10)

On remarque alors que

2
rot(VV*V) =3 010 V>VF] — 0,[0, V' V]
k=1

2
= (0V? = 0 VHVE + (0 VFOV? — 0,V 0V
k=1

= VEV + div (V)rot(V) = VEV.
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De plus,
rot(VP) = 0.

Pour le laplacien, on utilise la régularité de V'
rotAV = 9|AV? — 9,AV! = A(0,V? — 9, V1) = AE.
Le rotationnel du terme de bruit devient

2G
rot(—VV*SdW) = —rot(» _ VV* @“ﬂ) dW,)
—1 2k

2G
==Y AW, [01(D1 VoS + 02Va¥ar) — Ba(D1Vi¥ix + 02ViTaw)]

k=1

2G
= —VESAW — Y AW, [0,Va0iZiy + 0:Va0, o — D1V10:5 0 — 82Vi0:51)]
k=1

La Formule (3.10) va nous permettre de traiter les termes restants

ij 1 .
I‘Ot(z %81 V) == 5 Z aijaijf + det(Va”, &UV)
i,

12
et
rot(Y  SHO [N, V]) =Y SH0rot(SF0;V) + det(VEF, 0;[27*0,V)). (3.11)
4,5,k 4,7,k

Toujours a l'aide de I’équation (3.10), il vient

rot(Y S*0;[*0,V]) =Y SHF0,57%0,¢ + D 0,€ + det(VEF, 0;;V)
i,k .5,k

+ azzﬂfdet<vzlk’ ajV) + Ejkdet(VEik7 &JV])

O

3.2 Un exemple

Dans cet exemple, on fixe la fonction . Cette derniere est choisie afin de remplir
certains criteres. Le bruit en un point x de ’espace est une combinaison linéaire de tous
les G différents mouvements browniens. Chaque coefficient étant une densité gaussienne
centrée en les points x,, de la grille ¢%;. Ceci nous garantit une meilleure influence des proches
voisins de la grille de bruit ¢;. On se laisse en parametre local, la variance de chacune des
densités afin de pouvoir jouer, si besoin est, sur la zone efficace couverte par la densité.
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De plus, afin d’étre en mesure de modéliser des impulsions locales, chaque coefficient est
multiplié par une fonction locale.
Nous allons ici traiter le modele précédent, en fixant le parametre X

sio) = w0 o= ("0 gl N iy N0 agl)e 312

ol ® est le produit de Kronecker et le vecteur ligne ® est donné par

®7(2) = |l — apl*)h7 (2,), 1<p<G, (3.13)
ol pp(r) = (27 )_% exp <%) Remarquons au passage que

a(x) = Sy(2) S (2)" = [|04(2)[* L. (3.14)

Le bruit appliqué a une particule dépendra de maniere plus importante du bruit des points
de la grille dont elle est proche. On ajoute, a ’aide de h, la possibilité de donner des
impulsions locales sur chaque point de la grille. Ainsi pour tout 1 <1 < 2

ke v xi[EW ke
0% (@) = —5—%"(2) (3.15)
[41
ol (g] représente la partie entiere supérieure de g
On écrit alors ce que devient le Systeme (3.9)

d&i(z) = =V&(2) Vi(z)dt + vA&G(2)dt — Dy(z) @ Vi&y(z) AW, + 5|4 () [|PA& (z)dt

+ 30 2 {dWyyy [2201V — 2101 Va] + AW, [#20,V1 — 210:V5] }

p=1 12
G PP(z)? * 5, 5 2 * 2
+ ¥, A (&(.@ + V()T + detli,, AVi(z) + 2VVi(2) a:p]>dt,

+ 1)@, (2)|PATL(2)dt + X6, 2P YT (2) 5, dt,

2
P

Vi(z) = VG % &(x),

(3.16)

ou T, = x, — .
Démonstration. En effet, vu que a = ||®|*I5,
Y a"9uE =) ||®[*0:¢ = |2[PAL.

]
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De méme
> det[Va?,0,V] = det[Va",0;V].
i i
On rappelle que [|®[* = 37 (wphy)? et 50, = f—’;’gop, ainsi
> det[Va", 9;V] = Z det[V ), 03V =) (‘pf’—hf’)zdet[:@p, AV].
i ;o

Pour les derniers termes, nous allons partir de leur factorisation (3.11). On utilise alors la
structure de . Il n'y a qu’un seul terme non-nul sur chaque colonne de 3,

rot( Y S*0;[%%0;V]) = rot( ) - S*a;[x*9,]V).

i,5,k ik
On somme ensuite par paquets pour éliminer les termes nuls

rot( Y B0 [*0,V]) =Y rot (SN [B1CPTN0, V] + 220,570, V]).

1,5,k p
Or 21@r=1) = 12(2p) — PP,

rot( Y SR, [5F0;V]) = 1ot (D0 [BPD V] + 0[PP V]})

1,5,k p
= 1ot(P{VV*VI’ + IPAV}).

p

De plus, V&P = f—gfp,

rot( Y SH; [N V]) = rot((@p)z{%vv*@, +AVY)

i7j7k p

1 1
= Z((I)p)zrot(ﬁvv*ip + AV) + det[V(DP)?, —VV'i, + AV,
P P
Cette derniere équation se simplifie, en effet
rot(VV*z,) =+ VE'T, et rot(AV) = A€ .

Ainsi

rot( Y £*9;[97*0,V]) = Z(cbp)?(f + A€) + det[7,, %vv*i«p + AV].

2
ik P P Y P P

VET,

2(dr)?
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Pour les facteurs du mouvement brownien, un calcul montre que pour tout vecteur v de
dimension 2

VORI =00

Il reste a expliciter le dernier terme

26
— Z AWy [01 V20151 + 02V501 X0, — 01 V10251, — 02V10230%]
=1
G
= — Z dWs,_1 [01 V201 Z1; — 01 V102 20, + AWy, [02V201 20 — V10239 -
p=1

. s ~; P
N — pt IR
Ensuite on utilise 0;3;, = 7}, %

2G
— Z AWy, [01 V20121 + 02V201 X9, — 01 V10251, — 02V10230;]
k=1

G
d
= - Z V—§ {dWQp—l [5,1,(91‘/2 — @2,81‘/1} + dWy, [5:;821/2 — 9%12,82\/1} }

p:l p

G
d
_ Z y_§ {dwzp—1 [@2)81‘/1 — i;(?ﬂ/?} + dWy, [5282\/1 _ 5;82\/2] } ‘

3.3 Schéma discret

On définit pour chaque direction les quantités suivantes qui approchent les dérivées
premiere et seconde

O f(t.7) = %(f(t, T4 hes) — f(tz — hey)), (3.17)
a7 f(t,2) = 4%2 [f(t, x4 hes +e;)) + f(t,x — hle; +¢;)) (3.18)
— f(t,x + hle; —€;)) — f(t,x+ h(—e; + ej))} . (3.19)

Ceci nous permet de définir les approximations de tous les opérateurs différentiels qui
interviennent dans (3.9).
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d&(z) = =Vp&(2)* Vi(x)dt + vARE (z)dt — V& (z)*E (2)dW,

+ g 5 { AWy [B200V1 — 300V3] + AW, [2202V1 — 2,07Va) }

Y cijer ARG () dt + Ldet[Vaay (x), 8 Vi(w)] dt

+ Yorckeae B (2) (0,57 (2)9) & (2)dt + P (2) 9] &, (x)dt

1<i,5<2
+ det(Vp 2" (2), 07 Vi(z))dt 4 0i 7% (2)det (V, X0F (), 81 Vi(x))dt
+ 57 ()det (VX" (), 97 Vi) dt,

dli(z) = =Vl (2)* Vi(z)dt — VI (2)2(2)dW,

~ Crciger SO0t + Yicreag 0} |0 L(@)3 (@) S (@),

1<i,j<2

Vi(z) = VG 5 &(),

(3.20)
ol *;, représente la discrétisation de la convolution. On introduit alors une grille d’observa-
tion % = {y, }1<4<r composé des F' pixels de la fenétre. Ainsi, une fois le V' substitué, si £ et
I désignent les vecteurs F'-dimensionnels dont les g-iemes coordonnées sont respectivement

§(yq) et 1(yy)

On se retrouve alors dans le cadre d’une équation différentielle stochastique que 'on
cherche a conditionner par rapport a certaines coordonnées. La loi ciblée est ainsi
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On introduit alors un processus auxiliaire (ﬁ) solution sur [0, Tyy] de

&\ _ (Bil& ) (i@;ﬁv
d@) (M@m>“+ a6y )

(3.21)
Sy (6 1) (6 1) Aén 1) e
+Zn]\f:1< t(ft; t)Ut(ﬁlt; t) t(§t7 t)) H%n Itl(Tm e Tm)(t)dt-
ou
Az, y) = (Gl y)d(z,y)*) (3.22)

Les €, correspondent aux longueurs des intervalles de temps sur lesquels on effectue la
correction, la seule contrainte 7,1 < T1,, — &, < T,, évite le chevauchement de deux
corrections. Le théoreme 2.3.9 nous donne le résultat suivant en supposant que les coef-
ficients rentrent dans les hypotheéses (sinon on peut effectuer un travail de régularisation
supplémentaire sur les coefficients)

E[/ED] =E [/ DHDE D), (3.23)

ou

D<€7 f) — C H'r]‘le . exp{— 18T — e (€747, 5 ITm Em)([Tm em _HM)” + me . Is*Hm)T?nSESS(gs’IS)dS

2em

(fS_Hm)*d(As(ésjs)) Is Hm (§ ])1] (] Hm) (] Hm)y)
B 2(Trm—5) Z1<13<F 2(Tm—s) 1,

(3.24)
avec

- V/det(f4Tm(§3zlame>- (3.25)

Remarque 3.3.1. Les deux derniers termes peuvent étre vus comme la limite de

(s = L) (i = A0 ) (T, — 1)

Z_ 2T, — )

Zl<ij<F (Atk+1 - Atk>A .<(]_7;k+1 B I[m)i<l_;k+l - Hm)j - (‘ltk - Hm)l(‘[_;k - Hm)j)

=2 - 2Ty — t)

(I_l;k - ]Im)* (Atk+1 - Atk) (‘[_l;k - Hm)
2(T,, — tr) '
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3.4 Retour a 'exemple

On peut écrire ce que cela donne pour notre exemple (3.16)

By(&. 1) = Va&i(yg)" (= VG =1, &(yy)) + (v + 1||<1>1t(yq)IIQ)Ahé:,:(yq)

+Zq);(/ b} (gt(yq>+Vh§t(yq) qu-l-det[quaAhVG*h§t<yq>+ Vh(VG*hgt(yq»*jM])

p:l p p

aveC Ty q = Tp — Yg,

G
e 1 = =)' TG &)+ 310 ) + Y )
p=1

et les g-iemes lignes des matrices de dispersion
S, 1) = —0u(yy) @ Viki(y)” + M,
G1(&, 1) = =Pu(yy) © Vili(y,)",

avec

My = (%31, 902 B, (VY L BV (-

Ainsi pour tous 1 <i,j < F
(6 106G 1| = @) © Vadi()" (ulyy) © Vili(yy)
= @4 ()" @y () V(i) Vi Lo (y;)

de méme
N ~ A 1,5 A A
[Su6 1056 1] = —@ule) @1ys) Vaule) Vadi(y)

_ S Dp(yi)Pp(Ys) f 12 N Al ‘ roo ~2 N Al , P
S I (32 00VA ) — 00 Valws)] On1(y;) + [22,02VA () — 5h,02Valw)] 021 () }

1%
p:l p

3.5 Simulations

Nous présentons ici les dernieres simulations obtenues par Anne Cuzol en utilisant ce
modele.

En premier lieu une trajectoire de référence de la vorticité a été simulée sur 'intervalle
[0,36] avec un pas de 0,1 pour le schéma d’Euler, ainsi qu'une trajectoire des luminances
associées. Les images sont de taille 16 x 16, la grille de bruit possede un pas de 3 par rapport
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a cette grille de pixels. A chaque temps d’observation T}, = 6,12, 18, 24, 36 on releve 'image
des luminances correspondante I, = (It (y)),cq,- On cherche donc a appliquer la méthode
présentée en conditionnant suivant ces observations. Une simulation de 60 trajectoires
conditionnelles ont été réalisées, et pour chacune d’elle, on a estimé leur poids donné par
la densité évaluée en cette trajectoire. Afin de comparer avec une simulation a I'aveugle,
60 trajectoires ont été réalisées sans le terme correctif.

La difficulté principale réside dans le calcul de la matrice inverse

A A ~

A(L) = (To(T) 7 (T)*)

La méthode choisie par Anne Cuzol, conisiste en une estimation empirique de celle-ci

— On simule un ensemble de N réalisations selon Tt(it)dwt

— On stocke ces réalisations dans X de taille (G, N)

— On a donc + X X* approximation empirique de la covariance (L) (L)

— On calcule la SVD de X : X =UDV*

— Donc %XX* = %UDD*U’k

~ Finalement on approche (7,(I)7(I;)*)~" par N(XX*)~! = NU(DD*)"'U*

Sur la Figure 3.2, page 73, on retrouve l’erreur moyenne en valeur absolue de chaque
vorticité simulée par rapport a la trajectoire de référence. Les trajectoires bleues sont
obtenues a partir des trajectoires conditionnelles, les noires sont celles lancées a 1’aveugle
selon la loi initiale. Enfin, la trajectoire conditionnelle de plus fort poids a été représentée
en rouge. Il est rassurant de voir une nette différence entre les trajectoires bleues et noires.
On valide ainsi le résultat par simulation.

Les Figures 3.3 jusqu’a 3.5 p.74 représentent des simulations de luminances obtenues
aux temps 1,2,...,36. La premiere ligne correspond a la trajectoire de référence, la se-
conde a la trajectoire estimée I obtenue & l'aide d’une moyenne pondérée des simulations
conditionnelles. Enfin la troisieme ligne donne I’erreur point par point en valeur absolue
entre I et la trajectoire de référence. Les Figures 3.6 jusqu’a 3.8 p.75, quant a elles, donnent
les simulations de vorticité correspondantes.

Ces simulations sont encourageantes, en effet, la reconstruction de la vorticité est sa-
tisfaisante. Cette étape ne représente pourtant que le début de la création d’'une méthode
efficace surtout en réanalyse. En effet, pour I'instant nous n’avons travaillé que sur un
modele jouet.

On pourrait voir ce que l'on est en mesure de réaliser concretement avec ce modele a
partir d'une base de données réelles. Ceci nécessiterait bien str quelques modifications et
améliorations. Il serait également intéressant de comparer cette approche avec les méthodes
utilisées en général. Si on considere par exemple le filtrage particulaire, voire des méthodes
plus évoluées comme le filtrage d’ensemble de Kalman et le filtrage d’ensemble de Kal-
man pondéré (cf. [PMCG10]), on sait qu’en pratique, un grand nombre de particules est
nécessaire. On pourrait comparer les méthodes par le nombre de particules a considérer
afin d’obtenir une estimation raisonnable. Ceci fait partie des objectifs a court terme que
nous espérons réussir a traiter.

*
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FIGURE 3.2 — Erreur de la vorticité simulée par rapport a la trajectoire de référence.
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FIGURE 3.3 — Luminances simulées et erreurs du temps 1 au temps 12
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FIGURE 3.4 — Luminances simulées et erreurs du temps 13 au temps 24
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FIGURE 3.5 — Luminances simulées et erreurs du temps 25 au temps 36
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FIGURE 3.6 — Vorticités simulées et erreurs du temps 1 au temps 12
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FIGURE 3.7 — Vorticités simulées et erreurs du temps 13 au temps 24

FIGURE 3.8 — Vorticités simulées et erreurs du temps 25 au temps 36
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Chapitre 4

Conditionnement de processus
ponctuels

Les processus ponctuels forment également une large classe de processus en temps
continu. Il parait naturel de se pencher sur leur cas, plus précisément dans le cas marko-
vien, et de tenter de définir un pont poissonnien par exemple. Dans ce cas, la forme du terme
correcteur est identique (c¢f. [JY79] et [EK91]). Nous cherchons alors a étendre ce résultat
dans le cas d’une intensité déterministe variable. Un résultat de type < Girsanov »nous
permettra d’élargir le résultat de conditionnement a une classe de processus ponctuels a
intensité stochastique plus générale. Nous allons mettre également en place un résultat de
conditionnement d’une classe de processus ponctuels n’admettant pas d’intensité stochas-
tique. Finalement, nous allons également étudier le cas des processus de Markov a sauts
en temps continu sur un espace d’états fini. Tout repose encore une fois sur les problemes
de martingales associées a ces différents processus ponctuels.

4.1 Real point processes

4.1.1 General results

This section gives a short recall of basic definitions and properties of real point processes,
please read [BB03] or [Bré81] to learn more.

Definition 4.1.1. A counting measure on R is a countable sum of Dirac measures on R.
For any counting measure m, there exists a non decreasing sequence (t,)nen of numbers
belonging to RU {—o00, 400} such that m = 3 6, with the convention §_o = 0100 = 0.
A counting measure is said to be simple when the sequence (t,)nen is increasing.

We denote by M(R) the set of all counting measures on R, we endow it with the
o—algebra M (R) = o({(m — m(C)) : C € B(R)}) The couple (M(R), # (R)) is called
the canonical space of real point processes.

Definition 4.1.2. A real point process N is a measurable application from a probability
space (2, F,P) to (M(R), .# (R)) where the image of N is contained in the subset of simple

77
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measures. We denote by T, (w) = t,(N(w)) the n' jumping time of N. We introduce the
process (Ny)ier defined by

Ny = N((—oo,t]),

so that the real point process N can be considered as a step function on R.
The point process N is said to be non-explosive if lim,, T, = 0o a.s..

Theorem 4.1.3 (Dellacherie, Meyer). Let (Q, F,P, (%)) be a filtered space, where (%)
is the natural filtration of process N. There exists a (F)-predictable random measure dA;
(or equivalently a non decreasing (F)-predictable process A) such that for all positive
(F)-predictable process X, we have

E[/ X d(N, — 4,)] = 0.

Moreover such a measure is unique in the sense that any process A’ satisfying the same
conditions verify almost surely for all t € R the equality A, = As.

Proposition 4.1.4. The (%;)-predictable random measure dA; is characterized through
the following

1. The process (Nipr, — Ainr, )t 18 a (F)-martingale for alln > 1
2.

/ dA; =0 a.s..
[Too,00)

Remarque 4.1.5. In the case of a non-explosive point process, both conditions are reduced
to the fact that (Ny — A;); has to be a (F;)-martingale.

Proposition 4.1.6. When for all w, the measure dAi(w) is absolutely continuous with
respect to the Lebesque measure, there exists a positive process (\;), which can be chosen

(F, )-predictable such that
t
At = / )\SdS.
0

Then we say that the point process N admits the (stochastic) intensity (M.

It is now time to see the link between the stochastic intensity and the Markov property.
In fact, if for all s > 0, A\; := A\;(N,-), then N is a Markov process. Moreover, if () is
deterministic, then the increments of N are independent. The Poisson case corresponds to a
jump process with a constant deterministic intensity, which means stationary independent
increments
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4.1.2 Case of the deterministic intensity

We first give a result from [JY79] we will extend in the more general case of deterministic
intensities. We denote (.%;)o<i<r the natural filtration of the point process N,

t
Qt = Nt — / )\Sds
0

is the associated (.%;)-martingale. We set (%;)o<i<r the enlarged filtration given by ¥, =
Nes0(Frie V 0 (Qr)) = Neso( Fiie V o(Nr)) (A is deterministic).

Let N be a Poisson point process on [0,7] x Q with rate A > 0 satisfying Ny = 0. In
[JY79], the authors show that 1 defined on [0, 7] x €2 given by

tNT_Ns*

d
0 T_S S’

ne = Ny —

is a (¢;)-martingale with the predictable quadratic variation fot NTTi]ZS_ ds. Now we consider
a point process whose intensity (A\¢)o<i<r is deterministic. The result remains true in this

larger case. We introduce for s < ¢
t
Ay = / Aydu.

Theorem 4.1.7. There exists a (¢;)-martingale n defined on [0,T] x Q given by

t
As
ne = Ny — / A (N — N,-)ds,
0 s, T

whose quadratic variation s

t
As
<n>t :/ A (NT—st)dS,
0 s, T

and (n;); is independent of o(Nr) C 4.

Proof. We here use a similar proof to that of [EK91]. It consists in the concatenation of

Lemmas 4.1.8, 4.1.9, 4.1.10 and 4.1.11 which follow. O]
Lemma 4.1.8. Let X and Y be independent Poisson random wvariables with parameters
ux and py respectively, and set o = #X“fw. Then

EX|X +Y]=a(X+Y).
Proof. 1t suffices to compute for all 0 < k < n the quantities P(X = k|X +Y = n). Indeed
X=kX+Y=n) PX=kPY =n—k)
P(X 1Y = n) P(X +Y = n)
ey eyt
kb (n=k) emmmm ((ux + py)"

_ (Z) a*(1 — a)"*.

P(X = k|X +Y = n) = ¢

n!
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The conditional law of X is binomial, then

EX|X +Y =n] =an.

Lemma 4.1.9. For0<s<t<T
As,t
As,T

Proof. Since % and Q1 — Qs are independent, we have E[Q, — Q|.%s V o(Qr)] = E[Q; —
Qs|Qr — Qs]. Then we use Lemma 4.1.8 with X = N, — Ny and Y = Ny — N, to get

As,t
As,T

]E[Qt - Qs’gs] =

(QT - Qs)

E[Qt - Q5|g‘s \% U(QT)] =

(QT - Qs)

Now, let g5 belong to ¥ = N.~o (Fsie V o(Qr)), then for any e > 0,

As et
]E[(Qt - QS-‘rE)gS] = = (QT - Qs+e)-

As-i—e,T
It remains to take the limit in L' as € tends toward 0. O]

Lemma 4.1.10.

t>\ t
Ut:Nt—/ S(NT_Ns)dSZQt_/
o A 0

s, T

As
AS,T

(QT - Qs* )dS

is a ¢ —martingale.

Proof. Since Nr is a.s. finite, the quantities fg A)‘ST(NT — N,-)ds and fot
coincide for any t < T'. Then ’

AA:T (N — N,)ds

t
Ay
Bl — .14 = EIQ: - Q) = [ 2 BlQr - Qud)du
Thanks to Lemma 4.1.9 and the definition of Ay,
E[n: — ns|9]
As,t ! )\u
— D4@r - Q) - [ $UEQr - Q. - (Qu - Q)
AS,T S Au,T
AS,t ! U As,u
= 1@ - Q)= [ - Q- Q)
o As,t ! )\u As,T - As,u
- 1@ - Q) - [ F P Q- Q)
=0
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Lemma 4.1.11. n has jumps of size 1 which coincide with those of N ,and

t
As
<n>t=/ = (Np = Ny-)ds
0 s, T

Proof. We use It6’s formula to obtain

t t
(T]t)z - 2/ ns_dns + [n]t - 2/ ns—dns + Nt
0 0

¢ ¢
As
= 2/ Ne-dns + 1 + / (Np — N,-)ds
0 o A

s, T
and the first two terms are (%;) —martingales. O
Then by applying Proposition 4.1.4, it ensures

Corollary 4.1.12. For any v € N, the conditional law £ (N|Np = v) where N admits for
bounded deterministic intensity (\;); is given by that one of the point process N* whose
stochastic intensity \; is defined by

5, =

— N,
t AtT(U t— )

Proof. In fact the solution of

t
As
Ntv:nt—i—/ A (U—NS—)dS
0 s, T

can be defined through a Picard’s iteration since we have
k+1 k CA Tt k) k—1)
IV - N < 20 [N — g

Thus it is measurable with respect to v. Then thanks to Theorem 4.1.7 we can show that
Z(N|Nr = wv) is given by the law Z(N") by conditioning the canonical decomposition of
N as a (¥,)-semi-martingale

t

As

Ny =1 — / - (Nr = Ny )ds
0 s, T

4.1.3 Girsanov’s theorem

To extend the last result to a larger class we introduce a probability change theorem
given in [Bré81] (T3 p.165 and T4 p.168).
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Theorem 4.1.13. Let N and N’ be two non-explosive point processes define on [0,T],
with intensities A, and N}, respectively. Suppose that N, is positive for any t € [0,T].
Moreover, suppose that for all t € [0,T], p; = i—i < ¢ and N\ are both bounded. Then for
all #i—measurable function f

LV = BT ) esnf [ A~ s}l
To<t
Hence we have a new corollary of Theorem 4.1.7 by using Lemma A.2.1

Corollary 4.1.14. Let N and N’ be two non-explosive point processes with positive in-

tensities Ny and X\; respectively. Suppose N, is deterministic and \; := N,(N]_), and that

we(n) == ’\,%tn) 18 bounded. Then for all positive measurable function f

LV = o] = CELE)TT sl [ A= XN )as)]
Ty<t
where N* is given by Corollary 4.1.12.
Proof. Thanks to Corollary 4.1.12, we know that
E[f(N)[Nr = v] = E[f(N")]

where the real point process NV admits for stochastic intensity

Now, Girsanov’s theorem allows us to write for any positive continuous function g

ELf(N')g(N7)) = ELF(N)g(No)( [ ser) exo / ~ XNds}).
To<t
Then, it remains to apply Lemma A.2.1 given in the appendix. O

4.1.4 Case of a deterministic finite discrete associated measure

We are now considering a non-explosive point process N whose associated compensator
is a; = ) ., Aas. We assume that Aay < 1. In order to understand the law of this process,
we use the characterization of point processes (cf. [Wat64] or [Bré75]). So that N is a
process verifying

1. N; — N, and .%; are independent for s < ¢
2. Elexp{ou(Ny = No)} = [Locr o {1 + (e = 1) Ady }
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In other words, this means, that at a finite number of discontinuity times ¢ of a, the process
N jumps with probability Aa,.
At first, we study the case where the height of the jumps of a is 1/2. We define

ny = Card{s : s <t,Aas; > 0}

So that Ny is the sum of n; independent Bernoulli variables with parameter 1/2. We can
compute explicitly the law of V; conditioned on Ny = v, indeed for all k&

P(N; = k|Np = v) = P(N, = k)P(Np — N, = v — E)P(Np = v) !
~(ng\ (nr—ng\ (nr -1
-\ k v—k v
To obtain the law of the conditioned process, we want to find its associated measure.

Theorem 4.1.15. Let N be a point process admitting for associated measure the finite
sum a; = ngt Aag with Aag, = % if it is positive. The conditional point process NV

corresponding to the conditional of N knowing Ny = v is (with the convention 8 =1)

NI — NV
E QAQS
s<t ar — Gg-

Proof. We just have to consider the height of the jumps at the discontinuity times t; of a.

-1
IP)(]\/'t;c = Uk|Ntk—1 = Vk-1, NT = U) = (ntk ntkl) (nT ntk) (nT ntkl)

Vg — Ug—1 v — Vg UV — Vg1
Hence If v, = vp_1 + 1 then
N (nr—ne, =1\ (np—ng \ 7
P(Ny, = vs| Noy_, = vp-1, Ny = v) = (1) ( v — Ukjll— 1 > ( v — vk_k11>

UV — Vg-1

nr — Ny,

Else if v, = vi_; then

I\ /np—n — 1\ /nr—n -1
PO = === (o) () (V)

nr — Ny, , —V+ V1 1 U — Up_1

nry — Ny, ny — Ny,
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Now, let N’ be a non explosive point process whose associated compensator is given
by a; = >, Aal, with Aa), < 1. So that at each discontinuity of a’ the process N’ jumps
with probability Aa’. We can easily compute the probability of a path on [0, T]. Indeed,
at each jump time 77, the process had a probability of Aa/, to jump. For all others sites
s for which Aas > 0, the process had a probability of 1 — nAa; not to jump. Finally, the
probability of a path can be written

H Aayy H (1—Ad)).

T <T s<T
s#T},

Let N be the point process whose generator a; = > _, Aa; possesses the same disconti-

nuities than a’ but with Aa; = % when it is positive. ‘We are now able to compare both

laws of N and N’, since the calculus above gives the probability of the same path under

the law of IV, so that we are able to express a kind of Girsanov transformation. For any

Fr-measurable positive function f

E[f(N)]=E[f(N) [T Adr, [T —2d) [T Aaz! [T (1 - Aay)™]

Tn<T s<T Tn<T s<T

S#Tn S7£Tn
— 2E[f(N) [[ Ay, T] (1 - Al
T <T s<T
s#ETn

where n; = Card{s € [0,7] : Aas, > 0} is the number of sites at which the process
can jump. In fact, this could be deduced from a more global result appearing in [BJ77]
p.377. This gives the change of measure between two general point processes, by using
the corresponding representations given by Watanabe’s characterization ([Wat64],[Bré75]).
Using this last computation, it ensues

Corollary 4.1.16. Let N and N’ two non-explosive point processes with associated com-
pensators a; = .., Aa, and a; = Y ., Aay, respectively. Suppose that a and a' admit
the same discontinuity times and Aa; = % when positive. Then, for any Fr-measurable
positive function f

E[f(N)] =E[f(N*) [T Ady, [T @ —Ad))].

Ty<T s<T
SETY
Proof. We just have to apply Lemma A.2.1 given in the appendix. ]

4.2 Jump Markov processes on a finite set of states

4.2.1 Result

We set a probability space (2,.%;,[P) and the finite set of states S. Let (X});>0 be a
jump Markov process on S and (.%;); its natural filtration. The transition probabilities
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(pst(%,y))wyes are defined for z,y € S and s < t by
pst(z,y) = P(X; = y| Xy = )
Let P;; be the operator acting on functions from S to R defined by
Vi:S—=RVreS Pf(x)=E[f(X)|Xs=2x]
The family (Ps¢)o<s<t is a semi-group in the sense that for all 0 < s <t <u

Ps,u = L5t © Pt,u

P, s=1d
Definition 4.2.1. We say that the semi-group (Ps;)o<s<: s differentiable in t if the fol-
lowing quantities

Poyin—1Id
h Y

Py_p—1d

h<0

h>0

exist and are equal.
If (Psy)o<s<t 18 differentiable for all t, we define the generator (L;);<o by Ly = Ly .

Proposition 4.2.2. Let the semi group (Ps;)o<s<t be differentiable, then we have the Kol-
mogorov’s equations

OpPsi = Py Ly (4.1)
asPs,t = _LsPs,t (42)

Theorem 4.2.3. Let X be a jump Markov process with generator (L;). Let X be the
conditional process following the law of X conditioned on X1t = v. Then X admits for
generator

L : F(S) — F(S)
Li (fper(0)) = FLipe (-0)
pt,T(-v’U)

f =

with for all x,y in S and 0 < s <t
psi(@,y) = P(Xy = y| X = )

Proof. First, the transition probabilities ps (v, y) := Ps:(1,)(7) = P(X; = y| X, = 2) of X
allow to express that ones p,; of the conditional process X. For all s <t and z,y € S such
that psr(x,v) >0

~ < < ptT(yav)
st (2, y) =P(Xy = y|Xs =) = psilx,y) ———=
Psi(z,y) = P(X; = y| r) = psi(T,y) Par(@0)

We define
pt,T (y> U)

95\ T, Y) =
t( ) ps,T(x>'U)
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so that, ¢ gives the density of P with respect to P. Indeed, for any positive function f,
Py f(x) = E[f(X)|X, = @] = B[f (X1)gss(, X0)| Xy = 2] = Pyy(fgsu(, ) (2)

Using this we can write thanks to Kolmogorov’s equations

atps,tf(x) = 8tPs,t (fgs,t(xa ))(33)
= atps,t(fg)(x)|g:gs,t(-,w) + 8tPs,u(fgs,t(xa (@) |u=t

First, let treat the second term

atPs,u(fQS,t(-, x))(:l:) = Psm(fatg&t(-v l‘))(l’)

Now, we use the definition of g, since p:r(y,v) = Pr(1,)(y)

Oipe,r (Y, ) - —Lpr(y,v)

atgs,t(l” y) = ps,T(:U7 U) - ps,T($, U) = _Ltgs,t (l’, y)
Hence
8tps,tf(x) - Ps,tLt (fgs,t(xu )) (IL‘) + Ps,t(fatgs,t(xa )) (IL‘)
= LIst [Lt (fgs,t(xv )) - thgs,t<x7 )} ((L‘)
- . Ly — Ligsu(w, ) T 2
— Lst |:98,t< ’)( gs,t(xa-> >(fgs7t( 7)):| ( )
Finally

atps,t = Ps,tf/ty

with operator L; defined as follows

L, : F(S) — F(S)

f L (fQS,;ZthLtgs,t

which does not depend on s since ps r(z,v) cancels. O

4.2.2 Simulation
Technique

In order to simulate a jump Markov process X with intensity (););, one option is the
following :

Starting from Xy = ag, for all b # ag, we generate an inhomogeneous Poisson process
N of parameter g (t) = L;15(x). For this, we introduce Agyy(t) = [ ags(s)ds, and then
we use the fact that

Ntb = NRaob(t)
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where N? is a homogeneous Poisson process of parameter 1. We then obtain the first jump
T? of N® by inverting A. Then we jump to the state a; for which N° jumps first. And so
on, we generate independent inhomogeneous Poisson processes N° for b # a; of parameter
qalb(Tl + t)

The algorithm is the following

ALGORITHM For fixed number of states N, time horizon
H, and initial state ag.

e Initialization — For each state b # ag, generate an ex-
ponentially distributed variable E* ~ &(1), compute or es-
timate Agolb(Ea), then set T = ming,, (A;()lb(Ea)) and a;
the state for which the minimum is realized.

e While the last jump time ¢ is lesser than H — If
N is the integer such that ¢ = Ty. For each state b # ay,
generate an exponentially distributed variable E® ~ &(1),
compute or estimate A;;b(Eb%—AaNb(TN)), then set Ti1 =
mingzq (A;}ib(Eb)) and apn 1 the state for which the mini-
mum is realized.

e Truncation — For first ¢ = T for which ¢t > T, set
t=H and ay = an_1.

Example

We now choose to study the conditioning of a time-and-space homogeneous jump mar-
kov process of parameter A on a state space S such that [S| = N. First, we compute the
new generator L

o= pT_j(.,v) ZyGS (f(y) - f('))pT—t(ya v)
We need the expression of pr_;, we get it using the fact that P, = exp(Qt). Thus, if 1y is

the square matrix with all coefficients equal to 1, and Iy the identity matrix, we obtain by
computation

1
P, =exp ()\t(l — N[N)) =e My + N(l — e_’\Nt)lN

This allows us to get Li1,(z) for all @ # = € S. The expression depends on the links
between a, z and v

If x =v then for all a # v
—AN(T—t)

_ /\pT_t(a,v) _ 1—e
o) N - De T 1

1 (N —1)e™MT 41
Ao (t) = Xt 1
va( ) + N —1 0g ((N _ 1)€—AN(T—t) +1

but here we can not have an explicit formula for the inverse function.

Etla(v)

this leads to
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If x # v then
Ifa=w
Fo1y(x) = )\pT_t(v,v) _ )\(N — 1)6:)‘N(T:t) +1
) 1 — e AN(T—t)
so that

1 — = ANT
Apo(t) = Mt + log (W)
whose inverse has no explicit formula.
Else for a # =
Loda(e) = AP0
pr—i(z,v)

so that
Apo(t) =M and A (u) =

>
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FIGURE 4.1 — Illustration of a simulation with 10 states
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The red curve whose generator is L defined by Lf = > f(y) is simulated to obtain

an observation in time 1. The blue curve with generator L is simulated thanks to the

conditional law.
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Annexe A

Annexe

A.1 Densités de transition d’un processus de Markov

Nous énoncons ici un résultat connu comme les estimées d’Aronson suite a l’article
[Aro67]. Ces estimées donnent un encadrement des densités de transition par des noyaux
gaussiens.

On se donne une EDS n-dimensionnelle

dzy = by(xy)dt + oy (x)dwy, x9 =u (A.1)

ol w est un mouvement brownien d-dimensionnel. On considere alors les densités de tran-
sition ps¢(x,y) du processus .
Ce résultat se trouve dans [Dyn65] p.227 Théoreme 0.4.. On peut également consulter

directement [IKOO1].

Théoréme A.1.1 (II'in, Kalashnikov, Oleinik). Supposons que
1. Les fonctions oo™ et b sont bornées sur une bande [0,T] x R™ et a-Hélder en espace
2. La fonction oo* vérifie également une condition d’Hélder en temps sur [0,T]

3. Il existe une constante A telle que pour tout couple (t,x)
oi(z)or(x) > M,

au sens des matrices symétriques.
Alors

1. Pourtout0 <s<t<T
Psi(w,y) > 0.

91
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2. De plus
pos(yy) < Mt — s) 3o 50 (A.2)
Opas(,y)| < Mt — 5)~ "+ e (A.3)
Dugpos, y)] < M(t —5)~5 1M (A1)
|Owps (2, y)| < M(t— S)_%_le*% (A.5)

ou M et o sont deux constantes strictement positives.

En réalité, il existe une borne inférieure de méme type pour les densités. Il est donné
par exemple, dans [Aro67] ou encore [Aze84], [Str88] et également dans [PE84] Théoreme
3.6. Pour des cadres plus larges.

Théoréme A.1.2 (Aronson). Sous les mémes conditions que le résultat précédent, pour
tous 0 <s<t<T

Ally—e 2 n _oly—z|?

plt = ) e D < pumy) < M(t—s) Ee T

ol i, N\, M, > 0 sont des constantes.

Des résultats plus récents existent, ils visent a affaiblir les hypotheses, notamment
I'uniforme ellipticité. Par exemple, dans la présentation du Théoreme 2.3.9, on parle d'un
papier de F.Delarue et S.Menozzi [DM10] dans lequel ils mettent en place de telles estimées
dans le cadre d'un systeme de n équations de dimensions d. Un mouvement brownien
intervient uniquement dans la premiere équation, l’aléa se propageant aux autres équations
a travers les différents coefficients.

A.2 Equivalence de lois et conditionnements

Le lemme suivant établit le lien entre le conditionnement de deux variables de lois
équivalentes par la méme fonctionnelle. Ce résultat sert dans cette these, lorsque 1'on
applique un changement de mesure a la Girsanov pour se ramener a une loi que l'on sait
conditionner.

Lemme A.2.1. Soient z, £ deux variables aléatoires de lois équivalentes, i.e. il existe une
fonction g > 0 telle que

E[f(z)] = E[f(£)q(&)]

Soit A\ une fonction a valeurs dans un R™, on suppose que pour tout vecteur u, on a
l’existence d’une variable p, telle que :

E[f(IME) = u] =E[f(pu)]
alors,
E[f(z)A(x) = u] = ¢ (WE[f (pu)q(pu)]-

ot gy est la densité de la mesure image de x par rapport a celle de & par .
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Démonstration. Soient f et g deux fonctions mesurables, I’équivalence de lois nous permet
d’écrire
E[f(z)g o Ax)] = E[f(§)g o M&)a(£)]

En utilisant 'hypothese faite sur le conditionnement de &

E[f(x)g o A(z)] = /E[f(f)q(f)lk(f) = ulg(u)pre)(du) = /E[f(pu)q(pu)]g(U)ws)(dU)

oll iy est la distribution de A(§). Ainsi, en réutilisant I’équivalence de lois

E[f(2)g 0 A(x)] = / ELf (p)a(pu)]g5 (1) g(w)pinge) (du)

oll fix(z) est la distribution de A(x) et ¢y est la densité de f1y) par rapport & fuxe). O

A.3 Formule d’Ito-Wentzell

Nous présentons ici une formulation multidimensionnelle de la généralisation de la for-
mule d’Ito, dite Formule d'Tt6-Wentzell, donnée dans le livre [Kun97] p.92, appliquée a des
semi-martingales browniennes. Supposons

dXt = ‘/;(Xt)dt + Zt(Xt)dwt
dFy(x) = by(x)dt + o¢(x)dwy,

ou X, vit dans R™, Fy(z) dans R™ et w est un mouvement brownien de dimension d.

Théoréme A.3.1. Supposons que pour tout t > 0, les fonctions x — by(x) et x — oy(x)
appartiennent presque sirement a C%(R™).

dFt(Xt) = bt(Xt)dt + O't<Xt)dwt + Vth(Xt)*dXt

1,k
ai’j(X) ' o, (X4)
> eyt Omdn F(Xdt+ Y S (X)oa : dt
e e o (X))

ol a=ooc".
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Résumé : Le but de cette these est de décrire la loi conditionnelle d’un processus mar-
kovien multidimensionnel connaissant la valeur de certaines combinaisons linéaires de ses
coordonnées a des instants donnés. La description recherchée consiste a mettre en évidence
un processus de meéme type, facile a simuler, dont la loi est équivalente a la loi conditionnelle
ciblée.

La classe principalement étudiée est celle des processus a diffusion. Dans un premier
temps, des techniques de grossissement de filtration (Jacod 1985) permettent de déterminer
les parametres de I’équation différentielle stochastique vérifiée par le processus conditionnel.
Cependant, on s’apercoit alors que la dérive n’est pas explicite, car celle-ci dépend des
densités de transition du processus initial, inconnues en général. Ceci rend impossible,
une simulation directe par exemple a I’aide d’un schéma d’Euler. Afin de pallier ce défaut,
nous proposons une alternative, dans 'esprit de Delyon et Hu (2006). L’approche consiste a
proposer une équation différentielle stochastique de parametres explicites, dont la solution
est de loi équivalente a la loi conditionnelle.

Une application en collaboration avec Anne Cuzol et Etienne Mémin de 'INRIA, dans
le cadre des écoulements fluides est également présentée. On applique la méthode proposée
précédemment a un modele stochastique inspiré des équations de Navier-Stokes.

Enfin, la classe des processus markoviens a sauts est également abordée.

Abstract : The aim of this work is to describe the conditional law of a multidimen-
sional Markov process knowing linear combinations of its coordinates at given times. We
are looking for a process of the same kind, whose law is equivalent to the targeted one.

The diffusion processes represent the most studied process class in this thesis. We
first use techniques of enlargement of filtrations (Jacod 1985) in order to determine the
parameters of the conditional stochastic differential equation (SDE). This theoretical result
does not allow direct simulation of conditional paths because of its drift. Indeed, this one
depends on the transition density functions of the initial diffusion, and those functions are
generally unknown. That is why, we provide an alternative, inspired by a Delyon & Hu
(2006), consisting in proposing a SDE, whose law is equivalent to the targeted conditional
distribution. Moreover, this SDE possesses explicit coefficents, and is easy to simulate
thanks to an Euler scheme. Same kind of results are also established in the case of real
point processes.

An application in collaboration with Anne Cuzol and Etienne Mémin from the INRIA is
also presented. It consists in applying the precedent result to a model, whose construction
is based on 2D-Navier-Stokes equations.



	Introduction
	Différentes représentations du pont brownien
	L'approche élémentaire
	Le grossissement de filtration
	Le pont, processus markovien
	Le pont, solution d'une EDS
	Discussion

	Conditionnement de diffusions
	Processus linéaires gaussiens et parents proches
	Un exemple, avec calcul de dérive
	Résultats

	Conditionnement par rapport à la valeur finale
	Résultat exact
	Résultat par absolue continuité

	Conditionnement partiel
	Résultat exact
	Résultat par absolue continuité
	Simulations


	Application
	Modèle Général
	Un exemple
	Schéma discret
	Retour à l'exemple
	Simulations

	Conditionnement de processus ponctuels
	Real point processes
	General results
	Case of the deterministic intensity
	Girsanov's theorem
	Case of a deterministic finite discrete associated measure

	Jump Markov processes on a finite set of states
	Result
	Simulation


	Annexe
	Densités de transition d'un processus de Markov
	Equivalence de lois et conditionnements
	Formule d'Itô-Wentzell


