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Introduction

1 Contexte

1.1 Motivation de I'étude

Le stockage des déchets radioactifs de haute activité etlangue est un probleme a traiter
dans un futur proche qui intéresse le C.E.A. La solution a long terpled probable est un
stockage en site géologique profond, ce qui implique une connaissance appraoiondie
comportement du site géologique et de son évolution sur des milliers d’années.

Outre la difficulté de modéliser le comportement thermo-hydéganique non linéaire du
massif, se pose la simple question d’'obtenir les données nécessairecalculs (état de
fissuration, modules de rigidité, densités,...) a partir de mesgesctes en nombre limité.
En effet, cette identification de parametres est un problerh@esa —comme la plupart des
probléemes inverses— ce qui indique des soucis d'existence, d'unicité shbilité de la
solution. Les méthodes existantes de résolution de ce type de peshléites « méthodes
inverses ») sont relativement récentes (bases jetées daasniées 1960 par Tikhonov), et
principalement déterministes.

Or I'amélioration des prédictions déterministes de comportemenimdssif nécessite
d’utiliser une approche stochastique, en tenant compte de la veiédiile au faible nombre
de mesures, a I'imprécision des instruments,...) des paramétresddierttifier moyenne,
ecart-type, corrélation, lois de probabilité...). Ces parameétrasepe ensuite étre utilisés
comme donné de calculs stochastiques

Le but de cette étude est donc le développement de méthodes d’identifitzs données et
de représentation de ces données sous une forme utilisable danscdkssstathastiques
postérieurs.

1.2 Position de I'étude

Le développement de la science se fait dans le sens d'une é@ba@tmodeéles, dans la
recherche de lois immuables qui expliquent le monde. Au cours déssdies modeles se
font plus précis, les lois plus pertinentes. Cependant aussi pousggssgient, ils ne
pouvaient retranscrire qu’'imparfaitement la réalité, ou plutésalst trop simples et parfaits
pour notre monde complexe et frustre.
Le pouvoir de prédiction de la science ne peut donc étre qu’approxifpatifois
insensiblement, parfois visiblement). Les utilisateurs des mosélseent entourés de marges
de sécurités qui permettaient de cacher ces incertitudedaitsliéviter d’avoir a y penser.
Mais dans tout calcul physique se nichent des incertitudes qui fégredison résultat de la
réalité :
incertitude des mesures tout d’abord : les outils de mesure, plus oupregis plus
OuU moins justes ne permettent qu’une approximation des données réelles ;
incertitude du modéle ensuite : afin de se préter au calcul pfésiomodéles doivent
simplifier la réalité, et par la méme s’écartent du comportement réesthmsy ;
incertitude liée au calcul enfin : nombre limité de décimales en infayuetarrondis.

Une nouvelle étape fut franchie quand la science chercha a pré¥eit tles incertitudes
dans un systeme. Les calculs probabilistes, ou stochastiques, petragt telle prédiction,
et se sont révélés particulierement utiles pour évaluealidifé d’un systeme (pont, moteur,
circuit électrique,...). Les outils de base pour modéliser lestinmes sont les variables
aléatoires et les champs aléatoires, caractérisés par des otisiis)|Sées.
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Un probleme se pose quand les données statistiques ne peuvent atgesndsectement,
comme dans le cas cité au 81.1. Le développement de méthodes intechestigues
s’impose alors.

2 Objectif

L’objectif de cette étude se trouve dans son sujet :
Identificationde I'état d’'un milieu et représentation de sa variabifig# une approche

stochastique

Cet objectif se compose de deux points complémentaires : I'élmmordune méthode

inverse permettant d’identifier un champ aléatoire et la reptéSon de ce champ aléatoire

sous une forme qui autorise son utilisation ultérieure dans des calculs stochastique

En outre cette méthode devait pouvoir étre intégrée dans le codécdepar éléments finis

CAST3M afin de permettre sa capitalisation dans le savoir-faire du laleratoi

3 Plan

Un premier chapitre est tout naturellement consacré am&thodes inverses déterministes
Nous y examinons les caractéristigues des problémes inverses différentes méthodes
existantes pour les résoudre.

Ensuite dans urdeuxiéeme chapitre nous nous penchons une maniére trées répandue de
représenter et manipuler les champs aléatoiresch#ms polynomial qui constitue une
discrétisation des champs aléatoires en variables aléataisséments finis stochastiques

qui constituent la principale méthode de calcul sont également égtedigsarticulier les
approches non intrusives

Un troisieme chapitre est consacré a @écomposition en série de Karhunen-Loevd'une

des méthodes permettant la discrétisation de champs aléatddssa( dire leur expression
sous la forme de variables aléatoires).

Un quatriéme chapitre est consacré arariogramme, qui est un outil statistique permettant
la caractérisation des paramétres statistiques des chadapairas. Allié par exemple a la
décomposition en série de Karhunen-Loeéve il permet d’alimenter en doeséaéthodes de
calcul stochastiques.

Enfin le dernier chapitre fera naturellement le lien entre les chapitres précédents, e
détaillant uneméthode inverse stochastiquaitilisant chacun des points vus préecédemment
pour tenter d’identifier un champ aléatoire.
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Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

1 Introduction

A partir d’expériences et de raisonnements mathématiquesidesifiques ont identifié des
lois de comportement et des modeles permettant I'élaboration d’usegpbydéductive et
prédictive. Il est alors possible, connaissant les paramétreaseatd’'un systéeme physique
(par exemple la rigidité) et les sollicitations qui lui sappliquées (par ex. le chargement) de
prévoir le comportement du systeme (par ex. le déplacemens} lai@solution dprobleme
direct

A contrario unprobleme inversest un probleme qui nécessite d’'inverser ces modeles et lois
physiques, pour accéder de maniere indirecte a une quantité nderdeetaccessible a la
mesure (par exemple connaissant la force et le déplacement déteanigielite).

Ces problemes inverses peuvent étre simples a résoudre, prineipakuand le probleme
direct est mathématiquement inversible : dans notre exemple,sinsidéere un modéle tres
simple, il est évident de déduire le module d’Young d’un échantillon d’acier lors dsandzs
traction a partir des mesures du déplacement appliqué et de la forantésilk peuvent étre
tres complexes, voire étre impossibles a résoudre, par exenopleansidere que la rigidité
varie spatialement dans notre échantillon.

Dans ce chapitre nous définirons les problémes inverses. Nous verribs&git’ souvent de
problémes mal posés. Nous examinerons quelques méthodes de résolesomettrions en
ceuvre sur un exemple simple.

2 Définitions

2.1 Position du probleme
Un systéme physique peut se schématiser comme indiqué dans la figure 1 :

Figure 1 : schématisation d’'un systeme physique

avec

X : quantités en entrée du systéme (connues ou inconnues),

y : quantités en sortie du systéeme (connues ou inconnues),

p : parametres internes du systeme (connus ou inconnus),

A(p) : opérateur reliant la sortie a I'entrée associée pariaule y:A( p) x. Cet opérateur

est connua priori suivant le modele utilisé.

Remarques
Nous nous intéresserons ici seulement aux cas yetp sont des fonctions appartenant aux
espaces de Hilbert respectivement X, Y et P (une restrictiorante est de prendre X=Y=P).
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Le produit scalairg est( f,g) = WT gds, la norme estf|=,/(f, f). Ce sont des fonctions

de carré intégrable\g/f2 (s) ds posseéde une valeur finie). Quant a A, il appartient a I'espace
des opérateurs de X dans Y.

2.2 Deéfinition des différents problemes
On peut définir trois problemes différents associés a un systgmeaé la relation

A(p)x=y:

Données| Inconnue Traduction
connaissant les causes et les parametres,
Probleme direct X p y trouver les effets en accord avec| le
modele
connaissant les effets et les parametres,
de reconstruction| y p X trouver les causes en accord aveg le
Probleme modéle
inverse connaissant les causes et les e
d’identification X |y p retrouver les paramétres en accord av
modele

2.3 Probléemes inverses

2.3.1 Donnéesy

Dans un probléme inverse les données sont constituées de mesuresradildesigprtie du
systeme (déplacement, effort, température, pression,...). Comme pourntestee, les
données recueillies sont entachées d’une erreur inévitable. Oy’ e données recueillies
et y° les données parfaites. Typiquement dans les problémes inversesninudéf borne
supérieureede I'erreur (estiméa priori) lors de la mesure des données :

(1) [y~ yle e

2.3.2 Inconnues x et p

Les inconnues d’un probléme inverse peuvent étre soit des paramigtieames au systeme a
identifier, soit un signal d’entréea reconstituer. Cependant il faut noter que souvent dans la
littérature on ne distingue pas ces deux problemes. Dans |lansugenotonx les données
inconnues, méme quand il s’agit de paramétres de A n’ayant riamir @awec le signal
d’entrée.

2.3.3 Modeéle A(p)

Les problemes inverses reposent tous sur le choix d’'un modele liagnah dentréex a un
signal de sortig, utilisant des parametres intermepar la relation

2y Y=A(p)x
Dans les systemes réelsphX est souvent de la forme :

@ (0= K93 o

10
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Il faut noter que cette formulation explicite n’est pas forcéraengssible : la relation entye
et x peut étre implicite (systéme d’équations aux dérivées pagiglar exemple). La
résolution du simple probleme direct (i.e. trouyezonnaissanx) peut alors étre elle-méme
tres complexe.

Comme nous I'avons indiqué précédemment souvent on ne fait pas la idisterdtex etp.
Pour simplifier I'écriture, on trouve généralement le modéle physique sausne. f

(4) y =AX

2.3.4 Formulation du probléme inverse

En tenant compte des simplifications d’écriturecpoentes, on peut formuler un probléme
inverse de la fagon suivante : connaissant les regsentachées d’erreyf et un modéle
physique A déterminer le signal d’entrée ou les paramétresnnusx®tels que

(5) Y TAX

2.4 Problemes mal posés

Au début du XX¥™ siécle, Hadamard (1902,1932) introduisit la notierproblémdien posé
(well-posed et, par opposition, celle de problemeal pos{ill-posed.
Un probléeme est dhien posési et seulement si :

pour toutyl Y, il existe une solution (existence);

cette solution est unique dans X (unicité) ;

cette solution est stable vis a vis des donnéabilis).

Par opposition les problemes mal posés possedemhaius un des défauts suivants, le
troisieme étant le plus génant dans le cadre dddemes inverses :
existence de solution non assuréee. pour ury donné il peut ne correspondre aucun
X);
multiples solutions possibles(i.e. pour uny donné une multitude de peuvent
correspondre, sans possibilité de discrimination) ;
grande sensibilité des solutions aux données initiale§.e. d’'un changement
relativement petit dg résulte un changement relativement important dign'y a pas
de continuité de la solution par rapport aux doshée

On voit que le troisieme point est crucial dans daotution de n’importe quel probléeme
physique : les données expérimentales sont bruitéest donc important que la solution ne
leur soit pas trop sensible (soit robuste poureaegre un terme utilisé en traitement du
signal), sous peine de perdre sa validité.

Au dela de la définition mathématique, ce concepspde un sens physique tres fort (voir [ll-
2] dans bibliographie en fin de chapitre). La piijmkes problemes de l'ingénieur consistent a
déterminer un champ dans un domain&V (pouvant avoir une composante temporelle),
connaissant I'équation de comportement =%y et les conditions sur le bof\W. Il peut
sembler que n’'importe quelles conditions de bordnettent la résolution du probleme,
pourvu qu’elles ne soient pas surabondantes. tl @& rien, et les conditions « convenables »
dépendent directement de I'opérateur A. Un problérae posé est donc un probleme pour
lequel les conditions et données initiales conveenrpour I'opérateur A. Contrairement a
I'intuition de I'ingénieur, il ne s’agit donc pasdlisposer de la bonmpiantitéde données,
mais bien de disposer du btypede données.

11
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Presque tous les problémes directs de la physique sont bien posésst@as une heureuse
coincidence : en fait les chercheurs ont défini trés tét dsgmes bien posés des différentes
disciplines, et ne se sont pas intéressés aux autres (on a dogintrksjeu de problémes sur
lesquels travailler). Cependant il est tout a fait possible de mal poser un probiéche

Par contre la plupart des problémes inverses sont mal posés, marpaut pas trouver de
conditions initiales convenables. La difficulté de résolution vient doneedaractéristique
intrinséque propre au probléme inverse et pas d’'une simple insuffisance de données. En
particulier il est important de préciser que ce caractefgos® n’'est pas li€ comme certains
peuvent le penser au fait que ces problémes sont résolus pour dessddiwtéetes en
nombre fini [l-1]. En effet méme si nous disposions de la fongtide maniére complete et
continue (mais sujette a des incertitudes), les difficultéssperaient. Dans I'exemple de la
poutre traité en annexe, nous voyons que la solution du probleme inversenaveécnnée
continlment connue est trés instable. La discrétisation inévitabl@ralléeme ameéne
cependant un autre souci :reauvais conditionnemertu probleme. Il faut donc séparer le
caractéranal posélu probléme d’un éventuel caractéaral conditionné

Des méthodes existent pour atténuer ou supprimer ces défauts gtapgment restaurer la
stabilité de la solution. Dans les années 60 le mathématicise Tilshonov jette les bases
théoriques des méthodes modernes d’inversion en introduisant le concesiutden
régularisée formalisant un compromis entre fidélité aux données et stafitddsformer un
probléeme mal posé en probleme bien goaeheest appeléégularisationdu probléme.

Il est intéressant de noter qu’il existe un type de probléystgmatiquement mal posés :
ceux formulé a partir d’'une équation de Fredholm de premiére espéce, qui estrae |a f

6 Ky (e oy

Trouver la fonctiorf connaissang etk a partir d'une telle équation est un probleme poaie.
Or les systemes physiques obéissent souvent a ce demelation intégrale (voir I'équation

(3)).
3 Reésolution des problémes inverses

3.1 Regularisation

Nous avons vu précédemment gu’'une caractéristignérgle des problémes inverses était
gu'ils étaient en général mal posés, ce qui comptdi@xistence, l'unicité et la stabilité de la
solution. Régulariser un probléme inverse congideetransformer en ysrobleme bien posé
proche Les méthodes de régularisation utilisent souypenir nourrir leurs algorithmes une
augmentation la quantité d’information disponibby pajout au probléme des données, soit
provenant de sources annexes (résultats d’expésenéelles ou numériques), soit
d’hypotheses considérées comme vraegriori (forme de résultat attendue, contraintes
d’évolution).

La résolution de probléemes inverses peut donc amreemsiliser de I'information totalement
subjective et hypothétique, mais considérée comnpdausible», et a formaliser des
caractéristiques parfois qualitatives. La validiié@ ce jeu de données additionnelles
conditionne évidemment la validité du résultat.régularisation n’est donc pas une démarche
purement abstraite, mais bien la prise en compteadactére réel et physique d’'un probléme.

12
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3.2 Méthodes analytiques et méthodes numériques

Dans le cadre des problemes inverses, il existe clairetieemnt sortes de méthodes que I'on
pourrait qualifier d’analytiques d’'une part et de numériques de dalitest bien sir délicat
de vouloir les classer ainsi. En effet les méthodes analytisjappuient sur des calculs
(d'intégrales, résolutions de systemes d’équations,...) ne pouvant rédisés que
numériquement, et les méthodes numériques nécessitent une formulation analytique.

Avant les années 80, le seul moyen de traiter un probleme invaiseleé manipuler les

éguations de maniere analytigue pour régulariser le probleme gisteidre (certains

nostalgiques s’y réferent encore parfois comme a I'’époque de 'ag’ de la résolution des

problemes inverses). Les méthodes analytiques, si elles possedeptiratée intrinséque

(elles s’appuient sur un raisonnement mathématique), comportent deux gros ireasveni
chaque type de probleme améne une stratégie de résolution qui lui est propre ;
une forte dose de mathématiques est requise pour trouver la soluicouetr son
unicité et sa stabilité (en particulier la connaissance degriptés de fonctions,
d’équations, d’espaces,...).

Du fait de ces inconvénients et avec le développement de la peisdancalcul des
ordinateurs, des méthodes numériques ont été développées, basées isimitation de
I'écart entre les données d’observation et de simulation. Ellesegest comme avantage
certain d’étre trés faciles a mettre en ceuvre, quel queles@robleme, et comme gros
inconvénient de nécessiter un colt de calcul conséquent, et elles sewartt utilisables
gue pour des problemes avec un nombre de variables reduit.

Les méthodes analytiques conservent comme avantage de ne néqeisiteodt de calcul

réduit (parfois il n'est méme pas nécessaire de résoudreoldépre direct). De plus
'augmentation de la puissance de calcul sert aussi les méthodbgiques : les moyens
informatiques permettent de calculer rapidement des quantitésileliffent accessibles
auparavant (calcul des intégrales, des dérivées, des systBémesmtions, des valeurs
propres,...), et surtout d’appliquer des méthodes analytiques a desesadéiulés par

eléments finis. Ainsi des méthodes analytigues peuvent étre cugaptus adaptées pour
résoudre des probléemes inverses, mais nécessitent un travdiggpédiotons aussi qu’au
cours des années passees de nombreux problemes inverses ont étédeesukusiere

analytique. Il est donc toujours avantageux de vérifier si unedellgion ne peut pas étre
réutilisée pour le probleme auquel on est confronté.

3.3 Méthode des champs virtuels

Un des schémas les plus utilisés pour résoudre analytiquement les problemses iomesiste
a utiliser la formulation faible du probleme direct. Si le compoete de notre modeéle est
défini par I'équation locale :

(7) Ax(t) = y(1) " tiw

Alors on a la formulation faible suivante sur la totalité du domdine
sy A/ ()dt= oy (Ja "y
W

W

En jouant sur la fonctiop et en manipulant les équations, on peut réussir a résoudre le
probléme inverse sans jamais résoudre le probléme direct.

13
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La méthode la plus connue s’appuyant sur cette idée est la médmadbamps auxiliaires,
qui s’applique lorsque :
- le probleme direct est solvable (méme par une boite noire) ;
la quantité recherchée est une perturbation d’'un parametre connu,deeti® ce
parametre (Par exemple si I'on cherche le module d’'Yd@&(rpdans une structure, on
ne peut I'appliquer que si ce module se décompode>9r= E(X) + €X), avecEq(X)
connu etE¢(x) >> e(X) ) ;
nous disposons d’'un couple de résultats expérimentaux entrées/sorties.

La méthode des champs auxiliaires (sur laquelle nous reviendrons3wa@3siste alors a
utiliser des résolutions du problemes avec un paramétre non pertimbél'extraire
linformation sur la perturbation par le biais de manipulations héraatiques de la
formulation faible (appelée aussi intégrale) du probleme.

3.4 Méthodes numériques

3.4.1 Minimisation

Cette méthode consiste a utiliser une procédure d’optimisation qui dafmsnse la plus
simple s’énonce comme suit : trouver les parametres ou entféted que I'écart entre les
données recueillieg® et les résultats calculés= Ax° soit minimal en utilisant le critére des

moindres carrés. On cherche daxfcqui minimise la fonctionnell@ suivante
(9) I(x)=[ax- v

Nous pouvons ajouter des a présent un critere t'aeéla procédure de minimisation :
comme il est sans objet de chercher un résultat phécis que ne le sont les données
recueillies, nous pouvons arréter la procéduregdes® vérifie

HAxe - YIE e

(10)

Cette méthode de resolution de probleme inverseoesémporaine de I'invention du principe
des moindres carrés a la fin du XVfifsiécle : lors d’'une des premiéres utilisations de ¢
principe, Gauss a estimé le coefficient d’ellipglgéla Terre a partir de mesures de longueur
d’arc, en modélisant le profil de la terre soufotane d’une ellipse.

L'avantage de cette méthode est que le problemersevse réduit a deux problémes
"classiques" :

1. un probleme direcy = x pouvant étre résolu numériqguement (éventuellerpantdes

éléments finis ou autre code de calcul "boite ripire
2. un probleme d’optimisation typique.

Le résultat de la résolution du probléeme inverse d@anc dépendre en partie des
caractéristiques liées au probléme direct (modktEsg précision, etc...) , mais surtout de
celle de la méthode d'optimisation retenue :

choix de l'algorithme de recherche du minimum,

choix du point de départ,

prise en compte des contraintes,

etc...
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Un inconvénient de cette approche est que les algorithmes d’optimipativant nécessiter
un nombre conséquent d’appels au code de calcul donc, dans notre ¢astsptasolutions
du probleme direct. Lorsque I'on sait que chaque résolution peut étrédcuhpzer éléments
finis, on comprend que le temps de calcul puisse étre critiqueidrace de I'optimisation est
heureusement maintenant assez développée et il est possible ed’'ulis méthodes
éprouvees pour limiter le colt informatique.

Il faut noter que sous la forme (9), le probléme n’est pas mgRlanous sommes juste
passés d'un probléme analytique particulier a un probléeme numérigéeaéla solution
obtenue est potentiellement instable et non unique. Nous allons maintemacamment il
est possible de régulariser ce probleme d’optimisation.

3.4.2 Méthode de Tikhonov-Philips
[11-1]
Cette méthode consiste a utiliser la fonction de performanceder@es mais en y ajoutant un

terme régularisateur. On recherche par une procédure d’optomisét® qui minimise la
fonctionnelle

a3 =Ax- fH2+ alB %

avec :
a > 0 le parametre de régularisation (appelé paffmsametre de Lagrange”) ;
B un opérateur de contrainte.

L'opérateur B peut avoir plusieurs formes. Ainsil'@n souhaite que la fonction solution soit
lisse, on peut choisir la dérivé@x|=|x¢. Si l'on souhaite que la fonction trouvée soit
proche d'une valeur connue & priori, on peut pren@x|=|x- x|. Cependant le plus

souvent cette méthode est utilisée avec B=I, l'aénr identité dans I'espace X. Dans ce cas
la fonctionnelle devient :

(12) 3(x)=| Ax- VJHZJ’ al

La solution théorique obtenue par cette méthoden{emimum global) dépend de la valeur
choisie poura. En fait a doit étre le plus petit possible (cﬁu&(xa'e) = x°), mais avec une
a

valeur suffisante pour régulariser effectivemerprgbleme (rappelons qu’aux alentours de la
limite a = 0 la solution obtenue n’est pas stable). Cetiigtion théorique est :

e — * L e
(13) x°=(AA+a 1) A’y
ol A" est I'adjoint de A . On peut voir dans I'expression de la solutieéorique un effet

pratique de cette méthode sur le conditionnemersys$téme : on ajoutal a A"A pour
remplacer les valeurs singuliéres trop faibles yae valeur plancher, ce qui diminue la
sensibilité de la solution.

L’erreur maximale sur le résultat est donnée pat][t

Lie. (AX, y) = ( x A’ y) et pour une matriceA” = (-1)_i+j det( M.

1

) ouM,,=A

ij,itp,jq
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£ %

e 2 2 e 2e 2

(14) on-xa ';(yg Axa’ﬁ ;Hyﬁ'Axﬂj‘ | o

Les résultats obtenus par cette méthode dépendechax du parametra : la stabilité et
I'erreur croissent toutes deux avec lui. Le chagxadest donc déterminant pour le succes de
la méthode. Il existe plusieurs principes pour déterminer optimal.

Le principe de sélection de Morozov [lI-1]repose sur I'idée de chercher une solution
compatible avec 'erreur sur les données. Ainsi on chaigiél qu’il soit solution de :

y - A= e

(15) ‘

Le principe de sélection d’Arcangeli [lI-1] repose sur une idée similaire, et consiste a
choisira tel qu’il soit solution de :

ye _ Axa,e

e
Ja

La modification du second membre est motivée par résultat de convergence
Iei®rr(|)(xa'e) =X sou X estla solution exacte du probléme inverse.

(16) ‘

Sur le plan pratique, ces principes de sélections ts&s colteux a mettre en ceuvre, car ils
imposent de résoudre plusieurs fois le probléeme de miaiimisjusqu’a trouver le idéal par
itérations successives. Il existe cependant un gurineipe de sélection plus simple mais
moins rigoureux, proposé par Tikhonov :

(17) 27

avece I'erreur maximale commise sur les données efa solution du probléme inverse. Bien
sOr en réalité ces deux valeurs sont inconnues @tiezent donc étre estiméagriori pour
déterminer une approximation de la valeur optintdea. Bien que cette expression doive
étre utilisée avec prudence, elle est intéressaateepque I'erreur maximale peut étre
remplacée par un parametre probabiliste, en pasgrcuhe valeur dérivée d’'un intervalle de
confiance sur les mesures.

Au minimum de la fonctionnelle ( 12 ) nous avons :
e o[- al

}z ef avecef<<y* le critere d'arrét

(18)
D’ou en remplagana par sa valeur :
2
2 é 2
e —_ y ,e e
(19) HAX& -Y““H-ef- X*zHXa g <<y
Si x*¢ est proche dg , alors
‘Xa,e . o
=1+ <
( 20) X* eg eX

Soit
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(21) HAxa'e' f\\2= ef- ¢’ (¥ oft
D'ou
(22) |- Y= ef- g 287 gt & ¢

En utilisante, comme critére d’'arrét (donc en posapt = €, ), nous avons :
€ _ 2_ _ 2 2 2
(23) |ee -y '=- 267 e 67 ¢

. . * 2
Donc si x?¢ est suffisamment proche de alors HAX“’ - yeH est d’'un ordre de grandeur
inférieur a I'erreur de mesuee

3.4.3 Méthode de Levenberg-Marquardt

Les méthodes de régularisation classiques (comnmeéthode de Tikhonov) remplacent le
probleme de minimisation mal-posé initial par unlpp¢me proche bien-posé, qui est ensuite
résolu par minimisation. Cependant depuis peu (1988 méthodes de régularisation
itératives ont été développées comme la méthodd edenberg-Marquardt (LM). Ces
méthodes different des méthodes précédentes enecka gégularisation est obtenue par des
itérations successives plutét qu’'une fois pourdgau début.

La méthode de Levenberg-Marquardt [lI-4] est un¢hode de régularisation itérative qui est
une variante de la méthode de Gauss-Newton pourrenmsation de (9 ). Etant donné une

approximationx, de X , Ax est remplacé par sa linéarisation autouxgdavant le processus

de minimisation qui doit déterminer un minimum de@ )( dans une région relativement
proche dex, (dite "région de confiance"). Une itération de lathode de Levenberg-

Marquardt est donnée par
( 24) Xk+1 = Xk + h(

ou h, minimise la fonctionnelle

2
ay I0|yome B daly

avec la contrainte que, + h appartienne a la région de confiance (ce quidpjtel a un
jugementa priori et correspond a um"petit").
Dans la fonctionnelld :

a, estle parametre de Lagrange adapté au probléme,

Ax, est la valeur déAx au pointx,,

TAX

0 représente la dérivée premiereAbe par rapport X au pointx, .
X e
=%

Nous avons donc a réaliser une minimisation dei&tfon linéarisée pour chaque itération.
La régularisation est obtenue par le choix de Foré de confiance et par le terme de

pénalisationa, ||h||2 (analogue a celui de la méthode de Tikhonov).

D’autres méthodes de régularisation itérative sontiéveloppement, en utilisant par exemple
les dérivées secondes de [N-5].

17



Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

3.4.4 Algorithme de résolution

La plupart du temps les mesures effectuées donnent un jawdeurs discréteg. Une
résolution numérique nous impose de rechercher un résultat égaleneid forme discrete
de m valeursx; (soit discret d’emblée, soit discrétisé au court de laluen). Or dans les
modeles physiques définis par I'équation (66ty sont la plupart du temps des fonctions.
Dans l'algorithme présenté on donc a supposé que A est modifié pour que la relatigreentre
y soit de la forme

(26) AX={V
ou {x} et {y} sont des vecteurs de valeurs numeériques.
La modification du modeéle peut consister en une construction de laoforxch partir des
valeurs &} (par exemple des coefficients polynomiaux) pour définir un chamyabiirsx,
puis aprés calcul en une discrétisation de y pour retouyher {

Apres avoir précisé ce point nous pouvons donner une forme généralelgbuthme de
résolution numérique de probléemes inverses (Figure 1).
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Modéle physique

l

[ DEBUT ]

{%}

Point de départ Contraintes, forme,...

Résultats de mesures

{v}

l

Caleul de > Détermination de
4—
Ald N {X.}
+1
> (un pas d’optimisation)
Critere d’arrét
=i v} Axdfe e
A
NON Critere
<

respecté ?

Oul

{x}={x.}

[ FIN ]

Figure 1. Algorithme de résolution numeérique générale de problémes inverses.

La détermination de;s; en fonction des;,... X et des informations fournies est le noeud du
probléme. L’algorithme de minimisation choisi doit permettre dkiiré au maximum le
nombre de résolutions du probleme direct, tout en donnant une solution stable et précise.
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3.5 Test des méthodes de résolution

Lors du test d'une méthode inverse, il est important de testesendement la résolution en

tant que telle, mais aussi la régularisation du probleme. Pouortaianule des donnégsen
résolvant le probleme direct pour une entt@hoisie. Puis on ajoute a la sorgisimulée un

bruit pseudo-aléatoire. Le résultat de la méthode inverse poyrsteulé et bruité est
comparé aw choisi au départ. Tester une méthode inverse uniquement avec dessdonnée
exactes est parfois qualifié deme inverse

4 Exemple d’'application

4.1 Définition de I'exemple d’application

Afin de mieux appréhender le concept de problemes inverses, nouseasagé dans la suite
d’illustrer sur un méme exemple quelques méthodes de résolution. Pour cela nousamnsider
un probléme relativement simple : déterminer la rigidité exidh d’'une poutre de Navier—
Bernoulli sollicitée en « flexion trois points », connaissant lacefappliquée, a partir de
guelques mesures de sa fleche.
Afin de situer le probléme, nous commencerons par traiter briéxel@erobleme direct
déterministe. Puis nous nous intéresserons au probleme inverseiméteran utilisant trois
méthodes différentes :

I'inversion directe du probléme ;

la minimisation ;

les champs virtuels.

Les calculs sont réalisés avec le logiciel de calbdthematica 4.1de Wolfram Research,
Inc. Le systeme d'unités est supposé cohérent lorsqu’il n'estppassé sur certains
graphiques.

Le systeme étudié est une poutre sur deux appuis soumise a ungofctieelle, représentée
sur la Figure 2.

q
Figure 2. poutre en flexion trois points.
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Soit un pointSsur cette poutre. On note :
sl'abscisse du poir;
P la charge appliquée ;
g I'abscisse du point d’application de la chaRyp
L la longueur de la poutre ;

v(s) la fleche de la poutre €3;
M, (s) le moment fléchissant e
El(s) le module de rigidité en flexion &

En hypothése de Navier-Bernoulli (pas de déformation en cisaiitgreecomportement en
flexion d’'une poutre obéit a I'équation locale suivante :

7y [EI(9) w9+ M(§=0

Trois types de problemes peuvent étres posés [llI-1] :

Connaissant ... Trouver...
Probléme direct Mz etEl Y,
Probleme inverse deeconstruction v etEl Mz
Probléme inversed’identification v etMz El

Table 1. Désignation des différents problemes associés a I'exemple

Dans la suite nous nous intéresserons au probleme direct et awnmrolmverse
d’identification. Dans les deux cas la valeur et le point d’appdicadu chargement
(respectivemer® etq) sont supposés totalement connus, ainsi que la longueur L. La structure
étant isostatique nous connaissons donc le moment en tout point :

P
I(L-q) s, £0¢

%(L-s) q, s ¢
(28)
P, L etg étant connus.

4.2 Probleme direct

Afin de mettre en valeur le caractere particulier de ce pmabléverse, nous commencgons
par résoudre le probleme direct : déterminer la fleche de la pouiraissant sa rigidité en
flexion sous un chargement connu. Nous serons amenés a examingrdpriétés des
solutions obtenues au probleme :

la stabilité : un résultat est considéré stable (ou robuste) si une modification Iégere des

données (ici la rigidité donnée) n’entraine qu’'une modification légeresultat (ici

la fleche) ;

I'existence qui signifie ici que nous pouvons trouver une fleche correspondant a la

rigidité donnée ;

lunicité, qui signifie ici que pour une rigidité donnée une seule fleche peut

correspondre sans équivoque.

21



Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

4.2.1 Formulation
La résolution du probleme direct consiste a déterminer la fiégehe poutre connaissant son
module de rigidité en flexion. Pour cela de I'équation ( 27 ) on tire la relation :
M. (s)
vefs) = -
(29) %) El(s)

d’ou dans notre exemple :

m$faaﬁbws’ﬁq
(30) P (L- 9, s a
El(s)L ’

Résoudre le probleme direct consiste a intégrer ( 30 ) pour olfgnites quatre conditions
aux limites que doit vérifier la solution sont :

(31) vi{q )=vfd)
(32)

(33)

(34) v(q)=v(d)
Nous pouvons considérer deux c&3 constant sur toute la poutre, pHisvariable.

4.2.2 El constant

Résolution
Si El est constant dans la poutre, I'intégration donne :
-i(l_- q)st As C, B
v(s): 6EIL
-——(L- s)’¢ Bs D, 3 ¢
6EIL( ) 4
(35)
avec

ook Ad (L dF Sl 9t (L dd{L ¥ a

A=- ——
(36) EIL L 3

(1) BT g (b Adr Sk d°d £(L d'a

N

=P g o g e 713("- 9 d

D=-
(38) EIL 3 2
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Propriétés de la solution

Existence et unicité

Si El est connu et constant tout le long de la poutre, I'équation ( 35 ) nous plercedtuler
la fleche en tout point de la poutre de maniére unique.

Stabilité

L’équation ( 35) montre qu’il y a proportionnalité inverse entre la valelEl et celle dev.
Nous pouvons donc écrire :

v(s)= K(s)

El
Si El varie de la quantit®EIl , alorsv varie de la quantit®v suivant la relation :

v(9)+oy§ =)

(39)

(40) El + DEI
soit
1 K(s)
1+Dv(s):v(g El
(1) Tv(g) T DE
El
D’ou en utilisant (39 ) :
() 1,
(42)  “u(g) T, DET
El

Ainsi, si lors de la mesure d&l une erreur relative de +50% est commise, alors la fleche
calculée accusera une erreur relative He si I'erreur surEl est de —50%, alors I'erreur
relative sur la fleche sera de +100%. La Figure 3 donne la foenhee chriation relative de

pour une variation relative dd entre —-50% et +100%
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Erreur sur le calcul de la fleche en fonction de I'erreur sur le
module de rigidité

100%

50%

0%

-50%

Erreur relative sur v

-100% T
-100% -50% 0% 50% 100%

Erreur relative sur E|

Figure 3. Relation entre les erreurs relatives.

Nous pouvons conclure que la solution trouvée est stable autour de la sekabe : une
petite variation d&l autour de sa valeur entraine une petite variationalgour de sa valeur.

o f ._..Dv DEI
Pour unDEI négligeable devaril, nous pouvons écrire I'approximaties » - -
v

4.2.3 El variable

Résolution

PrendreEl variable ne nous permet pas de réaliser l'intégration’ @& aussi facilement.
Afin de simplifier I'écriture et pour se rapprocher de la pdocé de calcul utilisée dans

Mathematicanous pouvons noteis) I'expression devtfs) pours£ q et vgfs) pours>q.
C’est a dire que nous réécrivons (30 ) en:

VS:vltt@s) , SE ¢
%s) vgfs) ., s> ¢

(43)

avec

oy = g Qs
P R LR
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L’intégration de ( 43 ) nous donne :

vitdx+ A , sE c

_ o0
(46) VG(S)_ s
vitdx+ B , s> ¢
q
La condition ( 31 ) nous donne :
a7y B=)

En intégrant une seconde fois :
sy

vix)dx dy+ A &= C , £
_ 00
v(s)= oy
vifx) dx dy+ s M¢g+ D, s

qaq

(48)

La condition ( 32 ) nous donne

(49)
La condition ( 34 ) nous donne
(s0) D=u(d)
Soit :

sy

vix) dx dy+ A s , £
00
v(s)=

T dxdy s Meds o B, s

qaq

A peut étre calculée en résolvant I'équation ( 3D, :
Ly

(52) qV5t¢X) dx dy+ L y(¢d+ y ¢=0

q

Soit en substituant :

L d y q v
(53) vifx) dx+ A+ y(@§ dx dy N $¢ dx A dy0
q 0 q 00
D'ou :
1L a y 1q y
(54) A:'I vOEx) dx (0 dx dyf N ¢ dx gy0
q 0 q 0o

25



Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

Propriétés de la solution

Existence et unicité

S .y
et sont intégrables sur g, Dans ce cas la

1
El(s) ~ EI(s)

Une solution n’existe que s
solution est unique.

Stabilité
La solution reste stable face a un changement relafifi@: En effet si on considére deux
rigidités  proportionnelles, El, (s)=/ EI(s), avec / un scalaire, alors
L L
SRR
l,(s) 7 ,El9

o E
1
7 (S) 7 V( 9
En outre comme l'intégration gomme les singularitéssolution du probléme direct reste

stable vis a vis de la forme @ : un changement minime de forme Elen’entraine pas de
modification radicale de (voir Figure 4).

ds. Donc siv, est la fleche correspondant a la rigiditél, , alors

(@)

(b) 3f

S
1 2 3 4 5

Figure 4. Résolution du probléme direct pour deux rigiditégdifites (courbes grise et
noire) ; (a) : rigidités ; (b) : fleches.

Exemple de résolution
La Figure 5 montre deux résolutions du probléme direct gesi rigidités différentes.
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1
Expression El(s)= S E1(s) =11 S
deEl 1,1+ cos ;bf (s) =11+ cos pf
10 5
8
15
6
El .
4
2 05
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
02 04 06 08 0 04 06 : 1
02
5
04
V” _0‘6 '10
08 -
1
12 20
14 x
04 2
02 1
V’
0z 04 02 04 06 08 1
02 1
04
2
01
08
008
- 06
Vv
004 04
02 02
02 04 06 08 1
02 04 06 08 1

Figure 5. Deux résolutions du probleme direct pour deux fonstEl de forme différentes
(P=10N ,q=0.5m, L=1m).

4.2.4 Conclusion sur le probleme direct déterministe

Comme nous venons de le voir, la résolution du grobl direct ne pose pas de difficultés
particulieres : nous avons seulement besoin de mousalculer numériquement des
intégrales. Intéressons-nous maintenant au probléwerse, ou les choses seront bien
différentes.
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4.3 Probleme inverse

Le probléme inverse que nous nous sommes posé est de détermmiditéaen flexion de la

poutre connaissant sa fleche sous un chargement donné. Nous tenteréssudeerce

probleme en utilisant trois méthodes différentes : I'inversion wiyda minimisation et les
champs virtuels.

Avec chacune de ces méthodes nous examinerons les propriéteditie,sexistence et

unicité de la solution trouvée. Nous comparerons également lesareslitenus pour des
données bruitées ou non aux résultats exacts, la rigidité exactécéla rigidité utilisée pour

simuler les données utilisées.

4.3.1 Inversion directe

Une idée naturelle est d’inverser I'équation du probleme direct 2@ calculerEl(s) en
fonction dev” () :

M_ (s
El (s):-—z( )

vegs)
Contrairement au probléme direct, nous avons donc besoin de dériver une fenntarpas
d’en intégrer une. Nous verrons que cette difféerence va considérableoraptiquer la
résolution.

(55)

Fléche connue en tout point

Nous supposons ici que nous connaissons une mgsue la fleche en tout point (par des
mesures optiques par exemple).

Existence et unicité

La solution existe si v est au moil® et siv’(s) ne s'annule pas sur 1q, (avec le
chargement considéré, sinon il faudrait tenir compte des c84 siannule lui aussi). Cette
solution est unique : s{s) est fixé, alors il y a un et un setil(s) correspondant.

Ainsi supposons que la mesure de la fleche soit erronée dans un@uwtooe du point
d’application de la force, mais en restant dans le domaine Biktion de quelques pour-
cent, par exemple en remplacant le sommet du graphe par un @eicathole (Figure 6). Cette
fleche n'est pa<C? (physiquement la rotatiod n’est pas continue) mais la différence en
valeur avec la fleche exacte est des plus minimes.
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4,
3,
(@)
2,
1,
; S
1
\
41
v
408 |
(b)
406 |
a04 |
ae |
: : : 'S
24 25 26 27

Figure 6. Fleche mesurée ; poutre entiere (a) et zone erronée (b).

La résolution du probléme inverse pour cette fonctiolonne urgl discontinu et méme non
défini aux points de raccordement, fortement différent dans la zone modifiéedemigue a

la solution par inversion directe pour la fleche non perturbée ailleurs (Figure 7).
=}

PN W OO N

S

1 2 3 4 5
Figure 7. Rigidité de flexion correspondant a la fleche de la Figure 6.

Cette discontinuité est explicable : dans la zone erronée la papperait soudainement
moins rigide, sans transition, non pas a cause dadar de la fleche, mais bien a cause de sa
forme Les dérivées de ont un sens physique (rotation, courbure), ne pas respecter la
condition C? revient & se placer hors du champ d’application de la théoripaté®s. Pour

une modification minime en valeur de la fleche, la rigiditécuée est donc totalement
différente.

Stabilité
La solution restestable face a un changement relatif d&(s). En effet si on considéere deux
fleches proportionnellesy, (s)=/ 9, avec/ un scalaire, alors/#¢=/ v (¢§). Donc si

El, est la rigidité correspondantw, alorsEl, (s) :/1 El(s).
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Cependant, et contrairement au probléeme ditecolution est instable vis a vis de la forme
de la fleche: la dérivation seconde fait qu'un infime changement de forme peut danner
résultat tres différent.
Ainsi par exemple supposons que nous modifions de maniére infime la derta fleche sur
toute la poutre. Pour cela :

1. nous nous donnons une rigidE&,(S) que nous considérerons comemacte que
nous recherchons par la résolution du probleme inyerse
nous calculons une fleéckig(s) correspondant a cette rigidité ;
nous ajoutons a cette fleche exacte un terme oscillant, neisuae différence
relative de 1% maximum :

2.
3.

V. (s)cos E 1@
(56) Vines((8) = Vol 9+ 100 ?

4. puis nous utilisons cette fonctianeds) pour déterminer le module de rigidité
correspondarilyne{s), que nous comparerons a la fonction initialg(s).

Sur la Figure 8, on voit que la modification de la fleche est inaléleca cette échelle, mais
gue par contre le module de rigidité calculé est totalemenhér(valeurs négatives et
infinies). Ce graphique est illisible mais la représentatiokirderse de la rigidité (Figure 9)
permet de constater que la Iégere oscillation de la fleche pragiitmportante oscillation
de l'inverse du module de rigidité qui, en prenant des valeurs nulles, desnaleurs de
rigidité infinies. Cette amplification des oscillations des d@snest une des manifestations
typiques des problemes mal posés.
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(@)

o B BB

(b)

8 & 8

Figure 8. Résolution du probléme inverse pour deux fleches Iégérement diffétentbsg
grise et noire) ; (a) : fleches ; (b) : rigidités.

1H
15
125

1
075

= an it

V\/U\/zUUVVU“SS

Figure 9. Représentation de l'inverse de la rigidité présentée Figure 8b.

Ce calcul nous a permis de nous rendre compte que la solution du probléErse iétait
extrémement sensible afiarme de la fleche, contrairement au probleme direct, etogtie
instabilité n’était pas liée a un caractere fini, discreu insuffisant des mesurespuisque
ici nous considérons un continuum de données.

Fleche connue en un nombre fini de points de mesure

Nous supposons maintenant que nous disposons d’'un jeu de 11 mesures disaédteshde |
(en comptant deux valeurs nulles aux extrémites).

Méthode de résolution
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La méthode d’inversion suppose qu'a partir des points de mesure noudlismms une
fonction d’approximation de la fleche au moiess:

1. A partir desh points de mesure simulés nous construisons une fonctiofs)

représentant une approximation de la fleche par régression. Pounotela
utilisons comme approximation un polynébme de degréléfini par m+1
coefficientsa; regroupés pour les notations dans le vectape{{ap a ... an".

m .
(57) V(S{"}):jzo"’} s
2. Puis la fonction d’approximation est obtenue en ajustant les ceetiaj pour
minimiser I'écart au sens des moindres carrés eTr(tEE{ e}) et les mesures.

(58) {a} =min Inl(\_/(g’{#) V)2

3. La fonctionv(s,{ a*}) d’approximation de la fleche est ensuite dérivéaxd

fois et nous obtenons une approximatiorEtipar la formule ( 55).
M

—_ z

(59) E(Sl{é‘*})—'w

Pour simplifier I'écriture dans la suite, on not@(s{ d})=‘v($, de méme que
Ei(s{a})= (3,

Nous avons choisi de tester cette méthode de tésola partir de différents jeux de 9
mesures non nulles de la fleche :

mesures exactes ;

mesures modifiées en un seul point ;

mesures bruitées

Nous examinerons les résultats pour des fonctions d’ajppatien V(s) de degré 4 et 6.

Mesures exactes

Une premiére phase consiste a simuler des mesures exalztdiedee :
1. nous nous donnons une expressiotldgs), considérée étre haleur exacteque
nous recherchons par la résolution du problemerseyedans notre cas nous
choisissons une forme analogue a celle utilisée dans {l11-8]

(60) El,(s)=1+5 s- §

2. nous calculons la fleche correspondand;
3. enn points de mesurg, ,...S, nous prenons la valeur de la fleche v(s).

Nous obtenons les 11 points de la Figure 10.
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1
Figure 10. Données

S

2 3 4 5
non bruitées. L=5m, g=2m, P=10N

La 0 montre le résultat de I'inversion. On constate que que mémabserice de bruit les
résultats de l'inversion peuvent étre mauvais : les tres kggfférences entre la fonction
exacte et son approximation d’aprés les mesures sont amplifiées.

B E

8+

/
|

Degré 4 Degé 6

AN

\

4

10 +

/

N

N

! — S
5

S

1 2 3 4 1 2 3 5

Figure 11. Rigidités résultats de I' inversion directe ; mesures non bruitéespafdggon des
mesures par des polyndémes de degré 4 et 6 ; valeur exacte en gris

Mesures modifiées en un point

Nous pouvons maintenant ajouter un bruit aux mesures exactes. Nous ceromepar les

modifier tres |égerement, en supposant que la troisieme mestut8% trop élevée (Figure
12)

Vv(s)

IR S S
Figure 12. Données légérement modifiées. L=5m, g=2m, P=10N

La Figure 13 montre bien que cette légere modification des donnéegecbensiblement la
forme des résultats par rapport & ceux obtenus a partir des mesures exactes.
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H B Degé 6

(0]

()]

A\ ST

[ s
\ 1 2 3 4 ( 5
S
‘ 1 2 3 4 5 5

Figure 13. Rigidités résultats de I’ inversion directe ; données Iégérement rasdifié
interpolation des mesures par des polyndmes de degré 4 et 6 ; valeur exacte en gris

Mesures bruitées
Enfin nous considérons des mesures bruitées, en ajoutant aux meaates é& la Figure 10

un bruit blanc gaussien d'écart-type égal a 10% de la valeureex@iosi 1ai®™ mesure
bruitée est obtenue par :

exact
Vbruit — \fxact + V|
( 61 ) | | p 1 0

Vv est la mesure bruitée simulée ;

v est la mesure exacte de la fleche ;
p(s) est une réalisation d’une variable aléatoire normale de moyeulte et
d’écart-types ; les différentes réalisations sont indépendantes les unes des autres.

Nous nous situons cependant toujours dans un cadre déterministe en congiteregite
variation par rapport aux valeurs exactes n'est due qu’aux emleunsesure et pas a une
variabilité du modele que nous chercherions a caractériser.

Nous avons réalisé 4 simulations de 11 mesures avec un coeftieiergriation de 10%,
présentées dans la Figure 14. Le premier jeu de mesures petremngulier puisque par
hasard les quatre mesures centrales sont toutes inférieusegaelr exacte. Nous avons
néanmoins décideé de le conserver.
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1% jeu Z™jeu
4 .
e ® o ° L4
3 o o °
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2 o
2 °
L ] [ ]
1 A4/ \
1 2 3 4 5 : i .
3*jeu £™jeu
L[] [ [ ]
4 4
L[] . N . Y
3 3
[ ] ‘ 9
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1 . 1 .
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Figure 14. Données bruitées£4.0%); L=5m, q=2m, P=10N

Les résultats de l'inversion sont présentés dans la Figure 15.JWdgoas que la rigidité
trouvée differe considérablement selon le jeu de mesures considéo@irE nous pouvons
remarquer que lorsque la fonction d’approximation est de degré 4#suldtat est encore
relativement proche de la rigidité exacte, sans doute paiekegest justement elle-méme de
degré 4. Par contre, pour une fonction d’approximation de degré 6 (donc asyeémur),
les résultats sont totalement erronés.

Ces résultats sont explicables : méme_/(ss) est une bonne approximation devideur de
V(s), elle peut étre une trés mauvaise approximation dersze et doncv¢@s) peut étre

considérablement différent dfst@s) sur la totalité de la poutre. Plus le degré du polynédme

d’approximation des mesures est €leve, plus la courbe d’approximatichahutée (méme
de maniére non visible) et le résultat instable : la modification point, méme sans changer
beaucoup I'approximation de la fleche, change totalement le résultat.
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-0 E i

mesures par des polyndmes de degré 4 (a) et 6 (b)

Conclusion sur 'inversion directe

Une inversion directe du probléme basée I'approximation de la ffgaahen polynédme n’est
pas une méthode satisfaisante : méme des mesures exactes donnent deserésudisit

Ces résultats montrent bien les effets du caractere matlpges®bleéme, qui se manifeste ici
concrétement par le fait que les dérivees de courbes obtenuegpgaimentation sont
instables vis a vis des mesures. Etant donné que cette instebifi®duit méme pour des
données en nombre infini (§, les résultats ne peuvent pas étre améliorés par des mesures
supplémentaires. Nous observons donc que le caractere mal posé du pesbi@ehépendant
de la quantité de mesures disponibles, comme indiqué dans [lI-7].rAémee des mesures
additionnelles de la rotatiori(s) ne permettraient pas de supprimer l'instabilité. .

Il serait cependant possible d’améliorer cette méthode en ajodésntcontraintes, par
exemple en imposant que la dérivée seconde de la fleche stiémrégt du méme signe sur
toute la longueur de la poutre. Un prolongement de cette idée conswstg@er la forme de

la rigidité et a la faire varier pour se rapprocher déeleheE mesurée. C’est I'idée de base des
meéthodes de minimisation que nous allons voir maintenant.
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4.3.2 Minimisation

[1I-1], [11-6], [11-8], [1I-9]

Une méthode générale de résolution de ce probleme inverse esedeafer le module de
rigidité pour minimiser la différence entre la fleche mésuet la fleche simulée par le biais
de résolutions du probleme direct. Il s’agit d'une méthodeedalage: on fait varier un
modéle théorique pour retrouver des résultats expérimentaux. Darsuitex nous
commencerons par présenter I'approche, puis nous I'appliquerons aux jeesuaes deéfinis
précédemment (exactes, ponctuellement modifiées, bruitées).

Reformulation du probleme inverse

Nous allons reformuler le probléme inverse pour en faire un problém@nimisation. Nous
devons alors définir :

des variables d’optimisation ;

une fonction de performance ;

éventuellement des contraintes.

Variables d’optimisation

L’optimisation porte sur la fonctiokl(s). Nous devons donc passer par une discrétisation de
la rigidité, par exemple en cherchant un polyndme de deguée série de Fourier, ou tout
autre développement permettant la paramétrisatiom{gaiscalaires. Dans tous les cas nous
définissons notre rigidité comme une fonction de I'abs@steden+1 scalaired;, qui seront

nos variables d’optimisation :

(62) El(s)=EI(s{/})

avec :
63y /}=

A partir de cette rigidité nous pouvons calculer dleehe V(s{/}) correspondante en

utilisant la résolution du probleme direct.
On notera{/*} le jeu de variables d’optimisation solution dulgéame de minimisation.

Fonction de performance

Nous avons utilisé une fonction de performance gesure I'écart, au sens des moindres
carrés, entre les valeurs de la flechenesurées aum points d’ abscisses et les valeurs

simuléesv(s.{/}) :

oy P ((s))-v)

On peut toutefois imaginer d’autres expressiongdenction de performance. Nous pouvons
par exemple construire une fonctitvlqes(s) d’approximation de la fleche par régression des
points de mesure, puis mesurer I'écart quadratigage cette fonction et la fonction
V(s{/}) . Dans ce cas la fonction de performance serait :

m
i=1
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(65) J({/}):L V(sf})- wes( 9

0

Cette formulation est beaucoup plus colteuse que ( 64 ), et auraiecavamage —relatif—
de clairement séparer I'aspect construction d’'une fleche & plag mesures et I'aspect
résolution du probléme inverse pour cette fleche.

Contraintes

Les contraintes consistent en un certain nombre d'égalités ou ditAégglie les variables
d’optimisation solution doivent respecter. Du fait des limites algdrithme de minimisation
de Mathematica nous n’avons pas pu définir de contrainte. Mais il serait possiligo&er
gue la rigidité soit toujours positive ou toujours supérieure a une valeur minimale.

Formulation du probléme inverse
Notre probleme inverse se formule maintenant sous la forme du probdEmmenimisation
suivant : trouver le jeu de paramét{e‘s*} qui minimise la fonctionJ ({/}) .

Propriétés de la solution

Existence et unicité

L’existence et I'unicité de la solution du probleme de mininosatiépendent fortement de la
forme de la fonction de performance dans I'espace des varigbtks point de départ de la
minimisation, et de l'algorithme de recherche employé. Si la cgenee est trop lente, il
peut n'étre trouvé aucune solution. Si des minima locaux existenteyisissolutions
différentes peuvent étre trouvées. D’un point de vue pratique on ne qgeatp&tori sar ni de
'existence, ni de l'unicité de la solution, comme dans la plupast gi®blemes de
minimisation complexes.

Stabilité

Nous n’avons fait que reformuler le probléme sous une autre fofrest donc toujours
instable : pour modifier un peu la forme de la fleche, il faut merdifeaucoup la rigidité, ce
qui rend la solution sensible aux données. Toutefois une méthode de régularisatiqgpoakiste
la stabiliser, comme nous allons le voir plus loin.

Exemple de minimisation sans régularisation

Mesures non bruitées

Commencgons par tester la minimisation avec des données non bruitéeies déf
précédemment dans la Figure 10. Nous considérons donc une poutre de resaizxbet,
g=2m, P=10N avec une rigidité réelle définie par [I'expression (60), soit
El,(s)=1+5 s- €, et nous calculons la valeur exacte de la fleche en 11 points
régulierement répartis.

Il nous reste a définir la forme de rigidité que nous cherchons. Neosisiedonc formuler
une hypothese forte, qui dans la réalité serait basée sur degssanoas a priori. Supposons
gue nous sachions que la rigidité peut étre exprimée comme un polynGiegrde2. Nous

posons doncﬁ(s,{/})= a+b s+ c §&. Le vecteur des variables d’optimisation est ici
{N=[a b {.
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Nous pouvons alors lancer la procédure de minimisation a partirpdint de départ choisi
arbitrairement, par exemple i@i= 1,b = 1,c = 1. Les résultats obtenus sont présentés dans la
Table 2 et la Figure 16

Variables d’optimisation® a b C
Exact 1 S -1
Calculé 0,999985 5,00002 -1,00001

Table 2. Résolution du probléme inverse par minimisation pour des données non bruitées
pour le point de départ (1 ;1 ;1).

Caloue

S

1 2 3 4 5
Figure 16. Rigidités exacte et calculée par minimisation pour des mesures exactes.

Nous voyons que dans notre exemple la minimisation nous donne un réscedégnt en
I'absence de bruit, méme si nous ne disposons que de mesures datmbesbre limité. Il
faut rappeler que la méthode précédente d’inversion et de régresssomnesures ne
permettait pas ce résultat et que méme sans bruit le tgsulteait étre erroné. Cependant le
colt de calcul est beaucoup plus conséquent, mais peut sans doutédéiresait en
simplifiant la résolution du probleme direct (en utilisant demétdés finis par exemple), soit
en se tournant vers des techniques d’optimisation déja développées ljapgmoétat adjoint
par exemple).

Mesures ponctuellement modifiées sans régularisation

Considérons maintenant le méme jeu de données, mais en considérant que la tresigmae
est 10% trop élevée (Figure 12), les autres étant exactes. Neosmbtes résultats présentés
dans la Figure 17. Nous voyons que cette légere modification des dahadge le résultat
de maniéere non négligeable (en particulier le coeffiaeast totalement erroné, ce qui fausse
le résultat a I'extrémité gauche de la poutre), mais que I'erreur egstadant limitée.
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Variables d’optimisation® a b C
Exact 1 S -1
Calculé -0,00841 5,64199-1,07565

Table 3. Résolution du probleme inverse par minimisation pour des mesures
ponctuellement modifiées pour le point de départ (1 ;1 ;1)

d
6 Bxact
5/
i
} Calauié
3t
2}
1
: : : : : s
1 2 3 4 5
Figure 17. Rigidités exacte et calculée par minimisation pour les mesures ponctoelleme
modifiees

Données bruitées sans régularisation

Nous nous intéressons maintenant aux jeux de mesures bruitéeségrésast la Figure 14.
Ce bruitage est obtenu en ajoutant aux mesures exactes un bruigdnlasen d'écart-type
égal a 10% de la valeur exacte.

Une tentative de résolution par minimisation sans régularisatien @es données donne les
rigidités présentées dans la Figure 18.
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S

1 2 3 4 5
Figure 18. Rigidités calculées par minimisation sans régularisation pour les 4 jeux de
mesures bruitées

Nous pouvons constater au vu de ces résultats que la solution trouvéaipasation est
tres instable : des jeux de données relativement proches donnentuttessrées différents.
Cette sensibilité au bruit peut étre réduite par la méthodégigarisation que nous allons
voir maintenant.

Présentation de la méthode de régularisation
Nous avons vu que la solutioﬁ(s,{/*}) obtenue par minimisation est sensible au bruit.

Cela vient de ce que le probléme inverse considéndagbosé Régulariser un tel probleme
consiste a le transformer en un problgmnechebien posé (i.e. avec une solution stable). La
principale difficulté est alors de réaliser un compromis eididité aux données et stabilité.
La méthode de régularisation la plus largement répandue esintetiuite par Tikhonov [II-
10] en 1963. Elle consiste a ajouter a la fonction de performance un terme ragpuaris
D’une maniere générale, si notre probleme inverse est écritladaeme du probléme de
minimisation suivant :
. . . . 2
« connaissant I'observation o et la fonctionnelle F, trouver la fonction u tefgge) - o
soit minimal »,
alors le probléme régularisé sera de la forme :
« connaissant I'observation o, la fonctionnelle F, le r&e0 et 'opérateur B, trouver la

fonction u tel qu#F (u)- oﬂ2+ aH B( u)H2 soit minimal ».

Typiquement, on utilise par défa@(u)=u, mais on peut également posfu)=u- u,

(uo étant une valeua priori de la solution recherchée), ou bien utiliser ppwn opérateur
différentiel (par exemple Tikhonov utilise dans [lI-10] une somme p@é@edéesn premieres

dérivées deien posanB(u) (s)= " K(g (%)

i=0

Dans notre cas la fonction de performance du probleme résgupseut étre :

41



Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

m

o) [Pmlia)= (v(s4))- v a [E(L )]

i=1

avecal R le paramétre de régularisation et :
- L_
(67) HE' (s{7} )H2 = El(s{}) de
0

Cette intégration supplémentaire (67 ) ajoute urnt calicalcul non négligeable a chaque
évaluation de la fonctionnelle, en contrepartie d'@mélioration espérée de la stabilité des
résultats. Le jeu de parametres solution du noupealleme de minimisation dépend dge

nous notons donc dans la SL{iVe:,} cette solution, appelépiasisolutiondu probleme.

Toute la difficulté est maintenant de choisir legmaetrea optimal. Ce parameétre doit étre tel
gue des jeux de données proches donnent des tgéquiteches et justes, ce qui revient a
assurer urcompromisentre fidélité a I'’équation initialea(petit) et robustesse du résultat (
grand).
D’apres Morrozov, la valeur optimale deest celle qui vérifie [11-9] :

(68) {SrlnaﬁHv(sf,{/a})- \(H:e

.....

Verar( ) - V])-

Cela nous oblige a trouver la racine de la fonctmoplicite suivante :
00y K(@)=[9(s{ri})- v-e

La détermination dua optimal supposerait donc l'imbrication de deux gémures : les
valeurs de la fonctioK pour una donné étant obtenues par minimisation de la fonatie
performanceleq. Cette procédure est tres colteuse et est rareammibyée en pratique.

ou e est I'erreur maximale sur la mesure de la fIéchec:{masr)}((
Spyeee

Heureusement il est possible d’utiliser une vabgroximative dua optimal. Ainsi, d’apres
Tikhonov, elle peut étre calculée comme suit [II-1]

e

(10 e

avec :
el'erreur maximale sur la mesure de la fleche ;

|El = OL El(s)’ ds, la norme de la rigidité exacte.

Dans le cadre de notre exemple ces deux quantitéscennues, mais il est intéressant de
noter que dans un cas réel elles sont difficilensmtessibles, ce qui fait que mémeale
utilisé ne peut étre qu'une approximation de laewualdéja approximative recommandée par
Tikhonowv.

En outre il existe d'autres méthodes de choix dampatre de régularisation que nous n’avons
pas encore étudiées. La science de l'optimisatmunrrgpit nous fournir quelques méthodes
intéressantes, car elle connait un probleme similaur choisir le paramétre de Lagrange
dans les algorithmes de programmation quadrati§geestielle.
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Mise en ceuvre de la régularisation

Remarques sur le choix du parametre de régularisation

L’efficacité de la régularisation dépend de la valeur du parana A partir des valeurs
exacte nous pouvons calculer I'approximation de la valeur optimale parametre d’apres
Tikhonov par la formule ( 70 ). Dans un cas réel cette valeur detraiegtimée (a partir de
données a priori, d'un probleme simplifi€,...), mais ici nous disposong eleEl, nous
pouvons donc en calculer la valeur précise. La Table 4 présentddassvdu paramétre de
régularisation recommandé obtenues par cette méthode. Nous voyotssqueelent entre
230° et 520° selon le jeu de données.

Jeux de données

(voir Figure 10) i
1 2,240°
2eme 5’3&0-3
3eme 3,940°
4°me 3,140°

Table 4. Valeurs du paramétre de régularisation obtenues par la formule de Tikhonov
pour les 4 jeux de données.

La Figure 19 montre I'évolution de la rigidité trouvée par minatigs pour le deuxieme jeu

de mesures bruitées de la Figure 14 quand le parametre deiségjolavarie entre 0 et 1 :
nous voyons que la rigidité solution varie fortement ageanais qu'’il existe une valeur
optimale (ici autour de I8 voir Figure 20) donnant un résultat acceptable, c’est & dire dans
une zone proche de I'approximation donnée par la formule de Tikhonov.

Les autres jeux de données donnent des résultats équivalents (noentéprés) : les
rigidités varient fortement ave@. Nous allons donc maintenant réaliser une étude
paramétrique de I'influence du paramétre de régularisation.
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Figure 19. Rigidité trouvée par minimisation avec régularisation poufTéjéu de mesures
bruitées avec différentes valeurs du parameétre de régularisation.

a=01

a est ici |
symbolea

S

1 2 3 4 5
Figure 20. Rigidité trouvée par minimisation avec régularisation poufT&jéu de mesures
bruitées avec un parameétre de régularisation autour de 0,01.

Chapitre 1  Etude paramétrique de I'effet du parametre de régularisation

Nous avons réalisé une étude paramétriqgue pour chacun des jeux de inestfes de la
Figure 14, en faisant varier pour déterminer la valeur donnant le meilleur résultat. Afin de
pouvoir comparer les rigidités obtenues en forme et valeur, nous avbes uti critere
d’erreur quadratiquErr mesurant I'écart entre la fonction solution et la fonction exacte :

(71) E"({/a})= :(E|(S)-E(S{/ a}))z ds

avec :
El(s) la rigidité exacte ;

a(s{/a}) la rigidité trouvée par minimisation pour le parameétre de régularisation

44



Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

La Table 5 donne I'erreur quadratique pour différentes valeusstéstées. Dans notre cas on
considérera arbitrairement qu’une erreur quadratique inférieuté andique un résultat
acceptable avec un coefficient de variation des mesures de 10%.

a ler Zéme 3éme 4éme

1 7,95 7,95 9,72 9,22
0,5 8,33 18,42 8,72 9,62
0,2 1,91 2,33 2,60 2,28
0,15 1,56 2,02 2,31 1,95
0,1 1,14 1,61 1,95 1,54
250> 0,93 0,86 1,09 0,53

140 1,18 0,92 1,06 0,42

50 1,39 1,20 1,56 0,78
1403 1,65 3,89 4,91 2,37
1407 3,11 4,92 11,35 6,41
140> 2,22 5,11 15,82 6,64
0 3,55 3,77 16,82 6,67

Table 5. Erreur quadratique (arrondie a la deuxieme décimale) en fonction du parameétre
de régularisation pour les quatre jeux de mesures bruitées de la Figure 14.

Le tracé de ces données en utilisant une échelle logarithmiqueap@tigure 21) montre
clairement I'existence d'une zone de minimum commune aux 4 jeux de edomains
lintervalle 5 103< a < 5 107, Le point commun entre ces jeux de données étant la moyenne
et I'écart-type, nous pouvons supposer qu’un parametre statistiqueudert lg choix du
parameétre de régularisation optimal. On notera également quedesabees de régularisation
amenant un minimum d’erreur sont 2 et 5 fois supérieures a ceemusbpar la formule de
Tikhonov ( 70) indiqués dans la Table 4.

Au vu de ces résultats, il semble que la valeat0? conviendrait pour notre exemple. Les
rigidités obtenues pour chaque jeu de données avec cette valeur momnenhdibonne
correspondance avec la rigidité exacte (Figure 22). Mémechaier jeu de données, qui est
singulier, donne un résultat tout a fait acceptable.
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Figure 21. Erreur quadratique en fonction du parameétre de régularisation pour quatre jeux de donnéesasietulgscoefficient de variation
de10%.
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Figure 22. Rigidités calculées par minimisation avec régularisaeh0™ pour les 4 jeux
de mesures bruitées

La comparaison de la Figure 18 et de la Figure 22 montre netiéenearactere stabilisateur
de la régularisation : si le paramétre de régularisatiora@apté, deux jeux de données
différents mais proches donnent un résultat similaire, certes wwlifferent de la rigidité
exacte mais compatible avec les erreurs de mesure introduites.

Comparaison de séries de mesures a niveau de bruit différent

Nous avons ensuite réalisé le méme test paramétrique pour 3 jdoxrrdEes avec cette fois
un coefficient de variation des mesuresb@g, c’est a dire moins bruitées. Les résultats sont
similaires (Figure 23) : il existe une plage du parametnegelarisation commune aux trois
jeux de données dans lequel I'erreur quadratiqgue admet un minimum.
Bien qu’il soit délicat de réaliser un traitement statistiguec aussi peu de données, nous
avons tenté de synthétiser les informations de ces deux étude£ipigiaes en représentant
sur la Figure 24 la moyenne de I'erreur quadratique de chaque(étudecluant toutefois les
résultats du premier jeul®% qui est trop singulier). Les résultats confirment I'existetee
minimum de la moyenne d’erreur différents pour chaque coeffiaientvariation des
mesures :

pourc, = 10%, il se situe autour @02 ;

pourc, = 5%, il se situe autour de005.
En outre plus la variation est faible, plus la cuvette de miniresinaplatie (une plus grande
plage de valeurs du parametre de régularisation convient).
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Figure 23. Erreur quadratique en fonction du paramétre de régularisation pour trois jeux de données aumalén coefficient de variation de
5%
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Moyenne de I'Erreur

1.E-05 1.E-04 1.E-03 1.E-02 1.E-01 1.E+00

Parametre de régularisation

Figure 24. Erreur quadratique moyenne sur 2 séries de 3 jeux de données pour un coefficient
de variation des mesures de 5% et 10%

Chapitre 2  Exemple avec degré supérieur

Dans les simulations précédentes, nous cherchions une rigidité de 2le@n peut se
demander dans quelle mesure les résultats obtenus peuvents£taa fet que la rigidité
exacte est effectivement de degré 2. Nous allons donc examinas o aous cherchons une
rigidité de degré 4, i.e. :

(72) El(s{/})= o# 9+ ,9+ B+ ,§

L’introduction de ces deux variables d’optimisatsupplémentaires induit un colt de calcul
bien supérieur, aussi nous sommes nous limitésaudée le probléme pour le deuxieme jeu
de données présenté Figure 14, d’abord sans régilan @=0) puis avec le paramétre qui

convenait le mieux précédemmer#=0,01). Les résultats obtenus sont présentés dans |
Figure 25.
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Figure 25. Rigidités obtenues par minimisation en cherchant une rigidité de degré 4, avec et
sans régularisation pour le deuxieme jeu de mesures bruitées.

Nous constatons que dans le cas d'une minimisation sans régidarikatrésultat est
totalement erroné en forme et en valeur (erreur quadrat#é,8). Cela n’en rend que plus
frappant I'effet de la régularisation qui permet d’obtenir un rasgtesque aussi bon que
pour une rigidité de degre 2 (erreur quadratiqué,@ieontre0,9 précédemmeint

Conclusion sur la minimisation

Dans I'exemple testé, et dans la limite des paramétregpethéses choisis, la méthode de
minimisation a fourni des résultats excellents pour des donaéssbsuits, et des résultats
tout a fait convenables pour des données bruitées, a condition d'uélisen parametre de
régularisation (sinon I'erreur peut empirer).

L’inconvénient majeur de cette méthode est néanmoins clair ode de calcul est tres
important. Cependant il faut signaler que nous n’avons utilisé qu’'un seigBethme de
recherche de minimum déja intéegré solMathematica qui n’est sans doute pas
particulierement efficace pour un travail de ce type. Il expsieailleurs des méthodes pour
réduire le colt de minimisation (comme la méthode de I'étatradjai permet de calculer un
gradient a moindre codt). Nous pourrions également envisager de mdalifre¢thode de
résolution du probleme direct (en utilisant des éléments finisxeanpe) afin de réduire le
colt d’évaluation de la fonction de performance.

Un autre inconvénient —qui serait critique dans un cas réel- esble du parameétre de
régularisation utilisé nous avons en quelque sorte reporté l'instabilité du problemsur le
choix de ce paramétre le résultat obtenu varie énormément en fonction de la vateisie.
Celle recommandée par Tikhonov est relativement adaptée, maisgpa&sialculable telle
guelle dans un cas réel.

50



Chapitre 1l - Méthodes Inverses Déterministes

4.3.3 Méthode des champs virtuels

[11-9]

La méthode des champs virtuels consiste a utiliser la forromlégible (ou variationnelle) du
systeme pour réussir a formuler explicitement le probleme inverse.

Formulation faible
En utilisant I'’équation d’état ( 27 ) nous obtenons la formulation faible du systeme :

ey | B (dose w(p (B¢ i

Cette expression est inutilisable en I'état puisque nous disposons ueigudgnmesures de
V(s) et pas de ses dérivées. Nous pouvons cependant utiliser une intégnapartipgpour
réécrire le membre de gauche :

(74) :v¢(rs) EI(9/ (9 ds \¢k E(l)'s()s;-: CIZE ))“S:

Puis une autre intégration par parties nous donne :

L L 2

sy WIE(Y (§os R EE (- (o BYs (F (= @ 4)5

0 o

Pour annuler v{(s) EI( 9/ ( 9 ; nous pouvons choisir telle que :

/(0)=0
(76) Ji (L) =0
L
De plus nous savons quél) = v(0) = 0, ce qui implique v(s)( EI( 9/ ( s))¢ =0. Nous
0
obtenons donc la relation suivante :

PELACICRAC) VN

0 dsz 0

(77)

Mise a part la condition (76 ), les fonctiofisdoivent étre choisies de telle maniére que
2
v(s)(EI(9/ (9) etM,(s)/ (s soientintégrables sur [d,

Détermination de la rigidité

Le terme de droite de I'expression ( 77 ) est un scalaire rendapt que du chargement et de
la fonctionj utilisée, car la poutre est isostatique — dans le cas hyjmrstde moment
dépendrait de la rigidité. Considérons que nous utilisons une familfe fdactionsy;, et
notons :

L

(78) 'OMZ(S) ji(s) dsb j=1..m

Ensuite, a partir des mesures ponctuelles de la fleche, nous pouvonsiopatrrégression
une fonctionv__(s) d’approximation de la fleche. De plus afin de simplifier la nétsah,

mes
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— n . .
nous pouvons cherch&i(s) sous la forme d’'un polynéme de degrgé El (s) = as, mais
i=0
il est également envisageable de la chercher sous la formedliit@ale polynébmes simples
sur différents intervalles (ce qui nous approche des éléments finis).
Résoudre le probleme inverse revient donc a déterminer lescom@lia grace auxm

éguations suivantes :

2
L n

(79) OVmes(S) aié/,-(S) dsb | j=1..m

i=0

Soit :
n L . 2 '
(80) Vres(S) (@ 8/ ( §) ds=b;  j=L.m
1= 0
D’ou
n L o ¢ ¢ L o
(81) Vmes(s)(a'i Y (9+ ak | )% dst  w( )ga,()sHs
i=1 o 0
Soit
n L ‘ . ¢ . )
LA Vs (9 (§2f ($+2%5 [ B+/s, ( )} d
1= 0
: . ¢ .2 '
(82) A Vmes(s)(zf (9+5 5;) ds = b, j=1..m
0

L 2
+8) Vnes(8)/ (9 ds
0

Sous réserve que l'intégration soit possible, nous obtenons une expression lingaire en

L - 2 n
(83) 0vmes(s)(EI(s)/ J(g) dsk_ol i £ j71.m

les coefficientd j; sont des scalaires dépendant uniqueme, deet de; ;.
Ce qui nous amene au systemerdéquations & inconnues suivant :

(84) i:0/”:;} =b j=1..m

Si m=n nous obtenons un systéme linéairendéquations a inconnues pouvant se mettre

sous la forme :
o5, [[LHE={2}

/00 / 10 / no a0 bO
Ol‘,l[l_]= /01 /11 / nil , {%: a:I. , {b}= bl
/On /1n / nn a‘n bn
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Toute la difficulté de la démarche consiste maintenant a chiesirfonctions/;. Une
condition nécessaire est que la matr[d:d soit bien conditionnée, mais ce n'est pas une
condition suffisante : méme pour un systéme bien conditionné le rgseltiaétre aberrant si
les fonctions ne conviennent pas.

Il est important de rappeler que nous aboutissons au systéme linéaire ( &guesla poutre
est isostatique et a un comportement linéaire. Dans le casioenie moment dépendrait de
la rigidité et le terme de droite de I'’équation ( 77 ) ne sphagt un scalaire mais une fonction
de la rigidité.

Propriétés de la solution

Existence
Nous sommes en face d'un systéme linéaire. La solution exjstg s.

Unicité
La solution obtenue dépend du jeu méonctions/ ; choisies. Pour deux jeux différents la

solution sera différente. Il est difficile de déterminer @mprguelles fonctions permettent
d’obtenir la meilleure solution.

Stabilité

A l'instabilité propre au caractére mal posé du probleme invagrite celle éventuellement
engendrée par un mauvais conditionnement du systeme ( 85 ), résultamt de jenctions

/ ; mal choisis. Le rapport de la plus grande sur la plus petite aiepre de[L] ne doit pas

étre trop important (inférieur a 30).
Il est par ailleurs difficile de se prononcer sur la robsstete cette méthode, nous pouvons
seulement la tester lors de la mise en ceuvre.

Mise en ceuvre

Nous utilisons trois jeux de données déja utilisés précédemment :
- un jeu de mesures exactes (Figure 10) ;
un jeu de mesures ponctuellement modifié en ajoutant une erreur dea 18%
troisieme mesure (Figure 12) ;
quatre jeux de mesures bruitées (Figure 14).

La fonction v__(s) d’approximation de la fleche est obtenue par régression de cesesies

mes

avec un polynéme de degré 6 en utilisant la méthode des moindres carrés présentée au 84.3.2.
Nous utiliserons deux jeux différents de fonctions d’inspegtjon
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Premier jeu de fonctions d’'inspection
Le premier jeu de fonctions d’inspection choisi est le suivant :

/1(s)=1- cos ,QE
N s
(86) /2(5)—sl-cos,dt

J 3(s)=1- cos 1@%

j est ici le _ | / \
symbole/ 3l

1 2 3 4 s
Figure 26. Premier jeu de fonctions d’'inspection.

Sur la Figure 27, nous voyons que pour les données non bruitées, lessréfitaus sont
excellents, semblables a ceux obtenus par une procédure de minimssats régularisation,
mais pour un temps de calcul inférieur d’'un facteur 20 ou plus.

=

. Couk

N W~ 00 O N

S
1 2 3 4 5

Figure 27. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels avexiés e
de fonctions d’inspection pour des mesures exactes

Cependant des que l'on ajoute une erreur méme ponctuelle dans legsmesugsultat
s’écarte de la rigidité exacte (Figure 28) : le problenséerenal posé et le résultat est donc
tres sensible aux données. Ainsi les quatre jeux de mesures lolitéent des résultats tres
différents et largement erronés (Figure 29), surtout pour haiprgeu qui est trés singulier.
Cependant il faut remarquer que ces résultats sont équivalentsx aolseenus par une
procédure de minimisation sans régularisation (Figure 18), touemardiant un temps de
calcul trés inférieur. Si nous pouvions trouver comment régulagserdbléme pour une
résolution par champs virtuels, nous pourrions obtenir une méthode trés performante.
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— Caoué

S

1 2 3 4 5

Figure 28. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels avexiés e
de fonctions d’inspection pour des mesures ponctuellement modifiées

Bxact
— ler jeu
———————— 2eme U
S — — — 3eme Eu
5 [ — — deme kU
10

15 ¢t
Figure 29. Rigidités calculées par la méthode des champs virtuels avec le prendier jeu
fonctions d’inspection pour les 4 jeux de mesures bruitées

Chapitre 3  Deuxieme jeu de fonctions d’inspection

Afin de se rendre compte de I'effet du choix des fonctions d'inspectatisons les mémes
calculs avec les fonctions suivantes, tres proches des précée@asiess déphasés au lieu
d’étre décalés) :

J.(s)=cos g =+

NS

3
L

+
RS

(87) /.Z(S):SCOSﬁ

+

—lo —lo
NI

/.3(5) =cos 10
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] est ici le . ol .
symbole/ K \

1 - K —

Figure 30. Deuxieme jeu de fonctions d’inspections

Les résultats sont totalement différents de ceux obtenus aywerteer jeu de fonctions
d’'inspection. Tout d’abord le résultat pour des mesures non bruitéésrgegnent erroné
(Figure 31). Anecdotiquement le résultat est meilleur pour lessiree modifiées en un point
(Figure 32), peut-étre parce que cette modification introduit ursyrdétrie des données.
Ensuite le résultat obtenu pour des mesures bruitées est totalemomné (Figure 33), plus
gu’'avec le premier jeu de fonctions d’'inspection et dBen que le systéme d'équations
linéaires soit bien conditionng Ce qui prouve que le choix des fonctions d’inspection n’est
pas neutre, mais doit obéir & des criteres a déterminer, agoiesle simple bon
conditionnement du systéme d’équations linéaires. A titre de pispeuimoter qug, et/,
sont a moyenne nulle sur la longueur de la poutre —alors queresohs précédentes
restaient toujours positives— et que les données sont globalementricayeset La
combinaison de ces deux propriétés peut amener la nullité de certdégrales, et donc une
perte potentielle d’information.
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— Caaué 21

21

Figure 31. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels auedéende
jeu de fonctions d’inspection pour des mesures exactes

B

7t

61

Exadt 5

4t

_ Caaeé 3
2L

10

S

1 2 3 4 5
Figure 32. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels auedéende
jeu de fonctions d’'inspection pour des mesures ponctuellement modifiées

E
m,
N
R Exact
ASN
L \\
207\\\ 713’@
R
\ NSNS 2eme ju
o | N
L \\\ S — — - 3eme kU
T~ — _ deme Fu
\ S~ __
L L L T L L L L L S
1 S \2\
™~
~ P
10

Figure 33. Rigidités calculées par la méthode des champs virtuels avec le deuniéee je
fonctions d’inspection pour les 4 jeux de mesures bruitées
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Conclusion sur les champs virtuels

La méthode des champs virtuels présentée ici est peu colteusadi@ent moins que la
minimisation), et peut se révéler intéressante dans le caslrél@wents finis (les fonctions
d’inspections pouvant alors étre limitées a chaque élément). disutette méthode souffre
de deux handicaps :
- le résultat est toujours instable, une régularisation reste nécessaire ;

le choix du jeux de fonctions d’'inspection est primordial pour obtenir urrdsuitat

(I'utilisation des fonctions de forme des modeles éléments finisrgbw@tre une

piste).

4.4 Conclusion sur la mise en oeuvre

Nous avons tenté de résoudre par differentes méthodes un problemse isiveple a titre
d’exemple. Nous avons pu nous rendre compte que cette résolution étaibupealics
complexe que celle du probleme direct : cela provient du caraotreosédes problemes
inverses, dont nous avons pu constater les effets : I'incertitudeaibiévites mesures entraine
ici des soucis de stabilité et d’existence de la solution, inhabituels pour les Eelléects.

Trois méthodes différentes de résolution ont été mises en ceuvre sur cet exemple
I'inversion directe, trés simple mais totalement inadaptée a ce probléme ed@ates
a beaucoup d'autres, du fait de la difficulté de construire, & prtmesures, des
fonctions fideéles a la réalité jusqu’aux dérive&s®s;
la minimisation avec régularisation colteuse mais efficace a condition de choisir le
bon parametre de régularisation ;
les champs virtuels peu codteuse, adaptée a des calculs par éléments finis, mais
instable et nécessitant des critéres de choix des fonctions d’inspection.

La minimisation avec régularisation, méthode a la fois robustengtie a mettre en oeuvre,
sera utilisée par la suite.

5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de détailler la nature d’'un problémesénvein probléme dans
lequel données et résultats sont inversés par rapport au problésiguela€ette définition
subjective cache en fait une véritable difféerence objectiveédaations qui gouvernent la
physique posseédent effectivement un sens préférentiel de résotgloncorrespondant au
probleme direct). En effet essayer de résoudre ces équationdedsess inverse donne
souvent naissance a des problemes mal posés, c’est a direodiesnps pour lesquels il
mangue I'existence, I'unicité ou la stabilité de la solution.

Des méthodes de résolution de ces problemes inverses existenis Icphue est basée sur
une minimisation de la différence entre les mesures et utie sonulée du systéme. Un
terme régularisateur peut étre utilisé afin de limiterstabilité des résultats. Nous avons mis
en ceuvre ces meéthodes sur un exemple simple afin de constater leur intérét.
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Chapitre Il - Représentation de Champs Aléatoires

1 Introduction

L’'une des difficultés principales associées aux calculshastijues est la manipulation de
champs aléatoires, utilisés par exemple pour représenter &biliti spatiale de données
(densité, module d’Young,...). Le plus souvent il est nécessaimesdéidcrétiser, c’est a dire
les approximer sous une forme comprenant un nombre fini de varialéigtoires. Dans ce
chapitre nous verrons que cette discrétisation peut s’opérer en mirtgethamp aléatoire sur
un espace nommeé chaos polynomial, constitué de polynédmes de variables aléatoires

2 Champs aléatoires
Afin de replacer le probléeme dans son contexte, nous allons rappeténcterment les

concepts de variables aléatoires et de processus aléatoireg @asanté entre autres dans
[1-1].

2.1 Variables aléatoires
Une variable aléatoire réell¢ est définie comme une application de I'espace de probabilité
(VV, Y,P) vers le corps des réels. W est l'univers des possibles, c'est a dire tous les

résultatsw (appelés aléas) possibles du phénomene considéré, un événemenpasiaide

W et contient des aléas P est la mesure de probabilit¥. est las-algébre associee\d, la
collection d’événements d& ayant une probabilité d’occurrence définie. Afin de simplifier
les notations nous écrivons que la variable aléatoire est dgfiniainivers des possibléy,
afin d'associer a chaque aléaune valeur de réalisation d€n). Les variables aléatoires sont
définies par une loi de probabilité, qui donne la probabilité d’occurrdacehaque valeur
réelle. Elles peuvent posséder des moments dont les deux premigiga snoyenne

(X=E X(w) )etlavarianceg; =E (X (w)- rnx)2 ).

2.2 Processus et champs aléatoires

Soit H I'espace de Hilbert des fonctions définies sur un domRidevaleurs dank (E peut

étre le corps des réels par exemple). Qoltespace des variables aléatoires associant a un
aléawde l'univers des possibl&¥ une valeur (de réalisation) ddas

Un processus aléatoire peut étre défini comme une fonction appéréetiaspaceH "Q |,
défini sur le domaindd” W a valeur dan&. En d’autres termes a chaque élémeéhtD est
associée une variable aléatoire@eonnant une réalisation daBset a chaque aléaiWw

est associée une fonction Hea valeurs dank. Par exemple si la densité d’une poutre est un
processus aléatoirer (s,w)dépendant de l'abscisse et de l'aléaw; il est possible de

concevoir cela de deux facons : pour sudonné, la densité en ce point est une variable
aléatoire, ou bien pour un aléa donné, la densité est une fonction (que I'te apEetoire)

des.

Tout comme les variables aléatoires, les processus alégieireent posséder des moments.

Un processu$(d,n) est dit du second ordre lorsque ses deux premiers moments au moins
existent. Ces moments sont :

la moyenneF (d)=E F(d,w) ;

61



Chapitre Il - Représentation de Champs Aléatoires

la covariance

Ce ({3 { % )=E (F(cuw)- F(d))( F chu} Hd)) .

La covariance lie les réalisations du processus aléatoirevenpdénts d, et d, deD. Si le

processus est continu, alors les réalisations en deux points inftnmoehes sont également
infiniment proches. Lorsque les deux points sont confondus la covarianaeerfeesariance

du processuss..?(d) = C; (d, d) . On définit en outre la fonction d’autocorrélation par

gg)y e(dd)=E Fdnw) Hdw) =¢(dd+ K g K

On distingue les processus stationnaires, dontrtgwiptés sont invariantes par translation, et
les processus d’évolution ou elles ne le sontlpastationnarité d’ordre 2 (ou faible) ne porte
gue sur le deuxieme moment. Un processus du secdrel gera stationnaire du second ordre

si sa fonction de covariance ne dépend que deslkardie entre les pointd, et d, (par

exempleC. (d,, d,) =|d,- d] ouC. (d,, d,)=exp(|d- dj)).

Typiquement on appelle champ aléatoire un procesgasoire dont le domaine de définition
D est une partie de I'espace et/ou du temps, a urusieurs dimensions (i.e. une partie de
., 2ou  3ou %.Par exemple la densité d'un corps peut étrecameme un champ

aléatoire fonction des coordonnées spatiales, sgpé&mature comme un champ aléatoire
fonction des coordonnées spatiales et temporélesioterad ={ x} un élément d®.

2.3 Discrétisation des champs aléatoires

Les champs aléatoires sont des entités délicaappr@éhender et a manipuler, car nous avons
vu qu’un champ aléatoire peut se voir comme unimitefde variables aléatoires corrélées
associées a chaque point de I'espace. Une tendahaelte pour les utiliser est de tenter de
d’en construire une approximation utilisant un noentini de variables aléatoires (permettant
plus facilement le calcul ou la simulation). Poer faire plusieurs approches peuvent étre
envisageées :
- une discrétisation spatiale du champ, semblableé&éments finis, avec des
variables aléatoires égales a la valeur du champlesnpoints déterminés
(nceuds, centres d’éléments, points de Gauss,...) #@ganti ou non des
fonctions de formes pour assurer la continuitétanp ;
une discrétisation moyenne, ou les variables aléstesont des intégrales
pondérées du champ aléatoire ;
une décomposition spectrale, ou le champ aléatesteapproximé par la
troncature d’'une série de produits de variableataikes et par des fonctions
déterministes.

Le chaos polynomial, qui fait 'objet de ce chagjtfait partie de cette derniere classe de
méthodes.

3 Chaos polynomial de Wiener
3.1 Deéfinition

Wiener [lll-2] a le premier défini lehaos homogénghomogeneous chaos) comme I'espace
engendré par l'ensemble de tous les polyndbmes demitéerde variables aléatoires
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gaussiennes orthonormales. Un de ces polyndmes est appele polynomia(polynomial
chaos). Ghanem et Spanos [l1l-3] en ont donné la définition suivante :

Soit {zi (W)}i:l , un ensemble infini de variables aléatoigeussiennes orthonormalgs
c’est a dire qui possédent la propriété :

(89) E Zi(W)ZJ’(M :qll

en d’autres termes ces variables aléatoires sont gaussiennes centrées muiepéndantes.

Soit Gp I'espace de tous les polynémes{dé(l/la}i:1 , de degré inférieur p. Soit{Gp} le

jeu de tous les polynémes (f% orthogonaux éép_l. Enfin soit Gp I'espace engendré par

jeme

{Gp} . Alors le sous-espacép deW est appelé I~ chaos homogene, et un polynédme de

{Gp} est appelé chaos polynomial d’orgixe
Le chaos homogene d’ordperegroupe donc tous les polyndmes orthogonaux de gegré
impliquant toute combinaison linéaire de tous les produitp ®gariables aléatoires; (W)

orthogonaux a tous les chaos polynomiaux d’ordre inférieur strictesrq@@nCette propriété
implique que les polynémes des chaos polynomiaux d’ordre supérieur oulégahticentrés
(de moyenne nulle) car orthogonaux aux chaos polynomiaux d’ordre O (constant)

On note Gp(zil(w), ,Zip(W)) un chaos polynomial dordrep, par exemple

Gl(zl(W)) =z,(n).
Tous les polyndmes de méme degré seront pris tielsagpermutation des variables aléatoires
les laisse inchangés. Par exemple pour les polys@®esecond degré :

w G2z (M) =6(4(W.2(W) "(HT
De méme pour le troisieme degré :

G,(z (n).2, (W), (W) =G(z
(91) =G
G,

3.2 Expansion sur le chaos homogéne

En utilisant le théoréeme de Cameron et Martin [lll4#a été démontré que toute variable
aléatoiremnfn) possédant un second moment firadmet la décomposition en série suivante :
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=1
¥ Iy ~
+ oy _1a‘1'2GZ(Zil(W)’Ziz(M)
¥ i
+ a,G(z,(w).z,(w).7,(w)
(92) I1¥=1I2i=1IT=l |
o :1éili4@4G4(Zi ().2,(n).7 (W), 7 ()
+
ou

lesG sont les polynémes du chaos polynomial de Wiener d’ordre
les z(w) des variables gaussiennes orthonormales ;

les & ; sontdes coefficients reels.

Par soucis de simplification, on peut réorganiser les indices pour noter :
¥

(93) n(”):_oajyj(M
J:

ou les coefficientsa, et les yl.(W) correspondent directement respectivement aux
coefficients et aux chaos polynomiaux apparaissant successivemsna dgrie. C’est a dire

8 =3, ety,(w)=G, a,=4 ety,(w)=Gz,W)). 3,=3, ety,w)=G(z,))....I
s’agit uniquement d'une réécriture de la série permettant ddéfmre des indices et
sommations multiples. Ces polyndmgs, (w) ont deux propriétés remarquables. Les
polyndmes de degré supérieur a 0 possedent une moyenne nulle :

Ey,(w) =0 "jl

(94)

Les polyndmes sont tous orthogonaux entre eux Geutement les polyndbmes de degré
différents, mais aussi les polynémes de variabiesta@res différentes). lls ne sont cependant
pas orthonormés, leur variance n’est pas forcénnatdire :

5y EV WV W) =dEy @) @)1 °

N’'importe quelle variable aléatoiregfy) possédant un second moment fini peut en thétee é
décomposé selon la série (92) : le théoréme deve@m et Martin indique que cette série
converge. Cependant le taux de convergence eshapiexponentiel) pour une variabhéw)
gaussienne. Dans le cas contraire ce taux peutsétreusement détérioré, et il faut alors
envisager d’'utiliser un jeu de variables aléatottedois différentes (ce qui peut impliquer des
polyndmes de forme différente).
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3.3 Construction du chaos polynomial de Wiener

Une approche directe, mais fastidieuse pour construire les chao®maux successifs de
maniére unique consiste a commencer avec le jeu de polynédmes hosnaipame

{zi (W)}i:l L€t d'utiliser une procédure d’orthogonalisation séquentielle. Les chaos
polynomiaux de degré 0 sont des constantes et peuvent étre normalisés :

(96) &=t

Les chaos polynomiaux de degré 1 ont comme forme générale :
o7) Gz (W) =4 +az (W)
L'orthogonalité avec les polynémes d’ordre O implique que :
sy EG G(z(w) =0 i
Ce qui implique :
(99) &+az(w) =8+3 z(nw) =0,"i
Comme les variables aléatoires sont centrées, iogdique que & =0. L'expression est

ensuite normalisée en imposaat=1. I'expression des polyndbmes de premier ordre est
alors :

(100) G(z (W) =z (W) il

Les chaos polynomiaux de second ordre ont comnmesfgenérale :
01y G(2(w).2, (W) =8 +az (W) +a,z (W) +az (W 7 (W i1 "7
L'orthogonalité avec les polyné6mes d’ordre 1 impbkoue :
(102) E Gl(Zk(W)) Cg(zi(w),zj (M) = il ", vk
Soit
(103) E &Z(m)+az (W) 2 (m+az(mz(w+az(uwz(wz(n =0
En utilisant la linéarité de I'espérance :
(10a) &E Z(w) +&E z(w)z(w) +&E z(W)2(n +aE 2(w z(w z(n =0

Soit, en utilisant la relation (89 ) :

(105) &G t&G +ad =0 i T
avec

(106) G~ EZ (w)z; (w) 2. (W)

Pour calculercix, il est nécessaire revenir a la définition de gé&since d'une variable
aléatoire :
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ou a etb sont les limites du domaine de définition de la fonction de densipFatabilité
fx(X) deX(n). Dans le cas qui nous intéresse (loi Normale) :

1 F

fy(X)=—=—¢e ?
(108) X ( ) 20
Dans le cas d’'un produit de deux ou trois variabléatoires, on utilise la fonction de densité

conjointefx v(x ,y) oufxy AX,y,? :
b b

(100) E X(W)Y() = xyf,(xy dxd

aa

bbb

(110) E X(W)Y(W)Z(M = XyZI,v,z( X y)z dxdy

aaa

Dans notre cas les variables sont indépendantesfoledions de densité conjointe de
probabilité s’obtiennent facilement pour deux et troisaldes aléatoires :

1 -£x2+ 2
(111)  For(X y)=zez( d
1 e
fuyvz (XY, 2= e?
(112) XY,z (@)3

Nous trouvons ainsi que le coefficiegk est nul dans tous les cas, I'équation (105) se
simplifie donc en :

(113 Adcr&d=0 il il M

Puis en donnantlasuccessivement la valeur dpuis dg, nous obtenons :
(114) &=0 =0

D’autre part I'orthogonalité des polynédmes de secdedré avec les polynémes de degré 0
implique que :

(115) E GZ(Zi(W)’Zi(M) =0 S (]
Soit :
(116) éo+éga|ll =0 A |
En outred, ne peut étre nul (sinon le polyndme ne serait giudegré 2), donc :
(117) =" &g A 1

Une infinité de couples de coefficiends et &, vérifient cette équation et tous sont valables

par rapport aux propriétés d’orthogonalité que déitfier le polyndme de second ordre. Afin
de normaliser I'écriture nous imposons arbitrairehtgied, =1, ce qui nous donne :
(118) S=-d il

L’expression des chaos polynomiaux de second @sirdonc :

(@002 (W) =2 (W7 (g i
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On remarque qU& Gz(zi (w),z, (M) =24 : ces polyndmes n'ont pas une norme unitaire.

La forme générale des polynémes de troisieme ordre est :
G (2 ()7, (). 2, (W) =& +az (W) +3 3 (W) +az (W +3z(W 7( 9
(120) +4.2 (W) z, (W) +8;2, (W) z; (W) + 8, z(W 2 (W z (W

De la méme maniere que précédemment, on détermine lescierdfi en imposant
'orthogonalité avec les polyndmes d’'ordre 0, 1 et 2, puis en naamdlie polynéme
résultant pour lever 'ambiguité sur le dernier coefficientrté&pguelques calculs, on trouve
gue lI'expression des chaos polynomiaux d'ordre 3 est :

oy [BEW).Z (W2 (W) =2(m2 (W2 (W-q 200 ¢z de )

Pareillement, I'expression des chaos polynomiaoxdie 4 est :

G, (2.(w),2,(w).25(W) . 2.(W) =7.(W) 7.( W) 7 W 7 { W
'0{3441(”442(”4' 47’2451(”)(3(’/‘) |d23izl( V)/izz( V)/

(122) -y (W Z(W) Gz (W2 diaz{ Wz W
+0illi 2d$ 4+ qil 3di2 4+ dl 4d2 3

On voit se dessiner un schéma directeur de créasnchaos polynomiaux dans le cas
gaussien. Sa formulation extensive est donnée [ti&33, mais est lourde et peu intéressante
puisque nous allons voir qu’en se restreignant gewrini de variables aléatoires gaussiennes,
les chaos polynomiaux sont des polyndmes de Hermite.

3.4 Chaos polynomial de dimension finie

Nous avons indiqué précédemment que le jeu de \l«za\ssi&nltéatoire$Zi (l/l&}i:l y était infini.

Afin de pouvoir utiliser les chaos polynomiaux daies calculs, il est Iégitime de remplacer
ce jeu par un jeu contenant un nombre fini de bémaléatoires. On introduit ainsi le vecteur
{zZ(w)} contenanth variables aléatoires gaussiennes orthonormales :

z,(w)
(123) {Z(W)} =

Le jeu de variables aléatoires étant fini, le cha&st plus homogéne. La relation (92)
devient :
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(125)

=46+ a6(7(4)

n Iy

+ 0 8,G(z,(n).2,(w)

i1=1i,=1

nohoip

(124) +i=li=1i :1éiﬂé3Q(Zil(W)’42(M’ZS(M)
+i:1i 1:1i 2:1i iléilui"Gzl (Zil(W)’zz(W)’Z3(M’Z4( M)
+

Par contre cette limitation seule ne rend pas la série (i) puisque le degré des chaos
polynomiaux est toujours illimité. Il nous faut donc nous imposer une rlewaitrainte de
degré maximal de chaos polynomial, afin de disposer d’'une série troftparéexemple pour
une troncature au troisieme degré du chaos polynomial avec deux \mara@édtoires

orthonormales gaussienneg(w) et z,(w), la relation ( 92 ) devient :
(=46, +aG( 2( W) &  z( W)
+8,G,(2,(w), 2,(w) +2,G(2 (W), 2{ W) +,,G( 7,z ()
+511163(21(W)'21(M121(M) +émG{Z{“&’Z( ),z { V’)) +%11226éz(1 w,zew, 2 V})
+8,,,G5(2 (W), 2,(W). 2, W)

+e(n)

avec e( M une variable aléatoire correspondant a I'erreur d’expansion. &gttession peut
s’écrire sous la forme analogue a (93) :

(126) m v = :Oa,-yj ({z(m&})

oum est le nombre de chaos polynomiaux utilisés dans I'expansion (yisacefui de degré
0), qui est directement lié au nombirele variables aléatoires (W) et au degré maximal

des chaos polynomiaux :

(127) n! d!

Ecrire y, ({z (W)}) plutdt quey , (w) permet diinsister sur le jeu de variables aléatoires

{z(w)} utilisé. Toutefois les deux notations sont valables et interchangeables.

La Table 6 donne le nombre de termes dans la série (126 hput entre 1 et 6. Nous
voyons que la taille de la série augmente tres vite, et quéigye il est difficile de concilier
jeu de variables aléatoires conséquent et degré de chaos polynomial élevé.
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d 1 2 3 4 5 6
n

1 2 4 5 6 7
2 3 6 10 15 21 28
3 4 10 20 35 56 84
4 5 15 35 70| 126/ 210
5 6 21 56 | 126| 252 464
6 7 28 84 | 210| 464 928

Table 6. Nombre de termes dans la série ( 126 ) en fonction du degré d des polynémes et
du nombre n de variables aléatoires ; on remarque le schéma de remplissage du
tableau : I'élément (i,j) est la somme de I'élément (i-1,)) et (i,j-1)

Il est a noter que si le chaos polynomial est utilisé pour exprieneésultat d'un calcul
stochastique, nous retrouvons les mémes variables aléatoires ereéemésortie, le choix du
nombre de variables est alors imposé par la représentation du champ d’entrée.

La rapidité de convergence de la série (92) est cruciale gisppser d'une bonne
approximation (i.egmw<<nfw) " w). Or nous avons précisé que pour le chaos homogéne
considére (i.e. correspondant a un jeu de variables aléa{gir@m)} gaussiennes) la vitesse

de cette convergence dépendait de la loi de la variable adédtmomposéafn) : elle est
optimale si cette variable aléatoire est gaussienng{/in’est pas gaussienne, il faut trouver
la meilleure expansion. Pour cela nous pouvons nous tourner vers la théopeyah®mes
orthogonaux.

3.5 Liaison avec les polynémes orthogonaux classiques

3.5.1 Polynémes orthogonaux
Soit {Qp ({>})} un systeme de polynbmes des/ariables regroupées dans le vectexjr {

dont le membreQ, ({x}) est de degrép. Ce systeme est un systeme de polyndmes

orthogonaux par rapport a une mesure réelle posftsida relation d’orthogonalité suivante
est satisfaite :

(128) DQ({X})Q;(H)CV({*): /i, il

ou h, est une constante (égale a 1 si orthonormalité). La mésest avoir une densité(x),

alors :
(129) DQ({@)Q({%)h({%)O{*:M "Ll

Cette densitéh({x}) est appelée fonction de pondération dans la théorie des polynémes
orthogonaux. Il se trouve que certains polynébmes possedent pour fonction de pondérations des
fonctions de densité de probabilité de lois usuelles, ce qui permekenitoliacilement
I'expression du chaos polynomial, comme nous allons le voir pour les polym@mdsrmite

et les variables gaussiennes. Notons tout d’abord que le vegjepedt étre un vecteur de
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fonctions, les polyn6mes devenant ainsi des fonctionnelles. En particaBefonctions
peuvent étre des variables aléatoires.

3.5.2 Polynébmes de Hermite
Les polynébmes de Hermite ont pour fonction de pondération :

awy  1(})= (le)nexp-g{m

Ce qui nous donne donc la condition d’orthonormalité entre deux polyndmes de Hermite :

(131) DQ({%)Q({*)ﬁeXD-%{f{}X fdx=aq il

Or si nous reprenons la relation ( 89 ) d’orthonormalité dans I'esfjaeke s’écrit :
(w2) 4z (WaP=q i
Si les variables sont gaussiennes, altilsest la mesure gaussienne qui, pour le vecteur

{Z(w)}, s’écrit :

oy = o e (o) ol(f

Soit pour deux chaos polynomiaux :
(134) @ ({z(m}) g({z(w})dP =g "iji
Soit

(135) Dq({Z(W)})Gr({Z(W)})\/(;TeXDEl{Z(W)}T{Z(M&} d{z(n} =q "i,jT i

Nous retrouvons exactement la relation d’orthonormalité (131) entre mdydmes de
Hermite, les polynbmes de chaos polynomiaux de variables gaussiennes sont donc des
polynémes de Hermite de ces mémes variables

En utilisant les formules de calcul de ces polynédmes, nous pouvons domgielite chaos
polynomial d’ordrep peut étre obtenu par :

sy Gz (W), 2, (w) =(-)" exp S 2(w} " {2(u} d—pﬂéexp'%{z(”%}T{Z(“)}

p

ou {is,....ip} sont toutes les combinaisons pentiers de l'intervalle [1n].
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3.5.3 Correspondances

Il existe d’autres correspondances entre des fonctions de pondérapolyni@mes typiques
et des densités de probabilité usuelles, la plus remarquabtecélle entre les polyndmes de
Legendre et la loi uniforme. La Table 7 reprend les équivalences connues.

Loi Polynbmes
Gauss Hermite
Uniforme Legendre
Gamma Laguerre

Béta Jacobi

Table 7. Correspondance entre les polyndmes et les lois de variables aléatoires

L'utilité de ces correspondances est a lier avec la remaiqu&3.2 : lorsque le processus
aléatoire est de loi Uniforme, alors I'expansion qui convergeptuke vite sera celle utilisant
des polynémes de Legendre pour les chaos polynomiaux successifs.

Il existe également des correspondances avec des varialdesretediscretes. La relation
d’orthogonalité ( 129 ) est dans ce cas :

(137) :OQ({XJ)QJ({%})hk: g,

Les valeursi sont alors identiques aux densités de probabilité de certainekslmstinues.
La Table 8 récapitule les équivalences pour les lois discontinues.

Loi Polynbmes
Poisson Charlier
Binomiale Krawtchouk

Binomiale .
, . Meixner
négative

Hypergéométrique Hahn

Table 8. Correspondance entre les polynémes et les lois @ddbhear aléatoires

3.6 Exemple de décomposition d’'une variable log-normale sur le
chaos polynomial

3.6.1 Calcul de la décomposition

Soit () une variable aléatoire suivant une loi log-normale de moyeneé d’écart-types..
Cette variable aléatoirg() peut s’exprimer en utilisant une variable aléatoire gaussienne
centrée réduita(w) :

(138) x(w) = x(u(w)) =exp(/ u@w) +m)

avecl , mdes parametres dépendant de la moyenne de la loi log-normale :
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1
(140) m:In(mX)-E /?

Nous utiliseronsla variable aléatoire normala() comme unique variable du chaos
polynomial :

(141) yi(W)zyi(u(/’/))

Le chaos polynomial sera donc de dimension 1. laom@osition de la variable aléatoire
x(w) sur le chaos polynomial consiste a déterminer les caaiferéels tels que :

(1a2) X(W)= ioa’yi (w)

i
Pour cela nous projetongw) sur chaque polynomg; (u(W)) du chaos polynomial. Dans
I'espace des variables aléatoires, cela revient a calculer

(143) &°E x(w)y, (w)

pour chaque.

Pour i=0, nous avong , (w) =1. La projection donne :

E x(w)y,w) =E x(w) =m

X

(144)

Pour i=1, nous avong, (w) =u(w). La projection donne :

(145) E x(w)y,(w) =E x(w)u(w)
L’espérance du produit d’une variable aléatoirermade et d’'une variable aléatoire log-
normale qui en découle via la formule ( 138 ) perg évaluée en revenant a la définition de
I'espérance :

¥
E x(w)u(w) = xexp(/ x+m)f (X dx

(146) .

ou f(X) est la fonction de densité de probabilité deianbrmale. Aprés calcul (et vérification
par une simulation de Monte-Carlo) nous trouvons :

/2
(147) E x(w)y,(w) =/ exp 7#77

Pour i=2, nous avong, (w) = u(W)2 - 1. La projection donne aprés intégration :

2 / 2
E x(w)y,(w) =—exp—+m

(148) 2 2

Pour i=3, nous avong’, (w) = u(W)3 - 3u(w) . La projection donne apres intégration :

/3 /
E x(w)y,w) =5 exp ?+m

(149)
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Pour i=4, nous avony’, (w) =u(w)" - GU(W)2+ 3. La projection donne aprés intégration :

4 / 2
E x(w)y,w) =58P —2+m

(150)

Les différents calculs font apparaitre un systedeensif qui s’avere étre :

/' /2
(1s1) E x(wy.(w) =T eXP o rm
Nous ne pouvons pas prouver cette formule ( 15&pemdant nous I'avons vérifié jusqu’a
i=4, ce qui est suffisant pour construire une appmaiion de la variable aléatoivéw), par
exemple en montant jusqu’a I'ordBedu chaos polynomial :
2 2 3 2

x(w)»m, +/ exp L om y.w) L exp/— +m y,(w) +— exp— +m y,(w)
(152) . 2 ' 2 2 ? 6 2 ’

gue I'on note :
3

(153) x(w)» ) ay,; (w)

3.6.2 Application numérique et vérification
Prenons un exemple concret :

me,=1

5x=0,1
alors :

m» —0.00497517
/ »0,0997513

Les différents coefficients du chaos polynomialtson

Polyndbme wyi(w  Coefficient g

Yo(W) 1

ya(w) 9,975.10°
o) 9,950.10°
ya(w) 9,920.1¢'
Ya(w) 9,901.1C°

Table 9. Quatre premiers Coefficients du chaos polynomial poe variable log-
normale de moyenne 1 et d’écart-type 0,1,.

i 2 / i

. - /
Pour les premiers termes le paramétest si faible que—-exp ?+ m>»—.
i! i!

Afin de tester la validité de la décomposition ®ichaos polynomial, nous pouvons réaliser
une simulation de Monte-Carlo en comparant lesuwaléhéoriques aux valeurs obtenues par
le chaos polynomial et par la formule ( 138 ). éstidu Khi-deux nous permettra de valider la
distribution log-normale de I'approximation ( 153 )
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Nous avons donc réalisé 50000 tirages d'une variable aléatoire ropual calculé les
valeurs correspondantes de I'approximation en utilisant la formule ( 182 yésultats sont
présentés dans la Figure 34 et la Figure 35.

En y tracant également la distribution d’une variable gaussienngne® moyenne et écart-
type nous pouvons voir le décalage opéré par le chaos (Figure 36)strilbution s’écarte
d’une distribution normale pour se rapprocher d’'une distribution log-normale.
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4.5
4 .
- -l - Théorie
3.5
31 —e— Approximation par
Chaos Polynomial
2.5

0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 1.4 15

Figure 34. Fonction de densité de probabilité de I'approximation par un chaos polynomial
d’ordre 3 et de degré 1 d’'une variable aléatoire log-normale issue de 50000 tirages
répartis en 17 classes et comparaison avec la fonction de densité de probabilité
théorique.

1.2

0.8 -

0.6

- -l - Théorie
0.4
—e— Approximation par

Chaos Polynomial

0.2

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Figure 35. Fonction de répartition de I'approximation par un chaos polynomial d’ordre 3 et

de degré 1 d’'une variable aléatoire log-normale issue de 50000 tirages répartis en 17
classes et comparaison avec la fonction de répartition théorique.
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45
4 l . .
—e— Approximation par
3.5 Chaos Polynomial
— — Distribution
31 Gaussienne

0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 1.4 15

Figure 36. A partir du méme tirage de 50000 d’'une variable aléatoire normale, comparaison
entre la fonction de densité de probabilité obtenue a partir du chaos polynomial et celle
d’une variable gaussienne de méme moyenne et écart-type.

Le test du Khi-deux nous permet de déterminer si une hypothése dbutist d'un
ensemble de valeurs est acceptable. Il consiste a mesueet Eatre la théorie et les mesures
surn classes, et de comparer cette valeur ave® ken—1 degrés de liberté pour un risque
déterminé de considérer comme fausse une hypothése vraiesoBiree du carré des écarts
est inférieure & la valeur def, alors I'hypothése peut étre acceptée, sinon elle doit étre
rejetée.

Dans notre exemple, nous trouvons un écart mesuré sur 17 classes7d®©0Ja5valeur du
Khi-deux avec un risque de 1% pour 16 degrés de liberté est de 3,9. L''sgpathde
distribution log-normale est donc acceptable pour le jeu de valeurs.

3.7 Extension aux champs aléatoires

Nous avons vu gque le chaos homogéne permettait de décomposer une Visxaddie sur
une base de polynémes de variables aléatoires. Dans [llI-3gi'&rn a la décomposition de
processus aléatoires stationnaires du second ordre est introduitee gaais de la
décomposition en série de Karhunen-Loéve (que nous verrons au chapitre suivant).

En effet, si le processus aléatoirf({x}, m) est stationnaire du second ordre, il peut étre
décomposé sous la forme

sy O =) TR0 ((3)

ou les/; et f; sont issus de la décomposition en série de lationae covariance de
m{x}, w. La distribution des variables aléatoires(w) dépend de la loi du champ

aléatoire, mais si leurs deux premiers moments faastelles peuvent étre décomposées sur
le chaos polynomial via I'équation (93) :
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¥
(155) z,(w)= :O"’\jyj (w)

i

Ce qui nous donne donc la décomposition suivante pour le processus aléé{m}nem) :

sy 0 A=) T )

Soit, en tronquant la décomposition de Karhunen-Loéve a I'ordtda décomposition sur le
chaos polynomial a I'ordmm I'approximation suivante du champ aléatoire :

s O A7) @)

Si la fonction de covariance du champ aléatoire est inconnue, il neseruwsrien de séparer
les termed, fi et g, , nous pouvons poser :

(158) Ui {9)=vir. (%) 3

Des lors :

(159)

RZACIEN AR ORI €Y

i=0 j=0

de méme nous pouvons poser
(160) i:od" ({>}): d ({ *)

Ce qui nous donne la formulation suivante pour la décomposition sur le chaasnpialydu

champ aléatoirer{{x}, n :
ey OE A>T a((3) ()

Ainsi le chaos polynomial permet de séparer la variation stoghagle la variation physique
(espace, temps, température, etc...) d’'un champ aléatoire.
Cette partie n’a pour but que de justifier I'utilisation de la dgmusiiion ( 161 ), il faut bien

noter que la détermination des coefficierdT%({x}) ne passe pas nécessairement par
I'utilisation de ( 154 ).

4  Utilité du chaos polynomial

L'utilité principale du chaos polynomial est de servir de base ajegtion pour les données
ou les solutions de calculs stochastiques [II-6].

4.1 Probleme typique
Soit le systéme décrit par I'équation de comportement suivante :

(162) F({%;“( }’(’W)): df k.w)
| u({ X, W) et e({ % ,W) sont des champs aléatoires ;
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F est opérateur déterministe, impliquant typiquement des dérivatians pa
rapport au temps ou a l'espace ;

{x} est le vecteur regroupant 'ensemble des variables déteresnisilisées
par le modele (espace, temps, température,...).

Par exemple, I'équation de la flect, W) d’une poutre une poutre dont la rigidité en flexion
est un champ aléatoikd(s, ) est, en I'absence de déformation en cisaillement :

Tv(sw)_  M(9

(163) s El(sw)

dans I'équation (162 ) est la flechev, e est le terme de droite de I'équationFetest la
dérivation par rapport a I'abscisse

Typiquement deux problemes peuvent se poser :
dans le cas d’uprobléme direct, e({ % ,W) est connu et I'on cherche({ x, W) :

dans le cas d’uprobléme inverseu({ ) est connu et I'on chercre({ ¥, w).

4.2 Discrétisation des données

Dans les deux cas, la premiere phase consiste a discrigtiskamp aléatoire constituant les
données afin d’en obtenir une formulation identique a ( 161 ). Cela revient a projétamie ¢
sur un chaos polynomial comme nous I'avons fait a titre d’exemple 83.6.

4.3 Projection du résultat

La deuxieme phase consiste a projeter la solution sur un chaos polynomial uétisa@étles
variables aléatoires que les donnéeg&n effet le champ aléatoire résultat est dépendant, au
sens probabiliste du terme, du champ aléatoire d’entrée: ils smntvih I'opérateur
déterministeF. Les variables aléatoires d’entrée et celles servantpéojaction du résultat
étant dépendantes, le plus simple est d'utiliser le méme jeulemmeux cas (mais il est
théoriquement possible d’utiliser des jeux différents mais dépendants).

Le champ recherchér({ x}, M) (que ce soit le champou le champe) peut étre décomposé
via la formulation ( 161 ) :

(164) ”({)%V’)z_’(’{)})*Jmodj({*) y(w

Pour résoudre le probléme il nous faut déterminer les foncltii;r@{sx}). Une phase de

paramétrisation de ces fonctions est donc nécessaire.
La détermination de ces fonctions peut donc se ramener a lanohétion de quelques
parametres. Pour cela on peut utiliser une projection de GalerHigquation (162 ) sur

chaque polynomg (W) utilisé, puis requérir que I'erreur soit orthogonale a ces polynémes :

ey (POl }m))w, @) =(d{ kw)y ) i=0.1...m

Ce qui dans I'espad#/ s’écrit :
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166y E F(IHiu()m))y (w) =E { kw)y ) j=0.L.m

L'utilisation de l'orthogonalité des polyndmes nous permet d’obtenir urérsgstdent+1
eéguationgléterministescouplées.

La faisabilité des projections dépend bien évidemment de la formepmpirateurF. Un
opérateur linéaire simplifie ainsi énormément les choses.

4.4 Exploitation des résultats

La projection du résultat d’'un calcul stochastique sur le chaos polyndéonme une
expression analytique qui peut se préter a plusieurs traiteneenfsarticulier le calcul de
moments de la réponse et la mise en ceuvre d’analyses de fiabilité.

4.4.1 calcul de moments

L'un des traitements les plus simples des résultats corsige calculer les moments
(moyenne, écart-type,...). La formulation du chaos polynomial permetlcul aisé de ces
guantités. La moyenne est ainsi donnée par la formule (167 ), laceanar la formule

(168):
(167) m,({%)=d({})
(168) Srzn({%):_mEyj(W)z d({})

4.4.2 Analyse de fiabilité

L’'analyse de fiabilité consiste a déterminer la probabilité dééaillance d'un systéme
connaissant son comportement et la variabilité de certains parangéwa®(rie, chargement,
matériau). Le calcul revient a estimer la probabilité de veirctitere de défaillance
(contrainte, déplacement,...) dépassé. Le chaos polynomial peanaini traitement
analytique du probleme et évite de colteuses simulations.

5 Exemple de calcul

Nous donnons ici un exemple de calcul analytique, en précisant quapieelsuivant traite
de méthodes de calcul numériques.

5.1 Présentation

Considérons une poutre en flexion dont I'’équation de comportement, en l'abdence
déformation en cisaillement est :

Tv(s)
1

1(s) T4 = w9

(169)
ou :
sest I'abscisse d’un point ;
Vv(s) est la fleche ;
El(s) est la rigidité ;
M4(s) est le moment fléchissant en
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Si nous considérons que la rigidité est un processus aléat@ra) dont nous connaissons
les premiers termes de la décomposition en série et queha Vs, ) est un champ aléatoire
gue lI'on cherche a déterminer, le moment restant déterministenau, alors I'équation
devient :

Ei(s W)%L M, (9

On considére que le processus aléatoire de latégidt projeté sur un chaos polynomial de
degré 1. La mise en oeuvre de cette projectionqoéigre sera vue au chapitre suivant. On
obtient :

(170)

(171) Ei(sw)=El, 1+ i:l\/TiZi Wy (s
ol les/, sont des scalaires et I6{s) des fonctions.

Tous les polyndmes du chaos polynomial seront des polyndertdsrdhite.

5.2 Mise en équation
En remplacant dans (17@E)(s,w) et v(sw) par leurs décompositions sur le chaos

polynomial de mémes variablesz, (w) (soity (w ({Z v })

n d”aj({s})yj({z W)
(172) 1+i:1\/7iza(/V)’a(5) = 92 :!EE;

(173) 1+ \/_Z(/’/y L)’ KW} =

Pour des raisons d’homogénéité du calcul, nous allons paser q
(174) 1+_:l\/zziq/'/yi(s):.:0ﬁ w1 (s

C'est a dire que\//z . ¥ ,(s)=1. La variable aléatoirez,(w) est donc déterministe et

Soit

—

égale & 1, comme l'est le premier terme du chaos polynamfat) :yo({z (W)}) .

sy | TG T e y) =2

Eb(9

Or les variables aléatoires (w) de la décomposition en série de Karhunen-Loévéade

rigidité sont les mémes que celles du chaos polya@lonhes n premiers polynémes
correspondant aux variables aléatoires de la décomposition sontedgédl, donc pour ces
premiers polynémes :

176y Villz W))=z.(w) .i=1.n

80



Chapitre Il - Représentation de Champs Aléatoires

On peut donc réécrire ( 175 ) sous la forme :
) " d%a(s) _ M, (s)
L) "5 e =

Afin de mieux comprendre, prenons un chaos polynomial d’ordre 2 avec 4 variablesesdéat
gaussiennesiE4, m=15) :

N

ST 3383

1

(
2
(
(

N N N
w

4

Pour simplifier dans la suite nous écrirgngw) au lieu dey, ({z (w)}), toutefois il faut se
rappeler que seules ces quatre variables aléatoires se retrouvens digiférénts polyndmes.

J/O(W):]'
J/1(W) :zl(W)
V,w)=z,w

J/12(W) zzs(W)Zs(W) -1

ViuW)=z,(w)z ,(w)

J/14(W) :Z4(W)Z4(W)' 1

Table 10. Polynébmes du chaos
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On rappelle que E y,(w) =0 "il ", "jl ", que E y,(w) =1 et que
Ey, W) W) =0 pouri]

Une premiéere application de l'opérateur d’espérance audtmn (177 ) nous permet
d’écrire :
n m d?a(s) M, (s)
E /f . —y =._Z
(179) - [ (3) |W ) i=o dSZ IVI( ) EIO(Q
En utilisant I'orthogonalité des polynémes du chaogs obtenons :

n d*a; (s) M (9
(180) 17 (s) e B ) ) =- EL(9

Réalisons des projections sur les chaos polynomiacoessifs

ey B VM) TS ey w) e T w() o
Soit en simplifiant :
n m da()

(182) \/Tifi (s)—%—

i=0 j=0

(9
5 W) K o) = E )

Les (mt1) x n équations s’obtiennent en calculant le coefficigptsuivant (on note que
Cijk=Cikj) -
(183) Sk “E Vi W) Wy ) pouri=0,..n,j=0,..m, k=0,...m

L’équation ( 182 ) se réécrit alors :

n m d’a, (s) M, (s B
(184) \//_ifi(s) 4 G =- El ( | k=0,...m

i=0 j=0

Or il est facile de calculer ces coefficiemig, des tables sont d’ailleurs données dans [l11-3].
Il suffit de revenir a la définition de I'espérance d'wwemiable aléatoire que nous avons
donnée p. 65. Nous trouvons ainsi que le coeffiagnest non nul dans 31 cas (voir Table
11).
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[—

Nl O R | O P| W N| P N O Rl O]l O | O] Wl O] N O] k| O
©| ©| 0| | | Nl N N| ol oo g g M| | W[ W[ NN P Rl O] X

N o | w| ol w| O] M| M| Ol W N O V| O| M| k| O] W | Ol N R O] Pl O M O W Ol MV O] »,| O] O
|\JNHHl—\I\)NHl—\|—\HHHNNHH»—\HH»—\HHH»—\NHH»—\»—\HH»—\»—\H7—?

10 10
10
2 10
11 11
11
2 11
12 12
3 12
13 13
4 13
3 13
14 14
4 14

Table 11. Coefficientsycnon nuls, triés par k croissant (pour toutes les autres

combinaisons d’ indices les coefficienjs sont nuls)

83



Chapitre Il - Représentation de Champs Aléatoires

On remarque qu’existe au moins un coefficientjx non nul pour chaque valeur dek, ce

gui nous assure de disposermael equationsr étant le nombre de polynédmes dans le chaos
polynomial).

Ces 31 coefficients non nuls nous permettent d’écrireddséquations suivantes :

k Equations

: PR CAE

1 V77 o952 7 (99209 <
2 V7 o952l g7, (99209 <
3 V77 s da3 Vo7, (92045 2
4 e O
5 21 (952D g (97549 =0

6 b (95230 (95
N ORI B AN C LT LN R S 2%
SN FHE d"*s Y ARCLLIL PY S S A
9 z/zfz(s)dz‘j;(s)+ 2 O(s,)dzd"g(gzo

10 79T g7 (9T (9o
N, dan() A PPN e

12 2\/_3f da3( ) 2(/70 (9 d2a12($=0
13 \/Zfo(s)d 31;‘2( )+ f, 4
14 277 (522

Table 12. Les 14 équations pour les coefficiespteion nuls

\h

o o(9—gg =0

Nous disposons donc d’'un systemendéquations différentielles couplées dont les incasn
sont lesm fonctionsai(s). Etant donné que la fleche aux extrémités est quikdle que soit la
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réalisation des variables aléatoires du chaos polynomial, chacues denctions a comme
conditions aux limites :

(199 4 (U)

5.3 Méthode de résolution

La premiére équation nous permet de calcafeliacilement : c’est la fleche de la poutre pour
une rigidité égale &// (s) Ely(S). Or nous avons posé qufl f ,(s) =1 (voir (174)),
cette premiére fonction est donc la fleche obtenue pour la rigidité moyenne.
Connaissanta,, les équations numérotées 1 a 5 nous permettent de déteemiaess de

maniere simple :
da({3) _ JT7.(9) & o9
(186) ds’ JIof o(s) dS

Soit
d*a,(s) _ /£ .(9 M(9
(187) " dg  JIf .(s) Eb(S

Ce qui, compte tenu des conditions aux limites ( 185 ), représemhdeha ti’'une poutre pour

V2 9),
f

une rigidité de\/T—() o(s). Il est & noter que les fonctions se trouvant au dénominateur
S
1
peuvent s’annuler localement ou changer de signe, ce qui équivaut @idité mfinie ou
négative respectivement. Méme si ce fait peut poser des pexblgniosophiques, cela ne
pose pas de problémes calculatoires (en excluant la singulanstédé I'intégration), au
contraire d’une rigidité nulle (qui correspond a une rotule dans la poutre).

Enfin les équations suivantes permettent de détermines; lestants, le calcul se ramenant
toujours a celui de la fleche d’une poutre sur deux appuis dont la rigidité est variable.

Nous pouvons voir ces différentes fonctions comme des perturbationsaterdds formes et
amplitudes autour de la fleche moyenne. Chacune est associéeaiabke aléatoire ou a un
produit de variables aléatoires.

5.4 Application

5.4.1 Parametres utilisés

Nous avons résolu le systeme pour une poutre sur deux appuis soumisdargeeapartie
obéissant a la loi ( 170 ). La fonction de covariance de la rigidité est de fyqpeecaxelle :

Ce (h)=s%exp Sl

(188) 2|

ou h est la distance entre deux points. La décomposition ( 171 ) limitée a 4 esuadddtoires
de la rigidité est obtenue en utilisant les formules de [llI-3].

Les valeurs numériques utilisées sont indiquées Table 13.
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Désignation Symbole Valeur
Longueur L 1m
Charge répartie q 1000N/m
Rigidité moyenne Elo 10°°N.m*
Longueur de corrélation I 1m
Ecart-type S 1

Table 13. Valeurs numériques utilisées pour I'exemple

5.4.2 Résultats

Apres résolution nous obtenons 14 fonctions, chacune étant associée au polynéme
correspondant de la Table 10. Nous avons donc tout d’abord la fonction corregpoiaa

solution moyenne et les fonctions associées aux variables isolées (Figure 37)

a;

000125

0001

000075

00005

000025

-000025

00005

ao

- — - as

a est ic
le
caracter
a

Figure 37. Fonctions du chaos polynomial pour les variables aléatoires ispééesa y4(1)

Nous obtenons ensuite les fonctions associées aux produits de vaiéhteses, que nous
avons séparés en carrés (Figure 38) et en produits croisés (Figure 39).

a

00001

00001

00002

00003

00004

00005

— - ag

- — — a1

a est ic
le
caracter:
a
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Figure 38. Fonctions du chaos polynomial associées aux carrés des variables aléatoires

Vs(W),yo(n),y12(1) ety14w)
0002
I - a
~ - - ~ = ‘l\\\\\ . ‘ s a,
oo~ 02 04 B R !
R e UGS
AN - P - ag
~ ~
o0t ~ P
>~ P —--- a9
F IR - - - an
o004t
I - - - ags
00006
I a est ici I
, caractéerea
Qo8 L

Figure 39. Fonctions du chaos polynomial associées aux produits croisés de variables
aléatoiresys(W),y72(W),ys(W),y 10(W), Y 11(W) ety13(w)

6 Conclusion

Le chaos polynomial est un outil trés puissant permettant l&tisation de variables ou de
champs aléatoires, aussi bien pour des données que des résultitalslstomhastiques. La
projection repose principalement sur des espérances de produits de pslyg@naaiables

aléatoires gaussiennes (voir équation (182 )), qui sont calculable®iangotir toutes et

peuvent étre conservées pour des calculs ultérieurs.

Le principal frein a l'utilisation de cette méthode est la plaxité qu’elle atteint des que I'on
augmente le nombre de variables aléatoires ou le degré des patyrcarmene le montre la
Table 6. Or cette complexité est requise pour représenter fidelement um aliéaroire.
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1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons vu gu'il était possible détdiscun champ aléatoire
en le projetant sur le chaos polynomial. Cependant cette projectppligiee principalement
au résultat d'un calcul stochastique. Les données de tels calculsronte caractéristique
d’étre issues de mesures auxquelles on fait subir un traitestadistique. Pour un champ
aléatoire cela revient a identifier ses moments, au moinsldes premiers (moyenne et
fonction de covariance) et la loi de probabilité auquel il obéipattir de ces données
caractéristiques, la méthode de la décomposition en série de Kaitlmeen permet de
discrétiser ce champ, s'il est stationnaire. Nous commencerons pdondétailler cette
meéthode dans ce chapitre.

Ensuite nous verrons quels outils existent pour projeter le résultalcdul sur le chaos
polynomial. La premiere méthode est la méthode historique : leg®erimis stochastiques.
Devant ses inconvénients une seconde méthode a été développée : ladséfanse
stochastiques non intrusifs, que nous verrons dans la suite.

Nous nous limiterons aux méthodes de calcul paramétriques : le ndedébenportement est
déterministe, seuls les paramétres (et les entrées iesy@euvent étre stochastiques. Il faut
savoir que des méthodes non paramétriques existent [IV-1], ou le enlodéhéme est
modifié pour se préter au calcul stochastique.

2 Deécomposition en serie de Karhunen-Loéve

2.1 Définition
La décomposition en série de Karhunen-Loeve consiste a écrirchampcaléatoire
stationnaire du second ordre({x}, u} sous la forme :

(189) m{% . =70} )+ Lz (W A({(})

¥
n=1

/, etf, ({ x}) sont respectivement les valeurs propres et lestitors propres de la
fonction de covarianc€,,({ x}.{ x}) du processusr{{x}, v ;

les z,, (W) sont des variables aléatoires indépendantes.

On notea ({ x} ,W) la partie de (189 ) correspondant a la perturbatiochamp déterministe

m{x) -
(190) a({>§ ’W): ;\/ﬁz WY n({)})
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Ce champ aléatoire possede une moyenne nillex({x} ,w) =0

On remarquera que cette méthode permet en faitojagbion d’'un champ aléatoire sur un
chaos polynomial de degré 1 (c’'est a dire compas@alynbmes de Hermite de variables
aléatoires de degré unitaire).

Par soucis de simplification dans la suite les fsotu paramétre x} et{x,} seront notés
X1 etx, (sans accolade).

2.1.1 Propriétés des variables aléatoires
Le jeu de variables aléatoirés’i (W)} est obtenu en multipliant chaque membre de ( 190)
par la fonction propref; (x) :

¥
(101y  @(xw)f (X) = (¥ :lﬁ A1) (X
Soit, en intégrant sur le domaine de définition :
¥
(192) a (xw)f, (x) dx= 1 J& ) (R (% dx
D n= D

L'orthogonalité des fonctions propres nous donne :

zn(W):i a(x,w)f,(x) dx

\/ZD

(193)

Afin de définir et d'étudier les propriétés des iahles aléatoireszn(W), exprimons
l'intégrale ( 193 ) sous forme d’'un passage a la limite daomeme finie :

sy T o2 (9ol = Dxa (xw ()

ou lesx; , i=0...n sont les points d’évaluation des fonctionsPegt est 'intervalle élémentaire
(par exemple dans le cas unidimensioridgl =x,,, - x ). Alors :

. 1
(195) Zn(W):”@rQ W D(ka(xk’W)fl(Xk)

DX,

Or a(x,w) est une variable aléatoiré,(x,) est un réel, doncTa(xk,W)fi (x.) estune
variable aléatoire qui posséde le méme type deldorépartition que le champ aléatoire
a (x,w) au pointg. Notons :

(196) qki(W):%a(xk’W)fi(xk)

Nous pouvons calculer les moments de ces variaésgoires, a condition que le champ
aléatoire possede des moments d’ordre 1 et 2 émpaant, ce qui n'est pas obligatoire (loi de
Cauchy par exemple) :
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_kafi()&)E a

(197) E g, (w) _T (%.w) =0
(198) E C/ki(W)2 :D(kzl;—iWE a(Xk,W)Z =D>§<2];—i()02cm()&’)&)

Les variables aléatoireg;() ne sont pas a priori indépendantes, mais sont liées via la
fonction de covariance du champ aléatoire :

oy £ g =E T2l malem (Y () =22 6 g

Ainsi nous voyons que la variable aléato}rie(w) s’exprime comme une série de variables
aléatoires déterminées :

n

(200) Xl(W):LI®I’£] %(M

k=1
La moyenne de la variable aléatair@w) est alors :
(201) EZ(wW) =Elm q(w) =im E q(w)

Soit

E x(w) =0

(202)

La covariance entre deux variabi@v) etz;(w) est :

(203) E z,(w)z(w) :Li@gy = kzl% hzl% :Li(g‘] k=1h=lE (g (v
Soit :
_ 1 . n n
(20ay) E Z(w)z (W) —WL@ k:l%ﬂ(&)j:lw,-(m) G % %)

Or d’apres la définition que nous avons utilisée en (194 ) :
(20s) m h:lDthj(%)Cm(& %) =Dfi()§ C{x ¥ d
Donc (204 ) équivaut a :
1
(206) E z,(w)z, () :\/Z—\/*iji(Xz) ij (%) Co( % %) dx dx

De plus la définition des fonctions propres ( 214 ) nodgyire que :
(207) ij (%) C(% %) dx=/f (%)

Soit
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E z(w)z( (x) dx

/|
w) :\/Ti—ﬁDﬁ(X)fj

Les fonctions propres étant orthonormales comme requis en ( 212 )etattnrse simplifie
en:

(208)

(209) E Zi(W)Zi(M :qjl

Les variables aléatoires, (W) sont donc orthonormales.

Les relations (202) et (209) nous informent que si les fonctions preumet bien
orthonormales, alors les variables aléatoirﬁéw) de la décomposition spectrale du champ

aléatoire (189 ) sontentrées normées et indépendantegt ce quelle que soit la loi du
champ aléatoire, du moment que I'on puisse calculer sa fonctioovdeiance. De plus, la
relation ( 200 ) nous informe que ces variables aléatoires résidtéatcombinaison linéaire
de variables aléatoires issues du champ aléatoire en des poéntsiaés, donc de méme loi

gue ce dernier. Il en résulte gsele champ n(x, m) est gaussien alors les variables

aléatoires z, (w) sont gaussiennes

2.1.2 Probléme aux valeurs propres
Les valeurs et fonctions proprés et £, (x) proviennent de la décomposition spectrale de la
fonction de covariance du champ aléatoire :

(210)  Cal%%)= ¥ I (OF (%)

n=1

En multipliant chaque membre pé\,q(x) et en intégrant sur le domaine de définition :

¥

Cal%%)fn(X) = /£ (%) (B %) dx

n=1

(211) v
n=1

oudx, est I'éléement de volume (ou de surface dans le cas 2D, etcacj@as

La covariance est symétrique et définie positives $enctions propres existent, sont
orthogonales, et peuvent étre normalisées pour que :

(212) ofm(XVa(X) 0=, (symbole de Kronecker)

Dans ce cas I'équation ( 211 ) se simplifie en :
¥

(213) Co( % Y) (¥ dx= :1/]; G

n

Soit finalement :
(214) CCo(% %) (%) I/ £ (%)

La détermination des jeux de valeurs propres eteves propres{/} et {fi(x)} de
'expression ( 189 ) nécessite donc la résolutiofiGdpiation de Fredholm de seconde espece
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(214). Cette équation peut étre résolue numériqguement ou analytiquBaweslll-3] des
solutions analytiques sont données pour quelques fonctions de covariancee dzass |
unidimensionnel.

2.2 Détermination analytique des valeurs et fonctions propres

La détermination analytique des valeurs et fonctions propresunag@éaire que dans certains
cas précis. Dans [llI-3] on donne ainsi la décomposition en désidonctions de covariance
exponentielle et triangulaire.

2.2.1 Expression sous forme d’équation différentielle

Afin d’expliquer la démarche de la résolution analytique prenomsriple d’'une fonction
de covariance triangulaire et d'un domaine unidimensionnel de longueur

(215) Cm(xl’ Xz):CZm 1- ‘Xl-—l_xz

En substituant ( 215 ) dans (214 ), il vient :

L
2 1- Y (el £ ()
0

(216)

Soit en séparant le domaine d’intégration en deux intessatly etxdy :
Yoox-y L%y /
(217) 1+ - fm(x)dx+y 1-—L f.(x dx:?:( Ay

X<y X3y

Nous allons dériver cette expression par rappgrtllaest nécessaire de rappeler ici comment
dériver une intégrale :

(218) 7y a(y)K(x'v)dxz(M—?dxw(y+<(w - &y ke )

Dans notre cas en dérivant par rapportnédus obtenons :

ey o) L e (F Zr 60

X<y X3y

En dérivant une nouvelle fois par rappoyt @ous obtenons :

(220) -me(y) +f$(y)+ﬂ#'f m‘(Y):/ﬁ; »9)

X<y Xy

Soit finalement :

2 _ 1,
(221) 'Ifm(y)_?f$¢y)

F

Nous obtenons donc I'équation différentielle suivante :
(222) |T8&Y)rwif o(y)=0

avec

94



Chapitre IV - Méthodes de Calcul Stochastiques Directes

_[2¢t ., _2ct
(223) U= W, ,son/m—L

m

S

En évaluant I'équation ( 219 ) er0 ety=L nous obtenons

LX) .2
(224) T dX—LWrznf#F(L)

L (%) 2
(225) T T 9 wanfg(o)

Ce qui nous donne une premiéere condition :

Ensuite, en évaluant I'équation ( 216 )ye® ety=L, nous obtenons :
L

X 2
(227) . 1'I fm(x)dX:L_W;fm(o)
b oL-x 2
(228) . 1'T fm(x)dx:L_W;fm(L)
En additionnant ces deux expressions, nous avons :
b, L-x, .oXx f.(L)+ .(0)
Soit :
) _ 5 fu(L)# w(0)
(230) fm(x)dx—z|_2—an1

Nous pouvons simplifier cette expression en utilida relation ( 225 ), ce qui nous donne la
deuxieme condition aux limites :

231y | 78(0)= fm(L):fm(o)

2.2.2 Résolution
Maintenant que I'équation différentielle est posée, npmus/ons tenter de la résoudre.

La solution de I'équation (222 ) est de la forme :

(232) f..(X) = Acosw , X) + Bsir(w , ¥

Les deux conditions aux limites ( 226 ) et ( 231 ) donnentd&me suivant :
- Aw,sin( L, )+ Bw, (3 cofLw,))= 0
(233)  A(1+coqLw,))+B( L, + sir( Lu,)) = (
Afin d’obtenir une infinité de solutionsy, non triviales, le déterminant du systeme linéaire
d’inconnuesA etB doit étre nul :
2 . . _
(234) W, (1+ cof(Lw,))" +w,, sif(L ) (Lw,+ sifL w,)) =
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D’ou en développant

(235) ¥ 2coqLw, )+ cod(Lw, )+ sif(Lw,)+Lw, sifL w,)=

(236) 2coqLw,)+Lw, si{Lw,)=- :

Une premiére infinité de solutions est :

- p
(237) U —(2m+1)t )

Une deuxiéme infinité de solutions est donnée par la risolde I'équation :

| -
(238) sm(LWm)—-W(lF cofLw,))

m

qui peut se mettre sous la forme :
sin(Lw,) _ 2

(239)  1+coqLw,) L

m

sin(x . e, . . .
Or #ﬂan X : la deuxieme infinité de solutions consiste dondes racines de
1+ cog(X) 2
I'équation :
Lw 2
tan — M =__—
(240) 2 Lw

Dans [llI-3] Ghanem et Spanos classent ainsi cette doofindété de solutions :
, . n+l.. . " , i
pourn impair : w;, est IaTlemesolutlon positive (i.e poun=1, c'est la £

solution, poun=3 c’est la 2™ etc...) de I'équation suivante :

tan WL -2
(241) "o LWn
pourn3 2 pair :
- P
(242) Wn‘(”'l)f

Déterminons maintenant les fonctions propres. Congorenpar le cas® 2 pair. Les valeurs
w, associees permettent de simplifier la deuxieme équatiegsdeame (233 ) en :

(243) BLM=0

Ce qui implique qu® = 0.
La détermination du coefficierft se fait en imposant qu,| =1, ce qui dans I'espace des

fonctions se traduit en :
L

2
(244) Ofn(x) dx=1
Soit

(245) A OLcos?(Wn s) ds=1

96



Chapitre IV - Méthodes de Calcul Stochastiques Directes

Or sin( 2,s) = 0 ens=0 ets=L, donc :

2 —
(246) AE‘l
Soit finalement
]2
(2a7)  ATHT

La question du signe dese pose ici. En effet étant donné I'expression ( 241, si A est
positif, alors la fonction propré, (s) = Acoslw 9 sera positive a I'origines(= 0) et négative
a lI'extrémité de la poutresE L), et vice versa. Les deux fonctions propres sout &miSsSi
valables I'une que l'autre et donnent la méme dawae, du fait du produif; (x)f, (y) de
(210). Le signe n'a dinfluence que dans l'expressapectrale du champ (190) ou

¥
a(sw)= :Om“(ﬂ/)‘ .(9). Cependant les variables aléatoivg&s) sont obtenues en

utilisant les fonctions propres, par la formule( 1980 nous voyons que si nous inversons le
signe defi(s) en posant »(s) = £ 1(S), nous avons la variable aléatoire correspondante :

(248) m(wﬁﬁ _a(sw)f (9 dg% a(w)(.() ds- Tl a (us) ,()s = )

Donc x,, (W) f,,(s) =x,.W)f ,.(9 . le signe des fonctions propres est donc quelconque.

Arbitrairement, nous posons comme dans [l11-3] guest positif. D’ou les fonctions propres
pour les modeg? 2 pair :

2
P ACER L

Les fonctions propres pour impair ne sont pas aussi simples. La premiére &nuatu
systeme ( 233 ) nous permet d’écrire :

(1+ coq(Lwy,)) B

(250) ~ " sin(Lw,)

tan L%
2

Soit, en utilisant la relation (241) :

2A
B=2"
(251) LWn

L 2
Comme précédemment nous allons déterminen imposant que f, (s) ds=1, qui s’écrit

icl :
2
L 2 )
A COS(WnS)+W sifn,g ds=:

n

(252)

Apres intégration nous obtenons la relation :
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2
(253) ﬁ 2L, (6+L°w’) - ALw, cof 2w+ (Lwg- 4 sif Rwy) =
Soit :
A=+ ZLVVn

(254) -

\/2L(6+L2Wn)- 4 cof 2w )+ Lw- ; sifi Ruy)

n

De la méme maniere que précédemment nous choisidgustif. Et donc :

A= 2Lw,
(255) B 4
\/2L(6+ 2w, )- 4L cof 2w )+ L’wy- — siff Rw)
et
_ 4
(256) B=

\/2L(6+ 2w, )- 4L cof 2w )+ 2w ; sif Rw)

p}

Ce qui nous donne pour les fonctions propres pampair :
2Lw, coq w;s) + 4sif{w;9)

(257) fn(s)_
\/2L(6+ w,)- 4L cof 2w )+ Low-

sif 2wy

Le point faible de cette solution est que I'équai{®41 ) doit étre résolue numériquement, ce
qui impose d’entrer une valeur approchée de laneacherchée, et donc a premiére vue limite
'automatisation de la procédure de décompositioapeddant il est trés intéressant de

constater que les racines de I'équation ( 241 ) sont d’autant plus prochemglie quen est

grand. Il est donc possible d’automatiser la résmiutumeérique de cette equation en utilisant
cette approximation pour ™ racine.

On remarquera que cette décomposition, propre aoveriance triangulaire, ne préjuge en
rien du systeme considéré : nous n’avons utilid&gquation, ni les conditions aux limites de
la poutre, mais seulement la fonction de covariance du chamipék.

En résumé, nous avons les fonctions propres suivantes :
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- pourn impair:
2Lw, coq w;s) + 4sif{w,9)

fo(s) =
\/2L(6+L2Wn)- 4 cof 2w )+ L ; sifi Ruy)

n
N n+l.. , o . , iare .
ouw, est IaTlemesqutlon positive (i.e pour=1, c’est la £ solution, poun=3

c'est la ™ etc...) de I'équation suivante :

L 2
tan w,— =—
2  Lw,
- pourn® 2 pair:
f.(s)= ,/% cos(w ,9)
ou
_ 1Y
=(n-1NZ
w, =(n- 1)

2.2.3 Application

Pour n pair, une représentation graphique de la fonctfofw,) =tan Wn% - iL nous
w

n

donne le graphique de la Figure 40. Les racinestte fonction sont les valeurs de pour
né 2 pair.
&) L

- 1JJ34JSH
AN

Figure 40. f (1) =tan Wn% - iL pour L=5m

n

Une résolution numérique solathematicanous donne les valeurs suivantes payr.
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n w, (m?) /, (m)

1 0,344133 0,0337758

2 0628319  0,0101321

3 1,37025 0,0021304

4 1,88496 0,00112579
5 257492 0,000603299
6 3,14159 0,000405285
7 4,39823 0,000275305
8 5,65487 0,000206778
9 505811 0,000156344
10 5.65487 0,000125088

Table 14. Valeurs numeériques dget /., pour L=5m

003
0025 |
002
0015 |
001
0005

Figure 41. Valeurs propre$_ (en m) de la covariance de la flexibilité pour L=5m

Avec les expressions (249 ) et (257 ) nous obtenons les fonctions propées tians la

Figure 42.
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002

001

001

002

Figure 42. Quatre premieres fonctions propres de la covariance de la perturbation de la
flexibilité

En utilisant ces fonctions propres et valeurs propres nous pouvons constngre
approximation de la fonction de covariance en tronquant la série (F@wrdé=n calculant
erreur relative par rapport a I'expression exacte deecetivariance, nous constatons la

convergence de la série (Figure 44).
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ees

s

nombre de termes dans la série.

e~
T

7=

7=

Figure 43. Approximation de la covariance de la perturbation de la flexibilité de la poutre

par des décompositions spectrales tronqu
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o /.A M
kﬁf%ﬁn’# () ,r‘#@’v;\"f;w /
S

o b
SRR N
IR, RN

VAN /
I N

Figure 44. Erreur relative lors de la décomposition de la covariance de la perturbation de la
flexibilité de la poutre ;L=5m¢-=10%

2.2.4 Conclusion sur la méthode analytique

Les méthodes analytiques de décomposition spectrale de la covaaamgropres a chaque
type de covariance et nécessitent des développements mathématapersladt on trouvera
dans la littérature les décompositions de fonctions de covariarssggeles (ainsi dans [l11-3]

les décompositions des covariances exponentielles et triangulaires sont indiquées
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2.3 Décomposition numérique

Nous avons vu que la décomposition analytique exigeait un effort matiogée important
(résolution d’'une équation de Fredholm) et était propre au domaine d'd@tedéste une
méthode de décomposition numérique, basée sur une minimisation d'errauettpet
d’obtenir les valeurs et fonctions propres de n’importe quelle fonad®ncovariance
admissible sur des domaines quelconques [llI-3].

2.3.1 Théorie
Soit {h ({)} )} un jeu complet de fonctions dans I'espace de HilbkerChaque fonction

propref, ({ x}) de la covarianc@m({ % { y}) peut étre décomposée en :

(258) ACIS :di(k) h({ ¥)

La différencee, entre les deux membres de 'égalité ( 214 ) obtenue lors denleature de
cette série all®"*terme pour I&°™® mode propre est :

sy &(l4)= AV cU3{Y) pEY) ay h KW

Requérir que lerreur pour [e&k®*™ mode propre soit orthogonale aux fonctions
d’approximation conduit a :

(260) <ek({x}),hj({>§)>:o j=1,...N
Soit :
ey 47 (LGOI BEY) o) bR oy, D S axo

Cette équation permet de déterminekf4® fonction propre et valeur propre. Etant donné
qu'il s’agit d’une équation &l+1 inconnues (les coefficientd™ et la valeur propré, ),
introduisons une notation matricielle :

(262) Ci= o oCalH{Y)R(EY) ay n({ ) d
(263) B, = _h({%)h({}) ox

Les matrices{C] et [B] sont symétriques et définies positives. L'équafi@®l ) peut alors
s’écrire pour le modk :

(264) [c{d®} =/, [B){ d*}

2.3.2 Analogie avec un probléme mécanique discrétisé (éléments finis)

Il est intéressant de constater que la formulati®®4 ) est identique aux notations pres a celle
d’un probleme de détermination de fréquence prdpnee structure mécanique :

sy M) =Sl

Soit
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N T3 COETIDICR

Cette équation est similaire a celle définissant un probléme de vibrationssptapssle cadre
d’'une méthode de calcul par éléments finis. En effet, pour un sysi@ssédant une matrice

de rigidité [K] et de massgM], les K™ pulsation et vecteur propres sont obtenus en
résolvant I'équation :

(267) [K]{a®}- w2[M]{a®¥}=0

Par conséquent il suffit d’ajouter au code le calcul des msfi@et [B] pour disposer d'un

outil de résolution de I'équation ( 264 ). Par commodité I'équation ( 265 ) iav&ésée en
(266 ) car la plupart des codes de calcul sont congus pour retourner les plus ggtitescts
propres en premier, alors que pour notre développement nous avons begbirs deandes
valeurs propres. Par conséquent notre procédure de calcul condudoregpondances
suivantes dans le modele :

Données :

- la matrice k] est remplacée par la matricg [

- la matrice (] est remplacée par la matricg |

- Aucune condition aux limites n’est imposée au systeme.
Résultats

- la K™ pulsationuy retournée nous donne la valeur profiselon la relation :

(268) '« :%

k
- le vecteur propr({ q(k)} retourné suite au calcul nous donne les valeurs nodales de la
fonction propref, ({ x}) qui peut ensuite étre interpolée en utilisantdésnctions de

forme N, ({%) (n étant le nombre de nceuds du modéle) :

(269) fk({)}): ,n Ni({%)cfk)

2.3.3 Calcul des matrices [C] et [B] en utilisant un modele éléments finis

L'utilisation des fonctions de forme\, ({x}) comme base de fonctions dans I'expression
(262 ) conduit a:

oy Gim o GCHl3 R INEH) A N k) 4 K
Considérons d’abord le premier niveau d’intégration de I'équatid® () 2

(271) fi({xl}): DCm({)S}’{ X?})N({ )Q})C{ %

Les fonctions de forme possédant un support compact, le domainégdiiion peut étre
limité aux éléments entourant directement le néeddbter Di ce domaine eDe; le domaine

de I'élémenk nous permet d’écrire :
oy 047 (L O A )NE ) o 3

ki Di ( Déa
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Puis, en utilisant une intégration par points de Gauss :
nGauss

amy S0)= e () N8 ) wee 0, )

De méme, pour la variabled:
2y Gi= o BN () of o

I’baLISS

(275) = f({xj'g})Nj({%Z})%det( ‘]kz)

kol Dj j&r 1

Finalement, en substituahpar son expression ( 273 ), nous obtenons :

Gauss N Gauss

(276) Ci T “ C({Xiké}{ X )N({ )'gl}) V'ngt( i, ) N({ %}) W de( i, )

ki Dj jF1l K Dilg 1

Ou:
- Di est le jeu d’éléments entourant le naeud
- N; est la fonction de forme associée au neeud
- Ncauss€St le nombre de points de Gauss dans chaque élément ;

- {)g';i} est le vecteur des cqordonnéeSgﬁ’ﬂ‘epoint de Gauss de I'élément;
- Wig est le poids associé @f"°point de Gauss ;
- J,,  estlamatrice Jacobienne de I'élémant

Pour la matriced] le calcul est plus simple : I'expression ( 263 ) correspond aatdaa de
masse du systeme pour une densité unitaire et un seul degré de liberté par nceud.

2.3.4 Implémentation

La procédure décrite préecédemment a été implémentée dandelede calcul par éléments
finis CAST3M. Les principales difficultés dans cette impléméon proviennent de
limpossibilité d’'utiliser des matrices élémentaires poucadéul de €], a cause du double
niveau d’intégration dans I'expression (262 ). Classiguement dans lesn&éfmis les
intégrations sont réalisées dans chaque €lément puis additionnée®poer le résultat sur
le domaine entier. Cette méthode ne peut étre utilisée icineaintégration globale doit étre
réalisée (expression (272 )) avant une deuxiéme intégratiore¢siqm ( 274 )). Cependant,
de par le support compact des fonctions de forme ces intégratiovesnpétre limitées aux
éléments possédant le nceud inspecté (le jeuDialéns I'expression ( 272 )). Un autre souci
plus pratigue concerne la manipulation de données internes : un superélément incluant tous les
nceuds du modéle doit étre utilisé pour stocker la matdtépleine et non décomposable en
matrices élémentaires).

2.3.5 Test de la méthode numérique

Nous allons maintenant tester la méthode dans le cas d’'un domaine ansidinmel pour
lequel les solutions théoriques sont connues. Cependant comme la méthodde n’
implémentée que pour des éléments tridimensionnels sous CAST3M, llomssla tester

pour une fonction de covariance unidimensionnelle (expression (286 )) sur un domaine
tridimensionnel : une poutre maillée avec des éléments parall@é@pipé (Figure 45). La
fonction de covariance choisie est donc :
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(277) C, ({ X} Xz}) = eXIO(- | % Xml)

ol x11 etxy; sont les premieres coordonnées des vectewy®f { x,} respectivement.

Figure 45. Domaine maillé avec 50 éléments

Les résultats numériques convergent vers les \aakmalytigues quand la densité de maillage
augmente (Figure 46).

Nombre d’'élémen

Figure 46. Différence relative entre les valeurs propres numériques et analyigdesction
du nombre d’éléments utilisés pour mailler la poutre

Pour les densités testées les plus élevées, learsd[Table 15) et fonctions propres (Figure
47) sont tres proches de celles prévues par lai¢héo
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Différence
relative

15 Mode  7.388324E-01 7.388110E-01  0.0029%
2*™Mode  1.380217E-01 1.380040E-01  0.0128%
3°™Mode 4.510630E-02 4.508800E-02  0.0406%
4°™Mode 2.134663E-02 2.132900E-02 0.0827%
5°™Mode 1.229677E-02 1.227900E-02  0.1448%
6°™Mode  7.963228E-03 7.945371E-03  0.2248%

Numérique  Analytique

Table 15. Valeurs propres numériques et analytiques pour 50 éléments

1° Mode
2°™ Mode

3*™ Mode

4°™ Mode

Figure 47. Modes propres numériques (gauche) et analytiques (droites)

2.3.6 Conclusion sur la méthode numérique

La méthode numérique présentée ici permet de disposer, sous forakeus nodale, des
fonctions propres de la covariance d'un champ aléatoire sur un domaime @é§ données
peuvent ensuite étre utilisées dans un calcul stochastique.

2.4 Analyse paramétrique de l'effet de la longueur de corrélation
sur la décomposition de Karhunen-Loéeve

La décomposition en série de Karhunen-Loéve pose le probleme tndaeur de

corrélation. Pour une longueur de corrélation nulle, le processusiaéast un bruit blanc
(chaque point du domaine est une variable aléatoire indépendante) at pripé&tre simulé.
Avec la méthode des fonctions de forme, si la longueur de dwreldiminue, il faut

diminuer la taille des mailles du domaine pour continuer a simellehdmp. De la méme
maniére peut-on simuler des processus aléatoires de n'importe kpmgjueur de corrélation
avec la décomposition KL méme en augmentant le niveau de troncature ?

2.4.1 Présentation de I'analyse paramétrique

Modéle
Nous considérons ici une covariance exponentielle :
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(278)

sZ est I'écart-type du processus aléateiren un poink ;

| est la longueur de corrélation (c’est ce parameétre que nous allons faarg var
Afin de pouvoir représenter facilement les fonctions de covarianegpate est mono-
dimensionnel (comme I'abscisse le long d’une poutxg): [0, L].
Afin de simplifier I'étude I'écart-type du processus aléatoire seésacpnstant.

Solution analytique

Les valeurs et fonctions propréset 7i(x) de cette fonction de covariance sont données dans
[111-3], en distinguant les cas pair etn impair :

Pour n impair
Lesw, sont les solutions successives de I'équation

:—L- wtan LW: 0
I 2

(279)

Les valeurs propres sont alors données par :
2s?L

(280) /o 1+ L°w?
Les vecteurs propres sont :
L
cos W, X- 5
f.(x)=
(281) ) L . sin(w,L)
s S W L 5
2 2w

n

Pour n pair
Lesw, sont les solutions successives de I'équation

W+:—Ltan LW =0
(282) | 2

Les valeurs propres sont données comme précédemment par :
/= 2s%L
(283) " 1+

Les vecteurs propres sont cette fois :

. L
sin w, x-—
2

f.(x)=

2 2w

n
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Ces solutions numériques présentent I'inconvénient de nécessitéeramidation numérique

des racines de deux fonctions, cette détermination étant rendue cempaide caractere tres
variable de ces fonctions qui possedent des discontinuités multipldsegprdes racines,
surtout pour les pairs (Figure 48).

40 L
100

Figure 48. Exemple de deux fonctions dont les racines donnent les valeurs propres de la
fonction de covariance (pour n impair a gauche et n pair a droite) ; L=1, =1,

Données
L’écart-type du processus aléatoire sera pris arbitrairement &gal a

Nous ferons varier la longueur de corrélationg% a L. La représentation de ces deux

covariances extrémes est donnée Figure 49 ; noumsdieffet de la longueur de corrélation
sur la forme de la fonction de covariance : plus elle dimiflus,la créte se resserre.

=0,2L
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Figure 49. Covariances extrémes utilisées , L=1. L'effet « dmtie » est due au logiciel
de tracage.

2.4.2 Résultats

Spectres obtenus

Intéressons-nous d’abord aux spectres obtenus, &’dse aux premieres valeurs propres
de I'équation ( 190 ). Sur la Figure 50 nous voyoms lgs spectres sont relativement proches
les uns des autres. En fait pour des longueurs délation importantes la covariance peut
étre approximée par une troncature aux tous premiergsetmla décomposition spectrale, ce
n'est plus le cas pour des longueurs faibles : halbre de termes utilisés est insuffisant pour
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représenter de telles variations (Figure 51). Ce n’est donc pasladapectre qu'il faut

chercher les effets de la longueur de corrélation, mais ¢emmeur de troncature an

terme.

Valeur propre

0.006

ieme

0.005 -

0.004

0.003 -

0.002 -

0.001 -

0

LLLLLLL

100% 80% 60% 40% 20% 10% 2%

Rapport entre la longueur de Corrélation et la long ueur de l'intervalle de définition

Figure 50. Spectre pour différentes longueurs de corrélation
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de la Figure 49
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Figure 51. Valeurs exactes et recompos
d

Erreur de troncature
Une étude de la convergence des séries de Karhunen

wifdenctions de

covariance a été realisée dans [IV-4], avec la conclusion quéapltection de covariance

était réguliere, plus la convergence était rapide,

eve poum

Lo

et donc quamdidn de covariance

triangulaire convergeait plus lentement qu’'une fonction de covarexpmnentielle, qui elle-

t plus lentement qu'une fonction de covarianceypse sinusoidale

méme convergeai

(- y)/(% ).
On peut se poser la question de la relation entre I'erreurodeature et la longueur de

corrélation. On peut constater que plus la longueur de corrélatidailde, plus la fonction

de covariance varie rapidement et donc,

(sin

selon les conclusions dgl[@vreur de troncature

fie dans le tracé de I'erfeswlae entre la covariance exacte et

eri
celle obtenue par troncature au dixieme terme de sa d

longueurs de corrélation (Figure 52).

doit augmenter. Cela se v

tes

eren

7

is@niempour diff

ecomposi

7
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