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INTRODUCTION GÉNÉRALE
L'intérêt de 
ontr�ler les feux de 
ir
ulation pour éviter ou réduire la 
ongestion dansun 
arrefour à feux n'est plus à démontrer. En effet, les feux tri
olores permettent, enpremier lieu, de supprimer 
ertains points 
on�i
tuels en partageant dans le temps l'utili-sation d'un même espa
e, la zone de 
on�it pré
isément, entre des �ux 
on�i
tuels. Parle 
hoix des durées de 
haque état des feux, et la syn
hronisation des feux entre eux,ils permettent aussi de gérer l'é
oulement de la demande. Cependant, bien que plusieursre
her
hes dans le domaine soient réalisées, les efforts menés jusqu'à présent laissenten
ore le problème de la régulation des 
arrefours 
omplètement ouvert.Une des dif�
ultés tient à la variabilité de la demande du tra�
. La demande de tra�
sur une entrée de 
arrefour varie de façon importante au 
ours d'une même journée, et uneexploitation en temps �xe (phases et 
y
les �xés) ne permet pas d'offrir un bon niveaude servi
e aux usagers. Il faut don
 
her
her à adapter l'offre de l'infrastru
ture à lademande du tra�
, selon différents 
ritères, 
omme le temps d'attente de tel ou tel typed'usager, le nombre d'arrêts, la 
onsommation de 
arburant, la pollution. D'où la né
essitéde systèmes de régulation de tra�
 plus dynamiques.De manière s
hématique, un système de 
ontr�le dynamique du tra�
 est un systèmequi dispose de 
apteurs lui donnant des informations sur l'état du tra�
, et notamment,le nombre de véhi
ules sur 
ertaines rues ou interse
tions du réseau routier. Les informa-tions obtenues sont alors transmises à un 
al
ulateur qui a pour mission de donner aux
ommandes les valeurs (durée et syn
hronisation des feux) permettant de minimiser une
ertaine fon
tion exprimant la 
ongestion du réseau routier. Il peut s'agir 
omme fon
-tion, de la longueur des �les d'attente aux interse
tions, du temps moyen d'attente auxfeux, du temps moyen d'attente de la plus longue �le d'attente, et
. Dans un système de
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ontr�le dynamique, la durée des feux serait don
 re
al
ulée à intervalle régulier dont lesou
i d'éviter ou minimiser la 
ongestion.Cependant, les systèmes de transport sont des systèmes dynamiques sujets à des li-mitations d'ordre physique et d'autres sont di
tées par des impératifs de sé
urité. Ceslimitations se traduisent dans la majorité des 
as par des 
ontraintes sur les variablesd'état et/ou la 
ommande. La prise en 
ompte de telles 
ontraintes dans la 
on
eption duplan de feux est don
 né
essaire. Notre travail s'ins
rit dans 
e 
adre pour la régulationdes 
arrefours isolés.La régulation du tra�
 dans un 
arrefour à feux 
on
erne en général deux obje
tifsdistin
ts : la �uidi�
ation ou la résorption de 
ongestion. Dans le premier 
as, on évitede se retrouver dans une situation de tra�
 très dense en essayant d'ajuster les duréesde 
ommutations des feux en fon
tion de la demande d'af�uen
e au 
arrefour : 
'est unea
tion a priori. Dans le se
ond 
as, on est 
onfronté à un tra�
 saturé (état de 
ongestion).Dans 
e 
as, il faudra agir a posteriori.Dans 
e mémoire, nous nous intéressons essentiellement à un travail en amont (a
tiona priori) permettant d'éviter la 
ongestion en forçant les �les d'attente à ne pas dépasserle niveau du tra�
 
orrespondant à l'optimum opérationnel des lignes. Plus pré
isément,nous proposons des 
ommandes par retour d'état basées sur le 
on
ept d'invarian
e posi-tive des ensembles et permettant d'atteindre notre obje
tif. Le prin
ipe de 
ette appro
heimplique que toutes les traje
toires issues d'un ensemble y restent.Plan de la thèseCe mémoire est stru
turé en quatre 
hapitres.Le premier 
hapitre présente tout d'abord les 
arrefours à feux ainsi que les différentséléments les 
ara
térisant. Les notions essentielles pour la régulation du tra�
 aux abordsdes 
arrefours sont ensuite présentées. Une deuxième partie est 
onsa
rée à la modéli-sation des 
arrefours signalisés à deux phases et à trois phases dans le 
as où le 
y
ledes feux est 
onstant ou variable. Une dernière partie est 
onsa
rée à la présentation, nonexhaustive, des méthodes développées pour la gestion et la régulation des 
arrefours. Lesrésultats relativement 
omparables aux n�tres sont présentés de façon détaillée a�n de dé-gager 
lairement notre 
ontribution. En�n, nous terminons le 
hapitre par une 
on
lusionet la formulation du problème de la 
ommande de 
e travail.Le deuxième 
hapitre est 
onsa
ré à la solution de notre problème de la 
ommandepar l'appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI). Après avoir exposé quelquesdé�nitions et résultats utiles donnés dans la littérature dont nous aurons besoin dans la



xviisuite, nous donnons sous forme LMI des 
onditions né
essaires et suf�santes pour qu'unensemble ellipsoïdal soit à la fois un ensemble positivement invariant de notre système et àla fois in
lus dans l'ensemble des 
ontraintes sur l'état et la 
ommande. Ces résultats sontappliqués aux modèles de transport établis dans le 
hapitre 1. Deux 
as sont étudiés : 
eluidont le 
y
le des feux est 
onstant est d'abord analysé, ensuite, nous nous intéressons au
as où le 
y
le des feux est variable a�n d'adapter la stratégie de 
ommande de manièreef�
a
e aux variations permanentes du tra�
.Le 
ara
tère restreint des domaines ellipsoïdaux établis dans le 
hapitre 2 nous aamené à avoir re
ours à l'appro
he (A;B)-invarian
e pour la solution de notre problèmede 
ommande dans le 
hapitre 3. Après avoir exposé quelques résultats utiles, nous don-nons sous forme de relations matri
ielles linéaires des 
onditions né
essaires et suf�santespour que l'ensemble des 
ontraintes sur l'état soit un domaine 
andidat à l'invarian
e enbou
le fermée au lieu de 
onstruire un domaine ellipsoïdal 
andidat. Comme dans le
hapitre 2, 
es résultats sont ensuite appliqués aux modèles de transport établis dans le
hapitre 1 pour le 
as où le 
y
le des feux est 
onstant ou variable.Le 
hapitre 4 se fo
alise sur l'apport que pourrait avoir les te
hniques de l'intelligen
earti�
ielle pour la prévision des �ux d'entrée au 
arrefour a�n de garantir la faisabilité entemps réel des 
ommandes proposées. Dans 
e sens, les réseaux de neurones sont utilisés.Ainsi, deux modèles neuronaux sont proposés pour la prévision. D'abord le per
eptronmulti-
ou
hes et ensuite la 
arte auto-organisatri
e. Dans une dernière partie, 
es travauxsont appliqués sur un exemple en utilisant les données d'un 
arrefour réel du boulevardAnatole Fran
e de la ville de Belfort a�n de montrer l'intérêt des résultats proposés.En�n, nous 
on
luons 
e mémoire en résumant les 
ontributions de 
e travail et enprésentant quelques perspe
tives de nos travaux.
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CHAPITRE 1GÉNÉRALITÉS SUR LA RÉGULATIONDU TRAFIC DANS UN CARREFOUR ÀFEUX
1.1 Introdu
tionAu 
ours des dernières années, le développement de la 
ir
ulation routière a 
onnuune augmentation majeure. L'amélioration du niveau de vie moyen et du taux d'équipe-ment des ménages a permis au plus grand nombre d'a

éder au dépla
ement en véhi
uleparti
ulier. Dans le même temps, le tra�
 routier de mar
handises a 
onnu une progres-sion aussi vive. Nous avons don
 assisté à une 
ourse entre la 
roissan
e du tra�
 routieret les progrès quantitatifs et qualitatifs de la voirie. Cette quantité d'a
tions génère desproblèmes au niveau de la �uidité du tra�
, d'où l'apparition des phénomènes de 
onges-tion.La 
ongestion des réseaux routiers est un des problèmes majeurs de la 
ir
ulation. Ellese produit de façon quasi-quotidienne. Elle est sour
e de perte de temps, d'augmentationde la 
onsommation d'énergie, de la nuisan
e et de la détérioration de l'environnement.La solution aux problèmes de 
ongestion routière ne passe pas toujours par la 
onstru
tionde nouvelles routes, 
omme 
ela se faisait dans un passé ré
ent. La tendan
e a
tuelle estplut�t à une meilleure utilisation des infrastru
tures existantes.La régulation du tra�
 a vu le jour ave
 l'augmentation exponentielle du nombre devéhi
ules 
ir
ulant dans les zones urbaines. Hormis la 
ongestion issue de 
ette 
rois-
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 dans un 
arrefour à feuxsan
e, l'insé
urité routière a fait prendre 
ons
ien
e de la né
essité d'avoir re
ours à desméthodes de régulation de �ux de véhi
ules.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous dé
rivons d'une manière détaillée un 
arrefour àfeux. Ce
i passe par la dé�nition des différents éléments le 
ara
térisant. Ensuite, nousprésentons deux modèles sous forme d'équation d'état d'un 
arrefour à deux phases et àtrois phases. Deux 
as sont étudiés : 
elui où le 
y
le des feux est 
onstant et le 
as où le
y
le des feux est variable. Une fois que les modèles sont établis, nous introduisons lesnotions essentielles pour la régulation du tra�
 aux abords des 
arrefours. Une deuxièmepartie est 
onsa
rée à la présentation, non exhaustive, des méthodes développées pour lagestion et la régulation des 
arrefours. Les résultats relativement 
omparables aux n�tressont présentés d'une façon détaillée a�n de dégager 
lairement notre 
ontribution.1.2 Petit historiqueLe premier feu de 
ir
ulation utilisé dans le domaine remonte au sémaphore à 
om-mande manuelle utilisé à Londres dès 1868 [1℄. Le premier feu de 
ir
ulation éle
triqueaux Etats-Unis a été développé par James Hoge et installé à Cleveland, Ohio, en 1914 [2℄( Figure 1.1). Ce
i a été suivi par l'introdu
tion de feux inter-
onne
tés en 1917 dans

FIGURE 1.1 � Le premier feu de 
ir
ulation éle
trique à Clevelandla ville de Salt Lake, Utah [3℄. A 
e moment, la propriété et l'utilisation de l'automobileétaient en pleine expansion et l'ef�
a
ité du 
ontr�le des feux de 
ir
ulation a été re
on-nue. La 
ir
ulation automobile 
roissante dans les rues a 
onduit au développement et àl'implémentation des signaux a
tionnés en 1928 [4℄.
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ription d'un 
arrefour à feux 3Depuis, les te
hnologies de 
ontr�le des feux de 
ir
ulation ont 
onnu une 
rois-san
e rapide et les feux de 
ir
ulation sont devenus un élément essentiel des systèmes de
ontr�le et de gestion du tra�
 moderne d'aujourd'hui. Du point de vue de l'appli
ation,les feux de 
ir
ulation sont utilisés pour 
ontr�ler l'affe
tation du droit de passage desvéhi
ules ou des piétons aux endroits où des 
on�its potentiellement dangereux existent,ou lorsque des dispositifs passifs (panneaux, marquages) ne fournissent pas un 
ontr�leadéquat du tra�
.1.3 Des
ription d'un 
arrefour à feuxLe 
arrefour à feux représente un espa
e de 
onvergen
e de différents a
teurs du trans-port. C'est un n�ud important dans le réseau de transport urbain permettant d'é
ouler oude sto
ker des �ux de véhi
ules selon la variation du tra�
. Son fon
tionnement dépendde divers fa
teurs liés à la géométrie de l'aménagement et à son environnement. Ainsi, il
onstitue un terrain sensible pour les 
on�its de tra�
 et en même temps, il est 
onsidéré
omme un levier important en matière de régulation du tra�
 urbain.1.3.1 Cara
téristiques d'un 
arrefour à feuxD'après la dé�nition donnée par le livre de référen
e en matière d'ingénierie du tra�
routier [5℄, un 
arrefour est situé à la ren
ontre de plusieurs rues déterminant des 
ouloirsd'entrée et de sortie. La mise en pla
e d'un système de feux à un 
arrefour réalise uneséparation dans le temps de l'admission de différents �ux de véhi
ules.Pour étudier une interse
tion routière, nous nous limitons tout d'abord à l'analysed'une interse
tion routière à deux phases et à quatre bran
hes que nous pouvons quali�er
omme étant un 
arrefour élémentaire (voir �gure 1.2). L'étude des autres types d'inter-se
tion sera ramenée à 
e type simple de 
arrefour. Ce
i peut être réalisé, soit en dé
om-posant 
eux qui sont 
omplexes en plusieurs 
arrefours élémentaires, soit en ajoutant destronçons �
tifs pour les interse
tions à moins de quatre bran
hes.Dans 
haque interse
tion, nous pouvons identi�er trois zones fon
tionnelles :� Zone de 
on�it : il s'agit de l'espa
e de 
roisement des routes. Autrement dit, 
'estla ressour
e 
ritique partagée par tous les véhi
ules qui traversent l'interse
tion ;� Zone de sto
kage : en amont de la zone de 
on�it, elle est l'entrée empruntée parles véhi
ules ;� Zone de sortie : en aval de la zone de 
on�it, elle permet le soulagement de 
ettezone.
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Zone de stockage

Zone de sortie

Zone de sortie
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Z
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to

ck
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e

Zone de stockage

Zone de
conflit

Z
on

e 
de

 s
to

ck
ag

ePSfrag repla
ementsR1 R2
R3

R4FIGURE 1.2 � Interse
tion à quatre bran
hes ave
 mouvement tourne-à-gau
he à prioritéà droite (sans dépla
ements pédestres)Pour bien 
omprendre le fon
tionnement d'un 
arrefour, un 
ertain nombre d'élé-ments doivent être dé�nis :

(1,4)Tourne−à−gauche

4

1

2

3

(1,2)Tourne−à−droite
(1,3)Tout droit 

FIGURE 1.3 � Courants de �ux dans un 
arrefour élémentaireCouloir et tronçon : Un 
ouloir est 
ara
térisé par sa largeur, son nombre de voiesainsi que par les sens de 
ir
ulation ; 
ertaines de 
es voies peuvent être affe
tées à un
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ourant parti
ulier appelées voies spé
iales. Les 
ourants de véhi
ules sont soit dire
ts,soit des 
ourants de tourne-à-gau
he ou tourne-à-droite (voir �gure 1.3). Une voie spé-
iale pourrait être affe
tée à un 
ourant tourne-à-gau
he ou tourne-à-droite. Un tronçond'un 
arrefour représente 
haque 
ouloir d'entrée et de sortie. Ainsi, il peut 
ontenir plu-sieurs voies. Chaque voie é
oule un mouvement de véhi
ules unidire
tionnel. Un tronçonest 
ara
térisé par plusieurs paramètres, entre autres, sa longueur qui représente la mesureen mètres de la distan
e séparant la ligne géométrique où sont implantés les feux asso
iésau tronçon (
ette ligne est 
onsidérée 
omme la sortie du tronçon) et la ligne géométriqueen amont 
onsidérée 
omme l'entrée de 
e tronçon (voir �gure 1.4)
Longueur du tronçon

Entrée du tronçon Sortie du tronçon

Feux

Voie1

Voie2

FIGURE 1.4 � Ensemble des éléments d'un tronçonCon
entration maximale et 
apa
ité de sto
kage d'un tronçon : La 
on
entrationmaximale d'un tronçon est le nombre maximal de véhi
ules que l'on peut sto
ker parmètre linéaire dans le tronçon. Si un tronçon j est 
omposé de deux voies et, sa
hantque la 
on
entration d'une voie est de 0.2véh/m, alors la 
on
entration de 
e tronçon estde 2*0.2=0.4véh/m. La 
apa
ité de sto
kage d'un tronçon représente le nombre maximalde véhi
ules que l'on peut sto
ker sur toute sa longueur. En d'autres termes, la 
apa
itéreprésente la somme des 
on
entrations des voies 
omposant le tronçon multipliée par lalongueur du tronçon.Débit de saturation d'une entrée : Le débit de saturation à l'entrée d'un 
arrefour àfeux est le nombre maximum de véhi
ules pouvant utiliser le tronçon sans interruptionpar unité de temps, le feu étant 
ontinuellement au vert. C'est un paramètre de dimensiontemporelle. Pour 
haque voie, il est exprimé en unités de véhi
ules parti
uliers par heurede feu vert. Ainsi, par exemple, on adopte souvent les valeurs de référen
e suivantes :s=1820 uvp/h/voie dans une agglomération importante, s=1650 uvp/h/voie dans une pe-tite agglomération. Ces valeurs peuvent être ajustées en fon
tion de divers fa
teurs liés àla géométrie de l'aménagement du 
arrefour et à son environnement (taille de l'agglomé-ration, visibilité,...).



6 Chap 1. Généralités sur la régulation du tra�
 dans un 
arrefour à feux1.3.2 Cara
téristiques des feux d'un 
arrefourEn raison de l'insé
urité qui existe à l'appro
he des 
arrefours, notamment 
eux desgrandes agglomérations, de nombreux 
arrefours sont équipés de feux tri
olores. Notonsque l'implantation de 
es feux doit respe
ter la géométrie d'un 
arrefour.Etats des feux : Un feu tri
olore est un signal lumineux 
ommandant le passage libre(feu vert), toléré (feu orange) ou interdit (feu rouge) du tra�
 des véhi
ules. Ces différentes
ouleurs sont nommées les états de feux. Le 
hangement de feu d'un état à l'autre estappelé 
ommutation. Pour la sé
urité des usagers, le temps de passage par état doit aumoins durer une période minimale, �xée par les exploitants. Contrairement aux durées dufeu vert ou du feu rouge, la durée du feu orange est invariable et est �xée à trois se
ondes.Rappelons quelques 
on
epts essentiels de la signalisation à feux :Cy
le : Les indi
ateurs des feux - vert, orange, rouge - se su

èdent à l'intérieur d'un
y
le, dé�ni 
omme étant la durée 
onstante séparant deux passages su

essifs de l'en-semble des signaux par le même état.Phase : Le 
y
le est partagé en phases, temps pendant lequel un ou plusieurs 
ourantssont admis dans le 
arrefour. Une phase est dite spé
iale quand elle a pour seul but defavoriser l'é
oulement d'un mouvement tournant. Elle est dite saturée lorsqu'un véhi
uleau moins de 
ette phase est 
ontraint d'attendre plus d'un 
y
le pour fran
hir le 
arrefour.Le 
arrefour est lui-même saturé quand au moins une des ses phases est saturée.Vert effe
tif : On appelle temps de vert effe
tif, la somme du temps de vert réel et dutemps de l'orange (qui est souvent de 3 ou 5 se
ondes selon la vitesse d'appro
he dans le
as d'un 
arrefour urbain ordinaire).Vert utile : On dé�nit le temps de vert utile, en retran
hant du temps de vert effe
tif letemps perdu (somme des temps perdus au début du vert, 
'est-à-dire au démarrage, et dutemps perdu en �n de phase). Les temps perdus par phase se situent en moyenne autourde 8 se
ondes [6℄.Rouge utile : On appelle rouge utile la différen
e entre la durée du 
y
le est 
elle duvert utile. Pour des raisons de sé
urité, à la �n de 
haque phase, l'ensemble des feuxdu 
arrefour est maintenu au rouge pendant une 
ertaine durée, appelée rouge intégral.
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ription d'un 
arrefour à feux 7Dans le 
as d'un 
arrefour simple à 4 bran
hes par exemple, on adopte une durée de rougeintégral de 2 se
ondes.Le plan des feux d'un 
arrefour signalisé : Considérons l'interse
tion montrée dansla �gure 1.2. On 
onstate qu'il y a deux paires de 
ourants en 
on�it, à savoir la pairede 
ourants provenant des rues R1 et R2 et la paire de 
ourants provenant des rues R3 etR4. En supposant que les mouvements dominants sont les mouvements dire
ts (aller toutdroit) et que les mouvements de tourne-à-gau
he sont soumis à la priorité à droite, nouspouvons dé
ouper le 
y
le en 2 phases, i.e. Phase I et Phase II.Supposons que les durées des phases I et II soient identiques et que la séquen
e desphases soit �xe. Les feux installés aux rues R1 et R2 sont d'abord verts, puis rougespour que les feux aux rues R3 et R4 deviennent à leur tour verts ; et ainsi de suite. Lesdeux phases se su

èdent, 
onstituant un 
y
le. Le plan des feux pour 
ette interse
tionest illustré dans la �gure 1.5. Pour des raisons de sé
urité, à la �n de 
haque phase,l'ensemble des feux de l'interse
tion est maintenu au rouge pendant une 
ertaine durée,appelée rouge intégral. La stratégie de régulation dépend de l'état du tra�
 estimé grâ
eaux mesures réalisées. Ainsi, la �uidité du tra�
 est généralement la mission du systèmede régulation qui dé
ide de la durée de 
haque phase et de la séquen
e des phases.
Vert effectif

Temps

Phase I

Rouge intégral

Phase II

CycleFIGURE 1.5 � Exemple de séquen
e de phasesAinsi, l'équation qui dé
rit le plan des feux dans 
et exemple est donnée par :
y
le = Vert effe
tifPhase I + Vert effe
tifPhase II + Rouge intégral (1.1)Notons que dans la suite de 
ette thèse, nous négligerons le rouge intégral puisqu'il est�xe et indépendant de la durée du 
y
le et du vert effe
tif. Ce
i fa
ilite d'une part les
al
uls et d'autre part n'a au
une in�uen
e sur les résultats obtenus par notre appro
he.1.3.3 Dé
oupage en phasesLa dynamique du tra�
 dans un 
arrefour à feux peut être dé
oupée en un nombre �nide �ux (phases) interagissant entre eux. Ce point joue un r�le essentiel dans toute analyse
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 dans un 
arrefour à feuxdu fon
tionnement d'un 
arrefour. En effet, l'obje
tif est de parvenir à un fon
tionnementoptimum, minimisant le nombre de phases ainsi que la 
harge de 
ha
une d'entre elles.A�n de dé�nir proprement le dé
oupage en phases, il est né
essaire de dé�nir la notionde 
on�it.Notions de 
on�itsL'a
tivité aléatoire du tra�
 dans un 
arrefour simple ou à feux génère des situationsde 
on�it. Un point 
on�i
tuel résulte de la ren
ontre, en un même lieu, d'au moins deuxmouvements de mobiles ave
 un angle non nul. La zone de 
on�it d'une interse
tionquel
onque est 
onstituée de l'ensemble des points 
on�i
tuels. Certains trouvent unesolution dans le respe
t du 
ode de la route. Cependant, ils doivent être examinés ave
soin en fon
tion de la visibilité et de l'importan
e respe
tive des mouvements (Cf. laréglementation en vigueur dans [7℄). D'autres doivent être systématiquement éliminésdès lors que l'on implante une signalisation lumineuse tri
olore verti
ale. Nous pouvons
lasser généralement les situations de 
on�it en trois grandes 
atégories.Con�its primaires : Ces 
on�its sont issus de la ren
ontre de deux mouvements sé-
ants. Soit une ren
ontre véhi
ule-véhi
ule soit véhi
ule-piéton. La �gure 1.6 illustre lesdeux situations 
on�i
tuelles de types primaires.
Véhicule−piéton

 

Véhicule−véhiculeFIGURE 1.6 � Con�its primairesCon�its se
ondaires : Ces types de 
on�its ne sont pas interdits, mais ils 
onstituentun obsta
le gênant. Pour remédier à 
es situations 
on�i
tuelles, nous adoptons les règlesde 
ode de la route qui dé�nissent les priorités respe
tives. La �gure 1.7 donne une expli-
ation de 
es types de 
on�its.
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Tourne−à−droite rencontrant des piétonsTourne−à−gaucheFIGURE 1.7 � Con�its se
ondairesCon�its tertiaires : Nous pouvons dire que 
ette 
atégorie n'est pas vraiment une situa-tion de 
on�it. Cependant, dans 
ertains 
as pré
is, nous pouvons être amenés à séparerles 
ourants. En effet, 
'est une sorte de séparation entre les différents types de véhi
ules(voir �gure 1.8). Par exemple, on donne la priorité à des voies de haute fréquentation.

Voie étroites empruntées par

 

Voie d’insertion trop courte
fort pourcentage de poids loursFIGURE 1.8 � Con�its tertiairesToutes 
es différentes situations 
on�i
tuelles peuvent être regroupées dans une ma-tri
e, appelée matri
e des 
on�its. C'est une matri
e regroupant les différentes situations
on�i
tuelles dans un 
arrefour. Elle est obtenue à partir du repérage préalable des dif-férents mouvements traversant le 
arrefour. Les mouvements des piétons sont aussi prisen 
ompte au même titre que 
eux des véhi
ules. Pour plus de détails sur la matri
e de
on�its, nous invitons le le
teur à 
onsulter la référen
e [8℄.1.3.3.1 Appro
he du dé
oupage en phasesPour obtenir un dé
oupage en phases des différents mouvements traversant un 
arre-four, plusieurs appro
hes, théoriques ou empiriques, permettent de le faire. Les méthodesthéoriques, utilisant les données fournies par la matri
e des 
on�its, font appel à la théoriedes graphes. Quant à la démar
he empirique, elle est basée sur l'observation du 
ompor-tement moyen de l'automobiliste.D'une manière générale, on s'effor
e d'élaborer un phasage qui :� supprime ou minimise les 
on�its ;
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 dans un 
arrefour à feux� prend en 
ompte les piétons : 
heminement, temps de traversée, sé
urité ;� tient 
ompte de la géométrie existante.Cas des 
arrefours à quatre bran
hes : a priori, on 
her
he à se rappro
her d'unfon
tionnement à 2 phases (�gure 1.9), en utilisant au mieux les possibilités d'adaptabilitédes matériels.

PhaseIIPhaseIFIGURE 1.9 � Deux phases simples : mouvements de tourne-à-gau
he peu importantsSi le dé
oupage pré
édent ne permet pas d'assurer une sé
urité et une �uidité suf�-sante, on examine dans 
e 
as un fon
tionnement à 3-phases ave
 un mouvement tourne-à-gau
he (voir �gure 1.10).
           PhaseII

PhaseI PhaseIIIFIGURE 1.10 � Trois phases : absen
e de voie spé
ialisé de tourne-à-gau
heEn dernier ressort, si 
e dé
oupage ne satisfait pas nos besoins, on examine don
 le
as d'un dé
oupage à 4-phases. Toutefois, une telle pratique est peu souhaitable en raisondes temps d'attente imposés.Cas des 
arrefours à trois bran
hes : Tout d'abord, on 
her
he un fon
tionnement à2-phases selon le s
héma suivant (�gure 1.11) :
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PhaseIIPhaseIFIGURE 1.11 � Phasage simple d'un 
arrefour en TCe type de 
arrefour 
orrespond généralement à l'interse
tion d'une voie prin
ipalesupportant un important tra�
 et d'une voie se
ondaire à plus faible 
ir
ulation.Si les mouvements tourne-à-gau
he sont importants et s'il existe une voie spé
ialisée,on peut envisager un fon
tionnement à 3-phases 
omme le montre la �gure 1.12.

PhaseIIPhaseI PhaseIIIFIGURE 1.12 � Fon
tionnement à trois phases1.3.4 L'é
oulement du tra�
 dans un 
arrefour à feuxGénéralement, on asso
ie à 
haque 
arrefour une liste des entrées et une liste dessorties. Ces listes sont dé
rites par des mouvements. Chaque mouvement est dé�ni 
ommeétant un par
ours de véhi
ules allant d'une entrée vers une sortie. Ainsi, par exemple,pour un 
arrefour à feux simples à quatre bran
hes (élémentaire, voir �gure 1.3), nousdistinguons trois mouvements de �ux pour le tronçon 1 :� (1,2) mouvement tourne-à-droite� (1,3) mouvement dire
t� (1,4) mouvement tourne-à-gau
heIl faut noter que le mouvement tourne-à-gau
he pose une 
omplexité majeur pour analyserle 
omportement des différents �ux qui entrent dans un 
arrefour. Par exemple, les véhi-
ules provenant d'une entrée du 
arrefour qui suivent le mouvement tourne-à-gau
he (1,4)perçoivent devant eux les véhi
ules du mouvement dire
t (3,1), le mouvement tourne-à-droite (3,4) et le mouvement tourne-à-gau
he (3,2). Don
, le mouvement tourne-à-gau
he(1,4) doit attendre jusqu'à 
e que la voie soit libre (la priorité à droite). En même temps,
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 dans un 
arrefour à feuxle mouvement tourne-à-gau
he (3,2) doit aussi 
éder la priorité à droite des mouvementsdire
t (1,3), tourne-à-droite (1,2) et tourne-à-gau
he (1,4).Dans un 
arrefour élémentaire (voir �gure 1.3), il existe environ 12 mouvements.Si nous 
onsidérons que l'é
oulement du tra�
 dans un 
arrefour suit une modélisationma
ros
opique ; 
ela signi�e que le mouvement est représenté par un segment dont les
ara
téristiques géométriques sont 
elles de l'aire qu'o

upent les véhi
ules. Pour 
haquemouvement, on dé�nit les grandeurs suivantes :� la longueur du mouvement représentant le par
ours moyen des véhi
ules.� la vitesse des véhi
ules.� la 
apa
ité de sto
kage des véhi
ules.La gestion de l'é
oulement du tra�
 s'effe
tue à travers la bou
le de régulation del'interse
tion (voir �gure 1.13). Cette bou
le est 
onstituée de deux parties qui sont l'in-terse
tion et le système de feux de signalisation asso
ié. L'interse
tion est 
ara
tériséepar sa géométrie, les véhi
ules qui s'y dépla
ent, les mouvements autorisés et les volumes
orrespondants. Le système de feux de signalisation asso
ié est 
hoisi en fon
tion de lapolitique de régulation de la ville, tout en assurant la sé
urité et la �uidité du tra�
.1.3.5 Bou
le de régulation d'une interse
tion isolée à feuxLe système de feux de signalisation asso
ié à une interse
tion urbaine est généra-lement un système 
omplexe qui ne se limite pas aux signalisations verti
ales et hori-zontales visibles par les 
ondu
teurs. En effet, des instruments de mesure, des postes de
ontr�le, un 
entral, des liaisons �laires ou GPRS, et
. sont souvent requis pour assurerle fon
tionnement de la régulation. Si nous limitons notre étude à une interse
tion iso-lée, nous pouvons au moins identi�er trois éléments qui 
omposent son système de feuxde signalisation (voir �gure 1.13). L'intégration de 
es trois éléments à une interse
tion
onstitue la bou
le de régulation du tra�
 à son niveau. Ces éléments sont :� Les dispositifs de signalisation : Il s'agit de l'ensemble des signaux verti
aux ethorizontaux transmis aux 
ondu
teurs pour assurer la sé
urité de passage des vé-hi
ules. Ils visent à éviter la ren
ontre des mouvements 
on�i
tuels. Dans le 
adred'une interse
tion isolée à feux, le système de signalisation verti
ale se distinguepar la présen
e de feux de signalisation. Par la suite, nous limiterons notre étudeaux feux tri
olores ;� Les infrastru
tures de mesure : Elles re�ètent l'état du tra�
 à travers ses diffé-rentes grandeurs. Ces grandeurs sont mesurées par des 
apteurs installés au niveaude l'infrastru
ture ;
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erveau de la bou
le de régulation. Il pré
ise en tempsréel les stratégies de régulation, en fon
tion des données issues de l'infrastru
turede mesure, a�n d'atteindre des obje
tifs bien pré
is, 
omme minimiser la longueurdes �les d'attente, le temps d'attente des véhi
ules, et
.

signalisation,...

Dispositifs de
signalisation

Plan de feux

Régulateur

Infrastructure 
de mesure

Boucles  életromagnétiques,...

Feux tricolores, Panneaux de

Couleur des feux

État du trafic

FIGURE 1.13 � Bou
le de régulation d'une interse
tion isolée1.3.6 Cara
téristiques du mouvement du tra�
On distingue trois grandeurs prin
ipales 
ara
térisant les mouvements du tra�
 dansun 
arrefour à feux.Débit des �ux : C'est le nombre de véhi
ules par unité de temps fran
hissant une ligned'entrée d'un tronçon. Nous partageons 
e débit en deux parties ; le débit d'entrée et ledébit de sortie. Notons que, 
ontrairement aux arrivées, les départs sont dépendants desdurées de 
ommutation de l'ensemble des feux d'un 
arrefour.Charge d'un 
arrefour : La 
harge Y d'une entrée est dé�nie 
omme le rapport entrele débit d'entrée mesuré q et le débit de saturation s. C'est don
 le rapport de la demandesur l'offre : Y = qs (1.2)
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 dans un 
arrefour à feuxCette dé�nition s'étend à l'ensemble du 
arrefour. La 
harge globale du 
arrefour est lasomme des 
harges de 
ha
une des phases :Y =X yp (1.3)La somme étant effe
tuée sur le nombre n de phases. yp représente la 
harge du 
ourantprépondérant de 
haque phase dé�nie par yp = Max(y
), où y
 dé�nit la 
harge des
ourants admis simultanément dans le 
arrefour au 
ours de la phase. Chaque phase se
ara
térise don
 par une 
harge 
orrespondant à 
elle de son entrée prédominante.Remarque 1.1 Si le 
ourant dire
tionnel ayant la plus forte 
harge est 
ommun à 2phases, on prend la 
harge immédiatement inférieure. Toutefois, il 
onvient de s'assu-rer que la somme de la 
harge immédiatement inférieure et de la 
harge prédominantede l'autre phase est supérieure à la 
harge du 
ourant utilisant les 2 phases. Dans le 
as
ontraire, 
'est 
ette dernière que l'on utilise. ILongueur des �les d'attente : 
ette variable 
orrespond au nombre de véhi
ules arrêtésderrière la ligne d'arrêt à un feu de 
ir
ulation. La longueur des �les d'attente 
onstituel'une des grandeurs majeures de l'évaluation d'une stratégie de régulation.1.3.7 Infrastru
ture de mesureIl existe de nombreux types de 
apteurs permettant les mesures dire
tes ou indire
tesdes variables de 
ir
ulation. Les deux prin
ipaux types de 
apteurs que l'on peut ren
on-trer [9℄, [10℄ sont :� Les 
apteurs enfouis dans la 
haussée :� Les bou
les éle
tromagnétiques : 
'est aujourd'hui le dispositif de mesure desparamètres du tra�
 le plus répandu dans le monde, tant en ville que sur les voiesrapides et les autoroutes urbaines. Il permet de mesurer les débits, le taux d'o
-
upation, la vitesse et l'é
art de temps inter-véhi
ulaire. Le 
apteur est 
onstituéd'une bou
le indu
tive, noyée dans le revêtement de la 
haussée. Le passage dela masse métallique d'un véhi
ule au-dessus de la bou
le provoque une variationdu 
hamp éle
tromagnétique. Cette variation se traduit par un 
réneau de tensiondont la longueur est liée à 
elle du véhi
ule et du 
apteur et au temps de passage.� Les déte
teurs latéraux :� Capteurs à ultrasons et à effet Doppler : 
e 
apteur est 
onstitué d'une antenne�xée sur un portique, lequel est positionné dans l'axe de la voie de 
ir
ula-tion. Cette antenne émet 
onstamment des ondes qui se propagent à une vitesse
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onnue. Lors du passage d'un véhi
ule, l'onde émise ren
ontre un obsta
le et estré�é
hie. A partir de la différen
e entre les fréquen
es de l'onde émise et de 
ellereçue, la vitesse du véhi
ule peut être estimée.� Capteurs optiques (vidéo) : le prin
ipe de 
es 
apteurs 
onsiste à utiliser une
améra vidéo et à traiter de manière automatique les images fournies par 
ette
améra a�n de déduire les paramètres du tra�
 [11℄, [12℄.1.4 Modélisation des 
arrefours à feuxLa mise en pla
e d'un système de feux à un 
arrefour réalise une séparation dansle temps de l'admission de différents 
ourants de véhi
ules. Généralement, pour étudierune interse
tion routière, on se limite tout d'abord à l'analyse d'une interse
tion routièreà deux ou à trois phases et à quatre bran
hes. Ce n'est pas par
e que l'étude des inter-se
tions de natures très diverses ne s'impose pas aussi bien dans les appli
ations, 
'estsurtout par
e que, 
omme dans toutes les s
ien
es, on s'est atta
hé d'abord à 
e qui étaitplus simple et plus fa
ile. L'étude des autres types d'interse
tions sera ramenée à 
e typesimple de 
arrefour, soit en dé
omposant 
eux qui sont 
omplexes en plusieurs 
arre-fours simples, soit en ajoutant des tronçons �
tifs pour les interse
tions à moins de quatrebran
hes.Généralement, on asso
ie à 
haque 
arrefour des listes d'entrées et de sorties. Ceslistes sont dé
rites par des mouvements. Chaque mouvement est dé�ni 
omme étant unpar
ours des véhi
ules allant d'une entrée vers une sortie. Les 
ourants de véhi
ules sontsoit dire
ts, soit des 
ourants de tourne-à-gau
he ou tourne-à-droite (voir plus haut).1.4.1 Cas où le 
y
le des feux est 
onstant1.4.1.1 Cas d'une interse
tion à deux phasesConsidérons maintenant l'interse
tion de la �gure 1.14. Notons xi la �le d'attente de
haque tronçon i. Comme les tronçons 1 et 2 de la phase 1 ont les mêmes 
ara
téristiques,nous nous intéressons uniquement au tronçon 1. De même pour la phase 2, nous nousintéressons uniquement au tronçon 3.
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 dans un 
arrefour à feux
2

1

2

Phase 1

1

3

4

Phase 2

3

4

FIGURE 1.14 � L'é
oulement du tra�
 dans un 
arrefour à deux phases.L'idée fondamentale de la modélisation du système est basée sur le prin
ipe de 
onser-vation des �ux du tra�
. Cela signi�e que la �le d'attente du 
y
le k + 1 est égale à lasomme de la �le d'attente du 
y
le k et du nombre des arrivées Ei(k) = qi
, moins lenombre des départs Di(k) = si gei(k) pour la phase i. Ainsi, soit xi(k) la longueur de la�le d'attente dans 
haque phase au début du 
y
le k, l'équation de ré
urren
e modélisantles �les d'attente pour une su

ession de 
y
les pendant une période est donnée par :xi(k + 1) = xi(k) + Ei(k)�Di(k) (1.4)Ce
i 
onduit alors pour 
haque phase à l'équation suivante :x1(k + 1) = x1(k) + q1
� s1ge1(k)x2(k + 1) = x2(k) + q2
� s2ge2(k)De là et du fait que ge1 + ge2 = 
, on déduit aussit�t :x1(k + 1) = x1(k)+(q1 � s1)
+ s1ge2(k) (1.5)x2(k + 1) = x2(k) + q2
� s2ge2(k) (1.6)Cette équation peut s'é
rire sous la forme matri
ielle suivante :x(k + 1) = x(k) +Bu(k) + L (1.7)où x(k) est le ve
teur d'état du système, u(k) = ge2(k) est la variable de 
ommande et :B =  s1�s2! ; L =  (q1 � s1)
q2
 !
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arrefours à feux, il existe une situation où le nombre d'entréesest égal au nombre de sorties. Cette situation est appelée état nominal ou état d'équi-libre et est notée xN . La 
ommande 
orrespondante quant à elle est notée uN . Dans 
ettesituation, nous avons BuN + L = 0. I1.4.1.2 Cas d'une interse
tion à trois phasesLa 
omplexité d'une interse
tion à 3-phases peut être ramenée à l'évolution des mou-vements tourne-à-gau
he. Ces mouvements peuvent 
réer des 
on�its ave
 d'autre mou-vements 
onsidérés 
omme "élémentaires". Comme nous pouvons le 
onstater d'après la�gure 1.15, il existe trois types de 
ourants de véhi
ules : dire
ts, tourne-à-droite (phases1 et 3) et tourne-à-gau
he (phase 2).
Phase 3

4

1

2
3

5

6

Phase 1 Phase 2FIGURE 1.15 � L'é
oulement du tra�
 dans un 
arrefour à trois phases.Comme dans la se
tion pré
édente, soit xi(k) la longueur de la �le d'attente dans
haque phase à la �n du 
y
le k. L'appli
ation du prin
ipe de 
onservation des �ux dutra�
 nous donne immédiatement le modèle suivant :x1(k + 1) = x1(k) + q1
� s1ge1(k)x2(k + 1) = x2(k) + q2
� s2ge2(k)x3(k + 1) = x3(k) + q3
� s3ge3(k)
omme 
 = ge1(k) + ge2(k) + ge3(k), il en résulte :x1(k + 1) = x1(k) + q1
� s1ge1(k)x2(k + 1) = x2(k) + q2
� s2ge2(k)x3(k + 1) = x3(k) + (q3 � s3)
+ s3ge1(k) + s3ge2(k)soit sous forme matri
ielle : x(k + 1) = x(k) +Bu(k) + L (1.8)
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 dans un 
arrefour à feuxoù x(k) est le ve
teur d'état, u(k) = (ge1(k); ge2(k))T est le ve
teur de 
ommande, etB = 0BB��s1 00 �s2s3 s3 1CCA ; L=0BB� q1
q2
(q3 � s3)
1CCAD'une manière générale, nous nous intéressons au modèle d'état suivant :x(k + 1) = x(k) +Bu(k) + L (1.9)où x 2 Rn+ , u 2 Rm+ , B 2 Rn�m etm < n.1.4.2 Cas où le 
y
le des feux est variablePour le 
as d'un 
arrefour à deux phases, le système 
onsidéré est 
elui établi dans lase
tion 1.4.1.1 (voir les équations (1.5) et (1.6)) et dans lequel les équations de l'évolutiondes �les d'attente sont données par :x1(k + 1) = x1(k)+(q1 � s1)
(k)+ s1ge2(k)x2(k + 1) = x2(k) + q2
(k)� s2ge2(k)ou d'une manière équivalente :x(k + 1) = x(k) +Bu(k) (1.10)ave
 
ette fois-
i, u(k) = (
(k); ge2(k))T est le ve
teur de 
ommande et :B =  q1 � s1 s1q2 �s2!De la même manière, nous obtenons le modèle d'état du 
arrefour à trois phases.x(k + 1) = x(k) +Bu(k) (1.11)où u(k) = (
(k); ge1(k); ge2(k))T est le ve
teur de 
ommande, etB = 0BB� q1 �s1 0q2 0 �s2q3 � s3 s3 s3 1CCAD'une manière générale, dans le 
as où le 
y
le est variable, nous nous intéressons aumodèle d'état suivant : x(k + 1) = x(k) +Bu(k) (1.12)où x 2 Rn+ , u 2 Rn+ et B 2 Rn�n .



1.5 Modes de régulation des 
arrefours 191.4.3 Domaine de 
ommande admissibleComme pour toute stratégie de synthèse, il est né
essaire de dé�nir 
lairement ledomaine de 
ommande admissible. En effet, la 
ommande du système est à re
her
herdans un ensemble dé�ni par deux limitations pratiques :� La première est la né
essité de prendre en 
ompte des 
ontraintes sur l'état. En effet,pour que le modèle de transport ait un sens physique, il faut que l'état appartienneau domaine E = fx 2 Rn=x � 0g. Ainsi la 
ommande est à re
her
her parmi lessuites de 
ommandes telles que x 2 E pour tout k 2 N .� La deuxième limitation est la né
essité de prendre en 
ompte des 
ontraintes surla 
ommande. En effet, les feux verts effe
tifs doivent respe
ter les 
onditions auxlimites suivantes 0 � gei � 
. Cependant, 
ertaines 
onditions aux limites ne 
or-respondent pas à la réalité physique du système. En parti
ulier, ge1 = 0 ou ge1 = 
se traduisent par l'absen
e des feux verts effe
tifs pour la phase 1 ou la phase 2respe
tivement. Par 
onséquent, il est important de séle
tionner deux bornes gminet gmax sur la valeur de la 
ommande telles que gmin � gei � gmax. Ces bornespeuvent être fournies par les a
tionneurs et doivent être 
onvenablement 
hoisies.En effet, une durée 
ourte ou longue du feu vert effe
tif n'est pas a

eptable sur leplan pratique. De 
e fait, les feux verts effe
tifs doivent respe
ter les 
onditions auxlimites suivantes : umin = gmin � gei � gmax = umax (1.13)Notons que 
es deux 
ontraintes traduisent une 
ohéren
e ave
 le fon
tionnement réeld'un 
arrefour. En effet, puisque le 
y
le de signalisation est borné, le temps effe
tif dufeu vert doit être borné. En outre, puisque la �le d'attente traduit dans notre 
as le nombrede véhi
ules présents dans un 
ouloir, nous 
omprenons aisément qu'elle soit positive.1.5 Modes de régulation des 
arrefoursLa régulation des 
arrefours par les feux de signalisation peut fon
tionner sous diversmodes. Outre le 
ontr�le manuel, on distingue généralement le 
ontr�le automatique, le
ontr�le adaptatif et le 
ontr�le 
oordonné. Ces modes ne sont pas toujours distin
ts etpeuvent se 
ombiner à plusieurs titres, voir se substituer l'un à l'autre.Mode manuel : dans 
e 
as, 
'est un individu qui a
tionne le 
hangement d'état du
arrefour. C'était le 
as des premiers feux de 
ir
ulation, mais aujourd'hui en
ore, les
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 dans un 
arrefour à feuxfeux peuvent fon
tionner en mode manuel si la situation l'exige, ou également en modesemi-manuel (ou semi-automatique).Mode automatique : 
e mode n'exige au
une intervention extérieure ; les états su

es-sifs d'un 
y
le se déroulent séquentiellement suivant les plans de feux en pla
e dans le
ontr�leur. On parle aussi de fon
tionnement en 
y
les �xes.Mode adaptatif : 
ontrairement au mode automatique, 
e mode permet l'adaptation dela durée des intervalles des feux verts, et par 
onséquent la modulation de l'ensembledes phases d'un 
y
le en fon
tion des variations du tra�
. Ainsi, un feu vert peut êtreallongé pour é
ouler le �ux d'une voie où s'é
oule un tra�
 plus important que dans lesvoies adja
entes. Un autre exemple d'adaptation est la priorité donnée aux véhi
ules detransport publi
 : leur arrivée dans un 
arrefour dé
len
he soit l'allongement de l'état dufeu vert, soit la rédu
tion de l'intervalle du feu rouge sur la voie qu'ils empruntent.Mode 
oordonné : 
e mode signi�e que plusieurs 
ontr�leurs, don
 plusieurs 
arre-fours, sont soumis à une même stratégie de régulation. Il existe deux grandes appli
ationsdu mode 
oordonné. La première est la régulation d'axes de 
ir
ulation. Elle 
onsiste à
oordonner les phases des différents 
arrefours d'un même axe routier a�n de rendre plus
onfortable et plus �uide la progression des véhi
ules, 
'est-à-dire, d'éliminer leurs arrêtsaux 
arrefours (du moins s'ils respe
tent une vitesse moyenne, dé�nie par le gestionnairedes feux). La se
onde appli
ation de la 
oordination est la régulation des zones. Dans 
e
as, 
e sont les feux de l'ensemble d'un périmètre géographique déterminé (un quartierurbain par exemple) qui sont 
oordonnés entre eux, a�n d'optimiser les dépla
ements desusagers, 
'est-à-dire, de minimiser le temps qu'ils passent dans 
ette zone.Les deux derniers modes qu'on vient d'évoquer soulèvent 
ha
un des 
omplexitéste
hniques que ne posent pas les deux premiers. Ces modes (adaptatif, 
oordonné) exigentde disposer de moyens de déte
tion des variations du tra�
, 
'est-à-dire de re
ueillir desinformations 
ara
térisant la 
ir
ulation en temps réel. D'où la né
essité d'utiliser des
apteurs automatiques. Il en existe différentes sortes : pneumatiques, hydrauliques, a
ous-tiques, à bou
les éle
tromagnétiques, à ultrasons, à infrarouges, les radars, les 
améras,et
... Ces 
apteurs sont pla
és à une 
ertaine distan
e du 
arrefour 
on
erné reliés par
âble ou par ondes au 
ontr�leur qui reçoit et interprète l'information 
odée par le dé-te
teur (un élément éle
tronique qui transforme l'information issue du 
apteur en signaléle
trique).
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arrefour 21Notons également que les modes adaptatifs et 
oordonnés, ainsi que leur 
ombinaison,se trouvent aujourd'hui gérés à distan
e à partir d'un poste de 
ontr�le. Cette télé-gestionrepose évidemment sur des transmissions d'informations entre les feux et le poste de
ontr�le. Les modes manuel et automatique entrent dans le 
adre des systèmes de 
om-mande en bou
le ouverte. Ce sont des systèmes qui se basent sur des bases de donnéesprédé�nies. Dans 
es 
onditions, le système mar
he sans prendre en 
onsidération lesproblèmes brusques : la forte 
ongestion, les in
idents, et
. L'utilisation de 
es systèmesest désormais impossible pour répondre à la demande a
tuelle. Don
 il est né
essaired'adopter des appro
hes qui nous permettent d'en savoir plus sur l'état en temps réel etqui agissent dire
tement pour �uidi�er le tra�
. D'où l'utilisation a
tuelle dans les re-
her
hes ré
entes des systèmes en bou
le fermée dont nous pouvons in
lure les modesadaptatifs et 
oordonnés.1.6 Classi�
ation des différentes stratégies de régulationdu tra�
 dans un 
arrefourLa régulation du tra�
 dans un 
arrefour à feux 
on
erne en général deux obje
tifsdistin
ts : la �uidi�
ation ou la résorption de 
ongestion. Dans le premier 
as, on évite dese retrouver dans une situation de tra�
 très dense en essayant d'ajuster les durées de 
om-mutation des feux en fon
tion de la demande d'af�uen
e au 
arrefour : 
'est une a
tion apriori. Dans le se
ond 
as, on est 
onfronté à un tra�
 saturé (état de 
ongestion). Dans
e 
as, il faudra agir a posteriori. Notons qu'une stratégie de régulation au niveau d'unseul 
arrefour est appelée stratégie lo
ale. Elle permet la régulation des feux d'un 
ar-refour indépendamment de la stratégie adoptée pour les feux des 
arrefours avoisinants.Dans le 
as d'un 
arrefour 
ongestionné sur une zone étendue englobant ainsi plusieurs
arrefours, une stratégie lo
ale ne saurait résorber 
ette forte densité de tra�
. En effet,pour répondre au phénomène d'a

umulation de véhi
ules, une stratégie globale permet-tant la régulation simultanée de plusieurs 
arrefours interdépendants pourrait atténuer 
ephénomène.La littérature 
on
ernant la régulation du tra�
 dans un 
arrefour à feux est abon-dante. Bien qu'une quel
onque 
lassi�
ation soit toujours partiellement arbitraire, il noussemble qu'une 
lassi�
ation 
onduisant à séparer les travaux existants en deux 
atégoriesprin
ipale et raisonnable.Une première 
atégorie de travaux englobe une grande partie de la littérature sur la ré-gulation des 
arrefours. Elle est 
elle 
ommunément désignée sous le nom de régulation
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 dans un 
arrefour à feuxalgorithmique. Le sou
i qui a a

ompagné son développement était d'intégrer l'évolu-tion te
hnique dans les infrastru
tures existantes. Ce
i a 
onduit, 
omme il est présentédans la suite du 
hapitre, à l'adoption de stratégies plus ou moins performantes maisne permettant pas d'obtenir des résultats théoriques. Cependant, l'absen
e de résultatsthéoriques n'a pas empê
hé une utilisation intensive de 
es stratégies pour résoudre lesproblèmes du tra�
.Une deuxième partie de la littérature sur la régulation des 
arrefours tente de fournirdes stratégies de régulation en passant par des représentations mathématiques. Ces repré-sentations font appel, à des stades plus ou moins avan
és de leur élaboration, à la notionde modèle d'état. Cette 
atégorie est 
elle 
ommunément désignée sous le nom de régu-lation analytique. Elle se 
onforme le plus aux obje
tifs �xés pour notre investigation,à savoir, 
ommande en temps réel pour la régulation des 
arrefours, portant dire
tementsur le modèle du système. Ces 
ommandes mettent en jeu des grandeurs et des 
ara
téris-tiques 
on
rètes qui se prêtent, autant que possible, à une interprétation physique pour lemodèle du 
arrefour.Dans la suite de 
e 
hapitre, les deux 
atégories de travaux mentionnées plus haut sontprésentées. La première 
atégorie, ne s'ins
rivant pas dans le 
ontexte de notre étude,est présentée d'une manière non exhaustive. La deuxième 
atégorie est présentée d'unefaçon plus ou moins détaillée a�n de dégager aussi 
lairement que possible notre propre
ontribution.1.6.1 Stratégies de régulation algorithmiquesDans la 
atégorie de stratégie de régulation algorithmique, nous distinguons troisgrandes stratégies de régulation.1.6.1.1 Stratégie �xe ou pré-déterminéeDans 
e mode de régulation, tous les paramètres suivants sont déterminés et réglés àpartir de données re
ueillies avant l'installation : la durée de 
y
le, les phases, les duréesde vert/rouge. Les 
ommutations des feux de signalisation sont 
onstantes d'un 
y
le à unautre. Ainsi, on retrouve à 
haque 
y
le la même longueur et la même durée des phases.Nous trouvons dans 
e mode de régulation les systèmes à base de plans de feux �xes.Le r�le prin
ipal des plans de feux �xes est de mettre en mar
he 
y
liquement unesérie de phases pendant des durées données. Cette série de phases doit permettre de mieuxrépondre à la demande moyenne de la 
apa
ité estimée du 
arrefour. Pour 
al
uler le plande feux (la 
harge d'un 
arrefour, la durée de 
y
le, la répartition des temps de vert entre
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arrefour 23phases...), il est né
essaire de dé�nir la notion de phasage. Cette notion est dé�nie 
ommeétant l'ensemble des phases utilisées pour la 
ommande de l'interse
tion. Une phase estdé�nie 
omme un ensemble de feux qui ne sont pas antagonistes entre eux, 
'est-à-direles feux d'une phase qui autorisent des mouvements 
ompatibles entre eux.D'un point de vue te
hnique, 
es plans de feux �xes sont des ma
hines à états quispé
i�ent les temps des feux vert et de rouge sur 
haque ligne d'un 
arrefour, ainsi queleur séquen
ement. Ces plans �xes sont préalablement dé�nis en fon
tion des 
onditionsdu tra�
 typiques de 
ertaines heures ou 
ertains jours. Il existe déjà un 
ertain nombrede logi
iels qui permettent de préparer 
es plans. L'un des plus 
onnus et utilisés est lelogi
iel TRANSYT [13℄ dont il existe de nombreuses versions. Ce logi
iel fournit unplan optimal du point de vue des durées de feu vert et de leurs dé
alages. TRANSYT mi-nimise un indi
ateur s'appuyant entre autres sur le temps du trajet global et sur le nombred'arrêts. Il est à noter que les plans de feux �xes ne sont pas �xés pour toutes les pé-riodes d'une journée ou pour tous les jours. Un 
hoix doit être effe
tué entre les différentsplans disponibles au Poste de Commande selon la situation du tra�
. Un opérateur peutréaliser 
e 
hoix manuellement ; 
'est généralement le 
as lorsqu'il déte
te un événementex
eptionnel né
essitant une gestion adaptée du réseau.Il va sans dire que 
e 
hoix peut également être 
onduit automatiquement à partir dela plani�
ation horaire. Par exemple, un plan pour les heures de pointe, un pour les heures�uides ou pour les week-ends, et
. Cette méthode montre rapidement ses limites quandles 
onditions du tra�
 
hangent rapidement. Il devient alors né
essaire de déployer desméthodes 
omme la méthode à seuils ou la méthode des ve
teurs.La méthode à seuils 
onsiste en une stru
ture arbores
ente où la position de la valeurdu débit déte
té par rapport à un ou plusieurs seuils entraîne un aiguillage vers un type dedé
ision ou un autre. Leur mise en �uvre, et parti
ulièrement la détermination des seuils,est déli
ate.La méthode des ve
teurs a pour prin
ipe la 
omparaison, à intervalles réguliers, d'unve
teur représentatif de la situation 
ourante à des ve
teurs types. Ces ve
teurs sont asso-
iés à des situations de tra�
 de référen
e pour lesquelles on dispose d'un plan de feux.Ces plans de feux sont 
lassiquement 
al
ulés à la main ou à l'aide d'outils spé
ialisés
omme par exemple TRANSYT-7F [14℄, [15℄. Le plan de feux 
hoisi est 
elui dont leve
teur de référen
e minimise sa distan
e ave
 le ve
teur identi�ant la situation 
ourante.En Fran
e, la méthode des ve
teurs est 
elle la plus utilisée dans les gros réseaux urbains.
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 dans un 
arrefour à feux1.6.1.2 Stratégie semi-adaptativeDans 
e mode de régulation, la durée de 
y
le ainsi que les durées du feu vert peuventvarier d'un 
y
le à un autre en fon
tion de la demande. Cette se
onde méthode entre dansle 
adre de la mi
ro-régulation en se basant essentiellement sur les plans de feux �xes.Elle ajuste les durées de 
ommutation d'un 
y
le à un autre en fon
tion de la demandeenregistrée en amont.L'a
tion menée par 
e type de méthode de régulation est obtenue à partir de l'analyseinstantanée de la demande des véhi
ules pour prendre en 
ompte des variations ex
ep-tionnelles ou aléatoires du tra�
. Cette analyse est rendue possible grâ
e aux différents
apteurs mis en pla
e : des bou
les noyées dans la 
haussée, radar et
. La mise en ser-vi
e d'une mi
ro-régulation à un 
arrefour à feux répond le plus souvent aux obje
tifssuivants : rendre 
rédible la signalisation tri
olore, assurer le 
onfort de l'usager en mini-misant son temps d'attente, diminuer le nombre d'arrêts de véhi
ules et surtout minimiserla longueur des �les d'attente. Quelques systèmes ont été développés dans 
e sens. Nousprésentons dans 
e qui suit les systèmes de type semi-adaptatifs les plus utilisés dans degrandes villes mondiales :SURF2000 : Système Urbain de Régulation des Feux : Pour la régulation du tra�
du réseau parisien, la ville de paris utilise le système 
entralisé SURF2000 . Les a
tionsde SURF2000 se partagent en a
tions globales pour optimiser le réseau, appelées ma
ro-régulation, et en a
tions lo
ales au niveau des 
arrefours, appelées mi
ro-régulation. Lesstratégies de mi
ro-régulation employées sur le réseau parisien 
onsistent à limiter letemps d'attente des transports en 
ommun déte
tés par des bou
les magnétiques pla
éesau niveau des arrêts de bus, et à a
tiver les feux sur appel. Par exemple, dans les rues oùil y a peu de 
ir
ulation, le feu ne passe au vert que si un véhi
ule est déte
té.SCOOT : Split Cy
le and Offset Optimisation Te
hnique : Ce système a été déve-loppé en 1981 par le Traf�
 and Road Resear
h Laboratory TRRL en Grande Bretagne.Ce système se base initialement sur un plan de feux �xes issu du système TRANSYT-7F ave
 un algorithme d'optimisation fourni pour l'appli
ation en ligne ([16℄, [17℄, [18℄,[19℄). Il opère sur des petites variations des durées du feu vert et de la durée de 
y
le et
e
i en fon
tion de l'état du tra�
. Le réseau est représenté sous la forme d'un graphe oùles sommets sont des interse
tions. Les ar
s reliant deux sommets représentent un 
ourantde tra�
 unidire
tionnel entre deux interse
tions.
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arrefour 25SCATS : Sydney Coordinated Adaptative Traf�
 system : Ce système a été déve-loppé dans les années quatre vingts [20℄. Il est mis en pla
e dans plusieurs villes enAustralie. Le r�le essentiel de 
e système est la re
onstitution en temps réel des plansde feux �xes disponibles dans une base de données. Il se base sur l'optimisation de troisparamètres de tra�
 [21℄ : les durées de feu vert, les dé
alages et la longueur des 
y
les.Il 
ompose, à partir d'une bibliothèque de durées de feu vert et les dé
alages des 
y
les,un plan de feux �xes adéquat à la situation du tra�
 observé à un instant donné.1.6.1.3 Stratégie adaptative ou temps réelLa re
her
he a
tuelle s'est orientée vers la réalisation de systèmes de régulation quitiennent 
ompte de l'évolution du tra�
 au 
ours du temps et qui réagissent en temps réel.Selon [22℄, un système de 
ontr�le en temps réel du tra�
 doit répondre aux exigen
essuivantes :� la stratégie devrait répondre réellement à la demande a
tuelle et non pas à unedemande prédite ou historique.� la stratégie ne devrait pas être réduite à intervenir à des périodes de 
ontr�le �xéesarbitrairement.C'est dans 
et esprit que plusieurs types de système ont été élaborés pour 
e mode derégulation. Les plus 
onnus sont :UTOPIA : Urbain Traf�
 Optimization by Integrated automation : Ce système aété développé et testé en Italie [23℄. Dans 
e système, la régulation s'effe
tue sur deuxniveaux :� le niveau lo
al : 
haque 
ontr�leur agit selon son propre modèle d'é
oulement dutra�
, en utilisant au maximum l'information provenant du niveau supérieur pouraméliorer la stratégie au niveau d'une interse
tion.� le niveau global : le 
ontr�leur régional a un r�le de supervision et assure l'optimi-sation globale du réseau. Il transmet aux différents 
ontr�leurs lo
aux des règles àappliquer sous forme de plans de feux �xes de référen
e.UTOPIA est un système hiérar
hique dé
entralisé. Ses prin
ipales 
ara
téristiques sont,d'une part la priorité absolue donnée à 
ertains véhi
ules publi
s et d'autre part l'optimi-sation du tra�
 des véhi
ules en toute situation.PRODYN : PROgrammation DYNamique : C'est un système développé en Fran
e[24℄. Il est essentiellement fondé sur la programmation dynamique. Pour réguler un ré-seau de 
arrefours, l'algorithme PRODYN dé
ompose le problème en plusieurs sous-
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 dans un 
arrefour à feuxproblèmes. Il utilise des te
hniques de dé
omposition pour 
onvertir le problème d'op-timisation initial de grand taille, en plusieurs sous-problèmes de taille plus petite [25℄.Cha
un de 
es sous-problèmes est résolu par la méthode de programmation dynamique.Par la suite, le problème global est résolu en utilisant une pro
édure itérative à deux ni-veaux (lo
al 
on
ernant une interse
tion isolée et globale pour un réseau).OPAC : Optimization Poli
ies for Adaptative Control : OPAC a été développé par[26℄. Il s'agit d'une stratégie de 
ommande des feux en temps réel adaptée à la demande,ave
 le 
ara
tère d'optimisation par la programmation dynamique (DP). OPAC utilise unniveau de 
ontr�le à l'interse
tion lo
ale pour la minimisation du délai total de l'inter-se
tion et le niveau du réseau pour la syn
hronisation. Le type de 
ontr�le et les niveauxd'in�uen
e lo
ale et globale sont �exibles [27℄ ; [28℄ ; [29℄.OPAC base les signalisations de signal lo
al sur des données déte
tées de toutesles dire
tions pendant une période prin
ipale (typiquement 15 se
ondes) et des don-nées prévues pendant une nouvelle période plus longue (typiquement 60 se
ondes). Bienqu'OPAC fon
tionne a
y
liquement dans le niveau lo
al, il utilise le 
y
le virtuel pourmaintenir la syn
hronisation de réseau au niveau de réseau. La longueur du 
y
le virtuelvarie selon les besoins de l'interse
tion 
ritique ou de la majorité des interse
tions. Celapermet typiquement au 
y
le virtuel de varier d'une se
onde par 
y
le. Dans 
ette limi-tation, OPAC fournit la 
oordination lo
ale en 
onsidérant des �ux dans et hors d'uneinterse
tion en séle
tionnant son "offset" et ses longueurs de phase.Le pro
essus de 
ontr�le de sur-saturation dans OPAC tente de maximiser la sortieen 
hoisissant l'interse
tion ave
 la demande de tra�
 maximale. Il est fait en 
onsidérantdes �ux de saturation et l'espa
e disponible pour sto
ker des véhi
ules sur 
haque liaison.Le 
ontr�le de 
ongestion implique la détermination de la phase suivante donnée quand iln'y a au
une liaison 
ritique qui est sur le point ou entrain de se dissiper.Il faut noter que OPAC souffre d'une exigen
e informatique énorme. La mise enoeuvre en temps réel de la stratégie OPAC est toujours limitée aux interse
tions isoléesen raison de la 
omplexité exponentiellement a

rue du 
al
ul de réseau.CRONOS : ConROl of Networks by Optimization of Swit
hovers : Ce systèmeadopte la même stratégie que PRODYN. Il a été développé par l'INRETS en Fran
e dansles années 1990 [30℄. Il peut être exploité selon deux modes distin
ts : mode 
entralisédans lequel un ensemble de 
arrefours est régulé simultanément ou le mode dé
entralisédans lequel 
haque 
arrefour est régulé séparément. La méthode d'optimisation est baséesur un algorithme fondé sur le prin
ipe des méthodes de voisinage [31℄.
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ation des différentes stratégies de régulation du tra�
 dans un 
arrefour 271.6.1.4 Con
lusion sur les méthodes algorithmiquesDans 
ette se
tion, nous avons présenté trois types de stratégies utilisant les te
hniquesalgorithmiques pour la régulation des 
arrefours à feux. Pour 
es stratégies, nous avonsrelevé les in
onvénients suivants :� les 
ontr�leurs de régulation basés sur les plans de feux �xes atteignent très viteleurs limites. En effet, il existe un grand é
art entre la demande estimée (qui sertdans le 
al
ul des plans) et la demande réelle (mesurée sur le terrain).� 
es stratégies ne s'adaptent pas de manière ef�
a
e aux variations permanentes dutra�
. Le 
ontr�le d'un tel type de tra�
 né
essite un degré important d'adaptabilitépour répondre, dans de très 
ourts délais, à une demande très �u
tuante et aléatoire.Des temps de réponse plus 
ourts 
onduiront à une régulation de tra�
 plus ef�
a
eet plus adaptée à la demande. Il n'en demeure pas moins qu'il existe des degrésdifférents d'adaptabilité en fon
tion de la taille de l'interse
tion ou du réseau.� en période de 
ongestion, toutes 
es stratégies sortent de leur domaine de validité.Des expérien
es multiples visant à 
omparer, en situation saturée, l'ef�
a
ité de 
esméthodes révèlent de faibles é
arts entre 
es appro
hes [32℄. Ce 
onstat milite don
pour une résolution des problèmes de 
ongestion, faisant d'avantage appel à desméthodes nouvelles.En 
on
lusion, nous pouvons dire que, l'inadéquation des plans à moyen terme, suiteà l'évolution du tra�
 et l'adaptation insuf�samment souple en 
as de tra�
 perturbé,rendent l'appli
ation de 
e type de régulation très restreint sur des 
as ordinaires.1.6.2 Stratégies de régulation analytiquesAlors que la première 
atégorie des systèmes de régulation se base sur des méthodesalgorithmiques, la deuxième 
atégorie se 
ara
térise par un fond théorique. En effet, lesstratégies de régulation algorithmique sont fondées sur des bases de données que l'onpeut 
onsidérer 
omme des informations qui alimentent le système 
entral. La deuxième
atégorie ne se 
ontente pas de 
ette base de donnée. Au 
ontraire, elle 
ommen
e toutd'abord par une modélisation de l'environnement qui, d'une part traduit l'évolution dusystème et d'autre part met en valeur toutes les 
ontraintes qui l'entoure. Ensuite, elleutilise tout l'arsenal mathématique pour identi�er, modéliser, optimiser et en�n régulerles �ux de véhi
ules au sein de l'interse
tion. Notre travail s'inspire des résultats obtenusdans le 
adre de 
ette 
atégorie et propose une nouvelle appro
he pour la régulation desinterse
tions signalisées.
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 dans un 
arrefour à feuxSoulignons tout d'abord que l'obje
tif de 
ette présentation n'est pas de dé
rire d'unefaçon détaillée les travaux en question. Il est de répondre à deux sou
is : le premier étantde rendre 
ompte aussi �dèlement que possible des travaux portant étroitement sur lemême sujet qui ont pré
édé notre ré�exion, et qui ont été, par 
onséquent d'une inspiration
ertaine. Le deuxième obje
tif de 
ette présentation est qu'elle soit suf�samment détailléepour que notre propre 
ontribution puisse être 
lairement dégagée.Les travaux adoptant une appro
he du type analytique pour réguler les 
arrefours àfeux 
ongestionnés ne sont pas nombreux. Le travail de Chang et Lin [33℄ est 
elui quinous intéresse le plus. En effet, la régulation d'une interse
tion 
ongestionnée est étudiéedans le 
adre d'une modélisation dis
rète. C'est la raison pour laquelle 
e travail est rela-tivement bien détaillé dans la présentation qui suit a�n de pouvoir situer 
lairement notreapport relatif.Le travail de S
hutter [34℄ 
on
erne la modélisation 
ontinue. Ce
i 
onduit à uneformulation légèrement différente dans laquelle l'élaboration de la 
ommande ainsi queson implémentation pour la régulation des 
arrefours à feux né
essitent non seulementdes hypothèses relativement sévères, mais aussi des méthodes dif�
iles à appliquer. Lesparti
ularités asso
iées au 
ara
tère 
ontinu du système 
onsidéré dans [34℄ rendent la
omparaison ave
 notre travail peu signi�
ative. Ce
i justi�e que dans 
e qui suit, 
etravail soit présenté d'une manière relativement su

in
te.1.6.2.1 Travaux de Chang et LinChang et Lin [33℄ ont développé un modèle qui rentre dans le 
ontexte des modèlesdéterministes en se basant sur une modélisation de �ux ma
ros
opique. L'obje
tif est deminimiser le retard des véhi
ules pendant la période de 
ongestion dans une interse
tionélémentaire à deux phases. Les résultats de l'étude ont abouti à une stratégie de 
om-mande syn
hronisée pour 
ommander les feux de signalisation. Pour dé�nir proprement
e travail, nous avons besoin des notations suivantes :qj : Le taux des arrivées de 
haque ligne j 2 f1; � � � ; 4ggi : Le temps effe
tif du feu vert de la phase i 2 f1; 2gsj : Le taux de saturation de 
haque ligne j 2 f1; � � � ; 4g
 : Le 
y
le de signalisationDj : Le retard des véhi
ules de 
haque ligne j 2 f1; � � � ; 4gFormulation du problèmeLe modèle proposé dans [33℄ gère l'évolution du retard 
ausé par la 
ongestion dansune interse
tion élémentaire à deux phases (voir �gure 1.3). Plus pré
isément, l'équation



1.6 Classi�
ation des différentes stratégies de régulation du tra�
 dans un 
arrefour 29d'état du système global est donnée par :D(k + 1) = D(k) +Bu(k) +W (k) (1.14)où D(k) = D1(k) +D2(k) +D3(k) +D4(k)u(k) = g22(k)B = 12(s1 + s2 + s3 + s4)W (k) = W1(k) +W2(k) +W3(k) +W4(k)D(k) représente la somme des retards des quatre lignes, u(k) dé�nit la variable de 
om-mande etW (k) est 
onsidérée 
omme la somme des perturbationsWi(k) de 
haque lignequi sont 
omplètement 
onnues et dont les évolutions sont données par :Wi(k + 1) = 12�qi
2 � sig22(k)� 2si
2 + 2sig2(k)
 + qi
2� (1.15)Remarque 1.2 Signalons tout de suite que la perturbation W (k) est une fon
tion non-linéaire par rapport à la 
ommande et les paramètres du système. Cette perturbation estpar 
onséquent sus
eptible de 
hanger sensiblement de valeur, pour des variations in�ni-tésimales des paramètres dé�nissant le modèle du système. Or, les perturbations 
ondi-tionnent aussi bien le système que le 
al
ul de la 
ommande optimale. Ce 
onditionne-ment peut alors se manifester par le fait que, pour un système, les 
ommandes à appliquersont a

eptables tandis que pour un autre système, pourtant in�niment voisin, elles nele sont pas. Ainsi, 
onsidérer W (k) 
omme une perturbation présente un in
onvénient
ertain. ILe 
ritère d'optimisationLe 
ritère d'optimisation pré
ise les obje
tifs par rapport auxquels l'optimalité est dé-�nie. Or, 
omme l'obje
tif prin
ipal de 
ette étude est de minimiser le retard des véhi
ulespendant la durée de la 
ongestion, on 
onçoit fa
ilement que le 
ritère soit dé�ni par larelation suivante : J = 12D2(N) + 12 N�1Xk=2 D2(k): (1.16)Il va sans dire que le 
ritère (1.16) permet de prédire le retard total qu'aurait les véhi-
ules par l'appli
ation de la suite de 
ommandes u(k) sur toute la période de 
ongestion.C'est la raison pour laquelle, dans la suite de l'exposé, N est appelé horizon de 
om-mande.
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 dans un 
arrefour à feuxdomaine d'optimisationL'obje
tif de la 
ommande est de minimiser le 
ritère d'optimisation (1.16). Cetteoptimisation est à re
her
her dans un ensemble dé�ni par deux limitations :� La première est la né
essité de prendre en 
ompte des 
ontraintes sur l'état. Enparti
ulier, pour que le modèle du retard ait un sens physique, il faut que l'étatappartienne au domaine 
 = fD 2 R=D > 0g.� La deuxième limitation est la né
essité de prendre en 
ompte des 
ontraintes surla 
ommande. En effet, les feux verts doivent respe
ter les 
onditions aux limitessuivantes gmin � g(k) � gmax.Ainsi la 
ommande est à re
her
her parmi les suites de 
ommandes telle que :D 2 
; gmin � g(k) � gmax; 8k 2 N : (1.17)D'autre part, une 
ontrainte �nale sur l'état est imposée, à savoir :D(N) = �: (1.18)Cette 
ontrainte implique que la séquen
e de 
ommande u(k) appliquée à partir de l'ins-tant initial où le système est à l'état D0 doit 
onduire le système à la valeur � après N
y
les.La stratégie de 
ommandeUne fois le 
ritère et le domaine d'optimisation donnés, le problème de la 
ommandeoptimale 
onsiste à 
hoisir, 
onnaissant l'état initial D0, une suite de 
ommandes admis-sibles u(0); � � � ; u(N � 1) pour les 
ontraintes (1.14)-(1.17)-(1.18) telles que le 
ritère(1.16) prenne la valeur minimale. Il s'agit d'un problème d'optimisation linéaire quadra-tique à extrémité gau
he libre et à extrémité droite �xe. Autrement dit, l'état D(N) estsupposé dé�ni, tandis que l'état D(0) n'est au
unement réglementé.Le problème ainsi posé est tout à fait 
lassique et peut être résolu par les méthodesindire
tes qui 
onsistent à résoudre les 
onditions d'optimalité en utilisant les algorithmessur le 
al
ul variationnel et le prin
ipe de maximum, Ces méthodes permettent d'é
rire leséquations que doit satisfaire la 
ommande pour optimiser le 
ritère J . En effet, dé�nissonsl'Hamiltonien :H = 12D2(N) + 12D2(k) + �(k + 1) [D(k) +Bu(k) +W (k)℄ (1.19)



1.6 Classi�
ation des différentes stratégies de régulation du tra�
 dans un 
arrefour 31où �(k) est le multipli
ateur de Lagrange. Les équations d'optimisation ave
 
onditionsinitiales libres et �nales �xes s'é
rivent alors :�1=2D2(N)�D(N) = �(N)) D(N) = �(N); (1.20)�H�D(k) = �(K)) D(k) + �(k + 1) = �(k); (1.21)�H��(k + 1) = D(k) +Bu(k) +W (k); (1.22)(1.23)Comme il a été supposé par Chang [33℄, si on 
onsidère que l'HamiltonienH , donné parl'équation (1.19), est une fon
tion linéaire par rapport à u, 
e
i 
onduit à la 
ommandeoptimale suivante : u(k) = g22(k) = 8<:g22min si �(k + 1)B > 0;g22max si �(k + 1)B < 0:La 
ommande optimale ainsi dé�nie est 
ommunément désignée sous le nom de 
om-mande bang-bang. Ainsi, l'idée de la régulation de l'interse
tion devient alors plus
laire. gmin et gmax agissent alternativement sur la phase dont les taux d'arrivées sontles plus grands. Par exemple, au début de la pro
édure g2 = g2max est af�lié aux lignes3 et 4 de la phase II dont on sait que leurs taux d'arrivées sont les plus grands. Le tempsdu feux vert de la phase I est alors 
al
ulé une fois que le temps du 
y
le est déterminé,i.e., g1 = 
� g2max. Une fois g1 terminé, le deuxième 
y
le 
ommen
e et g2min rempla
eg2max et ainsi de suite. La pro
édure se termine une fois x1 = x2 = 0 ou x3 = x4 = 0Commentaires 
ritiquesDans 
e travail, nous avons relevé les in
onvénients suivants :� le 
ommentaire 
ritique de la remarque 1.2 est toujours valable ;� l'hypothèse de 
onsidérer le terme W (k) donné par l'équation (1.15) 
omme une per-turbation peut limiter l'intérêt pratique de la 
ommande bang-bang. Cette limitationse manifeste par trois points :� la 
ommande bang-bang serait une 
ommande sous-optimale (en
ore faut-il ledémontrer). En effet, l'absen
e expli
ite de 
ette hypothèse rendrait le problèmed'optimisation non-linéaire. Ainsi, une 
ommande bang-bang ne doit pas êtreespérée dans 
e 
as ;
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 dans un 
arrefour à feux� la non prise en 
ompte des perturbations instantanées dans 
haque 
y
le (le 
han-gement brusque de �ux 
ausé par W (k)), 
e qui implique l'attente d'une durée
onsidérable pour bas
uler les feux.� dans le 
as où �(k+1)B = 0, l'HamiltonienH est indépendant de la 
ommandeet par 
onséquent, il ne peut être minimisé par rapport à u. Ce problème de sin-gularité peut être évité si la stratégie de la 
ommande assure qu'à 
haque instant�(k + 1) 6= 0. Or, si la perturbation ramène l'état du système pro
he de la singu-larité, la stratégie doit 
ommuter vers une loi de 
ommande qui éloigne l'état dela région de singularité. Cet obje
tif ne peut être assuré par la 
ommande bang-bang, 
e qui a

entue davantage l'in
onvénient souligné au point pré
édent.1.6.2.2 Les travaux de De S
hutter et De MoorLe travail réalisé par De S
hutter et De Moor [34℄, nous emmène vers un autre 
adred'étude. Cette étude est basée essentiellement sur la re
her
he d'une séquen
e de 
om-mutations optimale des feux de signalisation dans une interse
tion élémentaire. Une foisque le taux des arrivées et le taux maximal des départs des véhi
ules dans 
ette interse
-tion sont 
onnus, nous pouvons 
al
uler les 
ommutations des feux de signalisation quiminimisent plusieurs 
ritères.Anti
ipant sur la présentation qui va suivre, on peut dire que la méthode de De S
hut-ter et De Moor, appliquée aux 
arrefours à feux, tire pro�t des propriétés bien établiesd'une méthode bien 
onnue dans la littérature anglophone par ELCP (Extended LinearComplementarity Problem). Pour 
e faire, le 
omportement du système est dynami-quement identi�é par une équation différentielle linéaire hybride. La modélisation se faitd'une manière itérative suivant que le feu est rouge ou vert. La 
ommande optimale desfeux de signalisation est 
al
ulée alors en résolvant le problème ELCP et en 
hoisissantparmi les solutions, 
elle qui optimise un 
ritère donné.Modélisation du systèmeDe S
hutter et De Moor ont modélisé l'évolution des �les d'attente dans une interse
-tion à feux élémentaire (voir �gure 1.3). Cette interse
tion est 
onsidérée 
omme étantun système à quatre lignes L1, L2, L3 et L4. Chaque ligne Li=1;2;3;4 représente un 
ouloirde �ux de véhi
ules. A la �n de 
haque 
ouloir, nous attribuions des périodes de feux designalisation Ti=1;2;3;4 .
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FIGURE 1.16 � Interse
tion 
ontr�lée par des feux de signalisationPour dé
rire les équations dé
rivant la relation entre les instants de 
ommutation etles �les d'attente, un 
ertain ensemble de notation est né
essaire :� li(t) : la longueur de la �le d'attente dans la ligne Li à l'instant t, i = 1; � � � ; 4,� �i : le taux moyen des arrivées des véhi
ules dans la ligne Li, i = 1; � � � ; 4,� �i : le taux moyen des départs des véhi
ules dans la ligne Li, i = 1; � � � ; 4,� t0; t1; t2::: : les instants de 
ommutations des feux de signalisation. Ces instants de
ommutations sont dé�nis par le tableau 1.1,� Æk = tk+1 � tk : la durée entre deux instants de 
ommutation 
onsé
utifs.Durée T1 T2 T3 T4t1 � t0 rouge vert rouge vertt2 � t1 vert rouge vert rouget3 � t2 rouge vert rouge vert... ... ... ... ...TABLE 1.1 � Les 
ommutations des feux de signalisation.Considérons maintenant la ligne L1. La des
ription de la variation de l1 part de l'idéeque, pour 
haque 
y
le :� si T1 est rouge, le nombre de véhi
ules augmente ave
 un taux d'arrivée �1, et 
elasans qu'il y ait de sortie de véhi
ule. Ce
i se traduit par l'équation suivante :dl1(t)dt = �1; 8t 2℄t2k; t2k+1[; k 2 N : (1.24)
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 dans un 
arrefour à feuxAinsi, l'intégration de l'équation (1.24) donne :l1(t2k+1) = l1(t2k) + �1Æ2k; k 2 N : (1.25)Puisque l1(t) � 0 pour tout t, l'équation (1.25) peut être réé
rite 
omme :l1(t2k+1) = max�l1(t2k) + �1Æ2k; 0�; k 2 N : (1.26)� si T1 est vert, le nombre de véhi
ules qui reste dans la �le d'attente est donné parla différen
e des taux d'arrivée et de départ �1 � �1. Ainsi, puisque l1(t) � 0 pourtout t, 
ette situation se traduit par l'équation suivante :dl1(t)dt = ( �1 � �1 si l1(t) > 0,0 si l1(t) = 0; (1.27)pout tout t 2℄t2k+1; t2k+2[, k 2 N . Il vient aussit�t, après intégration de l'équation(1.27), que : l1(t2k+2) = max�l1(t2k+1) + (�1 � �1)Æ2k+1; 0�: (1.28)En résumé, le 
omportement dynamique de la ligne L1 est modélisé, pour tout k 2 N ,par : ( l1(t2k+1) = max�l1(t2k) + �1Æ2k; 0�; si T1 est rouge;l1(t2k+2) = max�l1(t2k+1) + (�1 � �1)Æ2k+1; 0�; si T1 est vert: (1.29)De la même manière, nous pouvons modéliser le 
omportement dynamique des lignesL2;3;4. Ainsi, si nous posons :xk =[l1(tk); l2(tk); l3(tk); l4(tk)℄T ;b1 =[�1; �2 � �2; �3; �4 � �4℄T ;b2 =[�1 � �1; �2; �3 � �3; �4℄T ;nous obtenons pour tout k 2 N le système suivant :( x2k+1 = max(x2k + b1Æ2k; 0); si Ti est rouge;x2k+2 = max(x2k+1 + b2Æ2k+1; 0); si Ti est vert: (1.30)Ainsi, le système opère alternativement suivant deux régimes 
ara
térisés par deux équa-tions différentielles de la forme (1.24) ou (1.27) et qui dépendent d'une 
ommande dis-
rète pouvant prendre soit la valeur "rouge" soit la valeur "vert". Les événements dis
retsdans 
e système hybride sont les 
ommutations du feu vert vers le feu rouge ou vi
e-versa.
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arrefour 35Le 
ritère d'optimisationLes 
ritères utilisés dans [34℄ pour dé�nir le problème d'optimisation sont donnéspar : J1 = 4Xi=1 !itN � t0 Z tNt0 li(t)dt; (1.31)J2 = maxi � !itN � t0 Z tNt0 li(t)dt�; (1.32)J3 = 4Xi=1 !itN � t0 �N�1Xk=0 Z tk+1tk li(t)�(k)i dt; (1.33)J4 = maxi !itN � t0 �N�1Xk=0 Z tk+1tk li(t)�(k)i dt; (1.34)où J1, J2, J3 et J4 représentent, respe
tivement, la moyenne des �les d'attente, la moyennede la plus grande �le d'attente, le temps d'attente moyen de toutes les �les d'attente etla plus longue durée de temps d'attente. !i > 0 pour tout i est un fa
teur de pondérationaffe
tant 
haque ligne. Son 
hoix dépend de l'importan
e de 
haque ligne au sein del'interse
tion.Le domaine d'optimisationDans 
e travail, le domaine d'optimisation est 
ontraint par :8>><>>: Æmin;r � Æ2k � Æmax;r si k 2 �(N),Æmin;v � Æ2k+1 � Æmax;v si k 2 �(N) ,0 � xk � xmax si k = 1; :::;N , (1.35)où �(N) =f0; 1:::; bN � 12 
g;�(N) = f0; 1:::; bN2 
 � 1g:Les 
ontraintes sur la 
ommande impliquent que les périodes du feu rouge Æ2k et 
ellesdu feu vert Æ2k+1 ne doivent pas dépasser 
ertaines bornes �xées préalablement par l'in-génieur. Ce
i est 
ohérent ave
 les obje
tifs de la 
ommande. La 
ontrainte sur l'état,quant à elle, traduit, d'une part le 
ara
tère positif des �les d'attente, et d'autre part ex
lutl'existen
e des traje
toires de longueur in�nie.
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 dans un 
arrefour à feuxLa stratégie de 
ommandeLa stratégie d'optimisation 
onsiste à 
al
uler pour un horizonN donné, une séquen
ede 
ommutations optimale t0,t1,..,tN telle que l'un des 
ritères Ji; i = 1; � � � ; 4 prenne unevaleur minimale sous les 
ontraintes (1.30)-(1.35).Notons que le 
ara
tère hybride des 
ontraintes (1.30) rend le problème d'optimisa-tion dif�
ile. Pour 
ontourner 
ette dif�
ulté, les auteurs ont transformé le problème del'optimisation en un problème à 
omplémentarité linéaire étendu. Ce problème est dé�ni
omme suit :Étant donnés A 2 Rp�n , B 2 Rq�n , 
 2 Rp , d 2 Rq et m sous-ensembles �1; �2; � � � ; �mde f1; 2; � � � ; pg. Trouver un ve
teur x 2 Rn tel que :mXj=1Yi2�j(Ax� 
)i = 0sous les 
ontraintes Ax � 
 et Bx = d, ou montrer qu'au
un ve
teur x n'existe.Ainsi, l'intera
tion entre le problème d'optimisation et le problème ELCP devientalors plus 
laire. En effet, 
onsidérons l'équation (1.30) quand Ti est rouge. Pour un kquel
onque, 
ette équation peut être réé
rite sous la forme :x2k+1 � x2k + b1Æ2k;x2k+1 � 0;(x2k+1)i = (x2k + b1Æ2k)i; ou (x2k+1)i = 0; i = 1; � � � ; 4;
e qui est équivalent à : x2k+1 � x2k + b1Æ2k � 0;x2k+1 � 0;4Xi=1 (x2k+1 � x2k + b1Æ2k)i(x2k+1)i = 0:De la même manière, nous arrivons à la même équivalen
e pour l'équation (1.30) quandTi est vert. Ainsi, pour N 
ommutation des feux, si nous dé�nissons les deux nouvellesvariables x� = [x1; � � � ; xN ℄T et Æ� = [Æ1; � � � ; ÆN�1℄T , le système (1.30) peut être dé
ritpar : Ax� +BÆ� + 
 �0x� �0(Ax� +BÆ� + 
)Tx� =0
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 dans un 
arrefour 37où A, B sont des matri
es de dimensions appropriées. De même, les 
ontraintes (1.35)peuvent aussi être dé
rites par : Ex� +DÆ� + f � 0:En résumé, le problème de 
ommande peut être formulé 
omme suit :Minimiser Ji sous les 
ontraintes suivantes :Ax� +BÆ� + 
 �0 (1.36)x� �0 (1.37)Ex� +DÆ� + f �0 (1.38)(Ax� +BÆ� + 
)Tx� =0 (1.39)Il est 
lair que 
e problème est un 
as parti
ulier du problème ELCP.De S
hutter et De Moor ont développé un algorithme qui à la fois, évoque une des-
ription paramétrique de l'ensemble de solutions du problème ELCP et 
al
ule les valeursdes paramètres qui emmènent à une minimisation du 
ritère Ji.Commentaires 
ritiques : Dans 
e travail, nous avons relevé les in
onvénients sui-vants :� La transformation des 
ontraintes en un problème à 
omplémentarité linéaire étendupourrait être trompeuse. En effet, 
e
i suggérerait que le problème d'optimisationlié au 
ara
tère hybride du système est résolu. Or, il n'en est rien, 
ar la 
omplexitéest simplement dépla
ée vers la re
her
he de solutions au problème ELCP qui peuts'avérer NP-dif�
ile pour un grand horizon de 
ommande N (
omme 
'est le 
aspour la régulation des 
arrefours). La mise en �uvre de 
ette méthode devient alorsproblématique.� L'algorithme développé par les auteurs ne fait pas appel à des propriétés dont lavéra
ité pourrait être jugée sans véri�
ation expli
ite. De plus, les solutions du pro-blème ELCP sont paramétrées par des in
onnus, 
e qui rend la véri�
ation en
oreplus 
ritique. Il va sans dire que 
e manque de simpli
ité d'interprétation vient a
-
entuer davantage l'in
onvénient souligné au point pré
édent.Soulignons en plus un point qui nous paraît de nature à justi�er notre 
ontribution. Eneffet, le modèle développé par De S
hutter et De Moor 
on
erne une interse
tion saturée.Or, 
'est pré
isément la situation de non-saturation que nous étudions.
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 dans un 
arrefour à feux1.7 Con
lusion et obje
tifs de la thèseCompte tenu de la 
omplexité de l'implémentation des systèmes de régulation dutra�
, il n'existe pas de méthode parfaite pour 
ontr�ler le �ux dans une interse
tionroutière. L'adéquation d'une méthode est très liée au 
ondition du tra�
 (�uide, denseet saturé et
...). Les re
her
hes qui ont été menées sur la régulation du tra�
 ont permisde développer plusieurs stratégies de régulations. Toutefois, la plupart d'entre elles sontdestinées, de manière ex
lusive, aux méthodes d'optimisation en ligne pour minimiserun 
ritère formulé à partir d'un 
omportement idéal souhaité. La minimisation du 
ritèrepermet de déterminer la 
ommande à appliquer pour mieux réaliser les obje
tifs de la
ommande. Cependant, et indépendamment d'une quel
onque 
omparaison, 
es travauxsouffrent de trois in
onvénients majeurs suivants :� La faisabilité en temps réel de la 
ommande.� La robustesse vis-à-vis des perturbations qui sont inhérentes aux systèmes de trans-port.� La non prise en 
ompte des 
hangements brusques des �ux.Ce 
onstat milite don
 pour une résolution des problèmes de régulation des 
arrefours,faisant d'avantage appel à des méthodes nouvelles.Obje
tifs de la thèse : Dans le 
adre de notre travail, nous adoptons une stratégie dif-férente pour résoudre le problème de la régulation du tra�
 urbain par les feux de signali-sation. Nous nous intéressons essentiellement à un travail en amont permettant d'éviter la
ongestion en forçant les �les d'attente à ne pas dépasser le niveau de tra�
 
orrespondantà l'optimum opérationnel des lignes. Plus pré
isément, 
onsidérons les systèmes (1.9) et(1.12) ave
 une 
apa
ité maximale de 
haque ligne regroupée dans le ve
teur x�. La
ongestion peut se produire dans le système si la longueur de la �le d'attente de 
haqueligne dépasse sa 
apa
ité. Une 
onséquen
e de 
e type d'instabilité est l'a

umulationillimitée de véhi
ules dans le système.L'obje
tif de la 
ommande est alors de trouver un 
ontr�leur par retour d'état quirespe
te la 
ontrainte (1.13) gmin � gei � gmaxet est en mesure de satisfaire :0 � x(k) � x�; 8k � 0; 8 0 � x0 � x� (1.40)De 
ette manière, la 
ongestion peut être évitée en forçant les �les d'attente à ne jamaisdépasser la 
apa
ité des lignes. Ainsi, le 
ontr�le a priori de 
ongestion des 
arrefours



1.7 Con
lusion et obje
tifs de la thèse 39isolés est un problème de régulation sous 
ontraintes de type inégalité sur les variables de
ommande et de l'état. Pour résoudre 
e problème :1. nous proposons une 
ommande par retour d'état basée sur le 
on
ept d'invarian
epositive. Deux appro
hes sont utilisées :� La première fait appel aux inégalités matri
ielles linéaires (LMI). Leur su

èsvient du développement des méthodes dites du point intérieur (interior point me-thods) qui permettent d'apporter des solutions intéressantes par la manipulationde 
ontraintes de façon systématique.� La deuxième appro
he utilise le 
on
ept de la (A;B)-invarian
e issu de la gé-néralisation du théorème de Farkas. La mise en éviden
e de 
ette appro
he aouvert des possibilités telles qu'il est devenu possible d'aborder des problèmesd'analyse et/ou de 
ommande jusque là non envisageables.2. Pour mieux 
ontr�ler les feux de signalisation, des informations pré
ises en tempsréel sur les 
onditions de 
ir
ulation sont né
essaires. Dans 
e sens, nous proposonsl'appro
he neuronale pour estimer les �ux d'entrée a�n de garantir la faisabilité entemps réel de la 
ommande proposée.L'idée qui a guidé notre 
hoix a été d'appliquer des te
hniques et des formulations quiont prouvé une ef�
a
ité 
ertaine dans des appli
ations industrielles. Elles mettent en jeudes grandeurs et des 
ara
téristiques 
on
rètes qui s'interprètent 
lairement 
omme uneinter
onnexion entre le système et son environnement. En outre, elles se 
onforment leplus aux obje
tifs �xés pour notre investigation, à savoir, l'obtention de 
ommandes pourla régulation des 
arrefours permettant :� La faisabilité en temps réel.� Une �exibilité dans son utilisation.� Une prise en 
ompte des perturbations instantanées affe
tant le système.
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 dans un 
arrefour à feux



CHAPITRE 2APPROCHE DES INÉGALITÉSMATRICIELLES LINÉAIRES (LMI)
2.1 Introdu
tionSynthétiser une loi de 
ommande 
onsiste à trouver des entrées u qui satisfont aumieux le 
ahier des 
harges. Ce dernier peut imposer aussi bien des obje
tifs à atteindreque des 
ontraintes à véri�er pendant le pro
essus de régulation. Dès lors, l'intégrationdes 
ontraintes dans la formulation du problème de 
ommande semble assez naturelle.En pratique, les limitations ren
ontrées dans le fon
tionnement des pro
essus se tra-duisent souvent par des 
ontraintes de type inégalité sur les variables de 
ommande et del'état du modèle 
onsidéré. L'appro
he utilisée en général pour traiter le problème de la
ommande des systèmes dynamiques soumis à des 
ontraintes est basée sur le 
on
eptd'invarian
e positive. Ce 
on
ept implique que toutes les traje
toires du système issuesd'un domaine y restent. Étant donné que les 
ontraintes dé�nissent en général un domainedont les traje
toires du système ne doivent pas s'é
happer, on 
her
he à garantir le res-pe
t des 
ontraintes par la restri
tion des états initiaux admissibles en bou
le fermée à unensemble positivement invariant 
ontenu dans le domaine des 
ontraintes.Notre 
ontribution dans 
e 
hapitre 
onsiste à fournir des solutions à 
e type de pro-blème pour les systèmes de transport, qui soient aussi simples que possible à mettre en�uvre en temps réel. Notre première appro
he dans 
e mémoire vise à appliquer les te
h-niques des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI). Leur su

ès vient du développementdes méthodes dites du point intérieur (interior point methods) qui permettent d'apporter
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he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)des solutions intéressantes par la manipulation de 
ontraintes de façon systématique. Lamise en éviden
e de l'appro
he LMI a ouvert des possibilités telles qu'il est devenu pos-sible d'aborder des problèmes d'analyse et/ou de 
ommande jusque là non envisageables.En outre, de nombreux logi
iels (solveurs) 
onviviaux existent dont 
ertains offrent uneinterfa
e ave
 MATLAB.Dans un premier temps, nous rappelons quelques dé�nitions et résultats utiles don-nés dans la littérature et nous donnons 
ertains résultats préliminaires relatifs au 
on
eptd'invarian
e positive. Ensuite, nous pré
isons la dé�nition du problème de 
ommandequi nous 
on
erne. Une fois que le problème est bien dé�ni, nous donnons sous formeLMI des 
onditions né
essaires et suf�santes pour qu'un ensemble ellipsoïdal soit à lafois un ensemble positivement invariant de notre système et in
lus dans l'ensemble des
ontraintes sur l'état et la 
ommande. Ces résultats sont appliqués aux modèles de trans-port établis dans le 
hapitre 1. Deux 
as sont étudiés : 
elui où le 
y
le des feux est
onstant est d'abord analysé. Ensuite, nous nous intéressons au 
as où le 
y
le des feuxest variable a�n d'adapter la stratégie de 
ommande de manière ef�
a
e aux variationspermanentes du tra�
.2.2 Rappels mathématiques et résultats préliminairesNous dé�nissons i
i différentes notations 
on
ernant les ve
teurs et les opérateurs po-sitifs. Ces notations sont 
onformes à 
elles 
lassiquement introduites dans la littérature.Nous introduisons tout d'abord deux relations d'ordre partiel dans Rn : > et �. Considé-rons deux ve
teurs x et y de Rn ; alors :� x > y , 8i 2 f1; � � � ; ng; xi > yi� x � y , 8i 2 f1; � � � ; ng; xi � yiIl est 
lair que : x > y ) x � y. Ces relations d'ordre partiel nous permettent dedé�nir les ve
teurs positifs de Rn :� x est non-négatif, i.e., x � 0� x est positif, i.e., x > 0Dé�nissons les orthants non-négatifs et positifs, que nous noterons respe
tivement Rn+ etRn+� : Rn+ = fx 2 Rn ; x � 0gRn+� = fx 2 Rn ; x > 0gDe la même façon, nous dé�nissons les relations > et � pour les matri
es (m� n) :� A > B , 8(i; j); aij > bij



2.2 Rappels mathématiques et résultats préliminaires 43� A � B , 8(i; j); aij � bijNous dé�nissons don
 les matri
es :� A est non-négative, i.e., A � 0� A est positif, i.e., A > 0Clairement : A > 0) A � 0.2.2.1 Sur l'invarian
e positive des ensemblesConsidérons le système dis
ret suivant :x(k + 1) = f(x(k)); x(k0) = x0; (2.1)où x(k) 2 Rn est le ve
teur d'état du système à l'instant k 2 N , k0 est l'instant initial etx0 est l'état initial. Le ve
teur f(�) est une appli
ation de Rn dans Rn . L'équation (2.1)dé�nit une transformation pon
tuelle qui fait 
orrespondre, pour un k donné, à un pointM(xk) de l'espa
e à n dimension un pointM(xk+1) du même espa
e.Soit S � Rn . Dans toute la suite, on désigne par :� S la fermeture de S ; 
'est l'interse
tion de tous les fermés 
ontenant S, 
'est don
le plus petit fermé 
ontenant S.� Int(S) l'intérieur de S ; 
'est la réunion de tous les ouverts in
lus dans S, 
'estdon
 le plus grand ouvert 
ontenu dans S.� �S la frontière de S ; 
'est sa fermeture privée de son intérieur.Une propriété intéressante à 
onnaître est la façon ave
 laquelle la solution de (2.1) se
omporte vis à vis d'un ensemble S.Dé�nition 2.1 Soit S � Rn . S est dit positivement invariant par rapport à la solution dusystème (2.1) si et seulement si :x0 2 S ) f(x(k)) 2 Spour tout (k0; k) 2 N � N . IUn ensemble invariant piège don
 les traje
toires : si une traje
toire 
ommen
e dansS, elle reste dans S pour tout k 2 N . Pour les systèmes dynamiques, une traje
toire estun ensemble invariant, 
'est l'exemple le plus simple d'un tel ensemble.Il se pose le problème de savoir dans quelles 
onditions l'ensemble S est positivementinvariant par rapport à la solution du système (2.1). Pour expliquer 
omment on peutrépondre à 
ette question, il nous faut 
ommen
er par la dé�nition suivante.
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he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Dé�nition 2.2 Soit S un voisinage ouvert de x = 0. Une fon
tion V (�) : Rn ! R est ditefon
tion frontière de l'ensemble S si et seulement si S possède une frontière et il existe� 2 R tel que pour tout x 2 Rn :V (x) < � , x 2 S et V (x) = � , x 2 �S:Exemple 2.1 Soit S = �x 2 Rn : kxk2 < 1 + �	où � > �1. Il est 
lair que S est un voisinage ouvert et 
onnexe de x = 0. Sa fon
tionfrontière est donnée par : V (x) = kxk2 � 1Ainsi, nous avons V (x) < �; 8x 2 S et V (x) = �; 8x 2 �S.Le résultat suivant est appelé à jouer, 
omme nous allons le voir, un r�le fondamentaldans la 
onstru
tion des théorèmes de l'invarian
e positive des ensembles que nous allonsétudier.Lemme 2.1 Soit S � Rn un ensemble ouvert et V (�) : Rn ! R sa fon
tion frontière.Pour que la fermeture S de S soit positivement invariant par rapport à la solution dusystème (2.1), il est né
essaire et suf�sant que sa fon
tion frontière V (�) véri�e :�V (x) � 0; 8x 2 S: (2.2)Preuve: (Suf�san
e :) Soit x0 2 S un point arbitrairement 
hoisi. Si nous supposons qu'ilexiste un instant ki 2 N tel que xi = x(ki; x0) 2 S et xi+1 = x(ki+1; xi) = x(ki+1; x0) 62S . Alors, en vertu de la dé�nition 2.2, nous avons V (xi) � � et V (xi+1) > � . Il vient :�V (xi) = V (xi+1)� V (xi) > 0:Ce
i 
ontredit la 
ondition (2.2).(Né
essité :) soit S positivement invariant par rapport à la solution du système et soitxi = x(ki; x0) 2 �S. Ainsi, nous avons V (xi) = � et V (xi+1) � �. Supposons que :�V (xi) = V (xi+1)� V (xi) > 0Il vient : V (xi+1)� V (xi) > 0) V (xi+1) > �
e qui implique que xi+1 =2 S et prouve le Lemme. �



2.2 Rappels mathématiques et résultats préliminaires 452.2.2 Sur les Inégalités Matri
ielles Linéaires (LMI)Une inégalité matri
ielle linéaire (LMI) est une relation de type :F (x) = F0 + x1F1 + :::+ xnFn = F0 + nXi=1 xiFi � 0 (2.3)où x = (x1; � � � ; xn)T est un ve
teur réel à n 
omposantes et les matri
es Fi 2 Rn�nsont symétriques. Fi sont des données, x est l'in
onnue. Le signe d'inégalité � signi�eque la matri
e symétrique F (x) doit être semi-dé�nie positive. Il est possible de traiterdes inégalités stri
tes du type F (x) � 0 qui signi�e que la matri
e F (x) est dé�niepositive. On 
onsultera ave
 pro�t l'ouvrage de [35℄ qui 
onstitue un très bon répertoirede nombreux problèmes faisant appel aux LMIs.Considérons à titre d'exemple le problème de la re
her
he d'une matri
e réelle P =P T d'ordre 2 dé�nie positive. La matri
e P dépend alors de trois paramètres xi; i = 1; 2; 3et peut s'é
rire :P = P T =  x1 x2x2 x3! = x1 1 00 0!| {z }F1 +x2 0 11 0!| {z }F2 +x3 0 00 1!| {z }F3 � 0Une propriété remarquable des LMIs est la possibilité de regrouper plusieurs LMIsF 1(x) � 0; � � � ; F q(x) � 0 en une seule LMI blo
-diagonale :F (x) = 2664F 1(x) . . . F q(x)3775 � 0Cette propriété dé
oule du fait que les valeurs propres d'une matri
e diagonale par blo
sont 
onstituées par les valeurs propres des matri
es sur la diagonale.Quelques outils pour LMICertaines inégalités non-linéaires peuvent être également transformées en LMIs àl'aide du 
omplément de S
hur. En effet, soitF (x) = " R(x) S(x)ST (x) Q(x)#où R(x) = RT (x), Q(x) = QT (x) inversible, et S(x) dépendent linéairement de x.Dé�nition 2.3 Le 
omplément de S
hur du blo
Q(x) de la matri
e F (x) est la matri
e :R(x)� S(x)Q�1(x)ST (x)



46 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Le 
omplément de S
hur apparaît naturellement 
omme le résultat d'un é
hantillonnagepartiel de F (x) à l'aide du pivot de Gauss. Nous avons alors le résultat suivant :Lemme 2.2 ([35℄) On suppose queQ(x) est dé�nie positive (respe
tivement semi-dé�niepositive).� F (x) � 0 si et seulement si R(x)� S(x)Q�1(x)ST (x) � 0.� F (x) � 0 si et seulement si R(x)� S(x)Q�1(x)ST (x) � 0.Remarquons à partir de 
e lemme que R(x) � 0 est une 
ondition né
essaire pour queF (x) � 0. Pour le montrer, il suf�t de remarquer que :(yT ; zT )"R SST Q#�yz� = yTRy + 2yTSz + zTQz � 0implique en posant z = 0 ; yTRy � 0.Soient maintenant deux matri
esM ;N . Ces deux matri
es sont dites 
ongruentes s'ilexiste une matri
e inversibleK telle queM = KTNK. On a alors la proposition suivante.Lemme 2.3 ([35℄) Soient M et N deux matri
es symétriques 
ongruentes alors M � 0si et seulement si N � 0.2.2.3 Sur l'optimisation sous 
ontraintes inégalités
onsidérons le problème de maximisation suivant :max f(x)sous les 
ontraintes hj(x) � 
j; j = 1; � � � ; mOn dé�nit le Lagrangien L par la fon
tion suivante :L(x; �) = f(x)� mXj=1 �j(hj(x)� 
j)où les variables �j sont les multipli
ateurs de Lagrange asso
iés a 
haque 
ontrainte j.Notons qu'il est très fa
ile de passer d'un problème de minimisation sous 
ontraintes pre-nant la forme d'inégalité à un problème de maximisation. En effet, il suf�t de remarquerque le problème de minimisation min f(x) : est équivalent au problème maximisationmax�f(x).Soit �x la solution du problème de maximisation de la fon
tion f(x). Deux situationssont envisageables pour 
haque 
ontrainte j.1. soit hj(�x) = 
j : dans 
e 
as, on dit que la 
ontrainte j est saturée à l'optimum ;2. soit hj(�x) < 
j : dans 
e 
as, on dit que la 
ontrainte j est non saturée à l'optimum.
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ation des 
ontraintes : Pour pouvoir utiliser le Lagrangien dansla résolution d'un programme d'optimisation sous 
ontraintes prenant la forme d'inéga-lité, il suf�t que l'une des 
onditions suivantes soit véri�ée :a) Soit s � m le nombre de 
ontraintes saturées a l'optimum �x. Si la matri
e ja-
obienne de 
es s fon
tions 
ontraintes, de taille (s; n), est de rang s lorsqu'elleest évaluée a l'optimum �x, alors la 
ondition de quali�
ation des 
ontraintes estvéri�ée.b) Les fon
tions 
ontraintes hj; j = 1; � � � ; s sont toutes linéaires.Conditions du premier ordre (Kuhn et Tu
ker) : On suppose que les 
ontraintesde quali�
ation sont véri�ées. Si le ve
teur �x 2 Rn est une solution du problème demaximisation de la fon
tion f , alors il existe un unique ve
teur �� � 0 tel que �x véri�e les
onditions suivantes :�L(�x; ��)�x = 0��j(hj(�x)� 
j) = 0 , ��j = 0; ou hj(x)� 
j = 0; j = 1; � � � ; m�L(�x; ��)�� � 0 , hj(x) � 
j; j = 1; � � � ; mNotons que 
es 
onditions n'ex
luent pas la possibilité que ��j = 0 et hj(x) � 
j = 0simultanément.Conditions suf�santes du se
ond ordre pour un optimum global : Supposons qu'ilexiste un �x 2 Rn qui véri�e les 
onditions du premier ordre.1. Si f est 
on
ave et les hj sont 
onvexes, �x est un maximum global.2. Si f est 
onvexe et les hj sont 
on
aves, �x est un minimum globalEn pratique, la résolution des 
onditions de Kuhn et Tu
ker est 
ompliquée par lefait qu'il faut envisager su

essivement toutes les 
on�gurations possibles : toutes les
ontraintes sont saturées à l'équilibre, toutes sauf une, deux,..., au
une (tous les ��j sontnuls à l'équilibre). Pour trouver la bonne solution, il faut pro
éder par élimination en mon-trant que parmi l'ensemble de 
es possibilités, 
ertaines aboutissent à des 
ontradi
tions.Sur 
e, nous terminons notre aperçu général des rappels mathématiques pour passeraux se
tions suivantes à la dé�nition du problème de la 
ommande et sa solution en termede LMI.



48 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)2.3 Position du problème de la 
ommande2.3.1 Cas où le 
y
le est 
onstantDans le 
as où le 
y
le des phases est 
onstant, le modèle du 
arrefour à feux établiau 
hapitre 1 est de la forme (voir (1.7) 
hapitre 1) :y(k + 1) = y(k) +Bu(k) + L (2.4)y 2 Rn+ est le ve
teur représentant les longueurs des �les d'attente dans 
haque phase audébut du 
y
le k, u 2 Rm+ est le ve
teur de 
ommande représentant les feux de signali-sation, B 2 Rm�n et L 2 Rn . Les 
apa
ités maximales de 
haque ligne sont regroupéesdans le ve
teur y�. Ainsi, les 
ontraintes sur l'état sont dé�nies par :E y = fy 2 Rn+= 0 � y(k) � y�; 8k � 0; 8 0 � y0 � y�g (2.5)L'ensemble des 
ommandes admissibles quant à lui est dé�ni par :Uu = fu 2 Rm+ = umin � u � umax; umin > 0g (2.6)Les domaines E y et Uu sont des ensembles polyédraux dissymétriques bornés de Rn etRm respe
tivement.Soulignons tout de suite que les 
ontraintes (2.5) et (2.6) sont de nature fondamenta-lement différente. En effet, la 
ontrainte (2.5) exprime une exigen
e du 
ahier des 
hargesdu 
ontr�leur, alors que la 
ontrainte (2.6) est une 
ontrainte te
hnique imposée par l'in-génieur pour garantir la faisabilité de son 
ontr�leur. Ainsi, violer les 
ontraintes (2.5),
'est ne pas respe
ter l'obje
tif de la 
ommande, alors que trouver un autre s
héma de
ommande dans lequel (2.5) n'est pas né
essaire, 
'est réaliser les obje
tifs autrement.Il va sans dire que, 
ontrairement à la théorie des systèmes positifs, la 
ontrainte depositivité de l'état n'impose au
une restri
tion sur la matri
e B et le ve
teur L. Le pro-blème de synthèse peut alors être interprété 
omme 
ontraindre l'état d'être seulementpositif. Ce qui 
onfère aux résultats proposés dans 
e 
hapitre un 
ara
tère général.Dans la suite, nous supposons qu'il existe un état nominal yN pour lequel il existe une
ommande uN 2 Uu telle que (voir remarque 1.1, 
hapitre 1) :BuN + L = 0 (2.7)Généralement, un minimum de 
onnaissan
es sur le pro
essus à 
ommander permetde dire quels sont les états d'équilibre intéressants. Nous supposons don
 que l'ensemblede 
es états d'équilibre est 
onnu. Dans 
es 
onditions, posons 
omme nouveau ve
teurde 
ommande : v(k) = u(k)� uN (2.8)
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ommande 49et 
omme nouveau ve
teur d'état : x(k) = y(k)� yN (2.9)Les équations (2.4), (2.7), (2.8) et (2.9) donnent alors le système suivant :x(k + 1) = x(k) +Bv(k); x 2 Rn ; v 2 Rm (2.10)Les 
ontraintes sur u(k) se transportent sur v(k) en :Uv = fv 2 Rm= � v2 � v � v1; v1; v2 > 0g (2.11)ave
 v2 = uN � umin; v1 = umax � uNL'ensemble E y quant à lui se transforme naturellement en :E x = fx 2 Rn= � x2 � x(k) � x1; ; x1; x2 > 0g (2.12)ave
 x2 = yN ; x1 = y� � yNNotons tout de suite que la positivité de l'état ainsi que 
elle de la 
ommande ne sont plusdemandées. Il est 
lair que x 2 Ex ; v 2 Uv si et seulement si y 2 E y ; u 2 Uu .La 
ommande du système dynamique (2.10) aura pour expression :v(k) = Gx(k) (2.13)où G 2 Rm�n . Dans 
e 
as, le système (2.10) en bou
le fermée est donné par :x(k + 1) = (I +BG)x(k) (2.14)En outre, l'existen
e des 
ontraintes (2.11) implique que le retour d'état (2.13) n'estadmissible que dans une région déterminée de l'espa
e d'état, 
'est-à-dire :Uv = fx 2 Rn= � v2 � Gx � v1; v1 > 0; v2 > 0g (2.15)Ce domaine représente l'ensemble des états admissibles pour la 
ommande pourG 
hoisietelle que rang(G) = m. Il est polyédral dissymétrique 
ontenant l'origine.Toutefois, toute 
ondition initiale émanant de Ex peut parfaitement donner une traje
-toire sortant de l'ensemble Uv . De 
e fait, il est né
essaire d'assurer l'invarian
e positivedes ensembles Ex et Uv .Rappelons toutefois que quelques auteurs (ainsi, par exemple gutman [36℄, bitsoris[37℄, 
heganças [38℄, Benzaouia [39℄, Rami [40℄) ont étudié parti
ulièrement 
e problème



50 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)dans le 
as où les 
ontraintes sont symétriques et 
on
ernent uniquement la 
ommande.Ce
i suggérerait que les résultats obtenus par ses auteurs restent valables pour notre pro-blème. Or, il n'en est rien, 
ar dans notre formulation, deux éléments supplémentaires sontà prendre en 
onsidération. D'abord les 
ontraintes supplémentaires sur l'état et la dissy-métrie de nos 
ontraintes. Toutefois, le travail de 
es auteurs fut pour nous une sour
ed'inspiration 
ertaine.L'idée de base de 
es auteurs (sauf Rami) était de trouver un domaine de 
onditionsinitiales E x et un ensemble 
(x) qui soit positivement invariant tels que E x � 
(x) �Uv . Or 
ette démar
he n'est pas transposable à notre problème puisque l'ensemble de
onditions initiales E x est imposé. L'idée alors est de 
her
her à garantir le respe
t des
ontraintes sur l'état et la 
ommande par la restri
tion des 
onditions initiales de l'étaten bou
le fermée à un ensemble positivement invariant 
(x) 
ontenu dans E x \ Uv . De
ette manière, si x0 2 
(x) alors on est sûr que x(k) 2 E x et v(k) 2 Uv . l'obje
tif de la
ommande est don
 le suivant :Obje
tif : Trouver un 
ontr�leur par retour d'état v = Gx et un ensemble 
(x) telsque :1. 
(x) soit positivement invariant par rapport au système (2.14) et,2. 
(x) � E x \ UvPour trouver l'ensemble 
(x), nous allons asso
ier au système (2.14) une fon
tion deLyapunov V(x) qui donnera un ensemble de la forme :
(x) = �x 2 Rn n V(x) � �	 (2.16)Ainsi, le problème posé est le suivant : Trouver un gain G tel que l'on puisse asso
ierau système 2.14 une fon
tion de Lyapunov V(x) et un réel � > 0 pour lesquels 
(x) soitpositivement invariant par rapport au système (2.14) et :
(x) � Ex \ Uv (2.17)2.4 Solution du problème de la 
ommandePour la solution du problème de la 
ommande, nous allons prendre V(x) = xTPx, oùP = P T est une matri
e symétrique dé�nie positive. Nous pouvons aussi supposer sansperte de généralité que � = 1 (quitte à prendre P � = 1�P ). Ainsi, le domaine 
(x) peuts'é
rire 
omme : 
(x) = �x 2 Rn n xTPx � 1	 (2.18)



2.4 Solution du problème de la 
ommande 51C'est un ellipsoïde 
entré à l'origine de fon
tion frontière V(x) = xTPx.Dans la suite, nous adoptons une démar
he qui 
onsiste à séparer l'étude de l'inva-rian
e positive de 
(x) et l'étude de l'in
lusion 
(x) � E x \ Uv . Il s'agit de simpli�erla présentation tout en traitant l'ensemble des aspe
ts du problème. Une fois que 
esdeux études sont présentées séparément, leur intégration dans une formulation 
omplètedevient évidente.2.4.0.1 Sur l'invarian
e positive de 
(x)Dans 
ette partie, nous allons étudier les 
onditions sur G et P pour que 
(x) soitpositivement invariant par rapport au système (2.14). En effet, d'après le lemme 2.1, l'in-varian
e positive de 
(x) est équivalente à :�V(x) = V(x(k + 1))� V(x) � 0Ce
i donne : �V(x) = xT h(I +BG)TP (I +BG)� Pix � 0
e qui implique que la matri
e (I+BG)TP (I+BG)�P doit être semi-dé�nie négative,
'est-à-dire : (I +BG)TP (I +BG)� P � 0ou d'une manière équivalente :P � (I +BG)TP (I +BG) � 0 (2.19)Or, on sait que A � 0 est équivalente à P�1AP�1 � 0, 
ar xTAx = yTP�1AP�1y � 0,où y = Px. Ainsi, (2.19) est équivalente à :P�1 � P�1(I +BG)TP (I +BG)P�1 � 0Il s'ensuit que : P�1 � (P�1 +BGP�1)TP (P�1 +BGP�1) � 0Posons Q = P�1. Il vient alors :Q� (Q +BGQ)TQ�1(Q+BGQ) � 0Si nous appliquons maintenant le 
hangement de variable Y = GQ, la dernière inégalitédevient : Q� (Q +BY )TQ�1(Q+BY ) � 0



52 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)L'appli
ation du lemme 2.2 de S
hur ave
 R = Q, S = (Q+BY )T donne : Q Q + Y TBTQ+BY Q ! � 0; Q = P�1; Y = GQ (2.20)Ainsi, l'invarian
e positive de 
(x) par rapport au système (2.14) est équivalente à lafaisabilité de la LMI (2.20). D'où le lemme suivant.Lemme 2.4 Pour que 
(x) soit positivement invariant par rapport au système (2.14) ilest né
essaire et suf�sant que la LMI suivante soit faisable : Q Q + Y TBTQ+BY Q ! � 0; Q = P�1; Y = GQ (2.21)Remarquons à partir de 
e lemme que pour 
al
uler le gain G, Il suf�t don
 de résoudrela LMI 
i-dessus en Y = GQ et Q puis de 
al
uler G = Y Q�1.2.4.0.2 Sur l'in
lusion 
(x) � Ex \ UvRegardons d'abord les nouvelles 
onditions sur P pour que 
(x) � Ex . En effet, Dé-signons par X1 etX2 les matri
es diagonales de termes diagonaux xi1 et xi2 respe
tivement.Ainsi nous avons :(X1)�1 = 0BBBBB� 1x11 0 � � � 00 1x21 0 ...... . . . . . . 00 � � � 0 1xn1
1CCCCCA ; (X2)�1 = 0BBBBB� 1x12 0 � � � 00 1x22 0 ...... . . . . . . 00 � � � 0 1xn2

1CCCCCAIl vient alors :x � x1 , (X1)�1x � e et � x � x2 , �(X2)�1x � eoù e = (1; 1; � � � ; 1)T est le ve
teur dont toutes ses 
omposantes sont égales à 1. Il s'ensuitque l'ensemble Ex peut s'é
rire sous la forme suivante :Ex = �x 2 Rn n  (X1)�1�(X2)�1!x � e	 = �x 2 Rn n Fx � e	où F =  F 1 = (X1)�1F 2 = �(X2)�1!L'ensemble Ex peut aussi s'é
rire sous la forme :E x = �x 2 Rn n Fix � 1; i = 1; � � � ; 2n	 (2.22)



2.4 Solution du problème de la 
ommande 53où Fi est la iième ligne de la matri
e F . Ce
i fait, il est 
lair que la 
ondition 
(x) � Exest équivalente à : maxx2
(x)�Fix	 � 1 (2.23)Il s'agit maintenant de 
onnaître la valeur maximale de la fon
tion linéaire Fix sur l'en-semble 
(x), 
'est-à-dire : maxFixsous la 
ontrainte xTPx � 1Pour résoudre 
e problème, nous allons appliquer les 
onditions de Kuhn et Tu
ker(voir se
tion 2.2.3). En effet, soit le Lagrangien L :L(x; �) = Fix� �(xTPx� 1)Alors, si �x est la solution re
her
hée, il existe un s
alaire �� � 0 tel que :�L�x = F Ti � 2��P �x = 0 (2.24)��(�xTP �x� 1) = 0 , �� = 0; ou �xTP �x� 1 = 0 (2.25)�L�� � 0 , �xTP �x � 1 (2.26)Pour déterminer les solutions de 
e système, il faut envisager su

essivement tous les 
asde �gure possibles portant sur la saturation des 
ontraintes et pro
éder par élimination.Cas 1 : �xTP �x = 1 (la 
ontrainte est saturée à l'optimum). Dans 
e 
as, on a :rang���xTP �x�x � = rang�2P �x� = 1; 8�x 2 RnAinsi, la 
ontrainte de quali�
ation est véri�ée. Il s'ensuit alors que dans 
e 
as nousavons �� > 0. Il vient à partir de (2.24) :�x = 12��P�1F TiEn multipliant (2.24) par xT il vient :�� = 12(FiP�1F Ti ) 12En remplaçant �� dans �x on obtient :�x = (FiP�1F Ti )� 12P�1F Tiqui est une solution possible du problème de maximisation de la fon
tion Fix sur l'en-semble 
(x).



54 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Cas 2 : �xTP �x < 1 (la 
ontrainte n'est pas saturée à l'optimum). Dans 
e 
as, on a�� = 0. Or, l'équation (2.24) donne F Ti = 0, 
e qui viole le fait que Fi 6= 0.Finalement, on en déduit que les 
onditions de Kuhn et Tu
ker admettent une seulesolution : �x = (FiP�1F Ti )� 12P�1F TiOr, Fix est 
on
ave et les 
ontraintes sont 
onvexes, don
 �x est un maximum global. Par
onséquent, la valeur maximale de Fix sur l'ensemble 
(x) est donnée par :maxx2
(x)�Fix	 = (FiP�1F Ti ) 12Ainsi, d'après (2.23), la 
ondition 
(x) � Ex est équivalente à :(FiP�1F Ti ) 12 � 1qui à son tour équivalente à : FiP�1F Ti � 1d'où : 1� FiP�1F Ti � 0; i = 1; � � � ; 2nPuisque 1 � FiP�1F Ti 2 R, l'appli
ation du lemme 2.2 de S
hur ave
 R = 1 et S = Fidonne la LMI suivante :  1 FiF Ti P! � 0; i = 1; � � � ; 2nPour harmoniser 
ette LMI ave
 la LMI (2.21) en terme de Q, nous allons appliquer lelemme 2.3 de 
ongruen
e. En effet, SoitK =  I OO Q!Cette matri
e est bien évidemment symétrique et inversible puisque Q = P�1. Il s'ensuitd'après le lemme 2.3 de 
ongruen
e que : 1 FiF Ti P! � 0; ()  I OO Q! 1 FiF Ti Q�1! I OO Q! � 0Or :  I OO Q! 1 FiF Ti Q�1! I OO Q! =  1 FiQQF Ti Q !Il vient aussit�t que :  1 FiF Ti P! � 0; ()  1 FiQQF Ti Q ! � 0d'où le lemme suivant.
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ommande 55Lemme 2.5 Pour que 
(x) � Ex , il est né
essaire et suf�sant que la LMI suivante soitfaisable :  1 FiQQF Ti Q ! � 0; i = 1; � � � ; 2n (2.27)Remarquons que si P est une matri
e diagonale, alors nous avons :1� FiP�1F Ti = 1� (Fi)2pioù pi est le iième élément diagonal de P . Ainsi :1� FiP�1F Ti � 0; i = 1; � � � ; 2n , I � FP�1F � 0et la 
ondition (2.27) est équivalente à :0BBBB� I F 1F 1 P ! OO  I F 2F 2 P !
1CCCCA � 0d'où le 
orollaire suivant.Corollaire 2.1 Pour P = diag(pi), 
(x) � Ex si et seulement si la LMI suivante estfaisable : 0BBBB� I F 1QQF 1 Q ! OO  I F 2QQF 2 Q !1CCCCA � 0 (2.28)Voyons à présent les nouvelles 
onditions sur le gainG pour que
(x) � Uv . En effet,rappelons d'abord qu'ave
 le retour d'état v = Gx, l'ensemble Uv s'é
rit :Uv = fx 2 Rn= � v2 � Gx � v1; v1 > 0; v2 > 0g (2.29)
e qui se traduit par :Uv = fx 2 Rn= Gx � v1 et �Gx � v2; v1 > 0; v2 > 0g (2.30)Soient V1 ;V2 les matri
es diagonales de termes diagonaux vi1 et vi2 respe
tivement. Nousavons alors :V�11 = 0BBBBB� 1v11 0 � � � 00 1v21 0 ...... . . . . . . 00 � � � 0 1vm1

1CCCCCA ; V�12 = 0BBBBB� 1v12 0 � � � 00 1v22 0 ...... . . . . . . 00 � � � 0 1vm2
1CCCCCA



56 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Il s'ensuit que l'ensemble Uv peut s'é
rire sous la forme suivante :Uv = �x 2 Rn n  V�11 G�V�12 G! x � e	 = �x 2 Rn n Hx � e	ave
 H =  V�11 G�V�12 G!ou d'une manière équivalente :Uv = fx 2 Rn= Hix � 1; i = 1; � � � ; 2mgoù Hi est la iième ligne de la matri
e H . Don
, en suivant les mêmes arguments que pré-
édemment, l'in
lusion 
(x) � Uv est équivalente à la faisabilité de la LMI suivante : 1 HiHTi P ! i = 1; � � � ; 2mEn appliquant le lemme 2.3 de 
ongruen
e ave
 :K =  I OO Q!
ette LMI est équivalente à la LMI suivante : 1 HiQQHTi Q ! � 0; i = 1; � � � ; 2m; Q = P�1D'autre part, puisque Hi = 1vi1Gi ou Hi = � 1vi2Gi, ave
 Gi est la iième ligne de la matri
eG, il s'ensuit que HiQ = 1vi1GiQ et HiQ = � 1vi2GiQ. Or, puisque Y = GQ, il vientYi = GiQ, où Yi est la iième ligne de la matri
e Y . Ainsi, HiQ = 1vi1Yi ou HiQ = � 1vi2Yi.Par 
onséquent, la dernière LMI devient :0� 1 1vi1Yi1vi1Y Ti Q 1A � 0; 0� 1 � 1vi2Yi� 1vi2Y Ti Q 1A � 0; i = 1; � � � ; m; Q = P�1;Y = GQEn outre, puisque plusieurs LMI peuvent s'exprimer sous la forme de la LMI simplediag(LMIj) � 0, nous avons alors le résultat suivant.Lemme 2.6 Pour que 
(x) � Uv , il est né
essaire et suf�sant que la LMI suivante soitfaisable :0BBBBBB�
0� 1 1vi1Yi1vi1Y Ti Q 1A OO 0� 1 � 1vi2Yi� 1vi2Y Ti Q 1A

1CCCCCCA � 0; i = 1; � � � ; m; Q = P�1;Y = GQ(2.31)



2.4 Solution du problème de la 
ommande 57Finalement, en résumant toutes les 
onditions 
itées plus haut, nous avons la solutionde notre problème de 
ommande en termes des LMIs.Théorème 2.1 Pour que 
(x) soit positivement invariant par rapport au système (2.14)et 
(x) � Ex \ UvIl est né
essaire et suf�sant qu'il existe un gainG et une matri
e P = P T dé�nie positivetels que les LMIs suivantes soient faisables. Q Q+ Y TBTQ +BY Q ! � 0; Q = P�1; Y = GQ 1 FiQQF Ti Q ! � 0; i = 1; � � � ; 2n; F =  (X1)�1�(X2)�1!0BBBBBB�
0� 1 1vi1Yi1vi1Y Ti Q 1A OO 0� 1 � 1vi2Yi� 1vi2Y Ti Q 1A

1CCCCCCA � 0; i = 1; � � � ; mSi maintenant P est diagonal, alors nous avons le 
orollaire suivant.Corollaire 2.2 Pour P diagonal, 
(x) est positivement invariant par rapport au système(2.14) et 
(x) � Ex \ Uusi et seulement s'il existe un gain G et une matri
e P = P T dé�nie positive tels que lesLMIs suivantes soient faisables. Q Q + Y TBTQ +BY Q ! � 0; Q = P�1; Y = GQ0BBBB� I F 1QQF 1 Q ! OO  I F 2QQF 2 Q !1CCCCA � 0; F 1 = (X1)�1; F 2 = �(X2)�10BBBBBB�
0� 1 1vi1Yi1vi1Y Ti Q 1A OO 0� 1 � 1vi2Yi� 1vi2Y Ti Q 1A

1CCCCCCA � 0; i = 1; � � � ; m



58 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Remarque 2.1 John a démontré en 1948 dans [41℄ que tout 
onvexe 
ompa
t d'intérieurnon vide de Rn 
ontenait un ellipsoïde de volume maximal. Il est bien 
onnu que levolume d'un ellipsoïde est donné par :vol(
(x)) = vol(Sph)j det(Q)j = vol(Sph) nYi=1 �i; Q = P�1; (2.32)où vol(Sph) est le volume de la boule unité fermée dans Rn et �i les valeurs propres dela matri
e Q. Don
, nous pouvons remarquer que pour 
her
her le plus grand ellipsoïde
(x) 
ontenu dans Ex \Uv , il faut agrandir son volume. Pour 
e faire, nous pouvons agirsur :1. la plus petite des valeurs propres �min de la matri
eQ. Le problème d'optimisation
orrespondant s'é
rit : max �minsous les 
ontraintes Q � 0F (Q) � 0où F (Q) est la 
ontrainte LMI en Q du théorème 2.1.2. le déterminant de la matri
e Q. En effet, puisque :log�det(Q)� = nXi=1 log(�i)alors, le problème d'optimisation 
orrespondant s'é
rit :max log�det(Q)�sous les 
ontraintes Q � 0F (Q) � 03. la tra
e tra
e(Q) =Pni=1 �i. Le problème d'optimisation 
orrespondant s'é
rit :max tra
e(Q)sous les 
ontraintes Q � 0F (Q) � 0Ces problèmes d'optimisation LMI sont 
onvexes en Q et 
lassiques. Le 
hoix du 
ritèredépend du problème traité. Les avantages respe
tifs de 
haque 
ritère sont mentionnésdans [42℄. De plus, tous les problèmes LMI mentionnés 
i-dessus peuvent être résolusave
 des outils sous MaTlab. I



2.4 Solution du problème de la 
ommande 592.4.0.3 Appli
ation aux 
arrefours à feuxDans 
ette se
tion, nous exposerons quelques exemples a�n de montrer l'ef�
a
itéde l'appro
he proposée. Notons que les solutions satisfaisant les LMIs sont obtenues enutilisant le solveur LMI SeDuMi [43℄ et la boite à outils Matlab YALMIP qui fournit uneinterfa
e simple pour les solveurs LMI les plus utilisés [44℄.2.4.0.4 Cas de deux phasesLes performan
es de la 
ommande proposée sont évaluées par simulation sur uneinterse
tion à deux phases et à 
y
le 
onstant ayant les paramètres suivants : s1 = 0:3veh/s ; s2 = 0:4 veh/s ; q1 = 0:2 veh/s ; q2 = 0:133 veh/s ; 
 = 120 s ; ge2max = 90 s ;ge2min = 30 s ; y�1 = 70 veh ; y�2 = 66 veh. Dans 
e 
as, la 
ommande nominale a pourvaleur ge2N = uN = 40s.Une solution satisfaisant les LMIs du théorème 2.1 est donnée par :Q =  1:1279 00 1:1382! ; Y =��1:2290 1:6386� ; G=��1:0896 1:4396�Ainsi u(k) = v(k) + uN = Gx(k) + uN = Gy(k)�GyN + uNLes résultats obtenus par l'appli
ation de 
ette appro
he (�gure 2.1) montrent bienque les longueurs des �les d'attente y1, y2 restent inférieurs au niveau 
orrespondant aux
apa
ités des voies y�1, y�2 respe
tivement. Remarquons aussi que les 
ourbes de y1 et y2évoluent de manière symétrique jusqu'au 
y
le 80. Ensuite elles se stabilisent sur les va-leurs 30 et 26 respe
tivement. Ce fait est expliqué par le fait que la 
ommande ge2 est sta-bilisante du système et atteint sa valeur nominale après 80 
y
les, 
'est-à-dire ge2 = ge2Net par 
onséquent y = yN = (31; 26)T . Ainsi, 
ette 
ommande satisfait les 
ontraintes surles �les d'attente et empê
he don
 la 
ongestion. En outre, les avantages de la 
ommandesont dûs au fait qu'elle est 
al
ulée à partir d'une information très ri
he, à savoir, à 
haqueinstant, le 
ontr�leur évalue la durée des feux verts suivant les longueurs des �les d'at-tente au sein de l'interse
tion pour 
haque 
y
le k . Cette situation nous permet d'utiliseref�
a
ement les informations disponibles sur le système a�n d'élaborer une 
ommandede feux en temps réel. Ce
i lui 
onfère une légitimité par rapport aux obje
tifs �xés pournotre investigation.
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FIGURE 2.1 � Evolution des �les d'attente.Dans le tableau 2.1 suivant, nous reportons les valeurs du vert effe
tif ge2 
orrespon-dants aux 120 
y
les. Remarquons que ge2 augmente entre 38:43 s et 57:59 s tout enrespe
tant les 
onditions aux limites 30 � gei � 90.
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10ge2 38.43 45.79 40.89 39.12 42.43 45.89 51.74 47.52 53.14 50.29
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20ge2 48.46 48.15 46.90 49.11 45.73 46.18 45.97 44.30 46.52 43.94
y
les 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30ge2 45.80 45.68 43.73 46.35 45.41 47.02 47.94 45.75 44.62 46.38
y
les 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40ge2 49.51 51.52 51.68 50.64 52.65 50.39 50.42 53.04 54.32 52.61
y
les 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50ge2 54.05 57.11 54.72 55.47 51.81 51.34 53.39 51.70 49.14 52.94
y
les 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60ge2 55.03 54.66 54.36 55.94 52.26 50.94 51.97 49.64 50.13 50.97
y
les 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70ge2 54.65 57.59 55.96 52.64 56.40 52.71 51.14 51.02 52.34 51.97
y
les 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80ge2 54.42 51.35 48.66 49.10 50.74 47.64 45.70 45.36 44.16 41.12
y
les 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90ge2 40.04 40 40 40 40 40 40 40 40 40
y
les 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100ge2 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
y
les 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110ge2 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
y
les 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120ge2 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40TABLE 2.1 � Variation du feu vert effe
tif ge2 en fon
tion du 
y
le.



2.4 Solution du problème de la 
ommande 612.4.0.5 Cas de trois phasesDans 
et exemple, nous appliquons notre appro
he à une interse
tion à trois phases.Les données de la simulation sont les suivantes : s1 = 0:48 veh/s ; s2 = 0:35 veh/s ;s3 = 0:55 veh/s ; q1 = 0:16 veh/s ; q2 = 0:11 veh/s ; q3 = 0:18 veh/s ; 
 = 120 s ;ge1max = 50 s ; ge1min = 35 s ; ge2max = 50 s ; ge2min = 35 s ; y�1 = 70 veh ; y�2 = 50 veh ;y�3 = 60 veh ; yN = (42; 14; 39)T . Dans 
e 
as, nous avons :B = 0BB��0:48 00 �0:350:55 0:55 1CCA ; L=0BB� 19:2014:35�44:851CCALe ve
teur de 
ommande nominale a pour valeur uN = (40; 41). En résolvant les LMIsdu théorème 2.1, nous obtenons :Q = 0BB�1:0128 0 00 1:0983 00 0 1:07341CCA ; Y = 0:8323 �0:3108 �0:4684�0:2527 0:7744 �0:9337!G =  0:8218 �0:2830 �0:4364�0:2496 0:7051 �0:8699!Les résultats de la simulation sont donnés dans la �gure 2.2. Nous pouvons immédia-tement observer dans 
e 
as aussi que la 
ommande u(k) empê
he les longueurs des �lesd'attente d'atteindre les 
apa
ités des voies et évite don
 la 
ongestion.
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FIGURE 2.2 � Evolution des �les d'attente.



62 Chap 2. Appro
he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)En outre, le tableau 2.2 illustre les variations 
orrespondantes des feux verts effe
tifsge1 et ge2 pendant les premiers 20 
y
les. Nous pouvons 
onstater dans 
e 
as aussi queles valeurs de ge1 et ge2 varient légèrement tout en respe
tant les 
ontraintes.
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10ge1 44.48 47.31 47.91 45.59 41.40 45.72 47.63 45.11 42.31 45.46ge2 47.94 47.82 44.05 42.95 45.27 40.33 41.73 40.90 37.41 40.46
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20ge1 41.70 39.24 42.31 42.05 45.74 43.97 43.36 41.69 44.21 43.23ge2 41.44 44.05 44.86 43.80 43.12 42.15 41.62 42.91 44.75 44.13TABLE 2.2 � Variation des feux verts effe
tifs (ge1 , ge2) en fon
tion du 
y
le.En résumé, la stratégie de 
ommande proposée dans 
ette se
tion permet aux duréesdes feux de varier d'un 
y
le à un autre en fon
tion de la demande. Cependant, pour que lastratégie de 
ommande s'adapte de manière ef�
a
e aux variations permanentes du tra�
,il est né
essaire que le 
ontr�le ait un degré important d'adaptabilité pour répondre dansdes très 
ourts délais à une demande très �u
tuante et aléatoire. A 
ette �n, la durée du
y
le 
onstitue un degré de liberté dont on dispose pour 
et obje
tif.Dans la se
tion suivante, nous abordons le 
as où la durée du 
y
le est variable dansle temps et est 
onsidérée 
omme une variable de 
ommande. La durée de 
y
le ainsique les durées des feux peuvent varier d'un 
y
le à un autre en fon
tion de la demandeenregistrée en amont.2.4.1 Cas où le 
y
le est variableDans le 
as ou le 
y
le est variable, le modèle d'état du 
arrefour est de la forme (voir(1.10) 
hapitre 1) : y(k + 1) = y(k) +Bu(k) (2.33)où y 2 Rn et u 2 Rn ave
 :E y = fy 2 Rn+= 0 � y(k) � y�; 8k � 0; 8 0 � y0 � y�g (2.34)Uu = fu 2 Rn+= umin � u � umax; umin > 0g (2.35)Comme dans la se
tion pré
édente, l'obje
tif de la 
ommande est alors de trouverun retour d'état et une matri
e dé�nie positive P = P T tels que 
(y) soit positivementinvariant par rapport au système 2.33 et 
(y) � E y \ UuRemarque 2.2 Ce problème de 
ontr�le est le même que 
elui dé
rit dans les se
tionspré
édentes sauf que les variables de 
ontr�le dans 
e 
as sont le temps effe
tif vert ge(k)
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ommande 63et la durée du 
y
le 
(k). Ce
i suggérerait que les résultats obtenus pré
édemment restentvalables pour le 
as où le 
y
le des feux est variable. Or, il n'en est rien, 
ar dans 
ettenouvelle formulation, la matri
e B est une matri
e 
arrée (B 2 Rn�n) et l'existen
e de la
ommande nominale uN dépend fortement du rang de la matri
e B. C'est la raison pourlaquelle nous allons séparer l'étude, dans la suite du 
hapitre, en fon
tion du rang(B).I2.4.1.1 Cas où rang(B) < nDans 
e 
as, nous pouvons supposer l'existen
e d'une 
ommande uN 2 Uu (situationd'équilibre yN du système ) telle que : BuN = 0 (2.36)Notons que la solvabilité de (2.36) ave
 u 2 Rn est bien 
onnue dans le 
ours de l'al-gèbre linéaire par l'utilisation de la méthode de Cramer ou la dé
omposition en valeurssingulières. Alors, le sérieux problème que pose la solvabilité de (2.36) est de prouverl'existen
e d'un ve
teur positif et, le 
as é
héant, donner une forme expli
ite de la solu-tion. Ce problème a été résolu dans l'annexe A.Posons maintenant 
omme nouveau ve
teur de 
ommande :v(k) = u(k)� uN (2.37)et 
omme nouveau ve
teur d'état : x = y � yNLes équations (2.33) et (2.37) donnent alors le système suivant :x(k + 1) = x(k) +Bv(k); x 2 Rn ; v 2 Rn (2.38)Comme dans le 
as du 
y
le 
onstant, si nous posons :v2 = uN � umin; v1 = umax � uNet : x2 = yN ; x1 = y� � yNles 
ontraintes sur u(k) se transportent sur v(k) en :Uv = fv 2 Rn= � v2 � v � v1; v1; v2 > 0g (2.39)et l'ensemble E y devient :Ex = fx 2 Rn= � x2 � x � x1; x1; x2 > 0g (2.40)
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he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)La 
ommande du système dynamique (2.38) aura toujours pour expression :v(k) = Gx(k) (2.41)où G 2 Rn�n . Dans 
e 
as, le système (2.38) en bou
le fermée est donné par :x(k + 1) = (I +BG)x(k) (2.42)Dans 
ette situation, nous nous ramenons au 
as où le 
y
le est 
onstant (voir se
tion2.3.1).2.4.1.2 Cas où rang(B) = nSi rang(B) = n, alors la matri
e B est non-singulière. Par 
onséquent, au
une 
om-mande nominale uN 6= 0 solution deBuN = 0 ne peut exister. Pour résoudre 
e problème,nous allons prendre le 
hangement de variable suivant :v = u� umin (2.43)Dans 
e 
as, les 
ontraintes sur u(k) se transportent sur v(k) en :Uv = fv 2 Rn= 0 � v � q; q > 0g (2.44)ave
 q = umax � umin. L'ensemble E y demeure in
hangé :E y = fy 2 Rn= 0 < y � y�; y� > 0gDans 
es 
onditions, puisque E y et Uv ont des frontières qui passent par 0, le domaine
(y) sera restreint à l'orthant positif :
(y) = �y 2 Rn+� n yTPy � 1	 (2.45)Ce
i fait, ave
 le 
hangement de variable (2.43), le système (2.33) aura pour équation :y(k + 1) = y(k) +Bv(k) +Bumin (2.46)Choisissons maintenant une matri
eG telle que la matri
e (I+BG)TP (I+BG)�P soitsemi-dé�nie négative. Ce
i est équivalent à la résolution de la LMI suivante (voir se
tion2.4.0.1) :  Q Q + Y TBTQ+BY Q ! � 0; Q = P�1; Y = GQConsidérons alors le retour d'état suivant :v = Gy + � (2.47)
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ommande 65où � est une 
ommande auxiliaire. Le système (2.46) en bou
le fermée devient :y(k + 1) = Ay(k) +Bw (2.48)où A = (I +BG); w = �+ uminCe
i fait, nous allons à présent voir 
omment 
hoisirw (et par 
onséquent �) pour que
(y) soit positivement invariant par rapport au système 2.48. En effet, d'après le lemme(2.1), l'invarian
e positive de 
(y) est équivalente à :�V(y) = V(y(k + 1))� V(y) � 0Ce
i implique : �V(y) = yThATPA� Piy + f(w) � 0où f(w) = 2yTATPBTw + wTBPBTw (2.49)Or, puisqueATPA�P est semi-dé�nie négative, l'invarian
e positive de
(y) est assuréesi w est 
hoisi tel que f(w) � 0. En effet, remarquons que puisque rang(B) = n, alorsla matri
e BPBT est inversible. Soit � le ve
teur dé�ni par :� = �2(BPBT )�1BPAy (2.50)
e qui donne : 2BPAy = �(BPBT )�Introduisons maintenant 
e ve
teur dans (2.49), il vient :f(w) = �2�T (BPBT )w + wTBPBTw + �TBPBT� � �TBPBT �
e qui implique : f(w) = (w � �)T (BPBT )(w � �)� �TBPBT�Ainsi, si w = � nous avons : f(w) = ��TBPBT � � 0 (2.51)
ar la matri
e BPBT est dé�nie positive. Ainsi, l'invarian
e positive de 
(y) est assuréesi w = �2(BPBT )�1BPAy, et par 
onséquent :� = w � umin = �2(BPBT )�1BPAy � umin = �2(BT )�1Ay � umin
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he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Dans 
e 
as, nous avons : v = [G� 2(BT )�1A℄y � uminLa proposition suivante résume 
es résultats.Proposition 2.1 Si la matri
e G est 
hoisie telle que la matri
e ATPA � P soit semi-dé�nie négative, alors le retour d'état :v = [G� 2(BT )�1A℄y � umin = Hy � umin (2.52)garantit l'invarian
e positive de 
(y) par rapport au système (2.48).Regardons maintenant les nouvelles 
onditions sur l'in
lusion 
(y) � E y \ Uv . Com-mençons d'abord par 
(y) � E y . En effet, 
omme dans la se
tion 2.3.1, désignons par Yla matri
e diagonale de termes diagonaux y�i . Ainsi nous avons :Y�1 = 0BBBBB� 1y�1 0 � � � 00 1y�2 0 ...... . . . . . . 00 � � � 0 1y�n
1CCCCCAIl vient alors : y � y� , Y�1y � eoù e = (1; 1; � � � ; 1)T est le ve
teur dont toutes ses 
omposantes sont égales à 1. Il s'ensuitque l'ensemble E y peut s'é
rire sous la forme suivante :E y = �y 2 Rn+ n Y�1y � e	 = �y 2 Rn+ n Fy � e	où F = Y�1 . L'ensemble E y peut aussi s'é
rire sous la forme :E y = �y 2 Rn+ n Fiy � 1; i = 1; � � � ; n	 (2.53)où Fi est la iième ligne de la matri
e F . Ce
i fait, 
omme dans la se
tion 2.3.1, la 
ondition
(y) � E y est équivalente à : maxy2
(y)�Fiy	 � 1 (2.54)Il s'agit maintenant de 
onnaître la valeur maximale de la fon
tion linéaire Fiy sur l'en-semble 
(y), 
'est-à-dire :maxFiysous la 
ontrainte yTPy � 1; �y < 0



2.4 Solution du problème de la 
ommande 67Pour résoudre 
e problème, nous allons appliquer les 
onditions de Kuhn et Tu
ker(voir se
tion 2.2.3). En effet, il existe n + 1 
ontraintes hj ave
 h1 = yTPy et hj =�yj; j = 2; � � � ; n+ 1. Soit maintenant le Lagrangien L :L(y; �; �) = Fiy � �(yTPy � 1) + �TyAlors, si �y est la solution re
her
hée, il existe un s
alaire �� � 0 et un ve
teur �� � 0 telsque : �L�y = F Ti � 2��P �y + � = 0 (2.55)��(yTPy � 1) = 0 , �� = 0; ou yTPy � 1 = 0 (2.56)��T �y = 0 , �� = 0; ou �y = 0 (2.57)�L�� � 0 , �yTP �y � 1 (2.58)�L�� � 0 , �y � 0 (2.59)Pour déterminer les solutions de 
e système, il faut envisager su

essivement tous les 
asde �gure possibles portant sur la saturation des 
ontraintes et pro
éder par élimination.Cas 1 : �yTP �y = 1 et �y = 0 (les n + 1 
ontraintes sont saturées à l'optimum). Dans
e 
as, on a 0 = 1 
e qui est absurde. Don
, on ne peut pas avoir les n + 1 
ontraintessaturées à l'optimum simultanément.Cas 2 : �yTP �y = 1 et �y > 0 (seule la première 
ontrainte est saturée à l'optimum). Dans
e 
as, on a : rang���yTP �y�y � = rang�2P �y� = 1; 8�y 2 RnAinsi, la 
ontrainte de quali�
ation est véri�ée. Il s'ensuit alors que dans 
e 
as nousavons �� > 0 et �� = 0. Ainsi, en suivant les mêmes 
al
uls de la se
tion 2.3.1 nousobtenons : �y = (FiP�1F Ti )� 12P�1F Tiqui est une solution possible du problème de maximisation de la fon
tion Fiy sur l'en-semble 
(y).Cas 3 : �yTP �y < 1 et �y = 0 (seules n 
ontraintes sont saturées à l'optimum). La
ontrainte de quali�
ation est véri�ée dans 
e 
as puisque :rang��y�y � = rang(I) = nDans 
ette situation, on a �� = 0 et �� > 0. D'où l'on peut inférer à partir de (2.55) queF Ti = �� < 0 
e qui viole le fait que F Ti � 0.
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he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Cas 4 : �yTP �y < 1 et �y > 0 (au
une des n + 1 
ontraintes n'est saturée à l'optimum).Dans 
e 
as, on a �� = 0 et �� = 0. Ainsi, l'équation (2.55) donne F Ti = 0 et 
ontredit lefait que Fi 6= 0.Finalement, on en déduit que les 
onditions de Kuhn et Tu
ker admettent une seulesolution : �y = (FiP�1F Ti )� 12P�1F TiOr, Fiy est 
on
ave et les 
ontraintes sont 
onvexes, don
 �y est un maximum global. Par
onséquent, la valeur maximale de Fiy sur l'ensemble 
(y) est donnée par :maxy2
(y)�Fiy	 = (FiP�1F Ti ) 12Ainsi, d'après (2.54), la 
ondition 
(y) � E y est équivalente à :(FiP�1F Ti ) 12 � 1qui à son tour équivalente à : FiP�1F Ti � 1En suivant la même démar
he de la se
tion 2.3.1, 
ette inégalité est équivalente à la LMIsuivante :  1 FiQQF Ti Q ! � 0; Q = P�1En 
e qui 
on
erne l'in
lusion
(y) � Uv , remarquons qu'ave
 le retour d'état (2.52),Uv s'é
rit sous la forme :Uv = fy 2 Rn+�= umin � Hy � umax; umin > 0gIl est 
lair que 
(y) � Uv est équivalente à :miny2�Uv�yTPy	 � 1 (2.60)où �Uv est la frontière de Uv . Dans [45℄, il a été démontré que :miny2�Uv�yTPy	 = mini � u2minHiP�1HTi ; u2maxHiP�1HTi ; i = 1; �; n	oùHi est la iième ligne de la matri
e H . Or, umin < umax, il s'ensuit que :miny2�Uv�yTPy	 = u2minHiP�1HTi ; i = 1; � � � ; nD'après (2.60), la 
ondition d'in
lusion 
(y) � Uv est équivalente à :u2minHiP�1HTi � 1; i = 1; � � � ; n
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ommande 69où d'une manière équivalente :u2min �HiP�1HTi � 0; i = 1; � � � ; nEn suivant la même démar
he de la se
tion 2.3.1, 
ette inégalité est équivalente à la LMIsuivante :  u2min HiQQHTi Q ! � 0Finalement, en résumant tous les résultats 
ités plus haut, nous avons le théorème suivant :Théorème 2.2 Pour que 
(y) soit positivement invariant par rapport au système (2.48)il suf�t que la LMI suivante soit faisable : Q Q + Y TBTQ+BY Q ! � 0; Q = P�1; Y = GQ (2.61)Dans 
es 
onditions, ave
 le retour d'état v = Hy � umin, l'in
lusion 
(y) � E y \ Uvest satisfaite si et seulement si les LMI suivantes sont faisables : 1 FiQQF Ti Q ! � 0; i = 1; � � � ; n (2.62) u2min HiQQHTi Q ! � 0; i = 1; � � � ; n (2.63)Remarquons tout de suite que le gain G et la matri
e P sont 
al
ulés à partir de la LMI(2.61). Par 
onséquent, les LMIs (2.62) et (2.63) sont imposées uniquement pour la véri-�
ation de l'in
lusion 
(y) � E y \ Uv .2.4.1.3 Appli
ation aux 
arrefours à feuxCas de deux phasesLa �gure 2.3 représente l'évolution des �les d'attente dans un 
arrefour à deux phasesave
 un 
y
le variable. La simulation est effe
tuée en utilisant les données suivantes :s1 = 0:6 veh/s ; s2 = 0:4 veh/s ; q1 = 0:3 veh/s ; q2 = 0:2 veh/s ; 
max = 120 s ; 
min = 90s ; ge2max = 70 s ; ge2min = 30 s ; y�1 = 50 veh ; y�2 = 40 veh.Tout d'abord il est important de 
al
uler le rang de la matri
e B :B =  q1 � s1 s1q2 �s2! =  �0:3 0:60:2 �0:4!
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he des inégalités matri
ielles Linéaires (LMI)Remarquons que rang(B) = 1 < n = 2. Ainsi, uN = (110; 55)T . Don
, d'après lethéorème 2.1, il en résulte :Q =  1:0612 00 1:1215! ; Y = 0:2741 �0:1882�1:1853 0:7875 ! ; G= 0:2583 �0:1678�1:1170 0:7022 !Les résultats de la simulation montrent dans 
e 
as aussi que la 
ommande atteint lesobje
tifs souhaités.
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FIGURE 2.3 � Evolution des �les d'attente.Le tableau 2.3 présente une vue d'évolution de la durée du 
y
le 
(k) ainsi que le verteffe
tif ge2 pendant les premiers 20 
y
les.
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(k) 102.71 98.83 103.69 108.41 113.28 102.36 106.74 105.47 112.09 105.19ge2 45.47 49.20 49.33 52.31 56.84 57.36 59.06 59.24 58.61 55.54
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(k) 101.36 98.97 99.82 98.68 102.57 100.10 97.85 106.21 104.39 104.91ge2 56.20 49.61 55.94 42.15 50.73 52.74 59.90 54.81 50.76 52.03TABLE 2.3 � Variation de la durée de 
y
le 
(k) et du feu vert effe
tif ge2 en fon
tion du
y
le.Cas de trois phasesDans 
et exemple, nous réalisons une simulation pour un 
arrefour à trois phaseset à 
y
le variable. Les données utilisées dans 
et exemple sont dé�nies 
omme suit :



2.4 Solution du problème de la 
ommande 71s1 = 0:5veh/s ; s2 = 0:5 veh/s ; s3 = 0:5 veh/s ; q1 = 0:2 veh/s ; q2 = 0:15 veh/s ;q3 = 0:15 veh/s ; 
max = 140 s ; 
min = 100 s ; ge1max = 50 s ; ge1min = 30 s ; ge2max = 45s ; ge2min = 30 s ; y�1 = 60 veh ; y�2 = 50 veh ; y�3 = 55 veh ; yN = (25; 15; 15)T .Ainsi, B = 0BB� q1 �s1 0q2 0 �s2q3 � s3 s3 s3 1CCA = 0BB� 0:2 �0:5 00:15 0 �0:5�0:35 0:5 0:5 1CCAet rang(B) = 2 < n. Dans 
e 
as, nous avons uN = (115:50; 46:20; 35)T .La résolution des 
onditions du théorème 2.1, donne immédiatement :Q = 0BB�0:9204 0 00 0:9179 00 0 1:07751CCA ; Y =0BB��1:6072 �0:1468 1:37380:3769 �0:4741 �0:0550�0:7847 0:9945 �0:32391CCAG = 0BB��1:7462 �0:1599 1:27500:4095 �0:5164 �0:0510�0:8526 1:0834 �0:30061CCANous 
onstatons que les �les d'attente respe
tent les 
ontraintes 
omme le montre la�gure 2.4.
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FIGURE 2.4 � Evolution des �les d'attente.Les valeurs des paramètres de 
ommande pendant les premiers 20 
y
les sont indi-quées dans le tableau 2.4. Nous remarquons que la durée du 
y
le varie entre 115:99s et133:21s tandis que ge1 , ge2 , quant à eux, varient dans les plages [37:35; 48:92℄ et [36:12; 45℄respe
tivement.
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y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(k) 131.94 133.21 133.05 129.84 126.71 129.25 115.99 122.73 127.06 130.74ge1 47.60 47.11 48.92 46.41 42.84 45.61 41.36 42.10 39.71 39.04ge2 44.52 44.09 42.75 39.80 41.90 37.15 38.72 40.50 43.07 41.10
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(k) 130.55 129.80 126.14 122.57 125.71 121.35 126.60 128.14 132.90 129.64ge1 41.18 38.96 38.09 42.25 43.80 40.03 37.35 39.21 39.66 42.91ge2 43.80 45 41.72 38.68 36.12 39.56 42.15 41.50 39.27 39.10TABLE 2.4 � Variation de la durée de 
y
le 
(k) et des feux verts effe
tifs ge1 , ge2 enfon
tion du 
y
le.2.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, une appro
he basée sur les LMIs a été appliquée pour éviter la
ongestion du tra�
 urbain par les feux de signalisation en forçant les �les d'attente àne pas dépasser le niveau de tra�
 
orrespondant à l'optimum opérationnel des lignes.Cette étude à été faite grâ
e à la 
onstru
tion d'un domaine ellipsoïdal 
 positivementinvariant, 
ontenu dans le domaine des 
ontraintes sur l'état et la 
ommande. Deux 
asont été étudiés : 
elui où le 
y
le des feux est 
onstant était d'abord analysé. Ensuite,nous nous sommes intéressés au 
as où le 
y
le des feux est variable a�n d'adapter lastratégie de 
ommande de manière ef�
a
e aux variations permanentes du tra�
. Dans lesdeux 
as, la mise en éviden
e de l'appro
he LMI nous a permis d'énon
er des 
onditionsné
essaires et suf�santes pour la résolution de notre problème de 
ommande.Cependant, il est à noter que puisque le domaine 
 est 
onditionné par la forme qua-dratique xTPx, il ne permet pas d'étudier dire
tement et sans passer par des 
hangementsde variables, des 
as limites dif�
iles 
omme 
eux des 
ontraintes ayant des frontières quipassent par l'origine (
omme 
'est le 
as des 
arrefours signalisés). En outre, dans le 
asoù les 
ontraintes sont très dissymétriques, le domaine 
 sera très insigni�ant autour del'origine.Pour remédier à 
es in
onvénients, nous proposons dans le 
hapitre suivant une autreappro
he permettant de 
onsidérer 
 
omme un ensemble polyédral et de prendre nonplus une partie de E x mais Ex tout entier, 
'est-à-dire 
 = Ex .



CHAPITRE 3APPROCHE (A;B)-INVARIANCE
3.1 Introdu
tionCe 
hapitre utilise la propriété d'(A;B)-invarian
e des ensembles E x et Uv pour larégulation a priori des 
arrefours signalisés. La véri�
ation de 
ette propriété permet de
on
lure sur la possibilité de restreindre l'état d'un système à l'intérieur d'un ensembledonné, au moyen d'une 
ommande appropriée sans supposer au
une stru
ture parti
ulièredes 
ontraintes.Comme il est souligné dans la 
on
lusion du 
hapitre 2 sur les in
onvénients de l'ap-pro
he LMI, notre sou
i premier est de 
onsidérer le domaine des 
ontraintes sur l'état
omme un domaine 
andidat à l'invarian
e en bou
le fermée au lieu de 
onstruire un do-maine 
 
andidat. L'avantage de 
ette appro
he est d'élargir l'ensemble des traje
toiresse trouvant dans le 
hamp des 
ontraintes. Un autre avantage se fait sentir notammentdans le 
al
ul de la 
ommande, pour lequel nous proposons une méthode numérique, sansqu'elle soit 
onditionnée par la matri
e P .Cette méthode permet en outre d'intégrer dire
tement les 
ontraintes sur la 
ommandedans la synthèse du régulateur. En effet, il suf�t d'imposer à la fois en bou
le fermée l'in-varian
e du domaine Ex et son in
lusion dans le domaine des 
ontraintes sur la 
ommandeUv pour assurer le respe
t des 
ontraintes par les traje
toires du système.Dans un premier temps, nous rappelons quelques dé�nitions et résultats utiles dontnous aurons besoin dans la suite de l'exposé. Ensuite, nous pré
isons la dé�nition du pro-blème de 
ommande qui nous 
on
erne. Une fois le problème est bien dé�ni, nous don-nons sous forme de relations matri
ielles linéaires des 
onditions né
essaires et suf�santes
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he (A;B)-invarian
epour que l'ensemble des 
ontraintes sur l'état soit à la fois un ensemble positivement in-variant de notre système et in
lus dans l'ensemble des 
ontraintes sur la 
ommande. Cesrésultats sont ensuite appliqués aux modèles de transport établis dans le 
hapitre 1 pourle 
as où le 
y
le des feux est 
onstant ou variable.3.2 Rappels mathématiques et résultats préliminairesL'espa
e ve
toriel Rn muni de la relation d'ordre partiel � est un espa
e de Riesz[46℄, 
'est-à-dire pour tout 
ouple (x; y) d'éléments de Rn ,� sup(x; y) existe (le plus petit des majorants de fx; yg� inf(x; y) existe (le plus grant des minorants de fx; ygDé�nissons maintenant pour tout x 2 Rn :x+ = sup(x; 0); x� = sup(�x; 0) = (�x)+ = � inf(x; 0)Il est 
lair que pour tout x 2 Rn , x+ > 0 et x� > 0 et :x = x+ � x�; jxj = x+ + x� (3.1)D'autre part, on a pour tout x; y 2 Rn :sup(x; y) = x + sup(y � x; 0) = x+ (y � x)+ = 12�x+ y + jx� yj�x + y = sup(x; y) + inf(x; y) (relation de Dedekind)Lemme 3.1 Soit x 2 Rn et soient u; v 2 Rn+ tels que :x = u� vAlors nous avons : x+ � u; x� � vAutrement dit, la dé
omposition de x en x+ � x� est minimale.Preuve: Nous avons :x+ = (u� v)+ = sup(u� v; 0) = sup(u; v)� vDon
, si u > v alors il vient :x+ = u� v � u; 
ar u; v � 0et si u � v, alors : x+ = v � v = 0 � u



3.2 Rappels mathématiques et résultats préliminaires 75Pour montrer x� � v, il suf�t de remarquer que :x� = (u� v)� = � inf(u� v; 0) = sup(v � u; 0) = sup(u; v)� uet d'appliquer le raisonnement pré
édent. �De la même manière, pour toute matri
e A 2 Rm�n on dé�nit :A+ = (A+ij); où A+ij = sup(Aij; 0)A� = (A�ij); où A�ij = � inf(Aij; 0)Il est 
lair que :A+ � 0; A� � 0; A = A+ � A�; jAj = A+ + A� (3.2)En nous servant du lemme 3.1, nous pouvons aisément établir le lemme suivant :Lemme 3.2 Soit x 2 Rn et soit A 2 Rm�n , alors :(Ax)+ � A+x+ + A�x�; (Ax)� � A+x� + A�x+ (3.3)Preuve: Remarquons que :Ax = (A+ � A�)(x+ � x�) = (A+x+ + A�x�)� (A+x� + A�x+)Posons : u = A+x+ + A�x�; v = A+x� + A�x+Ainsi, l'appli
ation du Lemme 3.1 donne immédiatement le résultat. �Z-matri
e etM-matri
eDé�nition 3.1 (Fiedler et Pták [47℄) Une matri
e A 2 Rn�n est dite de 
lasse Z si etseulement si tous ses éléments non-diagonaux sont non-positifs. Ces matri
es sont dutype : A = 0BBBBB� a11 �a12 �a13 �a14 � � ��a21 a22 �a23 �a24 � � ��a31 �a32 a33 �a34 � � �... ... ... ... ...
1CCCCCA ; aij � 0: ILes matri
es de 
e type ont été largement étudiées et plusieurs résultats sont apparus
omme des 
onséquen
es des théorèmes développés sur 
es matri
es. Certains de 
esthéorèmes sont utilisés dans 
e 
hapitre pour démontrer quelques résultats.
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eThéorème 3.1 (Fiedler et Pták [47℄) Soit A 2 Z . A est dite M-matri
e si l'une despropriétés équivalentes suivantes est véri�ée :1. Toutes les valeurs propres réelles de A sont positives.2. Il existe un ve
teur x � 0 tel que Ax > 0.3. Il existe un ve
teur x > 0 tel que Ax > 0.4. Il existe un ve
teur x � 0 tel que Atx > 0.5. Il existe un ve
teur x > 0 tel que Atx > 0.Sur les systèmes positifsConsidérons le système linéaire suivant :x(k + 1) = Ax(k); x(0) = x0; (3.4)où x(k) 2 Rn est le ve
teur d'état du système à l'instant k 2 N et x0 est l'état initial.Dé�nition 3.2 le système (3.4) est non-négatif (resp. positif) si et seulement si pour toute
ondition initiale x0 � 0 (resp. x0 > 0) l'état x(k) � 0 (resp. x(k) > 0) pour toutk 2 N . IUne 
ondition équivalente à la positivité d'un système dynamique est don
 de garantirl'invarian
e par (3.4) de l'orthant positif Rn+ de l'espa
e d'état.Lemme 3.3 ([48℄) Pour que le système linéaire x(k+1) = Ax(k) soit non-négatif (resp.positif) il est né
essaire et suf�sant que la matri
e A soit non-négative (resp. positive).Preuve: La suf�san
e est triviale. Montrons alors la né
essité. En effet, soit x0 = ej ouej est le ve
teur dont toutes ses 
omposantes sont égales à 0 sauf la j ième égale à 1. Il vientalors : x(1) = Aej = ajoù aj et la j ième 
olonne de A. Par supposition x(1) � 0 d'où aj � 0. �Sur l'in
lusion des polyèdressoient Q 2 Rq�n et P 2 Rp�n deux matri
es. Dé�nissons les ensembles suivants :Q = nx 2 Rn n Qx � �oP = nx 2 Rn n Px �  o



3.3 Position du problème de la 
ommande 77Théorème 3.2 (Hennet [49℄) Une 
ondition né
essaire et suf�sante pour que Q � P estqu'il existe une matri
e K 2 Rp�q telle que :Kij � 0; 8i = 1 � � �p; j = 1 � � � qKQ = PK� �  Le théorème 3.2 donne une 
ondition né
essaire et suf�sante du problème suivant : si xest solution du système d'inégalités Qx � � alors x est aussi une solution du systèmed'inégalités Px �  Remarque 3.1 Etant donné un ensemble :Q = fx 2 Rn= Qx � �; Q 2 Rq�ngA partir du théorème 3.2, nous déduisons que Q est positivement invariant par rapportau système linéaire autonome x(k + 1) = Ax(k) si et seulement s'il existe une matri
eK 2 Rq�q telle que : Kij � 0; 8i; j = 1 � � � qKQ = QAK� � �Si � = 0, alors l'invarian
e positive de Q équivaut aux 
onditions suivantes :Kij � 0; 8i; j = 1 � � � qKQ = QA ISur 
e, nous terminons notre aperçu général des rappels mathématiques pour passeraux se
tions suivantes à la dé�nition du problème de la 
ommande et sa solution.3.3 Position du problème de la 
ommande3.3.1 Cas où le 
y
le est 
onstantConformément à une notation déjà adoptée, on s'intéresse aux systèmes dis
rets li-néaires dé�nis par l'équation suivante :x(k + 1) = x(k) +Bu(k) + L (3.5)
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eoù x 2 Rn+ , u 2 Rm+ , B 2 Rn�m et L 2 Rn . Les 
ontraintes sur l'état sont dé�nies par :Ex = fx 2 Rn= 0 � x(k) � x�; 8k � 0; 8 0 � x0 � x�g (3.6)L'ensemble des 
ommandes admissibles quant à lui est dé�ni par :Uu = fu 2 Rm= umin � u � umax; umin > 0g (3.7)Comme dans le 
hapitre pré
édent, nous supposons qu'il existe une 
ommande uN 2Uu (situation nominale, (voir remarque 1.1, 
hapitre 1) telle que :BuN + L = 0 (3.8)Soulignons tout de suite que 
ontrairement au 
hapitre 2 sur l'appro
he LMI, puisquel'ensemble des 
ontraintes sur l'état est 
andidat à l'invarian
e positive en bou
le fermée,alors au
un 
hangement de variable sur l'état n'est né
essaire. Posons maintenant 
ommenouveau ve
teur de 
ommande : v(k) = u(k)� uN (3.9)Les équations (3.5), (3.8) et (3.9) donnent alors le système suivant :x(k + 1) = x(k) +Bv(k); x 2 Rn ; v 2 Rm (3.10)Notons tout de suite que la positivité de la 
ommande v n'est plus demandée. Ainsi, sinous posons : v2 = uN � umin; v1 = umax � uNles 
ontraintes sur u(k) se transportent sur v(k) en :Uv = fv 2 Rm= � v2 � v � v1; v1; v2 > 0g (3.11)Il est 
lair que v 2 Uv si et seulement si u 2 Uu . La 
ommande par retour d'état dusystème dynamique (3.10) aura toujours pour expression :v(k) = Gx(k) (3.12)où G 2 Rm�n . Dans 
e 
as, le système (3.10) en bou
le fermée est donné par :x(k + 1) = (I +BG)x(k) (3.13)L'ensemble des états admissibles pour la 
ommande pour G 
hoisie telle que rang(G) =m est : Uv = fx 2 Rn= � v2 � Gx � v1; v1 > 0; v2 > 0g (3.14)



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 79Conformément à notre obje
tif de départ, le problème à étudier est de savoir 
omment
her
her une loi de 
ommande de telle sorte que l'état du système ne quitte jamais larégion E x et respe
te l'ensemble des états admissibles pour la 
ommande Uv .Dans le 
hapitre 2, nous avons résolu 
e problème par la restri
tion des 
onditionsinitiales de l'état en bou
le fermée à un ensemble positivement invariant 
(x) 
ontenudans E x \ Uv . Dans 
e 
hapitre 
ependant, nous allons adopter une autre démar
he, àsavoir, assurer l'invarian
e positive de E x par rapport au système (3.13) et l'in
lusionEx � Uv . De 
ette manière si x0 2 E x , alors on est sûr que x(k) 2 Ex et v(k) = Gx(k) 2Uv . Ainsi, l'obje
tif de la 
ommande est le suivant :Obje
tif : Trouver un 
ontr�leur par retour d'état v = Gx tel que Ex soit positivementinvariant par rapport au système (3.13) et que :Ex � Uv (3.15)
3.4 Solution du Problème de la 
ommandeComme dans le 
hapitre 2, nous allons séparer l'étude de l'invarian
e positive de Exet l'étude de l'in
lusion E x � Uv .3.4.0.1 Sur l'invarian
e positive de E xRemarquons tout d'abord qu'une 
ondition né
essaire pour que l'état soit non-négatifest que la matri
e I + BG soit non-négative en vertu du lemme 3.3. Ainsi, une première
ondition sur le retour d'état v(k) = Gx(k) est que la matri
e de gain G doit être 
hoisietelle que : I +BG � 0 (3.16)Ce
i fait, soit S le 
�ne dé�ni par :S= nx 2 Rn n BGx � 0o (3.17)Proposition 3.1 l'ensemble S est positivement invariant par rapport au système (3.13).Preuve: Soit x(k) 2 S, don
, BGx(k) � 0, or (I +BG) � 0, d'où :(I +BG)BGx(k) � 0



80 Chap 3. Appro
he (A;B)-invarian
eIl s'ensuit que : (I +BG)BGx(k) = BG(I +BG)x(k) � 0Ainsi, x(k + 1) = (I +BG)x 2 S, d'où l'invarian
e positive de S. �Remarquons maintenant que si x(k) � x� alors (I+BG)x(k) � (I+BG)x�, puisqueI +BG � 0. Il vient alors :x(k + 1) = (I +BG)x(k) � (I +BG)x� = x� +BGx�Nous en déduisons que si x� 2 S, alors BGx� � 0 si bien que :x(k + 1) � x�Ainsi, l'ensemble E x sera positivement invariant. Don
, si nous imposons en plus au gainG de véri�er la relation suivante : BGx� � 0Ex sera positivement invariant par rapport au système (3.13), d'où le lemme suivant.Lemme 3.4 L'ensemble Ex est positivement invariant par rapport au système (3.13) si etseulement si le retour d'état v(k) = Gx véri�e :I +BG � 0 (3.18)BGx� � 0 (3.19)Preuve: La suf�san
e est fa
ilement déduite à partir du raisonnement plus haut. Montronsalors la né
essité. En effet, supposons que E x soit positivement invariant par rapport ausystème (3.13). Nous avons alors :0 � x(k) � x�; 80 � x0 � x�; 8k 2 NEn vertu du lemme 3.3, le système (3.13) est né
essairement non-négatif. Par 
onséquentI+BG � 0. Posons maintenant x0 = x�. D'après l'invarian
e positive de Ex , nous avonsalors : x(1) = (I +BG)x� � x�d'où BGx� � 0
e qui 
omplète la preuve. �



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 81Nous allons voir à présent 
omment les résultats de Hennet du théorème 3.2 per-mettent de trouver les mêmes 
onditions du lemme 3.4. En effet, remarquons d'abord quel'ensemble Ex peut s'é
rire sous la forme :Ex = nx 2 Rn= � I�I�x � �x�0 �o (3.20)Ainsi, la 
ondition d'invarian
e positive du domaine Ex peut se formuler ainsi :x 2 E x ) (I +BG)x 2 Ex (3.21)En d'autres termes, si x est solution du système d'inégalités � I�I�x � �x�0 � alors x estaussi une solution du système d'inégalités � (I+BG)�(I+BG)�x � �x�0 �. Posons Q = � I�I�, P =� (I+BG)�(I+BG)� et � =  = �x�0 �. Ainsi, en vertu du théorème 3.2 et la remarque 3.1, la
ondition d'in
lusion (3.21) équivaut à l'existen
e de deux matri
es H 2 Rn�n , H 0 2Rn�n telles que : Hij � 0; 8i; j = 1 � � �n (3.22)H = I +BG (3.23)Hx� � x� (3.24)H 0ij � 0; 8i; j = 1 � � �n (3.25)�H 0 = �(I +BG) (3.26)On en déduit à partir de (3.23) et (3.26) que seule la matri
eH suf�t pour assurer l'in
lu-sion. Nous en déduisons alors à partir de (3.23) et (3.24) que le retour d'état v = Gx doitd'abord être 
hoisi tel que : I +BG � 0BGx� � 0Notons que la 
ondition (3.19) peut aussi être déterminée par l'appli
ation du lemme2.1 (voir 
hapitre 2). En effet, remarquons que l'inégalité suivante :0 � xi � x�i 8i = 1; 2; � � � ; nest équivalente à : 0 � xix�i � 1 8i = 1; 2; � � � ; nD'où l'on peut inférer : maxi nxix�i o � 1; 8i = 1; 2; � � � ; n
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eDé�nissons maintenant la fon
tion V (x) : Rn ! R par :V (x) = maxi hxix�i iDon
, l'ensemble Ex n'est autre que :Ex = nx 2 Rn+ n V (x) = maxi hxix�i i � 1oAinsi, la fon
tion V (x) est la fon
tion frontière de E x . Posons A = I +BG. Don
, pourque Ex soit positivement invariant, il suf�t que (lemme 2.1) :�V (x) = V (Ax)� V (x) � 0En effet : �V (x) = maxi h(Ax)ix�i i�maxi hxix�i i = maxi n(Ax)ix�i �max` hx`x�̀ ioOr, pour tout i = 1; 2; � � � ; n, nous avons :(Ax)ix�i = 1x�i nXj=1 aij xj = 1x�i nXj=1 aij x�j xjx�j� 1x�i nXj=1 aij x�j max` hx`x�̀ i = (Ax�)ix�i max` hx`x�̀ iIl vient alors : �V (x) � maxi n(Ax�)ix�i max` hx`x�̀ i�max` hx`x�̀ io= maxi nh(Ax�)ix�i � 1imax` hx`x�̀ ioAinsi, pour que �V (x) � 0 if suf�t que :(Ax�)ix�i � 1 � 0; 8i = 1; 2; � � � ; nSoit sous une forme matri
ielle : (A� I)x� � 0Et puisque A = I +BG, il s'ensuit que :BGx� � 0Ce qu'il fallait démontrer. �



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 83Remarque 3.2 Il vient immédiatement à partir du lemme 3.4 que le domaine Ex ne peutêtre positivement invariant que pour les x� appartenant au 
�ne S. Or, dire queBGx� � 0,
'est dire que S � Rn+ puisque x� > 0. Se pose alors la question de savoir à quelle
ondition sur G l'ensemble S est in
lus dans Rn+ . Dans 
e qui va suivre, nous allonsproposer une réponse à 
ette question. En effet, observons d'abord que nous pouvonsé
rire S sous la forme : S= nx 2 Rn n �BGx � 0o (3.27)Don
, si �(BG)�1 existe et �(BG)�1 � 0 alors pour x 2 S nous avons �BGx � 0 
equi implique�(BG)�1BGx � 0 d'où x � 0 si bien que S� Rn+ . On se ramène alors auproblème suivant : 
omment 
hoisir le gainG pour que�(BG)�1 existe et�(BG)�1 � 0.Pour répondre à 
e problème, nous allons préalablement donner une formulation unpeu parti
ulière du lemme suivant donné par Varga [50℄.Lemme 3.5 ([50℄) Soient M;N 2 Rn�n deux matri
es telles que M�1 existe et estM�1 � 0 et N � 0. Posons T =M �N . Si T�1 existe et T�1 � 0 alors �(M�1N) < 1.D'où le 
orollaire suivant.Corollaire 3.1 Soit A 2 Rn�n telle que A � 0. Posons T = I � A. Les 
onditionssuivantes sont équivalentes.1. T�1 existe et T�1 � 02. �(A) < 1Preuve: 1: ) 2: : 
'est le lemme pré
èdent. 2: ) 1: : Si A � 0 et �(A) < 1 alors(I � A)�1 existe et s'é
rit :(I � A)�1 = I + A+ A2 + � � � � 0d'où T�1 = (I � A)�1 existe et T�1 � 0. �Don
, pour A = I + BG � 0, le 
orollaire montre que si �(I + BG) < 1 alors�(BG)�1 existe et �(BG)�1 � 0. Ainsi, pour que S � Rn+ , il suf�t de 
hoisir G telleque �(I +BG) < 1. Ce
i peut être réalisé simplement par pla
ement de p�les.En outre, dire que BGx� � 0, 
'est dire qu'il existe un ve
teur positif x� tel que�BGx� � 0. Or, puisque I + BG � 0 il s'ensuit que �(BG)ij � 0 pour i 6= j si bienque �BG est une Z-matri
e (voir de�nition 3.1). Comme �(BG)�1 � 0, �BG est uneM -matri
e (voir dé�nition 3.1). I
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he (A;B)-invarian
e3.4.0.2 Sur l'in
lusion E x � UvRegardons maintenant les 
onditions supplémentaires que doit véri�er la matri
e degain G pour la 
ondition d'in
lusion Ex � Uv . En effet, remarquons d'abord que l'en-semble Uv peut s'é
rire sous la forme :Uv = nx 2 Rn= � G�G�x � �v1v2�; v1; v2 > 0	 (3.28)La 
ondition d'in
lusion (3.15) peut alors se formuler ainsi :x 2 Ex ) Gx 2 Uv (3.29)En d'autre termes, si x est solution du système d'inégalités � I�I�x � �x�0 � alors x est aussiune solution du système d'inégalités � G�G�x � �v1v2�. De la même manière que plus haut,posons Q = � I�I�, P = � G�G�, � = �x�0 � et  = �v1v2�. Ainsi, en vertu du théorème 3.2,la 
ondition (3.29) équivaut à l'existen
e d'une matri
e non-négative K 2 R2m�2n+ telleque : KQ = P (3.30)K�x�0 � � �v1v2� (3.31)Posons : K =  K11 K12K21 K22 !Il s'ensuit à partir de (3.30) et (3.31) que :K11 �K12 = G (3.32)K22 �K21 = G (3.33)K11x� � v1 (3.34)K21x� � v2 (3.35)d'où l'on peut inférer : K11 �K12 = K22 �K21Remarquons tout de suite que les relations (3.34) et (3.35) peuvent se formuler ainsi : K11 OO K21 !�x�x�� � �v1v2� (3.36)Ce
i fait, posons maintenant :D = K11 �K12 = K22 �K21 (3.37)



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 85et dé�nissons : D+ = (D+ij); où D+ij = sup(Dij; 0)D� = (D�ij); où D�ij = � inf(Dij; 0)Il est 
lair que : D+ � 0; D� � 0; D = D+ �D� (3.38)Nous avons alors le lemme suivant :Proposition 3.2 Les inégalités suivantes sont satisfaites :D+ij � minf(K11)ij; (K22)ijgD�ij � minf(K12)ij; (K21)ijgPreuve: Puisque la dé
omposition deD enD+ etD� est minimale (voir lemme 3.1) alorsl'équation (3.37) donne : D+ij � (K11)ij et D+ij � (K22)ijD�ij � (K12)ij et D�ij � (K21)ijsi bien que : D+ij � minf(K11)ij; (K22)ijgD�ij � minf(K12)ij; (K21)ijg �Il résulte de 
ette proposition et l'inégalité (3.36) que : D+ OO D� !�x�x�� �  K11 OO K21 !�x�x�� � �v1v2� (3.39)Par 
onséquent, les 
onditions (3.30) et (3.31) sont équivalentes à l'existen
e de deuxmatri
es non-négativesD1 2 Rm�n+ et D2 2 Rm�n+ telles que :D1 �D2 = G D1 OO D2 !�x�x�� � �v1v2�En d'autres termes, la matri
e de gain G doit être 
hoisie telle que :D1 �D2 = G (3.40)D1x� � v1 (3.41)D2x� � v2 (3.42)Finalement, en réunissant les 
onditions 
itées plus haut, nous avons le théorème suivant.
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he (A;B)-invarian
eThéorème 3.3 Le domaine Ex est positivement invariant par rapport au système 3.13 etEx � Uv si et seulement s'il existe deux matri
es non-négativesD1 et D2 telles que :D1 �D2 = G (3.43)D1x� � v1 (3.44)D2x� � v2 (3.45)I +BG � 0 (3.46)BGx� � 0 (3.47)Nous pouvons à présent en venir à l'examen de 
es 
onditions. Nous montrerons parune analyse �ne 
omment obtenir les mêmes 
onditions établies dans [51℄. En effet, soientY 2 Rm�n+ et Z 2 Rm�n+ deux matri
es non-négatives. Posons Y i et Zi les 
olonnes deY et Z respe
tivement. Désignons par Xx� la matri
e diagonale de termes diagonaux x�i .Ainsi nous avons : X�1x� = 0BBBBB� 1x�1 0 � � � 00 1x�2 0 ...... . . . . . . 00 � � � 0 1x�n
1CCCCCALa multipli
ation à droite de Y et Z par X�1x� a pour effet de multiplier 
haque 
olonnei des matri
es Y et Z par 1x�i :Y X�1x� = �Y 1 1x�1 ; Y 2 1x�2 ; � � � ; Y n 1x�n � (3.48)ZX�1x� = �Z1 1x�1 ; Z2 1x�2 ; � � � ; Zn 1x�n � (3.49)
'est-à-dire :Y X�1x� = 0BBBBBB� y11x�1 y21x�2 � � � yn1x�ny12x�1 y22x�2 ... yn2x�n... ... ... ...y1mx�1 y2mx�2 ... ynmx�n

1CCCCCCA ; ZX�1x� = 0BBBBBB� z11x�1 z21x�2 � � � zn1x�nz12x�1 z22x�2 ... zn2x�n... ... ... ...z1mx�1 yz2mx�2 ... znmx�n
1CCCCCCALa multipli
ation maintenant de Y X�1x� et ZX�1x� par x� donne :Y X�1x� x� = nXi=1 Y iZX�1x� x� = nXi=1 Zi
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ommande 87Ainsi, si nous 
hoisissonsD1 et D2 
omme :D1 = Y X�1x� ; D2 = ZX�1x�Il s'ensuit que : D1x� = nXi=1 Y i (3.50)D2x� = nXi=1 Zi (3.51)Par 
onséquent, si nous imposons les 
onditions suivantes :nXi=1 Y i � v1 (3.52)nXi=1 Zi � v2 (3.53)nous véri�ons les inégalités (3.44), (3.45). En résumé, pour 
her
her D1 et D2, il suf�tde trouver 2n ve
teurs non-négatifs Y 1; � � � ; Y n;2 Rm , Z1; � � � ; Zn;2 Rm tels que lesrelations (3.52) et (3.53) soient véri�ées. Ce
i fait, remarquons maintenant que :Gx� = D1x� �D2x� = nXi=1 Y i � nXi=1 Zi = nXi=1 (Y i � Zi)Ainsi, pour que la 
ondition (3.47) soit véri�ée, il suf�t d'imposer l'inégalité suivante :BGx� = B nXi=1 (Y i � Zi) � 0 (3.54)En 
e qui 
on
erne l'inégalité (3.46), observons d'abord que :(I +BG)ij = 8<:1 + bi (Y i�Zi)x�i pour i = j;bi (Y j�Zj)x�j pour i 6= j;où bi est la i�ième ligne de la matri
e B. Ainsi, pour véri�er l'inégalité (3.46), il suf�td'imposer les inégalités suivantes :1 + bi (Y i � Zi)x�i � 0; pour i = jbi (Y j � Zj)x�j � 0; pour i 6= jEn résumé nous avons le théorème suivant.
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he (A;B)-invarian
eThéorème 3.4 Considérons le système 3.13 ave
 les 
ontraintes (3.6) et (3.11). S'il existe2n ve
teurs positifs Y 1; � � � ; Y n;2 Rm , Z1; � � � ; Zn;2 Rm tels que :B nXi=1 (Y i � Zi) � 0 (3.55)nXi=1 Y i � v1 (3.56)nXi=1 Zi � v2 (3.57)1 + bi (Y i � Zi)x�i � 0; pour i = j (3.58)bi (Y j � Zj)x�j � 0; pour i 6= j (3.59)où bi est la i�ième ligne de la matri
e B, alors il existe deux matri
es non-négatives D1et D2 et un retour d'état v(k) = (D1 � D2)x(k) = Gx(k) tels que Ex soit positivementinvariant par rapport au système (3.13) et que :Ex � Uv (3.60)Preuve: Dé�nissonsD1 et D2 par :D1 = [ 1x�1Y 1; 1x�2Y 2; � � � ; 1x�nY n℄; D2 = [ 1x�1Z1; 1x�2Z2; � � � ; 1x�nZn℄Il est 
lair que D1 � 0 et D2 � 0. Ce
i fait, posons maintenant G = D1 � D2et observons que (3.58) et (3.59) impliquent I + BG � 0. L'appli
ation maintenant duretour d'état v = Gx au système donne :x(k + 1) = (I +BG)x(k) (3.61)Comme I + BG � 0, il est fa
ile de montrer que xk � 0 pour tout x0 � 0. D'autre part,observons que : nXi=1 (Y i � Zi) = Gx�Ainsi, (3.55) implique : B nXi=1 (Y i � Zi) = BGx� � 0: (3.62)Or, puisque I +BG � 0 et x0 � x�, il en résulte à partir de (3.62) :x(1) = (I +BG)x0 � (I +BG)x� = x� +BGx� � x�



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 89si bien que : x(2) = (I +BG)x(1) � (I +BG)x� = x� +BGx� � x�:Par ré
urren
e, nous pouvons déduire que :x(k) = (I+BG)x(k � 1) � (I +BG)x� = x� +BGx� � x�Ce
i prouve le premier obje
tif de la 
ommande, 
'est-à-dire l'invarian
e positive de Ex .Reste à montrer que : �v2 � Gx(k) � v1En effet, multiplions l'inégalité 0 � x(k) � x� par D1, il vient :0 � D1x(k) � D1x� (3.63)De même, la multipli
ation de l'inégalité par �D2 donne :�D2x� � �D2x(k) � 0 (3.64)L'addition maintenant de (3.63) et (3.64) implique :�D2x� � (D1 �D2)x(k) � D1x� (3.65)Or, les relations (3.56) et (3.57) impliquentPni=1 Y i = D1x� � v1 etPni=1 Zi = D2x� �v2, il s'ensuit que : �v2 � (D1 �D2)x(k) = Gx(k) � v1 (3.66)
e qui 
omplète la preuve. �Soulignons qu'une méthode simple de résolution de 
e problème de régulation sous
ontraintes 
onsiste don
, par exemple à déterminer la matri
e G en résolvant par la mé-thode du simplexe le programme linéaire suivant :Minimiser �tel que � � 0B nXi=1 (yi � zi)� � � 0nXi=1 yi � �v1 � 0nXi=1 zi � �v2 � 01 + bi (yi � zi)x�i � � � 0; pour i = jbi (yj � zj)x�j � � � 0; pour i 6= j
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he (A;B)-invarian
eRemarque 3.3 Si nous imposons au retour d'état, non seulement d'assurer l'invarian
epositive de l'ensemble E x et Ex � Uv , mais aussi d'assurer la stabilité asymptotiquedu système, il faut alors que l'inégalité (3.55) soit stri
te. En effet, dans 
e 
as nousaurons BPni=1(yi � zi) = BGx� < 0. Cela posé, remarquons que la stabilité d'unsystème linéaire autonome x(k+1) = Ax(k) est équivalente à la stabilité de son systèmedual x(k + 1) = ATx(k). Ainsi, 
onsidérons la fon
tion de Lyapunov 
andidate suivanteV (x) = xTx� pour le système dual en bou
le fermée :x(k + 1) = (I +BG)Tx(k)Il vient alors : �V (x) = xT (I +BG)x� � xTx� = xT (BG)x� < 0
e qui prouve que le système dual est stable, et par 
onséquent le système x(k + 1) =(I +BG)x(k) l'est aussi. IDans le 
as où la 
ommande est un s
alaire, le théorème pré
édent prend une formu-lation différente.Corollaire 3.2 [Cas v 2 R℄ Considérons le système (3.10) ave
 les 
ontraintes (3.6) et(3.11). S'il existe 2 ve
teurs positifs y; z 2 Rn , tels que :B nXi=1 (yi � zi) � 0 (3.67)nXi=1 yi � v1 (3.68)nXi=1 zi � v2 (3.69)1 + bi (yi � zi)x�i � 0; pour i = j (3.70)bi (yj � zj)x�j � 0; pour i 6= j (3.71)où bi est la i�ième 
omposante du ve
teur B, alors il existe deux ve
teurs non-négatifsd1 et d2 et un retour d'état v(k) = (d1 � d2)x(k) = Gx(k) tels que E x soit positivementinvariant pour le système (3.13) et que Ex � Uv (3.72)Sur 
e, nous terminons notre aperçu général du sujet pour passer à l'appli
ation des
es résultats aux modèles de 
arrefours.



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 913.4.0.3 Appli
ation aux 
arrefours à feux3.4.0.4 Cas de deux phasesSupposons que l'interse
tion à deux phases ait pour données : s1 = 0:3 veh/s ; s2 =0:4 veh/s ; q1 = 0:2 veh/s ; q2 = 0:133 veh/s ; 
 = 120 s ; ge2max = 90 s ; ge2min = 30 s ;x�1 = 80 veh ; x�2 = 70 veh. Dans 
e 
as, nous avons :B =  0:3�0:4! ; L =  �1216 !Dans 
ette situation, la 
ommande nominale a pour valeur ge2N = uN = 40s. Ainsi,d'après le 
orollaire 3.2 et en utilisant la programmation linéaire, nous obtenons :y =  0:6556:655! ; z= 4:4312:879! ; d1=�0:0082 0:0951� ; d2=�0:0554 0:0411�G = ��0:0472 0:0539�si bien que :u(k) = v(k) + uN = Gx(k) + uN = ��0:0472 0:0539� x(k) + 40Les performan
es de la 
ommande sont montrées sur la �gure 3.1. Comme nous pou-vons le voir, les longueurs des �les d'attente x1, x2 restent inférieurs au niveau 
orrespon-dant à la 
apa
ité des voies x�1, x�2 respe
tivement. Nous remarquons aussi que les �lesd'attente se stabilisent à partir du 
y
le 40 aux valeurs 26 et 24 respe
tivement. Ainsi,
ette 
ommande satisfait les 
ontraintes (3.6) sur les �les d'attente et empê
he don
 la
ongestion.
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FIGURE 3.1 � Evolution des �les d'attente.
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he (A;B)-invarian
eLe tableau 3.1 suivant présente les variations du vert effe
tif ge2 sur les 20 premiers
y
les. Remarquons que ge2 augmente entre 46:90 s et 79:86 s d'une façon 
ontinue, touten respe
tant les 
onditions aux limites 30 � gei � 90 dé�nies dans (3.7).
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10ge2 46.90 49.80 49.91 50.03 51.65 53.96 54.20 56.47 56.54 60.19
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20ge2 66.97 67.04 69.62 69.65 70.17 72.56 74.01 74.25 78.79 79.86TABLE 3.1 � Variation du feu vert effe
tif ge2 en fon
tion du 
y
le.3.4.0.5 Cas de trois phasesDans le 
as d'une interse
tion à trois phases, les données de la simulation sont lessuivantes : s1 = 0:48 veh/s ; s2 = 0:35 veh/s ; s3 = 0:55 veh/s ; q1 = 0:16 veh/s ;q2 = 0:11 veh/s ; q3 = 0:18 veh/s ; 
 = 120 s ; ge1max = 50 s ; ge1min = 35 s ; ge2max = 50s ; ge2min = 35 s ; x�1 = 70 veh ; x�2 = 95 veh ; x�3 = 90 veh. Dans 
e 
as, nous avons :B = 0BB��0:48 00 �0:350:55 0:55 1CCA ; L=0BB� 19:2014:35�44:851CCALe ve
teur de 
ommande nominale a pour valeur uN = (40; 41). L'appli
ation de laprogrammation linéaire donne :y1 =  3:7760:684! ; y2= 0:5094:340! ; y3= 0:2480:296! ; z1= 0:2082:568! ; z2= 2:3530:238!z3 =  1:9722:514! ; D1= 0:0540 0:0102 0:00410:0098 0:0868 0:0049! ; D2= 0:0030 0:0471 0:04710:0367 0:0048 0:0048!G =  0:0510 �0:0369 �0:0429�0:0269 0:0820 0:0002 !Les résultats de la simulation sont présentés sur la �gure 3.2. Nous pouvons immé-diatement observer dans 
e 
as aussi que la 
ommande u(k) = Gx(k) + uN respe
te les
ontraintes sur les longueurs des �les d'attente.
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FIGURE 3.2 � Evolution des �les d'attente.En outre, le tableau 3.2 illustre les variations 
orrespondantes des feux verts effe
tifsge1 , ge2 pendant les 20 premiers 
y
les. Nous pouvons 
onstater fa
ilement que les valeursde ge1 et ge2 varient d'un 
y
le à un autre tout en respe
tant les 
ontraintes (3.7).
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10ge1 46.84 49.71 50 49.21 49.82 45.54 47.22 48.21 44.32 42.59ge2 42.28 48.91 48.16 47.85 44.74 45.53 45.50 43.78 42.71 40.96
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20ge1 42.74 43.41 43.70 41.96 41.64 39.45 41.73 38.96 38.96 40.78ge2 41.28 39.92 43.84 44.95 45.04 39.16 37.06 39.31 42.16 42.30TABLE 3.2 � Variation des feux verts effe
tifs (ge1 , ge2) en fon
tion du 
y
le.3.4.1 Cas où le 
y
le des feux est variableComme dans le 
hapitre 2, dans le 
as où le 
y
le est variable, nous nous intéressonsau modèle d'état suivant : x(k + 1) = x(k) +Bu(k) (3.73)où x 2 Rn+ , u 2 Rn+ et B 2 Rn�n . Les 
ontraintes sur l'état sont toujours dé�nies par :Ex = fx 2 Rn+= 0 � x(k) � x�; 8k � 0; 8 0 � x0 � x�g (3.74)L'ensemble des 
ommande admissible quant à lui est dé�ni par :Uu = fu 2 Rm+ = umin � u � umax; umin > 0g (3.75)
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he (A;B)-invarian
eComme dans le 
hapitre 2, nous allons séparer l'étude, dans la suite, en fon
tion durang(B).3.4.1.1 Cas où rang(B) < nDans 
e 
as, nous pouvons supposer l'existen
e d'une 
ommande uN 2 Uu (situationd'équilibre du système) telle que : BuN = 0 (3.76)Posons maintenant 
omme nouveau ve
teur de 
ommande :v(k) = u(k)� uN (3.77)Les équations (3.73), (A.1) et (3.77) donnent alors le système suivant :x(k + 1) = x(k) +Bv(k); x 2 Rn ; v 2 Rn (3.78)Comme dans le 
as du 
y
le 
onstant, si nous posons :v2 = uN � umin; v1 = umax � uNles 
ontraintes sur u(k) se transportent sur v(k) en :Uv = fv 2 Rn= � v2 � v � v1; v1; v2 > 0g (3.79)La 
ommande du système dynamique (3.78) aura toujours pour expression :v(k) = Gx(k) (3.80)où G 2 Rn�n . Dans 
e 
as, le système (3.78) en bou
le fermée est donné par :x(k + 1) = (I +BG)x(k) (3.81)Dans 
ette situation, nous nous ramenons au 
as où le 
y
le est 
onstant (voir se
tion2.3). Cependant, le théorème 3.4 prend i
i une formulation différente.Théorème 3.5 Considérons le système (3.78) ave
 les 
ontraintes (3.74) et (3.79). S'ilexiste 2 ve
teurs positifs y; z 2 Rn , tels que :B(y � z) � 0 (3.82)y � v1 (3.83)z � v2 (3.84)1 + bii (yi � zi)x�i � 0; pour i = j (3.85)bij (yj � zj)x�j � 0; pour i 6= j (3.86)



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 95où bij sont les éléments de la matri
e B, alors il existe deux matri
e non-négativesD1 etD2 et un retour d'état v(k) = (D1 � D2)Tx(k) = Gx(k) tels que Ex soit positivementinvariant pour le système (3.81) et que :Ex � Uv (3.87)Preuve: La preuve est similaire à 
elle du théorème 3.4 si nous prenons les matri
es D1et D2 sous les formes diagonales suivantes :D1 = 0BBBBB� y1x�1 0 � � � 00 y2x�2 ... 0... ... . . . ...0 0 ... ynx�n
1CCCCCA ; D2 = 0BBBBB� z1x�1 0 � � � 00 z2x�2 ... 0... ... . . . ...0 0 ... znx�n

1CCCCCA3.4.1.2 Cas où rang(B) = nSi rang(B) = n, alors la matri
e B est non-singulière. Par 
onséquent, au
une 
om-mande nominale uN 6= 0 solution de BuN = 0 ne peut exister. Une façon de 
ontourner
e problème est de prendre le 
hangement de variable suivant :v(k) = u(k)� umin (3.88)Dans 
e 
as, les équations (3.73) et (3.88) donnent alors le système suivant :x(k + 1) = x(k) +Bv(k) + L; x 2 Rn ; v 2 Rn (3.89)où L = Bumin. De 
ette façon, les 
ontraintes sur u(k) se transportent sur v(k) en :Uv = fv 2 Rn= 0 � v � v1; v1 > 0g (3.90)où v1 = umax � umin. La 
ommande du système dynamique (3.89) aura toujours pourexpression : v(k) = Gx(k) (3.91)où G 2 Rn�n . Dans 
e 
as, le système (3.89) en bou
le fermée est donné par :x(k + 1) = (I +BG)x(k) + L (3.92)Exprimons dans 
ette situation les nouvelles 
onditions que doit véri�er la matri
e Gpour l'invarian
e positive du domaine Ex et pour la 
ondition d'in
lusion E x � Uv . Eneffet, puisque l'ensemble Ex peut s'é
rire sous la forme :Ex = nx 2 Rn= � I�I�x � �x�0 �o (3.93)
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he (A;B)-invarian
eAlors, la 
ondition d'invarian
e positive du domaine Ex peut se formuler ainsi :x 2 Ex ) (I +BG)x + L 2 Ex (3.94)En d'autres termes, si x est solution du système d'inégalités � I�I�x � �x�0 � alors x estaussi une solution du système d'inégalités � (I+BG)�(I+BG)�x � �x��LL �. Posons Q = � I�I�,P = � (I+BG)�(I+BG)�, � = �x�0 � et  = �x��LL � . Ainsi, en vertu du théorème 3.2, l'invarian
epositive du domaine E x équivaut à l'existen
e d'une matri
es non-négativeH 2 R2n�2n ,telle que : HQ = P (3.95)H�x�0 � � �x� � LL � (3.96)Posons : H =  H11 H12H21 H22 !Il s'ensuit à partir de (3.95) (3.96) que :H11 �H12 = I +BG (3.97)H22 �H21 = I +BG (3.98)H11x� � x� � L (3.99)H21x� � L (3.100)d'où l'on peut inférer I +BG = H11 �H12 = H22 �H21Remarquons tout de suite que les relations (3.99) et (3.100) peuvent se formuler ainsi : H11 OO H21 !�x�x�� � �x� � LL � (3.101)Dé�nissons maintenant les matri
esH+ et H� de la manière suivante :H+ = (H+ij ); où H+ij = supf(I +BG)ij; 0gH� = (H�ij ); où H�ij = � inff(I +BG)ij; 0gAinsi, nous avons : H+ � 0; H� � 0; I +BG = H+ �H� (3.102)
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ommande 97Par 
onséquent, la proposition 3.2 montre que 3.101 est équivalente à : H+ OO H� !�x�x�� � �x� � LL � (3.103)En d'autres termes, la matri
e de gain G doit être 
hoisie telle que :H+x� � x� � L (3.104)H�x� � L (3.105)Regardons maintenant les 
onditions supplémentaires que doit véri�er la matri
e degain G pour la 
ondition d'in
lusion Ex � Uv . En effet, l'ensemble Uv peut s'é
rire sousla forme : Uv = nx 2 Rn= � G�G�x � �v10�; ; v1 > 0	 (3.106)la 
ondition d'in
lusion E x � Uv peut alors se formuler ainsi :x 2 Ex ) Gx 2 Uv (3.107)En d'autre termes, si x est solution du système d'inégalités � I�I�x � �x�0 � alors x est aussiune solution du système d'inégalités � G�G�x � �v10 �. De la même manière que plus haut,posons Q = � I�I�, P = � G�G�, � = �x�0 � et  = �v10 �. Ainsi, en vertu du théorème 3.2la 
ondition (3.107) équivaut à l'existen
e d'une matri
e non-négative K 2 R2n�2n+ telleque : KQ = P (3.108)K�x�0 � � �v10� (3.109)Posons K =  K11 K12K21 K22 !Il s'ensuit à partir de (3.108) (3.109) que :K11 �K12 = G (3.110)K22 �K21 = G (3.111)K11x� � v1 (3.112)K21x� � 0 (3.113)Remarquons tout de suite que l'inégalitéK21x� � 0 ne peut être véri�ée que pourK21 =0 
ar x� > 0 et K21 � 0. Il s'ensuit dans 
es 
onditions que :K11 �K12 = K22 = G
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he (A;B)-invarian
eOr, puisqueK22 � 0, il suf�t de prendre K12 = 0, d'où l'on peut inférer :K11 = K22 = GNous en déduisons alors que le retour d'état v = Gx doit être 
hoisi tel que :G � 0 (3.114)Gx� � v1 (3.115)Finalement, en réunissant les 
onditions 
itées plus haut, la matri
e de gain G doit être
hoisie telle que : G � 0 (3.116)Gx� � v1 (3.117)H+x� � x� � L (3.118)H�x� � L (3.119)ave
 H+ij = supf(I +BG)ij; 0g; H�ij = � inff(I +BG)ij; 0gSi en plus le gain G est 
hoisi tel que I +BG � 0 alors dans 
e 
as nous avons :H+ = I +BG; H� = Oet les 
onditions (3.116)-(3.119) deviennent :G � 0 (3.120)Gx� � v1 (3.121)BGx� + L � 0 (3.122)L � 0 (3.123)Ce qui donne le théorème suivant.Théorème 3.6 Supposons que L � 0. Alors, s'il existe n ve
teurs positifs y1; � � � ; yn 2Rn tels que : B nXi=1 yi + L � 0 (3.124)nXi=1 yi � v1 (3.125)1 + bi yix�i � 0; pour i = j; (3.126)bi yjx�j � 0; pour i 6= j (3.127)



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 99où bi est la i�ième ligne de la matri
e B, alors il existe une 
ommande positive v(k) =Gx(k) telle que E x soit positivement invariant par rapport au système (3.92) et que :Ex � Uv (3.128)Preuve: Dé�nissons la matri
eG parG = [ 1x�1 y1; � � � ; 1x�2 yn℄ � 0 et observons que (3.126)et (3.127) impliquent I + BG � 0. Ce
i fait, l'appli
ation maintenant du retour d'étatv = Gx au système donne : x(k + 1) = (I +BG)x(k) + L (3.129)Comme I + BG � 0 et L � 0, il est fa
ile de montrer que xk � 0 pour tout x0 � 0.D'autre part, observons quePni=1 yi = Gx�. Ainsi, (3.124) implique :B nXi=1 yi + L = BGx� + L � 0: (3.130)Or, puisque I +BG � 0 et x0 � x�, il en résulte à partir de (3.130) :x(1) =(I +BG)x0 + L�(I +BG)x� + L=x� +BGx� + L � x�;si bien que : x(2) =(I +BG)x(1) + L�(I +BG)x� + L=x� +BGx� + L � x�:Par ré
urren
e nous pouvons déduire que :x(k) =(I+BG)x(k � 1) + L�(I +BG)x� + L=x� +BGx� + L � x�:Ce
i prouve le premier obje
tif de la 
ommande. Reste à montrer que 0 � v(k) � v1. Eneffet, puisque 0 � x(k) � x� et G > 0, alors il vient à partir de (3.125) que 0 � v(k) =Gx(k) � Gx� =Pni=1 yi � v1. Ce
i termine la preuve. �
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he (A;B)-invarian
e3.4.1.3 Appli
ation aux 
arrefours à feux3.4.1.4 Cas de deux phasesSur la �gure 3.3 est représentée l'évolution des �les d'attente dans un 
arrefour à deuxphases ave
 un 
y
le variable. Nous avons réalisé 
ette simulation en utilisant les donnéessuivantes : s1 = 0:6 veh/s ; s2 = 0:4 veh/s ; q1 = 0:3 veh/s ; q2 = 0:2 veh/s ; 
max = 120s ; 
min = 90 s ; ge2max = 70 s ; ge2min = 30 s ; x�1 = 80 veh ; x�2 = 70 veh. Dans 
e 
as,nous avons : B =  q1 � s1 s1q2 �s2! =  �0:3 0:60:2 �0:4!Remarquons que rang(B) = 1 < n = 2. Alors, d'après le théorème 3.5, il en résulte :y =  9:60111:002! ; z= 1:0146:708! ; D1= 0:120 00 0:157! ; D2= 0:012 00 0:095! ;G =  0:1073 00 0:0613!Les résultats des simulationsmontrent 
lairement que la dissipation des �les d'attente,dans le 
as où le 
y
le est variable, se fait d'une façon plus ef�
a
e que dans le 
as où le
y
le est 
onstant. Cela s'explique par le fait que le 
y
le variable représente un degré deliberté dont la 
ommande dispose.

0 20 40 60 80 100 120
20

21

22

23

24

25

Cycles

F
ile

 d
’a

tte
nt

e 
[V

éh
] x

1

x
2

FIGURE 3.3 � Évolution des �les d'attente.Le tableau 3.3 suivant permet d'avoir une vue sur l'évolution de la durée du 
y
le 
(k)ainsi que le vert effe
tif ge2 pendant les 20 premiers 
y
les.



3.4 Solution du Problème de la 
ommande 101
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(k) 104.05 105.91 106.02 103.24 99.72 103.15 109.54 109.02 106.72 102.52ge2 64.05 62.82 59.60 59.48 58.05 55.48 54.51 54.43 51.78 50.05
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(k) 98.38 97.48 100 99.91 99.05 101.71 105.92 104.26 101.47 98.59ge2 49.54 48.55 48.20 48.25 47.66 45.59 44.42 41.80 41.41 40.96TABLE 3.3 � Variation de 
(k) et de ge2 en fon
tion de k.3.4.1.5 Cas de trois phasesCette simulation, dont les résultats sont présentés sur la �gure 3.4, a été réalisée ave
les données suivantes : s1 = 0:4veh/s ; s2 = 0:35 veh/s ; s3 = 0:4 veh/s ; q1 = 0:2 veh/s ;q2 = 0:15 veh/s ; q3 = 0:3 veh/s ; 
max = 140 s ; 
min = 100 s ; ge1max = 50 s ; ge1min = 30s ; ge2max = 45 s ; ge2min = 30 s ; x�1 = 90 veh ; x�2 = 85 veh ; x�3 = 55 veh. Ainsi,B = 0BB� q1 �s1 0q2 0 �s2q3 � s3 s3 s3 1CCA = 0BB� 0:2 �0:4 00:15 0 �0:35�0:1 0:4 0:4 1CCAet rang(B) = 3 = n. Il s'ensuit à partir du théorème 3.6 que :y1 = 0BB� 7:39012:1241:8761CCA ; y2=0BB�8:9472:6429:1571CCA ; y3=0BB�15:7740:5690:2671CCA ; G=0BB�0:1232 0:1790 0:28680:2021 0:0528 0:01040:0313 0:1831 0:00491CCAComme le montre la �gure 3.4, les �les d'attente respe
tent les 
ontraintes (3.74).Ainsi, la 
ongestion peut être évitée 
ette fois-
i en appliquant la 
ommande u(k) =Gx(k) + umin.



102 Chap 3. Appro
he (A;B)-invarian
e

0 20 40 60 80 100 120
15

20

25

30

Cycles

F
ile

 d
’a

tte
nt

e 
[V

éh
]

x
3

x
1

x
2

FIGURE 3.4 � Evolution des �les d'attente.Un é
hantillon des valeurs des paramètres de 
ommande pendant les 20 premiers
y
les est indiqué dans le tableau 3.4. Nous remarquons que la durée du 
y
le varie entre116:52s et 137:24s tandis que ge1 , ge2 , quant à eux, varient dans les plages [36:52s; 49:80s℄et [33:96s; 45s℄s respe
tivement. Ce qui montre que les 
ontraintes (3.75) sont satisfaites.
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(k) 116.52 118.76 121.43 126.42 128.19 131.97 126.42 131.87 137.24 134.83ge1 49.80 48.17 45.91 41.53 41.43 39.77 38.66 38.25 39.21 39.56ge2 35.52 38.09 39.43 39.90 41.21 40.83 42.49 45 45 45
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(k) 131.83 129.85 132.27 133.41 126.42 127.84 120.72 123.18 124.89 122.26ge1 37.66 37.50 36.52 39.92 41.75 42.03 42.15 40.67 41.14 40.08ge2 44.10 43.15 45 42.80 44.35 39.74 40.12 40.83 34.14 33.96TABLE 3.4 � Variation de 
(k) et de ge1 , ge2 en fon
tion de k.3.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, basé sur la 
ara
térisation sous la forme de relations matri
ielleslinéaires de l'in
lusion des domaines polyédraux donnée par Hennet [49℄, nous avonsdonné des 
onditions né
essaires et/ou suf�santes pour la régulation à priori des 
arre-fours signalisés. Nous avons ainsi montré que, pour une interse
tion isolée, la 
ongestionpeut être évitée en utilisant une 
ommande par retour d'état ayant une stru
ture appro-priée. Ces résultats s'avèrent plus généraux que 
eux de l'appro
he LMI relativement aux



3.5 Con
lusion 103domaines polyédraux et permettent d'étudier des 
as limites dif�
iles 
omme 
eux desdomaines ayant des frontières qui passent par l'origine. Deux prin
ipaux obje
tifs ont étéatteints ave
 la 
ommande proposée : d'une part, lorsque la 
ir
ulation n'est pas en ex
ès,le passage des véhi
ules ne peut jamais dépasser le niveau de tra�
 
orrespondant à l'op-timum opérationnel des lignes. D'autre part, a�n de respe
ter les 
ontraintes physiquesinhérentes à la signalisation des 
arrefours, la 
ommande proposée respe
te les 
onditionsaux limites.Bien que les résultats obtenus dans le 
hapitre 2 et 3 
onstituent un 
adre théoriquepour la régulation du tra�
, ils restent néanmoins dépendants des paramètres du tra�

omme le �ux d'entrée q supposé 
onstant. Cependant, dû aux différents 
hangements quiaffe
tent le tra�
 (a

idents, 
onditions atmosphériques, 
omportement des 
ondu
teurs...) 
e paramètre est sujet à des variations temporels. Ainsi, la 
onnaissan
e, la prédi
tionet la prévision de 
e paramètre représentent un atout 
apital pour la 
ommande. Dans 
e
ontexte, les appro
hes proposées sont enri
hies dans le 
hapitre suivant par la te
hniquedes réseaux de neurones pour l'estimation temps réel du paramètre q.
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CHAPITRE 4RÉSEAUX DE NEURONES POUR LAPRÉVISION DES FLUX DU TRAFIC
4.1 Introdu
tionLa fourniture d'informations pré
ises en temps réel et la prévision à 
ourt terme desparamètres de tra�
 tels que les débits, les vitesses des voyageurs et le taux d'o

upation,sont des sujets de re
her
he qui ont sus
ité un intérêt 
onsidérable dans la littérature. Laréussite de la mise en �uvre de la stratégie de 
ommande dépend, dans une grande partie,de la qualité et l'exa
titude des informations données au système de 
ommande du tra�
.Depuis le début des années 1980, les 
her
heurs ont utilisé une grande variété de spé-
i�
ations pour modéliser les 
ara
téristiques du tra�
 et produire des prévisions à 
ourtterme. La littérature dans 
e domaine se 
on
entre majoritairement sur les prévisions ba-sées sur les modèles des séries temporelles, qui vont de l'ARIMA (modèle auto-régressifà moyenne mobile intégrée) aux réseaux de neurones arti�
iels (RNA).Dans 
e sens, 
e 
hapitre propose d'enri
hir les stratégies de 
ommandes proposéespré
édemment par une appro
he neuronale pour la prévision des �ux du tra�
 a�n dedonner aux 
ommandes un 
ara
tère temps réel. Dans un premier temps, nous rappelons
ertaines notions relatives aux séries temporelles et aux réseaux de neurone (leurs types,leurs algorithmes d'apprentissage et leurs démar
hes de modélisation). Dans un deuxièmetemps, nous abordons le domaine d'appli
ation essentiel du 
hapitre, 
elui du développe-ment de modèles neuronaux pour la prévision des �ux d'entrée du tra�
 sur un 
arrefourréel. Deux modèles sont utilisés. D'abord le per
eptron multi-
ou
hes et ensuite la 
arte
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auto-organisatri
e (SOM). En�n, nous intégrons 
es modèles neuronaux dans les straté-gies de 
ommande proposées dans les 
hapitres pré
édents a�n de montrer l'intérêt del'appro
he neuronale dans la prévision et la régulation du tra�
.4.2 Séries temporellesUne série temporelle, appelée aussi série 
hronologique, est une suite d'observationsfxt; 1 � t � ng d'une même variable à des différentes dates [52℄. Cette variable peut êtrede n'importe quelle nature : é
onomique, démographique, biologique ou météorologique.Tout 
e qui est 
hiffrable et qui varie au 
ours du temps peut être représenté par une sérietemporelle. Généralement, l'intervalle de temps entre deux observations est 
onsidéré
onstant dans une même série.Les séries temporelles sont généralement représentées sur des graphiques de valeurs(ordonnées) en fon
tion du temps (abs
isses). Lorsqu'une série est stable autour de samoyenne, on parle dans 
e 
as de série stationnaire. Dans le 
as 
ontraire, on parle desérie non stationnaire. Lorsqu'une série 
roît sur l'ensemble de l'é
hantillon et don
possède une moyenne qui n'est pas 
onstante, on parle de tendan
e. On parle de phéno-mène saisonnier lorsqu'on observe des phénomènes qui se reproduisent à des périodesrégulières.Les séries temporelles o

upent une pla
e importante dans tous les domaines de l'ob-servation ou de la 
olle
te de données [53℄. Dans le domaine du tra�
 routier, les variablestemporelles du tra�
, à l'exemple du débit et le taux d'o

upation, sont mesurées par des
apteurs implantés sur des axes routiers. Ces mesures 
onstituent des séries temporelles.Par exemple, la �gue 4.1 montre une série temporelle qui dé
rit le débit de tra�
 à l'entréed'une interse
tion pendant une journée.Il est bien utile de disposer de quelques indi
es numériques qui résument une sérietemporelle (x1, ... ,xn). En effet, toute tentative de modélisation né
essite au préalable uneanalyse des
riptive des données. Cette analyse permet non seulement de se familiariserave
 les données qui seront manipulées tout au long de l'étude, mais aussi de déte
ter lesin
ohéren
es dans les données et/ou les valeurs atypiques. Les indi
es des
riptifs les plusutilisées sont :� les indi
es de tendan
e 
entrale ou de position (la moyenne) ;� les indi
es de dispersion ou de variabilité (l'é
art-type) ;� les indi
es de dépendan
e.Les indi
es de dépendan
e renseignent sur le lien existant entre les données xt. Onretrouve :
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FIGURE 4.1 � Série temporelle de débit du tra�
Auto-
ovarian
e : l'auto-
ovarian
e empirique d'ordre 1 renseigne sur la dépendan
eentre deux données su

essives :�̂n(1) = 1n n�1Xt=1 (xt � �xn)(xt+1 � �xn) (4.1)où �xn est la moyenne. L'auto-
ovarian
e empirique d'ordre 2 renseigne sur la dé-pendan
e entre deux données é
artées de deux pas de temps :�̂n(2) = 1n n�2Xt=1 (xt � �xn)(xt+2 � �xn) (4.2)De la même manière, nous pouvons dé�nir l'auto-
ovarian
e empirique d'ordre h :�̂n(h) = 1n n�hXt=1 (xt � �xn)(xt+h � �xn) (4.3)On appelle fon
tion d'auto-
ovarian
e (empirique) la fon
tion qui à h asso
ie�̂n(h).Fon
tion d'auto-
orrélation ACF : les auto-
orrélations empiriques sont les quo-tients des 
ovarian
es empiriques par la varian
e empirique :r̂n(h) = �̂n(h)�̂n(0) (4.4)où �̂n(0) = nXt=1 (xt � �xn)2 est l'é
art-type. On appelle fon
tion d'auto-
orrélation(empirique) la fon
tion qui à h asso
ie r̂n(h).Fon
tion d'auto-
orrélation partielle PACF : il s'agit de la suite de valeurs �(h)h =
orr(xt; xt�hjxt�1; :::; xt�h+1), qui 
orrespondent au dernier 
oef�
ient dans une
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régression linéaire de xt et ses h dernières valeurs :xt = �(h)0 + �(h)1 xt�1 + �(h)2 xt�2 + ::: + �(h)h xt�h + �t (4.5)4.2.1 Modélisation linéaire des séries temporelles mono-variableOn retrouve quatre modèles linéaires pour les séries temporelles mono-variable.Les modèles auto-régressifs ARpLes modèles auto-régressifs sont 
onstruits à partir de l'idée que l'observation autemps t s'exprime linéairement par les observations pré
édentes. Unmodèle auto-régressifXt d'ordre p est dé�ni 
omme suit :Xt = pXj=1 ajXt�j + �t (4.6)où a1; a2; :::; ap sont des réels �xés, et �t est un bruit blan
 
entré de varian
e �2 (
'est-à-dire une suite de 
ho
s aléatoires indépendants). L'observation Xt au temps t est alorsla somme d'un 
ho
 aléatoire à l'instant t, indépendant de l'historique, et d'une fon
tionlinéaire de son passéPpj=1 ajXt�j , qui peut être vue 
omme la prédi
tion de Xt a partirdes p dernières observations passées.Les modèles à moyenne mobile MAqLes modèles à moyennemobile (MovingAverage) sont 
onstruits à partir de l'idée quel'observation au temps t s'exprime linéairement par les observations d'un bruit blan
 ; ilssont dé�nis par la relation suivante :Xt = �t + b1�t�1 + :::+ bq�t�q (4.7)où b1; b2; :::; bq sont des réels �xés et �t�q sont des bruits blan
s 
entrés de varian
e �2.Les modèles auto-régressifs de moyenne mobile ARMApqCette 
lasse plus générale de modèles dé�nit des pro
essus sous la forme d'une ré
ur-ren
e auto-régressive ave
 un se
ond membre de type moyenne mobile. Dans les modèlesARMA, la valeur prise au temps t par la variable étudiée est une fon
tion linéaire de sesvaleurs passées et des valeurs présentes ou passées d'un bruit blan
. Un modèle auto-régressif de moyenne mobile d'ordres p et q s'é
rit sous la forme :Xt = pXk=1 akXt�k + qXj=0 bj�t�j (4.8)où les �t�j sont des bruits blan
s 
entrés de varian
e �2. Notons que les modèles ARMAsont destinés à modéliser des pro
essus stationnaires.



4.3 Rappels sur les réseaux de neurones arti�
iels (RNA) 109Les modèles auto-régressifs à moyennes mobiles intégrées ARIMApdqLes modèles ARIMA sont la généralisation des modèles ARMA pour des pro
essusnon stationnaires admettant une tendan
e. Cette 
atégorie de modèles a été populariséeet formalisée par Box et Jenkins [54℄. L'estimation des modèles ARIMA suppose quel'on travaille sur une série stationnaire. Ce
i signi�e que la moyenne de la série ainsique la varian
e sont 
onstantes dans le temps. La meilleure méthode pour éliminer toutetendan
e est de différen
ier, 
'est-à-dire de rempla
er la série originale par la série desdifféren
es adja
entes. Une série temporelle qui a besoin d'être différen
iée pour atteindrela stationnarité est 
onsidérée 
omme une version intégrée d'une série stationnaire (d'oùle terme intégrée).Un modèle ARIMA est étiqueté 
omme modèle ARIMA(p; d; q), dans lequel : p estle nombre de termes auto-régressifs, d est le nombre de différen
es et q est le nombre demoyennes mobiles.Soit� l'opérateur de différen
iation qui asso
ie au pro
essus (Xt) le pro
essus (Xt�Xt�1). Nous rappelons que le pro
essus obtenu en différen
iant deux fois de suite, 
'est-à-direXt�2Xt�1+Xt�2 est noté�2. Ainsi, un pro
essus (Xt) est un pro
essus ARIMA(p; d; q)si le pro
essus : Yt = �dXt (4.9)est un pro
essus ARMA(p; q). Don
, le modèle ARIMA revient à appliquer un modèleARMA sur le pro
essus différen
ié :Yt = ARMA(p; q) , Xt = ARIMA(p; d; q)
4.3 Rappels sur les réseaux de neurones arti�
iels (RNA)En 1943, M
Cullo
h et Pitts [55℄ ont proposé le premier modèle de base d'un neuronearti�
iel. Bien que très simple, il 
onstitue l'élément de base des réseaux de neurones. La�gure 4.2 montre un modèle de neurone formel.Les entrées au neurone sont notées par xi. Leswi 
ara
térisent les poids synaptiques etindiquent la for
e du lien entre l'entrée et le neurone. Les signaux d'entrée sont multipliéspar 
eux-
i avant d'être additionnés. Un poids positif est asso
ié à une synapse ex
itatri
etendis qu'un poids négatif est asso
ié à une synapse inhibitri
e.Un additionneur est utilisé pour faire la somme pondérée des entrées plus un 
ertaindé
alage 
onstant de biais �. Le résultat est ensuite passé à travers une fon
tion f() gé-néralement non-linéaire qu'on appelle fon
tion d'a
tivation. Celle-
i limite l'amplitude



110 Chap 4. Réseaux de neurones pour la prévision des �ux du tra�

f( )a

1

PSfrag repla
ements
x1x2x3xn

w1w2w3wn P y�FIGURE 4.2 � Représentation du neurone formelde sortie du neurone dans un 
ertain intervalle borné, usuellement de [0,1℄ ou bien en-
ore de [-1,1℄. On peut représenter mathématiquement le traitement que fait le neuroneélémentaire par les équations suivantes :a = nXi=1 wi:xi + � (4.10)y = f(a) (4.11)Les poidswi et � 
onstituent les paramètres libres du système et doivent être ajustés. Dansles premiers travaux fondateurs de M
Cullo
h et Pitts, la fon
tion d'a
tivation utiliséepour les neurones était une simple fon
tion de seuillage brutale de type signe. Dès lors, lasortie du réseau ne pouvait prendre que des valeurs binaires (-1 ou +1). Cependant, de nosjours, il est plus usuel d'utiliser une fon
tion 
ontinue de forme sigmoïdale. C'est de loinla fon
tion la plus utilisée dans la littérature sur les réseaux de neurones arti�
iels (RNA).Elle a les avantages d'être 
ontinue, limitante pour la sortie (squashing) et différentiable.Algébriquement, elle s'exprime sous l'une de 
es formes :y(x) = 11 + e�x ; log-sigmoïde (4.12)y = tanh(x) = ex � e�xex + e�x ; tangente hyperbolique (4.13)Elles diffèrent prin
ipalement par leur intervalle de sortie, soient [0,1℄ et [-1,1℄ respe
ti-vement. Pour plus de détails sur les réseaux de neurones, 
onsulter la référen
e [56℄.4.3.1 Ar
hite
tures d'un réseau de neuronesNous entendons par ar
hite
ture ou topologie d'un réseau de neurones arti�
iels lamanière selon laquelle les neurones sont organisés. D'une façon générale, l'ar
hite
ture



4.3 Rappels sur les réseaux de neurones arti�
iels (RNA) 111des réseaux de neurones arti�
iels peut aller d'une 
onne
tivité totale (
ha
un des neu-rones du réseau est relié à tous les autres) à une 
onne
tivité lo
ale où les neurones nesont liés qu'à leurs plus pro
hes voisins.Deux 
lasses différentes d'ar
hite
tures de réseaux de neurones peuvent être distin-guées [57℄ :1. Les réseaux non bou
lés (feed-forward)2. Les réseaux ré
urrents ou bou
lésLes réseaux non bou
lésCette 
lasse se distingue par l'absen
e de toute bou
le de rétroa
tion de la sortie versl'entrée, d'où l'appellation "feed-forward". En d'autres termes, la propagation des signauxs'y fait uniquement dans le sens de l'entrée vers la sortie.Ce type de réseaux 
omprend deux groupes d'ar
hite
tures : les réseaux mono-
ou
heet les réseaux multi-
ou
hes. Ils diffèrent par l'existen
e ou non de neurones intermé-diaires appelés neurones 
a
hés entre les unités d'entrées et les unités de sorties appeléesn�uds sour
es.Réseaux non bou
lés mono-
ou
he (per
eptron) : Ce type de réseaux possède une
ou
he d'entrée re
evant les stimuli à traiter par l'intermédiaire des n�uds sour
es. La�gure 4.3 montre l'exemple d'un réseau non bou
lé mono-
ou
he à 4 n�uds d'entrée et3 n�uds de sortie. La désignation mono-
ou
he est attribuée à la 
ou
he de sortie (n�udsde 
al
ul). La 
ou
he d'entrée n'est pas 
omptée dans 
e sens vu qu'il n'y a pas de 
al
ulfait par les n�uds sour
es, ils servent uniquement à re
evoir les signaux d'entrée et à lestransmettre à la 
ou
he suivante.Réseaux non bou
lés multi-
ou
hes : Ce type de réseaux non bou
lés se 
ara
térisepar la présen
e d'une ou de plusieurs 
ou
hes 
a
hées dont les n�uds de 
al
ul 
orrespon-dants s'appellent neurones 
a
hés ou unités 
a
hées. Les 
ou
hes 
a
hées s'interposententre l'entrée du réseau et sa sortie. Leur r�le est d'effe
tuer un prétraitement des signauxd'entrée et de transmettre les résultats 
orrespondants à la 
ou
he de sortie où sera déter-minée la réponse �nale du réseau avant qu'elle soit transmise au milieu extérieur.Dans 
e type de réseaux, les entrées des neurones d'une 
ou
he parti
ulière pro-viennent uniquement des sorties de la 
ou
he adja
ente pré
édente. Les réseaux les plusfréquemment utilisés de 
ette 
atégorie sont les per
eptrons multi-
ou
hes PMC (Multi-layered Per
eptrons - MLP) [58℄.
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Coouche
d’entrée

Couche 
de sortie
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ements
x1x2x3x4

y1y2y3
FIGURE 4.3 � Réseau non bou
lé mono-
ou
he (per
eptron)Dans la �gure 4.4 est montré l'exemple d'un réseau à une seule 
ou
he 
a
hée 
om-portant 5 unités d'entrée, 4 unités 
a
hées et 3 unités de sortie (réseau 5-4-3). Ce réseauest dit 
omplètement 
onne
té dans le sens où 
haque noeud d'une 
ou
he est 
onne
té àtous les n�uds de la 
ou
he adja
ente suivante. Si éventuellement, des 
onnexions man-quaient entre des neurones de deux 
ou
hes voisines, le réseau serait dit partiellement
onne
té.

Couche
de sortied’entrée

Couche Couche
cachée

PSfrag repla
ementsx1x2x3x4x5
y1y2y3

FIGURE 4.4 � Le per
eptron multi-
ou
hes
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iels (RNA) 113Réseaux ré
urrentsLes réseaux ré
urrents se distinguent des réseaux non bou
lés par le fait qu'ils 
on-tiennent au moins une bou
le de 
ontre-réa
tion des n�uds de sortie vers les n�uds d'en-trée (ou, au moins d'une 
ou
he vers une 
ou
he pré
édente, adja
ente ou non).Dans la �gure 4.5 est illustré l'exemple d'un réseau de neurones ré
urrent ayant 2unités d'entrée, 3 unités 
a
hées et 2 unités de sortie. Dans 
e réseau, les 
onnexions derétroa
tion proviennent aussi bien des unités 
a
hées que des unités de sortie.

opérateurs
de retard

PSfrag repla
ements Z�1Z�1Z�1x1x2
y1y2

FIGURE 4.5 � Réseau ré
urrent ave
 neurones 
a
hésContrairement aux réseaux non bou
lés, les propriétés dynamiques du réseau ré
ur-rent sont importantes. En effet, la présen
e des bou
les de 
ontre-réa
tion implique l'in-sertion, dans le graphe 
orrespondant à la topologie du réseau, de bran
hes parti
ulières
omposées d'opérateurs de retard (les blo
s Z�1de la �gure 4.5). Ces derniers résultenten un 
omportement dynamique non linéaire du réseau dû à la nature non linéaire desneurones. Dans 
ertains 
as, les états des neurones subissent un pro
essus de relaxationfaisant évoluer le réseau vers un état stable dans lequel 
es états ne peuvent plus 
hanger.Dans d'autres 
as, le 
hangement des états des neurones de sortie est important de façonà 
e que le 
omportement dynamique 
onstitue la sortie du réseau. Des exemples de 
etype de réseaux sont le réseau de Hop�eld [59℄ et la ma
hine de Boltzmann [60℄.4.3.2 Apprentissage des réseaux de neuronesParmi les propriétés importantes des réseaux de neurones, nous pouvons 
iter leur
apa
ité à apprendre de leur environnement et à améliorer leur performan
e par appren-tissage. Ce dernier se fait à travers un pro
essus itératif d'ajustement appliqué aux poids
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synaptiques et aux seuils. Intuitivement, le réseau devient de mieux en mieux informésur son environnement après 
haque itération du pro
essus d'apprentissage. Le type d'ap-prentissage est déterminé par la manière selon laquelle les paramètres du réseau (poids etseuils) sont 
hangés. Le pro
essus d'apprentissage implique la séquen
e suivante [57℄ :1. Le réseau de neurones est stimulé par son environnement,2. Le réseau de neurones subit des 
hangements suite à 
e stimulus,3. Le réseau de neurones répond d'une façon nouvelle à l'environnement à 
ause du
hangement qui a eu lieu dans sa stru
ture interne.L'ensemble des règles permettant d'adapter un réseau de neurones à un problèmedonné est appelé algorithme d'apprentissage. Plusieurs algorithmes d'apprentissage peuventêtre trouvés dans la littérature, 
ha
un ayant ses propres avantages et in
onvénients. Fon-damentalement, les algorithmes d'apprentissage diffèrent par la méthode d'ajustement despoids synaptiques et des seuils, mais la plupart d'entre eux sont basés sur la minimisationd'une fon
tion d'erreur appelée fon
tion de 
oût.L'apprentissage se fait à partir d'une base d'exemples du problème traité. Il s'agitessentiellement de modi�er les paramètres du réseau (notamment les poids synaptiques etseuils) pour qu'il donne la bonne réponse aux stimuli d'entrée de la base d'exemples quilui sont présentés.Deux prin
ipales stratégies d'apprentissage peuvent être distinguées :1. L'apprentissage supervisé qui est 
ara
térisé par la présen
e d'un �professeur� quipossède une 
onnaissan
e approfondie de l'environnement dans lequel évolue leréseau de neurones. En pratique, les 
onnaissan
es de 
e professeur prennent laforme d'un ensemble de N 
ouples (entrée, réponse attendue) que nous noterons{(p1; d1); (p2; d2); :::; (pN ; dN)}, où pi désigne un stimulus (entrée) et di la 
iblepour 
e stimulus, 
'est-à-dire les sorties désirées du réseau. Chaque 
ouple (pi; di)
orrespond don
 à un 
as d'espè
e de 
e que le réseau devrait produire (la 
ible)pour un stimulus donné. Pour 
ette raison, l'apprentissage supervisé est aussi qua-li�é d'apprentissage par des exemples [61℄.L'apprentissage supervisé est illustré d'une manière 
on
eptuelle dans la �gure 4.6.L'environnement est in
onnu du réseau. Celui-
i produit à 
haque pas d'apprentis-sage un stimulus p(t) qui est a
heminé à la fois au professeur et au réseau. Grâ
eà ses 
onnaissan
es intrinsèques, le professeur produit une sortie désirée d(t) pour
e stimulus. On suppose que 
ette réponse est optimale. Elle est ensuite 
omparée(par soustra
tion) ave
 la sortie du réseau y(t) pour produire un signal d'erreur e(t)
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Supervisé

+
−

professeurEnvironnement

Système

PSfrag repla
ements p(t) d(t)y(t)e(t) P
FIGURE 4.6 � S
héma blo
 de l'apprentissage superviséqui est réinje
té dans le réseau pour modi�er son 
omportement via une pro
édureitérative qui, éventuellement, lui permet de simuler la réponse du professeur. Au-trement dit, la 
onnaissan
e de l'environnement par le professeur est graduellementtransférée vers le réseau jusqu'à l'atteinte d'un 
ertain 
ritère d'arrêt. Par la suite,on peut éliminer le professeur et laisser le réseau fon
tionner de façon autonome.2. L'apprentissage non supervisé ou 
ompétitif, appelé aussi auto-organisation [62℄est 
ara
térisé par l'absen
e 
omplète du professeur, 
'est-à-dire qu'on ne disposepas d'un signal d'erreur 
omme dans le 
as supervisé. Nous ne disposons don
que d'un environnement qui fournit des stimuli (entrées), et d'un réseau qui doitapprendre sans intervention externe (�gure 4.7). En assimilant les stimuli de l'en-vironnement à une des
ription de son état interne, la tâ
he du réseau est alors demodéliser 
et état le mieux possible. Pour y arriver, il importe d'abord de dé�nir unemesure de la qualité pour 
e modèle, et de s'en servir par la suite pour optimiser lesparamètres libres du réseau, 
'est-à-dire ses poids synaptiques. A la �n de l'appren-tissage, le réseau a développé une habilité à former des représentations internes desstimuli de l'environnement permettant d'en
oder les 
ara
téristiques de 
eux-
i et,par 
onséquent, de 
réer automatiquement des 
lasses de stimuli similaires. L'ap-prentissage non-supervisé s'appuie généralement sur un pro
essus 
ompétitif per-mettant d'engendrer un modèle où les poids synaptiques des neurones représententdes prototypes de stimuli.

E
N

T
R

E
E

SPSfrag repla
ements réseau sortie obtenueFIGURE 4.7 � S
héma blo
 de l'apprentissage non superviséUne fois que la phase d'apprentissage est 
omplétée ave
 su

ès, le réseau pourra êtreutilisé pour obtenir la réponse à des ve
teurs d'entrée in
onnus, 
'est-à-dire, non ren
on-
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trés durant l'apprentissage, 
e qui 
onstitue la phase dite de rappel ou de généralisation.Cette 
apa
ité, de réagir 
orre
tement à des motifs d'entrée non appris, donnerait auxréseaux de neurones une robustesse intrinsèque fa
e aux fautes survenant sur le motifd'entrée [57℄.4.3.3 Les algorithmes d'apprentissage superviséLa dé�nition d'une fon
tion de 
oût est primordiale pour les algorithmes d'apprentis-sage, 
ar 
elle-
i sert à mesurer l'é
art entre la sortie du modèle et la sortie désirée sur ladernière 
ou
he du réseau. Une gamme de fon
tions de 
oût peut être utilisée pour opti-miser les performan
es d'un réseau de neurones. La fon
tion de 
oût la plus utilisée estl'erreur quadratique moyenne, elle peut être é
rite 
omme suit :E(W ) = 1N NXi=1 Ei = 1N NXi=1 JXj=1(dj(i) � yj(i))2 (4.14)ave
� W est le ve
teur de poids,� N est le nombre d'exemples de la base d'apprentissage,� J est le nombre de neurones de la 
ou
he de sortie,� yj(i) est la valeur de sortie du neurone j de la dernière 
ou
he obtenue lors de laprésentation de l'exemple i,� dj(i) est la valeur désirée à la sortie du neurone j.Les algorithmes d'apprentissage utilisés né
essitent que E(W ) soit dérivable par rap-port aux poids. Le prin
ipe de 
es méthodes est de se pla
er en un point initial, de trouverune dire
tion de des
ente du 
oût dans l'espa
e des paramètres W , puis de se dépla
erd'un pas dans 
ette dire
tion. On atteint un nouveau point et l'on itère la pro
édure jusqu'àsatisfa
tion d'un 
ritère d'arrêt. Ainsi, à l'itération n + 1, on 
al
ule :W (n+1) = W (n) + �d(n) (4.15)� est le pas de la des
ente ou le pas d'apprentissage et d(n) est la dire
tion de des
ente.Les différents algorithmes se distinguent par le 
hoix de 
es deux quantités.La méthode de des
ente de gradientL'algorithme de des
ente de gradient (steepest des
ent, en anglais) 
onsiste à 
hoi-sir 
omme dire
tion de des
ente l'opposé du gradient de la fon
tion de 
oût (d(n) =�rE(W (n))). Ainsi, à l'itération n + 1, la modi�
ation des poids est donnée par :W (n+1) =W (n) � �rE(W (n)) (4.16)
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iels (RNA) 117où r représente le gradient de la fon
tion de 
oût par rapport aux poidsW . Le 
hoix de� doit être ni trop petit (pour la rapidité de la des
ente), ni trop grand (pour assurer lades
ente). Le 
al
ul du gradient se fait en utilisant l'algorithme de la rétro-propagationde l'erreur (ba
k-propagation) (voir Annexe B).La méthode de des
ente de gradient est un algorithme ef�
a
e loin d'un minimum.Cependant, il devient très lent à l'appro
he d'un minimum. Dans la plupart des situa-tions, l'in
onvénient asso
ié à la 
onvergen
e lente motive l'utilisation de méthodes plussophistiquées. Des exemples de telles méthodes seront donnés dans la suite.La méthode de NewtonLa méthode de Newton utilise la dérivée se
onde de la fon
tion de 
oût pour atteindreplus rapidement le minimum. La modi�
ation des paramètres (poids) s'é
rit ainsi :W (n+1) = W (n) �H�1(W (n))rE(W (n)) (4.17)La dire
tion de des
ente est�H�1(W (n))rE(W (n)) oùH�1(W (n)) est l'inverse du hes-sien de la fon
tion de 
oût. Le pas d'apprentissage est 
onstant �xé à un. Cet algorithme
onverge en une seule itération pour une fon
tion quadratique. C'est don
 un algorithmequi est inef�
a
e loin du minimum de la fon
tion et très ef�
a
e près du minimum. Dansla pratique, le 
al
ul du hessien et surtout de son inverse est à la fois 
omplexe et sour
ed'instabilités numériques [63℄ ; on utilise de préféren
e une méthode de quasi-Newton.La méthode de quasi-NewtonLa méthode de quasi-Newton 
onsiste à appro
her l'inverse du hessien plut�t que de
al
uler sa valeur exa
te. La modi�
ation des paramètres s'é
rit :W (n+1) =W (n) � �(n)M(W (n))rE(W (n)) (4.18)La suite M(W (n)) est 
onstruite de façon à la faire 
onverger vers l'inverse du hes-sien ave
 M0 égale à la matri
e identité. Cette suite est 
onstruite grâ
e à la méthodedite BFGS (Broyden-Flet
her-Goldfarb-Shanno) [64℄,[65℄,[66℄,[67℄, dont la vitesse de
onvergen
e est beau
oup plus grande que 
elle de la méthode du gradient. De plus, elleest relativement insensible au 
hoix du pas, qui peut être déterminé é
onomiquement parla méthode de Goldstein.
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La méthode de Levenberg-MarquardtL'algorithme de Levenberg-Marquardt [68℄,[69℄ 
onsiste à modi�er les paramètresselon la relation suivante :W (n+1) =W (n) � �H(n) + �(n):I��1rE(W (n)) (4.19)ave
 I =Matri
e IdentitéCette méthode est parti
ulièrement astu
ieuse 
ar elle s'adapte d'elle-même à la formede la fon
tion de 
oût. Elle effe
tue un 
ompromis entre la dire
tion du gradient et ladire
tion donnée par la méthode de Newton. En effet, si �(n) est grand, on re
onnaît laméthode du gradient( dans 
e 
as la valeur du pas est donnée par 1=�(n)) et si �(n) estpetit, la modi�
ation des paramètres 
orrespond à 
elle de la méthode de Newton.4.4 Le problème de sur-ajustement (over�tting)Si l'on 
onsidère un ensemble d'apprentissage et une fon
tion de 
oût quadratique,il est toujours possible d'obtenir une fon
tion de 
oût aussi petite que l'on veut sur l'en-semble d'apprentissage, à 
ondition de mettre suf�samment de neurones 
a
hés. Cepen-dant, le but de l'apprentissage n'est pas d'apprendre exa
tement la base d'apprentissage,mais le modèle sous-ja
ent qui a servi à engendrer les données. Or, si la fon
tion apprisepar le réseau de neurones est ajustée trop �nement aux données, elle apprend les parti-
ularités de la base d'apprentissage au détriment du modèle sous-ja
ent : le réseau deneurones est sur-ajusté.On distingue deux familles de méthodes pour prévenir le sur-ajustement : les méthodesd'élagage (pruning) et les méthodes de régularisation.L'élagage (pruning en anglais) est l'opération de suppression de 
onnexions ou d'uni-tés dont la présen
e est jugée inutile, voire nuisible à la généralisation. Une fois l'appren-tissage du réseau a
hevé, la question est alors : tous les poids synaptiques ou tous lesneurones parti
ipent-ils effe
tivement à la fon
tion réalisée par le réseau ? Autrement dit,quels sont les poids ou unités qui doivent être supprimés ?Plusieurs méthodes existent pour l'élagages des poids dans un per
eptron multi-
ou
hes(PMC). Des te
hniques telle que OBS (Optimal Brain Surgeon) [70℄ 
ommen
ent par ef-fe
tuer l'apprentissage d'un grand réseau. L'élagage des poids synaptiques est alors fondésur la sensibilité de la fon
tion de 
oût à la variation des poids synaptiques : si la fon
tionde 
oût est peu sensible vis à vis d'un poids synaptique, 
elui-
i est supprimé et un nouvelapprentissage du réseau est effe
tué.
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her
hent pas à limiter la 
om-plexité du réseau, mais elles peuvent 
ontr�ler la valeur des poids pendant l'apprentissage[63℄. Il devient possible d'utiliser des modèles ave
 un nombre élevé de poids et don
 unmodèle 
omplexe, même si le nombre d'exemples d'apprentissage est faible.Plusieurs méthodes de régularisation existent dans la littérature, 
omme la pénalisa-tion de la fon
tion de 
oût (weight de
ay) qui ajoute un terme de pénalisation 
 à lafon
tion de 
oût E(W ) a�n de favoriser les solutions les plus régulières :E 0 = E + �
 (4.20)Le terme � est un paramètre réalisant un 
ompromis entre le fon
tion de 
oût et le termede pénalisation 
.Lorsque les poids du réseau sont grands en valeur absolue, les sigmoïdes des neurones
a
hés sont saturées, si bien que les fon
tions modélisées peuvent avoir des variationsbrusques. Pour obtenir des fon
tions régulières, il faut travailler ave
 la partie linéaire dessigmoïdes, 
e qui implique d'avoir des poids dont la valeur absolue est faible. La méthodede régularisation du weight de
ay limite la valeur absolue des poids en utilisant :
 = 12 pXi=1 wi2 (4.21)L'apprentissage s'effe
tue en minimisant :E 0 = E + �
= E + �2 pXi=1 wi2 (4.22)où p est le nombre de poids que 
omporte le réseau.4.5 Modélisation non linéaire basée sur les réseaux deneuronesD'une manière générale, les réseaux de neurones font partie de la 
lasse des modèlesnon linéaires s'é
rivant : y = f(x1; x2; :::; xp) (4.23)où x1; x2; :::; xp sont p variables indépendantes représentant les entrées du modèle et y estla sortie du modèle. En 
e sens, le réseau de neurones est fon
tionnellement équivalent àun modèle de régression non linéaire.
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Pour le problème de prévision des séries temporelles, les entrées sont généralement lesdernières observations (les observations passées) de la série et la sortie est la valeur future.Ainsi, le RNA effe
tue la relation entrée/sortie suivante :ŷ(t+ 1) = f(y(t); y(t� 1); :::; y(t� p+ 1)) (4.24)où ŷ est la sortie du modèle, y(t) est l'observation à l'instant t, p est le nombre d'entréeset f est la fon
tion non linéaire réalisée par le réseau de neurones. Ainsi, le RNA estéquivalent à un modèle auto-régressif non linéaire pour les problèmes de prévision desséries temporelles (Figure 4.8). Ce modèle est appelé NNAR ( NNAR est l'a
ronyme enanglais de Neural Network Auto-Regressive).
Neurones
    de 

.....

y(t� 2) Réseauy(t)y(t� 1)
y(t� p+ 1)

ŷ(t+ 1)

FIGURE 4.8 � Stru
ture du modèle NNARPlusieurs ar
hite
tures des réseaux de neurones appliquées au problème de la prévi-sion des séries temporelles peuvent être trouvées dans la littérature. La plus populaire estle per
eptron multi-
ou
hes (PMC). La �gure 4.9 montre un exemple d'ar
hite
ture d'unper
eptron multi-
ou
hes (PMC) qui peut être utilisé pour des problèmes de prédi
tiondes séries temporelles.
d’entrée

Couche 
cachée

Couche 
de sortie

Couche 

PSfrag repla
ements y(t)y(t � 1)y(t � 2)y(t � p+ 1) ŷ(t + 1)
FIGURE 4.9 � Ar
hite
ture de réseau de neurones pour la prédi
tion.Pour un problème de prévision des séries temporelles, le ve
teur d'entrée se 
omposed'un nombre �xe d'observations retardées de la série. Supposons que nous ayonsN obser-vations y1; y2; :::; yN dans l'ensemble d'apprentissage et nous avons besoin de prévision
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e (one-step ahead fore
asting). Alors, en utilisant un RNA ave
 nn�uds d'entrée, nous avonsN�nmotifs d'entraînement. Le premier motif sera 
omposéde y1; y2; :::; yn 
omme entrées et yn+1 
omme 
ible (la sortie désirée). Le se
ond motif
ontient y2; y3; :::; yn+1 
omme entrées et yn+2 
omme la sortie désirée et ainsi de suitejusqu'au dernier motif 
ontenant yN�n; yN�n+1; :::; yN�1 pour les entrées et yN pour la
ible. Typiquement, la fon
tion de 
oût à minimiser pendant le pro
essus d'apprentissageest : E = 12 NXi=n+1 (ŷi � yi)2 (4.25)ave
 ŷi est la sortie du réseau et yi est la sortie désirée.Démar
he de modélisation par réseaux de neuronesLa démar
he générale de la modélisation d'un système dynamique par réseaux deneurones 
omprend plusieurs étapes [71℄,[72℄. La pro
édure est dé
rite dans la �gure4.10.

Pas accepté

Collecte des données

Sélection de la structure du modèle

Estimation du modèle

Validation du modèle

 AcceptéFIGURE 4.10 � La pro
édure de modélisationColle
te des données : Par
e que les réseaux de neurones 
ontiennent de nombreux pa-ramètres ajustables (les poids), on doit s'assurer de 
olle
ter autant de données que pos-sible. Le traitement intelligent des données 
olle
tées est souvent beau
oup plus impor-
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tant que d'essayer un grand nombre de différentes stru
tures de modèle et d'algorithmesd'apprentissage. Différents types de traitement peuvent être 
onsidérés pour extraire lesinformations les plus valables à partir des données mesurées et les rendre appropriéespour la modélisation par réseaux de neurones.� Mise à l'é
helle : Il est re
ommandé de supprimer la moyenne et mettre à l'é
helletous les signaux à la même varian
e. Si les signaux sont mesurés dans différentesunités physiques et sans être mis à l'é
helle, il y a une tendan
e à 
e que le si-gnal de plus grande ampleur soit trop dominant. En outre, la mise à l'é
helle rendl'algorithme d'apprentissage numériquement robuste et 
onduit à une 
onvergen
eplus rapide [73℄. En�n, l'expérien
e a montré qu'il tend simplement à donner demeilleurs modèles.� Suppression de valeurs aberrantes : Il est également re
ommandé d'éliminer les va-leurs aberrantes de l'ensemble de données (ou alternativement d'insérer des valeursinterpolées du signal de la sortie) [74℄. Les valeurs aberrantes ont souvent un impa
tfatal sur le modèle entrainé.Séle
tion de la stru
ture du modèle neuronal : Cette étape 
onsiste à séle
tionnerune stru
ture du modèle. Malheureusement, 
e problème est beau
oup plus dif�
ile dansle 
as non linéaire que dans le 
as linéaire dus aux nombreux degrés de liberté. Nonseulement il est né
essaire de 
hoisir un ve
teur de régression (ordre du modèle), maisaussi une ar
hite
ture du réseau est requise. Le 
hoix de la stru
ture dépend d'un 
ertainnombre de 
ritères :� type de problème à résoudre : 
lassi�
ation, diagnosti
, 
ontr�le, prévision, . . .� système 
onsidéré : statique ou dynamique, linéaire ou non linéaire, . . .� 
ontraintes de développement : temps disponible, expérien
e de l'utilisateur, outilsdisponibles (logi
iels et matériels), 
oûts, . . .La stru
ture du modèle NNAR (Figure 4.8) devrait toujours être le premier 
hoix de lastru
ture. L'avantage d'un modèle NNAR est qu'au
un des régresseurs ne dépend dessorties passées du modèle, 
e qui garantit que le prédi
teur reste stable. Non seulement
ela fa
ilite l'apprentissage, mais il en résulte aussi des modèles plus robustes [74℄.Estimation du modèle : Cela 
omprend deux tâ
hes :� Séle
tionner un 
ritère ou fon
tion de 
oût indiquant 
omment les poids devraientêtre déterminés à partir des données. C'est une fon
tion qui évalue d'une manièresimple la pré
ision d'un modèle neuronal donné. L'obje
tif de l'apprentissage estdon
 de 
hoisir le modèle qui a la plus petite valeur du 
ritère. Le type de base de
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tion de 
oût a été donné par (4.14). Elle est basée sur l'erreur quadratiquemoyenne entre les sorties désirées et les sorties de réseau.� Choisir une méthode de re
her
he itérative pour minimiser le 
ritère (un algorithmed'apprentissage). Les différentes méthodes d'apprentissage ont été présentées dansla se
tion 4.3.3.Validation du modèle : Le modèle obtenu n'est valable, en toute rigueur, que pour l'ex-périen
e utilisée. Il faut don
 véri�er qu'il est 
ompatible ave
 d'autres formes d'entréesa�n de représenter 
orre
tement le fon
tionnement du pro
essus à identi�er. La plupartdes tests requièrent un jeu de données qui n'était pas utilisé en apprentissage. Un tel jeude test ou de validation doit, si possible, 
ouvrir la même gamme de fon
tionnement quele jeu d'apprentissage. Plusieurs appro
hes permettent de valider un réseau de neuronessur de telles données : visualisations, histogramme, 
orrélations et tests statistiques.Revenir en arrière dans la pro
édure : Les 
hemins allant en arrière, du blo
 de vali-dation aux étapes pré
édentes, indiquent que la pro
édure est exé
utée de manière itéra-tive. Il est né
essaire de revenir dans la pro
édure a�n de déterminer un 
ertain nombrede modèles différents, d'essayer différentes stru
tures de modèles et même, dans le piredes 
as, refaire l'opération de 
olle
tion des données.4.6 Appli
ation des réseaux de neurones à la prévisiondes �ux du tra�
Nous allons maintenant appliquer la pro
édure de développement d'un modèle neu-ronal pour la prévision des �ux du tra�
 d'entrées d'un 
arrefour à feux. Anti
ipons surla présentation qui va suivre pour noter que deux stru
tures de modèle neuronal vont être
hoisies pour la prévision des �ux du tra�
 : le per
eptron multi-
ou
hes et la 
artes auto-organisatri
e. Pour 
haque modèle, nous allons suivre les étapes de modélisation dé
ritesplus haut.4.6.1 Des
ription du siteLes données disponibles proviennent d'un 
arrefour situé sur le boulevard AnatoleFran
e (�gure 4.11) qui est une artère de la ville de Belfort. Le 
arrefour fon
tionne seule-ment ave
 deux phases et un 
y
le 
 de durée 90 se
ondes. Les lignes qui sont à très hautefréquen
e sont les lignes 1, 2 et 3 (voir la �gure). La ligne 4 est relativement peu 
hargée.
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Les lignes 2 et 3 du boulevard Anatole Fran
e ont quasiment les même 
ara
téristiques.C'est la raisons pour laquelle nous nous intéressons uniquement aux lignes 1 et 2. Chaqueligne est 
ara
térisée par son taux de �ux de saturation qui est dé�ni 
omme le nombremaximal de véhi
ules qui peuvent traverser une se
tion en une unité de temps. Dans le 
asde notre 
arrefour, nous avons relevé approximativement les valeurs suivantes : s1 = 0:3véhi
ule/se
onde et s2 = 0:4 véhi
ule/se
onde, 
e qui 
orrespond à 1080 véhi
ules/heurepour la ligne 1 et 1440 véhi
ules/heure pour la ligne 2. De plus, la longueur de 
haqueligne est �xée à 100m et dont les 
apa
ités sont approximativement x1max = 50 véhi
uleset x2max = 66 véhi
ules.

FIGURE 4.11 � Interse
tion-Etude de 
as.4.6.2 Colle
te des données des séries temporellesLes déte
teurs à bou
le d'indu
tion sont les prin
ipales sour
es de mesure. Ils four-nissent prin
ipalement des informations sur le �ux des véhi
ules. Dans 
ette étude, lesdonnées ont été re
ueillies 
haque 3 minutes par 2 bou
les d'indu
tion pendant 5 jours(du lundi au vendredi) en o
tobre 2010. Le débit 
onsidère également différents typesde véhi
ules : véhi
ules légers, motos, autobus et poids-lourds. Lorsque les données ontété a
quises, il a fallu 
ommen
é par une inspe
tion visuelle a�n de déterminer si un�ltrage supplémentaire est né
essaire, ou s'il y a des valeurs aberrantes qui doivent êtreenlevées. Ensuite, les données devaient être normalisées (moyenne nulle et varian
e 1)avant l'apprentissage. Nous avons remarqué qu'il y avait deux la
unes dans la 
olle
tedes données : la période de 10h55 jusqu'à 11h28 et la période de 20h55 jusqu'à 21h28.
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ées par les données les plus pro
hes en temps dansla journée. En�n, les données de 
haque série temporelle devaient être divisées en deuxsous-ensembles. Le premiers (4 jours ) sont utilisées 
omme l'ensemble d'apprentissageet les autres (1 jour ) sont utilisées 
omme l'ensemble de validation.4.6.3 Stru
ture du modèle : 
as du per
eptron multi-
ou
hes (PMC)Des per
eptrons multi-
ou
hes (PMC) sont 
hoisis dans un premier temps 
ommeétant les stru
tures de nos modèles neuronaux de prévision des �ux q1 et q2. Ainsi, laquestion fondamentale lorsqu'on tente de prédire les données d'une séries temporelle dutra�
 par un PMC statique est de trouver une façon d'intégrer ses 
ara
téristiques tem-porelles. En l'absen
e d'une mémoire interne qui pourrait représenter le 
omportementtemporel, les PMC doivent être fournis par des entrées qui engendrent de telles 
ara
té-ristiques.En faisant 
e 
hoix, la séle
tion de la stru
ture des modèles est essentiellement réduiteà traiter les deux points suivants :� Séle
tion des entrées du réseau (ordre du modèle)� Séle
tion d'une ar
hite
ture interne du réseau.Séle
tion de l'ordre du Modèle (l'espa
e de retard) : Bien souvent, le fait de sé-le
tionner quelques paramètres en plus ou en moins dans l'ar
hite
ture du réseau a peud'importan
e sur la performan
e du modèle. Toutefois, un mauvais 
hoix de l'espa
e deretard, 
'est à dire, le nombre de signaux retardés utilisés 
omme régresseurs, peut avoirun impa
t désastreux sur 
ette performan
e [74℄. Un espa
e de retard trop petit impliqueévidemment que les dynamiques essentielles ne seront pas modélisés, alors qu'un espa
ede retard trop grand peut aussi être un problème.Une appro
he souvent utilisée 
onsiste à réutiliser les stru
tures d'entrée (ordres)des modèles auto-régressifs linéaires (AR) 
omme entrées pour le réseaux de neurone.L'avantage attra
tif de 
ette appro
he est qu'il s'agit d'une exploitation naturelle desstru
tures des modèles AR linéaires bien 
onnus. Ainsi, elle permet une 
ompréhensionde l'espa
e de retard en 
al
ulant les ordres des modèles AR linéaires. Ces derniers sont
al
ulés à l'aide de la fon
tion d'auto-
orrélation partielle (PACF). La 
ourbe d'auto-
orrélation partielle est examinée pour aider à identi�er l'ordre. Nous re
her
hons alorsle point sur la 
ourbe où les auto-
orrélations partielles deviennent essentiellement zéro.Pla
er un intervalle de 
on�an
e à 95% pour la signi�
ation statistique est utile à 
et effet.L'intervalle de 
on�an
e approximatif à 95% pour les auto-
orrélations partielles est de�2=pN , où N est la longueur (nombre de points) de la série temporelle en 
ours d'ana-
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lyse. La �gure 4.12 montre les résultats obtenus où les deux lignes tiretées représententl'intervalle de 
on�an
e approximatif à 95%.

(a) PACF pour q1

(b) PACF pour q2FIGURE 4.12 � La fon
tion d'auto-
orrélation partielle (PACF)Les ordres 
hoisis pour les modèles de q1; q2 sont montrés dans le tableau 4.1.Modèle q1 q2Ordre du modèle 6 6TABLE 4.1 � Ordres des modèles des �ux d'entrée du tra�
Séle
tion d'une ar
hite
ture interne du réseau : L'ar
hite
ture interne d'un réseauneuronal 
onstitue sa stru
ture formée du nombre de 
ou
he 
a
hées et du nombre deneurones dans 
haque 
ou
he 
a
hée. Deux réseaux de neurones PMCs sont utilisés dans
ette étude (un réseau pour la prévision de 
haque débit du tra�
 qi).Le nombre de 
ou
hes 
a
hées 
hoisi pour 
haque modèle est égale à 1. Le nombre de
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ette 
ou
he 
a
hée sera 
hoisi et optimisé par la suite au pro
édure d'éla-gage. La 
ou
he de sortie de 
haque réseau 
ontient un seul neurone. Les fon
tion d'a
ti-vation des neurones de la 
ou
he 
a
hée sont de type tangente hyperbolique et 
eux desneurones de sortie sont du type linéaire. Des travaux pré
édents ont montré que 
e 
ouplede fon
tions permet d'approximer quasiment tous les types de relations non linéaires [75℄.Une fois la stru
ture du modèle neuronal 
hoisie, nous passons à la pro
haine étape quiest l'apprentissage des réseaux.Apprentissage : Le but de l'apprentissage est de déterminer les paramètres du modèle,appelés poids, qui vont générer un modèle 
apable de donner les sorties les plus pro
hesdes sorties réelles du système. Pour 
ette étude, le 
ritère 
hoisi pour l'apprentissage estl'erreur quadratique moyenne.L'apprentissage est effe
tué en utilisant la méthode de Levenberg-Marquardt (voirparagraph 4.3.3). Cette méthode permet une 
onvergen
e rapide. En plus, elle dé�nit unalgorithme très robuste et simple à mettre en �uvre. Le nombre maximum d'itérationsest 
hoisi égale à 700. L'apprentissage des modèles neuronaux a été réalisé en utilisant laboite à outils Matlab NNSYSID (Neural Network Based System Identi�
ation Toolbox)[71℄.Pour trouver le nombre optimal de neurones dans la 
ou
he 
a
hée pour les deux mo-dèles neuronaux, nous partons d'une ar
hite
ture 
omposée d'un seul neurone dans la
ou
he 
a
hée et nous ajoutons des neurones un par un en évaluant la qualité de prédi
-tion. Pour 
haque nombre d'unités 
a
hées, le réseau est entraîné 5 à 7 fois, en 
ommen-çant par différentes initialisations des poids à 
haque fois 
ar le réseau a généralementplus d'un minimum lo
al. Quand il semble être évident que l'erreur de test augmente,nous nous arrêtons et 
hoisissons une stru
ture du modèle qui est légèrement plus grandeque la stru
ture optimale (2 à 5 unités 
a
hés supplémentaires) de sorte que l'erreur debiais est ignorée. Les résultats sont présentés dans le tableau 4.2. Ainsi, nous avons 
hoisi11 et 15 neurones 
a
hés pour les modèles de q1 et q2 respe
tivement. Ensuite, nous avonsutilisé l'élagage pour faire fa
e à l'usage ex
essif de poids.Modèle q1 q2Nombre de neurones 
a
hés 11 15TABLE 4.2 � Nombre de neurones 
a
hées dans les modèles neuronauxLa spé
i�
ation du pro
essus d'apprentissage des deux modèles neuronaux déve-loppés, 
'est-à-dire l'algorithme d'apprentissage, le 
ritère d'erreur, le 
ritère d'arrêt, le
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nombre maximal de 
y
les d'apprentissage et le weight de
ay sont résumés dans le ta-bleau 4.3Spé
i�
ation d'apprentissageAlgorithme d'apprentissage Levenberg-MarquardtCritère d'erreur Erreur quadratique moyenne (MSE)Nombre max d'itérations 700Arrêt d'apprentissage MSE=10�5 ; No.itérations=700Pas d'apprentissage 0.2weight de
ay 10�3TABLE 4.3 � Spé
i�
ation d'apprentissageParamètre de régularisation (weight de
ay) : Un problème important est le 
hoix duparamètre de la régularisation (le de
ay) � (voir équation (4.20)). Dans les expérien
espré
édentes, nous avons utilisé � = 10�3. Ce 
hoix est obtenu en effe
tuant plusieursexpérien
es d'apprentissage ave
 différentes valeurs de �. Nous avons remarqué que laqualité de prévision des réseaux de neurones ne diffère pas signi�
ativement tant que� � 0:01. Nous 
ontinuons don
 à utiliser � = 10�3.Élagage des réseaux (pruning) : Cette méthode permet de déterminer l'ar
hite
tureoptimale du réseau en supprimant les poids super�us selon la stratégie OBS (optimalbrain surgeon) (voir la se
tion 4.4). La session d'élagage élimine les poids du réseauun par un. Le réseau est réentraîné ave
 un maximum de 50 itérations et sa 
apa
itéde généralisation est testée après 
haque élimination de poids. C'est la stratégie la pluslente mais la plus sûre. Nous avons utilisé l'algorithme programmé par [76℄ qui permetd'effe
tuer des réapprentissages entre 
haque suppression de poids. La �gure 4.13 montrele résultat de l'élagage des réseaux initiaux. Les traits en 
ontinus 
orrespondent à desvaleurs de poids positives et 
eux en pointillés 
orrespondent à des valeurs négatives. Laligne verti
ale passant par les neurones représente le biais. Le tableau 4.4 montre une
omparaison entre le nombre de neurones et le nombre de poids des réseaux initiaux et
eux des réseaux �naux obtenus par l'élagage.
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q1(k)

q1(k − 1)

q1(k − 2)

q1(k − 3)

q1(k − 4)

q1(k − 5)

q1(k + 1)

(a) La stru
ture �nale du modèle pour q1
q2(k)

q2(k − 1)

q2(k − 2)

q2(k − 3)

q2(k − 4)

q2(k − 5)

q2(k + 1)

(b) La stru
ture �nale du modèle pour q2FIGURE 4.13 � Les stru
tures �nales des modèles neuronaux après l'élagageModèle Stru
ture Nombre de neurones 
a
hés Nombre de poidsq1 Initiale 11 89Finale 10 35q2 Initiale 15 121Finale 13 70TABLE 4.4 � Comparaison entre les réseaux initiaux et les réseaux �nauxLorsque l'ar
hite
ture optimale des deux réseaux est trouvée, les réseaux doivent êtreentraînés sans régularisation (le de
ay = 0).Une fois que l'étape de l'estimation des modèles neuronaux a été réalisée, nous pas-sons à la validation des modèles.
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Validation des modèlesDans la phase de validation, les modèles estimés sont évalués sur leur adéquation àreprésenter le système sous-ja
ent. Pour valider les modèles, un deuxième ensemble dedonnées différent de 
elui de l'apprentissage est utilisé. Cet ensemble de données 
ontientles points 
orrespondant à une journée de fon
tionnement de l'interse
tion routière. Lavalidation se fonde sur trois analyses : la visualisation des prévisions, la re
her
he de
orrélations et les tests statistiques.Visualisation des prévisions : La représentation graphique qui 
ompare les prévisionsdes modèles neuronaux aux mesures réelles donne une idée de la pré
ision des prévisionsdans les différents régimes de la plage de fon
tionnement du système. Elle permet de voir
omment le modèle dé
rit le 
omportement dynamique du système.Les �gures 4.14 et 4.15 montrent la 
omparaison entre les valeurs réelles et les prédi
-tions à un pas en avant (3minutes) des �ux d'entrée q1 et q2 ave
 les erreurs de prédi
tionrespe
tivement. On remarque que les résultats sont assez satisfaisants et les valeurs pré-dites sont pro
hes des valeurs mesurées .Cependant, 
e test graphique permet seulement de se donner une première idée. Il fautensuite 
al
uler l'histogramme de la fon
tion d'erreur pour 
on�rmer les résultats. En ef-fet, l'histogramme de l'erreur de prédi
tion pour les �ux du tra�
 q1 et q2 est représentésur la �gure 4.16. Sa forme est presque symétrique et la majorité des valeurs de l'erreur(ou résidu) 
on
entrées autour de zéro. C'est une preuve en plus que la plupart des infor-mations 
on
ernant la dynamique des �ux du tra�
 dans le 
arrefour ont été in
orporéesdans les modèles neuronaux.
4 8 12 16 20 24

0

10

20

30

Temps (heure)

prédiction de débit q
1
 (véhicule/3min)

 

 

4 8 12 16 20 24
−4

−2

0

2

4

6
Erreur de prédiction (véhicule)

Temps (heure)

débit réel
prédiction

FIGURE 4.14 � La visualisation de la prévision à un pas en avant de �ux du tra�
 q1



4.6 Appli
ation des réseaux de neurones à la prévision des �ux du tra�
 131
4 8 12 16 20 24

0

10

20

30

Temps (heure)

Prédiction de débit q
2
 (véhicule/3min)

 

 

4 8 12 16 20 24
−4

−2

0

2

4
Erreur de prédiction (véhicule)

Temps (heure)

débit réel
prédiction

FIGURE 4.15 � La visualisation de la prévision à un pas en avant de �ux du tra�
 q2
−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

20

40

60

80

100

120

Erreur de prédiction

N
om

br
e 

de
 p

oi
nt

s

(a) L'histogramme de l'erreur pour q1 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

20

40

60

80

100

120

Erreur de prédiction

N
om

br
e 

de
 p

oi
nt

s

(b) L'histogramme de l'erreur pour q2FIGURE 4.16 � L'histogramme de l'erreur de prédi
tion pour les �ux du tra�
Corrélation : Si les résidus (
'est à dire, les erreurs de prévision � = y � ŷ) ne
ontiennent pas d'informations sur les résidus passés ou sur la dynamique du système,il est probable que toutes les informations ont été extraites de l'ensemble d'apprentissageet que le modèle se rappro
he le plus du système [74℄. L'erreur du modèle ne doit don
pas être 
orrélée ave
 elle-même. Par 
onséquent, l'erreur a la stru
ture d'un bruit blan
.La fon
tion d'auto-
orrélation des résidus r̂��(�) peut nous renseigner si toutes les infor-mations qui 
on
ernent la dynamique du système sont introduites dans le modèle. Cettefon
tion est égale à 1 pour un dé
alage nul (� = 0) et doit être pro
he de zéro pour lesautres dé
alages (� 6= 0) : r̂��(�) = PN��t=1 (�t � ��)(�t�� � ��)PNt=1 (�t � ��)2 (4.26)
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où �� = 1N PNt=1 �t est la moyenne du signal �t. La �gure 4.17 montre la fon
tion d'auto-
orrélation des résidus en fon
tion du dé
alage pour les �ux du tra�
 q1 et q2, respe
ti-vement. Pour des dé
alages non nuls, elle reste 
omprise dans l'intervalle de 
on�an
e,
e qui signi�e que l'erreur de prédi
tion (résidu) pour les deux �ux du tra�
 a une stru
-ture 
omme un bruit blan
. C'est une indi
ation de la bonne performan
e des modèlesproposés.
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(b) Auto
orrélation des résidus pour q2FIGURE 4.17 � Auto
orrélation des résidus pour les �ux du tra�
 d'entréeTests statistiques : Le tableau 4.5 résume les performan
es des modèles neuronaux.Les résultats de prévision par la méthode ARIMA sont également illustrés. Les mesuresde la performan
e de prévision sont :1. Erreur quadratique moyenneMSE = 1nPni=1(yi � ŷi)22. Erreur quadratique moyenne normalisée NMSE = 1nPni=1(yi�ŷi)2var(yi)3. Ra
ine 
arrée de l'erreur quadratique moyenne RMSE =qPni=1(yi�ŷi)2n4. Erreur absolue moyenneMAE = 1nPni=1 j(yi � ŷi)j5. Erreur absolue maximaleMaxAE = maxij(yi � ŷi)j
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ient de 
orrélation R = Pni=1 (yi� 1nPni=1 yi)(yi� 1nPni=1 yi)pPni=1(yi� 1nPni=1 yi)2pPni=1(ŷi� 1nPni=1 ŷi)2où yi et ŷi sont la valeur réellement observée et prédite pour le 
y
le i respe
tivement, nest le nombre d'exemples et var(yi) est la varian
e de yi.Flux d'entrée Modèle Indi
ateur d'erreur Prévisionk+1 k+2 k+3 k+4q1 Neuronal MSE 0.591 1.517 4.255 8.259NMSE 0.012 0.032 0.091 0.178RMSE 0.769 1.321 2.062 2.873MAE 0.567 0.845 1.326 1.863MaxAE 4.597 6.196 15.443 15.177R 0.993 0.983 0.953 0.911ARIMA RMSE 3.520R 0.856q2 Neuronal MSE 0.470 0.833 1.699 3.894NMSE 0.014 0.025 0.052 0.119RMSE 0.686 0.912 1.303 1.973MAE 0.474 0.615 0.886 1.232MaxAE 3.998 8.241 6.212 16.510R 0.992 0.987 0.973 0.941ARIMA RMSE 2.698R 0.882TABLE 4.5 � Évaluation des performan
es des modèlesLe tableau indique que les pré
isions des réseaux neuronaux dans la prévision des12 minutes futures (
olonne k + 4) données par les indi
ateurs d'erreur RMSE et Rsont meilleures que les pré
isions des premières valeurs future données par les modèlesARIMA. Cela peut être interprété par le fait que, 
ontrairement aux modèles 
onvention-nels statistiques ARIMA, les réseaux de neurones ont 
ertaines propriétés inhérentes parlesquelles ils peuvent traiter la nature sto
hastique et la forte �u
tuation des �ux de tra�
à l'interse
tion.Sur 
e, nous terminons notre aperçu général sur la prévision des �ux de tra�
 par lemodèle neuronal de type per
eptron multi-
ou
hes pour passer au 
as de la modélisationpar des 
artes auto-organisatri
es.



134 Chap 4. Réseaux de neurones pour la prévision des �ux du tra�
4.7 Prévision des �ux du tra�
 par les 
artes auto-organisatri
es4.7.1 Introdu
tionLa 
arte auto-organisatri
e (SOM : Self-Organizing Map) ou 
arte de Kohonen estune te
hnique de visualisation des données multidimensionnelles qui est inventée par leprofesseur Teuvo Kohonen [77℄, [78℄, [79℄. Elle permet d'organiser automatiquement desdonnées de grande dimension et de les visualiser par le biais d'une proje
tion sur une 
arte2D. Elle permet de dé
omposer un ensemble de données en sous-groupes similaires selonune fon
tion de similarité. De plus, elle permet de visualiser 
es sous-groupes tout en
onservant une information sur leur similarité. Ainsi, une 
arte auto-organisatri
e permetsimultanément de dé
omposer un ensemble de données, de l'organiser et de le visualiser.La 
arte auto-organisatri
e SOM est une ar
hite
ture neuronale importante non su-pervisée qui, 
ontrairement à 
elles supervisées, a été moins utilisée pour la prévisionde séries temporelles y 
ompris les séries temporelles de �ux de tra�
. Nous pensonsque 
ela est dû au fait que la prévision de séries temporelles est généralement 
omprise
omme un problème d'approximation de fon
tion, tandis que la SOM est généralement
onsidérée 
omme un algorithme neuronal pour la quanti�
ation ve
torielle de données,le regroupement (
lustering) et la visualisation [80℄, [81℄. Malgré 
et handi
ap, l'utilisa-tion de la SOM 
omme un prédi
teur de séries temporelles est de plus en plus fréquent
es dernières années.Notre but dans 
ette étude est de montrer que la SOM peut aussi être utilisée pour leproblème de la prévision des �ux d'entrée du tra�
 .4.7.2 La 
arte auto-organisatri
e (SOM)La SOM est un algorithme d'apprentissage neuronal non supervisé bien 
onnu. A par-tir d'exemples, la SOM apprend une proje
tion entre un espa
e 
ontinu � de grande di-mension et un espa
e dis
retA de dimension réduite (grille) de q neurones. Les neuronessont disposés physiquement aux n�uds d'un réseau dont les s
hémas de 
onnexion sontles plus 
lassiques : linéaire, re
tangulaire, hexagonal (Figure 4.18). Chaque neurone estrelié aux ve
teurs d'entrée par des 
onnexions (Figure 4.19). La fon
tion i�(�) : � ! A,dé�nie par la matri
e de poidsW = (w1;w2; ::::;wq), wi 2 Rp � �, assigne au ve
teurd'entrée x(t) 2 Rp un seul neurone telle que :i�(t) = argmin8i fjjx(t)�wi(t)jjg (4.27)
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es 135où k:k désigne la distan
e eu
lidienne et t le pas de temps dis
ret asso
ié aux itérationsde l'algorithme.

architecture hexagonale

architecture linéaire

architecture rectangulaireFIGURE 4.18 � Exemples d'ar
hite
ture possibles

FIGURE 4.19 � La 
arte auto-organisatri
eLes ve
teurs de poids, wi(t), appelés aussi ve
teurs prototypes ou en
ore 
odebooks,sont entraînés selon une règle d'apprentissage 
ompétitif-
oopératif dans laquelle les ve
-teurs de poids d'un neurone gagnant et ses voisins dans la grille sont mis à jour après laprésentation de ve
teur d'entrée :wi(t+ 1) = wi(t) + �(t)h(i�; i; t)[x(t)�wi(t)℄ (4.28)où 0 < �(t) < 1 est le pas d'apprentissage et h(i�; i; t) est une fon
tion de voisinage quipondère la variation des neurones de la 
arte en fon
tion de leur proximité du neuronegagnant. Un 
hoix habituel pour h(i�; i; t) est donné par une fon
tion gaussienne autourdu neurone gagnant et dont l'amplitude dé
roît au 
ours du temps. Cette fon
tion devoisinage permet une 
onvergen
e rapide et une pondération plus �ne des dépla
ements
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des neurones suivant leur proximité du neurone gagnant. Elle s'é
rit 
omme suit :h(i�; i; t) = exp(�jjri(t)� ri�(t)jj22�2(t) ) (4.29)où ri(t) et ri�(t) sont respe
tivement les 
oordonnées des neurones i et i� dans la grilleA et �(t) > 0 dé�nit le rayon de la fon
tion de voisinage au temps t. En effet, plus unneurone est pro
he du neurone gagnant, plus son dépla
ement est important (voir �gure4.20).

gagnant (flèches de longueurs différentes)

carte

x

           gagnant

sélection du neurone

Les poids du neurone gagnat
et de ses voisins sont rapproché
plus fortement du vecteur d’entrée X

L’amplitude de l’adaptation est fonction 
de la distance du neurone au neurone 

espace d’entée

A

PSfrag repla
ements �wi�wi�
i�

�FIGURE 4.20 � Interprétation de l'algorithme SOM.Les deux variables �(t) et �(t) doivent dé
roître en fon
tion du temps pour garantir la
onvergen
e des ve
teurs de poids aux états stationnaires stables. Dans 
ette étude, nousadoptons pour les deux une dé
roissan
e exponentielle, donnée par :�(t) = �0(�T�0 )(t=T ) et �(t) = �0(�T�0 )(t=T ) (4.30)où �0; �0 (resp. �T ; �T ) sont les valeurs initiales (resp. �nales) des �(t) et �(t), et Tdésigne le nombre maximum d'itérations.Cette étape de l'apprentissage est réitérée jusqu'à 
e que la variation des poids desneurones devient négligeable ou inférieure à un 
ertain seuil �. On utilise aussi 
omme
ritère de sé
urité un nombre maximal d'itérations qui ne doit pas être dépassé. Ce nombred'itérations doit être �xé à l'avan
e et 
hoisi assez grand.Malgré sa simpli
ité, l'algorithme SOM a été appliqué à une variété de problèmes
omplexes [82℄, [83℄, et est devenu l'une des ar
hite
tures les plus importantes des ré-seaux de neurones.
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es 1374.7.2.1 La prévision des séries temporelles par SOMConsidérons une série temporelle dé
rite par le modèle non linéaire auto-régressived'ordre p : x(t+ 1) = f [x(t); x(t� 1); :::; x(t� p + 1)℄ (4.31)= f [x�℄ (4.32)où x� 2 Rp est l'entrée ou le ve
teur régresseur, p 2 Z+ est l'ordre de la régression(ordre du modèle) et f(�) est une fon
tion non-linéaire de ses arguments. La stru
turede la fon
tion non-linéaire f(�) est in
onnue. La seule 
hose 
onnue est un ensembled'observations : x(1); x(2); :::; x(N) où N est la longueur totale de la série temporelle.Notre tâ
he est de 
onstruire un modèle physique pour 
ette série temporelle. Pour at-teindre 
et obje
tif, nous utilisons une te
hnique de modélisation neurale non supervisée,appelée le Ve
tor-Quantized Temporal Asso
iative Memory (VQTAM) [84℄, [85℄. Baséesur 
ette te
hnique, la 
arte auto-organisatri
e (SOM) de Kohonen 
onvient parfaitementpour rappro
her des relations d'entrée-sortie non-linéaires. La se
tion suivante introduitla te
hnique VQTAM et ses prin
ipales propriétés.Le modèle VQTAM : Une façon tout à fait intuitive et dire
te d'utilisation de la SOMà des buts de prévision de séries temporelles est d'effe
tuer une quanti�
ation ve
toriellesimultanément sur les ve
teurs régresseurs x�(t), t = p; :::::; N � 1, et sur les obser-vations d'un pas en avant asso
iées x(t + 1). C'est exa
tement l'idée qui est derrière leVe
tor-Quantized Temporal Asso
iative Memory (VQTAM) [84℄, [86℄. Ce modèle peutêtre 
ompris 
omme une généralisation au domaine temporel d'une te
hnique de mé-moire asso
iative basée sur la SOM qui a été largement utilisée pour apprendre des re-lations d'entrée-sortie statiques (sans mémoire), parti
ulièrement dans le domaine de larobotique [87℄.Dans une formulation générale du modèle VQTAM, le ve
teur d'entrée au pas detemps t, x(t), est 
omposé de deux parties. La première partie, dénotée xin(t) 2 Rp
ontient des données sur l'entrée de la relation dynamique à apprendre. La deuxièmepartie, dénotée xout(t) 2 Rm , 
ontient des données 
on
ernant la sortie désirée de 
etterelation. La dimension du ve
teur de poids de neurone i,wi(t), augmente en 
onséquen
e.Ces 
hangements sont formulés 
omme suit :x(t) =  xout(t)xin(t)! et wi(t) =  wouti (t)wini (t)! (4.33)
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où wini (t) 2 Rp et wouti (t) 2 Rm sont respe
tivement, les portions du ve
teur de poids(prototype) qui sto
kent les informations sur les entrées et les sorties de la relation désirée.Pour les tâ
hes de la prévision des séries temporelles qui nous intéresse, les dé�nitionssuivantes s'appliquent : xout(t) = x(t + 1) et xin(t) = x�(t) (4.34)wouti (t) = wouti (t) et wini (t) = w�i (t) (4.35)où wouti (t) est la valeur prédite etw�i (t) 2 Rp est la partie du ve
teur de poids asso
iée auve
teur régresseur x�(t). Il est intéressant de noter que les ve
teurs xout(t) etwouti (t) dansl'équation (4.33) sont maintenant réduits respe
tivement aux quantités s
alaires x(t + 1)et wouti (t).Pendant la phase d'apprentissage, le neurone gagnant (best-mat
hing unit BMU, enanglais) au pas de temps t est déterminé uniquement sur xin(t) :i�(t) = argmini2A fjjxin(t)�wini (t)jjg = argmini2A fjjx�(t)�w�i (t)jjg (4.36)Cependant, pour mettre à jour les poids, on utilise à la fois xin(t) et xout(t) :wini (t+ 1) = wini (t) + �(t)h(i�; i; t)[xin(t)�wini (t)℄ (4.37)wouti (t+ 1) = wouti (t) + �(t)h(i�; i; t)[xouti (t)� wouti (t)℄ (4.38)Autrement dit, l'équation (4.37) effe
tue la préservation de la topologie de la quanti�
a-tion ve
torielle sur l'espa
e d'entrée et l'équation (4.38) agit de manière similaire sur l'es-pa
e de sortie de la relation apprise. Vu la pro
édure d'apprentissage, la SOM apprend àasso
ier les ve
teurs prototypes d'entréewini ave
 les ve
teurs prototypes 
orrespondantsde la sortie wouti .Pendant la phase de validation, le neurone gagnant i�(t) est trouvé pour 
haque ve
teurd'entrée xin(t), et l'estimation à un pas en avant est alors donnée par :x̂(t+ 1) = wouti� (4.39)Il est intéressant de souligner la différen
e entre la stratégie VQTAM et l'appro
hesupervisé habituelle. En effet, dans les réseaux PMC, le ve
teur xin(t) est présenté àl'entrée du réseau, tandis que le xout(t) est utilisé à la sortie du réseau pour 
al
ulerexpli
itement un signal d'erreur qui guide l'apprentissage (�gure 4.21a). Le s
héma deVQTAM permet aux réseaux neuronaux non supervisés, tels que la SOM, d'apprendre àasso
ier ou à 
orréler les entrées et sorties d'une relation sans 
al
ul expli
ite d'un signald'erreur (�gure 4.21b).Dans la se
tion suivante, nous évaluons la performan
e de la SOM dans le problèmede la prévision à un pas en avant des �ux du tra�
, ensuite nous 
omparons les résultatsave
 les résultats obtenus par les réseaux PMC et par les modèles ARIMA.
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Réseau nonsupervisé
           (SOM)

Résaeu supervisé
           (PMC)

Algorithme 
d’apprentissage

Algorithme 
d’apprentissage

(a) (b)

PSfrag repla
ementsxin(t) xin(t)xout(t) xout(t) O(t) = wouti� (t)O(t)e(t) +�
FIGURE 4.21 � Différen
es entre (a) l'appro
he supervisée et (b) l'appro
he non-supervisée4.7.2.2 La performan
e du modèle SOM pour la prévision des �ux de tra�
Pour 
onstruire les modèles SOM, nous utilisons les mêmes données du tra�
 quenous avons utilisées pendant la modélisation supervisée (voir se
tion 4.6.2). Les ordresdes deux modèles sont 
hoisis respe
tivement 
omme dans le tableau 4.1. Pour 
haquemodèle, une SOM à deux dimensions ave
 400 neurones (20*20) a été entraînée pour600 itérations. Nous justi�ons 
e 
hoix par le fait que si nous utilisons une très grandequantité de ve
teurs prototypes, nous perdons la 
ompa
ité qui est atteinte par le pro
es-sus de quanti�
ation et par 
onséquent, le pro
essus de prévision devient plus lourd auniveau du 
al
ul. Les poids sont initialisés aléatoirement entre 0 et 1. D'autres gammesd'initialisation aléatoire, par exemple entre -1 et 1, ont été testées sans au
une in�uen
esigni�
ative sur la 
on�guration �nale des poids.La fon
tion de voisinage a été 
hoisie 
omme la fon
tion gaussienne. Les paramètresd'apprentissage sont les suivants : �0 = 1:0, �T = 10�5, �0 = 200 et �T = 10�3.L'apprentissage des modèles neuronaux a été réalisé en utilisant la boite à outils Matlabappelée SOM Toolbox [88℄.Les performan
es de prédi
tion ont été mesurées en 
al
ulant la ra
ine 
arrée de l'er-reur quadratique moyenne RMSE et le 
oef�
ient de 
orrélation R pour la prévision àun pas en avant (3 minutes) de �ux de tra�
 q1 et q2. Les résultats des prévisions sontindiqués dans le tableau 4.6.Flux d'entrée Indi
ateur d'erreurRMSE Rq1 2.144 0.949q2 1.463 0.967TABLE 4.6 � Evaluation des performan
es des modèles SOM
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En 
omparant 
es résultats ave
 
eux du tableau 4.5, on 
onstate que les résultats pro-duits par la SOM sont moins pré
is que 
eux produits par le réseau PMC, mais meilleursque 
eux produits par le modèle ARIMA.Bien que les modèles PMC produisent des résultats intéressants, il n'en demeure pasmoins que les modèles SOM sont des outils pré
ieux pour la prévision des données dutra�
 
ar ils sont moins sensibles à l'initialisation de poids que les réseau PMC et nesouffrent pas du sur-ajustement (over�tting).4.8 Appli
ation de la 
ommande (A;B)-invarian
eLes déte
teurs à bou
le d'indu
tion, qui sont les prin
ipales sour
es de mesure des�ux des véhi
ules, fournissent des informations sur les �ux d'entrées pour le 
y
le a
tuelou au mieux pour le 
y
le suivant. Par 
onséquent, le 
ontr�leur ne peut pas 
al
uler laloi de 
ommande en temps réel à 
ause de la limitation du temps de 
al
ul. Pour 
e faire,il doit être 
apable de prédire les valeurs futures de 
es �ux. D'où l'idée d'in
orporer lesréseaux de neurones dans le 
ontr�leur pour réaliser 
et obje
tif.Ainsi, en intégrant l'appro
he neuronale dans notre système de 
ommande, la pro
é-dure du 
al
ul de la loi de 
ommande pour 
haque 
y
le peut être dé
rite 
omme suit :1. Estimer plusieurs valeurs futures des �ux d'entrées qi par les réseaux de neurones.2. Utiliser 
es �ux pour 
al
uler la 
ommande nominale uN .3. Trouver un gain G s'il existe, qui satisfait les 
ontraintes sur la 
ommande 
hoisie.4. Cal
uler la loi de 
ommande u(k) selon sa stru
ture dé�nie.Notons que le modèle neuronal fournit les prévisions de qi de 3 minutes à l'avan
e(
'est-à-dire le nombre de véhi
ules entrants pendant 2 
y
les futurs). Ainsi, qi est 
onsi-déré 
onstant pendant deux 
y
les.Sur la �gure 4.22 est représentée l'évolution des �les d'attente des deux phases pourla période de 7h00 jusqu'à 20h00. Nous remarquons d'abord que l'ensemble de la période
onsidérée in
lut des moments de 
ir
ulation à forte demande (les heures de pointes) etdes phases de tra�
 �uide. En plus, quelque soit la période, lorsque la 
ir
ulation n'estpas en ex
ès, la stratégie de 
ommande arrive à maintenir les longueurs des �les d'attenteinférieur à leurs valeurs 
ritiques.En outre, le tableau 4.7 présente les valeurs des �ux d'entrée (q1, q2) ainsi que lesvariations du vert effe
tif ge2 en fon
tion du 
y
le pendant la période de 7h04 jusqu'à9h04 du fon
tionnement de l'interse
tion.
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FIGURE 4.22 � Évolution des �les d'attente.Période de 7h04mn à 9h04mn
y
les 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10q1 0,15 0,15 0,15 0,15 0,17 0,17 0,15 0,15 0,15 0,15q2 0,20 0,20 0,20 0,20 0,17 0,17 0,20 0,20 0,20 0,20ge2 44,66 44,67 44,68 44,69 37,93 37,94 44,71 44,72 44,72 44,73
y
les 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20q1 0,16 0,16 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,18 0,18q2 0,17 0,17 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,14 0,14ge2 39,75 39,75 44,74 44,75 44,75 44,76 44,76 44,77 33,17 33,17
y
les 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30q1 0,2 0,2 0,22 0,22 0,23 0,23 0,2 0,2 0,3 0,3q2 0,3 0,3 0,33 0,33 0,27 0,27 0,33 0,33 0,2 0,2ge2 54,78 54,79 53,08 53,09 48,07 48,08 54,81 54,82 41,62 41,62
y
les 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40q1 0,2 0,2 0,21 0,21 0,24 0,24 0,21 0,21 0,15 0,15q2 0,33 0,33 0,32 0,32 0,25 0,25 0,23 0,23 0,3 0,3ge2 44,82 44,82 44,83 44,83 41,54 41,55 33,22 33,22 34,49 34,50
y
les 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50q1 0,17 0,17 0,17 0,17 0,16 0,16 0,18 0,18 0,15 0,15q2 0,16 0,16 0,16 0,16 0,17 0,17 0,15 0,15 0,20 0,20ge2 36,47 36,47 36,48 36,48 39,88 39,88 34,85 34,86 44,88 44,88
y
les 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60q1 0,15 0,15 0,17 0,17 0,15 0,15 0,17 0,17 0,15 0,15q2 0,19 0,19 0,16 0,16 0,20 0,20 0,16 0,16 0,20 0,20ge2 43,20 43,20 36,52 36,52 44,90 44,90 36,53 36,54 44,91 44,91
y
les 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70q1 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,16 0,16 0,16 0,16q2 0,19 0,19 0,20 0,20 0,20 0,20 0,18 0,18 0,18 0,18ge2 43,23 43,23 44,91 44,92 44,92 44,92 41,61 41,61 41,61 41,61
y
les 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80q1 0,17 0,17 0,18 0,18 0,15 0,15 0,15 0,15 0,17 0,17q2 0,17 0,17 0,14 0,14 0,20 0,20 0,20 0,20 0,17 0,17ge2 38,24 38,24 33,28 33,28 44,93 44,93 44,93 44,94 38,25 38,25TABLE 4.7 � Variation du feu vert effe
tif en fon
tion du 
y
le pandant la période de 7h04jusqu'à 9h04.
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Nous remarquons à partir de 
e tableau que la variation de ge2 est proportionnelle à lavariation de q2. Ce
i s'explique par l'adaptation de la 
ommande par rapport à la situationréelle du tra�
, à savoir le 
ontr�leur privilégie d'allouer plus de temps vert à la lignedont le �ux d'entrée est le plus grand. Ce fait est illustré d'avantage dans la plage "
y
le20�
y
le 30 qui 
orrespond à l'heure de pointe.En résumé, l'analyse de l'ensemble des résultats montre que l'in
orporation des mo-dèles neuronaux dans le système de 
ommande 
onstitue un ex
ellent outil pour éviterla 
ongestion. D'une part, la prévision des �ux d'entrées du 
arrefour permet à la 
om-mande de s'adapter aux variations temporelles du tra�
. D'autre part, la 
ommande seprête mieux à une implémentation temps réel.4.9 Con
lusionCe dernier 
hapitre avait pour obje
tif d'enri
hir les stratégies de 
ommandes propo-sées dans les 
hapitres pré
édents par l'estimation des �ux d'entrées des 
arrefours. Dans
e sens, la te
hnique des réseaux de neurones a été utilisée. Deux modèles neuronauxont été proposés. D'abord le per
eptron multi-
ou
hes (PMC) 
ombiné ave
 un ve
teurde régression temporel NNAR (Neural Network Auto Regressive). Ensuite la 
arte auto-organisatri
e SOM (Self-Organizing Map). Ces deux modèles ont été appliqués sur un
arrefour réel et ont 
onduit à des résultats satisfaisants 
omparativement aux différentesappro
hes traditionnelles de prévision telles que les modèles ARIMA. Cependant, les in-di
ateurs d'erreurs ont montré que le modèle PMC est relativement pré
is par rapport aumodèle SOM. Néanmoins, le modèle SOM a l'avantage d'être moins sensible à l'initiali-sation des poids que le réseau PMC et ne souffre pas du sur-ajustement (over�tting).En�n, l'utilisation des résultats de la prévision des �ux d'entrée par la 
ommande(A;B)-invarian
e a permis, d'une part, d'atteindre notre obje
tif 
on
ernant le 
ontr�lea priori des 
arrefours et, d'autre part, de valider le fait que le stratégie de 
ommande esttout à fait apte à répondre à la problématique du temps réel.



CONCLUSION GÉNÉRALE
Dans 
e travail, nous avons présenté un ensemble de 
ontributions portant sur le
ontr�le a priori de 
ongestion des 
arrefours signalisés. Ces systèmes dynamiques sontsujets à des limitations d'ordre physique et d'autres di
tées par des impératifs de sé
urité.Ces limitations se traduisent dans la majorité des 
as par des 
ontraintes sur les variablesd'état et/ou la 
ommande. La prise en 
ompte de telles 
ontraintes dans la 
on
eption duplan de feux 
onstitue l'une des orientations essentielles des travaux présentés dans 
emémoire.La te
hnique utilisée est basée sur l'appro
he par invarian
e positive. L'idée maîtressede 
ette appro
he est de 
ontraindre l'état du système à évoluer dans un domaine in
lusdans le domaine dé�ni par les 
ontraintes. Cette te
hnique nous a permis de traiter le pro-blème de la 
ommande de deux 
as importants de 
arrefours. Celui pour lequel le 
y
ledes feux est 
onstant et 
elui où le 
y
le des feux est variable a�n d'adapter la stratégiede 
ommande de manière ef�
a
e aux variations permanentes du tra�
.Dans le 
adre du problème de satisfa
tion des 
ontraintes, deux outils ont été utilisés :Le premier fait appel aux inégalités matri
ielles Linéaires (LMIs). Nous avons ex-ploité 
et outil pour arriver à des résultats théoriques dont la véri�
ation permet de 
on
luresur la possibilité de 
on�ner l'état du système à l'intérieur d'un domaine ellipsoïdal
ontenu dans l'ensemble des 
ontraintes, au moyen d'une a
tion de la 
ommande adé-quate. L'existen
e de 
e domaine ellipsoïdal est 
ara
térisée par la faisabilité de 
ertainesinégalités matri
ielles linéaires dont les solutions s'avèrent relativement simples à mettreen �uvre et non 
oûteuses du point de vue temps de 
al
ul. Cependant, malgré l'exis-
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ten
e d'outils d'optimisation pour la re
her
he du plus grand ellipsoïde 
ontenu dans unpolyèdre, l'outil LMI ne permet pas d'étudier dire
tement 
ertains 
as. En effet, les 
aslimites dif�
iles 
omme 
eux des 
ontraintes ayant des frontières qui passent par l'ori-gine (
omme 
'est le 
as des 
arrefours signalisés) né
essitent un 
hangement de variableadéquat. En outre, dans le 
as où les 
ontraintes sont très dissymétriques, le domaine 
sera très insigni�ant autour de l'origine.Pour remédier aux in
onvénients de l'appro
he LMI, nous avons dû avoir re
oursà l'appro
he (A;B)-invarian
e pour la solution de notre problème de 
ommande. Nousavons tiré pro�t de 
et outil pour développer des résultats assurant l'invarian
e positiveen bou
le fermée de l'ensemble des 
ontraintes sur l'état au lieu de 
onstruire un do-maine ellipsoïdal 
ontenu dans 
et ensemble. Le test d'existen
e et le 
al
ul d'une loide 
ommande par retour d'état peut alors se faire de façon simple par la résolution d'unproblème de programmation linéaire. L'avantage de 
et outil est d'in
lure l'ensemble destraje
toires se trouvant dans le 
hamp des 
ontraintes. Un autre avantage se fait sentir no-tamment dans le 
al
ul de la 
ommande sans qu'elle ne soit 
onditionnée par l'existen
ed'un domaine ellipsoïdal. Cette méthode nous a permis en outre d'intégrer dire
tementles 
ontraintes sur la 
ommande dans la synthèse du régulateur.La prévision à 
ourt terme des paramètres de tra�
, tels que le �ux d'entrée, est unélément 
ru
ial pour les systèmes de 
ommande du tra�
 en temps réel. Pour résoudre 
eproblème, nous avons proposé une appro
he basée sur la te
hnique des réseaux de neu-rones pour estimer l'entrée d'un 
arrefour réel. Dans 
e sens, deux modèles neuronaux ontété développés. D'abord le per
eptron multi-
ou
hes. Les différentes étapes de la pro
é-dure de 
réation d'un tel modèle neuronal ont été ensuite détaillées. Le deuxième modèleest basé sur l'utilisation de la 
arte auto-organisatri
e SOM (Self-Organizing Map). Dans
e sens, en utilisant l'appro
he VQTAM (Ve
tor-Quantized Temporal Asso
iative Me-mory), nous avons montré que l'algorithme d'apprentissage neuronal non supervisé SOM
onvient parfaitement à la modélisation des séries temporelles. Les simulations ont mon-tré que les deux modèles dégagent des performan
es intéressantes 
omparativement auxdifférentes appro
hes traditionnelles de prévision telles que les modèles ARIMA. Ces si-mulations soulignent aussi un léger avantage pour les per
eptrons multi-
ou
hes PMCpar rapport aux 
artes auto-organisatri
es SOM. Nous avons montré également que l'in-
orporation des modèles neuronaux dans le système de 
ommande 
onstitue un ex
ellentoutil pour éviter la 
ongestion. D'une part, la prévision des �ux d'entrées du 
arrefour
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lusion 145permet à la 
ommande de s'adapter aux variations temporelles du tra�
. D'autre part, la
ommande se prête mieux à une implémentation temps réel.Perspe
tivesSi les résultats de 
e travail ont montré l'importan
e et l'utilité du 
on
ept de l'inva-rian
e positive pour résoudre le problème de la régulation du tra�
 au sein d'une inter-se
tion signalisée, il serait intéressant de voir les possibilités qu'offre 
ette appro
he pourétudier l'in�uen
e des interse
tions adja
entes. On se retrouve alors devant le problèmede la régulation d'un réseau de transport global. Ce système, de part sa nature, est 
om-plexe et impose une syn
hronisation entre les sous-systèmes. En effet, 
haque interse
tiondoit être pilotée par sa propre loi de 
ommande tout en tenant 
ompte de l'inter
onnexionave
 les autres interse
tions. Le problème ainsi dé�ni revient au problème de la régulationdes systèmes inter-
onne
tés sous 
ontraintes. L'utilisation de 
ette appro
he pour 
e typede systèmes n'est pas systématique. Elle né
essite alors un réel travail de développementa�n de l'adapter à notre obje
tif.En 
e qui 
on
erne la prévision des débits d'entrée, nous pouvons 
iter les perspe
tivessuivantes :� Développer un modèle neuronal qui englobe non seulement les 
ara
téristiquestemporelles mais aussi les 
ara
téristiques spatiales du �ux de tra�
. L'idée estd'utiliser la modélisation multi-é
helles où les modèles seront développés en utili-sant les données de l'empla
ement d'intérêt ainsi que les empla
ements en amont(�ux de tra�
 à partir des déte
teurs situés en amont du point de mesure). Nousestimons que 
ette in�uen
e spatiale peut 
ontribuer à améliorer les performan
esprédi
tives des paramètres du système ainsi que la stratégie de 
ommande.� Mettre en �uvre d'autres te
hniques d'intelligen
e arti�
ielle en 
ombinaison ave
les réseaux de neurones 
omme par exemple, les algorithmes génétiques et la lo-gique �oue. Cette 
ombinaison n'est évidemment pas systématique. Elle mériteaussi un réel travail de développement et pourrait améliorer la �abilité et la pré
i-sion de la 
ommande.
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ANNEXE ASUR LA SOLUTION POSITIVE DEL'ÉQUATION BU = 0
Considérons le problème de trouver un ve
teur positif u 6= 0 tel que :Bu = 0 (A.1)où B 2 Rn�n . On sait dans le 
ours de l'algèbre linéaire que l'existen
e d'un tel ve
teuru dépend fortement du rang de la matri
e B. Si rang(B) = n, alors la matri
e B estnon-singulière. Par 
onséquent, au
un ve
teur u 6= 0 solution de Bu = 0 ne peut exister.C'est la raison pour laquelle nous allons supposer, dans la suite, que rang(B) < n.Notons que la solvabilité de (A.1) ave
 u 2 Rn est bien 
onnue dans le 
ours de l'al-gèbre linéaire par l'utilisation de la méthode de Cramer ou la dé
omposition en valeurssingulières. Alors, le sérieux problème que pose la solvabilité de (A.1) est de prouverl'existen
e d'un ve
teur positif et, le 
as é
héant, donner une forme expli
ite de la solu-tion. C'est l'obje
tif de 
e qui va suivre.Considérons maintenant le système (A.1) où rank(B) = r. On sait que le 
ofa
teurd'un élément bij est le déterminant de la sous-matri
e obtenue en éliminant la ii�eme ligneet la ji�eme 
olonne de B. La matri
e des 
ofa
teurs sera notée ÆB. La matri
e adjointede la matri
e B, notée adj(B), est la matri
e transposée de la matri
e des 
ofa
teurs :adj(B) = ÆBt. La proposition suivante donne une 
ondition suf�sante d'existen
e desolution positive du système (A.1).Proposition A.1 Une 
ondition suf�sante pour que le système (A.1) admette une solutionpositive est que la matri
e adj(B) soit positive ou négative.



148 Chap A. Sur la solution positive de l'équation Bu = 0Preuve: Puisque B est singulière et adj(B) 6= 0, alors 
haque déterminant Bij d'ordren � 1 obtenu de la matri
e B en biffant la iième ligne et la j ième 
olonne est différent dezéro. Ainsi, rang(B) = n � 1. Cela posé, il est bien 
onnu que [47℄ pour une matri
edont rang = n � 1, la matri
e adj(B) = �xyt, où � 6= 0 est une 
onstante, x 6= 0 ety 6= 0 tels que Bx = 0 et Bty = 0. Ainsi, puisque adj(B) est positive ou négative, alorsdeux 
as sont possibles :Cas 1 : adj(B) > 0 : dans 
e 
as, soit � > 0 ou � < 0. Si � > 0 alors xyt > 0, 
equi entraîne x > 0 et y > 0 ou x < 0 et y < 0. Ainsi, il suf�t de prendre u = xdans le premier 
as ou u = �x dans le deuxième pour obtenir u > 0 ave
 Bu = 0.Si maintenant � < 0 alors xyt < 0 et le reste de la preuve est similaire au 
as où� > 0.Cas 2 : adj(B) < 0 : la preuve est identique au 
as 1. �Il faut noter expli
itement que le test de 
ette proposition ne dit rien sur la manière de
onstruire les ve
teurs positifs solutions du système (A.1). C'est la raison pour laquelledans la suite on s'atta
he à développer des 
ritères qui prouvent non seulement l'existen
ede tels ve
teurs et dont l'appli
ation et l'impléementation dans un environnement logi
ielrestent abordables en temps de 
al
ul, mais aussi de 
onstruire expli
itement 
es ve
teurs.Considérons le système (A.1) ave
 rang(B) = n � 1. Sans restreindre la généralité,supposons que les premières n� 1 
olonnes de C sont linéairement indépendantes (il esttoujours possible de permuter les 
olonnes de B pour satisfaire 
ette supposition). Soitmaintenant : bB = 0BBBBB� b11 b12 � � � b1;n�1b21 
22 � � � b2;n�1... ... � � � ...bn;1 bn;2 � � � bn;n�1
1CCCCCA ;la sous-matri
e deB formée par ses premières n�1 
olonnes. Pour 
haque i = 1; 2; � � � ; n,notons
Bi le déterminant d'ordre n � 1 obtenu à partir de bB en biffant la ii�eme ligne. Laproposition suivante donne une deuxième 
ara
térisation de l'existen
e d'un ve
teur po-sitif solution de (A.1) et une manière expli
ite de sa 
onstru
tion.Proposition A.2 Une 
ondition né
essaire et suf�sante pour que le système (A.1) ad-mette une solution positive est que :bBi bBi+1 < 0; 8 1 � i � n� 1: (A.2)



149Preuve: La 
ondition est né
essaire. En effet, si le système (A.1) admet une solutionpositive alors il existe un ve
teur u > 0 tel que Bu = 0. Ce
i implique que :nXj=1 bijuj = 0; 8 1 � i � n: (A.3)Or, puisque rank(B) = n� 1, alors la solution de (A.3) est 
onnue sous la forme [?℄ui = (�1)i�1� bBi; 8 1 � i � n; (A.4)où � 6= 0 est une 
onstante. Ainsi, puisque ui > 0 pour tout 1 � i � n, alors l'inégalitéuiui+1 > 0 implique ��2 bBi bBi+1 > 0. Par 
onséquent (A.2) est satisfaite.Pour montrer la suf�san
e, remarquons d'abord qu'à partir de (A.2) nous avons bBi 6=0 pour tout 1 � i � n. Soit maintenant :yi = j bBij; 8 1 � i � n: (A.5)Il est 
laire que yi > 0. Cela posé, nous allons montrer à présent que les yi dé�nis par(A.5) sont solutions de (A.1). En effet, à partir de (A.2), bBi et bBi+1 ont des signes opposés,ainsi deux 
as se présentent :Cas 1 : bBi > 0 et bBi+1 < 0 pour tout 1 � i � n � 1 : dans 
e 
as, il est 
lair que bB1 > 0et par 
onséquent bBi > 0 si i est impair et bBi < 0 si i est pair. Par ailleurs, à partirde (A.3) et (A.4) nous avons :nXj=1(�1)i�1� bBj bij = 0; 8 1 � i � nou d'une manière équivalente :bB1 bi1 � bB2 bi2 + bB3 bi3 � � � � � bBn bin = 0; 8 1 � j � n; (A.6)
e qui implique : nXj=1 bijj bBjj = 0; 8 1 � i � n; (A.7)
e qui montre que (A.5) est la solution de (A.1). Par 
onséquent, il existe un ve
teury > 0, dont les 
omposantes sont dé�nies par (A.5), tel que By = 0.Cas 2 : bBi < 0 et bBi+1 > 0 pour tout 1 � i � n � 1 : dans 
e 
as, nous avons bBi < 0 si iest impair et bBi > 0 si i est pair. Le reste de la preuve est similaire au 
as 1 ex
eptéqu'il faut multiplier l'équation (A.6) par �1 pour arriver à l'équation (A.7). �Remarque A.1 Il est important de noter que 
ette proposition donne une manière expli-
ite de 
onstruire des ve
teurs positifs solution du système (A.1) (voir équation (A.5)) etdont l'appli
ation et l'implémentation dans un environnement logi
iel restent abordablesen temps de 
al
ul. I
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ANNEXE BLA RÉTRO-PROPAGATION DUGRADIENT
L'algorithme de rétro-propagation du gradient est une te
hnique très populaire pourajuster les poids dans un réseau de neurones multi
ou
hes. Elle a été développée parDavid Rumelhart, Geoff Hinton et R. J. Williams en 1986 [89℄. Le terme rétro-propagationdu gradient provient du fait que l'erreur 
al
ulée en sortie est transmise en sens inversevers l'entrée. L'algorithme de rétro-propagation du gradient 
ommen
e, né
essairementave
 le 
al
ul de la 
ou
he de sortie, qui est la seule 
ou
he où les sorties désirées sontdisponibles . L'algorithme suit les étapes suivantes : (voir Figure B.1)

f
y1(p)

x2(p)y2(p� 1)

y1(p� 1)

z2(p� 1)

z1(p� 1)
w21(p� 1)w22(p� 1)

w11(p� 1)w12(p� 1)
y2(p)d2 =

P P
P

w12(p)w11(p)

w22(p)w21(p)
e1
e2

d1 =
sortie désiré
sortie désiréx1(p)

z2
z1

P


ou
he de sortie (p)
f
f

f

FIGURE B.1 � Un per
eptron multi-
ou
hes



152 Chap B. La rétro-propagation du gradientMise à jour des poids de la 
ou
he de sortie : Considérons un neurone k de la 
ou
hede sortie. Lorsqu'un motif lui est présenté, il produit la sortie yk alors que 
'est la valeurdk qui est attendue. Notons : ek = dk � yk (B.1)l'erreur asso
iée à 
e neurone. L'erreur globale du réseau est donnée par :E(w) = 12 NXk=1 e2k = 12 NXk=1(dk � yk)2 (B.2)N étant le nombre de neurones dans la 
ou
he de sortie. Ainsi, le gradient de E est :rEk = �E�wkj (B.3)A partir de l'algorithme du gradient, nous avons :w(n+1)kj = w(n)kj +�w(n)kj (B.4)où j est la jème entrée au kème neurone de la 
ou
he de sortie, et :�wkj = �� �E�wkj (B.5)Le signe moins (-) dans (B.5) indique une dire
tion de des
ente vers un minimum. Soit :zk =Xj wkjxj (B.6)l'a
tivité interne (potentiel) du neurone de sortie k. xj est la jème entrée de 
e neurone.Sa sortie s'é
rit alors sous la forme : yk = f(zk) (B.7)f est la fon
tion d'a
tivation. Pour 
al
uler la dérivée partielle de E, il faudra faire appelà la règle de 
haînage des dérivées. �E�wkj = �E�zk �zk�wkj (B.8)D'après (B.6) on peut é
rire : �zk�wkj = xj(p) = yj(p� 1) (B.9)p dénote la 
ou
he de sortie. Ainsi, (B.8) devient :�E�wkj = �E�zk xj(p) = �E�zk yj(p� 1) (B.10)



153Dé�nissons : Æk(p) = ��E�zk (B.11)Alors (B.10) donne : �E�wkj = �Æk(p)xj(p) = �Æk(p)yj(p� 1) (B.12)Il s'ensuit à partir de (B.5) et (B.12) que :�wkj = �Æk(p)xj(p) = �Æk(p)yj(p� 1) (B.13)où j est la jème entrée au neurone k de la 
ou
he de sortie (p). Par ailleurs, (B.11) peuts'é
rire sous la forme : Æk = ��E�zk = � �E�yk �yk�zk (B.14)Mais, par (B.2) : �E�yk = �(dk � yk) = yk � dk (B.15)Ainsi, pour une fon
tion sigmoïde :yk = f(zk) = 11 + exp(�zk) (B.16)nous avons : �yk�zk = yk(1� yk) (B.17)Par 
onséquent, d'après (B.14), (B.15) et (B.17) :Æk = yk(1� yk)(dk � yk) (B.18)La règle de mise à jour des poids de la 
ou
he de sortie est don
 �nalement :�wkj = �Æk(p)yj(p� 1) (B.19)où Æk est dé�nie par (B.18).Mise à jour des poids des 
ou
hes 
a
hées : En 
e qui 
on
erne les autres 
ou
hes,on ne peut pas utiliser (B.19) pour la modi�
ation des poids des neurones 
a
hés, voyonsalors quelle va être la nouvelle équation de mise à jour des poids. Pour 
ela, 
onsidéronsun neurone j sur la 
ou
he 
a
hée r = (p� 1). Nous avons toujours, 
omme dans (B.5) :�wji = �� �E�wji (B.20)pour la ième bran
he au jème neurone. Par 
onséquent, d'après (B.8) :�wji = �� �E�zj �zj�wji (B.21)



154 Chap B. La rétro-propagation du gradientIl s'ensuit à partir de (B.9) et (B.11) que :�wji = �� �E�zj yi(r � 1) = �Æj(r)yi(r � 1) (B.22)de plus ave
 (B.14) : �wji = �� � �E�yj(r) �yj(r)�zj � yi(r � 1) (B.23)Par la règle de 
haînage des dérivées :�E�yj(r) =Xk �E�zk(r + 1) ��zk(r + 1)�yj(r) � =Xk �E�zk " ��yj(r)Xm wkm(r + 1)ym(r)#(B.24)où la somme sur k est réalisée sur les neurones de la 
ou
he suivante (r + 1) qui se
onne
tent à yj(r), tandis que la somme surm est sur toutes les entrées à 
haque neuronek de la 
ou
he (r + 1).Par 
onséquent, et d'après la dé�nition de Æ, (B.24) donne :�E�yj(r) =Xk �E�zk(r + 1)wkj = �Xk Æk(r + 1)wkj(r + 1) (B.25)puisque wkj(r + 1) est relié uniquement à yj(r). Par 
onséquen
e, d'après (B.14), (B.17)et (B.25) nous avons :Æj(r) = �yj�zj(r)Xk Æk(r + 1)wkj(r + 1) (B.26)= yj(r) [1� yj(r)℄Xk Æk(r + 1)wkj(r + 1) (B.27)et, via (B.19) : �wji(r) = �Æj(r)yi(r � 1) (B.28)Ainsi, l'erreur de sortie est rétro-propagée vers l'entrée (
'est-à-dire dans le sens in-verse de 
elui utilisé pour propager un signal au travers d'un réseau) a�n de 
orriger de
ou
he en 
ou
he les valeurs des poids. Son 
al
ul peut don
 être résumé 
omme suit :Présenter le premier stimulus. Par la suite, 
al
uler �wkj(p) pour la 
ou
he de sortie(la 
ou
he p) à partir de (B.18) et (B.19), et ensuite passer au 
al
ul de�wji(p) à partir de(B.28) pour r = p�1; p�2; :::; 2; 1 ; en utilisant (B.26) pour la mise à jour de Æj(r) sur labase de Æj(r+ 1) amont (rétropropagation de la 
ou
he r+ 1 à la 
ou
he r), et
. Ensuite,metter à jour w(n+1) à partir de w(n) et �w(n) pour l'itération (n + 1) par (B.4). Répétertout le pro
essus lors de la présentation de l'exemple d'apprentissage suivant jusqu'à 
eque tous les exemples d'apprentissage aient présenté, puis répéter tout le pro
essus pourles itérations suivantes (n + 2); (n + 3); ::: jusqu'à 
e qu'une 
onvergen
e adéquate soitatteinte.
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