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Avant-propos

Ce document présente un panorama de mes activités de recherche effectuées aprés
ma thése ayant porté sur la combinatoire et la théorie des cartes. A partir de 1999,
j’al commencé a m’orienter vers ’algorithmique distribuée. Début 2003, j’ai considéré
que des techniques et résultats d’algorithmique distribuée et d’algorithmique de graphes
pouvaient étre utiles dans la thématique de la visualisation d’information. Cette ouverture
thématique et mes nouveaux objectifs ont nécessité un apprentissage des domaines tels
que la fouille de données et I'indexation vidéo, pour lesquels j’ai pu récolter mes premiers
fruits.

Mon objectif n’est pas d’étre exhaustif mais d’étre synthétique. Dans la sélection
de résultats que je présente, j'essaye de montrer la variété des différentes techniques
utilisées qui vont de la combinatoire (bijective, énumérative) a analyse d’algorithmes
probabilistes (chaines de Markov) en passant par la théorie des graphes (décomposition,
plongements de graphes).
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation générale

Le concept fédérateur de ma recherche est que les requétes dans divers domaines
peuvent s’exprimer comme une navigation dans un graphe. Le graphe étiqueté est une
abstraction de réseaux au sens large (informatique, social, ...) pour lequel les étiquettes
représentent des informations distribuées sur le réseau. L’objectif est de caractériser les
modéles pour lesquels les informations glanées lors de la navigation permettent ou non
de répondre efficacement & des requétes par un agent logiciel ou un humain.

Dans un ordre croissant de complexité, je me suis intéressé aux requétes suivantes :

— la déterminisation de caractéristiques locales du réseau : test d’adjacence entre deux
noeuds, degré d’un noeud, ...

— le routage : comment aller vers un noeud dont 'adresse (identifiant) est connue ;

— la diffusion d’une information aux membres d’un réseau ou sous-réseau ;

— la recherche d’information (localisation de ressources) ou comment aller vers un
noeud dont 'adresse est inconnue. Typiquement, comment retrouver dans son ar-
borescence une image dont on a oublié sa localisation et son nom! Cependant,
j’ai aussi considéré des requétes plus complexes utilisables en bases de données
(requétes de projection et regroupement).

Un bon nombre de mes résultats consiste en l'optimisation d’algorithmes prouvés
de maniére théorique mais aussi en des expérimentations réelles dans le domaine de la
recherche d’information.

Les mesures de performance des algorithmes étudiées portent essentiellement sur le
temps (temps de recherche, de pré-calcul de structure de données, de mise-a-jour, ...), la
quantité de mémoire nécessaire pour réaliser une tache (stockée aux noeuds, d’un agent
mobile, taille de messages, ...) et la qualité de la réponse obtenue (longueur des routes par
rapport a 'optimal pour le routage, mesures rappel /précision en recherche d’information,
...). Les résultats s’expriment essentiellement en des analyses en moyenne ou de pire cas
des complexités en donnant des formules asymptotiques ou des majorants/minorants
sur les différentes mesures. D’un point de vue qualitatif, mon travail tourne autour de
la navigabilité, c’est-a-dire la possibilité ou 'impossibilité de trouver une information



avec différentes contraintes. C’est le probléme clef de ma recherche.

Dans mon travail, j’ai considéré le cadre, & la fois général et particulier, de I'algorith-
mique distribuée. Je me suis focalisé sur des modeéles ayant des contraintes standards de
I’algorithmique distribuée : tout algorithme exécuté & un noeud part d’un état de connais-
sance partiel du réseau. Dans mes travaux, on peut distinguer différentes catégories de
contraintes et d’objectifs :

— Connaissance : on veut construire de maniére efficace une structure de donnée

distribuée en partant ou non d’une connaissance totale du réseau;

— Adversité : on analyse le déroulement de requétes sur une structure de donnée

distribuée qui n’est pas nécessairement fiable.

En pratique, dans les grands réseaux, la fiabilité de l'information n’est pas assu-
rée pour différentes raisons : la caractéristique de grande taille implique une existence
réelle d’erreurs ou de pannes, la dynamicité empéche la pertinence d’une information,
la difficulté d’indexer automatiquement de maniére non ambigué des données complexes
(images, documents multi-média), ... Ainsi, les sections 4 et 5 traitent de modeles et
d’expériences liés a cette réalité. D’un point de vue formel, la fiabilité peut étre mesurée
par I'adversité '. Pour une requéte donnée, la performance d’un algorithme dépend dun
modéle d’adversaire. Le processus de traitement est vu comme un jeu a deux joueurs :
d’un coté l'algorithme et de 'autre I’adversaire dont 1'objectif est de faire échouer la re-
quéte ou de dégrader au maximum les performances de ’algorithme. Par exemple, dans
le contexte d’information fiable, I’adversaire est considéré comme inexistant ou nul. A
lautre extrémité, un adversaire fort représente un adversaire omniscient? et puissant
(pouvant répartir erreurs/imprécisions et informations fiables a sa guise). La définition
du modéle d’adversaire dépendra du contexte.

Un des objets récurrent dans ma recherche est la famille des graphes planaires : cette
famille a été extrémement étudiée en théorie des graphes et des cartes. Dans le cadre
de requétes présentées précédemment, 1'usage de graphes planaires est trés restrictif.
Cependant, c’est un excellent point de départ d’un point de vue théorique. Ma premiére
contribution a I’algorithme distribuée traite ainsi du probléme de la construction de tables
de routage compact dédiées aux graphes planaires et a ses généralisations (graphes de
genre borné). Les techniques utilisées sont typiques de la combinatoire et de la théorie
des graphes. Concernant les graphes planaires et ses variantes, je me suis concentré sur le
codage compressé, les requétes efficaces sans décodage, la génération aléatoire, . ... Tous
ces problémes sont & résoudre également dans un cadre général avec comme finalité la
conception distribuée de graphes de navigation légers en mémoire.

Idéalement, nos solutions devraient étre performantes dans des modéles de connais-
sance les plus faibles, les moins fiables et dans un cadre le plus général possible. La
figure 1.1 propose une représentation abstraite idéale - et donc imparfaite - du triptyque
connaissance, généricité? de la solution et adversité et de sa relation avec les perfor-

1. Cette terminologie est personnelle.

2. connaissant a I’avance les éventuels tirages aléatoires et les états passés et futurs du systéme.

3. Une solution est universelle si elle s’applique indépendamment de la topologie. Dans le cas
contraire, elle est dédiée & une famille de graphes ou réseaux.



mances d’'un algorithme. Le plan de ce document suit, de maniére détournée et partielle,
un cheminement vers cet idéal. La notion de connaissance initiale lors du lancement d’un
algorithme est particuliérement pertinente dans le cadre d’un systéme distribué. Elle est
dite locale si chaque neeud d’un réseau n’a comme seule connaissance que son voisinage.
Un algorithme distribué universel qui fonctionne efficacement avec une connaissance ini-
tiale locale et tolérant un degré d’adversité est un trés bon candidat pour un usage réel
pour un réseau dynamique. L’axe “généricité” peut étre a la fois vu comme une carac-
téristique de la solution (fonctionnant indépendamment ou non de la topologie) mais
aussi du contexte. Une solution universelle pourrait ne pas étre efficace pour certaines
topologies alors qu'une solution dédiée le serait. Cette représentation n’a donc pas de
grande ambition mais permet de comparer les contextes des différentes requétes.

A .
Connaissance

locale

|

— partielle

L globale

L Performances
Fiabilité
< | | | | | >
- u 1 T I v
Adversité for faible nulle ivnpossll]nlztc' couteux économe
= info. fiable en temps/mémoiga temps/mémoire

dédiée |

universelle

FiGuRrE 1.1 — Caractérisation des contextes et performances des requétes.

1.2 Quelques notations

Si cela n’est pas précisé, G = (V,FE) désigne un graphe arbitraire décrit par un
ensemble de sommets V et d’arétes E. n = |V| et m = |E| représentent le nombre de
sommets et d’arétes du graphe. Si le graphe est étiqueté, chaque sommet u posséde un
identifiant id(u). Si les identifiants sont fixés & ’avance sans possibilité de modification,
le modéle est dit indépendant des noms. L’autre modéle avec renommage permet une
premiére opération de renommage mais selon le contexte, ce modéle n’est pas toujours
envisageable. Par défaut, nous supposons dans ce qui suit que les sommets sont identifiés
et numérotés entre 1 et n.



La boule B,(r) est constituée de 'ensemble des sommets a distance au plus r du
sommet u. On note b,(r) sa cardinalité. Selon le contexte, les éléments du graphe sont
pondérés ou non. De maniére générale, d(u,v) désigne la distance entre les sommets u
et v. En régle générale, D désigne le diameétre du graphe (pondéré ou non) et A le degré
maximal.

1.3 Mise en perspective

Voici un scénario un peu artificiel pour justifier ma démarche globale. Bien que le scé-
nario décrit puisse étre vu comme une application bien réelle, ’historique de mon travail
n’a pas été guidé initialement par cette application et je me suis davantage concentré sur
I’étude et la proposition de modéles que sur des expérimentations réelles. Cependant, bon
nombre des techniques et résultats théoriques obtenus dans mon travail peuvent servir
dans ce cadre.

Imaginons un réseau de nombreux utilisateurs disposant chacun d’un carnet d’adresse
d’utilisateurs. Chaque utilisateur stocke une collection de documents vidéos. A tout ins-
tant, un utilisateur peut étre connecté (ou non) au réseau et rendre accessible ses vidéos
a 'ensemble du réseau. Aucune infrastructure centralisée n’étant supposée, cette des-
cription est typiquement celle d’un réseau pair-a-pair dédié & des documents vidéos.
L’ensemble des vidéos présentes dans le réseau peut étre vu comme une gigantesque base
de données en perpétuelle évolution. L’utilisateur a la possibilité de modifier sa collec-
tion et d’effectuer des requétes de différents types : accéder a la collection d’un utilisateur
(routage), rechercher des vidéos (recherche d’information), effectuer des requétes com-
plexes (statistiques, fouille de données), explorer des résumés d’ensembles de vidéos avec
des interactions simples (visualisation d’information).

La succession des problémes & résoudre est la suivante :

— indexation des vidéos : Ma contribution dans ce domaine est mineure. A des
fins de classification, des attributs nommeés descripteurs sont calculés pour chaque
vidéo. Lors d’expérimentations, nous avons été confrontés a la nécessité de ma-
nipuler des descripteurs de haut niveau, sémantiques et facilement interprétables
par un humain (nombre de visages, objets, couleurs dominantes, ...). Nous avons
donc di développer des descripteurs ad-hoc interprétables et définir des mesures de
similarité entre descripteurs a ’aide de techniques d’étalonnage de mesures psycho-
visuelles. De maniére générale, le fossé sémantique entre mesures de descripteurs
et perception humaine implique que ’on peut considérer que les indexations des
vidéos ne sont pas totalement fiables. Quelles que soient les structures de données
et mécanismes de recherche, il faut en tenir compte.

— diffusion d’information/mise-a-jour dans le réseau dynamique pour la
création/maintenance dynamique d’une structure de données distribuée
d’index : L’avénement récent des réseaux pair-a-pair a permis de proposer de nom-
breuses solutions pour garantir la connexité du réseau dynamique entre utilisateurs
et la réponse a des requétes simples de type routage (accéder a la collection d’un
utilisateur) ou recherche d’information (une image dont on connait la clef d’in-



dex). Typiquement, les solutions basées sur les tables de hachage distribué (DHT)
consistent a affecter des index aux données (vidéos) et des identifiants virtuels aux
nceuds (utilisateurs). Pour les deux entités, les valeurs sont issues du méme uni-
vers de clefs. Chaque noeud est responsable des données dont les clefs d’index sont
proches de sa propre clef. Dans le cadre de 'application décrite, les solutions exis-
tantes ne sont pas adaptées : les requétes sont trés simples, exactes et pré-supposent
que les données sont indexées de maniére fiable. Un certain nombre de mes travaux
portent sur cette partie :

— Tolérance auz erreurs : Pour tenir compte des possibles indexations incomplétes,
inexactes, du fossé sémantique, il est nécessaire de considérer des structures de
données et des mécanismes de recherche qui tiennent compte du caractére incer-
tain de l'indexation ;

— diffusion épidémique de messages : Pour permettre d’accéder & des requétes com-
plexes, il peut étre nécessaire de diffuser des messages & un sous-réseau de maniére
efficace. Dans le cadre des réseaux dynamiques, les mécanismes de diffusion les
plus pertinents sont des processus épidémiques (en sélectionnant des destinataires
de maniére aléatoire) ;

— Résolution des requétes par un agent mobile : Des agents mobiles de re-
cherche peuvent étre utilisés pour extraire des sous-collections de vidéos ou faire
des analyses statistiques sur les caractéristiques des vidéos. Bien entendu, le temps
de réponse est un facteur trés important mais la quantité de mémoire nécessaire «
qu’embarque » un agent mobile est crucial.

— Compromis temps/mémoire : Pour trouver de bons compromis entre mémoire et
temps, aussi bien pour des étapes de pré-calcul de structures de données que pour
les étapes de requétes, il est nécessaire de faire une pré-sélection des éléments
a calculer de la base de données globale : c’est typiquement le probléme de la
sélection et matérialisation de vues, déja étudié dans le domaine des bases de
données. Nous avons proposé un éclairage nouveau sur ce probléme.

— Conception de graphes navigables : Pour certaines requétes, ma proposition prin-
cipale consiste a raisonner sur un réseau logique construit sur les données et non
sur les nceuds du réseau. L’objectif est de construire un graphe de navigation
dont les sommets sont les données et les arétes sont définies de maniére & garan-
tir la connexité du graphe et des requétes de type routage. Dans ce cadre, j’ai
étudié les aspects algorithmiques des graphes petit-monde (possédant de nom-
breuses caractéristiques telles que degré moyen faible, petit diamétre, ...). Jai
proposé avec d’autres auteurs des constructions centralisées et distribuées de
petit-mondes et de spanners géométriques qui sont de bons candidats pour des
graphes de navigation.

— Représentation des résultats et interaction : Une fois une sous-collection de
vidéos extraites, comment les représenter et comment interagir pour affiner ou mo-
difier sa recherche 7 La solution naturelle consiste & lister le résultat de la recherche
en alignant des images ou vignettes résumant chaque vidéo. Cependant, dés que
la liste est un peu longue (quelques dizaines de vidéos), cette représentation est



fastidieuse. Typiquement, les données sont souvent décrites comme des vecteurs
multi-dimensionnels. Si on est capable de définir des mesures de dissimilarité entre
vidéos, on peut espérer plonger les données multi-dimensionnelles en deux dimen-
sions de maniére & ce que les positions relatives des vignettes résumées dépendent
de la dissimilarité. Nous avons proposé une heuristique de réduction de dimension
qui a été utilisée pour une exploration aisée de collections d’images indexées. Nous
avons également mené des expériences pour une tache de recherche d’image en
utilisant une version multi-dimensionnelle de graphes de navigation basée sur nos
descripteurs vidéos. Ce travail fait partie de mes activités les plus appliquées.



Chapitre 2

Codage compact de graphes et
application au routage compact

Ce sujet porte sur un aspect algorithmique de la théorie des graphes : comment coder
la structure d’un graphe avec un nombre optimal de bits? Bien entendu, cette question
n’a de sens que pour une famille de graphes donnée. S’il existe f(n,m) graphes a n
sommets et m arétes possédant des propriétés topologiques particuliéres, un codage d’'un
graphe de cette famille nécessite au moins le logarithme en base 2 de f(n, m) bits.

Les applications sont nombreuses : en synthése d’images ou en visualisation d’infor-
mation, la structure et la topologie des objets peuvent comporter des millions de points
ou sommets (cf. Figure 2). Par exemple, un maillage d’objet 3D peut étre représenté
par un nuage de points (48 bits par point sont facilement nécessaires) et un graphe de
relations entre les points (100 a 200 bits dans les années 1990). Pour économiser ’espace
mémoire, le codage optimal ou compressé s’avére primordial. De maniére générale, on
peut considérer que les données brutes sont présentées sous forme de matrice d’adjacence
de taille ©(n?) ou de listes d’adjacence de taille ©(mlogn). Nous montrons dans ce cha-
pitre que dans le cas des graphes planaires et des graphes de nombre de pages borné,
nous pouvons faire bien mieux.

FIGURE 2.1 — Exemple de maillages d’objets 3D pouvant étre représentés par un nuage
de points et un graphe planaire.

D’un point de vue théorique, 'obtention d’un codage optimal est satisfaisant mais
le praticien objectera que la compression et la décompression met tellement de temps
qu’il peut devenir totalement inutilisable. Pour cette raison, nous rencontrons dans la
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littérature deux familles de codage compact : des codages optimaux (ou quasi) et depuis
peu, des codages efficaces. Lefficacité concerne deux paramétres :

— Despace mémoire ;

— le temps requis pour effectuer des opérations élémentaires sans avoir & décom-
presser. Dans le cas des graphes, il est intéressant de tester ’adjacence en temps
constant, de calculer le degré en temps linéairement proportionnel au nombre de
voisins, ... Ce souci d’efficacité dans le domaine du codage compact est relativement
récent (voir Munro et Raman [MRO1]).

Le codage optimal est évidemment lié & des problémes d’énumération. Il n’est absolu-
ment pas évident de calculer la cardinalité des familles de graphes. Parmi les challenges
classiques de I’énumération et du codage compact, bon nombre d’études portent sur les
graphes planaires. Un graphe est dit planaire s’il peut étre représenté sur le plan sans
intersection d’arétes. Cette famille posséde d’autres propriétés particulieres (4-coloration
des sommets ...) mais & ce jour, le nombre exact de graphes planaires & n sommets
demeure inconnu.

Nos résultats portent sur

— deux familles de graphes : les graphes planaires (section 2.2) et les graphes planaires
extérieurs - une sous-famille des graphes planaires - (section 2.6),

— Les plongements de graphes (arbitraires) en k pages et un schéma de routage com-
pact associé (sections 2.4 et 2.5).

pour lesquels nous proposons de nouvelles bornes ou formules exactes d’énumération, des
algorithmes de codage optimal ou efficace, des algorithmes de génération aléatoire. La
maitrise des plongements de graphes en k pages nous a permis de proposer un schéma
de routage compact général pour les graphes de genre borné. Nous présentons dans les
sections 2.2.4 et 2.3 les principaux outils originaux utilisés.

2.1 Quelques mots sur le codage compact et les requétes
locales

Soit G une famille de graphes et 4 un algorithme de codage. Le codage proposé par
lalgorithme A pour représenter un graphe G € G peut étre vu comme un mot £4(G)
défini sur un alphabet ¥. Pour un mot w, la notation |w| correspond au nombre de
bits requis pour le codage de w. De maniére générale, on s’intéresse a la quantité de
mémoire pour stocker tous les graphes d’une famille donnée avec un algorithme fixé. La
performance (en terme de mémoire) d’un algorithme de codage A appliqué a une famille
G est donc :

[€4(G)] = max[la(G)]. (2.1)

Un (algorithme de) codage est dit compact si [€4(G)| = O(log|G|) ou |G| désigne la
cardinalité de la famille G. En d’autres termes, le codage est optimal & une constante
multiplicative pres.

Partons d’un codage d’un graphe, nous pouvons nous intéresser a deux objectifs :

— compresser au maximum le codage;
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— permettre d’effectuer des requétes basiques rapidement sur le codage compressé.

Par exemple, les codages classiques des graphes basés sur les matrices ou listes d’adja-
cence permettent de répondre en temps O(logn) & des requétes d’adjacence mais ne sont
pas particuliérement compacts. Une fois un codage compact donné, il n’est pas évident
de localiser dans le mot les informations concernant un nceud donné, ’existence d’une
aréte, ... Rien ne garantit a-priori que les informations sur un nceud donné correspondent
& des positions consécutives dans le codage.

Plus précisément, nous considérons comme requétes :

— le test d’adjacence : pour deux noeuds fixés, indiquer §’ils sont reliés par une aréte;

— le degré : pour un nceud fixé, calculer le nombre de ses voisins;

— la liste des voisins : pour un noeud fixé, lister les identifiants des nceuds voisins.

Le probléme de la résolution rapide de requétes se pose également dans le contexte
de 'algorithmique distribuée. Imaginons que nous désirons répartir la description de la
topologie d’un réseau dans les différents noeuds en limitant la redondance de 'information.

L’objectif est finalement le méme que dans le codage compact. Une méme technique,
mais avec des contraintes différentes, peut éventuellement étre utilisée dans les deux
cadres : il s’agit de 1'étiquetage local. Plus précisément, on cherche & associer a chaque
sommet du graphe (ou nceud du réseau) un mot ou étiquette de plus petite taille de
maniére & ce que I'union des étiquettes locales permette de retrouver entiérement la des-
cription du graphe (voir le survol [GP03|). D’autre part, la plupart des requétes basiques
évoquées peuvent étre résolues avec un nombre réduit d’étiquettes.

Plus formellement, nous cherchons, pour tout sommet u d’un graphe, a lui associer
une étiquette £ 4(G, u) qui soit la plus petite possible en taille et qui permette d’effectuer
des requétes rapidement. Pour simplifier la lecture, s’il n’y a pas d’ambigiiité sur G et A,
nous utiliserons la notation ¢(u).

Prenons par exemple le codage sous la forme d’une liste d’adjacence, I'étiquette d’'un
nceud correspond donc & la liste de ses voisins qui sont numérotés au moins entre 1 et
n. Ceci implique que chaque étiquette a une taille d’au moins Q(deg(u)logn) ou deg(u)
correspond au degré du sommet u. Nous montrerons dans la section 2.4 un algorithme de
codage correspondant & un étiquetage local pour lequel le facteur logarithmique peut étre
enlevé. Il peut donc ainsi étre utilisé dans le cadre d’un codage distribué de la topologie
d’un réseau aussi bien que dans l'objectif du codage compressé.

2.2 Graphes planaires

2.2.1 Un bref tour d’horizon

Un graphe est planaire s’il peut étre représenté sur le plan sans intersection d’arétes.
De nombreux problémes concernant les graphes planaires ont été étudiés. Notamment,
avec Cyril Gavoille et Nicolas Bonichon, nous nous sommes intéressés a des questions
concernant I’énumération, la génération aléatoire et le codage.
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Enumération. Compter le nombre de graphes planaires non étiquetés non isomorphes
a n sommets est un vieux probléme, extrémement étudié, mais non résolu (cf. [LW8T7]).
Aucune formule close n’est connue, ni méme d’asymptotique. Il existe cependant les
bornes qui découlent du nombre de graphes planaires étiquetés ou de cartes planaires :
ainsi Osthus, Promel et Taraz [OPTO03] ont montré qu’il existe au plus nl25-22n+o(n)
graphes planaires étiquetés; Noy et Gimenez [GN09| ont montré que le nombre de
graphes planaires étiquetés connezres tend vers n124-767n+0(ogn) - iy [Liu88] a prouvé
que le nombre de cartes planaires simples® tend vers 22:098n+000gn) e qui implique
directement une borne supérieure sur le nombre de graphes planaires simples. Pour ré-
sumer, il existe des résultats (bornes, asymptotiques) essentiellement pour des variantes
de graphes planaires. Les techniques utilisées portent sur la manipulation de fonctions
génératrices. Pour cela, la premiére difficulté est d’arriver & décomposer de maniére non
ambigué les objets considérés. Malheureusement, a ce jour, on ne sait pas le faire pour
les graphes planaires non étiquetés.

Génération aléatoire. La génération aléatoire d’objets combinatoires est une activité
trés utile pour "analyse en moyenne d’algorithmes et pour multiplier les jeux de tests
pour certaines expériences. Pour les graphes planaires, I'ajout d’une aréte peut détruire
la planarité. Du coup, les algorithmes de génération aléatoire uniforme? connus traitent
essentiellement de cartes planaires, c’est-a-dire de plongements sur le plan. La nuance est
importante car un méme graphe peut avoir plusieurs plongements (par exemple un cycle
auquel on ajoute deux arétes incidentes au méme sommet). Pour les cartes planaires,
Denise et al. [DVW96] ont proposé un algorithme de génération dont 'uniformité n’est
pas prouvé et dont le temps de génération est empirique. Si on veut se concentrer sur des
algorithmes aléatoires uniformes en temps polynomial, Schaeffer [Sch99| puis Banderier
et al.. [BFSS00] ont montré comment générer des sous-familles (planaires 3-connexes, ...).
Il existe malgré tout des algorithmes de génération efficace pour des familles de graphe
planaires : les arbres [ARS97], les graphes planaires extérieurs maximaux [BdLP99, ES94|
(triangulation d’un polygone), ...

Codage compact. En 1984, Turén |Tur84| est le premier a proposer un codage com-
pact dédié au graphe planaire en 4m bits, résultat amélioré par Keeler and Westbrook [KW95]
en 3.58m. Munro et Raman [MR97| descendent le codage a 2m + 8n bits. Il est & noter
qu’ils utilisent pour cela le plongement en 4 pages des graphes planaires (voir [Yan89]).
Dans une série d’articles, Lu et al. [CLLO1, CGH'98] ont raffin¢ le codage a 4m/3 + 5n
bits. De maniére indépendante, des codages en 4n bits pour les triangulations ont été
obtenus par différents auteurs (|[Bon02, CGHT98, Ros99]) mais basés sur différentes tech-
niques. Le codage de Rossignac [KR99|, garantissant 3.67n bits pour les triangulations
fortement connexes, est calculable en temps linéaire. D’aprés la formule de Tutte [Tut62],

1. un graphe est simple s’il ne contient ni boucle ni arétes multiples
2. un algorithme de génération est aléatoire uniforme si tous les objets d’une méme famille peuvent
étre généré de maniére équiprobable.
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on sait qu’il faut au moins 3.24n bits. En 2006, un codage optimal des triangulations a
été proposé par Aleardi, Devillers et Schaeffer [ADS06].

D’un point de vue théorique, le meilleur codage général des graphes planaires est
celui de He, Kao et Lu [HKL00, Lu02b| qui approche & un facteur 1+ o(1) un codage
optimal en espace mémoire. La technique utilisée est basée sur une décomposition récur-
sive des séparateurs du graphe. Cette technique, assez sophistiquée, ne donne cependant
aucune borne explicite sur la taille du codage et ne semble pas étre adaptée & des fins de
génération aléatoire, de requétes rapides.

Les codages les plus compacts sont basés soit sur 'approche couverture par des arbres
couvrants et codage de parcours ou sur ’approche décomposition arborescente. Nos tra-
vaux utilisent la premiére approche.

2.2.2 Principal résultat

Voici le résultat principal de notre contribution & la connaissance des graphes pla-
naires. Il nous a fallu 3 articles pour y arriver (cf. [BGH03b, PS03, BGH06]) et un
article de synthése est en soumission.

Théoréme 2.2.1. [BGH' 06] Tout graphe planaire conneze avec n neeuds et m arétes
peut étre codé et décodé en temps linéaire avec au plus 4.91n+ o(n) bits ou 2.82m+ o(m)
bits de mémoire.

Ce résultat implique que le logarithme en base 2 du nombre de graphes planaires est
plus petit que 4.91n. Comme il est connu que le nombre de graphes planaires biconnexes
a un logarithme binaire égal & 4.71n, il s’en suit que notre codage est quasi-optimal.
D’autre part, comme notre borne est paramétrable avec le nombre d’arétes, en utilisant
la borne inférieure issue de [GN09], nous sommes capables de montrer que presque tous
les graphes planaires non étiquetés ont au moins 1.85n arétes et au plus 2.44n arétes.
Ces deux bornes sont les meilleures connues a ce jour.

2.2.3 un résumé de la méthode

Notre technique est basée sur la décomposition en 3 arbres des triangulations du plan
(appelée en anglais realizer) et des techniques sophistiquées de codage a ’aide de mots
de parenthéses. La route pour mener au résultat est longue mais originale. Les sections
suivantes décrivent briévement les outils originaux que nous avons utilisés. La figure 2.2
résume les différentes étapes et techniques utilisées.

— A tout graphe planaire G, on associe un plongement cellulaire sur le plan, c’est-a-

dire une carte planaire C';

— On modifie alors la carte en préservant ’adjacence des sommets de maniére a
obtenir une carte C’ ayant des propriétés particuliéres que je ne présente pas ici.
Cette nouvelle carte est une carte bien-ordonnée.

~ On construit de maniére canonique un sur-graphe de la carte C’ qui est une trian-
gulation que nous avons appelée super-triangulations(cf. Figure 2.3). Cette super-
triangulation a la particularité de pouvoir étre décomposée en 3 arbres couvrants
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graphe planaire

6 chaines binaires compressées

> carte planaire A

R —— - I

I 5+1=6 chaines binaires

g carte bien-ordonné¢ :
- z A
| :
: Super—triangulation
L _p| =Realizer minimal Lz »| Arbres équilibrés avec n-2 sommets internes
= 3 arbres bien-ordonnés
THEORIE ET ALGORITHMIQUE DES GRAPHES - COMBINATOIRE ET COMPRESSION DE TEXTES

FI1GURE 2.2 — Les différentes étapes menant au codage compact d’'un graphe planaire.

qui s’entremeélent de maniére trés précise (cf. section 2.2.4). De plus, un des trois
arbres est un sous-graphe du graphe initial. A ce stade, on peut obtenir un codage
en 5.24n —5 bits. En effet, nous avons vu qu’une triangulation peut-étre codée avec
3.24n bits et 'existence des arétes ne se pose que pour les arétes de deux des trois
arbres, c’est-a-dire pour au maximum 2n — 5 arétes pour étre précis.

— Poulhalon et Schaeffer ont montré une bijection entre super-triangulation et une
famille d’arbres équilibrés dans [PS03]. Cette bijection a permis de combiner des
propriétés des différents types d’arbres sachant que la connaissance de deux des
trois arbres implique une description canonique du troisiéme.

— Pour finir, le codage est une union de six chaines binaires de différentes densités
mais non indépendantes. L’analyse du codage compressé de I’ensemble de ces six
chaines nous donne les différents résultats.

2.2.4 Un peu de théorie des graphes : Arbres de Schnyder

Les arbres de Schnyder sont au cceur de notre approche. Il me parait donc important
de les mettre en lumiére sans compter que nous les utilisons aussi dans un cadre assez
différent : le résumé d’un espace euclidien de deux dimensions.

Définition 2.2.2 (realizer). Un realizer d’une triangulation est une partition des arétes
intérieures en 3 ensembles Ty, T1, To d’arétes orientés tel que pour chaque sommet interne
v, on a :
— Dordre des aiguilles d’une montre des arétes incidentes a v est : sortant dans Ty,
entrant dans T1, sortant dans Ts, entrant dans Ty, sortant dans T et entrant dans
T2 5
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FIGURE 2.3 — D’un graphe planaire & une super-triangulation.

— il existe exactement une aréte sortante incidente a v dans Ty, 11 et Ts.

La figure 2.4 montre deux realizers de la méme triangulation. Nicolas Bonichon a
montré que le nombre de realizers est asymptotiquement égal a 247"+000gn) (cf, [Bon02)
alors que le nombre de triangulations est seulement (256/ 27)”+O(log ) (cf. [Tut62]).

1

(a)

70

FIGURE 2.4 — (a)-(b) 2 realizers d’'une méme triangulation. (c) : ordre cyclique des arétes
orientées.

Schnyder a montré dans [Sch90] que chaque ensemble T; d’un realizer est un arbre
enraciné dans I'un des sommets de la face extérieure. Ainsi, les ensembles Tp, 11 et Ts
sont nommeés arbres de Schnyder.

Dans notre travail, les super-triangulations sont des realizers particuliers, les realizers
minimauz : il n’existe pas de triangle orienté (pas nécessairement une face) formé par
une aréte de chaque arbre pris dans 'ordre cyclique 15,717, Ty. Par exemple, le realizer
(b) de la figure 2.4 est minimal mais ce n’est pas le cas pour le realizer (a).
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2.3 Requétes rapides dans les chaines multi-parenthésées
compressées

Nous utilisons comme outils dans diverses circonstances [BGH03a, GHO8| des requétes
basiques sur des chaines (ou mots) définies sur un alphabet ¥ quelconque. Dans certains
cas, nous manipulons des mots ayant certaines propriétés : les chaines multi-parenthésées
équalibrées.

Chaines multi-parenthésées. Soit ¥ = {(y,)1, (2,)2,..., (4, )&} un alphabet. Pour
un entier p € [1, k], la sous-chaine composée de parenthéses de type (,, ), est équilibrée si
elle contient le méme nombre de parenthéses ouvrantes et fermantes et si chaque préfixe
contient une majorité (ou égalité) de parenthéses ouvrantes. En combinatoire, une chaine
de parenthéses équilibrées est appelée mot de Dyck. Sans perte de généralité, une chaine
de parenthéses multiple est équilibrée si pour tout p, chaque sous-chaine est équilibrée.

Requétes élémentaires sur une chaine. Dans nos travaux, pour obtenir rapidement
des requétes locales, nous utilisons les fonctions élémentaires suivantes appliquées sur une
chaine S (pas nécessairement de parenthéses) :

— select(i, o) retourne la position de la i-éme occurrence du symbole o € ¥ dans S.

— rank(i,o) retourne le nombre d’occurrences du symbole o € ¥ dans S avant (et
incluant) la position .

— Pour les chaines parenthésées, si la i-éme position de S est une parenthése ouvrante
(resp. fermante) match(i) retourne la position dans S de la parenthése fermante
(resp. ouvrante) correspondante.

Par exemple, pour la chaine S de la figure 2.6, select(3,[') retourne 16 et match(16)
retourne 18. D’autres requétes élémentaires existent mais ne sont pas présentées ici.

Les premiéres descriptions efficaces des chaines équilibrées de k types de parenthéses

pour plusieurs fonctions élémentaires ont été proposées dans [CGH198, CLL01, MRO1]
lorsque k£ = O(1). Pour une chaine de longueur ¢ et 2k symboles, en ajoutant une table
auxiliaire de o({log k) bits, les opérations select and rank peuvent étre exécutées en temps
O(loglog k) [GMRO6] ou O(logk/loglog¢) [FMMNO07|. Ce temps devient constant dés
que k = O(polylog(?)). Les plus récents développements permettent méme de faire les
mémes requétes si les chaines sont compressées optimalement.

2.4 Graphes k-pages

Un livre est une surface composée de I'union de demi-plans appelés pages et dont
Iintersection est une ligne, appelée reliure, correspondant & la frontiére de chacune des
pages. Cette terminologie est personnelle mais consiste en une traduction de la littérature
anglaise. Un plongement en k-pages d’un graphe consiste en

— un ordre total sur les sommets (numeérotés classiquement de 1 & n) représenté sur

la reliure et
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— une partition des arétes en k parts (pages) telle que les arétes d’'une méme page ne
s’intersectent pas. 3
Voir la Figure 2.5 pour un exemple. Un tel plongement est appelé plongement en pages
(cf. [Bil92, DW04| pour un survol). Les graphes ayant un plongement en k pages sont
appelés des graphes k-pages. Le nombre de pages d’un graphe G est le plus petit entier
k tel que G soit un graphe k-pages.

I

> O O ¢ : : O
1 12 13 14 15 16 17 18 1}9 20
e / 'l 1 H :

Q Q O
1 203 4 5 6 7 8 9 10
| —

e ' |

FI1GURE 2.5 — Un graphe planaire et son plongement en 3 pages.

Nombre de pages d’un graphe. Pour tout graphe, il existe un nombre minimal de
pages. Il est connu que tout graphe planaire peut étre plongé en au plus 4 pages [Yan89].
Le nombre minimal de pages pour ’ensemble des graphes planaires est donc 4. Ce nombre
peut étre linéaire (pour les graphes complets). Les graphes de nombre de pages 1 sont
les graphes planaires extérieurs (incluant les arbres) et les graphes de nombre de pages 2
sont les sous-graphes des graphes planaires hamiltoniens (incluant les séries-paralléles).
Il existe aussi des graphes non planaires ayant un nombre de pages inférieur a 4 (Kj est
un 3-pages). De maniére générale, le calcul du nombre minimal de pages d’un graphe est
un probléme NP-dur et aucun algorithme d’approximation n’est connu a ce jour.

3. en supposant que u < v, ' < v’ et u < u’, I'aréte (u,v) et 'aréte (u’,v’) s’intersectent si et
seulement si v < v'.
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Notre résultat. Nous avons prouvé que le codage des graphes k pages & n sommets
et m arétes nécessite kn — o(kn) bits a partir d’une borne inférieure sur le nombre de
graphes de nombre de pages égal a k :

Théoréme 2.4.1. [GHO8] Le nombre Uy, de graphes connezes simples de n sommets
et de nombre de pages k, 1 < k < n/2, satisfait

(2 (28 - 1) "
2k!

un,k >

Ce résultat implique que le codage de Munro et Raman de 4kn+2n—k24-o(n) bits est
optimal & un facteur 4 prés. Nous avons proposé un nouveau codage en 2mlog(k) + 4m
bits qui s’avére plus efficace pour de nombreux graphes k pages (dés que le graphe est
peu dense). De plus, notre codage en deux chaines (une multi-parenthésée S avec 2k
symboles et l'autre B binaire. cf Figure 2.6) est efficace car il supporte des requétes
d’adjacence rapide. En résumé, le principe d’encodage consiste & définir un ordre total
entre les extrémités d’arétes : & chaque sommet pris dans l'ordre total des sommets,
on code d’abord les arétes déja rencontrées puis les nouvelles. La chaine binaire sert a
localiser les sommets.

Plus formellement, notre encodage implique que :

Théoréme 2.4.2. [GHO8] Tout graphe k-pages avec m arétes (autorisant arétes multiples
et boucles) et i sommets isolés peut étre représenté avec 2(m + i) logy k + 4(m + 1) bits.
De plus, avec une table auziliaire de taille o((m + i) log k) bits, il est possible de tester
ladjacence en temps O(7 -log k), avec 7 = min {log k/loglogm,loglogk}). Le calcul du
degré peut étre fait en temps O(1) et la liste des § voisins d’un sommet prend un temps

O(79).

Le terme multiplicatif 7 provient du temps mis pour effectuer une itération des fonc-
tions rank, select, . . . appliquées sur nos deux chaines. La partie difficile consiste & montrer
que les requétes locales avec peu d’appels (typiquement ’adjacence en temps O(log k))
des fonctions peuvent étre realisées. Pour ’adjacence, cela s’explique par le fait absolu-
ment remarquable qu’il suffit de tester 1’adjacence dans au plus O(log k) pages.

12‘13456 ‘8‘ 101112131’415]1617
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FIGURE 2.6 — Un 2-pages et son codage.
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2.4.1 Perspectives concernant le codage compact

On peut notamment penser aux travaux suivants :

— Codage compact et efficace de graphes planaires. Immédiatement, nous obtenons
un encodage qui peut s’avérer extrémement performant pour les graphes planaires.
En effet, il existe un algorithme - certes complexe - linéaire qui permet de plonger
un graphe planaire en un k-pages avec k < 4. Ainsi, non seulement le codage tient
un espace O(n) bits qui est optimal & une constante multiplicative prés (cf. Section
2.2) mais les requétes locales d’adjacence et de degré s’effectuent en temps O(1).
Notre codage est donc théoriquement bien plus rentable que la liste d’adjacence.
Une expérimentation serait intéressante.

— Stockage distribué de k-pages. Une premiére application directe est le stockage dis-
tribué d’un graphe k-pages. Pour cela, on peut associer facilement & chaque sommet
un étiquetage local. Il est composé bien entendu des sous-chaines brievement dé-
crites (grosso-modo prenant un espace de 'ordre de ©(dlog k) bits) mais aussi de
tables auxiliaires pour exécuter les fonctions rank, select, .... Celles-ci prennent
un espace o((m + i) log k). Mais est-ce suffisant ?

— Obtention d’un plongement en pages. Pour rendre notre codage pratique en général,
il faut partir d’'un plongement avec le plus petit nombre de pages. Il n’existe pas
& notre connaissance d’algorithme de plongement qui approximerait le nombre de
pages d’un graphe. Ce probléme est & étudier.

2.5 Application au routage compact pour les graphes de
genre borné

2.5.1 Routage, étirement et latence

Modéle de routage. Le routage consiste & acheminer un message entre deux noceuds
identifiés du réseau. Le réseau est modélisé par un graphe dont les sommets (noeuds) et
les extrémités d’arétes (ports de sortie) sont étiquetés. Classiquement, nous supposons
que chaque noeud u posséde un identifiant id(u) (souvent un numéro entre 1 et n mais pas
nécessairement) et stocke une structure de données. De méme, les ports d’entrée (resp.
de sortie) sont numérotés entre 1 et deg™ (u) (resp deg™ (u)). Selon les circonstances, on
peut considérer que le graphe sous-jacent est simple (ou non), pondéré, orienté, . ...

Un message est constitué d’un en-téte et d'un corps de message, c’est-a-dire le message
lui-méme. L’en-téte comprend l'identifiant du nceud de départ ainsi que l'identifiant du
noeud d’arrivée. A I'arrivée & un neeud, un algorithme distribué, appelé schéma de routage,
est exécuté localement en prenant en compte I'en-téte, le port d’entrée et la structure de
donnée locale. Il retourne le port de sortie. Si 'algorithme distribué n’est pas autorisé
(resp. est autorisé) a modifier I’en-téte, le schéma de routage est dit sans mémoire (avec
meémoire).
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Performances liées au routage. L’étirement est une mesure de qualité de la route
prise lors d’un routage. Soit A un schéma de routage. Soit P le chemin dans G pris par
le message lors d’un routage entre u et v. L'étirement de P, noté stretch(u,v), est égal
au ratio entre la longueur de P et la distance entre u et v dans G. Plus généralement,
I'étirement de A sur G vaut max,, stretch(u,v). Un routage de plus courts chemins a
un étirement de 1.

La latence est le temps de calcul local de 'algorithme distribué. En général, nous
considérons le pire cas.

L’espace mémoire considéré est la taille de la table de routage exprimé en bits. Sans
hypothese particuliére, ’espace mémoire pour garantir un routage de plus court chemin
est Q(nlogn) bits (cf. [GP96]). Notre contribution est un schéma de routage universel
dont ’espace mémoire dépend d’un parameétre de graphe : le genre ou le nombre de pages.

2.5.2 Notre contribution

Nous nous sommes intéressés dans [GH99| aux schémas de routage par plus courts
chemins, sans mémoire, pour les graphes de genre v et les graphes de nombre de pages
k. Le genre v d’un graphe G est le plus petit entier v tel que G peut étre plongé sans
intersection d’arétes sur une surface de genre -y, c¢’est-a-dire une sphére avec y trous.
En réalité, il existe une relation forte entre genre et nombre de pages, Malitz [Mal88| a
montré que k = O(,/7) sachant que k = Q(,/7) [HI87].

Nous avons montré que pour n’importe quel routage de plus court chemin choisi, on
peut créer un schéma de routage avec indépendance des noms.

— avec des tables de mémoire nlogk + O(n) (resp. nlogvy + O(n)) bits de mémoire

par noeuds pour les graphes de nombre de pages k (resp. graphes de genre ).

— un temps de latence de O(log?**n);

Ce résultat trés général ne peut étre amélioré dans le sens ou nous avons aussi montré
une borne inférieure de ©(nlog k) bits d’espace mémoire pour au moins un neeud pour
une grande famille de graphes k-pages dans le méme article.

Pour les graphes planaires, I'espace mémoire devient 8n bits. A ce moment-la, il
s’agissait du schéma de routage le plus compact existant pour les graphes planaires. En
2002, Lu [Lu02a] a proposé un schéma qui descend ’espace mémoire & 7.18n bits.

2.5.3 Techniques diverses

Cet article est intéressant & plusieurs égards. Nous utilisons différentes techniques.
Nous partons cependant d’une hypothése forte : le graphe considéré en entrée est déja
plongé en pages.

Précalcul des chemins. Le principe du schéma de routage consiste & ce que chaque
neceud stocke non pas la description compléte du graphe mais la description du plongement
sur k pages d’un arbre couvrant de poids minimal - heureusement de maniére compacte
- puis calcule localement la route pour aller a la destination. Pour cela, nous utilisons
une nouvelle fois les fonctions élémentaires sur les chaines. Celles décrites dans [MR97]
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sont suffisantes. Le probléme est que le nombre de "sauts" pour aller d’'un sommet a un
autre pourrait étre linéaire entrainant un temps de latence linéaire car on fera au moins
un nombre d’appels linéaire aux fonctions élémentaires.

Domination. L’astuce pour réduire le temps de latence & un nceud w consiste & construire
pour un "petit" échantillon de sommets .S, le port de sortie de v qui méne & chaque nceud
de S,. Sans décrire I'usage de S, on peut quand méme indiquer que .S,, est un ensemble
r-dominant de 'arbre de plus courts chemins (avec r = log'™® dans notre cas) et que le
stockage supplémentaire & chaque nceud est négligeable par rapport aux chaines stockées
initialement. Un ensemble r-dominant S est un sous-ensemble des sommets d’un graphe
tel que tout sommet du graphe est & distance au plus r d’'un élément de S. Cet outil nous
a été utile dans diverses circonstances.

Complexité de Kolmogorov. Pour obtenir notre borne inférieure, nous avons utilisé
des techniques de bornes inférieures basées sur la quantité de mémoire requise pour
décrire toutes les combinaisons d’arbres de plus courts chemins possibles.

2.5.4 Evolution du routage compact

De trés nombreux travaux ont été effectués depuis notre travail. De maniére générale,
la communauté s’est concentrée sur des schémas de routage avec un étirement constant
et pour de grandes familles de graphes (avec mineur exclu, a croissance bornée ou méme
arbitraire). Des questions générales subsistent : les bornes changent-elles si on interdit
de re-étiqueter les neeuds, si le graphe en entrée est orienté?

En ce qui concerne les graphes planaires, la borne inférieure pour le routage de plus
court chemin est Q(nl/ 3) avec des identifiants de taille polylogarithmique. Le majorant
7.18n de Lu n’a pas été amélioré. La question reste ouverte. Il est a noter qu’il y a une
trés grande différence si ’étirement est différent de 1 car Thorup a montré qu’avec un
étirement égal & 1 + ¢, 'espace mémoire devient polylogarithmique pour chaque noeud.

2.6 Cartes planaires extérieures

Les graphes planaires extérieurs sont des graphes planaires dont tous les sommets
peuvent étre dessinés sur la face extérieure (voir ’'exemple de la figure 2.7) . Les faces sont
les régions du plan délimitées par les arétes lors d’un dessin sur le plan du graphe planaire.
D’un point de vue topologique, nous parlons de cartes plutét que de graphes pour désigner
les dessins ou plongements de graphes sur des surfaces. On peut considérer les graphes ou
cartes planaires extérieures comme une sur-famille des arbres. Les techniques élaborées
pour le codage de graphes planaires s’appliquent facilement pour cette famille : réalizer
minimaux, bijection et codage en chaines compressées. Cependant, nous avons di montrer
des propriétés supplémentaires spécifiques aux cartes planaires extérieures : un des trois
arbres de Schnyder est vide, ...
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FIGURE 2.7 — Un méme graphe mais 4 plongements différents : non-extérieur, extérieur,
2 plongements en pages différents.

FIGURE 2.8 — Exemple de décomposition d’une carte planaire extérieure en un arbre de
Schnyder et au plus une aréte supplémentaire par sommet.

Notre contribution. Nous avons défini une décomposition de cartes planaires exté-
rieures enracinées PE en un arbre et une liste d’arétes. Cette décomposition, constructible
en temps linéaire, implique 'existence d’une bijection entre les cartes planaires extérieures
enracinées a n sommets PE,, et les arbres bicoloriés enracinés a n sommets ayant comme
derniére branche des sommets unicoloriés (cf. Figure 2.8). Comme conséquence, nous
avons montré dans [BGHO03a] :

— une formule d’énumération nowvelle : |PE,| = S0} 2"7d*12n+{2_d(2:__12__dd) ~
23n .
onomn sommets ;

— un codage optimal et efficace en 3n bits qui admet sans décompression des requétes
d’adjacence et de degré en temps constant et donne la liste des d voisins en temps
O(d);

— un algorithme de génération aléatoire uniforme qui fonctionne en temps linéaire.

Concernant ’algorithme de génération, il s’agit d’une méthode & rejet basée sur notre

bijection et sur lalgorithme de génération aléatoire uniforme de Arnold et Sleep [AS80].
Des résultats similaires sont également donnés pour les cartes planaires extérieures avec
n sommets et m arétes. Par rapport & notre étude des graphes planaires arbitraires, nous
avons utilisé un nouvel outil pour obtenir 'obtention d’un codage efficace : les requétes
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rapides dans les chaines parenthésées présenté dans la section 2.3.
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Chapitre 3
Navigabilité des graphes

Dans la section 2.5, 'obtention de routage passe tout d’abord par un pré-calcul qui
suppose une connaissance totale et donc exacte du graphe. Dans le cas d’un réseau de
grande taille, cette opération peut s’avérer trés colteuse, voire méme impraticable dés
lors que le réseau est dynamique. Que peut-on faire si on ne posséde quune connaissance
partielle 7 11 parait illusoire de chercher a router par les plus courts chemins. De maniére
informelle, s’il est possible de router sans faire une exploration totale du graphe, nous
dirons que le graphe ou réseau est navigable. D’autre part, si des chemins courts existent,
peut-on les trouver ?

Oracle avec connaissance partielle. Ainsi, ce chapitre traite principalement de mo-
déles de routage sans mémoire avec une connaissance partielle. Nous ne faisons aucune
hypothése & priori sur la maniére dont cette connaissance partielle s’est constituée. Elle
peut étre naturelle : les identifiants peuvent correspondre & des coordonnées dans un es-
pace euclidien, la date d’apparition des noeuds pour un réseau dynamique, ... mais aussi
plus complexe. De maniére générale, nous supposons que chaque noeud du réseau dispose
d'un oracle', c’est-a-dire d’une boite noire qui répond instantanément & une question po-
sée. Le paramétre de latence n’est donc plus considéré. Dans notre cadre, l'oracle prend
en entrée l'identifiant du nceud courant, id(u) et celui du nceud cible id(t) et retourne
I'identifiant id(v) d’un voisin de w pour mener a la cible. Tel quel, rien ne dit que ce
voisin va rapprocher de la cible car 'oracle ne dispose que d’une connaissance partielle.

D’autre part, les résultats de ce chapitre traitent majoritairement de modéles de
graphes aléatoires contrairement au chapitre 2. Nous démarrons par un sujet qui a fait
couler beaucoup d’encre ces derniéres années : 'effet petit-monde.

Modéles de connaissance. La connaissance de l'oracle est directement liée & la
connaissance partielle du graphe dans lequel la navigation est effectuée. Le premier mo-
deéle présenté est celui de Kleinberg [Kle00]. 11 s’agit d’'un modéle de graphe augmenté.
On suppose connue la structure d’un graphe H. Les distances, plus courts chemins, etc ...

1. Etymologiquement, le terme le plus approprié serait Pythie car I'oracle n’est que la réponse donnée
par une pythie sensée étre porte-parole de Dieu, c’est-a-dire de la connaissance.
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dans H font partie de la connaissance de l'oracle. Le graphe final G est obtenu en ajou-
tant un ensemble d’arétes L de maniére aléatoire (mais pas nécessairement uniforme).
Cet ensemble d’arétes supplémentaires est & priori inconnu. Il se peut donc que les plus
courts chemins changent complétement et que le diamétre du graphe soit réduit.

Nous avons étudié ensuite des modéles de graphes aléatoires sans échelle : la distribu-
tion des degrés suit une loi de puissance, c’est-a-dire que le nombre de sommets de degré
x est x7¢ avec ¢ > 1 étant un paramétre de la loi. Parmi eux, les modéles de graphes
évolutifs sont des modéles originaux de connaissance : tout nouveau sommet est horodaté
et relié & un nombre constant de sommets (choisis aléatoirement et pas nécessairement
uniformément) appartenant déja au graphe. La section 3.1 traite des graphes navigables
pour lesquels des mécanismes de routage glouton fonctionnent efficacement. Dans la sec-
tion 3.3, nous montrons néanmoins qu’avec un oracle ne disposant que d’'une connaissance
locale (identifiants des voisins) et du mécanisme de construction des graphes, il n’est pas
possible de router de maniére performante.

3.1 Graphes navigables

3.1.1 Algorithmes gloutons de navigation

Nous allons décrire des variantes d’algorithmes de routage qui vont dépendre de la
connaissance de 'oracle ainsi que des contraintes sur la mémoire autorisée. Nous avons
étudié ces algorithmes dans différents contextes : routage et recherche d’informations.

Notations. Nous supposons que la recherche est effectuée par un agent mobile ayant
une mémoire M. Si X est un ensemble de sommets, on note I'( X)) 'ensemble des voisins de
X dauns le graphe G. La notation X\ M représente 'ensemble {u € X|u ¢ M}. La fonction
d(u,v) mesure une distance entre les identifiants des nceuds u et v. La définition de la
fonction de distance est dépendante du modéle considéré et ne doit pas étre confondue
par la distance d(u,v) entre u et v dans le graphe qui est inconnue par définition.

L’algorithme de recherche generique avec mémoire non bornée (cf. Listing 3.1) ga-
rantit un succes dans la recherche, y compris dans un graphe non-navigable : le prochain
neeud a atteindre est un voisin du sommet visité dont la distance & la cible est la plus
petite. Deux algorithmes sans mémoire, glouton et glouton+ garantissent le succes si le
graphe est navigable. La nuance est que glouton+ fait le meilleur choix local : il indique,
parmi les voisins, le nceud qui rapproche le plus. Une remarque générale s’impose : il se
pourrait qu’il n’existe pas de nceud dont 'identifiant est ¢. La recherche s’arréte alors.
Dans ce chapitre, nous ne considérons que le cas pour lequel I'identifiant de la cible est
connu.

3.1.2 Graphes navigables

Voici une définition formelle et personnelle de la navigabilité :
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source s, cible £

M s

U— S

Umin < v | Yo, € T(M)\M, (v, t) < (', t)
5| TantQue u # t Et v, # () Faire

U < Umin

Ajouter(u,M)
Umin, — v | Yo, o' € T(M)\M, 6(v,t) < §(v',t)
FinTantQue

Listing 3.1 — generique

source s, cible ¢
U— s
Umin < un élément v € I'(u) tel que 0(v,t) < §(u,t)
TantQue u # t Et v,,;, # 0 Faire
5 U <= Umin

Umin, <— un élément v € I'(u) tel que (v, t) < 6(u,t)
FinTantQue

Listing 3.2 — glouton

Définition 3.1.1 (Graphe navigable). Un graphe G = (V, E,id) est f-navigable si a
partir d’un étiquetage des sommets par la fonction id, Ualgorithme glouton méne a la
cible en au plus f sauts.

D’autre part, il est important de donner une définition de petit-monde car la littéra-
ture regorge de versions et d’interprétations :

Définition 3.1.2 (Petit-monde). Un graphe G = (V, E,id) est un petit-monde s’il est
0(1og®M n)-navigable.

source s, cible ¢
u—s
Umin — v | Yo,0" € T'(u), §(v,t) < §(v',t)
TantQue u # t Et v, # 0 Faire
5 U <= Umin

Vmin — v | v,0" € T(u), §(v,t) < (v, t)
FinTantQue

Listing 3.3 — glouton+
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Informellement, dans un petit-monde, on atteint la cible en ne traversant qu’un sous-
ensemble petit du graphe. Suivant 'usage, on peut toujours considérer qu’un graphe o(n)-
navigable est un petit-monde mais nos résultats ne sont pas basés sur cette définition.
Avec Philippe Duchon, Emmanuelle Lebhar et Nicolas Schabanel, nous avons étudié
le processus d’augmentation qui consiste & transformer un graphe navigable en petit-
monde que nous avons nommé la petit-mondisation. Notons H = (V| E, id) le graphe
navigable. Soit L un ensemble d’arétes non contenu dans E. G = (V, EUL, id) est le sur-
graphe de H augmenté par L. Pour tout sommet u € V, I’ensemble L, = {v € V|(u,v) €
L} désigne les contacts distants de u. L est constitué des liens longs de G. Dans notre
modele de connaissance, nous supposons que seule la distance d(u,v) est connue dans H
mais pas dans le graphe augmenté G.

3.1.3 Une motivation : réseau logique pour réseaux pair-a-pair

Dans un réseau pair-a-pair, tous les noeuds du réseau jouent le méme role. Aucune
infrastructure centralisée n’est supposée. Chaque noeud du réseau posséde un carnet
d’adresses de noeuds. Par nature, les réseaux pair-a-pair sont extrémement dynamiques.
Le carnet d’adresses ne cesse d’évoluer. La difficulté premiére est d’assurer la connexité
du réseau. La solution consiste & maintenir un réseau logique entre les noeuds. Un réseau
logique est un réseau virtuel dont les noeuds correspondent aux processeurs et/ou aux
ressources (données, blocs mémoire, services, ...) du réseau. La conception des liens
virtuels dépend des taches & accomplir : routage, diffusion, ...De maniére générale, les
réseaux logiques doivent supporter 'insertion/suppression d’utilisateurs/ressources. De
nombreuses solutions existantes garantissent la connexité.

Pour un objectif de recherche (localisation de ressources, accés, ... ), plusieurs tech-
niques existent basées sur :

— des réseaur structurés : Le graphe sous-jacent est déterministe, posséde souvent des

propriétés précises (typiquement petit diametre, degré borné, ... ) et est navigable.
Les requétes sont traitées de maniére efficace : routage et diffusion sont effectués
rapidement avec peu de messages. L’inconvénient majeur est que la maintenance
dynamique de ces structures précises est trés délicate et ne donne aucune garantie
lors de perturbation car il devient non navigable.

— des réseaux non-structurés : Ici, il n’y a pas controle strict de la topologie. Pour la
recherche d’information, le seul moyen de limiter le nombre de messages consiste a
optimiser I'inondation en tenant compte des statistiques stockées & chaque noeud :
nombre de requétes menant & un item en traversant un lien donné, ...

3.1.4 Graphes aléatoires navigables

Je m’intéresse a un autre type d’approche. Si on relache la condition de déterminisme
d’un réseau logique structuré mais en préservant des propriétés de navigabilité, nous pou-
vons obtenir des réseaux logiques trés performants. C’est I’espoir suscité par les graphes
petit-mondes(cf. Section 3.2) et de maniére plus générale les graphes aléatoires.
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L’intérét des graphes aléatoires pour la diffusion (cf. Section 5.1) n’est pas si récente :
par exemple, en supposant que chaque noeud a la possibilité de choisir un noeud de
maniére aléatoire dans le réseau, la mise-d-jour de bases de données répliquées peut
étre faite avec peu de messages échangés et une faible complexité en temps [DGH™88,
KSSV00].

Pour différentes requétes de recherche, il a été montré depuis peu que le temps de
recherche, exprimé en nombre de sauts (nombre de pairs visités), devient faible [Kle00,
FGP04, DHLSO05].

3.1.5 Enjeu

Notre objectif est bien entendu I’étude des performances algorithmiques de ces graphes
(temps, mémoire, pertinence, tolérance aux fautes, auto-stabilisation, ...) et de proposer
de nouveaux graphes navigables. Le véritable challenge est de se passer de la connais-
sance totale pour effectuer le pré-calcul de 'oracle. Ce probléme correspond a la main-
tenance économique du réseau logique dans un environnement distribué et dynamique.
Notre contribution dans ce domaine est présentée dans [DHLS06]. Nous y proposons un
algorithme distribué économique pour transformer un graphe de croissance borné (repré-
sentant la connaissance partielle) en petit-monde.

3.2 Petit-monde

Bon nombre de réseaux réels aussi variés que les réseaux internet, réseaux sociaux,
réseaux d’interaction protéines-protéines partagent des propriétés structurelles remar-
quables : petit diamétre, forte densité locale, densité globale faible, ... De tels réseaux
sont communément appelés « petit-mondes » bien qu’il n’existe pas de définition formelle
& ce jour. De maniére plus surprenante, de nombreux plus courts chemins peuvent étre
trouves entre n’importe quelle paire de noeuds (cf. Milgram [Mil67] en 1967) de maniére
distribuée sans qu’aucun nceud ait une connaissance globale du réseau.

3.2.1 L’expérience de Milgram

I’adage selon lequel le monde est petit est ancien. Dés 1929, ’écrivain Frigyes Ka-
rinthy publia un recueil d’histoires en énoncant la propriété de six degrés de séparation :
"en au plus 5 intermédiaires, il est possible de contacter toute autre personne dans le
monde en supposant que chaque individu n’utilise que ses véritables connaissances pour
faire transiter un message". En 1967, Milgram proposa une série d’expériences pour ob-
server et confirmer cette affirmation. En sélectionnant une personne cible basée dans la
banlieue de Boston, il demanda & des groupes d’individus choisis aléatoirement dans le
Nebraska et & Boston de faire suivre un message en direction de la personne cible - qu’ils
ne connaissaient pas - en utilisant uniquement leur connaissance personnelle. Seuls des
informations sur le nom, Padresse, la profession du destinataire étaient indiquées (cf.
Figure 3.1).
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FIGURE 3.1 — a) Message original diffusé dans 'expérience de Milgram. b) Distribution
du nombre d’intermédiaires lors des succes.

Sur 217 individus de départ, 64 chaines sont arrivées & la personne cible avec en
moyenne 5,2 intermédiaires. Ainsi, Milgram put affirmer que le monde semblait réelle-
ment petit. Mais le plus surprenant est de voir quun mécanisme de routage simple sans
connaissance globale permet d’acheminer des messages par des courts chemins.

3.2.2 Un premier modéle de petit-monde navigable

Différents modeles ont été proposés pour tenter d’expliquer ce phénomeéne (cf Watts
et Strogatz [WS98]) mais Kleinberg [Kle00] a montré en 2000 que ces modéles ne pos-
sédaient pas la propriété essentielle de navigabilité : bien que de tels réseaux aient un
diameétre polylogarithmique en la taille du réseau, aucun court chemin ne peut étre trouvé
sans une connaissance totale du réseau. Plus précisément, avec une vision partielle du
réseau, le routage méne & des chemins de longueur polynomiale en la taille du réseau.
Kleinberg proposa un modéle de graphe augmenté constitué d’une grille dans laquelle on
rajoute & chaque nceud un nombre constant de longs liens distribués selon la distribution
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harmonique, c’est-a- dire qu'un neeud v est un contact éloigné du nceud u avec probabilité
proportionnelle & d( O Dans ce modeéle, la connaissance locale de chaque nceud est la
métrique de la grille ainsi que la position des contacts éloignés. Kleinberg a montré qu’il
existe un algorithme décentralisé (n’utilisant que la connaissance locale) qui calcule pour
toute paire de nceuds un chemin de longueur polylogarithmique si et seulement si s est
égal & la dimension de la grille. L’algorithme est extrémement simple : chaque nceud
transmet le message a son voisin qui est le plus proche (dans la métrique de la grille) a
la destination. Il s’agit de ’algorithme glouton+ . Barriere et al ont ensuite montré que
la longueur de routage de ce simple algorithme est au moins proportionnelle & log?n ou
n désigne le coté de la grille.
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FIGURE 3.2 — a) Grille augmentée d’un contact distant b) Grille augmentée de plusieurs
contacts distants

Il est important de noter qu’il ne suffit pas que la grille augmentée ait un diamétre
polylogarithmique (c’est le cas si s < 2D ou D est la dimension de la grille) pour que le
routage trouve un chemin de longueur polylogarithmique.

3.2.3 Petit-mondisation de graphes a croissance bornée

On pourrait étre tenté de croire que la propriété de petit-monde navigable est trés
spécifique au modéle de grille augmentée. Ce résultat se généralise. De maniére générale,
nous appelons le processus de tranformation d’un graphe navigable en petit-monde la
petit-mondisation. Avec Philippe Duchon, Emmanuelle Lebhar et Nicolas Schabanel,
nous avons montré dans [DHLS05] qu’en réalité de grandes familles de graphes peuvent
étre utilisées comme graphe de base (au lieu de la grille) et augmentées d’un lien long par
neceud, de tels graphes devenant ainsi des petit-mondes navigables. Notre graphe d’entrée
est de croissance a(r)-bornée avec a(r) = O(log®M r). Pour tout sommet u, si by () est
le nombre de sommets & distance au plus r de w, alors b, (2r) < a(r)by (7).

Le principe consiste & utiliser une distribution pour les liens longs qui prenne en
compte l'expansion des tailles de boules (nombre de noeuds a distance donnée) centrées
en chaque noeud. Plus formellement, le processus est décrit dans ’algorithme 3.2.3 :

Notre résultat implique que tout graphe ayant des croissances de boules assez ho-
mogénes ou modérées (croissance polynomiale telles les grilles D-dimensionelles avec
D = O(logn) ou croissance sous-exponentielle telles que des subdivisions d’arbres) peut
étre transformé en petit-monde navigable. Comme corollaire, tous les graphes de Cay-
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Pour tout sommet u Faire
Dans H, tirer aléatoirement et indépendamment le contact distant
1

L, de u avec Pr(L, =v) = ZohdE) Z, étant une fonction de

normalisation.

Listing 3.4 — Petit-mondisation

ley (représentatifs de groupes) connus jusqu’a ce jour sont petit-mondisables. D’autre
part, nous avons montré que le produit de deux graphes petit-mondisables est un graphe
petit-mondisable.

Schéma de preuve. Le principe est de montrer qu’en moyenne, en suivant ’algorithme
glouton+ , la distance dans le graphe H (pas GG) est divisée par une constante au bout
de ©(logn) sauts. Le graphe G obtenu est donc O(log®n)-navigable. Ce schéma suit
celui de Kleinberg dans [Kle00| avec une complexité légérement accrue. Notre véritable
contribution est la définition des liens longs pour cette grande famille de graphes.

Autres opérations de petit-mondisation. Depuis, de nouvelles familles de graphes
ont été petit-mondisées. On peut citer les graphes a largeur arborescente bornée [Fra05],
les graphes de dimension doublante bornée [AGGMO06, S1i07], & mineur exclu [AG06],. .. On
pourrait se demander si toute famille pourrait étre petit-mondisée ? Malheureusement
non, dans [FLLO06], il a été montré que certains graphes ne peuvent pas étre petit-mondisés
car une fois augmentés, ils sont au mieux n'/ ‘/@—navigable. D’un autre coté, tout graphe
peut-étre augmenté et devenir O(n'/?)-navigable [FGK*09).

3.2.4 Petit-mondisation rapide et distribuée

Le principal inconvénient pratique des différents schémas de petit-mondisation est
qu’ils sont centralisés. Ils nécessitent une connaissance initiale compléte du graphe H,
le pré-calcul des liens longs est long. Dans [DHLS06|, nous avons proposé un proces-
sus de petit-mondisation décentralisé extrémement économique appliqué aux graphes de
croissance O(1)-bornée.

Modéle distribué. En premier lieu, nous supposons que chaque noeud a la capa-
cité de calculer sa distance a tout autre noeud dans le graphe de base H. Il s’agit de
la connaissance de l'oracle. Par exemple, des techniques basées sur des étiquetages de
distances permettent de répondre & de telles requétes de maniére distribuée [GPPRO1].
En pratique, on peut aussi considérer que la distance peut étre mesurée ou approximée
grice a des adresses IP ou des coordonnées géographiques. D’autre part, chaque noeud
ne dispose que d’une connaissance locale, c’est-a-dire la liste de ses voisins. Vue d’un
noeud, une ronde de communication correspond au temps écoulé entre deux envois. Il
peut recevoir un nombre quelconque de messages dans cet intervalle. Notre algorithme

32



peut fonctionner dans un environnement asynchrone (’ordonnancement des calculs est
relativement arbitraire) mais impose localement des mécanismes de synchronisation.
Plus formellement, notre principal résultat est le suivant :

Théoréme 3.2.1. [DHLS06] Avec probabilité 1 — 1/n, tout graphe de croissance O(1)-
bornée de diamétre D peut étre augmenté en petit-monde avec :

— une mémoire locale de O(log® nlog D) bits ;

— un temps de O(lognlog D) rondes de communications;

— Au total, chaque noeud regoit et émet au plus O(lognlog D) messages de logn bits.

Dans les sections suivantes, nous décrivons succinctemet les deux principales étapes
(construction d’un réseau virtuel intermédiaire et des liens longs) et techniques qui nous
ont mené au résultat.

Le réseau virtuel intermédiaire permet entre autre de calculer la cardinalité b, (r) (de
maniére exacte ou approximée) des boules quels que soient u et v. Ce genre de requétes
peut étre intéressant indépendamment de 'objectif de petit-mondisation.

3.2.5 Un réseau logique intermédiaire

Le principal objectif est d’obtenir rapidement des approximations constantes de car-
dinalités b, (r) non pas pour toutes les combinaisons de paires de sommmet et rayon (u, r)
mais pour un échantillon bien précis. Au préalable, nous devons faire un petit tour sur
les notions qui nous ont été utiles aussi bien dans le processus de petit-mondisation dis-
tribué ...que dans l'application de recherche d’image dans une collection indexée 4.2.3.
Ainsi, dans [DHLS06] et [DHO08|, nous avons défini un réseau logique intermédiaire G,
calculable dans un environnement distribué. Les feuilles de ’arbre T" désignent les noeuds
du réseau ou des index sur les données et ¢ est une constante supérieure & 1.

Domination, séparation et arbre d’échantillonage. L’ensemble V/ C V est une
r-domination de V si Yo € V., Fv' € V' tel que d(v,v') < r. L’ensemble V' C V est une
r-séparation si Yv,v' € V' d(v,v") > r.

Nous considérons une hiérarchie d’échantillons de sommets : Sj, C 5,1 C ... C Sy =
V ayant comme propriétés :

— couverture : S; est une 2'-domination de S;_;.

— séparation : S; est une 2'-séparation.

Un arbre d’échantillons T peut étre construit a partir de la hiérarchie (en notant que
chaque noeud peut apparaitre dans au plus h = [logy D] échantillons). Chaque instance
de noeud w stocke :

— P(u) € {v € Sit1]|6(u,v) < 2171} est I'unigque parent de u, choisi arbitrairement

parmi ceux & distance au plus 27+ de w.

— ses enfants.

La copie ou instance du noeud u de niveau i est notée u(d. Pj(ul)) est 'ancétre de
u € 54,7 < i au niveau i.
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L’exemple de la figure 3.3 schématise ’arbre d’échantillon pour un chemin dont les
sommets sont numérotés dans l'ordre 1,2, 3,5,7,8 et 14. La distance entre chaque noeud
correspond simplement & la différence des identifiants des noeuds.

Ajout d’arétes de voisinage et cardinalité des boules. Soit ¢ une constante ap-
pelée coefficient de voisinage. Nous définissons un ensemble d’arétes voisines E;(c) pour
I’ensemble des noeuds u € S; : E;(c) = {(u,v) € S;|d(u,v) < ¢.2'}.

Définition 3.2.2. [DHLS06, DH08] Soient T = (V(T), E(T)) un arbre d’échantillons
de G et ¢ un coefficient de voisinage. On considére le graphe Gt défini par :

V(Gr.e) = V(T) (3.1)

E(Gr,) = E(T) U{Ei(c)}Yiep,n- (3.2)

ot h est la hauteur de Uarbre.

Accés aux boules. Dans la figure 3.3, nous pouvons voir l'influence du coefficient
de voisinage. Pour atteindre les sommets a distance au plus 2 d'un sommet wu, il suffit
d’atteindre son ancétre de niveau i, u(?, et de considérer toutes les feuilles des sous-
arbres enracinés dans le voisinage de u( : nous obtenons un ensemble X qui contient
By (2%) mais qui est contenu dans B, ((2 + ¢)2%). Dans [DHLS06], nous avons montré que
c = 4 était nécessaire et suffisant. D’autre part, de par la propriété de croissance bornée,
nous avons by, (2) = O(b,((2 + ¢)2%). Des astuces peuvent étre trouvées pour gagner du
temps pour les requétes de cardinalité (stockage a la volée du nombre de feuilles d’'un
sous-arbre) ou calculer ezactement la cardinalité d’une boule (parcours des feuilles et
calcul de la distance & w - technique utilisée dans les implémentations de la section 4.2).
Dans la littérature, nous pouvons trouver des constructions comparables [GGN04,
KL04, MHP06] a notre structure de données intermédiaire mais la difficulté consiste a
définir une wversion qui puisse étre décrite de maniére décentralisée. C’est notre véritable

contribution.
S

Sy

Ss S3
Sy Sa
Sy

So

— T - B() — T - EQ

a) GT’1. b) GT,2~

FI1GURE 3.3 — Influence du coefficient de voisinage. G avec id(V) = {1,2,3,4,5,7,8,14}
and Vo,y € V,d(x,y) = |id(z) —id(y)|.
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Construction des liens longs

Sans rentrer dans les détails, pour chaque noeud u, le principe consiste & choisir de
maniére aléatoire uniforme une échelle de distance i entre 1 et h, c’est-a-dire une distance
2 et sélectionner une feuille aléatoire dans I’ensemble de sommets X . Cette opération
peut étre réalisée rapidement : chaque sommet de ’arbre pouvant sélectionner et stocker
de maniére anticipée un nombre logarithmique de feuilles dans lequel chaque sommet va
se servir.

3.2.6 Perspectives : Emergence et fiabilité des petits mondes

Emergence. Le principal challenge est de proposer des constructions distribuées de
petit-monde qui soient les moins coiteuses possibles. Etudier des processus de petit-
mondisation décentralisés et rapides a aussi un intérét d’ordre fondamental :
— comment se construisent les petits mondes réels?

Il a été observé que des réseaux sociaux, de transports aérien, ...sont des petits-mondes
selon diverses définitions. Cependant, les processus qui ménent & cette constatation sont
mal compris. Typiquement, nous verrons dans la section 3.3.1 comment expliquer une
des caractéristiques fréquemment observées sur la distribution des degrés (ressemblant a
une loi de puissance). Cependant, il n’existe pas de modele totalement convaincant pour
expliquer apparition de la propriété de navigabilité. Notre algorithme est une premiére
étape. Cependant, sa nature trés algorithmique est difficilement transposable dans le
cadre d’un réseau social. Le trés récent travail de Chaintreau, Fraigniaud et Lebhar
[CAFLO8| est plus attractif de ce point de vue la mais souffre, & priori, d’'une lacune. A
notre connaissance, le temps de convergence vers un petit-monde est long et ne suffit pas
a expliquer ’émergence rapide des petits-mondes dans un réseau social.

Fiabilité. L’aspect concernant la fiabilité a été peu exploré. Par nature, les algorithmes
gloutons sont auto-stabilisants. Si des erreurs transitoires ont lieu concernant la connais-
sance de l'oracle, il se peut que le routage boucle temporairement mais la cible sera
atteinte dés que la connaissance de 'oracle sera redevenue exacte. Si le réseau contient
de maniére permanente des erreurs, il y a fort & parier que I’algorithme générique ait un
bon comportement. L’expérience menée dans la section 4.2 a tendance & le confirmer.

3.3 Modéles de graphes non navigables

On peut considérer que la propriété de navigabilité est avant tout due a la structure
des graphes réels : petit diamétre, existence de nombreux petits cycles, degré moyen
faible, distribution des degrés hétérogéne suivant une loi de puissance, ...En réalité,
la possibilité ou non de choisir/renommer les identifiants est absolument fondamentale.
On appele ainsi le modéle avec indépendance des noms dans lequel il est impossible 2
d’effectuer un pré-traitement de nommage des noeuds.

2. Quelle que soit la raison : cofit prohibitif, impraticable suivant le contexte, ...
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] Type |  Modéle | modele de connaissance Borne inférieure \

Aléatoire pur Chung-Lu Faible Q(log%n)
Chung-Lu Fort Q| —ty—
log =2 (n)
Evolutif Cooper-Frieze Faible Q(n'/?)
A-out Méri Faible Q(nt/?)si B> —1
A-out Mori Fort Q™) si f> 0, > 0
1-out Mori Fort O(n)sif >0

TABLE 3.1 — Bornes inférieures sur le temps de routage.

Nous nous intéressons dans cette section & une propriété de non-navigabilité de diffé-
rentes familles de graphes sans échelle dans le modéle avec indépendance des noms. Un
graphe est sans-échelle si le nombre de sommets de degré ¢ est proportionnel n(1/§)¢ avec
¢ > 1. Dans la littérature, certains considérent une équivalence entre graphes sans échelle
et petit monde. Cependant, sans vouloir nier 'apparition de graphes sans échelle dans
bon nombre de réseaux réels, la distribution de degrés n’a rien & voir avec la propriété
de navigabilite 3.

Dans [DEHO07| et dans un article de synthése & venir, nous montrons que différentes
familles de graphes sans échelle ne sont pas des petits-mondes et plus précisément néces-
sitent au moins ©(n®M) traversées de noeuds pour atteindre une cible lors d’un routage
(rappelons que les noeuds ne disposent pas de table de routage) alors qu’il peut exis-
ter des chemins de longueur polylogarithmique. Pour au moins 1 modéle (1-out Mori), le
graphe est non navigable. Ceci est vrai quel que soit ['algorihme de navigation car nous ne
nous focalisons pas sur des algorithmes de routage glouton dans cette section. Ainsi, nous
ne donnons aucune contrainte de mémoire sur I’agent mobile qui ferait une recherche,
nous 'autorisons a se "téléporter" & tout noeud déja visité. La seule véritable contrainte
est la connaissance des noeuds : dans le modéle faible, les noeuds ne connaissent pas les
identités de leurs voisins mais savent seulement comment les atteindre; dans le modéle
fort, 'identité des voisins est connue. Le modéle fort est plus réaliste mais le modéle
faible sert de brique de base dans nos preuves. Pour résumer, la notion de navigabilité
abordée ici est moins restrictive que celle considérés pour les petits-mondes car ’agent
mobile est plus puissant.

Nos résultats sont résumés dans le tableau 3.1. La définition des différents parameétres
n’est pas explicitée ici mais sert uniquement pour illustrer précisément le type de résultat
obtenu. Dans le cas des modéles de type aléatoire pur, les identifiants sont absolument
quelconques et ne peuvent aider & la navigation. Cependant ’existence de noeuds de
grand degré (quasiment linéaire dans certains cas) a fait penser a certains auteurs que
Palgorithme consistant & d’abord chercher les noeuds de plus haut degré était efficace
(visite de O(logo(l)”) noeuds) pour accéder a un noeud quelconque. Nous prouvons ici le

3. Au mieux, si on autorise lors d’une petit-mondisation & ajouter un nombre variable de liens par
sommet, cela peut aider a réduire le diamétre et a accélérer le processus de routage glouton [FG09]
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contraire. Le résultat sur les graphes évolutifs est plus surprenant. En effet, les identifiants
correspondent cette fois-ci & I'ordre d’apparition des noeuds. Cette information ne s’avére
pas assez pertinente pour une recherche efficace.

3.3.1 Modéeles de graphes sans échelle

Dans cette section, nous donnons les points clefs des modéles utilisés. Leur formalisa-
tion n’est pas donnée ici car elle est trop technique et un peu longue pour étre décrite dans
le cadre d’une synthése. On peut distinguer deux types de familles de graphes aléatoires :
les graphes aléatoires purs et les graphes aléatoires évolutifs.

Graphes aléatoires purs. Le graphe aléatoire est construit & partir d’une distribution
de degré fixée [MR95] (ou possiblement une séquence de degrés attendue dans [CL02,
CL03, CL06]). Dans un tel modeéle, il est important de remarquer que les degrés des voisins
sont indépendants. Aiello et al. [ACL00, CL02| se sont concentrés sur les distributions
de loi de puissance et ont montré ’émergence d’une composante géante selon certaines
conditions, prouvant que la plus grande composante géante peut avoir une taille linéaire
et un diamétre logarithmique. Cependant, les modéles de graphes purs ne peuvent pas
expliquer ’apparition de loi de puissance dans les graphes réels.

Modéles évolutifs. Les graphes aléatoires évolutifs consistent en une tentative de
modélisation de graphes réels et d’explication de I’émergence de la loi en puissance. Au
départ de la construction, on se fixe un graphe de petite taille (un simple sommet, aréte
ou boucle suffisent) et & chaque unité de temps, de nouveaux sommets se connectent aux
existants. L’extrémité d’une nouvelle aréte est choisie aléatoirement, soit uniformément
(attachement uniforme) ou avec une probabilité proportionnelle au degré du sommet
extrémité (attachement préférentiel). Dans les modeéles les plus simples, on ajoute un
seul sommet et une seule aréte a chaque unité de temps. Des variantes avec des degrés
sortants plus élevés peuvent étre obtenues soit en ajoutant plus d’arétes par unité de
temps ou en construisant un graphe avec nA sommets et en fusionnant chaque séquence
de A sommets consécutifs en un seul; on obtient ainsi un graphe avec n sommets et nA
arétes, de maniére a ce que le degré moyen soit 2A. Dans ces modéles, [’dge et le degré sont
corrélés. En particulier, les degrés des voisins ne sont pas indépendants et les techniques
d’analyse de champs moyens ne peuvent pas étre utilisées. Ceci est une véritable différence
avec les modeles aléatoires purs en ce qui concerne ’analyse de processus de recherche.
La plupart des modeéles basés sur I'attachement préférentiel ainsi que leur propriétés
peuvent étre trouvés dans les travaux de Bollobas et Riordan [BR03|. Le concept d’atta-
chement préférentiel est ancien [Yul25], datant de 1925, et a été oublié puis redécouvert,
notamment par Barabasi et Albert [BA99| qui ont effectivement motivé son usage pour
la modélisation de graphes réels. Dans [BR04|, Bollobas et Riordan ont donné une des-
cription mathématique précise du modéle de Barabasi-Albert (BA). Dans [BRST01], il
a été montré rigoureusement que la proportion P(x) des sommets de degré x converge
asymptotiquement vers une loi de puissance pour z < n'/1°. Puis, dans [BR04], il a été
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prouvé que pour A > 2 le graphe est connexe avec grande probabilité et que le diamétre
est asymptotiquement égal a logn/loglogn alors que pour A = 1 le diamétre est ap-
proximativement log n (voir |[BR03|). D’autres variantes du modéle BA ont été proposées
[BO04, SDS00, DEMO01, YsZwCdLO05| et pour chacune d’elles, des graphes sans-échelle
ont été obtenus.

Des extensions & des modéles plus généraux combinant attachement préférentiel et
uniforme ont été étudiées dans [CF03, LLYDO02, Mor03, Mor05|. La figure 3.4 montre un
exemple de 2-Mori dans lequel on observe ’hétérogénéité des degrés. Les sommets les
plus anciens sont ceux de plus grands degrés. En résumé, pour chacun de ces articles,
chaque sommet nouveau choisit avec probabilité p et 1 — p s’il utilise un attachement
uniforme ou préférentiel. Dépendant de la valeur du paramétre p, la loi en puissance a été
observée et prouvée par Cooper et Frieze [CF03] (dans un modéle trés général dans lequel
des arétes supplémentaires entre "vieux" sommets peuvent aussi étre ajoutées) ou par
Mori |[Mor03, Mor05|. Dans ces modéles, les auteurs donnent une limite asymptotique du
degré maximal, qui tend & étre de la forme n¢ pour une constante explicite ¢ dépendant
des parametres du modeéle (mais qui est différent de ce qu’on obtiendrait si on extrapolait
la loi en puissance jusqu’a P(d) = 1/n car la distribution sans échelle n’est valide que
pour les relativement petits degrés).

F1GURE 3.4 — Exemple d'un 2-Mori. Les degrés sont indiqués dans chaque sommet.

3.3.2 Indistinguabilité des noeuds

Nos preuves de bornes inférieures sont basées sur une notion probabiliste d’équiva-
lence des noeuds. Intuitivement, les noeuds sont équivalents si leur identités peuvent
étre échangées sans modifier la distribution de probabilité sur les graphes aléatoires.
Ainsi, si on considére un ensemble de noeuds ayant des identités proches, comprises
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entre [t — O(t°), t + O(t°)], 'identité de ces noeuds ne permet pas de les distinguer d'un
point de vue de la recherche. Typiquement, il est fortement improbable qu’il existe une
aréte entre ces noeuds. Dans le cas du modéle faible, la recherche se comporte comme si
elle était effectuée dans un graphe anonyme (noeuds sans identifiants). Il faudrait donc
visiter au moins ©(¢¢) noeuds pour atteindre la cible. La traduction en modéle fort tient
compte cette fois de la distribution des degrés.
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Chapitre 4

Contribution a la recherche
d’information

Dans les deux premiéres sections de ce chapitre, nous considérons la requéte consistant
A trouver une cible représentant un item dont ’adresse ou l'identifiant sont inconnus.
Nous pouvons & nouveau utiliser le paradigme d’oracle comme décrit dans le chapitre 3.
Cependant, nous considérons maintenant un oracle défaillant. La réponse & une requéte
n’est pas fiable. Cette incertitude est réaliste a plusieurs points de vue :

— Dans un réseau dynamique, il est impossible que tous les noeuds soient perpétuel-

lement a jour.

— L’imprécision de I'indexation, et celle potentielle de la définition de la cible, ne per-
met pas de répondre avec exactitude. C’est typiquement le cas pour les documents
multimédia. Par exemple, je cherche une image pour illustrer un article (sur les
Pyrénées) sans une idée bien définie sur le contenu de I'image.

Un succés a une recherche d’information n’a lieu qu’a l'atteinte exacte du noeud
possédant l'item recherché. Accéder & un noeud "voisin" ne suffit plus. Cela correspond
au modele faible énoncé dans la section 3.3.1. La premiére section traite d’'un modéle
alors que la deuxiéme section est bien plus appliquée. Dans le cadre de la thése d’Anthony
Don, nous avons expérimenté des conceptions de graphes navigables dans le domaine de
la visualisation d’informations. L’objectif est de proposer & un utilisateur, donc humain,
une interface de navigation dans des collections d’images indexées qui l'incite & utiliser,
consciemment ou non, les algorithmes gloutons de recherche de la section 3.1.1.

La derniére section traite de recherche en cours. Il s’agit de proposer des mécanismes
de pré-traitement de systémes de gestion de bases pour optimiser les temps de requétes.
Les requétes sont typiquement les requétes formulées en langage SQL.
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4.1 Un modéle de recherche par agents mobiles pour un
réseau non fiable

4.1.1 Contexte

Le point de départ de cette problématique est la constatation que l'algorithmique
des agents mobiles tient peu compte de plusieurs aspects qui nous semblent importants :
la topologie réelle des réseaux, la limitation (ou non) des ressources mémoire, les consé-
quences de la corruption de la mémoire ou du code, ...

Les agents mobiles font référence a des programmes informatiques identifiables et
autonomes qui peuvent se déplacer a 'intérieur d’un réseau et qui peuvent agir au nom
d’un usager ou d’une autre entité. La plupart des recherches courantes sur le paradigme
des agents mobiles poursuivent deux objectifs : la réduction du trafic de réseau et I'in-
teraction asynchrone. Ces deux objectifs découlent directement du désir de réduire la
surcharge d’information et d’utiliser efficacement les ressources du réseau. Il existe un
grand nombre de motivations pour utiliser le paradigme d’agent mobile. Cependant, la
recherche intelligente d’information, le commerce électronique, la gestion de réseaux, la
gestion de la mobilité et les services évolués de télécommunication demeurent actuelle-
ment les applications les plus souvent visées dans ce contexte et font I'objet de systémes
d’agents mobiles. Le domaine des télécommunications se préte donc particuliérement a
ce genre de technologie autour de laquelle une communauté trés dynamique de cher-
cheurs s’active & concevoir des solutions novatrices aux problémes touchant les domaines
mentionnés.

4.1.2 Un modéle de réseau incertain

Ne connaissant pas l’identité, ’adresse ou le chemin menant au nceud cible, ’agent
va interroger des noeuds contenant des indications et élaborer au fur et & mesure son
cheminement. Dans [HKKO04], nous avons proposé un modéle de recherche d’informations
dans lequel chaque nceud pointe sur un lien menant & la destination. Le noeud voisin
indiqué est sensé appartenir & un plus court chemin vers la cible. Il peut arriver que
certains nceuds soient défaillants, pas & jour ou ne sachent pas donner d’indication. Ces
neeuds sont désignés sous le terme générique de menteurs et pointent sur un voisin
qui éloigne de la cible. Malheureusement, ’agent ne connait pas 1’état du noeud qu’il
interroge. Bien entendu, si le réseau n’est composé que de noeuds menteurs, seule une
exploration totale permet de trouver la cible. Nous supposons que le nombre de menteurs
est k. Suivant les modéles, I’agent connait ou non une borne sur k. Nous nous intéressons
au pire cas : un adversaire connait 1’algorithme de l'agent et place les k menteurs a
sa guise '. La principale mesure de performance est le temps de recherche, exprimée en
nombre de noeuds visités. La distance entre le noeud source et la cible est notée d.

1. Le premier modéle de recherche en présence de menteurs a été proposé par Kranakis et Kri-
zanc [KK99]. Ils ont analysé des algorithmes de recherche dédiés aux anneaux et au tore. Cependant,
chaque noeud est supposé étre menteur ou fiable avec probabilité constante.
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4.1.3 Résumé des résultats

Ce travail a été présenté dans deux articles [HKK04, HKKKO08] et un troisiéme article
est en cours sur ce sujet. Je présente ici une synthése rapide.

Une premiére dichotomie s’impose : les algorithmes universels donnent une solution
quel que soit le graphe considéré alors que les algorihtmes dédiés sont spécifiques a une
famille de graphes. Notre premier article [HKKO04| sur le sujet traite essentiellement
d’algorithmes déterministes dédiés aux graphes complets, anneaux, tores, hypercubes et
arbres de degré borné. En particulier, pour les arbres de degré borné, nous avons prouvé
que le temps de recherche est Q(d+2™1%4}) [HKK04] pour tout algorithme de recherche.

Nous avons ensuite proposé un premier algorithme universel et sans mémoire dans
|[HKKKO0S|. Il s’agit d’une marche aléatoire biaisée (BRW pour "biasest random walk") :

— BRW(q) : avec probabilité ¢, ’agent suit le conseil donné par le noeud. Sinon, un

voisin est choisi de maniére aléatoire uniforme parmi ceux non conseillés.
Ainsi, pour ¢ > 1/2, nous avons montré que l'espérance du temps de recherche est ma-
joré par O(d + r*) avec r = li_q [HKKKO08| pour tout graphe de degré borné. De plus,

ce résultat est fin car BRW met un temps Q(d + r¥) pour le tore [HKKKO8] alors qu’il
existe un algorithme déterministe dédié mettant un temps d + O(k). Cette borne est un
peu décevante et nous nous sommes posé la question sur ’éventuelle conception d’algo-
rithmes universels plus efficaces. Cependant, BRW s’avére plus efficace que n’importe quel
algorithme déterministe pour certaines topologies. Par exemple, dans le cas du graphe
complet, le temps de recherche devient constant alors que tout algorithme déterministe
met un temps (k). D’autre part, les marches aléatoires biaisées n’ont pas besoin de
I’historique des noeuds visités pour fonctionner et n’ont besoin que d’un espace mémoire
constant. Les algorithmes probabilistes semblent donc plus intéressants d'un point de vue
pratique.

4.1.4 " Expanders "

Le challenge réel est l'obtention d’algorithmes universels pour les graphes ezpan-
ders. Ce sont les graphes & croissance exponentielle rencontrés dans de nombreuses cir-
constances : petit-monde, graphes sans échelle, graphes aléatoires A-réguliers dés que
A > 2, ...Les graphes expanders sont des graphes creux (degré moyen "petit"), forte-
ment connectés et jouent un roéle clef en informatique fondamentale et dans la théorie
des réseaux de communications (voir [HLWO06| pour un survol). Formellement, un graphe
G = (V,E) est un c-expander si, pour chaque sous-ensemble de sommets X C V avec
|X| < |V]/2,0ona|l'(X)\ X|>c|X|ouI'(X) est 'ensemble des voisins de X.

A titre indicatif, le réseau G décrit dans la section 3.2.5 est aussi un expander.

4.1.5 Nouveaux résultats

Les résultats de cette section ne sont pas encore parus. Il s’agit d’un travail com-
mun avec David Ilcinkas (LaBRI), Adrian Koswoski (Université de Gdansk) et Nicolas
Nisse (Inria Sophia Antipolis). Nous avons proposé différents algorithmes universels de

42



recherche. Tous les algorithmes sont basés sur des algorithmes canoniques : A consiste
a suivre les conseils, R est une marche aléatoire pure? et E est une exploration cor-
respondant a un parcours en largeur. On peut imaginer de nombreuses combinaisons
d’algorithmes en alternant des phases issues de ces briques de base. Cependant, la durée
des phases est trés importante. Par exemple, si la durée des phases de conseils A est bien
supérieure & la durée des phases aléatoires R, il se peut que ’agent mobile soit bloqué
pour toujours dans la méme région du graphe.

Si on se concentre sur l'algorithme R/A : I’agent mobile alterne des phases R de durée
tr et des phases A de durée t 4, nous obtenons notamment que :

— Pour une famille de graphes ezpanders, les graphes aléatoires A-régulier, ’algo-

rithme R/A trouve sa cible en temps O(k™M 1og®™M n) avec tgr = t4 = O(logn);

— Pour les grilles D-dimensionnelles, ’algorithme R/A trouve sa cible en temps 2d +

O(K®) + o(d) avec tr = t4 = Q(k3).

Ce dernier résultat montre l'intérét de l’algorithme universel R/A par rapport & BRW
qui met un temps Q(d + 2F) pour les grilles D-dimensionnelles. La technique de preuve
est basée sur ’étude de la vitesse de déplacement vers la cible en fonction de la densité
locale de menteurs. Bien que la famille de graphes soit simple, la preuve est relativement
complexe. Elle n’est donc pas détaillée ici.

Le résultat sur les graphes aléatoires A-réguliers est trés surprenant. En effet, il
s’agit de graphes expander pour lesquels le voisinage de la majorité des sommets est
arborescent : plus précisément, pour la majorité des sommets, le sous-graphe induit des
@(nl/ 2) plus proches sommets est un arbre. Sachant que d 4+ 2¥ est un minorant? du
temps de recherche pour tous les arbres quel que soit ’algorithme, il n’était pas évident
d’aboutir & un temps polynomial. Seulement, dans les graphes aléatoires A-régulier,
la. phase R permet de choisir quasiment de maniére aléatoire uniforme des sommets
de départ intermédiaires extrémement rapidement. Ainsi, méme si un adversaire a la
connaissance du point de départ initial et de ’algorithme, il ne peut savoir ou se situe
I’agent mobile a la fin du phase R. Du coup, le pire placement des menteurs consiste
& les localiser tout autour de la cible, c’est-a-dire a une vraie proximité de la cible. La
chance aidant, une marche aléatoire qui démarre a proximité de la cible, disons log k, a
une probabilité relativement grande, Q(k*@(l)) d’aboutir a la cible.

De maniére générale, l'algorithme universel R/A est une généralisation de l’algorithme
glouton+. L’ajout des phases aléatoires permet d’éviter de rester bloqué dans des culs-
de-sac si le graphe de navigation n’est pas navigable.

4.1.6 Vers des graphes de navigation tolérant des erreurs

Dans le modéle étudié, le pire graphe de navigation semble étre I’arbre. C’est malheu-
reusement la structure utilisée par défaut dans de nombreuses circonstances : arbores-
cence de fichiers, ... mais on peut étre amené & visiter de grands sous-arbres avant d’étre

2. L’agent ne tient pas compte des conseils et choisi le noeud suivant parmi les voisins de maniére
aléatoire uniforme.
3. pour k = O(logn)
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convaincu que la cible ne s’y trouve pas. Cette constatation est valable dans d’autres
modeles d’erreurs (menteurs probabilistes par exemple). L’algorithme universel R/A est
prometteur aussi bien pour les expanders que pour les grilles D-dimensionelles. On peut
parier d’ailleurs que ce résultat est généralisable auw graphes & croissance modérée. D’'une
certaine maniére, tout graphe pour lequel il existe de nombreux courts chemins disjoints
semble pertinent.

4.2 Application & la recherche d’images dans une collection
indexée

Les analyses théoriques des différents algorithmes de routage glouton nous ont amené
a proposer une nouvelle approche pour le probleme de la recherche d’image dans une
collection indexée.

4.2.1 Contexte

Comment organiser, présenter et rechercher des documents multimédia ?

Cette question se pose dans de nombreux cadres :

— Moteur de recherche d’'images;

— Chapitrage automatique et obtention de résumés de documents vidéo;

— Organisation et gestion de collections d’images personnelles.

De nombreuses difficultés se dressent devant nous :

— les données sont massives et complexes : les pré-calculs nécessaires a I'indexation

sont donc lourds ;

— le fossé sémantique® complique énormément la pertinence des indexations.

— A ce jour, peu de descripteurs (résumés du document) rapidement calculés sont

interprétables pour un humain.

— L’évaluation de la pertinence d’un systéme de recherche combinant indexation,

représentation et intéraction est délicate.

En résumé, nous sommes face & des contraintes de temps et mémoire de pré-calculs,
d’imprécision des descripteurs et des index et d’évaluation de qualité d’une solu-
tion. Les trois premiers points sont typiquement des mesures évaluées dans nos différents
modéles de routage ou de recherche d’informations.

Les descripteurs utilisés sont calculés & partir de contenu visuel (images principale-
ment). Notre cadre de travail est donc les systémes de recherche d’images basés sur le
contenu. Souvent, les descripteurs sont des vecteurs et nous manipulons des mesures de
dissimilarité.

Requéte. Notre objectif principal est avant tout de trouver une image, dite cible, dans
une collection indexée. Cela peut étre une image dont on a un vague souvenir dans une
collection personnelle, une image pour illustrer un document, .... Si 'adresse (nom,

4. Informellement le fossé sémantique représente 1’écart entre des informations extraites automati-
quement et celles interprétées par un humain.
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localisation, index, descripteur) de la cible est connue avec exactitude, il s’agit d'une
requéte de type routage. Cependant, la pratique veut que cela ne soit pas vraiment le
cas. C’est la raison pour laquelle, nous considérons qu’il s’agit de recherche d’information.

Descripteurs et espace métrique. Dans notre travail, nous avons utilisé le descrip-
teur Color Layout de MPEG7 [BMRS02| qui résume bien la distribution des couleurs
dans I'image. Nous avons aussi considéré un descripteur de luminance pour des petites
images (niveaux de gris de 64 x 64 pixels). Nous avons aussi proposé un descripteur inter-
prétable par un humain. Ce dernier descripteur, nommé ID, est composé des informations
suivantes :

1. Nombre de visages de I'image (annoté de maniére supervisée) ;
2. Le ratio de 'image occupé par des visages;

3. Le nombre de régions de 'image obtenu par une segmentation de quantification de
couleur;

4. Laluminance moyenne du descripteur "couleurs dominantes" de MPEG7 [BMRS02].

5. La saturation la plus élevée (Espace HSV) du descripeur "couleurs dominantes" de
MPEG?T.

6. La teinte (Espace HSV) de la couleur de plus forte saturation du descripeur "cou-
leurs dominantes" de MPEG?7.

Les descripteurs considérés peuvent étre modélisés par un ensemble métrique (P, 0)
défini sur un ensemble P = {p1,...,p,} avec une fonction de distance 6 : P x P — R™.
Chaque image est représentée par un point de ’espace métrique et les distances repré-
sentent la dissimilarité entre images. Il n’y a aucune raison qu’en général des dissimilarités
puissent correspondre a un espace métrique mais c’est le cas pour les descripteurs consi-
maxy, p;eP(8(pi;p;))
minpi,pjeP(5(pi7pj))

Un des paramétres trés important est la dimenstonnalité intrinséque des données qu’il
ne faut pas confondre avec la dimension de représentation ou codage des données. Par
exemple, les points du cercle unité peuvent étre exprimés avec deux coordonnées car-
tésiennes dans le plan mais une seule coordonnée suffit en représentation polaire. De
maniére générale, les descripteurs manipulés peuvent étre décrits en trés grande dimen-
sion mais étre aussi plongés dans un espace de petite dimension. Nous avons choisi comme
mesure de dimensionnalité intrinséque la dimension doublante. En voici une définition.

Pour chaque point p € P, ¢,(r) est le nombre minimum de boules de rayon r requis
pour couvrir tous les points de By(2r), ¢’est-a-dire qu’il existe un plus petit ensemble
P" C P de cardinalité ¢,(2r) qui est une r-domination de By, (2r). La dimension doublante
de (P, d) est la valeur maximale de ddim = log, Cp(r) pour toutes les valeurs r € {2¢|i =
0...logy A} et chaque point p € P.

dérés. Nous notons A = le ratio d’aspect de I’espace métrique (P, ).

4.2.2 Limitations des systémes de recherche existants

Requétes par I’exemple. Le principe consiste soit a spécifier précisément un ou plu-
sieurs descripteurs ou de donner un exemple précis (image de référence, dessin grossier).
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Dans les deux cas, cela revient & fixer une valuation au descripteur et de faire des re-
quétes de type requétes des plus proches points dans un espace de dimension éventuel-
lement grand. Les inconvénients sont multiples : le processus d’interrogation n’est pas
agréable, 'intéraction est quasiment inexistante, la pertinence de la réponse est assez
aléatoire & cause du fossé sémantique, le temps de réponse peut étre trés long a cause de

la malédiction de la grande dimension®.

Bouclage de pertinence. Cette approche est trés intéractive et intuitive. On propose
& D'utilisateur un échantillon d’images et l'utilisateur indique quelles sont les images
ayant un rapport avec la cible (exemples positifs) et éventuellement celles qui sont trés
dissimilaires de la cible (exemple négatifs). Un calcul sur le sous-espace (de 'espace
métrique des descripteurs) potentiellement proche de la cible est effectué et un nouvel
échantillon issu de cet espace est & nouveau proposé. Cette intéraction est itérée jusqu’a
I’obtention de la cible. Le principal inconvénient est qu’il faut parfois préciser un grand
nombre d’exemples positifs et négatifs.

4.2.3 Recherche d’images par 1’approche locale

Nous avons proposé dans [DHO8| une approche basée sur un graphe de navigation :
Chaque nceud du graphe de navigation (cf. Figure 4.1 dans laquelle le noeud rouge repré-
sente l'image courante et les noeuds oranges son voisinage) représente une entité visuelle
(image ou ensemble d’images similaires). La conception d’un tel graphe nécessite de dé-
finir les liens de maniére & ce que le graphe résultant soit navigable (cf Chapitre 3). De
nombreuses difficultés sont & prévoir : la construction de graphes de taille « raisonnable »
est tres difficile ; 1a faible teneur sémantique des descripteurs images et des vidéos (norme
MPEG 7) empéche de construire des graphes réellement navigables. .. et l'utilisateur est
un humain. D’un point de vue intéractif, notre systéme fonctionne similairement aux
systémes de bouclage de pertinence :

— on propose un échantillon d’images et l'utilisateur désigne une image voisine qui

lui semble la plus similaire & la cible.

— Un nouvel échantillon est proposé.

Cependant, la nouveauté est le calcul du nouvel échantillon : il s’agit des voisins dans
le graphe de navigation. L’espoir est donc que si le graphe est navigable, on se rapproche
de la cible a chaque itération. Cette approche est dite locale car le processus de décision
est fait & partir du voisinage de la position courante dans le graphe de navigation. Le
processus de recherche correspond exactement a l’algorithme glouton+ (cf. section 3.1.1).
Les noeuds menteurs modélisent le phénoméne de fossé sémantique et les erreurs faites
par un utilisateur humain lors de ses choix.

5. En général ce temps est exponentiel par rapport au nombre de dimensions. Plus généralement, la
malédiction de la grande dimension implique que les données ne sont pas aisément indexables en grande
dimension.
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FIGURE 4.1 — a) Graphe de navigation complet. b) orange/rouge : éléments montrés a
Putilisateur, vert : cible. ¢) on se rapproche

Limitations des approches locales existantes. Deux solutions existent (SWIM de
Androutsos et al. [AKPT04] (le graphe de navigation est un anneau augmenté de k plus
proches voisins) et N N*-networks de Heesh et Ruger [HR04] (composé d’un plus proche
point pour différentes combinaisons de descripteurs). Les inconvénients de ces graphes
de navigation sont les suivants :

— non-navigable : il 0’y a pas de garantie de succés car il existe des puits et on peut
se heurter & des probléemes de limite de perception, c’est-a-dire que les voisins sont
trop similaires et 1'utilisateur devient incapable de choisir.

— diamétre non borné : ceci implique que le temps de recherche ne ’est donc pas non
plus.

Conception du graphe de navigation

L’étude de la recherche d’information avec menteurs montre que ’arbre n’est pas une
topologie appropriée. Par exemple, 'arbre T' d’échantillons de la figure 4.2 construit a
partir de 20 images n’est pas navigable. En prenant comme source la racine et comme
cible une des 4 premiéres feuilles, on peut étre amené a visiter tout le sous-arbre droit
pour rien. Par contre, le graphe de navigation G tel que défini dans la section 3.2.5, est
navigable. Le descripteur considéré est Colour Layout, un descripteur de MPEGT7, qui
caractérise la distribution des couleurs dans I'image. La mesure de dissimilarité associée
induit un espace métrique. Nous avons montré dans [DHOS8| la proposition suivante :

Théoréme 4.2.1. En partant du noeud racine (de plus haut niveauw) de G, lalgorithme
glouton+ (resp. glouton ) atteint sa cible en log A sauts (resp. O(2°94m™) log A)) si et
seulement st ¢ > 6.

4.2.4 Expérimentations

Dans [DHO08, Don06], nous avons proposé une interface de navigation basée sur G,
avec ¢ = 6. Il est important de signaler que plus la valeur ¢ augmente, plus le degré
maximal du graphe est important (de 'ordre de 20(cddim)),
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FIGURE 4.2 — a) Données initiales. b)Arbre d’échantillons T" pour les images indexées par
Colour Layout.
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L’utilisateur peut ainsi se promener dans G'7 . en ayant uniquement une vision locale.
Dans la figure 4.3, I'image courante est la premiére (encadrée en rouge), on ne montre que
les images voisines du niveau courant et la cible est représentée & droite. La possibilité de
monter/descendre dans les niveaux peut étre vue comme des opérations de raffinement
(zoom) ou de généralisation (dezoom).

Nous avons mené 5 expériences de recherche d’images avec 11 utilisateurs. Chaque
expérience consiste & trouver une séquence de 5 images différentes, impliquant un total
de 55 taches de recherche par expérience. Les images cibles ont été choisies de maniére
aléatoire et sont les mémes pour tous les utilisateurs. La table 4.2.4 décrit les paramétres
de chaque expérience. Pour obtenir une comparaison, chaque expérience est aussi répétée
avec un affichage complet de la collection (recherche linéaire) ainsi qu’avec le graphe de
navigation Gr¢ (navgraphe). La premiére collection (faces) est un exemple dans lequel
toutes les images sont perceptuellement trés similaires et la tache de recherche est déli-
cate. Dans la seconde collection, I’objectif principal est de montrer 'impact du caractére
interprétable du descripteur.

Les mesures de performances sont

— le temps de recherche : le nombre de clics (sauts) et le temps de recherche (en
secondes) ;

— le tauz de réussite ;

— la charge cognitive, ¢’est-a-dire la quantité d’informations que 'humain doit traiter.
Cela correspond exactement au nombre d’images affichées simultanément. Il s’agit
du degré des sommets du graphe de navigation.

En résumé (voir [Don06, DHO8| pour ’ensemble des résultats), dans nos expériences, le
temps médian de recherche est de 'ordre de 25s pour le graphe de navigation et de 30s
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Exp. || Collection d’images Descripteur et me- | Interface
sure de dissimila-

rité
1 265 images d’'un méme mo- | Luminance NAVGRAPH ¢ = 6.
deéle de visages (faces) avec | € [0,1]4% | (H = 5 |, A =
3 degrés de liberté et  norme L1 | 22.95)
(Tlog(A4)] = 6).
2 500 images-clés du corpus | ID et norme associé | NAVGRAPH ¢ = 6.
TRECVID 2002 corpora | ([log(A)] = 7). (H =6, A =
(trec) 10.73)
3 500 images-clés (comme exp. | MPEG7 CLD | NAVGRAPH ¢ = 6.
2) (12 coefficients) | (H = 4 , A =

et norme L2— | 46.76)
pondéré [BMRS02]
([log(A)] = 7).

4 265 images (comme exp. 1). recherche linéaire.
5 500 images (comme exp. 2). recherche linéaire.

TABLE 4.1 — Jeux de données (H : médiane du nombre de sauts en moins 120s, A : charge
cognitive moyenne).

pour la recherche linéaire si la cible est trouvée car nous avons limité le temps de recherche
a 2 minutes. Le taux de réussite est de 'ordre de 95% pour le graphe de navigation et 85%
pour la recherche linéaire. Ceci montre I'intérét du graphe de navigation par rapport a
I’affichage exhaustif de collections de quelques centaines d’images. Nous avons reproduit
ces expéricences a des collections de 1000 et 2000 images pour lesquelles l'avantage du
graphe de navigation est plus flagrant. Cependant, un passage a une plus grande échelle
(plusieurs dizaines de milliers) nécessite une meilleure "qualité" d’indexation car nous
sommes de plus en plus confrontés & des problémes de fossé sémantique ainsi qu’a une
limitation de la charge cognitive pour limiter le temps de décision ® de 'utilisateur.

4.2.5 Un algorithme de réduction de dimension pour ’exploration d’une
collection d’images

Aprés avoir sélectionné les images a afficher, se pose la question de la visualisation :
comment disposer les images? L’objectif de ce travail est de visualiser les dissimilarités
d’une collection d’images dans le plan afin d’explorer la collection. Si les dissimilarités
représentent un espace métrique, le principe est donc de plonger I'espace métrique dans
le plan avec une distortion faible avec une contrainte forte : ce ne sont pas des points que
I’on plonge mais des images, c’est-dire des rectangles. Il faut donc aussi tenir compte des
problémes d’occlusion.

6. correspondant au temps de latence en routage
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Techniques de réduction de dimension

Le principal objectif est que les similarités et dissimilarités de I’espace métrique initial
soient bien reflétées en petite dimension. Ces deux objectifs sont antagonistes : prenons
n points pour lesquelles les distances de toute paire sont les mémes. Essayons de les
plonger dans une grille euclidienne de dimension D. La distortion” est Q(n!/P) pour
tout plongement. Nous utilisons parfois abbréviation MDS ("multivariate dimension
scaling") pour parler d’algorithmes de réduction de dimension.

Un algorithme de plongement dans un espace euclidien de dimension D consiste a
affecter a chaque point p d’un espace métrique une coordoonnée p(p) € RP. La distance
d(p, q) est la distance euclidienne entre p(p) et p(q). La distortion d’un plongement peut
se mesurer de plusieurs maniéres :

— le stress est une mesure globale : \/Zp > atp %‘% ;
p q47p ’

I(p,q)
d(p,q)*

La présence de clusters® dans les données et la capacité d'un algorithme de plon-
gement & bien les représenter en 2D est un élément important pour 'analyse visuelle
de données. Les techniques usuelles ne sont pas dédiées a cette tache et les espaces mé-
triques sont souvent considérés globalement. L’espoir tacite est que si on plonge un espace
métrique en 2D avec une faible distorsion, les clusters apparaissent naturellement.

Afin d’effectuer de bonnes comparaisons en tenant compte de cette caractéristique,
nous avons eu besoin de jeux de données qui contiennent des clusters. Un corpus bien
défini de données partitionnables® est difficile a trouver. D’autre part, il existe plusieurs
maniéres de définir des clusters.

Les deux principales approches de MDS consistent soit en une analyse des vecteurs
propres de la matrice de dissimilarités (c’est 'approche statistique de ’analyse en com-
posante principale, 'ACP) ot l'usage de modéles physiques : modéles & base de ressorts
ou d’attraction/répulsion (voir [FR91, Ead84]. Dans les modéles physiques, le point de
départ est un placement aléatoire des points et on laisse agir les forces du systéme 19 afin
de minimiser I'énergie totale du systéme.

Les algorithmes physiques sont préférés dans le domaine de la visualisation d’infor-
mation de part leur nature itérative qui permet a l'utilisateur de visualiser le systéme en
évolution et d’intéragir avec lui.

Dans les deux approches, le principal inconvénient est la complexité en temps. Sans
hypothése particuliére, la complexité en temps est ©(n?). Pour les modéles physiques, des
améliorations peuvent étre faites pour réduire le temps a : O(n?) dans [Cha96], O(n?/?)
dans [MRCO03] et O(nlogn) dans [JM04]) sans dégradation particuliére des différentes
mesures de distorsion lorsque les points sont distribués aléatoirement dans un espace

— Détirement est une mesure individuelle : max, 4

7. Dans ce cas, il s’agit du ratio d’aspect de ’espace métrique plongé
8. Terme anglais pour désigner un ensemble de points proches les uns des autres et dissimilaires des
autres points
9. avec un découpage naturel des données en clusters.
10. les forces sont calculées de maniére a ce que la distance euclidienne entre les points tende vers leur
distance initiale dans ’espace d’origine
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FIGURE 4.4 — b) Visualisation de la collection TREC2002CLD.

D-dimensionel. Par contre, les expériences révélent que la distorsion des algorithmes les
plus rapides est bien plus grande dés que les jeux de données sont partitionnables ou
que le ratio d’aspect de la métrique est grand. On peut expliquer ce phénoméne assez
facilement : les différents algorithmes de plongement évoqués sont des heuristiques dans
le sens o (1) aucune garantie sur la distorsion n’existe et que (2) le temps d’exécution
ne représente qu’un temps de convergence supposé assez long pour mener & un état
stationnaire. Les algorithmes de plongement les plus rapides sont d’ailleurs basés sur des
échantillonnages dans lesquels les petits clusters ont du mal & étre pris en considération.

Notre contribution Dans [DH06],nous avons proposé :

— I-Pack (pour Iterative Packing), un algorithme de placement d’images en 2D de
faible distorsion effective. L’hypothése de départ est que les dissimilarités entre
images peuvent étre calculées ou sont données (quelle que soit la forme). La com-
plexité en temps est O(20(44M)p Jog A). 1l est important de signaler que bon nombre
de jeux de données réels sont décrits dans des espaces de grande dimension mais
possédent une petite dimension doublante ddim. Notre méthode est basée sur deux
points :

1. la construction d’une hiérarchie d’échantillons de plus en plus dense. Dans
chaque échantillon, toute paire d’élements est séparée d’une distance minimale
dépendant de 'index de I’échantillon ;

2. le placement en deux dimensions des éléments de I’échantillon, représenté par
des rectangles, garantit une séparation minimale entre les rectangles.

— Une méthodologie pour générer des jeux de données aléatoires (cf. Figures 4.7) en
fixant simultanément plusieurs paramétres : cardinalité, dimension doublante, ratio
d’aspect, taille des clusters, ...
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a) b)

FIGURE 4.5 — b) Visualisation de la collection TREC2002CLD en maximisant les tailles
des images. a) Détails de la zone avec des images partageant des composantes de bas
niveau.
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FIGURE 4.6 — Visualisation de la collection faces. a) Vue générale b) Détails d’une zone
avec des images partageant un méme contenu (pose + illumination).
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— Des comparaisons effectives sur des jeux de données réels ou synthétiques (cf. Fi-
gure 4.8). Des expériences montrent que le temps d’exécution et les mesures de
qualité sont particuliérement intéressantes pour I-Pack dés lors que les données
sont partitionnables. Nous avons également proposé une nouvelle mesure de qualité,
nommée la stabilité du placement afin de mesurer les modifications du placement
lors de ’ajout/suppression d’items.

— Nous avons proposé une interface de navigation qui implémente simultanément le
placement et I'arbre d’échantillonnage issu de G (cf Figures 4.6 et 4.4).

1 AT AT 11T 1T (TS AT AT AT AT AT (TN

FIGURE 4.7 — Arbre d’échantillon d’un jeu de données partitionnable avec 13 clusters de
taille 20

4.2.6 Perspective : vers plus d’intéraction.

En résumé, nos techniques permettent de bien sélectionner et placer les images. 1l
peut s’avérer impossible d’obtenir un étirement petit pour toutes les paires d’images.
Dans ce cas-1a, des techniques d’intéractions locales (cf. [MCH™09]) sont particuliérement
adaptées pour visionner rapidement le voisinage d’une image dans le graphe de navigation
lors d’affichage global d’une collection.

4.3 Vers des requétes plus complexes ... celles des bases de
données

Ce travail peut étre considéré comme de la recherche en cours. L’objectif général est
de proposer dans un premier temps un éclairage nouveau sur des problémes classiques de
bases de données et de concevoir & plus long terme des algorithmes distribués avec ga-
rantie de performances dédiés & la fouille de données. Des travaux préliminaires effectués
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avec Sofian Maabout et Radu Tofan sont présentés dans [HMT09a, HMT09b, HMT09c].

4.3.1 Optimisation de requétes

Dans les applications OLAP (On-Line Processing Analysis), la rapidité de I’évaluation
des requétes analytiques est primordiale. En effet, les utilisateurs posent des requétes com-
plexes, difficiles & optimiser par les systémes de gestion de bases de données classiques.
Ainsi, on a souvent recours & un pré-calcul ou d’une maniére équivalente a la maté-
rialisation !' des réponses aux requétes les plus souvent exprimées par les utilisateurs.
Cependant, ces derniéres peuvent étre trop nombreuses pour étre toutes pré-calculées et
ceci pour deux raisons : soit & cause du temps qu’il faudrait pour toutes les calculer ou
bien en raison de I'espace mémoire nécessaire pour toutes les stocker. Ainsi, on utilise
des algorithmes permettant de choisir les “meilleures” vues (ou réponses aux requétes) a
matérialiser.

Les données sont représentées par une table T" définie sur un ensemble d’attributs D.
Une requéte sur la table est typiquement formulable grace a la logique du premier ordre.
Dans notre travail, nous ne considérons que les requétes en langage SQL de la forme :
SELECT c,<Mesures> FROM T GROUPBY ¢ WHERE <condition> ot ¢ C D désigne
une liste d’attributs. On appele cuboide la sous-table de T définie par un sous-ensemble
d’attributs 2. Le cube de données est constitué de ’ensemble des cuboides. Que ce soit en
présence ou absence de hiérarchies entre certains attributs (ou dimensions), le nombre de
cuboides existants dans le cube de données C est supérieur ou égal a 2 (sans hiérarchie,
on suppose ici que C = 2P).

Les performances des algorithmes de sélection sont évaluées selon trois critéres :

1. l’espace mémoire requis pour stocker les vues sélectionnées;

2. le temps d’évaluation des requétes;

3. le temps d’exécution de l’algorithme de sélection.

A titre indicatif, sans pré-calcul, c’est & dire sans sélection de vues, le temps d’évaluation
d’une requéte est proportionnel au nombre d’entrées |T'| de la table de faits T'. En effet,
un parcours complet de T est nécessaire pour répondre. Si on décide de matérialiser &
I’avance le cube de données complet, on peut alors accéder directement au cuboide c
correspondant & la requéte. Le temps de réponse devient donc optimal 13.

La plupart des solutions proposées jusqu’ad présent consistent & choisir un sous-
ensemble de vues permettant d’optimiser 1’évaluation des requétes sans dépasser une
limite d’espace mémoire fixée par l'utilisateur. Certaines variantes de ce probléme ont
éte étudiées : (1) la nature des données qu’on peut stocker, e.g seulement des vues avec/-
sans index (I'index sert a accéder lors de D'existence de la clause de condition), (2) le
modéle de coit e.g minimiser non seulement le temps d’évaluation des requétes mais
aussi la cotit de mise & jour ou finalement (3) Pensemble des requétes susceptibles d’étre
posées e.g toutes ou bien un sous-ensemble. Dans ce dernier cas, le probléme peut étre

11. La matérialisation consiste en un stockage sur disque des parties de la base
12. ce qui correspond & la projection de 7' sur un sous-ensemble d’attributs
13. si on ne considére pas de conditions particuliéres sur les valeurs d’attributs
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FIGURE 4.9 — a) Treillis des cuboides - la taille des cuboides est indiquée ; b) Bordures
(en bleu) pour f = 10°.

raffiné en considérant la fréquence {p;},—i.|c| ou charge de travail des requétes Q@ C C
que l'on veut optimiser. Nous nous intéressons dans notre étude & un cadre général dans
lequel Q correspond a des cuboides ou requétes pertinents. Ils peuvent étre définis de
maniére arbitraire par I’administrateur de la base de données ou sélectionnés parmi les
cuboides dont la fréquence est au dela d’un seuil fixé, c’est-a-dire les requétes fréquentes.

En général, le probléme peut étre décrit par un probléme d’optimisation sous contrainte :
la contrainte étant I’espace disponible qu’il ne faut pas dépasser et la fonction & optimiser
est le colit moyen des requétes qu’il faut minimiser.

Dans [HMT09a, HMT09b], nous proposons que la contrainte soit une contrainte de
performance. Dans un monde idéal, le temps de réponse a une requéte ¢ est égal a |g|, & un
facteur de normalisation prés. Pour avoir un tel temps de réponse, il faut stocker toutes
les réponses a ’avance. Cette solution est inenvisageable. Si on se permet de dégrader le
temps de réponse d’un facteur f avec une petite valeur de f > 1, on peut espérer n’avoir
& pré-calculer qu’une petite partie du cube de données et ceci en un temps raisonnable.
L’objectif dans notre approche consiste donc & minimiser 1’espace mémoire requis pour
stocker un sous-ensemble de cuboides S C C garantissant un temps de réponse pour une
requéte ¢ € Q d’au plus f - |q|.

A notre connaissance, aucune des solutions proposées dans la littérature [GHRU97,
TCFS08| n’offre un bon compromis entre complexité de l’algorithme de sélection, mini-
malité du coilit moyen de la solution et garantie de performance.

Algorithmique des treillis. Notre solution est basée sur des algorithmes performants
sur les treillis. En effet, on peut naturellement définir un ordre partiel sur les cuboides
d’une table de faits (cf. Figure 4.9). Informellement, un cuboide ¢’ est "ancétre" d’un
cuboide ¢ si toute requéte exprimée sur g peut étre calculée a partir de ¢'. C’est le cas si
les attributs de ¢’ forme un sur-ensemble des attributs de g. Notre proposition consiste
a construire un ensemble de cuboides que nous appelons bordure B tel que tout élément
de Q posséde un ancétre dans la bordure qui lui est f-fois plus grand.

Nous avons proposé plusieurs solutions qui sont soit optimales (basées sur une for-
mulation en programmation linéaire en nombre entiers) mais trés cotteuses en temps
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FIGURE 4.10 — Exemple de gain de mémoire avec notre solution approchée (<1 seconde)
en comparaison avec la solution optimale (>1 heure avec CPLEX) pour f = D = 10.

et relativement peu réalistes (les tailles de cuboides doivent étre connues) ou des f et
f(1 4+ In|Q|)-approximations (basées sur des parcours de graphes et des variantes du
probléme set cover) de complexité limitée.

4.3.2 Un algorithme paralléle de calcul d’itemsets fréquents

Une variante de notre solution & la matérialisation partielle de vues peut servir a
un probléme classique de la fouille de données : 'extraction d’itemsets fréquents. Dans
[HMT09c|, nous revisitons ce probléme en proposant un calcul parallele des itemsets
fréquents.

Commencons par définir un peu de terminologie. Soit I = {i1,...,ixy} un ensemble
d’objets (nous parlerons aussi d’items). Soit 7 = {I3,..., Iy} un multi-ensemble avec
I; C T un ensemble d’objets (nous ’appellerons aussi itemset). 7 est appelée base de
transactions. Soit I C I un itemset, |I|7 désigne le nombre d’occurrences de I dans 7.
On notera simplement |I| quand 7 est fixé. ¢ = |7| désigne le nombre d’éléments de
T. La fréquence f(I) de I dans 7 est égale a % Un item I est s-fréquent si f(I) > s.
L’objectif de notre travail est de proposer un calcul distribué des éléments maximaux
appelés aussi bordure :

Définition 4.3.1 (Fréquent maximal). I est un itemset s-fréquent maximal si aucun de
ses sur-ensembles n’est s-fréquent. La bordure B(s) contient tous les itemsets s-fréquent
marimauz.

Par exemple, soit I = {A, B,C, D}. Soit T = {ABD,AB,ABD,CD,AD}. AD est
2/5-fréquent car f(AD) = 3/5 alors que C'D ne lest pas puisque f(CD) = 1/5. On a
que B(2/5) = {ABD}.

On rencontre le probléme du calcul des itemsets fréquents dans divers domaines : par
exemple, on peut étre intéressé par les chemins entre routeurs (items) les plus utilisés en
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considérant pour tout routage (transaction) la liste des routeurs (itemsets) traversés. De
maniére générale, U'extraction des itemsets fréquents est extrémement coliteuse car une
bordure peut atteindre 2V (si s = 0 mais pas seulement). Aussi, concevoir un algorithme
d’extraction des fréquents nous oblige & tenir compte de deux écueils qui sont le temps
pour calculer les fréquences (la table 7 peut étre parcourue plusieurs fois) ainsi que la
quantité de mémoire utilisée & chaque itération.
Les différents algorithmes existants et notre contribution sont résumés dans le tableau
4.2. Les mesures de performance sont :
— la mémoire requise pour chaque processeur (maitre et esclaves) ;
— le nombre de rondes exprimant le nombre de parcours de tables par un processeur ;
— le temps T' = T, +T;,, + T, correspondant au : (1) temps T, de calcul des fréquences
fait par les esclaves exprimé par le produit le nombre de lignes lues par le cofit
de calcul par ligne; (2) temps de calcul du maitre T,, de composition des résul-
tats partiels en résultat global - principalement calcul de moyennes; (3) temps de
communications T, exprimé en taille de messages échangés.
Il est a noter que jusqu’a présent, aucun modéle de temps n’avait été proposé dans la
littérature. Notre proposition permet de comparer d’un point de vue théorique les diffé-
rents algorithmes. De ce point de vue, APriori peut sembler aussi compétitif que MAFTA
ou MAX-Miner mais ces deux derniers algorithmes s’avérent bien plus performants en
pratique car ils utilisent des heuristiques dont une analyse de pire cas (comme l’analyse
présente) ne peut tenir compte.

Algorithme Mémoire ronde T, Th T,
APriori [AS94] oe2N/VN)| N |o@2V)
MAFIA /GenMAX [BCGO1, GZ05] | O2N/VN) | N/2 | O(t2N)
PickBorders [HMT09a] O(b) o2N) | 0(2Nt)
Parallel/MAX-Miner [CLOS8] 0@2N/VN) | N/2 | 0o | o) | o@Y)
Notre contribution o(b) 2N | O(21) | O(Nb) | O(2V)

TABLE 4.2 — Contribution (b = |B(s)|)

Pour indication, les complexités des versions séquentielles sont indiquées en supposant
que tout le calcul est fait par un processeur. Les versions paralléles existantes (principa-
lement Parallel MAX-Miner) partent du principe que chaque processeur est responsable
d’une proportion 1/k de 7 et que le maitre s’occupe de composer les résultats. Les in-
convénients sont multiples : les quantités de calculs effectués et la taille des messages
échangés sont indépendantes de la taille de la bordure.

4.3.3 Perspectives en distribué
Vers des algorithmes distribués avec garantie de performances
Notre solution actuelle est essentiellement efficace d’un point de vue de la mémoire

requise et du temps de calcul du maitre. Il serait bien entendu intéressant de la tester en
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pratique dans un environnement de type grille.

Pour l'instant, le temps de calcul est dominé par le nombre d’appels a la fonction
"calcul taille d’un cuboide" (pour la sélection de vues) et "calcul fréquence" (pour les
itemsets fréquents). Nous sommes en train d’étudier un algorithme probabiliste qui ga-
rantirait Poptimalité du nombre d’appels & un calcul (de 'ordre de ©(bD) [GKM™03]
basé sur un calcul itératif - et donc non parallélisable - de transversaux de graphes). Ce
temps est souvent négligé dans la littérature .

Etiquetages Compacts et distribués

Une autre direction est celle du codage compact, distribué, permettant des requétes
rapides. A ce jour, peu de résultats combinant toutes ces caractéristiques existent : si
la structure induite est un arbre (XML ou autre), on sait comment coder un arbre de
maniére distribuée en autorisant des requétes comme le test d’adjacence ou d’ancétralité
(cf. [AAKT06, FK09]). Malheureusement, les treillis considérés dans notre étude peuvent
s’avérer bien plus difficiles & appréhender. Pour les cubes de données, de nombreux al-
gorithmes de compression existent (basés sur les produits de partitions [CNCT09], ...).
Mais pour 'instant, le codage compressé de treillis n’a pas été considéré dans le cadre
distribué. Toutes ces voies sont prometteuses.

14. En pratique, des estimations grossiéres sont utilisées sans aucune garantie de précision.
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Chapitre 5

Autres contributions a
I’algorithmique distribuée

Nous présentons briévement des contributions & l’algorithmique distribuée qui ont été
publiées dans [DHSZ06] (diffusion épidémique) et dans [DHT04, BGH'09] (exploration
perpétuelle).

5.1 Diffusion d’information épidémique

Les articles qui traitent de la diffusion ont pour objectif de limiter I'usage de ressources
mémoire, le nombre de messages circulant dans le réseau et de borner le temps au bout
duquel chaque noeud est informé. La variété de modéles et de contraintes a déja donné
lieu & une littérature luxuriante mais la majorité des algorithmes possédent de nombreux
inconvénients qui empéchent leur usage dans de réelles applications : ils sont rarement
tolérants aux pannes! En effet, des chemins de diffusion sont souvent précalculés. Si un
noeud intermédiaire tombe en panne, le calcul d’un chemin de secours n’est pas forcément
prévu. Ils sont gourmands en mémoire et nécessitent une connaissance préalable et globale
du réseau. Ils sont inadaptés aux réseaux dynamiques (par exemple les réseaux mobiles
ad-hoc).

Une famille d’algorithmes pour la diffusion semble 'emporter sur les autres en terme
d’efficacité et de mise-en-place. Il s’agit des algorithmes de type “commérage” ou de
“contamination”. Ce sont des algorithmes probabilistes. Ils fonctionnent avec le principe
suivant : un noeud informé choisit de maniére aléatoire un noeud voisin en fonction
d’informations locales et lui envoie le message & diffuser. L’intérét de ce processus est
qu’il n’est pas nécessaire d’avoir des informations globales (topologie inconnue) sur le
réseau pour diffuser (donc léger en mémoire), et qu’il supporte dans de nombreux cas
les pannes et ’asynchronisme. Cependant, les analyses et comparaisons du temps de
diffusion sont exprimées lors d’executions synchrones.

En poussant les rumeurs Une premiére étude a été menée par Feige et al. [FPRU90]
en 1990. Les auteurs donnent des bornes supérieures et inférieures générales valides avec
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grande probabilité, Q(log(n)) et O(nlog(n)), pour le temps de diffusion d'un message
dans un graphe inconnu, n étant le nombre de noeuds. Un noeud contaminé choisit
uniformément au hasard un voisin et le contamine.

En poussant et tirant les rumeurs Un travail récent de Karp et al. [KSSV00| étudie
le modele de ’appel téléphonique aléatoire. A chaque ronde, chaque noeud choisit uni-
formément au hasard un voisin (plus ou moins comme avec Feige), la transmission de la
rumeur a alors lieu soit de I’appelant vers ’appelé - push transmission algorithm - soit de
I'appelé vers 'appelant - pull transmission algorithm -. Dans le cas du graphe complet,
ils ont montré que toute rumeur diffusée en O(log(n)) étapes nécessite en moyenne l'en-
voi d’au moins w(n) messages. L’introduction de la notion d’age d’une rumeur permet
d’arréter la diffusion de la rumeur complétement diffusée (ce qui n’est pas considéré par
Feige).

5.1.1 Diffusion épidémique dans le modéle rendez-vous

Dans notre étude, nous proposons un nouveau modéle de communication basé sur
les rendez-vous et nous analysons un algorithme multi-saut distribué pour diffuser un
message dans un environnement synchrone. Dans le modéle “rendez-vous”, deux voisins
peuvent communiquer si et seulement s’ils s’appellent mutuellement et simultanément.
Le modele “rendez-vous” - introduit en 2000 par Métivier, Saheb et Zemmari|MSZ00| -
dans le cadre de la diffusion est totalement nouveau.

Pourquoi prendre rendez-vous ? Le mécanisme de rendez-vous permet le controle de
congestion ou de collision afin de limiter I’échange d’informations avec au plus un noeud
voisin a la fois. Par exemple, le probléme de la maintenance économe des bases de données
répliquées a été proposé par Demers et al. [DGHT88]. La réplication est le processus de
copie et de maintenance d’objets dans un systéme distribué. Les changements appliqués
A un site sont capturés localement avant d’étre transmis et appliqués aux autres sites.
Reguliérement, chaque base de données essaye de comparer son contenu avec d’autres
bases de données. A cause de la taille des bases de données, la quantité d’informations
transmises et le temps requis pour la mise-a-jour peuvent étre énorme. Nous pouvons étre
intéressés par interdire qu’une base de donnée échange des données simultanément avec
plusieurs bases a cause de la taille des messages échangés. Les rendez-vous garantissent
cette propriété et la taille de transmission pour obtenir un rendez-vous peut étre trés
petite (seulement 'identité d’une base, ...). Plus généralement, le processus de rendez-
vous est utile dés que 'on veut minimiser la congestion, la quantité d’information pour
des taches de mise-&-jour dans des réseaux dynamiques : tables de routage dans les
réseaux mobiles, réseau de robots (& cause de contraintes physiques) ... Dans [MSZ02],
les rendez-vous sont utilisés pour élire de maniére aléatoire un noeud dans un graphe
anonyme.
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Le modéle de rendez-vous. Le graphe sous-jacent est considéré comme non-orienté.
Un sommet est contaminé s’il a recu le message envoyé par le sommet initial vg.

Le modéle peut étre implémenté de maniére totalement distribuée. L’analyse de la
complexité est fondée sur la notion de rondes. Plus précisément, & chaque ronde :

— pour chaque sommet v € V', choisir en paralléle aléatoirement et uniformément une

aréte incidente,

— si une aréte (v;,vj) a été choisie par v; et v}, il y a rendez-vous,

- s'il y a un rendez-vous et si v; est le seul contaminé, v; devient contaminé.

T est le temps de diffusion ou le temps de contamination ; c’est le nombre de rondes
nécessaires pour que tous les sommets du graphe G soient contaminés. Tz est une variable
aléatoire ; dans notre étude, on s’intéresse a son espérance mathématique E(Tg). 11 est
évident que la diffusion par rendez-vous est plus lente qu'un processus de diffusion en
poussant et en tirant puisqu’il nécessite une synchronisation locale. Nous donnons des
bornes assez précises sur E(Tq).

On peut formuler quelques remarques sur notre modéle : notre algorithme est sans
mémoire puisqu’on ne prend pas en considération le cas ot un voisin v; d’un sommet
contaminé v; a déja été contaminé. Plusieurs diffusions peuvent avoir lieu simultanément
et nous étudions le temps de diffusion d’une seule rumeur. Dans notre étude, les ennemis
sont le degré et le diameétre. Considérons deux étoiles a n/2 feuilles, relions les centres de
ces deux étoiles par une aréte. Dans notre modéle, ’espérance mathématique du temps
de diffusion est minorée par Q(n?) alors que dans le modéle de [FPRU90], elle est en
O(n) et avec grande probabilité Tz est en O(nlogn).

Nos résultats Le résultat principal de notre étude est ’encadrement suivant pour
tout graphe G : logo n < E(Tg) < O(n?). Plus précisément, pour tout graphe G de degré
maximum A, E(Tg) = O(An).

Nous montrons aussi qu’il existe des graphes pour lesquels 'espérance du temps de
diffusion atteint soit la borne inférieure soit la borne supérieure & un facteur constant prés.
Par exemple, pour les arbres binaires complets, E(T) = O(logyn) alors que E(Tg) =
Q(n?) pour les graphes double étoile. Pour les graphes 4 degré borné A et de diamétre D,
nous montrons aussi que E(Tg) = O(DA?1In A). Cette borne est serrée car pour un arbre
A-aire complet de diamétre D, E(Tg) = Q(DA%InA). Dans [MSZ00], il a été prouvé
que le graphe complet minimise le nombre moyen de rendez-vous, cependant, le temps
moyen de diffusion est ©(nlnn).

Les techniques principales sont basées sur ’étude des arétes de la coupe entre sommets
contaminés et les non contaminés. La principale difficulté est d’arriver a faire une analyse
de complexité amortie pour aboutir & des résultats fins.
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5.1.2 Perspective : Diffusion dans les graphes aléatoires k-out

Pour k > 2, I'étude des graphes aléatoires k-out ' pour une diffusion efficace n’a pas
été publiée & ce jour. C’est un travail fait avec Philippe Duchon. Les résultats sont juste
présentés sous forme de perspectives.

Pour un usage de diffusion économique dans un réseau pair-a-pair, le graphe k-out
est un bon candidat : le carnet d’adresses d’un réseau pair-a-pair est de petite taille
(2k en moyenne), une requéte de choix aléatoire de noeuds dans un réseau pair-a-pair
est une requéte envisageable (méme si on ne sait pas faire aléatoire et uniforme), ... A
notre connaissance, le travail de diffusion épidémique et économique est celui de Karp
[KSSV00]. Cependant pour obtenir une diffusion totale en O(logn) rondes, non seulement
leur modeéle nécessite w(V) messages mais chaque message est horodaté.

En utilisant un k-out aléatoire comme graphe de diffusion, nous montrons que :

— Pour k > 2, avec grande probabilité, un graphe aléatoire non orienté k-out est
connexe et de diamétre logarithmique. Il contient une grande composante fortement
connexe de taille au moins N/2. Tout noeud est a distance au plus O(loglog N) de
cette composante.

— Pour k£ > 2, toute rumeur peut étre propagée en utilisant I’algorithme "en poussant"
dans un graphe k-out aléatoire en O(log V) rondes, avec O(N) messages.

La meilleure performance des graphes k-out provient de la trés faible redondance, de

I’ordre de k, des messages recus par chaque noeud.

5.2 Exploration perpétuelle

L’exploration perpétuelle de graphes et de réseaux consiste & ce qu’un jeton ou mes-
sage parcourt indéfiniment a ’aide d’un méme algorithme distribué stocké dans chaque
noeud. Les applications sont multiples :

— exclusion mutuelle : On cherche a garantir que 'accés a une ressource du réseau
soit exclusif et limité & un noeud. Le principe consiste a faire circuler un jeton dans
le réseau et seul le possesseur du jeton a accés a la ressource critique.

— Mise-a-jour perpétuelle : des informations stockées & des noeuds peuvent étre mises
a-jour, des alertes lancées. C’est une forme de diffusion lente.

Le véritable intérét de nos résultats est qu’ils traitent d’algorithmes auto-stabilisants,
c’est-a-dire d’algorithmes tolérants des pannes transitoires. Dans notre contexte, les
pannes ont des significations multiples : corruption de la mémoire d’'un noeud mais aussi
changement de topologie du graphe sous-jacent (arrivée ou départ de noeuds, ajout ou
suppression de liens).

1. Dans un graphe k-out, chaque sommet choisit de maniére aléatoire uniforme k sommets auxquels
il se relie. Ensuite, on peut désorienter les arétes. Le degré d’un sommet n’est donc pas nécessairement
égal a 2k.
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5.2.1 Algorithmes d’exclusion mutuelle probabilistes auto-stabilisants

Le probléme de I’exclusion mutuelle est un probléme fondamental dans le domaine
de l'informatique répartie. Considérons un systéme réparti de n processeurs. Tous les
processeurs, de temps a autre, peuvent avoir & exécuter une section critique de leur code
durant laquelle exactement un processeur est autorisé & utiliser une ressource partagée.
Un systéme réparti qui résoud le probléme de ’exclusion mutuelle doit garantir les deux
propriétés suivantes : (i) exclusion mutuelle : exactement un processeur est autorisé a
exécuter sa section critique a un instant donné; (i) équité : tout processeur doit étre en
mesure d’exécuter sa section critique infiniment souvent au cours de ’exécution.

Auto-stabilisation. Le concept de I’auto-stabilisation a été introduit pour la premiére
fois par Dijkstra en 1974 [Dij74]. Ce concept est maintenant considéré comme la technique
la plus générale pour concevoir des systémes qui tolérent des défaillances transitoires ar-
bitraires. Un systéeme auto-stabilisant garantit que, en partant d’un état initial arbitraire,
le systéme converge vers un état correct en un nombre fini d’étapes, et reste correct en
I’absence de nouvelles défaillances (cf. [Dol00]).

Intuitivement, un protocole d’exclusion mutuelle auto-stabilisant par passage de jeton
garantit que, méme si on part d’un état ou la spécification de ’exclusion mutuelle n’est
pas respectée (zéro ou plusieurs jetons sont présents dans le systéme), alors en un nombre
fini d’étapes, un seul jeton circule équitablement dans le réseau. En pratique, on se borne
a prouver qu’a partir d’une configuration & plusieurs jetons, on aboutit en un temps fini
a une configuration a jeton unique. En effet, il a été prouvé dans [KP93] dans le cas ou
on se trouve dans un systéme réparti ol les processeurs communiquent par passage de
messages, il est indispensable de disposer d’un mécanisme de temporisation (timeout)
pour injecter des jetons spontanément : si un tel mécanisme n’est pas disponible, le
systéme ne peut étre auto-stabilisant puisqu’il se retrouverait bloqué en démarrant d’une
configuration initiale sans message.

Travaux précédents

Un peu de terminologie est nécessaire. Un réseau est uniforme si tout processeur exé-
cute le méme code, et il est anonyme si les processeurs ne disposent par d’identificateurs
pour exécuter des sections de code différentes. Si un protocole fonctionne dans un réseau
uniforme et anonyme, alors il fonctionne a fortiori dans un réseau non uniforme ou non
anonyme. Depuis les trois protocoles d’exclusion mutuelle auto-stabiliante par passage
de jeton proposés dans 'article fondateur [Dij74|, de nombreux travaux ont traité de ce
probléme dans différents contextes et par exemple |Her90, BCD, BGJ, DGT, Ros, Joh]
dans le cas des anneaux de processeurs unidirectionnels anonymes et uniformes.

Un protocole d’exclusion mutuelle par passage de jeton est transparent vis & vis
de 'application qui utilise le protocole s’il ne modifie pas le format des jetons qui sont
échangés par I’application. Une telle propriété est souhaitable si par exemple le contenu du
jeton est utilisé par 'application (c’est le cas dans un réseau de type Token Ring ou FDDI,
ou le jeton contient également les informations devant étre transmises au destinataire).
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En effet, un protocole transparent est plus facile & implanter (il ne modifie pas le format
des trames de l'application) et plus facile & intégrer & des réseaux hétérogeénes (dont
certaines parties utilisent un protocole de passage de jeton différent). En outre, la charge
de la vérification de I'intégrité des messages peut étre déléguée entiérement & ’application.
Parmi les protocoles précités, seuls [Her90, BCD] et le protocole synchrone de [DGT] sont
transparents vis a vis de ’application qui utilise le protocole. Les protocoles présentés
dans [BGJ, DGT, Ros, Joh]| utilisent soit plusieurs types de jetons (et donc ajoutent
un champ type aux messages de 'application), soit des informations supplémentaires a
chaque jeton circulant de maniére & assurer la stabilisation.

Un critére important pour évaluer l'efficacité de la stabilisation d’'un protocole est
de calculer son temps de stabilisation ou temps de convergence, noté T', c’est-a-dire le
temps qu’il faut pour passer d’une configuration contenant un nombre arbitraire de je-
tons & une configuration a jeton unique. Comme montré dans [BP89], il est impossible de
résoudre le probléme de I'exclusion mutuelle auto-stabilisante dans un anneau unidirec-
tionnel anonyme et uniforme au moyen d’un protocole déterministe. Aussi les solutions
précédentes sont-elles toutes probabilistes. Parmi celles-ci, [Her90, BCD] ne proposent
pas de calcul du temps de stabilisation, et les temps de stabilisation moyens attendus de
[BGJ, DGT, Joh] sont de I'ordre de O(n?), ot n désigne la taille de 1'anneau, et celui
de [Ros| est de l'ordre de n2. 1l est évident que le temps de stabilisation est en (n),
puisque si on part d’une configuration & deux jetons diamétralement opposés, il faut au
moins n/2 unités de temps pour qu’un jeton rattrape l'autre.

Un autre critére d’évaluation est celui du temps de service, c’est a dire le temps, en
phase stabilisée, entre deux passages du jeton sur un processeur. Ce temps est important
pour évaluer les performances du protocole quand il n’y a pas de défaillances et ainsi
évaluer son surcolit par rapport & un protocole non stabilisant. Dans un systéme & n
processeurs, le temps de service est en Q(n), puisque si chaque processeur attend le
minimum de temps, il attend autant que les autres. Le temps de service n’est pas calculé
dans [Her90, BCD, BGJ|, et il est dans [DGT, Ros, Joh| de l'ordre de n3, n?, et n,

respectivement.

Notre contribution

Dans [DHT04], nous proposons plusieurs protocoles auto-stabilisants pour les réseaux
synchrones anonymes et uniformes en anneau unidirectionel ot les processeurs commu-
niquent par échange de messages.

Analyse fine de protocoles existants. Les deux premiers protocoles sont des trans-
positions dans un modele a passage de messages des protocoles de [Her90, BCD] (pour un
protocole sans mémoire et sans connaissance de la taille du réseau) et de [DGT] (pour un
protocole avec 1 bit de mémoire et sans connaissance de la taille du réseau)) qui utilisent
un modeéle & mémoire partagée. Par une analyse fine de complexité, nous montrons que
’équivalent de [Her90, BCD| converge en temps ©(n?) en moyenne, et que son temps
de service est en ©(n?) en moyenne (ces deux complexités n’étaient pas calculées dans
les articles cités). Puis nous montrons que ’équivalent du protocole synchrone de [DGT]
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converge en temps moyen O(n?) et que son temps de service est en ©(n) (il était prouvé
seulement O(n?) dans l’article original).

Nouveaux protocoles. Nous avons également proposé plusieurs protocoles originaux
basés sur la notion de ralentisseur. A tout instant, chaque processeur posséde un état :
normal ou ralentisseur. La processus de changement d’état est probabiliste. Chaque pro-
cesseur peut se proclamer ralentisseur et ralentir les jetons qu’il recoit avec une certaine
probabilité, c’est-a-dire empécher 'envoi de jetons tant qu’il reste dans I’état ralentis-
seur. Suivant la puissance du ralentisseur considéré (quantité de mémoire disponible),
les résultats de complexité obtenus sont différents, mais chacun des protocoles que nous
proposons a un temps de convergence moyen et un temps de service moyen en O(n) (de
maniére certaine pour un des protocoles). Le dernier protocole du tableau 5.1 est optimal
au regard de toutes les mesures de performance considérées.

Protocole Connaissance | Temps de Temps de | Mémoire | Uniforme | Transparent
de n stabilisation | service
[BGJ] oui 0(n?) Oo(n®) O(log(n)) | oul non
[Ros] non O(n?) O(n?) 0(1) oui non
[Joh] oui O(n?) O(n) O(log(n)) | oui non
SansMémoire | non O(n?) O(n) 0 oui oui
Mémoirelbit | non o(n?) O(n) o(1) oui oui
Ralentisseurl | oui O(n) O(n) O(log(n)) | oui oui
Ralentisseur2 | oui O(n) O(n) O(1) oui oui

FIGURE 5.1 — Récapitulatif des résultats

Chaines de Markov.

Les techniques de nos preuves sont basés sur une analogie entre le temps d’atteinte
d’un sommet dans un chemin lors d’une marche aléatoire et le temps de stabilisation :
les sommets du chemin sont numérotés de 0 & n/2 et représentent la distance entre deux
jetons consécutifs. Le temps d’atteinte est le temps au bout duquel la distance devient
nulle, i.e. les deux jetons fusionnent, lorsque les jetons suivent des marches aléatoires avec
ou sans mémoire. L’astuce consiste & considérer les deux jetons les plus proches mais la
difficulté est que ce n’est pas toujours la méme paire de jetons qui se retrouve étre les
plus proches. Pour remédier & ce probléme, notre analyse est faite sur un processus qui
est garantit étre plus lent que le processus réel, extrémement difficile & étudier.

5.2.2 Exploration eulérienne

Le modeéle rotor-router, aussi appelé Machine de Propp, a été considéré comme une
alternative déterministe & la marche aléatoire. Il est connu que le chemin suivi par un
agent mobile dans un graphe non-orienté contr6lé par un mécanisme de rotor-router finit
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par former un cycle eulérien? en remplacant chaque aréte par deux arcs orientés dans

les deux directions opposées. Le déplacement de ’agent mobile/message est régi par le
processus suivant :

— Pour tout noeud, un ordre cyclique des arcs sortant est fixé et le noeud stocke le

dernier arc sortant utilisé par 'agent ;

— Tout agent mobile arrivant & un noeud est redirigé vers I’arc sortant suivant dans

lordre cyclique.*
Le temps de convergence, exprimé en nombre de traversées de sommets, vers un parcours
eulérien dépend de I’état initial du systéme. Il est important de noter que le mécanisme
rotor-router est auto-stabilisant : si le réseau change de topologie ou l'ordre cyclique est
modifié, on finira & nouveau par trouver un cycle eulérien.

Dans un travail récent [YWBO03|, Yanovski et al. ont montré qu’indépendamment de
la configuration initiale du systéme, en utilisant un mécanisme de rotor-router, un agent
mobile finit par suivre un cycle eulérien en temps inférieur & 2mD ot D est le diamétre
du graphe. Cette borne supérieure est atteinte par le graphe "sucette" 3.

Résultat Dans [BGH'09], nous examinons la dépendance du temps de convergence
vers un cycle eulérien avec I’état initial du systéme. Nous développons une étude de cas
sous la forme d’un jeu entre un joueur dont le but est d’obtenir un temps de convergence
minimal et un adversaire avec 'objectif inverse. Le joueur ou l'adversaire a le choix de
'initialisation des ordres cycliques et/ou des premiers arcs. L’ordre du jeu, ¢’est-a-dire si
le joueur joue avant ou aprés l'adversaire, a des conséquences. Par exemple, il existe des
cas pour lesquels le temps de convergence est O(m). D’un autre coté, si 'adversaire a la
possibilité de fixer initialement 'ordre cyclique des arcs et des permiers arcs sortants, le
temps de convergence atteint Q(mD) pour tout graphe de m arétes et diamétre D. De
plus, nous montrons que si adversaire fixe ’ordre cyclique aprés que le joueur ait fixé les
premiers arcs sortants alors le temps de convergence est majoré par O(m min{logm, D}).
Dans ce cas, nous proposons également une classe de graphes pour lesquels le temps de
convergence nécessite (mlogm). Dans les deux derniers cas, nous exhibons des graphes
nécessitant Q(mD) et des familles non triviales de graphes de grand diameétre nécessitant
un temps O(m).

2. Pour rappel, un cycle est eulérien s’il passe par toutes les arétes - pour nous arcs - du graphe une
et une seule fois.
3. Ce graphe est constitué d’une clique et d’un long chemin relié & un sommet de la clique
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