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Introduction

Métastabilité

Dans cette these, nous nous sommes consacrés a ’étude de la métastabilité
de certaines diffusions fini- et infini-dimensionnelles.

Le concept de phénomene métastable est trés large et peut étre compris de
beaucoup de manieres différentes. Succinctement, on peut parler de métasta-
bilité d’un systéme (pas nécessairement aléatoire) lorsque celui-ci reste dans
des régimes stationnaires apparents et différents suivant les échelles de temps
considérées. Dans les cas qui nous intéressent, ces régimes différents sont de
vrais états d’équilibre stables pour une équation différentielle (ordinaire ou
aux dérivées partielles) entre lesquels le processus effectue des transitions dues
a la présences de perturbations stochastiques d’intensité faible.

L’état du modele change alors d’équilibre suivant la fenétre temporelle uti-
lisée. Ces transitions se produisent tres brusquement et sont imprévisibles, pro-
priété issue du caractere markovien des modeles que nous considérons. Pour
mieux comprendre la spécificité du comportement métastable, on peut compa-
rer ce qui se passe pour un systeme ”classique” ayant un équilibre stable et un
systeme métastable.

Pour un systeme classique qui atteint un équilibre stable, son histoire peut
se résumer en une échelle de temps. En temps court, on observe un régime
transitoire : initialement hors-équilibre, le systeme atteint le point d’équilibre
stable et se retrouve fixé dans ce régime stationnaire. On parle notamment d’un
phénomene de relaxation. Dans une échelle beaucoup plus longue, le systeme
reste a I’équilibre.

Ezxemple 1. Ainsi pour I’équation différentielle § = —Ay pour A > 0, la solution
est simplement y(t) = yoe ™ et 0 est le seul équilibre stable. On peut voir

que dans un temps T = %, le régime stable est quasiment atteint puisque
u(T) < e7% = 0,007. Puis I’état du systéme ne change plus et s’approche de 0.

Yo

Un systeme métastable, en revanche, va exhiber une échelle (ou plusieurs)
de temps intermédiaire qui s’intercale entre une échelle tres courte transitoire
nécessaire pour atteindre un premier équilibre et ’échelle la plus longue cor-
respondant par exemple & un équilibre final. Aprés un régime transitoire initial
correspondant a la relaxation, I’état du modele reste apparemment a 1’équilibre
pour des temps tres longs puis abruptement, le systéme subit une transition
d’un équilibre a un autre. Un systeme métastable peut ainsi se décrire par une
succession de régimes différents présents a des échelles de temps distinctes.

Les propriétés communes a la métastabilité sont :

— la succession de régimes d’équilibre apparents,

7
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FIGURE 1: Simulation d’une diffusion dans un double puits symétrique

— les échelles de temps distinctes entre ces équilibres

— la rapidité des transitions d’un régime a un autre

— l'imprévisibilité de la transition.

On verra dans quelques exemples tirés de la littérature qu’il s’agit d’'un phé-
nomene tres courant dans les systémes "naturels”, en physique, en chimie, en
écologie (ol on peut rapprocher cette notion de la résilience d’un écosysteme),
en climatologie. Les principales questions que ’on peut choisir de poser pour
ces systemes sont :

— Quels sont les états (régimes) métastables ?

— Quels sont les échelles de temps mises en jeu?

— Comment les calculer ?

Nous nous sommes intéressés plus spécifiquement au calcul des espérances
des temps des transitions (donc des échelles de temps). Nous avons montré que
pour une classe d’équations aux dérivées partielles stochastiques on peut cal-
culer ces espérances en utilisant une discrétisation en espace, c’est-a-dire en se
ramenant a la dimension finie. Puis en prenant la limite du pas de discrétisation
tendant vers 0 tout en controlant les erreurs, on peut calculer les temps de tran-
sitions. Ce calcul utilise des résultats de théorie du potentiel. Nous proposons
aussi une généralisation en dimension finie du calcul des temps de transition,
elle s’applique a la dimension infinie.

Ce travail a donné lieu a trois articles :

1. un article en collaboration avec Anton Bovier et Sylvie Méléard intitulé
Uniform estimates for metastable transition times in a coupled bistable
system, publié dans FElectronic Journal of Probability, Vol. 15, pp. 323-
345, 2010 ([4]). Cet article constitue le chapitre 3 et est la base nécessaire
au calcul des espérances en dimension infinie.

2. un article intitulé Sharp asymptotics of metastable transition times for
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one dimensional SPDEs, soumis a publication aux Annales Henri Poin-
caré : Probabilités et Statistiques, [2]. Cet article constitue le chapitre 4
et réalise effectivement le calcul des temps de transition en dimension
infinie.

3. un article en collaboration avec Anton Bovier, en fin de préparation,
intitulé Sharp metastable estimates for degenerated cases of gradient drift
diffusion, [3]. Le chapitre 1 reprend cet article.

Les deux premiers articles sont consacrés a la dimension infinie tandis que le
troisiéme est une généralisation des résultats de [21] en dimension finie.

Systémes markoviens

Dans le cadre décrit, la métastabilité est un phénomeéne apparaissant en
présence de perturbations qui seront pour nous aléatoires. Les modeles décrits
seront de plus markoviens. Afin de comprendre le mécanisme commun & I’ceuvre
derriere ce modele on se propose d’exposer un premier exemple de chaine de
Markov ayant un comportement métastable.

Exemple Considérons une chaine de Markov (X,,)nen en temps discret, sur
un espace d’état fini S, irréductible, réversible et apériodique de matrice de
transition P. Construisons une autre chaine de Markov Y&, pour ¢ > 0, a
partir de X en posant

Y = (6p,Xn) €{0,1} xS
avec la matrice de transition @, pour tout 6 € {0,1} et 2,y € S

QE((d,x),(l—é,y)) EP(i&y)
Q=((6,2),(6,y)) = (1 —&)P(x,y)

Ainsi on crée artificiellement deux copies de I'ensemble des états Sy = {0} x S
et S = {1} x S qui vont étre parcourues par le processus X, avec & chaque
pas de temps une probabilité € de changer de copie. Chaque copie, codée dans
le processus par la premiere variable 0 ou 1, est nécessairement parcourue.
Posons alors 7 = inf{n, Y;? € S;}. Conditionnellement & {Y§ € Sp}, 7 suit une
loi géométrique de parametre

1
Plr =k +1¥5 € Sl =e(1—)* E[r|Yf € S| = .

Or la chaine X étant irréductible apériodique, elle possede une unique proba-
bilité invariante 7. Soit mg la probabilité sur {0,1} x S valant 7 sur Sy et nulle
sur §;. On définit m; de méme.

Si € est suffisamment petit, le temps nécessaire pour changer de copie (passer
de Sy & Sp par exemple) sera tres long, et la chaine Y© va se comporter comme
une simple copie de X sur Sy et donc approcher la mesure stationnaire sur cet
ensemble. Tout dépend du temps d’approximation de la chaine X a la mesure
stationnaire 7.

Le temps de mélange permet de quantifier cette approche de la distribution
& I’équilibre. En particulier, on peut le relier au trou spectral '. En effet, d’apres

1. D’apres des notes de cours de Nathanaél Berestycki, lors d’une série d’exposé au CMAP,
et disponible & ’adresse http://www.statslab.cam.ac.uk/ beresty
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le théoréme de Perron-Frobenius, la valeur propre (& droite) 1 de la matrice de
transition P associé a la mesure 7 est unique et maximale en valeur absolue.
Comme le nombre de valeurs propres est fini, on appelle trou spectral v

v=1-\*

ot A* = max{|\||\ valeur propre de P, A # 1}. En particulier, comme X est
réversible, le théoreme spectral permet de déduire

6777,1/

sup |1 — Pe[Xy € [y € =
zeS 2¢/minges 7(x)

ot || ||y désigne la norme en variation totale. En particulier, sie << v = 1-X*,
la chaine Y reste, en moyenne, suffisamment longtemps dans Sy pour atteindre
la mesure my avant de sauter sur S;. On a alors bien deux échelles distinctes
(Trmeta = €71 et Trejar = v~ 1) qui sont bien séparées : Thetq >> Trelar €t sur
lesquelles les comportements sont tres différents. Dans une échelle de temps
Tstat >> Teta correspondant & la mesure stationnaire de la chaine Y (la
probabilité stationnaire étant II = %7‘(0 + %m)7 on ne voit plus distinctement
les passages de Sy a Sy, ils deviennent trop rapides.

Remarque 1. Cet exemple appelle quelques remarques.

1. Notons que dans cet exemple, le systéme n’atteint pas a proprement
parler un équilibre mais un régime, caractérisé par une distribution,
qui reste constant. De méme, imaginons que ce soit en fait une trajec-
toire périodique, par exemple, ce qui peut étre le cas si on considere un
systéme de Lotka-Volterra (proie/prédateur). Dans cette situation, on
préfere plutot parler de changement de régime plutot que d’équilibre, qui
sous-entend un point unique.

2. Cet exemple pourrait étre complexifié en ajoutant des échelles de temps
complémentaires en répétant cette construction (donc avec quatre copies
de I'espace d’état initial) avec cette fois un taux de saut de I’ordre £2. Pour
€ << 1 on aurait ainsi Treiar << Tometa = € << Tﬁwm =¢2.0na
ainsi deux comportements métastables a des échelles de temps différentes.

3. Dans cet exemple, on peut partitionner notre ensemble (de maniere tres
simple en Sy et S1) de telle sorte que le temps de sortie d’un ensemble, de
Pordre de Tiyetq, SOit beaucoup plus long que le temps nécessaire pour at-
teindre, a 'intérieur d’un des ensembles, un équilibre. C’est une approche
possible de la métastabilité qui consiste a distinguer des ensembles d’état
qui vont constituer des régions métastables (voir par exemple [72, 13, 71])

Le principal mécanisme derriére cet exemple est bien str 'idée que certaines
des transitions de la chaine Y sont extrémement petites. Ainsi, mécanique-
ment, la chaine parcourt des transitions d’ordre O(1) tandis que les transitions
tres faibles d’ordre O(e) sont beaucoup moins empruntées. Mais cela ne suf-
fit pas, il faut aussi que les petites transitions soient judicieusement placées
pour étre les seuls passages entre deux groupes d’états bien distincts (dans cet
exemple nos deux copies Sy et Sp). Ces deux caractéristiques, & savoir

— des transitions infiniment faibles

— entre des sous-ensembles d’états disjoints,
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sont présentes dans les modeles que nous examinerons ce qui explique la concor-
dance des résultats et des comportements.

Une tres large littérature existe sur la métastabilité pour des modeles dif-
férents, dans des cadres différents, en utilisant des approches assez distinctes.
Etre exhaustif sur ce sujet est une tache hors de portée de cette these. Nous
souhaitons malgré tout donner une image de ce qu’est la métastabilité, et com-
ment nous la comprenons dans notre cadre. Dans un premier temps, j’insis-
terai donc sur les points communs entre des modeles a priori dissemblables
et développés pour des applications différentes qui exhibent cependant des ca-
ractéristiques communes et partent du méme point de vue. Ensuite je détaillerai
plus spécifiquement le modele fini-dimensionnel, les résultats obtenus par di-
verses approches notamment les grandes déviations. Enfin j’introduirai les
résultats démontrés dans cette these, principalement sur la métastabilité de
certaines équations aux dérivées partielles stochastiques.

Energie et potentiel

Initialement, la métastabilité a notamment concerné des modeles en phy-
sique statistique et en mécanique statistique et reposant sur des notions de ther-
modynamique. Une des quantités principales permettant la description ther-
modynamique de systéemes est I’énergie libre. La modélisation de ses systemes
passe donc par 'idée que au cours du temps leur énergie diminue a la maniere
d’une énergie potentielle en mécanique. Mais a cause d’aléas dus a la tem-
pérature non nulle du systeéme, cette minimisation n’est pas constante et des
transitions se produisent.

Le caractere métastable du systeme peut alors étre vu comme la multiplicité
des minima locaux de cette énergie libre. Cette vision d’un systéme caractérisé
par une énergie est au coeur des modeles. Au cours du temps, cette énergie
diminue en moyenne mais peut, par faute de la température, augmenter de
maniere imprévisible et donner alors lieu & des transitions.

Modele d’Ising Méme si les modeles qui nous concerneront sont des diffu-
sions, donc a espace d’état continu, mentionnons un modele a espace d’état
discret qui suit la méme idée : le modele d’Ising. Il s’agit simplement d’une
chaine de Markov dont les transitions sont choisies en privilégiant celles qui
diminuent une énergie H donnée. Une température ¢ > 0 permet de donner,
malgré tout, une probabilité plus ou moins forte de remonter en énergie. La
littérature est extrémement vaste sur ce sujet et ses nombreuses ramifications
(pour n’en citer que quelques unes [17, 82, 93]). Ce modele exhibe de nombreux
comportements tres divers et peut étre utilisé pour modéliser des phénomenes
de condensation (nucléation) de transition spontanée (comme ’hystérésis). Il
sert tant a rendre compte du comportement microscopique d’un ensemble d’ai-
mants ou pour des gaz raréfiés a tres basses températures. De nombreuses
variantes sont possibles.

Les minima (locaux) de H fournissent alors des candidats naturels a étre
des états métastables. L’étude de la métastabilité de ce modele consiste donc
notamment a comprendre les transitions d’un minimum de I’énergie a un autre.
Pour reprendre les criteres développés a travers I'exemple déterministe 1, des
voisinages des minima vont ainsi constituer des sous-ensembles que la chaine
parcourt classiquement, de maniere normale, tandis que dans la limite ou la
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FI1GURE 2: Diffusion dans un potentiel

température tend vers 0, les probabilités pour réaliser une transition vont étre
exponentiellement petites. Les états métastables sont en effet séparés par une
barriere d’énergie. On retrouve le méme mécanisme que dans l’exemple de la
chaine de Markov Y© : les états métastables sont isolés par des probabilités
de passage de I'un a l'autre tres faibles. La mesure invariante de la chaine de
Markov est alors la mesure dite de Gibbs

_ exp(-BHW))
plw) = T

ou Z est la constante de normalisation appelée fonction de partition. La mé-
tastabilité du processus est alors équivalente au fait que cette mesure va avoir
plusieurs modes (maxima locaux de la densité) séparés pas des plateaux de tres
faible probabilité.

Diffusion en dimension finie Le modeéle qui va nous concerner directement
dans toute la suite vient initialement de la modélisation de réactions chimiques
[41, 68, 57]. On se donne un potentiel F' décrivant un paysage dans lequel diffuse
une particule. Le processus X est alors solution de I’équation

dX; = —VF(X,)dt + V2edW,; (0.1)

ou W, est un terme de bruit (dans la suite un mouvement brownien). Le terme
€ est encore ici la température et représente ’agitation thermique du processus.

Remarque 2. L’idée centrale de ce modele repose encore sur l'existence d’une
énergie potentielle (F'). La partie déterministe de la dynamique tend & mini-
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FIGURE 3: Potentiel F' associé a la diffusion

miser cette énergie. Cette diffusion prend parfois le nom de diffusion de Smo-
luchowski [32] ou d’équation de Langevin sur-amortie [72]. L’équation de Lan-
gevin complete régit le mouvement véritable d’'une particule soumise a une
force dérivant d’un potentiel et d’un terme aléatoire (via les lois de Newton),
la diffusion décrit alors I’évolution de la vitesse V et de la position X de la
particule

dX; = V,dt
dV, = —pVidt — VF(X,)dt 4+ vV 2edW; (0.2)
ou 3 est un parametre d’amortissement. Le cas sur-amorti s’obtient en con-

sidérant 5 tendant vers U'infini. La diffusion (0.1) est une simplification de ce
modele dans le cas d’un amortissement infini (et via un changement de temps).

Le processus défini par I’équation (0.1) possede lui aussi une mesure inva-
riante, la mesure de Gibbs,

pe(dz) = %Eexp <—F(;)> da.

De plus le processus stationnaire est réversible.

Modeles et Applications Outre son intérét intrinseque pour comprendre
des phénomenes de métastabilité, cette équation est extrémement utilisée com-
me modele pour des problémes de conformations de molécules (repliement de
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FIGURE 4: Représentation schématique de 1’énergie de conformation d’une
séquence de quatre atomes de carbones en fonction de 'angle de liaison (extrait
de [90])

protéines par exemple). Ainsi, suivant divers parameétres (positions des atomes,
angles relatifs entre liaisons), on peut décrire une énergie dont les minima cor-
respondent a des configurations stables du composé. Par exemple dans ’article
[90] par Smith et Jaffe, les auteurs donnent I’énergie de la chaine alcane de
quatre carbones C — C' — C' — C en fonction de I'angle entre la derniere liaison
carbone et le plan formé par les trois premiers (voir figure 4). Dans ce cas,
le potentiel en jeu contient trois puits dont un plus profond correspondant a
la configuration plane de la chaine plus stable. Le méme phénomeéne a lieu,
dans des dimensions bien plus complexes avec le probleme de repliement des
protéines. A noter que souvent le potentiel F est calculé de maniére trés com-
plexe et le probleme consiste d’abord & I'explorer et le décrire pour connaitre
ses minima.

La métastabilité est tres présente dans des systemes physico-chimiques
comme les changements d’états comme par exemple la surfusion. Dans des
conditions normales de température et de pression, ’eau se présente a I’état
liquide, cependant en refroidissant, il peut arriver que ’eau reste a I’état liquide
sous 0°C alors qu’elle devrait se solidifier, devenir de la glace. On appelle ce
phénomene la surfusion. Il suffit ensuite d’un simple choc, ou une perturbation
pour que I'eau se fige d’un seul coup abruptement 2.

D’autres substances peuvent aussi subir la surfusion : exemple de I'acétate

2. d’un point de vue plus littéraire, 'histoire du Lac de Ladoga, présente dans Kaputt de
Malaparte, raconte un tel événement a ’échelle d’un lac qui prend prisonnier dans ses glaces
une harde de chevaux, Folio, p.68
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de sodium? (formule CH3COONa) qui a un point de fusion & 58°C, mais
la solution aqueuse sursaturée peut rester liquide (donc en surfusion) jusqu’a
des températures trés basses (—120°C parait-il). La cristallisation a lieu en
provoquant un noyau de nucléation (une plaque métallique que l'on tord) ce
qui entraine un dégagement de chaleur (la chaleur latente entre la phase liquide
et solide). Ce phénomene est utilisé pour créer des chaufferettes.

Ce méme paradigme sert aussi a modéliser les réactions chimiques afin de
calculer leur taux de transition via la théorie du complexe activé [41, 68]. On
associe aux divers composés une énergie potentielle. De maniere simple, les
réactifs possedent une énergie supérieure a ’énergie des produits. Cependant
pour que la réaction se produise, le mécanisme de réaction est déterminé et les
composés doivent passer par un intermédiaire de réaction (le complexe activé)
associé a une énergie plus élevée, ce qui se passe tres rarement de maniere
spontanée. Le phénomene de réaction peut alors dans ces cas s’apparenter a
la métastabilité dans le sens ol on a deux régimes stables (les réactifs, les
produits) séparés par une barriere de potentiel. Le calcul du taux de réaction
dans ce modele a été fait donnant naissance a la formule d’Eyring-Kramers
qui a depuis subi de multiples utilisations et généralisations (voir par exemple
[57]).

Cette vision en terme d’exploration d’un paysage donné par une fonction
potentiel est présente dans un treés grand nombre de domaines (voir par exemple
la série d’articles [89, 14, 69, 64, 8]). Précisons quelques applications courantes
de la métastabilité.

En magnétisation, mentionnons aussi le probleme des micro-aimants et
de leur importance dans les disque durs (voir par exemple Darticle de R.
Kohn, M. Reznikoff, E. Vanden-Eijnden [67]). En effet, ces aimants sont sou-
mis a des changements d’états tres fréquents correspondant a I’enregistrement
de données. Il est alors souvent capital d’estimer le taux de changement de
magnétisation spontanée afin de limiter la perte de données. A noter que
Péquation régissant ce phénomene est trés proche de (0.1), les auteurs de [67]
obtiennent en effet une diffusion X = (6, 2) en dimension 2 en coordonnées
polaires :

dX; = —~KVE(X,)dt + ec(X;) + V20 (X;)dW;

ou K et o sont des matrices de taille 2, telles que oo™ et égale a la partie
symétrique de K et la partie antisymétrique de K est constante. Le parametre
e > 0 s’interprete toujours comme une température. L’énergie E est alors
donnée, pour X = (6, z) avec 0 €] — w, 7| et z € [-1,1], par

E(0,2) = Bo(1 — 2%)sin?(0) + B32* — V1 — 22(H; cos(6) + Hysin(6))

ou fBs,P3 >0 et Hy, H, € R sont des constantes du modele.

La métastabilité se rapproche aussi de la résilience en écologie (voir par
exemple les travaux de Holling [60], Levin [73] ou Walker, Holling, Carpenter
et Kinzig [95]). Cette notion cherche & décrire qualitativement la réaction d’un
écosysteme aux changements de I’environnement d’origine interne ou externe.
Pour résumer, un écosystéme peut étre caractérisé par une résistance au chan-
gement : son état reste sensiblement identique en s’adaptant aux modifications
de I’environnement. Cependant, si les bouleversements sont trop brusques, trop

3. D’apres Pour la science, Décembre 2008, pp. 108-110
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importants I’écosysteme peut perdre son équilibre et changer completement de
régime. Ainsi [60] (pp.7-10) cite des exemples de lacs et de ’évolution de leur
flore en fonction de la concentration en nutriments, ces études observent des
changements de turbidité brusques dus aux bouleversements environnemen-
taux.

Dans la dynamique des populations aussi des approches sont initiées afin
de comprendre I'extinction de populations comme des phénoménes métastables
(par exemple Assaf et Meerson [7]). L’extinction étant vue comme un état final
stable (car absorbant) tandis que la présence d’une population est un état per-
sistant mais fondamentalement transitoire. Un lien assez fort doit ici pouvoir
étre fait avec les distributions quasi-stationnaires qui sont aussi tres utilisées
pour comprendre I'extinction de populations (voir pour une introduction aux
distributions quasi-stationnaires ’article de revue par S. Méléard et D. Ville-
monais [79])

Equations aux dérivées partielles stochastiques La classe d’équations
aux dérivées partielles stochastiques que nous allons examiner est directe-
ment une généralisation a la dimension infinie du modele précédent. Il s’agit
d’équations de réaction-diffusion (au sens des équations aux dérivées partielles)
sur un intervalle borné et perturbée par un bruit blanc espace-temps d’intensité
e>0.

L’équation s’écrit

oz, t) = v u(x,t) — V' (u(z, t)) + V2eW, VY(z,t) €[0,1] x Rt  (0.3)

ou W est un bruit blanc espace-temps, v > 0 un parametre de couplage. On
suppose aussi que u vérifie des conditions au bord (Dirichlet, Neumann ou
périodiques). V est une fonction a valeurs réelles jouant le réle d’un potentiel
local. Cependant il existe un potentiel fonctionnel S (aussi appelé laction),
défini pour ¢ € C? et vérifiant les mémes conditions au bord que 1’équation
(0.3) par
1

s@) = [ [3o/@r+ Vi) a. (0.4
L’équation (0.3) prend alors une forme analogue a ’équation de la diffusion
(0.1)

Ju 4S

a(t,m) = —%(u)(x,t) +V2eW. (0.5)

% désigne la dérivée au sens de Fréchet du potentiel S.

A notre connaissance le premier article a s’intéresser a la métastabilité de ce
genre d’équation est écrit par Faris et Jona-Lasinio en 1982 [42]. Ils considérent
I’équation d’Allen-Cahn en dimension 1 en prenant pour V la fonction

ut u?

Viu)=——— 0.6
(="~ (06)
qui est un double puits symétrique. Ils prouvent alors les premieres estimations
sur le comportement métastable de ’équation (0.3) qui prend alors la forme

oz, t) = v02u(x, t) — u(z,t) + u(x, t) + V2eW. (0.7)
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L’équation (0.3) peut étre interprétée comme modélisant le mouvement
d’une corde dans un environnement stochastique aléatoire [49]. Elle est aussi
notamment utilisée en théorie quantique des champs (voir par exemple [42, 28],
bien que les modeles intéressants soient situés en dimension supérieure en es-
pace) et en tant qu’équation de réaction-diffusion pour modéliser des transitions
de phases et I’évolution des interfaces entre ces phases (voir Brassesco et Butta
[23, 24] voir aussi Vanden-Eijnden et Westdickenberg [94]).

Tous ces modeles présentent ce méme caractere conduisant en temps court
a la minimisation d’une énergie, qui correspond au phénomene de relaxation
décrit dans le premier exemple. Ensuite la perturbation stochastique (qu’elle
soit due & la présence d’un aléa dans la transition ou a un mouvement brow-
nien, c’est-a-~dire un bruit blanc fini ou infini dimensionnel) permet au systéme
d’opérer des transitions d’un minimum de I’énergie & un autre. Dans cette
approche, le systéme se stabilise dans un premier temps au voisinage d’un mi-
nimum local correspondant au bassin d’attraction dans lequel il se trouve, puis
au bout d’un nombre important de tentatives, le processus va opérer une tran-
sition de ce minimum vers un autre minimum local de moindre énergie. C’est
le nombre de tentatives nécessaire a ’exécution d’une transition qui permet
I’oubli de la condition initiale du processus et conduit a 'imprévisibilité de la
transition.

Différentes approches

Les quantités qui nous intéressent sur les modeles de diffusions fini et infini
dimensionnelles sont les temps de transition d’un minimum & un autre. En
dimension finie d > 2, la diffusion définie par (0.1) ne peut pas atteindre
précisément un point. On considére une boule de rayon p > 0 et de centre
y un minimum local de F', notée B,(y). Le temps d’atteinte, qui est un temps
d’arrét, noté 7(B,(y)), est défini par

T(B,(y)) = inf{t > 0, X; € B,(y)}.

En particulier on s’intéresse a la loi et I'espérance de 7(B,(y)) partant de la
condition initiale X¢ = x ou z est un minimum de F.

Résumons quelques résultats sur les temps d’atteinte (voir par exemple
Freidlin et Wentzell [47], Olivieri et Vares [82]). Sous la condition F'(z) > F(y),
7(B,(y)) est finie presque stirement.

1. Définissons C. une constante telle que

lim P, [r(B,(y)) > Cc] = ¢~

alors la variable aléatoire, conditionnée & Xo = z, C-'7(B,(y)) converge
en loi vers une variable exponentielle de parametre 1 :

gi_rf(l) P,[7(B,(y)) > tC:] =e™*

2. La constante C; vérifie 'asymptotique (voir par exemple Bovier, Eckhoff,
Gayrard, Klein [21])

C. = A (140 (|em* <)) (0.8)
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A, s’appelle le préfacteur, dépend au plus de maniere polynomiale de ¢ et
B est une constante appelé énergie d’activation. Cette formule prend le
nom d’Eyring-Kramers et peut se calculer en fonction des caractéristiques
locales du potentiel F'.

Notre but a été de prouver la formule d’Eyring-Kramers (0.8), d’abord
pour un cas un peu plus général de la diffusion (0.1) et pour des équations aux
dérivées partielles stochastiques de la forme (0.3) qui sont une généralisation
a la dimension infinie de diffusion de la forme (0.1). Il faut cependant faire
attention au voisinage des minima que 1’on considere. Alors que les boules en
dimension finie (donnés par une norme) sont toutes équivalentes, ce n’est pas
le cas en dimension infinie.

Rappelons les différentes approches qui existent pour traiter ce genre de
probleme. D’un point de vue probabiliste, le temps de transition d’un minima
a un autre est tout simplement un temps d’atteinte d’un ensemble ou le temps
de sortie de son complémentaire. On peut distinguer trois méthodes qui ont été
utilisées : les grandes déviations, des estimations spectrales et variationnelles
et la théorie du potentiel liée a une conception plus proche des équations aux
dérivées partielles. Il est bien sir difficile de séparer clairement ces trois ap-
proches, chacune offrant un degré de généralité ou des résultats différents mais
complémentaires.

Les deux approches qui nous intéressent le plus et avec lesquelles nous
sommes le plus familier sont les grandes déviations et la théorie du potentiel.
D’autres techniques utilisant la théorie spectrale (Laplacien de Witten par
exemple) existent aussi.

Une limite de toutes ces méthodes est malgré tout le fait qu’elles ne sont
valables que dans la limite ou € tend vers 0 c’est-a-dire a petite température.
Réussir a calculer la loi et I'espérance du temps d’atteinte a température finie
est un probleme qui semble bien plus compliqué.

Calculs heuristiques

Des les années 1930, dans le cadre de la modélisation de taux de réaction, des
auteurs ont cherché a calculer les temps de transition. Les premiers travaux de
Eyring [41] et surtout de Kramers [68] ont donné leurs noms & la formule et les
premieres méthodes pour calculer ’espérance du temps d’atteinte. La méthode
n’est cependant exposée qu’en dimension 1 et repose sur une formulation a
I’aide de I’équation de Fokker-Planck. De multiples raffinements ont été réalisés,
voir notamment article de Hanggi, Talkner et Borkovec [57] qui fait une revue
de la formule d’Eyring-Kramers et de sa descendance.

Grandes déviations

La théorie des grandes déviations a donné les premieres démonstrations
rigoureuses sur les asymptotiques des temps d’atteinte. Ces résultats sont is-
sus principalement des travaux de Freidlin et Wentzell (voir le livre [47] et le
livre d’Olivieri et Vares [82] qui reprend en partie leurs résultats) et permet
de donner des estimations asymptotiques exponentielles des quantités en jeu
(probabilités de transition, temps de transition). Leur approche repose sur les
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grandes déviations associées & la diffusion & valeurs dans R¢
dX? = b(XE)dt + V2ea(XE)AW; (0.9)

avec a(z) = o(x)ot(x) > ¢ > 0 au sens des matrices définies positives et W un
mouvement brownien.
Le principe de grandes déviations vérifié est le suivant.

Proposition 0.0.1 ([47] Théoréme 3.1 Chap. 5 p.155). Pour tout T > 0, le
processus X¢ vérifie un principe de grande déviation dans C([0,T], R?) muni de
la norme uniforme, uniformément par rapport a la condition initiale X§ = =,
de vitesse ¢ et de fonction de taux I%. définie pour ¢ € C([0,T],RY) absolument
continue et vérifiant $(0) = x, par

x 1 r —1 / 2
F@ =1 [ o o) - ool

si Uintégrale est bien définie et IF($) = +oo sinon.

Remarque 3. La preuve de cette proposition utilise dans le cas ol o est constant,
un théoréme de contraction (par exemple [47] Théoréme 3.1 Chap. 3) et le fait
que le mouvement brownien vérifie un principe de grandes déviations dans les
mémes conditions, de fonction de taux

1 T
B@ =1 [ 1ok

Si o n’est pas constant, la preuve est un peu plus complexe car on ne peut pas
utiliser directement le principe de contraction a cause du manque de continuité
(dans la topologie uniforme) de lapplication eW +— X¢. Voir notamment [82],
Chap. 2.5 p.98.

En particulier, le principe de grandes déviations uniforme permet de donner
les asymptotiques exponentielles de certaines probabilités ([82] Corollaire 2.27
p. 97).

Le principe des grandes déviations permet de quantifier précisément 1’écart
du processus X¢ par rapport & son analogue déterministe d’équation 2z’ =
b(z). Une grande partie de l'analyse repose alors sur une connaissance assez
précise du comportement de ce systéme dynamique. Pour z,y € R?, Freidlin
et Wentzell [47] définissent le quasi-potentiel V(x, y)

. . -
V) =M o0 2, T

Cette quantité représente la difficulté a passer d’un voisinage de = & un voisinage

de y pour le processus X°. On peut voir que s’il existe une orbite du systeme

dynamique 2z’ = b(z) conduisant de x & y, alors V(z,y) = 0.

Freidlin et Wentzell [47] montrent que l'on peut approximer la diffusion
X¢ par une chaine de Markov a valeurs dans les voisinages des ensembles
métastables. On peut alors en déduire des théorémes sur le comportement du
processus X ¢, comprendre les attracteurs parcourus, dans quel ordre et surtout
les temps moyens de transitions. Le quasi-potentiel V permet de calculer les
asymptotiques exponentielles des temps de transitions. On renvoie pour le reste
de ces résultats & [47] ou aux chapitres 2 et 5 de [82].
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Cas gradient Dans le cas qui nous intéresse, o = Id et b(x) = —VF(x),
pour une fonction F' a valeurs dans R. On se place de plus dans le cas ou
F ne possede qu'un nombre fini de points stationnaires. Les ensembles K;
sont nécessairement constitués de singletons de points stationnaires (c’est-a-
dire vérifiant VF(z) = 0). Les ensembles stables étant alors les minima de
F.

Si x et y sont des minima de F', on note ﬁ(x,y), la hauteur minimale a
franchir pour aller de z a y

F = i F
@)=, oD, 5 FO)-

En particulier si F' est réguliere (au moins C?), la valeur F (x,y) est atteinte
en un des points selles de F'. De plus dans le cas de points selles multiples,
la trajectoire réalisant le minimum peut passer par plusieurs points selles de
hauteur commune F(z,y). Le quasi-potentiel s’exprime en fonction du potentiel

V(z,y) = F(z,y) — F(z).

Remarque 4. La borne inférieure de cette égalité se prouve comme suit : soit
¢ telle que ¢(0) =z et ¢(T) =y, on a, pour tout 0 <t < T

() = - / 16/(s) + VF(6(s))|* ds > / 16(s) — VF((s))[ ds

/ 16/(s) + VE(6(s)) ds — / VE(6(s)) - o (s)ds
>F F(6(0)) = F((t)) — F(x). (0.10)

Il suffit alors de maximiser sur ¢ puis de minimiser sur ¢.

En utilisant le principe de grandes déviations, on en déduit les asympto-
tiques des temps d’atteinte. Pour x et y deux minima de F', le temps moyen
E.[7(B,(y))], pour B,(y) la boule de centre y de rayon p, vérifie

Elig%)slnEx [T(B,(y))] = F(z,y) — F(z)

Les grandes déviations permettent donc de connaitre ’asymptotique expo-
nentielle du temps de transition. Ce temps dépend directement de la valeur de
la barriere de potentiel a franchir.

Une conséquence importante de cette propriété est le fait que si F'(x) < F(y)
la transition de x vers y n’est pas visible car la transition de y vers x se produit
dans une échelle de temps beaucoup plus courte et est donc absorbée. Les
échelles de temps distinctes arrivent naturellement en fonction des valeurs de
F(z,y) — F(z) pour z,y décrivant les minima de F. Ainsi, si on considére
le processus renormalisé en temps par un facteur e”/¢, suivant les valeurs de
H on sera capable ou non de voir des transitions. Posons Y,® = X7 ., si
on examine le processus (Y;");c(o,7] dans la limite o € tend vers 0, toutes
les transitions (z — y) pour lesquelles H > F(z,y) — F(z) seront absorbés
(se produisant beaucoup plus rapidement que 1’échelle considérée). Tandis que,
inversement, les transitions pour lesquelles H < F (z,y)— F(z) ne se produiront
jamais car, & horizon fini pour Y¢, ces transitions sont beaucoup trop longues
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a apparaitre. Seules les transitions pour lesquelles H = ﬁ(x,y) — F(z) ont
une chance de se produire. Mais il faut alors faire attention dans ce cas a la
correction subexponentielle qui n’est pas forcément constante : le préfacteur A,
dans (0.8). C’est une des motivations qui nous pousse & calculer ce préfacteur.

Ces considérations sont détaillés dans le chapitre 6.6 de [47] et le chapitre
5.4 de [82] dans le cas général. Une preuve de la convergence de Y* vers un
processus de Markov & saut pur en fonction de la renormalisation est donné
dans [92].

Loi exponentielle La démonstration de la loi exponentielle du temps de
transition peut se montrer en utilisant la propriété d’oubli de la condition
initiale. D’aprés les travaux de Martinelli, Olivieri et Scoppola [78] et repris
dans [82] avec une preuve différente, on a en effet la propriété suivante dite
d’oubli de la condition initiale. Pour ¥ un minimum local de F', on considere le
temps d’atteinte, 7(B,(y)), de la boule B,(y). Soit * un minimum de F, tel
que la matrice hessienne de F' en x* soit définie positive.

Lemme 0.0.2 ([82] Lemme 5.22 p.321). Il existe § > 0 tel que

limsup sup  sup [Pu(r(By(y)) > ) — Por (r(By(y)) > )] =0
=0 zeBs(x*) t>e—3

On parle d’oubli de la condition initiale car cette propriété énonce que partir
du minimum ou d’un point voisin de ce minimum ne change pas la loi du temps
de transition. Ce résultat est prouvé dans [82] & 'aide d’un couplage entre les
diffusions partant de x et *. Dans [78], qui est le résultat que nous utiliserons en
dimension infinie, la preuve repose sur la contraction exponentielle des solutions
au voisinage des minima (dont la matrice hessienne est définie positive).

On définit C. la constante telle que

Po[r(B,(y)) > C] = e .
On a le théoréme suivant

Théoréme 0.0.3 ([82] Théoreme 5.21 p.320). Soit 6 > 0 tel que Bs(x*) soit
contenu dans le bassin d’attraction de x*. On a

1. lim. 0 P (7(By(y)) > tC) = 7" pour tout t > 0 et tout x € Bs(z*).

Ba (7(Bp ()
0 C.

2. lim._, =1 pour tout x € Bs(x*).

Théorie du potentiel

Les grandes déviations donnent des résultats trés nombreux et généraux
mais nous sommes limités a des asymptotiques exponentielles. Pour aller plus
loin dans la description des transitions et des temps d’atteinte, un autre ap-
proche initiée par Bovier, Eckhoff, Gayrard et Klein dans [21, 22] repose sur la
théorie du potentiel. Le chapitre 1 commencera par les éléments de théorie du
potentiel utilisés.

Brievement, 1’idée de cette approche repose sur une formulation de la fonc-
tion w(z) = E,[r4], pour A un ouvert simplement connexe comme solution
d’un probleme de Dirichlet :

L.ows =1 sur A°

wy =0 sur A.
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ou —L. est Popérateur infinitésimal de la diffusion (le signe — est la pour
considérer un opérateur positif). L’estimation de w4, pour  un minimum de
F et A une boule autour d’un autre minima repose sur la formule suivante

Jae € F@ g ) aly)dy
cap (B,(z), A)

Eup,a(T4) = (0.11)

ol VB, ()4 est une probabilité¢ sur le bord de l'ensemble de départ B,(x)
et hp (2),4(y) = Py(7(B,(z)) < 7a) est le potentiel d’équilibre. La capacité
cap (By(r), A) = ®(hp,(x),4) est alors I'énergie du potentiel d’équilibre pour
la forme de Dirichlet, ®, associé & L. :

o) = [ hx)Loh(z)e @/ edy = / IVh(@)|? e F@/edz,  (0.12)
Rd Rd
Le calcul de lespérance d’apres la formule (0.11) se fait par 'application de
la méthode de Laplace pour le numérateur et dénominateur. Nous détaillerons
au chapitre 1 cette approche que nous utilisons principalement.

Références La théorie du potentiel a d’abord été développée et utilisée pour
des problemes liées & des modeles discrets, des chaines de Markov (voir les
travaux de Bovier, Eckhoff, Gayrard, Klein [20, 17]). Citons notamment les
applications au modeles d’Ising (notamment [19] par Bovier, den Hollander, et
Spitoni), de Curie-Weiss [12] par Bovier, Bianchi et Ioffe, avec les dynamiques
de Glauber ou de Kawasaki. Le développement de la théorie du potentiel dans
le cadre continu afin de comprendre la métastabilité a été initié dans [21, 22],
méme si la théorie est présente depuis longtemps.

Historiquement, les notions de théorie du potentiel ont été tres largement
développées en théorie des probabilités. Les travaux de Doob [39], de Del-
lacherie et Meyer [38] reprennent et tressent des liens importants entre ces
deux mondes. La vision développée dans ces ouvrages insiste sur un traitement
tres abstrait de la théorie du potentiel et de son utilisation pour décrire des
propriétés des processus stochastiques généraux. Les relations sont naturelles
entre martingales, sur-martingales, sous-martingales et fonctions harmoniques,
sur-harmoniques, sous-harmoniques. De méme, les capacités de Choquet sont
utilisées pour comprendre les points atteints par le processus. Une ”quasi”’-
topologie, relative au capacités et adaptée aux processus a été développée. La
théorie du potentiel a une longue histoire qui remonte notamment & Gauss pour
traiter I’électrostatique. Dans ce cadre, le potentiel est une fagon de résoudre
les équations régissant les champs électriques statiques. Le mouvement brow-
nien est alors 'objet probabiliste correspondant (voir par exemple 'ouvrage de
Port et Stone [85]). Toutes les quantités qui nous intéressent, comme les proba-
bilités d’équilibre, les mesures d’équilibre, les capacités ou les temps d’atteinte
ont des analogues classiques comme le champ électrique, les charges de surfaces,
la charge totale.

Un des outils principaux de la théorie du potentiel est la forme de Dirichlet.
Comme la résolvante, le générateur infinitésimal ou le semi-groupe, la forme
de Dirichlet permet une construction de processus de Markov généraux. On
peut consulter le livre de Fukushima, Oshima et Takeda [48] ou de Chung et
Walsh [31]. Une autre référence classique est le livre de Ma et Rockner [75]
qui détaille le cas des formes de Dirichlet non symétriques. Cet apport permet
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de traiter alors les notions de processus duaux ou co-associés. Les processus
associés & des formes de Dirichlet symétriques (comme le cas gradient avec
variance constante) sont eux-mémes symétriques (c’est-a-dire réversibles). La
théorie des formes de Dirichlet non symétriques serait sans doute une étape
importante afin de développer une formulation des temps d’atteinte pour des
diffusions générales. Toutes ces théories complémentaires illustrent les liens
profonds qui existent entre certaines équations aux dérivées partielles et les
diffusions.

Théorie spectrale

Enfin la derniére approche que nous allons esquisser mais qui ne nous sera
pas directement utile repose sur les liens entre les temps de transition, les
minima de F' et les premieres valeurs propres du générateur infinitésimal L..
Ces liens notamment explicités dans [47] ont aussi été développés dans ce but
dans Darticle [92] de Sugiura. Etant donné un domaine borné D et une diffusion
X de générateur infinitésimal L. sur D, on note 7(D) le temps de sortie de D.
De maniére informelle, il existe un compact F' de D et r > 0, tel que pour tout
x de F

INE,[r(D)] —1| <e™"/¢ (0.13)

ou A® est la plus petite valeur propre du générateur L, = —eA + VF - V avec
les conditions de Dirichlet au bord de D. Il s’agit du Théoreme 4.1 dans [92].
Malheureusement, la preuve précise de ce résultat n’est pas donnée et I'article
fait référence a une prépublication de I'auteur introuvable. On retrouve ces
résultats notamment dans [22]. Ce lien permet d’attaquer le calcul des temps
d’atteinte en calculant les valeurs propres associées a un 'opérateur L..

L’article de Sugiura [92] est aussi intéressant car c’est le premier a notre
connaissance a énoncer clairement (Théoréme 3 et son corollaire) la convergence
de la diffusion X¢ renormalisée en temps d’un facteur e/, avec o € R, vers
un processus de Markov a saut pur entre les voisinages des minima, en donnant
les taux de transition. Cependant, 'auteur fait une hypothese importante que
nous ne ferons pas, qui est que les minima entre lesquels il calcule les transitions
sont tous de méme hauteur (fin de la page 757 apres la remarque 2.1).

Le résultat de [22] prolonge les résultats précédents de Freidlin et Went-
zell ([47] chapitre 6.7). En effet contrairement & [92] qui ne s’intéresse qu’a
la premiere valeur propre, les résultats de Bovier, Gayrard et Klein montrent
la correspondance exacte existant entre les premieres valeurs propres les plus
basses du spectre, les minima de F' et les temps de transitions. De plus les
fonctions propres associées sont des approximations des potentiels d’équilibre
(correctement renormalisés), voir Théoremes 1.2 et 1.3 de [22]. Citons aussi
Particle de Eckhoff [40] qui traite des chaines de Markov.

Une autre approche a aussi été développée par Helffer, Klein et Nier (par
exemple [58] et [59]) et repose sur la construction du complexe de Witten et
I’analyse semi-classique. Cette méthode a permis de donner des développements
plus précis des petites valeurs propres du générateur.
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Nous allons maintenant énoncer nos résultats obtenus.

Résultats sur la dimension finie

Dans le chapitre 1, nous étendons les résultats de [21] pour permettre le
calcul de la formule d’Eyring-Kramers dans des cas un peu plus généraux.
Nous avons ensuite appliqué ce théoreme & un modele d’oscillateurs couplés
dans un potentiel bistable. Cette partie fait I'objet d’un article en préparation
[3].

Une extension de la formule d’Eyring-Kramers

On considere la diffusion donné par I'équation (0.1) sur R?
dX; = —VF(X,)dt + v2edW;. (0.14)

On appelle indice d’un point stationnaire (VF(z) = 0) le nombre de valeurs
propres strictement négatives de la matrice hessienne associée. On parle de
minimum pour un point stationnaire d’indice 0 et de point-selle pour un point
stationnaire d’indice 1.

Les hypotheses sur F' seront les suivantes :

— la fonction F est de classe C3 sur le domaine D.

B himz—mm F(x) = 00,

— lim |VE(z)| = +o0,

——r—00

- lim, | (IVF(2)| - 2AF (2)) = +oo.

— L’ensemble des minima locaux et des points selles de F' est fini.

— La matrice hessienne de F' en chaque minima et point selle est non-

dégénérée (n’a pas de valeurs propres nulles).

On a vu que l'application de la théorie de Freidlin-Wentzell a cette diffu-
sion donnait de nombreux résultats mais ne permettait pas d’obtenir d’autres
asymptotiques que exponentielles des temps de transition. Notons les minima
de F, x1,...x,, ordonnés de tel sorte que F(x1) < F(x2) < -+ < F(zy). On
suppose de plus que ces minima sont non dégénérés, c’est-a-dire que la matrice
hessienne est définie positive. On pose alors Sg = UrgjBy(xk). La formule
d’Eyring-Kramers s’écrit, pour ¢ > j et pour p suffisamment petit

2T Flr: S)— F(ps 1/2
E.,[r(S;)] = e(F@8)=F@)/2(1 4 O(|en® e
lr(55) C(;,8;)+/det V2F (z;) (a+of )

(0.15)
ol det V2F (z;) désigne le déterminant de la matrice hessienne en z; et F(x;, S;)
est la hauteur minimale & franchir pour passer de x; a 5;.
La constante C(z;, S;) est la capacité et se calcule comme suit. On construit
a partir du potentiel F' un circuit électrique dont les sommets sont les minima
de F et les arétes sont les points selles d’indice 1, z, de hauteur F'(x;, S;) reliant
deux vallées (données par leurs minima respectifs). On réalise alors un réseau
électrique en associant a chaque aréte une conductance valant

A (2)]

€)= Jeverc)

(0.16)
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La capacité C(z;,.S;) est alors la conductance équivalente du réseau entre x;
et I’ensemble des x pour k < .

Ces résultats sont précisés et démontrés en détail dans le chapitre 1. 11
s’agit respectivement des Théoremes 1.2.9 et 1.2.8. Une conséquence directe-
ment issue de la correspondance avec le réseau électrique est le calcul approché
du potentiel d’équilibre h(x) = P,(7(B,(x;)) < 7(S;)) au voisinage des mi-
nima en fonction d’un potentiel sur le réseau électrique. Ce résultat constitue
le Théoreme 1.2.10.

Remarque 5. D’autres raffinements sont possibles pour le calcul de la formule
d’Eyring-Kramers, notamment, le cas de points selles ou de minima dégénérés
(ayant des valeurs propres nulles mais restant malgré tout des points isolés) est
traité par Berglund et Gentz dans [11]. Dans [92], Sugiura avait traité le cas ot
les points selles ou les minima formaient des sous-variétés (lignes ou surfaces
par exemple). Ces différents cas ameénent des corrections supplémentaires sous-
exponentielles aux temps de transition.

Remarque 6. Il faut aussi mentionner les travaux de Imkeller et Pavlyukevich
[62, 63] qui ont traité le cas ou la perturbation aléatoire est un processus de
Lévy stable symétrique. Le temps de transition est alors polynomial en € et
dépend directement de 'indice de stabilité du processus. L’idée de la preuve
repose sur la distinction entre les grands sauts et les petits sauts du processus
de Lévy.

Exemple conduisant 4 une équation aux dérivées partielles

Dans la suite du chapitre 1, nous appliquons le raffinement démontré a un
cas particulier d’oscillateurs couplés dans un potentiel bistable. Ce modele est
issu des articles de Berglund, Fernandez et Gentz [9, 10] qui décrivent en détail
le comportement et les bifurcations du systéme déterministe afin de calculer
les asymptotiques exponentielles des temps de transition & l'aide des grandes
déviations. Appliquant nos résultats (Théoreémes 1.2.9 et 1.2.8), nous sommes
capables d’aller plus loin et de donner des asymptotiques précises des temps
de transition.

On a N > 2 particules, indexés par A = Z/NZ. Chaque particule évolue
sur R et subit individuellement un potentiel bistable

1 1
Ve €R, f(z)=-2*— -2° (0.17)
4 2
Ainsi chaque particule a deux positions stables (x = 1 et x = —1) et une

position instable (z = 0). L’interaction entre ces particules est donnée par
un Laplacien discrétisé d’intensité /2, avec v > 0. Un mouvement brownien
indépendant agit sur chaque particule avec intensité /2e.

On obtient alors le systeme d’équations différentielles stochastiques, pour
tout ¢

AX;(t) = — f/(Xi(t))dt + %[Xiﬂ () — 2X;(t) + Xi_1 ()]dt + V22d Bi(t). (0.18)

On définit alors pour z € X

Fy(z) =Y flz:)+ % > (@i — wig)?, (0.19)

€A i€EA
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ce qui permet de mettre le systeme sous une forme gradient.
dX.(t) = —VF,(X.(t))dt + V2ed B(t). (0.20)

Nous sommes dans le cas de la diffusion (0.1). Les figures 3 et 2 illustrent le
cas N =2, v =0.05 et ¢ = 0.01. On y distingue bien les quatre minima du
potentiel ((1,1),(—1,—1) minima globaux et (1,—1),(—1,1) minima locaux).

Les états métastables qui nous intéressent sont les deux états constants —1,
noté I_, et +1, noté I;. On souhaite calculer le temps de transition de 'un
a autre. Dans le cas 0 < v < 4* ol v* est une constante vérifiant v* > 1/4,
il est démontré (par Berglund, Fernandez et Gentz dans [9]) que le potentiel
F, a 3N points stationnaires. Nous arrivons, moyennant une conjecture sur la
structure du potentiel que nous avons di faire, au résultat suivant.

Proposition 0.0.4 (Corollaire 1.3.3). Soient p > ¢, v < ~*, et By = B,(I+) :
il existe Viy

1 3y 2
+35+0 our N >3
Vn(y) =447 2 <Z ) p (0.21)
i+ 3+0(n) pour N=2
tel que
Er 75, = An(1)e"™ V5 (1 + O(VE ne[?)) (0.22)
avec 7
V21 (1 — 29) + O(v?%) si N est impair
Anly) = 2 ) . (0.23)
(1 =29)+O(v*%) si N est pair.

Remarque 7. On voit la différence dans facteur % entre les cas N pair ou impair,
cette différence est purement due a la configuration géométrique différente du
potentiel £, en fonction de la dimension. Notons que nous n’avons pas de
conditions sur les grandeurs relatives de v et e. L’équation (0.22) exprime le
temps de transition dans ’asymptotique € — 0 et on donne les développements
limités en v = 0 du préfacteur et du facteur exponentiel.

L’étude de ce potentiel a été aussi motivée par le fait que ce modele est
aussi une approximation d’'une équation aux dérivées partielles stochastique.
Nous détaillons cet aspect dans la suite.

Résultats sur les équations aux dérivées partielles
stochastiques

Nous allons maintenant décrire nos résultats obtenus dans le cadre des
équations aux dérivées partielles stochastiques qui occupent les chapitres 2, 3,
4. Un article a déja été publié sur le calcul de la capacité pour la dimension
infinie [4] qui constitue le chapitre 3. Un autre article [2] prouvant les résultats
des temps de transitions pour I’équation (0.3) a été soumis et constitue le
chapitre 4.

Equation

Nous démontrons une version de la formule dite d’Eyring-Kramers (équation
(0.8)) pour un type d’équation aux dérivées partielles stochastiques (ci-apres
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EDPS). Rappelons le type d’EDPS qui nous intéresse :
dpu(x,t) = y02u(z,t) — V' (u(x,t)) + V2eW  V(z,t) € [0,1] x RT  (0.24)
avec comme condition initiale
u(x,0) = up(xz) V€ [0,1] (0.25)

ol ug est une fonction continue sur [0, 1] et 4 un parametre strictement positif.
W est un bruit blanc en espace et en temps, le parametre € > 0 quantifie la
variance du bruit. Les hypothéses sur la fonction V : R — R sont les suivantes.

Hypothéses 0.0.5. On suppose que la fonction V' vérifie les hypotheses sui-
vantes.
(Hy) V est de classe C3.
(Hz) V est convexe & l'infini, ¢’est-a-dire qu'il existe Ry > 0 et A > 0 tel
que
V"(z) > A >0, V|z|> Ry. (0.26)

(Hs) Il existe o« > 0 et C' > 0 tels que
V(z) < C(jz|* +1), VzeR. (0.27)
En particulier d’apres (Hs), on sait que « > 2.

Nous nous intéressons a trois types de conditions au bord de [0, 1] (c’est-a-
dire en 0 et en 1)
— conditions de Dirichlet :

u(0,t) =u(l,t) =0, Vt=0 (0.28)
— conditions de Neumann :
0,u(0,t) = 0,u(1,t) =0, Vt=0 (0.29)
— conditions périodiques :
u(0,t) = u(1,1) 0:u(0,t) = O,u(1,t), Vi=0. (0.30)

On mettra be en indice d’un espace de fonction pour désigner les fonctions
vérifiant les conditions au bord.

Remarque 8. L’équation (0.24) est donc qualifiée de

— équation aux dérivées partielles : 'inconnue est une fonction du couple
(x,t) de l'espace [0,1] et du temps Rt vérifiant une relation entre ses
"dérivées partielles” (qui n’existent pas au sens classique) ;

— stochastique : la présence d’'un terme de perturbation aléatoire, le bruit
blanc;

— semi-linéaire : la partie différentielle d’ordre maximale, ici 2 est linéaire,
la partie non-linéaire ne dépend que de u & travers sa valeur au point
(z,1);

— parabolique : Vopérateur différentiel (9; —~02,) est d’ordre 1 en temps et
2 en espace (ici le Laplacien).
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1l s’agit d’une équation d’évolution (la relation nous donne la dérivée premiere
en temps) et avec un bruit additif (il ne dépend pas de la fonction inconnue u).
La fonction V est qualifiée de potentiel car V(u(z,t))dz représente 1'énergie
potentielle infinitésimale du systeme (représenté par la fonction u) au point .

Notons qu’en effectuant le changement de variable x = y,/7 on se ramene
a I’équation, avec W un bruit blanc sur [0, %]

do(y,t) = 0;,0(y,t) — V'(v(y, 1)) + \/2e/AW, V(y,t) € {0, \%} x R,

(0.31)
Donc on se ramene au cas v = 1 en changeant I'intervalle [0, 1] par un intervalle
de taille \%

Un des premiers articles a considérer ’équation (0.24) est 'article [42] de
Faris et Jona-Lasinio. Les auteurs ont obtenu les asymptotiques exponentielles
des temps de transitions en utilisant les grandes déviations.

But

Notre but est de prouver une asymptotique précise — quand ¢ tend vers 0 —
du temps de transition d’un état métastable a un autre. Comme nous ’avons
déja remarqué (équation (0.5)), I’équation (0.24) se met sous la forme

ou éS

—(t,x) = ——(u)(x,t 2eW 0.32

L) = = )0+ V (032)
ot S est donné par I’équation (0.4). La quantité % est formellement la dérivée
de la fonctionnelle au sens de Fréchet

08

5, (D)) = =7¢"(2) + V' (é(2)), Yz € [0,1] (0.33)

pour ¢ € CZ,([0,1]). Plus précisement, soient ¢ et h fonctions de CZ,([0,1]), on
) 148
S(¢+h)—S5(¢) = ; 5, (@) (@)h(z)dz + o(||hllc2) (0.34)
ott la norme sur C?,([0, 1]) est simplement
1Alloz = 1Plloo + 12"l oo + 17"l - (0.35)

L’équation (0.24) s’interpréte alors comme un flot de gradient en dimension
infinie perturbé par un bruit additif.

Heuristique

Le comportement de ce systeme s’analyse de maniere similaire au cas de
la dimension finie (0.1). L’action Sy peut avoir de multiples minima (voir
lexemple détaillé qu chapitre 5), ce sont les états métastables. Apres avoir
atteint un premier minimum, a cause du terme aléatoire, le systeme peut bru-
talement changer d’équilibre et se produit alors ce que I’'on nomme une transi-
tion. Le processus quitte le voisinage d’un minimum pour atteindre le voisinage
d’un autre minimum. Le temps de transition suit, dans I’asymptotique du bruit
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faible (¢ — 0), une loi exponentielle (résultat de Martinelli, Olivieri Scoppola
[78]). Notre but est d’obtenir une formule de la forme (0.8) qui nous permet
de calculer l'espérance du temps de transition dans l'asymptotique du bruit
faible. Maier et Stein dans [76] ont prouvé formellement cette formule pour
I’équation d’Allen-Cahn. Sur ce méme modele, Vanden-Eijnden et Westdicken-
berg [94] ont utilisé des résultats comparables pour montrer la convergence sur
un domaine spatial tendant vers +o0o de I’équation vers un systeme limite de
nucléation et de croissance des domaines (dit modeéle JMAK : Johnson-Mehl-
Avrami-Kolmogorov).

Résultat

Nous décrivons maintenant, dans le cas le plus simple, la formule dite
d’Eyrig-Kramers. Supposons que le potentiel V' satisfasse les hypotheses 0.0.5
(principalement il faut que V' soit suffisamment réguliere, croissant assez rapi-
dement et non dégénérée). Supposons de plus que Paction S a seulement trois
points stationnaires solutions de

2 (6)() = 9" + V(o) =0 w0 (030)

Imaginons de plus que parmi ces trois points stationnaires, deux, ¢4 et ¢_,
sont des minima avec S(¢_) < S(p4), et le troisieme est un point selle de degré
un, (;AS, c’est-a~dire ne possédant qu’une seule valeur propre négative. Soit B,
une boule, pour une distance a préciser, de rayon p > 0 autour de ¢_. Dans ce
cas, notre résultat prend la forme suivante :

DetH ;S
R ‘Al(@\ Do, 5 (¢ A HYED (03D
. 7o(A) = inf {t > 0,u(t) € A} (0.38)

est le temps d’atteinte de Pensemble A, AS = S(¢) — S(¢4 ) est la différence de
potentiel & franchir pour aller de ¢4 a ¢_. HyS désigne 'opérateur Hessien de
I’action S au point ¢, c’est-a-dire la dérivée seconde au sens de Fréchet, il s’agit
simplement d’un opérateur de Sturm-Liouville sur les fonctions CZ,([0,1]) :

028
5z

De maniére précise, pour h € C3 ([0,1]), on a

O)f(x) = HySf(x) = —7f"(x) + V" (¢(2)) f (). (0.39)

1 55 1
S@+h) =50)+ [ SHO@hads+ [ hayHaShde + of hlZ),
0 0
(0.40)
et si ¢ est un point stationnaire, on a
1
S(6+h) = S(6) + /0 h(@)HsShiz)dz +o([hl%).  (0.41)

Notons Ax(¢) les valeurs propres de Popérateur H4S et A_(¢) I'unique valeur
propre négative de 7—[35. Nous allons voir que la kieme valeur propre dun
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opérateur de Sturm-Liouville est d’ordre k2, on ne peut donc pas définir de
déterminant pour 'opérateur H4S de maniére naive (comme produit infini
des valeurs propres), mais on peut définir le rapport de deux déterminants
comme produit infini des rapports des valeurs propres. On dispose de nombreux
résultats sur les asymptotiques des valeurs propres de problemes de Sturm-
Liouville (voir par exemple Courant Hilbert [33] et Fix [46]. Nous définissons
donc
Det’H S

Deth H

k>1

/\k ¢+ (0.42)

Ce produit peut s’exprimer de maniére intéressante en utilisant des résultats
de T'analyse complexe et de I’analyse fonctionnelle (voir par exemple [74] par
Levit et Smilansky ou [66] par Kirsten et McKane). On obtient, dans le cas des
conditions au bord de Dirichlet

Det# ;5 f()

DetHg, S - f+(1) (0.43)
ou f et fi sont solutions des problemes de Cauchy
MH;Sf=0 f(0)=0 flo)y=1 (0.44)
Ho, Sfy =0 J+(0) =0 0 =1
Cela nous amene a poser pour la suite
DetH;S = f(1). (0.45)

Des propriétés équivalentes existent dans le cas des conditions au bord de
Neumann et périodiques et méme dans les cas de conditions au bord mixtes
(ou de Robin) que nous ne traitons pas ici.

Cas général Dans le cas général, les hypotheses sur S sont les suivantes.

Hypothéses 0.0.6. Nous supposons que
— S a un nombre fini de points selles et de minima.
— Tous les minima et les points selles de S sont hyperboliques : I'opérateur
Hessien associé n’a aucune valeur propre nulle.

Ces hypotheses 0.0.6 portent sur la structure géométrique du potentiel
S. Le nombre fini de points selles est une généralisation assez simple du cas
d’un unique point selle. Quant a '’hypotheése sur I’hyperbolicité elle est impor-
tante car elle nous permet d’approximer le potentiel par sa partie quadratique,
comme en dimension finie. Dans le cas contraire, on aurait sans doute une
dépendance subexponentielle du préfacteur en €. Notons que ces hypotheses
ne peuvent pas étre vérifiées dans le cas des conditions au bord périodiques
car dans ce cas, les points stationnaires non constants sont nécessairement
dégénérés a cause de l'invariance par rotation.

De plus, les connections entre les hypotheses 0.0.5 et 0.0.6 ne sont pas
forcément directes. La preuve qu'un potentiel S donné vérifie les hypotheses
0.0.6 n’est pas forcément évidente, la situation est encore plus complexe si on
cherche a comprendre les bifurcations qui peuvent se produire en fonction de -,
et les hypotheses 0.0.6 ne sont alors plus vérifiées pour certaines valeurs de 7.
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Cependant de nombreux articles ont étudiés le systeme dynamique déter-
ministe associé a ’équation (0.24). Ainsi, Brunovsky, Fiedler et Rocha (dans
[26, 43]) ont prouvé que ce systéme dynamique a une structure de Morse-Smale
sous ces hypotheses 0.0.6 et 0.0.5. De plus des résultats existent sur la généralité
de cette structure en fonction de V' et y (voir par exemple Angenent [6]).

La structure de Morse-Smale signifie en particulier que l'attracteur du
systéeme dynamique est constitué des points stationnaires et des orbites (ex-
clusivement hétéroclines) qui les relient. Des méthodes ont été construites afin
de trouver les points-stationnaires et leur indice (minima ou point-selle) par
Fiedler, Rocha et Wolfrum (voir [43, 97]). Dans le chapitre 5, nous expose-
rons leurs méthodes afin de traiter des exemples et nous discuterons le cas
périodique.

Cette structure particuliere de I'attracteur nous permet alors de procéder
comme dans le chapitre 1 pour calculer les capacités en correspondance avec
un réseau électrique.

On utilise les mémes formulation que dans la section précédente sur la
dimension finie. Posons les minima de S, ¢1,...¢,,, ordonnés de tel sorte que
S(p1) < S(p2) < -+ < S(¢n). On pose alors ¥; = Up<; B, (d1).

Le théoréme obtenu (démontré dans [2] repris dans le chapitre 4) est alors
le suivant

Théoréme 0.0.7. Pour tout minima ¢; de S, et pour tout j < i, il existe pgy
tel que pour po > p >0

9 eS(6:.55) /e
((bi, Zj)\ / DetH¢iS

1/2
).

o [7(Bp(35))] = (1+¥(e)) (0.46)

avec le terme d’erreur vérifiant ¥(e) = O(|5ln3 e|

La constante C(¢;, ;) est la capacité et se calcule comme dans le cas de
la dimension finie. On construit a partir du potentiel S un circuit électrique
dont les sommets sont les minima de S et les arétes sont les points selles d’in-
dice 1, ¥, de hauteur S(¢;,X;) reliant deux vallées (données par leurs minima
respectifs). On réalise alors un réseau électrique en associant & chaque aréte
une conductance valant

A~ ()]

\/ \DetH¢S|

ol A~ (¢) est 'unique valeur propre négative de H.,,S. La capacité C(¢;, S;) est
alors la conductance équivalente du réseau entre ¢; et ’ensemble des ¢ pour
k<j.

() = (0.47)

Approximation par différences finies

La formule (0.37) est exactement un analogue de la formule d’Eyring-
Kramers mais dans le cas ’EDPS de type (0.24). La preuve que nous uti-
lisons ici est assez naturelle et repose sur une approximation par différence
finie de 'EDPS par couplage. Nous obtenons donc un systeme d’équations
différentielles stochastiques auquel nous pouvons appliquer les estimations ob-
tenues par [21, 22]. Cependant, la principale difficulté réside dans le fait d’ob-
tenir des estimations avec des erreurs qui ne dépendent pas de la dimension



32 INTRODUCTION

(égale au nombre de points de discrétisation). C’est une des taches principales.
Une partie a été réalisée dans [4] dans le cas des conditions au bord de Diri-
chlet. Détaillons notre systéme obtenu par différences finies et couplage. Pour
N un entier positif, on définit le systeme suivant

%V’(X;’)dt +V2edB! V1<i<N

(0.48)
ol (By); est un mouvement brownien en dimension N défini en fonction du bruit
blanc W. Construire le mouvement brownien B en fonction de W permet de
définir un couplage et de montrer des convergences fortes du systeme discrétisé
vers I’équation aux dérivées partielles stochastique.

N . . )
dX} = 77 (X7 —2X] + X/ '] dt —

Ce systeme correspond a prendre une discrétisation en espace de pas %

Les conditions aux bords sont alors données par les valeurs de X° et XV+1 :
— pour des conditions au bord de Dirichlet (cas Dy ) :
XP=XxN1=0 vt>0 (0.49)
— pour des conditions aux bords de type Neumann (cas Ney) :
X2 = x} XN =XN vt>0 (0.50)
— pour des conditions aux bords périodique (cas Py) :
X0 =xN XN =X} vt>o. (0.51)
Remarquons alors que le systéme (0.48) peut se réécrire sous la forme :

dX, = —~VSy(X;)dt + v2edB, (0.52)

ou Sy est Paction discrétisée

S () = %Z

ol ug et uyy1 prennent des valeurs correspondant aux conditions au bord
considérées. Notons que formellement, si on considere que u; = (%) ol ¢ est
une fonction C', on a

o2

Nz(ui+1 - ’U,i)2 + V(uz) (053)

Sw(w) 5o | 34/ @f + Vip(@)dz = S(e). (0.54)

N—oc0 0

Pour ce type de diffusions on connait déja ’espérance du temps de transition
dans la limite ou ¢ tend vers 0. On prouve donc un théoréme de commutativité
des limites N — oo et ¢ — 0.

Remarque 9. L’idée d’utiliser une discrétisation pour approcher la solution
d’une équation aux dérivées partielles stochastique est tres classique. L’une des
premiéres références est un article de [49], ensuite de nombreux autres résultats
on été prouvés notamment par Gyongy [52, 53] et Gyongy et Millet [54].
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Structure de la preuve
La preuve est assez longue et utilise de nombreux résultats. Dans le cadre

le plus simple énoncé précédemment, on propose de prouver successivement :

1. a e fixé, de montrer que 'espérance du temps d’atteinte pour le systeme
(0.48) converge vers celle pour (0.24).

lim Eyv 7Y (B,))] =Ey, [ (B,))] (0.55)

N—oc0 P
On montre pour cela que le systeme X approche la solution u de
I’EDPS.
2. & N fixé, on utilise la limite € — 0 pour calculer une asymptote ay(g) du
temps de transition uniformément en N. Nous obtenons alors

L B [ (B)))] - 1| = (e N) < U(e) = o(vE(e)])  (0.56)
G,N(E) +

avec ¥(e) ne dépendant pas de N.

3. Puis la limite N — oo permet le calcul de la limite de an(g) qui est le
candidat pour notre asymptote.

ale) = lim_an(e). (0.57)

Nous obtenons alors

e [ (B;)) =1 < (e (0.58)

ou écrit plus simplement
Es, [7: (B, )] = a(e)(1 + ®(e)) = ale)(1 + o(Ve [In(e)])). (0.59)

Notons que cette derniere écriture a le désavantage de cacher la limite en e
dans le o(¢), ce qui simplifie la notation mais demande de faire attention quand
on manipule cette expression. De plus nous n’avons pas une limite mais une
asymptote, a(e) tend vers l'infini quand ¢ tend vers 0. Cependant on ne peut pas
prouver (0.56) directement, la preuve se décompose en deux parties différentes.

1. Nous établissons la convergence mais partant d’une probabilité sur le
bord du voisinage

p

E,v [N (B;)] - 1’ =11(e, N) < Uy (e) (0.60)

oll Viv est une mesure de probabilité portée par le bord de Bj;(p) et
2
Uy (e) = o(‘51n35|1/ ).

2. Pour obtenir une estimation partant du point ¢, on prouve le résultat
suivant

[Buy [ (B7)] — Eoy [7 (B;)]| = vale. V) < Wale)  (061)

avec Uy(e) = 0(’51113 5‘1/2). 11 s’agit d’un résultat d’oubli de la condition
initiale [78] comparable au lemme 0.0.2.
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Plan

Le reste de la theése est organisé par chapitre. Le chapitre 1 est consacré
a la diffusion en dimension finie (0.1) et contient des résultats repris dans un
article en préparation écrit en collaboration avec Anton Bovier [3]. Il comprend
d’abord des rappels sur la théorie du potentiel puis une généralisation du calcul
des capacités par rapport au cas prouvé dans [21]. Enfin nous avons appliqué
ce calcul a des exemples.

Les chapitres suivants sont consacrés a la dimension infinie. Le chapitre 2
montre la bonne définition de 'EDPS (0.3), la définition de 'approximation,
la convergence de cette approximation et la convergence des temps d’atteinte
(c’est-a-dire la convergence (0.55)).

Le chapitre 3 reprend ’article écrit [4] en collaboration avec Anton Bovier
et Sylvie Méléard et publié a Electronic Journal of Probability. Nous prouvons
le contrdle uniforme en la dimension des capacités (correspondant & 1’équation
et la convergence du préfacteur (0.57) pour le cas particulier de I’équation
d’Allen-Cahn (avec le potentiel V' (0.6)).

Le chapitre 4 reprend un article [2] soumis & publication. Nous prouvons la
formule de Eyring-Kramers sous les hypotheses 0.0.5 et 0.0.6 pour 1’équation
(0.32) pour les conditions au bord de Dirichlet et Neumann. Nous adaptons les
calculs de capacité du chapitre précédent et montrons les différentes étapes de
preuve énoncées.

Le chapitre 5 est consacré au traitement complet de I'équation (0.7) et
a la discussion du cas des conditions périodiques. Enfin nous concluons par
Panalyse des problémes qui se posent pour 1’équation (0.24) sur un domaine en
dimension supérieure.



Chapitre 1

Diffusion en dimension finie

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la théorie du potentiel et son utilisa-
tion pour la métastabilité. Le but n’est pas de redémontrer toute la théorie mais
de reprendre en détail les idées principales et les différents éléments qui la com-
posent. Nous montrerons une généralisation de la formule d’Eyring-Kramers
prouvée en collaboration avec A. Bovier, dans le cas d’une diffusion en di-
mension finie avec un potentiel ayant une structure plus compliquée et une
application.

1.1 Théorie du potentiel pour les diffusions

On procede aux rappels suivants sur les diffusions et la théorie du potentiel
(voir Bovier, Eckhoff, Gayrard, Klein [21]).

1.1.1 Générateur infinitésimal, mesure invariante

On se donne (92, F,P) un espace probabilisé et W, muni de sa filtration
(F:) un mouvement brownien & valeurs dans R%. On se donne aussi un domaine
D C R?, c’est-a-dire un ensemble ouvert connexe. Nous nous intéressons a la
théorie du potentiel pour le processus (Xi)¢>0 & valeur dans D défini par

dX, = —VF(X;)dt + V2edW; (1.1)

ou £ > 0 est un parametre quantifiant le bruit. La fonction F', dénommée
aussi potentiel puisqu’elle représente 1’énergie potentielle du modele, va de D
dans R et vérifie des hypotheses assurant la bonne définition du processus X
(notamment F est choisie dans C?(D)).

Le processus X est markovien et possede un générateur infinitésimal qui
prend la forme pour f € C2(D) (ensemble des fonctions C? & support compact
sur D), pour tout = € D

L.f(z) = —eAf(2)+(VF(z), Vf(z)) = —ceF @/ey. (e*F<m>/€v f(a:)) . (12)

L’existence et 'unicité d’une solution forte continue & 1’équation (1.1) (au
moins jusqu’a un temps d’explosion) est classique et ne pose pas de probleme

35
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(voir parmi les nombreuses possibilités le livre [61]). Le calcul du générateur
infinitésimal se fait via la formule d’It6. Pour f € C%(D), on a

F(X0) = £(Xo) - / (VF(X.), V(X)) — eAf(X.)ds

d

+\/£2/t 8f‘ (X, )dW! (1.3)
. 0

t d t
:f(XO)—/O Lsf(Xs)der\/%Z/o gj (X, )dW?. (1.4)
i=1 ¢

Pour assurer la non-explosion du processus X et donc son existence en tout
temps nous faisons des hypotheses sur F'.

Hypothéses 1.1.1. Nous supposons que F satisfait les propriétés suivantes :
(i) la fonction F est de classe C? sur le domaine D.
(#4) Pour un domaine D non borné, on suppose les propriétés suivantes
(i4.0) lim, ,  F(z) = 400,
(

3.1) lim |[VE(z)| = +oo,

=r—o00
(15.2) lim, - (IVF(z)| — 2AF()) = +c.
i41) Dans le cas ou D posseéde un bord non vide, on suppose aussi que
ii1) D 1 u D ed bord id i
pour toute suite de points (z;) convergeant vers le bord de D, on a

lim; o F(2;) = +00.

Remarque 10. Nous faisons ces hypotheses sur F' pour s’assurer plusieurs pro-
priétés :
— la régularité de F' permet de s’assurer que les dérivées de F et hessienne
sont bien définies.
— La fermeture (sur L?(D)) du générateur L. est & résolvante compacte
pour € assez petit.
— F a aussi des ensembles de niveau exponentiel (ce qui est utile ensuite
pour controler certains restes d’intégrales)

Ya € R,/ e FWieqy < cemo/e, (1.5)
y|F(y)>a

avec C' = C(a) < 400 iune constante uniforme en € < 1.

La preuve que le processus (X;) n’explose pas en temps fini et existe donc
pour tout temps vient du fait que

—VF(x) -z <C (1.6)

pour une constante C. En effet, le drift VF peut ne pas étre globalement
lipschitzien notamment dans le cas intéressant le plus simple
1 4 1 2
Pla) = ; ol - 5 Nl (17)
Un tel critere est tres classique et se trouve notamment dans [91], théoreme
10.2.2 (p 255).
Pour un domaine D dans R? et y une mesure (on note A la mesure de Le-
besgue sur R%) sur D, on note H™ (D, i) (m > 0) I'espace de Sobolev constitué
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des fonctions & valeurs réelles dont les m premieres dérivées sont dans L?(D, ).
La convention usuelle est que la dérivée d’ordre 0 est la fonction elle-méme.
De méme on note HJ"(D, ) la fermeture de C*(D) (ensemble des fonctions
de classe C™ & support compact) dans H™ (D, p). Ce sont donc des fonctions
dont la trace sur 9D est nulle dans L? ([25], p171, Chap. IX.4).

On résume les propriétés du processus X et de son générateur infinitésimal
dans la proposition suivante.

Proposition 1.1.2. Supposons que F wvérifie les hypothéses 1.1.1. Soit X
le processus défini sur D par Uéquation (1.1) sur (Q,F,P) muni de la fil-
tration (Fy), alors X est un processus fortement markovien, de Feller sur
D. Le générateur infinitésimal est L..L adjoint est formellement donné, pour
f e D), par

L:f(z) = —=Af(z) — VF(z) - V/(z) - [(2) AF(x)
= —eV.ef'@/ey (eiF(m)/Ef(a:)) . (1.8)

De plus la diffusion X est réversible par rapport ¢ une mesure invariante
pe(dz) = e~ F@/edz (dite mesure de Gibbs) solution stationnaire de ’équation
de Fokker-Planck. Notamment, L. est symétrique dans HZ(D, ).

Le calcul de I'adjoint et la démonstration de la symétrie du générateur
infinitésimal dans H2 (D, p.) reposent sur une intégration par partie (ou formule
de Green) [51][p13].

Lemme 1.1.3 (Formule de Green). Soient u et v deuzx fonctions dans H*(D),
alors

/vVud/\: uvnextdo’—/ uVod\ (1.9)
D oD D

01U Next €St la normale extérieure au domaine D et do est la mesure de Lebesgue
sur la surface 0D.

En particulier la mesure de Gibbs définie par m.(dz) = exp(—F(z)/e)dx
est bien de masse finie d’apres les hypothéses sur F. Elle est de plus invariante
pour notre processus puisque L*(exp(—F(z)/e)) = 0. La mesure de probabilité
associée est ., définie par

po(da) = <@ g, (1.10)
Jrame
est donc une distribution invariante du processus X.

La réversibilité du processus X par rapport a la distribution p. signifie
que, pour tout T > 0, (Xy)ogt<r avec Xo de loi e, suit la méme loi que
(X7r—t)ost<T-

On se place donc dorénavant dans des espaces de Sobolev par rapport a la
mesure invariante afin d’utiliser la symétrie du générateur infinitésimal.

1.1.2 Semi-groupe

On définit le semi-groupe P, associé a la diffusion X : pour tout ¢t > 0 et f
fonction continue,

Pf(z) = Eu[f(X0)] = f(2)+ / PuL.f(x)ds = f(x)+ / L.P.f(z)ds. (111)



38 CHAPITRE 1. DIFFUSION EN DIMENSION FINIE

On a notamment la proposition suivante.

Proposition 1.1.4. Le générateur infinitésimal L. posséde une extension qui
engendre le semi-groupe (P;);. Le semi-groupe posséde une densité pi(z,vy),
c’est-a-dire

Bﬂ@zém@wmmy (1.12)

La densité du semi-groupe est en fait la solution élémentaire de 1’équation
aux dérivées partielles

Owu(z,t) = Lou(z, t) = eAu(z,t) — VF(z) - Vu(z, t). (1.13)

Le preuve de ce résultat peut se trouver dans Davies [36]. Beaucoup de résultats
existent sur ce semi-groupe. On peut notamment mentionner les résultats d’ul-
tracontractivité et de hypercontractivité [65] ou d’inégalité de Sobolev loga-
rithmiques [5] qui donnent des estimations du semigroupe et de la fonction de
Green.

1.1.3 Noyau de Green et Probleme de Poisson
Le probleme de Poisson est donné par ’équation suivante sur le domaine D

L.ew= fsur D (1.14)
u € Hi(D, ) (1.15)

La fonction de Green g associée est simplement la solution élémentaire
(c’est-a-dire formellement pour f = d,) de cette équation. La solution u est
alors donnée par :

mmzﬁﬁ@mﬂw@ (1.16)

Il existe plusieurs constructions possibles de cette fonction de Green, le
principal probléme ici est le fait que le domaine D peut étre non borné. Mais
les hypotheses sur F' font que L. est a résolvante compacte et donc on peut
définir G via le semi-groupe P;. On pose en effet la résolvante G, pour A > 0,

GAf(:z:):/O e*ASRgf(x)ds:Er[/o e M f(X,)ds). (1.17)

Le potentiel, ou noyau de Green, G, est donc la limite, si elle existe, de
cet opérateur lorsque A tend vers 0 (avec son domaine). Formellement, pour f
fonction continue sur D, on a

+o0o
Gf(x) :/ P, f(z)ds (1.18)
0
ou en terme de densité :

+oo
glz,y) = /0 ps(z,y)ds. (1.19)

Pour des constructions purement analytiques, on peut soit construire di-
rectement la solution au probleme de Poisson, via une approche variationnelle,
ou bien la construire sur une suite de domaines croissant vers le domaine D
(”exhaustion domains”).
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1.1.4 Probléeme de Dirichlet et noyau de Dirichlet

L’autre probleme classique auquel nous sommes confrontés est le suivant.
Il s’agit de trouver une fonction u telle que pour h définie sur 9D
L.u=0sur D (1.20)
u= f sur 0D. (1.21)
On cherche donc une fonction L.-harmonique ayant une valeur prescrite au

bord du domaine.
On a notamment la proposition suivante.

Proposition 1.1.5. Pour h dans H*(0D), I’équation (1.20) posséde une solu-
tion qui se met sous la forme suivante en fonction du noyau de Green associé
au probleme de Dirichlet,

u(az).e_F(‘"”)/5 = —¢ f(y)e_F(y)/sancxt(y)GD(y,ac)o(dy) (1.22)
oD

ot o est la mesure de Lebesgue sur 0D et Oy, (,)Gp(y,x) désigne la dérivation
dans la direction de la normale extérieure par rapport a y.

Démonstration. En intégrant par partie, on a, pour u,v € H?(D, j1c).

/ uL vdp,. :/ vLcudpe —E/ ue_F/Eanextvda—i—e/ ve F/20,  udo.
D D oD aD

(1.23)
Donc, pour u solution de (1.20) et v(y) = G(y,x), on obtient ’expression de la
proposition 1.1.5 puisque ujgp = 0, Leu = 0 et par définition vjgp = 0. O

1.1.5 Potentiel d’équilibre, mesure d’équilibre

Tous ces rappels nous sont nécessaires afin de formuler convenablement les
éléments de théorie du potentiel dont nous avons besoin. En effet toutes ces
quantités sont solutions de problemes de Dirichlet ou de Poisson associés a
lopérateur L..

On se donne deux domaines réguliers, qui seront dans les calculs et les appli-
cations tout simplement des boules, A, dit ensemble de départ et B, ensemble
d’arrivée. Le but est d’étudier le temps mis par le processus X pour passer de
Aa B.

On introduit les temps d’atteintes des ensembles A et B, 74 et 73, qui sont
des temps d’arréts

T4 = inf{t > 0, X; € A} (1.24)

Notons que, si A est suffisamment régulier, comme X est un processus continu
presque surement, 74 est bien un temps d’arrét.

Définition 1.1.6. On définit la fonction suivante sur D, dépendant de A et
B par
ha,p(z) =Py(Ta < 7p). (1.25)

ha,p est appelée le potentiel d’équilibre pour les ensembles (4, B).
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On peut remarquer qu’il est immédiat, d’apres les propriétés de continuité
de X et des ensembles A et B, que
hA,B(x) =1- hB,A(«T)- (1.26)
De plus, on a 0 < ha p(z) < 1, pour tout z.

Proposition 1.1.7. La fonction ha p est solution du probléme de Dirichlet

Lchap=0, sur(AUB)ND (1.27)
hap=1, sur A (1.28)
hap =0, sur B. (1.29)

Elle s’exprime sous la forme
ha,p(z) = —ce¥)/= /aA e_F(y)/eancxt(y)G(AUB)c(y,x)a(dy). (1.30)

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la Proposition 1.1.5. O

Remarque 11. Le potentiel d’équilibre sera tres important dans la suite et
donne une idée des bassins d’attraction. En effet, par définition le potentiel
d’équilibre sera proche de 1 en un point x si partant de ce point la diffusion
atteint de fagon dominante I’ensemble A et au contraire sera proche de 0 si on
atteint plus largement B. Plus le parametre € est petit et plus ce phénomene
est accentué. On s’attend notamment a ce que h4 p converge lorsque € tend
0, vers une constante (certainement 0 ou 1 dans les cas généraux). Cependant
il peut étre difficile de donner de bonnes estimations de ces convergences, cela
repose souvent sur une comparaison avec le processus déterministe.

Définition 1.1.8 (Mesure d’équilibre). On appelle mesure d’équilibre, notée
e, B, la mesure portée par JA telle que, pour tout z € D

hA,B(l‘):AGBC(xvy)eA,B(dy)~ (1.31)

D’apres la proposition précédente, on voit que la mesure d’équilibre est en
fait portée par le bord de I'’ensemble A admet la représentation suivante. En
interprétant le générateur L. comme un opérateur de H'(D) dans H (D) on

a
€A,B ZLEhA,B. (1.32)

La mesure d’équilibre possede une interprétation probabiliste, on peut no-
tamment écrire

eap(dy) = lim t7'E,Px_o[rs < 7aldy y € 0A. (1.33)

t—0t

1.1.6 Capacité et forme de Dirichlet

Définition 1.1.9 (Capacité). On définit la capacité du couple d’ensembles
(A, B), notée cap (A4, B), comme étant la masse totale de la mesure d’équilibre

€A B
cap (A, B) = ea p(D) = e4 p(0A) (1.34)
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La capacité représente la charge totale sur le bord de A pour créer le poten-
tiel ha,p. En particulier, on définit la probabilité d’équilibre v4 p sur le bord
de I’ensemble A comme étant la mesure de probabilité associée a e4 p :

€A,B

o iD (1.35)

VA,B =

La probabilité d’équilibre représente la distribution sur dA du processus X a
la derniere sortie de A avant d’atteindre B.

Définition 1.1.10. On définit la forme de Dirichlet, par rapport aux ensembles
Aet B, pour h € HY(D, u.),

IVHlGdue e [ e T [ Tha)fda. (130)
(AUB)¢©

q)(AUB)(h') = 5/

(AUB)¢©

La forme de Dirichlet permet de calculer la capacité en utilisant un principe
variationnel.

Proposition 1.1.11. Pour A, et B deux domaines réguliers, on a

cap (4, B) = ®aup)(ha,B) (1.37)
= inf & h 1.
ot (auB)(h), (1.38)
avec
Hap={he H (D)|hp =0, hja=1}. (1.39)

Cette proposition constitue le principe de base pour calculer une borne
supérieure a la capacité.

1.1.7 Espérance des temps d’atteinte

Le lien entre ces quantités de la théorie du potentiel (capacité, mesure
d’équilibre) et I'espérance des temps d’atteinte se fait en combinant les différen-
tes formulations. On note B,(x) la boule de centre z et de rayon p. La fonction
wa p(x) =Ez(tal;, <) est solution du probleme de Dirichlet suivant

Lewa,p = hap sur (AU B)° (1.40)
wa,p =0sur AUB. (1.41)

Pour B = &, on obtient simplement wa(z) = E;(74) qui vérifie aussi

L.wg =1 sur A° (1.42)
wa = 0 sur A. (1.43)

En utilisant la représentation avec la fonction de Green, on obtient respective-
ment :

EI(TA]]-TA<TB) - wA,B(x) = / CTV(ALJB)C (xvy)hA,B(y)dy
(AUB)©

Ey(74) = wa(x) = / G e (z, y)dy. (1.44)

c
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On définit alors les intégrales suivantes
T (n)(A) = / e TR, (rh)ep (o).a(d2) (1.45)

0B, (x)

Tg, ) (A, B) = / e PR, (1Al <rp)eB, (2), aup (d2) (1.46)
0B,(x)

En faisant intervenir les probabilités d’équilibre vp () 4 €t VB, (z),auB, OD & :
TBp(oc) (A) = cap (Bp(m>7 A) EVBp(m),A (TA) (1'47)
T, )(A, B) = cap (B,(r), AU B) Evp, e aun (Talr,<rg) (1.48)

D’un autre coté, en combinant les différentes formulations obtenues, pour
p>0,0na

Ty, (o) (A) = / T o 5 (2)ep, (0.4 (d2)
0B, ()

= / / 67F(Z)/Ec;AC (Z7y)6Bp(m),A(dz)dy
0B, (x) J ac

:/ / e*F(Z‘/)/EGAc(y’z)eBp(w)7A(dZ)dy
¢ JOB,(x)

c

Ts,)(A) Z/ e PO R, ) a(y)dy, (1.49)

par utilisation la symétrie de la fonction de Green et du théoreme de Fubini.
On a aussi de la méme maniere

TBp(ac)(Aa B) = / . 67F(Z)/EIUA7B(Z)BBP($)7AuB(dz)
OB, (x

_ / / PG oy (2, y)em, ). 408(d2)dy
(AuB)e JoB,(x)

- / T hy o o )has@)dy. (1.50)
(AUB)°

Finalement, on a donc les formules exactes suivantes qui nous permettent
de relier la capacité, le potentiel d’équilibre et les temps d’atteinte (partant de
la probabilité d’équilibre)

Jae eiF(y)/Eth(ac),A(y)dy
cap (B,(z), A)

) . f(AUB)C e_F(y)/Eth(z),AUB (y)hA7B(y>dy
B cap (B,(x), AU B)

EVBP(T,),A (Ta) = (1.51)

(1.52)

EVBp(z:),AUB (Talry<rp

La seconde formule ne nous est pas directement utile. En revanche, la premiere
formule nous servira & estimer les espérances des temps de transition E,(74)
quand ¢ tend vers 0. En effet, si p est suffisamment petit, on s’attend, pour
tout z € 0B, (x), a ce que les temps d’atteinte partant de z et x soient proches :

EZ(TA) =~ Em(TA)~ (153)
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Le temps d’atteinte peut alors se mettre sous la forme :

Jae € F@ERg o) aly)dy
cap (B, (), A)

EI(TA) ~

Toute la difficulté consiste donc a rendre cette approximation rigoureuse
et a calculer le numérateur et le dénominateur. Le premier peut se calculer
en estimant le potentiel d’équilibre h4 p sur des voisinages bien choisis des
minima de F'. La calcul des asymptotiques des capacités se fait en obtenant une
borne supérieure via la formulation variationnelle de la capacité et une borne
inférieure en utilisant des fonctions tests. L’erreur faite par ’approximation de
Péquation (1.53) peut se réaliser soit de maniére analytique (via I'inégalité de
Harnack) soit de maniére probabiliste (via une propriété de contraction des
trajectoires).

1.2 Calculs des capacités en dimension finie

Nous énongons maintenant les résultats que nous avons obtenus en dimen-
sion finie en collaboration avec Anton Bovier.

1.2.1 Géométrie du potentiel
Pour la suite on a besoin de définir les notions suivantes.

Définition 1.2.1. Pour A et B deux ensembles de D, la hauteur du passage
entre A et B est définie par :

F(A,B)= inf F(w(t)), 1.54
(A, B) W%mtthm (1.54)

ou P(A,B) = {w € C([0,1],D)|w(0) € A,w(l) € B} contient les chemins
continus de A & B.

On définit ’ensemble des points selles qui sont les points réalisant la hauteur
minimale pour une trajectoire reliant A a B.

Définition 1.2.2. Définissons :
G(A,B) = F\(F(A, B)), (1.55)

P(A,B) = {w e P(A, B)| mavs F () = F(A,B)}. (1.56)

Les portes entre A et B sont alors les plus petits ensembles &2; de G(A, B) au
sens de l'inclusion qui vérifient :

Vwe P(A,B)  w([0,1))N 2 + . (1.57)
Les points selles entre A et B sont alors I’ensemble de ces portes
S(A,B) =] 2. (1.58)

Remarque 12. On peut voir que ces définitions prennent sens pour tous les
ensembles A et B. L’ensemble des portes n’est pas aussi nécessairement unique.
Plusieurs ensembles &2; peuvent avoir des points en communs.
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Hypothéses On fait 'hypothese suivante sur la non-dégénérescence du po-
tentiel F.

Hypotheéses 1.2.3. F vérifie les propriétés suivantes :
(1) L’ensemble M des minima locaux de F' est fini et pour tous les couples
de minima z, y, I’ensemble des points selles S(z,y) est fini et ne contient
donc que des points isolés notés z}(x, y).
(74) La matrice hessienne de F' en chaque minimum x; € .# et tout point
selle z¥ est non-singuliere (c’est-a-dire n’a pas de valeurs propres nulles)

Remarque 13. Dans Darticle [21] par Bovier, Eckhoff, Gayrard et Klein, les
auteurs supposaient que ’ensemble des portes est unique et coincide avec 1’en-
semble des points selles. C’est-a-dire qu’ils faisaient I’hypothese suivante : il
existe une unique sous-ensemble fini et minimal de G(A, B), tel que pour tout
w € P(A,B)

w([0,1])NZ # 2. (1.59)

Le potentiel est alors nécessairement avec une certaine structure. Notons par
exemple que cette hypothese n’est pas vérifiée dans le cas du potentiel illustré
dans l'introduction par la figure 3.

Les résultats donnés permettent de calculer le temps moyen de transition
d’un minimum =; de F. Le calcul des temps de transition se fait en suivant [21]
en utilisant la formule (1.51). Plus précisément, le calcul du numérateur et de
Papproximation sont identiques. Seul le calcul de la capacité (le dénominateur
de (1.51)) est différent. Le théoréme suivant permet de faire le lien entre capa-
cités et temps de transition, [21] Théoreme 6.2.

Théoréme 1.2.4. Soient (v;)]_; l'ensemble des minima locaur de F. On
considere aussi S = UleBp(xi) la famille de boules de rayon p > € suf-
fisamment petit pour ne contenir aucun autre point selle ni minimum (hors
leurs centres). De plus, supposons que pour j fixé, et tout i > k, avec i # j,
s0it

~

F(xi, ;) — F(x;) > F(xi, S) — Flx:) (1.60)
ou bien
F(xi, ;) < F(xi, k). (1.61)

Alors, pour tout j >k

(27e) /2

E,. [rg]= —— 2
J [ Sk] Capo(xj)(Sk)

efF(a:i)/e

2 |det(V2F (7))

i| F(zi,2;)<F(x:,5%)

(1+ O(Ve|lne|,e’?)), (1.62)

avec o > 0. Si x; est un minimum de F' tel que F(x;) > F(x;) pour touti > k,
on a alors

(27T€)d/2 efF(wj)/e

AP, (2,) (k) | [|det(V2F (a7))]

Eq,7s, = (1+O(Ve|lne|,e*/?)).  (1.63)
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Ce théoreme repose sur deux éléments : une estimation du potentiel d’é-
quilibre au voisinage des minima pertinents (celui de départ et d’arrivée) et le
controle de Perreur faite en remplagant le temps moyen de transition partant
de la mesure d’équilibre pas celui partant de du minimum ponctuel.

1.2.2 Correspondance avec un réseau électrique

Afin d’énoncer et de prouver le résultat pertinent pour 'estimation de la
capacité, on va maintenant expliciter les hypotheses et leur conséquence sur F.

Le fait de supposer comme dans [21] (voir remarque 13) que 'ensemble des
portes est unique oblige & une configuration tres particuliere des points selles
permettant le passage de x vers y. Dans ce cas, ces points selles doivent étre
tous en parallele, c’est-a-dire qu’ils doivent former une barriere entre les bassins
de z et y. Ils mettent directement en contact ces bassins. Comme par exemple
dans le cas suivant

4 Zx
\ 7

Dans ce cadre la capacité totale entre deux boules suffisamment petites entre
x et y se décompose comme la somme de contributions élémentaires attachées
a chaque point selle ([21] Théoreme 3.1). On a ainsi dans le cas ci-dessus :

cap (B, (2), Byly)) = ¢ Flow/e 217" 2”6 ZC (1+O0(/ellne))  (1.65)

avec
_ e
C V(R

(1.66)

z

ol A*(z}) est l'unique valeur propre négative de la hessienne de F' en z}
et det(V2F(2})) est le déterminant de la hessienne en ce méme point. Par
définition on a ﬁ(x,y) = F(z}), pour tout 4, la hauteur commune des points
selles.

Maintenant dans le cas ol ’ensemble des portes n’est pas unique, on peut
avoir une structure plus compliquée. Cela signifie en effet que certains chemins
optimaux w € P (A, B) doivent passer par au moins deux points selles distincts :

x z* 2™ Y (1.67)
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Notre résultat donne pour la capacité totale C = cap (B,(x), B,(y)) une ex-
pression en fonction des capacités élémentaires attachées aux deux points selles
(ici ¢ = C,» pour z* et ¢ = O~ pour z™*). La capacité totale est en effet la
capacité équivalente obtenue pour un réseau électrique de méme géométrie.
Ainsi, dans le cas précédent on a

1 1 1
el + o (1.68)
Considérons en effet F~1(] — oo, F(z,y)), il s’agit d’un ouvert borné de
D. Cet ensemble se décompose en un nombre fini de composantes connexes
puisque F' possede un nombre fini de minima locaux. On associe alors a chaque
composante connexe son minimum absolu
D’apres 'hypothese 1.2.3, pour chaque z € S(x,y), il existe ¢ assez petit tel
que Bjs(z) intersecte au plus deux (I';);. On note les indices de ces composantes
(T;) par 2T et 2z~ arbitrairement. Donc tous les ponts selles sont des passages
entre un I'; = I',- vers un autre I'; = I',+. On associe alors le graphe non-
orienté avec des poids sur les arétes (dénommées conductances) ¥4 (x,y) :
— les sommets sont les minima (x;)}., des différentes composantes.
— les arétes sont les points selles z € S(z,y) avec des poids (conductances)
C,.
— laréte z € S(x,y) relie les sommets z,+ et x,—.
11 est bien str possible d’avoir plusieurs arétes avec des conductances différentes
entre les mémes sommets. La conductance totale C;; entre x; et x; est définie
par
Cij = > C. =Cj. (1.69)
zl{i,j}={z",2"}
Par convention si la somme est vide on a Cj; = 0.
Considérons les fonctions u définies sur les sommets (x;)7L, du réseau
4 (z,y) a valeur dans R. Pour une telle fonction u, on lui associe son flot (f;;)
définie par

fij = Cij (u(@;) — u(xy)) = —fji- (1.70)

On définit alors le flux extérieur f(;, en ¢, par
faoy = Z fij- (1.71)
J

En termes de quantités électriques, u est en fait une tension et f correspond
au courant associé. La loi de Kirchoff s’exprime alors par f;y = 0 on dit alors
que la fonction u associée est harmonique pour 'opérateur L :

(Cij (u(zy) — ulxs
Lu(z;) = 2 (Z(‘ C’)ij ( )).

On peut lui associer une énergie (ou forme de Dirichlet discréete) en posant

E(u) = %ZC’”(u(xl) —u(z;))? = Z C.(u(zr) —u(z,-))%  (1.73)

2€8(z,y)

(1.72)

La sommation peut ainsi se faire soit sommet par sommet soit aréte par aréte.
La conductance effective entre les sommets © = xg et y = x,,, peut alors étre
correctement définie.
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Définition 1.2.5. On définit alors la conductance équivalente par

f)

u(@) — u(g) (L.74)

Clx—y) =
ol u est harmonique pour £ sauf en x et y avec u(x) # u(y) et f est le courant
associé.
La proposition suivante justifie la définition.

Proposition 1.2.6. La conductance équivalente ne dépend pas du choiz de la
fonction u. En particulier, si u* est la solution de

Lu*(x;)) =0 forl<i<m-—1

u*(z) =1 (1.75)
u(y) =0
on a
Clz = y) =[G (1.76)
avec f* le courant associé. De plus, on a la formulation variationnelle suivante
: L& >
Clx—y)= aker[%ﬁ E(a) = akGI[%,lﬁ 3 Z (a; —a;)*C; ; (1.77)
ao=1 a,,=0 ao=1 a,, =0 4,J=0

le minimum étant atteint pour a; = u*(z;). Enfin
Clx—y)=Cly—z)=Cz < y). (1.78)

La solution u* peut étre appelée un potentiel d’équilibre discret, on verra
(théoreme 1.2.10) que u* est une version discréte de h*Bp(z),Bp(y)' Avant de
prouver la proposition suivante, on démontre le lemme suivant qui est un prin-
cipe du maximum pour les fonctions harmoniques u.

Lemme 1.2.7. Soit u une fonction harmonique (solution de Lu = 0 sauf en
xo et Ty, ). Alors u atteint son minimum et son maximum en Ty et Ty, .

Démonstration. Si u est constante, alors il n’y a rien a prouver. Sinon, on pose
k tel que
u(zy) = maxu(x;) (1.79)
K3

et supposons qu'il existe j tel que Cy; > 0 et u(z;) < u(xy). Nécessairement,
il doit exister k et j, dans le cas contraire u est constant. Alors si k # 0, m, on

> Cirulwr) = Ciru(z;). (1.80)

Ci ; _ G u(z
u(zy) < mu(x]) + <1 5 Cik) (k) (1.81)

ce qui implique u(zy) < u(x;), on obtient une contradiction. Le résultat sur le
minimum s’obtient en appliquant le raisonnement précédent a —u. O
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On en déduit en particulier que ’équation

Lu(z;) =0 forl<i<m-—1
u(zg) =a (1.82)
w(zy,) =0
avec a,b € R donnés, a une unique solution. Il suffit en effet d’appliquer ce
lemme a la différence de deux solutions.

Preuve de la Proposition 1.2.6. Pour a € R™*!, la forme de Dirichlet discrete
est une simple forme quadratique

S(a) = %Zczg(az — (lj>2. (183)

Alors pour h € R™*! on a
Ela+h)=E(a)+2h - La+E(R) (1.84)

avec L 'opérateur associée.

On montre 'existence d’un potentiel discret u*, c’est-a-dire une solution
de Lu* = 0. On considere alors la forme quadratique £ sur 'ensemble {ag =
1, ay, = 0}. Cette forme quadratique est par définition positive et posséde donc
un minimum atteint en un point ¢* € R™*! avec af = 1 et af, = 0. Alors,
d’apres I’équation (1.84), on voit que pour 1 <k <m —1

L(a*) = 0. (1.85)
a* est donc harmonique en tout point sauf en zq et z,,. Le lemme 1.2.7 nous as-
sure donc que la fonction a* construite précédemment est unique et caractérisée
par aj = 1 et a), = 0. Pour une fonction harmonique u 'unicité permet d’écrire

u(z;) = a*(z;) (u(zo) — w(@m)) + u(@m). (1.86)

Le flot de u est alors donné par
oy =D Ciglulai) = ula;)) = [ (ulzo) — ulwm)) (1.87)
J
ou f* est le flot unitaire associé a a*. En particulier,
fo)
— = f 1.88
u(zo) — u(m) Jo (1.88)

et donc la constante C'(x — y) ne dépend pas du choix particulier de wu.
La derniere expression provient d’'un simple calcul

E(a”) = 52@]’(“1 *aj)Q = izaicij(ai —aj) — 52%@]’(“1 — aj)
1,] 2,7 2,J
= aiCi(a = a) = 3 i fiy = a5foy + Ay = - (189)
i, i

Donc
min _E(a) =E(a”) = ) = Clz = y). (1.90)

ao=1,a,=0
Enfin on en déduit que
Clx—y)=E&)=E(1—-a")=Cy — z). (1.91)
O
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Exemple Présentons une illustration simple de cette équivalence. La corres-
pondance entre la structure du potentiel et le graphe électrique se fait sim-
plement en plagant une capacité pour chaque point selle entre deux bornes
représentant les composantes connexes de F~1(] — oo, F(x,y)[). Prenons le
graphe stylisé des chemins optimaux 73(33, y), ol on a représenté que les points

selles de passage
/ Zf
x 25 z3 N

* *
g =~ %¢

v

Le circuit électrique correspondant est

Ry
L R 4
Ry Rs I
Rs Rg
LT L T

ou la capacité élémentaire est donnée par

1o NG

R; VItV E )]

(1.92)

1.2.3 Calcul de la capacité

Le calcul de la capacité peut s’exprimer par le théoréeme suivant.

Théoréme 1.2.8. Supposons vérifiées les hypothéses 1.1.1, et 1.2.8, alors pour
x ety des minima locaur de F et p > € :

(2me)N/2

capp, (B,) = “—5m—Cla & y)e TV (140(/() Ine)) ), (1.93)

ot C(x <> y) est la conductance équivalente entre x et y du réseau électrique
Y (x,y). La capacité élémentaire de chaque aréte est donnée par

C. o)
/det V2F (z*)

M (2*) est Dunique valeur propre négative de la hessienne de F au point selle

*

A

(1.94)

De ce théoreme, on en déduit alors I'espérance du temps de transition de x
ay.
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Corollaire 1.2.9. Soit € > 0 suffisamment petit fixé, on suppose que les hy-

potheses du théoreme 1.2.8 sont vérifiées. De plus, soient x et y deux minima
tels que pour chaque minimum (:Ci);fll

F(z;) > F(x). (1.95)
Alors, pour p > € suffisamment petit

2m
C(x <> y)\/det V2F(z)

(FEn=F@)/2(1 1 O(z [Inel*’? &%),
(1.96)

EwTBP (y) =

pour o > 0. La constante C'(x <> y) est donnée par le théoréme 1.2.8.

Remarque 14. L’hypothese additionnelle dans le corollaire est faite pour s’as-
surer que il n’y a pas de pieges entre = et y. En effet, si I'un des z; est plus bas
que z, la transition pertinente qui s’effectue est x; — y et non pas z — y.

Une conséquence indirecte de la correspondance avec le réseau électrique
est l'approximation du potentiel d’équilibre aux voisinages des minima in-
termédiaires.

Théoréme 1.2.10. Sous les hypothéses du théoréme 1.2.8, pour chaque x;

i} 1727\ 1/2
Poi (7B, () < TB,(») = M), B, () (¥1) = 0" (2:) + O <(’“n35\ ) )

(1.97)
ot u* est le potentiel d’équilibre discret associé au réseau 9 (x,y).

Nous allons maintenant prouver ces théoremes.

1.2.4 Preuve du théoréme 1.2.8

La preuve du théoreme 1.2.8 suit la procédure utilisé dans [21] : elle va
nous permettre d’illustrer la méthode qui sera ensuite utilisée aussi pour la
dimension infinie. Soit donc le potentiel F' donné, choisissons deux minima x
et y vérifiant les hypotheses précédentes. Soit € > 0 fixé, on se donne donc :

— soit p>¢e >0,

~ By = B,(x) et By = B,(y),

— les points selles S(z,y) = (), et on définit alors iy par zji = Ziy,

— les composantes connexes F~1(] — oo, F(z,y)[) = um Iy

Pour utiliser la formulation variationnelle de la capacité, on se donne la
forme de Dirichlet :

cap (B, By) = hmel'}-tl ®(h) (1.98)
avec
®(h) = 5/ e F@/e | Th(z)|2 dz (1.99)
(B2UBy)°
et

H= {h e WLH(RY, e F@)/2dz) ‘Vz h(z) € (0,1 hyp, = 1hyp, = 0}. (1.100)

Dans la suite de cette section, on note A; des constantes positives.
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1.2.4.1 Borne supérieure

Proposition 1.2.11. Sous les hypothéses du théoréeme 1.2.8, on a la borne
supérieure

N N/2 n
cap (Bo, By) < e Pone G SN G, — a2 (4 9(6))
VY = 27 a;€[0,1] ; i B
(1.101)

avec Y(e) = O(|z—:ln3 €|1/

Coe G (1.102)
! |det V2F(zF)]

Démonstration. Le calcul de la borne supérieure se fait par l'estimation de
la forme de Dirichlet sur une bonne fonction test. Autour de chaque point
selle, on se place dans les coordonnées locales qui permettent de diagonaliser
la matrice hessienne, la premieére coordonnée correspondant & 'unique valeur
propre négative. Pour § > 0, on définit alors un voisinage pour chaque point
selle z* € S(x,y) en fonction de ces valeurs propres :

_5 5 A ) 26
Cs(z*) = , )
& VIA ()] \//\1(2*)] : ]£[2 [\/Ak(Z*) \/Ak(Z*)]
Cs(2*) = Is(z*) x Cs(2%). (1.103)
Définnissons aussi S5 = F~L([F(z,y) + 62, +00[). Pour tout z = (21,2') €

I5(z*) x OCs(z*) dans les coordonnées locales (qui dépendent donc du point
selle z*), on obtient en utilisant un développement de Taylor :

F(2) = F(z,y) = F(2) - F(z*) = —= |A1 Z Me(2)22 + O(8%)

ﬁ:1>

F(z) — F(z,y) > —% 4262 — 4,63 > 62, (1.104)
pour ¢ suffisamment petit. Donc, on peut garantir que I5(z*) x (“)55(2*) est
inclus dans Ss. De méme, en choisissant ¢ assez petit, on garantit que pour
les autres points selles z* ¢ S(z,y), |F(2*) — F(z,y)| > § (puisque en nombre
fini). Enfin, ¢ doit étre suffisamment petit afin que B,, B, soient disjoints de
NSs.

Avec ces conditions sur §, on pose

<55 U O O§> = 6 T, (1.105)
=0

i=1

ou (fj) ; sont les composantes connexes, avec & € fo ety e l:m Remarquons
que pour chaque point selle 2z}, la variété instable de dimension 1 (tangente
3 {(21,0)|z1 € R} en coordonnées locales) relie un ensemble noté T . (pour
21 > 0) et un ensemble noté I';_ (pour 2 < 0).
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Nous définissons alors la fonction test h™,

a; pour z € f‘
ht(z) = fi(z1) pour z € Cs(2;) dans les coordonnées locales de z*
arbitraire ailleurs avec | VAT| < ¢/é.

(1.106)
Les constantes a; sont choisies arbitrairement dans [0, 1] avec la condition ag =
1 et a,, = 0. f; est choisie pour minimiser I'intégrale de la forme de Dirichlet

5/ D) , )
/ ()2 em B EDIR gy (1.107)
—6//|M(zD)]

avec la condition suivante au bord

Py 5
fi <|)\1(Zz*)|) =a;_; fz <)\1(Zf)|> =a,. (1.108)

On montre facilement que f; est solution de

efi'(z1) +zr M) fi =0
i(=0/v/|M(Z)]) =ai (1.109)
fil6// M) = aiy

Donc

e | Ik PGl = 2 DI gy o
i\Z1) = (a;_ — a; L +a;. . .

1 + fé/ |>\1(z;‘) e_ip\l(z;‘) t2dt +

e IRVAESIE]

On en déduit alors

d(hT) <5Z/ G)/e f1(2) d2+6/ e F@)/e ||Vh+(z)}|§dz. (1.111)
S

)

L’hypothese 1.1.1 sur F' permet de majorer le second terme. Soit K5 =
{z|F(z) > 62 + F(x,y)}, on obtient alors une constante As telle que

/ PO ||Vt ()2 dz < o e (Pl y>+62>/s/ o~ (F(2)=0*~F(a.y)) g,
’C(s 5 ]CJ
€ _(F x
< cAy e (F(zy)+6%)/e. (1.112)

Pour le premier terme de (1.111) on a alors

Joyory € FOTMEDID 2

5 -
<f5/ ‘)\1(2’,*)| e_|/\1(zz) t2/26dt>

=8/4/|M(zp)
(1.113)

| e ) s = (o, - 0P
(z9)
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En utilisant un développement de Taylor et la borne sur z € Cs(z]), on obtient
une constante Ag > 0 telle que

N
> Xe(z)2f + A3 (1.114)
k=2

x 1 . 1
—F() = ()] < =5 )1 -

En utilisant 1.114, le numérateur peut alors étre borné par

/ o~ (FEHMEDIR) g, < eAsas/s/ o DD g
Ca(z*) Cé(zf)

Ak (2)

1 1.2
e—g\kk(zi )\dezk

s N ol
< Asd/e H/
k=17—9/

N
—(F(2)+A1 (2)]22) Je Ags®)e_ V2mE
e dz <e SR T (1.115)
Cs(27) |det(V2F(2}))|

[Ak(z5)]

Quant au dénominateur, on obtient

-2

oy e IVE )
/ eI 22 g, =|A1(z;‘)la*1/ 24

—8/+/|A1(zp)

L [ e -
= [1- — e u
2 | A1 (27)] V2r Js) e
1 26762/25
< [1 - — . 1.11
=2 | Aa(z)) ( \/27r551/2> (1.116)

Ceci donne la borne supérieure attendue en choisissant § = A4+/¢ |Ine| :

+ Py e (2me) N/
D(nt) < e Flom/e 20—
> (a”—ai,)?—'Al(zf)' (1+0(|gln3e]1/2)), (1.117)

det V2F'(zF)

=1

qui est vraie pour tout choix des (a;)o<j<m € [0,1]™ avec ag =1 et a,, = 0.
En particulier,

N/2

—F(x, 5(2’”5) . . 2 3 11/2
sy B oy s ()
ap=1, a,=0""

(1.118)
ce qui termine la preuve. O
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1.2.4.2 Borne inférieure

Proposition 1.2.12. Sous les hypothéses su théoréeme 1.2.8, on a la minora-
tion :

)N/2

a 2me
B,,B,) > —Flay)/e
cap (B, By) = e .

1/2

min C.x(ai, —a; 2(1+O(51n35 )) 1.119

a;€[0,1] Z i = @) | | ( )
ap=1, ap,=0"=

Démonstration. La minoration s’obtient en réduisant le domaine d’intégration

de la forme de Dirichlet et en minimisant cette nouvelle forme. Pour tout

1 € [1,n], en coordonnées locales, on définit

Co(ef) = | ——= ] I [ ’ ]
' VIA(z) \/|/\1 Pl - 1)>\k( 5 VIN = DXe(z))
Cs(e) = Ji x O (1.120)

et Cs5 = Ui, 6}5 On restreint alors le domaine d’intégration et on minore
Iintégrant : pour h € H

() > D, (h) = ¢ / P | Vh() |2 dz
Cs

n 2
> &g (h) = ZE/A e F2)/e sz(?] dz. (1.121)
i=1 5

De méme, par un développement de Taylor, on a une constante A; telle que
pour J suffisamment petit, pour tout z € Cs(%;)

_*ZAI@ Zk

En remplacant la fonction A par le potentiel A*, minimisant la forme de
Dirichlet, on obtient en intégrant sur Jj :

fN 2 ; .
/ . IOVE <3h (Z)> d» 25‘4553/‘3/ S S E, {8%1 (= )] 1s
Ag (921 Ag 8z1

< Asd®. (1.122)

> ¢~ Mobe /A_L e~ 2% Liea M ()= (1.123)
" 2
/ Oh*(2)|” MG g, ds
i 821

Or, Ji = [—25/\/|/\1(z;‘)|, 25/\/|/\1(z:‘)\] On peut alors minimiser la forme

précédente suivant z; en suivant (1.107). on obtient alors

. 2
/ [f’g(z)} eﬁMl(z;‘)\zdelZ/ e eE MR, (1.124)
i Z1 i
S5 3
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La fonction f; est alors la solution de
efi(z) + 2 MG =0

fi(=26//IMi(2)]) =h* ﬁ,ﬂ
fi20//IMGED)) =h | 22—, 20

[A(zp)

(1.125)

La méme procédure suivie de (1.113) & (1.116) donne

* 2 *
/ <‘9h (Z)> eEMGDIR G, > €A ()]
Ji 0z1 o V2T

2 95 ?
AR —Y—]—)—, 2 - —,z . .
l ( G L) <\ﬁ|xl<z:>| L)] (1.126)

D’ou

cap (By, By) > 567A5§ Z Vel /AL e~ 3= Thea Ar(2)2R (1.127)
i—1 V21 i

* 7_26 Z1 —h* 725 Z1 2 Z1.
[h< NGk ) " (xﬁlh(z;*)’ )1 ‘

Le probleme revient alors a estimer correctement A* au bord de I’ensemble
pour avoir une minoration utile. L’idée est alors de controler la valeur du poten-
tiel d’équilibre h* entre le bord du voisinage C5(z;) et le fond de la composante
connexe I';. Pour cela, on a le lemme suivant.

Lemme 1.2.13. Pour z; distinct de x,y (minimum global de I';) on a, pour
tout w € T'; avec d(w, ;) >n et n >0,

[h*(z;) — " (w)| < @(e) (1.128)
avec ®(g) = O(e?) pour tout B > 0.

) —~1
Supposons, pour l'instant, ce résultat prouvé. Pour z € 9J; x Cj , on

obtient en utilisant un développement de Taylor :

R 2
F(2) — F(x,y) < =6+ 08 < —% < -4 (1.129)

pour § assez petit. D’ou,
—~1
{—25/ |/\1(z;‘)} xC; C Ty

—~ 1
{25/ |A1(Z,Zk)} XC(ZS C Fi+~
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On peut alors utiliser le Lemme 1.2.13 uniformément sur ces ensembles. Uni-
formément en 2z, € C},, il existe 3 > 1/2 tel que

20
W (i) — h* | ————,
(@) ( (2] L)

20
h(x; )—h' | —————, 2
(@) ( M)l L)

Cette minoration donne alors avec (1.127)

(2me)V/? (1_ (N-D) e )N‘l

< A7€ﬁ

S A7€ﬁ.

(555 (h*) > 5 5 e IN-T)e
Y8
(1.130)

h* (x4 —h*(xi+)| —2A7<€B)2

—Ass ZC

en choisissant 42 = Agse |Ine|. Posons alors a; = h*(z;), on obtient donc

B N/2 7
Op (h*) 2“ ZC i —aj,)? (1 +0(\£|1ns|3/2)). (1.131)
D’ou

- . (2me)N/? " 2 3/2
b2 7y S0t (o)
ap=1, amfol

(1.132)
ce qui conclut la preuve. O

On prouve maintenant l’approximation du potentiel d’équilibre (Lemme
1.2.13).

Démonstration. Pour 6 > 0 tel que Bs(z;) C I';, définissons 7p;(,;) = ng.
Alors, pour w € I'; avec d(w,0I';) >, on a

Pw(TB, < 7B,) = P (T8, < 7B, \T <7, NTB, )Py (;Sj <7B, NTB,)
+P,(

>TB /\TB )]P (zj >7_Bz/\7_By)-

Posons i =Py (7] > 7, NTB,) = We,0B, .85, y(w). En utilisant le corollaire
4.8 de [21], on obtlent une constante Ag telle que

0< < Age 2 exp(—(F(z,y) — F(w))/e) < Age?exp(—a/e) (1.133)

avec o tel que F(z,y) — F(w) > o > 0 pour tout w € I'; avec d(w, dT';) >
D’autre part, en utilisant la propriété de Markov forte, on a

P

< TB., A\ TB ) = Ew[PXT§ (TB.’E < TBy)]
5 (1.134)
= Ew[hB, B, (Xr;?j )]
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et X,s € Bs(z;) par continuité du processus. Or, le potentiel d’équilibre
wj

hg,. B, est solution d’une équation aux dérivées partielles elliptique, on peut

alors utiliser une estimation d’Holder pour comparer la valeur du potentiel

d’équilibre pres de x; et précisément & x;.

On rappelle cette estimation. Soit L = a;;(x)D;; + bi(x)D; un opérateur
différentiel du second ordre, avec a;; € C°(D), b; € L>*(D). On suppose de
plus que L est uniformément elliptique c’est-a-dire qu’il existe 0 < A < A < 00
tel que pour tout £ € R?

0 <A < (& a(@)E) < Algf. (1.135)

On pose alors v = A/, et v > ||b(z)[|5 /A%. On a le Lemme suivant.

Lemme 1.2.14 (Corollary 9.24 [51]). Siu € W2"(D) est une fonction positive
et vérifie Lu = 0 sur une boule Bg,(x) C D, alors pour tout R < Ry,

osc u< K (R) 0sc U, (1.136)
Br(z) Ro ) Bry(x)

ol oscau = supy u — infa u. Les constantes K = K(n,v,vR3) < o0 et a =
a(n,y,vR%) > 0 ne dépendent que de v et vVRE.

On applique alors ce lemme avec L = L.. Soit ry > 0 fixé et assez petit pour
que By, (z;) soit disjoint de B, et B,,. Alors h, B, est solution de Leu = 0 sur

B, (x;). La constante v prend alors la valeur v = sup B, ||VF||§ /€2. Donc afin
de rendre uniformes les constantes en €, une solution est de choisir Ry = ce >
R = ce? = § o ¢ > 0 est une constante telle que Ry < ro. Pour z € B,.» (x;),
on obtient alors une constante Ajq telle que

Em73y (Z) — h'*Bm,By (1‘]) < 2A10€a (1.137)
ou on a utilisé
osc hi < 2. 1.138
Boe(2) B.,B, = ( )
D’ou
Ewlhp, 5,(Xr, )l = hp, B, (x;)| < 24106 (1.139)

Donc en combinant (1.133) et (1.134), on a

Pu(t8, <78,) = Pu; (18, <7B,) = Bulhp, p,(Xr, )I(1 —p) =g, p (2;)
+ Py (18, < 7B, |72, > 7B, AT8,). (1.140)

On a alors

Ws, 5, (W) = Np, 5, (@5)| < |Bulbs, 5, (Xr., )] = W, 5, (2)] + 20

5om, (W) = W g (xj)‘ < 24105 + 2Age~V2e79/5 = By () = O(c%).
(1.141)
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En réinjectant cette derniere estimation dans (1.138) afin d’avoir un meilleur
controle, on a

osc hy p <2Bi(e). (1.142)
Brg(z) ~77Y

L’équation (1.141) devient alors

Wi, s, (W) = W, . (zj)] < 9A10e By (€) + 2406267/ — By(e) = O(2%).

(1.143)

En itérant cette procédure, on démontre donc que
hy, B, (w) = hp, g (2;)| < ®(¢) (1.144)
avec ®(g) = O(¢?) pour tout 3 > 0. O

1.2.4.3 Preuve du théoréme 1.2.10

Démonstration. D’apres ’estimation de la capacité, on en déduit 'existence de
U, U, fonction bornées en 0 telle que

E(@)(1+ Ve linel’* @y(e)) 2 cap (B, B,) > E(h)(1 + VE [nel*/? s (e)).
(1.145)
ol ¢* minimise la forme de Dirichlet discrete avec af =1 et a;, =0, et h* est
le potentiel d’équilibre. On obtient alors une fonction borné en 0, U3 telle que

1E(a*) — E(h)| < VE [Ine*? Wy(e). (1.146)
Or a* est harmonique et (a* — h*)g = (a* — h*),,, = 0, on en déduit
E(@)—=E)=2(a"—h")La" +E(a* —h*) =E(a" — h"). (1.147)

Comme & restreinte & H = {0} x R™~! x {0} est une forme quadratique définie
positive, £Y/2 est une norme sur H. On a donc en particulier une constante A,
telle que, pour £ € H

ax (6] = [[€loe < A" (1.148)

Pour tout 1 <i<m — 1, on a alors
jay = B ()] < (VE[mel*)H /20 (e) (1.149)

avec ¥ une fonction bornée. O

1.3 Applications

1.3.1 Exemple simple
Introduisons tout d’abord la fonction strictement positive sur R

zt 2?

g(o) = - — o+

=- (1.150)

DN | =
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On a alors ¢'(z) = 2® — 2. Considérons 'exemple avec le potentiel F' : R? s R
F(xq,22,23) = g(x1)g(x2)g(x3). (1.151)

Le calcul des points stationnaires donne donc
VF(z)=0<+= ¢'(z1) =0et ¢g'(x2) =0 et ¢'(x3) = 0. (1.152)

L’ensemble des points stationnaires est donc {+1,0,—1}3. Le calcul de la
matrice hessienne va nous permettre de déterminer quels sont les minima,
les points selles d’indice 1. On a en effet, pour un point stationnaire z* =
(21,23, 23)

9" (x7)g(x3)g(3) 0 0
V2F(z*) = 0 g(x7)g" (x3)g(z3) 0
0 0 g9(z7)g(x3)g" (z3)

(1.153)
Or ¢"(r) = 322 — 1, donc l'ensemble des minima de F est {—1,+1}3 et les
points selles ont une unique coordonnée nulle. Le graphe des minima et des
points selles d’indice 1 s’organise suivant un cube en dimension 3 :

(-1,1,1) (1,1,1)

_— _—

(-1,-1,1) (1,-1,1)

(_1717_1) (1,].,—]_)

(_17_17_1) (1’_17_1

Chaque aréte portant une capacité élémentaire valant

ol
BN OO ZOA (1154

On peut alors se demander quels sont les espérances des temps de transition
pour passer d’'un minima & un autre (ils sont en effet tous a la méme hau-
teur). On a trois types différents de transitions (& cause des symétries) soit
de o = (1,1,1) vers &1 = (—1,1,1) ou vers x5 = (—1,—1,1) ou bien vers
x3 = (—1,—1,—1). On trouve alors, en calculant les capacités équivalentes :

‘ =
[\

cap (B, (x0), By(%1)) = 7 (1.155)
cap (By(w0). B,(02) = 5 (1.156)
cap (B, (o), By(23)) = g (1.157)
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On obtient alors en appliquant le corollaire 1.2.9 les temps de transition

7

Eay 75, (z)] = 152" V2me!/O (1.158)
3

Eqz, [TBp(azz)] = 125\[27%1/648 (1.159)
5

By 7B, (25)] = 625\[2%1/645. (1.160)

1.3.2 Particules couplées

On se propose de calculer les temps de transition a un modele de particules
en interaction. Ce modele a été décrit par Berglund, Fernandez et Gentz dans
les articles [9, 10]. Nous 'avons déja décrit dans I'introduction (équation (0.18).
On a N > 2 particules couplées aux plus proches voisins. Chaque particule
évolue sur R, subit individuellement un potentiel bistable

1 1
VeeR f(z)= 13:4 - 5332. (1.161)
Le systeme obtenu est
dX.(t) = —VF,(X.(t))dt + V2ed B(t). (1.162)

Le potentiel F, est donné par (0.19). B est un mouvement brownien dans RY.

Le potentiel F’, est invariant par de nombreuses symétries ce qui rend ’en-
semble des points selles aussi invariant par ces symétries et ne vérifie pas I’hy-
pothese de la remarque 13. En conséquence, on ne peut pas appliquer direc-
tement les résultats de [21]. On a besoin de la généralisation du calcul des
capacités par le théoreme 1.2.8 pour conclure.

1.3.2.1 Description du potentiel

Afin de calculer le temps de transition métastable il nous faut déterminer
les minima, les points selles du potentiel F' et des matrices hessiennes en ces
points. Ainsi, pour v = 0, l'interaction entre les particules disparait, on se
retrouve avec un ensemble de N particules indépendantes diffusant dans un
potentiel bistable. Les points stationnaires (i.e. tels que VF(x) = 0) sont

" = (&,...,6n) Vie[l,N], & e {-1,0,1}. (1.163)

Pour chacun on obtient alors

o) = =22 ot j = #ile = 0) (1.164)
3¢ -1 0 0
0 3¢3-1 0 :

V2Fy(z*) = : 0 : . (1.165)

0 e 00 38% -1



1.3. APPLICATIONS 61

On voit donc que clairement les minima sont les points sans aucune coor-
donnée nulle tandis que chaque coordonnée valant 0 donne une valeur propre
négative. Les points selles d’indice 1 ont donc une unique coordonnée nulle.
Lorsque v > 0 croit, les auteurs de [9] prouvent que I’ensemble des points sta-
tionnaires reste dans la méme configuration jusqu’a une premiere bifurcation
ayant lieu pour un parametre 4; > 1/4 (Théoreéme 2.1 de [9]). Malgré cela, on
peut remarquer que les points

I =+(1,1,---,1) O =(0,0,---,0) (1.166)

sont toujours stationnaires. De plus I+ sont toujours des minima, alors que O
change d’indice lorsque v s’accroit. En effet la matrice hessienne de F' en O est

—1 4’;7 f% 0’y . 0 7%
—3 1+~ —3 0
0o 3

0
0 -3

-3 0 0 -3 —1+47y

Les valeurs propres de cette matrices sont donc
.o [k
A =—|(1—2ysin N Vk € [0, N —1]. (1.168)

En particulier, on peut noter pour tout v > 0 et k entier entre 1 et | N/2] :

ol 1
A =An_p=—(1—— avec Vg = —5———— 1.169
* M ( ’Yk) Tk 2sin?(kw/N) ( )
et Ao = —1. Comme () ,EZ{QJ est décroissant en k, pour v > 1, O devient un

point selle. De plus, en utilisant une fonction de Lyapunov, Berglund, Fernandez
et Gentz ont prouvé dans [9] (Proposition 3.1) que dans ce cas, I+ et O sont
les seuls points stationnaires. Dans cette configuration, les particules sont dites
synchronisées car le couplage entre les particules fait que la transition de I_ a
I, se fait d’'un mouvement commun en passant au voisinage de 0.

Le potentiel F' est en effet invariant par de nombreuses symétries (rotation
R, symétrie axiale S, et changement de signe C) :

VzeRY, Rz= (x(Q),x(3)7--~ ,x(N),x(1)> (1.170)
Sp — (zw),x(zvfl), . 793(2)71,(1)) (1.171)
Cx = (—J;(l),—x(z),--- ,—J:(N_l),—x(N)>. (1.172)

En particulier chaque expression est vérifiée pour toute lorbite, notée O(z),
du point z sous laction de ces symétries. On se restreint au cas ot v = o(1) est
tres proche de 0 mais positif. Dans cette situation, le nombre de points selles
est important (I’ensemble des xg = (0,£1,---,%1) et leurs orbites) de méme
que les minima (I'ensemble des z¢p = (£1,---,%1)). Pour v < ~*, la valeur
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de la premiere bifurcation, la configuration reste presque identique, seules les
valeurs du potentiel aux minima ou aux points selles évoluent. On effectue un
développement asymptotique en 7y : pour z point stationnaire de F' (c’est-a-dire
tel que VF,(z) = 0) il existe zo tel que VFy(zg) =0 avec z = x¢ + O(y) et

pu@:Rmm+ow%=—5ii+%%+n+om% (1.173)

ol To = (517"' 7£N)7 gi S {_170a1} et

J = card{i|¢; = 0} (1.174)
k = card{i|;&i+1 < 0} = card{i|¢; = £1, 41 = F1} (1.175)
= card{i|§i§i+1 = 0751 + §1+1 75 O} (1176)

On va ainsi réussir a déterminer la géométrie des chemins de moindre po-
tentiel pour passer de I_ a I,. Les points selles qui optimisent le passage de
I_ & I, sont donc de la forme

1mm=—ﬁil+%%+o+mfy (1.177)

On doit cependant encore minimiser les valeurs de k,l qui donnent le nombre
de contacts directs entre +1 et F1 et entre 0 et 1. On en déduit donc que les
points selles minimaux sont caractérisés par k = 2, [l = 1 comme par exemple :
(0,1,---,1,—1,--- ,—1)). Les plus hauts points selles (& 'ordre 1 en 7) sont
ceux qui ont au moins une coordonnée valant +1, une valant F1 et exactement
une seule valant 0. Cependant si on va chercher les corrections aux ordres plus
élevés (en 7), une sélection des points selles s’opere et & 'ordre | N/2] les seuls
restant sont les points selles situés au milieu du chemin. Ainsi au second ordre,
on a :

i 1 i i— i
z=x9+ 17+ O0(¥?) avec x(l) = fT@xé) _ xé 1) _ xé +1)>
2((3")2 - 1)
(1.178)
N-1 3
Ey(a) = ===+ 5 + a7’ + 0(") (1.179)

avec

! ‘ i i i i i
=732 (2(375 D262 = 1) + 20 — 2l V) ) - a:é“))). (1.180)
€A

Le calcul effectif du coefficient ¢s donne

—5 for Ny, Ny > 2
02:{ 5 O hizs (1.181)
8

for Ny=1lorNy=1"

Ole1+N2:N—1.
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Un exemple de trajectoire minimale de I_ a I, peut étre :

63

(1,-1, E,=-d+2y+0(?
(1a0a_17"' 5_1) (17_1a 7_1?0) F’Y:_szl—"_gl_FO(’yQ)
Y
(]-a 7170371) (0’17 71771) F’Y _7N4_1 +31+O(72)
(1,---,1,-1) F,=-d+42y+0(?
(L,---,1,0) F‘/:_¥+%+O(72)
I F,=-4+0(?
(1.182)

On a aussi la formule pour la correction aux ordres supérieurs, mais en

déduire les points selles pertinents est difficile : pour tout k£ > 0

8
|

v(x)—co+c1’v+c272+..._~_Ck7k+0(,yk+1)7

et pour tout k> 0,7 € A

i 1 OONOIR. i i+1

xl(c) == N2 [ Z xl(ﬂ)x/(m)xl(cs) + 5(2371&11 - xl(c—l)
3(3:61)) — 1 Lkithaths=k

k1,ka,k3<k—1

(1.183)
(1.184)

- xﬁj_f))l

(1.185)
(1.186)
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On a aussi
1 (@) () (), () 1 (i) .(0)
ol L R
iEA k1+ko+ks+ksi=k ki1+tko=k
ki k2 ks, ks <k—1 k1 ka<k—1 (1.187)
1 @) _ G+DY (0 _ (1)
+ Z Z (xkzl - xkll ) (xklz - xkz )
ky4ko=k—1
ek = fr(wo), (1.188)
D’apres les symétries et les corrections a ’ordre 0 et 1, on sait que les points
selles pertinents sont de la forme zo = (0,1,---,1,—1,---,—1). On note alors
—— ————
Ny N

le coefficient ¢ = fi(xg) = cx(N1) pour 0 < Ny < %
Nous n’avons pas été capables de prouver qu’effectivement les plus hauts
points selles sont au milieu. Nous formulons donc une conjecture.

Conjecture 1.3.1. Soit N > 2, pour 0 <y < i :
- st N =2P+ 1 est impair,

S(I_,I,) = O(a*) = {z*, Rz*,-- , RN "'a*, Sa*, RSz*,--- , RN 182"},

(1.189)
ou

2 =(0,1,--,1,=1,--- ,—1) + o(7). (1.190)

—_—— ———

P P
- st N =2P + 2 est impair,
S(I_,1;)=0(x4) =0(z_) (1.191)
S(I_,I;)={«" Rz*,.-- \ RN 2t 2= Rz~,--- , RN 'z~
Szt RSz*,...  RN71Szt Sz~ RSz~,--- ,RN"1Sz"}.
(1.192)
ou

zt=(0,1,---,1,—1,-- ,—1) 4+ o(7) (1.193)

—_—— ————

P+1 P

™ =(0,1,--,1,-1,--,—1) + o(y) (1.194)

—_—— ———

P P+1
Remarque 15. En fonction des coefficients ¢ (1), cela signifie que
N-1 N-1

Vk < LTJ cr(k—1) < cp(N1) k< Ny < LTJ- (1.195)

On suppose que cette conjecture est valide dans la suite du chapitre. Le
théoreme suivant est donc I'application des calculs de capacité dans ce cas.
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1.3.2.2 Espérance des temps de transition

Nous pouvons maintenant appliquer le théoreme 1.2.8 afin de calculer les
capacités pour ce modele.

Proposition 1.3.2. Soit p >0 et By = B,(I+) :
— st N est impair :

cap (By, B_) = 2NC(v, N)(2me)N/2e~Fn(@)/z (1 + O(|51n35|1/2)) ,
(1.196)

- st N est pair :

cap (By, B_) = NC(v, N)(2re)N/2e~Fr(@)/e (1 i O(|€ln3g|l/2)) ’
(1.197)

avec

1
Clv,N) =3

SN-D/2 (1 - %(N - 8)) +0(v%). (1.198)

On peut alors en déduire les temps de transition.

Corollaire 1.3.3. Soit p > ¢, et By = B,(I+) : pour N > 3 il existe Vy

143 4 Oy2 N>3
iy = {1 E 100 )
1+3+0(y%) pour N =2
tel que
B 75, = Av(1)e"™ /(14 O(VE Ine[*'?)) (1.200)
avec

— st N est impair :

— 2m B Vor - )
 2NC(y,N)\/|det(V2F,(I))] 2N (1-27)+0(7%) (1.201)

An(v)

— st N est pair :

_ 2w _ V21 _ 9
An(y) = NCO N VR N (1-27)4+0(y7). (1.202)

Remarque 16. On peut remarquer que la différence entre les deux cas n’est que
d’un facteur 1/2. Cette différence ne tient que a la géométrie différente entre
N pair et impair.

Preuve de la Proposition 1.8.2. Pour N impair, le potentiel est assez simple,
les points selles forment une barriére entre I_ et I . Ils sont en effet tous de la
forme R*Sizg, avec k € A et i € {0,1}. La configuration des chemins peut se
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représenter par

Ty (1.203)
/ng\
2 < =, >f+

On obtient donc par un cas particulierement simple du théoreme 1.2.8

cap (B4, B-) =2NC(v,N) (1 +0 (|Eln35|1/2)) (1.204)

avec
A7

O = B

(1.205)

puisque par symétrie, tous les points selles dans S(I_, I, ) ont la méme matrice
hessienne. Nous avons donc besoin de calculer la valeur du déterminant de la
matrice hessienne de F, au point x., et l'unique valeur propre négative, A=, de
cette méme matrice. On fera tout ces calculs en se limitant au premier ordre
en 7. La matrice hessienne se met sous la forme, pour tout z dans RY,

V2F, (z) = V2Fy(z) + %A, (1.206)

ol A est la matrice associée au laplacien discrétisé en N pas, avec des conditions
au bord périodiques.

2 1 0 0 -1
12 0
N . (1.207)
. .. .. .. 0
0 o2 1
1 0 - 0 -1 2

La matrice V2 Fy(z) est une simple matrice diagonale avec pour coefficients sur

sa diagonale 3 [ml] — 1. On peut alors injecter la correction au premier ordre
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du point selle : z., = zg + 17 + O(7?). On a alors

1+ -3 0o - 0 -3
-3 2 + ey 0
0 .
VIE, (a,) = L0 Iy
0
0 L 24 yen—1 -3
~7 0 0 1 247w
(1.208)

ot 'on a noté e; = 1 + 6zix}. Le plus facile pour trouver les quantités nous
intéressant est de calculer les valeurs propres. Pour cela on se propose de calcu-
ler le polynéme caractéristique, x, de la matrice. En développant le déterminant
suivant la premiere ligne, on a

x = det (X — V2F,(z,)) (1.209)

= (X +1—ve; +0(?))det(X — 4;) + %(det(Ag) + (=1)N det(A3))
ou Aj est la matrice VQFA,(QCW) sans la premiere ligne et la premiére colonne, Ag
(As resp.) est la sous matrice sans la seconde colonne (resp. la derniére colonne)

et la premiére colonne. En particulier, det(As) = O(7) et det(As) = O(y). Par
récurrence, on a donc

N
X=(X+1-7e1+0(%) [[(X =2—7ex + 0(3)) + O(7*)  (1.210)
k=2
N
=X +D)X -2V =y le(X —2)+ > (X +1)| (X —2)¥ 2
k=2
+ O(y?). (1.211)
En remplagant A sous la forme A\ = —1 + ay + O(»?), on cherche a tel que
X(A2) = O(¥?), ce qui est équivalent &
N
(=3)N"lay — y(=3e; + Zeka'y)(—S)N_2 =00} <=a=¢. (1.212)
k=2

Le calcul du déterminant s’effectue pareillement, on obtient alors

N

det(V?F, (z,)) = (—1+ve1 + O(y*) [[ 2 +vex + 0(4%) + O(v?)
k=2
N
= —2N=1 4 o2 <2e1 - Zek> +0(?). (1.213)
k=2
Pour zyp = (0,1,---,1,—1,---,—1), on calcule effectivement la correction a
Vordre 1 : z., = zg + yz1 + O(7?), on a
1 11 1
—(0.-=~0.... .20 ). 1.214
X1 (O; 470a 707 252707 7074) ( )



68 CHAPITRE 1. DIFFUSION EN DIMENSION FINIE

On obtient alors, pour ¢; = 1 + 6xjzt, e; = 1 et 22;2 ex = N —10. D’ou

A =—14+7+0(?
det V2F, (z,) = —2V~1 (1 - %(12 - N)) +O(?). (1.215)

Donc, on a finalement

C(y,N) = 2(?11)/2 (1 - %(N - 8)) +O(?). (1.216)

Pour N impair, la configuration est légerement différente. Le point sta-

tionnaire au milieu des trajectoires optimales n’est pas un point selle mais un
minimum situé dans 'orbite de

Ry = (17 o 517_1a T 7_1) +0(7) (1217)

N/2 N/2
lequel est en contact avec quatre points selles distincts on a alors

S(I_,1;)= {x,f,Rx,f, <. RN"lg* Sx,jY[,RSxff, e ,RN_lsx,jYE}. (1.218)

’Y b
On peut représenter les trajectoires typiques par

(1.219)

N
T_ R> Sz?

%

I \ I,
7

\\71‘%7 o RN—lny - RZ1S/

N _1qg,.— N—-1,.+
Rz 5% R Ty

Le réseaux électrique équivalent prend alors la forme
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C(v,N) C(v,N)
C(v,N) C(v,N)
| I | | |
C(v,N) C(v,N)
| I | | |
C(v,N) C(v,N)

ou les N branches en paralleles sont identiques. La conductance équivalente
d’une seule branche est alors

1 1\

L’application du théoreme 1.2.8 nous donne
cap(By,B_) = NC(v,N) (1 +0 (’51113 5‘1/2)) . (1.221)

On peut alors directement utiliser les calculs réalisés dans le cas NV impair. En
effet, les corrections pour x, sont les mémes que pour x,f On obtient

1

O(’Ya N) = 9(N-1)/2

(1 - %(N - 8)) +O(?). (1.222)

ce qui conclue la preuve O

Preuve du corollaire 1.3.3. On applique le théoreme 1.2.9. Le calcul du déter-
minant de la matrice hessienne de F, en I_ se fait de la méme maniere que
dans la proposition précédente. On a

det VZE,(I-) = 2+ )N +0(?) =2V + N2V "1y + 0(4%).  (1.223)

O






Chapitre 2

Equation aux dérivées partielles
stochastiques, discrétisation

A partir de ce chapitre nous nous consacrons & la dimension infinie ¢’est-
a~dire aux équations aux dérivées partielles stochastique déja introduite dans
le chapitre introductif. Notre but est donc de calculer les temps de transition
métastable pour une classe d’équations aux dérivées partielles stochastiques
(du type (0.24)) : nous obtenons la formule d’Eyring-Kramers (4.32). Afin de
prouver ce résultat, nous procédons d’abord a une discrétisation en espace de
I’équation (avec un couplage) auquel nous allons appliquer les estimations de la
dimension finie (donnant lieu & des calculs proches de ceux exposés au chapitre
précédent).

Dans ce chapitre, nous procédons a la discrétisation et a la preuve de
la convergence du systeme discrétisé. Nous reprenons rapidement les nota-
tions introduites dans l'introduction (équation (0.24) et suivantes). Rappelons
I’équation qui nous intéresse, pour v > 0 :

deu(,t) = y02u(x,t) — V'(u(z, 1)) + V2eW ¥(x,t) € [0,1] x RY  (2.1)

ot W est un bruit blanc sur [0,1] x R* et V est une fonction a valeurs réelles,
le potentiel local. On rappelle que ’on considere trois types de conditions au
bord : Dirichlet, Neumann ou périodiques.

Rappelons que nous notons C’fe [0,1] les espaces de fonctions de classe C*
sur [0,1] vérifiant les conditions aux bords (Dirichlet (0.28), Neumann (0.29)
et périodique (0.30)). Fq(ug, V) désigne le probléme (2.1) avec pour condition
initiale up € C}.[0, 1] et les conditions aux bords correspondantes. La condition
initiale ug est une fonction continue qui vérifie les conditions aux bords.

Les hypotheses sur la fonction V' : R — R sont les suivantes (hypotheses
0.0.5)

Hypothéses 2.0.4. On suppose que la fonction V' vérifie les hypotheses sui-
vantes.
(Hy) V est de classe C3.
(Hs) V est convexe & l'infini, ¢’est-a-dire qu'il existe Ry > 0 et A > 0 tel
que
V"(z) >A>0, V|z|> Ry. (2.2)

71
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(Hs) Il existe a > 0 et C' > 0 tels que
V(z) < C(Jz|"+1), VzeR. (2.3)
En particulier d’apres (Hz), on sait que a > 2.

Rappelons la fonctionelle S associée (équation (0.4)), pour ¢ € CL.([0,1]),

5@ = [ J10@ + V(o) (24)

Nous définissons la discrétisation uV de la solution u de la maniere suivante
pour N entier positif. On considére la discrétisation Sy (définie par 'équation
(0.53)) de I'action S. Définissons la diffusion X¥ solution de 1’équation (0.52) :

dX; = —VSy(X,)dt + V2ed B, (2.5)

ol B est un mouvement brownien défini en fonction du bruit blanc W. La
discrétisation est définie via un changement de temps et un interpolation liné-
aire. Ainsi dans le cas Dirichlet, N est I’interpolation linéaire en espace entre
les points x; = ﬁ, pour : =0---N + 1, avec
N _ oy
u (z;,t) = X{(Nt1)- (2.6)

X0 et XN*! sont nulles (données par les conditions au bord). La valeur en
t = 0 est simplement la discrétisation de la condition initiale suivant le méme
schéma.

On obtient alors un couplage entre le systeme discrétisé et 1’équation aux
dérivées partielles stochastique. Le théoréme suivant nous permet de justifier
I’approximation du systeme infini-dimensionnel par des processus fini-dimen-
sionnels.

Théoréme 2.0.5. Pour toute condition initiale ug € C3.([0,1]), la solution
discrétisée uN converge uniformément sur tout compact presque sirement et
dans LP (avec p > pg), vers la solution u de l’équation (2.1). Ainsi, pour tout
e,y et pourT >0

[ —ull gy ——0 s E[JN =l | ——0 (2.7)

ot on a noté

HuN —uHOOT = sup ‘uN(ar,t) —u(z,t)|. (2.8)
(x,t)€[0,1] x[0,T

Remarque 17. Prendre ug de classe C3 peut sembler restrictif, et il est probable
que 'on puisse améliorer cette condition mais pour nous dans la suite cela ne
posera pas de probleme. En effet la condition initiale ug que nous prendrons
sera un minimum local de notre fonctionnelle (2.4), et donc solution d’une
équation différentielle linéaire d’ordre 2 :

() = V' (ug(a)) = 0. (2.9)

Elle est donc suffisamment réguliere.
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Le théoréme 2.0.5 nous permet ensuite de montrer la convergence des temps
de transition pour le systéme discrétisé vers ’'EDPS.

Nous devons d’abord expliciter dans quel sens il faut comprendre 1’équa-
tion (2.1) puis quelles sont les propriétés des solutions (section 2.1). Dans un
deuxieme temps, nous faisons la méme chose pour le systeme en dimension finie
c’est-a-dire le systéme discrétisé (section 2.2). Enfin nous montrons la conver-
gence du second vers le premier (section 2.3). Un grand nombre de rappels,
mises au point et d’estimations sont renvoyés en annexe (annexes A et B).

Remarque 18. Hors la convergence des temps de transition qui est naturelle
mais ne semble pas avoir été faite, les résultats sur la bonne définition d’une
solution & I’équation (2.1), la construction de la solution discrétisée et la conver-
gence de la discrétisation vers la solution de 1’équation (2.1). Nous avons no-
tamment utilisé :
— sur le bruit blanc espace-temps et la solution de I’équation, le cours de
J.B. Walsh [96], le cours de E. Pardoux [83] et les articles de I. Gyongy
et E. Pardoux [55]
— sur la construction du systeme discrétisé et la convergence de la solution,
les articles de T. Funaki [49], de I. Gydngy [52, 53], I. Gyongy et A. Millet
[54] et A. Millet et P. Morien [80].
Nous avons cependant rappelé les preuves des propositions par souci pédagogi-
que et pour lever certaines ambiguités qui pouvaient exister du fait que le drift
local V' n’est pas globalement lipschitzien et n’est pas a croissance au plus
linéaire. Une grande partie de la construction du bruit blanc, des théoremes
utilisés (théoreme de Kolmogorov, théoréme de comparaison...) et des estima-
tions sur les semi-groupe sont rappelés en appendices A, B.

2.1 Equation aux dérivées partielles stochastique

2.1.1 Définition des solutions

Il convient de donner un sens & une solution du probleme Eq(ug, V) (2.1).
En effet, vue la régularité du drap Brownien qui n’est pas dérivable, on ne peut
espérer avoir des solutions dérivables en temps et en espace, c’est-a-dire des
solutions fortes (au sens des équations aux dérivées partielles). On utilise donc
une solution faible (dans un sens EDP) associée & notre équation. Considérons
(Q,.Z,(Fi)t=0, P) un espace probabilisé filtré muni de W un bruit blanc adapté
a la filtration (on rappelle des éléments sur le bruit blanc espace-temps dans
Pappendice A.1).

Définition 2.1.1 (Solution faible). Une solution faible de 1’équation (2.1) est
un champ aléatoire v = {u(x,t),x € [0,1],¢t > 0} vérifiant

1. w est presque stirement continue, P ® B([0, 1]) mesurable,

2. pour tout ¢ € CZ.[0,1] et tout ¢ > 0, on a

/01 u(z,t)p(z)dr = /01 uo(z)p(z)dz + y/ot /01 u(z, 5)¢" (z)dzds
[ [ vt e vE [ [ swwiaas. @
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Remarque 19. La solution recherchée est faible au sens fonctionnel mais forte
(car trajectorielle) en probabilité, et non par exemple solution d’un probléme
de martingale.

Formellement le lien entre cette formulation faible et ’équation (formelle)
vient de deux intégrations par partie. Si w était une solution forte, en multi-
pliant I’équation par ¢ et en intégrant sur [0, 1] x [0,¢] on obtient

/Ot /01 ¢(x)0su(zx, s)dxds = W/ot /01 &(2)ppu(z, s)dzds
/Ot /01 ¢(2)V'(u(z, s))dzds +\/%/Ot /01 p(z)W(dz,ds). (2.11)

Deux intégrations par parties en espace pour le premier terme donnent
1
/ O(x)Opzu(z, s)dx = [¢(x)0,u(z, s) / @' (2)0pu(z, s)dx
0

— [b(@)d,ulz, )]} — [ (x) / o' (2)ulz, s)d.
(2.12)

Comme u et ¢ vérifient les conditions au bord, les accroissements sont toujours
nuls. Pour le membre de gauche, on a tout simplement

/Ot /01 o(x)0su(x, s)deds = /01 o(z)u(z,t)dx — /01 d(z)ug(z)dz.  (2.13)

Ce qui justifie la définition de solution faible employée.

Une autre formulation de la solution est la formulation intégrale ou formu-
lation mild. On pose g:(x,y) la solution fondamentale (ou fonction de Green)
de I’équation de la chaleur associée aux conditions au bord adéquates. Pour
tout ¢ € CZ.([0,1]) vérifiant les conditions au bord, la solution ®(z,t) de

®(x,0) = ¢o(x) (2.14)
avec les bonnes conditions au bord, sur [0, 1] x R s’écrit
®(z,t) = grgo(x / / gi(x, y)po(y)dyds. (2.15)
Définition 2.1.2 (Solution intégrale). Le champ aléatoire u est une solution
intégrale de I’équation (2.1) si

1. w est presque slirement continue, P ® B([0, 1]) mesurable,
2. pour tout (x,t) € [0,1] x Rt

u(a:,t)z/o gt(:my)uo(y)dyds—/o /0 gi—s(z,y)V' (u(y, s))dyds
t 1
+\/%/0 /0 gi—s(z,y)W(dy,ds). (2.16)
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A priori, on définit ainsi deux types de solutions différentes, néanmoins,
dans notre cas les deux notions sont équivalentes comme prouvée en Proposition
2.1.3. On travaille avec la solution sous forme intégrale.

Proposition 2.1.3. Soit ug une fonction continue sur [0,1]. u est une solution
faible si et seulement si u est une solution intégrale.

On renvoie a 'annexe A.2 pour la preuve précise de cette proposition clas-
sique.

On dispose notamment des estimations suivantes sur la fonction de Green
g suivant les différentes conditions au bord.

Lemme 2.1.4. Pour tous les cas de conditions au bord on a :

1 _(z—y)?
gt<x,y>|<3(1+m)e (2.17)

En norme L', on a
1
[ oty < 1. (218)
0

Dans L?, on a
— pour les conditions au bord de Dirichlet

1
V2t

1 1
1
2 <—— 2.2
/0 /0 gi(x,y)"dydx Nir=T (2.20)

t 1
3

//gs(x,y)zdyds <—5 min(1, \/2ty7?) (2.21)
0o Jo T

t ol gl
/ / / gs(z,y)?dydads < 3 5 min(1, \/2ty7?) (2.22)
o Jo Jo 2ym

— pour des conditions au bord de type Neumann ou périodique

1
/ gt(z,y)?dy < (2.19)
0

1
V21t

1,1
1
—1)?dyde <——— 2.24
| [ e =1y <55 (224)
t el
//(gs(x,y)—l)zdyds gizmin(l,\/%wr?) (2.25)
0o Jo il

/0 (9e(z,y) — 1)*dy < (2.23)

t 1ol
/ / / (gs(z,y) — 1)*dydxds S% min(1, v/2tym?2). (2.26)
o Jo Jo 2ym

La section B.2 expose la preuve et d’autres controles nécessaires & prouver
les propriétés de la solution u.
2.1.2 Description des solutions
2.1.2.1 Existence et Unicité

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant.
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Proposition 2.1.5. Pour toute condition initiale ug € Chpe([0,1]), I"équation
aux dérivées partielles stochastique

uw,t) = [y uo(®)ge(x,y)dy — 5 fy V' (uly, s))gi—s(w, y)dyds
V2 [T [ g, y)W(dy,ds)  V(x,t) € 0,1] x RY  (2.27)
u(z,0) =wup(z) Vzel0,1]

a une unique solution continue et P & B([0,1]) mesurable. De plus, pour tout
T>0etp>1,

El swp [u(z, D)) < C(T,p). (2.28)
[0,7]x[0,1]

Ce résultat est prouvé dans [55] mais nous allons résumer la preuve pour in-
troduire des notations qui nous serviront ensuite. Quelques détails sont donnés
en annexe A.

La difficulté ici réside dans le fait que le drift V'(u) ne vérifie pas de condi-
tion de Lipschitz globale ni de condition de croissance au plus linéaire. Cepen-
dant cela n’a que peu d’importance car d’apres les Hypotheses 2.0.4, V est
au moins C2 et V est convexe & l'infini, V’ varie donc "dans le bon sens” et
procure une force de rappel qui contraint le processus a rester autour de 0. La
preuve de 'existence repose sur une localisation et un théoréme de comparai-
son. Considérons alors un drift tronqué dépendant d’un parametre R > 0.

br(u) = V' (u)l-p,r) + V' (R) LR oo + V(= R) oo, R[- (2.29)

Remarquons que bg est continue, bornée et globalement lipschitzienne. On note
Mp et L des constantes telles que

br(u)| < Mg |br(u) —br(v)| < Lrlu—v|  YuveR.  (2.30)

On note alors upg la solution de 'EDPS associée a 'équation (2.1) avec la
méme condition initiale, les mémes conditions au bord et le drift bg au lieu de
V'. De maniere évidente, si on a ’existence et unicité de la solution ug, on a
pour tout ¢t < T

w(z,t) = ugr(z,t),Ve € [0,1]. (2.31)

On va donc définir
Tr = inf{t, |ur(t)||,, > R} = inf{t, 3z, |ur(x,t)| > R}. (2.32)

Notons que ce sont bien des temps d’arrét car le processus continu (non mar-
kovien) [|ur(t)||, est Fi-adapté.

La preuve de l'existence de la solution ug peut se faire tres classiquement
par itération de Picard. L’unicité vient aussi tres naturellement par le caractere
lipschitzien du drift br. La borne uniforme des moments de up permet de
controler les moments de la solution u. Pour tout ug continue avec les bonnes
conditions au bord, on a, pour tout 7, R, p > 1

E| sup |ug(z,t)|’| <Cp,T,R) < +oo. (2.33)

[0,1]x[0,T]
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La preuve de ce résultat procede aussi de maniere classique en montrant d’abord
I’existence de moment borné uniformément :

sup  E[|ug(z,t)[] < +oc. (2.34)
[0,1]x[0,T

Puis I'utilisation de la régularité (par le théoréme de Kolmogorov A.3.2) permet
d’obtenir des moments uniformes. L’idée est alors d’utiliser un théoreme de
comparaison A.3.6 pour controler la solution u par la solution ug.

2.2 Equation en dimension finie

Nous détaillons dans cette partie la construction de la discrétisation u? .

2.2.1 Formulation par différences finies

On se donne un bruit blanc espace-temps W sur [0, 1] x Rt avec un espace
de probabilité (2, F,P). Pour simplifier les notations dans la suite, on choisit
des différences fines avec des points différents suivant les conditions au bord.

— Pour les conditions au bord de Dirichlet on prend les points de discréti-

sation .
1
;= —, VO<i< N+ 1 2.35
TS N i + (2.35)
— Pour les conditions au bord de Neumann, on prend
R ! VO<t< N+1 (2.36)
Ti= N T o <1< . .

— Pour les conditions au bord périodiques, on prend
i
N )
On pose dans chaque cas z;_1 le milieu de [z;_1, x;].

Remarquons que le pas hy de discrétisation est différent suivant les condi-
tions au bord, on a

T = Y0 <i < N. (2.37)

hy = N1 pow les conditions de Dirichlet (2.38)
1
hy = N pour les conditions de Neumann et périodiques. (2.39)

On construit un mouvement brownien (B?); en utilisant le bruit blanc W.
On choisit alors, pour 1 <i < N

Bi = \/%TVW ({xi_%,xi_'_%} x [O,t]) (2.40)

avec x; 1 = ﬁ — m On obtient bien N mouvements browniens indépen-
dants d’apres la définition du bruit blanc W. La construction du mouvement
brownien a partir du bruit blanc permet d’obtenir un couplage et donc d’avoir
une convergence forte vers la solution de I’équation (2.1).

Soit N un entier strictement positif, le processus X & valeurs dans RY
approchant I'équation (2.1), est défini par I’équation (2.5)

Les conditions au bord sont prises en spécifiant les valeurs de X9 et XN+1 .
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— condition au bord de Dirichlet :
Xy =xNtt=0, WVt=0 (2.41)
— condition au bord de Neumann :
XP=x} XNT'=xN = wvt>0 (2.42)
— condition au bord périodique :
xX)=xN xMt=x} = wvt=o (2.43)

On réalise alors le changement de temps Y; = X . ulV est alors définie
N
par interpolation linéaire entre les points (z;,t) par

uN (z,t) = Y. (2.44)

Y vérifie 'équation de diffusion dans R

, 1 . 2 ,
dYi = ——VSy(X,)idt + y/ —dB] (2.45)
hN hN

ot Sy est le potentiel discrétisé (équation (0.53)).
L’idée est de mettre le processus X sous une forme identique a celle sous
laquelle on a résolu TEDPS. On montre alors

N (e, 1) = / o (@, rv () o (kv () dy (2.46)
0
V2 [ e )W) (2.47)
t 1
- / / g (@ iy @)V (N (ki (9), 8))dyds (2.48)
0 0

ot ¢V est une v