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Introduction générale

La commande robuste a concentré I'attention d’un nombre important de chercheurs a
la fin des années 70 ; et ceci quand on s’est rendu compte que la commande linéaire qua-
dratique optimale (commande optimale Hy), le retour d’état a travers des observateurs,
et d’autres méthodes populaires pour la synthese de controleurs, comme la commande
adaptative , manquaient des garanties de stabilité et de performances lorsque le systeme
est soumis a des incertitudes.

Le probleme de robustesse dans le cas d’incertitudes paramétriques a suscité un grand
intéret de la part des chercheurs. Par exemple, le théoreme de Kharitonov , apparu au
milieu des années 1980 dans la littérature a I'ouest a été publié a l'origine en 1978 dans la
littérature russe. Avec ce théoreme surprenant, le domaine de la commande robuste sous
incertitudes paramétriques a été reconsidéré avec ampleur et ’on peut dire que le théoreme
de Kharitonov est une combinaison importante, généralisant le critere de Routh-Hurwitz.
D’importants développements ont suivi le Théoreme de Kharitonov notamment dans le
domaine de calcul, en 1985 Soh, Berger et Dabke travaillerent sur le calcul du rayon de
ballon de stabilité dans ’espace des coefficients d'un polynome.

Une branche importante dans le domaine de la commande robuste a débuté dans les an-
nées 1990, et concerne les systemes incertains linéaires a Parametres temps-Variant. En
fait, quelle que soit la nature du systeme physique, nous ne pouvons caractériser de fagon
parfaite son comportement. Certaines dynamiques rapides sont négligées et une linéarisa-
tion est effectuée ce qui conduit & un modele mathématique approximatif. Ce modele est
entaché d’incertitudes dans son concept. Les méthodes associées a ces systemes s’appuient
sur la définition de familles de modeles. Il est nécessaire alors d’effectuer des calculs de
compensateurs dans 1'objectif de garantir la stabilité de la famille de modeles, on parle
alors de commande robuste en stabilité. De plus, il est également nécessaire de calculer un
compensateur en ayant comme objectif d’assurer certaines performances sur ’ensemble
des modeles. On parle dans ce cas de la de commande robuste en performance. En résultent
des méthodes de synthese de controleurs robustes, qui tiennent compte de la stabilité d’un
certain niveau de performances.

Les modeles considérés dans ce mémoire sont a temps continu. Une étude bibliographique
sur les systemes admettant un modele incertain linéaire a temps invariant est faite dans
une premiere partie. Dans la mesure ou la réalité physique des processus induit des in-
certitudes, nous faisons référence aux systemes incertains a temps variant LPV et nous
présentons nos contributions dans ce cadre. Ces systéemes sont caractérisés par le fait que
leurs caractéristiques dynamiques évoluent au fil du temps en fonction de certains para-
metres. Un grand nombre d’approches a été développé par les chercheurs pour analyser la
stabilité de ces systemes, et pour mettre au point des méthodes de synthese de correcteurs
dont les gains peuvent étre constants ou variant en fonction du temps.

XV



Xvi Chapitre 0. Introduction générale

Comme exemple de parametres incertains, nous pouvons citer : la raideur, l'inertie, les
coefficients de viscosité dans le cas de systemes mécaniques, les coefficients aérodyna-
miques dans les commandes de vols ou les valeurs de résistances ou de capacités dans
les circuits électriques. En effet, la résolution des équations de Lyapunov relatives a ces
systemes LPV reste un probleme non convexe et NP-Hard ; ou la problématique princi-
pale consiste a trouver une représentation adéquate a dérivée de la matrice de Lyapunov.
Nous contribuons dans le présent travail par de nouvelles approches, qui permettent d’une
part de séparer les matrices de Lyapunov de celles de 1’état, et d’autre part d’apporter de
nouvelles modélisations mathématiques au taux de variation de l'incertitude; ceci nous
permet des lors la résolution des problemes considérés NP-difficiles au préalable. Dans ce
contexte, cette these a comme premier objectif de mettre en place des conditions d’analyse
et de synthese robuste pour systemes LPV a différentes structures. Les conditions que I'on
propose exigent de diminuer le conservatisme engendré par certaines conditions données
dans la littérature. Egalement, nous sommes appelés a mettre en place des représentations
nouvelles de la dérivée temporelle du parametre temps-variant et de les intégrer dans nos
conditions. Ce manuscrit s’articule par le fait autour de quatres chapitres.

Un premier chapitre dans lequel nous abordons les systemes incertains Linéaires a Temps
Invariant (LTI). Nous évoquons les différentes classes selon les types d’incertitudes : la
classe polytopique, la classe affine et la classe bornée en norme. Nous donnons également
pour les systemes LTI différentes notions de stabilité spécialement la notion de stabilité ro-
buste. Diverses approches d’analyse robuste sont présentées par ordre chronologique dans
ce contexte : la méthode directe de Lyapunov, le concept de stabilité quadratique (SQ)
et I’étude de la stabilité par fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres (FLDP).
Concernant les approches de commande, nous focalisons notre intérét sur le retour d’état
et le retour de sortie.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons les mémes approches et techniques mais pour
systemes incertains Linéaires & Parametres Variant dans le temps (LPV). En effet, la
modélisation LPV recouvre des cas pratiques importants non traités par les modeles li-
néaires invariants dans le temps. Nous donnons 'historique d’apparition des systemes
LPV. Nous détaillons deux classes qui sont la classe de systemes LPV a structure po-
lytopique et la classe a structure affine. Nous présentons dans une partie ultérieure les
différentes approches d’analyse robuste. Un intérét particulier est porté sur ’approche
de Lyapunov appliquée et nous énumérons également les approches de synthese pour ces
systemes. En particulier, nous donnons les résultats les plus importants dans le contexte
de la commande moyennant les Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres, par
retour d’état statique ou par application des techniques de gain scheduling.

Nos contributions pour les systemes LPV sont présentées dans le troisieme et quatrieme
chapitres.

Le troisieme chapitre développe nos principaux résultats sur les conditions de stabilité ro-
buste pour systemes LPV polytopiques ou affines. Nous proposons une nouvelle approche
de représentation de la dérivée du parametre incertain temps variant.

Le quatrieme chapitre est une extension du précédent, nous y présentons des conditions
de stabilisabilité robuste pour systemes LPV polytopiques et affines, formulés en terme
d’'Inégalités Matricielles Linéaires (LMI) paramétrées. Des conditions de synthese Hy pour
les systemes LPV sont également mises en place.

Nous précisons que toutes les approches présentées dans ce travail ont été testées sur des
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exemples et ont fait 'objet d’applications numériques. Ce manuscrit se termine par une
conclusion générale ot 'on met en relief nos contributions en les situant dans la littéra-
ture moderne traitant des systemes LPV. Nos perspectives et nos aspirations pour des
recherches a venir sont également proposées.
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Chapitre 1

Systemes linéaires incertains a
parametres invariant dans le temps

(LTT)

J’ai seulement eu en vue d’exposer dans cet OQuvrage ce que je suis parvenu & faire en
ce moment et ce qui, peut-étre, pourra servir de point de départ pour d’autres recherches
de méme genre. M. A. Lyapunov

1.1 Introduction

Ce chapitre est principalement destiné a étudier les systemes incertains, ceux pour les-
quels les incertitudes ne varient pas dans le temps appelés : systemes incertains Linéaires
a Temps Invariants (LTI). Dans une premiere partie on donne un apergu sur ces sys-
temes incertains d’ordre général, leur apparition, leurs différentes classes selon les types
d’incertitudes a savoir la classe polytopique, la classe affine et la classe bornée en norme.
Chacune est détaillée et les modélisations mathématiques sont données. Dans le para-
graphe qui suit, nous donnons pour les systemes LTT différentes notions de stabilité mais
notre intérét se porte plus sur la stabilité robuste. Diverses approches d’analyse robuste
sont présentées par ordre chronologique dans ce contexte : la méthode directe de Lyapu-
nov, le concept de stabilité quadratique (SQ) et puis les fonctions de Lyapunov Dépendant
des Parametres (FLDP). Concernant les approches de commande, nous focalisons notre
intérét sur le retour d’état et le retour de sortie.

1.2 Préliminaires sur les systemes incertains LTI

1.2.1 Histoire et définition

Souvent, les modeles linéaires ont été considérés comme suffisamment bons et suffisam-
ment précis pour traduire le comportement d'un systeme donné. En pratique, ceci n’est
pas vrai a cause de la notion d’incertitudes dans la modélisation et de la présence de non
linéarités.

Un modele incertain est défini comme modele approchant un systeme réel. En effet, un

1



2 Chapitre 1. Systémes linéaires incertains & parameétres invariant dans le temps (LTI)

systeme se modélise dans l'espace d’état sous la forme () = f(x(t),u(t)) . Cette re-
présentation est sensée étre la plus complete possible et représenter tous les modes de
fonctionnement. C’est de la (avantage d’étre une représentation complete) que naquit
la modélisation incertaine Linéaire Invariant dans le Temps, comme approche débutante
dans I'objectif de représenter le systeme.
Dans la littérature, on pourra dire que I'un des premiers ouvrages ot ’on a pris en compte
explicitement une incertitude fut publié par Horowitz en 1960 |Garcia et al., 1997]. Il y
a eu synthese d’une loi de commande robuste pour ces systemes incertains LTI et pas
mal d’autres méthodes ont pu étre développées dans ce contexte. Mais, bien que tres
élégantes de point de vue mathématique, ces techniques ne pouvaient étre facilement ex-
tensibles au milieu industriel. Les automaticiens trouvaient ces techniques peu réalistes
pour représenter les systemes ot les incertitudes étaient fortement présentes. La demande
d’une représentation plus fidele pour étre utilisable se faisait réclamer. Cette difficulté a
contribué a une baisse importante de 'intérét porté a ces systemes pendant les années
1970. C’est pendant la période allant de 1970 a 1980, que 'intérét pour ces problemes de
robustesse reprit place. Plusieurs résultats importants contribuerent alors au redevelop-
ment de la commande robuste. On peut citer le théoreme du faible gain donné par Zames
en 1966, la généralisation du critere de Nyquist au cas des systemes multivariables par
Rosenbrock en 1974, les résultats sur les marges de stabilité garanties pour le régulateur
linéaire quadratique et la théorie de Lyapunov [Garcia et al., 1997]... Aussi, 'avénement
des différents types de dépendances paramétriques (affine, polytopique, rationnelle,...) a
pu contribuer a un regain d’intérét aux problemes robustes traitant des systemes LTI. Un
autre élément non négligeable est I’avancée considérable des techniques numériques comme
I'utilisation des valeurs singulieres, 'opérateur de Ricatti ou les inégalités matricielles li-
néaires [Boyd et al., 1994]. La recherche sur les systeémes linéaires est alors relancée dans
le contexte de la commande robuste [Zhou et al., 1996], [Bhattacharyya et al., 1995a]...
On définit dans ce qui suit la notion d’incertitudes et on donne les principales raisons qui
font qu’on la considere dans un systeme.
D’apres [Daafouz, 1997],[Garcia, 1999], 'origine des incertitudes dans un systeme serait
lié aux trois point cités ci-apres :
- Une connaissance imparfaite des valeurs numériques des parametres du modele ob-
tenu.
- Les approximations et les erreurs faites (volontairement ou pas) lors de la modélisa-
tion du procédé.
- La présence de certains phénomenes dans le comportement du systeme physique qui
ne sont pas pris en compte directement par le modele.

Comme exemple de parametres incertains affectant les systemes on peut citer : la rai-
deur, 'inertie, les coefficients de viscosité pour les systemes mécaniques, les coefficients
aérodynamiques dans les commandes de vols , les valeurs de résistances ou de capacités
dans les circuits électriques [Gahinet et al., 1996]. Mais en plus du terrain d’ingénierie, les
incertitudes interviennent aussi bien dans les processus écologiques que dans les processus
économiques [Weinmann, 1991].

On définit ainsi la robustesse d’un systeme par I'invariance de certaines propriétés quali-
tatives de ce systeme (telles que la stabilité et les performances) vis a vis des incertitudes
intervenant sur le modele.

On dit d’un systeme qu’il est robuste s’il conserve sa stabilité et des performances accep-
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1.2. Préliminaires sur les systémes incertains LTI 3

tables malgré la présence des incertitudes [Bachelier, 1998].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la classe des systemes incertains ou l'incertitude
est constante. La modélisation de ces systemes est donnée par la représentation d’état
suivante :

#(t) = A(0)x(t);  2(0) =z (1.1)

Ou 6 représente le parametre incertain.

Cette modélisation est introduite par Kalman en 1960 [Kalman, 2000] et elle est dite de
type équation différentielle vectorielle du premier ordre. En effet, elle décrit la dynamique
interne du systeme a partir de I’évolution d'un vecteur z(t) € ", ce vecteur est représenta-
tif des grandeurs intervenant dans le processus. Dans la représentation (1.1), 'incertitude
est considérée invariante dans le temps. Il s’agit de la classe des systeémes invariants dans
le temps, connus en terminologie anglo-saxone sous le nom Linear Time Invariant systems
(LTT systems). En particulier, on rencontre une utilisation renforcée en analyse et en syn-
these robuste des modeles Linéaires Temps Invariant du fait de leur simplicité et vu qu’il
existe de nombreux outils de performances associés [Bernussou et Oustaloup, 2001] dont
la théorie de Lyapunov, considérée comme fournisseur des outils et des concepts les plus
simples (fonctions de Lyapunov quadratiques, grammiens d’observabilité et de comman-
dabilité, lemme borné réel, équation de Lyapunov...). De plus amples détails sont donnés
dans le paragraphe (1.3.1). Quoiqu’il en soit, le probleme d’analyse de stabilité robuste
pour ces systemes aussi bien que celui d’analyse de performance robuste seront abordés
dans le cadre de la théorie de Lyapunov. Trois grandes approches peuvent étre dégagées
dans ce contexte : algébrique, fréquentielle et temporelle.

Pour ces systemes, il faudra essayer d’estimer quel est le plus vaste domaine d’in-

certitudes pour lequel le systeme conserve des propriétés acceptables en stabilité et en
performance, il s’agit alors d’analyse robuste. Aussi, des méthodes ont été investiguées
pour trouver des controleurs par retour tel que le systeme soit stable pour ’ensemble des
incertitudes, et on parle de synthese, d’ou la commande robuste.
En T'occurrence, avant d’analyser un systeme incertain, il est important de préciser la
nature et le type d’incertitudes considérées [Daafouz, 1997]. Dans le paragraphe suivant,
nous énumérons les différentes structures d’incertitudes et nous donnons les modélisations
mathématiques correspondantes.

1.2.2 Les différentes classes d’incertitudes

La description de l'incertitude peut étre : paramétrique/non paramétrique, détermi-
niste/non déterministe, structurée/ non structurée. Ce a quoi nous nous intéressons dans
ce mémoire ce sont les incertitudes structurées en particulier.

On considere dans la suite, une description dans I’espace d’état ou un systeéme incertain
peut globalement s’écrire :

(t) = A(0)z(t) (1.2)

Ou A(f) € R™™ est la matrice d’état. z(t) € R" est le vecteur d’état.
Selon la structure de l'incertitude, ces matrices s’écrivent sous une des formes données
ci-apres (polytopique, affine ou structurée).
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Mais d’abord, une définition pour chacune des incertitudes non structurées et structurées
est donnée.
Si on suppose que la matrice d’état s’écrit A(f) = Ay + AA, la partie qui comprend
I'incertitude c’est AA.
- Incertitudes non structurées [Chang, 1972] :
Elles ont été introduites par [Chang, 1972]. Pour cette classe, aucune information sur
la fagon dont elles affectent le systeme n’est disponible. Toute variation paramétrique
et toute dynamique négligée engendre une incertitude dont la structure est totale-
ment inconnue |[Garcia, 1999] et contenue dans AA. Une majoration d’une norme
matricielle de AA est alors utilisée et donnée par :

[AA] < ¢ (1.3)

Ou ¢ est un scalaire positif et ||| une norme généralement de type Hy ou H
[Courties, 1999]. La représentation non structurée, bien que peu élaborée, trop simple
et considérablement pessimiste pour l'erreur, peut étre d’un important intérét vu
qu’elle est capable de représenter toutes sortes d’imprécisions.

- Incertitudes structurées :

Les incertitudes structurées, quand a elles, sont considérées plus représentatives sur
la facon dont elles affectent les modeles et ont été considérées un peu plus tard.
Leur modélisation mathématique contient alors plus de précision et elle permet de
réduire le conservatisme de la modélisation non structurée. La nature du parametre
incertain est plus fidelement représentée ; et ’on y trouve différentes catégories. Dans
les paragraphes qui suivent, on détaille la modélisation mathématique de certaines
d’entre elles, celles qui nous intéressent le plus dans ce travail.

1.2.2.1 Incertitudes polytopiques

Cette structure a été considérée en particulier par [Bernussou et al., 1989).
Les incertitudes polytopiques sont des incertitudes paramétriques. La matrice d’état du
systeme est une combinaison linéaire convexe et elle appartient au domaine de type poly-
topique suivant :

N

A(0) € Dy; Dy = {A(Q) = 045 0,20, > 0;=1 } (1.4)

=1

N étant le nombre de sommets du polyedre Dy .
En effet chaque sommet du polytope correspond a un domaine de fonctionnement parti-
culier, ce qui permet de considérer les différentes phases de travail d’un processus donné.
Ce type de représentation d’incertitudes est adapté au cas ou les éléments de la matrice
A sont des fonctions multilinéaires des parametres d’incertitude 6.
De point de vue pratique, cette formulation correspond a une représentation multimo-
dele du processus ou chaque modeéle est obtenu pour des conditions de fonctionnement
données.

La figure 1.1, donne un exemple de polyedre D4 ou Aq, As,..Ax sont les sommets
respectifs.
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F1GURE 1.1 — Ensemble polytopique

1.2.2.2 Incertitudes affines

Parmi les travaux ol cette structure a été traitée on peut citer par exemple [Biannic, 1996]
et [Feron et al., 1996].
L’incertitude affine est souvent rencontrée dans la littérature avec la matrice A donnée
par :

N
A() = Ag+ AA avec AA=0;A; avec 0; € [0;,0] (1.5)
i=1
Pour cette représentation, les matrices A; répartissent I'incertitude sur les différents élé-
ments de la matrice A(6). Ce type d’incertitudes définit un hyper-rectangle de dimension
N dans l'espace d’état. Les sommets de cet hyper-rectangle, correspondent aux valeurs
extrémales de 6 = [0;..0y]7. Ce modele affine s’obtient & partir des lois de la physique puis-
quun grand nombre de processus pratiques évoluent en fonction de parametres compris
entre une valeur minimale et une valeur maximale. On présente dans ce qui suit un exemple
pratique de systemes incertains ou les incertitudes sont affines. Il s’agit d’un exemple em-
prunté aux travaux de [Wie et Bernstein, 1992], ou le systeme physique est constitué de
deux masses (M1, M2) reliées par un ressort de raideur k. Le systéme est représenté par
la figure 1.2. La représentation d’état de ce systeme est donnée par I'équation(1.6).

0 0 1 0 0

. 0 0 01 0

[B(Zf) = ko kg 0 %(t) + 1 u(t) (1.6)
g
i L 00 0

a(t)= (@ @ &y 2 )T est le vecteur d’état et u(t) le vecteur de commande.
Les masses M7, M, et la raideur k sont incertaines de structures affines et sont données
par :

These de Doctorat ENIT/LAAS 2012
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FIGURE 1.2 — Systeme deux masses-ressort

k=ky+9d. ,avec kog=1 et —0.1<6,<0.1
My = Mg+ 0p,  ,avec Miyg=15 et 0<dy, <0.2 (1.7)
M2 = M20 + (S‘/\/[2 ,avec MQ() =1 e O S 5M2 S 0.4

En effet, le type de modélisation affine trouve un intérét notable quand il s’agit de
développer des outils d’analyse basés sur la théorie de Lyapunov [Bouali, 2008].
Remarque :

Il est a noter que, sous certaines hypotheses, modeles polytopiques et affines peuvent étre
équivalents. Le passage d’un modele a un autre sont bien détaillés dans la these de Bouali
[Bouali, 2008].

1.2.2.3 Incertitudes bornées en normes

Ce type d’incertitudes a été traité par [Petersen, 1987] et [Zhou et Khargonekar, 1988].
L’incertitude bornée en norme est considérée moins structurée que les deux autres, et elle
est définie telle que la matrice A(f) est donnée par :

A(f) = Ay +AA ou AA=DVE, avec V'V LI (1.8)

Avec D € ™" et B € R>™ des matrices constantes connues, définissant la structure
de 'incertitude et la répartissant sur les éléments de la matrice A(0).
V € R représente également une matrice d’incertitudes, et elle appartient au domaine
donné par :

9 ={VeR™ VIV LI} (1.9)

Le volume ainsi défini est un volume ellipsoidal ayant comme centre la matrice nominale

A(0) (Voir figure 1.3).
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FIGURE 1.3 — Volume ellipsoidal pour incertitudes bornées en norme

Pour cette incertitude, on peut obtenir une forme plus structurée si 'on considere une
matrice multi-blocs :

AA=>"AA; avec AA;=D\VE, (1.10)
i=1
Les matrices d’incertitude V; vérifient 'inégalité VZ-TV; <.
Cette structure d’incertitudes est investiguée dans plusieurs travaux comme ceux de :
[Garcia et al., 1994] ou [Daafouz, 1997].

1.3 Analyse de stabilité robuste des Systémes incer-
tains a parametres invariants dans le temps

Le choix d’un modele incertain étant effectué, une étape importante est I’analyse des
propriétés en stabilité et performance robuste du modele proposé afin d’élaborer une stra-
tégie de commande. Celle ci une fois obtenue, une nouvelle étape d’analyse du systeme
bouclé intervient afin de tester les propriétés réelles du systeme corrigé. L’étape d’analyse
est donc doublement importante, puisqu’elle va conditionner en partie les choix effectués
pour la synthese, mais également sanctionner les résultats de cette étape.

Pour I'analyse robuste en stabilité, étant donné un modele LTI et la représentation de
I'incertitude associée, il s’agit de tester la stabilité au sens de Lyapunov du systeme pour
I'ensemble des incertitudes admissibles [Bernussou et Oustaloup, 2001].

En effet, les travaux effectués jusque la en analyse robuste des systemes LTI sont tres
riches et diversifiés.

Comme exemples de travaux pour systemes incertains LTI polytopiques, on peut citer
[Peres, 1989], [Biannic, 1996] , [Courties, 1999], [Cao et Lin, 2004], [Ebihara et al., 2006]
et bien d’autres...
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8 Chapitre 1. Systémes linéaires incertains & parameétres invariant dans le temps (LTI)

Aussi, des conditions d’analyse ont été développées pour des systemes LTI affines, on
peut citer les travaux de [Gahinet et al., 1996], [Oliveira et al., 1999al,[Biannic, 1996] ,
[Bachelier, 1998], [Fu et Dasgupta, 2000], [Cao et Lin, 2004], [Sato, 2005], [Lim et al., 2006]
et d’autres...

Dans ce paragraphe, nous commencons par donner un apergu sur la notion de stabilité
au sens classique ainsi que certaines définitions s’y rapportant. Nous enchainons en ex-
plicitant la notion de stabilité au sens de Lyapunov. La notion de stabilité robuste est
présentée juste apres. Nous précisons que toutes les études que nous faisons sur les sys-
temes LTI, dans cette these se font sur la base de la théorie de Lyapunov qui se rapporte
a 'approche temporelle. C’est dans ce sens que nous parlerons de cette approche ainsi que
d’autres (algébrique et fréquentielle) . Nous nous focaliserons néanmoins sur la théorie
de Lyapunov appliquée au systemes LTI, sur 'approche quadratique qui en découle et
les fonctions de Lyapunov dépendant des parametres en tant qu’outil puissant d’analyse
robuste pour ces systemes.

Stabilité :

La stabilité caractérise ce qui est durable. Elle désigne la constance, ou encore la fermeté.
Dans ’le petit Larousse, on trouve la définition de la stabilité donnée par la définition
(1.3.1).

Définition 1.3.1. Stabilité :
Aptitude d’un élément quantifié a retrouver une valeur donnée lorsqu’il en est momenta-
nément et accidentellement écarté.

Cette définition tres simple, n’est pas suffisante pour les systemes dynamiques, c’est
dans ce sens que bien d’autres définitions ont pu étre avancées. Celles que nous donnons
ci-apres sont extraites de 'ouvrage de [Khalil, 1992].

Définition 1.3.2. Trajectoire d’équilibre :
Soit le systéeme non autonome suivant :

T = f(x,t) (1.11)

Ou f:[0,00) x D — R" est continue par morceauz en t et localement Lipschitznienne

en x sur [0,00) X D, et D C R" est un voisinage de l'origine x = 0. L’origine est une
trajectoire d’équilibre en 0 si :

F(t,0) =0,V >0 (1.12)

Un équilibre a ['origine peut étre une translation d’une trajectoire d’équilibre. De plus
amples détails sont donnés dans [Khalil, 1992].

Définition 1.3.3. Stabilité simple :
La trajectoire d’équilibre . est dite simplement stable, si Yty > 0 et € scalaire positif, il
existe un scalaire positif 0(g,1g), tel que :

|z — xe|] < = ||x(t, o, to) — || < &,V >ty (1.13)

xo est la trajectoire initiale.
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Définition 1.3.4. Stabilité uniforme :
La trajectoire d’équilibre x, est dite uniformément stable, si Vtg > 0 et € scalaire positif,
il existe un scalaire positif §(¢), tel que :

|0 — || < 0 = ||z(t, zo,t0) — x| < e,Vt >t (1.14)

Définition 1.3.5. Convergence :
La trajectoire d’équilibre x. est dite convergente, si ¥t > 0 , il existe un scalaire positif
d(to), tel que :

|lxo — xe|]| <0 = lim  x(t,xo,t0) = xo, quand t— oo, Y it (1.15)

Ou encore, Ve > 0, il existe T(e,xo,to) tel que :

lxo — ze|| < 0 = ||x(t, o, t0) — x| < e,VEt>to+T (1.16)

Définition 1.3.6. Stabilité asymptotique uniforme :
La trajectoire d’équilibre x. est dite uniformément asymptotiquement stable, si :
- la condition de stabilité uniforme est vérifice.
- La condition de convergence est vérifiée.
St la propriété de stabilité asymptotique uniforme est vérifie quel que soit xq, alors on
parle de stabilité asymptotique uniforme globale.

Nous donnons maintenant, des détails sur la stabilité au sens de Lyapunov.

Stabilité au sens de Lyapunov :

Influencé par les travaux de H. Poincaré (1854-1912), Aleksandar Mikailovich Lyapunov
(1857-1918) a étudié dans son mémoire ”Probléme général de la stabilité du mouvement”,
la notion de la stabilité [Saoud, 2009]. En fait, I’étude des systemes dynamiques est une
branche des mathématiques qui remonte aux travaux de Poincaré présenté en 1881 et inti-
tulés "Sur les courbes définies par une équation différentielle”. Stabilité veut dire stabilité
des points d’équilibre. Le principe s’appuie sur le fait qu’un systeme mécanique, est stable,
en I’absence de forces extérieures, si I’énergie du systeme décroit de fagon continue -quand
il est déplacé de sa position d’équilibre- jusqu’a ce qu’elle atteigne son minimum a 1’état
d’équilibre ou sur sa trajectoire d’équilibre. La décroissance de 1’énergie totale est alors
considérée comme indicateur de stabilité. La stabilité au sens de Lyapunov signifie que
la solution peut étre gardée arbitrairement pres de ’équilibre si on prend une condition
initiale suffisamment proche de ce dernier. La stabilité asymptotique, comme donné dans
la définition (1.3.6), signifie que non seulement 1’équilibre est stable mais que, de plus,
la solution dune condition initiale appartenant au voisinage d’équilibre, tend vers 1’équi-
libre quand le temps tend vers I'infini. Partant de ces définitions, Lyapunov a proposé
deux méthodes pour I'étude de la stabilité des systémes non linéaires. La premiere est
une méthode de libéralisation par approximation, pour plus de détails voir [Saoud, 2009].
Cette méthode bien que simple, ne semble pas étre tres efficace, elle n’est considérée valide
que localement autour du point d’équilibre concerné et ne peut étre utilisée pour déduire
un comportement global. Pour palier a cela, A.M.Lyapunov a proposé une deuxiéme mé-
thode pour 1’étude de la stabilité. AujourdShui, connue sous le nom "Méthode directe de
Lyapunov” ou "Seconde méthode de Lyapunov”.
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1.3.1 Seconde Méthode de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov permet de se prononcer quant a la stabilité d’un état
d’équilibre sans avoir recours a la résolution de 1'équation d’état [Daafouz, 1997].
Le signe d'une fonction V(z,0); (V(0,60) = 0; V (oo, 0) = 00); appelée fonction de Lya-

V@9 qonnent une information sur la stabilité

punov , et celui de sa dérivée V(x, 0) =
du systeme.
V (z,0) joue le role d'une fonction ”énergie” fictive pour le systeme considéré [Daafouz, 1997].
Nous rappelons dans ce qui suit (théoréeme (1.3.1)), le principal théoreme de stabilité issu
de cette théorie. Avant, nous dirons que, pour les systemes LTI, représentés par I’équation
d’état (1.1), la stabilité est nécessairement globale et les points d’équilibre sont dans le
sous-espace défini par le noyau de A(#). Le plus souvent A(f) est non singuliere et I’équi-
libre est donc le point unique x = 0. La propriété attendue pour le systeme est la stabilité
asymptotique, sachant qu'un systeme simplement stable est a la limite de stabilité.

On pourra dire que la seconde méthode de Lyapunov, ou méthode directe de Lyapunov,
donne une condition suffisante de stabilité asymptotique globale. Elle est énoncée dans le
théoreme suivant.

Théoreme 1.3.1. Soit le systéme d’équation donné par (1.1). Ce systéme est stable
(globalement asymptotiquement stable autour de 'origine) si il existe une fonction réelle
V(z,0) telle que :

)V (0,0) =0
it)V(x,0) >0 Var#0
i)V (z,0) — oo quand ||z|| — oo

W)V (x,0) <0 VY #0

(1.17)

04V est la dérivée temporelle de V' le long des trajectoires du systéme (1.1).

Une fonction vérifiant les conditions i)-iii) est par definition une fonction candidate de
Lyapunov. Si elle vérifie également iv), c’est une fonction de Lyapunov pour le systeme.
Une des définitions importantes de stabilité reste la stabilité robuste.

Stabilité robuste :

Pour un systeme avec incertitudes, 1’étude de stabilité reste une étape fondamentale, et
c’est ce qu’on appelle 'analyse de stabilité robuste. Dans la these [Bachelier, 1998], I'ana-
lyse robuste peut garantir deux objectifs : le premier est d’attester que les propriétés du
systeme sont modifiées dans des proportions tolérables, c’est a dire que le systeme est
robuste, pour une famille redéfinie de modeles donnés. Le deuxieme c’est que cette étape
estime quel est le plus vaste domaine d’incertitude pour lequel le systeme conserve des
propriétés acceptables.

Dans ce contexte, plusieurs méthodes ont été mises en place dans le but d’étudier la stabi-
lité robuste des systemes. On trouve les approches fréquentielles, les approches algébriques
et les approches temporelles. On donne un apergu pour chacune de ces approches.
Approche algébrique

Cette approche est principalement basée sur les travaux de Kharitonov [Kharitonov, 1978].
Elle étudie la stabilité en se basant sur I’étude de polynomes caractéristiques des systemes.
La difficulté de cette méthode c’est que les coefficients du polynome caractéristique sont
couplés entre eux, et quand les coefficients dépendent de mémes parametres incertains,
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I’approche algébrique prend difficilement en compte leur couplage.

Approche fréquentielle

Elle repose sur une représentation fréquentielle des incertitudes. Elle comprend des études
portant sur la synthese LQG/LTR (Linear Quadratic Gaussian/Loop Transfert Recovery),
méthode se basant sur la constructions de compensateurs retrouvant les propriétés du re-
tour d’état. Dans le domaine fréquentiel, les modeles incertains peuvent étre de type
additifs ou multiplicatifs comme suit :

G(s) + A(s) G(s)[1 + A(s)] (1.18)

Mais aussi, [Doyle et Stein, 1981] et [Doyle, 1982] proposent d’autres formes comme la
forme LFT (Transformée Fractionnaire Linéaire). Parmi les méthodes on cite également la
commande H, fortement investiguée dans les travaux de [Zames, 1981]. Dans les derniéres
années, d’autres méthodes fréquetielles sont apparues sur la base des IQC (Contraintes
Quadratiques Intégrales) et des multiplieurs [Peaucelle, 2000], méthodes ayant des liens
fort étroits avec ’approche temporelle donnée dans ce qui suit.

Approche temporelle

Cette approche a été tres utilisée pour I'analyse robuste pendant les dernieres années.
Elle se base sur 'utilisation de fonctions de Lyapunov. On peut déduire le résultat suivant
de La seconde méthhode de Lyapunov, qui aboutit en effet au théoreme (1.3.2)pour la
stabilité robuste des systemes incertains LTI. Dans ce contexte, un choix particulier de
fonction candidate de Lyapunov est la forme quadratique donnée par :

V(z,0) = 2" P(0)x (1.19)

Ou P(6) est une matrice symétrique définie positive pour toutes les valeurs de 6, soit :

P(0) = P(9)T € R™™ >0 (1.20)
Ce choix de fonction de Lyapunov conduit aux résultat donné dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.3.2. ([Courties, 1999] et références internes, [Peaucelle, 2000]).
Le systeme LTI incertain (1.1) est robustement stable si et seulement si il existe une
matrice symétrique P(0) > 0 telle que :

AT(6)P(6) + P(9)A(F) <0 (1.21)

La LMI obtenue (1.21), fut la premiere a étre utilisée pour I'analyse de la stabilité
d’un systeme dynamique [Boyd et al., 1994]. Etant donné le théoreme de Lyapunov, la
méthode est largement investiguée dans l'objectif de tester la stabilité robuste des sys-
temes incertains. Toutefois, les équations qui en résultent ne sont pas facilement résolues
par les outils mathématiques disponibles.

L’approche de séparation quadratique est parmi les méthodes utilisées dans 1’objectif de ré-
duire la conservatisme engendré . Elle est considérée par [Safari-Shad et Cobb, 1992] pour
un systeme incertain LTI, apreés par [Iwasaki et Hara, 1998], [Iwasaki et Shibata, 2001] ou
les auteurs proposent une méthode pour évaluer la stabilité en utilisant le séparateur qua-
dratique. Elle est également utilisée dans [Oliveira et al., 1999al, ol les conditions données
présentent un découplage entre la matrice de Lyapunov et celles du systeme. Récemment,
I'approche est investiguée par [Ebihara et Hagiwara, 2004], [Peaucelle et al., 2007] ou des
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conditions de stabilité robuste sont données pour un systeme LTI de type "descriptor” et
[Peaucelle, 2009a] ou 'approche est appliquée par introduction de variables additionnelles
connues dans la terminologie anglo-saxone par "slack variables”.

Dans le paragraphe suivant, le concept de stabilité quadratique dont la base est la
méthode directe de Lyapunov est présenté.

1.3.2 Concept de stabilité quadratique

La notion de stabilité quadratique a été développée en 1980 par Hollot et Barmish
[Hollot et Barmish, 1980]. Elle a été la base pour de trés nombreux travaux jusqu’a main-
tenant. Ce concept implique ’existence d’une fonction de Lyapunov unique, indépendante
des parametres incertains et assurant la stabilité du systeme pour tout le domaine d’in-
certitudes. Cela constitue probablement un des résultats les plus important des années 80
dans le contexte de la commande robuste.

La place que prend cette approche dans la littérature puise sa force du fait que, pour
tout type d’incertitudes, cette condition est une condition suffisante de stabilité robuste.
En particulier, quand on ne dispose d’aucune information sur la vitesse d’évolution des
parametres incertains, 'approche de stabilité quadratique reste la seule possible. Aussi,
la stabilité quadratique se caractérise par le fait que la résolution des problemes qui en
découlent se base sur des méthodes convexes désormais classiques.

Concernant les approches convexes, on peut rappeler I'outil LMI détaillé en Annexe A
(A.1.2). Et toujours est-il que le colt en terme de calcul numérique est restreint. Autres
contributions, la stabilité quadratique reste a l'origine des résultats tres importants en
stabilisation.

Parmi les travaux portant sur l'analyse robuste se basant sur la stabilité quadratique,

on peut citer [Bernussou et al., 1989], [Khargonekar et al., 1990], [Geromel et al., 1991],
[Haddad et Bernstein, 1991] ou plus tard [Garcia et Bernussou, 1995], [Ghaoui et Scorletti, 1996],
[Schim, 1996], [Peaucelle et al., 1998].

Parmi d’autres résultats pour lesquels la méthode est concluante, on peut citer [Garcia et al., 1997],
[Magni et al., 1997] , [Ghaoui et Niculescus, 2000] ou récemment [Shorten et Narendra, 2003]
et [Henrion et al., 2004]. Et on peut dire que bon nombre de résultats pour l’analyse,
controle et filtrage robustes, avec des criteres de performance Hy et H,, ont pu étre déve-
loppés en 'utilisant [Boyd et al., 1994], [Leite, 2005] et références citées dans ces travaux.
Ces conditions formulées en terme d’Inégalités Matricielles Linéaires LMI sont facilement
résolues en utilisant des algorithmes de calcul spécialisés.

Finalement, on pourra attester du fait que la stabilité quadratique implique forcément
la stabilité robuste mais que l'inverse n’est pas vrai. Toutefois, I'approche de stabilité
quadratique s’avere conservatrice et pessimiste spécialement pour le cas d’incertitudes
constantes, méme si elle permet d’aboutir pour nombre non négligeable de problemes.
La notion de stabilité quadratique se fonde sur le théoreme (1.4.1). En effet, une grande
part de recherches réalisées dans les vingt dernieres années a consisté a vérifier 1’existence
d’une fonction de Lyapunov de type (1.19). Ou P(0) vérifie (1.20).

Un choix possible pour P(6) est :

P#)=PeR™™ P >0 (1.22)

Ou P est fixe et indépendante des valeurs prises par 6.
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Quand un systeme admet une fonction de Lyapunov donnée par (1.19)-(1.20)- (1.22). alors
on dit que ce systeme est quadratiquement stable.
La définition suivante particularise le théoreme (1.3.2).

Définition 1.3.7. [Peaucelle, 2000] Le systéme incertain (1.1) est quadratiquement stable
si et seulement si il existe une matrice unique P = PT > 0 telle que pour toutes les
incertitudes 0 , linégalité (1.23) est vérifiée.

AT(0)P + PA(#) <0 (1.23)

La stabilité quadratique est une condition suffisante de stabilité robuste. Pour aller au
dela du pessimisme de la stabilité quadratique, les Fonctions de Lyapunov Dépendant des
Parametres (FLDP) ont été largement étudiées a la fin des années 90.

1.3.3 Utilisation des FLDP pour la stabilité des systemes incer-
tains LTI

L’utilisation des Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres est relativement ré-
cente dans la littérature [Feron et al., 1996], [Fu et Dasgupta, 1999], [Geromel et al., 1998],
[Oliveira et al., 1999a], [Oliveira et al., 1999b], [Mori et Kohaure, 2000], [Troffino, 1999],
[Arzelier et al., 2002] et [Ebihara et Hagiwara, 2006] . En effet, dans le cas ou les incer-
titudes ne varient pas dans le temps, ces FLDP sont des fonctions quadratiques ou la
Fonction de Lyapunov P(f) est dépendante des parametres. Un choix pour cette fonction
est donné par la forme (1.20). Dans ce cadre, a P(#) peuvent étre attribuées une multitude
de formes. En fait, en introduisant les Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres,
on s’attend a étre moins pessimiste que pour la stabilité quadratique.

Nous introduisons ici différentes classes. Une des visions relativement complete des prin-
cipaux résultats liés a l'utilisation de telles fonctions de Lyapunov a été introduite dans

la these de Peaucelle [Peaucelle, 2000], ou il aborde plusieurs types d’incertitudes comme
polytopiques, affines ou LFT mixtes [Peaucelle et Arzelier, 2001]. Il introduit également
dans son travail, certains résultats comme [Geromel et al., 1998], [Oliveira et al., 1999a]
ayant permis l'introduction des FLDP pour 'analyse robuste en stabilité et en perfor-
mance. Pour revenir aux structures de P(f), on dira que certaines formes bien spécifiques

ont pu étre étudiées tout au long de la littérature.

On peut citer la classe des FLDP rationnelles (voir [Scorletti et Ghaoui, 1995] et [Lu et al., 1996]),
la classe des FLDP a structure LFT données dans [Helmerson, 1999] et [Iwasaki et Hara, 1998].
Egalement, la classe des FLDP affines est proposée dans [Feron et al., 1996] et

[Peaucelle et Arzelier, 2001] et elle a été développée en se basant sur I'idée qu'une para-
metrization affine est nécessaire afin de réduire le conservatisme engendré par l'utilisa-
tion de borne supérieure des transformations linéaires fractionnaires. En particulier, dans

la derniere décennie, une nouvelle classe de FLDP a fait son apparition, la classe des
FLDP polynomiales, largement investiguée par [Chesi et al., 2003],[Chesi et al., 2004a],
[Chesi et al., 2004b], [Chesi et al., 2005], [Chesi et al., 2007], [Oliveira et al., 2005],

[Oliveira et Peres, 2007] ; ces formes polynomiales établissent un lien étroit avec des tech-
niques d’optimisation convexes.

Une condition suffisante de stabilité robuste pour les systemes LTI est donnée dans la
définition (1.3.8).

These de Doctorat ENIT/LAAS 2012



14 Chapitre 1. Systémes linéaires incertains & parameétres invariant dans le temps (LTI)

Définition 1.3.8. Le systéme incertain LTI (1.1) est robustement stable s’il existe une
matrice symétrique définie positive P(0) telle que :

AT()P(6) + P(6)A(6) < 0 (1.24)

Ou, selon la structure de la matrice dynamique du systeme, la Fonction de Lyapunov
Dependant des Parameétres peut s’écrire :

N N
POt)=> 6P, > ;=1 6;>0 (1.25)
=1 =1
Ou alors
N N
P(O(t) =P+ > 0P, > 0i(t)=1; 6;>0 (1.26)
=1 =1

Ou aussi bien d’autres formes.

La forme donnée dans (1.25) est bien la structure polytopique. Celle donnée par
(1.26)est affine. Ainsi, avec l'objectif d’obtenir a chaque fois des conditions d’analyse
et de synthese moins conservatrices, les FLDP sont utilisées et des résultats a priori moins
restrictifs que la stabilité quadratique sont proposés.

1.4 Commande et stabilisabilité robuste des systemes
incertains a Parametres Invariants dans le Temps

Au centre des préoccupations de 'automatique moderne, le probleme de la synthese
de compensateurs robustes vis a vis d’incertitudes structurées a suscité un intérét consi-
dérable durant ces dernieres années, certains se basent sur l'utilisation des multiplieurs
comme dans [Safonov et Chiang, 1993], ou les séparateurs quadratiques dans
[Ghaoui et Niculescus, 2000] ou encore le scaling dans [Zhou et al., 1996]. Cette problé-
matique est toujours largement ouverte puisqu’il n’existe pas actuellement d’approche
permettant de l'aborder dans toute sa généralité tout en garantissant une complexité
faible des calculs et des performances garanties [Bernussou et Oustaloup, 2001], et que
dans la majorité des cas, la prise en compte de l'incertitude implique nécessairement une
complexité importante.

En effet, la notion de commande ou controle se fonde sur un concept tres ancien, celui de
contre-réaction plus connu en anglais par : feedback. L’objectif sera toujours de détermi-
ner la commande a appliquer en entrée du systeme pour obtenir un comportement désiré
de celui-ci, ceci tout en considérant les sorties mesurées et l'information disponible sur le
systeme, information généralement contenue dans le modele qui lui est associé. L’objectif
majeur de la commande reste la stabilité du systeme corrigé, soit comme évoqué précé-
demment, sa capacité de revenir de lui méme a sa position d’équilibre a chaque fois qu’il
en est écarté. La plupart du temps, la commande est une fonction qu’assure un systeme
dit de commande. Selon la nature de la tache a accomplir et ’environnement dans lequel
évolue le systeme commandé, d’autres objectifs peuvent étre spécifiés, par exemple, la
poursuite d’une référence donnée, la rapidité d’exécution de cette tache, la minimisation
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de I'énergie dépensée [Daafouz et al., 1997]. Tout de méme, il n’est pas possible de par-
faitement représenter par un seul modele mathématique le comportement d’un systeme
physique, quel que soit sa nature. Et c’est dans ce sens, qu’il est important de prendre les
précautions nécessaires afin de calculer la loi de commande pour le modele. La plupart du
temps, le résultat est tres éloigné du résultat attendu. Comme exemples, on peut donner
le cas ou le systeme de commande déstabilise le systeme réel parce que, pour des raisons
de simplicité, le modele ayant servi pour la conception de la loi de commande ne tient
pas compte de certains phénomenes tels que les perturbations , les variations de certains
parametres, les dynamiques rapides,.. alors qu’il est important de prendre en compte ces
phénomenes pour la synthese du systeme de commande.

Dans 'objectif d’assurer un bon controle de pareils systemes et afin de garantir une bonne
loi de commande, il sera crucial de considérer une famille de modeles a laquelle le systeme
sera supposé appartenir. Cette famille est généralement constituée d’un modele nominal et
de variations autour de ce modele, appelées incertitudes. Ainsi, si le correcteur est congu
de sorte a satisfaire les objectifs fixés pour tous les modeles appartenant a cette famille,
on a alors la garantie qu'ils le sont également pour le systeme réel [Daafouz et al., 1997].
Commande robuste

Des principales raisons justifiant le fait d’aborder le probleme de stabilisation robuste , sa-
chant que la majorité des systemes est stable en boucle ouverte, on peut citer les suivantes
[Garcia et al., 1997] :

- Les commandes mises en oeuvre sont essentiellement des commandes en boucle fer-
mée et il convient de caractériser la classe des lois de commande en boucle fermée
qui stabilisent ou préservent la stabilité, car c’est dans celle-ci que sera sélectionnée
la loi qui en plus permettra d’atteindre un certain niveau de performances.

- On peut parfois ramener le probleme de performance robuste a un probleme de
stabilisation robuste.

Le modele incertain étant défini, il s’agit de calculer une loi de commande adéquate.
L’étape de commande pour un systeme incertain étant la phase ou 'on synthétise des
compensateurs avec prise en compte des incertitudes, le principe est de réaliser un bou-
clage des sorties mesurées vers les entrées de commande afin de corriger ou d’améliorer les
propriétés de stabilité et de performance. Ceci a permis de résoudre grand nombre de pro-
blemes durant les vingt dernieres années, comme I’exemple de commande par retour d’état
dans [Bernussou et al., 1989], [Geromel et al., 1999], [Iwasaki, 2005] ou [Xie, 2008] méme
s’il s’agit plutot de synthese de performance et de norme H,, ou de commande par retour
de sortie dans [Scherer et al., 1997], [Courties, 1999], ou encore [Arzelier et al., 2003]. Ci-
apres nous donnons un schéma représentatif de boucle fermée par un correcteur. (Voir
figure 1.4).

Le choix des types de lois de commande est fortement dépendant des méthodes d’ana-
lyse. Notons que la littérature est abondante mais que l'on cite ci-apres les approches les
plus utilisées, soit, 'approche fréquentielle et I’approche temporelle comme pour le cas de
I’analyse robuste. Elles sont données par :

Approches fréquentielles :

Elles regroupent les méthodes s’intéressant aux incertitudes non structurées, et leur but
est de déterminer les lois de commande robuste relatives a des criteres de performances
spécifiés dans le domaine fréquentiel [Bachelier, 1998|. Parmi ces approches, on peut citer :

- L’approche LQG/LTR (Loop Transfer Recovery) dont le principe repose sur le calcul
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Systéme en

Boucle fermée

FIGURE 1.4 — Boucle fermée par un correcteur

d’un retour d’état de type LQ puis la construction d’un observateur dont le gain est
choisi tel que le transfert en boucle fermée tend vers celui obtenu avec le retour d’état
[Athans, 1986], [Lewis, 1992].

- L’approche H, :

En effet, la norme H,, est présentée comme un moyen pour quatifier le transfert entre
une perturbation en entrée et la sortie controlée ; et certes la recherche d’un compen-
sateur minimisant ce transfert peut étre vue comme un probleme de robustesse, non
vis a vis d’une incertitude de modélisation mais vis a vis d'une perturbation exogene.
D’ou le nom de commande H,, [Doyle et Stein, 1981}, [Chilali et Gahinet, 1996].

- L’approche CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier)[Oustaloup, 1994] :
Elle s’intéresse initialement a la robustesse du degré de stabilité. C’est une stratégie
qui a l'intérét d’envisager la robustesse en raisonnant sur les indicateurs de stabilité
et de performances fréquentiels des systemes monovariables sans avoir a modéliser
I'incertitude, ce qui signifie que la nature de cette incertitude n’a pas besoin d’étre
précisée. Ce type de commandes est fortement investigué par [Oustaloup, 1994],
[Oustaloup, 1995] et [Oustaloup et al., 1996].

Approches temporelles :

Les approches temporelles, pour le cas de la commande robuste, comme pour ’analyse
robuste, s’appuient principalement sur la théorie de Lyapunov. Celle sur laquelle nous
nous appuyons dans le présent travail.

Méthode directe de Lyapunov

En effet, les résultats découlant de la théorie de Lyapunov restent toujours a l'origine
de la majeure partie d’outils de test de stabilisabilté robuste. De certains résultats se
basant sur la méthode directe de Lyapunov pour synthétiser des controleurs robustes
pour systemes incertains LTI, on peut citer les travaux de [Gutman et Polmer, 1982] ou
[Hollot et Barmish, 1980], et bien d’autres.

Stabilisabilité quadratique
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De la théorie de Lyapunov émane également le concept de la stabilisation quadratique. Ce
concept , tout comme la stabilité quadratique a été introduit en 1980 par [Hollot et Barmish, 1980],
pour la résolution du probleme de stabilisation robuste, par retour d’état, de systéemes in-
certains avec incertitudes de type polytopique. Cette approche présente I’avantage d’abou-
tir a des conditions numériquement faciles a tester [Garcia et al., 1997].
Cette approche, est elle aussi fondée sur la méthode directe de Lyapunov [Courties, 1999],
et consiste a rechercher une fonction de Lyapunov adéquate, afin de tester la stabilité
asymptotique globale du systeme en boucle fermée, dans le domaine des incertitudes ad-
missibles (Voir la définition(1.4.1)).

Dans la suite , nous considérons le systeme incertain donné par(1.27).

i(t) = A(0)x(t) + Ba(0)u(t) (1.27)

Ou z(t) € R™, u(t) € R™ sont respectivement les vecteurs d’état et de commande.
A(0) € R™*" est la matrice d’état et By(f) € R™™ est la matrice de commande.

Définition 1.4.1. [Barmish, 1985]

Le systeme (1.27) est dit quadratiquemet stabilisable, s’il existe une loi de commande p(x)
continue de R" — R™ avec p(0) = 0, une matrice syméltrique définie positive P, une
constante o > 0, satisfaisant la condition suivante :

Quelles que soient les incertitudes admissibles 0 :

L(z) == 27 (AT(0)P + PA(0))x + 20 P By (0)p(z) < —al|z| (1.28)
pour toute paire (x) € R

Si I'équation (1.28) est satisfaite, alors V(z) = 27 Pz, dont la dérivée est donnée par
L(x), est une fonction de Lyapunov pour le systeme en boucle fermée.
A partir de la définition (1.4.1), Barmish a donné une condition nécessaire et suffisante de
stablisabilité quadratique pour le systeme incertain de type (1.27). Elle est illustrée dans
le théoreme ci-apres.

Théoréme 1.4.1. [Barmish, 1985]
Le systéme incertain (1.27) est quadratiquement stabilisable si et seulement si il existe
une matrice symétrique définie positive P telle que :

2T (AO)P + PAT(0))x <0  Vx € Np, (1.29)

Ou ’ensemble Rp, représente le noyau de B3 (0) soit :

Np, ={r#£0€ R : B (§)z =0} (1.30)

Ce travail important réalisé par Barmish, a été a ’origine de nombre important d’autres
travaux comme dans [Petersen et Hollot, 1988] ou Petersen et Hollot ont proposé une pro-
cédure s’appuyant sur la résolution d'une équation de Ricatti pour la construction d’une
fonction de Lyapunov associée a la stabilisabilité quadratique des systemes incertains avec
incertitudes affine, ou alors dans [Zhou et Khargonekar, 1988] ou les auteurs donnent
une condition de stabilisabilité robuste pour systemes incertains avec incertitudes sur
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la matrice d’entrée. Egalement [Garcia et al., 1994], [Garcia et al., 1996] proposent une
solution pour systemes linéaires affectés par incertitudes bornées en norme. Beaucoup
d’autres publications reliées a 'approche quadratique dans le cadre de synthese de com-
pensateurs stabilisants sont aussi données dans [Petersen, 1987], [Bernussou et al., 1989
ou alors [Anderson et Moore, 1989].

Et Vu le conservatisme engendré par I'approche quadratique sur la synthese de correc-
teurs stabilisants, les Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres sont largement
utilisées dans ce domaine, ou par exemple [Feron et al., 1996] propose 'investigation des
FLDP pour systemes incertains LTI & structure affine. Dans [Haddad et Bernstein, 1991},
Haddad et Bernstein donnent des techniques de synthese par retour d’état de controleurs
d’ordre plein et réduit pour systemes incertains LTT.

La plupart des solutions citées sont présentées pour le cas d'une commande par retour
d’état. Mais vu que I'état n’est pas toujours disponible, les automaticiens ont recours au
calcul d’une loi de commande robuste par retour de sortie qui peut étre soit statique soit
dynamique.

Les deux techniques sont détaillées dans la suite pour les systemes incertains LTT.

1.4.1 Synthese de correcteurs par retour d’état statique pour
systemes LTI

On commence dans un premier paragraphe par donner quelques importants résultats
sur le retour d’état pour systemes incertains LTI.

Depuis les années 60, de nombreux travaux se sont intéressés a la possibilité de comman-
der les systemes par retour d’état. La représentation d’état par Kalman, I'introduction des
notions de commandabilité et d’observabilité ont contribué largement au développement
de ce type de commandes. Parmi les travaux ayant débuté a base de la théorie de Lya-
punov et synthétisant des controleurs par retour d’état, on peut citer [Rosenbrock, 1962,
[Rissanen, 1960], [Wonham, 1985].

Un des résultats les plus importants dans ce contexte est donné dans le théoreme
(1.4.2).

On considere toujours le systéme incertain donné par (1.27). Dans le cas de retour
d’état, la loi de commande est en général donnée par : u(t) = Kz(t). K € R™" est la
matrice de dimensions appropriées qu’il faut déterminer.

Le modele du systeme en boucle fermée s’écrit comme suit.

#(t) = (A(0) + Ba(0)K)a(t) (1.31)

Probléme : Lors d’un controle par retour d’état statique, il s’agit de trouver une loi de
commande u(t) = Kxz(t), pour le systeme (1.27) en déterminant K tel que A(6)+ B(6) K
soit asymptotiquement stable.

On a le résultat suivant :

Théoréme 1.4.2. [Courties, 1999]

Le systeme linéaire incertain (1.27) est stabilisable asymptotiquement en boucle fermée,
par retour d’état u(t) = Kx(t) si et seulement si il existe une matrice symétrique définie
positive P € R™™ et une matrice R € R™ ™ telles que :
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AP+ PA” + B,R+ R'BY <0 (1.32)

Dans ce théoréme, le gain de retour d’état est donné par : K = RP~ 1.

Aussi pour ce type de commandes, on peut citer les travaux de [Petersen, 1987,
[Colmenares et Henrion, 1995|, plus tard [Peaucelle et al., 2000a] et méme plus récem-
ment [Iwasaki, 2005], ou les auteurs se basent sur une classe polynomiale de Fonctions de
Lyapunov Dépendant des Parametres, pour donner une condition nécessaire et suffisante
de synthese robuste par retour d’état pour systemes incertains LTT .

Dans les commandes par retour d’état, la loi de commande est mise en oeuvre a travers
la mesure de ’état du systeme. La connaissance des états du systeme n’est pas toujours
garantie, ce qui nous amene a parler de controleurs par retour de sortie statique et dyna-
mique.

1.4.2 Synthese des correcteurs par retour de sortie pour sys-
temes LTI

La synthese de compensateurs utilisant la sortie est réalisée dans [Scherer et al., 1997],
[Scherer, 1999], [Colmenares, 1996], [Courties, 1999], [Benton et Smith, 1999],
[Peaucelle et Arzelier, 2001], et plus récemment dans [Hu et al., 2002] et [Hai, 2008] ou ils
réalisent des controles par retour de sortie hybride.
L’état n’est pas toujours mesurable en pratique. Il faut alors envisager de travailler uni-
quement avec 'information partielle contenue dans la sortie mesurée y.

1.4.2.1 Retour de sortie statique

On considere ici le systeme incertain LTI :

(t) = A(0)z(t) + Ba(0)u(t)

y(t) = Ca(0)x(t) (1.33)

Ou z(t) € R", u(t) € R™ sont respectivement les vecteurs d’état et de commande.
y(t) € R est la sortie mesurée. A(6) et Ba(6) sont déja prédéfinies et Cy(0) € R™*™

Probléme : Pour un controle par retour de sortie statique le probleme c’est que pour
le systeme (1.27) et la loi de commande u(t) = Ky(t), il faut trouver K € ™™ tel que
A(0) + By(0) KC50) soit asymptotiquement stable.

Théoreme 1.4.3. Le systeme linéaire incertain donné par (1.27) est quadratiquement
stabilisable par retour de sortie statique u(t) = Ky(t), si et seulement il existe P = PT > 0
et K € ™™ tel que :

(A4 BoKCo)"P + P(A+ ByKCy) <0 (1.34)

K € R™™ est le gain de retour de sortie.
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1.4.2.2 Retour de sortie dynamique

Soit le systéme incertain décrit par (1.27) et le compensateur dynamique associé :

0= A0(0 + B0t
t) = 2 x(t
abK(t)y: Axar(t) + Brey(t) (1.35)
u(t) = CKIK<t) —+ DKy(t)

Probléme : Pour un contréle par retour de sortie dynamique, le probleme c’est que
pour le systeme (1.35) donné par le triplet (A(6), B(6), C(0)) et étant donné un entier
k < n, il faut déterminer les matrices Ax € R¥*F, B € RF>" | Cx € R™F et Di €
R™*" tel que la matrice dynamique en boucle fermée A,y soit stable asymptotiquement
VA(0) € D4 [Arzelier, 2004].

Avec D4 donné par la représentation (1.4).

. . , , A+ By A B
la matrice dynamique en boucle fermée Ay est donnée par Ay = + BoAxCy Balk ) .

BKCQ DK
Une condition suffisante pour la stabilisabilté par retour de sortie de ce systéeme est
donnée par le théoreme suivant :

Théoréeme 1.4.4. D’aprés le théoréme de Lyapunov, le systéme (1.85) est asymptotique-
ment stable s’il existe P = PT > 0 tel que :

AbfP + PAbf <0 VA € Dy (136)

Avec D, donné par la représentation (1.4).
Remarque :
Un des objectifs dans la définition du probleme de retour de sortie dynamique est de
minimiser k et de le rendre le plus petit possible par rapport a n.
- Pour k£ = 0, le probleme de retour de sortie dynamique est exactement le probleme
de retour de sortie statique.
- En définissant un systeme augmenté :

[1:(618); B:(??); é:<gé); (1.37)

la résolution du probleme de retour de sortie dynamique d’ordre k peut se ramener
a celle de retour de sortie statique [Arzelier, 2004].
- Quand k£ = n, la synthese par retour de sortie est dite d’ordre plein.

1.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre , un historique sur les systemes incertains LTT a été donné. Nous avons
également présenté les différents modeles sur lesquels peuvent se mettre ces systemes et
en particulier les incertitudes.

Des notions de stabilité classique et de stabilité robuste sont détaillées et 'accent a été
mis sur 'approche de Lyapunov beaucoup utilisée pour ces modeles. Aussi, nous avons
rappelé pour ces systemes, les différentes approches de synthese de controleurs robustes a
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1.5. Conclusion du chapitre

savoir les syntheses par retour d’état et par retour de sortie statique et dynamique.
Toutefois la modélisation LTI peut ne pas couvrir des cas pratiques importants, ce que
permet d’assurer la modélisation LPV que nous présentons dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Systemes Linéaires incertains a
Parametres Variant dans le temps

(LPV)

Le savoir n’est pas difficile, seule sa mise en pratique [’est. Proverbe Chinois

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, les approches d’analyse de stabilité robuste ainsi que des
techniques de synthese de controleurs robustes pour les systemes LTI sont donnés. Dans ce
chapitre, nous présentons les mémes approches et techniques mais pour systemes incertains
LPV. Cette modélisation LPV recouvre des cas pratiques importants non couverts par
les modeles linéaires invariants dans le temps. Nous commencons par donner I’historique
d’apparition des systemes LPV. Nous détaillons deux classes qui sont la classe de LPV a
structure polytopique et celle a structure affine. Nous présentons dans une partie ultérieure
les différentes approches d’analyse robuste ayant été investiguées. Un intérét particulier
est porté sur I'approche de Lyapunov appliquée a ces systemes. Pour la suite, la démarche
est d’énumérer les approches de synthese pour ces systemes. En particulier, nous donnons
les résultats les plus importants dans le contexte de controle moyennant les Fonctions de
Lyapunov Dépendant des Parametres par retour d’état statique ou par application des
techniques de gain scheduling. Nos contributions pour les systemes LPV sont présentées
dans les chapitres qui suivent.

2.2 Systemes incertains LPV - Intéréts de la modé-
lisation et Histoire

Dans ce paragraphe, nous parlons de la classe des systemes incertains Linéaires a Para-
metres Variant dans le temps. En terminologie anglo-saxone, ce sont les "Linear Parameter
Varying Systems” (LPV systems). Ce sont les systemes linéaires qui dépendent de para-
metres réels variant en fonction du temps. Ces parametres ne sont pas connus d’avance
mais peuvent étre utilisés en temps réel pour des objectifs de contréle [Bilman, 2005].

En effet, les caractéristiques dynamiques des processus évoluent parfois largement en
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fonction des conditions de fonctionnement. Dans ce cas le comportement du systeme est
souvent décrit par un modele linéaire a parametres variant (LPV). Cette modélisation
recouvre des cas pratiques importants non couverts par les modeles linéaires invariants
dans le temps (LTI). Et méme si le modele résultant reste général, il existe toujours
un outil générique permettant ’analyse ou la commande de ces systemes. En effet, les
systemes Linéaires a Parametres Variant dans le temps , ont recu beaucoup d’attention
pendant les dernieres années.

Cette classe est devenue essentielle pour les automaticiens puisqu’elle se positionne
entre la classe des systeme LTI, considérée restrictive et celle des systemes non linéaires
considérée trop générale pour développer des lois de commande. En plus, la classe des
systemes LPV comprend bon nombre de systemes réels. On peut citer différents domaines
comme le domaine automobile [Modjtahedzadeh et Hess, 1993|, [Ackermann, 1993] et
[Raharijoana et al., 2006], le domaine aéronautique [Apkarian et al., 1993] et [Balas, 2002],
le domaine naval [Tanguy et Lebret, 2004] ou encore le génie électrique
[Darengosse et Chevrel, 2000] et [Darengosse et Chevrel, 2002].

En général, la seule information dont on dispose a priori sur le parametre variant 6(t)
c’est son domaine de variation. D’un point de vue historique, les systemes LPV ont fait
leurs apparitions au début des années 90. Les premiers travaux que nous rencontrons dans
la littérature sont faits par [Shamma et Athans, 1991], [Shahruz et Behtash, 1992] ou des
systemes LPV dotés de correcteurs a gains multiples (gain scheduling) sont traités, 1'im-
portance de synthétiser des correcteurs de ce type pour ces systemes est mise en avant.

’

Egalement dans [Becker et Packard, 1994], [Apkarian et al., 1995], [Wu et al., 1997], dif-
férentes approches d’analyse de stabilité et de synthese pour systemes Linéaires a Pa-
rametres Variant dans le temps sont développées. D’apres [Feron et al., 1996], pour les
systemes a parametres réels temps variant, il existe essentiellement deux tests pour la sta-
bilité robuste : le test de stabilité quadratique et le p-upper bound réel avec D,G scaling
constants. Ces deux criteres garantissent la robustesse en présence de variation arbitraire
et rapide des parametres. Néanmoins , d’autres techniques ont été développées dans ce
contexte pour analyse et synthese de pareils systemes. L’utilisation des Fonctions de Lya-
punov Dépendant des Parametres fut un outil tres sollicité dans ce contexte ; les FLDPs
contribuent a la réduction du conservatisme engendré par le choix d’une fonction unique
de Lyapunov. Les FLDP sont particulierement utiles puisque les bornes sur les taux de
variations du parametre peuvent étre utilisées comme une information dans les condi-
tions LMIs qui testent la stabilité du systeme. On peut citer apres les premiers travaux
faits par [Feron et al., 1996] et [Gahinet et al., 1996], dans le cadre des systemes Linéaires
Temps Invariants, 'article de [Oliveira et al., 1999a] en domaine discret et les travaux de
[Peaucelle et al., 2000a], [Apkarian et Tuan, 2000], [Zhang et al., 2003] et [Bliman, 2004]
en domaine continu. Il ya également dans ce cadre le recours aux Fonctions de Lyapunov
par morceaux (piecewise Lyapunov functions) [Xie et al., 1997], [Almeida et al., 2001] ,
[Johansson, 2000] et [Leite et Peres, 2004]. On parle méme de Fonctions de Lyapunov Bi-
quadratiques dans [Trofino et Souza, 2001].

Ces criteres sont le plus souvent formulés en terme de contraintes LMIs simples ou LMIs
paramétrées (Voir Annexe A (A.1.2 et A.1.3)). Aussi, l'outil de séparation quadratique
est fortement mis & contribution par [Apkarian et al., 2001}, [Peaucelle et al., 2000b],
[Ebihara et Hagiwara, 2003], [Peaucelle, 2009b], [Briat, 2010]. Un autre moyen non négli-
geable, c¢’est 'utilisation des lemmes.
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Dans le contexte des systemes LPV, plusieurs sous classes peuvent étre mentionnées. On
peut citer les systemes polytopiques ou des résultats ont été donnés par [Peaucelle et al., 2000a],
[Apkarian et al., 2001], [Shaked, 2001], [Montagner et Peres, 2003], [Cao et Lin, 2004] ou
[Geromel et Colaneri, 2006]. Egalement pour les systemes LPV affines, ont été faits des
travaux par [Feron et al., 1996], [Gahinet et al., 1996], [Cao et Lin, 2004]. Bien d’autres
classes existent comme la classe des systemes LPV rationnels. Dans ce chapitre nous re-
venons particulierement sur les principaux résultats donnés en domaines polytopique et
affine. Nos principales contributions dans ce contexte aussi bien en analyse qu’en synthese,

sont présentées dans les chapitres a venir.

2.2.1 Modélisation des systemes Linéaires a Parametres temps
Variants

La modélisation LPV est en général donnée sous forme d’équation d’état suivante :

#(t) = AO)z(t);  2(0) = x4 (2.1)

Ou A((t)) € R™ ™ est la matrice d’état et x(t) € R" est le vecteur d’état.
L’expression de A(6(t)) dépend de la structure donnée au modele. Ceci est détaillé dans
les paragraphes qui suivent.

0(t) représente le parametre incertain variant en fonction du temps ¢. La trajectoire de 6(t)
est toujours supposée non connue a l’avance méme si sa valeur est connue en temps réel. La
modélisation donnée par (2.1) permet de prendre en compte les variations paramétriques
d’un systeme dynamique (masse, température,..). Le modele est dit évoluant en fonction
d’une trajectoire paramétrique admissible.

Une trajectoire paramétrique admissible est telle que chacun de ses points appartient a
chaque instant au domaine P, soit §(t) € P [Courties, 1999].

Les systemes LPV peuvent étre définis comme une généralisation des systemes a temps
invariant (LTI) et & temps variant (LTV). En effet, en choisissant une trajectoire § = 6(t),
dans le domaine de fonctionnement P, on obtient un modele dépendant du temps. Et
si 'on gele le temps dans ce modele LTV, on obtient un modele LTI, sachant que le
modele LTT peut étre directement généré a partir du modele LPV en figeant le parametre
0(t) = 0y. La figure donnée par Figure 2.1 [Courties, 1999] illustre ceci.

2.2.1.1 Modélisation des systemes incertains LPV polytopiques

Il s’agit de modeles linéaires dépendant explicitement d’un parametre (ou d’un vecteur
de parametres) variant dans le temps.

Les systemes LPV polytopiques sont définis par la représentation d’état (2.1); ou la
matrice dynamique A(6(t)) est donnée par :

A(0(t)) = Z 0:(t) A (2.2)

Le parametre temps variant 0(t) varie dans un polytope donné par (2.3).
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LPV

B(t)ePvit=0

Choix d'une trajectoire

Choix d'une trajectoire

()= 8

LT LTV
Geldutemps t =t;

FIGURE 2.1 — Les différents modeles linéaires

Ay :={0(t) e RV > 6, =1,0; > 0} (2.3)

i=1

Et vérifie (2.4).

0(t) = (0:(t), 2(1), .0 (1)) € RY (2.4)

Le taux de variation du parametre Q(t) peut étre représenté de diverses manieres.
En effet, la plupart du temps, les chercheurs rencontrent des problemes pour donner une
modélisation adéquate a la dérivée 0(75) du parametre. Nous mentionnons que, pour les
systemes LPV, la dérivée du parametre incertain ne s’annule pas comme pour le cas des
systemes LTI, c’est pour cette raison que, dans la littérature, plusieurs approches ont été
proposées afin de modéliser la dérivée temporelle du parametre incertain. La facon dont
elle est modélisée est considérée comme un probleme assez crucial.
Dans ce qui suit nous rappelons certaines représentations proposées par les chercheurs
pour le taux de variation du parametre incertain.

- Dans [Cao et Lin, 2004], les auteurs ont proposé 1'écriture suivante :

Ot le taux de variation est bien défini a tout instant et satifait a (2.5). v; est une
constante.
Néanmoins, cette écriture présente une faiblesse : dans plusieurs cas pratiques, I’écri-
ture (2.5) ne peut étre physiquement justifiée.

- Nous mentionnons dans un second cas, les résultats donnés par Geromel et al
[Geromel et Colaneri, 2006] ou la dérivée temporelle est définie dans un polytope tel
que :
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0(t) = Z 115 (t)h; (2.6)

Ot
M
M(t)eAMz{ueﬂ%M:ZujZLMJ'?O}: hy € RY (2.7)

j=1
pour tout j=1.M

Et 0(t) satisfait & :

Hé(t)”oo <r (2.8)

Contrairement & (2.5), 'expression (2.6) n’impose aucune condition particuliere sur
la dérivée du parametre incertain. Toutefois, elle ne donne aucune idée concernant
la dimension du polyedre ou évolue le parametre.

- Un autre résultat aussi important que les deux qui ont précédé a été donné dans
[Xie, 2005] ot le taux de variation A(t) est défini & tout instant ¢ et varie dans un
polytope ©, tel que :

0(t) € O,

N N (2.9)
Et ©,= {kZl Br(t)ur, = Br(t) = 0, kzlﬁk(t) =1}
La modélisation (2.9) peut étre considérée comme un cas particulier de celle donnée
dans [Geromel et Colaneri, 2006] ou le nombre de sommets est le méme aussi bien
pour le polytope définissant le parametre incertain que celui qui contient la dérivée
temporelle de ce parametre.
Nous proposons dans les chapitres qui suivent de nouvelles représentations relatives
aux taux de variations des parametres incertains temps-variant.

2.2.1.2 Modélisation des systémes incertains LPV affines

Dans ce paragraphe, nous donnons la modélisation d'un systeme ou les incertitudes
sont de structure affine.

On garde pour la représentation d’état 1’équation différentielle donnée par (2.1).

La matrice du systeme est dépendante des parametres 0;(t) et est donnée par :

AB()) = Ag + iei(t)Ai (2.10)

Ou Ag et A;(i = 1,..N) sont des matrices connues et fixes.
Le vecteur de parametres incertains temps-variant 6(t) est donné, comme pour le cas
polytopique par I'expression (2.4).
On suppose que chaque parametre 0;(t) évolue entre des valeurs extrémes connues 6; et
0;, tel que :

0:(t) € [0, 0] (2.11)

These de Doctorat ENIT/LAAS 2012



28 Chapitre 2. Systémes Linéaires incertains & Parameétres Variant dans le temps (LPV)

Et que le taux de variation 0;(¢) est bien connu & tout instant ¢ et satisfait :

6; € v, T (2.12)

Ou v; < 0 < o; sont les bornes inférieure et supérieure sur 0;
Dans la suite, nous établissons une étude bibliographique portant sur les différentes ap-
proches et outils d’analyse et de synthese, investigués pour les systemes Linéaires a Para-
metres Variant dans le temps.

2.3 Systemes incertains LPV - Stabilité robuste et
Approches d’analyse

Le domaine d’analyse de stabilité robuste des systemes LPV a connu un essor important
durant les vingt dernieres années, et ceci grace au développement des outils numériques.
De ces outils on peut citer le LMI Control Toolbox [Gahinet et al., 1995], dans Ienviron-
nement MATLAB. En effet les problemes LMIs peuvent étre résolus en temps polynomial
(Polynomial Time), ce qui veut dire qu’ils ont une complexité de calcul faible. D’un point
de vue pratique, il existe des algorithmes tres puissants et efficaces , qui peuvent rapide-
ment calculer 'optimum global, avec des critéres non-heuristiques (non-heuristic stopping
criteria) [Boyd et Ghaoui, 1993], [Alizadeh et al., 1994], [Nesterov et Nemirovsky, 1994]
et [Vandenberghe et Boyd, 1995].

L’expérience numérique a montré que ce type d’algorithmes résoud les problemes LMIs
avec une efficaicté extréme [Khotare et al., 1996].

Dans ce cadre, plusieurs conditions ont été proposées dans le but d’évaluer la stabilité la
robuste de systemes affectés par parametres incertains variant dans le temps.

On peut citer dans les travaux de [Trofino et Souza, 2001], [Ramos et Peres, 2002],
[Leite et Peres, 2003], [Montagner et Peres, 2004a] ou plus récemment [Koroglu et Scherer, 2006,
[Oliveira et al., 2005] , [Montagner et al., 2009], mais bien d’autres aussi. L'étude de sta-
bilité robuste pour ces systemes a été investiguée en se basant sur des approches de type
Kharitonov [Bhattacharyya et al., 1995b] ou utilisant la p-analyse [Zhou et al., 1996], sur
les méthodes fréquentielles plus anciennes [Narenda et Tripathi, 1973], mais également sur
les approches temporelles mettant en évidence en particulier les fonctions de lyapunov.
L’objectif principal de I’étape d’analyse étant toujours de déterminer des conditions as-
surant la stabilité asymptotique globale de la solution d’équilibre de I’équation (2.1) pour
tout 0(t) vérifiant (2.3).

Dans ce paragraphe, nous énumérons les outils mathématiques dérivant de 1’approche
temporelle et ayant été utilisés pour I’analyse de stabilité robuste de systemes LPV. Nous
présentons en premier la seconde méthode de Lyapunov. Nous enchainons par I'approche
classique de stabilité quadratique puis nous détaillons 1'utilisation des Fonctions de Lya-
punov Dépendant des Parametres dans ce domaine.

2.3.1 Stabilité au sens de Lyapunov pour systemes LPV

Une méthode fondamentale pour ’analyse de stabilité de ces systemes est 1'utilisation
des fonctions de Lyapunov [Peaucelle, 2000], [Leite, 2005].
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2.3.1.1 Seconde Méthode de Lyapunov

Il est a rappeler ici qu'une grande partie des recherches réalisées au cours des der-
nieres années sur les systemes LPV, se base sur la deuxieme méthode de Lyapunov. Cette
méthode, appelée aussi méthode directe de Lyapunov permet de se prononcer quant a
la stabilité d’un état d’équilibre sans avoir recours a la résolution de 1’équation d’état
[Daafouz, 1997].

Le signe d’une fonction V(z,0(t)) telle que (V (0, 6(
fonction de Lyapunov , et celui de sa dérivée V(x 0
tion sur la stabilité du systeme.

La définition qui est donnée ici ’est dans le cadre des systemes incertains LPV.

Soit le systeme (2.1) linéaire incertain a parametres variant dans le temps.

t)) =0 et V(oo, 0(t)) = 00) ; appelée
t

() = dv(x—e donnent une informa-

Théoréme 2.3.1. Le systeme (2.1) sujet a des incertitudes 0(t) est globalement asymp-
totiquement stable autour de l'origine s’il existe une fonction réelle V(x,0(t)) telle que :

)V (0,0(t) =0 ¥V t>0
@W)V(z,0(t) >0 V x#0; Vt>0;
i)V (x,0(t )) — o0 quand ||z|]| #£0; Vt>0;
w)V(z,0(1) <0 ¥ x#0; Vt>0;

(2.13)

04V est la dérivée temporelle de V' le long des trajectoires du systéme (2.1).

Une fonction vérifiant les conditions i)-iii) est par définition une fonction candidate de
Lyapunov. Si elle vérifie également iv), c’est une fonction de Lyapunov pour le systeme.
Un choix particulier de fonction candidate de Lyapunov est la forme quadratique (2.14).

V(z,0(t) = 27 PO(t))x (2.14)

Ou P(6(t)) est une matrice symétrique définie positive pour toutes les valeurs de 6(t).
Un choix de P((t)) est donné par :

P(O(t)) = P(O(t))" € pmxm (2.15)
Ce choix de fonction de Lyapunov conduit aux résultats suivants :

Théoréme 2.3.2. Le systéme incertain (2.1), dont les incertitudes varient dans le temps
est robustement stable s’il existe une matrice P(0(t)) telle que :

dP(6(t
POy A7 (000 P6(0) + P(0(E) A1) < 0 216
dpc(lt( ) ¢tant la dérivée de la matrice de Lyapunov. Elle peut se mettre dans la littérature

sous l’écriture suivante :

dP(6(t :
dP(6(t) = P(0(t)) (2.17)
dt

Preuve
La fonction V(x,0(t)) = 2T P(0(t))x est une fonction quadratique de Lyapunov pour le

systeme (2.1), si elle vérifie :
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V(z,0(t) <0 V x#0; Vt#0 (2.18)

Ceci se traduit par :

2 [FED + AT(0(8) P(6(t)) + P(8(£) A(B(1)) ] < 0;

" Vo # 0;Vt # 0 (2.19)
L’équation (2.19) s’écrit :
[% + AT(0()P(O(t)) + P(O(t)A(B(t))] <0 Vt#0 (2.20)

La condition (2.20) est une condition suffisante de stabilité robuste pour le systeme in-
certain LPV (2.1). La résolution de cette équation reste un probleme NP-difficile puisque
la solution numérique requiert un effort de calcul tres élevé.

Remarque :

C’est dans le cadre de réduction du conservatisme engendré par le formalisme donné dans
I'inégalité (2.16) que l'utilisation fréquente des outils de séparation quadratique (Voir
[Iwasaki et Hara, 1998] , [Iwasaki et Shibata, 2001]) ainsi que I'introduction de variables
de relaxation (Voir [Montagner et al., 2007a], [Montagner et al., 2007¢c| et [Peaucelle, 2009b])
ont fait leur apparition dans ce domaine.

Nos présenterons dans les chapitres a venir des conditions de stabilité robuste pour les
systemes incertains LPV. Les problemes étant formulés en inégalités matricielles linéaires,
nous nous référons également a l'utilisation du complément de Schur, des lemmes de
Finsler, de projection et bien d’autres, que nous rappelons dans I’Annexe (A.2).

2.3.2 Stabilité quadratique pour systemes LPV

L’approche quadratique appliquée dans le contexte des systemes LPV dérive principa-
lement de la méthode directe de Lyapunov. En effet, on considere toujours la fonction de
Lyapunov donnée par (2.14). P(0(t)) est donnée par (2.15), mais :

PO(t) =P >0 (2.21)

Ou P est fixe (indépendante des valeurs prises par 6(t)).
Quand un systéme admet une fonction de Lyapunov donnée par (2.14), (2.15) et (2.21),
on dit que le systeme est quadratiquement stable.
Ce concept de stabilité quadratique [Barmish, 1985], comme pour le cas des systemes LTI,
implique 'existante d’'une méme fonction de Lyapunov, assurant la stabilité pour tout le
domaine d’incertitudes.

Théoreme 2.3.3. Un systeme incertain a parametres variant dans le temps est quadrati-
quement stable si et seulement si il existe une matrice unique P = PT > 0 telle que pour
toutes les incertitudes 0(t) , l'inégalité (2.22) est vérifiée :

AT(O(t))P + PAO(t) <0 (2.22)

Si on prend le cas des systemes incertains LPV polytopiques, la condition de stabilité
quadratique s’écrit :
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ATP+PA; <0 pour i=1.N (2.23)

Il est ainsi établi que la stabilité quadratique est une condition suffisante pour la sta-
bilité des systemes linéaires avec parametres a variations arbitraires.
Cette solution reste pour les systemes incertains LPV tres attirante d’un point de vue
numérique spécialement par sa simplicité. Elle a été beaucoup utilisée pour le controle
robuste, avec des criteres de performance comme la norme Hs et H,, (Voir par exemple
[Boyd et al., 1994]) ou les syntheses de filtres robustes [Montagner et Peres, 2003]. Dans
la plupart des cas, les problemes sont exprimés a travers des formulations convexes en
terme d’inégalités matricielles linéaires (LMI) (Voir Annexe A.1).

Néanmoins, cette approche engendre des problemes conservatifs dans I’analyse des sys-
temes LPV, dus au choix restrictif d’une fonction unique de Lyapunov. Afin de diminuer
ce conservatisme, plusieurs types de fonctions de Lyapunov ont été proposés. On peut
en citer la classe des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux utilisées dans
[Boyd et al., 1994], [Johansson, 1999] , [Rantzer et Johansson, | et [Leite et Peres, 2004] ;
la classe des fonctions bi-quadratiques et non-quadratique utilisées dans [Blanchini, 1995]
et [Trofino et Souza, 2001], ou encore la classe des Fonctions de Lyapunov Dependant des
Parametres ayant eu un essor sans précédent au début des années 2000. Nous les détaillons
dans le paragraphe suivant.

2.3.3 Fonctions de Lyapunov Dépendant des parameétres (FLDPs)
pour systemes LPV

L’analyse de stabilité robuste des systemes LPV incertains, de maniere a aller au dela

du pessimisme de la stabilité quadratique, consiste en 1'utilisations des Fonctions de Lya-
punov Dépendant des Parametres.
Dans le cas ou les incertitudes varient dans le temps, ces FLDP sont des fonctions qua-
dratiques dont la matrice P(6(t)) depend du parametre temps-variant 6(t). Dans 1’objec-
tif d’obtenir des conditions non conservatives, les FLDPs sont utilisées pour tester les
propriétés de stabilité de systemes linéaires temps-variants. Nous précisons qu’il faut
connaitre la dépendance correcte du parametre, pour la fonction de Lyapunov; cor-
rect signifiant une fonction de Lyapunov qui dépend du parametre telle que pour les
valeurs du parametre, le systeme est stable et les conditions sont satisfaites. En effet,
leur utilisation est récente dans la littérature et depuis I’avenement des premieres idées
proposées dans [Feron et al., 1996] et [Gahinet et al., 1996] plusieurs ont proposé leurs
contributions dans ce domaine. On peut citer d’ordre général [Peaucelle et al., 2000b],
[Zhang et al., 2003], [Bliman, 2004], [Oliveira et Peres, 2005]et d’autres. Différents types
de Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres peuvent étre envisagées. On peut
citer les FLDP polytopiques explicitées dans les travaux de [Montagner et Peres, 2003] ,
[Geromel et Colaneri, 2006], [Cao et Lin, 2006] ...

Aussi, des FLDP a structures affines ont permis de développer des conditions impor-
tantes de stabilité robuste pour systémes LPV dans [Apkarian et Tuan, 2000],

[Trofino et Souza, 2001], [Gahinet et al., 2002].

Une autre classe de Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres pour 'analyse
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robuste des systemes LPV émergea également au début des années 2000, connues sous
le nom de FLDP polynomiales. Ces FLDP sont devenues un outil tres puissant d’ana-
lyse robuste et sont considérées comme établissant un lien fort étroit avec des techniques
d’optimisation. On peut citer les travaux de [Tsuyoshi, 2002], ot une condition d’analyse
robuste est formulée en terme d’Inégalités Matricielles Linéaires. L’approche est consi-
dérée fructueuse du point de vue calcul. Ont suivi les travaux de [Chesi et al., 2004a],
[Chesi et al., 2004b] ou les FLDP polynomiales sont fortement exploitées. Des conditions
de stabilité robuste en présence de bornes polytopiques sur le taux de variation du para-
metre sont mises en place, en considérant des FLDP homogenes.
La classe qu’introduisent ces articles ou la dépendance du vecteur de parametres incer-
tains ainsi que le vecteur d’état sont exprimés sous forme homogene polynomiale, peut
étre considérée comme une généralisation des fonctions de Lyapunov utilisées auparavant
pour des variations non bornées du parametre incertain dans [Chesi et al., 2003] ou les
taux de variation sont nuls.
Bien d’autres résultats ont été établis dans ce cadre. On donne I’exemple de [Henrion et al., 2004],
[Montagner et al., 2006] ou [Ebihara et Hagiwara, 2006].

Dans le théoreme suivant, nous rappelons une condition suffisante de stabilité robuste
pour les systemes LPV, donnée en se basant sur des Fonctions de Lyapunov Dépendant
des Parametres.

Théoreme 2.3.4. Le systéme incertain LPV (2.1) est robustement stable s’il existe une

matrice symétrique définie positive P(0(t)) telle que :

dr(o(t))
dt

Selon la structure de la matrice dynamique du systeme, la Fonction de Lyapunov De-
pendant des Parametres peut se mettre sous plusieurs formes. Nous nous intéressons dans
la suite aux deux classes polytopique et affine.

AT(0(1))P(0(1)) + P(O(t) A(6(t)) + <0 (2.24)

2.3.3.1 FLDP polytopiques

Pour le cas polytopique, nous considérons le systéme incertain (2.1) ou A(6(t)) est
donnée par (2.2) avec 6;(t) vérifiant (2.3).
La fonction de Lyapunov dépendant des parametres est donnée par (2.25).

PO) =) _6:(t)P; > b;=1 6;>0 (2.25)

N N
i=1 =1

Et sa dériveée temporelle est donnée par (2.26).

N N
P(0) = Zéz’(t)Pz’; Zez =0 (2.26)
i=1 i=1
A partir des écritures (2.25) et (2.26), nous pouvons écrire que :

Le systeme (2.1)-(2.2)-(2.3) est robustement stable si la condition (2.27) est vérifiée :
N N N N N .
STATO () S 0. P+ > 0:;(8) P > 0;() A + DS 0:(H) P, < 0 (2.27)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 -

pourt = 1..N
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Remarque :

Dans la formulation (2.27), nous pouvons dégager deux difficultés importantes.

- La premiere c’est que la résolution numérique de (2.27) reste un probleme NP-
difficile vu I’absence d’outils efficaces. Afin de palier a cela, des outils mathématiques
de séparation quadratique sont proposés dans 'objectif de permettre I'introduction
de variables auxiliaires. Ces variables permettent le découplage entre les matrices
de Lyapunov P; et les matrices dynamiques A;. Certaines des solutions & ce pro-
bleme ont été publiées par [Montagner et Peres, 2003], [Montagner et Peres, 2004b],
[Chesi et al., 2004a], [Chesi et al., 2007] et [Montagner et al., 2009]. Nous proposons
nos contributions dans ce contexte dans [Aouani et al., 2009¢] et [Aouani et al., 2010a].

- La deuxieme consiste a trouver une représentation adéquate au taux de variation du
parametre incertain temps variant 6;. Comme nous 'avons rappelé dans le paragraphe
(2.2.1.1), des modélisations ont été suggérées dans [Cao et Lin, 2004], [Xie, 2005] ou
[Geromel et Colaneri, 2006]. Nous en présentons également dans [Aouani et al., 2009a]
et [Aouani et al., 2011].

2.3.3.2 FLDP affines

La premiere condition d’analyse de stabilité robuste pour systemes incertains LPV af-
fines a été développée par [Gahinet et al., 1996]. Nous la rappelons ici. Le systéme consi-
déré est représenté par I’équation différentielle (2.1) avec la matrice d’état donnée par
(2.10).

La fonction de Lyapunov est donnée par (2.28).

N N
P(O) =P+ Y 6i(t)P; Y 6;i=1; 6;>0 (2.28)
=1 =1

Avant d’introduire la condition de stabilité quadratique affine, les auteurs dans
[Gahinet et al., 1996] mettent en place les hypotheses suivantes :
- Chaque parametre 6; évolue entre les valeurs extrémes 0;(t) et 0;(t) et vérifie (2.11).

Cette hypothese signifie que 6;(t) évolue dans l'ensemble polytopique donné par
(2.29).

9= {(vi,...,un5) s vy € {0;,0:}} (2.29)

Qui est 'ensemble des 2%V sommets du polyedre.

- Le taux de variation du parametre 6;(t) de 0;(t) est défini pour tout instant t et
vérifie (2.12). De la méme facon, (2.12) délimite un polytope de 2V sommets, donné
par

W = (wl, ...,WN) Wi € Qz,61(230)

Suite a ces hypotheses, la définition (2.3.1) est donnée :

Définition 2.3.1. Stabilité Quadratique Affine

Le systéme linéaire (2.1)-(2.10) est quadratiquement affinement stable s’il existe N + 1
matrices Py, ..Py tel que les conditions (2.31) sont vérifiées pour toutes les trajectoires
admissibles du vecteur de parametres 0(t) = (61(t),...0n(1)).
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POt)=FPo+0.(t)P, + ...+ On(t)Pn > I
AT(O(£)P(6(t)) + P(O(£)A(O(t)) + LW

dt

(2.31)

Le théoreme suivant peut étre démontré dans [Gahinet et al., 1996].

Théoréme 2.3.5. Considérons un systéme linéaire régi par (2.1) ot A(6(t)) dépend af-
finement du vecteur de paramétres 6(t) = (01(t),...0n(t) et 0;(t) satisfait (2.11) et (2.12).
Soient V et T' les ensembles des sommets des polytopes respectifs des paramétres et de
leurs tauzx de variations et soit

Q1 + 51 QN + gN
2 7 2

la valeur moyenne du vecteur de parametres.

Ce systeme est affinement quadratiquement stable si A(Opmean) est stable et s’il existe N+1

matrices symétriques Py, ...Py tel que (2.28) satisfait :

) (2.32)

Qmezm - (

AT(W)P(w) + P(w)A(w) + P(1) — Py <0 pour tout(w,7) € (V xT)

AP, + PA; pour i=1,.,N (2.33)

Ceci fut le premier test de stabilité quadratique affine réalisé sur les systemes LPV.
D’autres résultats se sont succédés dans le méme contexte, comme dans [Ramos et Peres, 2002],
[Montagner et Peres, 2004b] et [Oliveira et Peres, 2005].

Dans notre travail, nous proposons également des conditions de stabilité quadratique affine
dans [Aouani et al., 2009b] et [Aouani et al., 2010b].

2.3.4 Analyse de performance H, pour systémes incertains LPV

Pour les systemes incertains LPV, nous mentionnons que, pour bien des cas, les per-
turbations peuvent affecter le modele [Dahleh et Bobilo, 1996]. Dans I’objectif d’optimiser
les performances du systeme, le controle Hy robuste est développé, méme si son progres
reste moindre que celui du controle robuste. Certains chercheurs se sont intéresses a ce
sujet. Nous pouvons nous référer a [Doyle, 1989], [Courties, 1999], [Apkarian et al., 2001]
ou [Xie, 2005]. Pour la présentation des résultats déja établis, nous partons sur la modé-
lisation du systeme LPV donnée par :

#(t) = A(0(8))2(t) + B1(6(1))w(?)
2(t) = C1(0(1))=(?)

Ou z(t) € R" est I'état, w(t) € N7 est une perturbation exogene et z(t)(t) € RP est la
sortie commandée.

Les matrices du systeme A(6(t)), B1(6(t)) et C1(0(t)) sont supposées dépendantes du
parametre temps-variant (6(¢)). Selon la structure imposée au systeme , elles peuvent étre
de nature polytopique, affine ou autre.

La définition de la norme H, peut se faire de deux facons équivalentes. Une dans le
domaine fréquentiel et I'autre dans le domaine temporel [Duc, 1994], [Courties, 1999].

Nous explicitons dans la suite ces deux définitions en terme de systemes incertains
LPV.

La premiere est donnée dans le domaine fréquentiel.

(2.34)
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Définition 2.3.2. [Courties, 1999].

La norme Hy d’un systéme linéaire déterministe stable, notée ||.||o correspond a l'énergie
de sa réponse impulsionnelle.

On a donc :

1
TG = 55 | trace(T* ()T (jw))do (23)
T JR
Ou T (s) est la matrice de transfert relative au systéme donné par (2.34).
La deuxieme définition donnée dans le domaine temporel est la suivante :

Définition 2.3.3. La norme H2 d’un systeme LPV donné par (2.534) est la valeur atten-
due de la sortie quand [’entrée est une réalisation d’un processus bruit blanc de variance
unité [Green et Limebeer, 1996].

C’est-a-dire que entrée est exprimée par :

() = { un processus bruit blanc de wariance unit, pour t € [0,T]

nulle ., autrement
(2.36)
Pour le systéme (2.34), pour tout t € [0,T] on a :
1 (T
G302 = T/o trace(C1(6(1))Q(0(1))C (8(1)))dt (2.37)

Ou G est le systeme donné par (2.34) et Q(O(t)) est le grammien de commandabilité
satisfaisant :

D = AB(1)Q(O(1))) + QA0 + B )BT (O (2:38)

Remarque
Pour un scalaire 7y donné, on définit I'indice de performance par |G|l < 7. Il s’ensuit que

|Gll2 < 7, pour tout w(t) non nul, w(t) € Li[0,00) , s’il existe une matrice de fonction
symétrique définie positive P(0(t)) € R"*" qui satisfait :

aPOW) 1 AB()P(O(t)) + P(O(t))AT(6(t)) Bi(6(t))
( BI(0(1)) ) W

P(o(t)) P(6(t))CT (0(t))
( X ) ) >0 (2.40)

Trace W(O(t)) <+ (2.41)
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2.4 Systemes incertains LPV - Stabilisabilité robuste
et approches de synthese

Assurer la stabilité d’un systeme en boucle fermée, méme en présence d’incertitudes,
est devenu un important champs d’étude de la théorie de la commande. D’ailleurs, ga-
rantir certaines caractéristiques de performance pour le systeme bouclé affecté par les
incertitudes a des implications immeédiates dans les aspects de sécurité, qualité du produit
et économie du procédé.

Depuis quelques années, ’apparition de la technique des systemes Linéaires a Parametres
Variants dans le temps a permis d’étendre considérablement les méthodologies linéaires
aux domaines non linéaire et hybride [Poussot-Vassal et al., 2007]. Ainsi, cette technique
a contribué a l'extension de celle du controle robuste en lui permettant de prendre en
compte, sous certaines conditions, les aspects non linéaires et variants du systeme.

La commande robuste des systemes LPV consiste a synthétiser un compensateur qui vise
a conférer au systeme des propriétés souhaitées malgré la présence d’incertitudes , ou de
maximiser le domaine d’incertitude pour lequel le systeme conserve des propriétés accep-
tables [Courties, 1999]. Comme pour les systémes LTI, un grand nombre d’approches de
commande existe pour les systemes LPV.

En effet, la commande des systemes LPV est une problématique abordée depuis une
vingtaine d’années; et plusieurs approches assurant la synthese de régulateurs pour ces
systemes sont adoptées. Nous pouvons rencontrer deux grands types de démarches :

- Une premiere démarche dite "classique” fréquemment utilisée dans 'industrie ; et qui
peut étre selon [Bouali, 2008] décomposée en trois étapes fondamentales :

- Linéarisation du systeme non-linéaire autour d’un ensemble représentatif de points
de fonctionnement.

- Synthese d'un correcteur LTI “classique” pour chaque modele LTI associé a un
point de fonctionnement.

- Interpolation des correcteurs LTI permettant la construction d’une loi de com-
mande globale.

Les résultats présentés dans ce contexte ne semblent pas garantir la stabilité et/ou

la performance de la boucle fermée, méme s’il existe certaines conditions dans les

travaux présentés par [Rugh et Shamma, 2000] et [Stilwell et Rugh, 2000] remédiant

a ce probleme. Cependant, il est important de noter que ces résultats sont basés

sur certaines hypotheses qui conduisent a un échantillonnage tres fin de l’espace

paramétrique afin de garantir la "condition de recouvrement” (Voir sur la figure 2.2

la notion de "condition de recouvrement”). L’idée sous jacente consiste a chercher

des régulateurs suffisamment robustes pour que les "plages de stabilisation” puissent

se chevaucher [Bouali, 2008].

Les questions qui se posent avec cette premiere démarche sont [Bouali, 2008] : com-

ment choisir le maillage et comment déduire le régulateur LPV ? Comment assurer

qu’il stabilise le systeme de maniere robuste ?

- Une deuxieme approche, qui repose sur les résultats donnés en analyse dans le pa-
ragraphe (2.3) (& savoir la deuxieme méthode de Lyapunov) permet quant a elle la
synthese de lois de commande garantissant a priori la stabilité ainsi que la perfor-
mance de la boucle fermée : la commande LPV.
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K, stabilise (4 (6, ). B (6, ))—l K, stabilse (4(8,.,).B(6,,,))

0 d
b, 61‘-1
Zone de tecouvrement

FI1GURE 2.2 — Conditions de recouvrement
[Bouali, 2008]

D’apres [Courties, 1999], les avantages de la commande LPV sont liés a la structure du
compensateur qui est adaptée a celle du systeme, soient :

- Davantage de degrés de libertés pour satisfaire les contraintes de performances et de

stabilité, d’ou réduction du conservatisme de la commande robuste.

- Dans le cas ou le systeme physique doit étre représenté sur un domaine de fonc-
tionnement tres étendu, nécessitant une modélisation a 1’aide de plusieurs modeles
linéaires, il faut avoir recours a une adaptation du compensateur en fonction de la
plage dans laquelle se trouve le systeme a l'instant ¢.

- Le fait de suivre I’évolution du systeme en temps réel et d’adapter le compensa-
teur garantit un meilleur comportement du systéeme en boucle fermée vis a vis de
perturbations extérieures par exemple.

Sur ce theme, plusieurs travaux ont été publiées, on en cite [Leith et Leithead, 2000],

[Bilman, 2005], [Wu et Prajna, 2005] ou [Oliveira et al., 2007].

Nous détaillons dans les paragraphes a venir ; les commandes suivantes pour systemes
LPV : la commande par retour d’état statique, la commande par retour d’état a gains
multiples (approche du ”gain scheduling”), la commande H, par retour d’état statique et
la commande Hy par retour d’état a gains multiples (approche du "gain scheduling”).

2.4.1 Synthese de correcteurs par retour d’état statique pour
systemes LPV

Ce paragraphe est consacré a 1’étude de stabilization par retour d’état statique de sys-
temes linéaires dépendant d’un ensemble fini de parametres réels bornés. Ces parametres
sont connus a priori mais connus en temps réel pour le controle.

Par conséquent, il est possible que le gain soit dépendant des parametres (ce qui a comme
nom en terminologie anglo-saxone le ”gain-scheduling”). Le controle par gain scheduling

These de Doctorat ENIT/LAAS 2012



38 Chapitre 2. Systémes Linéaires incertains & Parameétres Variant dans le temps (LPV)

est développé dans le paragraphe suivant.
En ce qui concerne le controle par retour d’état statique appliqué aux systemes LPV, des
résultats ont été exposés dans [Khotare et al., 1996] , [Courties, 1999] ou [Cao et Lin, 2004].
La plupart des problemes de synthese par retour d’état statique sont formulées en terme
d’inégalités matricielles linéaires.

Un des résultats les plus importants dans ce contexte est donné dans le théoreme
(2.4.1).
Nous considérons le systeme incertain donné par (2.42).

#(t) = AB()(t) + Bu(B()w(t) + Ba(0(t))ult) 2.42)
(1) = C(O(1))(t) + Dua(6()u(t) |

x(t) € R", u(t) € R™, w(t) € R sont respectivement les vecteurs d’état, de commande,
de perturbation et z(t) € RP est la sortie commandée. Les matrices du systeme A(6(t)),
By(0(t)) , B1(6(t)), C1(0(t)), D12(6(t)) sont des matrices de dimensions appropriées dé-
pendant du parametre temps variant 6(¢) donné par (2.4). Leur modélisation depend de
la structure donnée au systeme.

Dans le cas de retour d’état statique, la loi de commande est donnée par : u(t) = Kz (t)
ou K € R™*" est la matrice de dimensions appropriées qu’il faut déterminer.

Le modele du systeme en boucle fermée s’écrit comme suit.

2(t) = (A(6(1)) + Ba(0(1)) K)x(t) + By (6(t))w(t) (2.43)
2(t) = (C1(60(1)) + Di2(0(2)) K)(t) '

Probléme : Lors de la commande d’un systeme LPV par un contréleur a retour d’état
statique, il s’agit de trouver une loi de commande u(t) = Kx(t), pour le systeme (2.42)
en déterminant K tel que A(6(t)) + B2(0(t)) K soit asymptotiquement stable.

On a le résultat suivant :

Théoreme 2.4.1. Le systéme linéaire incertain (2.42) est robustement stabilisable par
retour d’état u(t) = Kx(t) s’il existe une matrice de fonction symétrique définie positive
P(0(t)) € R et une matrice de fonction R(0(t)) € R™*™ telles que :

dP((1))
dt

Dans ce théoreme, le gain de retour d’état est donné par : K = R(6(¢))P~1(0(¢)).
Preuve :
D’apres le théoréeme de Lyapunov, le systeme (2.42) en boucle fermée est stable s'il existe
une matrice symétrique définie positive P € R™*" telle que :

AO(t))P + PAT(0(t)) + Bo(0(t))R + RT B (6(t)) + <0 (2.44)

dP(6(t))
dt

Apr(0(t)) est la matrice du systeme en boucle fermée, en la remplacant dans (2.45)

par A(0(t)) + B2(0(t)) K, on a :

Apr(0(t))P + PALR(0(t)) + <0 (2.45)

dpP(6(t))

(A(O(t)) + Bo(0(1))K)P + P(AT(0(t)) + KT BI(6(t)) + yr

<0 (2.46)
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Cecl s’écrit :

dr(o(t))

A(O(1))P + By(0(t))KP + PAT(0(t)) + PKTBI (0(t)) + pr

<0 (2.47)

En remplacant K P par R et PKT par RT dans (2.47), nous avons I'inégalité (2.48)

dpP(6(t))

A(B(t) P+ PAT(0()) + Ba(0()R + R'BJ (6(¢)) + —

<0 (2.48)

Qui est la méme que celle donnée par le théoreme (2.4.1).

Et selon la structure donnée au systéme, la structure de P(6(t)) est fixée.

Souvent, les problemes suivants sont dégagées dans I’écriture (2.44) :

- Le probléme présenté par (2.44) est un probleme difficile a résoudre mathématique-
ment et les outils numériques pour le résoudre ne sont pas disponibles. C’est dans ce
sens que la plupart du temps il y a recours aux LMIs (Voir annexe A.1), aux outils
de séparation quadratique comme l'introduction des variables de relaxation par le
lemme de projection ou de Finsler (Voir annexe A.2) ou bien d’autres solutions. Nous
exposons nos résultats dans ce domaine dans [Aouani et al., 2009¢]

dP(6(t))

- Comment exprimer convenablement la dérivée de la matrice de Lyapunov —z -~ qui

dépend du taux de variation du parametre incertain H(t) Dans certains cas, on peut

N .
I'exprimer % = ; 0;(t)P;.

En plus se pose toujours le probleme de trouver une représentation adéquate pour Q(t)

2.4.2 Synthese de correcteurs par retour d’état a gain schedu-
ling pour systemes LPV

Nous venons de voir la commande des systemes LPV a l'aide de retour d’état a
gain statique. Nous l'explorons dans ce paragraphe sous un autre angle , celui du re-
tour d’état a gain scheduling. La technique a comme objectif de traiter des systemes
soumis a des variations paramétriques, donc des systemes Linéaires a Parametres Va-
riant (LPV) dans le temps [Montagner et Peres, 2004b]. Tout compte fait, I’approche
du gain scheduling consiste a synthétiser des controles linéaires pour plusieurs points
de fonctionnement, et d’appliquer par la suite, une stratégie d’interpolation afin d’ob-
tenir un controle global. Ainsi, plusieurs outils puissants aussi bien pour les systemes
linéaires que pour les systemes non linéaires ont pu étre développés. Et malgré les mul-
tiples applications, il n’y a pas eu une structure réguliere jusqu’au début des années
90 [Shamma et Athans, 1991]. La structure proposée a comme but de donner des regles
heuristiques dont 1’objectif est d’assurer la stabilité globale du systeme mais pas la ga-
rantie d’une procédure de conception systématique. En effet, [’approche du gain schedu-
ling a été pendant longtemps un outil pratique tres connu, mais sans réelle justification
théorique; c’est autour des années 1991, que Shamma et al [Shamma et Athans, 1991]
ont introduit les systemes LPV. C’est dans ce contexte que le probleme de synthese
a pu étre formulé comme probleme convexe d’optimisation avec des contraintes LMIs.
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Le controleur a été considéré comme une entité simple sans les inconvénients des in-
terpolations classiques. C’est a partir de I'année 1991 qu’un renouveau de cette ap-
proche a eu lieu, avec les papiers de Doyle [Doyle et A. Packard and, 1991], Packard
[Packard et al., |, [Lu et al., 1991],Becker [Becker et al., 1993]... Autres résultats sont pu-

bliés dans [Becker et Packard, 1994], [Packard, 1994], [Apkarian et Gahinet, 1995],

[Apkarian et al., 1995] et [Apkarian et Gahinet, 1998], [Stilwell et Rugh, 1998], [Li et al., 1999],
[Shamma et Xiong, 1999].

Récemment, nombreux progres importants, ont pu étre réalisés dans le domaine de
quelques classes de systemes LPV. On en cite les systemes polytopique, affine, ou ayant
une structure LFT (Linear Fractional Transformation).

On cherche dans ce sens, des conditions pour 'existante d’un controleur a parametres
variant en fonction du temps, garantissant la stabilité et la performance H2 du systeme en
boucle fermée. Les contraintes étant formulées en termes d’Inégalités Matricielles Linéaires
(LMIs).

Pour le cas du controle par retour d’état a gains multiples, nous considérons le systeme
donné par (2.42), avec les matrice By(0(t)) et D12(6(t)) ne dépendant plus du parametre
et donc By et Di9 constantes.

Lors d’'une commande par retour d’état a gain scheduling, la loi de commande est
donnée par :

ult) = K(0(t))z(t) (2.49)

Ou K(0(t)) € R™™ est la matrice de fonctions de dimensions appropriées qu’il faut
déterminer.
Remarque :
Selon la structure du régulateur, 'expression de K (6(t)) est donnée. Si nous prenons le
cas polytopique par exemple, K (6(t)) est donnée par I’équation (2.50) :

K(0(t) => 0:(t)K; (2.50)
Le modele du systéme (2.42) en boucle fermée s’écrit comme suit :

(1) = ((A(0(1)) + BoaK(6(1)))(t) + Bi(6())w(t)
2(t) = (CL(0(1) + D2 K (6(2))) (1)

Probléme : Lors de la commande d'un systeme LPV par un controleur a retour d’état
a gain scheduling, il s’agit de trouver une loi de commande u(t) = K(6(t))x(t) pour le
systeme (2.42) en déterminant les K; tel que A(6(t)) + B2 K (6(t)) soit asymptotiquement
stable
On a le résultat suivant :

(2.51)

Théoréme 2.4.2. Le systéme linéaire incertain (2.42) est robustement stabilisable par
retour d’état u(t) = K(0(t))x(t) s’il existe une matrice symétrique définie positive P €
R et une matrice de fonctions R(0(t)) € R™ ™ telles que l'inégalité (2.52) est vérifiée.
A(O(t))P + PAT(0(t)) + BoR(6(t)) + R (0(t))BY <0 (2.52)

K(0(t)) = R(O(t))P~! représente le gain de retour d’état.
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Preuve :
D’apres le théoreme de Lyapunov, le systeme LPV (2.42), bouclé par retour d’état LPV
u(t) = K(0(t))x(t) est stable s’il existe une matrice symétrique définie positive P(6(t)) €
R tel que 6(t) € Ay avec Ay donné par (2.3).
La matrice du systéme en boucle fermée App(6(t)) est donnée par :

Aprp(0(t)) = A(6()) + B K(0(1)) (2.53)

On a alors I’équation de Lyapunov suivante :

App(0(t))P 4+ PALL(6(t)) <0 (2.54)
Qui peut s’écrire :
(A(O(t)) + BoK(0(t))P + P(AT(0(t)) + KT(0(t))BY) < 0 (2.55)
Ceci donne :
A(O(t))P + PAT(0(t)) + BoK(0(t))P + PKT(0(t))BY) <0 (2.56)

En remplagant K (6(t))P par R(6(t)); on obtient :

A(O($)P + PAT(0(t)) + BoR(0(t)) + RT(0(1))BY) < 0 (2.57)

Ce qui n’est autre que ’équation donnée dans le théoreme (2.4.2). Des travaux les plus
récents dans ce domaine on peut se référer a [Montagner et Peres, 2004b], [Wu et Prajna, 2005]
, [Poussot-Vassal et al., 2007] ou [Montagner et al., 2009] ou le probleme de controle des
systemes LPV a variations paramétriques bornées est traité et des retours d’état stabili-
sants a gains dépendants des parametres sont donnés.

2.4.3 Commande H, par retour d’état pour systemes LPV

Dans le paragraphe 2.3.4, le calcul du cout Hy pour systemes LPV a été étudié. L’ac-
tuel paragraphe est consacré a l'extension de l'analyse de performance Hy a la synthese.
C’est ainsi que abordons alors le probleme de garantie des performances des systemes en
boucle fermée. Dans ce domaine, nous notons les travaux faits par [Souza et al., 2003] ,
[Xie, 2005], par [Bouali et al., 2008] ou les conditions proposées sont données pour des sys-
temes LPV de type rationnel. Nous rappelons également les travaux de [Montagner et al., 2007b]
et [Prempain et Postlethwaite, 2008] dans ce sens.

Nous proposons dans les paragraphes suivants deux formulations de problemes de com-
mande Hs de systemes LPV, I'une par retour d’état statique et 'autre par retour d’état
a gain scheduling.

2.4.3.1 Synthese de performance H; par retour d’état statique pour systémes
LPV

Nous considérons le systeme donné par (2.42)
Probléme : Lors de la commande H; d’un systeme LPV par un controleur a retour
d’état statique, il s’agit de trouver une loi de commande u(t) = Kz(t), pour le systeme
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(2.42) en déterminant K tel que A(6(t)) + B2(6(t)) K. Ce controle doit garantir ||G]|3 < v
avec 7y un scalaire tel que v > 0.

Le systeme en boucle fermée s’écrit comme dans (2.43).
Dans ce contexte, le théoreme suivant est donné pour le systeme LPV (2.52)

Théoreme 2.4.3. Etant donné le systeme (2.42), sa norme Hy est inférieure d une valeur
donnée de ~y s’il existe une matrice de fonctions symétrique définie positive P(6(t)) € R"*"
et une matrice R(0(t)) € R™ ™ tel que les conditions suivantes sont vérifiées :

( PO 4 A (00 P(0(0)+ POOAT (0(1)+ B2 (6() ROW) +RT (O1)BT (0(1)  B1 (0(1) )<0 (2.58)
BE(0(t)) —I
( P(o(t)) P(6(1))CT (6(1)) + RT(6(t)) Di5(0(t)) ) -0
C1(0(t))P(0(t)) + D1a(8(2)) R(6(2)) W(o(t)) 2.50)
Trace W(0(t)) < ~* (2.60)

Le gain est donné par K = R™1(0(¢))P~1(0(t))

Preuve :
Soient les conditions données par (2.39) - (2.40) - (2.41) pour analyse Hy du systéme
(2.34). Dans ces contraintes LMIs; A(A(t)) est remplacée par la matrice en boucle fermée
Apr(0(t)) = A(0(t)) + B2(0(t))K et la matrice C1(0(t)) par Cipr(0(t)) = C1(0(t)) +
D15(0(t)) K. Nous obtenons :

ARG L AB(£) P(O(1))+P(8(£) AT (6()+B2(6(1)) K P(O(£)+P(6(t) KT BE (6())  B1(0(t))
BI(0(1) -1

) <0 (2.61)

( Po(t)) P(0(1))CT(0(t)) + P(0(t)) KT Diy(6(1)) ) 50
C1(0())P(0(t)) + Dia(6(1)) K P(0(t)) w(e(t)) 262
Trace W(O(t)) <+ (2.63)

En remplacant dans (2.61) et (2.62) KP(0(t)) par R(0(t)) et P(0(t))KT par RT(0(t))
, nous obtenons les inégalités données dans le théoréme (2.4.3).

Remarque :
Pour le cas des systemes LPV, le probleme formulé dans le théoréme (2.4.3) est non exploi-
table numériquement. C’est dans ce sens que différentes approches ont été proposées pour
rendre le probleme convexe. Certains proposent 1'utilisation d’une seule fonction de Lyapu-
nov. Ce qui rend le probléeme tres conservatif. Des solutions a ce probleme ont été proposées
dans [Courties, 1999], [Tan et al., 2003] ou la solution du probleme est donnée en terme
de LMI. D’autres résultats dans ce sens sont également donnés par [Souza et al., 2003],

[Xie, 2005], [Montagner et al., 2007b] ou [Montagner et al., 2007c].
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2.4.3.2 Synthese de performance H, par retour d’état a gain scheduling pour
systemes LPV

Nous considérons toujours le systeme (2.42). Les matrices de commande By(0(t)) et
D15(6(t)) sont prises constantes By et Dis.

Probléme : Lors de la commande Hs d'un systeme LPV par un controleur a retour
d’état a gain scheduling, il s’agit de trouver une loi de commande u(t) = K(6(t))z(t),
pour le systeme (2.42) en déterminant K (0(t)) tel que A(6(t)) + BoK(6(t)). Ce controle
doit garantir ||G||2 < v avec v un scalaire tel que v > 0.

Le systeme en boucle fermée est donné par (2.51).

Nous introduisons le théoreme suivant.

Théoréme 2.4.4. Etant donné le systéme (2.42), sa norme Hy est inférieure a une valeur
donnée de v s’il existe une matrice de fonction symétrique définie positive P(0(t)) €
R™ et une matrice de fonction R(0(t)) € R™*™ telles que les conditions suivantes sont
vérifiées :

( LG 1+ A1) P(O(2)) + P(0() AT (0(t)) + BoR(O(1)) + RT(0(1)) B Bi(6(1)) ) <0

BI(6(t)) e
(2.64)
P(o(t)) PO)CT(0(t)) + RT(0(t)) DT,
( C1(0(t))P + D12 R(6(t)) W(0(t)) ) >0 (2.65)
Trace W(O(t)) < ~* (2.66)

Le gain est donné par K(0(t)) = R71(0(t))P(0(t))~!

Remarque : La résolution de ces inégalités est un probleme difficile. Certaines so-
lutions ont été proposées dans [Xie, 2005] et [de Souza et Trofino, 2006]. Nous donnons
également certains résultats dans le chapitre 4 de ce manuscrit.

2.5 Conclusion du chapitre

Nous avons pu présenté dans ce chapitre les systemes incertains Linéaires a Parametres
Variant dans le temps, ainsi que les différentes approches étudiées pour leur analyse en
stabilité robuste ainsi que la synthese de controleurs robustes.

Différentes méthodes sont détaillées et et nos contributions dans ce contexte sont détaillées
dans les chapitres qui suivent.
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Chapitre 3

Systemes Linéaires incertains a
Parametres Variant dans le temps

(LPV)
- Analyse de stabilité robuste

La meilleure fagon d’imposer une idée aux autres, c’est de leur faire croire qu’elle vient
d’eux. Aplphonse Daudet

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons nos principales contributions dans le domaine d’ana-

lyse de stabilité robuste pour les systemes LPV. Nous traitons des systemes aussi bien
polytopiques qu’affines.
Nous présentons dans un premier paragraphe des conditions de stabilité robuste pour
systemes LPV polytopiques formulés en terme d’inégalités matricielles linéaires (LMI)
paramétrées. Dans le deuxieme paragraphe, une condition de stabilité robuste pour ces
mémes systemes est donnée et ’'on met en place 1’étude des Fonctions de Lyapunov Dé-
pendant des Parametres (FLDP) & une nouvelle structure. Nous investiguons dans le
troisieme paragraphe la structure affine des incertitudes et nous établissons une condition
de stabilité robuste pour les systemes LPV affines. Nous considérons dans le troisieme pa-
ragraphe la structure affine des incertitudes et nous établissons une condition de stabilité
robuste pour systemes LPV affines. Dans le dernier paragraphe, nous mettons en place
des conditions d’analyse Hs pour la stabilité robuste de systemes LPV. Les conditions
sont données en terme de LMIs généralisées.
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46 - Analyse de stabilité robuste

3.2 Analyse de stabilité robuste des systemes incer-
tains LPV polytopiques -
Utilisation des Fonctions de Lyapunov Dépen-
dant des parametres a structure polytopique

Dans ce paragraphe, nous présentons différentes conditions de stabilité robuste pour les
systemes LPV polytopiques. Ces conditions different principalement par la fagon dont est
représentée la dérivée temporelle du parametre incertain. Ces approches nous permettent
un découplage entre les matrices dynamiques du systeme et celle de Lyapunov. Ceci est
fait en se basant sur certains lemmes que nous présentons a fur et a mesure dans ce
chapitre et sur d’autres donnés dans 'annexe A.2. Les problemes sont formulés en terme
d’inégalités matricielles linéaires (LMI). Pour 'application de la théorie de Lyapunov,
nous nous basons sur des Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres a structure

polytopique.

3.2.1 Formulation du probleme

Soit le systeme continu linéaire, incertain, de la forme suivante :

(1) = A(0(1))x(t) (3.1)
Ou z(t) € R™ est le vecteur d’état.
La matrice d’état A(6(t)) € R™*™ est donnée par la structure polytopique (3.2)

N

AO() =D 00 A;, 0i() =0, > 0;(t) =1 (3.2)

i=1 =1
Le vecteur des parametres incertains temps variant 6(t) est donné par (3.3).

0(t) = (01(t), 0s(1), ..0x (1)) € RY (3.3)

Et évolue dans I’ensemble convexe donné par Ay.

N
Ay :={0(t) e RV :> 6, =1,0; > 0} (3.4)
i=1
Pour le systeme présenté ci dessous, nous avancons trois conditions de stabilité robuste
ol nous considérons des modélisations différentes de la dérivée du parametre incertain et
ou nous tenons compte de différentes démarches de relaxation et techniques de séparation
quadratiques. Nous les explicitons ci apres une par une.

3.2.2 Premiére condition de stabilité robuste

Nous considérons les hypotheses suivantes :
- Tous les parametres incertains 6;(t) sont réels et varient dans un intervalle tel que :

v; € [ngz] (3.5)
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- Le taux de variation du paramétre incertain 6;(t) est défini pour tout ¢ et satisfait &
la condition :

0;(t) < vib; (3.6)

Ou v; est une constante positive.
Nous précisons que cette modélisation de la dérivée temporelle du parametre est éga-
lement considérée dans [Cao et Lin, 2004].
Soit la fonction de Lyapunov donnée par :

V(z,0(t) = 27 P(O(t))x (3.7)

Ou P(6(t)) est une matrice symétrique et définie positive ayant la structure polytopique

(3.8)

P(O(t)) = > _6:;(t)P,, 6;(t) >0 ,i&i(t) =1 (3.8)

Les matrices P; sont symétriques, positives et constantes. Le présent choix de la struc-
ture polytopique de la fonction de Lyapunov dépendant des parametres et donnée par
(3.8) a été fait en accord avec la structure de la matrice dynamique du systeme.

Soit % la, dérivée de la matrice de Lyapunov P(6(t)). La notation % = P(0(t))
est utilisée. Elle est définie par :

PO(1) = 3 _0i(t)P, 3 6:(t) =0 (3.9)

Dans ce qui suit, nous donnons pour les systemes LPV de type (3.1)-(3.2) avec le
parametre temps variant évoluant dans (3.4) et la dérivée du parametre donnée par (3.6),
une condition de stabilité robuste.

3.2.2.1 condition de stabilité robuste :

Dans le théoreme (3.2.1), nous donnons une condition suffisante de stabilité robuste
pour le systeme LPV décrit par (3.1)-(3.2).

Théoréme 3.2.1. [Aouani et al., 2009c]

Le systéme LPV continu (3.1)-(3.2) est robustement stable dans le domaine donné par
(8.4) et telle que la dérivée temporelle du paramétre incertain satisfait a (3.6), s’il existe
N matrices constantes, symétriques et définies positives Py, .., Py, et une matrice F de
dimensions approprices tel que pour un réel o vérifiant o > 5, la LMI suivante eriste :

p_ , A T
( v; P — 2aP; R+A1F+aF)<O (3.10)

P+ FTA; + aFT —F - FT
Pour tout t =1..N
Preuve : Soit la condition donée par (3.10).

Comme 6;(t) > 0, si nous multiplions (3.10) par 6;(t) et que nous appliquons la somme
pour ¢ = 1,..N, nous obtenons :
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N
viP,—20P;, P+ (ATF +al)F
D’ou :
N N N N

N =1 N =1 =1 =1 < 0 (312)
S 0,(0) P+ FT(Y Abi(t) + al) _F_FT
=1 =1

Comme on a l'écriture (3.6), alors :

.N 0,(t)P; — 204% GOP S0P+ (fj ATO(t) + al)F

= i=1

N N <0 (3.13)
S 0:() P+ FT(3° Aibi(t) + o) —F—FT
1=1 =1

)

En remplacant dans (3.13), 0;(t)A; par A(0(t)), 0;(t)P; par P(0(t)) et 0;(t)P; par la
dérivée de la matrice de Lyapunov; on va obtenir :

P(6(t)) — 2aP(A(t)) PO@) + (AT(0(t)) + al ) F <0 (3.14)
POt))+ FT(AO(t)) + o) —F —FT '
Pour la condition (3.14), si on applique le lemme donné dans le paragraphe (A.2.4) en
Annexe A.2, on va obtenir :

P(O(t)) — 2aP(0(t)) + [AT(0(t)) + )] P(6(1)) + P(0(t)) [A(6(t)) + al)] <0 (3.15)
Ce qui équivaut a :
PO(t)) — 2aP(0(t)) + [AT(0(t)) + oI)] P(6(t)) + P(0(1)) [A(0(t)) +al)] <0 (3.16)

Ce qui correspond a la dérivée de la matrice de Lyapunov donnée par (3.7). En effet
cette dérivée s’exprime par la condition (3.17).

2T [AT(Q(t))P(H(t)) + PO(E)A(B(1)) + P(e(t))} T<OY rA0GVE>0  (3.17)

Remarques :

- Soit la condition de stabilité (3.10), si dans cette condition on prend o = 1, on
obtient exactement la condition (13) du théoréme 1 dans [Cao et Lin, 2004]. Nous
pouvons ainsi conclure que la condition de CAO et al est un cas particulier de la
condition que nous avancons (condition (3.10)).

En effet, dans la condition (13) dans [Cao et Lin, 2004], si nous posons P, = P; =

I —I

0 I

condition (3.10)) du théoréme (3.2.1) avec a = 1.

- La condition de stabilité (3.10) donnée dans ce paragraphe contient le concept de
stabilité quadratique.

Pour le méme systeme (3.1)-(3.4) donné, nous présentons dans le paragraphe suivant

une condition de stabilité robuste nouvelle et ou la dérivée temporelle du parametre in-

certain est exprimée différemment que dans (3.6).

F' et en appliquant une congruence par ), nous obtenons exactement la
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3.2.3 Deuxiéme condition de stabilité robuste

Soit le systéme donné par (3.1)-(3.4). Etant donné le parametre incertain 6(t), sa dérivée
temporelle 6(t) est telle que les 0;(t) vérifient :

16:(1)]| < b:b >0 (3.18)
Et :

0(t) = {6,(1), ..., On ()} € RY (3.19)

Nous notons que, dans I'article [Oliveira et Peres, 2008], les auteurs introduisent une
condition de stabilité robuste, pour un systeme discret LPV polytopique, otu la variation du
parametre est bornée. Pour cette variation, [Oliveira et Peres, 2008] propose une nouvelle
écriture donnée dans le plan (o;, Aq;) ot a; et Aq; sont respectivement le parametre
incertain et sa dérivée. Nous pouvons alors introduire le lemme suivant, dans le contexte
des systemes LPV continus.

Lemme 3.2.1. [Aouani et al., 2009a]
Si le parameétre incertain 0;(t) appartient o l'ensemble défini par (3.4) et satisfait (3.18),
alors sa dérivée temporelle peut étre exprimée comme suit :

b, = b(o; - B) (3.20)

Ot o; et By appartiennent respectivement auzx ploytopes suivants :

M
o(t) € Ay Ay = {o e RM . Zaj =1,0; 20} (3.21)
j=1
K
B(t) € A A = {BER D Br=1,5 >0} (3.22)
k=1

Preuve : '
Partant de (3.18); 6; vérifie I'inégalité :

N
~b<O;<b et Y 6;=0 (3.23)
i=1
Ainsi, il existe toujours «; vérifiant :
. N
0; =ba; tel que —1<q; <1 et Zai:() (3.24)
i=1
«; peut aussi se mettre sous la forme :
Q; =05 — ﬁk (325)
Ou o; et G vérifient :
0<o; <1, 0B <1 (3.26)
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Ceci nous ramene a (3.20).
Pour le systeme (3.1)-(3.4) , et en se basant sur la nouvelle représentation de la dérivée
du parametre (3.20), une condition de stabilité robuste peut étre déduite.

Théoreme 3.2.2. [Aouani et al., 2009a/

Le systéme incertain (3.1)-(3.2) est robustement stable dans le domaine incertain (3.4)
avec la dérivée du parameétre satisfaisant a (3.20) , s’il existe N matrices symétriques
définies positives P; et des matrices Fj, G; telles que les LMIs suivantes sont vérifiées :

b(P) — Bi) + FjAi + ATF) P4 ATGT —F; ) _
P+ GjA; — FjT -G — G]T
pour 1,5, k=1,.N

(3.27)

Preuve Soit la condition suffisante donnée par (3.27), pour la stabilité du systeme LPV
(3.1)-(3.2). Si nous prenons 6(t) € Ay, et que nous multiplions la LMI (3.27) par un
scalaire non négatif 6;(¢) , en faisant la somme pour i = 1,..N, nous obtenons :

( b(P, — P) + FyA(0(1)) + AT<9< NET P(O(t) + AT(0())GT — F ) 0
PO(t) + G;A(0(t)) - —G; -G} (3.28)
pour i, 5,k=1,..N

Nous multiplions (3.28) simultanément par les scalaires non négatifs o;(t) et Gy (¢)
tel que les conditions (3.26) soient vérifiées. On somme les résultats pour j = 1..N et
k = 1..N, on obtient :

b(P(a(t)=P(B1))+F (o) AO®)+AT (O)FT(o(t))  PO®)+AT(0()GT (o(t))—F(o(t)) <0 (3.29)
P(0(1)+G(a()AB(6)—F " (o(t)) —G(o(t) =G (o)) '

Soit la dérivée P(6(t)) de la matrice de Lyapunov P(f) donnée par (3.9), et 6; par
(3.20) . En remplacant (3.20) dans (3.9), on a :

P(6(t)) = b(P(a(t)) — P(5(t))) (3.30)

Avec 0(t) et [(t) a structures polytopiques comme décrit dans (3.21) et (3.22).
Remplagant (3.21) dans (3.22), nous obtenons :

( P(6(t)) + F(o(t)) A(6(t ))+AT(9( ))FT(9( ) P(O(t)) +AT(9(t)) ( () — F(0(1)) ) <0
P(6()) + G(0(1) A(6(t)) — FT(0(1)) G(o(t)) = G'(a(t)) a1

Si nous multiplions (3.31) & gauche par ( I A”(6) ) et a droite par le transposé nous
obtenons :

P(O(t)) + AT (0(1))P(8(t)) + P(O(t))A(O(t)) < 0 (3.32)

La condition (3.32) est bien la condition de Lyapunov pour la stabilité robuste du
systeme LPV incertain donné par (3.1)-(3.2) et P(6(t)) une matrice symétrique, définie
positive donnée par (3.8).
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Nous cherchons dans la suite, a établir un lien entre la condition de stabilité robuste du
systeme LPV donnée par (3.27) et 'approche quadratique.

Lien entre le théoréme (3.2.2) et le concept de stabilité quadratique

La condition (3.27) est reliée au concept de stabilité quadratique, caractérisée par le fait
qu'un ensemble de matrices {A;, As..Ax} partagent la méme fonction de Lyapunov P > 0
, soit :

ATP+PA; <0 pour tout i=1,.N (3.33)

En prenant P, = P; = P, = P pour tout ¢, j,k = 1..N et [; = P pour tout j = 1,..M,
dans la condition (3.27) et en utilisant le complément de Schur, on arrive a :

Gj + G? >0 ( 33 4)
Pour G; suffisamment petite, pour tout j = 1,..M, I'équation (3.33) est toujours véri-
fiée. Ce qui correspond au concept de stabilité quadratique.
Pour la condition (3.27) donnée, des résultats en analyse robuste sont possibles mais
elle ne nous permet pas d’obtenir facilement une méthode pour la synthese.
Nous donnons dans la suite, une condition dérivée de (3.27) et nous permettant de passer
a la synthese.

3.2.4 Troisieme condition de stabilité robuste

Le systeme considéré est toujours celui donné par (3.1)-(3.2). Le parametre incertain
0(t) vérifie (3.3)-(3.4). Nous gardons pour sa dérivée temporelle I'hypothése donnée par
(3.18).

Pour mettre en place la nouvelle condition de stabilité robuste, nous considérons le lemme
dérivant du lemme de projection et donné dans le paragraphe A.2.4 et le lemme de Finsler
donné dans I’Annexe (A.2) (paragraphe A.2.2).

En effet, pour la condition (3.27), la présence de deux matrices différentes F; et G,
qui multiplient la matrice dynamique A;, est tres contraignante pour la synthese. Nous
cherchons alors une condition d’analyse qui permette de passer a 1’étape de synthese de
controleurs robustes pour le systeme LPV (3.1)-(3.2). Pour cela, nous avons besoin du
lemme (3.2.2).

Lemme 3.2.2. [Aouani et al., 2009a]
Soit P(0) une matrice symétrique définie positive. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes pour le systéeme (3.1)-(3.4).

i) Il existe P(0) et sa dérivée P(0) telle que la condition suivante est vérifiée :

P(O(t)) + AT (0(1))P(0(t)) + P(A(t))A((t)) < 0 (3.35)

it) Il existe des matrices F(o(t)) , G(o(t)) et H(o(t)) de dimensions compatibles, vé-
rifiant :
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P(6(t)—aF (a(t)—aF T (a(t)) —aGT(a(t))=F(o(t)+P(0(t)) AT(0(t)H(o(t))+aH (o(t))+F(o(t))
—aG(o(t))=FT(c)+PT () —G(a(t)=GT (a(t)) G(a(t)) <0
HT (o(t))A(0(t)+aHT (o(t))+F 7 (a(t)) GT(a(t) —H(o(t))=H"(o(t))
(3.36)
Preuve :

Preuve de la suffisance :
Etant données les matrices suivantes :

5= ( P(0 )—aF(G) —aFT( ) —aGT(0) — F(o) + P(0) )
—aG(0) — FT(0 —G(0) — GT(0) ’

A

La LMI (3.36) peut se mettre sous la forme (A.11) dans 'annexe A.2 (le lemme donné
par le paragraphe A.2.4). Comme (A.11) équivaut a (A.10), on peut déduire la condition
(3.31) de (3.36).

En multipliant la condition (3.31) a gauche par ( I AT ) et a droite par sa transposée,
nous obtenons la condition (3.35). En effet, la condition (3.35) peut s’écrire :

(3.37)

P(O()+AT (0(6) F(o(t))+F (o(£) A(8(£))+AT (6(1)) [P(6(1))—F (o () |+[P(6(t) —F T (o(¢))] A(6(1) <0 (3.38)

Ce qui, selon le lemme dans paragraphe (A.2.4), équivaut a (3.31).
Preuve de la nécessité :

I 0 o
En multipliant la condition LMI (3.36) par | 0 I O a gauche et sa transposée a
00 I
droite, ou « est un réel positif, on obtient :
P(6)+aAT (0)H(o)+aHT (0)A(B) —F(0)+P(6) AT (6)H(0)—aHT (0)+F (o)
—FT(0)+P(0)+HT(0)A()  —G(0)—GT (o) G(o) <0 (3.39)
HT (0)A()—aH (0)+FT (o) G* (o) —H(o)-H" ()

Si dans (3.39), nous prenons aH” (o (t)) = F(o(t)) = P(0(t)) et G(a(t)) = P((jgt))) nous
obtenons I’expression suivante :

P(O(t)) + AT(0(t)P(6(t) + P(O(t)A(B(t) 0  Aleuiren)

_2P(8(1) P(E(1) (3.40)
P(O(D))A(D(1)) Po{t) _2P(0())

En appliquant le complément de Schur a (3.40), elle équivaut a (3.41). Nous rappelons
le complément de Schur dans I'annexe A.2.

P(B(®) + AT(BE)PB() + POE)AG() < ——AT(B0)POD)ABE)  (341)
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Nous pouvons ainsi conclure que, pour des valeurs de « suffisamment grandes, I'expres-
sion (3.41) est équivalente a la condition de Lyapunov de stabilité robuste (3.35).

Ainsi, a partir de la condition (3.36), la condition suivante de stabilité pour le systeme
LPV (3.1)-(3.2) considéré, peut étre déduite :

Théoréme 3.2.3. [Aouani et al., 2009a/

Le systéme incertain (3.1)-(3.2) est robustement stable dans le domaine incertain (3.4)
avec la dérivée du parametre incertain satisfaisant a (3.20), s’il existe des matrices
F;,Gj,H;j(j =1,..N) de dimensions appropriées, des matrices symétriques définies posi-
tives Pi(i =1,..N) et a un réel positif suffisamment grand qui satisfait a :

b(P; — Py) — aF; —oF —aGT — F;+ P, ATH; +aH; + F}
Hl +aH + F GT —H; — HT

pour i, j, k=1,..N

Preuve : Si on multiplie la condition (3.42) simultanément par les scalaires positifs 0;(t)
, 0;(t) et Bi(t) évoluant dans les polytopes définis par (3.4), (3.21) et (3.22), en faisant
les sommes respectivement pour ¢ = 1,.., N, 7 =1,.., N et k= 1,.., N , on peut obtenir
la condition (3.36).

3.2.5 Exemple numérique :

Nous mentionnons que les trois théoremes présentés dans ce paragraphe avancent trois
nouvelles conditions de stabilité robuste pour les systemes LPV polytopiques.
Nous considérons l'exemple suivant extrait de [Geromel et Colaneri, 2006].
Soit le systéeme donné par (3.1)-(3.2) ou les matrices A; sont données par :

w=(Cwtvm ) (wlm ) 6w

Ou w; & et B sont des scalaires; w =1; & =0.05et 0 < 3 < 3.

Le parametre incertain 6(t) évolue dans le polytope donné par (3.4) et sa dérivée
temporelle est bornée telle que : —b < 92 <boub=%et0<w<4

L’objectif étant d’évaluer les limites de stabilité dans le plan (w, 3) en se basant sur
le théoreme (3.2.3). En testant I'exemple avec le théoreme (3.2.3) nous obtenons comme
limites dans le plan (w,); w = 4 et § = 0.23. Nous retrouvons les mémes valeurs que
dans [Geromel et Colaneri, 2006].

Remarque :
Les améliorations par rapport aux conditions existantes le sont plutot au niveau de la
synthese. Nous voyons des exemples concrets dans le chapitre suivant.
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3.3 Analyse de stabilité robuste des systemes incer-
tains LPV polytopiques -
Utilisation des Fonctions de Lyapunov Dépen-
dant des Parametres a structure spécifique

L’approche sur laquelle nous nous basons dans ce paragraphe dérive des travaux de
[Ebihara et al., 2005] effectués en 2005, dans le cadre de 'analyse de stabilité robuste d'un
systeme continu incertain Linéaire & Temps Invariant (LTT). L’idée étant dans la globalité
d’employer des FLDP pouvant étre associées a des dérivées de 1’'état d’ordre plus élevé
(voir pour cela [Peaucelle et al., 2006]). Le systeme résultant est un systeme augmenté
(redondant). Un outil fondamental dans I'obtention du résultat de [Ebihara et al., 2005],
est I'utilisation du lemme de Finsler (voir annexe A.2). Pour le cas des systémes LPV,
nous ne pouvons nous baser sur le lemme de Finsler (voir les détails dans 'article de
Gahinet et Apkarian [Gahinet et Apkarian, 1994]).

Dans le travail présenté dans de ce paragraphe, 'idée motrice est également de considérer
des fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres qu’on associe a des dérivées de
I’état d’ordre plus élevé, mais ou les parametres incertains sont temps variant.

Le systéme considéré est toujours décrit par (3.1)-(3.4). Etant donné le paramétre incertain
0(t), sa dérivée A(t) est telle que les 6;(t) vérifient (3.18) et sont donnés par le lemme
(3.2.1). Comme Fonction de Lyapunov, nous considérons la FLDP donnée par (3.8). Sa
dérivée est exprimée dans le lemme (3.3.1).

Lemme 3.3.1. [Aouani et al., 2010a]
la dérivée temporelle de la matrice de Lyapunov P(0(t)) vérifie :

P(6(1)) = P(6(t)) = b[P(o(t)) — P(B(1))] (3.44)
Ou O'(t) € Ay et ﬂ(t) € Ay
Preuve :

Le lemme donné par (3.3.1) dérive du lemme (3.2.1). Soit I'expression de 6; donnée par
(3.20). En la multipliant par P;, nous obtenons (3.45).

Pif; = b(Po; — P,j3;) (3.45)

Remarque : Nous modifions tous les indices en i dans (3.20) afin que le produit par
P; soit calculable.
En sommant (3.45) pour ¢ = 1,..N, on obtient I'expression suivante :

N N N

Z Ph; = b(z Pio; — Z P,3) (3.46)

=1

Ce qui équivaut a :

P(0(t)) = b(P(a(t)) — P(5(t))) (3.47)
Dans la suite, nous donnons une nouvelle condition de stabilité robuste formulée en
terme de LMIs.
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Soit le systeme donné par (3.1)-(3.2) ; avec (t) vérifiant (3.3)-(3.4)
Ce systeme est asymptotiquement stable -en appliquant I’approche de Lyapunov- s’il existe
une fonction de Lyapunov V(z(t)) satisfaisant aux conditions suivantes :

Vie(t) > 0, V(z(t)) < 0; v(igg)em
Ne={yeR™:y#0;(A —I)y=0}

En évaluant la stabilité asymptotique du systeme (3.1)-(3.2), on peut restreindre la
classe des fonctions de Lyapunov a la forme :

(3.48)

V(z(t)) =z"PO(t)z; avec P(O(t)) € R™" >0 (3.49)

En particulier, le systéme (3.1)-(3.2) est asymptotiquement stable §’il existe des ma-
trices symétriques définies positives P(0(t)) vérifiant (3.8) et qui satisfont la condition
(3.48) avec V(x(t)) donnée par (3.49). En effet, nous pouvons voir que la premiere condi-
tion dans (3.48) peut étre assurée par P(6(t)) € R"*" alors que la deuxiéme peut se
mettre sous la forme suivante :

() (5 790) () 0 ¥(28)er o

Dans ce contexte, nous pouvons obtenir la condition de stabilité donnée par le théoreme
(3.3.1) pour le systeme (3.1)-(3.2), ceci en exploitant 'expression (3.47) de la dérivée de
la fonction de Lyapunov.

Théoréeme 3.3.1. [Aouani et al., 2010a/

Le systéme (3.1)-(3.2) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices symétriques
définies positives P;, des matrices P;, Py et F; € RV™(I = 1,2) telles que les LMIs
sutvantes sont vérifiées :

(b(Pjp:P’“) ?>+H6{(§; )(AZ. 1)} <0 (3.51)

Pourt=1,.N;j=1,.N;k=1,.N

Preuve :
Afin de montrer la suffisance de la condition de stabilité donnée par (3.51), nous montrons
que cette condition contient la condition de stabilité connue de Lyapunov. En multipliant
la condition (3.51) respectivement par 6;(t), o;(t) et Oi(t) et en faisant la somme pour
1=1.N,j=1.N, k= 1..N, nous obtenons :

(b(P(a(t)])D(—Q)P(ﬁ(t))) P(()9> ) +He( zﬁ;; ) (A(B(t) —I)<0 (3.52)

En multipliant la condition (3.52) & gauche par ( I A(f) ) et & droite par sa trans-
posée, on va obtenir ’expression :

b(P(a(t)) — P(B(t))) + AT(0(1)) P(0(t)) + P(6(t)) A(6(t)) < 0 (3.53)

A partir de (3.47), nous avons b(P(a(t)) — P(B(t))) = P(6(t)) = dP((Z(t)) ; nous obtenons
ainsi la condition de stabilité de Lyapunov donnée par :
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dpP6(t))
dt

Ainsi, la condition (3.51)est effective pour 'analyse de stabilité robuste du systeme
(3.1)-(3.2).

+ AT(O(1)P(O(t)) + P(O(t)A(B(t)) < 0 (3.54)

3.3.1 condition de stabilité robuste

En effet, I'idée clé exprimée dans la suite est l'introduction d'une forme nouvelle de
FLDPs, dans 'objectif de proposer une condition de stabilité relative au systeme (3.1)-
(3.2); et réduisant le conservatisme engendré par d’autres conditions données dans le
méme contexte.

Supposons qu’il existe une matrice P; qui satisfait (3.48), avec V' (x(t)) donnée by (3.49).
Conformément au complément de Schur, nous voyons qu'il existe un scalaire positif £(P)
tel que la condition de positivité donnée par :

P, —eAl
I, = ( o > € P, (3.55)

est vérifiée pour tout 0 < ¢ < €(P) [Ebihara et al., 2005]. Il est évident que la matrice
II; donnée par (3.55) satisfait a (3.41) avec V' (z(t)) donnée par (3.42) pour tout 0 < € <
g(P), puisque nous avons :

T
I P AT\ (1 _
<Ai> (—5Ai 21 )(Ai)_PiGP” (3.56)

Nous introduisons dans ce sens les matrices suivantes W5 et 1. dont le role est tres
important dans I’obtention du résultat.

On,2n
01

En nous basant sur les expressions données dans (3.57), le théoreme suivant est donné :

I n On,2n
Wy = ( Wa W22)T; W21:( ? ); W22=( 12’2 )%
n ) (3.57)

Théoréme 3.3.2. [Aouani et al., 2010a/

Le systeme (3.1)-(3.2)-(3.18) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices symé-
triques définies positives P;, des matrices P, Py et F,, € RV (1 =1,2,3;m = 1,2) telles
que les LMI suivantes sont vérifiées :

b(P;—P;) 0 0 I WA R S
0 0 0 | + Wl @IL)Wo + He{| Fn Fa < oy _[>}<0
0 0 0 F31 F32 ’
(3.58)
Pouri=1,.N;7=1.N;k=1,.N
Ou Wy et 9. sont données par (3.57).
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Preuve :
La démonstration de ce théoreme est tres similaire a celle du théoreme (3.3.1), précédente.
Le but étant toujours de retrouver la condition de stabilité connue de Lyapunov (3.54).
En effet, la condition (3.58) peut étre exprimée comme suit :

b(Pj—Py)+FiiAi+AT enT 3,07
Pi+ Py Ai—FL+ATFl,  —cA;—eAT —For1+Fos Ai—FL+ATFL  (3,2)7 <0 (3.59)
_EAi—Flg—i-Fg,lAi 2EI—F31—F21;+F32A¢ —F32—F3’1; )

Pour +=1,.N; j=1.N; k=1.N

En multipliant (3.59) respectivement par 6;(t), o;(t) et Gx(t) et en faisant la somme pour
i=1,.N,7=1,..N, k=1,..N; nous obtenons la condition (3.60). En la multipliant par
(I AT(0(t)) A*T(A(t)) ) a gauche et par sa transposée a droite, la LMI (3.60) donne
exactement la condition de stabilité de Lyapunov (3.54).

b(P(a(t))—P(B(1))+F11 A(6(t)+AT (0(1)) FTy en’ BT
P(O(t)+F21A(0(8)—Ffy +AT (0(1)) FTy —Fa1+Fp A(0(t) —eA(O(1) —e AT (1))~ F i +AT (0() Fay - (3.2)7
—eA(O(t))—FL+F31 A(0(t)) 2e]—F31—FL+F32 A(0(t))— F32A(6(t)) —F539—F
(3.60)
Remarques :
Fii Fip
- Soit la condition de stabilité donnée par (3.58), si nous remplacons | Fy Fpe | par
F31 F3o
F, 0
F; 0 | ; nous obtenons exactement la condition dans le corollaire 1 de I’article
0 0

[Geromel et Colaneri, 2006] ; nous pouvons ainsi dire que la condition donnée dans
le théoreme (3.3.2) ici contient celle donnée dans [Geromel et Colaneri, 2006]. La
condition (3.58) est une forme généralisée de la condition du corollaire 1 dans
[Geromel et Colaneri, 2006].

- Une autre remarque est que la condition de stabilité donnée par (3.58) contient la
stabilité quadratique caractérisée par le fait que l’ensemble des matrices Aq,...An
partagent la méme fonction de Lyapunov, qui est 'existance de P > 0 tel que :

ATP+PA; <0 pour tout i=1,.N (3.61)

Soit la condition (3.59) qui est elle méme la condition (3.58). Si dans (3.59) nous
appliquons les changements suivants :

P,=P;= P, = P;

3.62
Finu=FN=P;, Fio=0; Fy=1Fy; Fy=0 F;3=0 F;p=0 (3.62)
Nous obtenons :
PA; + ATP ATFT —eAT
_5Ai 2el —F32 — F:g
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En mettant € = 0; nous obtenons la condition :

PA; + AT ATFY
< FyA, _Fy— FT <0 (3.64)
En appliquant le complément de Schur, sur (3.64), nous obtenons :
T
ot 1y >0 (3.65)

(PA; + ATP) + ATFI (Fy + Ff) ' FA; < 0

Pour F, suffisamment petite dans (3.65), (3.61) est toujours vérifiée. Ceci reproduit
alors le cas particulier de la stabilité quadratique.

- L’idée clé présentée dans ce paragraphe : traiter des problemes de stabilité robuste
pour systemes LPV peut étre tourné en un probleme d’utilisations de fonctions de
Lyapunov pouvant étre associées a des dérivées de vecteurs d’états d’ordres plus élevé
[Ebihara et al., 2005].

En effet, en considérant une description du systeme redondant relatif au modele, de
nouvelles conditions LMI peuvent étre dérivées successivement.
Par exemple, il est possible de prendre une fonction de Lyapunov de la forme :

T

I I
view) = (| Aew) | =ew) | Aew) |eo:
A2(011) A2(6(1)) (3.66)

N

Ou Z(6(t)) = > 6;Z; avec 6; € P3, une matrice a déterminer. Des extensions sup-
i=1

plémentaires peuvent étre faites.

3.3.2 Exemple numérique :

Nous considérons a nouveau l'exemple tiré de [Geromel et Colaneri, 2006], I’équation
différentielle linéaire de second ordre est alors considérée :

F(t) + Ex(t) + (w® + Bp(t))x(t) = 0 (3.67)

Ot w, € et o sont des scalaires et p(t) un parametre temps-variant non spécifié exactement,
mais tel que | p(t) |< 1 et | p(t) |< w pour tout ¢ > 0. Il est intéressant de voir que cette
équation différentielle se réduit a la fameuse équation de Mathieu avec amortissement pour
p(t) = cos(wt) [Geromel et Colaneri, 2006]. Dans l'objectif de réécrire I’équation (3.67)
sous la forme (3.1), il suffirait de mettre N = 2, et de définir un vecteur de parametres :

a(t) = ( 8:? i 8:228 ) Vit > 0 (3.68)

Les matrices extrémes sont données par [Geromel et Colaneri, 2006] :

=t e ) = (il ) (369
Et b= %
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L’objectif étant de délimiter la région du plan (w,3) avec 0 < w <4 et 0 < o < 1 tel
que la stabilité asymptotique globale est préservée.
Pour T'application numérique, nous considérons w = 1 et un petit amortissement repré-
senté par & = 0.05 [Geromel et Colaneri, 2006].
En effet, le théoreme (3.3.2) est vérifié pour toute paire (w, 3) satisfaisant la LMI (3.58) ;
la solution d’équilibre de 1'équation différentielle (3.1) est globalement asymptotiquement
stable pour tout parametre incertain 6(¢) inclus dans l’ensemble défini par (3.4) et tel que
0(t) satisfait & (3.20). Nous dessinons sur la méme figure la courbe relative au théoréme de
stabilité donné par Geromel (donné par le théoréeme 1 dans [Geromel et Colaneri, 2006])
et celle donnée par le théoreme (3.3.2)dans ce chapitre.

Théoréme3.3.2 i
Théoréme1 (Geromel et al)

Beta
|

0.8 B

061 =

04 .

02f =

FIGURE 3.1 — Limites de stabilité dans le plan (w,3) d’apres le théoreme 1 dans
[Geromel et Colaneri, 2006] et le théoreme (3.3.2) donné ici.

La figure 3.1 donne les régions de stabilité sous chaque courbe donnée par les deux
théoremes.

Dans [Geromel et Colaneri, 2006], la stabilité asymptotique globale est assurée seule-
ment pour 0 < 4 < 0.23 quand nous prenos le point du plan w = 4. Alors que, pour
le théoreme (3.3.2) donné ici, la stabilité asymptotique globale au dela de ces limites est
possible. Le parametre 3 peut en effet atteindre la valeur 8 = 0.99 méme si w = 4. Ainsi,
nous pouvons voir que la condition (3.58) donnée ici élargit la région de stabilité du plan
(w, #). Nous notons ainsi, 'amélioration tres importante apportée par le théoreme (3.3.2).
D’autre part, I'’équation de Mathieu, peut étre aussi réécrite comme 1’équation (3.1), pour
N = 3, avec les matrices extrémes données par [Geromel et Colaneri, 2006] :

Ay = ( —(w2(—)|—3ﬁ2) _15 ) Ag = Ay = ( _(wzo_ ﬁZ) _1§ ) (3.70)
Et b= 1.

Dans ce cas; nous vérifions numériquement que, pour w > 203 et méme si § > 1.5, la
LMI (3.58) est toujours vérifiée, ce qui n’est pas possible dans [Geromel et Colaneri, 2006].
(c’est a dire que a = 1.5 ne permet pas la faisabilité de la LMI (21) dans [Geromel et Colaneri, 2006]).
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3.4 Analyse de stabilité robuste des systemes incer-
tains LPV affines - Utilisation des Fonctions de
Lyapunov Dépendant des Parametres a structure
affine

Apres avoir traité le probleme d’analyse robuste des systemes LPV polytopiques, nous
traitons ici le probleme d’analyse de stabilité robuste des systemes LPV affines. De nou-
velles conditions sont proposées et données en terme d’inégalités matricielles linéaires

(LMI).

3.4.1 Formulation du probleme

Soit le systéme LPV continu donné par (3.1). La matrice d’état A(A(t)) pour le cas
affine est donnée par la structure :

N

AO(t) = Ao+ D 0:()A; ,0:(t) =0 ,> 0:(t)=1 (3.71)

i=1 i=1
Ou, Ap,..Ax sont des matrices constantes. Le vecteur des parametres temps-variant

0(t) est toujours donné par (3.3) et vérifie 'ensemble (3.4).

Nous considérons que les bornes inférieure et supérieure des valeurs du parametre et de

leurs taux de variations sont connues, et données par (3.72) et (3.73) [Gahinet et al., 1996].
- Chaque parametre 0;(t) évolue entre des valeurs extrémes connues 6, et 0;

0i(t) € [0;, 0] (3.72)

- Le taux de variation 01 est bien défini et satisfait :

0:(t) € [v;,Ty] (3.73)

O, u; < 0 < T; sont les bornes inférieure et supérieure sur ;(t).
L’hypothese (3.72) veut dire que le vecteur 0(t) est évalué dans un ensemble donné
par :

9= {(v1, ..., vn) v € {0;,0;}} (3.74)

Ou ¥ désigne 'ensemble des 2V sommets.
Le vecteur donné par (3.73), évolue également dans un ensemble de RV, donné par :

W= {(w1,...,wn) : w; € {v;,T;}} (3.75)

Tout le long de ce paragraphe, le résultat principal se base sur le lemme dérivant de
projection que nous rappelons dans 'annexe A : lemme (A.2.4).
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3.4.2 Condition de stabilité robuste

L’analyse du systeme LPV donné par (3.1)-(3.71) est faite et une condition de stabilité
quadratique affine est établie. Soit la fonction candidate de Lyapunov donnée par :

V(z,0(t) = 2" PO(t))x (3.76)

Ou la fonction P(0(t)) est décrite par la structure affine :

N
PO) =P+ X 0:()F ,0;(t) =20 > 0;(t) =1 (3.77)
i=1 ‘

P(0(t)) est une matrice symétrique définie positive.
Nous donnons dans le théoréeme (3.4.1) une condition nécessaire et suffisante de stabilité
quadratique affine.

Théoréeme 3.4.1. [Aouani et al., 2009b]

Le systéme continu linéaire a paramétres temps variant donné par (3.1)-(53.71) est affine-
ment quadratiquement stabilisable dans les domaines (3.74) et (3.75), si et seulement s’il
existe N + 1 matrices symétriques Xy, ...Xy et une matrice F' de dimensions appropriées
, qui permet la séparation entre A(v) et X (v), tel que , pour un réel positif o vérifiant

2aP(0(t)) > P(O(t)), on a :
X(U) :Xo—f—Ule—f—..‘—f—UNXN >0 (378)

( —2aX(v) + X(w) = Xo FTAN(v) +ak +X(v) ) <!

A(v)F + aFT + X (v) —F—FT (3.79)
YVoed et weW
Ou,
X(w) :X0+W1X1 —|—...—i—u)NXN (380)
A(’U) = Ao +viA; + ... +FuoNvAN (381)
Preuve :

Soit la fonction de Lyapunov donnée par (3.76). Le systeme (3.1)-(3.71) est affinement
quadratiquement stable, cela veut dire que :

WEID) o) <0 v 2 #0 (3.82)

Cela peut s’écrire :

dP(6(t))

2T (AT (0(t))P(0(t)) + P(0(t))A(O(t)) + 7 Jx<0 V z#0 (3.83)
Soit
AT(0())P(0(t)) + P(O(1)A(O(t)) + % <0 (3.84)

On a alors pour a > 0
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dP(6(t))

(AT(0t)) + al)P(O(t)) + P(O(t)(A(O(t)) + al) — 2aP(0(t)) + i

<0 (3.85)

Par analogie avec le lemme dérivant du lemme de projection, le choix du réel positif o
doit vérifier I'inégalité suivante :
P(O(t)) — 2aP(A(t)) < 0 (3.86)
Soit

2aP(0(t)) > P(O(t)) avee P(O(t)) = - (Zf” (3.87)

En appliquant le lemme du paragraphe (A.2.4), nous pouvons obtenir la LMI suivante :

( PO®) —2aP0()  AT(0(t))G + aG + P(O(t)) ) —0
GTA(O(t)) + aGT + P(A(t)) —G-GT

(3.88)
VO(t) eV et O(t)eW
Comme P(0(t)) = P(6(t)) — Py, nous pouvons écrire :
( P(O(t)) — Py —2aP(0(t))  AT(0(t))G + aG + P(6(t)) ) <0
GTA(t)) + aGT + P(0(t)) -G -G*T (3.89)

VO(t) € et O(t)eW

Comme cette expression est affine en 6 et 9, alors elle est vérifiée pour toutes les valeurs
possibles 0 et 0 si et seulement si elle est vérifiée sur les sommets des polytopes ¢ et W,
c’est a dire que I'ensemble fini des LMIs suivantes est vérifié pour tout (v,w) € ¥ x W
[Gahinet et al., 1996], [Boyd et Yang, 1989] et [Cao et Lin, 2004].

—2aP(v)+ P(w) — Py AT(v)G + aG + P(v) <0
GTA(v) 4+ aGT + P(v) -G -GT
YVved et weW

(3.90)

Afin de compléter la preuve, il suffit de multiplier la LMI (3.90) & gauche par Diag(G~T, GT)
et par sa transposée a droite, apres appliquer le changement de variable donné par (3.91),
dans un but de linéarisation.

Xo=GTPG™; X =GTPWG"!; Xw)=GTPWwG
FT — GfT; F = Gfl (391)
Nous obtenons ainsi I'inégalité (3.79).
Remarque :
Pour la condition de stabilité donnée par (3.79) ; nous obtenons exactement la condition
donnée par le théoreme 3 dans [Cao et Lin, 2004] si nous posons o = 1. Nous pouvons
ainsi conclure que la condition donnée par CAQ et al est un cas particulier de celle donnée
par le théoreme (3.4.1).
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3.4.3 Exemple numérique

Nous comparons dans cette section nos résultats avec ceux donnés dans [Cao et Lin, 2004]
dans les mémes conditions. Le systeme que nous considérons est le systéme masse-ressort
considéré par [Gahinet et al., 1996] :

w(t) = A(f @), k()2(t) + B(f(t), k(1)) (t) (3.92)

Ou les parametres incertains sont respectivement le frottement f et la raideur k, les
deux variant dans le temps.
Les matrices du systeme A(.,.) et B(.,.) sont affines en f et k et les matrices A; et B;
sont données par les matrices constantes suivantes :

A0:<_01 _11);A1:(8 _01>;A2:(_01 8) (3.93)
BO:(?)9Blz<o(.)1)332:(0(.)2>5 (3.94)

Les trajectoires des parametres sont définies par :

f) = fo(L+01(2); k() = Ko(1 + 62) (3.95)

Avec fo =1, kg = 1 et les bornes suivantes sur les taux de variations :

f O] < fnaas 1B < Fmaa (3.96)

Dans la suite, nous faisons des comparaisons entre le test de stabilité réalisé par le
théoreme (3.4.1) (ou la condition de stabilité est paramétrée par le réel av , avec la condi-
tion donnée par [Cao et Lin, 2004].

L’idée consiste a évaluer la marge du parametre d,,,., qui est la plus grande valeur de
d = max(|01],]92]) , pour laquelle le systéme temps variant (3.92) soumis aux contraintes
(3.96) est affinement quadratiquement stable.

Pour des valeurs fixes de fmax =1let /%:mam = 1, la plus large valeur de §, déterminée par
[Cao et Lin, 2004] est dmq: = 0.562. La nouvelle condition proposée (3.79), nous permet
d’obtenir cette méme valeur de ¢, so0it 0,4, = 0.562 avec o = 2.1.

Remarque :

Il est clair que nous n’apportons pas d’améliorations au niveau de ’analyse robuste du sys-
teme (3.92), avec la condition (3.79). Nous verrons dans le chapitre suivant que I’extension
de cette méme condition a la synthese des systemes LPV affines apporte de grands chan-
gements en terme de réduction du conservatisme. L’influence du réel o qui paramétrise
les LMIs étant grande.

3.5 Analyse de performances H2 des systémes incer-
tains LPV polytopiques

Dans les paragraphes précédents, on a abordé la stabilité des systemes continus LPV.
Celui ci traite, outre la stabilité, la notion de performances pour ce méme type de systemes.

Théese de Doctorat ENIT/LAAS 2012



Chapitre 3. Systémes Linéaires incertains 4 Parameétres Variant dans le temps (LPV)

64 - Analyse de stabilité robuste

Comme expliqué dans le deuxieme chapitre , le probleme de garantie de performances d’un

systeme peut étre traité en minimisant une norme H,. L’approche que nous proposons

dans ce cadre, s’appuie sur une formulation a partir d’inégalités matricielles linéaires.
Nous commencons par donner les équations du systeme :

i(t) = A(O(t)x(t) + Bi(0(t))w(t)
z(t) = C1(6(t))x(t) (3.97)

Ou A(O(t)) est donnée par la structure polytopique (3.2). Les matrices B;(6(t)) et
C1(6(t)) sont données par :

Bi(0(t)) = Z 0:(t) B, 0:(t) = 0, Z 0:(t) =1 (3.98)

Et :

Ze )Chi, 0;() = 0, 0;(t) =1 (3.99)

Le parametre incertain 6(t) est donne par (3.3) et évolue dans I'ensemble donné par
(3.4).

Nous donnons dans la suite deux conditions pour I'analyse de performances Hy d'un
systeme LPV polytopique.

3.5.1 Premiere condition LMIs pour analyse H; de systéemes
LPV polytopiques

Pour le systeme considéré, la dérivée du parametre incertain est donnée par (3.18) et
vérifie (3.20). Nous donnons une nouvelle condition d’analyse de performance Hs. Nous
montrons que les conditions données dérivent des conditions de base données dans le
deuxieme chapitre (Voir paragraphe (2.3.4)). La matrice de Lyapunov P(6(t)) est donnée
par (3.8) et da dérivée par (3.9).

Les conditions, de type LMIs paramétrées (Voir annexe A.1.3) sont données dans le
théoreme suivant :

Théoréme 3.5.1. Etant donné le systéme (5.97), avec ses matrices données par (3.2)-
(3.98)-(3.99), sa norme Hy est inférieure a une valeur positive donnée de v s’il eziste
une matrice symétrique définie positive P; , des matrices P, Py et des matrices F;, G,
(7 =1,..N) telles que pour un paramétre o non nul, les LMIs suivantes sont vérifiées :

b(P;— P)+ AF;+ FFAT P,— FI' + LA,G; By

P, — F;+ +GT AT —1(GI'+G;) 0 | <0 (3.100)
Bl 0 1
F; +FT P, FICE
( CM W, ) >0 (3.101)
TraceW; < ~* (3.102)

i=1,.N;j=1,.N;k=1,.N
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Preuve :
Suffisance de la condition (3.100)
Nous démontrons d’abord la suffisance de la condition (3.100).
En appliquant le complément de Schur, la condition (3.100) s’écrit :

T AT T Ty 1
( b(Pj = Py) + AiFy + FLAT + BB Py = Ff + L AG, ) <0 (3.103)

P, — F;+ 1GT AT —+(G; +GT)

En multipliant (3.103), respectivement par 0;(t), o;(t) et Bx(t) et en appliquant la
somme pour ¢, j, k de 1N, nous obtenons :

( b(P(a(t))—P(B(1)+AG(6)F (o (t)+F (o ()" AO)"+B1(8(t) BT (6(t))  P((t))—F(o ()" +5AWB(1)G(o(t)) ) <0
P(8(t))—F(o(t)+ 5 Gla(t) " AO(t)" — o (Gla()+G(a(t)T)

(3.104)

Si on multiplie (3.104) & gauche par ( I A(0(t)) ) et & droite par sa transposée

! bt :
AT(6(1)) ) nous obtenons :

b(P(a(t) — P(B(t))) + A(B(t)) P(0(1)) + P(O(t)) A(B(t)" + Bi(6(t)) By (6(t)) < 0 (3.105)

En appliquant le complément de Schur a (3.105), nous obtenons :

( b(P(a(t)) — P(B(1))) + A(B(1) P(6(1)) + P(0(t))A(6(1))"  Bi(0(t))

Bf(&(t)) iy ) <0 (3106)

En remplacant dans (3.106), b(P(o(t))—P(B(t))) par %i(t)), nous obtenons exactement
la condition :

AEE) 1+ A(B(#) P(O() + POM)AT(O) Bi(6®))  _ (3.107)
p :
By (6(1)) —1
Suffisance de la condition (3.101)
Nous démontrons également la suffisance de la condition (3.101).
Soit P(A(t)) la matrice symétrique définie positive donnée par (3.8) F(c(t)) une matrice
non singuliere donnée. Nous pouvons alors introduire 'inégalité :

(P(0(1)) — F(a(t)" ) PH(0(1)(P(0(1) — F(o(t) = 0 (3.108)

Ce qui peut s’écrire :

FH (o (t)P7H(0(t)F(o(t) = F(o(t) + F' (a(t)) — P(0(1)) (3.109)

Et si nous considérons la condition (3.101), que nous la multiplions respectivement par
0;(t), o;(t) et Bi(t), lui appliquons la somme pour ¢, j,k de 1 a N, nous obtenons :

F(o(t)) + FT(o(t)) — P(6(t)) F(o(t)"CT(0(t))
( C1(0(2))F(o(t)) W(6(t)) ) >0 (3.110)
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D’apres (3.109), l'expression (3.110) est vérifiée si 'expression (3.111) suivante est
vérifiée :

F(o())" PO(1)) " F(o(t)) F(o(t))"CT(B(1))
( Cr(6(t) (o (1)) WO () )>0 (3:111)

—1
En multipliant (3.111) a droite par ( Flo(t))”"P(0(t)) 0 ) et a gauche par

FLo(t)PO1) 0" . P(6(t)) P(0(t))CT (0(1))
( 0 I , on va obtenir : 1 (0(t)) P(6(1)) W((1)) > 0.
Et soit la condition (3.102), si nous la multiplions par 6;(t) et que nous appliquons la
somme pour i de 1 a N, nous obtenons

Trace W(0(t)) < ~* (3.112)

Nous retrouvons ainsi les conditions (2.39), (2.40) et (2.41) données dans le chapitre 2.

3.5.2 Deuxieme condition LMIs pour analyse H, de systemes
LPV polytopiques

Le travail réalisé dans ce paragraphe est la suite des travaux réalisés dans le paragraphe
(3.3) sur la stabilité du systeme (3.1)-(3.2).
Toutes les hypotheses et les formulations données dans le paragraphe (3.3) sont maintenues
ici. Nous considérons le systeme (3.97) avec ses matrices données par (3.2)-(3.98)-(3.99).
Dans la suite, une nouvelle formulation de la norme H, pour le systeme (3.97)- (3.2)-
(3.98)-(3.99) est donnée.
L’idée principale étant de séparer les matrices du systeme et la matrice de Lyapunov d’une
part ; et d’utiliser une nouvelle structure de FLDPs (celle explicitée dans le paragraphe
(3.3) ). Nous rappelons dans ce cadre la définition de la norme Hy donnée dans le deuxieme
chapitre.

Définition 3.5.1. Pour le systeme (3.97)- (3.2)-(3.98)-(3.99), la norme Hy est exprimée
telle que :

1

IGlljor =7 [ Trace (Cuo@)Qo)CT (1) (3.113

Ot Q(0(t)) est le grammien de controllabilité satisfaisant a :

dQ(0(t))

— g = AB®)QO() + QB(1) AT (6(1)) + Bi(8(£) B{ (6(1)), Q(0) =0 (3.114)

En effet, les formulations (3.113) et (3.114), peuvent étre formulées alternativement,
tel que, pour un scalaire donné v, nous définissons l'indice de performance par ||G||, < 7.

Nous proposons le lemme suivant :
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Lemme 3.5.1. S’il existe une matrice symétrique définie positive P(0(t)) € R™™ > 0
qui satisfait les LMIs donnés par (3.115), (3.116), (3.117), alors |G|, < v est vérifiée,
pour tout w(t) non nul et w(t) € Li[0,00) ot Li[0,00) désigne le Lebesque 2-espace.

aPOW) + AB()P(O(t)) + P(O())AT(6(t)) Bi(6(t))
( BI(6(1)) -1 ) . e

P(O(t))  PO®)CT(0())
( C1(0(1)P(O(t)  W(B(t) ) >0 (3.116)

TraceW (0(t)) <~ (3.117)

Nous présentons dans le théoreme (3.5.2), une nouvelle caractérisation de la norme Ho
-pour le systeme LPV polytopique (3.97)-(3.2)- (3.98)-(3.99), dérivant en effet du lemme
(3.5.1). Un réel qui paramétrise les conditions est introduit, ajoutant un degré de liberté
additif. La nouvelle représentation de la dérivée temporelle du parametre incertain donnée
par (3.20) est utilisée.

Théoréme 3.5.2. [Aouani et al., 2011]

Etant donné le systéme (5.97) avec ses matrices données par (3.2)- (3.98)-(3.99); sa
norme Hy est inférieure a une valeur donnée de v s’il existe des matrices symétriques
definies positives P; , P; Py, des matrices Fi1, Fio, For, Fag, F31, F52,G | telles que, les
LMIs suivantes sont vérifiées :

b(P;—Py)+Fi1 AT+ A F Pi—Fii+Fi2 AT+ A F3, —Fi2+AiF§—eA;  Bu
P+ P AT—FL+ A FE —eAi—cAT —Fo1 + Fog AT —Fog AT —FL + A, FL,  2el—Foo—FL+AFL 0 <0
—FL+F31 AT —eAT 2el—F31+F32AT —FL —F33—F% 0
BT, 0 0 —I
(3.118)
Gi+ Gl =P G _ (3.119)
Trace W; < ~? (3.120)

ijk=1,..N

Preuve :
Soit la condition donnée par (3.118). En multipliant cette condition respectivement par 6;

N
, 0j .0k et en faisant la somme pour i = 1..N,j = 1.N,k = 1..N; en remplagant > 6;4;
i=1

par  A(0(t)); gjleiBM par  By(0(1)); iV:IGiPi par  P(0(t)); kgjlﬁkpk par
P(B(t)) et éV:IQZVVZ par W (6(t)); et en remplagant également b [P(c(t)) — P(B(t))]

par %i(t)); nous obtenons :
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dfég) +F1 AT (0)+A(0)FT; en’ CHE (4,07
PO)+F1 AT(0)—FL+AO)FL+AO)FEL  —eAT(0)—cA(0)—Fo1—Faa AT (0)—F +A(0)FL (3,2)T 4,2)T
—FL+F31 AT (0))—eAT(6) 2el—F31+F32 AT (0)—F1 —F3—FL  (4,3)T
BT (9) 0 0 —I
(3.121)

Appliquant le complément de Schur sur (3.121) ; nous avons :

APOW) 4y AT (0(8))+A(0(1)) FT +B1(6(6)) BT (6(t)) @207 (3.1)7
P(O(t)+F AT (0(t))— F; +A(0()) Fiy —eAT(0(t))—e A(O(t)) = Fa1+Fa2 AT (0(1)) — 5y +A(0(1)) i (3,2)" <0
—eAT(0(t))— FG+F31 AT (0(t)) 2eT—Fy1+Fa AT(0(1))—FJ, — Fyp—F
(3.122)
Multipliant (3.122) , a gauche par ( I A(6(t)) A2(A(t)) ) et a droite par sa transposée
1
AT(0(t)) |, nous obtenons exactement :
AZL(0(t))
dP(6(t))

— TAGM)PO() + PO(£) AT (6(1) + Bi(8(1)) B (6(1)) < 0 (3.123)

Si on applique & nouveau le complément de Schur & (3.123) ; nous obtenons (3.115).
Nous considérons maintenant la condition (3.119). En multipliant cette condition par

N
0;,0; et en faisant la somme pour ¢ = 1..N, j = 1.N. Remplagant > o0,G; par
i=1

N N N

G(o(t)), > 60;P, par PO(t)), > 60,C; par C(0(t))et> 6;W; par W(O(t)),
i=1 i=1 i=1

nous obtenons :

G(a(t)) + G(a(t)" — P(O(t)) G(a(t)CT(0(1))
< C1(6(t)G (o (t)) W (6(1)) ) >0 (3.124)

Soit P(6(t)) une matrice symétrique définie positive et G(o(t)) une matrice non singu-
liere donnée. Nous pouvons alors introduire I'inégalité :

(P(O(t)) = G(o(t)))" P~HO(1)(P(6(t) — G(a(t))) = 0 (3.125)
Qui peut s’écrire :
GT(a()PH(0(1))G(a(t) = G(a(t) + G (o(t) — P(6(2)) (3.126)

Selon (3.126), si la condition (3.124) est vérifiée, alors la condition suivante (3.127) I'est
également.

( GT(a(t»P—l(e((t ()G(o(t)) G(o(t))CT (0()) ) -0 (3.127)

t) W)

Multipliant (3.127), a droite par ( GTHe()PO) 0 ) et & gauche par ( G~ o) P(0(t) 0 )T

, nous allons obtenir la LMI (3.128).

(@)
~
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C1(0()) P(0(t)) W(o(?)

Qui est la condition (3.116).
En ce qui concerne (3.117), nous multiplions (3.120) par 6;(¢) et faisons la somme pour
1=1..N.

Nous introduisons le lemme suivant :

P(6(t)) P(6(t))CT (0(1))
( ) ) >0 (3.128)

Lemme 3.5.2. [Aouani et al., 2011]

S’il eziste un ensemble de matrices symétriques définies positives P ; des matrices Wi, Pty, Q;
,et un scalaire positif d > 0 satisfaisant les LMIs données par le théoréme 2 dans [Xie, 2005],
alors il existe des matrices symétriques définies positives P;, P;, Py, des matrices

Fi1, Fro, oy, Fog, F1, F3o, G, tel que les LMIs données dans le théoréme (3.5.2) sont
vérifiées.

Preuve :
Fi Fip Q;F 0 -
Soit dans (3.118), Fyy Fy = TQ;‘-F 0 Oun > 0 et F est une matrice
F31 Fzo 0 nF

constante de dimensions appropriées; et remplacons € par € = 0.  Nous obtenons alors
la condition :

P+ rQf Al — Q; —rQ] —rQ; nA;FT 0
0 nFAT p(F+FTy o | <0 (3129
BL 0 0 —1I
Appliquant le complément de schur sur (3.129) ; nous obtenons :

b(P; — Py) + Q]TA;‘F +A,Q; Pi— QJT +1rA;Q; B B B B

P +rQT AT - Q; QT —rQ; 0 | +nAFT(F+FT)'FAT <0
BL 0 -1

(3.130)

S’il existe des matrices symétriques définies positives P; ; des matrices W, Py, ()5 et un
scalaire positif d > 0 satisfaisant aux LMIs données dans le théoreme 2 dans [Xie, 2005],
alors il existe n > 0 suffisamment petit tel que (3.130) est satisfaite. Nous pouvons alors

Fi Fio QjT 0
conclure que la condition (3.118) est satisfaite avec Fo Foo = rQ]T 07
F31 F32 0 nF

Ceci conclut la preuve.
Nous rappelons le théoréme 2 de ([Xie, 2005]) dans 'annexe A.3.

3.5.3 Exemple numérique

L’objectif est la minimisation du cott garanti Hs de v donné dans le théoreme (3.5.2).
En effet, le méme probleme est abordé dans [Xie, 2005]. Nous considérons dans ce cadre, le

Théese de Doctorat ENIT/LAAS 2012



Chapitre 3. Systémes Linéaires incertains 4 Parameétres Variant dans le temps (LPV)

70

- Analyse de stabilité robuste

systeme donné par (3.97)-(3.2)-(3.98)-(3.99) ; avec les matrices A1 (0(t)), B1(0(t))etCy(0(t))

données par les matrices suivantes :

—3.1581 0.5822  0.3181  0.4795
A = 0.8329 —3.4593 0.1192  0.6393
0.2564  0.8699 —3.0602 0.5447
0.6135  0.2648  0.6456 —3.3527
—3.4561 0.2187  0.4046  0.6279
A — 0.7210 —3.8942 0.4484  0.7720
2 0.5225  0.1097 —3.6342 0.9329
0.9937  0.0636  0.7635 —3.0273 (3.131)
—3.8080 0.5254  0.3935  0.3477 '
A — 0.1389 —3.4697 0.6714  0.1500
’ 0.6963  0.8611 —3.2587 0.5861
0.0938  0.4849  0.5201 —3.7379
—3.9555 0.6878  0.6834  0.3309
A 0.7549 —3.6408 0.7040  0.4243
L 0.2428  0.7363 —3.5577 0.2703
0.4424  0.3947  0.0196 —3.8029
N
La matrice de commande By (0(t)) = >_ 0;(t)By;  est telle que :
i=1
By=Bp=Bis=Bu=(000 1) (3.132)
N
Et la matrice C1(6(t)) = >_ 0;(t)C; est elle que :
i=1
iy = Ciy = Oy = Oy = ( R ) (3.133)

Deux méthodes sont testées pour résoudre le probleme d’analyse H, formulé par (3.5.2) :
I’approche d’analyse Hs par Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres donnée
dans le théoreme 2 dans [Xie, 2005], et 'approche d’analyse Hs se basant sur des Fonctions
de Lyapunov a structure particuliere, donnée dans le théoreme (3.5.2) dans ce paragraphe.

Avec la méthode donnée dans [Xie, 2005], nous obtenons Yy, = 0.1691 avec r = 1/15.
Nous rappelons que r est un scalaire positif qui paramétrise les contraintes LMIs données
dans [Xie, 2005]. 11 donne un degré de liberté supplémentaire.

Avec la méthode donnée dans ce paragraphe (théoreme (3.5.2) ), nous obtenons un cout
Hy; minimum de la valeur 7v,;, = 0.0883 et cette valeur nous 'obtenons avec b = 10.
Nous rappelons que b est un scalaire positif qui borne la dérivée temporelle du parametre
temps-variant.

Nous pouvons ainsi voir dans cet exemple, que pour l'analyse Hy du systeme LPV
considéré, la nouvelle forme spécifique de FLDPs; ainsi que le fait de pouvoir agir sur le
parametre b servant de borne sur la norme de la dérivée du parametre, réduit considéra-
blement le conservatisme engendré par les FLDPs classiques.
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3.6 Conclusion du chapitre

Apres avoir présenté dans le chapitre précédent les différentes approches ayant été
publiées ces dernieres années par les automaticiens dans le cadre d’analyse robuste de
systemes incertains LPV, nous avons pu apporter dans ce chapitre des améliorations en
préservant des formulations de type LMIs.

Egalement, de nouvelles formulations pour les dérivées des paramétres incertains ont été
explicitées.

Dans certains cas, nous avons conclus nos méthodes par des applications sur des exemples
numériques extraits de la littérature, et des comparaisons ont été proposées.

Dans le chapitre suivant, nous présentons nos méthodes dans le domaine de synthese
robuste pour systemes LPV.
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Chapitre 4

Systemes Linéaires incertains a

Parametres Variant dans le temps
(LPV)
- Synthese robuste

Si éclairants soient les grands textes, ils donnent moins de lumiere que les premiers
flocons de neige. Christian Bobin

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons nos principales contributions dans le domaine de
synthese des controleurs robustes pour les systemes LPV. Nous traitons des systemes aussi
bien polytopiques qu’affines. Nous présentons dans le deuxieme paragraphe des conditions
de stabilisabilité robuste pour systemes LPV polytopiques formulés en terme d’Inégalités
Matricielles Linéaires (LMI) paramétrées. Nous étudions dans le troisieme paragraphe
la structure affine des incertitudes et nous établissons une condition de stabilisabilité
robuste pour systemes LPV affines. Dans le dernier paragraphe, nous mettons en place
des conditions de synthese H, pour stabilisabilité robuste de systemes LPV. Les conditions
sont données en terme de LMIs paramétrées.

4.2 Commande par retour d’état pour systemes in-
certains LPV polytopiques

4.2.1 Formulation du probleme

Nous considérons le systeme linéaire continu incertain de la forme :

2(t) = A(01))=(t) + B(O(t))u(t) (4.1)

Ou, z € R" est le vecteur d’état et u € R™ le vecteur de commande. La matrice d’état
A(0(t)) est donnée par la structure polytopique :
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N N

AB() =D 0:(t)Ai 0:(t) > 0, 6i(t) =1 (4.2)
=1 =1

Et la matrice de commande par :

B(0(t)) = iGi(Tf)Bz’ﬁi(t) >0, 6i(t) =1 (4.3)

Le vecteur des parametres incertains temps variant 6(t) -nous le rappelons- est donné
par (4.4).

O(t) = (0:(t),04(t),..0n(t) € RY (4.4)
et évolue dans I’ensemble convexe donné par :
N
AN = {QE%NZQZ:LezzO} (45)
i=1

4.2.2 Premiere condition de synthese robuste pour systemes
LPYV polytopiques :

Nous considérons les hypotheses déja utilisées dans le paragraphe 3.2.2. Nous les rap-
pelons ici :
- Tous les parametres incertains 6;(t) sont réels et varient dans un intervalle tel que :

0; € [0;,0:(t)] (4.6)
- Le taux de variation du parametre incertain 6;(t) est défini pour tout ¢ et satisfait la
condition :

0;(t) < v:b; (4.7)

Ou v; est une constante
Nous considérons le lemme donné par (A.2.1).

4.2.2.1 Condition de controle par retour d’état a gain statique

Soit le théoreme 3.2.1 dans le chapitre précédent. Pour le systeme en boucle fermée, on
cherche un controleur par retour d’état statique K pour que A(6(t))+B(0(t)) K soit stable
pour tout A(0(t)) et B(6(t)) ou u(t) = Kxz(t). Une condition de stabilisabilité robuste est
donnée dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.1. [Aouani et al., 2009c]

Le systeme (4.1)-(4.2)-(4.3) vérifiant (4.6) et tel que sa dérivée temporelle satisfait a
(4.7) est stabilizable s’il existe des matrices constantes symétriques définies positives X,
1=1,..,N et des matrices G et R de dimensions appropriées, tel que , pour un réel positif
a qui vérifie a > 5

These de Doctorat ENIT/LAAS 2012



4.2. Commande par retour d’état pour systémes incertains LPV polytopiques 75

et

UiXi - 206)(Z )(Z + C:T_Az1 + RTBIT + OéGT <0
Pour 1=1.N

On a alors K = RG™!

Preuve : Soit la condition de stabilité robuste donnée par (3.10) dans le troisieme
F-T 0

0 p-T ) a gauche, et par sa transposée a

chapitre; si nous la multiplions par (

droite, nous obtenons :

X; + A;G + oG -GT-@ ‘
OuX,=FTPF'letG=F'.
Si nous remplacons A; par A; + B;K, et AT par AT + KT B! nous obtenons :
avec K = RG™1

4.2.3 Exemple numérique

Nous considérons pour 'application numérique I'exemple suivant extrait de
[Montagner et al., 2009].
Soit le systeme donné par ’équation (4.1)et ses matrices données par (4.2)-(4.3), avec (t)
évoluant dans le polytope (4.5) et sa dérivée vérifiant (4.7).
Avec N = 3, les matrices du systeme sont données par :

0 3 2 -2 -1 1 0o 2 1
Ai=12 1 =3 |; A= 2 0 -1 |; A3=1[1 3 2 ;. B =

1 -2 -1 -1 3 0 0 -1 -2

(4.12)

i=1,2,3
En testant la condition (3.10) pour une valeur de v; = 8 et @ = 100, le systeme n’est
pas faisable, nous n’arrivons pas a améliorer par rapport a certaines conditions existantes
comme celle de CAO et al [Cao et Lin, 2004]. En analyse, nous concluons que nous n’ap-
portons pas d’amélioration. L’amélioration est plutot en synthese. En appliquant le théo-
reme 4.2.1, nous obtenons de meilleurs résultats que ceux donnés par le théoreme relatif
a la condition de commande par retour d’état (théoreme 2) dans [Cao et Lin, 2004]. Nous
le rappelons dans l'annexe (A.3). Soit le parametre v; = 1.2. La condition de stabilisa-
bilité donnée dans [Cao et Lin, 2004] (condition 16) n’est pas faisable avec cette valeur
de v; = 1.2. La condition de stabilisabilité donnée dans le théoreme 4.2.1 ici est par
contre faisable pour la méme valeur de v; et @ = 5. La valeur du retour d’état obtenue
est 1 K = [2.329726.1388 — 40.1246]. Nous concluons que le réel a qui paramétrise la LMI
donnée par (4.10) contribue a diminuer le conservatisme déja rencontré dans la littérature.
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4.2.4 Deuxieme condition de synthese robuste pour systemes
LPV polytopiques :

Nous gardons toujours le systeme donné par (4.1)-(4.3). Le parametre temps-variant
évolue toujours dans le polytope donné par (4.5). Sa dérivée temporelle est décrite par :

16:(8)]) < b3b >0 (4.13)

Le parameétre incertain vérifiant toujours le lemme donné par Lemme (3.2.2) dans
le chapitre précédent, et la condition de stabilité étant établie (condition 3.44) pour le
systeme (4.1)-(4.4), nous donnons dans la suite une condition de stabilisabilité robuste,
de commande par retour d’état statique, qui en dérive.

4.2.4.1 Condition de stabilisabilité

Pour le systéme incertain (4.1)-(4.4), en boucle fermée, on cherche un retour d’état
statique a gain K, tel que A(0(t)) + B(0(t)K) soit robustement stable pour tout A(6(t))
et B((t)) , ou u(t) = Kz(t). Une condition suffisante de stabilisabilité est donnée dans
le théoreme suivant :

Théoreme 4.2.2. [Aouani et al., 2009a/

Le systéme (4.1)-(4.4) tel que la dérivée du paramétre vérifie (4.13) et donnée par (3.20)
est robustement stabilisable dans le domaine (4.5), s’il existe N matrices symétriques
et définies positives, X1,. Xy , N matrices F;,G;,(j = 1..N), des matrices L et R de
dimensions appropriées, et un réel positif o suffisamment grand tel que :

b(X; — Xi) — aF; — oszT —osz —Fj+X; LTAT + R"B! + aL” + F;
—Osz — F}T + XzT —Gj — G? Gj <0
Pour i,5,k=1,..N
(4.14)
Ou le gain est donné par : K = RL™!

Preuve Soit la condition donnée par (3.42) dans le chapitre précédent. Si nous la consi-
dérons, que nous remplacons H; par H, multiplions la condition obtenue a gauche par
Diag(H™T, H=T, H=T) et sa transposée a droite, que nous appliquons les changements de
variable suivants :

X;=HRH™Y;, X;=HTPH";, Xy=H "PH",

F; :H_TF]-H_l; Fj:H_TFjH_l; L=H1 (4.15)
Nous allons obtenir :
b(Xj — Xi — alj — aFjT —ozG? -+ X, LTAz-T +alT + F;
—OéGj — F}T -+ XzT —Gj — Gf Gj <0 (416)

LA +aL + FF GT L L7

Si dans la condition (4.16), nous remplagons la matrice A; par A; = A; + B; K puis le
produit K x L par R, nous obtenons exactement la condition (4.14).
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4.2.5 Exemple numérique

Nous considérons toujours pour I'application numérique, I’exemple pris dans
[Geromel et Colaneri, 2006], et donné dans le chapitre précédent (Voir paragraphe (3.2.5)).
Nous rappelons ici I'exemple : Soit le systéeme donné par I’équation différentielle (4.1). Les
matrices A; sont données par :

w=( v ) a(wlm ) e

Ou w; & et B sont des scalaires et w =1; & =0.05 et 0 < 3 < 3. Et les matrices B;

données par :
0.1 0.1
b= ( ~0.1 ) » Be= < —0.5 ) (4.18)

Le parametre incertain 6(t) évolue toujours dans I'ensemble (4.4). Nous prouvons pour
la synthese 'influence du parametre « paramétrisant la condition (4.14). En effet, les
résultats donnés ci-apres, sont basés sur le théoreme (4.2.2).

La Figure 4.1 montre les régions de stabilité obtenues pour a = 10 , o = 20 et o = 30
dans le plan (w, ) . Pour chaque valeur en dessous des courbes, le systeme en boucle
fermée est asymptotiquement stable.

On note que, plus importante est la valeur de «a, plus grande devient la région de stabilité
dans le plan (w, ).

23 ¢ X

PN e SN _

Alpha=30
———ilpha=20

Alpha=110

Beta

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 is 4
Om ega

FIGURE 4.1 — Limites de stabilité dans le plan (w, ) selon le théoreme (4.2.2) selon
différentes valeurs de o.
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4.3 Commande par retour d’état pour systemes in-
certains LPV affine

Apres avoir traité le probleme de commande robuste des systemes LPV polytopiques,
nous entamons dans cette partie le probleme de commande robuste des systemes LPV
affines. Les conditions sont proposées en terme d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMI).

4.3.1 Formulation du probleme

Soit le systeme LPV continu donné par (4.1). La matrice d’état A(6(t)) est donnée par
la structure affine :

A0 A0+ZQ )A;, 0:(t) = 0,) 6i(t) =1 (4.19)

Et la matrice de commande par :

B(# BD—I—ZH (H)Bi, 6:(t) > 0,) 6;(t) =1 (4.20)

Nous gardons pour la formulation de ce probleme les mémes hypotheses données dans
le paragraphe 3.4.1, aussi bien pour le parametre incertain que pour sa dérivée temporelle.

4.3.2 Condition de stabilisabilité

En effet , Le théoreme (3.4.1) proposé dans le chapitre précédent, donne une condition
nécessaire et suffisante pour la stabilité quadratique affine.
Pour le systeme incertain en boucle fermée, nous cherchons un gain de retour d’état
statique tel que A(v) + B(v)K est affinement quadratiquement stable pour tout A(v) et
B(v), on u(t) = Kxz(t). Une condition nécessaire et suffisante de stabilisabilité robuste est
donnée dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.3.1. [Aouani et al., 2009b]

Le systéme incertain (4.1)-(4.19)-(4.20) est affinement quadratiquement stabilisable dans
les domaines incertains , si et seulement si il existe N +1 matrices symétriques, Xo, .. Xy,
et des matrices F' et R de dimensions appropriées tel que, pour tout réel o positif vérifiant

20P(0(t)) > P(O(t)) :

X(’U) :XQ+U1X1—|— ..... +onXy >0 (421)
—2aX (v) + X(w) — Xy FTAT(v) + RTBT(v) + oF + X (v) 0
A(U)F + B(v)R + oFT + X (v) —F - FT <Y (4.22)

pour tout v €9 et w €W

Avec K = RF~1.
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Preuve : Dans le théoreme (3.4.1), dans la condition (3.79), la matrice A(v) est rem-
placée par A(v) + B(v)K et le produit K F par R.

Remarque : En faisant les développements afin d’obtenir la condition de stabilisabilté
a partir de la condition de stabilité (le passage du théoreme 3 au théoreme 4 dans
[Cao et Lin, 2004]), l'article [Cao et Lin, 2004] propose de mettre une égalité entre les
variables P, et Pj, alors que dans le travail actuel , il n’est pas nécessaire de mettre des
conditions supplémentaires pour obtenir la condition (4.22) de la condition (3.79). Nous
rappelons les théoremes 3 et 4 de [Cao et Lin, 2004] dans I’annexe A.3. Egalement, nous
avons des conditions nécessaires et suffisantes aussi bien pour 'approche d’analyse que
celle de synthese.

4.3.3 Exemple numérique

L’exemple numérique utilisé ici est la suite de celui donné dans le paragraphe 3.4.3
dans le chapitre précédent . Nous rappelons que 'équation d’état du systeme (3.92) et
les matrices d’état données par (3.93) et celles de commande données par (3.94). Les
trajectoires des parametres f(t) et k(¢) sont donnés par (3.95).

Nous montrons dans ce paragraphe l'influence de la variable «, sur les conditions de
stabilisabilité établies dans le théoreme 4.3.1. Nous faisons également des comparaisons
avec certains résultats établis au préalable par [Cao et Lin, 2004].
Nous dégageons ainsi les conclusions suivantes :
— Pour des valeurs de variations fixes fmax = 0.2 et kmax = 0.2, si nous appliquons le
théoreme 4 dans [Cao et Lin, 2004], le systeme (3.92) est faisable pour dp.x = 3.2.
Si nous augmentons cette valeur, il ne ’est plus.

— Pour les mémes valeurs fmax, l%max et pour dmax = 3.3, avec une valeur donnée de « ,

a = 10, si nous appliquons la condition donnée par (4.22), le systeme (3.92) devient
faisable, et stabilisable pour un controle par retour d’état K = [—346.3862 — 448.4075].

En plus, nous montrons dans les figures suivantes, avec une loi de commande donnée
par u(t) = Kx(t) en prenant un gain statique de la valeur K = [-346.3862 — 448.4075],
que le systeme (3.92) peut étre stabilisable.

La commande est donnée dans la figure 4.2, et les composantes de 1’état dans la fi-
gure 4.3. En effet, le frottement f et la raideur k sont pris comme f(t) = 0.245 +
0.155exp(—4t)sin(10t) et k(t) = 0.24 + 0.15exp(—4t)cos(10t).

Nous montrons ainsi l'efficacité de I'utilisation du parametre a pour certains tests non
faisables aussi bien pour la stabilité que pour la stabilisabilité, appliqués a un systeme
LPV a incertitudes a structure affine.

4.4 Commande H, par retour d’état pour systemes
incertains LPV polytopiques

Dans les paragraphes qui ont précédé, nous avons abordé le probleme de stabilisabilité
des systemes LPV. Dans le présent paragraphe, outre la stabilisabilité, nous traitons la
notion de performances pour ce méme type de systemes. Le systeme que nous considérons
est le systeme suivant :
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FIGURE 4.2 — Allure de la Loi de commande
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appliquée au systeme (3.92)
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x1(t)
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FIGURE 4.3 — Allure des composantes de ’état pour le systeme (3.92)
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&(t) = A(0(t)x(t) + Bi(0(t))w(t) + Byu(t)
z(t) = C1(0(t))x(t) + Diau(t)

Ou z(t) € R™ est I'état, w(t) € RY une perturbation exogene et z(t) € RP une fonction
signal incluant une combinaison de 1’état. u(t) est I'entrée de commande. Les matrices
A(0(t)), B1(0(t)) et C1(0(t)) ont des structures polytopiques comme présenté dans le
systeme (3.97).

Remarque :

En ce qui concerne les matrices By et D15 ; on les prend temps-variant si nous réalisons un
controle par retour d’état statique; on les prend constantes si nous réalisons un controle
par retour d’état a gain scheduling.

(4.23)

4.4.1 Commande H; par retour d’état a gain scheduling

L’approche que nous proposons est la suite de ’approche donnée dans le cadre d’analyse
H, pour ces systemes, dans le paragraphe 3.5.1 par le théoreme 3.5.1.
Afin de stabiliser le systeme en boucle fermée, un retour d’état a gain scheduling est
synthétisé tel que :

K(@O(1) =Y 6K ,0;(t)=0 > 6i(t)=1 (4.24)

accomplit la loi de commande u(t) = K(0(t))x. L'objectif de la syntheése étant que
les controleurs garantissent au mieux la minimisation de la valeur v de la norme Hs. En
remplagant la loi de commande dans le systeme en boucle ouverte donné par 4.21, le
systeme en boucle fermée s’écrit :

2(t) = (A(O(t)) + Bo) K (0(t))x(t) + B1(0(t))w(t)
z(t) = (C(0(t)) + D12 K(0(1)))x(t)

Les nouvelles conditions sont données dans le théoreme (4.4.1)

(4.25)

Théoréme 4.4.1. Etant donné le systeme 4.25, sa norme Ho est inférieure a une valeur
v, s’il existe des matrices symétriques définies positives Pj, des matrices P;, Py et des
matrices F, R;, telles que pour un parametre o non négatif, les LMIs suivantes sont
vérifiées :

b(Pj — P) + A;F + BoRy + FTAT + RTBY P, — FT + LA,F + 1B,R, By

P, —F+ LFTAT + LRTBT —L(FT 4+ F) 0 | <o
BT 0 —I
(4.26)
F+F'—Pp, F'Cl+ RI'DT
( CiF + RiF W, >0 (4.27)
: 2
Trace W; <~y (4.28)

i=1,.N,j=1.N,k=1,.N
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N
La commande par retour d’état s’écrit alors K = > 0,(t)K; avec K = gain scheduling a

=1
Ki = RiFil

Preuve :

Si nous considérons les LMIs données par (3.100)-(3.101)-(3.102), en prenant F; = G; =
F , nous remplacons les matrices A4; et AT respectivement par A; + BoK; et AT + KI'BT.
Si nous remplacons C; et C’lTZ- respectivement par Ch; + Do K; et C’lTi + KiT DY, nous
obtenons :

b(P; — Py) + A;F + BoKGF + FTAT + FTKI' BT 2,1)T (3, 1)
P, —F+ LFTAT + LFTKT BT —L(FT+F) (3,27 | <0
BT 0 —1
(4.29)
F+F'—Pp,  F'CL+F'K! DY,
<CﬂuimmF W >0 (4.30)
Trace W; < ~?
i=1,.N, j=1,.N, k=1,.N (4.31)
En remplagant K;F par R; et FT K par RI, nous obtenons :
b(P; — Py) + AiF + BoR; + FTAT + RTBY P, — FT + LA,F +1B,R; By,
P,— F+ LFTAT + LRTBY —a(F'+F) 0 <0
By; 0 —I
(4.32)
F+F'—Pp, F'CL+ RI'D],
( CoiF + RiF W, =0 (4.33)
Trace W; < ~? (4.34)

i=1,.N, j=1,.N, k=1,.N

Afin de mettre en evidence l'efficacité des conditions établies, nous les testons avec un
exemple numérique pris de [Xie, 2005].

4.4.2 Exemple numérique :

Nous considérons le probleme de controle des angles d'un systeme satellitaire composé
de deux corps rigides joints par un lien flexible [Xie, 2005]. Le systéme en question a la
représentation d’état suivante :
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0, 0 0 1 0 0, 0 0
6] | 0o 0o o 1 0, 0 0
i | = <k K —f g | Tlo YT 1 [
j ko —k — ] 1 0
02 I & (4.35)
01
L 01 0 0 (?2 n 0 "
=\loo0o0 o0 2 0.01
05

Ou k et f sont un couple constant et un amortissement visqueux qui varient dans les
intervalles incertains suivants k € [0.09 0.4] et f € [0.0038 0.04]. Les parametres va-
riants «; sont tels que oy =2y, as = (1 —2)y, as =x(l —y) et ay = (1 —2)(1 — y);

Ot z(t) = 0.4 — 50 0,09 et y(t) = f(t) — 20938 _,0038.

L’idée est de comparer ’approche quadratique et 'approche par FLDP lors de la réalisa-
tion d’un retour d’état par gain scheduling sur le systéeme donné par (4.35). Tout au long
du controle , le but étant d’obtenir la valeur minimale possible de 7. On peut voir que le
parametre « influence les résultats obtenus.

- Pour la solution se basant sur la stabilité quadratique , nous obtenons une norme
H; minimale de la valeur v = 2.310. Le gain qui assure ces résultats est donné par
K1(6(t)) tel que
Ky = ( —26.6352 —64.4233 —8.6142 —243.8681 );

Ky = ( —27.6661 673.1734 —8.9231 —258.0239 );
K3 =( —32.0842 —66.4792 —7.9596 —246.2630 ) ;
Ky =( —6.3691 —94.2469 —7.3103 —70.0275 )

- Avec la méthode proposée ici par le théoreme 4.4.1, pour la condition paramétrée

par le réel «, pour une synthese de performance Hs, le niveau minimal obtenu de la
norme Hs est donné par : v = 1.595; avec une valeur de b = 0.4 et une valeur de
a = 20. Le gain qui permet ceci est donné par K»(0(t)) tel que :
Ky = ( —18.4486 686.2302 —6.9139 —199.2230 ) ;
Koy = ( —16.4051 —80.2605 —7.3162 —180.8624 ) ;
Ky = ( —19.8184 —51.9431 —5.5597 —139.6763 );
Koy = ( —20.0549 —58.2590 —6.5256 —150.3257 )

Le résultat principal est que ’approche proposée dans le théoreme 4.4.1 conduit a une
valeur v de la norme Hj inférieure a celle donnée par ’approche quadratique. Les amé-
liorations sont également apportées par le réel a paramétrisant les conditions. Dans une
partie ultérieure, nous réalisons des simulations numérique afin de comparer la propriété
de rejet de perturbation externe entre les deux types de controleurs (I’approche quadra-
tique et 'approche par FLDP). Le couple constant k et 'amortissement visqueux f sont
donnés respectivement par :

k(t) = 0.24 4+ 0.15¢ *cos(10t) (4.36)

f(t) =0.245 + 0.155¢~ *sin(10t) (4.37)

La perturbation externe est prise en tant que signal rectangulaire tel que :
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0 O0<t <1
1 1 <t<2 (4.38)
0 gt >2

w(t) = {

Avec deux types de controleurs par retour d’état a gain scheduling, I'un par approche
quadratique et 'autre par ’approche FLDP, la réponse z(t) du systéme en boucle fermée
dans le cas d’une perturbation externe w(t) est donnée dans la figure 4.4.

0.3

0.25

Approche quadratique
= = = Approche par FLDP

0.2

0.15

0.1

Reponses du systéme

0.05

-0.05 I I I I I I I I I
(6] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FIGURE 4.4 — Réponses du systeme lors d’une perturbation externe w(t)

Les deux courbes correspondent respectivement a l’approche quadratique et a l’ap-
proche se basant sur les FLDP. Nous pouvons a partir de la figure, voir que la conver-
gence du systeme vers zéro est plus rapide dans le cas de controleurs basés sur la méthode
FLDP ; ceci confirme 'apport de I'approche proposée dans le théoreme 4.4.1.

4.5 Conclusion du chapitre

Apres avoir présenté dans le chapitre précédent les différentes approches que nous avons
proposées dans le cadre de ’analyse robuste de systemes incertains LPV, nous présentons
dans ce chapitre les approches que nous avons proposées dans le cadre de synthese robuste
de controleurs pour systemes LPV. Les nouvelles conditions sont données sous forme de
LMIs.

Dans ce cadre, les nouvelles formulations pour les dérivées des parametres incertains sont
exploitées.
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Conclusion et perspectives des
travaux

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a la stabilité et stabilizabilité robustes
des systemes LPV.
Tout d’abord, dans une premiere partie, une étude bibliographique est proposée dans le
cadre des systémes incertains Linéaires Temps Invariants (LTT). Les différentes techniques
d’analyse et de synthese pour ces systemes sont largement présentées. Dans une seconde
partie, une étude bibliographique est développée pour les systemes LPV, étude concernant
des conditions de stabilité quadratique, la notion de stabilité au sens de Lyapunov, ainsi
que 'utilisation massive des Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres (FLDP)
au début des années 2000.

Cet effort bibliographique nécessaire a permis de positionner nos contributions par rap-
port aux travaux déja existants.
L’originalité des travaux proposés est décrite dans les deux derniers chapitres, ot le lecteur
peut trouver de nouvelles conditions de stabilité et de stabilisabilité robuste pour systemes
incertains LPV polytopiques et affines. Des résultats en performance sont aussi proposés.
Les conditions obtenues sont formulées comme des contraintes LMIs. Egalement, I'utilisa-
tion des variables de relaxation ainsi que les techniques de séparation ont été utilisées pour
arriver a des conditions numériquement testables. Nous avons mis en relief 'apport des
nouvelles approches par rapport a ’approche quadratique ou l'utilisation d’une fonction
de Lyapunov unique et les résultats présentés montrent une amélioration du conservatisme
engendré par les approches classiques. C’est dans 1'objectif de réduire ce conservatisme
que nous avons travaillé sur 1'utilisation des Fonctions de Lyapunov Dépendant des Pa-
rametres. Nous avons par ailleurs synthétisé des correcteurs a gain scheduling. Dans les
structures choisies, nous avons adopté des structures identiques a celles proposées dans la
littérature. Le probleme de trouver une représentation adéquate de dérivée temporelle du
parametre incertain est également abordé. Les exemples numériques ont permis de tester
la pertinence des approches proposées. Toutes nos simulations sont réalisées a partir de
MATLAB.
On peut conclure que 'utilisation des Fonctions de Lyapunov Dépendant des Parametres
dans les problemes étudiés, mene a une réduction significative du conservatisme des condi-
tions d’analyse de stabilité robuste et de synthese robuste.
Egalement, le recours a des approches de modélisation de la dérivée du parametre temps-
variant ; ou cette dérivée est indépendante de 'incertitude méme, apporte plus de liberté
lors de I'analyse ou synthese du systeme LPV en question et contribue a la convexification
du probleme.
Un autre point important a souligner est 'intérét de la parametrization des LMIs formu-
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lées, par un réel positif non nul. Ceci a permis le fait que les conditions avancées puissent
contenir bon nombre de conditions déja existant dans la littérature. Les approches que
nous présentons sont des cas généraux de problemes déja traités.

Pour terminer, nous mentionnons les perspectives suivantes pour notre travail :

- Nous avons traité dans nos travaux des systemes ou les incertitudes sont soit poly-
topiques soit affines. Il serait intéressant d’aborder des systemes a structures bornée
en norme rationnelles ou LFT...

- Egalement, nous avons pu établir des conditions d’analyse de performance Hy pour
systemes LPV, il serait intéressant d’aborder le probleme de synthese dans le méme
contexte.

- D’autre part, nous signalons que tout le travail réalisé dans le cadre de cette these
est dans le domaine continu. Une des idées serait d’étendre les résultats déja établis,
au domaine discret : formuler de nouvelles conditions d’analyse ainsi que proposer
de nouvelles approches de commande par retour d’état a gain scheduling pour ces
systemes. On pourrait se référer a comme point de départ les travaux de De Caigny
[DeCaigny et al., 2008], [DeCaigny et al., 2009], [DeCaigny et al., 2011]
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Annexe

A.1 Les Inégalités Matricielles Linéaires LMIs

A.1.1 Histoire des LMIs

[Boyd et al., 1994]
L’histoire des LMIs dans I’analyse des systemes dynamiques date depuis plus de 100
ans. L’histoire a commencé dans les années 1890, quand Lyapunov a publié ses travaux
introduisant ce que 1'on appelle de nos jours la théorie de Lyapunov. Il a montré que
I’équation différentielle

d
—a(t) = Aa(?) (A.1)

est stable (c’est a dire que toutes les trajectoires convergent vers zero) si et seulement
si il existe une matrice définie positive P tel que :

ATP+ PA <O (A.2)

La condition P > 0, ATP 4+ PA < 0 est ce que nous appelons maintenant ’'inégalité
de Lyapunov en P, qui est une forme particuliere de LMI.
Lyapunov a également montré que cette premiere LMI peut étre explicitement résolue. En
effet, nous pouvons choisir n’'importe quelle Q = Q7 > 0 puis résoudre 1’équation linéaire
ATP+ PA = —Q en P, qui est définie positive si le systeme (A.1) est stable. En résumé,
la premiere LMI utilisée dans I'objectif d’analyser la stabilité d’un systeme dynamique est
l'inégalité de Lyapunov (1.4).
L’étape qui a suivi fut en 1940 ou Lur’e, Postnikov et d’autres en 1'union soviétique ont
appliqué les méthodes de Lyapunov a certains problemes pratiques spécifiques en ingénie-
rie de controle, spécialement le probleme de stabilité d’'un systeme de controle avec non
linéarité dans les actionneurs.
Et méme si ils n’avaient pas formé explicitement des inégalités matricielles ,le critere de
stabilité qui leur est associé a la forme de LMIs. Nous pouvons ainsi dire que Lur’e et
ses associés étaient les premiers a appliquer les méthodes de Lyapunov aux problemes
pratiques d’ingénierie au controle. En effet les LMIs résultantes ont été réduites a des
inégalités polynomiales qui ont été résolues a la "main” (pour de petits systemes). S’en
est suivi apres, au début des années 1960, les travaux de Yakubovich, Popov, Kalman,
et d’autres chercheurs qui ont réussi a réduire la solution des LMIs posant le probleme
de Lur’e en un simple critere graphique, en se basant sur le lemme "positive real lemma
(PR)”. L’objectif principal était alors de démontrer comment résoudre une famille certaine
de LMIs par des méthodes graphiques. De certains travaux ayant démontré I'important

87



88 Annexe

role des LMIs en théorie de controle, on peut citer [Yakubovich, b], [Yakubovich, a] et
[Yakubovich, 1967]. Puis en 1970, les équations algébriques de Ricatti (ARE) devenaient
un outil remarquable de résolution des LMIs [Willems, ].

Les travaux se sont succédés par la suite et on mentionne qu’au début des années 1980,
il y eu un développement de la résolution des LMIs par ordinateur via la programma-
tion convexe [Pyatnitskii et Shorodinskii, 1982]. En fin des années 1980 (1988), Nestor et
Nemirovski développerent les algorithmes de point intérieur pour résoudre les LMIs.

articlesturm99.

A.1.2 Les Inégalités Matricielles Linéaires LMIs

[Boyd et al., 1994]
Une inégalité matricielle linéaire (en terminaologie anglo saxone Linear Matrix Inequality
(LMI)), a la forme suivante :

F(z)=Fy+ Y a;F; >0 (A.3)

i=1

Ol x € RM est la variable, et les matrices F; = FF' € RV ;i =0,.., N sont données.
Le symbole d’inégalité dans (A.3) signifie que F'(x) est définie positive, c’est a dire
uT'F(x)u > 0 pour tout v € RY non nul. Bien évidemment , la LMI (A.3) est équi-
valente a un ensemble de N inégalités polynomiales en z, cela veut dire que the leading
principal minors de F'(x) doivent étre positifs. Nous pourrons également rencontrer des
LMIs non strictes , de la forme :

F(z)>0 (A.4)

La LMI stricte (A.3) et la LMI non stricte (A.4) sont proches. Nous utilisons dans ce
mémoire les LMIs strictes de type (A.3). La LMI (A.3) est une contrainte convexe, c’est
a dire que l'ensemble {z | F'(x) > 0} est convexe. Méme si la LMI (A.3) parait avoir une
forme spécialisée, elle peut représenter une large variété de contraintes convexes en x.

En particulier, les inégalités linéaires, les inégalités quadratiques (convexes) et les contraintes
que 'on rencontre dans la théorie de controle, comme les inégalités de Lyapunov et les
inégalités quadratiques convexes, peuvent toutes étre transformées en la forme d’une LMI.

A.1.3 Les Inégalités Matricielles Linéaires LMIs paramétrées

[Apkarian et Tuan, 2000]

Une grande variété des problemes de la théorie de controle des systemes relevent de
la classe des Inégalités Matricielles Linéaires (LMIs); qui sont les LMIs dont les coef-
ficients dépendent de parametres appartenant a un ensemble compact. Ces LMIs sont
appelées Inégalités Matricielles Linéaires Paramétrées (PLMIs). Ce type de problemes,
méme si convexes, impliquent un ensemble infini de contraintes LMIs. La faisabilité
des LMIs paramétrées reste un probleme a haute complexité et est considéré comme
NP-hard. Des techniques de relaxation sont proposées pour traduire ce probleme en un
probleme LMI standard. L’une des techniques investiguées dans le but de résoudre des
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problemes LMIs en problemes LMIs conventionnels est la S-procédure. Dans cette ap-
proche, le ’scaling’ et les multiplieurs sont utilisés dans le but d’éliminer a la LMI la
dépendance en fonction du parametres. Néanmoins cette méthode pose un probleme, ce-
lui du conservatisme des conditions posées, ainsi que l'effort de calcul trés important.
L’axe d’application des LMIs est large et dépasse le domaine de la théorie de commande
robuste. Dans [Tal et Nemirovski, | et [Tal et Nemirovski, 1995], BEN-TAL et NEMI-
ROVSKI posent le fondement de la programmation robuste convexe et investissent sa
tractabilité théorique, en conjonction avec ’analyse de certains programmes convexes in-
certains génériques. Le méme ensemble d’idées est appliqué a un probleme de design de
topologies dans [Tal et Nemirovski, 1997]. Egalement, dans [Oustry et al., pear], les au-
teurs proposent une étude des propriétés de régularité des solutions de PLMIs utilisant la
S-procédure, et discutent ses implications pour un nombre de sujets comme : la program-
mation linéaire, I'interpolation polynomiale, la programmation entiere... Des techniques
alternatives sont développées dans [Tuan et Apkarian, 1998] utilisant ainsi soit des ap-
proximations convexes soit représentations d.c. (difference convex).

A.2 Les lemmes et outils mathématiques

A.2.1 Complément de Schur

Soit :
A B
- (48) s
avec A et B inversible. On a :
A B A>0 e D—-—CA'B>0
(C D>>0 <=> {pso e a—BDIC>0 (A.6)

A.2.2 Le lemme de Finsler

L’utilisation de ce lemme dans le cadre de notre travail, contribue a l'introduction de
variables additionnelles permettant de réduire le conservatisme engendré par les conditions
proposées au préalable.

Lemme A.2.1. Soient des matrices Q = QT € R et R € R™*™, tel que rang(R) < n.
Les expressions suivantes sont équivalentes :

i) REQR, < 0 ot R, représente le complément orthogonal de R
it) 3Xe R tel que :

Q+XR+R'XT <0 (A7)

A.2.3 Lemme de projection

Lemme A.2.2. Etant donnée une matrice U € R™*™ et deuz matrices symétriques P, ()
de dimensions en colonnes m, il existe X tel que la LMI suivante est vérifice :
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U+ PTXTQ+QTXP <0 (A.8)

Si et seulement si les inégalités de projection sont satisfaites.
NJUN, < 0; NoUN <0 (A.9)
Ou N, et Ng désignent arbitrairement les bases des noyauz de P et () respectivement.

Le lemme de projection permet de démontrer les résultats suivants :

A.2.4 Lemme dérivant du lemme de projection

Lemme A.2.3. Soit ® une matrice symétrique, et N, M des matrices de dimensions
appropriées. Les hypotheses suivantes sont équivalentes :
i) <0 et

d+NM"+ MNT <0 (A.10)

i) Il existe une matrice D tel que :

P M+ ND
( MT + DTNT —D— DT ) <V (A.11)

A.3 Rappel des théorémes pris d’autres articles

A.3.1 Théoreme 2 dans ([Xie, 2005])
Soit le systéeme LPV polytopique donné par (A.12) :
z(t) = A(0(t))x(t) + B(O(t))w(t)
z(t) = C(0(1))=(t)

Le systeme est stable et sa norme H, est inférieure a une valeur donnée de o tel que le
théoreme suivant (A.3.1) est vérifié.

(A.12)

Théoreme A.3.1. Etant donné le systéme (A.12); son cout Hy guarani est inférieur a
une valeur donnée de o s’il existe une matrice symétrique définie positive P;, des matrices
Wi, Py, Q; et un scalaire positif r > 0 satisfaisant :

AiQ;+ QTAT + Py P —QF +71AQ; B;

P, —Q;+ TQ?A;TF —r(Q; + Q;‘F) 0 <0 (A.13)
BT 0 1
Q+QF - P QicT
( .0, W, >0 (A.14)
Trace W; < o? (A.15)

i=1,.N; j=1,..N et k=1,..N
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A.3.2 Théoréme 2 dans ([Cao et Lin, 2004])

Soit le systeme donné par (A.16) :

#(t) = AB(t))z(t) + BO®))u(t) (A.16)

Ou A(0(t)) et B(O(t)) ont des structures polytopiques.
AB] = [AO)B(O)] : [AO)BO)] = S 0[AB], 6;>0,3 6 =1 (A.17)
Une condition de stabilisabilité robuste est donnée par le théoreme (A.3.2).

Théoreme A.3.2. Le systéme incertain (A.16) est robustement stabilisable dans le do-
maine incertain (A.17) s’il existe des matrices X1; > 0, Xo et Y telles que :

( XJAT + Ao + Y'Bl + BY +uiXy  (2,1)" ) (A.18)

AXo+ BY — Xy + X7 — X, — XT

Pour tout i € [1,7]. Le gain stabilisant par retour d’état est donné par : F =Y X, !

A.3.3 Théoréme 3 dans ([Cao et Lin, 2004))

Nous considérons toujours le systeme (A.16) avec A(6(t) et B(0(t)) a structures affines.
Nous considérons que le parametre 6 et son taux de variation 6 vérifient :

0, (A.19)

Et :

Une condition de stabilité robuste est donnée par le théoreme (A.3.3).
Théoreme A.3.3. Le systéme incertain (A.16) est affinement quadratiquement stable

dans le domaine incertain (A.19)-(A.20) si et seulement s’il existe r+1 matrices Pyo, Pi1, ... Py, Ps
et Py telles que :

Pl(U) :P10+’U1P11+...UTPT >0 <A21)
- Lo(U) + Pl(w) — P10 (27 1)T
Lv,w) = ( PTA(v) + P,(v) — P, —P3— PF (A.22)
Pour tout (v,w) €V, Wo :
Lo(v) = AT(v) Py + P A(v) (A.23)
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A.3.4 Théoréme 4 dans ([Cao et Lin, 2004])

Théoréme A.3.4. Le systéme incertain (A.16) est affinement quadratiquement stabili-
sable dans le domaine incertain (A.19)-(A.20) s’il existe r+1 matrices X9, X11, ... X15, X2
et Y telles que :

X+ X+ .o+ 0. X, >0 (A.24)
Lo+ X1 (w) — X1 (2,7
( A(W) Xy + B)Y + X3 (v) — XTI —X, — x7 ) <Y (A.25)

Pour tout (v,w) €V, Wo :

Lo = XTAT(v) + A(v) Xy + B(v)Y + YT B(v) (A.26)

Le gain stabilisant par retour d’état s donné par F =Y X, !
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