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COMMANDE DE DRONE MINIATURE
A VOILURE TOURNANTE

PRESENTATION

Ce document présente les travaux réalisés dans le cadre de ma these et qui concernent la
commande de drone miniature a voilure tournante. L’objectif de ces travaux est de proposer
et d’étudier des méthodes de commande pour le guidage-pilotage de ce type de véhicule,
pouvant permettre une automatisation de leur vol en présence de perturbations aérologiques
ou lorsque 'état du systeme n’est pas entierement mesuré. Une attention particuliere sera
portée a I'analyse de la stabilité des approches proposées, lorsque celle-ci est possible.

De nombreuses approches de commande prédictive pour des drones miniatures peuvent
étre recensées dans la littérature. Cependant, I'utilisation d’un modele réellement représentatif
de la dynamique d'un véhicule a voilure tournante, et 'analyse de la stabilité du systeme
bouclé par un controleur prédictif synthétisé a partir de ce modele, n’ont, a notre connais-
sance, pas été abordées simultanément. A ce titre, nous proposons et étudions ici plusieurs
algorithmes de commande prédictive (commande prédictive adaptative, commande prédictive
contractante) permettant la synthese de lois de guidage-pilotage pour un modele non linéaire
a six degrés de liberté, et garantissant la stabilité du systeme bouclé.

Nous nous intéressons également a la synthese de lois de commande dans le cas ou seuls
les positions et les angles d’attitude du véhicule sont mesurés. Pour ce cas, correspondant
a certaines utilisations pratiques ou expérimentales d’un drone miniature, des techniques de
commande avec acces partiel a ’état ou utilisant des observateurs peuvent étre appliquées.
Afin de réaliser un compromis entre ces deux classes d’approches, compromis permettant de
bonnes performances du systeme bouclé et une réduction de la complexité de la méthode
utilisée (temps de calcul, analyse de la stabilité), nous proposons ici une méthode de synthese
par fonction de Lyapunov basée sur I'introduction d’états virtuels au sein de la dynamique
du systeme.

Notre contribution réside également en l’analyse de la stabilité d’une approche de com-
mande hiérarchique par la théorie des perturbations singulieres.

Ce document est composé de trois parties. La premiere consiste en une introduction
au probleme de commande d'un drone miniature a voilure tournante, ainsi qu’a ’analyse
d’une stratégie de commande particuliere : la commande hiérarchique. Les parties suivantes
s’articulent autour des deux classes d’approches précédemment évoquées pour la synthese
de lois de commande : la commande prédictive, puis la synthese de lois de commande non
linéaires via une analyse par fonctions de Lyapunov dans le cas ou les vitesses du véhicule
ne sont pas mesurées.
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Premiere partie

Introduction a la commande des
drones miniatures a voilure tournante






Contenu de la Partie 1

Cette Premiere Partie présente le concept de drone miniature a voilure tournante ainsi
que les problématiques liées a la réalisation d’'une commande permettant d’automatiser ce
type de véhicule. Nous y présenterons le modele qui sera utilisé dans la suite de cette étude,
ainsi que les principales méthodes de commande existant dans la littérature. Enfin, nous
nous intéressons plus particulierement a la commande hiérarchique et présenterons le cadre
théorique permettant de développer des lois de guidage-pilotage, puis d’analyser la stabilité
du systeme bouclé par ce type d’approche.

L’organisation de cette partie est la suivante :

Le Chapitre 1 consiste en une introduction générale sur les drones et plus parti-
culierement sur les drones miniatures a voilure tournante. Nous en présenterons les ap-
plications et les configurations de véhicules les plus répandues. Les notions d’autonomie et
d’automatisation du véhicule y seront également abordées.

Dans le Chapitre 2, nous nous intéresserons a la maniere dont peut étre réalisé un
systeme de décision et de commande d’un drone miniature. Nous introduirons a ce titre les
notions de navigation, guidage, pilotage. Nous présenterons ensuite le modele qui sera utilisé
pour la synthese d’algorithmes de guidage-pilotage et nous dresserons un état de 'art des
diverses stratégie de commande employées dans la littérature. Nous nous intéresserons plus
particulierement a 1'une d’entre elles, la commande hiérarchique, et présenterons le cadre
formel permettant la synthese de lois de commande, puis I’analyse de la stabilité du systeme
bouclé par la théorie des perturbations singulieres. Enfin, la mise en application de cette
stratégie de commande sera détaillée dans le cas de la stabilisation du véhicule autour d'un
point fixe, puis dans le cas du suivi d'une trajectoire de référence.






Chapitre 1

Les drones miniatures a voilure
tournante
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1.1. DES PREMIERS DRONES AUX DRONES MINIATURES CHAPITRE 1.

1.1 Des premiers drones aux drones miniatures

L’apparition des premiers drones, véhicules volants sans pilote humain a bord, date de la
fin de la seconde guerre mondiale. Tout d’abord principalement utilisés comme cibles mili-
taires pour I'entrainement au combat (drone cible CT.41 Nord Aviation en 1957), ils furent
ensuite employés pour des missions de reconnaissance dans les années 1960 (drones Firebee
et Lightning Bug). Leur utilisation pour des missions de surveillance s’est ensuite répandue
lors de nombreux conflits. Depuis, de nombreux drones ont été développés, et leur usage a
des fins civiles a également débuté.

Selon la nature du véhicule, on distingue plusieurs classes de drones :

— les drones Haute Altitude Longue Endurance (HALE), tels que le Global Hawk (Nor-
throp Gumman), de la taille d’'un avion de ligne et volant & des altitudes pouvant
atteindre 20km pour un rayon d’action de plusieurs milliers de kilometres,

— les drones Moyenne Altitude Longue Endurance (MALE), tels que le Eagle 1 (EADS)
ou le Predator (General Atomics), d’envergure de 'ordre d’une dizaine de metre et
volant a des altitudes comprises entre bkm et 12km pour un rayon d’action allant
jusqu’a 1000km,

— les drones de combat (UCAV Unmanned Combat Air Vehicles), tels que le nEUROn
ou le X-45 (Boeing), congus pour des missions d’attaque,

— les drones tactiques, tels que le Sperwer (SAGEM) ou le Aerostar (Aeronautics Defense
Systems), utilisés pour des missions de reconnaissance ou de supervision du champ de
bataille et volant a une altitude comprise entre 200m et 5km, pour un rayon d’action
de 30 a 500km,

— les drones miniatures, tels que le Hovereye (Bertin Technologies) ou le Dragon Eye
(AeroVironment) dont la dimension maximale n’excede pas le metre

— les micro drones, tels que le PicoFlyer (Proxyflyer), dont la dimension maximale
n’excede pas 15cm

Fic. 1.1 - Exemple de drones (1/2) : Global Hawk (a gauche), Eagle 1 (au centre) et Sperwer
(& droite)

Le véhicule ne constitue cependant qu'une partie d’un ”systeme de drone” qui est en effet
composé d’un vecteur aérien (véhicule), mais également d’une station sol et d’un systéme de
liaison de données entre la station sol et le véhicule. La station sol permet aux opérateurs de
superviser la mission du drone, de lui fournir de nouvelles consignes, mais aussi d’acquérir
et visualiser les données issues du véhicule et de ses charges utiles.

Des progres technologiques récents ayant permis la miniaturisation du véhicule, des équipements
embarqués nécessaires a son automatisation ainsi que des charges utiles, la réalisation d'un

12



CHAPITRE 1. 1.2. DE NOMBREUSES APPLICATIONS

F1G. 1.2 — Exemples de drones (2/2) : Dragon Eye (a gauche), Hovereye (au centre) et
PicoFlyer (a droite)

drone miniature est devenue possible a partir de ”composants pris sur étagere” et/ou de
véhicules de modélisme du commerce. Cette possibilité de réalisation a ”bas cotut” contribue
a l'intérét croissant que suscite cette nouvelle classe de véhicules.

Dans ce document, nous nous intéresserons plus particulierement aux drones miniatures a
voilures tournantes. Contrairement aux véhicules de type "avion”, pour lesquels la propul-
sion et la sustentation sont réalisées séparément (réacteur ou hélice, et voilure fixe), les
véhicules a voilure tournante utilisent le méme organe pour la propulsion et la sustentation
(rotors). Grace a cette particularité, ce type de drone miniature est capable d’atterrissage
et de décollage vertical, ainsi que de vol stationnaire ou quasi-stationnaire, ouvrant un large
champ a de nouvelles applications.

1.2 De nombreuses applications

L’utilisation des drones miniatures est encore limitée a ce jour, essentiellement a cause
des réglementations restreignant ou interdisant leur utilisation au sein de l’espace aérien.
Néanmoins, le nombre d’applications envisageables pour ce type de véhicule, ainsi que
Iintérét qu’il suscite chez de nombreux industriels, permet d’espérer un futur assouplis-
sement de cette réglementation. Ces applications relevent tant du domaine civil que militaire.

Les applications militaires potentielles sont, par exemple, I'aide au fantassin, la reconnais-
sance de zones a risques, la cartographie de régions ou de batiments, la localisation de
victimes lors de conflit, etc. Equipé d’une caméra, le véhicule réalise alors une fonction d’oeil
déporté. L’absence d’humain a bord permet son utilisation dans des contextes dangereux ou
la perte du véhicule peut étre envisagée, d’autant plus facilement que son cotut est bas. La
faible taille du véhicule peut de plus rendre possible son utilisation par une seule personne,
et faciliter ainsi son transport dans des zones de conflit. Enfin, la capacité de décollage et
d’atterrissage vertical autorise un déploiement rapide depuis des zones tres restreintes.

Dans le domaine civil, les applications sont nombreuses : localisation de victimes lors de
catastrophes naturelles, surveillance en milieu urbain, analyse ou collecte d’échantillons en
atmosphere polluée, exploration de zones contaminées, supervision du trafic routier, prises
de vues de batiments ou d’ouvrages d’art pour la maintenance, épandage agricole, inspec-
tion de lignes électriques ou de voies ferrées, etc. Le drone est principalement utilisé dans
sa fonction d’oeil déporté, pour laquelle la capacité de vol stationnaire est mise a profit, et

13



1.3. DIFFERENTES CONFIGURATIONS DE VEHICULES CHAPITRE 1.

pour des missions difficiles d’acces pour 'homme ou dans des milieux dangereux pour lui
(sites pollués ou irradiés).

Les drones miniatures a voilure tournante trouvent également leur place comme plateformes
expérimentales peu onéreuses et faciles a mettre en oeuvre. Ils servent ainsi a mettre en
pratique et a illustrer par 'expérience des travaux de recherche dans les domaines de la
robotique, de I'automatique, du traitement du signal, de l'informatique temps réel, de la
vision, etc.

1.3 Différentes configurations de véhicules

Il existe de nombreuses configurations de véhicules de drones miniatures a voilure tour-
nante, suivant le nombre de rotors, leur position et la présence ou non d’autres actionneurs.
Les configurations de véhicules les plus courantes sont ici présentées.

1.3.1 Hélicoptere classique

Le véhicule est un hélicoptere classique, a échelle réduite, doté d’un rotor principal et
d’un rotor de queue. Un plateau cyclique permet de faire varier le pas des pales du rotor
principal et de piloter le véhicule en tangage et roulis. Le rotor principal assure également
la fonction de sustentation. Le rotor de queue joue un role d’anticouple, afin d’annuler le
couple de réaction en lacet créé par le rotor principal. Le pilotage en lacet se fait donc en
faisant varier le pas collectif du rotor de queue.

Ce type de configuration présente I'avantage de pouvoir exploiter les résultats des travaux
réalisés pour les hélicopteres classiques en terme de modélisation et de commande.

F1a. 1.3 — Hélicopteres Yamaha RMAX (Onera - projet Ressac) (a gauche) et Micro Star (a
droite)

1.3.2 Double rotor contrarotatif

Le véhicule est équipé de deux rotors coaxiaux tournant dans des sens opposés. Le pilotage
en lacet se réalise par différence de rotation des deux rotors. Ces deux rotors peuvent étre
équipés de plateaux cycliques, ou étre a pas fixe et commandés en vitesse de rotation. Dans
ce dernier cas, des volets peuvent étre disposés sous les deux rotors afin de dévier le flux
d’air et de commander le véhicule en tangage et roulis.
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CHAPITRE 1. 1.3. DIFFERENTES CONFIGURATIONS DE VEHICULES

Fic. 1.4 — Drone Auryon de 'UTC

1.3.3 Rotor a pas fixe caréné et volets

Le véhicule est equipé d’un rotor principal a pas fixe assurant la sustentation. Des volets
sont disposés dans le flux d’air afin de réaliser la commande en tangage roulis. La stabilisation
en lacet est assurée par un étage anticouple.

F1G. 1.5 — Le drone iSTAR d’Allied Aerospace (& gauche) et le Polydrone de Polytech’Orléans
(a droite)

1.3.4 Quadrirotor

Le véhicule est équipé de quatre rotors disposés en croix. Les rotors avant et arriere
tournent dans le sens contraire des rotors latéraux. Les rotors étant a pas fixe, le pilotage en
tangage roulis lacet est réalisé par différence de vitesse de rotation, selon le schéma de principe
présenté en Figure 1.7. La simplicité mécanique de ce véhicule en fait une configuration tres
abordable pour la réalisation de plateformes expérimentales a faible cotit.

F1c. 1.6 — Le X4 Flyer du CEA LIST (a gauche) et le CPX4 (challenge minidrones ONERA
DGA)
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1.3. DIFFERENTES CONFIGURATIONS DE VEHICULES CHAPITRE 1.

tangage

roulis

lacet

F1G. 1.7 — Pilotage d’un quadrirotor par différence de vitesse de rotation des rotors

1.3.5 Convertibles

Les drones convertibles cumulent les avantages de I'avion et de 'hélicoptere : décollage et
atterrissage vertical, vol stationnaire, vol d’avancement rapide et économique. La transition
entre ces deux phases de vol peut se réaliser par basculement complet du véhicule lorsque
celui-ci est équipé d'un rotor surmontant un voilure (Vertigo de Supaéro), ou uniquement
par basculement de ses rotors lorsque ceux-ci sont disposés sur des nacelles pivotantes (Eagle
Eye de Bell). Ce type de configuration est encore peu répandue pour les drones miniatures
du fait de la complexité de la phase de transition.

F1G. 1.8 — Drones Vertigo de Supaéro (a gauche) et Eagle Eye de Bell (a droite)
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CHAPITRE 1. 1.4. AUTONOMIE ET AUTOMATISATION

1.3.6 Autres configurations

Il existe d’autres configurations de drones miniatures a voilure tournante, pour lesquelles
le nombre et la disposition de rotors varie d’un concept a ’autre : trirotor, rotors pour la
sustentation et rotors d’avancement, etc.

F1a. 1.9 — Trirotor de 'UTC Heudiasyc (a gauche), Satoorn de Supaéro (au centre), uDrone
de PENSMM (a droite)

1.4 Autonomie et automatisation

La différence entre un modele réduit et un drone miniature réside dans le degré d’au-
tomatisation et d’autonomie du véhicule. L’autonomie consiste en la faculté du véhicule a
réaliser une mission donnée, sans intervention extérieure, en prenant lui méme des ” décisions”
suivant les événements rencontrés, et ce afin d’atteindre des objectifs fixés. Pour que cette
autonomie soit possible, le mouvement du véhicule doit pouvoir étre géré de maniere automa-
tique, permettant ainsi également le déplacement du drone en dehors du champ de vue d’un
opérateur. Un niveau intermédiaire d’automatisation peut éventuellement étre développé,
afin de permettre a un pilote humain de diriger le véhicule avec des ordres de haut niveau
uniquement (commande cartésienne selon les axes de translation par exemple).

La réalisation de ce degré d’automatisation nécessite le développement d'un systeme de com-
mande remplacant les actions d’un pilote humain. C’est ce systeme de commande qui sera
I'objet de notre étude dans la suite de ce document.

17






Chapitre 2

Commande des drones miniatures a
voillure tournante
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2.1. SYSTEME DE DECISION ET DE COMMANDE CHAPITRE 2.

2.1 Systeme de décision et de commande pour un drone
miniature

Quel que soit le type de configuration sélectionné pour le véhicule, un systeme de com-
mande et de décision doit étre développé afin de permettre son utilisation sans intervention
humaine, ou uniquement avec des interventions de haut niveau.

2.1.1 Navigation, Guidage, Pilotage

La mission que l'on souhaite faire exécuter au drone peut étre définie de différentes
manieres. Avec une description de haut niveau, celle-ci peut, par exemple, étre représentée
en terme d’objectifs, de ressources et de contraintes de priorités ou de criticités différentes.
Plus simplement, la mission peut également étre décrite en spécifiant des points de passage
pour le véhicule. Cette paramétrisation de la mission peut étre définie avant son exécution
puis mise a jour en ligne par un opérateur ou un systeme de supervision. Un algorithme de
planification et de génération de trajectoire est alors utilisé pour déterminer, a partir de la
paramétrisation de la mission, une trajectoire de référence a suivre, ou plus simplement des
points de passage.

Pour permettre au véhicule de suivre cette référence, des algorithmes de guidage-pilotage
sont employés afin de calculer les commandes a appliquer aux actionneurs, remplacant ainsi
I’action d’un pilote humain. L’algorithme de guidage est dédié a la stabilisation de la dy-
namique de translation (convergence du centre de gravité du véhicule vers la référence). Il
permettra également de définir une consigne pour l'algorithme de pilotage chargé quand a
lui de commander les mouvements du véhicule autour de son centre de gravité (dynamique
de rotation).

Pour le calcul de ces commandes, ’état du véhicule (positions, vitesses, angles d’attitude,
vitesses de rotation) peut étre reconstitué a partir des mesures délivrées par les instruments
et capteurs embarqués a bord du véhicule (centrale inertielle, GPS, caméras, etc. ). Cette
fonction est réalisée au sein de la ”brique” navigation.

Un algorithme de localisation peut également étre développé afin de déterminer la position
relative du véhicule par rapport a son environnement. Ces informations de localisation et de
navigation sont utilisées pour la génération de la référence ainsi que pour le guidage pilotage.

Ce systeme hiérarchique de décision et de commande est représenté en Figure 2.1.
Dans ce document, on s’'intéressera plus particulierement a la réalisation des fonctions gui-

dage et pilotage. D’une manieére générale, la brique regroupant ces deux fonctions sera aussi
)
désignée sous le nom de "commande” du véhicule.

2.1.2 Commande des drones miniatures : les premiers travaux

On peut considérer que les premiers travaux traitant des problématiques associées a la
commande des drones miniatures a voilure tournante, ont été réalisés dans le cadre de la
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CHAPITRE 2. 2.1. SYSTEME DE DECISION ET DE COMMANDE

Paramétres de mission
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Fi1G. 2.1 — Guidage pilotage navigation

commande d'un modele décrivant, dans le plan, la dynamique d’'un avion a décollage et at-
terrissage vertical (PVTOL). Ce modele non linéaire, introduit dans [52], est sous-actionné
(nombre de commandes inférieur au nombre de degrés de liberté) et & déphasage non minimal
(dynamique des zéros instable). Ces caractéristiques en ont fait un exemple académique tres
répandu pour 'application de nombreux travaux de commande non linéaire [2, 21, 71, 77].

Ce sont ces méme caractéristiques qui contribuent a susciter un intérét académique im-
portant pour la commande des drones miniatures a voilure tournante. Les problématiques
soulevées par la sensibilité de ces véhicules aux perturbations aérodynamiques, ainsi que par
le faible nombre de capteurs et de puissance de calcul embarquables, participent également
a cet engouement.

De nombreuses méthodologies ont ainsi été appliquées pour la commande des drones minia-
tures. Nous ne traiterons pas ici des techniques de commande directement basées sur ’'obser-
vation du comportement d’un pilote humain ou le recueil de données issues d’expérimentations
en vol. Des références sur ce sujet peuvent étre trouvées dans [86]. Nous nous intéresserons
ici aux approches de commande basées sur une représentation de la dynamique du véhicule.
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2.2. MODELISATION CHAPITRE 2.

Une maniere de modéliser cette dynamique est présentée en section suivante.

2.2 Modélisation des drones miniatures a voilure tour-
nante

2.2.1 Différents niveaux de modélisation

Une modélisation fine d’un drone miniature a voilure tournante est complexe et requiert

la connaissance de I’aérodynamique du véhicule, de ses caractéristiques mécaniques ainsi que
de la dynamique des actionneurs. Cette modélisation nécessite également un travail spécifique
a chaque configuration de véhicule étudié : quadri rotor [90], rotor caréné avec volets [87],
hélicoptere classique [94], etc.
Cependant, la description de la dynamique d’un drone miniature a voilure tournante peut se
faire d’'une maniere générale par décomposition en plusieurs niveaux [64, 63| : dynamique des
actionneurs, dynamique des rotors (et volets), génération des forces et moments résultants,
dynamique du solide (cf Figure 2.2). Au cours de cette étude, nous ne considérerons que le
dernier niveau de modélisation (dynamique du solide) qui est le seul dont la représentation
peut étre commune a toutes les configurations de véhicules. Nous présenterons cependant,
pour plusieurs configurations de véhicules, la maniere de prendre en compte les interactions
actionneurs / dynamique du solide.

Dynamique drone miniature

Dynamigue
actionneurs ] Géneération
Dynamique force et couple )
U np Totors résultants Dynamigue
1 ,@ )/ (et volets) du solide
m m; F
- I o
; o ot Position
Tenzions de - Ul o N i J B L, WVitesse
cortrande sy o - ! . ! ! 8 Angles dattituds
' iomi i -y i i A Vitesses de rotation
8 | e i
© | | !

Pas cycliques rotors
Paz collectifs rotors
Witesses rotation rotors
{Inchnaison volets)

Fores Force résultante
Couples Couple résultant

F1G. 2.2 — Différents niveaux de modélisation

2.2.2 Description du mouvement du drone

Le véhicule est assimilé a un corps rigide de masse m et de centre de gravité G. On notera
I son tenseur d’inertie.
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CHAPITRE 2. 2.2. MODELISATION

Afin de décrire le mouvement du drone, deux reperes sont définis :

e Un repere inertiel (Z) lié a un point origine O et & une base {ej, ez, e3} ol ez pointe
vers le centre de la Terre. (cf Figure 2.3) Ce repere est supposé galiléen.

e Un repere véhicule (B) lié au centre de gravité G du drone et a une base {el{,eg,eg}
ott €} définit 1'axe longitudinal du véhicule et pointe vers 'avant de celui-ci, e} définit 1’axe
latéral du véhicule et est orienté vers la droite de celui-ci, €} définit I’axe vertical du véhicule
et pointe vers le bas. (cf Figure 2.3)

F1G. 2.3 — Reperes utilisés pour décrire le mouvement du drone

Le passage du repere (Z) vers le repere (B) est réalisé par trois rotations successives (cf
Figure 2.4 :
— une rotation d’angle 1 (angle de lacet) autour de I'axe e3 qui transforme {ej, e, €3} en
{€l, ey, e = e3}. Cette rotation est représentée par la matrice

Cy Sy 0
R.()=| —sp ¢y O (2.1)
0 0 1

ol les notations trigonométriques suivantes sont utilisées : Va € R, ¢, = cosa, s, =
sin «.

— une rotation d’angle 6 (angle de tangage) autour de 'axe €}, qui transforme {e/, €}, €5}
en {e], e} = e, e4}. Cette rotation est représentée par la matrice

Coy 0 —Sp
RM)=1]0 1 0 (2.2)
se 0 ¢y

— une rotation d’angle ¢ (angle de roulis) autour de I’axe €/ et qui transforme {ef, €}, ¢/
en {e} = ef,eb, e} }. Cette rotation est représentée par la matrice

1 0 0
R(@)=|0 ¢ s (2.3)
O —S¢ C¢
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F1G. 2.4 — Rotations successives définissant les pseudo angles d’Euler

La matrice de rotation qui transforme {ej, ez, e3} en {e’{, el eg} est donnée par

(2.4)

La matrice de rotation R,,, est un élément du groupe spécial orthogonal SO(3) et vérifie

det(Rzyx) =1 (Rzyac)_l = (RZWC)T

(2.5)

Pour un vecteur u donné, on note [u]; ses coordonnées dans (Z) et [u], ses coordonnées dans
(B). Le changement de coordonnées entre ces deux écritures est donné par les relations

[U]B = Rzyx(@b, 97 ¢) [U]I
[uly = (Reya (1,0, 0))" [uls

Dans la suite, on notera R la matrice d’orientation définie par

R = (Rzyx(¢> 97 ¢))T

soit :
Co Cy S¢ So Cyp — C¢ Sy Cp S Cy 1 S¢ Sy
R = Co Sy S¢ So S¢+C¢ Cy Cp So Syp — S¢ Cyp
—Sp S¢ Co Cy Co

et les expressions suivantes de changement de repere :
T
[ulp = R [ul7

[ul; =R [U]B

(2.6)
(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Pour décrire le mouvement en translation du centre de gravité G du drone, on notera

=z y 2"
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CHAPITRE 2. 2.2. MODELISATION

sa position dans le repere inertiel (Z) et
v=T[v, v, wv]" (2.13)

sa vitesse linéaire dans (Z). Pour décrire le mouvement de rotation du véhicule autour de
son centre de gravité G, on utilisera les pseudo angles d’Euler en roulis (¢), tangage () et
lacet (1) précédemment définis. Le vecteur vitesse de rotation instantané sera noté

Q=|w, w, w] (2.14)

dans le repere (B).

2.2.3 Bilan des forces et moments appliqués
Bilan des forces

On suppose que le drone est soumis aux forces suivantes :

e [, : poussée générée par la propulsion du drone
e F, : résultante des forces aérodynamiques, pouvant étre décomposée en :
F, : composante de trainée, issue des frottements avec la masse d’air
F, : composante de portance, assurant la sustentation du drone
e mges : poids du drone (ou la constante g représente 1'accélération de la pesanteur)
e [, : résultante des forces extérieures de perturbation aérodynamique (vent, rafale)

Pour un drone miniature a voilure tournante évoluant dans un domaine de vol proche du
quasi-stationnaire, on peut supposer que la composante de portance est prédominante sur
celle de trainée. Cette derniere étant proportionnelle au carrée de la vitesse relative (différence
entre la vitesse du drone et la vitesse de la masse d’air), celle-ci peut en effet étre négligée
devant la composante de portance pour des faibles vitesses, et 'on peut alors formuler ’hy-
pothese suivante [49] :

Hypothese 1 Pour un drone miniature a voilure tournante évoluant dans un domaine de
vol proche du quasi-stationnaire, on suppose que la résultante des forces aérodynamiques et

de poussée est selon 'aze €5.

Sous cette hypothese, la résultante des forces aérodynamiques et de poussée peut étre notée
dans (Z) par

F, + F, = =T Reg (2.15)
avec
T =B+ £l (2.16)
On notera F' la force
F = F,+ F, + mges (2.17)
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Bilan des couples et moments

Les moments et couples appliqués au drone sont les suivants :

e [y : couple de commande réalisé par les actionneurs du drone

e [’y : couple généré par les phénomenes aérodynamiques et gyroscopiques produits

par la rotation des rotors

e M., : moment engendré par la résultante des forces extérieures de perturbation aérodynamique
(vent, rafale)

La génération du couple de commande I'y, par les actionneurs du véhicule, induit 'apparition
de forces supplémentaires appliquées au drone [25, 74]. Ces forces peuvent étre modélisée
sous la forme RYT';, ot la matrice ¥ € R3*3, lie & la géométrie du véhicule, représente le
couplage entre la dynamique de rotation et la dynamique de translation [23, 74].

On notera I' le couple défini par

2.2.4 Modele dynamique

L’obtention de la représentation dynamique du drone est détaillée dans les paragraphes
suivants.

Relation cinématique sur la position

Dans le référentiel (Z), la vitesse du centre de gravité G du drone est définie par la
relation cinématique

(va), = % {OAG}I (2.19)

soit, avec les notations précédemment introduites :

v=_¢E (2.20)

Application du principe fondamental de la dynamique

L’application dans (Z) du principe fondamental de la dynamique s’écrit

d
pr {m(ve);}, = Fres (2.21)

ou F,., représente la résultante des forces appliquées au solide. Dans notre cas, cette relation
peut s’écrire dans (Z) sous la forme

mi = F + RSDy + Fu,y = —T Res + mges + RET) + Fo (2.22)
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Relation cinématique sur ’orientation

La dérivée d’'un vecteur de base ¢ du référentiel (B) est donnée par
d
7 {et}. = Qum); x (), (2.23)

ol 6(3/1) est le vecteur vitesse de rotation instantanée du référentiel (B) par rapport au
référentiel (Z) et ot x dénote le produit vectoriel usuel entre deux vecteurs de R3.

Dans notre cas, la matrice d’orientation R peut s’écrire en fonction des vecteurs de base de
la maniere suivante :

R=[(e}); (e3); (€3)] (2.24)
d’ou I'expression de sa dérivée
. d d d
R= | o), S, e (225)
et en utilisant (2.23) : '
R=Qum): x [(e): (e3); (e3)s] (2.26)

Pour tout vecteur a de R3, on définit la notation a, utilisée pour représenter de maniére
matricielle le produit vectoriel du vecteur a avec un autre vecteur donné : Vb € R?, a, b = axb.
Avec cette notation, I’équation (2.26) devient :

R = (RO)«R (2:27)

En utilisant les propriétés (RQ)x = RQ x RT et RT = R, on obtient finalement I’équation
cinématique

R = RQ, (2.28)
avec
0 —wr wy
Q=] wp 0 —w (2.29)
—Wg Wy 0

Application du théoreme des moments

Le théoreme des moments appliqué au solide dans le référentiel (Z) s’écrit

d
% {[Q(B/I)}I - (MTes)I (230)

o M,..s est le moment des forces appliquées au solide ramené au centre de gravité G.
Avec les notations introduites, on a

d d . . .
—{100n}, = < (RIQ) = RIQ + RIQ = RO, IQ+ RIQ (2.31)
et
(MTES)I = R(M’/‘es)g (232)
En combinant les équations (2.31) et (2.32), et en multipliant a gauche par R :
Qe IQ 4 IQ = (M), (2.33)

Soit, dans notre cas :

IQ=—-Q IQ+ T + M.y (2.34)
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Représentation d’état

En regroupant les deux équations cinématiques (2.20) (2.27) et les deux équations dyna-
miques (2.22) (2.34), on obtient la représentation d’état suivante :

E=v

mi = F + RET + F.u,
. (2.35)
R=RQ,

IN=—-QI0+T + M.,

Ce systeme est a déphasage non minimal car le terme de couplage RYI'; est responsable
d’un phénomene d’instabilité de la dynamique de zéros [52, 64]. La présence de ce terme
rend difficile la synthese d’'une loi de commande et peut provoquer 'oscillations de certains
états internes du systeme bien que d’autres, considérés comme sorties, soient stabilisés.
Pour certaines configurations de véhicules, ce probleme peut étre écarté. Il a ainsi été montré
dans [89], pour le cas particulier d'un véhicule disposant de rotors carénés et de gouvernes,
que si 'on controle un point virtuel déporté sur I’axe de I'engin, au lieu de son centre de
gravité, ce phénomene de dynamique des zéros disparait. Dans le cas d'un quadrirotor, ce
terme de couplage est théoriquement nul (X = 0).

D’une maniere générale, le terme de couplage RYI'; est ignoré pour la synthese de lois
de commande (3 = 0). Une analyse de la robustesse peut étre réalisée ensuite en réinjectant
ce terme (X # 0). On considere ainsi le systeme

4 SZU
1 1
7j:_*F—i__*Feg:t
. m m
R= ROy
\[Q:—QX[Q"‘F‘i‘Mext

(2.36)

dont I’état peut étre représenté par le vecteur

x=[ o7 " QT]T (2.37)
avecn =[p 0 ]
Les commandes sont la force F' et le couple T'.

Sous I’hypothese 1, on utilise (2.15) pour obtenir le modele

( 5 -

. 1 1

v = __TR€3 +ges + — Flet
m m

R =RQ,
LIQ = —QuIQ+T + My,

(2.38)

ou les commandes considérées sont alors le scalaire 7 et le couple I'.
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Ce systeme est sous-actionné puisqu’il dispose d’'un nombre de commandes inférieur au
nombre de degrés de libertés.

Le modele simplifié (2.38), modele que nous utiliserons pour représenter la dynamique
d’un drone miniature a voilure tournante, peut étre considéré comme générique, c’est-a-dire
indépendant de la configuration choisie pour le véhicule. Ce modele peut ensuite étre détaillé
suivant la configuration de véhicule choisie en y ajoutant la maniere dont les commandes en
force et couple sont réalisées.

2.2.5 Spécification du modele a un véhicule donné
Hélicoptere classique

Pour une configuration de véhicule de type hélicoptere classique, la force F' et le couple

I' peuvent étre décomposés de maniere simplifiée selon les contributions du rotor principal
et du rotor de queue :

F = R(FY + F2) + mge; (2.39)

F=Ty+TI7 (2.40)

ot F¥,, Fb, Ty et Ty représentent dans (B) les forces et couples réalisés par le rotor principal
(indices .ps) et le rotor de queue (indices .7).
Les forces peuvent étre représentées par

fu 0
Fy = | fu Fp=| ff (2.41)
fir 0

Si le rotor principal est situé a un point P, et si le rotor de queue en un point @, les couples
produits sont

Py= | T3 | +(GM), x| 73 | Tr=|T% | +GQ), x| f2 (2.42)
T fir 0 0

olt les composantes algébriques Iy, etI'2 proviennent des couples de réaction induits par I'air
sur les rotors en rotation. Pour obtenir un niveau de modélisation supplémentaire, les forces
et couples peuvent étre ensuite reliés a la vitesse de rotation des rotors, aux valeurs des pas
collectifs et cycliques. Ces grandeurs peuvent étre alors considérées comme nouvelles entrées
de commande. Des modeles plus détaillés peuvent étre trouvés dans [23, 44, 64, 76).

Quadrirotor

Dans le cas d’un véhicule de type quadrirotor, la force F' peut étre décomposée en :

F = R(Z FY) + mges (2.43)

i=1
ot la force F? représente dans (B) la force engendrée par le rotor i :

0
FP=1 0 (2.44)
— /i
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Si chaque rotor est situé a un point P, le couple I' peut alors s’écrire

4 0 0
P=> (| 0 |+GPix]| 0 |) (2.45)
i=1 7 —fi

ou les composantes algébriques I'] proviennent des couples de réaction induits par l'air sur
les rotors en rotation. La relation entre les composantes de I' et le module de F' peuvent
ensuite étre liées par une relation algébrique aux carrés des vitesses de rotation des rotors
[46]. De méme que pour I'hélicoptere, il est alors possible de remplacer les commandes en
force F' et en couple I' par des commandes en vitesses de rotation des rotors. Des modeles
plus détaillés peuvent étre trouvés dans [47, 51, 90].

Rotors contra rotatifs avec volets

Pour un véhicule équipé de deux rotors coaxiaux contra rotatifs a pas fixe et de volets,
la force F' peut étre décomposée en

F = R(F} + F.,)) + mges (2.46)
0 1}0l

F}? = 0 Fgol = 3ol (247)
_fp fgol

représentent dans (B) respectivement la force résultante engendrée par les deux rotors et la
résultante des forces exercée par les volets. Dans le cas ou les deux rotors contra rotatifs
tournent constamment a une vitesse de rotation identique, le pilotage en lacet peut étre
également réalisé par les volets et la résultante des couples de réaction de 'air sur les rotors
est annulée. Le couple I' peut alors étre décrit par :

Fl

vol
I'= Fgol
FB

vol

(2.48)

ot les composantes I ; du couple résultant créé par les volets peuvent étre rattachées aux
composantes de F°

. et prises comme entrées de commande avec la composante f,. Une
modélisation plus précise peut étre trouvée dans [87, 88].

On dispose ainsi d’'un modele générique, décrit par (2.38), adaptable a différentes confi-
gurations de véhicules, et pouvant étre utilisé pour la synthese de lois de commandes.

2.3 Etat de ’art sur la commande des drones minia-
tures

Nous présentons ici diverses méthodes utilisées dans la littérature pour la commande de
modeles similaires a celui proposé en section précédente.
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2.3.1 Retours d’états linéaires

En négligeant les couplages entre les différents axes, ou en linéarisant la dynamique du
drone autour d’un point de vol donné (vol stationnaire par exemple), une représentation
dynamique simplifiée peut étre obtenue.

Des approches de commande linéaire telles que la synthese de correcteurs PID peuvent alors
étre utilisées. Cette démarche est employée dans [58], ot des correcteurs sont réalisés pour
chacune des boucles (mouvement longitudinal, mouvement latéral, altitude et lacet) d’un
hélicoptere Yamaha R-50. Des résultats expérimentaux sont proposés pour la stabilisation
en vol stationnaire.

Un modele linéaire d’hélicoptere est également utilisé dans [15] ou une approche de com-
mande optimale linéaire quadratique (LQR) est appliquée au suivi de trajectoire et a la
prise en compte de contraintes sur la commande. Une comparaison entre ces deux types de
méthode, PID et LQR, est réalisée dans [13] pour un modele linéarisé de la dynamique de
rotation d'un quadrirotor.

Afin de prendre en compte les non linéarités de la dynamique de rotation de ce type de
véhicule, un correcteur PD et un correcteur PD2 compensant les couples gyroscopiques et
de Coriolis sont proposés dans [108] pour la stabilisation en attitude.

2.3.2 Commande par extension dynamique

Une des premieres méthodes de commande non linéaires appliquées a des modeles de

drones miniatures semblables a celui présenté précédemment, est la linéarisation entrée-
sortie.
Cette méthode, entrainant une extension de la dynamique du controleur, est utilisable pour
des systemes a déphasage minimal, ce qui n’est pas le cas pour le modele présenté si le terme
de couplage ¥ est considéré : quelles que soient les sorties choisies (quatre grandeurs parmi
les six composées des coordonnées en position et des angles d’attitude), il peut étre montré
que le systeme est a déphasage non minimal [64]. Cependant, si ce terme de couplage 3 est
ignoré, le systeme approché est alors a déphasage minimal et une linéarisation entrée sortie
peut étre réalisée. Cette approche de linéarisation approchée est réalisée dans [64]. Elle a
ensuite été reprise dans [103], puis appliquée dans [48], dans le cas discret, a la stabilisation
et au suivi de trajectoire d'un modele de quadrirotor.

Un autre type de démarche consiste a considérer le systéme (2.38) comme une chaine
d’intégrateurs :

{=P1(v)

v = CI)Q(R)

= y(R, ) (2.49)
0 =o,(0,1)

ol les fonctions ®; sont de classe C'. Le couplage entre la dynamique de translation et la
dynamique de rotation est réalisé par l'orientation R. En considérant le systéme (2.38) sous
la forme (2.49), la commande peut étre synthétisée par backstepping.

La détermination des commandes 7 et ' est toutefois rendue difficile dans la mesure ou la
dynamique de translation est sous-actionnée (une seule commande scalaire pour trois degrés

de liberté).
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Une solution consiste alors a choisir le vecteur 7 Res comme vecteur de commande pour
la dynamique de translation, et a appliquer une méthode de backstepping en réalisant une
extension dynamique de 7 par un double intégrateur [74]. L’entrée de commande 7 et sa
premitre dérivée temporelle 7 peuvent alors étre considérées comme des états internes d’'un
controleur dynamique.

Des méthodes de backstepping ont été appliquées avec succes a la stabilisation ou au suivi
de trajectoire de modeles d’hélicopteres [41, 74] ou de quadrirotors [14].

Une technique de backstepping a également été utilisée dans [33], a partir d’une représentation
de la dynamique d’un hélicoptere bi-rotor coaxial exprimée en repere engin. Cette représentation
est motivée par I'utilisation moins cotiteuse de capteurs tels qu'une caméra embarquée, par
exemple, lorsque I'on souhaite davantage réguler la position relative du véhicule par rapport

a un objectif donné, plutot que par rapport a une position de référence absolue donnée en
repere inertiel. Une extension de la dynamique de 7 est réalisée par un intégrateur simple et
les dérivées des vitesses de rotation sont également choisies comme nouvelles commandes a
la place de la composante I'; du couple I'. Cette approche permet d’obtenir une dynamique
plus rapide qu’avec 'approche précédente, tout en conservant les méme propriétés de robus-
tesse.

En pratique, il est difficile d’obtenir une mesure de 7, et de 7 dans le cas d’une exten-
sion dynamique par un second ordre. La mise en application de ces approches n’est donc pas
aisée.

En pratique, la réalisation d’'une mesure de la translation ne peut se faire qu’avec une
fréquence bien inférieure a celle qu’il est possible d’obtenir pour la rotation. Les approches
précédemment évoquées ne permettent pas de prendre en compte ces différentes cadences. La
commande ne peut donc étre calculée qu’en se basant sur la cadence de mesure la plus lente.
Or, pour réussir a stabiliser un drone miniature a voilure tournante, la mesure nécessaire a la
commande en rotation doit étre réalisée avec une haute fréquence. Il y a donc une difficulté
réelle d’appliquer les méthodes citées.

Une approche de commande permettant une séparation de ces cadences de mesure, telle que
la commande hiérarchique, est en pratique plus appropriée.

2.3.3 Commande hiérarchique

Dans cette classe d’approche, les commandes sont réalisées par un retour d’état statique.
Elles ne nécessitent donc pas de modification de la dynamique du controleur.

Le vecteur 7 Reg est considéré comme vecteur de commande de la dynamique de translation.
Il s’agit alors de construire un retour d’état permettant de définir une valeur désirée (7 Res)?
de ce vecteur de commande. En supposant que la dynamique des actionneurs permettant
de réaliser 7 est beaucoup plus rapide que celles régissant la translation et 'orientation du
véhicule, on peut considérer que la valeur 7% est instantanément atteinte par 7. On peut
ainsi décomposer le vecteur de commande désiré en :

(T Res)® = T (Res)? (2.50)
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On réalise ainsi une séparation entre les dynamiques de translation et de rotation.

En se fixant une valeur désirée %(t) pour angle de lacet, et a partir de la connaissance du
vecteur direction (Re3)? = Res, on peut alors déduire la valeur désirée R? de la matrice
d’orientation (cf Annexe B). Cette orientation désirée est ensuite considérée comme consigne
lors de la synthese de la loi de commande pour la dynamique de rotation. D’ou la notion de
commande hiérarchique, ou de guidage-pilotage.

Des lois de commandes séparées peuvent alors étre réalisées pour la commande en posi-
tion d’une part, et la commande en attitude, d’autre part. Cette stratégie de commande a
été utilisée dans de nombreux travaux dont [47, 51, 88].

2.3.4 Incertitudes de modele et perturbations

Dans le cas d'une modélisation fine de la dynamique du véhicule, la représentation des
forces aérodynamiques fait intervenir des termes (coefficient aérodynamique, masse volu-
mique de l'air, surface apparente) qu'il est difficile de connaitre de maniere précise. De
méme, la connaissance des constantes physiques du véhicule (masse, inerties) est soumise a
des incertitudes.

Pour stabiliser le systeme, malgré ces incertitudes, on peut tout d’abord choisir d’utiliser
des techniques de commande robuste.

Ce type de méthode est employé dans [103] pour stabiliser un modele linéarisé d’hélicoptere,
malgré la présence de dynamiques non modélisées (battements rotors) ou d’incertitudes sur
les constantes d’inerties ou les coefficients aérodynamiques. Une commande robuste non
linéaire par "boucle externe” et une commande H,, sont proposées dans [78] pour la stabi-
lisation d'un modele liant 1’altitude, le lacet et I’angle d’azimut des pales du rotor principal
d’un hélicoptere classique soumis a une rafale de vent.

Une autre facon de traiter ces incertitudes consiste a estimer en ligne les parametres dont les
valeurs sont méconnues. Des méthodes de commande adaptative ont été développées dans [25]
pour estimer les parametres intervenant dans la modélisation des forces aérodynamiques pour
un modele d’hélicoptere. Une commande adaptative est également utilisée dans [34] pour la
commande du mouvement vertical d’un hélicoptére monté sur une plateforme expérimentale.
La prise en compte d’incertitudes paramétriques liées a la variation des efforts aérodynamiques,
lors des phases de décollage et d’atterrissage d’un hélicoptere, est réalisée dans [76] par backs-
tepping adaptatif.

Cette utilisation combinée de la commande adaptative et du backstepping a été mise a
profit dans [88, 89] pour estimer la résultante des efforts aérodynamiques provoqués par une
rafale de vent sur un drone miniature a rotors contra rotatifs carénés et équipé de volets, et
permettre sa stabilisation. Une commande par backstepping est également utilisée dans [23]
pour le suivi de trajectoire d’'un modele réduit d’hélicoptere en présence de perturbations
cette fois-ci estimées a 1’aide d’un observateur grand gain.
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2.3.5 Autres méthodes pour la synthese de lois de commande

D’autres techniques de commande telles que la commande par mode glissant [14, 99, 112],
par logique floue [103], par saturations imbriquées [19] ou encore par commande prédicitve
(cf Section 3.5) ont été utilisées pour le guidage pilotage de drones miniatures a voilure
tournante.

Dans ce document, nous nous intéresserons plus particulierement a la synthese de lois de
commande prédictives, et a la synthese de lois de commande par fonction de Lyapunov dans
le cas ou l'état du systeme n’est pas entierement mesuré. Un état de l'art spécifique sera
réalisé pour chacune de ces approches et en fonction des problématiques associées.

La stratégie générale de commande que nous avons choisi d’adopter ici est une stratégie de
commande hiérarchique. Elle permet la réalisation de lois de commande séparées pour la
position et 'attitude du véhicule, et nous permettra d’utiliser et de comparer les différentes
méthodes de synthese que nous étudierons (commande par fonction de Lyapunov, commande
prédictive).

2.4 Commande hiérarchique et perturbations singulieres

L’utilisation d'une commande hiérarchique permet de commander le systeme considéré
en le décomposant en deux sous-systemes et en synthétisant une commande pour chacun
d’entre eux. Cette décomposition est liée a une séparation des échelles de temps qui peut
étre formalisée et analysée a I'aide de la théorie des perturbations singulieres.

2.4.1 Perturbations singulieres

En commande des systemes dynamiques, la méthode des perturbations singulieres est
utilisée pour analyser les systemes composés de plusieurs sous-systemes possédant des dy-
namiques différentes. Son formalisme ainsi que des résultats de stabilité concernant la com-
mande de ces systemes sont présentés dans [57, 62, 100]. Un apergu exhaustif des différentes
applications de ce type de méthode en aérospatial peut étre trouvé dans [84]. Un exemple
en est 1'utilisation dans un probléme de manoeuvre optimale pour des avions de chasse [18].
Cette théorie a également été appliquée a la synthese de lois de commande pour des modeles
d’hélicopteres [53, 85] ou pour une plateforme expérimentale dont la dynamique est séparée
en trois échelles de temps [35, 36].

Nous rappelons ci-dessous le formalisme de cette méthode et la démarche utilisé pour I'ana-
lyse de la stabilité.

Le modele standard utilisé pour représenter un systeme avec perturbation singuliere est
le suivant :

t= f(t,x,z€) (2.51)
ez2= g(t,x,z€) (2.52)
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avec f et g de classe C', x € R™ et z € R™, et ol le parametre € > 0 est petit (¢ < 1). On
suppose que (z = 0,z = 0) est un point d’équilibre de ce systeme.

Plus le parametre e est petit, plus la dynamique en z sera rapide par rapport a celle en
z. D’ou 'étude d’une séparation des échelles de temps entre les sous-systemes (2.51) et (2.52).

En pratique, ce parametre € peut correspondre a une constante physique du systeme as-
surant une différence de dynamique entre (2.51) et (2.52) (constante de temps d’un systéme
électrique couplé a un systeme mécanique par exemple). Ce parametre peut également étre
introduit artificiellement en réalisant un controleur grands gains pour le sous-systeme (2.52).

Notons z et z les valeurs de x et z correspondant au cas ¢ = 0. Dans ce cas, on obtient
a partir de (2.52) I’équation algébrique

g(t,z,2,0)=0 (2.53)

Le modele (2.51,2.52) est dit sous ”forme standard” [57] lorsque cette équation possede une
ou plusieurs racines réelles distinctes

2= ®(t,2) (2.54)
A chacune de ces racines correspond un “"modele réduit” défini par
i = f(t .z, @ z),0) (2.55)

Ce modele est également appelé "modele a état quasi stationnaire” car, pour € petit, ’état
z converge treés rapidement vers la racine (2.54) donnant une forme quasi-stationnaire a la
dynamique de (2.52).

On définit la différence entre 1’état z et sa valeur correspondant a ’état quasi-stationnaire
par
y=2z—®(t,x) (2.56)

Avec ce changement de variable et en introduisant 7 = t/e, on définit le "systéme de couche
limite”
dy
d_ :g(T,x,y—i—CD(T,x),e) (257)
-

qui constitue le sous-systeme de dynamique rapide.

Nous rappelons maintenant le cadre général présenté dans [57] permettant d’analyser la
stabilité du systeme (2.51,2.52).

2.4.2 Analyse de la stabilité

L’utilisation de la théorie des perturbations singulieres pour la synthese de lois de com-
mande repose sur 'idée que, pour € < 1, les trajectoires en x et z du systeme (2.51, 2.52)
peuvent étre approximées par celles du modele réduit (2.55) et du modele de couche limite
(2.57). On peut donc développer des lois de commande a partir de sous-modeles simplifiés
correspondant & (2.55) et (2.57), puis ensuite chercher une condition sur la valeur du pa-
rametre € permettant de garantir la stabilité du systeme bouclé initial (2.51, 2.52).
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Les étapes de cette analyse sont les suivantes : on suppose que le systeme réduit (2.55)
est asymptotiquement stable, et que le systeme de couche limite (2.57) est asymptotique-
ment stable, uniformément en x. On suppose également que ’on dispose d’une fonction de
Lyapunov! pour chacun de ces deux systémes. En considérant le systeéme initial (2.51, 2.52)
comme une interconnexion des systeémes (2.55) et (2.57), on définit alors pour celui-ci une
fonction de Lyapunov par combinaison linéaire des deux fonctions de Lyapunov précédentes.
En dérivant cette fonction de Lyapunov le long des trajectoires du systeme complet, on
cherche une condition sur le parametre € permettant de garantir la stabilité.

Pour formaliser cette démarche d’une maniere simple, on supposera que les systemes (2.51,
2.52), (2.55) et (2.57) ne dépendent pas explicitement du temps. La démarche reste identique
dans le cas contraire.

Soit V(x) une fonction de Lyapunov pour le systéme réduit (2.55) telle que

g—z (z,®(z)) < —a;Vi(2) (2.58)

ol «y est une constante strictement positive et ou ¥y est une fonction définie positive de
R™ — R.
De méme, soit W(z,y) une fonction de Lyapunov pour le systeme de couche limite (2.57)
telle que

%_Vy[/ (z,y + ®(2)) < —aV3(y) (2.59)

ol ay est une constante strictement positive et ou Wy est une fonction définie positive de
R™ — R. Pour s’assurer que la stabilité asymptotique du systeme de couche limite soit
uniforme en z, on suppose de plus que W (x,y) vérifie

Wi(y) < W(z,y) < Wa(y) (2.60)

ou Wi et Wy sont des fonctions définies positives.

On définit, pour le systeme complet, la fonction de Lyapunov
L(z,y)=(1—d)V(x)+dW(z,y) (2.61)

avec 0 < d < 1.

Pour calculer la dérivée de L le long des trajectoires du systéme complet (2.51, 2.52), refor-

mulons ce dernier en utilisant les coordonnées (z, y).
Dans ces coordonnées, la relation (2.51) devient :

b= flay + () 2.62)
Calculons la dérivée de (2.56) par rapport a 7 :

dy ed_z B €d<I>(x)
dr  dt dt

ILes définitions de fonction de Lyapunov et fonction de Kyapunov candidate sont données en Annexe A.
Ce sont ces définitions qui seront utilisées dans la suite de ce document.

(2.63)
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Soit :

W gy +0@) - 22 oy + a(w) (2.64)

d ox
On dérive donc L(z,y) le long des trajectoires du systeme complet réécrit en (2.62-2.64) :

. OVde OWdr  OWdy

C=0-d5ra Y @ "oy w (2.65)
£=(1 —d)g—‘;f(x,y+<1>(:c))+g%—vyvg(x,y+<1>(x)) 260
2.66
— d%—V;g—if(x, y+ ®(x)) + daa—z/f(% Y+ ®(x))
zzu—@%gﬂ%¢@n+§%gmLy+¢@D
0= )2 [f g + 0(2) — f(a,0())] (2.67)
R T FC AR )

Les deux premiers termes correspondent aux dérivées de V' et W le long des trajectoires du
systeme réduit et du systeme de couche limite. Ces termes sont définis négatifs d’apres (2.58)
et (2.59). Les deux derniers termes proviennent des effets d’interconnection de la dynamique
lente et de la dynamique rapide. Leur effet est négligé pour € = 0. On suppose que ces termes
de perturbation satisfont

g_‘l/’ f(z,y+ ®(x)) — f(r,¢(x))] < 51¥1(z)V¥s(r) (2.68)
{%_V; N %—V;g—ﬂ fla,y + @(x)) < BoW1(x)W2(y) + 715(y) (2.69)

ou (1, B2 et v sont des constantes positives ou nulles. En utilisant ces relations avec (2.58)
et (2.59), la dérivée de L peut étre bornée par

L < —U(z,y)A¥(z,y) (2.70)

avec U(z,y) = [y (z)" \Ilg(y)T}T et

(1—d)al —2(1=d)B — 3dBs
—3(1—=d)B1 — 3dps (% =)

Cette expression est définie négative en W si A est défini positive. Ceci est obtenu pour la
condition € < €4 avec

A= (2.71)

(0518}

€1 = (2.72)
a1y + =g (1 — B + dB)”
En choisissant la valeur de d maximisant €4, on choisit d = 31 /(01 + (32) et
109
€= — 2.73
a7y + P15z (2.73)
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La stabilité asymptotique du systeme (2.51, 2.52) est alors obtenue pour tout € < €*.

Cette méthode permet donc de définir une condition sur le parametre ¢ permettant de
garantir la stabilité asymptotique du systeme complet a partir de la stabilité asymptotique
du systeme réduit et du systeme de couche limite. L’application de cette méthode n’est pas
toujours aisée dans la mesure ou I'on doit déterminer une fonction de Lyapunov pour chacun
des deux sous systémes et vérifier les conditions (2.68 - 2.69).

L’utilisation de cette méthode pour I'analyse de la stabilité du modele (2.38) commandé
par une approche hiérarchique sera discutée par la suite, dans le cas de la stabilisation et du
suivi de trajectoire.

2.5 Stratégie de commande pour la stabilisation

Le systeme dispose de quatre entrées de commande (le scalaire 7 et les trois composantes

de I') et de six degrés de libertés (trois coordonnées en position et trois angles d’attitude).
En principe, on ne peut donc stabiliser que quatre sorties indépendantes choisies parmi les
six degrés de liberté du systeéme, soit C§ = 15 choix possibles. Le choix de ces sorties est
néanmoins conditionné par la dynamique du systeme et ne peut étre réalisé arbitrairement
[50].
Par exemple, les couples (z,0) et (y,¢) ne peuvent pas étre considérés comme des sorties
indépendantes. En effet, dans le cas sans vent, la stabilisation de la coordonnée en position
impose la stabilisation a zéro de ’angle d’attitude correspondant, ce qui interdit une stabili-
sation du type (z,0) — (z¢,a) ou (y, ) — (y¢, a) avec a # 0. L’élimination des quadruplets
contenant ces paires, parmi les 15 choix de sorties possibles, conduit aux possibilités sui-
vantes :

— (x,2,0,1) : ce choix exclut le mouvement latéral,
— (x,2,0,%) : par ce choix, on ne s’intéresse pas au mouvement longitudinal,

— (2,0,¢,1) : ce choix correspond a une utilisation du drone dans un mode téléopéré par
un pilote ou celui-ci définit la consigne en attitude,

— (z,y,2,v) : ce choix correspond a une utilisation automatique du drone

En pratique, on considérera donc ce dernier choix de sorties, et on cherchera a stabiliser le
véhicule autour d'un point défini par une position ¢4 = [xd y? zd} " et un lacet ¢ donnés.
Par un changement de variables, ce probleme peut étre ramené a une stabilisation autour
du point d’équilibre (¢, = 0,v. = 0, R. = I3, = 0), ou I3 désigne la matrice identité de
R3. C’est ce probléme de stabilisation que nous considérerons pour la synthese des lois de
commande.
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CHAPITRE 2. 2.5. STRATEGIE DE COMMANDE POUR LA STABILISATION

2.5.1 Guidage : commande en position

Pour la dynamique de translation, le vecteur 7 Re3 est considéré comme vecteur de
commande en position. On cherchera a déterminer sa valeur désirée en synthétisant une loi
de commande de la forme

T Rs = f(&,0) (2.74)

permettant de faire respectivement converger la position & et la vitesse v vers leurs valeurs
d’équilibre.
Ce vecteur de commande sera ensuite décomposé en deux parties : en son module

T =|[f(&v)ll (2.75)

représentant la premiere commande du systeme, et en sa direction

Rie; = —f(E0) (2.76)

représentant une valeur désirée R? pour l'orientation R du drone.

L’orientation R? peut étre calculée a partir de la direction définie par (2.76), d'une valeur
désirée 1)? du lacet et de la paramétrisation (2.9) de l'orientation du drone utilisant les
pseudo angles d’Euler (cf Annexe B).

Cette valeur désirée R? de 'orientation est ensuite considérée comme une consigne pour la
partie rotation.

2.5.2 Pilotage : commande en attitude

A partir de la valeur désirée R? et de sa dynamique, on peut définir une vitesse de rotation
désirée Q¢ vérifiant
RY = R4 (2.77)

et telle que 'on ait, & I'équilibre, Q¢ =Q, =0 (RZ = 0). Une méthode permettant de calcu-
ler Q¢ & partir de la connaissance du vecteur de commande 7 R%3 est présentée en Annexe C.

Pour la dynamique de rotation, on cherchera donc a synthétiser une loi de commande de la
forme

I' = h(R, R, Q, Q% (2.78)

permettant de faire converger I'orientation R du drone vers sa valeur désirée R, et la vitesse
de rotation Q vers Q.

2.5.3 Commande en cascade

Cette stratégie de commande est schématisée en Figure 2.5. Le controleur est constitué
de la mise en cascade du controleur en position et du controleur en attitude.
La décomposition en deux sous systémes (translation et rotation) conduit en pratique a une
séparation des échelles de temps.
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2.5. STRATEGIE DE COMMANDE POUR LA STABILISATION CHAPITRE 2.
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FiG. 2.5 — Commande en cascade pour la stabilisation

2.5.4 Particularité des véhicules possédant des plans de symétrie

On considere les véhicules pour lesquels les plans (€8, e5) et (€5, e}) sont des plans de

symétrie. Ce cas de figure est, par exemple, rencontré pour les configurations monorotor
caréné avec un axe principal, ou les véhicules de type quadrirotor. Le tenseur d’inertie du
véhicule prend alors la forme suivante :

I 00
I=|0 L 0 (2.79)
0 0 Iy

avec I; = I,. On a alors
(I3 — Ig)wywz
QXIQ = (Il — Ig)wxwz (280)
0

et, dans le cas non perturbé (M.,; = 0)
[3 wr - Fg (281)

La commande en lacet peut alors étre découplée [89, 114].

2.5.5 Analyse de la séparation des échelles de temps

La synthese séparée de lois de commande pour la stabilisation en position et en attitude
est basée sur une séparation des échelles de temps. Celle-ci peut étre analysée a l'aide de
la théorie des perturbations singulieres présentée en Section 2.4. Cependant, ’application
directe de ce formalisme pour la commande du modele (2.38) nécessite la connaissance de
fonctions de Lyapunov appropriées pour les sous-sytemes de translation et de rotation, et
n’est pas aisée dans tous les cas. Elle sera plus particulierement abordée en Section 9.4.

On se propose ici de se baser sur un exemple simple afin d’en dégager les hypotheses pratiques
associées a la synthese des lois de guidage-pilotage pour la stabilisation du modele (2.38) par
une séparation des échelles de temps.
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CHAPITRE 2. 2.5. STRATEGIE DE COMMANDE POUR LA STABILISATION

Exemple 1

Considérons le systeme

X =V (2.82)
eV =U (2.83)

avec X,V,U € R" et 0 < ¢ < 1. En considérant V' comme vecteur de commande de
I'équation (2.82), on définit la loi

Vi = _hyx (2.81)
avec k1 > 0. On introduit alors ’erreur
V=V-Vi=V4+kX (2.85)
et I'on calcule la dérivée
V=V —eVi=Utei X =U+ekiV=U+eck(V —kX) (2.86)
Choisissons la loi de commande .
U=—-kV (2.87)

avec ky > 0. Le systeme (2.82,2.83) peut alors se réécrire sous la forme

X=—kX+V
- - (2.88)
eV = —(ky — ek1)V — ekiX
On définit la fonction de Lyapunov candidate
1 o 1l~12
£=SIxIP+ 5 ||7] 2.89
SIXIE+ (289)
et I'on calcule sa dérivée le long des trajectoires du systeme (2.88) :
. k 2 - -
L=k |X|P= (2 k) HVH +XTV 12V X (2.90)
€
Cette fonction est définie négative pour tout € < €* avec
4k ko
* = 291
TR+ (1R @91)
Et la stabilité du systeme bouclé est alors garantie.
Pour € < €* < 1, la relation .
eV =U—eV? (2.92)

peut étre approximée par U = 0, soit d’apres (2.87) : V = 0. Pour € faible, on peut donc
considérer que 'on a X = V¥ (modele réduit) et réaliser la synthese du vecteur de commande
V4 sous cette hypothese.

En pratique, le gain k; sera choisi faible pour permettre d’assurer la décomposition des
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2.5. STRATEGIE DE COMMANDE POUR LA STABILISATION CHAPITRE 2.

échelles de temps en réalisant une commande a grand gain pour U. Si I'on examine alors la
relation

&V =U—eVl=U+eky(—kr X + V) (2.93)

on s’apercoit que la contribution du terme en V¢ peut étre négligée devant celle de la com-
mande U. On peut donc chercher a synthétiser la commande U en se plagant sous I’hypothese
V4 = constante.

De maniere pratique, on pourra donc déterminer le vecteur de commande V¢ en suppo-
sant V = V% et synthétiser la commande U en supposant V¢ =cste. L’analyse de la stabilité
pourra ensuite étre menée en considérant les fonctions de Lyapunov utilisées lors de la
synthese de ces deux commandes.

Hypotheses pour la synthese de la commande

En s’inspirant de I’exemple précédent, on peut mener une analyse similaire pour synthétiser
des lois de commande pour la stabilisation du modele (2.38).
Une décomposition des échelles de temps permettra ainsi de considérer la dynamique de
translation comme la dynamique lente, et la dynamique de rotation comme la dynamique
rapide en introduisant un facteur 0 < € < 1 tel que

( f —
V= —lTReg + ges + lFext
' m m (2.94)
eR = ROy
[ eIQ = —Q IQ+T + M.y,

De maniere similaire a I’exemple précédent, la synthese du vecteur de commande en position
T Res peut se faire sous I’hyptohese suivante :

Hypothese 2 On suppose que la convergence de la dynamique de rotation est beaucoup plus
rapide que celle de la dynamique de translation, et que l'on a ainsi R = R%.

De méme, pour la stabilisation, la synthese de la loi de commande en attitude I', pourra se
faire sous ’hypothese

Hypothese 3 On suppose que la convergence de la dynamique de translation est beaucoup
plus lente que celle de la dynamique de rotation, et que 'on a ainsi, dans le cas de la stabi-
lisation, R* = 0, et donc Q¢ = 0.

En utilisant une séparation des échelles de temps, les lois de commande (2.74) et (2.78)
peuvent donc étre synthétisées sous les Hypotheses 2 et 3. Si 'analyse de la stabilité devra
par contre étre menée pour le systeme initial complet, la synthese des lois de commande peut
se faire en considérant deux sous-systemes simplifiés.
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CHAPITRE 2. 2.6. SUIVI DE TRAJECTOIRE

2.5.6 Modeles pour la synthese des lois de commande

En utilisant une séparation des échelles de temps, et d’apres ’hypothese 2, la synthese de
la commande en position (2.74) (loi de guidage) peut s’effectuer a partir de la représentation
suivante de la dynamique de translation :

=

T 1 (2.95)
V= ——Rdeg + ges (+_Featt)
m m

Pour la synthese de la commande en attitude (2.78), on définit la matrice de déviation
R=(RYTR (2.96)

En utilisant I’hypothese 3, la dérivée de 'orientation désirée R? peut étre considérée comme
nulle. On a alors . ‘
R=(RHYT"R = (R)H"RQ, (2.97)
et en utilisant (2.96) : _

R=RQ, (2.98)

On en déduit le modele suivant, qui pourra étre utilisé pour la synthese de la commande en
attitude : L
R = RO

IO = —Q IQ + T(+Mey)

(2.99)

2.6 Suivi de trajectoire

Nous avons présenté ci-dessus des éléments pour 1’élaboration de lois de commande en
position et en attitude dans le cas de la stabilisation. Intéressons-nous maintenant au cas ou
I’'on cherche a synthétiser des lois de commande pour le suivi d'une trajectoire de référence
supposée définie au cours du temps par la donnée d’une position désirée £, et de ses dérivées
temporelles v? = €4 et v? = €4, ainsi que d’'un lacet désiré ¢

2.6.1 Loi de commande en position

Pour la partie translation, on cherche a déterminer une loi de commande de la forme
TRes = f(¢,0,6% 0", o) (2.100)

permettant de faire converger la position £ et la vitesse v du drone vers les valeurs de référence
¢4 et v?. Comme précédemment, ce vecteur de commande est ensuite séparé en son module

T = || f(& v, &% 0% 09| (2.101)

et en la direction |
Rles = = f(&,v,¢% 0%, 0%) (2.102)

utilisée pour le calcul de 'orientation désirée & partir de la référence en lacet ¥¢ (cf Annexe
B).
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2.6. SUIVI DE TRAJECTOIRE CHAPITRE 2.

2.6.2 Loi de commande en attitude

Dans le cas du suivi de trajectoire, la référence en lacet ¢?(t) intervenant dans le calcul
de R? (cf Annexe B) peut étre choisie non constante. De plus, la référence en position £%(t) et
ses dérivées successives interviennent également dans ce calcul a travers la relation (2.102).
La dynamique de R? dépend donc non seulement de 1’état de la dynamique de translation,
mais également de la référence. La vitesse de rotation désirée Q¢ vérifiant (2.77) peut alors
étre décomposée? en

Q= Q4UX) + QY1) (2.103)
oil la premiére composante Q%(¢) ne dépend explicitement que de la trajectoire de référence
donnée par £4(t), vi(t), v4(t), 1e(t) et leurs dérivées temporelles, et ott la seconde composante
Q4(X) dépend de I'état de la dynamique de translation, noté ici X. Le probléeme précédent
de stabilisation est retrouvé pour Q4(t) = 0.

On cherchera, pour la dynamique de rotation, a synthétiser une commande de la forme
(2.78) permettant de faire converger R vers R? et Q vers Q7.

2.6.3 Commande en cascade

Comme dans le cas de la stabilisation, un controleur en cascade est réalisé, composé du
controleur en position et du controleur en attitude (2.6).

v v

SE v, 2vd, v

o
-
-

¥

R,O

-y
%
t‘.?
&

Fi1G. 2.6 — Commande en cascade pour le suivi de trajectoire

2.6.4 Analyse de la séparation des échelles de temps

Nous nous proposons de considérer un exemple simple qui servira de base pour ’analyse
de la séparation des échelles de temps dans le cas du suivi de trajectoire.

2Cette notion de décomposition en une composante dépendant de 1’état et une composante ne dépendant
que de la référence est présentée en Annexe C et peut étre retrouvée au sein de 'exemple introductif de la
Section 2.6.4
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Exemple 2

Reprenons le systeme de I'Exemple 1 présenté en Section 2.5.5. On cherche cette fois-ci a
réaliser le suivi d’une trajectoire définie par une référence X" et ses dérivées V' = X7,
V=X
On définit les écarts

h=X-X" do=V =V" (2.104)

Avec ces nouvelles coordonnées, le systeme (2.82, 2.83) peut s’écrire

o =0, (2.105)
€y =U—€eVr (2.106)

Pour I'équation (2.105), on définit le vecteur de commande
08 = —k16, (2.107)

avec k1 > 0. On introduit 'erreur

by = 0y — 08 (2.108)

Le systeme peut alors se réécrire sous la forme

Oy = —k101 + 6o (2.109)
652 =U+ 6]{71(—/{3151 + 52) - EVT (2110)
En choisissant la commande . .
U= —]{5252 + eV’" (2.111)
on obtient . . )
652 = —]{?252 + 6/{31(—]{?151 + (52) (2112)

On définit la fonction de Lyapunov candidate

1 11~ 12
£:§||51||2+§ 5o (2.113)

et I’on montre, de maniere similaire a I’exemple traité dans le cas de la stabilisation, que sa
dérivée

. k <2 -
L=k ||o:]* — (?2 — k) |[02]| + (1 — &3] 5, (2.114)
est définie négative pour tout € < €* avec
4k ko

*

€

T2 1 (1— k22 (2.115)

Pour € < €* on peut ainsi garantir que 'ona X — X" et V — V7.

Comme pour le cas de la stabilisation, pour € petit, on peut déterminer le vecteur de com-
mande 0 en considérant 1’équation (2.105) sous I’hypothese do = 5.
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De méme que précédemment, le gain k; sera choisi faible pour permettre d’assurer la décomposition
des échelles de temps en réalisant une commande a grands gains pour U. Dans la relation
(2.110), le terme €ky(—k101 + 52) pourra ainsi étre négligé devant la contribution de la com-
mande. Ce n’est pas le cas du terme (—EVT) qui doit étre compensé par celle-ci.

Cherchons & rattacher cette derniere hypotheése au calcul de la dérivée de V4. On a
=V -Vvl=vi_yr (2.116)
En utilisant (2.107), on en déduit
Vie (X - X))+ V" (2.117)
On calcule maintenant la dérivée
e(V-VH=eV—eVl=U+eky(V-V")—eV" (2.118)

Cette derniere équation correspond a la relation (2.110) ou I'on peut identifier que le terme
(€ky(—k101 + 62) — €V™) provient de la dérivée temporelle de V. En posant

V461, 00) = ky(—k0y 4+ 02)  VI(t) = —V" (2.119)
la dérivée de V¥ peut étre décomposée sous la forme
Ve =V4(0,,0,) + V(t) (2.120)

D’apres I'analyse menée ci-dessus, le terme dépendant de I'état Vi (6sy, 52) pourra étre négligé
pour la synthese de la commande U, mais le terme V%(¢) devra étre compensé.

De maniére pratique, on pourra donc déterminer le vecteur de commande V¢ en suppo-
sant V = V¢ et synthétiser la commande U en négligeant la composante de V¢ dépendant
de I’état. L’analyse de la stabilité pourra ensuite étre menée en utilisant les fonctions de
Lyapunov utilisées lors de la synthese de ces deux commandes.

Hypotheses pour la synthése de la commande

En s’inspirant de l'exemple précédent, on peut mener une analyse similaire pour le
développement de lois de commande pour le suivi de trajectoire du modele (2.38).
Une décomposition des échelles de temps permettra ainsi de considérer la dynamique de
translation comme la dynamique lente, et la dynamique de rotation comme la dynamique
rapide en introduisant un facteur 0 < € < 1 comme présenté en (2.94).

Comme précédemment, la synthese du vecteur de commande en position 7 R%3 peut se
faire sous 'Hyptohese 2 (Section 2.5.5) toujours valide dans le cas du suivi de trajectoire.

Pour la synthese de la loi de commande en attitude I', 'Hypothese 3 énoncée en section
2.5.5 dans le cas de la stabilisation n’est plus valide dans le cas du suivi de trajectoire. En
effet, seule la composante Q4(X), ott X est utilisé pour représenter I'état de la dynamique
de translation, peut étre négligée lorsque 1’'on se place en échelle de temps rapide. La com-
posante Q%(¢) est libe & la dynamique de la référence, qui peut générer une erreur dans la
déviation angulaire si elle est négligée. On considérera donc I’hypothese suivante :
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Hypothese 4 On suppose que la convergence de la dynamique de translation est beaucoup
plus lente que celle de la dynamique de rotation, et que l'on a ainsi, dans le cas du suivi de
trajectoire, Q4(X) = 0, ot X est utilisé pour représenter ’état de la dynamique de transla-
tion, soit Q4 = Q4(t).

En utilisant une séparation des échelles de temps, les lois de commande (2.100) et (2.78)
peuvent donc étre synthétisées sous les Hypotheses 2 et 4. L’analyse de la stabilité devra par
contre étre menée pour le systeme initial complet, alors que la synthese des lois de commande
peut se faire en considérant deux sous-systemes simplifiés.

2.6.5 Modeles pour la synthese des lois de commande

Considérons les équations définissant la dynamique en translation du modele (2.38). On
introduit les variables d’écart

6 =¢&-¢ (2.121)
€2 =v—v? (2.122)

Avec ces notations et en réalisant une séparation des échelles de temps, on utilise I’hypothese
2 pour obtenir le modele

1 (2.123)

qui pourra étre utilisé pour la synthese de lois de guidage.

Pour la synthese de la loi de commande en attitude, on utilise la matrice de déviation
R définie par (2.96). Sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

~ f-'\ .
R=(RHY" R+ (RH'R (2.124)
D’apres (2.77), celle-ci s’écrit
R = (R'Q4)TR + (R)TRQ,, (2.125)
avec, sous 'hypothese 4, Q4 = Q4(¢) . En utilisant (2.96) et (Q%)7 = —Q%, on a
R=—0LR+ RO, (2.126)
Puisque pour toute matrice A de SO(3) on a AAT = I, on peut écrire

R=—RRTOLR + RQ, (2.127)

et en utilisant le fait que pour toute matrice A de SO(3) et tout vecteur b de R?, on a la
relation Aby, AT = (Ab)y, on obtient

R = —R(RTQY), + RO, (2.128)
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Factorisant maintenant par R:
R = R(Q — RTQY), (2.129)
Comme suggéré dans [107], on introduit Q7 et Q définis par
Q= R4 (2.130)

Q=0-0¢ (2.131)

En utilisant ces notations, la relation (2.129) s’écrit

R = RO, (2.132)
Avec ces notations, on a également
=100 = —QxIQ+T — IO (+ M) (2.133)
Calculons le terme Q¢ :
e T . - - o
Q' = RTQ% = (RQ,)TQ4 4+ RTQY = —Q, RTQ4 + RT Q1 (2.134)
soit . o .
Q= -0, 0%+ RTQd (2.135)
On remplace dans (2.133) :
9= Q. IQ+T+ 10,07~ TRTO  (+ M., (2.136)
et en utilisant Q = Q 4+ Q¢ :
Q= —(Q+ 0, 1+ 04 + T+ 10,00 — [RTQ4 (4 M.y) (2.137)

En regroupant les équations (2.132) et (2.137), on obtient le systéme suivant qui pourra étre
utilisé pour la synthese de loi de pilotage :

O
—Q+ Q) x I(Q+ Q) + T+ I0Q4 — IRTQ  (+M.yy)

ool
I
ool

(2.138)

~
v
Il

On dispose ainsi de modeles permettant la syntheése de lois de commande pour le modele
(2.38), dans le cas de la stabilisation et du suivi de trajectoire, en utilisant une stratégie de
commande basée sur une séparation des échelles de temps.
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Conclusion de la Partie 1

Dans cette premiere partie, nous nous sommes intéressés au concept de drone miniature,
véhicule aérien de petite taille sans pilote humain, et nous avons présenté une introduction
au probleme de leur commande.

Au cours du Chapitre 1, nous avons brievement présenté le contexte historique associé
a 'apparition des premiers drones. Nous avons également vu quelles applications peuvent
étre envisagées pour les drones miniatures a voilure tournante, véhicules capables de vol
stationnaire et de décollage et d’atterrissage vertical. Différentes configurations de véhicules
ont été mentionnées : hélicoptere classique, quadrirotor, double rotor contrarotatif, etc.
Pour pouvoir évoluer de maniere autonome, un drone miniature doit étre équipé d’un systeme
de décision et de commande remplacant les actions d’un pilote humain. C’est le systeme de
commande permettant d’automatiser son vol qui fera ’objet de notre étude dans les parties
suivantes.

Dans le Chapitre 2, nous avons vu la fagcon dont est organisé ce systeme de décision et
de commande. L’action du pilote humain y est remplacée par des algorithmes de guidage-
pilotage. Le type d’algorithmes que nous nous sommes proposés d’étudier sont basés sur une
représentation de la dynamique du véhicule. Pour modéliser cette dynamique, nous avons vu
que plusieurs niveaux de représentation peuvent étre considérés : dynamique des actionneurs,
dynamique des rotors, processus de génération de la résultante des forces et des moments,
dynamique du solide. Ce dernier niveau de représentation indépendant de la configuration
de véhicule choisie est celui que nous utiliserons pour la synthese de lois de commande.
Nous avons présenté une modélisation, couramment utilisée dans la littérature, permettant
de représenter la dynamique d’un drone miniature avec cette approche de type mécanique du
solide. Le modele non linéaire a six degrés de liberté obtenu est sous-actionné et généralement
a déphasage non minimal. Cette derniere propriété rend complexe la synthese de lois de com-
mande. Comme dans la plupart des approches rencontrées, nous avons choisi de développer
de lois de commande en ignorant le terme de couplage responsable de I'instabilité de la dy-
namique des zéros du systeme.

Au cours de ce méme chapitre, nous avons présenté un état de I'art concernant les stratégies
de commande rencontrées dans la littérature pour ce type de modele (commande par exten-
sion dynamique, commande hiérarchique) et diverses méthodes pour la synthese des lois de
commande (commande linéaire par retour d’état, commande robuste, backstepping, etc.).
La stratégie de commande que nous avons choisie est la commande hiérarchique. Elle nous
permettra de développer différents types de lois (commande prédictive, commande par fonc-
tion de Lyapunov) et de les comparer. Elle présente également I'intérét pratique de pouvoir
prendre en compte des différences de dynamiques entre les mouvements en rotation et en
translation du véhicule. Par ce type d’approche, le systeme est en effet décomposé en deux
parties : dynamique de translation et dynamique de rotation. Deux controleurs distincts
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peuvent alors étre réalisés en considérant une séparation des échelles de temps. Nous avons
vu que cette séparation peut étre étudiée de maniere formelle par la théorie des perturbations
singulieres. En proposant deux exemples d’application de ce cadre théorique, dans le cas de
la stabilisation et dans le cas d’un suivi de trajectoire, nous avons déduit des hypotheses
pouvant étre utilisées pour le développement des lois de guidage pilotage.

Ainsi, en considérant une séparation des échelles de temps, nous avons vu que la commande
en position peut étre réalisée en supposant que 'orientation du drone atteint instantanément
sa valeur de consigne. Nous avons également montré que la commande en attitude peut étre
réalisée en négligeant certaines composantes de la dérivée temporelle de la consigne en orien-
tation, fournie par la loi de guidage. Si le développement des lois de commande peut se faire
sous ces hypotheses simplificatrices, la stabilité du systeme bouclé doit, quant a elle, étre
analysée en considérant le systeme initial non simplifié.

Nous nous proposons maintenant d’étudier une premiere méthode permettant la synthese
de lois de guidage-pilotage. Cette classe d’approches, présentée dans la partie suivante, est
basée sur la commande prédictive.
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Deuxieme partie

Commande prédictive
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Contenu de la Partie 11

Cette Deuxieme Partie sera consacrée a l’étude d’approches de commande prédictive
ainsi qu’a leur application a la synthese de lois de guidage-pilotage. Nous y présenterons une
introduction générale a la commande prédictive, et mettrons en évidence les avantages que
peut offrir cette classe de controleurs, a travers I’étude d’une approche prédictive linéaire
fréquemment utilisée dans la littérature. Nous proposerons ensuite deux algorithmes de com-
mande prédictive non linéaires pour le développement de lois de guidage-pilotage.

Le Chapitre 3 consiste en une introduction a la commande prédictive. Nous présenterons
ensuite de maniere formelle la définition générale d'un probleme de commande prédictive.
Nous discuterons alors des problemes de stabilité de ce type d’approches et présenterons les
principales solutions proposées dans la littérature. La commande prédictive faisant intervenir
la résolution d’un probleme d’optimisation pour le calcul de la commande, nous mentionne-
rons également quelques méthodes de résolution existant et présenterons une discussion sur
le choix de certains éléments de la formulation de ce probleme (fonctionnelle cott, longueur
d’horizon de prédiction). Enfin, nous dresserons un état de l’art concernant l'utilisation de
méthodes prédictives pour la commande de modeles de drones miniatures.

Une premiere approche prédictive sera étudiée au Chapitre 4, dans le cadre de systemes
linéaires discrets, afin de mettre en évidence les propriétés et avantages liés a la commande
prédictive. Nous montrerons, par cette approche classique, comment formuler le probleme
du calcul de la commande et présenterons sa résolution dans le cas non contraint et non
perturbé. Dans le cas ou I'état du systeme n’est pas entierement mesurable et dans le cas
perturbé, nous présenterons l'utilisation simultanée d’'une commande prédictive linéaire a
critere quadratique et d’un filtre de Kalman. Nous proposerons ensuite I’application de cette
commande Linéaire Quadratique Gaussienne au guidage du modele de drone présenté en
Partie I.

Une premiere approche de commande prédictive non linéaire sera proposée en Chapitre
5. Nous montrerons la particularité de celle-ci par rapport aux formulations de la littérature
meélant commande prédictive et fonctions de Lyapunov. L’approche proposée, définissant une
commande & deux composantes (composante nominale analytique par fonction de Lyapunov
et composante prédictive), sera formalisée dans le cas de systémes continus non linéaires
affines en la commande. Nous proposerons ensuite un algorithme de commande prédictive
adaptative, par extension de ’approche précédente au cas de systemes possédant des pa-
rametres inconnus ou incertains. Une analyse de la stabilité sera proposée dans les deux
cas évoqués ci-dessus, ainsi que dans l'application que nous présenterons pour le guidage-
pilotage.

Dans le Chapitre 6, nous présenterons un algorithme de commande prédictive contrac-
tante non linéaire issu de la littérature, et basé sur I'utilisation d’'une contrainte stabilisante.
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Nous proposerons une extension de cet algorithme permettant une optimisation du facteur
de contraction définissant cette contrainte. Une application au guidage-pilotage sera enfin
présentée, avec une analyse de la stabilité, ainsi qu'une application a 1I’évitement d’obstacle.
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Chapitre 3

Introduction a la commande
prédictive
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3.1. INTRODUCTION CHAPITRE 3.

3.1 Introduction

Pour stabiliser un systeme dynamique, la plupart des méthodes traditionnelles utilise une
fonction de I’écart entre ’état actuel du systeme et 1’état désiré pour calculer la commande.
Dans le cas d'un suivi de trajectoire, des termes d’anticipation peuvent étre ajoutés (dérivées
de la trajectoire de référence, par exemple, lorsque celles-ci sont disponibles).

Sil’on s’intéresse a la commande d’un drone miniature a voilure tournante, le sous-actionnement
que nous avons mis en évidence en Section 2.2.4 peut rendre certains mouvements difficiles

a réaliser directement par le véhicule. Des contraintes physiques sur la commande peuvent
également limiter les mouvements qui pourront étre réalisés. Il peut alors étre intéressant
d’anticiper le comportement futur du véhicule, ainsi que de tenir compte de 1’évolution de
la référence, dans le cas d’un suivi de trajectoire, pour calculer la commande et éviter, de la
sorte, des sollicitations en inadéquation avec la physique du systeme.

La commande prédictive permet ce type de démarche : elle consiste a calculer les com-
mandes qui optimisent une prédiction du comportement futur du systeme, sur un intervalle
de temps donné appelé horizon de prédiction. Seule une partie de cette commande optimale
est réellement appliquée au systeme. L’horizon de prédiction est alors ensuite décalé pour
calculer la commande a l'instant suivant. En raison de ce décalage de fenétre temporelle,
principe dont la premiére utilisation est souvent attribuée a [93], la commande prédictive
est également appelée commande a horizon glissant, ou Receding Horizon Control (RHC).
Elle est aussi connue sous le nom de Model Predictive Control (MPC), puisqu'un modele
représentant la dynamique du systeme est utilisé pour le calcul des prédictions.

Cette approche se révele tres intéressante dans les cas ou il est difficile d’obtenir une ex-
pression analytique de la commande, puisque celle-ci est déterminée en résolvant, en ligne
et de maniere numérique, un probleme d’optimisation. Un autre avantage est sa faculté a
prendre en compte, de maniére intrinseque, des contraintes sur la commande et /ou sur 1’état
du systeme.

Ce sont ces caractéristiques qui ont été a l'origine, des la fin des années 1970, de nom-
breux algorithmes prédictifs a des fins d’utilisation industrielle : IDCOM (IDentification
and COMmand) et PFC (Predictive Functional Control) [96, 97], DMC (Dynamic Matriz
Control) [29], etc . Un formalisme plus complet a été introduit autour de la méthode GPC
(Generalized Predictive Control) présentée dans [26, 27] pour la commande de modeles sous
forme ARIMAX (Auto-Regressive Integrated Moving Average eXogenous input).

On ne s’intéressera ici qu’aux méthodes de commande prédictive utilisant une représentation
de la dynamique du systeme sous forme d’équations d’état. Dans ce chapitre, nous présenterons
tout d’abord le contexte formel permettant d’appréhender, de maniere générale, un probleme
de commande prédictive, ainsi que les problemes de stabilité sous-jacents. Les principales
approches existantes seront brievement présentées (un apercu exhaustif de ces méthodes, de
leurs applications ainsi que des travaux relatifs a I’étude de la stabilité peut étre trouvé dans
[37, 38, 39, 43, 81]).

Les avantages et inconvénients de la commande prédictive seront analysés au chapitre 4,
en s’appuyant sur une méthode de commande prédictive linéaire. Les chapitres 5 et 6 se-
ront ensuite consacrés a 1’étude et au développement d’approches de commande prédictive
non linéaires pouvant étre appliquées au guidage pilotage d’un drone miniature a voilure
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CHAPITRE 3. 3.2. FORMULATION GENERALE

tournante.

3.2 Formulation générale

Afin de formuler, d’'une maniere générale, un probleme de commande prédictive, considérons
un systeme dynamique dont I’évolution est décrite en temps continu par I’équation d’état

#(t) = f(x(t),u(t)) ¥t >0

(0} — o (3.1)

ou z € R" représente 1’état du systeme et u € R™ sa commande. Pour un instant ¢ et un
horizon temporel de longueur 7" > 0 donnés, on définit le modele de prédiction

z(1) = f(2(1),u(r)) Vre|t,T]

() = 2 () (3:2)

ou Z désigne 1'état prédit. La fonction f utilisée pour le modele de prédiction peut étre
différente de la fonction f utilisée dans la modélisation (3.1) du systeme.

A Tinstant ¢ et sur 'horizon de longueur 7" (horizon de prédiction choisi identique a I’horizon
de commande), on définit également la fonctionnelle

J(t,x(t), T u(.)) = /t q(@(7),u(r))dr + V(z(t+T)) (3.3)

ot ¢(.,.) est une forme définie (ou semi-définie) positive de R” x R™ — R* et V(.) une
forme définie positive de R™ — R,

A Tinstant ¢, on cherche a déterminer la commande minimisant la fonctionnelle J en présence
de contraintes sur 1’état et/ou sur la commande du systeme. Soit u;(.) cette commande, so-
lution du probleme
P(t,x(t)) : m(in J(t,z(t), T, u(.))
tel que z(7) € X, Vr € [t,t + T (3.4)
uw(r) € U, Vr € [t,t + T

ou les ensembles X C R" et U C R™ représentent respectivement les contraintes sur 1’état
et sur la commande.

De la solution u}(.) de ce probleme, seule la partie uj(7) pour 7 € [t,t + 0] (0 <0 < T) est
appliquée au systeme.

A Pinstant ¢+ 6, un nouveau probléme P (t+0, x(t+0)) est défini en prenant en compte ’état
x(t+ &) du systeme obtenu a cette nouvelle date (Figure 3.1). Cette approche de commande
a horizon glissant, ou commande prédictive, permet de définir une commande sous forme de
retour d’état.

Puisque la commande est calculée par résolution en boucle ouverte du probleme (3.4), une
analyse de la stabilité du systeme bouclé est nécessaire.
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3.3. STABILITE CHAPITRE 3.

e—e {tat du systéme

—.— prédiction de I’état
+— commande appliquée

—..- commande calculée
sur I’horizon de
prédiction

£ 46 428 T t+T+5

Fic. 3.1 — Horizon glissant et prédictions

3.3 Stabilité

Les problemes de stabilité liés a la commande prédictive proviennent principalement de la
réalisation de prédictions en boucle ouverte sur un horizon fini. Pour résoudre ce probleme,
une premiere solution consiste a étendre cet horizon de prédiction et a considérer ainsi un
probleme a horizon infini.

3.3.1 Stabilité et horizon infini

Supposons quil n’existe aucune erreur entre le systeme (3.1) et le modele (3.2) utilisé
pour le calcul des prédictions, i.e. f = f. On suppose de plus que T" — oo et on définit la
fonctionnelle

Joo(t, (1), u(.)) = /too q(2(7), u(r)) dr (3.5)

ou ¢(.,.) est ici supposée définie positive de R” x R™ — RT. Puisqu’on considére un probléme
a horizon infini, aucune fonction cotut terminal V' n’est considérée.

A Tinstant ¢ on définit le probleme a horizon infini
Poolt, x(t)) = i Joo(t, 2(t)u.))

tel que Z(7) € X, V7 > ¢ (3.6)
u(r) e U, Vr >t

Soit u;(.) la solution de P (t,(t)). On définit également la valeur optimale du cott
Tt () = [ @ (7)) dr 3.7)
t

ou Z* désigne les prédictions de I'état du systeéme calculées a partir du modele (3.2) et de la
commande u;(.).
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CHAPITRE 3. 3.3. STABILITE

On applique la commande u; au systeme (3.1) durant [¢, ¢ + 0] & partir de la condition initiale
x(t). Notons z*(t + J) 'état ainsi obtenu a la date ¢ + 4.

A l'instant ¢ 4 9, on calcule la commande u;, 5(.) solution du probleme Py (t + 6, z*(t + §)).
Soit JZ (t + 0, 2*(t 4+ 9), uy, 5(.)) le colit optimal correspondant :

o)

Tt + 8,27 (t + 8),uly5()) = /Hé A& (F) ul 5 (7)) dr (3.9)

D’apres le principe d’optimalité de Bellman, la trajectoire optimale sur [t + J, co[ obtenue
a partir de la condition initiale z*(t + &) consiste en la portion sur [t + §,c0[ de la trajec-
toire optimale calculée sur [t, 00] & partir de la condition initiale x(t) (Si une trajectoire est
optimale pour un critere donné, alors toute portion de cette trajectoire est optimale pour ce
méme critére).

D'ou : -

JL (40, 2% (t +96),ui () = /t+6 q(z*(7),uy (1)) dr (3.9)

Calculons la quantité issue de la différence entre (3.9) et (3.7) :

Joo(t 40,27 (t 4 0), upy5(.) = Joo (b, (1), ui () = —/t q(7*(7), ug (7)) dr (3.10)

En divisant par et en faisant tendre § vers zéro, on obtient

hm% {2t + 6,2 (t+0),uf5(.) — Ji(t, z(t),u; ()} = —q(z(t), u; (1)) (3.11)

0—0
Soit .
Soo (b, (1), ui (1) = —q(z(t), u; (t)) <0 (3.12)
La fonction J* est une fonction de 1'état x de classe C! définie positive et radialement non
bornée et dont la dérivée est définie négative le long des trajectoires du systéme (3.1) bouclé
par u*. C’est donc une fonction de Lyapunov pour le systeme (3.1) et la commande obtenue
par résolution du probleme a horizon infini est asymptotiquement stabilisante.

Cette propriété de stabilité, obtenue en horizon infini, est a la base d’approches de com-
mande prédictive avec garantie de stabilité [60, 82].

En pratique, il n’est pas toujours évident de trouver une solution analytique au probleme
d’optimisation formulé pour le calcul de la commande, la difficulté de résolution augmentant
avec la présence de non-linéarités et de contraintes. Il n’est également pas aisé de résoudre
de maniere numérique un probleme sur un horizon infini.

Une solution consiste alors a approximer le probleme a horizon infini par un probleme a
horizon fini pouvant étre résolu numériquement.

3.3.2 Stabilité et horizon fini

En horizon fini, de nombreuses approches ont été proposées afin de garantir la stabilité du
systeme bouclé. Les approches les plus répandues reposent sur des formulations particulieres
du probleme d’optimisation utilisé pour calculer la commande et présentées ci-dessous.
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3.3. STABILITE CHAPITRE 3.

Contrainte terminale d’égalité

Une premiere solution proposée dans la littérature [80, 105] est 'emploi d’une contrainte
terminale d’égalité, imposant aux prédictions de I'état du systeme d’avoir atteint l'état
d’équilibre z. a la fin de 'horizon de prédiction :

T(t+T) ==z

Si la stabilité est garantie par ce type d’approche, leur faisabilité est toutefois limitée dans
la mesure ou I’état du systeme doit pouvoir étre amené a 1’état d’équilibre en un temps fini
(fixé par la longueur de I'horizon de prédiction). De plus, la vérification d’une contrainte
exacte d’égalité est difficile a réaliser numériquement.

Commande prédictive a mode dual

Dans [83], la contrainte terminale d’égalité est transformée en une contrainte d’apparte-
nance a un domaine Xy C X contenant le point d’équilibre :

Zf(t‘l—T) & Xf

Une fois I'état du systeme dans Xy, un controleur local est utilisé pour la stabilisation jus-
qu’au point d’équilibre. Initialement proposé avec un horizon de prédiction variable dans le
cas de systeémes continus [83], ce principe a également été utilisé avec un horizon fixe pour des
systeémes discrets [24]. Une version sous optimale a également été étudiée, ou seule la faisa-
bilité du probleme d’optimisation est requise pour la stabilité [104]. Par ce type de méthode,
la taille du bassin d’attraction du controleur dépend de celle de la région terminale et de la
longueur de I’horizon de prédiction. Si cette derniere est choisie variable, son augmentation
se fait au détriment du temps de calcul. Cette méthode nécessite également la synthese d’un
controleur localement stabilisant dans X;.

Horizon quasi-infini

Pour s’affranchir de I'utilisation supplémentaire d’un controleur local, une autre méthode
consiste a définir, en plus de la contrainte terminale, une fonction cotit terminal V' telle que le
colit en horizon fini puisse étre considéré comme une borne supérieure pour le cotit en horizon
infini [22, 73]. Si le linéarisé du systeme autour du point d’équilibre est stabilisable, alors
la fonction cotit terminal V' et la région terminale Xy peuvent étre obtenues en appliquant
une démarche systématique présentée dans [22]. Cette démarche fait intervenir la synthese
d’un controleur localement stabilisant dans Xy, utilisé pour prouver la stabilité du systeme
bouclé. Contrairement a I’approche précédente, ce controleur n’est cependant jamais appliqué
au systeme.

3.3.3 Ciritere général de stabilité en horizon fini

Les approches a horizon fini précédemment citées font intervenir, dans la formulation du
probleme, un ou plusieurs éléments parmi les suivants :

— utilisation d’une contrainte terminale sur I'état prédit : z(t + 1) € X;

— utilisation d’un cotit terminal : V(Z(t + 7))
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CHAPITRE 3. 3.3. STABILITE

— utilisation d’un controleur localement stabilisant : ks (z)

Quelque soit le ou les éléments utilisés, le probleme peut se définir d’'une manieére générale
de la fagon suivante :

Pr(t,x(t)) : min J (¢, 2(t), T, u(.))

tel que E(T) EX, VTG [t7t+T[ (313)
z(t+7T) e Xy
uw(t) €U, V1 € [t,t + T
ou I'ensemble terminal X; vérifie la propriété

X, C X (3.14)

Comme précédemment, on note u(.) la solution de Pr(t,x(t)) et J*(t,z(t), T, u;(.)) le cott
optimal correspondant. Notons de méme z*(t + §) I'état du systeme (3.1) a la date ¢ + 6,
lorsqu’on applique la commande u;(.) a partir de I’état initial ;. Soient u;, 5(.) la solution
de Pp(t + 9, 2*(t +9)) et J*(t + 0, 2*(t +9), T, u;, 5(.)) le colit optimal correspondant.

On définit enfin sur [t + §,¢ + T + §] la commande

H Nrelt+6,t+T
'EL(T) _ ut+5(7—) T [ ] (315)
ke(x(m)), VT e t+T,t+T+ 6]
ou le retour d’état k¢(.) vérifie les propriétés suivantes :
Vo € Xf, kf(ilj') celU (316)
Vx € Xf, f(l‘, k‘f(l’)) c Xf (317)
On définit d’autre part la fonctionnelle
B T+ .
J(t+6,2"(t+6), T, ul(.)) :/ q(z(7),a(r))dr + V(z(t +T +9)) (3.18)
)

ol T désigne les prédictions de I'état du systéme calculées a partir du modele (3.2) et de la
commande (.), et ou ¢(.,.) est définie (ou semi définie) positive de R* x R™ — R+,
Afin de simplifier 'analyse de la stabilité, nous supposerons ici que ¢(., .) est définie positive.

Décomposons la partie intégrale de (3.18) sur [t +d,t + T] et sur [t + T,t + T + 9] :

t+T t+T+0
J(t+0, 2% (t40), T, () = /Hé (@ (1), u (7)) dr+ /M Q7 (), kp(3(7)) dr+V (F(t+T+9))

(3.19)
Via le principe d’optimalité de Bellman, on a
T+ 8,2 (t+6),Toui s(.) < J(t+6,2*(t+6), T, a(.)) (3.20)
D’ou :
t+T t+T+9 5 B
(40, 27(t+0), T, uyy5(.)) S/ ) q(z"(7), ui (7)) dr + / q(2(7), kg (z(7)) dr
t+ t+T
+V(z(t+T+9))
(3.21)
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3.3. STABILITE CHAPITRE 3.

En utilisant
4T
JH(t, 2" (t), T, uf (1) = / q(z"(7), ug (7)) dr + V(Z"(t + T)) (3.22)
t
on peut remplacer la premiere intégrale de (3.21) :
t+5
P800+ 8), Totyy()) ST (6@, T () = [ 0l (7)) dr = V@' (4 T))
t

t+T+95 N 5 ~
+/t ) q(2(7), ks (2(7)) dr + V(Z(t + T +9))
+ (3.23)

En divisant par ¢ et en faisant tendre § vers 0 on obtient :

N

Tt z(t), Toul () < —q(z(t),w (1) + q(Z(E+T), k(2 +T)) + V(EE +T))  (3.24)

Sous la condition suffisante

/—’%
V(@t+T)) < —q@t+7T),k(z(t+1T)) (3.25)

on peut assurer '
Tt w(t), T,ui() < —q(a(t), up (t) (3.26)

et, par conséquent, le systeme bouclé est asymptotiquement stable, J* pouvant étre considéré
comme une fonction de Lyapunov.

Les conditions (3.14), (3.16), (3.17) et (3.25) ont été énoncées dans [81]. Elles permettent
de caractériser, de maniere générale, la stabilité de nombreuses formulations de commande
prédictive reposant sur I'utilisation combinée d’une contrainte terminale, d’un cott terminal
et/ou d’'un controleur localement stabilisant.

3.3.4 Autres approches en horizon fini

Les approches précédemment présentées sont les plus classiques et sont celles qui ont fait
I'objet des premiers travaux portant sur la stabilité des approches prédictives a horizon fini.
Pour la plupart d’entre elles, I'utilisation d’une contrainte terminale limite la taille du bassin
d’attraction du controleur et ne permet d’obtenir qu’une stabilité locale du systeme bouclé.
D’autres approches permettent quand a elles d’obtenir des propriétés de stabilité globale, ou
locales mais avec un grand bassin d’attraction. C’est le cas des approches mélant commande
prédictive et fonctions de Lyapunov ainsi que des approches de commande prédictive utili-
sant des contraintes variant dans le temps (contraintes contractantes).

Ces deux classes de controleurs prédictifs sont celles qui nous intéresseront plus parti-
culicrement. Elles seront respectivement présentées en sections 5.2 et 6.2 des chapitres 5
et 6.

Toutes les méthodes de commande prédictive que nous avons évoquées sont basées sur la
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résolution en ligne d’un probleme d’optimisation. Dans cette these, nous ne traiterons pas de
la recherche d’une commande optimale, mais nous nous intéresserons plutot aux problemes
de stabilité du systeme bouclé. Quelques éléments liant commande prédictive et optimisation
sont néanmoins présentés dans la section suivante.

3.4 Commande prédictive et optimisation

Dans une approche de type commande prédictive, le calcul de la commande a appliquer
au systeme se fait en résolvant un probleme d’optimisation. L’obtention d’une expression
analytique de la commande optimale n’étant possible que dans les cas simples, une résolution
numérique est effectuée a ’aide de solveurs spécifiques. Les performances souhaitées pour le
systeme bouclé (rapidité, amortissement) sont quand a elles définies lors de la formulation
méme du probléme d’optimisation (3.4), a savoir par le choix de la longueur 7" de 'horizon
de prédiction et par le choix de la fonctionnelle (3.3).

3.4.1 Choix de la fonctionnelle cotut

La fonctionnelle J définie par (3.3) peut étre choisie de maniére a définir un critere d’op-
timalité de nature énergétique, a définir une performance en terme de suivi d’une référence,
a représenter la consommation d’une "ressource” liée a la commande, etc.

Sans perte de généralité, on peut séparer en deux la fonction g définissant la partie intégrale :

q(z,u) = q1(z) + ga(u) (3.27)

avec ¢ (.) semi-définie positive de R™ — R™ et ¢o définie positive de R™ — R*. On considere
les cas suivants :

Cas ¢ =0

e Sigy = 0,onaalors J(t,z(t), T,u(.)) = V(Z(t+T). Le choix de V' (le cas V' = 0 présente
peu d’intérét) ne permet d’influencer le comportement du transitoire que pour des valeurs
assez faibles de T'. Aucune pondération sur la commande n’étant présente, celle-ci peut étre
de forte amplitude et ’on peut se rapprocher d’'une commande de type ”bang-bang” si des
saturations sur la commande sont définies. Un réglage précis du comportement du systeme
bouclé est difficilement réalisable.

e Si gy #0, on a alors J(t,z(t),T,u(.)) = :+T @(u(r))dr + V(z(t +T)). Le choix de
V (le cas V' = 0 présente peu d’intérét) ne permet ici aussi d’influencer le comportement
du transitoire que pour des valeurs assez faibles de T'. Pour des longueurs d’horizon plus
grandes, la commande obtenue sera faible et le réglage du comportement du systeme durant

le transitoire est difficilement réglable.

Cas ¢ #0

e Si gy =0, on aalors J(t,z(t), T,u(.)) = :+T @ (Z(7))dr(+V(z(t +T))). Le compor-
tement du systeme peut étre réglé par le choix de ¢; mais, puisqu’aucune pondération sur
la commande n’est définie, celle-ci peut étre de forte amplitude et se rapprocher d’une com-

mande "bang-bang” si des contraintes sur la commande sont définies. La fonction V' peut
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étre choisie nulle.

e Si g # 0, on a alors J(t,z(t), T,u(.)) = :+T (1 (Z(7)) + q2(u(7))) dr(+V (Z(t + T))).
Le comportement du systeme bouclé peut étre réglé par le rapport des pondérations réalisées
par ¢q; et ¢qo. Une "forte” pondération sur 1’état peut par exemple permettre d’obtenir un
transitoire bien amorti. La fonction V' peut étre choisie nulle sans incidence sur le réglage

des performances.

C’est ce dernier cas de Figure (¢; # 0 et g2 # 0) qui sera utilisé. En pratique, les fonc-
tions g1 et gy sont souvent définies comme des fonctions quadratiques :

vreltt+T], q@(r)=2(r)"Qx(r),  au(r))=u(r)" Ru(r) (3.28)

avec () matrice de pondération semi-définie positive de R™*", et R matrice de pondération
définie positive de R™*™,

3.4.2 Choix de I’horizon de prédiction

Le choix de la longueur 7' de I'horizon de prédiction est tout d’abord dicté par les
problemes de faisabilité pouvant apparaitre dans le cas ol une contrainte terminale est
utilisée pour assurer la stabilité. En effet, ’état du systeme doit, dans ce cas, pouvoir étre
amené a ’état d’équilibre, ou dans une région terminale I’entourant, en un temps défini par
la longueur 7' de I'horizon de prédiction. Ceci peut s’avérer infaisable si T est choisi trop
faible.

Le choix de T' va permettre de jouer sur la rapidité du systeme : celle-ci sera plus impor-
tante pour de faibles valeurs de T'. Un compromis rapidité / amortissement est a trouver, le
transitoire pouvant devenir oscillant pour de faibles valeurs de T.

Finalement, le choix de T" est également réalisé en fonction de la durée admissible pour les
temps de calcul de la commande : plus ’horizon de prédiction sera long et plus la résolution
numérique du probleme d’optimisation nécessitera de temps de calcul.

3.4.3 Résolution du probleme d’optimisation

Le calcul de I'expression analytique de la commande optimale n’étant possible que dans
les cas simples, une résolution numérique est effectuée. Pour ce faire, le probleme doit étre mis
sous une forme standard permettant 1'utilisation d’un solveur dédié a un type de probleme
donné.

Dans le cas linéaire, et avec une fonction cout quadratique, le probleme peut parfois étre
transformé sous la forme d’un probléme de programmation quadratique (QP) (cf section
4.6) :
min (v’ Qu + C"u)
u (3.29)
tel que A;u < b;
Des algorithmes et des solveurs en permettent alors la résolution. Une description de plu-
sieurs solveurs peut étre trouvée dans [3]. Celui que nous utiliserons est la fonction quadprog
de la toolbox d’optimisation de Matlab.
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Dans les cas plus complexes, le calcul de la commande peut étre posé sous forme de probleme
de programmation non linéaire (NLP) :

(3.30)
tel que c(u) <0

Parmi les méthodes utilisées pour la résolution de ce type de problemes, on peut citer les
méthodes de points intérieurs [4] ou de programmation séquentielle quadratique (SQP)
[11, 79]. C’est sur ce dernier type d’algorithme que repose le solveur que nous utiliserons
pour traiter les cas non linéaires, a savoir la fonction fmincon sous Matlab.

L’utilisation pratique de la commande prédictive est conditionnée par la rapidité de cal-
cul d’'une solution au probleme d’optimisation posé. Les avancées réalisées a ce jour en
terme d’algorithmie et de vitesse de calcul permettent ’application réelle de la commande
prédictive a des classes de systemes possédant des dynamiques rapides, comme les systemes
aéronautiques.

3.5 Commande prédictive et drones miniatures

Les premieres applications industrielles de la commande prédictive ont été réalisées dans
le domaine du génie des procédés, pour des systemes dont la dynamique d’évolution était suf-
fisamment lente pour permettre 1'utilisation d’'une commande qui requiere une optimisation
en ligne. Depuis, d’autres applications & des systémes plus rapides (mécaniques, électriques)
ont vu le jour grace aux progres des outils informatiques et de 'augmentation des puissances
de calcul disponibles.

En aéronautique, la commande prédictive a tout d’abord été utilisée pour la commande
de véhicules susceptibles de disposer de calculateurs embarqués suffisamment puissants pour
en permettre 'implantation. On peut ainsi citer des études portant sur le suivi de profils de
terrains pour des avions de chasse [72, 95], sur la commande d’un avion de chasse Boeing
F/A-18 HARV (High Alpha Research Vehicule) utilisé par la Nasa a des fins de recherche
[54], ou encore sur le guidage d'un véhicule servant de banc d’essai d’'un drone X-45 [61].

La récente miniaturisation des moyens de calcul et 'augmentation de leur puissance per-
mettent maintenant d’envisager 1'utilisation de la commande prédictive pour des drones
miniatures & voilure tournante dans un proche avenir'. Ces progres ont initié de nombreux
travaux de recherche.

Dans [56] et [40] une approche mélant commande prédictive non linéaire et fonctions de
Lyapunov est appliquée a un dispositif expérimental d’aile volante équipée d’un propulseur
et de gouvernes ajustables. Le modele utilisée pour calculer la commande prédictive est un
modele planaire représentant la dynamique verticale de l'aile. La stabilité est garantie par
I’approche prédictive présentée. Un modele de drone simplifié a trois degrés de liberté est
également utilisé dans [106] pour la génération de trajectoires et la synthese de commande

1Les expérimentations réalisés & ce jour, & notre connaissance, utilisent un calculateur déporté au sol pour
I’implantation de techniques prédictives.
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par une approche prédictive. Des modeles plus complets sont utilisés dans [59] et [58] pour
représenter la dynamique d’un hélicoptere miniature. Une commande prédictive y est cal-
culée par un algorithme de descente de gradient. Cependant, les problemes liés a la stabilité
du systeme bouclé ne sont pas abordés.

Au cours de ce chapitre, nous nous proposons de synthétiser des lois de commande prédictives,
en considérant simultanément un modele proche de la dynamique réelle d’un drone miniature
a voilure tournante (modele non linéaire a six degrés de liberté défini par (2.38)) et 'analyse
de la stabilité du systeme bouclé.

Avant de nous pencher sur des méthodes de commande prédictive non linéaire, nous nous
proposons d’analyser le concept de commande prédictive et d’en valider, par 'exemple, les
avantages qu’il peut offrir en s’intéressant au cas linéaire discret présenté dans le cadre de
[12, 98].
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Chapitre 4

Commande prédictive linéaire
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4.1 Systemes linéaires, discrétisation

On s’intéresse aux systemes dynamiques dont I’évolution en temps continu peut étre
décrite par I’équation d’état linéaire

t=A.x+ B.u+ F.p (4.1)

ou x € R" représente 'état du systeme, u € R™ la commande et p € R? une perturbation
exogene.

On suppose que les grandeurs définies ci-dessus sont accessibles sous forme de signaux
échantillonnés délivrés par un bloqueur d’ordre zéro a la période d’échantillonnage 7. On
cherche alors une représentation discréete du systeme (4.1).

La solution homogene de I’équation (4.1) est donnée par

z(t) = e K (t) (4.2)
ou K (t) vérifie
AU () + A () = Aa(t) + Boult) + Fuplt) (4.3)
En remplagant z(¢) par 'expression (4.2), on obtient
R (t) = e (Bou(t) + Fup(t)) (4.4)

On integre entre t et t 4+ 7T,. Puisqu’un bloqueur d’ordre zéro est utilisé, u et p sont considérés
comme constants sur la période d’échantillonnage, et I’on obtient ainsi

t+T.
K(t+T) = ( / e~ A7 dr) (Bault) + Fep(t)) + K (1) (4.5)
t
puis en utilisant (4.2)
t+T.
z(t+T,) = eAC(HTE)(/ e~ ATdr) (Bou(t) + Fop(t)) + eAetHTe) e Act g (1) (4.6)
t
En utilisant le changement de variable s = 7 — ¢, on obtient finalement
Te
z(t+T,) = (/ e 4G ds) (Bau(t) + Fop(t)) + eTea(t) (4.7)
0
Posons t, = kT, et x; = x(t;). En définissant
A = AT (4.8)
Te
B=( / e~ A6=T) 15) B, (4.9)
0
Te
F=( / e~ AT ds)F, (4.10)
0

la dynamique du systeme (4.1) peut alors étre représentée de maniere discrete par
Tpr1 = Axp + Buyg + Fpg (4.11)

La représentation (4.11) de la dynamique du systeéme sera utilisée pour formuler un probléme
de commande prédictive linéaire.
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4.2 Commande prédictive linéaire

Pour un instant k et une longueur N de I'horizon de prédiction donnés, on définit le
modele de prédiction

Tiyit1 = ATpqi + Bugy + Fpryy 1€ {0,..,N — 1}

Uk+i = Uk4i—1 + Uk

Prvi = Dkti1+ Wk 1 E {1, ..,N — 1} (412)
T = Ty,
Pk = Dk

ol w est bruit blanc utilisé pour le modele de prédiction de la perturbation.
On introduit le vecteur d’incréments de commande

T
et la fonctionnelle
N-1
Tk wr, N, Vi) = D (T4 Qkss + vty Rukss) + Ty nQTky v (4.14)
i=0

avec Q = QT > 0 et R = R" > 0 matrices de pondération définies positives.
On considere le probleme d’optimisation

PN(k,xk) : H‘l/_inj(k,xk,N, Vk)
k

tel que Zy; € X, Vi € {0,..., N} (4.15)
upy € U, Vie {0,...,N —1}

Du vecteur d’incréments de commande V,* solution de Py(k,zx), on ne conserve que la
premiere valeur v} et on calcule uj = uj_, + v} (en prenant u*; = 0) que 'on applique au
systeme (4.11). A linstant k + 1 la procédure de calcul est répétée a partir du probleme
Pn(k 4+ 1, 2p41).

Pour résoudre le probleme Py (k,xy), cherchons a simplifier sa formulation en tirant di-
rectement partie de la forme linéaire discrete des prédictions (4.12).
4.3 Expression des prédictions

Définissons 1’état augmenté
= -7 .17 =T 1T
‘K = [Ik Up_1q pk—J (4-16)

Le modele de prédiction (4.12) peut alors se réécrire sous la forme

2k+i+1 = AZ]CJFZ' -+ ka+i -+ kaJri (417)
avec les matrices
B A B F
A= Om><n [m><m Om><q (418)

0q><n qum ]qxq
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4.3. EXPRESSION DES PREDICTIONS CHAPITRE 4.

B=| Luxm (4.19)

F =1 Opxq (4.20)
Igxq
Les prédictions z.,; s’expriment alors en fonction de 1'état augmenté z; de la maniere sui-

vante :
2k = 2k

Zk41 = flzk + ka + ka
214:—&-2 = A2Zk + ABU}C + A ka + ka—i-l + ka-i-l

Zhyi = Az + (A7 Bog + A7 Bugyr + ... + Bugyia) (4.21)
+ (A7 Fwy + A7 Fuwggr + .. 4 Fwggi)

Zk+N = ANZk + (ANilévk + AN72B,U’€+1 + ...+ BUkJrN,l)
+ (ANilpwk + ANﬁQF‘warl + ...+ F‘waerl)

En posant
5 T - _ T
Zy =2l 2L o 7] (4.22)
T
Wi = [wi wiy - wiy_] (4.23)
et en utilisant (4.13), le calcul des prédictions peut se formuler par
Zk = .AZk + BV;C + fWk (424)
avec
u
4
A= | A? (4.25)
AN
0 0
B 0 0
AB B 0 -
B= : .. .. .. : <4’26)
: .0
| V15 AB B |
[0 e 0]
F 0 - 0
AF F 0 -
F= S (4.27)
: .0
| AN AF F |
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Utilisons ces notations pour reformuler Py (k, xy).

4.4 Expression du cofit

D’apres (4.16), on a

avec

I= [Inxn 0n><m Onxq] (429)

Avec cette notation, la fonctionnelle cotut définie par (4.14) peut alors se réécrire

N N-1
J(ky ok, N, Vi) = Y 2l Qg + > ol Roes (4.30)
=0 =0
Posons
Q = diag(I"QI, . .., I7QI) (4.31)
R = diag(R, ..., R) (4.32)
On a alors
J(k,z1, N, Vi) = ZF QZ, + VIRV, (4.33)

et en utilisant 1’équation de prédiction (4.24)

J(k,xp, N, Vi) = (Az, + BVj, + FWy.)" Q(Azy, + BVy, + FWy) + VIRV, (4.34)
Cette expression ne dépend, a un instant & donné, que de ’état z;, du vecteur bruit Wj et
du vecteur d’incrément de commande V}, vecteur sur lequel portera 1’optimisation.
4.5 Expression des contraintes

On suppose que les ensembles X et U définissent des contraintes polyédriques sur 'état
du systeme et sur la commande :

CoZpr; < d, Vie{0,...,N} (4.35)
Cyupy; < d, Vie{0,...,N—1} (4.36)
Contraintes sur 1’état
En posant
C, = diag(C.L, ..., C.I) (4.37)
D, =[d" ... d7]" (4.38)
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la contrainte (4.35) peut étre reformulée en
C.Z, <D, (4.39)
puis d’apres (4.24)
Cx(.AZk + BVk + .,FW].C) < 'Dx (4.40)
Soit
(C:B)Vi <D, — Co( Az + FWy) (4.41)
Contraintes sur la commande
Posons de méme
C, = diag(Cy,...,Cy) (4.42)
T 7T
D,=[d, ... d,] (4.43)
et
T
Ue = [up ufy oo wlyn_y] (4.44)
La contrainte (4.36) est ainsi équivalente a
C.U, <D, (4.45)
Le vecteur U, peut s’exprimer en fonction de Vj de la maniere suivante :
avec
[me Ome AR Ome
T=| ° | e RN (4.47)
Ime .. .. Ime
L,
I,
Iu = . ]Iu = [Omxn [mxn Oqu] (448)
I,
On a ainsi :
(C.I)Vi <D, — CuZyzy (4.49)
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4.6 Formulation QP

En utilisant les notations précédemment introduites, nous avons vu que le cout et les
contraintes définissant Py (k, zy) peuvent étre respectivement reformulés en (4.34) et (4.41)
et (4.49).

La minimisation de la fonctionnelle J(k, xy, N, V}) se faisant par rapport a Vi, la solution
V¥ de Py(k, xy) sera identique en considérant la fonctionnelle

J'(k, 2, N, Vi) = V(BT OB + R)Vi + 2(Az + FW,.) T QBV;, (4.50)
ou seuls les termes faisant intervenir V), ont été conservés.

Pour calculer la commande il est donc équivalent de résoudre le probleme Py (k,x)) ou
le probleme de programmation quadratique (QP) suivant

PQP(]{?, ZEk> . H‘l/in VkT./\/le + QMVk
K

(4.51)
tq CVk S D
avec
M=B"QB+R
N == BTQT(AZk + .7:Wk) (453)
C.B

e=[ 2] s

. 'Dx — Cx(.Azk + fWk)
D= { D CT ] (4.55)

Ce type de probleme peut se résoudre de maniere numérique par des solveurs dédiés aux
problemes de programmation quadratique (par exemple quadprog sous Matlab).

4.7 Reésolution pour le cas non contraint, non perturbé

Dans le cas le plus simple, non contraint et sans perturbation, une expression analytique
de la solution de Pgop(k,x)) est aisément calculable. La solution au probleme de calcul de la
commande est donnée par

Vi = argmin (VE(BT OB+ R)V;, + 221 AT OBV;) (4.56)
k

La solution V;* annule la dérivée premiere de (VI (BT QB+ R)Vj. + 22} AT QBV}), la dérivée
seconde étant définie positive.

d

T {(ViT(B"QB + R)V; +2[ A"QBV:} =0 (4.57)
k
Soit
(BTOB+R)V; + (B"QB+R)'V; +2(:{ ATOB)T =0 (4.58)
En utilisant la symétrie de (BT QB + R), le minimum est obtenu pour
Vi =—(B"QB+R)'B"Q" Az, (4.59)

Le choix des pondérations @) et R permet alors d’assurer la stabilité du systeme bouclé.
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4.8 Formulation LQG

La démarche présentée suppose que I'on connaisse a l'instant k la valeur z de I'état et la
valeur py de la perturbation. Pour obtenir ces valeurs, utilisons un estimateur d’état linéaire.

On suppose que I'état x;, du systeme n’est pas accessible dans sa totalité, mais que 'on
connait une mesure y; € RP définie par

yp = Cy, (4.60)

Utilisons un filtre de Kalman pour réaliser ’estimation d’état. L utilisation combinée de 'es-
timateur avec la commande optimale linéaire quadratique telle que précédemment établie
définit un schéma de commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG) [12].

On définit respectivement par Ty, pr et g les estimées de xy, pi et y, vérifiant la dyna-
mique
T = ATy + Buy, + Fpy,

Pr = Pr—1 + Wy (4.61)
Uk = Oy,
Soit Z; I'état augmenté défini par

T

5= [ 1) (462
et
o = [uj, wﬂT (4.63)
Le systeme (4.61) peut se reformuler en
ék-&-l = A?:’k + E(Sk + n; (4 64)
Uk = Cp +nj, .
avec
A=A (4.65)
B F
B = 4.66
o { Ogxm  Lgxq } (4.66)
C=(C Oy (4.67)

olt ni est un bruit sur I'état de covariance Q** et nY un bruit sur la sortie de covariance
REF . Notons P§F la covariance de I'état initial zo.

Les équations du filtre de Kalman se décomposent en deux parties : une partie prédiction
utilisant le modele interne d’estimation, et une partie correction utilisant la mesure réalisée
a I'instant k.

Les équations de prédiction sont définies par

Zefk—1 = AZp_1/p—1 + Bop_1

4.68
Pk];lf—l = Apklili/k—léT + Q" (4.68)
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Soit y;'** une mesure a 'instant k de la sortie y;. Les relations définissant la correction sont

Zk/k = Zk/k—1 T K;fF(y/Tes - C%,)

4.69
PEF = (1 - KEFC)PEE (4.69)

avec le gain

K& = PSC CT(C PEE CT + REF)! (4.70)
A T'instant k, on obtient ainsi une estimée Z, = 2, fournissant une observation ;, de I'état
T ainsi qu'une estimée pp_q de la perturbation py_1.

La commande est alors calculée a partir du probleme Pgp(k, Zy).

4.9 Exemple

Considérons le systeme instable suivant

=] % Vs [V s [ 2] )

On cherche a stabiliser ce systeme en présence d’une perturbation p, supposée constante par
morceaux. On choisit ainsi wg,; = 0 dans le modele de prédiction (4.12). Les résultats de
simulation présentés dans la suite ont été réalisés avec () = R = I54o et pour la condition
initiale zo = [2 — 3]".

Cas non contraint, non perturbé, état mesurable

On suppose dans un premier temps que ’état entier est mesurable (yp = x) et qu'il
n’existe aucune contrainte sur 'état (X = R?) ni sur la commande (U = R). On s’intéresse
au cas non perturbé. Les résultats de simulation correspondants sont présentés en Figure
4.1 pour plusieurs valeurs de N. On vérifie que plus la valeur de N augmente, plus 'on se
rapproche de la performance optimale obtenue en horizon infini ot la commande est définie
de maniere analytique par

up = —(B"PB + R) ' BT PAux, (4.72)
ou la matrice P symétrique est la solution unique de I’équation algébrique de Riccati (ARE)
P=A"PA - ATPB(B'PB + R)"'BTPA+Q (4.73)

Si dans ce cas trivial (linéaire, non contraint) 1'utilisation d’un horizon infini est bien sur
la plus judicieuse, cet exemple nous permet de vérifier que le choix d’une faible valeur de
N peut entrainer une dégradation de 'amortissement du systeme bouclé, comme évoqué en
section 3.4.2.

Cas perturbé, reconstitution de 1’état

On se place maintenant dans le cas ou seule la premiere composante de 1’état est mesu-
rable (yr = [1 0] z4) et ou il existe une perturbation constante par morceaux. Les courbes
présentées Figure 4.2 on été obtenues pour N = 4. L’utilisation combinée du filtre de Kalman
et de la commande prédictive permet de stabiliser le systeme a partir d'une estimation de la
perturbation et en reconstruisant I’état complet.
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Fi1G. 4.2 — Stabilisation en présence d’'une perturbation
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Cas perturbé contraint, reconstitution de I’état

On reprend le cas précédent en ajoutant des contraintes sur la commande du type
Umin < U < Upge (OU les inégalités sont définies composante par composante). La stabili-

sation est obtenue malgré la perturbation, et avec une commande saturée selon les bornes
fixées (Figure 4.3).

10

™ ™
L ° L
(] (]
@ R}
E E
7 0 7
(] (]
0 0
HXX _5 ('\lxx
-10
0 20 40 60 80 100 100
k
25

P, (=), estimée (—-)

0 20 40 60 80 100

Fi1G. 4.3 — Stabilisation en présence d’'une perturbation et de contraintes sur la commande

Cet exemple nous a permis d’illustrer, dans le cas de la stabilisation, les possibilités offertes
par 'approche LQG précédemment présentée. Intéressons nous maintenant a ’application
de cette approche au suivi de trajectoire d’'un modele de drone.
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4.10 Application au guidage

Considérons le cas d’'un suivi de trajectoire. Pour la synthese de la loi de commande en
position, on utilise '’hypothese 2 et ’on considere le systeme défini par (2.123) :

él = €9
1 (4.74)
éy = ——R%3 + ges — 0 + —F.y
m m
oll 'on rappelle que 'on a ¢; = & — &% et € = v — v%
On définit le vecteur de commande
T
u=——Rs + ges — 1 (4.75)
m
et on introduit .
X = [eip eQT] (4.76)
pour obtenir la représentation d’état
X =AU+ BYu+ F"F, (4.77)
avec
0 I 0 0
Atr _ 3x3 3x3 Btr — 3x3 Ftr — 3x3 4.78
¢ [ O3x3 O3x3 ¢ I3x3 ¢ L I3x3 (4.78)

4.10.1 Discrétisation
La matrice A" est nilpotente d’ordre deux (V5 > 2, (A)7 = (). On a ainsi par développement
AT = I+ AU, (4.79)

En utilisant les relations (4.8) (4.9) (4.10), on peut alors calculer

Ly T.I 2 1[Z2F
Atr — 3x3 et3x3 Btr — o +3x3 Ftr _ 5 43x3 4.80
[ O3x3  I3x3 Tel3x3 m | Telzxs (4.80)

et obtenir une représentation discrete de (4.77) :
Xia1 = ATxg + BTuyp + F7F, (4.81)

La commande u;, peut alors étre calculée par la formulation LQG présentée en section 2.2.8.

4.10.2 Simulations

On suppose que la trajectoire de référence en position est définie, pour les axes = et vy,
par une portion affine suivi d’une sinusoide, et, pour I'axe z, par une portion constante nulle
suivie d'une portion affine.

On se place tout d’abord dans le cas non contraint et on suppose que £ et v sont tous
deux mesurables. Les Figures 4.4 et 4.5 présentent respectivement 1’évolution de 1’état, de
Iestimée de la perturbation et de la commande 7, lors de la stabilisation autour de la tra-
jectoire de référence. La simulation a été réalisée pour N = 4 a partir de la condition initiale
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4.10. APPLICATION AU GUIDAGE CHAPITRE 4.

& =1[-2 -1 2", vo=[1 —1 0.5]". La masse du drone est m = 2.5 kg et I'accélération
de la pesanteur g = 9.81 m.s2.

La méthode présentée permet de réaliser le suivi de la trajectoire de référence, méme en
présence d’une perturbation.

La Figure 4.6 présente en détail I’évolution de 1’état autour des changements de référence.
Des trajectoires correspondant a plusieurs valeurs de N ont été représentées (N =2, N =4
et N = 8). On s’apercoit que les changements de références intervenant a k = 80 sont anti-
cipés d'un nombre de pas de temps égal a la longueur de I'horizon de prédiction : ’évolution
de la référence sur ’horizon de prédiction est prise en compte lors du calcul de la commande
a un instant donné. Comme évoqué précédemment, la longueur N de I’horizon de prédiction
influe sur les performances obtenues pour le systeme bouclé, 'amortissement diminuant avec
la valeur de N.

N=2
N=4

L p—
X — = N=8
O
B

— — référence

72 74 76k 78 80 82 70 72 74

72 74 76k 78 80 82 70 72 74 76 78 80 82

Fi1G. 4.6 — Evolution de I'état lors des changements de référence pour différent horizons de
prédiction

On suppose maintenant que seule la position ¢ est mesurable. La Figure 4.7 représente
la trajectoire en boucle fermée obtenue pour N = 4 dans le cas ou la position et la vitesse
sont mesurées simultanément, et dans le cas ou seule la position est mesurée. Les estimées
initiales de la vitesse ont été prises égales a zéro. La Figure 4.8 présente les écarts entre
les composantes de la vitesse et celles de la vitesse estimée pour le cas ou seule la position
¢ est mesurée. La perte d’information liée a I’absence de mesure en vitesse entraine une
dégradation de la performance obtenue en terme de rapidité de convergence vers la trajec-
toire de référence et de rapidité de réaction face a la perturbation.
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F1G. 4.8 — Evolution des erreurs d’estimation de la vitesse
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On considere maintenant des contraintes sur le vecteur u sous la forme :
Unin < Uk < Umag (4.82)
ol les inégalités entre vecteur sont définies composante par composante. Soit
M (Umin — ges + 07(k)) < —(T R%3); < m(tmae — ges + 04(k)) (4.83)

composante par composante. Les résultats de simulation présentés en Figures 4.9 et 4.10
ont été obtenus en considérant uniquement des mesures sur la position &, en présence dune
perturbation identique a celles des cas précédents, et en définissant la contrainte

Upin = [—1 —1.2 —1]" Upae = [2.5 1.5 2|7

La stabilisation autour de la trajectoire de référence est assurée dans ce cas, avec une nouvelle
dégradation de la vitesse de convergence lorsque les composantes du vecteur de commande
u sont saturées.

4 4 -
= — contraint
N [ — — référence
) L, — - non contraint
U>< 'U>>(
. . /
T Z ol »
Lo O AN - B
x %
_2 L L L s _2 L L L L
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
k
4
™ ™
L L 2
-c>‘ U>> "
T T ol ~ -
> >>‘ v /7’
_5 L L L s _2 L L L L
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
k k
2
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0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
k k

Fi1a. 4.9 — Evolution de I'état avec et sans contraintes sur la commande

4.11 Limites de la commande prédictive linéaire

L’approche de commande prédictive linéaire, basée sur la formulation LQG présentée, a
I’avantage d’étre aisée a mettre en oeuvre. De plus, elle illustre immédiatement les avantages
et inconvénients liés a une méthode de commande prédictive.
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Fi1G. 4.10 — Evolution du vecteur de commande u avec et sans contraintes

Dans le cas non perturbé et non contraint, nous avons vu quune commande analytique
peut étre déterminée. Dans les autres cas, un probleme de programmation quadratique (QP)
peut étre formulé puis résolu en un faible temps de calcul par un solveur numérique.

La prise en compte de contraintes sur la commande et/ou 'état du systeme se fait de maniere
intrinseque, dans la mesure ot celles-ci sont introduites dans la formulation du probleme d’op-
timisation utilisé pour le calcul de la commande. A travers ’exemple d’application proposé
a la fin de cette section, a savoir le guidage d’'un modele de drone miniature, nous avons pu
mettre en évidence l'intérét de la commande prédictive dans le cas d’un suivi de trajectoire :
la commande est calculée en prenant en compte I’écart actuel entre I'état du systeme et la
référence, mais également une prédiction de cet écart sur un horizon temporel fixé. Cette
particularité a pour conséquence une anticipation des changements de références pour le
systeme bouclé. Ce type d’approche permet en outre d’obtenir une commande localement
optimale, par rapport a un critere de performance fixé (fonction cout). Enfin, puisque cette
approche de commande fait intervenir la résolution en ligne d’un probleme d’optimisation,
de nouvelles informations pourront étre prises en compte au fur et a mesure dans la formula-
tion méme du calcul de la commande. Ainsi, on pourra, par exemple, activer, désactiver ou
mettre a jour en ligne des contraintes, ajuster des pondérations intervenant dans la fonction
cout, etc.

L’approche précédemment présentée ne s’applique toutefois qu’a des systemes linéaires, ou
des systemes pour lesquels une linéarisation est possible autour d’un point de fonctionnement
(ou point d’équilibre) donné. Lorsque I'on s’écarte du domaine dans lequel ce linéarisé est
valable, une premiere solution peut consister a chercher un nouveau point de fonctionnement,
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puis a linéariser le systeme autour de ce nouveau point. Pour chaque point de fonctionne-
ment ainsi envisagé, un controleur localement stabilisant peut étre obtenu afin de couvrir la
totalité du domaine d’évolution du systeme.

Dans le cas de systemes fortement non linéaires, cette méthode peut rapidement présenter des
limites dans la mesure ou les modeles linéarisés ne seront que tres localement représentatifs
de la dynamique réelle du systeme. Dans le cas de la commande d’un modele de drone minia-
ture, 'exemple que nous avons présenté sur le guidage suppose une convergence instantanée
de la dynamique de rotation bouclée par une loi de pilotage. Pour pouvoir valider une loi
de guidage développée, il est intéressant de considérer la cascade guidage / pilotage et de
réaliser ainsi une commande en attitude pour le modele de drone. Les non linéarités de la
dynamique de rotation ne permettent cependant pas de réaliser une commande linéaire va-
lable dans la totalité du domaine de vol. On s’intéressera donc maintenant a des méthodes
de commande prédictive non linéaires.
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Commande prédictive non linéaire
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5.1. COMMANDE PREDICTIVE NON LINEAIRE ET STABILITE CHAPITRE 5.

5.1 Commande prédictive non linéaire et stabilité

Dans le cas non linéaire, nous avons vu précédemment qu’en commande prédictive, la
stabilité peut étre assurée au moyen de contraintes stabilisantes, de I'utilisation simultanées
de contraintes et d’un controleur local ou d’un cotit terminal. Si la stabilité est effectivement
garantie par ces approches classiques, 'utilisation de tels éléments conditionne fortement le
bassin d’attraction du controleur, c’est a dire la région de l'espace d’état dans laquelle la
stabilité du systeme bouclé est garantie.

Afin de pouvoir disposer de lois de commandes utilisables dans un large domaine de vol, nous
allons nous intéresser ici a une autre classe de controleurs prédictifs utilisant simultanément
commande prédictive et fonction de Lyapunov.

5.2 Commande prédictive et fonctions de Lyapunov

L’utilisation de fonctions de Lyapunov pour I’étude des systemes non linéaires permet non
seulement d’analyser la stabilité d’un systeme bouclé donné, mais également de déterminer,
de maniere constructive, une commande stabilisante. Il est nécessaire de construire conjoin-
tement une fonction de I’état du systéme qui soit définie positive, propre (i.e. radialement
non bornée) et continuement dérivable, et une commande associée assurant que la dérivée
de cette fonction soit négative le long des trajectoires du systeme bouclé. Cette construction
requiert une analyse théorique et peut s’avérer tres complexe dans certains cas.

Selon [92], une mise en regard des propriétés respectives des méthodes de commande prédictive
et des approches par fonction de Lyapunov permet de mettre en évidence leurs complémentarités
(c.f. table 5.1). Ces deux techniques peuvent étre utilisées simultanément afin de bénéficier
des avantages de chacune d’elles.

| MPC \ CLF |
Optimalité locale | Stabilité globale
Calcul en ligne | Analyse hors ligne

TAB. 5.1 — Propriétés des approches de commande prédictives (MPC) et par fonctions de
Lyapunov (CLF)

Une premiere approche utilisant simultanément commande prédictive et fonctions de Lyapu-
nov a été développée dans [91, 92]. Cette approche est basée sur une extension du pointwise
min-norm controller' présenté dans [42].

Ce dernier est déterminé, pour une fonction de Lyapunov donnée, en définissant un probleme
d’optimisation par lequel on cherche a trouver la commande minimale telle qu’une contrainte
de négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov soit vérifiée. La généralisation de cette
approche est faite en introduisant dans un probleme de commande prédictive non contraint,
une premiere contrainte imposant la négativité de la fonction de Lyapunov a l'instant ¢, ainsi
qu’'une seconde contrainte imposant a la valeur de la fonction de Lyapunov d’étre inférieure,
a la fin de ’horizon de prédiction, a celle obtenue par le ”pointwise min-norm controller”.

IDans cette approche, la commande est obtenue & chaque instant par la résolution d’un probléme d’op-
timisation posé de la manieére suivante : on cherche a trouver une commande de norme minimale rendant
négative la dérivée d’une fonction de Lyapunov donnée pour le systéme.
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La premiere contrainte garantit la stabilité du systeme bouclé, alors que la seconde assure
une amélioration des performances par rapport au controleur précédemment cité.

On notera, que seule la commande prédictive est appliquée au systeme, et non celle issue
du ”pointwise min-norm controler” qui n’intervient que dans la formulation du probleme
d’optimisation.

Pour ne pas avoir a utiliser de contraintes pour le calcul de la commande, d’autres ap-
proches faisant intervenir a la fois commande prédictive et fonctions de Lyapunov ont été
développées.

Une premiere méthode proposée dans [55] consiste & chercher une fonction de Lyapunov pour
le systeme considéré et a l'utiliser comme cott terminal, pondéré par un coefficient scalaire
constant. Il existe alors une valeur de ce coefficient de pondération telle que le schéma de
commande ainsi défini permette de garantir la stabilité du systeme bouclé. Dans cette ap-
proche, la commande associée a la fonction de Lyapunov n’est utilisée que pour démontrer
la stabilité du systeme bouclé, mais n’est jamais appliquée.

Une seconde solution a été proposée dans [69, 70] reposant également sur I'utilisation seule
d'un cotit terminal. Une fonction de Lyapunov et la commande associée sont supposées
connues pour le systeme considéré. Cette fonction de Lyapunov est utilisée comme fonction
colt terminal au sein du probleme de commande prédictive avec un coefficient de pondération
cette fois-ci déterminé de maniere dynamique. L’expression de sa dynamique fait intervenir
la dite fonction de Lyapunov ainsi que la commande associée. Cette commande n’intervient
toutefois que dans la définition de cette dynamique et n’est jamais appliquée au systeme.

Ces différentes approches définissent des controleurs prédictifs assurant une stabilité globale
du systeme bouclé. Elles requierent cependant la connaissance d’une fonction de Lyapunov
pour le systeme sans toutefois réellement utiliser la commande associée.

L’approche que nous présentons dans cette section se situe dans cette classe de controleurs
associant commande prédictive et fonctions de Lyapunov. En supposant connue une fonction
de Lyapunov pour le systeme, on se propose ici de tirer parti de la commande associée pour
I’appliquer au systeme en méme temps que la commande prédictive.

Cette méthode sera par la suite appliquée au développement de lois de commande pour le
modele de drone considéré. Cette application met a profit I'existence de fonctions de Lyapu-
nov issues de travaux précédents pour ce type de modele.

5.3 Approche bi-composante

On s’intéresse aux systemes dynamiques dont I’évolution en temps continu peut étre
décrite par le modele non linéaire affine en la commande

i(t) = f(2(t) + gla(O)ult) V>0

20— (5.1)

avec v € R", u € R™, f(0) =0, g(0) # 0, g bornée et f et g de classe C.

On cherche a déterminer une commande a deux composantes de la forme v = u,, + u, ou la
seconde composante u,, de nature prédictive, vient s’ajouter a une commande "nominale”
u, précédemment établie.
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5.3.1 Composante nominale u,,

On suppose que 'on a déterminé une commande nominale u,(x(t)) stabilisant asympto-
tiquement le systeme (5.1). La dynamique du systeme (5.1) bouclé par u = u,, est notée

(t) = ¢(z(t)) (5.2)
avec ¢(0) = 0.

5.3.2 Composante prédictive u,
Si le systeme (5.1) est commandé par u = u,, + u,, il peut alors s’écrire sous la forme
B(t) = op(a(t)) + g(x(t))uy(t) (5-3)

Pour un instant ¢t donné et un horizon temporel de longueur 7' fixée, on définit le modele de
prédiction associé

2(7) = ¢(Z(7)) + g(@(7))up(r) VT €]t t +T]
{ z(t) = z(t) (5.4)
On introduit également la fonctionnelle
t+T
ﬂu@ﬂ%o):L° Q& (r), uy(r)) dr + V(@(t +T)) (5.5)

ou ¢(.,.) est une forme définie positive de R” x R™ — R* et V(.) une forme définie positive
de R™ — R*. On note u)(.) la commande qui minimise J(t, z¢, uy(.)) et 'on définit

u*(t) = un(t) + uy(t) (5.6)
La dynamique du systeme bouclé s’écrit alors

2(t) = f(x(t) + g(x(t))un(t) + g(x(t))u, (t) (5.7)

soit

2(t) = o(x(t)) + g((t))u,(t) (5-8)

5.3.3 Stabilité

Proposition 1 Le systéme (5.1) bouclé par la commande u* = Up+uy précédemment définie
est asymptotiquement stable.

Preuve

Par construction de la composante nominale de la commande, on sait que le systeme
bouclé par u = u, (u; = 0) est asymptotiquement stable. Il faut donc montrer que I'ajout
de la composante prédictive u, permet de conserver cette stabilité asymptotique.
Notons Jf = J(t,z¢,uy(.)) la valeur optimale de la fonctionnelle cotit. Soit Jy = J(t,x,0)
la valeur de la fonctionnelle lorsqu’elle est évaluée le long des trajectoires du systeme bouclé
par la seule composante nominale u, de la commande (u} = 0). On a ainsi :

0<Jr < (5.9)
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En notant z* et T les prédictions correspondantes (respectivement pour u = u* et u = u,),
on a

0< /tH q(z* (1), us(1)) dr + V(&*(t + T)) < /ﬁ q(Z(7),0)dr + V(Z(t+T))  (5.10)

La commande u,, n’étant pas appliquée avec un horizon glissant, les prédictions Z coincident
avec I'état & du systeme commandé par u,, et qui converge asymptotiquement vers zéro. Le
terme de droite de I'inégalité (5.10) converge donc asymptotiquement vers zéro. Par pince-
ment, et puisque ¢ et V sont définies positives par rapport a chacun de leurs arguments,
les prédictions T* de I'état du systeme bouclé par u* = u, + u,, tendent identiquement vers
zéro sur I'horizon de prédiction. De méme, u;(.) tend identiquement vers la fonction nulle
sur ’horizon de prédiction pour ¢ — co. On a ainsi u;‘,(t) — 0 pour t — oco. En utilisant la
stabilité asymptotique de (5.2) et la bornitude de g, on peut conclure que le systeme (5.8),
i.e. le systeme (5.1) bouclé par u* = u, + uj, est asymptotiquement stable. W

L’ajout de la composante prédictive permet donc de conserver la stabilité asymptotique
du systeme initialement bouclé par la composante nominale u,,. L’optimalité locale qu’elle
introduit fait de cette approche un moyen d’amélioration des performances du systeme bouclé
obtenues pour un controleur nominal donné, par rapport a un critere donné défini par (5.5).
Cette approche constitue également un moyen de prendre en compte des contraintes sur la
commande, par exemple, en définissant un probleme d’optimisation de la forme

min J(t, z¢, uy(.))

up(.)

tel que u(r) € U, Vr € [t,t + T] (5.11)
w(T) = up(Z(7)) + up(7), V7 € [t,t + T

5.3.4 Exemple

On considere le systeme

1"121'2

5.12
iy = (29 + 1)2] + sin(zy) + u (5.12)

avec r = [x; xQ]T € R? et u scalaire. Pour définir la composante nominale u,, de la commande,
on introduit la fonction de Lyapunov candidate

1 1
Pour la commande
U, = —2(x1 + x9) — (T2 + 1)2] — sin(zy) (5.14)
on a '
L=—a]— (z1+ ) (5.15)

et le systeme (5.12) bouclé par u = u,, est exponentiellement stable, donc a fortiori asymp-
totiquement stable.
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Pour calculer la composante prédictive u; de la commande, la fonctionnelle (5.5) est définie
a partir de
q(2(7),up(7)) = L(Z(7)) + Aup(7)* V7 € [t + T
V(t+T))=Lx(t+T))

Les résultats de simulation présenté en Figure 5.1 ont été réalisés pour A = 0.25 et pour
la condition initiale zo = |1 0.5]T. Les courbes en trait discontinu sont celles obtenues par
application de la commande nominale u,, seule, alors que les courbes en trait continu ont
été obtenues par application de la commande u* = w, + u,. On remarque que la vitesse de
convergence est améliorée par I'introduction de la composante prédictive dans la commande?.
Cette propriété peut étre vérifiée sur la sous-Figure représentant 1’évolution de la valeur de
la fonction de Lyapunov L le long des trajectoires du systeme bouclé : pour u = u, + u,
(trait continu) la valeur de £ est toujours inférieure a celle obtenue pour u = u,, (trait dis-
continu). L’approche bi-composante présentée est ici utilisée comme un moyen d’améliorer
les performances du systeme bouclé par un controleur nominal donné.

(5.16)

On s’intéresse maintenant au cas ou la commande est limitée par la contrainte
U= U, +u, <08

La Figure 5.2 présente les courbes obtenues pour le cas non contraint ou u,, est utilisé comme
commande (trait discontinu) et pour le cas contraint ol la commande est u = u,, + u;, (trait
continu). L’ajout de la composante prédictive permet I'amélioration des performances en
dehors de la zone de saturation de la commande : la valeur de la fonction de Lyapunov
correspondant a u = u, + uj, reste inférieure a celle correspondant a u = u,, excepté dans
cette zone de saturation. La composante prédictive constitue un degré de liberté permettant
le respect de la contrainte.

5.3.5 Optimisation des coefficients du contréleur nominal

On suppose que le controleur nominal est paramétré par un nombre fini de coefficients
klak27"'7k7“

Up, = Up((k1,. .., k), x) (5.17)

On peut tirer profit du calcul en ligne de la composante prédictive de la commande pour

améliorer le réglage des gains du controleur nominal. En effet, ces gains peuvent étre considérés

comme des parametres a optimiser au meéme titre que la composante prédictive de la com-
mande. On formule le probleme d’optimisation (5.11) :

min ), J(t, e, up(.))

tel que wu(r) €U, Vr e [t,t+1T] (5.18)
w(T) = un((k1y .- k), 2(7)) +up(7), V7T € [t t+ T
(k1,..., k) €K
ou K définit I’ensemble des gains k1, .. ., k. tels que le systeme bouclé par u = u,, soit asymp-

totiquement stable.

2Le réglage des gains de la fonction cofit a été choisi ici de maniére & n’imposer aucune performance
spécifique, et ce afin de mettre en évidence le caractere optimal de ’approche proposée. Le comportement
du systeme bouclé peut bien entendu étre sensiblement amélioré par un choix adéquat de ces gains.
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F1G. 5.2 — Comparaison des bouclages u = u, et u = u, + u,, en présence d’une contrainte
sur la commande

93



5.3. APPROCHE BI-COMPOSANTE CHAPITRE 5.

Exemple
Reprenons I'exemple (5.12). On considere cette fois-ci la commande

Uy = —(1+ k)(z1 + 22) — (w2 + 1)2] — sin(as) (5.19)

ou k est un gain scalaire. En utilisant cette commande, la dérivée de la fonction £ définie
par (5.13) devient .
L=—a] —k(z) + 29)? (5.20)

En définissant K = R*| le systeme (5.12) bouclé par (5.19) est (au moins) asymptotiquement
stable pour k € K.

On reprend la contrainte sur la commande v = w, + uy, < 0.8 et on définit la contrainte
kmin < k < kpae avec kpin = 1 et ke = 2. La valeur initiale du gain est fixée a 1. Les
résultats de simulation correspondant sont présentés en Figure 5.3. Les courbes en trait dis-
continus correspondent au cas précédent, gain unitaire (kK = 1) non optimisé, et les courbes
en trait continu correspondent au cas ot le gain k est optimisé. D’apres (5.20), la convergence
est d’autant plus rapide que k est grand. D’ou la valeur k = k,,,, que 'on retrouve sur la
Figure 5.3, en dehors de la zone de saturation de la commande?.

F1G. 5.3 — Comparaison entre le cas k = 1 et le cas k optimisé

Cette approche peut étre utilisée pour affiner le réglage des parametres du controleur no-
minal, en partant d’un réglage initial pour lequel on sait que la stabilité asymptotique du

3Ici encore, on a choisi de mettre en évidence 'optimalité de I’approche proposée en définissant les gains
de la fonction cotit de maniere a ne pas imposer de performance spécifique pour le systeme bouclé. Celle-ci
peut étre sensiblement améliorée par un choix adéquat de ces gains.
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systeme bouclé est assurée.

On a supposé jusqu’a présent que la représentation d’état du systeme (5.1) était parfai-
tement déterminée. On souhaite maintenant s’intéresser au cas de systemes possédant des
parametres inconnus.

5.4 Extension adaptative

On considere les systemes dynamiques dont I’évolution en temps continu peut étre décrite
sous la forme
Y:ox=f(x)+g(x)u+ F(x)0 (5.21)

ou x € R" représente 'état du systeme, u € R™ la commande et § € RP un vecteur de
parametres inconnus constants, ou variant lentement dans le temps. On suppose que f et g
sont de classe C!, avec g bornée, f(0) = 0 et g(0) # 0.

On cherche a déterminer pour ¥ une loi de commande de la forme v = u, + u,, ou la
composante nominale u,, est une loi de commande adaptative et ou la composante u, est de
nature prédictive.

5.4.1 Composante nominale adaptative u,,

Soit § une estimée de 6. On introduit I'erreur d’estimation

A~

02600 (5.22)

On définit le systéme nominal ¥, correspondant & ¥ avec § = 6 :

~

Yo = f(z)+g(x)u+ F(z)d (5.23)
Le systeme X peut se ré-écrire en
S i = f(z)+ g(z)u+ F(z)0 + F(z)0 (5.24)

ou le terme F (a:)é peut étre vu comme une pseudo-perturbation pour le systeme nominal
Y.

On suppose que 'on a déterminé une commande u,, = u,(z, é) stabilisant exponentiellement
le systeme nominal YJ,,. La dynamique du systeme >, bouclé par u = u,, est notée

& = o(z,0) (5.25)

avec ¢(0,0) = 0.
D’apres le théoreme réciproque de Lyapunov (théoréeme 4.5 de [57]), il existe une fonction
de Lyapunov L et des constantes strictement positives ¢y, co, c3, ¢4 telles que :

o1 ||zlf5 < L(z) < ez ||z (5.26)
oL A
OF p(0.) < —es (5.27)
oL
——(@)]| <ecalzll (5.28)
' O 2 ?
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On peut donc trouver une constante A strictement positive telle que

g—§¢(x, 0) < —\L(x) (5.29)

5.4.2 Composante prédictive u,

Pour un instant ¢ donné et un horizon temporel de longueur T fixée, on définit le modele
de prédiction

(1) = ¢(2(), 0(r)) + g(&(r))up(r) V7 €Jt,t +1T]

i} (5.30)
2(t) = (1)

On reprend la fonctionelle J(t, x4, u,(.)) définie par (5.5). La commande minimisant J (¢, z;, u,(.))

est notée uy(.). On définit

u*(t) = un(t) + u,(t) (5.31)
La dynamique du systeme ¥,, bouclé s’écrit alors
() = f(w(t) + g(x () un(t) + g(w(t))u(t) + F(x(t)0(1) (5.32)
soit
#(t) = ¢ (t),0(t)) + g (t))up (D) (5.33)

5.4.3 Stabilité

On définit pour le systeme ¥ la fonction de Lyapunov candidate S par
1o ~
S=L+ 5eTAe (5.34)

ou A est une matrice symétrique définie positive. On définit également la dynamique d’adap-
tation

A oL
0= (—F(x)A™ )T 5.35
(= F()A™) (53)
Proposition 2 [5] Le systéme Y bouclé par la commande u* = wu, + uy, précédemment

définie avec la dynamique d’adaptation (5.35) est asymptotiquement stable.

Preuve

On sait que le systeme nominal X, bouclé par u = u, est exponentiellement stable, par
construction de u,,. Il existe donc une fonction de Lyapunov £ et un scalaire A strictement
positif vérifiant (5.29). De fagon analogue a la preuve de la proposition 1, on montre que
I’ajout de la composante prédictive permet de conserver cette stabilité exponentielle et que

u,, converge exponentiellement vers zéro pour ¢ — oo. Le systeme nominal %, bouclé par

u* = u, + u, reste donc exponentiellement stable. On peut ainsi trouver une constante o
strictement positive telle que

oL ~ .

35 (0@, 0) +g(2)u,) < —al(z) (5.36)
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Considérons le systeme complet ¥ et la fonction de Lyapunov candidate S définie par (5.34).
Sa dérivée le long des trajectoires du systeme bouclée par u* = u, + u;, est donnée par

S= g—f [5(@) + gwyualw.0) + gl + F@)+ F@)f) — 708 (537
S = % {¢(£E, 0) + g(az)u;} + %F(aj)é —OTAG (5.38)

En utilisant (5.36)
§< —al(z) + {%F(x) - éTA} g (5.39)

En utilisant la dynamique d’adaptation (5.35) pour 0, on a
S < —aLl(z) (5.40)

et d’apres (5.26) '
S < —acy |73 (5.41)

La dérivée de S est semi-définie négative et s’annule pour x = 0. La fonction & décroit ainsi
jusqu’a z — 0. Par continuité et en utilisant le principe d’invariance de La Salle, on a x — 0.
On a alors, pour t — oo, z — 0, 2 — 0, u; — 0. En étudiant la dynamique du systeme
bouclé donnée par

~ ~

T =¢(x,0)+ g(x)u; + F(z)0 (5.42)
on obtient )
F(z) Qt;?.»OO (5.43)

Le terme de pseudo-perturbation F(z

E N converge donc asymptotiquement vers zéro. Pour
F(0)#0onadeplusfd —0i e §— 6.

Le systeme %, bouclé par u* = w, + u,, est exponentiellement stable. En d’autre termes,
pour F(x)f = 0, le systéme X bouclé par u* = u,, + uy, est exponentiellement stable. Comme

F (m)é converge asymptotiquement vers zéro, le systeme 3 bouclé par u* = u,, + u;, est donc
asymptotiquement stable (Lemme 4.9 [57]).

5.4.4 Exemple

On considere le systeme

ZL:l:ZL‘Q

Ty = (19 + 1) (22 4 0) +sin(zs) +u (5.44)

ou 6 est un parametre inconnu constant et 0 une estimée de 6. Pour le systeme nominal, on
définit la fonction de Lyapunov candidate

1 1
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et la commande

A~

U (,0) = — (1 + x3) — (23 + 1) (2 + 0) — sin(x,) (5.46)

La composante prédictive de la commande est calculée en reprenant la fonctionnelle (5.5)
définie a partir de (5.16).
Pour 6 = 6 — 60, on introduit la fonction de Lyapunov candidate

1 -
S=L+ §ka62 (5.47)
L’application de (5.35) a cet exemple donne la dynamique d’adaptation suivante :

§— ki(xl + ) (@ + 1) (5.48)

a

Les résultats de simulation présentés en Figure (5.4) ont été réalisés pour k, = 1, A = 0.25
et pour la condition initiale o = [1 O.5]T. Les courbes en trait continu correspondent au
cas ou seul le controleur nominal adaptatif est appliqué au systeme, et les courbes en trait
discontinu au cas ou ’approche bi-composante a été employée. La vitesse de convergence du
systeme bouclé par cette derniere est améliorée par rapport au cas nominal adaptatif seul.
Pour cet exemple, on a F(z) = [0 x5+ 1] et donc F(0) # 0. La grandeur § est bien une
estimée de 6 dans le sens § — 6 pour t — 0.

15 2

u=u
_ N,
u=u_ +u
— ntY
-1
0 2 4 6 8 10 6 8 10
t t
14
_ _ estimée de 6 pour u=u_
12 ___ estimée de 6 pour u=un+u;
G SAREN [
8
£0.8
7
©0.6
[an]
0.4
0.2
0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

F1G. 5.4 — Comparaison de ’approche bi-composantes avec le controleur nominal adaptatif
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5.4.5 Systemes perturbés

Considérons a nouveau le systeme (X) défini en (5.21). On s’intéresse au cas ol une
perturbation d bornée convergeant asymptotiquement vers zéro est ajoutée, et 'on définit le

systeme perturbé
Yot = f(x)+g(x)ut+ F(z)d+d (5.49)

Proposition 3 [5] Le systéme 3, bouclé par la commande u* = u, + uy, précédemment
définie avec la dynamique d’adaptation (5.35) est asymptotiquement stable.

Preuve

Le systeme Y, peut s’écrire sous la forme 3, (5.23) a laquelle vient s’ajouter deux termes
de perturbations F’ (x)é et d. Comme présenté dans la preuve de la proposition 2, on montre
que u* stabilise exponentiellement ¥, et que le systeme ¥ est asymptotiquement stable. La
perturbation d étant bornée et convergeant asymptotiquement vers zéro, on peut utiliser les
résultats de [57] sur les systemes perturbés (Lemmes 4.8 et 4.9), et conclure que la commande
u* stabilise asymptotiquement le systeme ;. B

5.5 Application au guidage-pilotage

On cherche a appliquer I'approche bi-composante précédemment présentée pour comman-
der le systeme (2.38) représentant la dynamique du drone dans le cas perturbé. Le systeme
considéré est rappelé ci-dessous :

f=
mv = —7 Res + mges + F.p;
) (5.50)
R=RQ,

IN=-QOxIQ+T+ M.,

On suppose que F,,; et M,,; peuvent étre considérés constants ou variant lentement avec le
temps. Soient Fi,; et M., des estimées respectives de F,,; et M.,;. On définit les erreurs
d’estimation

Z;:lazzst = Fext - Fezt (551)
Mext = Me:pt - Mext (552)

La dynamique du systéme peut étre séparée en une partie translation (3;) et en une partie
rotation (), puis reformulée en utilisant les notations précédentes et en faisant apparaitre
un terme d’erreur en orientation dans la dynamique de translation :

& =
X { mv = —T Rs + mges + Fl+ {ﬁm} — {T(R — Rd)eg}

. R =RQ,
" [Q :—QXIQ+F+Mext+{Mezt}

(5.53)

Ce systeme peut étre vu comme un systeme nominal avec deux termes de perturbations.
Comme détaillé par la suite, la convergence asymptotique du terme de perturbation —7 (R—
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R%)e3 est obtenue par la loi de pilotage stabilisant la dynamique de rotation. La stabilité de
Y., est obtenue par application de la proposition 2. La stabilité de ¥; est, quand a elle, issue
de la proposition 3.

Définissons pour chaque sous systeme les composantes nominales adaptatives et prédictives
de la commande.

5.5.1 Loi de guidage

Notons P = —7 R le vecteur de commande en position. Ce vecteur de commande est
décomposé en P = P, + P, avec la composante nominale P, et la commande prédictive P,.

Pour le suivi d'une trajectoire de référence, on introduit les erreurs
6 =& — ¢ (5.54)

€ =v— v (5.55)

Afin d’utiliser une composante nominale de la commande développée par backstepping, on
définit la variable

5= eyt (5.56)
ka
ou ki est un gain strictement positif. Avec ces notations, le systeme ¥; se réécrit en

k k

6=~ —e + —3
m m

0 =—— —0 — —R —ge3 — — —F,, —Foip—9—(R—R

1 m61+m T €3+k1963 k:lv +l<:1 ¢+ T et k‘l( Jes

(5.57)
Considérons la partie nominale de (5.57), i.e. le systeme (5.57) sous les hypotheses F.=0
et R = R? (hypothese 2). La synthese de la composante nominale P, de la loi de commande
en position n’est pas détaillée ici. Elle est développée par backstepping a partir des travaux
présentés dans [88]. On définit la fonction de Lyapunov candidate

1 1
ﬁl = 56{61 -+ 5(5{(51 (558)

Le vecteur de commande en position

. k2
P, = —T R%3 = —mges — FLp; + miv? — 216, (5.59)
m

stabilise exponentiellement la partie nominale de (5.57). En effet, la dérivée de L; le long

des trajectoires du systéme (5.57), sous les hypotheses F.,; = 0 et R = R%, est donnée par

L= —2ﬁ£1 (5.60)
m

Définissons maintenant le probleme d’optimisation permettant de calculer la composante
prédictive P,.
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Soit X = [elT 5ﬂT. La composante prédictive P, est calculée en minimisant par rapport a
P,(.) la fonctionnelle

Ji(t, X, Py()) = /tt+ 1 (XT(1)Q1 X (1) + P (1) Ri Py(7)) dr + X" (t + T1) Q1 X (t + T1)
(5.61)

ou 77 désigne la longueur de I’horizon de prédiction, et ou ); et R; sont deux matrices de
pondération symétriques définies positives. Les prédictions X sont calculées en utilisant la
partie nominale de (5.57) commandée par P = P, + P,.

On considere maintenant le systeme (5.57) sous la seule hypothése R = R?, et 'on définit la
fonction de Lyapunov candidate
1

S =L+ %Fg;tﬁm (5.62)

avec ks strictement positif. La dynamique d’adaptation est définie par

ky

P = L5, (5.63)
k1

5.5.2 Loi de pilotage

Le couple de commande I' est décomposé en I' = I'), + I', avec la composante nominale
I'), et la composante prédictive I'y,.

Pour la synthese de la commande dans le cas du suivi de trajectoire, on utilise des no-
tations similaires a celles introduites pour le modele (2.138), et on reformule la dynamique
de rotation en :

? =R,
= — (Q+ QNI Q+ QN + T+ 10,09 — IRTQ + M,y + {Mm}

og)

(5.64)

D

I
avec R = (RY)TR, Q= Q — Q4 et Q¢ = RTQ%
Considérons la partie nominale de (5.64), i.e. le systeme (5.64) pour M., = 0. La com-

posante nominale T',, est également développée a partir des travaux présentés dans [88]. On
définit la fonction de Lyapunov candidate

1 ~ 1
avec . }
5y = — Q4 5.66
O = V(Po(R)") (5.67)

Le vecteur couple de commande

D= (Q+ QY I(Q+ Q) — 10,97 + TRTO + 1O — M,uy — V(Po(R)) — kads  (5.68)
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avec ky strictement positif, stabilise exponentiellement la partie nominale de (5.64). En effet,
la dérivée de Lo le long des trajectoires du systeme (5.64), sous 'hypothese M.,; = 0, est
donnée par

fo =~ ||VE(B)| -~ a0 (569)

Définissons maintenant le probleme d’optimisation permettant de calculer la composante
prédictive I'.

T
T 5%“]

Soit x = [F avec 7 = V(P,(R)). La composante prédictive I, est calculée en minimi-
sant par rapport a I',(.) la fonctionnelle

St Xt () = /;+ 2 (X" (1)Q2X(7) + T, (1) RoTy(7)) d7 + X' (¢ + T2)QaX(t + o) (5.70)

ou 15 désigne la longueur de I’horizon de prédiction, et ou ()2 et Ry sont deux matrices de
pondération symétriques définies positives. Les prédictions Yy sont calculées en utilisant la
partie nominale de (5.64) commandée par I' =T',, + I},

On considére maintenant le systeme (5.64) dans sa totalité et pour lequel on définit la
fonction de Lyapunov candidate

1 -~ -
Sy =Ly + %Mg;tMm (5.71)

avec k,, strictement positif. La dynamique d’adaptation est définie par

Moas = o (5.72)

5.5.3 Contraintes sur les commandes

On suppose que, lors du calcul de la composante prédictive du vecteur de commande en
position P,, la solution doit satisfaire les contraintes sur 7 = || P|| = || P, + B,|| :

Tonin < |P(T)|| € Tipaw V7 € [t 2+ T1] (5.73)

On suppose qu’il en est de méme lors du calcul de la composante prédictive I', du couple de
commande :

Coin ST(7) < Tpaw V7 € [t + 11 (5.74)

ou les inégalités sont définies composante par composante. Ces contraintes sont introduites
dans les problemes d’optimisation respectifs utilisés pour calculer P, et I',. Elles portent sur
les sommes des deux composantes et peuvent permettre de prendre en compte les limitations
physiques des actionneurs. Ces contraintes garantissent en outre que la poussée 7 = || P|| et
que le couple de commande I' sont tous deux bornés.

Pour que la stabilité puisse étre réalisée, il faut toutefois que les contraintes fixées sur les com-
mandes permettent d’atteindre ’état d’équilibre. Si I'on note 7, et I, les valeurs a 1’équilibre
de la poussée 7 = || P|| et du couple de commande T', il convient donc de vérifier que l'on a

(composante par composante)
Toin < To < Trpo (5.75)
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Loin < To < Thas (5.76)

En présence de perturbations, I’état d’équilibre peut étre déplacé et les valeurs a ’équilibre de
la poussée et du couple de commande dépendent de ces perturbations. L’ensemble des pertur-
bations (Frys, Mey) pouvant étre prises en compte en présence des contraintes précédemment
définies est donné par

Tmin < %(Fext) < Tmaa} (577)

Fmin < Fe(Mea:t> < Fmaa} (578)

oil, en utilisant (5.57) pour R = R? et (5.64), les commandes & I’équilibre sont données par
1

To(Fet) = 1 |[mges — mo? + Fop| (5.79)
1

To(Mey) = (RTQY)  I(RTQY) + TRTQ — M., (5.80)

Ces contraintes permettent, outre la prise en compte des limitations d’actionneurs, de garan-
tir que les commandes sont bornées. Cette propriété est utilisée dans 1’analyse de la stabilité
de 'approche proposée.

5.5.4 Stabilité

Proposition 4 [5] Le systeme (5.57, 5.64) bouclé par l'approche bi-composante proposée
est asymptotiquement stable.

Preuve

La stabilité du systeme (5.57, 5.64) bouclé par I’approche bi-composante est issue de I’ap-
plication des propositions 2 et 3.

Par application de la proposition (2), la dynamique de rotation en boucle fermée est asymp-
totiquement stable. L’erreur d’orientation (R — R?) converge donc asymptotiquement vers
zéro. En utilisant une contrainte de la forme (5.73), la poussée 7 est bornée et le terme
d’erreur —%(R — R%)e3 converge donc asymptotiquement vers zéro. La proposition 3 peut
alors étre appliquée a la dynamique de translation, et I'on a ainsi la stabilité asymptotique
en boucle fermée de la dynamique de translation.

Le systeme (5.57, 5.64) commandé par ’approche bi-composante présentée est donc asymp-
totiquement stable. Il

5.5.5 Simulations

L’approche précédemment présentée est illustrée en simulation au travers de deux cas
de figure : la stabilisation du modele de drone a l'origine, et le suivi d’une trajectoire de
référence.

Les parametres utilisés pour le controleur sont donnés dans la table 5.2. Les parametres
choisis pour le modele du drone sont les suivants :

I 0 0
I=]0 I, 0 (5.81)
0 0 Iy
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Commande en position | Commande en attitude
ky = 3.2 ko = 1.2
ky = 0.9 kpy = 2
Ty =0.3s T, =02s
1 = diag(2,2,2,5,5,5) o = diag(10,10,10,5,5,5)
Ry = I3x3 Sy = I3x3

TAB. 5.2 — Parametres du controleur adaptatif-predictif

avec I, = 0.13 kg.m?, I, = 0.13 kg.m?, Is = 0.16 kg.m?. La masse du drone est m = 2.5 kg
et laccélération de la pesanteur g = 9,81 m.s2. Ce sont ces méme valeurs qui seront utilisées
pour le reste de 1’étude.

Stabilisation

On considere tout d’abord le cas de la stabilisation du modele de drone a l'origine
en partant des conditions initiales suivantes : & = [-7 —6 —5]" (m), ¢ = 20° ,
Oy = —10°, 1y = 15° vy = 0 (m/s), Qp = 0 (deg/s). On suppose que le drone est sou-
mis a une perturbation aérologique pouvant étre représentée par la force constante (incon-
nue) Foe = [3 1.5 0]" (N) appliqué en un point situé sur 'axe €} du véhicule & une
distance (inconnue) € = —0.1 (m) du centre de gravité. Le couple de perturbation s’écrit :
My = €3 X RTmezt avec Mgy = €F ey

La Figure 5.5 présente I'évolution de 1'état et des angles d’attitude dans le cas ou seul le
controleur nominal adaptatif est utilisé (courbes bleues en trait discontinu), et dans le cas ou
le controleur adaptatif prédictif est utilisé (courbes rouges en trait continu). La poussée et les
composantes du couple de commande sont présentées en Figure 5.6 dans le cas adaptatif seul
(courbes bleues en trait discontinu) et adaptatif prédictif (courbes rouges en trait continu).
Les composantes de la force F,,; et du moment de perturbation m.,; sont représentées en
Figure 5.7 (courbes noires en pointillés). Leurs estimées y sont également tracées dans le cas
adaptatif seul (courbes bleues en trait discontinu) et adaptatif prédictif (courbes rouges en
trait continu).

La stabilité, en présence de la perturbation, est conservée lorsque la composante prédictive
est ajoutée. Pour le réglage donné du controleur nominal adaptatif, I'approche prédictive-
adaptative permet d’améliorer le comportement du drone en terme de rapidité de convergence
des composantes de position et des angles d’attitude, de dépassement et d’amortissement.
Les performances obtenues sont issues principalement du choix du critere d’optimisation
utilisé.

Intéressons nous maintenant au cas contraint. On suppose que les limitations physiques
des actionneurs peuvent étre représentées par les contraintes suivantes :

Trin = 65 (N) Trpaw = 83 (N) (5.82)
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Toin = [-04 —05 —01]" (Nm) Thee =1[04 0.5 0.1]" (N.m) (5.83)

Les résultats de simulations présentés en Figures 5.8, 5.9 et 5.10 ont été réalisés pour les
meme conditions initiales et perturbations que dans le cas précédent, mais en présence des
contraintes définies ci-dessus. Pour le cas adaptatif seul, une saturation est appliquée aux
commandes apres leur calcul, de maniere a ce que les valeurs des commandes appliquées au
systeme respectent les contraintes (5.82) (5.83).

La stabilité est obtenue en tenant compte des contraintes. Contrairement au cas adapta-
tif seul, ou les contraintes sont imposées a posteriori une fois la commande calculée, celles-ci
sont directement prises en compte dans le calcul de la commande a deux composantes. Les
performances obtenues dans ce cas, en terme de rapidité de convergence et d’amortissement
des coordonnées en position et des angles d’attitude, sont améliorées par rapport au cas
adaptatif seul saturé.
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F1a. 5.5 — Position et angles d’attitude dans le cas adaptatif seul (trait discontinu) et adap-
tatif prédictif (trait continu)
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F1G. 5.6 — Poussée et couple de commande dans le cas adaptatif seul (trait discontinu) et
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discontinu) et adaptatif prédictif (trait continu)
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discontinu) et adaptatif prédictif (trait continu) en présence de contraintes sur la commande

Suivi de trajectoire

On s’intéresse maintenant au cas du suivi d’une trajectoire de référence définie par
gh=Tat o " wl=o0 (5.84)

avec

0 pour t < 36

(5.85)
1 pour t > 36

2l (t) =025t yi(t) =025t 2%(t) = {

La perturbation et les conditions initiales restent identiques a celles de I'exemple de stabili-
sation, excepté pour la position initiale choisie égale a g = [-3 —4 O]T (m).

La Figure 5.11 présente la trajectoire de référence (trait pointillé noir) ainsi que 1’évolution
de la position et des angles d’attitude dans le cas adaptatif seul (trait discontinu bleu) et
dans le cas adaptatif-prédictif (trait continu rouge). La stabilité est obtenue par ’approche
bi-composante adaptative prédictive et les performances du systeme bouclé sont améliorées
par rapport au controleur adaptatif donné. L’ajout de la composante prédictive permet de
plus d’anticiper (d’un laps de temps égal a la longueur de I’horizon de prédiction) les change-
ments de référence, comme présenté en Figure 5.12, ou est détaillé le changement de référence
en z intervenant a t = 36 s. Cette anticipation des changements de référence (lorsque ceux-ci
sont connus), méme discontinus comme présenté dans cet exemple, permet d’améliorer la
réactivité du drone et d’obtenir un meilleur suivi de trajectoire.
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F1G. 5.12 — Anticipation du changement de référence

5.6 Bilan et limites de ’approche

L’approche bi-composante présentée permet la stabilisation de systemes dynamiques non
linéaires. Elle permet d’utiliser une commande prédictive non linéaire sans avoir besoin
d’ajouter des contraintes stabilisantes ni un cotit terminal particulier. La composante no-
minale de la commande peut étre vue comme une commande pré-stabilisante alors que la
composante prédictive permet la prise en compte de contraintes et garantit une optimalité lo-

109



5.6. BILAN ET LIMITES DE L’APPROCHE CHAPITRE 5.

cale. Cette approche peut ainsi étre utilisée pour améliorer les performances d’un contréleur
nominal donné.

Une formulation adaptative a été proposée pour les systemes dont la représentation est affine
vis-a-vis de la commande et vis-a-vis d'un vecteur de parametres inconnus. Cette formulation
a été appliquée au guidage pilotage du modele de drone dans le cas de la stabilisation et du
suivi de trajectoire en présence de perturbations inconnues.

Notons que cette approche nécessite la synthese d’'une commande nominale stabilisant expo-
nentiellement le systeme. Cette synthese pouvant s’avérer complexe dans le cas de certains
systemes non linéaires, nous nous proposons de nous intéresser maintenant a une commande
ol seule une composante prédictive est employée.
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Chapitre 6

Commande prédictive contractante
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6.1. COMMANDE PREDICTIVE ET CONTRAINTES TERMINALES CHAPITRE 6.

6.1 Commande prédictive et contraintes terminales

On considere les systemes dynamiques dont I’évolution en temps continu peut étre décrite
par
i(t) = f(x(t), u(t)) V>0

o) 0 (6.1)

ou x € R"™ représente 1’état du systeme et u € R™ sa commande. Pour un instant ¢ et un
horizon temporel de longueur 7 > 0 donnés, on définit le modele de prédiction?

(1) = f(@(7),u(r)) Vre ]t T]

‘ (6.2)

~—

et la fonctionnelle o
J(t,x(t),T,u(.) = /t q(z(7),u(r)) dr (6.3)

ou ¢(.,.) est une forme semi-définie positive de R” x R™ — R™.

Nous avons vu précédemment (Section 3.3.2) que, pour garantir par une approche de type
commande prédictive la stabilité d’un systéme de la forme (6.1), le calcul de la commande a
I'instant ¢ peut se faire en résolvant le probleme

Plt,a(t) - minJ(ta(0),T,u() (6.4)
tel que z(t+T) € X; |

ou la contrainte terminale peut étre une contrainte d’égalité, ou d’inégalité (domaine) as-
sociée a un controleur localement stabilisant (la commande prédictive perdant sa propriété
stabilisante lorsque 1'état du systéme est dans Xy).

Le domaine d’attraction Xy du controleur correspond alors a ’ensemble des conditions ini-
tiales o € R™ pour lesquelles la contrainte terminale peut étre satisfaite. Soit U I’ensemble
des commandes admissibles par le systéme. On note Z(t, o, u) la valeur a l'instant ¢ de I’état
prédit a partir de la condition initiale xo et pour la commande u. On a alors

Xo=A{xo € R"|Fu € U, z(T, xo,u) € X} (6.5)

Pour augmenter la taille de Xg, a longueur d’horizon 7' constante, une premiere solution peut
consister a relacher la contrainte terminale en définissant un domaine final X; plus grand.
Le controleur local doit cependant conserver sa propriété stabilisante au sein de ce nouveau
domaine final. Sa synthese peut s’avérer alors plus complexe, surtout dans le cas de systemes
fortement non linéaires.

Une seconde solution consiste a faire varier la contrainte terminale afin de définir un domaine
Xy dont la taille décroit en fonction temps et de 1’état.

C’est ce dernier type de méthode qui nous intéressera dans ce chapitre.

'D’une maniere générale, la fonction f utilisée pour définir le modele de prédiction peut étre différente
de la fonction f utilisée pour la représentation de la dynamique du systeme.
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6.2 Etat de l’art

Une premiere maniere de définir une contrainte terminale dont la taille décroit dans le
temps, est de construire, a partir de Xy, une séquence d’ensembles imbriqués et contenant Xy.
Chaque ensemble doit vérifier une propriété d’atteignabilité, a savoir qu’il existe une com-
mande permettant de faire passer I’état du systeme d’un ensemble donné vers ’ensemble
précédent (ensemble plus petit) contenant Xy. Cette méthode permet de définir, en temps
discret, un probleme de commande prédictive ou la contrainte terminale est mise a jour a
chaque itération, de maniere a correspondre successivement a chacun de ces ensembles im-
briqués. Dans ce cas, le bassin d’attraction du controleur n’est plus défini a partir de X;
mais a partir du dernier ensemble invariant construit contenant Xy et se trouve donc élargi.
Cette méthode, utilisant ce type de contrainte terminale ”contractante”, est utilisée dans
[66, 67] pour élargir le bassin d’attraction d’un controleur prédictif en temps discret.

Elle nécessite toutefois le calcul hors ligne d’une séquence d’ensembles invariants imbriqués,
calcul qui peut s’avérer difficile dans le cas non linéaire, et également dans le cas continu.

Une approche continue basée sur une contrainte contractante a été introduite tout d’abord
dans le cas de systemes linéaires [115, 116], puis dans le cas de systémes non linéaires [117].
Dans ces travaux, la contrainte terminale traditionnelle est remplacée par une contrainte im-
posant une contraction de la norme I’état prédit du systeme, en fin d’horizon de prédiction.
Une autre particularité de cette approche est que le probleme de calcul de la commande n’est
pas défini a partir de I’état actuel du systeme, mais d’un état prédit. Ceci permet de prendre
en compte le temps nécessaire au calcul de la commande, mais augmente la sensibilité de
I’algorithme aux erreurs de modele.

Une contrainte contractante explicite est également utilisée dans [30]. Celle-ci n’est réactualisée
qu’a des dates distantes d’une durée égale a 1’horizon de prédiction, et permet de garantir la
stabilité de systemes non linéaires continus, en présence de perturbations additives conver-
geant asymptotiquement vers zéro. En outre, cette méthode utilise une paramétrisation
discrete de la commande, facilitant ainsi son implémentation.

Une autre approche de commande prédictive utilisant des propriétés de contraction a depuis
été développée par [1] sans utiliser de contrainte stabilisante. Cette approche, également
aisée a implémenter, peut étre appliquée a des systemes de dynamique rapide grace a une
paramétrisation de la commande de faible dimension. Elle permet de garantir la stabilité
de systemes non linéaires mais sans considérer les aspects performances en boucle fermée
(rapidité, amortissement, anticipation).

L’approche que nous considérerons dans la suite de ce chapitre est celle proposée dans [30].

Avant de présenter le fonctionnement de cet algorithme de commande, nous présentons tout
d’abord le principe d’utilisation d’une contrainte terminale contractante.
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6.3 Contrainte contractante
Une facon instinctive de formuler une contrainte terminale contractante peut étre
1Z(t + T2, w) [ p < ecl2(B)]] (6.6)
pour une norme P donnée et un facteur de contraction o vérifiant
0<ax<l (6.7)

Cette formulation n’est toutefois pas stabilisante dans la mesure ou elle ne garantit pas
une décroissance, au sens de la norme pondérée de I'état réel du systeme (||z|5). En effet,
comme le présente le schéma de principe de la Figure 6.1, la satisfaction de cette contrainte
a chaque date t + ko (6 petit, k& € N) de calcul de la commande n’implique pas la stabilité
du systeme. Pour s’assurer de la stabilité du systeme bouclé, on peut choisir de ne pas
actualiser la contrainte (6.6) a chaque instant, mais de vérifier que les prédictions de ’état
du systeme la satisfont a une date fixe donnée. Lorsque I'état du systeme satisfait a son tour
cette contrainte, on choisit alors de la remettre a jour.

Soit 0 < A < T'. Pour un instant ¢ donné, on définit la contrainte

1Z(t + A, 20, ur)[|p < aflz(®)]|p (6.8)

Pour chaque date 7 € [¢,t + A[ ou la commande est calculée, on vérifie que la prédiction
réalisée a partir de I'état z(7) du systéme bouclé satisfait la contrainte (6.8). Lorsqu’a son

[l =t
4
Xt+3a._-""'
=l s = o——  Etat initial et
) ' trajectoire en
[y Faiiin . boucle fermee
Hiag ' \
I RS ~--e Tajectoire
p:4 L ) i prédite et
. i prédiction
i terminale
@l %zs |
\1 'I " e J‘*
2| s | " S -
" . ]
o % R
e
<3 » i
< T >

Fi1G. 6.1 — Contrainte ne garantissant pas la stabilité
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tour I’état du systeme vérifie a la date t + A
[zt + A)llp < aflz@®)]p (6.9)
la contrainte est alors remise a jour de la maniere suivante
15t + 28, 27, u) |l < @ [lat + Al (6.10)

Pour chaque date 7 € [t + A,t + 2A [ ou la commande est calculée, on vérifie alors que la
prédiction réalisée a partir de I’état z(7) du systeme bouclé satisfait la contrainte (6.10). La
procédure est ensuite répétée, comme illustré par le schéma de principe présenté en Figure
6.2.

Cette idée de mise a jour de la contrainte contractante est a la base de l'algorithme
présenté dans [30].

6.4 Présentation de ’algorithme

Nous rappelons ici le formalisme utilisé pour I'algorithme présenté dans [30] pour les
systemes non linéaires de la forme

i(t) = fz(t), u(t)) +d(t) (6.11)
ol la fonction f de classe C! et la perturbation d vérifient les propriétés suivantes :

Hypothese 5 La fonction f est localement Lipschitzienne par rapport a son premier argu-
ment sur un compact de R™.

Hypothese 6 Le linéarisé (g—i, g—i) au voisinage de ’équilibre est stabilisable.

Hypothese 7 Le systeme ne diverge pas en temps fini pour une commande bornée.
Hypothese 8 La perturbation d est bornée et converge asymptotiquement vers zéro.

On définit par P € N* la longueur de I’horizon de prédiction et par T la période d’échantillonnage.

Pour k € N, on définit
ty =ty + kPT; (6.12)

et 'on divise lintervalle [ty, tx.1] en P parties :

th =ty + 4T, , Vi€ {0, ..., P}
) =t (6.13)
ty = tis

On suppose la commande u constante par morceaux sur 1’horizon de prédiction et I'on
introduit la séquence de commande

ul () = {udl ), w@ ™), - ud ) | (6.14)
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L’horizon sur lequel est calculé la commande, est choisi égal a I'horizon de prédiction. La
valeur x(t]) de I’état a l'instant ¢ est notée x;. A l'instant ¢7, la commande est calculée en
résolvant le probleme d’optimisation

win [© el ar + 3 Ju 1)
up () Jt, i=0

| (6.15)
t.q. L(T(tg1)) < al(xy)

Upnin < u(t{j’|ti) < Upmae Vi=0,...,P—1

avec () matrice de pondération symétrique semi-définie positive et S matrice de pondération
symétrique définie positive, et avec 0 < v < 1. La fonction définie positive L est utilisée pour
évaluer la contrainte contractante. Les prédictions Z sont calculées en utilisant le modele de

prédiction
T.(t) = (T (t), up (1))
(1) = u(e 1)
ask = :vk
vte [ttt vie{o, ..., P—1}
tandis que les valeurs de ’état , utilisées pour I’évaluation de la contrainte contractante,
sont calculées par le modele

(2(t) = f(@}(1), u (1))

wl (t) = u(t] T |t])

(6.16)

HN ), Vi > 1 (6.17)
xg, for 7 =0
| vt e[t 67, vie o, ..., P—1}

Ce modele, utilisé pour evaluer la contrainte contractante, ne prend en compte la valeur x
de T'état du systeme que tous les P pas de temps, contrairement au modele de prédiction
(6.16) qui lui prend compte de cette valeur a chaque période d’échantillonnage. L’équation
définissant le modele de prédiction est intégrée sur tout ’horizon de prédiction (i.e. sur I'in-
tervalle [ti, 777 1) alors qu'il suffit d’intégrer le modele (6.17) que de ], & tF = ty1.

Un récapitulatif visuel du calcul des prédictions et des quantités servant a I’évaluation de la

contrainte contractante est proposé en Figure 6.3 pour le cas P = 4.

Seule la premiere pompl()sante u*(t]|t]) de la solution optimale u*/(.) est appliquée au systeme
sur l'intervalle [}, a0r |-

La procédure de calcul est répétée ensuite a l'instant suivant, pour calculer la valeur de
N . 1
la commande & l'instant .

Considérons 'hypothese suivante :

Hypotheése 9 Le probleme d’optimisation (6.15) est faisable a linstant initial.

Sous les hypotheses 5 & 9, application de la méthode présentée dans [30] et rappelée ci-dessus
permet de garantir la stabilité asymptotique du systeme (6.11).
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6.5 Facteur de contraction variable

Dans cette approche, la contrainte utilisée pour garantir la stabilité impose la contrac-
tion, pour une norme donnée, d'une valeur prédite de ’état du systeme. Cette contraction
est paramétrée par le facteur o vérifiant 0 < o < 1.

Pour une longueur d’horizon de prédiction donnée, le choix du facteur de contraction est
soumis au compromis suivant :

— si « est proche de 1, une faible contraction est imposée. Les risques d’infaisabilité liés a
la satisfaction simultanée de la contrainte contractante et d’éventuelles contraintes sur
la commande sont plus faibles que pour un « proche de zéro, ou égal a zéro (contrainte
dure). En contrepartie, les performances obtenues en terme de rapidité de convergence
sont moindres.

— si a est davantage proche de zéro, la contrainte contractante est plus difficile a satis-
faire, et des problemes d’infaisabilité peuvent apparaitre. La vitesse de convergence
sera par contre accrue.

Considérons, a titre d’exemple, le systeme

it‘l = T2
6.18
To = sin(xy) + 1 + u ( )
et la fonction
L, 1,
L(z) = 51 + %2 (6.19)

pour I’évaluation de la contrainte contractante.

L’évolution de I’état depuis la condition initiale o = [0.5 —1]" est représentée en Figure
6.4, ainsi que la commande, pour diverses valeurs du facteur de contraction. On peut y
vérifier que la performance, en terme de rapidité de convergence, est directement liée a la
valeur du facteur de contraction a.

Sil'on ajoute la contrainte sur la commande v < 1.2, le probleme devient alors numériquement
infaisable pour certaines valeurs trop faibles du facteur de contraction (solveur ne trouvant
pas de solution au probleme d’optimisation). Pour des valeurs plus élevées, le probleme rede-
vient numériquement faisable mais la rapidité de stabilisation diminue. Un réglage adéquat
de cette valeur permet d’obtenir le compromis faisabilité / performance souhaité.

Dans [30], il est mentionné que le facteur de contraction ainsi que I’horizon de prédiction
devraient pouvoir varier de maniere a étre ajustés en cas d’infaisabilité du probleme. Ces
deux valeurs sont cependant choisies constantes lors de cette étude.

Nous proposons ici une approche a facteur de contraction variable, permettant de gérer au
mieux le compromis faisabilité / performance précédemment évoqué.

On se propose de considérer le facteur de contraction comme un parametre a optimiser.
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FiG. 6.4 — Etat et commande pour différentes valeurs du facteur de contraction

Le probleme d’optimisation (6.15) est ainsi transformé en

min / led )2 dr+ S T D + Qua®
(ug,(),0) J, i=0
tq. L((tre)) < aL(ay) (6.20)
Uin < W) < Upae Vi=0,...,P—1

Qmin S o S Xmax

avec Qmin = 0 et e < 1.

Cette approche est appliquée a I’exemple précédent en introduisant la contrainte t,,q,, = 1.2.
Dans le cas ou « est fixe, le probleme est numériquement faisable pour a = 0.9 mais est
infaisable pour ae = 0.1. Pour pouvoir conserver a la fois la faisabilité liée a un facteur de
contraction élevé et la performance, liée a un facteur de contraction faible, on utilise ’ap-
proche a facteur de contraction variable en définissant, dans le probleme (6.20), apn = 0.1
et e = 0.9.

La Figure 6.5 présente les évolutions de 1’état, de la commande et du facteur de contraction,
pour les cas o =cste= 0.9 (trait discontinu) et « optimisé (trait continu), en présence de la
contrainte sur la commande, et pour le cas a =cste= 0.1 (trait mixte), en ’absence de la
contrainte sur la commande.

On peut y vérifier que I'approche a facteur de contraction variable permet de réaliser le
meilleur compromis faisabilité / performance. Le probleme est numériquement faisable et la
contrainte sur la commande est bien prise en compte (comme pour le cas a = 0.9), et la
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Fi1G. 6.5 — Stabilisation en présence de contraintes sur la commande, pour différentes valeurs
de a et o optimisé

Fia. 6.6 — Optimisation du facteur de contraction et contrainte terminale d’égalité
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performance en terme de rapidité de convergence est proche de celle pouvant étre obtenue
pour a = 0.1 (cas non faisable en présence de la contrainte sur la commande). Les brusques
variations de a* proviennent du fait que ce facteur peut étre choisi a chaque instant dans
I'intervalle [@min, Qmaz| Sans contrainte particuliere.

Dans le cas ou l'on choisit a,,;, = 0, I'approche proposée permet de retrouver naturelle-
ment une contrainte terminale semblable a une contrainte d’égalité du type z(t +T) = 0,
lorsque I’état du systeme arrive dans une zone proche de I’équilibre ou cette contrainte ” dure”
devient faisable.

Cette propriété est illustrée en Figure 6.6, ou l'on a choisi ay,q, = 0.99 et oy, = 0. Une
contrainte terminale d’égalité est alors imposée dans le probleme d’optimisation lorsque I’état
du systeme arrive dans un voisinage de 1’équilibre correspondant a la portion de trajectoire
pour t > 6.

L’optimisation du facteur de contraction permet d’obtenir le meilleur compromis faisabi-
lité / performance. Ceci a néanmoins pour conséquence d’augmenter la charge de calcul lors
de la résolution du probleme d’optimisation, et peut alors rendre difficile son application
pratique a la commande de systemes a dynamique rapide.

Nous considérerons dans la suite une approche a facteur de contraction fixe pour ’application
de cette méthode de commande prédictive au développement de lois de guidage-pilotage.

6.6 Application au guidage pilotage

Appliquons la méthode de commande prédictive avec contrainte contractante au guidage
pilotage du modele de drone, dans le cas d’un suivi de trajectoire.

6.6.1 Loi de guidage

Pour le développement de la commande en position dans le cas d’un suivi de trajectoire,
on introduit les variables d’écart

6 =& ¢l (6.21)
€2 =v—? (6.22)

et 'on reformule la dynamique de translation de (2.38), dans le cas F.,; =0, en :

él —€9
T T 6.23
€y = — —R%;3 + gesg — 0 — —(R — R%)es ( )
m m
Pour appliquer le formalisme précédemment présenté, on définit
T mT7T
X =g &) (6.24)
T
u=——Rs + ges — 0° (6.25)
m
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T

T
d=10 — =((R— R%es)" (6.26)
m
pour réécrire (6.23) en .
X = fi(X,u)+d (6.27)

avec f1(0,0) = 0.

Remarque 1 La fonction f est localement lipschitzienne par rapport a son premier argu-
ment (uniformément par rapport au temps) sur un fermé borné de RS. Le systéme X =
f1(X,u) est stabilisable et ne diverge pas en temps fini pour une commande u bornée.

En utilisant les notations précédemment introduites, on note P, la longueur de I’horizon de
prédiction et par T la période d’échantillonnage. Pour k € N, on définit ¢, = to + kP, T et
I'on divise U'intervalle [tg, tx41] en P, parties :

th =ty +jTs , Vj€{0, ..., P}
th =ty (6.28)
£ = thp

On suppose la commande u constante par morceaux sur 1’horizon de prédiction et 'on
introduit la séquence de commande

ul () = {u@l), w8, - ) )

Soit X7 = X(t1). A l'instant ], la commande est calculée en résolvant le probleme

tfjpp Pp—1

win [ |5, a3 e
() Je pa

tel que £1<X£(tk+1)) S Oél,Cl(Xk)
Upin < WL L) < Uppae Vi = 0,..., Py — 1

(6.29)

avec ()1 et 57 deux matrices de pondération symétriques définies positives, et avec 0 < oy <
1. La fonction définie positive £, utilisée pour évaluer la contrainte contractante est définie

par
1 1 1
L1(X)=-XTX = -cle; + —€ley (6.30)
2 2 2
Les prédictions X et les valeurs de X , utilisé pour I’évaluation de la contrainte contractante,
sont calculées en utilisant les formalismes (6.16) et (6.17).
Seule la premiere valeur u*(¢][t;) de la solution optimale u*(.) est utilisée pour calculer la

commande

T(ty) = m|

w(t]t]) — ges + ()| (6.31)

appliquée a la dynamique de translation sur [ti, tifrl}. La valeur de l'orientation désirée,

consigne de la loi de pilotage, est donnée par

R(t)es = 2o (' (BI) + gea — 07(2)) (6.:32)
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La procédure de calcul est répétée au bout d’une période d’échantillonnage pour calculer la
nouvelle valeur de la commande a t{jl.

Dans le probleme d’optimisation (6.29), les bornes i, €t tyq, sont choisies de maniere
a assurer que 7 * soit borné, comme présenté dans le Lemme ci-dessous :

Lemme 1 [9] . )
Supposons que la trajectoire de référence et que ses dérivées (v = €4, 04 = £4) soient
uniformément continues et bornées telles que (g — sup H@dH) > 0.

On définit les bornes tumayz €t Upmin Sur la commande et v = ||Upmaz||. Supposons
Umin = —Umaz (633)
v < (g —sup|[o?|)) (6.34)
dK >0, v < K < o0 (6.35)

Alors, la commande T* est bornée et strictement positive.

Preuve
Montrons que 7* est bornée. De (6.31), on a
T =m|—u* + ges — v7|| < m(||[u*]| + g + sup ||¥7]]) (6.36)

En utilisant ||u*|| < v avec (6.35), on montre que la commande 7* est bornée.

Montrons que 7* est strictement positif.

T > m(—[lu*]| + g — ||o?]) (6.37)
T* > m(—v+g—sup ||o7]|) (6.38)
et en utilisant finalement la condition (6.34), on obtient la stricte positivité de 7. |

Le lemme 1 permet d’assurer que la relation (6.32) utilisée pour le calcul de l'orientation
désirée est bien définie.

6.6.2 Loi de pilotage

Pour la loi de commande en attitude, on considere la formulation (5.64) de la dynamique
de rotation et 'on définit

A=I;—R (6.39)
et
y=T-0¢10% — 1Q¢ (6.40)
La dynamique de rotation peut alors s’écrire :
A =(A - 1)
Q= — (Q+ (I — AT)QY)I(Q + (I — AT)QY) + 4 (6.41)

+ Q410 + 1Q, (I, — AT)Q — TATQ?
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Définissons L
P.(R) = d ;RT (6.42)
et 'opérateur inverse de (.)y
V :S0(3) — R?
Vb e R?, V(b)) =1 (6.43)

VB € 50(3), V(B)x = B

Avec ces notations, on peut définir ’état
AT
Y= VR QT (6.44)

et on réécrit le systeme (6.41) sous la forme

X = f2(x,7) (6.45)
avec f(0,0) = 0.

Remarque 2 La fonction fy est localement lipschitzienne par rapport a son premier argu-
ment (uniformément par rapport au temps) sur un fermé borné de RS. Le systeme (6.45) ne
diverge pas en temps fini lorsque la commande v est bornée. Enfin, la paire (%’;2 , %’;2 ) (x=0,y=0)

est stabilisable.

On note P, la longueur de I’horizon de prédiction. Pour & € N, on définit ty, = to + k' P. T}
et 'on divise l'intervalle [ty, t;11] en P, parties :

tl, =ty +jTs, Vj€{0, ..., P}
=ty (6.46)
t? = tpr41

Comme pour la synthese de la loi de guidage, on suppose 7 constante par morceaux sur
I’horizon de prédiction et on introduit la séquence de commande

() = { VL), A G, o T ) ) (6.47)

A Tinstant ti,, la commande est calculée en résolvant le probleme d’optimisation
tj+P7'

p 9 P.—1

min /k {utr(Ai, + ‘ QL (r H }dT - Z ||’yk, t”’]t],

"/]/(-) tj/

vO e S _ (6.48)
tel que ﬁg(Ai/ (tk’Jrl)a Qi, (tkurl)) < OJQEQ(Ak/, Qk/)

Yonin < YT < Yppaw Vi=0,..., P —1

avec (s et S5 deux matrices de pondération symétriques définies positives, et avec u > 0
et 0 < as < 1. La forme définie positive L, utilisée pour I’évaluation de la contrainte
contractante est

Lo(A, Q) = %tr(A) + %QTIQ (6.49)
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Les prédictions et les quantités utilisées pour ’évaluation de la contrainte contractante sont
toutes deux calculées en utilisant (6.45) avec le méme formalisme que celui introduit pour
la synthese de la loi de guidage.

La premiere valeur v*(t],|t1,) de la solution optimale v*,(.) est utilisée pour calculer la
commande

T*(t],) = v*(tL|t]) + Q4(t,) x IQ%(t,) + IQ4(t],) (6.50)

qui est appliquée a la dynamique de rotation durant une période d’échantillonnage. La
procédure est ensuite répétée a l'instant suivant tfjl pour calculer la nouvelle valeur du
couple de commande.

6.6.3 Stabilité

Considérons la représentation dynamique du drone (2.38). Pour le suivi de trajectoire, le
systeme a été reformulé en

( él —€9

T T
€y = — —R%s3 + ges — 0 — —(R — R%)es
m m

A =(A—1,)Q, (6.51)
10 =— (Q+ (I — A I(Q+ (L — AT)QY) +
\ + Q410 + IO, (I; — AT)Q? — TATQ?

Hypothése 10 On suppose qu’a l'instant initial to les problémes d’optimisation (6.29) et
(6.48) sont tous les deux faisables.

Remarque 3 L’hypothése (10) est vérifiée pour des conditions initiales dans le domaine de
vol usuel du modéle de drone. En effet, pour de telles conditions initiales, on peut trouver
des valeurs de facteurs de contraction oy et o et des longueurs d’horizon de prédiction P,
et P, telles que les problémes d’optimisation soient faisables.

Proposition 5 [9] Sous l'hypothése 10, et sous les conditions (6.34) et (6.35), les com-
mandes T* et I'* respectivement définies par (6.31) et (6.50) stabilisent asymptotiquement
le systéme (6.51).

Preuve

La preuve est basée sur 'application des résultats de [30].

En utilisant f2(0,0) = 0 et la remarque 2, la formulation de commande prédictive contrac-
tante peut étre appliquée pour commander la dynamique de rotation. Sous I’hypothese 10,
on obtient alors la stabilité asymptotique de la dynamique de rotation en boucle fermée.
Ainsi, le terme d’erreur en orientation (R — R?) converge asymptotiquement vers zéro. Sous
les hypotheses (6.35) et (6.34), le lemme 1 garantit la bornitude de la commande 7. Par
conséquent, le terme de perturbation d = —%(R — R%)es converge asymptotiquement vers
Z€10.

126



CHAPITRE 6. 6.6. APPLICATION AU GUIDAGE PILOTAGE

En utilisant f1(0,0) = 0 et la remarque 1, 'approche prédictive contractante peut étre ap-
pliquée pour commander la dynamique de translation. Elle garantit, sous I’hypothese 10, la
stabilité asymptotique de la dynamique de translation bouclée.
L’application de 'approche prédictive contractante, telle que présentée ici, stabilise asymp-
totiquement le systeme. [ |

6.6.4 Simulations

On s’intéresse au suivi d'une trajectoire de référence définie par
) =2 —2cos(0.05¢) 0.083t]T, Yi(t) =0 (6.52)

Les parametres associés aux lois de commande sont : T, P, = 2 s, ; = diag(2,2,2,5,5,5),
Sl = [d, o] = 03, TSPT =0.8 S, U= 1, QQ = Id, SQ = Id, and Qg = 0.1.

La position initiale est choisie égale a {§o = [-1 0.5 — 2] (m), les autres conditions initiales
étant choisies égales a zéro.

L’évolution de la position et des angles d’attitude est représentée en Figure 6.7 avec la
trajectoire de référence. Les valeurs du couple de commande et de la poussée sont présentés
en Figure 6.9, et I’évolution des erreurs de tracking en Figure 6.10. La stabilisation vers
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t(s) t(s)

F1G. 6.7 — Evolution de la position et des angles d’attitude (référence : trait discontinu,
réalisé : trait continu)

la trajectoire de référence est bien réalisée, avec un comportement satisfaisant en terme
d’amortissement et de rapidité de convergence.
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F1G. 6.8 — Projections de la trajectoire réalisée (trait continu) et de référence (trait discon-
tinu)

6.7 Evitement d’obstacle

Dans le cas ou le drone évolue dans un environnement parfaitement connu, la génération
d’une trajectoire de référence peut se faire hors ligne, avant le début d’une mission. On peut
alors par exemple utiliser des algorithmes de planification et de génération de trajectoire par
optimisation sous contrainte [45] ou utilisant la platitude [111].

Dans le cas d’un environnement incertain, ou la position des obstacles peut étre méconnue ou
temporellement variable, le véhicule doit étre équipé de capteurs pouvant étre utilisés pour
la localisation des obstacles en temps réel (capteurs utilisant la vision, télémetres, scanners
lasers, etc...). Une fois la position réelle des obstacles déterminée, la trajectoire du drone doit
étre modifiée par rapport a la trajectoire de référence qui lui a été initialement donnée.

Plusieurs approches ont été développées pour réaliser une fonction d’évitement d’obstacles
pour les véhicules autonomes. Une premiere solution consiste a générer une nouvelle trajec-
toire de référence sans risque de collision. Des approches basées sur la commande prédictive
ont été proposées a ce titre pour générer de proche en proche des portions locales de cette
référence [106]. Cependant, la génération en ligne d’une référence peut étre prohibitive en
temps de calcul. Une autre solution envisageable consiste alors a introduire un "niveau
réactif” entre la génération de trajectoire (path planner) et les fonctions de commande (tra-
cking layer), afin de modifier la référence en prenant en compte les positions des obstacles
détectés. Cette approche est utilisée dans [101] ou cette fonction de "modification” de la
référence est réalisée en combinant des propriétés d’attraction vers un objectif unique et de
répulsion vis a vis des obstacles. Dans [102], la modification de la référence est réalisée par
commande prédictive en utilisant des termes qui pénalisent la proximité aux obstacles.
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F1G. 6.10 — Ecarts de suivi de trajectoire
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Dans ces approches, les fonctions réalisant 1’évitement d’obstacle et le suivi de trajectoire
sont réalisées séparément.

On tire ici parti de la capacité des approches de type prédictif a prendre en compte, en ligne,
de nouvelles informations pour le calcul de la commande. Considérons en effet le probleme
d’optimisation (6.29) utilisé pour la commande en position : ce probleme doit étre résolu
a chaque date d’échantillonnage ; sa formulation peut ainsi étre modifiée en ligne, des 1’ob-
tention de nouvelles informations concernant les positions des obstacles rencontrés. Par une
reformulation adéquate de ce probleme, les fonctions de suivi de trajectoire et d’évitement
d’obstacles peuvent étre réalisées simultanément.

On suppose qu'un algorithme de navigation est utilisé pour traiter les mesures provenant des
capteurs, et fournir le nombre N°* d’obstacles détectés a considérer, ainsi que leurs positions
respectives. On s’intéresse au cas d’obstacles convexes.

Deux méthodes sont étudiées [10] : I'ajout de termes de pénalité au sein de la fonction cotit,
et 'ajout de contraintes instantanées sur 1’état. Des résultats de simulation sont présentés
pour chacun de ces cas, dans le cas d'une trajectoire de référence a suivre définie par un
segment & altitude constante et partant de la position initiale £4(0) = [0 0 2]". La référence
en lacet ¥?(t) est prise égale a zéro. On considere le cas N°**=2 avec un obstacle sphérique
centré en £ = [2 2 2]T et de rayon r¢®* = 0.5. Le second obstacle est un cylindre vertical
de hauteur infinie et de rayon r$** = 0.5 et dont I’axe principale intersecte la trajectoire de
référence en €5 = [6 6 2]”.

6.7.1 Termes de pénalité dans la fonction coit

Les obstacles sont représentés par les points %% = [z; v; zi]T avec i € {1, .., N Obs}.
Un terme est ajouté au sein de la fonction cott de (6.29) pour pénaliser la proximité aux
obstacles. Le probleme d’optimisation utilisé pour calculer la commande en position est
reformulé comme suit :

tj+Pp Nobs

% _ 2 K;
min ‘ X](T) + - -
mn [ GO+ e
tel que ﬁl()u(g(tkﬂ)) < a1 Ly (Xg)

Upin < U(tiﬂﬁi) < Uz Vi = 07 cee 7Pp -1

. dr + Z [catizal s
qubs 1=0

(6.53)

avec K; € RT et ol € est une constante petite et strictement positive introduite pour éviter
les singularités en & = £°%° [102]. La matrice de pondération Q%° peut étre utilisée pour
définir des directions privilégiées d’évitement : un faible coefficient sur 'axe z, par exemple,
produira un évitement dans le plan xy.
Les parametres choisis pour la simulation sont K; = K, = 15, Q% = diag(1,1,4) et
s = diag(1,1,0). Les parametres liées aux commandes en position et attitude sont donnés
en table 6.7.1. Les valeurs de Q%° et Q3** ont été choisies pour réaliser, respectivement, un
évitement dans un plan vertical et un évitement dans le plan xy.

Avec cette représentation, la forme des obstacles n’est pas prise en compte. Un réglage ap-

proprié des parametres K; et Q9° peut permettre de s’écarter de la trajectoire de référence
au niveau des obstacles rencontrés, mais sans toutefois garantir que la trajectoire réalisée
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TAB. 6.1 — Parametres des lois de commande

Commande en position | Commande en attitude
ky = 3.2 A=1
P, Ty =3s P.T,=1s
Q. = diag(2,2,2,5,5,5) Q2= 14
Sl - Id SQ - Id
ap = 0.5 Qg = 0.1

n’intersectera pas les volumes définissant ces obstacles. Ce cas est représenté en Figure 6.11
ou la trajectoire en boucle fermée du drone est déviée de la référence mais intersecte le pre-
mier obstacle.

En utilisant des termes de pénalités dans la fonction cotut, I’évitement d’obstacle peut étre
réalisé en représentant, a chaque instant, un obstacle donné par I’ensemble de ses points situés
le plus pres de la trajectoire de référence. Une autre solution consiste a représenter I’'obstacle
par un ensemble de points définissant sa forme complete. Dans ce cas, une représentation
utilisant des contraintes sur I'état est utilisée.

6.7.2 Contraintes instantanées sur 1’état

Les obstacles sont représentés par des ellipsoides. Pour un obstacle donné i centré en
€% = [y zi]T, I’ensemble des coordonnées que le drone doit éviter est représenté par la
contrainte quadratique

(§(r) = &) P (E(T) — &) > v vre || vie {1 N (6.50)

qui est ajoutée au probleme d’optimisation (6.29).

Les matrices de pondération P choisies pour la simulation sont P* = diag(1,1,1) et
Pgbs = diag(1,1,0).

Les trajectoires en boucle fermée obtenues dans le cas de la présence du premier obs-
tacle uniquement, puis des deux obstacles simultanément sont représentées en Figure 6.12.
L’évitement est réalisé, en utilisant spontanément des directions privilégiées pour chaque
sorte d’obstacle : évitement vertical pour 'obstacle sphérique, et évitement dans le plan xy
pour l'obstacle cylindrique.

La faisabilité de cette méthode étant liée a la possibilité de trouver une commande vérifiant
les contraintes posées sur I'état du systeme, on ne considere que des obstacles garantissant
un espace de recherche convexe pour la solution du probleme d’optimisation utilisé pour le
guidage. La faisabilité de chaque probleme d’optimisation posé au cours de la trajectoire
implique la stabilité du systeme.

L’ajout de contraintes sur 1'état au sein du probleme d’optimisation a pour conséquence
d’augmenter le temps de calcul de la commande, par rapport au cas ou des pénalités sont
insérées dans la fonction cott.
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Fi1G. 6.11 — Evitement d’obstacles par termes de pénalité dans la fonction cott
Trajectoire de référence (ligne discontinue), trajectoires en boucle fermée avec évitement de
I'obstacle 1 seul (ligne continue) et des obstacles 1 et 2 (ligne mixte)

F1G. 6.12 — Evitement d’obstacles par contraintes instantanées sur 1’état
Trajectoire de référence (ligne discontinue), trajectoires en boucle fermée avec évitement de
I'obstacle 1 seul (ligne continue) et des obstacles 1 et 2 (ligne mixte)
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6.8 Bilan et limites de ’approche

L’approche de commande prédictive contractante que nous avons utilisée permet de ga-
rantir la stabilité de systemes non linéaires en présence d’une perturbation additive bornée et
convergeant asymptotiquement vers zéro. Cette approche initialement introduite dans [30] a
pour avantage de permettre 1'utilisation d’'une commande prédictive non linéaire avec garan-
tie de stabilité tout en conservant un grand bassin d’attraction. En effet, la contrainte sta-
bilisante utilisée dans cette formulation n’est pas une contrainte dure comme celles utilisées
dans les approches prédictives classiques (contrainte terminale d’égalité, région terminale se
limitant & un voisinage de 1’équilibre). Cette contrainte varie dans le temps et en fonction
de I’état du systeme, et impose un contraction en norme d’une prédiction de cet état.
Cette approche a également pour avantage de permettre la commande de systémes continus
tout en utilisant une paramétrisation discrete de la commande, facilitant son implémentation.

Dans [30], la prise en compte d’une perturbation bornée convergeant asymptotiquement
vers z€éro est mise a profit pour traiter le cas ou I'état du systeme n’est pas directement me-
surable. Un observateur est alors utilisé et cette perturbation additive est alors considérée
comme l'erreur d’estimation.

Nous avons ici proposé une application de cette méthode au guidage-pilotage du modele
de drone miniature, en considérant ce terme de perturbation comme l'erreur d’orientation
—%(R — R%)es introduite par la convergence non instantanée de la dynamique de rotation
du véhicule.

Une application a I’évitement d’obstacle a également été proposée ainsi qu'une approche a
facteur de contraction variable, ou celui-ci est considéré comme un parametre a optimiser.

Par cette approche de commande prédictive, la stabilité du systéeme bouclé repose sur la
faisabilité du probleme d’optimisation, a 'instant initial. Dans ’application que nous avons
proposée, cette faisabilité a été prise comme hypothese pour la démonstration de la stabilité
du modele de drone et a été vérifiée de maniere pratique pour des conditions initiales du
domaine de vol usuel.

Il convient enfin de noter que cette approche, telle qu’étudiée dans cette partie, ne permet
pas de traiter le cas perturbé F,; # 0.
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Conclusion de la Partie II et perspectives

Les approches étudiées dans cette partie appartiennent a la classe des controleurs prédictifs,
dans la mesure ou, pour le calcul de la commande, elles font intervenir une prédiction de
I’état du systeme sur un horizon temporel futur. Ces méthodes sont généralement utilisées
dans le cas de systemes ou une expression analytique de la commande est difficile a trouver.
La commande n’est en effet pas déterminée de maniere analytique, mais par la résolution
en ligne d'un probleme d’optimisation. Sauf dans les cas simples (linéaire quadratique non
contraint), la commande est alors déterminée de maniere numérique.

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés a l'identification des avantages et inconvénients
de ce types de méthodes ainsi qu’aux problemes liés a la stabilité du systeme bouclé. Nous

avons proposé deux approches de commande prédictive non linéaire et étudié leur applica-

tion au développement de lois de guidage-pilotage pour un drone miniature, a partir de la

modélisation présentée en Partie I.

Le Chapitre 3 a été consacré a une introduction a la commande prédictive. Apres un

bref historique des premieres méthodes de commande prédictive, nous avons présenté la
formulation générale d’un tel probleme. Nous avons vu que la commande est calculée par la
résolution en ligne d’un probleme d’optimisation faisant intervenir des prédictions de I’état du
systeme. Ces prédictions étant réalisées en boucle ouverte, la garantie de stabilité du systeme
bouclé n’est pas immédiate, sauf dans le cas ou I’horizon de prédiction est choisi infini. Ce cas
étant peu utilisable en pratique, nous avons présenté les principales classes d’approches de
commande prédictive a horizon fini, existant dans la littérature, qui garantissent la stabilité
du systeme bouclé : utilisation d'une contrainte stabilisante, commande prédictive a mode
dual, horizon quasi-infini. Nous avons également rappelé le cadre formel présenté dans [81]
permettant d’énoncer de maniere générale les conditions de stabilités de ces approches.
Sachant que la mise en pratique de la commande prédictive fait intervenir des techniques
d’optimisation, nous avons mentionné a ce titre, dans ce chapitre, des méthodes de résolution
d’un probléeme d’optimisation. Nous avons de plus proposé une discussion sur le choix de la
fonction cout et de la longueur de ’horizon de prédiction.
Enfin, nous avons donné un apercu des travaux utilisant des approches prédictives pour la
commande de drones miniatures a voilure tournante. Nous avons montré, d’apres les travaux
que nous avons pu recenser, que l’analyse de la stabilité et I'utilisation d’'un modele réellement
représentatif de la dynamique d’un drone ne sont que rarement réalisées simultanément.

Dans le Chapitre 4, nous nous sommes intéressés a une approche de commande prédictive
linéaire répandue dans la littérature. Nous avons considéré le cas ot 'on peut se ramener a
I’étude d’un systeme discret. Nous avons vu que, dans ce cas, il est possible d’exprimer de
maniere algébrique les prédictions de 1’état du systeme et de reformuler le probleme de com-
mande prédictive en probleme de Programmation Quadratique (QP). Dans le cas ou 'état
n’est pas entierement mesurable, et ou une perturbation additive sur I'état est considérée,
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nous avons présenté l'utilisation d’une approche Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG)
combinant commande prédictive linéaire a critere quadratique et filtre de Kalman. Nous
avons proposé une application de cette méthode pour le guidage, dans le cas d’un suivi de
trajectoire, en présence de perturbations et de contraintes sur la commande, et dans le cas
ou seule la position du véhicule est mesurée.

Cette premiere approche de la commande prédictive nous a permis de mettre en évidence les
avantages de ce type de commande, a savoir la prise en compte de contraintes, ’anticipation
des changements d’une référence lors du suivi de trajectoire, I’'obtention d’une commande
localement optimale par rapport a un critére spécifié, et la possibilité de commander un
systeme sans avoir a déterminer de commande analytique.

Cependant, les méthodes linéaires que nous avons utilisées dans ce chapitre ne permettent
pas de développer des lois de guidage-pilotage dans un large domaine de vol. D’ou notre
intérét pour des méthodes de commande prédictive non linéaires.

Nous avons proposé une premiere approche de commande prédictive non linéaire dans le
Chapitre 5. Cette approche s’inscrit dans la classe des controleurs utilisant simultanément
commande prédictive et commande par fonction de Lyapunov. Un état de ’art nous a permis
de montrer la complémentarité de ces deux méthodes de synthese de commande, et I'intérét
de les utiliser simultanément. Nous avons pu voir que les méthodes existantes reposent sur
la détermination d’une fonction de Lyapunov pour le systeme, et de sa commande associée,
afin de prouver la stabilité d’'un probleme de commande prédictive non linéaire. Cependant
la commande synthétisée n’est jamais appliquée au systeme.

Au cours de ce chapitre, nous avons proposé d’appliquer ce controleur par une approche de
commande a deux composantes : la commande appliquée au systeme résulte de la somme
d’une commande nominale, déterminée par fonction de Lyapunov, et d'une commande prédictive.
Nous avons analysé la stabilité de cette approche pour la commande de systéemes non linéaires
continus et affines en la commande. Nous avons montré qu'une stabilité globale peut étre
obtenue, en plus d’une amélioration des performances du systeme bouclé, par rapport au cas
ou seul le controleur nominal est appliqué. Une extension de cette approche a été proposée
dans le cas ou le controleur nominal est paramétré par des gains : ceux-ci sont alors optimisés
en méme temps qu’est calculée la composante prédictive de la commande.

Une autre extension a été proposée dans le cas ou le systeme comporte des parametres in-
connus, supposés constants ou variant lentement dans le temps. Dans ce cas, la composante
nominale de la commande est une commande adaptative. La stabilité de cette approche a
été prouvée dans le cas de systemes non linéaires affines en la commande et en un vecteur re-
groupant ces parametres inconnus. Cette méthode a ensuite été appliquée au développement
de lois de guidage-pilotage pour la stabilisation d’'un modele de drone miniature en présence
de contraintes sur la commande, et pour le suivi de trajectoire en considérant, dans les deux
cas, une perturbation inconnue.

L’approche que nous avons proposée permet de cumuler les avantages issus des méthodes de
synthese par fonction de Lyapunov et par commande prédictive : stabilité avec un grand bas-
sin d’attraction, prise en compte de contraintes, anticipation de changements de référence,
optimalité. Elle requiert néanmoins la synthese d’un controleur nominal. A ce titre, nous
nous sommes intéressés dans un dernier temps a une méthode de commande prédictive ne
nécessitant pas de synthese de controleur analytique.

Une approche de commande prédictive non linéaire, basée sur l'algorithme présenté
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dans [30], a ainsi été étudiée dans le Chapitre 6. Cette méthode garantit la stabilité
de systemes non linéaires en présence d’une perturbation additive bornée et convergeant
asymptotiquement vers zéro. Elle a également pour avantage de permettre 'utilisation d’une
commande prédictive non linéaire avec garantie de stabilité tout en conservant un grand
bassin d’attraction. En effet, la contrainte stabilisante utilisée dans cette formulation n’est
pas une contrainte dure comme celles utilisées dans les approches prédictives classiques
(contrainte terminale d’égalité, région terminale se limitant a un voisinage de I’équilibre).
Cette contrainte varie dans le temps et en fonction de I’état du systeme, et impose un contrac-
tion en norme d’une prédiction de cet état. D’ou l'appellation de commande prédictive
contractante. Cette approche a également pour avantage de permettre la commande de
systemes continus tout en utilisant une paramétrisation discrete de la commande, facilitant
son implémentation.

Nous avons proposé ici une extension de cette méthode en considérant le facteur de contrac-
tion, paramétrant la contrainte stabilisante, comme un parametre variable et en 'optimisant
lors du calcul de la commande prédictive.

Dans [30], le cas ou I'état du systeme n’est pas completement mesurable est traité en ex-
ploitant la faculté de I’algorithme proposé a prendre en compte une perturbation bornée
convergeant asymptotiquement vers zéro. Un observateur est alors utilisé et 'erreur d’esti-
mation est considérée comme étant cette perturbation additive.

Nous avons proposé ici une application de cette méthode pour le guidage-pilotage du modele
de drone miniature. Dans notre approche, I’erreur d’orientation —%(R — R%)es, introduite
par la convergence non instantanée de la dynamique de rotation du véhicule, est considérée
comme perturbation additive. La stabilité du modele de drone, bouclé par la commande
prédictive contractante étudiée, a ainsi pu étre prouvée.

Une application a I’évitement d’obstacle a également été proposée dans ce chapitre.

La stabilité du modele de drone commandé par les approches prédictives proposée a été
analysée par les Propositions 4 et 5. Il convient toutefois de noter que les preuves de ces
propositions supposent que la vitesse de rotation désirée Q7 ainsi que sa dérivée Q¢ soient
connues.

Le calcul de ces grandeurs nécessite une expression algébrique du vecteur de commande
T Re; (cf Annexe C), qui ne peut étre obtenue par les approches prédictives présentées. Ce
vecteur de commande y est en effet calculé numériquement.

En pratique, la commande prédictive n’est pas calculée a chaque instant mais uniquement
a des dates espacées d'une durée tres petite devant la longueur de I'horizon de prédiction.
Le vecteur désiré Q7 peut alors étre calculé par la relation Q¢ = (RY)TR? oti la quantité
R est estimée par différence finie entre l'instant présent et l'instant précédent de calcul
de la commande. Le vecteur ¢ ne peut toutefois pas étre calculé sur le reste de 1’horizon
de prédiction. En pratique, on supposera donc R¢ constant sur cet horizon, en appliquant
une séparation des échelles de temps entre la dynamique de translation et la dynamique de
rotation, par une méthode des perturbations singulieres. Dans ce cas, la preuve de la stabilité
est difficile. La difficulté provient de ’application du cadre formel présenté en Section 2.4.
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Plusieurs perspectives de travail s’offrent a I’issue de I’étude que nous avons réalisée au
cours de cette partie.

Une premiere suite a donner a ce travail concerne 1’étude de la faisabilité des problemes
d’optimisation utilisés pour le calcul de la commande prédictive.
Dans les approches présentées, la stabilité est effectivement prouvée sous 'hypothese quune
solution puisse étre trouvée a chaque instant au probleme d’optimisation posé. Si cette
faisabilité a été vérifiée de maniere pratique pour des conditions du domaine de vol usuel
d’un drone miniature, une étude théorique doit cependant étre menée, principalement dans
les cas contraints.
La condition énoncée dans [30] pourra par exemple servir de base a ce travail, dans le cas
de 'approche prédictive contractante.

D’autre part, plusieurs voies peuvent étre envisagées pour la possible mise en pratique

de techniques de commande prédictive pour le guidage-pilotage d'un drone miniature?.
Une premiere méthode pour réduire le temps de calcul consiste a modifier le paramétrage
utilisé pour la commande. Classiquement, celle-ci est considérée constante par morceaux
sur ’horizon de prédiction. Le nombre de parametres a optimiser dépend donc a la fois
de la longueur de I'horizon et de la dimension de la commande. Par exemple, quinze pa-
rametres devront étre optimisés dans le cas d’'une commande a trois dimensions et d’un
horizon de prédiction composé de cinq pas de temps. Ce nombre de parametre peut étre
considérablement réduit en représentant, sur I'horizon de prédiction, chacune des compo-
santes de la commande par une fonction ne dépendant que de peu de parametres. On pourra
par exemple commencer par étudier les paramétrisations présentées dans [1, 20].
Une autre voie a explorer pour la réduction des temps de calcul est I'étude de solution
sous-optimales. Cette approche est par exemple possible dans le cadre de ’algorithme de
commande prédictive contractante présenté, en choisissant de se contenter d’une solution
sous-optimale & partir du moment ou celle-ci vérifie la contrainte stabilisante imposée. Dans
ce type d’approche, il pourra alors étre intéressant d’étudier le compromis entre réduction
du temps de calcul et conservation d’'une performance proche de 'optimale.

Nous avons vu l'intérét des approches de commande prédictive dans le cas d’un suivi de
trajectoire. Les approches que nous avons proposées supposent que la trajectoire de référence
soit définie par la donnée d’une position &7 et de ses dérivées temporelles successives. Une
extension du travail réalisé pourra étre de considérer le cas ol la trajectoire est considérée
comme un état dont on ne connait que la position, puis le cas ou 'on ne se donne que des
points de passage datés.

Dans la partie suivante, on s’intéressera au cas ou une mesure de 1’état complet du
systeme n’est pas accessible. Dans un souci de disposer de lois de commande permettant un
passage plus aisé a 'implémentation, nous nous intéresserons également a une méthode de
synthese permettant d’obtenir une expression analytique de la commande.

2Si le guidage peut étre réalisé par commande prédictive, le pilotage requiert des cadences de calcul qui
paraissent encore a ce jour incompatibles avec 'utilisation pratique des méthodes non linéaires présentées.
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Troisieme partie

Commande sans mesure de vitesse
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Contenu de la Partie 111

Dans cette Troisieme Partie nous nous intéresserons au cas ou une partie seulement de
I’état du drone est mesurée. On traitera plus particulierement le cas sans mesure de vitesses,
ou seules des mesures en position et en angles d’attitude du véhicule sont disponibles pour
la synthese de la commande. L’approche que nous proposerons dans cette partie est basée
sur l'introduction d’états virtuels au sein de la représentation dynamique du systeme et
permet l'obtention d’'une commande analytique. La synthese de lois de guidage-pilotage sera
réalisée, par cette méthode, sous 'hypothese d’une séparation des échelles de temps entre la
dynamique de translation et la dynamique de rotation. La stabilité du systeme bouclé sera
alors analysée en utilisant la théorie des perturbations singulieres.

Dans le Chapitre 7, nous présenterons les différents cadres d’utilisation d’un drone
miniature a voilure tournante pour lesquels une mesure de la vitesse linéaire ou angulaire
n’est pas directement accessible. Nous présenterons également un état de I’art des principales
méthodes existant dans la littérature permettant de traiter ce cas de figure.

Nous proposerons en Chapitre 8 une méthode de synthese de lois de commande sans
mesure de vitesses, basée sur l'introduction d'un état virtuel au sein de la dynamique du
systeme. Apres en avoir présenté le principe, nous nous intéresserons a son application a
la synthese de lois de guidage-pilotage, en utilisant une séparation des échelles de temps
entre la dynamique de translation et la dynamique de rotation du véhicule. L’analyse de la
stabilité sera présentée, dans un cadre similaire, dans le chapitre suivant. Nous proposerons,
en complément, une autre maniere de synthétiser la loi de guidage, afin d’obtenir des pro-
priétés d’existence d’une borne et de stricte positivité de la commande en position. Nous
proposerons également une étude de 'existence d’une borne de la commande en attitude et
enfin une loi de guidage adaptative sans mesure de vitesse.

Afin d’améliorer ’approche précédente en terme de filtrage, nous proposerons en Cha-
pitre 9, une méthode de synthese de commande sans mesure de vitesse utilisant deux états
virtuels. Comme dans le chapitre précédent, nous présenterons la synthese de lois de guidage-
pilotage en utilisant une séparation des échelles de temps entre les dynamiques de translation
et de rotation. Une analyse de la stabilité sera proposée en utilisant la théorie des perturba-
tions singulieres. Nous proposerons enfin des lois de guidage-pilotage avec saturation, per-
mettant de garantir des propriétés d’existence d’une borne sur les commandes, ainsi qu’une
loi de guidage adaptative pour la stabilisation de la dynamique de translation en présence
d’une perturbation.
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Chapitre 7

Introduction
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7.1. PROBLEMATIQUE CHAPITRE 7.

7.1 Problématique

Pour le guidage pilotage d’un véhicule aérien autonome, le calcul de la commande re-
quiert une mesure de ’état du systeme, a savoir de ses positions, vitesses linéaires, angles
d’attitude et vitesses de rotations instantanées. Dans le cas d’un drone miniature, le nombre
de capteurs disponibles a bord du véhicule peut étre limité par la faible masse embarquable
ou pour des raisons de cott. Dans ce cas, une mesure de I'état complet du systeme peut ne
pas toujours étre directement disponible.

La nature de la mission, ou de I'application souhaitée pour le drone, peut également im-
pacter sur le nombre ou la nature des capteurs a utiliser, et donc sur le nombre de grandeurs
directement mesurables.

Pour obtenir des mesures en position et en vitesse linéaire, le véhicule peut étre équipé d’un
GPS. Cependant, si le choix d'un GPS est adéquat pour un vol au sein d’'un environnement
extérieur non contraint, il peut étre préférable, dans le cas d’un environnement contraint,
d’utiliser un systeme de navigation basé sur un capteur de type caméra afin d’estimer la
position du drone par rapport a cet environnement, ainsi que son attitude. Dans ce cas, la
vitesse linéaire v et la vitesse de rotation €2 ne sont pas directement mesurées.

Un autre cas de figure est fréquemment rencontré lors de la réalisation d’une plateforme
expérimentale de drone miniature. Afin de réaliser un dispositif facile a mettre en oeuvre,
le véhicule est tres souvent un véhicule de modélisme du commerce. Pour ne pas avoir a en
modifier la structure ni I’électronique, celui-ci est alors piloté en reliant sa télécommande a
un ordinateur, et des capteurs externes sont utilisés pour réaliser un retour d’information.
C’est le cas, par exemple des plateformes présentées dans [63, 65, 110], ou un dispositif de
motion capture est utilisé. Le véhicule est équipé de reperes réfléchissants et des caméras ex-
ternes, associées a un dispositif infrarouge, permettent de localiser ces reperes sur les images
puis d’en déduire en temps réel la position et I'attitude du drone. Un autre exemple de pla-
teforme, présenté dans [19], utilise un systéme de capteur magnétique permettant la mesure
de la position et de I'attitude d’un quadrirotor. Dans ces exemples d’utilisation, la vitesse
linéaire v et la vitesse de rotation {2 ne sont pas directement mesurées.

Dans cette partie, on se place donc dans le cas ou, pour la synthese de la commande, on ne
dispose pas de mesures de la vitesse linéaire v ni de la vitesse de rotation €2 du drone. L’acces
aux seules coordonnées en position et en angles d’attitude n’est pas suffisant pour stabiliser,
par un retour d’état classique, le modele présenté. Apres avoir fait un rapide état I'art des
méthodes traitant de cette problématique, nous présenterons une approche permettant la
synthese de lois de commande sans mesures de vitesses.

7.2 Etude de 'existant

Dans certains des travaux présentant des expérimentations avec les dispositifs précédemment
évoqués (motion tracking par vision externe, émetteur-récepteur magnétique), la vitesse non
accessible a la mesure est calculée de maniere pratique par une différence finie des mesures
en position. Cette méthode est par exemple employée dans [19] pour calculer les vitesses
linéaires et les vitesses de rotation pour un quadrirotor. Dans [63], ou un hélicoptére minia-
ture et un quadrirotor sont testés, seule la vitesse linéaire est reconstruite de cette maniere,
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CHAPITRE 7. 7.2. ETUDE DE L’EXISTANT

les vitesses de rotation étant mesurées.
Aucune étude théorique de la stabilité n’est cependant associée a ces approches pratiques.

Une premiere solution, lorsque seule une partie de I’état est accessible a la mesure, consiste
a construire un observateur pour estimer 1’état complet du systeme.

Dans [32], le suivi de trajectoire d’'un modele PVTOL est traité dans le cas ou seules les
positions et 'angle d’attitude sont mesurés. Un observateur d’ordre complet y est construit.
Un changement de coordonnées est ensuite réalisé pour mettre le systeme sous forme triangu-
laire et appliquer une technique de backstepping afin d’obtenir un controleur ne nécessitant
pas des mesures en vitesses.

Si 'utilisation d’observateurs permet de traiter ce probleme, en reconstruisant les grandeurs
non disponibles, elle peut cependant en accroitre la complexité et introduire des délais de
calcul supplémentaires, principalement pour la dynamique de rotation. Deux étapes sont de
plus nécessaires pour prouver la stabilité du systeme bouclé : la convergence de I'observateur
(i.e. des estimées vers les grandeurs observées) doit étre établie avant d’analyser celle du
systeme bouclé par une commande se basant sur 'estimée de 1’état.

Une autre classe d’approches consiste a synthétiser la commande, directement a partir des
seules mesures accessibles (partial state feedback). Ces approches permettent d’éviter les in-
convénients liés a l'introduction d’observateurs.

Les premiers travaux utilisant ce type de méthodes ont été réalisés pour des robots manipu-
lateurs, lorsqu’aucune vitesse n’est mesurée. Dans [16, 17], la mesure en vitesse est remplacée
par un signal généré par un filtre linéaire a partir des mesures des positions articulaires. Une
extension de ce travail, utilisant un filtre non linéaire, peut étre trouvée dans [31]. La méme
méthode a été utilisée pour résoudre le probleme de tracking en attitude de solides dont les
inerties sont inconnues. Un signal lié a la vitesse et généré par un filtre linéaire est utilisé dans
[113], ol une représentation cinématique basée sur les parametres de Rodrigues modifiés a
été choisie. Dans [28], une représentation avec des quaternions a été adoptée et un filtre non
linéaire génere un signal se substituant aux mesures de vitesses dans la commande. La méme
représentation de la cinématique est choisie dans [107] ot une commande est synthétisée,
dépendant d’une estimée de l'erreur en quaternion, pour le suivi d’attitude d’un engin spa-
tial. Le controle en attitude de corps solides sans mesure de vitesses est également traité dans
[68] et [109] ou une propriété de passivité du systeme est mise a profit pour la synthese de la
commande. Des représentations cinématiques respectivement basées sur des quaternions et
les parametres de Rodrigues sont respectivement employées dans ces deux travaux. Ceux ci
utilisent tous deux des techniques de filtrage pour éviter de recourir a des mesures de vitesse.

Comme le montrent les simulations ou les résultats expérimentaux de certains des travaux
mentionnés, certaines de ces approches conduisent a un comportement transitoire fortement
oscillant pour le systeme bouclé, principalement du au fait que peu de parametres de réglages
sont accessibles.

Dans cette partie, nous présentons une méthode de commande dans le cas ou aucune mesure
de la vitesse linéaire ni de la vitesse angulaire du drone n’est disponible. Cette méthode re-
pose sur 'introduction d’états virtuels au sein de la dynamique du systeme. Elle ne nécessite
pas la construction d’un observateur. Contrairement aux travaux précédemment évoqués, la
représentation cinématique adoptée est basée sur le groupe SO(3).
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Chapitre 8

Synthese de lois de guidage-pilotage
avec un état virtuel
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8.1. PRINCIPE CHAPITRE 8.

8.1 Principe

La méthode que nous proposons est tout d’abord présentée sur un exemple simple dans
cette premiere section. Son application a la synthese de lois de guidage-pilotage fait 1’objet
des sections suivantes de ce chapitre.

8.1.1 Mise en forme du probleme

On considere les systemes dynamiques dont ’évolution peut étre décrite en temps continu

par
T1 = Ta
{ By = f(x2) +u (8.1
otz = [a] xﬂT € R?" représente 'état du systéme, et u € R" la commande. On suppose
£(0) =0 (2)
et
Vo, o2 f(29) =0 (8.3)

On suppose de plus que x5 n’est pas mesurable. On souhaite stabiliser le systeme a ’origine
en utilisant uniquement une mesure de x; et sans synthétiser d’observateur.

La méthode proposée est basée sur I'introduction d’états virtuels dans la représentation de
la dynamique du systeme.

8.1.2 Introduction d’un état virtuel

Considérons le systeme (8.1). On introduit un état virtuel ¢ € R™ et une commande
virtuelle 6 € R” tels que

I'l = X9
g=20
On définit alors la fonction de Lyapunov candidate
1 T L 7 1 T
Vi = §ka Ty Ty + 51’2 g + ékb (1 —q)" (z1—q) (8.5)

ou kg, k, sont des gains scalaires strictement positifs. Sa dérivée par rapport au temps, le
long des trajectoires de (8.4), est donnée par

Vi = ko aoTag + 22 (f(2) +u) + Ky (21 — )7 (29 — 6) (8.6)

En factorisant par x5 et en utilisant (8.3), on obtient

Y, = xQT(k:a r1+u+ky(r1—q)) — kp (21 — q)T5 (8.7)
Choisissons
u=—kox1 — ky(x1 —q) (8.8)
k
0= 15(11—q) (8.9)
b
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avec kg > 0. Pour ces expressions de la commande u et de la commande virtuelle 4, la dérivée
de V; devient .
Vi =—kq ||z1 — qH2 (8.10)

La fonction V; est semi-définie négative. Elle assure que 2; converge vers ¢. Par continuité
et en utilisant le principe d’invariance de La Salle, on a alors &7 — ¢, i.e. x5 — §. Comme
0= Z—‘Z(ml —q) — 0, on en déduit x5 — 0, et par continuité £, — 0. En utilisant f(0) = 0
avec (8.4) et (8.8), on a (—k,x1 — ky (1 — q)) — 0 et, finalement, 21 — 0, ¢ — 0 et &3 — 0
et ¢ — 0 par continuité.

En utilisant le principe d’invariance de La Salle, on peut donc conclure que la commande
(8.8), avec la commande virtuelle (8.9), stabilise asymptotiquement le systeme (8.4).

On notera que les expressions (8.8) et (8.9) de la commande u et de la commande virtuelle
0 ne dépendent pas de I'état xs.

8.1.3 Analyse fréquentielle

Interprétons 'approche présentée en terme de filtrage. Afin de transposer ’approche dans
le domaine fréquentiel, on introduit la variable

5§ =jw (8.11)

En transposant la derniere équation de (8.4) dans le domaine fréquentiel et en utilisant (8.9),
on a

sq = a(x; —q) (8.12)
avec a = kq/ky. D’olt
axy
= 8.13
= s+a (8.13)
Calculons la quantité (z1 — q) :
ax s
(11 —q) =21 — —— = ' (8.14)

T
S+« S+«

En utilisant la premiere équation de (8.4), réécrite dans le domaine fréquentiel, on a finale-
ment :

1
s+«

(1 —q) = 9 (8.15)

On constate d’apres (8.15) que le terme (z; — ¢), intervenant dans la commande u et obtenu
par filtrage de la dérivée de x; par la relation (8.14), peut étre rapproché d’une mesure
associée a I'état xo, non accessible. L’expression (8.8) de la commande u est donc constituée
d’un retour direct sur la partie accessible de I’état, et d’un retour filtré sur sa dérivée .

8.1.4 Exemple

A titre d’exemple, considérons le cas n = 1 et f = 0. Le systeme se réduit a un double
intégrateur.
L’évolution de 1'état du systeme, de 1’état virtuel, ainsi que de la commande est présentée
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en Figure 8.1. La simulation a été réalisée a partir de la condition initiale o = [1 — 1]7 et
qo = 0, et pour des gains unitaires. La stabilité asymptotique vers 'origine est obtenue par la
commande réalisée. Un réglage adéquat des gains peut permettre de régler le comportement
du transitoire.

u(=), 6(--)

10 20 30 0 10 20 30

F1G. 8.1 — Stabilisation avec un état virtuel

L’utilisation d’un état virtuel s’avere intéressante dans la mesure ou, comparativement a
un observateur d’ordre plein, le nombre d’état rajouté est inférieur a la dimension de 'état
du systeme. De plus I'analyse de la stabilité du systeme bouclé peut étre menée, comme nous
I’avons vu, en une seule étape.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’appliquer cette méthode a la synthese de lois de
guidage-pilotage, a partir du modele présenté en Partie I représentant de maniere simplifiée
la dynamique d’un drone miniature a voilure tournante.

Comme présenté en Section 2.4, on réalisera une commande hiérarchique en considérant une
décomposition des échelles de temps entre la dynamique de translation (dynamique lente)
et la dynamique de rotation (dynamique rapide).

Dans ce chapitre, nous présenterons la synthese de lois de commande pour chacun des deux
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sous-systemes considérés (translation et rotation), sous les hypotheses évoquées en Section
2.4 et correspondant a cette séparation des échelles de temps. L’analyse de la stabilité du
systeme complet sera abordée dans le chapitre suivant, ou une méthode de synthese de
commande utilisant deux états virtuels au lieu d’un seul est présentée.

8.2 Commande en position

En utilisant une séparation des échelles de temps, la commande en position peut étre
synthétisée, dans le cas d’un suivi de trajectoire, en utilisant le systeme (2.123) correspon-
dant & I'hypothese R = R%.

Pour la synthese de cette loi de guidage, nous considérerons successivement le cas non per-
turbé (F..; = 0), le cas non perturbé avec des saturations sur la commande, et enfin le cas
perturbé en proposant une loi de guidage adaptative.

8.2.1 Synthése de la commande en position

Nous considérerons ici le cas non perturbé (F.,; = 0). Le systeme utilisé pour la synthese
de la commande est le suivant :

él —€9

8.16
¢y = — — R + geg — 0 (8.16)
m

avec € = & — &l et e = v — v
On suppose que l'on ne dispose, pour la synthese de la commande, que d’une mesure de la
position ¢ du drone. Seul 'état ¢; du systeme (8.16) est donc accessible.

On suppose de plus que la trajectoire de référence et que ses dérivées vérifient I’hypothese
suivante :

Hypothése 11 La trajectoire de référence £4(t) et ses dérivées v (t) = £4(t), v(t) = £%(t)
(supposées connues) sont uniformément continues et bornées.

Supposons de plus que la trajectoire de référence £%(t) et ses dérivées v?(t) = £(t), vi(t) =
€4(t) (supposées connues) sont uniformément continues et bornées.

Appliquons la méthode introduite en Section 8.1 pour la synthese de la loi de commande en
position.

On complete la dynamique (8.16) en ajoutant un état virtuel ¢ € R?® et une commande
virtuelle 6 € R? vérifiant

él —€9
T

€y = — —R%3 + geg — 0° (8.17)
m

g =0
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Soit &7 la fonction de Lyapunov candidate définie par
1 1 1
S = skallall” + sky lleall* + Sk [len — gl (8.18)
2 2 2
ou k,, k, et ki sont des gains scalaires strictement positifs.
La dérivée de S le long des trajectoires de (8.17) est donnée par
. T
S) = kyel ey + kveg(—aRdeg + ges — 0% + ky(er — q)" (e — 6) (8.19)
Regroupons les termes en € :
; T T 4 -d T
81 = €y k'xfEl + kv(_ER €3 + ges — v ) + ]i]l(El — q) — ]ﬁ(El — q) ) (820)
On choisit alors le vecteur de commande
T Res = kﬂ {ki(e1 — q) + kpe1} + mges — ma® (8.21)

qui permet de simplifier I’expression de la dérivée de S; en :
Sl = —k'1<€1 — q)T(S (822)

En définissant la commande virtuelle

d=¢€—q (8.23)
on obtient
Si =~k lle — g (8.24)
Calculons la dérivée seconde de S :
Sy = —2ki(e1 — q) (2 — €1 + q) (8.25)

Sous 'Hypothése 11, cette dérivée est uniformément bornée. La fonction S; est donc uni-
formément continue et on peut appliquer le Lemme de Barbalat (c¢f Annexe D) pour conclure
que €; — ¢. Par continuité, on a €, — ¢, i.e. &g — 0. En utilisant (8.23) et (e, —¢q) — 0, on
peut en déduire e; — 0 puis, par continuité, é;, — 0. La seconde équation de (8.17) donne
alors (—(7 /m)R%3 + gez — v%) — 0. En remplagant ensuite le vecteur de commande 7 R%;3
par l'expression (8.21), on obtient (’Z—z(el —q)+ Z_;”El) — 0. Puisque 'on a (¢ — ¢) — 0, on
peut en déduire €, — 0, puis ¢ — 0, et enfin par continuité é; — 0 et ¢ — 0.

Le vecteur de commande (8.21), avec la commande virtuelle (8.23), stabilise donc asympto-
tiquement le systeme (8.17). Le systéme étant linéaire, la convergence est exponentielle.

Cette commande, synthétisée sous I'Hypothese 11, et sous ’hypothese R = R? induite par la
séparation des échelles de temps, permet donc d’obtenir & — £ et v — v¢ exponentiellement.
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8.2.2 Commande en position avec saturations

On peut montrer (cf Section 9.2.1) que si les gains de la commande en position satisfont
une relation faisant intervenir la valeur initiale de la fonction de Lyapunov du systeme, alors
on peut garantir que 'entrée de commande 7 est strictement positive! et bornée. Dans cette
section, nous proposons une autre maniere de synthétiser cette commande en position, pour
assurer directement ces propriétés de stricte positivité et de bornitude et ce, indépendamment
des conditions initiales.

Considérons le systeme (8.17). On a le Lemme suivant :

Lemme 2 On suppose que la trajectoire de référence €% et ses dérivées (Sd = v?, ¢ = o)
satisfont I’Hypothése 11 de la Section 8.2.1, ainsi que sup ||vdH <g.
On définit le vecteur de commande

€1 —4¢g

63,:I€m kz ‘1 5 +l€1 5
° V1t el V14 len—d

ou k., k, et ky sont des gains scalaires strictement positifs, et la commande virtuelle

5:—\/1+||€1—QH2(€1—Q) (8.27)

ky + ky
kU
le vecteur de commande (8.26), avec la commande virtuelle (8.27), stabilise asymptotique-
ment la dynamique (8.17). De plus, la commande T est strictement positive et bornée.

TR + mges — mo* (8.26)

Pour k., k, et ki vérifiant

< g—supHi)dH (8.28)

Preuve
Pour le systeme (8.17), on définit la fonction de Lyapunov candidate

1
St = ka(y/ 1+ lea]|* = 1) + gk leall* + ki (\/ L+ fler — gl = 1) (8.29)

ou k,, k, et ky sont des gains scalaires strictement positifs.
La dérivée de cette fonction, le long des trajectoires de (8.17), est donnée par

: el'e T . e1—q) (g +6
Slsat :kx L2 5 + kvﬁg(—aRdeg + ges — Ud) + kl( ! Q) ( 2 2> (830)
L+ [le]] 1+ [ler — gl
Regroupons les termes en €5 :
. T _
St =65  ka = + ky(——R%;3 + ges — 0%) + ky @9
2 m 2
0T (e —
2 Q)Q
1+ [ler — ql]

1La stricte positivité de 7 permet d’assurer que 'expression (2.102) utilisée pour le calcul de I'orientation
désirée est bien définie.
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Remplacons le vecteur de commande 7 Rees par I'expression proposée en (8.26). La dérivée
de &;.,, se simplifie comme suit :

5T(€1 —Q)
1 + ”61 —(q

St = k1 (8.32)

2
I

En choisissant la commande virtuelle 6 conformément a (8.27), cette dérivée devient
St =~k ller — gl (8.33)

Comme présenté en Section 8.2.1, on utilise le lemme de Barbalat (c¢f Annexe D) pour en
déduire €, — ¢, puis la stabilité asymptotique du systeme (8.17) bouclé par la commande
(8.26) et la commande virtuelle (8.27).

Montrons maintenant que la commande 7 est strictement positive et bornée.
De (8.26), on a

T = km ky 6—12 + Kk © -4 - + mges — mo? (8.34)
’ V14l V1 ller —gll
Par inégalité triangulaire, on obtient
k. k —
T >mg—m o] —m* | ———| - m}* a1 (8.35)
L el U1+ e =l
soit m
T > m(g —sup ||[o7]]) = — (ks + k1) (8.36)

Ky
La condition (8.28) permet finalement de garantir la stricte positivité de 7.

Montrons finalement que 7 est bornée.
De lexpression (8.34) et par inégalité triangulaire, on a

ky k -
Tgmg+mHi)dH+mk— __a +mk—1 a1 (8.37)
L e U1+ e —dll?
et enfin m
T < mg +sup ||o[] + .= (ke + 1) (8.38)

qui assure que la commande 7 est bornée. W

La commande développée ici permet de garantir la stricte positivité et la bornitude de la
commande 7 sans imposer de relation a satisfaire qui fasse intervenir les conditions initiales.
De plus, la borne supérieure de 7 peut étre directement définie en réglant les gains k.., k,,
k’l.

Par cette commande, on garantit la stabilité asymptotique de la dynamique de translation
(8.17), mais on n’a pas la stabilité exponentielle, le systeme bouclé n’étant pas linéaire.
Toutefois, le systeme bouclé étant continu et son linéarisé étant exponentiellement stable,
on a un systeme a énergie finie dont les performances seront similaires a celles que ’on peut
obtenir dans le cas exponentiellement stable.
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8.2.3 Commande en position adaptative

Considérons a nouveau le systeme (8.17), cette fois-ci dans le cas perturbé :

él —€9
T 1

éQ = — —Rd€3 + ges — /l.)d + _Feact (839)
m m

g =0

ou la perturbation F,,; est supposée constante (ou variant faiblement dans le temps).

On cherche a synthétiser une commande, a partir de la seule connaissance de €1, permettant
de stabiliser ce systeme en présence du terme de perturbation F,.;. Une solution a ce probleme
est proposée dans le lemme suivant :

Lemme 3 Conszderons le systeme (8.39). Supposons que la trajectoire de référence €4 et
ses dérivées (fd = ¢ §d = ©9) satisfont I’'Hypothése 11 de la Section 8.2.1. Soit FL.e une
estimée de F...

Le vecteur de commande

T Res = mey +m(k +1)(e, — q) + mges — mi® 4+ Fly (8.40)
ou k est un gain scalaire strictement positif, avec la commande virtuelle
d=€—q (8.41)

et la dynamique d’adaptation '
F. = mke; (8.42)

stabilise exponentiellement le systéeme (8.39).

Preuve (étapes principales)

La formulation proposée dans le Lemme ci-dessus revient a ajouter un intégrateur dans ’ex-
pression de la commande proposée en Section 8.2.1. La preuve n’est pas détaillée ici, mais
ses principales étapes sont données.

On définit erreur d’estimation Fewt = Fop — Fem et la fonction de Lyapunov candidate :

2

Fezt

81 €1 + k’(El — q) —

(8.43)

ada

1 , 1. 5 1 , 1
= — — — y _
e = all + 5 llall + 5k leo + al” + 5

En dérivant Sy, le long des trajectoires de (8.39) et en choisissant le vecteur de commande
(8.40) , la commande virtuelle (8.41) et la dynamique d’adaptation (8.42), on obtient :

Stoae = — ler —all” (8.44)

Comme précédemment, on utilise le Lemme de Barbalat pour en déduire (e — q) — 0.
Par continuité, on a alors é; — ¢, soit e — ¢. En utilisant la relation (8.41), on obtient
€a — 0 puis, par continuité, é; — 0. En utilisant la seconde équation du systeme (8.39) avec
I'expression (8.40) du vecteur de commande, on en déduit ainsi :

~

Fezt + Feact
m m

(—er —(k+1)(e1 —q) — ) —0 (8.45)

157



8.3. COMMANDE EN ATTITUDE CHAPITRE 8.

Soit (Fl.u/m) — —e; puis, par continuité (I:’ext/m)~—> €2. Comme €3 — 0, on en déduit alors,
en utilisant (8.42), ¢; — 0. On a alors également F,; — 0 et donc Fopy — Fryy.

La stabilité asymptotique du systeme (8.39) est donc obtenue pour les expressions pro-
posées du vecteur de commande, de la commande virtuelle et de la dynamique d’adaptation.
Le systeme étant linéaire, il est donc de plus exponentiellement stable.

8.3 Commande en attitude

8.3.1 Syntheése de la commande en attitude

Pour la synthese de la commande en attitude, on considere comme nulle la composante
du vecteur Q¢ dépendant de 1'état de la dynamique de translation (cf discussion de la Section
2.6 et Annexe C). On a donc, dans le cas d’un suivi de trajectoire, Q¢ = Q4(t) ou le vecteur
Q4(t) ne dépend que de la trajectoire de référence et de ses dérivées temporelles.

Cette hypothese, liée a la séparation des échelles de temps, est utilisée pour synthétiser la
commande en attitude en échelle de temps rapide.

Le changement d’échelle de temps est réalisé en introduisant 7 = t/e. Pour une fonction
f donnée, on introduit la notation suivante :

d

° d
f= Ef = Eaf (8.46)

Pour la synthese de la commande en attitude, on considere donc le modele (2.138), corres-
pondant aux hypotheéses précédemment énoncées, dans le cas non perturbé (Mg, = 0) :

R=RQ,
~ od

= — (Q+ QY I(Q+ Q) +T 4+ 10,9 — IRT

(8.47)

Do

I
ot I'on rappelle les notations R = (RY)TR, Q = Q — Q¢ et Q¢ = RTQ4.

On suppose que l'on ne dispose, pour la synthese de la commande, que d’une mesure de
l'orientation R du drone. Seul I’état R du systeme (8.47) est donc accessible.

Pour cette synthese, on utilisera les opérateurs P,(.) (donnant la partie antisymétrique d’une
matrice), Py(.) (donnant la partie symétrique d'une matrice) et V(.)? (opérateur inverse de

l'opérateur (.)x) respectivement définis en Annexe A par les relations (A.13) et (A.10).

Appliquons la méthode présentée en Section 8.1.1 a la synthese de la loi de commande
en attitude.

On complete la dynamique (8.47) en ajoutant un état virtuel @ € SO(3) et une commande

2V SO(3) — R, Vb e R3, V(by) = b et VB € SO(3), V(B)x = B
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virtuelle A € R? tels que

e

=R,

10
|

~
)

= (@ QN I+ 0 £ T+ 10,00 IRT G (8.48)
Q=QA.
Pour une valeur de R donnée, on définit
Q=Q"R (8.49)

En dérivant cette expression on a

o

Q= (QA)"R+ QTR (8.50)
Le systeme (8.48) se rééerit donc finalement en

o

R=RQ,
[O=— (Q+ 0N, I+ 0+ T+ 10,00 — IR & (8.51)
Q=— AQ + QN

On définit la fonction de Lyapunov candidate
1 . 1 ~p ~ 1 .
o I, est la matrice identité de R3*3.

Sa dérivée par rapport au temps, en échelle de temps rapide, le long des trajectoires de
(8.51) est donnée par

o 1 ~ ~ ~ — ~ — ~ — ~ o d 1 ~ ~
L1= —ikrtr(RQX)+k:wQT(—(Q+Qd)XI(Q+Qd)+F+IQXQd—1RT Q )—§k2tr(—AXQ+QQX)
(8.53)
En utilisant VA, B € R™" tr(P,(A)P,(B)) = 0 et Va,b € R* a’(a x b) =0, on a
o 1 ~ ~ ~ — ~ — — ~ — ~ o d
Li= = Shtr(QPa(R)) + ko QT (=210 — QLIQY + T + 10,.QY — IRT () 850

+ Shtr(APA(Q)) — htr(. Pu(@)

En utilisant le fait que pour deux matrices antisymétriques données A,, B, € R™*" on a
str(A B,) = V(AD)TV(Ba) et AT = —A,, cette derniére expression se simplifie en

od

L=k, Q" V(P,(R)) + k QT (—QLI1Q 4 1Q, Q%) + k, QT (T — Q4104 — TRT )

1 ~ ~ ! (8.55)
+ ikztr(AxPa(Q)) + kQQT V(Pa(Q))

159



8.3. COMMANDE EN ATTITUDE CHAPITRE 8.

Regroupons les termes en Q :
o ~ ~ — — ~ od ~ ~ — — ~
£,=07 {kTV(Pa(R)) k(D =QLIQ — IRT Q) + ky V(PG(Q))} — B OTQLT + Q410

1 -
+ ékgtr(AX Pa(Q))

- ~ ~ (8.56)
Sous I'hypothese I = 1 T la matrice (QL I+ 1Q%) est antisymétrique et 'on a donc QT (QL I+

IQ2)Q = 0 (cf identité (A.19)).

On choisit
r— L {—k: V(P,(R)) — ko V(P, (Q))} L0104+ TRT G (8.57)
- L r a 2 a X .
La dérivée de L; se simplifie alors en
o 1 ~
L1= §k2tr(AXPa(Q)) (8.58)
En imposant ~
A = V(P.(Q)) (8.59)
et en utilisant le fait que pour une matrice antisymétrique A, € R™", 1tr(AT Aa) = || V(A,) 1%,
on obtient : )
L= —k HV(PQ(Q))H (8.60)

Sous I'Hypothese 11 de la Section 8.2.1 et en supposant que % et ses dérivées sont continues
et uniformément bornées, alors Q¢ et ses dérivées sont uniformément bornées, et la dérivée
de £ est uniformément bornée. Ainsi, £; est uniformément continue et on peut appliquer
le lemme de Barbalat pour conclure P,(Q) — 0, et A, — 0, soit A — 0.

Sous certaines conditions sur les gains et sur la valeur initiale de la fonction de Lyapunov

Ly (gonditions similaires a celles présentées dans le chapitre suivant)?, on peut montrer que
P,(Q) — 0 implique Q — I,

De (8.49), on en déduit R — Q et par continuité RN—>62 En utilisant la premiere et la
derniere équation de (8.48), on a RQ, — QA,, soit Q, — RTQA,. En utilisant A — 0,

on en déduit Q — 0 et, par continuité, Q— 0. En remplacant dans la deuxiéme équation de
(8.51) et en utilisant (8.57), on aboutit a

B VIPUR) K VIPUQ) ) — 0 (8.61)

soit P,(R) — 0. Comme précédemment on montre que, sous certaines conditions faisant
intervenir les gains et la valeur initiale de la fonction de Lyapunov, P,(R) — 0 implique
R — I, et donc R — Ry. Cette analyse est également présentée en détail dans la section
correspondante du chapitre suivant.

En utilisant @ — 0ona Q) — Q4 ie. Q — RTQ4. De R — I, on en déduit finalement Q — Q<.

La commande (8.57), avec la commande virtuelle (8.59), stabilise asymptotiquement la dy-
namique de rotation (8.51), sans utiliser de mesure de la vitesse de rotation €.

3La condition exacte fait intervenir la fonction de Lyapunov totale du systéme, i.e. la fonction somme des
fonctions de Lyapunov de la translation et de la rotation. Cette analyse est semblable & celle menée dans le
cas a deux états virtuels présentée au chapitre suivant.
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8.3.2 Existence d’une borne pour ||I'||

Considérons le systeme (8.51) et la commande (8.57) définie précédemment. L’existence
d’une borne pour I' est alors garantie par le lemme suivant :

Lemme 4 Sous I’Hypothése 11 de la Section 8.2.1, et en supposant que Y et ses dérivées
temporelles sont uniformément continues et bornées, la commande I définie par (8.57) pour
le systéme (8.51) est uniformément bornée.

Preuve
D’apres (8.57), on a :

1 5 ~ ~d 1A 7 2
r=— {—k:rV(Pa(R)) - kQV(Pa(Q))} + QIO+ IRT O (8.62)
ot Pon rappelle la notation Q¢ = RTQ.
Par inégalité triangulaire, on a
]{3,« ~ ]{?2 ~ ~d +Aad ~7 o d
Il < 2= [vieatR)|| + 2 v @)| + 0s10e) + |7 &7 (s8.63)

Soient (vz,n3) et (75, ng) les coordonnées angle-axe respectives de R et Q. En utilisant la
relation (A.22), on a :

kr . k2 . ~ A - od
TN < ™ |sin(yz)| + T |sin(g)| + ||Q% 197 + H[RT Q H (8.64)
Soient A1, Ao, A3 les valeurs propres du tenseur d’inertie /. On définit

Ar = max([h, o] [As]) (8.65)

Sous I'Hypothese 11 de la Section 8.2.1 et en supposant que 1% et ses dérivées temporelles
od
sont continues et uniformément bornées, on peut déduire que Q¢ et sa dérivée () sont

uniformément bornées (cf méthode de calcul de Q¢ en Annexe C). On a alors

od

T < :—T + Z—2 + Arsup ||Qd||2 + Arsup ||Q

( (8.66)

La commande I' est donc uniformément bornée.

Les gains k,, k, et ko peuvent étre utilisés pour définir la borne sur ||T||.

8.4 Stabilité

L’analyse de la stabilité du systeme total, bouclé par les commandes sans mesures de
vitesses présentées ci-dessus, est similaire a celle présentée ultérieurement en Section 9.4
dans le cas a deux états virtuels. Cette discussion n’est donc pas présentée ici par souci de
concision.
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8.5 Bilan et limites de ’approche proposée

Les lois de commande proposées dans ce chapitre permettent de stabiliser la dynamique
de translation, ou la dynamique de rotation, sans utiliser de mesure de la vitesse linéaire
v, ou de la vitesse de rotation €2 du véhicule, et sans utiliser d’observateur. La stabilité de
chaque sous-systeme bouclé peut alors se prouver en une seule étape, sans avoir besoin de
s’assurer au préalable de la convergence d’une estimée, fournie par un observateur, vers la
valeur réelle de 1’état observé.

Dans ce chapitre, seule la stabilité de chacun des sous-systemes considérés (dynamique de
translation et dynamique de rotation) a été analysée, sous les hypotheses simplificatrices
liée a une séparation des échelles de temps et présentée en Sections 2.6 et 2.5 . La stabilité
du systeme total sera discutée au cours du chapitre suivant ou une méthode de synthese
similaire est employée.

En Section 8.1.3, nous avons vu que 1’état virtuel introduit dans la dynamique du systeme
correspond a une valeur filtrée de la mesure en position (ou en angle d’attitude pour la
dynamique de rotation). Le filtre utilisé est un premier ordre, dont la fréquence de coupure
peut alors étre choisie de maniere a atténuer I’éventuel bruit de mesure sur la position (ou
les angles d’attitude). Afin d’améliorer cette approche en terme de filtrage, en passant a un
filtre du second ordre, on se propose, dans le chapitre suivant, d’introduire un second état
virtuel dans la dynamique du systeme.
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Chapitre 9

Synthese de lois de guidage-pilotage
avec deux états virtuels
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9.1. PRINCIPE CHAPITRE 9.

9.1 Principe

La méthode proposée dans le chapitre précédent est étendue dans ce chapitre au cas ou
I'on rajoute deux états virtuels dans la dynamique du systeme. Comme dans le chapitre
précédent, nous proposons tout d’abord un exemple introductif avant de nous intéresser a la
synthese de lois de guidage-pilotage.

9.1.1 Introduction de deux états virtuels

Considérons a nouveau le systeme (8.1) sous les hypotheses présentées en section 8.1.1. On
rappelle que I'on souhaite stabiliser I’état de ce systeme lorsque seul 1'état x; est mesurable.
On introduit cette fois deux états virtuels ¢, w € R™ et une commande virtuelle § € R" tels
que

T1 = Ty
To = f(z2) +u
§=—w
w =9
Pour ce nouveau systeme, on définit la fonction de Lyapunov candidate
1 T L 7 1 T 1 T
Vo = 5’% r3 21+ 5%2 %2 + Ekb (r1—q)" (21 —q) + 5’% (r1—q+w) (r1—q+w) (9.2)

ou kg, ky et k. sont des gains scalaires strictement positifs.
La dérivée temporelle de V;, le long des trajectoires de (9.1) est donnée par
Vo = koaTay + 2L (f(22) + 1) 4 ky (21 — @) (22 + w) + ke (21 — g + w) (25 +w + 6) (9.3)

Vo =2l (kg xy 4+ u+ ky (21 — @) + ke (21 — ¢+ w)) + ky (21 — ¢)Tw

9.4
+ ko (21 — g+ w)" (w + ) (5.4)
En choisissant
u=—koxy —ky(r1 —q) — ke (11 — ¢+ w) (9.5)
on obtient ‘
Vo = ky (21 — @) w + ke (21 — ¢+ w) T (w + 6) (9.6)
Ajoutons et soustrayons (x; — ¢q) dans le premier terme :
Vo =ky (21— )" (w+ (21— q) — (x1 = q)) + ke (x1 — ¢ + w)" (w + 6) 9.7
Vo = —ky |21 — q|* 4+ (w4 21 — )T (ks (21 — q) + ke (w + 0))
En posant
k
6:—w—k—b(x1—q)—(w—|—x1—q) (9.8)
on a finalement '
Vo = —ky ||x1 — q||2 — ke ||lw+ 21 — q||2 (9.9)

La fonction V, est strictement décroissante jusqu’a (1 —q) — 0 et (w + 21 —q) — 0. Par
continuité et en utilisant le principe d’invariance de La Salle, on a alors 1 — ¢, i.e. x5 — —w.
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Comme w — —(x1 — q) et ;1 — ¢, on obtient w — 0, puis x5 — 0. On en déduit ensuite
&9 — 0 par continuité. En utilisant la seconde équation de (9.1) et f(0) = 0, on obtient
u — 0. Finalement, (9.5) donne z; — 0, puis ¢ — 0 et #; — 0 et ¢ — 0 par continuité.

En utilisant le principe d’invariance de La Salle, on peut donc conclure que la commande
(9.5), avec la commande virtuelle (9.8), stabilise asymptotiquement le systeme (9.1). On
notera que seule la mesure de x; est utilisée.

9.1.2 Analyse fréquentielle

Posons a = % Dans le domaine fréquentiel, on a
C

sq¢ = —w (9.10)
sw=—w—a(r, —q) — (w+2z; —q) (9.11)
De cette derniere équation, on isole w
a+1
=— — 9.12
L w—a) (912)
et en utilisant (9.10) :
1 a+1
- W= — (p, — 9.13
q Sw S(S + 2) (:Bl Q) ( )
D’ou .
o+
= 9.14
1 s(s+2)+a+1x1 (9.14)
et
2 2
T —q= s(s +2) T = (s+2) T (9.15)

s(s+2)+ (a+1) s(s+2)+ (a+1)

On a d’autre part

a+1
s+ 2

(a+1)s o (a+1) .
s+2)+a+1"" s(s+2)+a+1

(z1—q) = 5 2 (9.16)

Les équations (9.15) et (9.16) montrent que les termes intervenant dans la commande (9.5)
sont obtenus par filtrage de la dérivée x; et peuvent étre rapprochés d'une mesure associée
a ZTo.

9.1.3 Exemple

Reprenons I'exemple d'un double intégrateur (n = 1, f = 0). On définit la condition
initiale 7o = [1 —1]7, go = 0 et wy = 0. Dans cet exemple, les gains sont choisis unitaires.
L’évolution de I’état, des états virtuels et de la commande sont représentées en Figure 9.1.
La commande synthétisée par la méthode proposée stabilise asymptotiquement le systeme
sans nécessiter une mesure de I'état x5. Cette approche est appliquée dans les sections sui-
vantes au développement de lois de guidage-pilotage, pour une approche de commande
hiérarchique ou une séparation des échelles de temps est réalisée entre la dynamique de
translation et la dynamique de rotation.
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X, (), %, (= )
&
u(-), 8(--)

-1.5p 4
\/
-2
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t t
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0.4 0.6
0.2 0.4
0 0.2
o z
-0.2 0
-0.4 -0.2
-0.6 -0.4
-0.8 -0.6
0 5 10 15 0 5 10 15

t t

F1G. 9.1 — Stabilisation avec deux états virtuels

9.2 Commande en position

Comme dans le chapitre précédent, nous nous proposons de synthétiser la loi de com-
mande en position en utilisant le systeme (2.123) obtenu sous I'hypotheése R = R qui découle
d’une séparation des échelles de temps.

Nous considérerons successivement le cas non perturbé (F.,;, = 0), le cas non perturbé
en définissant des saturations sur la commande, et enfin le cas perturbé en proposant une
loi de guidage adaptative.

9.2.1 Syntheése de la commande en position

Considérons tout d’abord le cas non perturbé en posant F,; = 0 dans le systeme (2.123).
On définit ensuite deux états virtuels ¢, w € R? ainsi qu'une commande virtuelle § € R3

tels que
{ -

€1 = €2
% nd _d
€9 = mR€3+g€3 v (9.17)
i=-w
w =9
\
Définissons la fonction de Lyapunov candidate
1 1 1 1
S =3k lex||* + gk leall” + o lex — all* + ke lex — ¢ + w]|? (9.18)
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ol kg, ky, k1 et ko sont des gains scalaires strictement positifs. On note S(0) la valeur initiale
de la fonction S et 'on introduit

kmin = min (l{?x, ]{JU, k’l, k?g) (919)

et
kmax = max (l{?m, ]Cl, ]{32) (920)

Lemme 5 [6, 7] Conszderons le systéme (9.17). On suppose que la trajectoire de référence
¢4 et ses dérivées (fd = ¢ fd = o) satisfont ’Hypothése 11 de la Section 8.2.1 ainsi que
la condition sup Hvd” <g.

On définit le vecteur de commande

TRl = = (ke 1 + kaer = ) + kaler — g+ w)} +mges —mi”  (9.21)

v

et la commande virtuelle
1
)= —k—{l{:gw+k1(el—q)+k2(el —q¢+w)} (9.22)
2
Considérons la fonction de Lyapunov candidate (9.18).
Pour toute condition initiale €1(0), €3(0), et ¢(0) = €1(0) et w(0) = 0 vérifiant

1 kmzn
18 k2

max

S(0) < — k2 (g — sup [[o])? (9.23)

le vecteur de commande (9.21), avec la commande virtuelle (9.22), stabilise exponentielle-
ment le systéme (9.17), et la commande T est strictement positive et bornée.

Preuve
La dérivée de la fonction S le long des trajectoires de (9.17) est donnée par

. T
S = l{:ﬁf@%—kveg(—ERde3+geg—bd)+k1(el—q)T(62+w)+k2(el—q+w)T(62+w+5) (9.24)
Factorisons les termes en ¢, :

T
S=ek ky—R%s + k,ges — k0" + ky(e1 — q) + ka(er — g+ }
€ { €1 — - es3 ges v 1(e1 —q) 2(€1 — ¢+ w) (9.25)

+ kyw® (e — @) 4+ ka(er — ¢ +w) T (w + 6)

On remplace le vecteur de commande 7 Rz par son expression définie en (9.21), et 1'on
obtient :

S = kle(el — Q) + k2(€1 —q—+ U))T('UJ -+ (S) (926)
On introduit (¢; — ¢) dans le premier terme :
§=h(w+(a—q) — (61— (e —q) +hla —g+w)(w+s)  (927)
Soit : .
§ =k ller —all* + (e — g+ )T (s (61 — 0) + Ealow + 8)) (9.28)
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En choisissant la commande virtuelle 6 proposée en (9.22), la dérivée de S devient :
S=—kille—qll* = ksl — g+ wlf? (9.29)

En utilisant I'Hypothose 11 de la Section 8.2.1, la fonction S est uniformément continue
puisque

sz-am@y—@ﬂq+uo—%aq—q+wf@f—%@y—m—«a—q+w» (9.30)

est uniformément bornée. L’application du lemme de Barbalat conduit alors a (e — ¢) — 0
et (w+e€ —q) — 0, i.e. w — 0. Par continuité, on obtient €; — ¢, soit e, — —w. Puisque
w — 0, on a donc €5 — 0, et par continuité € — 0. En combinant la seconde équation de
(9.17) avec (9.21) et avec le fait que €; — 0, on aboutit a :

(km€1 + k1(61 — q) + k’Q(Gl —q -+ UJ)) — 0 (931)

On utilise alors (e, — ¢) — 0 et w — 0 pour finalement obtenir ¢; — 0 et ¢ — 0.

Ainsi, la commande (9.21), avec la commande virtuelle (9.22), stabilise asymptotiquement
le systeme (9.17). Le systeme étant linéaire, il est donc exponentiellement stable.

Il reste & montrer que la commande 7 est strictement positive et bornée.
De (9.21), on a :

m :
7= T {ky 61+ ki(e1 — q) + koler — g +w)} + mges — ma® || (9.32)
Par inégalité triangulaire :
m

T > ngeg — mi)dH — k_kmm{ ledll + ller — ¢l + |ler — g+ w]| } (9.33)

. m 1
T > |Jmges — mi|| = 3~ kuas { leal* + lleal + e —al* + llev =g +wl }2 (934)
En utilisant la définition de S et (9.19), on a :
1
Shmin { 1" + lleall” + ller = all” + lles — g+ w*} < S (9.35)

Puisque S est décroissante, on a :
S <5(0) (9.36)

ou, en prenant ¢(0) = €;(0) et w(0) = 0, la valeur initiale S(0) est définie par :
1 2 1 2
S(0) = §kx e (0)]|” + 51{:@ [e2(0) ] (9.37)
En utilisant (9.34) avec (9.35) et (9.36), on obtient :

25(0)

kmin

T > ngeg — mi)dH — B%kmam

(9.38)
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et par inégalité triangulaire :

25(0
T > mg— m [[] = 3 kpary | 2210 (0.39)
kv kmzn
25(0
T> mg—m{supHi)d”} —ngmax ; (0) (9.40)
En utilisant la condition (9.23), on a finalement 7 > 0.
Montrons que 7 est bornée.
De I’équation (9.32) et par inégalité triangulaire, on a aussi :
, m
T <mg+m HvdH + k—kmam {llexll + ller — ql| + |l — ¢ + w]| } (9.41)

. m 1
T <mg+m {sup |6} + 3~ himas { 1]’ + lleal* + llev = all” + llex — g +w]* 2 (9.42)

Les relations (9.35) et (9.36) permettent d’obtenir :

T < mg—i—m{supH{)d”} —|—3kﬁkmmc 25—(0) (9.43)

La commande 7 est donc bornée. B

La commande (9.21), avec la commande virtuelle (9.22), stabilise asymptotiquement le
systeme (9.17), sans utiliser de mesure de la vitesse linéaire v.

Remarque 4 La condition (9.23) n'est utilisable que dans le cas ou l'on s’intéresse de
maniere isolée a l’étude de la dynamique de translation en échelle de temps lente, c’est
a dire sous Uhypothése R = R?.

Dans le cas réel ot l’on consideére 'ensemble du systéme (translation et rotation), la condition
permettant d’assurer la stricte positivité de T doit faire intervenir une fonction de Lyapunov
associée au systeme complet, et non seulement celle associée a la dynamique de translation
qui sera alors perturbée par une erreur en orientation. Une telle condition sera présentée en
Section 9.4.1.

9.2.2 Commande en position saturée

Au cours des Sections 9.2.1 et 9.4, nous avons vu qu’il était possible de garantir la stricte
positivité de 7, ainsi que le fait que cette commande soit bornée, par une condition faisant
intervenir la valeur initiale de la fonction de Lyapunov.

Pour pouvoir garantir ces propriétés sans condition a vérifier sur la valeur initiale de la fonc-
tion de Lyapunov, nous proposons dans le lemme suivant une autre maniere de synthétiser
la commande en position en considérant le systeme (9.17).
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Lemme 6 Considérons le systeme (9.17). On suppose que la trajectoire de référence £l
et ses dérivées (€4 = vi, €4 = ) satisfont I'Hypothése 11 de la Section 8.2.1 ainsi que
sup ||vdH <g.

On définit le vecteur de commande

€ —q¢+w

TRy = k;ﬂ k. 6—1+k1 a4 + ko —|—mg63—m1}d
Vi lalr Vit la—aP i e g+ wl?
(9.44)
ou kg, ky, k1 et ko sont des gains scalaires strictement positifs,
et la commande virtuelle
2
k \/1—i- ller — g+ wl|
§:—k—1 - (61 —q)—w— (61— q+w) (9.45)
21+ le =4
Pour k., k,, ki et ko vérifiant
ke + k1 + ko :
k:—l < g —sup ||oY] (9.46)

le vecteur de commande (9.44), avec la commande virtuelle (9.45), stabilise asymptotique-
ment la dynamique (9.17). De plus, la commande T est strictement positive et bornée.

Preuve
Pour le systeme (9.17), définissons la fonction de Lyapunov candidate

1
Ssat = ka(1/1 + ||61||2—1)+§’% leal* + k1 (/1 + [lex — Q||2—1)+’f2(\/1 + e —q+w|’~1)

(9.47)
ou kg, ky, k1 et ko sont des gains scalaires strictement positifs.
La dérivée de cette fonction, le long des trajectoires de (9.17), est donnée par
) T T O NT
Ssat :kx 12 + kveg(__Rdei’) + ges — Ud) + kl <€1 q> (62 il w)
m
L+ flealf® L+ [ler — gff” (9.48)
e —q+w)(eg+w+4 '
4 kQ( 1—4q )" (e )
\/1+ ler — g + w|)?
Regroupons les termes en €5 :
. T _ _
Ssat =€5 < K a - + kv(—aRdeg + ges — %) + ky (1 =) - + ko (6 —g+w)
1+l Ll - 1+la—g+ul
4 kT (e1—q) 2 ¥ E(w + 5)T (€1 —q+w) 2
- Vi+le—q+uwl
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En remplacant le vecteur de commande 7 R%;3 par I'expression proposée en (9.44), on obtient

: — —q¢tw
St = ks — L1 = + ka(w+0)" kAL 2 (9.50)
1+ Jles — g Vi+le—g+uwl
Introduisons et retranchons (¢; — ¢) dans le premier terme :
; €1 — €1 —qgt+w
Suor = il + (1~ 0) — (e~ )LD (g7 DI
1+ e —al Vi+le —q+uwl
(9.51)
On obtient alors
2
: - +9
Ssat = _kl ||€1 qH 2 + ( —q—+ ’U} + k2 (w )
1+ flea — g \/1+ne1—q Vitla—g+uwl?
(9.52)

Si 'on choisit finalement la commande virtuelle 6 conformément a (9.45), la dérivée de Ssa
devient )
lex — qll” [er — g+ wl|

(9.53)
w1+nq—q ¢1+mq—q+wn

assurant la décroissance stricte de Ssqr jusqu’a (e —q) — 0 et (w+ €, —q) — 0, i.e. w — 0.
Comme dans la preuve du Lemme 5, on utilise le lemme de Barbalat pour conclure a la sta-
bilité asymptotique du systeme (9.17) lorsque (9.44) et (9.45) sont respectivement utilisées
comme vecteur de commande et commande virtuelle.

Ssat

Montrons maintenant que la commande 7 est strictement positive et bornée.
De (9.44), on a

T = m ks il —I—k‘g a-_qtw + mges — mi?
Vit . \/1 T Hel —aF 14l gl
(9.54)
Par inégalité triangulaire, on obtient
ky k — _
szg_m”i’dH_mk_ _a _mk_1 €1 —¢q €6L—qg+tw
i lel?] 1 e - \/1+Hel—q+wH
(9.55)
soit
.d m
T > m(g —sup ||[o7])) —k—(kx+k1+k2) (9.56)
Sous la condition (9.46), la commande 7 est donc strictement positive.
Montrons finalement que 7 est bornée.
De l'expression (9.54) et par inégalité triangulaire, on a
ks k — k _
T§m9+mHi/dH+mk— S +mk_1 €1 —(q +mk_2 €L —qg+w
it altll il —al?] i+ e - g 4wl
(9.57)

171



9.2. COMMANDE EN POSITION CHAPITRE 9.

et enfin
T < mg + sup ||| + k + ki + ko) (9.58)

La commande 7 est donc bornée. W

La commande développée ici permet de garantir la stricte positivité et la bornitude de la
commande 7 quelque soient les conditions initiales. De plus, la borne supérieure de 7 peut
étre directement définie en réglant les gains k., k,, ki, ko.

Par cette commande, on garantit la stabilité asymptotique de la dynamique de translation
(9.17), mais on n’a pas la stabilité exponentielle, car le systéme bouclé n’est pas linéaire.
Toutefois, le systeme bouclé étant continu et son linéarisé étant exponentiellement stable,
on a un systeme a énergie finie dont les performances seront similaires a celles que I'on peut
obtenir dans le cas exponentiellement stable.

9.2.3 Commande en position adaptative

On considere a nouveau le systeme (9.17), dans le cas perturbé :

f -

€1 = €9

. T d . d Femt

62——ER ez + ges — 0% + (9.59)
i=—u

w=24

\

ou la perturbation F,.; est supposée constante (ou variant faiblement dans le temps).

Comme présenté dans le cas a un seul état virtuel, en Section 8.2.3, on cherche a synthétiser
une loi de commande a partir de la seule connaissance de €; permettant de stabiliser ce
systeme en présence du terme de perturbation Fi.;. Une telle loi de commande est proposée
dans le lemme suivant :

Lemme 7 Conszderons le systéeme (9.17). Supposons que la trajectoire de reference €4 et
ses dérivées (fd = vd, 1= v¢) satisfont I’Hypothése 11 de la Section 8.2.1. Soit FL. une
estimée de F,.

Le vecteur de commande

T R%s = mke, +mle, — q) + m(k +1)(ey — ¢ + w) + mges — mo® + Fly (9.60)
ou k est un gain scalaire strictement positif, avec la commande virtuelle
d=—w—(61—¢q)— (61 — g+ w) (9.61)

et la dynamique d’adaptation
Fl. = mke, (9.62)

stabilise exponentiellement le systeme (9.59).
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Preuve (étapes principales)

La formulation proposée dans le Lemme ci-dessus revient a ajouter un intégrateur au sein de
la commande proposée en Section 9.2.1. Seuls les principaux éléments de la démonstration
sont présentés ici.

On définit erreur d’estimation Fewt = Fo — Fewt et la fonction de Lyapunov candidate :

2

1 2 1 2 ]_ ) ]_ ) 1 w Fext
Suda = = |le1 — ey — S w — - . - w_
d 2||el qll —|—2||61 q+w| +2Hw q|| +k||v+q w| +tslats 4
(9.63)

Le calcul de la dérivée de S,q4, le long des trajectoires de (9.59), pour le vecteur de commande
(9.60) , la commande virtuelle (9.61) et la dynamique d’adaptation (9.62), donne :

Sata = — ller = qll* = ler — g + wl|* (9.64)

Comme précédemment, on utilise le Lemme de Barbalat pour en déduire (¢; — ¢) — 0 et
(4 — ¢+ w) — 0, puis w — 0. Par continuité, on a alors ¢, — ¢, soit e, — —w. Comme
w — 0, on en déduit e — 0 puis par continuité €5 — 0. En utilisant alors la seconde équation
de (9.59) avec (9.60), on obtient :

~

(—kel—(el—q)—(k—i—l)(el—q—i—w)—%—i—%)—>O (9.65)

m

Soit (Fu/m) — ke puis, par continuité (Fei,;t/m) — —key. En utilisant €5 — 0 et (9.62), on
en déduit alors e, — 0, puis F; — 0. Soit Fopy — Fop.

En utilisant respectivement les expressions (9.60) et (9.61) pour la commande I' et la com-
mande virtuelle A, avec la dynamique d’adaptation (9.62), le systeme (9.59) est alors asymp-
totiquement stable en boucle fermée. Le systeme étant linéaire, il est donc, de plus, expo-
nentiellement stable. B

9.3 Commande en attitude

Pour la synthese de la commande en attitude, dans le cas d’un suivi de trajectoire et
dans le cas non perturbé, on considere le modele (2.138) pour M,,, = 0. La synthese de la
commande est réalisée en supposant nulle la composante du vecteur Q¢ dépendant de 1'état
de la dynamique de translation (cf discussion de la Section 2.6 et Annexe C). On a donc,
dans le cas d’un suivi de trajectoire, Q% = Q4(t) ot le vecteur Q%(¢) ne dépend que de la
trajectoire de référence et de ses dérivées temporelles.

Cette hypothese, liée a la séparation des échelles de temps, est utilisée pour synthétiser la
commande en attitude en échelle de temps rapide.

Comme dans le chapitre précédent, ce changement d’échelle de temps est réalisé en in-
troduisant 7 = t/€ et en définissant, pour une fonction f donnée, la notation suivante :

d

o d
1= =

y (9.66)
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On complete cette fois-ci la dynamique du systéeme (2.138), pour M.,; = 0, en introdui-
sant deux états virtuels Q € SO(3), W € R? et une commande virtuelle A € R? tels que

( %

R=R,
° - - - L od
IQ=—(Q+0N, I(Q+ Q)+ T+ 10,01~ IRT ) (9.67)
62: — QW
[ =4
ot I'on rappelle les notations R = (RY)TR, Q = Q — Q¢ et Q¢ = RTQ4.
On introduit alors . .
Q=Q"R (9.68)
et 1'on réécrit le systeme (9.67) sous la forme
(o2
R=R,
2 ~ — ~ — ~ — ~ od
I1Q=—(Q+ 0N, I(Q+ Q)+ T+ 10,01~ IRT ) (9.69)
Q=WQ + QA
\ W:A

Nous considérerons successivement le cas non perturbé, puis le cas non perturbé en définissant
des saturations sur la commande.

9.3.1 Synthese de la commande en attitude

Définissons pour le systeme (9.69) la fonction de Lyapunov candidate

1 - 1 -~ 1 ~ 1 ~ -
£ = Shyte(lo— R) + Sk I1Q + Shyte(lo = Q) + Shatr {(WX 4 P (O) (W + PQ(Q))}
(9.70)
ou k,, k., k3 et k4 sont des gains scalaires strictement positifs.

Notons £(0) la valeur initiale de L.

Lemme 8 [6, 7] Considérons le systéme (9.69). On suppose que I’Hypothése 11 de la Sec-
tion 8.2.1 est vérifiée et que ® et ses dérivées sont continues et uniformément bornées.
On définit le couple de commande

T :ki {—k;TV(Pa(R)) — k3 V(Po(Q)) + ka V(Po(M)) + k4V(Pa(N>>}

O (9.71)
+ Q¢ x 104 + IRT Q¢
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et la commande virtuelle

A= _%4\/( %kgpa(ég) + %MWXQ +Q"W,) + %kS(WX +P,(Q) ) (9.72)

ou les matrices M et N sont définies par

M = (W, + P(Q)"Q (9.73)
N =Q (Wi + Pu(Q)" (9.74)
et ou k,, k,, ks, ky et ks sont des gains scalaires strictement positifs vérifiant

ky < ks (9.75)

Considérons la fonction de Lyapunov candidate (9. '70).~
Pour toute condition initiale R(0), €(0), avec Q(0) = R(0) et W(0) = 0, tels que

£(0) < 2k, (9.76)

le couple de commande (9.71), avec la commande virtuelle (9.72), stabilise asymptotique-
ment la dynamique (9.69).

Preuve
Considérons la fonction de Lyapunov candidate £ définie par (9.70). Sa dérivée par rapport
au temps, le long des trajectoires de (9.69) est donnée par

o 1 ~ ~ 1 ~ o~x ~ ~ = ~ = - =
L= Skytr(RQx) = Shstr(WQ + Q) + k0T (=(2+ Q) x 12+ Q%) + T + 102.07)

— k QT (IRT Q%) + kytr { (Wi + Pa(Q)T(Ax + Pu(Q))

(9.77)
ou

o

~= 1 2 o7 1 < = ~ -~
Pa(Q) = Q(Q - ) = §(W><Q + Q0% + QTWX + QXQT> (9'78)

En utilisant le fait que pour deux matrices A, B € R™*" on a' tr(P,(A)Ps(B)) = 0, et que
pour deux vecteurs a,b € R? on ait a’ (a x b) = 0, on obtient :

e %krtr(QXPa(I:Z)) _ %kgtr(WXPa(Q)) _ %kgtr(QXPa(Q))
kL OT(—Q % 109 4 T — IRT Q%) + k07 (—0% x 19 1 I x Q)
o o 9.79
T %k@r {(WX n PQ(Q))TQQX} n %km {(WX + Pa(Q))TQXQT} (9.79)

+ kytr {(Wx + Pa(@))T(AX + %(Wx@ + QTWX)}

Les opérateurs P,(.) et P4(.) transforment respectivement une matrice donnée en sa partie antisymétrique
et sa partie symétrique. Leur définition est donnée en Annexe A.
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On rappelle que pour deux matrices antisymétriques données A,, B, € R™" on a? %tr(Aa B,) =
V(AD)TV(B,). En utilisant cette propriété avec A = —A, et les définitions (9.73) et (9.74)
des matrices M et N, on a :

L=k Q" V(Po(R)) + ks Q" V(Pa(Q)) — kaQd V(Po(M)) — kaQ" V(Po(N))
4k OT(—04 x 197 4T — IR Q) — kQT(QLT + 1940 — %kzgtr(WX P,(Q)) (9.80)

hatn { (W, + QT (8, + 000+ T}

Sous I'hypothese I = I7, la matrice (QL1 + Q%) est antisymétrique et l'identité (A.19)
donne :

QT +104)0=0 (9.81)
Apres cette simplification, regroupons les termes en Q
L=0" { ke VIPo(R)) + ks V(Pa(Q)) = ka V(Pa(M)) = kg V(Po(N))
+ho(—Qx IO+ T — IRT Q%) } (9.82)

- %kg,tr(WXPa(Q)) + kytr {(WX + P Q)T (A + %(WXQ + QTWX)}

On remplace I" par 'expression proposée en (9.71). L’expression de la dérivée de L se simplifie
alors en

L=~ % kst (W Po(Q)) + katr {(Wx £ Q) (D + 5 (W@ + QTWX)} (9:59)

2
On introduit Pa(()) dans le premier terme, en utilisant également W1 = —W,, :
£ = Shstr((W A Pa(Q)~Pul( @) Pa(@) Hhatn {(WX FPUQ) (A + 570 + QTWX>>}
(9.84)
L= —%kstr(Pa(@TPa(Q))Hr{ (W +Pa<@>>T<%k3Pa(Q>+k4Ax +%k4(Wx©+©TWx>> }
(9.85)
La commande virtuelle A est alors remplacée par la loi proposée en (9.72) :
o 1 = ~ 1 A A
L= —hstr {PQ(Q)TPG(Q)} — Shstr {(WX + Po(Q)" (W + R;(Q))} (9.86)

On utilise finalement le fait que, pour toute matrice antisymétrique A, € R™"*", %tr(AZ:Aa) =
| V(A,)||?, pour obtenir :

2

o

b= =k [VIPL@)|| s VOV + Pul@)

(9.87)

Sous I'Hypothese 11 de la Section 8.2.1 et en supposant que ¥/¢ et ses dérivées sont continues
et uniformément bornées, alors Q% et ses dérivées sont uniformément bornées®, et la dérivée

20n rappelle que I'opérateur V(.) est Popérateur inverse de (.)x. Sa définition est donnée en Annexe A.
3¢.f. méthode de calcul de Q¢ présentée en Annexe C
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de Zﬁ est uniformément bornée. La fonction L: est~d0nc uniformément cogtinue et le lemme
de Barbalat peut étre appliqué pour obtenir P,(Q) — 0 et W, — —P,(Q), i.e. Wy, — 0 et
W — 0.

Notons (74, ng) les coordonnées angle-axe de Q. En utilisant (A.21) on a :

k(1 — cos(rg)) = shstr(la— Q) < £ (9.88)

La fonction £ étant décroissante, on a £ < £(0). En utilisant la condition (9.76) on obtient
alnsi

k(1 — cos(vg)) < £ < L(0) < 2k, (9.89)

et d’apres la condition (9.75) :

k;
1 —cos(vp) < Qk_g <2 (9.90)

De P,(Q) — 0, on a Yo = 0 ou 75 = £m. La seconde possibilité est exclue par la relation
(9.90).

On obtient ainsi Q — I,. De (8.49), on a R — Q. Par continuité, on obtient R—>COQ En
utilisant la premiere et la troisieme équation de (9.67), on en déduit R, — —QWs. La

matrice R étant orthogonale, on a alors Q, — —RTQW,. En utilisant W, — 0 on obtient
Qy — 0, Q2 — 0, et R— 0 par la premitre équation de (9.67). Par continuité on en déduit

Q— 0 puis, par la seconde équation de (9.67) :

I — (QF x IO+ IRT Q%) (9.91)
Sachant que PG(Q) et W, convergent vers zéro, on peut alors garantir, respectivement de
(9.73) et (9.74), que les matrices M et N convergent également toutes deux vers zéro. En
combinant la discussion ci-dessus avec (9.91), 'équation (9.71) garantit P,(R) — 0.
De maniere semblable a 'analyse réalisée pour (), notons (3, np) les coordonnées angle-axe

de R. Avec cette notation, on a
1 ~
k(1 —cos(yz)) = §kirtl"(ld —R) < L < L(0) < 2k, (9.92)

soit
1 —cos(yp) <2 (9.93)

De P,(R) — 0, on a 73 = 0 ou 75 = £7. La seconde possibilité est exclue par la relation
(9.93). On obtient ainsi R — I et R — Ry._ )

En utilisant Q — 0, on a Q — Q¢ i.e. Q@ — RTQ De R — I, on déduit finalement ) — Q.
[ |

Le lemme 8 garantit que la commande (9.71), avec la commande virtuelle (9.72), stabilise
asymptotiquement la dynamique (9.69), sans utiliser de mesure de la vitesse de rotation 2.
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Remarque 5 La condition (9.76) n’est pas tres conservative. En choisissant W (0) = 0 et
Q(0) = R(0), elle peut étre simplifiée en

s e (9.94)

Remarque 6 Les condition (9.75) et (9.76) ne sont utilisables que si 'on considére de
maniere isolée la dynamique de rotation en échelle de temps rapide.

Dans le cas ot l'on s’intéresse a 'ensemble du systéme (rotation et translation), les conditions
permettant d’assurer la convergence de Q et R vers la matrice identité doivent faire intervenir
une fonction de Lyapunov pour le systeme complet, et non seulement celle associée a la
dynamique de rotation. Une telle condition sera présentée en Section 9.4.1.

9.3.2 Commande en attitude saturée

Lors de I'ajout d’un seul état virtuel au sein de la dynamique de rotation, nous avons vu
en Section 8.3.2 que la commande I' était naturellement bornée. Dans le cas a deux états
virtuels, Pexpression (9.71) de T' ne permet pas de garantir directement ’existence d’une
borne. Nous proposons dans le lemme suivant une loi de commande permettant de garantir
que la commande I" est bornée.

On définit tout d’abord, pour le systeme (9.69), la fonction de Lyapunov candidate
1 1 a1 -1 .
Lot = §krtr(Id — R)+ 5k:wQTm + §k3tr(Id - Q)+ 5/~:;4(/\f (W,Q) — 1) (9.95)

ou ky, k., ks et k4 sont des gains scalaires strictement positifs et ou le terme N (W, Q)
strictement positif est défini par :

NOY.Q) = fur { (W + Pu@)P W+ Pu(@) ) 41 (9.9)

On notera L4,(0) la valeur initiale de L.

Lemme 9 Considérons le systeme (9.69). On suppose que la trajectoire de référence satisfait
I’Hypothese 11 de la Section 8.2.1, et que ¥ et ses dérivées temporelles sont uniformément
continues et bornées.

On définit le couple de commande

ke 5o ks % ks V(Po(M)) + V(Pa(N)) | 54 o 164 5T (yd
I'= T V(P,(R)) W V(P,(Q)) + e NV, Q) + Q%< IV + TR Q
(9.97)
et la commande virtuelle
 NWQ) 1 -1k - 1 -
A= —k—4V( ShsPa(@) + 5J\W(WXQ +QTWy) + FFs(W + Po(Q)) )

(9.98)
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ot les matrices M et N sont définies par

M = (W + Py(Q))"Q (9.99)
N = Q" (W + Pu(@))" (9-100)
et ot ky, ky, ks, k4 et ks sont des gains scalaires strictement positifs vérifiant

k, < ks (9.101)

Considérons la fonction de Lyapunov candidate (9. 95).~
Pour toute condition initiale R(0), €(0), avec Q(0) = R(0) et W(0) = 0, tels que

L0t (0) < 2k, (9.102)

le couple de commande (9.97), avec la commande virtuelle (9.98), stabilise asymptotique-
ment la dynamique (9.69). De plus, le vecteur de commande T est uniformément borné.

Preuve

Le déroulement de la preuve est le méme que pour celle du Lemme 8 en remplagant le gain
ky par ky/N (W, Q). C’est pourquoi nous montrerons uniquement que la commande I' est
uniformément bornée.

A partir de (9.97) et par inégalité triangulaire, on a :

k ~ k3 A ks

T <= {[VIPa(R))|[ + 2 | VIPa(@)|| + —— [ V(Pa(M))]]
ko N H ke, _H _/wa(Wf?)Od (9.103)
b g VR + k1) + A |

Soient (vz,13) et (75, ng) les coordonnées angle-axe respectives de R et Q. En utilisant la
relation (A.22), on a :

T <5 I+ 2 sint)| + gy IV
b VRN 1 + (1R 6 o
kNW.Q) T "
Soient A1, Ao, A3 les valeurs propres du tenseur d’inertie /. On définit
Ar =max(|Ai], [Aa], [As]) (9.105)

Sous 'Hypothese 11 de la Section 8.2.1 et en supposant que ¥ et ses dérivées temporelles
sont continues et uniformément bornées, on peut déduire que Q¢ et sa dérivée Q¢ sont
uniformément bornées (cf méthode de calcul de Q¢ en Annexe C). On a alors

kr | ks ks ks
Dl <+ 2+ — 4 | V(P.(M))|| +
Il <2+ 2+ g VPO

+ Arsup ||Qd||2 + Arsup HQdH

———— | V(P (N
g e
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Considérons le terme || V(P,(M))| /N (W, Q). Par inégalité triangulaire, on a

VP (M))P < (VDI + [ V™)) (9.107)

o |

On utilise ensuite 'identité (A.18), pour obtenir :

V(P < 5 {gmMTM) + %tr((MT)TMT)} < (M7 M) (9.108)

Soit, en utilisant 1'expression (9.99) de M ainsi que la propriété VA, B € R33 tr(AB) =
tr(BA) :

VRO < 1y fir {07+ BQ)T OV + 2@ (9.109)
On a donc :
N ;V ) <3 <3 (9.110)

o {0v+ PU@yTov. 4 @) )+ 1
En majorant le terme || V(P,(N))|| /N (W, Q) de la méme maniére, et en remplacant dans
(9.106), on obtient finalement :

ky + ks + k4
ko

od

1T < +>\[supHQdH2+>\Isup Q

‘ (9.111)

La commande I" est donc uniformément bornée. B

9.4 Stabilité

Au cours des sections précédentes, nous avons synthétisé des lois de commande par une
approche hiérarchique en considérant successivement la dynamique de translation et la dyna-
mique de rotation du drone. Pour la synthese de ces lois, nous avons adopté des hypotheses
liées a une séparation des échelles de temps entre ces deux dynamiques, comme présenté
en Sections 2.5 et 2.6. Nous avons vu que, sous ces hypotheses, les commandes proposées
permettent de stabiliser la dynamique de translation et la dynamique de rotation.

Pour analyser de maniere complete la stabilité du véhicule, il convient cependant de considérer
le systéme dans sa totalité (translation et rotation), sans les hypotheses précédemment uti-
lisées. Deux cas sont considérés pour cette analyse :

— la position, les angles d’attitude et les vitesses de rotation sont mesurés,

— seuls la position et les angles d’attitude sont mesurés.

9.4.1 Bouclage et stabilité sans mesure de v

On considere tout d’abord le cas pratique ou le drone est équipé d’une centrale inertielle
permettant de fournir une mesure des angles d’attitude et des vitesses de rotation du véhicule.
On suppose que celui-ci est équipé, de plus, d'une caméra permettant de mesurer la position
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du véhicule (ou sa position relative par rapport a un objectif donné), mais qu’aucune mesure
de la vitesse linéaire v n’est disponible pour la commande.

L’approche présentée en Section 9.2.1 est utilisée pour la commande de la dynamique de
translation. La dynamique de rotation est, quant a elle, stabilisée par une commande utilisant
une mesure de tout I'état (angles d’attitudes et vitesses de rotation). Nous nous proposons
d’analyser la stabilité en considérant, pour le cas de la stabilisation, le systeme suivant :

£ =v
T T

©=— = Rs3 + ges — — (R — R%)es
m m

(

¢=-w (9.112)
W =8
eé =— eQiR—l— RO,
| e[Q=—QIQ+T

ot I'on rappelle R = (RY)TR. Le terme Q% n’est ici pas négligé?.

On introduit également les notations :

a=t-q f=f—qtuw (9.113)
X=[ T o 7" (9.114)
Q=Q—§LV(P,(R)) (9.115)

On définit enfin, pour le systeme (9.112), la fonction de Lyapunov candidate

2

| 1
V= SXTPX +lt(la— R) + 5 HQ

(9.116)

ou P est une matrice définie positive (cf. Annexe E) et ou [ est un gain scalaire strictement
positif. On notera V(0) la valeur initiale de la fonction V.

Proposition 6 [8] Considérons le systéme (9.112).
On définit le vecteur de commande

TRdeg,:km{k:x E+ki(§—q) + k2§ —qg+w)} + mges (9.117)
et la commande virtuelle

§ = =l + (€ — )+ al€ —  +u)} (9.118)

ou k., ky, ki1 et ko sont des gains scalaires strictement positifs.
On définit également la commande en couple

N N l - -
L=Q,I0+1 {—129 — 2V(P,(R)) — %V(QXRT + RQX)} (9.119)

4Dans le cas d'un suivi de trajectoire, le terme Q¢ est considéré en entier, sans en négliger la composante
dépendant de I’état de la dynamique de translation
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ou l, Iy et ly sont des gains scalaires strictement positifs.

1l existe alors K1, Ko > 0 et € > 0 tels que,
pour toute condition initiale £(0), v(0), ¢(0) = £(0), w(0) =0, R(0) et 2(0) vérifiant

Ky(g — 2)?
pour | vérifiant
Ky(g — )2
29 ~ ) (0<n<4) (9.121)

>
T 2035224 —n)

et pour tout € > 0 vérifiant € < €*,
le systéme (9.112) est exponentiellement stable lorsque (9.117), (9.119) et (9.118) sont uti-
lisés comme commandes et commande virtuelle.

Preuve
La preuve de cette proposition est présentée en Annexe E. ll

Par la théorie des perturbations singulieres, on parvient donc a prouver la stabilité du systeme
(9.112) bouclé dans le cas ou seule la vitesse linéaire v n’est pas mesurée.

Remarque 7 La condition (9.120) n’est pas restrictive. En pratique, on peut en effet régler
les gains kg, ki, ko et choisir la matrice P définissant la fonction de Lyapunov pour la dyna-
mique de translation (cf. Annexe E) de maniére a obtenir un coefficient K = max(k,, k1, ko)
faible et un coefficient Ko = A\pin(P) grand, permettant alors de couvrir un large domaine
de conditions initiales.

Remarque 8 L’analyse de la stabilité a été menée uniquement dans le cas ou la loi de
guidage employée est celle présentée en Section 9.2.1. Les autres cas (avec saturation et
adaptatif) ne seront pas considérés ici, lapplication du cadre formel présenté en Section 2.4
s’avérant déja complexe dans le cas simple présenté.

9.4.2 Bouclage et stabilité sans mesure de v ni de ()

Considérons maintenant le cas ou la position et les angles d’attitude du véhicule sont
mesurées par un dispositif visuel ou un capteur externe (cf. Section 7.1). Dans ce cas ou ni
la vitesse linéaire v ni la vitesse angulaire €2 n’est mesurée, on utilise les lois de commande
proposées en Sections (9.2.1) et (9.3.1).

La stabilité du systeme bouclé peut alors étre analysée, dans le cas de la stabilisation a
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I'origine, en considérant le systeme complet :
r 6 —v
T T
O =— = Rs + ges — —(R — R%)es
m m
g=—w
w =0
df? =— eQiR + RO,
I =—Q IQ+T
6@ :WXQ + QQX - EQ(RTQd)X
eV =A

(9.122)

ott le terme Q9 n’est pas négligé®.

L’analyse de la stabilité du systeme (9.122), lorsque (9.21) et (9.71) sont utilisées comme com-
mandes avec les commandes virtuelles (9.22) et (9.72) peut se faire, comme précédemment,
en appliquant la théorie des perturbations singulieres. Toutefois, ’application du cadre for-
mel présenté en Section 2.4 s’avere tres complexe.

La présence de ’erreur en orientation —% (R— R%)e3 dans la dynamique de translation induit
des termes supplémentaires dans la dérivée de la fonction de Lyapunov du systeme complet.
Pour majorer ces termes et assurer la négativité de cette dérivée, on doit avoir déterminé au
préalable, pour la dynamique de rotation, une fonction de Lyapunov dont la dérivée com-
porte un terme défini négatif en V(P,(R)) (cf section 9.4.1 et Annexe E).

C’est la détermination d’une telle fonction de Lyapunov qui s’avere difficile, dans le cas sans
mesure de vitesse de rotation®.

Nous n’avons, a ce jour, pas pu déterminer de maniere explicite une telle fonction de Lya-
punov. La stabilité de cette approche n’est donc pas analysée théoriquement de maniere
complete, et nous proposons en section suivante, une validation partielle par la simulation.

9.5 Simulations

La méthode présentée est illustrée ici au travers de deux exemples : la stabilisation du
modele a l'origine, et le suivi d'une trajectoire de référence. Ces deux exemples sont traités
dans le cas ol ni la vitesse linéaire v ni la vitesse angulaire €2 ne sont mesurées.

Les gains choisis pour la simulation sont : k, =0.2, k, = 3.0, ky = 0.8, ks = 0.8, k, = 0.74,
k, =33, k3 =12, ks = 0.25, k5 = 6.1

9.5.1 Stabilisation

On considere tout d’abord le cas de la stabilisation a l'origine depuis les conditions
& =12 —23]" (m), [t by ¢o] = [0 —10 — 8] (deg), vy = 0 et Qy = 0.

5Dans le cas d’un suivi de trajectoire, le terme Q¢ est considéré en entier, sans en négliger la composante
dépendant de I’état de la dynamique de translation

6La difficulté de trouver une fonction de Lyapunov adéquate est la méme dans le cas d'une syntheése & un
ou deux états virtuels.
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9.5. SIMULATIONS CHAPITRE 9.

La Figure 9.2 présente I’évolution de la position et des angles d’attitude du systeme bouclé.
La commande en poussée ainsi que les composantes du couple de commande sont représentées
en Figure 9.3. La stabilisation du modele de drone est réalisée a partir des conditions initiales
données avec un comportement transitoire satisfaisant.

L’évolution des déviations angulaires ¢ = ¢ — ¢%, 6 = 0 — 6% et ¢ = 1) — ¢h? est présentée en

Figure 9.4. Il peut étre vérifié que ces termes convergent plus rapidement que la translation
en boucle fermée, validant ainsi I’approche de séparation des échelles de temps utilisée pour

la synthese des lois de commande.
|
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F1a. 9.2 — Stabilisation a lorigine : évolution de 1’état
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CHAPITRE 9. 9.5. SIMULATIONS
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F1G. 9.3 — Stabilisation a 1’origine : évolution de la poussée et du couple de commande
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Fic. 9.4 — Stabilisation a l'origine : évolution des termes de déviation angulaire
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9.5. SIMULATIONS CHAPITRE 9.

9.5.2 Suivi de trajectoire

On considere le cas d'une trajectoire de référence définie par 1’hélice
£ = cos(at) sin(at) Bt]"

avec o =0.03 et 3 = 0.05. Les conditions initiales sont & = [3 —2 — 1.5]" (m), ¢(0) =
6(0) = 1(0) = 0 (deg), avec des vitesses linéaires et angulaires initiales nulles. La référence
en lacet 17 est choisie nulle.

L’évolution de la position du drone est présentée en Figure 9.5 (courbes en trait continu)
ainsi que la trajectoire de référence (trait discontinu) et les angles d’attitude. La commande
en poussée et les composantes du couple de commande sont représentées en Figure 9.6. La
Figure 9.7 présente enfin des projections de la trajectoire du drone (courbes en trait continu)
et de la trajectoire de référence (courbes en trait discontinu).

Le suivi de la trajectoire de référence présente un comportement satisfaisant.

Les termes de déviation angulaire b= ¢ — @7, 6 =60 —0%et ) =1 — ¢ sont enfin
représentés en Figure 9.8. Leur convergence vers zéro s’effectue plus rapidement que celle de
la dynamique de translation bouclée et permet ainsi de valider les hypotheses issues de la
séparation des échelles de temps.
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F1G. 9.5 — Suivi de trajectoire : évolution de I’état
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CHAPITRE 9.

9.5. SIMULATIONS
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F1G. 9.7 — Suivi de trajectoire : projections de la trajectoire du drone et de la référence
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9.6. BILAN ET LIMITES DE L’APPROCHE CHAPITRE 9.
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F1G. 9.8 — Suivi de trajectoire : évolution des termes de déviation angulaire

9.6 Bilan et limites de ’approche

Nous avons présenté, dans ce chapitre, une méthode de synthese de commande dans le
cas ol la vitesse linéaire v et la vitesse angulaire {2 du drone ne sont pas mesurées. Ces cas de
figures correspondant a plusieurs cadres d’applications pratiques ont été traités sans utiliser
d’observateur.

Dans l'approche que nous avons proposée, deux états virtuels sont introduits au sein de
la dynamique de chaque sous-systeme considéré (dynamique de translation et dynamique de
rotation). La synthese de chaque loi de commande est réalisée sous les hypotheses présentées
aux Sections 2.5 et 2.6 et correspondant a une séparation des échelles de temps entre la
translation et la rotation.

Une analyse de la stabilité du systeme bouclé complet a été proposée dans le cas ou seule
la vitesse linéaire v n’est pas mesurée. Cette analyse a été réalisée an appliquant le cadre
formel présenté en Section 2.4 lié a la théorie des perturbations singulieres.

Cette analyse théorique, complexe, n’a pas encore pu étre étendue dans le cas ou ni v ni 2
ne sont mesurées, a cause de la difficulté de déterminer de maniere explicite une fonction
de Lyapunov adéquate pour la dynamique de rotation. La preuve théorique de la stabilité
pour ce cas de figure n’est donc que partielle. Un complément de validation a été proposé en
simulation.

Nous avons également présenté, en complément, d’autres méthodes de synthese des com-

mandes pour garantir certaines propriétés de bornitude et pour permettre I’estimation d’une
perturbation additive dans la dynamique de translation.
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Conclusion de la Partie III et perspectives

Dans cette partie, nous avons présenté une méthode de synthese de lois de commande dans
le cas ou I’'on ne dispose pas d’une mesure de I'état entier du véhicule, et plus particulierement
dans le cas sans mesure de vitesses. L’approche proposée est basée sur I'introduction d’états
virtuels dans la représentation de la dynamique du systeme et ne requiert pas 1'utilisation
d’un observateur.

Au cours du Chapitre 7, nous avons vu que la nature des capteurs équipant un drone

miniature a voilure tournante peut varier selon le cadre applicatif dans lequel le véhicule doit
étre employé. Si le drone est par exemple utilisé pour des missions dans un milieu contraint,
un capteur vidéo peut étre préféré a l'utilisation d’'un GPS pour mesurer la position rela-
tive du véhicule par rapport a son environnement. Les angles d’attitude peuvent également
étre obtenus, mais la vitesse linéaire v et la vitesse de rotation {2 ne sont pas directement
connues. Dans le cas ou des capteurs externes sont utilisés (caméras externes associées a un
systeme de motion capture, capteurs magnétiques), on ne dispose également que de mesures
en position et en angles d’attitude pour réaliser la commande du drone.
Une premiere solution consiste alors a utiliser des observateurs pour reconstruire les gran-
deurs non accessibles pour la synthese de la commande. Cette méthode peut, cependant,
introduire des délais de calcul supplémentaires, spécialement pour la dynamique de rotation,
et nécessite deux étapes dans 'analyse de la stabilité du systeme bouclé : convergence de
I’observateur, puis stabilité du systéeme bouclé par une commande basée sur I'estimée fournie
par l'observateur. Un état de 'art nous a permis de voir que d’autres approches de com-
mande avec acces partiel a I'état (Partial State Feedback) liées a des techniques de filtrage
peuvent étre utilisées. Un comportement oscillant du systeme bouclé, lors du transitoire, a
pu étre observé dans les applications que nous avons relevées. De plus ce type d’approche
n’a pas été appliqué, a notre connaissance, a la commande de drones miniatures a voilure
tournante.

Nous avons tout d’abord proposé, dans le Chapitre 8, une méthode de synthese basée
sur I'introduction d’un état virtuel dans la dynamique du systeme. Aprés en avoir présenté
le principe, nous avons pu constater que I'approche proposée peut étre interprétée en terme
de filtrage, en reliant cet état virtuel a la partie mesurée de I'état, filtrée par un premier
ordre.

Nous avons ensuite présenté I'application de cette méthode a la synthese de lois de guidage-
pilotage, sous les hypotheses liées a une séparation des échelles de temps entre la dynamique
de translation et la dynamique de rotation (hypotheses présentées en Partie I). Nous avons
vu que, si la loi de pilotage réalisée permet de garantir de maniere immédiate que I' soit
borné, une condition sur la valeur initiale de la fonction de Lyapunov est nécessaire pour
prouver que la commande 7 est strictement positive et bornée. Nous avons alors présenté une
autre méthode de synthese de la loi de guidage pour s’affranchir de cette condition faisant
intervenir la fonction de Lyapunov du systeme. Nous avons également proposé une loi de



guidage adaptative permettant la stabilisation de la dynamique de translation, sans mesure
de vitesse, en présence d’une perturbation.

L’approche de commande que nous avons présentée dans ce chapitre, utilisant un état virtuel,
permet de limiter, par rapport a un observateur, le nombre d’états ajoutés a la dynamique
du systeme.

Pour améliorer I’approche proposée en terme de filtrage (second ordre au lieu d’un premier
ordre), nous avons proposé en Chapitre 9, une méthode de syntheése de commande avec
deux états virtuels.

Des lois de commande en position et en attitude ont été proposées a partir de la seule
connaissance de la position et de l'orientation du véhicule. Ces lois ont été synthétisées de
maniere distincte en considérant des hypotheses liées a une séparation des échelles de temps
entre la dynamique de translation et la dynamique de rotation.

Une analyse de la stabilité du systeme complet a ensuite été proposée, dans le cadre de
la théorie des perturbations singulieres, lorsque seule la vitesse linéaire du drone n’est pas
mesurée. Dans le cas ou la vitesse de rotation n’est pas non plus mesurée, l'analyse de
la stabilité par I'application de ce cadre formel s’avere complexe. Elle requiert en effet la
connaissance explicite d'une fonction de Lyapunov, pour la dynamique de rotation, dont la
dérivée comporte un terme défini négatif en 'erreur d’orientation. Ce terme est en effet utilisé
pour borner les termes provenant de ’erreur en orientation, introduite dans la dynamique de
translation, qui apparaissent dans la dérivée de la fonction de Lyapunov du systéeme complet.
Dans le cas ou ) n’est pas mesuré, une telle fonction de Lyapunov, pour la dynamique de
rotation, n’a pas pu étre déterminée. Un complément de validation des lois de commande
obtenues a été alors proposé a travers des exemples de simulation pour la stabilisation et le
suivi de trajectoire.

Comme dans le chapitre précédent, nous avons également proposé une approche de synthese
de la loi de guidage permettant de garantir des propriétés de stricte positivité et de bornitude
de la commande 7, indépendamment de la valeur de la fonction de Lyapunov. Une approche
similaire utilisant des saturations a été proposée pour la synthese de la loi de pilotage. Enfin,
en complément, une commande adaptative sans mesure de vitesse a été présentée pour
la stabilisation de la dynamique de translation du drone, en présence d’une perturbation
additive.

Les perspectives concernant ce travail sont a la fois d’ordre pratique et théorique.

Un premier complément concerne l'obtention d’une analyse théorique complete de la

stabilité, dans le cas ou ni la vitesse linéaire ni la vitesse de rotation du véhicule ne sont
mesurées. La démarche présentée en Annexe E peut servir de base a cette analyse menée
dans le cadre de la théorie des perturbations singulieres, et dont le point dur est I'obtention
d’une fonction de Lyapunov adéquate pour la dynamique de rotation.
Une seconde perspective est la mise en pratique des méthodes présentées sur une plateforme
expérimentale. On dispose ici de lois analytiques dont la structure permet en effet 'implan-
tation sur un véhicule. Une premiere étape expérimentale peut consister en 'application
des lois de guidage présentées en utilisant uniquement des mesures de position fournies par
I'intermédiaire d’une caméra vidéo embarquée.
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CONCLUSION GENERALE
ET PERSPECTIVES

Dans cette these, nous nous sommes intéressés aux drones miniatures a voilure tournante,
et plus précisément a 1’élaboration de lois de commande permettant une automatisation de
leur vol. Notre contribution dans ce domaine consiste en la proposition de différentes ap-
proches permettant la synthese de lois de commande en prenant en compte les difficultés
spécifiques a ce type de véhicules et a leurs applications : évolution en environnement per-
turbé malgré une grande sensibilité aux perturbations aérologiques, non linéarité de la dy-
namique du véhicule, impossibilité de mesurer certaines composantes de 1'état du systeme,
et évolution au sein d’un environnement incertain comportant des obstacles.

Dans un premier temps, nous avons proposé plusieurs approches de commande prédictive,
en réponse au manque de travaux existant dans la littérature - a notre connaissance -
considérant, simultanément, un modele suffisamment représentatif de la dynamique d’un
drone miniature a voilure tournante, et une approche de commande prédictive garantissant
la stabilité.

Nous avons tout d’abord proposé une commande prédictive a deux composantes pour la
stabilisation de systemes non linéaires affines en la commande, en général. Une extension
au cas de systemes a parametres inconnus a ensuite été réalisée. L’algorithme de commande
prédictive adaptative obtenu a alors été adapté pour la stabilisation et le suivi de trajec-
toire d'un modele non linéaire a six degrés de liberté, en présence de perturbations et de
contraintes sur la commande.

Nous avons ensuite étudié un algorithme de commande prédictive contractante emprunté a
la littérature. Cet algorithme, pour lequel nous avons proposé une extension a facteur de
contraction optimal, a ensuite été appliqué au développement de lois de guidage-pilotage
dans le cas d’un suivi de trajectoire et pour 1’évitement d’obstacles.

Pour chacune des approches proposées, une analyse de la stabilité du systeme bouclé a été
menée.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés au cas ou seules des mesures en position
et en angles d’attitude sont disponibles pour la réalisation de la commande. Afin de réaliser
un compromis’ entre les approches basées sur un observateur et les approches de commande
avec acces partiel a I'état (partial state feedback) de la littérature, nous avons proposé une
méthode de synthese par fonction de Lyapunov, basée sur 'introduction d’états virtuels au
sein de la dynamique du systeme. L’application de cette méthode au développement de lois
de guidage-pilotage a été successivement présentée dans les cas a un, puis deux états virtuels,
en considérant une séparation des échelles de temps entre la dynamique de translation et la

"Ce compromis permet d’obtenir & la fois de bonnes performances pour le systéme bouclé (amortissement,
rapidité de convergence) et de réduire la complexité de la méthode utilisée (temps de calcul, analyse de la
stabilité).
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dynamique de rotation du véhicule.

A ce titre, notre contribution réside également dans ’analyse de la stabilité d’une approche
de commande hiérarchique, permettant la synthese successive des lois de commande en po-
sition et en attitude, par la théorie des perturbations singulieres.

Outre les perspectives de travail mentionnées dans les conclusions des différentes parties
de ce document, une extension des travaux effectués dans le cadre de cette these peut étre
réalisée en considérant les points suivants.

Les approches proposées ont été adaptées pour 1'élaboration de lois de guidage-pilotage en
utilisant un niveau de modélisation de la dynamique d’un drone miniature a voilure tournante
basé sur une représentation de type mécanique du solide. Une extension de ces travaux peut
consister en I'application des méthodes proposées a des modeles plus détaillés, représentatifs
d’une configuration de véhicule donnée et prenant en compte une représentation de son
aérodynamique.

Enfin, une analyse de la robustesse des approches proposées peut étre étudiée en poursuite
a cette these, afin de garantir dans quelle mesure les propriétés de stabilité établies sont
conservées en présence d’erreurs de modeles.

194



Annexe A

Définitions, opérateurs et identités
remarquables

A.1 Définitions
Soient X C R” et Y C R™ deux domaines contenant ’origine. Considérons le systeme
T = f(z,u) (A.1)
ou f est une fonction de X x U — R" telle que
£(0,0) =0 (A.2)
Definition 1 On appellera fonction de Lyapunov candidate pour le systéme (A.1), toute

fonction de X — RT de classe C' définie positive (et radialement non bornée dans le cas
X =R").

Definition 2 On appellera fonction de Lyapunov pour le systeme (A.1) (ou Control Lyapu-
nov Function), toute fonction de Lyapunov candidate V' pour le systéme (A.1) qui vérifie :

Vee X, Juel, E;—Vf(x,u)g() (A.3)
T

Dans le cas de systemes autonomes de la forme
&= d(x) (A4)

ou ® est une fonction de X — R™ vérifiant ®(0) = 0, les méme définitions seront utilisées
en remplacant toutefois la propriété (A.3) par :

oV
VieX, Sod(x) <0 (A.5)
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A.2. GROUPES MATRICIELS ANNEXE A.

A.2 Groupes matriciels

Soit I la matrice identité de R3*3. On définit le groupe O(3), ou groupe orthogonal, par
0@B3) ={M e R**|M"M = 1,} (A.6)

Le groupe SO(3), ou groupe spécial orthogonal, contenant ’ensemble des matrices de rotation
de R3*3, est défini par
SO(3) ={M € O(3)|det(M) = 1} (A.7)

On définit également le groupe des matrices antisymétriques

so(3) = {M e R*?|M" = —M} (A.8)

A.3 Opérateurs utilisés

Pour le produit vectoriel x, on définit les opérateurs suivants :

()x :R® — s0(3)

(%1 0 —7V3 (%) (AQ)
(v=|wv |)—(vx=1] v3 0 —v;|)
V3 —V2 U1 0
V() :s0(3) — R?
0 —miz mi3 Ma3 (A.10)
(M = mi2 0 —193 ) — (V(M) = mis )
—T1N13 To3 0 mi2

Avec ces définitions, on a donc les relations suivantes :

Vb € R?, V(by) =b (A.11)
VB € so(3), V(B)x = B (A.12)
On définit également pour toute matrice M de R3*3 :
M- MT M+ MT
PuM) == P(M) = (A.13)

A.4 Identités remarquables utilisées

Pour toute matrice M de R3*3) on note tr(M) sa trace. Avec les définitions introduites
précédemment, on a les relations suivantes :

VA, B € R*3 tr(P,(A) P{(B)) =0 (A.14)

1
VAq, B, € s0(3), 5tr(Aa B,) = V(AT V(B,) (A.15)

Des relations (A.14) et (A.15), on en déduit les identités suivantes pour tout vecteur v de R
et toute matrice M de R3*3 :

S0 M) = tr(u Pa(M)) = VD) VIPL(M)) = 7 V(PL(M)) (A.16)
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ANNEXE A. A.4. IDENTITES REMARQUABLES UTILISEES

De (A.15), on a également :
1
VA, € s0(3), §tr(AZ;Aa) = || V(47 (A.17)

et :
1
Vo € R®, v = étr(UZUX) (A.18)

Les identités suivantes seront également utilisées :
VA, € s0(3),Yv € R} vT A0 =0 (A.19)

VR € SO(3),Yv € R, (Rv)x = Rv,R" (A.20)

Pour une matrice R € SO(3) donnée, on note (yg,ng) ses coordonnées angle-axe principal

ou le vecteur ng est unitaire (||ng|| = 1). On a alors les relations suivantes :
VR € SO(3),tr(I; — R) = 2(1 — cos(yr)) (A.21)
VR € SO(3), [[V(Po(R))| = sin(vz)| (A.22)
De (A.21) et (A.22), on en déduit
[V(Pa(R))]]
I, —R) = A2
VR € SO(3),\/tr(I; — R) cos(Z) (A.23)
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Annexe B

Calcul de P'orientation désirée

Cette annexe présente le calcul de I'orientation désirée R? & partir de la connaissance du
vecteur de commande en position 7 R%s3 et d'une référence en lacet % donnée.

Lors du calcul de la commande en positon, on détermine le vecteur
TR'es = f(&v,&%v",07) (B.1)
La direction de ce vecteur de commande est alors donnée par

_ fE v €0t oY)
(& v g4 vt 00|

A partir de la connaissance de cette direction et de la référence en lacet ¢, on souhaite
déterminer la matrice R?.

Rdeg (BQ)

On choisit de représenter la matrice R en utilisant les angles d’Euler en lacet, tangage,
roulis (19, 0, ¢?) :

Cod Cyd Spd Sgd Cyd — Cypd Syd Cyd Sgd Cypd + Spd Syd
Rd = Cpd Swd S¢d Sgd Swd + C¢d de Cd)d Sgd Swd — S¢d de (B3)
—Sgd 8¢d Cgd C¢d Cgd

avec les notations trigonométriques V3 € R, ¢z = cos(3), sg = sin(f).

Par I'expression (B.2), le vecteur Rées peut étre directement calculé et ses composantes sont
donc directement connues. Notons les

Rley=[r{ 1§ rg}T (B.4)
En utilisant (B.3) et (B.4), on obtient le systeme suivant
Cpi Sgd Cpd + Sga Sya =T (B.5)
Cod Spd Sya — Sgd Cya = T4 (B.6)
Cod Cpa = T4 (B.7)

ot les composantes r? (i = 1,2, 3) et ot la valeur ¥¢ sont connues. On cherche & déterminer
les valeurs de ¢¢ et <.

Pour le calcul de ces angles on suppose
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ANNEXE B.

Hypotheése 12 La quantité el Rles est non nulle (i.e. r3 #0).

Remarque 9 Cette hypothése est valable pour le domaine de vol usuel du drone. En effet,
si la composante 13 est nulle, le drone est en chute libre, la gravité n’étant plus compensée.
De plus, d’aprés (B.7), sird =0 on a alors ¢ = +7 ou ¢ = +7, ce qui correspond a des
valeurs des angles de roulis et tangage non atteintes en vol quasi stationnaire par un drone
miniature a voilure tournante.

Pour la détermination des angles 6% et ¢¢, on consideére deux cas : % = +7 et P #£ +7.

e 1°" cas : wd:ig

Pour ¢ = £%, on a cya = 0 et sy = o(¥?) avec

+1si ¢? = +%

—1si 9% =—=

2

Le systeme (B.5)-(B.7) s’écrit alors

oY) sga =1 (B.9)
o(?)cga sga =14 (B.10)
Cod Coa = T4 (B.11)

En utilisant 'hypothese 12, et la notation on divise (B.10) par (B.11) :

tan(6?) = J(wd):—g (B.12)
3
dott )
0? = o () arctan(%) (B.13)
3

En divisant (B.9) par (B.11), on a de méme

7nal

tan(¢?) = o (%) cpa T—zl (B.14)
3

d’ou
d

¢? = o (%) arctan(cga %) (B.15)

ot 6 est calculé en utilisant (B.13).

e 2°cas: ! #£+I
En utilisant I'hypothese 12, on divise (B.5) et (B.6) par (B.7) :

t d .

fan(6") oy + 2D o (B.16)
Cod 3
tan(¢? .

tan(0%) sya — an(¢) Cypa = _§ (B.17)
Cod T3
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ANNEXE B.

En multipliant (B.16) par cya et (B.17) par sy« et en sommant les deux expressions obtenues,
on a

d d
dy 2 dy 2 51 T2
tan(0%)cya + tan(0%)sya = T_g%d + T—gsw (B.18)
En utilisant cid + sid =1, on a finalement :
d rf g
0 = arctan(r—gcw + T—gsw) (B.19)
Pour le calcul de ¢, on déduit de I'équation (B.17) :
d
¢® = arctan(sga tan(y)?) — T—Zqﬂ) (B.20)
rs de

o1 % est calculé en utilisant (B.19).
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Annexe C

Calcul de Q¢

Cette annexe présente une méthode pour calculer la vitesse de rotation désirée Q¢ & partir

de la connaissance du vecteur de commande 7 R%;.

On rappelle ici que le vecteur vitesse de rotation désiré Q7 satisfait la relation

R* = R

(C.1)

ot R € SO(3) représente la valeur désirée de la matrice d’orientation R € SO(3). On

rappelle également que la matrice Q% est définie par

d Od _Qg di
=] o 0 -
¢ Q¢ 0

ot ¢ désigne la i-eme composante du vecteur Q.

En multipliant & droite la relation (C.1) par le vecteur eg, on obtient :

d .
£<Rd63) = Rd€3 = Rineg

et on en déduit p
Qieg = (Rd>TE<Rd€3)

Afin de calculer la dérivée du vecteur R%es, on introduit les notations suivantes :

u = Ries U = TR%;

Avec ces notations, on a

U
u =
vUTU
La dérivée de u est donnée par
. ovUTU - 9L 0 UUT>U
a UTU Uty UtU
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ANNEXE C.

avec

VUTU =T  UTU=T> UU" = T?R%3el (RHT (C.8)
On a ainsi : q . i
U = E(Rdeg) =7 {I; — Reses (RY)"} E(TRdeg,) (C.9)
Cette expression est alors remplacée dans (C.4) pour obtenir :
d L iyt i, 1 piyry @ d
Qxeg = ?(R ) {[3 — R €3€3 (R ) } E(TR 63) (ClO)
En définissant le projecteur
H63 = 13 - 636?; (C]_l)
on a finalement :
Gl d
Qles = | —Qf | = =M, (RY)T —(T R%s) (C.12)
0 T dt

Si le vecteur de commande 7 R%s3 est connu analytiquement, s’il est dérivable et que sa
dérivée est également connue analytiquement, alors les composantes Q¢ et QZ du vecteur Q¢
sont directement obtenues par 'expression (C.12).

Dans le cas de la stabilisation, on supposera que la composante Q4 est choisie constam-
ment nulle Q4 = 0 et que lon a ?(t) = 1?(0) avec ¥%(0) donné.

Dans le cas d’un suivi de trajectoire la composante Q4 est déterminée & partir de la connais-
sance de 1%(t) et de sa dérivée 1%(t)

D’apres 'expression (C.12), on peut en déduire que le vecteur Q¢ dépendra explicitement
de ’état de la dynamique de translation, par I'intermédiaire de la dérivée de T R%;3. Dans
le cas d’un suivi de trajectoire, la dérivée du vecteur de commande 7 R%;3 est composée
d’une somme de termes dépendant de I’état de la dynamique de translation et de termes ne
dépendant explicitement que de la référence et de ses dérivées temporelles. Dans ce cas, le
vecteur 2 peut étre décomposé en

Q= QUX) + QY1) (C.13)

ol la premiere composante Q%¢(X) ne dépend que de I'état X de la dynamique de translation,
et ot la seconde composante Q%(t) ne dépend que de la trajectoire de référence et de ses
dérivées temporelles.
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Annexe D

Lemme de Barbalat

Cette annexe rappelle I’énoncé du Lemme de Barbalat [57] et présente la maniere dont
celui-ci est utilisé dans les preuves de la Partie I1I.

Considérons un systeme dynamique autonome de la forme

i = f(x) (D.1)

ou la fonction f est temporellement invariante, et o x € R™ représente ’état du systeme.
Soit V(x) une fonction de Lyapunov pour (D.1) vérifiant :

R4
- Oz
Par le principe d’invariance de La Salle, on sait que les trajectoires de (D.1) convergent alors

vers le plus grand ensemble invariant contenu dans E = {m e R, 8—‘; flx) = O}. On peut
alors conclure o(z), — 0.

V(z) (2)f(z) = —o(x) <0 (D.2)

On considere maintenant le cas ou la fonction f dépend du temps

p(t) = fz(t), 1) (D.3)
et ou il existe une fonction de Lyapunov V(z,t) telle que
: ay oV
Vat) = D+ Ve ) (o1) = ~o(a,1) <0 (D.4)

Dans ce cas, le principe d’invariance de La Salle ne peut étre appliqué. On utilise alors le
lemme de Barbalat

Lemme 10 [57] Soit ¢ : R — R une fonction uniformément continue sur [0 oo [. Si la limite
pour t — oo de fot ¢(7)dr existe et est finie, alors ¢(t) — 0.

De (D.4), on sait que la fonction V est décroissante. Etant positive, il existe donc un d,
O < d < 0, tel que V(z, t)t:wd. Or :

/O Ve, r)dr = V(e t) — V(. 0) (D.5)
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La limite de fot V(x,7)dT pour t — oo est donc finie. Si la fonction V est uniformément
bornée en ¢ de [0,00[ dans R, on peut alors appliquer le lemme de Barbalat pour conclure
V(z,t),— 0 et donc o(z,t), — 0.

t— t—s
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Annexe E

Analyse de la stabilité dans le cas
sans mesure de v

Cette annexe présente la preuve de la Proposition 6 énoncée en Section 9.4.1.

On rappelle que l'on cherche & commander le systeme (9.112), rappelé ci-dessous en (E.1),
dans le cas ou seule la vitesse linéaire v n’est pas mesurée.

( S:U
T T

=— = R%;3 + ges — —(R — Rd)eg
m m

?‘25—“’ (E.1)
w =

R=— QLR+ RO,

[ eIQ=-Q,IQ+T

avec R = (R))TR.

La preuve est réalisée en trois temps. Une fonction de Lyapunov candidate est tout d’abord
proposée pour la dynamique de translation, et sa dérivée est calculée le long des trajectoires
du systeme (E.1) bouclé par la commande (9.117) et la commande virtuelle (9.118) proposées
dans la Proposition 6 de la Section 9.4.1. La méme démarche est ensuite adoptée pour la
dynamique de rotation, en proposant une fonction de Lyapunov candidate et en calculant sa
dérivée le long des trajectoires de (E.1) bouclé par la commande (9.119). Enfin, la stabilité
du systeme complet est analysée en considérant comme fonction de Lyapunov candidate la
somme des deux fonctions précédentes.

E.1 Commande en position

Considérons la dynamique de translation du systeme (E.1). On introduit les notations
a=¢—q f=¢—q+w (E.2)

d (E.3)

~g1
Il
<
|
N

u = ——Res + ges u? = ——Res + ges
m m
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E.1. COMMANDE EN POSITION ANNEXE E.

Avec ces notations, la dynamique de translation du systéme (E.1) peut se réécrire sous la
forme :

£=v
b =u’+ 1
. (E.4)
a=v+p[ -«
B=v+B—a+d
Pour ce systeme, on définit 1’état
X=[¢" o7 o 6T]T (E.5)
et le vecteur ) .
U=1[05 a" of of] avec 03=[0 0 0" (E.6)

Avec la commande (9.117) et la commande virtuelle (9.118), rappelées ci-dessous dans les
coordonnées &, a, 3

TRies = kﬂ {ky €+ Ky + koBY + mges (E.7)

5= —kig (ka(B — @) + k1 + ko) (E.8)
le systeme (E.4) peut se mettre sous la forme
X =AX+U (E.9)
Considérons tout d’abord le cas U = 0.

On peut montrer, de maniere similaire a la démonstration du Lemme 5 présenté en Section
9.2.1, que la commande (9.117), avec la commande virtuelle (9.118), stabilise exponentielle-
ment le systeme (E.9) sous I'hypothese U = 0.

Il existe alors des matrices symétriques définies positives P et () permettant de définir une

fonction de Lyapunov S telle que
1

S = 5XTPX (E.10)

1 2 1 2
éAmm(P) X[ <8< §Amax(P) [1X]] (E.11)
S=-X"QX < —Xmin(Q) || X|I? (E.12)

ol, pour une matrice M définie positive donnée de valeurs propres A;(M) connues, on définit
Amin(M) = min {|\;(M)|} Amaz (M) = max {|\;(M)|} (E.13)

La matrice ) vérifie I’équation de Lyapunov :

%(ATP + PA) = —Q (E.14)

Considérons maintenant le cas U # 0 et calculons la dérivée de S le long des trajectoires du
systeme (E.9) : . 3
S=-XT'QX +U"PX (E.15)
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On majore alors cette dérivée en
S < =Anin(Q) | XI* + Aaa (P) N[l {IIEN + 0] + llall + 1811} (E.16)

Afin de majorer cette relation, on calcule :

T
|| :—H R— RYes|| = — H(RdRT 1) Res|
< %\/ tr((RIRT — Ig)T(RIRT — 1g)) || Res| (E.17)
SZ Qtr(]d—f%)
m

Soient (74, 1) les coordonnées angle-axe de R. En utilisant identité (A.23), on a alors :

lall < \/_—HVP( ))H (E.18)
B cos(12) ’
Par inégalité triangulaire sur (E.16), on obtient alors la majoration suivante :
S <= Anin(@Q {H£H2 + [lol* + llall* + 1817}
T )\maa: (Elg)
+ (V2 Hv )| el + el + Nladl + 11311}
m cos(
E.2 Commande en attitude
Considérons maintenant la dynamique de rotation du systeme (E.1).
< _ d ~ ~
e}.% = — QL R+ ROy (F.20)
elQ=—-Q,I0+7T
avec R = (R)TR.
Définissons
Q=Q—LV(P,(R)") (E.21)
avec [; > 0. Avec cette notation, on peut réécrire la relation cinématique en
X ~ 1~ =~ ~
R=-Q R+ -R(Q+ L V(P,(R)")), (E.22)
€
soit . l
R=—-Q!R+ -RO, + ~RP,(R)T (E.23)
€ €
Calculons maintenant la dérivée de € :
L ——
Q=Q—1; V(P,(R)") (E.24)
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Dans le cas général de 'inversibilité du tenseur d’inertie I, on a alors :
<1 1 [ ~ - [ - -
Q=TI IQ) +=I"'T — %vuﬂzi +QLR) + 2—1V(QXRT + RQy) (E.25)
€ € €

Choisissons pour I' I'expression proposée dans la Proposition 6 de la Section 9.4.1 :

L=000+1 {—ZQQ —2V(P,(R)) — %V(QXRT + RQX)} (E.26)
avec [ > 0 et Iy > 0.
On obtient ainsi :
G- —%Q - QEV(PG(R)) - %V(RTQ‘i L QLR) (B.27)

Définissons, pour la dynamique de rotation, la fonction de Lyapunov candidate

12
£=ler(ls—R)+ HQ) (E.28)

Calculons sa dérivée le long des trajectoires de (E.20) bouclé par (E.26) :
£ = —lte(R) + QT (E.29)

En utilisant les expressions (E.23) et (E.27), ainsi que lidentité (A.16) cette dérivée se
simplifie en
; ~ 11l ~ ~ Lin=n2 Iy~ . .
L= 2 (QNTV(P,(R)) — “tr(Po(R)P.(R)T) — 2 HQH - SOTVIRTQL + QLR) (E30)
€

€

Par inégalité triangulaire et par I'identité (A.17), on a la majoration

2l1 -2l
- = |veruy|| - 2

2
_ b QH al
+2

£< o || HV(PG(R))‘

QH HV(ETQi +Q§R)H

€

Cherchons a majorer le dernier terme. On a

. 2 1 . o .
HV(RTQi + Q‘iR)H < st {(Brad + ol T (7o + 0L R) |

1 ~ - 1 - -
< Str((RTQL)TRTQ%) + Str((UR) QLR) (E.32)
< tr((Q5)7Q5)
<2’
Dot -
. 2 C ATC IR A
£ <2 ||QdHHV(Pa(R))] - vy - 2 e +§1\/§HQH o7 (E.33)

Il nous reste maintenant a borner le terme HQdH Dans le cas de la stabilisation, lorsque 1'on
choisit Q4 = 0 (cf. Annexe C), on a d’apres (C.12) :

d
e, (RY)" — (T R'es)

= (E.34)

1
o = ksl = 7
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avec Il,, = I; — ez el et, en dérivant (9.117) :

d
(TR'e;) = kﬂ((kx Fky 4 k)v — 2k1a 4 (B — ko))

On a ainsi

HQdH < ?/{:_UU% + k1 + ko) vl + =k [lall + ?k‘_v

I by — kol 181

et en remplacant dans (E.33) :

: 21 ~ 12 a2
£<- =t vieamy| -2 |0
€ €
2m 1 ~
T || VAP | {4+ e + o) 0]+ 2kl + Ty = ol 1811}
Vo2m il |~
# 22N A0k 4 k4 ) el + 2kl + o = Rl 18]}

E.3 Analyse de la stabilité

(E.35)

(E.36)

(E.37)

Considérons le systeme complet (E.1) et définissons pour celui-ci la fonction de Lyapunov

candidate

V=§+L
Considérons les hypotheses suivantes :
Hypothese 13 [l existe deux réels T,,in et Thae tels que

0 < Toin < Mg < Tppaw < 00
Vt Z 0, Tmm S T(t) S Tmam

Hypothese 14 I existe un réel ¢ > 0 tel que

V&(1)

Vit >0, cos( ) >c¢

(E.38)

(E.41)

Sous ces hypotheses, et en utilisant les relations (E.19) et (E.37), la dérivée de V le long des
trajectoires du systeme (E.1) bouclé par les commandes (9.117) et (9.118) et la commande
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virtuelle (9.119) peut se majorer par :

V< = 2@ EI” = A (@) 101 = Ain (@) 10 = Xnin(Q) 181
201 ~ 21 2
-S| veeamy|| - 2

€

N {T:;x@mm} el || vieu ()|

Q

g

7Tmink_v<km + k1 + k2)} vl

N {T:;x@mm(p) sty ’”)} ol [Vipa()|

maz V2 m LRy &
n {Tm ;Amax(P) + ;imm lk]z } e HV<P“<R))H (E.42)
N {Tmax\/?i n(P) 4 ;an |k‘1k: k‘2|} 18 HV(PQ(R))H

Vo o]

. {\/5 m b ki — kz!} 1]

7 Tmm kv

On définit les coefficients strictement positifs suivant

S1 = %)\maa:(P) ’1}7,;?33\/75 (E43)
P A (E.44)
53 = v2h m (E.45)
b1 = S1 (E47)
b2 = 81+ 82(]{393 + k?l + kz) (E48)
bg = S1 + 282]€1 (E49)
b4 = S1 + S9 |]€1 - ]{32| (E50)
b5 = Sg(kz + ]{71 + kg) (E51)
b6 = 283/{71 (E52)
b7 = S3 |k31 - k?2| (E53)
et en définissant 1’état
- ~.1T

X =8 WoF o BT V(PJ(R)T OF (E.54)

on peut alors réécrire (E.42) sous la forme
V< -—xTsx (E.55)
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Le terme —XTY X est défini négatif si et seulement si la matrice o suivante est définie
positive :

a 0 0 0 =b 0
0 a 0 0 —b2 —b5
0 0 a 0 —b3 _bﬁ
=1 0 0 0 a —b —b (E.56)
—b, —by —by —by b
| 0 —bs —bg —b; O & |

Cherchons pour quelles valeurs de € cette matrice est définie positive. Afin de simplifier les
expressions manipulées, on supposera que ’'on prend k; = ko pour le reste de cette preuve.
La matrice ) étant définie positive, le terme a = \,,;,(Q) est strictement positif et les quatre
premiers mineurs de la matrice o sont strictement positifs. Il nous reste donc a examiner les
mineurs de tailles 5 et 6.

La stricte positivité du mineur de taille 5 est obtenue sous la condition € < €] avec

- E.57
f1 452 + s2(8k3 + k2 + 4k kq) + 2s159(4ky + k) (E57)
La stricte positivité de det(o) est obtenue pour
A + Be +C >0 (E.58)
avec
A = a’s3s7(3k2 + 8kyky + 16k7) > 0 (E.59)
B = —a®(4lys748ly51 50k +8las5kT +25311 k24853111 kypky +1653k3 111 +2l951 89k +loss k244l 85k k) < 0
(E.60)
C = 2yllia* > 0 (E.61)

Avec ces coefficients, on peut vérifier que le discriminant (B*—4AC) de (E.58) est strictement

positif. Définissons
—B —+V/B?—4AC
2A

Ce terme est strictement positif puisque I'on a A >0, B <0, C > 0 et (B2 —4AC) > 0.
La stricte positivité de det(o) est alors obtenue sous la condition € < €.
Définissons

(E.62)

*_
62_

€' = min(ej, €5) (E.63)

Pour tout € > 0 tel que € < €, la dérivée (E.55) de V est alors définie négative et 'on
garantit ! la stabilité exponentielle du systeme (9.112) bouclé par les commandes (9.117) et
(9.119) et la commande virtuelle (9.118).

Cette stabilité est garantie pour tout € < €* sous les Hypotheses 13 et 14. Il convient donc
de vérifier que celles-ci sont satisfaites.

"La convergence de R vers la matrice identité I, est assurée par les conditions (9.120) et (9.121) qui,
prises conjointement, permettent de montrer que I'on a (1 — cos(yz)) < 2 et donc 5 — 0. Cette relation est
établie plus loin dans la preuve.

213



E.3. ANALYSE DE LA STABILITE ANNEXE E.

Commencons par I'Hypothese 13 ou I'on suppose l'existence de bornes 7,,;, et 7,4, SUr
7 vérifiant (E.39) et (E.40).

D’aprés 'expression (9.117) du vecteur de commande 7 Rls, on a par inégalité triangu-
laire :

m m
mg — = EKi(ll€] + llall +151) = T < mg + = Ki(lI€]] + llall + 11511 (E.64)
avec
Kl = max(k:x, k‘l, k‘g) (E65)
Définissons également

Avec cette notation, et en utilisant (E.10),(E.11) et (E.38), on a

2V(t)
Vi =0, (@) + [l + [[B)] <3 T(Q (E.67)
Soit pour tout ¢t > 0 :
m 2V(t) m 2V(t)
—3—K <T(t) < 3—K E.68
mg =3 -Kay [ == < T < mg + 357Ky [ = (E.68)
Pour € < €*, on a montré que la dérivée de V est négative. On a donc :
Vi >0, V(t) <V(0) (E.69)
D’apres la relation (E.68), on a alors pour tout ¢ > 0 :
m 2V(0) m 2V(0)
—3— < < — .
mg Skal e <7T(t) < mg—f-?)kal e (E.70)

Pour ¢, donné tel que 0 < ¢, < mg, on peut finalement déduire d’apres la condition (9.120)
de la Proposition 6 :
V>0, 0<e <T(t) <2mg—e, (E.71)

En choissant 7., = €4 €t T00 = 2mg — €4, 'Hypothese 13 est donc vérifiée.

Vérifions maintenant I’Hypothese 14.

En utilisant comme précédemment la décroissance de V, avec (E.28) et (E.38), on a

vt >0, ltr(l;— R(t) < V(t) < V(0) (E.72)

Pour 7 donné vérifiant 0 < n < 4, on utilise conjointement les conditions (9.120) et (9.121)
de la Proposition 6, pour déduire :

V(0) < (4 — )l (E.73)
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On a ainsi

Vvt >0, tr(ly— R(t) <4—n (E.74)
et 'on utilise (A.21) pour obtenir

YVt >0, 2(1—cos(ya(t)) <4 (E.75)

On garantit ainsi, pour tout ¢ > 0, que 'on a —7 < () < 7 et qu'il existe donc un ¢ > 0

tel que

T(t)
2

cos( )>c¢>0 (E.76)

L’Hypothese 14 est ainsi vérifice. B
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RESUME

L’utilisation de drones miniatures a voilure tournante est limitée par leur grande sensibi-
lité face aux perturbations aérologiques. Cette particularité, ajoutée a la non linéarité de leur
dynamique, rend complexe le développement de lois de commande pour de tels véhicules.
Afin de permettre une automatisation de leur vol en tenant compte de ces difficultés, deux
classes d’approches pour la synthese de lois de commande sont étudiées dans cette these :
la commande prédictive, puis la synthese de lois de commande non linéaires via une analyse
par fonctions de Lyapunov dans le cas ou les vitesses du véhicule ne sont pas mesurées.
Des controleurs de nature prédictive ont été proposés dans la littérature, mais sans considérer
simultanément un modele suffisamment représentatif de la dynamique d’un drone miniature
a voilure tournante et une approche de commande garantissant la stabilité. A ce titre, nous
proposons ici plusieurs algorithmes de commande prédictive ainsi que leur adaptation au
développement de lois de guidage-pilotage de drone en considérant un modele non linéaire
a six degrés de liberté et en réalisant conjointement une analyse de la stabilité. Plusieurs
applications sont présentées : stabilisation autour d’un point fixe, suivi de trajectoire en
présence ou non de perturbations, évitement d’obstacles.

Lors de certaines utilisations pratiques ou expérimentales d’'un drone miniature, les mesures
en vitesses du véhicule ne sont pas toujours disponibles. Des techniques de commande avec
acces partiel a ’état ou utilisant des observateurs peuvent étre alors appliquées. Afin de
concilier ces deux classes d’approches, et d’obtenir simultanément de bonnes performances
du systeme bouclé et une réduction de la complexité de la méthode utilisée (temps de calcul,
analyse de la stabilité), nous proposons ici une méthode de synthese de lois de commandes via
une analyse par fonctions de Lyapunov. Cette méthode est basée sur 'introduction d’états
virtuels au sein de la dynamique du systeme.

Notre contribution réside également dans l'analyse de la stabilité, par la théorie des per-
turbations singulieres, d'une approche de commande hiérarchique permettant la synthese
successive des lois de commande en position et en attitude.

Mots clefs :

Drones miniatures a voilure tournante, commande hiérarchique, guidage-pilotage, commande
prédictive non linéaire, commande adaptative, commande avec acces partiel a 1’état, pertur-
bations singulieres.



