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Notations

[A Z] matrice
[a Z] vecteur
a z scalaire ou cham

p
A matrice de relation de comportement
A matrice des résidus du mode r
B;C matrice booléennes de sélection de ddl

H matrice des FRF

| matrice identité

J matrice jacobienne de la transformation
K matrice de raideur

M matrice de masse
R vecteur des résidus
T matrice d'expansion
W matrice de pondération

u vecteur des déplacements
u vecteur des vitesses
u vecteur des accélérations
u vecteur des déplacements imposés ou mesurés
Ur vecteur des ddl retenus
Uc vecteur des ddl condensés
z vecteur des ddl de dissipation
S matrice des contraintes
e matrice des déformations
w matrice diagonale des pulsations propres
L matrice diagonale des pulsations propres
F matrice des modes propres réels
Y matrice des modes propres complexes
f vecteur mode propre réel
y vecteur mode propre complexe
A Tenseur d'élasticité
Aij composantéi; j) du tenseur d'élasticité

C., G constantes de la loi WLF
E module d'élasticité
F champ d'excitation
G module de cisaillement
J = det(J) jacobien de la transformation

K module de compressibilité
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forces de surface
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Introduction

Contexte

Les progrés dans le domaine de la science des matériaux ont conduit a une utilisation de plus en
plus importante et diversi ée des polyméres. Ces derniers représentent souvent une alternative aux
matériaux métalliques, et ce en raison de leur faible masse, de colts de production réduits, de facilité
de mise en forme, de recyclage, ... mais aussi de dissipation d'énergie mécanique. Pour cela, ils sont
désormais trés employés dans diverses applications comme par exemple :

— les couches viscoélastiques précontraintes du type ISD-112 (g.1) ou les verres feuilletés.
Dans un pare-brise, la couche centrale d'un verre feuilleté n'a plus seulement un réle d'anti-
éclatement mais aussi un rdle acoustique en limitant son rayonnement et un réle d'évacuation
de I'énergie dans les impacts. lls sont de fait beaucoup utilisées dans l'automobile et I'aéronau-
tique [Rao01].

— les matériaux composites brés [Che]. Les matrices de ces matériaux avaient initialement pour
seule fonction de lier les bres et conférer les inerties voulues pour ces structures. Désormais,
elles peuvent de plus étre optimisées pour limiter la propagation des vibrations dans les struc-
tures.

— les liaisons en génie civil. Les liaisons entre les pieéces métalliques sont réalisées avec des piéces
qui intégrent des couches de matériaux viscoélastiques. Elles permettent de diminuer l'impact
du vent et des tremblements de terre sur la réponse dynamique des structures d'immeubles
[SK95].

— les éléments de carrosserie. En polyméres, ils permettent par exemple de limiter I'impact des
choc piétons.

— les silents-blocs ou éléments de liaison. En laine de verre et caoutchoucs, les nouvelles vis
de maintient des isolants dans les structures aéronautiques permettent de limiter les niveaux
sonores.

Ce sont donc essentiellement des problemes de vibro-acoustique qui sont résolus par I'emploi de
matériaux polymeéres. Leur comportement viscoélastique permet une modi cation importante de la
réponse dynamique, du transfert ou du rayonnement des structures. Il a aussi un impact déterminant
sur la fatigue des structures en réduisant les contraintes maximales. Dans ce domaine de la fatigue,
la quanti cation des amortissements matériaux semble d'ailleurs étre plus importante que celle des
raideurs [ZHO02]. En outre, le comportement viscoélastique est également présent dans le corps hu-
main [CRO5], composé lui aussi de matériaux polyméres, organiques cette fois, comme le collagéne
constituant les os par exemple.

Parallélement au développement de la science des matériaux, celui de la mécanique des struc-
tures a permis de modi er le cycle de développement industriel des produits. Les moyens de calculs
autorisent désormais un usage massif de la simulation numérique. L'objectif étant de retenir les con g-
urations favorables et de limiter le nombre de prototypes nécessaires a la phase de conception. Mais |l
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/ Couche de precontrainte \

%7 Couche viscoelastique
Structure

FiG. 1 — Principe de fonctionnement d'un viscoélastique précontraint

est nécessaire de tenir compte des phénomeénes physiques mis en jeu dans les simulations numériques
pour qu'elles soient prédictives. Parmi ceux-ci, la dissipation reste aujourd'hui problématique puisque

le développement de produits industriels passe encore le plus souvent par une démarche de type essais
et erreurs avec peu de simulation numérique.

En dynamique, le comportement viscoélastique linéaire peut étre représenté par des modules com-
plexes. La partie réelle de ces modules caractérise I'élasticité du matériau tandis que la partie com-
plexe caractérise la dissipation qui lui est associée. Mais si la dissipation des polyméres durs est sig-
ni cative, elle n'est pas prépondérante vis-a-vis de la raideur, toujours présente : il y a environ deux
ordres de grandeur de différence entre les parties réelle et imaginaire des parameétres. D'autre part,
ces polyméres ont en général une dépendance du comportement avec la fréquence d'excitation, non
seulement pour I'aspect dissipatif mais aussi pour lI'aspect élastique. La référence [Pri96] trouve par
exemple une variation de raideur de deux ordres de grandeurs sur la gamme de fréquences investiguée
d'un PVC souple. Cet effet, qui n'est généralement pas recherché lors du choix du matériau dans
la conception, est donc également essentiel a caractériser puisqu'il peut aussi modi er de maniére
importante le comportement de la structure.

Un grand nombre de modéles viscoélastiques, plus ou moins représentatifs des observations ex-
périmentales, existent dans la littérature. Et les méthodes numériques pour les intégrer dans des sim-
ulations par éléments nis ont aussi été développées. Pour représenter correctement le comportement
de ces matériaux, la dif culté réside désormais plutdt dans les parameétres d'entrée de ces modéles
[TAQO]. Il est donc indispensable de les identi er correctement.

Mais les machines d'essais dédiées a la caractérisation en fréquence des matériaux mous ne per-
mettent généralement pas une bonne caractérisation des polymeres durs. Et le principe d'équivalence
fréquences-températures n'apporte pas de solution : l'augmentation de la température pour retrou-
ver des raideurs compatibles avec ces machines ne va pas dans le sens d'une caractérisation hautes
fréquences. D'autant que la validité de ce principe peut-étre remise en cause [Che]. D'autre part, la
méthode "résonante” pour une caractérisation indirecte est trop restreinte. Elle ne permet d'avoir que
quelques valeurs par échantillon. La caractérisation directe en fréquence passe actuellement par la
mesure des réponses a des chocs sur des échantillons monodimensionnels pour obtenir les modules
de traction-compression ou de cisaillement, moyennant des hypothéses d'’homogénéité des champs
mécaniques.

D'une maniere générale, l'identi cation de I'amortissement se montre trés sensible aux bruits
de mesures [Che], compte tenu des ordres de grandeurs recherchés. De plus, le post-traitement des
modules obtenus a l'issue des mesures ne permet généralement pas de quanti er de maniéere satis-
faisante le coef cient de Poisson dynamique. Et lorsque les simulations simples sont bien corrélées,
les simulations tridimensionnelles de réponses structurelles ne le sont pas toujours [PBOQ]. Il faut
toutefois noter que dans [PB00] un seul module est caractérisé en fréquence. En plus du bruit dans les
mesures expérimentales au cours d'un essai, les incertitudes relevées sont généralement liées a une
caractérisation incompléte des matériaux, a I'utilisation de multiples échantillons et/ou aux conditions
aux limites qui varient ou perturbent les échantillons. De plus, il n'est pas vraiment aisé de quanti er
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Ce gui se passe au niveau matériau entre la matiére premiére (testée sous forme d'éprouvette) et la
structure avec toutes les modi cations qu'elle peut subir (fabrication, oxydation, etc...).

Mais avec le développement des mesures optiques de champs cinématiques et des méthodes
mixtes expérimentales-numeériques, il est désormais possible d'envisager un essai unique, effectué
sur un seul échantillon, pour obtenir une caractérisation simultanée de tous les paramétres matériaux
par la mise en oeuvre de champs hétérogénes. Cette approchprasi compatible avec une sol-
licitation directe en fréquence et l'utilisation de la structure elle-méme comme échantillon pendant
les essais, ce qui assure sa représentativité (cela evite des risques de délaminage par exemple). Une
telle approche doit donc permettre de réduire les dispersions expérimentales, mais aussi combiner une
méthode de mesure de grande sensibilité et une méthode numérique tres performante.

Le travail propose ici a donc un caractére exploratoire et vise a proposer une nouvelle approche,
directe, expérimentale-numérique pour la caractérisation de tous les modules visco-€élastiques avec
leur comportement en fréquence. Les principales dif cultés a traiter pour la mise en oeuvre de cette
démarche sont résumées dans les points suivants :

— la mise en oeuvre d'éléments nis trés performants, (comportant peu d'hypothéses), adaptés a
la modélisation de structures minces viscoélastiques et permettant de modéliser facilement des
structures multicouches ;

— la proposition d'une procédure d'identi cation permettant d'identi er simultanément tous les
parameétres matériaux et adaptée a la prise en compte directe des mesures fréquentielles;

— la mise en place d'un dispositif d'expérimentation adapté, aussi peu intrusif que possible pour
assurer la sensibilité requise a l'identi cation des paramétres viscoélastiques.

Organisation du mémoire

Le présent mémoire s'articule autour de quatre chapitres.

Chapitre 1 : Viscoélasticité linéaire et mécanique des milieux continus

Le premier chapitre présente les notions liées aux phénoménes matériaux mis en jeu dans le
comportement dynamique et la réponse vibro-acoutique des structures en polyméres. |l s'agit de
viscoélasticité linéaire dans le domaine fréquentiel, caractérisée par des modules dynamiques com-
plexes. Vient alors une présentation de résultats théoriques et de mesures recensées dans la littéra-
ture pour xer les idées sur les valeurs de ces parameétres et leur variation, en nous limitant aux cas
des polyméres durs. Différentes méthodes d'identi cations ou de mesures de ces parametres sont
alors présentées. Quelgues modéles simples de représentation des solides viscoélastiques basés sur
des modéles rhéologiques sont ensuite rappelés. lls permettent de faire le lien avec la viscoélastic-
ité temporelle de type uage ou relaxation et de proposer des modéles de description des modules
dynamiques.

Ce chapitre se termine en posant les bases nécessaires a I'établissement de la méthode numérique
de résolution permettant de simuler les réponses dynamique des structures étudiées. Il s'agit de I'ex-
tension tridimensionnelle des théories unidimensionnelles viscoélastiques, de leur intégration dans
les équations de la mécanique des milieux continus, des principes variationnelles et des formulations
mixtes.
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Chapitre 2 : Méthodes numériques

L'objectif de ce chapitre est de présenter I'ensemble des méthodes numériques pour la modéli-
sation et la résolution du probléme direct de visco-élasto-dynamique. Les structures concernées par
I'emploi de ces matériaux visco-élastiques sont généralement de type plagues ou coques, éventuelle-
ment multi-couches. Nous avons retenu la méthode des éléments nis pour la modélisation de ces
structures.

L'élément ni volumigue H8coque développé en statique dans [Lem00] est bien adapté pour notre
étude. |l est établi a partir de formulations mixtes qui permettent de lever les blocages numériques tout
en intégrant une relation de comportement compléte, tridimensionnelle. L'utilisation de cet élément
est bien adaptée a la modélisation de structures multicouches puisqu'il garanti intrinséquement la
continuité des déplacements entre les couches, et qu'il n'y a pas de ddl de rotation qui peuvent poser
probléme en dynamique. De plus, il facilite la phase d'identi cation par la mise en correspondance
directe entre les mesures disponibles en surface et les noeuds des éléments.

Mais la méthode des éléments nis permet d'établir des modéles spatiaux, alors que I'expéri-
mentation produit des modeéles de réponse. Les stratégies numériques pour établir ces modeles, soit
d'une maniére directe soit par approche modale, sont donc présentées avec les méthodes d'expan-
sion des données permettant de rendre les différents modéles compatibles. Ce chapitre se termine
par I'évaluation statique et dynamique de ces éléments et des structures employées par la suite pour
I'identi cation.

Chapitre 3 : Approche mixte expérimentale-numérique pour l'identi cation

Le chapitre 3 est dédié a la présentation des méthodes de recalage de modele EF et d'identi ca-
tion de paramétres matériau. Le principe général de ces méthodes mixtes expérimentale-numérique
est le suivant : a partir de parametres initiaux, la solution numérique du probleme direct modélisant
I'essai est évaluée pour étre comparée avec les données expérimentales via un résidu. La procédure se
poursuit alors par l'ajustement successif des parameétres permettant d'atteindre le résidu minimimum.
Les paramétres obtenus a l'issue de ce processus sont supposés étre ceux recherchés.

Pour établir les résidus et les formules d'itérations d'une méthode d'identi cation compatible
avec des données fréquentielles, nous commencons le chapitre par la présentation d'éléments bib-
liographiques et des méthodes d'identi cation classiques, en forces et en déplacements, avec leurs
avantages et inconvénients. L'analyse de celles-ci nous permet de proposer deux méthodes compati-
bles avec des données fréquentielles, I'une appellée méthode d'identi cation en forces pondérées en
déplacements et l'autre méthode d'identi cation en forces ltrées. La premiére permet de procéder
avec des données de mesure de champs incomplétes (avec une seule composante du champ par exem-
ple) tandis que l'autre n'est pas sensible a une mauvaise connaissance des conditions aux limites.

Une évaluation numérigue de ces méthodes dans le cas des plaques simples ou composites de
type sandwich est ensuite effectuée, pour préparer les applications réelles qui suivront. Les tests de
la méthode d'identi cation en forces ltrées ne seront pas aussi poussés que ceux de la méthode en
forces pondérées en déplacements car nous n'aurons par la suite accés qu'a des champs incomplets.

Chapitre 4 : Applications et résultats

Pour notre étude, nous souhaitons obtenir le champ cinématique de réponse vibratoire d'une struc-
ture pour caractériser son matériau. L'identi cation de la dissipation interne d'un matériau ne peut étre
obtenue qu'avec un dispositif expérimental aussi peu intrusif que possible, sans dissipation dans des
liaisons et a I'aide d'une mesure optique. Les champs dynamique peuvent étre obtenus d'une maniére
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satisfaisante avec des méthodes ESPI ou de vibrométrie laser a balayage. Cette derniére technique
s'avére plus simple de mise en oeuvre et est de fait trés répandue pour le recalage de modéle EF
[Lau05, Cug05, Sie98]. De plus, elle s'avere étre compatible avec un moyen d'excitation par impact,
qui permet une excitation sans liaison lors de la mesure.

Nous présentons ainsi dans ce chapitre I'ensemble du dispositif que nous avons mis en place pour
I'essai, en nous appuyant sur les choix précédents Nous décrirons les systémes d'excitation et de
mesure spéci quement développés. Ces derniers nous permettent de réaliser le grand nombre d'ac-
quisitions nécessaires a notre stratégie d'identi cation tout en limitant les dispersions expérimentales.

Nous nous intéressons maintenant a l'identi cation de parameétres viscoélastiques a partir des
données expérimentales otenues sur des structures réelles. Les structures ont été choisies pour obtenir
des effets signi catifs de dissipation, notamment au niveau de leurs épaisseurs. En effet, au niveau de
la microstructure, il faut garder un volume élémentaire représentatif, c'est-a-dire avec suf sament de
chaines moléculaires.

Viennent ensuite les applications réelles. Nous nous intéressons d'abord a I'étude d'un PVC rigide
puis a l'identi cation du PC mis en oeuvre dans un composite PC/aluminium otenu par I'assemblage
de deux plagues homogeénes et isotropes. Ces deux applications sont également pour nous l'occasion
d'investiguer d'autres méthodes, comme la méthode DMA (aux limites de cette machine) et les méth-
odes résonantes. Celles-ci nous permettent d'obtenir également des valeurs des paramétres matériaux,
a certaines fréquences, que nous pouvons comparer avec nos résultats d'identi cation.
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Chapitre 1

Viscoélasticité linéaire et mécanique des
milieux continus

1.1 Introduction

Dans le cadre de notre étude, nous nous intéressons aux phénomenes viscoélastiques qui régis-
sent le comportement dynamique du matériau, et donc le comportement vibratoire des structures. Ce
chapitre présente dans une premiére partie les notions liées a la viscoélasticité linéaire dans le domaine
fréquentiel. Apres l'introduction des principes physiques qui induisent ce type de comportement dissi-
patif du matériau, nous présentons l'approche par module complexe qui se base sur une approche non
paramétrique de description des paramétres matériau. Viennent ensuite quelques modéles simples de
solides viscoélastiques, basés sur des modeéles rhéologiques pour une approche paramétrique de de-
scription des paramétres matériau. En n, cette partie se termine par I'extension tridimensionnelle de
ces théories unidimensionnelles.

Dans une seconde partie, nous rappelons quelques équations de la mécanique des milieux conti-
nus qui régissent le comportement dynamique des structures étudiées ainsi que le principe des travaux
virtuels, préalable a la méthode des éléments nis que nous présentons dans le chapitre suivant. Dif-
férentes formulations sont d'ailleurs présentées a cette occasion.

1.2 Viscoélasticité linéaire

La viscoélasticité linéaire caractérise le comportement élastique et dissipatif d'un matériau en
petites déformations. Celle-ci peut étre considérée a différentes échelles. En mécanique des structures,
c'est le niveau macroscopique qui est retenu. Cependant, quelques éléments d'une approche a une
échelle inférieure (ici moléculaire) permettent de comprendre le phénomeéne physique de dissipation
dans ces matériaux, ce qui permet de déterminer ou d'expliquer I'in uence de certains facteurs a
prendre en compte.

D'un point de vue moléculaire, quand un effort est appliqué sur un matériau viscoélastique comme
un polymére, deux mécanismes atomiques interviennent [Roy01]. Les liaisons atomiques changent de
longueur et d'angle. Les atomes sont alors déplacés a de nouvelles positions, avec une augmentation
de I'énergie interne de fagcon extrémement rapide. Les deux premiéres lois de la thermodynamique
indiquent gu'un travail mécanique provoqué par une fofcgur un déplacementx implique une

7
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augmentation de I'énergie interiig,; et/ou une diminution de l'entropi®du systéme
fdx= dEn TdS (1.2)

Parmi les modeles existants, celui de la dissipation thermoélastique met en relation le champ de dé-
formation créé avec des gradients de thermiques et des ux de chaleur. Cette approche n'est valable
que pour de faibles déformations. Une autre approche est celle de type mouvements hystérétiques des
dislocations. Dans un métal, elle est liée aux frottements au niveau des grains et dépend de la quan-
tité d'impuretés, de la structure des grains et du niveau de déformation. Cependant, cette approche
reste dif cile & mettre en oeuvre, notamment a cause de la mauvaise connaissance de la densité de
dislocations.

D'un point de vue phénoménologique, nous nous intéressons a I'étude macroscopique du matériau
en utilisant les résultats expérimentaux. Pour certains matériaux, la réponse a une déformation ou a une
contrainte constante varie au cours du temps. Ces observations se font plus particulierement dans les
cas des essais de uage et de relaxation. Pour un essai de uage, une contrainte constante est appliquée,
et il se produit une augmentation de la déformation au cours du temps. Réciproquement, pour un essai
de relaxation, c'est une déformation constante qui est imposée, et c'est alors une diminution de la
contrainte qui apparait au cours du temps. Ces deux phénomenes se caractérisent par les courbes
expérimentales présentées sur les gures 1.1 et 1.2 qui caractérisent ces matériaux dans le domaine

S

t

t t

FIG. 1.2 — Courbe caractéristique de relaxation

temporel. De la méme maniére, pour une succession d'essais de uage ou de relaxation, I'état nal
correspond a la somme des modi cations apportées par chaque changement : c'est le principe de
superposition de Boltzman, illustré par la gure 1.3 dans le cadre d'essais de uage successifs. Ainsi
I'état de contraintes et de déformations d'un matériau dépend de son histoire de chargement.

Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, la loi de comportement, donnant la relation entre les
tenseurs de contraintes et de déformations est donnée par le produit de convolution suivant

Z
s(t) = t¥ h(t t)dz(tt)

dt (1.2)

avech la fonction de relaxation. Si on considére qu'il y a équilibre jusqu'au tetnpd), dans un
cadre mono-dimensionnel en traction-compression, cette relation peut se mettre sous la forme
Z
t

S()= Ee(n)+ ) det)

dt

dt (1.3)
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FiG. 1.3 — Principe de superposition de Boltzman

Les différents modéles viscoélastiques varient dans le choix du noyau de la fonction de relaxation
est a noter que pour les modéles présentés, les formules sont données pour le modulek! Yuaing
peuvent étre transposées au module de cisaillee@h appelleE et G caractéristiques matériaux.

Outre la dépendance temporelle du comportement des matériaux viscoélastiques que nous venons
de voir, d'autres facteurs d'environnement sont susceptibles de modi er la réponse de ces matériaux.
Parmi eux, la température constitue une donnée tres importante. En effet, son réle est visible dés
I'écriture des principes microscopiques 1.1. Il a été constaté expérimentalement qu'une sollicitation
de courte durée a une température élevée provoque le méme comportement qu'une sollicitation plus
longue mais a une température moins élevée. Il est alors possible d'établir un principe d'équivalence
temps/température, ou encore fréquence/température. La mesure peut donc étre faite sur un petite
bande de fréquence, mais a différentes températures. Une translation de chaque courbe, dé nie par
un facteur de translatiom; dépendant de la température de référence, permet alors de construire une
courbe maitresse sur une large plage de fréquences. L'allure schématique d'une courbe maitresse est
donnée sur la gure 1.4. Une mesure est faite sur une plage de fréquences donnée, mais a différentes
températures (ici t1>t2>t3), et les facteurs de translatiprpermettent de construire la courbe sur
une plage de fréquence plus importante. Lillustration sur un cas mesuré avec une DMaAnfic
Modulus Analyzérdans le cas d'un échantillon en PVC est présenté sur la gure 1.5 pour le cas du
module de stockage du module d'Young. Williams, Landel et Ferry [WLF55] ont montré qu'il était
possible d'écrire une équation dé nissant le facteur de translation tel que

C(T T)

03T T T

(1.4)

avecC; etC} deux constantes dépendant de la température de réféferige plus, en choisissant

la température de transition vitreu§gcomme température de référence, nous obtenons la loi WLF
[BPOO]

CUT Ty

logat = —(—— >~
gar I+ T T,

(1.5)

En réalité,C{ et C3 ne sont pas des constantes universell¥sest presque constante, alors que
Cg varie en fonction du polymére. Un exemple de facteur de translation, pour une température de
référence de 73°C, dans le cas de I'échantillon de PVC est présenté sur la gure 1.6.
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G' G'

| d fréquence fréquence réduite
plage de mesure

FiG. 1.4 — Exemple de courbe maitresse

5

10

Module de stockage (MPa)

s 0 05 1 15 2 10%° 10° 10° 107
log(f) (Hz) Fréquence réduite

FiG. 1.5 — Mesure DMA du module de stockage du PVC

1.3 Approche par module complexe

Le uage et la relaxation sont des essais qui permettent de bien caractériser un matériau pour
des phénoménes d'une durée suf samment longue (minute, heure, jour,...). Mais lorsqu'ils sont beau-
coup plus rapides, les tests dynamiques s'avérent nécessaires, avec une description du comportement
viscoélastique dans le domaine fréquentiel. Une description basée sur des caractéristigues matériau
complexes est donc plus apte a décrire la viscoélasticité dans ce domaine. Dans cette approche non
parametrique la partie réelle de ces caractéristiques est liée a I'élasticité tandis que la partie imaginaire
correspond a la dissipation.

1.3.1 Module complexe
La transformée de Laplace appliquée a I'équation 1.3 permet d'obtenir
s(s)=(Eo+ E(9)e(9) (1.6)

avecs la variable de Laplace. En essai harmonique pour une vibration forcée a une pulsatien
s= j:w, le module complexe du matériau peut donc étre dé ni par

E(w) = A[E(W)]+ JA[E(W)] (1.7)

ou A[E(w)] est appelé module de stockageAgE(w)] module de perte. Ce module complexe peut
aussi étre dé ni par le module dynamigii(w)j = A[E(w)]2+ A[E(w)]? et l'angle de déphasage
j entre la contraints et la déformatiore ( gure 1.7), ou plus souvent par sa tangente aveg tan
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FiG. 1.6 — Facteur de translation du PVC

é\% encore appelé facteur de peiteCes termes peuvent étre compris facilement en considérant

le travailW fourni au cours d'un cycle pour un mouvement harmonique tel que

z 2p=w z 2p=w de
W= sde= s —dt (1.8)
0 0 dt

Sur ce cycle, la déformation est de la fore(g) = eycoqwt) et la contraintes (t) = spcogwt+ j )
ou encores (t) = A[sg]cogwt) + A[sg]sin(wt) en considérant le module complexe, ce qui conduit a

Z 2p=w Z 2p=w
W= (A[so]coswt)( ewsinwt)dt+ (A[so]sinwt)(  eyw sinwt)dt (2.9)
0 0

soit
W= pA[sole (1.10)

Le travail au cours d'un cycle est donc négatif et il faut bien fournir de I'énergie au systéme qui en
dissipe une partie pour entretenir le mouvement harmonique. Il est donc clair que la composante en
phase ne produit aucun travail, mais que celui-ci provient uniquement de la composante déphasée. De
plus, la composante en phase correspond bien a un phénomeéne réversible en cas de décharge, d'ou
le terme module de stockage pour la partie réelle, alors que la partie déphasée (complexe) produit un
travail, et n'est donc pas réversible. En n, la perte maximale d'énergie se fait lorsqu'il y a quadrature
de phase entre I'excitation et la réponse. Au cours d'un cycle I'énergie dissipée (sous forme non
récupérable : chaleur, rayonnement) est proportionnelle a I'aire dé nie par la ceeheomme le
montre la gure 1.7. Il s'agit d'une boucle d'hystérésis, dont la surf@cest la valeur absolue du
travail fourni par cycle et qui peut se mettre sous la fobrre phA[E]eg.

L'approche par module complexe est donc trés utilisée pour la mesure des propriétés viscoélas-
tiqgue des matériaux. Toutefois, I'utilisation directe de ces résultats pour une modélisation numérique
peut s'avérer dif cile en engendrant des co(ts de calculs importants puisqu'il s'agit d'une modélisa-
tion non paramétrique de la viscoélasticité [TAOQ]. Ceci est notamment le cas pour des analyses en
dynamique temporelle. Des modéles paramétriqgues mieux adpatés que les modéles rhéologiques ont
donc été développés et les principaux disponibles dans la littérature sont reportés en annexe A.

D'autre part, il faut noter que le respect du principe de causalité n'est pas assuré dans cette ap-
proche. C'est notamment le cas si la partie réelle et la partie imaginaire de la raideur complexe sont
trouvés ou choisis constants quelque soit la fréquence [NJH85],[Ker04].
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tan
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(a) Angle de perte (b) Dissipation d'énergie
Fic. 1.7 — Angle de perte et dissipation d'énergie

1.3.2 Mesure ou identi cation du module complexe

Différents travaux ont été menés pour identi er les caractéristiques matériau en fonction de la

fréquence. Les méthodes employées sont généralement uniaxiales et de trois types :

— mesure DMA [Men99] : un échantillon est sollicité dynamiquement par une machine spéci que
sur une gamme de fréquence et une gamme de température. A partir du principe de superposi-
tion temps/température ou fréquence/température, les résultats de mesures expérimentales sont
ensuite synthétisés pour produire un module dynamique sur une large plage fréquencielle. Le
graphique obtenu a trois entrées et deux courbes, appelé nomogramme ( gure 1.8), permet de
prendre en compte la dépendance en fréquence et en température du module de stockage et du
facteur de perte de la fagon suivante :

1. Pour une fréquence donnée (en ordonnées), trouver le point d'intersection entre la droite
horizontale a cette fréquence et la droite isotherme de la température d'intérét;

2. Relever la fréquence réduite de ce point;

3. Tracer la verticale a cette fréquence réduite et relever les intersections avec les courbes du
module de stockage et du facteur de perte dont on peut maintenant relever les valeurs;;

La machine DMA, qui est semblable aux machines de traction, a cependant des dimensions
trés réduite et ne permet de solliciter que des échantillons de faibles dimensions (quelques
millimétres) ayant de faibles raideurs. Ceci est di d'une part au fait qu'elle ne fait aucune
compensation dynamique en supposant simplement un état de déformation quasi-statique, et
d'autre part a la possibilité de mise en résonance de la machine. Elle est donc plutét adaptée
a la quali cation de matériaux mous comme les caoutchoucs. Sur les machines modernes, les
sollicitations peuvent étre de différentes natures : traction, exion, cisaillement, ...

— mesures résonantes sur des échantillons de type poutre [Pri96] ou plague [Cug05, CGSO04,
DVSDW97] : la sollicitation d'une éprouvette a une fréquence de résonance permet de re-
monter a l'information de la raideur et de I'amortissement a la fréquence considérée. Plusieurs
fréquences de résonances ou plusieurs échantillons doivent donc étre considérés pour couvrir
une gamme de fréquences [Pri96, DVSDW297]. Cette méthode nécessite un matériel d'analyse
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dynamique des structures comme celui d'analyse modale. Elle est donc plutot adaptée a la car-
actérisation d'échantillons trés rigides comme les métaux. D'autre part, elle est tres sensible
a I'environnement (modi cation par l'intrusion d'un capteur par exemple) et a la dispersion
des résultats. En n, une méthode d'analyse modale expérimentale peut-étre nécessaire pour
découpler les résultats de mesure, notamment dans le cas des plaques [Cug05, CGS04].

— mesures fréquentielles [HML00, MHAQO, SV@7] : des mesures sont réalisées sur une large

gamme de fréquences a partir d'un essai de propagation d'onde dans un échantillon de matériau
(9. 1.10). Toutefois, les mesures sont réalisées directement sur I'échantillon a la différence
des essais sur barres de Hopkinson pour les métaux. Ce type d'essai est généralement réalisé
en sollicitation uniaxiale de type traction-compression ou torsion et fait appel & un choc (par
explosion) pour I'excitation.
Ces méthodes de mesures visent donc a identi er la raideur et I'amortissement en fonction de la
fréquence des caractéristiques du matériaux, comme par exemple le module d'Young et/ou le mod-
ule de cisaillement complexe dans le cas d'un matériau isotrope. Dans les références [Mas78] et
[Pri98b], les variations fréquentielles attendues pour ces modules complexes sont détaillées. L'allure
des modules est reportée sur la gure 1.9 pour différentes dissipations possibles des matériaux. On
constate qu'une évolution monotone et croissante des parties réelles de ces modules est attendue,
avec une pente nulle a basse et a haute fréquences (en échelle logarithmique). Les facteurs de perte
doivent présenter autant de maxima que de points d'in exions de la partie réelle (et donc au moins
un maximum). L'allure de ces facteurs peut donc étre trés variable. Quantitativement, ils seront moins
important dans les plastiques rigides que dans les caoutchoucs. Par exemple, le maximum du facteur
d'amortissement des modules de traction-compression et de cisaillement complexes serait d'au plus
0,1 et celui lié au module de compressibilité complexe serait d'au plus 0,01. Ces constatations font
attendre une dépendance en fréquence peu importante des modules dynamiques. Expérimentalement
des mesures par jauges ont été effectuées dans la référence[MNLO4] pour mesurer les modules de
Young et de cisaillement complexe, avec une excitation par pistolet a air comprimé de maniére a ex-
citer des ondes longitudinales et de torsion dans des barres de différents diamétre en PMMA et PP sur
une large gamme de fréquences. Les résultats obtenus sont présentés sur la gure 1.10 et montrent la
différence d'ordre de grandeur (au moins égal a 1) entre les parties réelles etimaginaires de ces carac-
téristiqgues. La méme équipe donne des résultats complémentaires pour le module d"Young complexe
de barres en PP dans la référence [HMLOO], avec des barres de différentes longueurs, plusieurs jeux
de jauges de déformation et des excitations par chocs (air comprimé) ou par impacts (pendule). Les ré-
sultats sont présentés sur la gure 1.11 en échelles logarithmique et les lignes verticales indiquent des
zones critiques qui proviennent d'une mauvaise excitabilité a certaines fréquences ou de problémes
liés a des résonances de la structure. Dans la référence [BA/Qles mesures ont été effectuées sur
des barres en PA6 sollicitées en traction par un excitateur électrodynamique. La gure 1.12 reporte les
résultats obtenus par plusieurs méthodes pour le module d'Young complexe. Les résultats montrent
une certaine consistance entre eux.

Peu de travaux s'intéressent a I'évolution du coef cient de Poisson complexe en fréquence, et
beaucoup se contentent de conserver sa valeur statique pour les études en dynamique. Une telle hy-
pothése revient & supposer un amortissement identique des modules complexes d'Young et de ci-
saillement, ce qui implique qu'il doit étre aussi identique aux amortissements modaux. Ceci n'est pas
conforme aux observations expérimentales. Les références [Pri98b] et [Pri00] proposent une étude
théorique et examinent les possibilités de mesures ou d'identi cation pour ce coef cient. Une évolu-
tion monotone et décroissante est attendue pour la partie réelle de ce coef cient. Sa partie imaginaire
doit étre nulle a OHz, tendre vers zéro pour des fréquences tendant vers I'in ni, et étre négative. Le fac-
teur de perte doit présenter un seul minimum. Ces tendances sont présenték=ur absoluesur la
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FIiG. 1.8 — Exemple de nomogramme
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FiG. 1.9 — Evolution théorique dans différentes échelles des modules complexes en fréquence (réf.
[Pri98b])

gure 1.13 dans le cas d'un matériau peu dissipatif . La gure 1.14, issue de la référence [AKSKBO02],
présente un exemple repésentatif de la variation du coef cient de Poisson complexe d'un asphalte
obtenue a partir d'un modéle de Burger (combinaison en série d'un modéle de Kelvin-Voigt et d'un
modele de Maxwell) pour le module de cisaillement complexe et d'un modéle élastique pour le mod-
ule de compressibilité. En ce qui concerne la partie réelle du coef cient sur cette gure, il est par
exemple intéressant de noter le passage de l'incompressibilité en statique a une compressibilité du
matériau avec la fréquence de sollicitation. D'autre part, on peut aussi noter que la partie imaginaire
de ce coef cient est d'environ un ordre de grandeur plus faible que sa partie réelle. Dans la référence
[CG96], une mesure experimentale directe sur un PVC de ce coef cient avec une mesure par jauges
de déformations placées suivant |'axe longitudinal et transverse est effectuée sur une poutre excitée
par la base et a différentes températures. L'analyse des résultats par les auteurs indique que la partie
réelle de ce coef cient décroit bien avec la fréquence ( gure 1.15) alors que la partie imaginaire n'a
pas pu étre exploitable. Dans la référence[MNLO4] (déja cité plus haut), des mesures par jauges ont
également été effectuées pour mesurer le coef cient de Poisson complexe a partir de I'excitation des
ondes longitudinales dans les barres citées. Les résultats obtenus sont présentés sur la gure 1.10 et
montrent la dif culté de ces mesures. La référence [Pri00] conclue dans son étude théorique que la
sensibilité d'une identi cation indirecte de ce module peut étre meilleure par un choix adéquat des car-
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FIG. 1.10 — Modules dynamique issues de la référence [MNLO4] sur des barres en PMMA et PP de 2
diametres différents

actéristiqgues mesurées. Elle préconise l'identi cation des modules de tr&gbde compressibilité
K & cette n.

En n, il convient de signaler que l'identi cation peut également étre menée dans le domaine
temporel et/ou a partir de modele viscoélastiques. L'intérét d'utiliser un modéle présente I'avantage
de cumuler l'information mesurée sur I'ensemble de la plage de fréquence considérée et évite les
"fréquences problématiques” citées ci-dessus par la référence [HMLOO]. Ainsi, dans la référence[] MHAOOQ]
I'identi cation est conduite en supposant approprié un modeéle SLS généralisé de type Maxwell sur des
barres en PP. Les résultats sont reportés sur la gure 1.16 et comparés a ceux issus d'un modéle non
paramétrique. D'autre part, quelques travaux s'intéressent a extraire simultanément I'ensemble des
caractéristigues d'un matériau a partir d'essais complexes, généralement effectués sur des plagues.
Ceci permet d'éviter les dispersions inhérentes a I'emploi de différents échantillons lors des mesures.
Ainsi, [Cug05, CGS04] méne l'identi cation des 6 caractéristiques statiques orthotropes d'une plaque
épaisse a partir d'une mesure de champ par vibrométrie laser, une analyse modale expérimentale des
mesures et un modéle numérique de plaque d'ordre supérieur. La référence [DVSDW97] utilise les
amortissements modaux d'une plaque isotrope ou d'une plaque et de deux poutres orthotropes pour
identi er les amortissements matériaux, en supposant les parties modules de stockage constants en
fréquence. En n, [Guo07] s'intéresse a l'extraction des caractéristiques de raideur et d'amortissement
d'une plaque a quelques fréquences en régime établi par la Méthode des Champs Virtuels. La prin-
cipale dif culté relevée dans ce travail concerne la nécessité d'une mesure de phase précise entre
I'excitation et la mesure du champ de réponse ainsi que la dif culté d'adapter le niveau de vibrations
produit a I'étendue de mesure de la méthode optique choisie.



16 Chapitre 1. Viscoélasticité Linéaire et Mécanique des Milieux Continus

FiGc. 1.11 — Module d"Young complexe de barres en PP (référence [HMLOQ])

1.4 Représentation du module complexe - modeles rhéologiques

1.4.1 Modeles de base

Les modéles rhéologiques sont des éléments permettant de représenter des comportements mé-
caniques de base. Deux comportements nous intéressent :

1. I'élasticité avec le ressort
2. la viscosité avec I'amortisseur

Leur combinaison doit permettre d'obtenir des lois de comportement proches des celles des matériaux,
suivant des régles simples. En série, la déformation totale des éléments est donnée par la somme de
chacune des déformations, alors que les contraintes restent identiques dans ces €léments. En paralléle,
c'est la déformation qui est égale pour chacun des éléments, pour une contrainte totale donnée par la
somme des contraintes induites dans les éléments.

Ainsi, le modéle de Maxwell permet de modéliser un comportement viscoélastique par combinai-
son d'un ressort et d'un amortisseur en série. Le comportement de ce modéle est donné par le systeme
d'équations suivant

S = Sg=S¢
e=¢et &

avecsg = Egeg, S¢ = ce et la dérivation de la seconde équation conduit a

(1.11)
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FIG. 1.12 — Résultats issus de la référence [$9T] pour le module d'Young complexe d'un PA6

VW), vie) , m,()

FiG. 1.13 — Evolution théorique du coef cient de Poisson complexe (d'aprés [Pri98b])

e-e+e (1.12)
ce qui permet d'aboutir a I'équation différentielle de comportement de ce modéle

S s
e= E + - (1.13)
Sa réponse pour different essais peut donc étre déterminée aisément. En :
— Fluage : la contrainte est imposée (contante) doec= 0, d'ou une vitesse de déformation
e= £ constante et il n'y a pas de stabilisation de la réponse pour cet essai; Ce modéle est donc
adapté pour des uides viscoélastiques.
— Relaxation : la déformation est imposée (constante) @donces + . = 0 et la réponse en
contrainte est de la forme : o
S =sge © (1.14)

avecsg = Epep; _ _
— Dynamique : I'excitation est du type= eye!" avec une réponse de la forrme= spel et le
module dynamiqué&(w) = sg=gp S'écrit

jwEg

E .
D iw

E(w) = (1.15)
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FIG. 1.14 — Modélisation d'un asphalte (référence [AKSKBO02])

FiG. 1.15 — Evolution du coef cient de Poisson d'un PVC (réf. [CG96])

D'autre part, le modéle obtenu par la combinaison d'un ressort et d'un amortisseur en parallele ( gure
1.1) est appelé modéle de Kelvin-Voigt ou d'amortissement visqueux. Nous avons dans ce cas

e=e= &
S = Sg+ S.= Ege+ ce (1.16)

d'ou I'on tire I'équation différentielle de comportement

c S
+ =" 1.17
e Eoe E ( )

A nouveau, la réponse de ce modéle pour différent essais peut étre déterminée aisément. En :

) . , Eg
— Fluage : la déformation correspondante est donnéepag- 1 e <! donce! £ lorsque
0 Eo

t devient trés grand ;
— Relaxation : elle est impossible avec ce modéle car il ne peut pas subir une déformation instan-
tanée qui conduirait a une contrainte in nie.
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Fic. 1.16 — Résultats paramétriques et non-paramétriques de la référence [MHAQO] pour le module
d'Young d'un PP

— Dynamique : la réponse en fréquence est
E(w)= Ep+ jcw (1.18)

ce qui correspond a un module d'élasticité constant en fréquence pour un amortissement qui
croit linéairement avec celle-ci.
Ainsi, le modéle viscoélastique de Kelvin-Voigt et celui de Maxwell restent trop simples pour pouvoir
étre représentatifs d'un comportement expérimental. C'est ce qui motive |'établissement de modéles
plus complexes comme ceux que nous présentons par la suite pour représenter des comportements
solides.

1.4.2 Modéles de type solides linéaires standards

1.4.2.1 Modéles solides linéaires standards de type Kelvin-Voigt

Le modéle solide linéaire standard (SLS) de type Kelvin-Voigt, appelé également modele de
Zener, est obtenu par assemblage en série d'un ressort et d'un modéle de Kelvin-Voigt. L'équation
différentielle de comportement s'écrit

(Eo+ Ej)s + cs = EgEje+ ce (1.19)

Ce modele est certainement plus représentatif d'un comportement réel pour des sollicitations simples
comme nous pouvons le voir sur les gures 1.17a et 1.17b. Cependant, et méme si le comportement
de ce modéle dans le domaine fréquentiel donné par le module dynamique

1 .
+
E(w)= i+ ; = aij\/Eob avec a= EoEs etb=
Eo E1+ jwc 1+ JWb Eo+ E; Eo+ E;

(1.20)

est plus proche des matériaux réels (asymptotes basse et haute fréquences, dissipation maximale dans
une zone de fréquences vraissemblable), il est jugé assez peu représentatif de la réalité : la variation
de la partie imaginaire de ce modeéle avec la fréquence s'avére trop rapide. Une correction est donc
généralement apportée a ce modéle en modi ant sa dépendance en fréquence suivant

a+ Eob(jw)*™

E(W) = 1+ b(jw)l=2

(1.21)
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ou en introduisant plus généralement deux parameétres de puissances supplémentaires. Le modéle
ainsi obtenu est appelé modele a dérivées fractionnaires dans la littérature (cf. annexe A). En n, une
autre possibilité pour améliorer la précision de ce modéle peut consister a lui assembler en série des
modéles supplémentaires de Kelvin-Voigt (N au total).

1.4.2.2 Modéeles SLS de type Maxwell

Le modéle de Poynting et Thomson est également quali € de modéle SLS de type Maxwell car
il est obtenu par assemblage en paralléle d'un ressort et d'un modéle de Maxwell (table 1.1). Ony
associe I'équation différentielle de comportement

Eis + cs = EgE1e+ c(Ep+ Ep)e (1.22)
ce qui conduit a une réponse convenable pour un essai de relaxation
s (t) = Eoeo+ Erepe ¢! (1.23)
et qui permet d'aboutir au module dynamique

1 1 ¢ jWE1
E(w)= Eo+ —+ -— = Eo+
(W)= Eo E1 jwc 0 Bt jw

(1.24)

Mais ce modéle étant également peu apte a représenter un comportement expérimental, il est
généralement nécessaire de I'étendre en y ajoutant en paralléle des modéles de Maxwell supplémen-
taires (N au total) pour conduire a I'assemblage proposé par la gure 1.1. Ce modeéle est dit de Maxwell
généralisé ou de Weichert. Le noyau de relaxation correspondant devient

N E
E(t)= Eo+ § Ee &' (1.25)
i=1
et le module dynamique associé est
N .
E.
E(W) = Eo+ & oo (1.26)
i=1g T IW

Comme il s'agit d'une extension du modéle précédent avec un plus grand nombre de parametres, il
permet évidemment de mieux approximer la réalité, avec en contrepartie un plus grand nombre de
coef cients a déterminer ou a identi er.

Ainsi la représentativité des modéles rhéologiques ne peut généralement étre obtenue qu'au prix
d'un nombre de parameétres important. Pour limiter le nombre de paramétres nécessaire, des modeéles
parametriques (ATF/ADF ou GHM) plus élaborés que les modéles rhéologiques ont été introduits. lls
sont présentés en Annexe A. D'autre part, ces modéles 1D uniquement sur le module d'Young ne sont
pas suf sants pour établir des modéles de comportement tridimensionnels en raison des phénoménes
des couplages entre les directions qui doivent étre pris en compte.
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- AN w
Modele de Maxwell Modéle de Kelvin-Voigt
Modéle SLS type Maxwell Modeéle SLS type Kelvin-Voigt

e,

Eo

Modéle de Maxwell généralisé

TaB. 1.1 — Modeles rhéologiques simples

A
Kelvin-Voigt
””” g T Zener
/Le(\e" Nd\g\ [N~~~ ~~~~~~~77
\(\e\“\(\ Maxwell
t Vt
(a) Essaide uage (b) Essai de relaxation

FiGc. 1.17 — Réponse de modéles simples

1.5 Relation de comportement

L'opérateur de relation de comportement en viscoélasticité linéaire 3D que nous ndtedois
étre un tenseur d'ordre 4 pour relier les tenseurs des contrantdsdes déformations dans le
domaine fréquentiel suivant

s=A :e (2.27)

Cet opérateur doit étre symétrique et dé ni positif. De plus, compte tenu des propriétés de symétries
des tenseurs des contraintes et des déformations, le nombre total de coef cients indépendants de cet
opérateur ne peut pas excéder 21 dans le cas des matériaux anisotropes. Pour des raisons pratiques de
traitement, les matrices de déformati@nst de contraintes sont mises sous forme de vecteurs tels
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que 2 3 2
% Sx
& Sy
e=8 % Zes =8 32 (1.28)
Oy Sxy
(0% Sxz
9z Syz
avecgj = g; + ej = 2g; de sorte que
s (w) = Ae(w) (1.29)

1.5.1 Milieux orthotropes

Dans un matériau orthotrope, il existe deux plans de symétrie perpendiculaires. Il ne reste donc
plus que 9 coef cients indépendants, tels que la relation de comportement puisse se mettre sous la

forme 2 3
A1 A Az O

0

A A Ax O 0

A1z Az Aszz O 0
0 0 0 Apm O
0 0 0 0 Asgs
0 0 0 0 0 Aegs

Les matériaux composites a bres dirigées suivant un axe sont un cas particulier de milieu orthotrope.
Les propriétés matériau sont alors invariantes par rotation autour d'un axe de symétrie. Il ne reste plus
alors que 5 coef cients, tels que

(1.30)

©Coooo

2 3
A1n A Az O 0 0
A1 Air Az O 0 0
_ 8 A1z Az Az O 0 0
A8 0 0 0 Aw 0 O (1.31)
0 0 0 Ass O

0
0 0 0 0 0 Ass

avec A4= A1x  Ajpdansle cas des matériaux composites a bres dirigées suivant l'axe 3.

1.5.2 Milieux isotropes

Dans le cas des milieux isotropes, les propriétés matériau sont identiques dans les trois directions.
Dans ce cas, la relation peut étre décrite avec deux caractéristiques seulement. Par exemple sous la

forme
2 | +2m | [ 0O 0 O 3
| | +2m [ 0O 0 O
_ | | |l +2m O 0 O
A= 0 0 0 m O O (1.32)
0 0 0 OmaO O
0 0 0 0O Om
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La loi viscoélastique fréquentielle peut donc s'écrire sous une forme semblable a la loi de Hooke
en élasticité, mais avec des caractéristiques complexes, dépendantes de la fréquence, dont la partie
imaginaire est liée a la dissipation interne du matériau :

s = | tracde)l + 2me (2.33)

avec
nE

=@ @ ™ 2T

ou E correspond & un module de traction, appelé module d'Young compleme eh coef cient de
contraction transverse, dit coef cient de Poisson complexe, de sorte que

(1.34)

2 1 n n n 0 0 0 3
n 1 n n 0 0 0
N E n n 1 n O 0 0
ABM= Tima 2wk 0o 0 o0 LA o o0 (1.35)
0 0 0 o L& o
0 0 0 0 0 1=

2

Les relations entre les caractéristiques sont donc similaires a celles dé nies en élasticité puisqu'elles
proviennent de considérations géométriques ou d'équilibres, et non d'un quelconque aspect temporel
des réponses.

Il est aussi possible d'écrire cette relation avec d'autres jeux de caractéristiques, comme par ex-
emple avec un module complexe de compressitiligt un module complexe de cisailleméht

2 3
K+§GK%GK§GOOO
K gG K+‘§‘G K §G 0 0O
K 2G K 2G K+2%2G 0 0 0
. = 3 3 3
A(K;G) 0 G 0 0 (1.36)
0 0 0 0G O
0 0 0 0 0G
avec
K=z —— -etG= 1.37
31 2n) °° T 21+ n) (1.37)

Les relations entre différents choix de caractéristiques pour la relation de comportement 3D sont
rappelées dans le tableau 1.2.

| | En [ (KG ] (1;6) | (G |
(E;n) - 3(1E2n) 2(1E m | @ 2r?)E(1+ n) 2(1E n) Eﬁ
(KO | ISEE |- K 166 | geo
(1;6) Zﬁziéel 7 : ©) | +5GG - 4%2+<33QGG
(EG)| EL 1 oG | 551 266 -

TAB. 1.2 — Correspondance entre les paramétres matériau
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1.6 Relations de la mécanique des milieux continus

Cette section rappelle les équations de la mécanique des milieux continus et précise les notations
nécessaires par la suite. Nous nous limitons au cas de la dynamigue en viscoélasticité linéaire. Les
références [BD90, p. 113][BP0Q] peuvent étre consultées pour plus de détails sur I'obtention de ces
équations.

FiGc. 1.18 — Solide de référence

Nous considérons un solide de volukhechématisé sur la gure 1.18, de frontidpeé = TV, S W
et ayant un champ de déplacememdrsqu'il est soumis a I'action :

— de forces d'inertie rw 2u

— de forces surfaciquefg sur la surfacd|V;

— de déplacements imposés u sur la surfacé]V,
Le probleme de viscoélasticité linéaire doit alors satisfaire :

— les équations d'équilibre dans le domaine frequentiel [Fel03]

div(s)+ rw?u= 0 (1.38)

surV larelation 1.38 conduit donc au systéme d'équations
8

Tsxx fsxy Isxz — 2
3 ﬂﬂx + ﬂﬂy + ﬂﬂz = rw “u
sy Tsyy o TSy _ 2
; + o + T rw 2v (1.39)
. Szx Szy Szz  — 2
R AR P rww
— les conditions aux limites mécaniques
s:in+ fs=0 (1.40)

surf Vs, avecn le vecteur de la normale sortante ;
— larelation entre les déformations et les déplacements sous I'Hypothése des Petites Perturbations
(HPP)

e %(grac(u)+ gradu)’)= 0 (1.41)
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surV ou encore

2 1 1 1 1 1 3
Tux 1 fu g Tuy 1 fuey T
X 2 Ty + 1x 2 1 + X
= 1 fu & M 1 M Ty,
e_E 2 W™ Ty > 2ty z (1.42)
1 fux 4 Tlu, 1 Tw Ty Ty,
2 Mz X 2 1z Ty 1z
— les conditions aux limites géométriques i,
u u=0 (1.43)

— la loi de comportement 1.27

1.7 Formes variationnelles et Principe des Travaux Virtuels

Nous présentons dans cette section quelques formulations variationnelles a n de poser les bases
nécessaire pour I'établissement d'éléments nis adaptés a notre probléme de viscoélasticité linéaire.
1.7.1 Energie potentielle et formulation en déplacement
1.7.1.1 Solution du probléme direct et énergie potentielle

Dans le cadre de la théorie linéaire de I'élasticité, il est possible de dé nir une fonctionnelle de
I'énergie potentielle totale [DT86]

W= d(Py(u)= 0 (1.44)
telle que
Pu(u)= Pint(u)  Pex(u) (1.45)
avec :
— Pint I'énergie interne de déformation
Z 1
Pint = Ee(u) A e(udv (1.46)
\Y%

— Pex I'énergie des forces de volume et de surface

Z Z Z
Pex= ufsdS+ uRdSt  urw2udV (1.47)
S S v
Ainsi R T
1 Nu+NTu . . Nu+NTu
Pu = 3y ™% A T AV (1.48)

R
o, UfsdS gy s:n(u 0)dS  rw ZuzudV

La solution d'un probléme direct en déplacement consiste donc a minimiser la fonctionnelle de
I'énergie potentielle totale. Ce principe permet de dire que parmi tous les champs de déplacements

cinématiqguement admissibles, celui qui minimise la fonctionnellecorrespond a la solution du
probléme, et que cette solution est unique.
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1.7.1.2 Formulation en déplacement

Il est également possible de dé nir une forme variationnelle associée a I'expression de I'équilibre
1.38, telle que 7

W = u(div(s)+ rw?u)dvV=08u CA (1.49)
\

avecu champ de déplacements virtuels cinématiquement admissible, choisi de maniéere a satisfaire
les équations de conditions aux limites 1.43 (il sera nul sur la frontiére ou la liaison est imposée), avec
des fonctionss (X) dérivables. La formulation forte du probléme est donc affaiblie une premiére fois.
Cette équation variationnelle est de la forme

W= W Wy (1.50)
avec Z
W=  udiv(s)dV (1.51)
\%
et z
Woe= U ( rw?u)dVv (1.52)
v
L'intégration par parties suivante permet d'affaiblir une seconde fois I'expression forte du probleme
Z Z Z
div(u s)dv=udiv(s)dv+ gradu):sdV (1.53)
Y Y Y
avec 1 1
gradu ) = > gradu )+ grad (u) + > gradu ) grad (u) (1.54)
ce qui fait apparaitre le tenseur des déformations virtuelles
e = % gradu )+ grad (u) = %grads(u) (1.55)
et le tenseur des rotations virtuelles
W = % gradu ) grad (u) (1.56)
d'ou
gradu):s=e :s+W:s (1.57)

or le tenseus est symétrique, ce qui entraikié : s = 0 et nalement, nous obtenons l'expression

générale du Principe des Travaux Virtuels (PTV) formulé en déplacements
VA z Z z

W = e :sdv u:fcdS  u:RdS rw? u:wdv=0 (1.58)
Y St S Vv
8 u CA ([BD90]) avecu pour seul champ inconnu du probleme.
Si les fonctions testa et les fonctions solutions appartiennent au méme espace, nous avons
alors une formulation de type Galerkin. Les fonctions de déplacements vittiselst alors dé nies
comme des variations des déplacements réels telles que

u =du (1.59)
L'expression du PTV en déplacements de type Galerkin est alors de la forme
z z z z
dW(u)= de:A :edV du:fsdS duRdS rw? duudv=0 (1.60)
% St S v

8 du CA.
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1.7.2 Formulation mixte

Dans la formulation du PTV en déplacement, seule I'équation d'équilibre du probleme d'élastic-
ité linéaire est mise sous forme variationnelle. Les autres relations sont introduites de maniére forte
dans la formulation. Le principe des formulations mixtes consiste a introduire d'autres équations sous
forme variationnelle ([BD90]) pour obtenir des solutions moins contraintes. Nous montrons alors
dans quelles conditions de choix des champs de déformations il est possible de retrouver une forme
similaire entre les formes mixtes et celle en déplacements, ce qui permet d'établir des éléments nis
simples et performants.

1.7.2.1 Formulation de Hu-Washizu et méthode EAS

Il est possible de dé nir une forme variationnelle associée a I'expression de I'équilibre 1.38, telle
que 7

u (div(s)+ rw 2u)dv (1.61)
\Y
avec :
— une forme variationnelle associée aux conditions aux limites 1.43
Z
R (u udS (1.62)
™

une forme variationnelle associée aux conditions limites mécaniques 1.40
4
u(s:n fg)dS (1.63)

TV

une forme variationnelle associée a la relation de comportement 1.27
z

Ve (s A :e)dVv (1.64)

une forme variationnelle associée a la relation déformations-déplacements 1.41
s e ———— dVv (1.65)

L'intégration par parties du premier terme de 1.61 permet d'écrire

Z Z ~ ~ Z
. Nu + NT
u div(s )dV = MWFNY sdav+  usinds (1.66)
Vv Vv 2 v

et apres simpli cation, nous obtenons une fonctionnelle mixte de type Hu-Washizu du PTV, telle que
W = d(PHw) (1.67)

avec

R qour R R
Puw(u;s;e) = Nl - sdv+ ye:sdv 1 e:A :edv

) (1.68)
+ gy UfsdS+ gy sin(u W)dS+ rw <\ uudVv
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Cette fonctionnelle de Hu-Washizu donne naissance a la méthode EA@r{ced Asumed Strain
[SRF90], méthode dans laquelle on suppose que le champ de déformation dérive d'un champ de
déplacements, et d'un champ complémentaire qui vient I'enrichir, de sorte qu'il puisse s'écrire sous
la forme

Nu+ NTu
e= ———+ e, (1.69)
2
avec la contrainte Z
s:edv=0 (1.70)
Y%

Lintérét majeur de cette méthode est de retrouver alors une forme similaire a 1.48 aprés le report de
cette forme du champ de déformation dans la fonctionnelle de Hu-Washizu.

1.7.2.2 Formulation d'Hellinger-Reissner et méthode ANS

La formulation d'Hellinger-Reissner est basée sur celle de Hu-Washizu présentée dans la section
précédente, mais la relation déformations-déplacements en HPP donnée par I'équation 1.41y est
introduite explicitement d'ou

1Z Z y4 Z
P(us)= = s:A l:sdv+ ufsdS+  s:n(u WdS+rw? uwudv  (1.71)
2 v Vi ™ v
or
R R R R
3vS:A hisdv = gys:iA lisdv+gysiA tisdv 3 ys:A tisdv

= vS A lisdv+ 3 s:A lisdv
(1.72)

ce qui peut également étre mis sous la forme

4 z N N z

s:A l:sdv= s —— — dv+

1
Z s:A l:isdv 1.73
v v 2 2 v ( )

NI =

et permet d'aboutir, aprés simpli cation, a la fonctionnelle mixte de type Hellinger-Reissner du PTV

R R NI R
Pure(u;s) = %VS:A lisdv s N“%NT“ dV+ g u:fsdS

, (1.74)
+ gy, S:N(U WAS+rw < uudV

Il s'agit de I'expression en déplacement de la fonctionnelle de Hellinger-Reissner, mais celle-ci peut
également se mettre sous la forme d'une fonctionnelle en contrainte

R 1 R R ..

vSA s dY{+ v u.dIV(S)dV+R o Ui(sin fg)dS

Phre(u;s) = 3
+ gy, S:nudSt rw 2, uudv

(1.75)
ou encore sous une forme déformation-déplacement (cf. référence[MF91]) avec l'expression

R R - R
Purs(u;e) = %he:A redV e:A N“%NT“ dv+ , ufydVv (1.76)
+

R
gve U fsdSt gy (€A ):in(u @)dS+ rw 2, uudV
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Cette derniére forme permet d'établir la méthode AMSsumed Natural Stra)nCelle-ci est basée
sur la fonctionnelle de Hellinger Reissner dans laquelle intervient un champ de déformation
indépendant tel que
z Nu+ NTu z

e:A: ——— dv=  e:A :edV .77)
' 2 \

ce gui permet de retrouver a nouveau une forme identique a 1.48.

Finalement, nous venons de voir dans cette partie qu'il est possible d'exprimer des fonctionnelles
mixtes de notre probléme mécanique sous différentes formes, ce qui permet d'imposer différentes
conditions de continuités sur les champs introduits.

1.8 Conclusion

Ce chapitre présente les principes généraux de la viscoélasticité linéaire dans le domaine fréquen-
tiel. Les modules complexes traduisent le comportement viscoélastique des matériaux dans ce do-
maine. Nous avons vu en particulier que

— les modules de stockagéA(E], A[G], ...) ont tendance a augmenter avec la fréquence pour

atteindre une limite asymptotiquement;

— les facteurs de perte des modules complexes présentent généralement ou plusieurs pics puis ont

tendance a diminuer avec la fréquence ;

— la partie réelle du coef cient de Poisson a tendance a diminuer avec la fréquence ;

— la partie imaginaire du coef cient de Poisson doit étre négative et présenter un minimum avant

de tendre vers O;

— les parties imaginaires des caractéristiques matériaux doivent étre nulles en statique (limite

basses fréquences a 0 Hz) et sont au moins inférieures a leur partie réelle d'un ordre de grandeur.
Cependant I'utilisation directe de modules complexes tabulés dans la modélisation peut nécessiter
beaucoup de temps de calcul. Une solution peut venir de l'utilisation de modéles représentatifs des
modules trouveés. Les premiers modeles mis en place sur la base de modeles rhéologiques simples
pour approximer ces comportements trouvent vite leurs limites. L'utilisation de modéles rhéologiques
plus complexes (Maxwell généralisé, ...) permet alors d'étre plus représentatif, mais avec un nombre
de parameétres a identi er important.

Du point de vue de l'identi cation de caractéristiques matériau, lI'approche directe par module
complexe semble toutefois étre la plus satisfaisante en premiére approche, méme si les ordres de
grandeurs attendus nous font présager d'une forte sensibilité aux bruits de mesures. En effet, elle ne
nécessite pas le choix d'un modéle et de son nombre de pararagiresi. Cette approche permet
de tirer I'ordre de grandeur des caractéristiqgues matériaux avec une allure des variations. Par la suite,
si cette premiére identi cation s'avere insuf sante, elle peut alors conduire au choix d'un modéle
parameétrique adapté, et a une seconde identi cation qui devrait étre moins sensible aux bruits de
mesures s'ils sont limités a certaines plages de fréquences.

En n le principe des travaux virtuels et les formulations mixtes nous donnent les bases de con-
struction d'éléments nis (présentée dans le chapitre suivant). La modélisation numérique ainsi mise
en place permettra I'établissement d'une méthode d'identi cation expérimentale/numérique pour les
caractéristigues viscoélastiques.
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Chapitre 2

Methodes numeriques

2.1 Introduction

Ce chapitre introduit I'ensemble des méthodes numériques nécessaires pour la modélisation et la
résolution du probléme direct de visco-élasto-dynamique. Les structures concernées par I'emploi de
ces matériaux visco-élastiques sont généralement de type plagues ou coques, éventuellement multi-
couches. Parmi les méthodes de résolution de ces problémes directs, la méthode numérique des élé-
ments nis est trés exible. Elle permet bien d'appréhender ce type de structures indépendemment de
leurs formes et de leur caractére mince ou non.

Pour la modélisation des structures de type plaque ou coque, l'utilisation d'éléments nis vo-
lumiques a connu un essor important dernierement [Sze02], en grande partie grace a I'absence des
degrés de liberté en rotation, souvent problématiques, dans ces éléments. De plus, certains de ces
éléments sont formulés en intégrant une relation de comportement compléte (3D), ce qui présente l'a-
vantage de ne pas introduire d'hypothése de maniére forte. L'augmentation du nombre de noeud par
élément est compensée par la prise en compte des seuls degrés de libertés (ddl) de translation, au lieu
des 5 a 6 ddl/noeud pour les éléments de coque (soit 24 ddl/élément au lieu de 20 a 24). Dans le cas
de l'identi cation de structures éventuellement sandwich et avec des mesures disponibles en surface,
un tel élément présente un intérét certain.

Nous proposons donc en premiére partie de ce chapitre d'étudier les élément nis que nous util-
isons dans ce travail et notamment I'élément H8coque. Au préalable, I'élément volumique classique
est introduit avec les notions et notations nécessaires a n d'expliciter les phénomeénes de blocage que
posent ces éléments dans le cas de structures minces et les remédes a suivre pour les éviter. Ceci
permet d'obtenir des modéles spatiaux des structures.

Les mesures dynamiques permettent de construire des modéles de réponse. Nous présentons donc
les stratégies numérigques pour construire de tels modéles directement a partir des modéles spatiaux
ou via des modéles modaux formés par des bases modales adaptées aux problémes de visco-elasto-
dynamique. L'expansion des données pour rendre des modéles différents compatibles est ensuite abor-
dée. Ce chapitre se termine par I'évaluation statique et dynamique de ces éléments et des structures
employées par la suite pour l'identi cation.

Ce chapitre introduit I'ensemble des méthodes numériques nécessaires pour la modélisation et la
résolution du probléme direct de visco-€élasto-dynamique. Les structures concernées par I'emploi de
ces matériaux visco-élastiques sont généralement de type plaques ou coques, éventuellement multi-
couches. Parmi les méthodes de résolution de ces problémes directs, la méthode numérique des élé-
ments nis est trés exible. Elle permet bien d'appréhender ce type de structures indépendemment de
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leurs formes et de leur caractére mince ou non.

2.2 Approximation par éléments nis - modeles spatiaux

La méthode des éléments nis consiste a discrétiser un solide en éléments de géométries simples
rattachés a des noeuds auxquels sont associées des grandeurs cinématiques. A chaque noeud sont as-
sociées des variables, ou degrés de liberté (ddl) qui peuvent étre de différentes natures : déplacements,
températures,... Les champs sont alors approximés en tout point des éléments par une interpolation a
partir des valeurs associées aux différents noeuds. Les fonctions choisies doivent satisfaire des condi-
tions de continuité entre les différents éléments. De la méme facon la géométrie de I'élément réel est
discrétisée en sous-domaines. Cette méthode est basée sur les formulations variationnelles (équations
1.49, 1.74, 1.76) de telle sorte que les équations de la formulation forte, valables en tous points, soient
véri ées en moyenne sur I'ensemble des éléments, et véri ent

dw= & dw® (2.1)

elements

expression dans laquelle le travail virtuel élémentavé® = du”™ K©®:u w2M©@:u O est
exprimée sur I'élément ni.

La discrétisation ainsi introduite permet aprés l'assemblage, qui est une opération qui consiste a
assurer les conditions de continuité cinématique et d'équilibre entre les éléments, d'aboutir a I'équili-
bre dynamique global discrétisé

K w?M u(w)= f(w) (2.2)

La donnée des matrices de raideur (également amortie dans notke ead¢ mass# globale d'une
structure constitue alors un "modéle spatial” de celle-ci [Ewi00].

Des blocages numériques apparaissent toutefois dans la modélisation de structures si une for-
mulation en déplacement est adoptée. Des stratégies doivent donc étre développées pour lever ces
blocages. Un élément nis, basé sur des formulations mixtes, a donc été développé dans ce sens dans
la référence [LemO00] en vue de modélisations en statique linéaire et non-linéaire géométrique, et nous
I'adaptons ici a notre probléme. Toutefois, avant de passer a sa description, nous présentons I'élément
nis hexaédre de base et les phénomenes de blocages a n d'introduire les notions nécessaires.

2.2.1 Phénomeénes de blocages numériques - Eléments H8 et HSWT
2.2.1.1 Elément H8

L'élément H8 est un élément linéaire de volume, hexaédrique a huit noeuds. Il est basé sur une
formulation en déplacement. Pour former les matrices élémentaires de ces éléments, I'élément de
référence de volumeé(", décrit dans un espace= (x:h;z) ( x, h etz sont les coordonnées dans
l'espace paramétrique), est associé a chaque élément réel de WRimiens I'espace réel= ( x;y; 2)
par la transformation® telle que :

te:x ! x®=x%x) (2.3)

Pour cet élément la transformation géométrique est linéaire par rapport aux coordqnnées

te:x! x(x)= 58_ Ni(x):x = N(x):x (2.4)
i=1
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avec la matrice d'interpolation

3
N 0O O

N=[ N Ne] ou N=40 N 05 (2.5)
0 0 N

et les fonctions d'interpolations

1 x 1 h 1 z
2 2 2

Ni(x;h;z) = (2.6)

Dans cette expression, les fonctidNssont des polynémes ex, identiques pour les trois coor-
données, et sont appelées fonctions de transformation géométriques. La transforfhpéahétre
interprétée comme un changement de variable permettant de passer de la base paramétrique a la base
réelle. L'exemple de I'élément H8 est présenté surla gure 2.1 .

Fic. 2.1 — Eléments de référence et réel H8

Cet élément étant de nature isoparameétrique, l'interpolation de la cinématique est identique a celle
de la géométrie. Sur I'élément de référemne) = N(x)u avec le vecteur des degrés de libertés (ddl)
u= u vi wg U Us Vg Wg T Pour exprimer le vecteur des déformati@te cet élé-
ment dans I'espace réel, nous introduisons la matrice jacobikdada transformation géométrigue

2 qx 1y g2 3
x x x
3=9 I Iz £ telleque  grad( )= Jigrad( ) (2.11)
>x Iy 1z
9z 9z 9z

Cette transformation doit étre bijective, ce qui est assuré si la matrice de la transformation n'est pas

1Une autre propriété importante de cette transformation concerne l'intégration du volume élémentaire :

z z
Vef(x)dxdydz: ” f (x(x)) det(J)dxdhdz 2.7)
car
Vr=dX:(dh A dZ)= def[ dXx dh dZ ] (2.8)
et
Vo= dx(dy dz)=def[ dx dy dz])=defJ[ dXx dh dZ ]) (2.9)

donc
Vp= defJ):def{[ dXx dh dZ ])= defJ)Vr (2.10)



34 Chapitre 2. Méthodes Numériques

singuliére (la singularité intervient lorsque ce déterminant s'annule ou devient négatif). Ainsi :

2 g0 3 2 quix, quth, quiz 3 2 gy 3
% T T2, 2 3. fx
flu Juix 4 qufh  qufz J 0 0 fu
Ty z — Ixqy  Th 1y Tz 1y -4 0 J1 0 5 fih (212)
1 1 E11h 1 0 0 97 1
1w X z Iw
1z PR PR [ A A E
ou encore
2 qu 3 2 3
o h i N, 0 O
v 4_. .n. _ 1 R2 8 i _9 ) i g
2 7 =j3Byu avec B,= B B By et B = 0 N, O
: 0 0 N
Iw "X
9z
_ h _ d (2.13)
avecN'XT = ’]"—’;" 1{1—’?1" 1}1—’\2" . Enn, pour obtenir le vecteur des déformations cohérent avec l'or-
ganisation proposée par la formule 1.28, nous introduisons une matrice de réorgafsation
2 fu 3 2 3
% 2y, 1 000O0O0OO0DO
%Ty % 0 00O0O121O0O0O0TDO
w 1Y
0z _ Ty _g0 00000001
fus v PE ?. avec P=85 10100000 (2.14)
leu, L\;v 1w 001000100
i, fw fiz 000001010
1z~ Ty
d'ou
e=Bu avec B= P;j3:By (2.15)

Suivant la méthode de Galerkithe = B:du et le PTV (équation 1.60) appliqué a I'élément ni nous
donne
z zZ z

dw®=du’  BTABAV u widu' NTrNdV u+du’  NTfedS  (2.16)
f

V( V(e

ou
dw® = du™ K@:u w2M®@:y FE (2.17)

Dans ces expressions, les matrié® etM(® de raideur et de masse élémentaires sont obtenues par
intégration numérique :

Z NPI

K = ()BTABdV' a BT ABw,det(J) dV (2.18)
Ve
Z NoPI

M = GNTTNAV G NTr Nwgdet(J) dv (2.19)
Ve

avecNPI le nombre de points d'intégration, @k les poids de ces points. Pour I'élément H8, une
méthode de Gauss [DT86] a 2 2 points est utilisée.

Compte tenu des relations de comportements proposées dans le chapitre précédent, la matrice
de raideur sera donc complexe et dépendante de la fréquence. De plus, il est important de constater
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qu'une décomposition simple de cette matrice est obtenue lorsque la relation de comportement est une
combinaison linéaire des caractéristiques. Ainsi, avec une relation de comportement isotrope exprimée
a partir deK et G par exemple, nous avons

K® = KKk + GKg = A[K](1+ jhk)Kk + A[G](1+ jhe)Ke (2.20)

En n, on peut noter que ces matrices sont symétriques par construction E{&uest semi-dé nie
positive etM (® est dé nie positive.

2.2.1.2 Phénomeénes de blocages

La solution éléments nis obtenue ne converge que si le maillage est suf samment n. Or, pour
des modélisations de structures de type plagues ou coques, nous souhaitons nous limiter a un seul
élément dans I'épaisseur, ce qui aspriori suf sant puisque I'élément linéaire H8 reste cohérent
avec I'hypothése des sections droites, usuelle dans ce type de structures. Cependant, des phénoménes
de blocages numériques peuvent apparaitre dans ce cas [Sze02] :

— Blocage en contrainte plane, également appelé blocage en épaisseur ou blocage de Poisson :

il résulte de la dif culté d'obtenir une contrainte nulle suivant I'épaisseur pour une structure
sollicitée en exion pure. Avec un seul élément dans I'épaisseur, la solution converge vers un
état de déformation nulle suivant I'épaisseur. L'élément est alors plus raide avec un écart a la
solution exacte de 1 n? [Fel03, chap. 17, p. 17] pour un milieu isotropes. Ce phénomeéne est
illustré pour une poutre plane modélisé par des éléments bidimensionnels en contraintes planes
en annexe B.1.2. Ce blocage n'apparait pas dans les éléments nis de plaques et coques du fait
de l'introduction de I'hypothése de contraintes planes dans la relation de comportement.

— Blocage en cisaillement transverse : il apparait dans le cas d'une structure mince sollicitée en
exion avec un seul élément dans |'épaisseur et provient des termes de cisaillement qui sont
dominants (et non de exion). Cela rend la structure plus raide, et ralenti la convergence. Ce
phénoméne estillustré pour une poutre plane avec des éléments bidimensionnels en contraintes
planes en annexe B.1.1. Ce blocage apparait également dans les éléments nis de plaques et
coques.

— Blocage en courbure : ce blocage apparait dans des structures courbes par une combinaison
des termes liés aux effets de membrane et de exion dans la matrice de raideur. Ce probleme
disparait pour un maillage n, il provoque donc un ralentissement de la convergence.

2.2.1.3 Elément HBWT

L'élément HBWT, proposé notamment par Wilson et Taylor, est un élément hexaédrique linéaire
a huit noeuds enrichi par des modes incompatibles [Wil02, Bat96, BD90]. Cet enrichissement permet
de lever le blocage en contraintes planes, et réduit bien le blocage en cisaillement transverse, sans
toutefois étre optimum sur cet aspect. Cette stratégie fonctionne dans le cadre d'une méthode EAS
et correspond a une formulation mixte (section 1.7.2.1)[YL96]. Cette stratégie est différente de celle
proposée dans I'élément mixte H8PS dans lequel le champ des contraintes est interpolé [PT86]. Nous
avons d'ailleurs pu constater lors de nos expérimentations numériques que I'élément H8PS ne permet
pas de lever les blocages numériques de I'élément H8, alors que la stratégie proposée dans cet élé-
ment s'avére tout aussi ef cace que celle de I'élément enrichi WT dans le cadre des quadrilatéres en
contraintes planes.
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Les modes incompatibles sont introduits dans I'élément HBWT par I'ajout de ddI supplémentaires.
Dans ce cas, le déplacement continu est approximé de la maniére suivante

u= Ny Na : (2.21)

avec les ddl classiquesde I'élément H8, et des d@l = a; ag , Spéciques a l'élement
H8WT. Les fonctions d'interpolation associées sont :

2 3

Na=[ Nai Na2 Naz] avec Ny=4% 5 (2.22)

oo
o o
Voo

ouP,=1 x% P=1 h2etP3=1 z2 Lamatrice de déformation peut alors étre mise sous la
forme

e= Byu+ Bza (2.23)
R
et le travail virtuel interne au niveau élémentaé,; = VdeTAedV s'écrit
Kw K u
— T T uu au
dW, = du'da Koy Koa a (2.24)
avec R
Kw = pBJABudV
Kau = R,BgABuolv (2.25)
Kaa = BlAB,dV

N'ayant pas d'énergie externe associée aux ddls inteane®us avons d'aprées le second systéme
d'équations de 2.24

da’ (Kauu+ Kaaa)= 08da (2.26)
ce qui permet d'exprimer les ddls internes

a= Ka;KauU (2.27)
et de retrouver une raideur fonction des ddls de type déplacerdent: du'Ku avec
K=Ky Kl,KiiKau (2.28)

Cette facon de procéder pour revenir a une forme en fonction des ddls en déplacement est appelée
"condensation statique”.

Remarque 1 En assurant 7
BadvV=10 (2.29)
v

en accord avec la méthode EAS, I'élément représentera correctement |'état de déformation constante.
Pour cela, noys adoptons une méthode proposée dans [Bat96, Wil02] qui consiste a remplacer le terme
Ba parBa g \ BadV.

Remargue 2 L es éléments H8 et HBWT sont normalement intégrés numeériquement avec une
méthode de Gauss en 8 points pour avoir une intégration exacte en I'absence de distorsion de I'élé-
ment. Mais une intégration réduite ou sélective permet de limiter le blocage en cisaillement transverse

qui ralenti la convergence : en intégrant sur 4 points les composantes de la matrice de raideur liées au
cisaillement transverse celle-ci est rendue plus "souple”.
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2.2.2 Eléments nis adaptés aux structures minces

Pour lever les problémes de blocages numériques, nous avons vu qu'une solution est apportée par
des éléments enrichis ou obtenus a partir de formulations mixtes. Nous présentons ci-aprés |'élément
H8coque et Q424 qui sont bien adaptés a la modélisation des structures minces de type coque. Ce
dernier est d'ailleurs considéré comme I'un des meilleurs éléments disponible actuellement pour ce
type de structures [BD90, tome2]. Au préalable, il convient toutefois d'introduire un facteur de
correction de cisaillement transverse pour corriger les erreurs introduites par l'interpolation linéaire
dans le sens transverse.

2.2.2.1 Facteur de correction du cisaillement transverse

Lors de la modélisation de structure mince avec des €léments volumiques, l'utilisation d'un seul
élément dans I'épaisseur conduit a une interpolation linéaire du champ de déplacement dans cette
direction, ce qui impose un champ de déformation transverse constant. Or ce choix ne permet pas de
respecter la solution donnée par la mécanique des milieux continus qui conduit a un champ de forme
parabolique. A n de corriger cette erreur, un facteur de correction de cisaillement trankyerae
étre introduit dans la relation de comportement. Dans le cas isotrope 1.35, nous avons :

1 n n n 0 0 o 3
n 1 n n 0 0 0
— E n n 1 n 0 0 0
A= (1+n)(1 2n)g O 0 0o ixm o 0 (2.30)
o 0o o0 o0 K2 o0

0 0 0 0 0 ki

Pour un matériau homogene, Mindlin a trouvé qu'il pouvait varier de 0,76 peud a 0,91 poun =

0;5. Dans le cas d'une plaque sollicitée en exion pure, I'équivalence entre I'énergie de déformation
fournie par le modéle théoriqgue (MMC) et celle du modéle utilisé conduit au factéur ;83

[BD9O, tome2]. Une autre approche, qui se base sur des considérations dynamiques (la fréquence
du premier mode antisymétrique de cisaillement), a permis de trouver les coef cients 0,86 pour

0;3 etp?=12' 0;82 pourn = 0;176. Toutefois, compte tenu des résultats de convergence que nous
obtenons, nous choisissokis 5=6 dans tous les cas.

2.2.2.2 Elément H8coque

L'élément H8coque a été développé initialement dans [LemOQ]. Il s'agit d'un élément 3D spéci-
gue dédié a I'étude des coques, par l'introduction des concepts liés a ces structures comme la notion
de plan moyen, de repére tangent et de normales a ce plan (cf. gure 2.2). Il permet ainsi la mod-
élisation de structures de type plague/coque sans présenter de blocages numériques par le choix de
formulations adaptées. En particulier, cet élément permet de lever le blocage en contraintes planes
en suivant une démarche similaire a celle de I'élément HSWT (méthode EAS, section 1.7.2.1) et leve
totalement le blocage en cisaillement transverse suivant la démarche utilisée dans les éléments de type
MITC ou Qxg (méthode ANS, section 1.7.2.2).

Ainsi, selon l'usage dans les éléments de coques, les contributions des effets de membrane et de
cisaillement transverse sont dissociés dans la fonctionnelle pour s'écrire

VA Z
AW = dWin + dWs = VdeLHmemdv+ Vdglkegsdv (2.31)
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FIG. 2.2 — Elément H8coque

Ou encore 1
Pint = EuT(Km+ Ks)u (2.32)
avec H 0
—_ m
A= 0 G (2.33)

etles vecteurs de déformations de membeghe e &y €z Gy et transversegl = Oz Oz
D'autre part, deux systémes de coordonnées sont introduits en plus du systéme cartésien global (x,y,z)
pour décrire cet élément :

— le systéeme de coordonnées covarkadé ni par les ﬁoordonnées pwamétrﬁqtl?es[ ap a ; as]

avecay = X, & = X eitagzx;z,ouencoreﬂz %’j 1%’ % ap = JX %T—y 2
T- Ix fy 1z
etaj= X & Jz

— le systéeme de coordonnées lo@apour dé nir les directions dans le plan et transver@es
[ty t n] oun= k:izgik ettq, to sont orthonormaux g.

Ayant introduit la notion de direction épaisseur, il n'est plus nécessaire d'enrichir la base d'interpola-
tion de I'élément suivant toutes les directions comme dans I'élément HSWT pour lever le blocage en
contraintes planes. Ainsi, seule l'interpolation de la déformation de memkgarest enrichie avec

un degré de liberté supplémentadredé ni au niveau de I'élément de sorte que

€, = 1%\/2\/+ z a (2.34)

Ce choix étant lié a la notion de surface moyenne, avec une épaisseur égale de part et d'autre de cette
surface, la contrainte sur I'énergie (nulle) produite par cette variable est véri ée implicitement.

D'autre part, le blocage en cisaillement transverse est résolu en utilisant une interpolation indépen-
dante du champ de cisaillement transverse dans la base covariante, suivant la méthodssAN®

Natural Strair :
3 2

2
1h 1+h 1
6 _gq Gt T A, 7
1 1

>

1+h
t ‘/Qi

1+x
2

= x 5
o C e i g o u (2.35)

= = +

NP NE

Yoo
oUV = ar(xi)T:N (xi) + as(xi) TN (xi), etv? = ap(x) T:N., (%) + ag(xi)T:N; (x;) sont les ma-

trices pour I'expression des cisaillements évalués aux paint,, B; etB, situés au milieu des faces

de I'élément de référence comme indiqué sur la gure€?2Ces champs de cisaillements doivent en-

suite étre exprimés dans le systéme de coordonnées local en utilisant les expressions des systémes de
coordonnée® etF.

2 N, = Nglasz Npglz 3 Ng,l3 3 et ap = NyX, a = NpX, ag = N,X avec X' =
X1 N Z3
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FIG. 2.3 — Projection du cisaillement transverse

Le changement de base permettant de passer du repére covariant au repére local est donné par
e=C'e,Cavec:

3 2
alty alt, alts Ci1 Ci2 Ci3
C=F 1Q: 4 a2t1 a2t2 a2t3 5=4 Coy Cr Cy3 ) (2.36)
a’ty a’t, a’ts 0 0 CGCs3

car le vecteur® est normal aux vecteues etay, il est donc colinéaire &. Mais la réorganisation de

. , . . L e ~
la matrice de déformation en vecteur implique une écriture de la ferme " = Ce, avec
S
2 2 2
c2, cz o C1iCn 0 0
c3, c, O C1Co2 0 0
&= Cis Ch  Cg C15Cas Ci1Cs3 CsCs3 7 Cm (2.37)
2C11C12 2C1Cz 0 CpaCon+ CpiCr2 0 0 Cec '
2C11C13 2CnCo3 0 CpaCoz+ GGz C11Csz CoiCas
261C13 2CC3 0 Cpaolos+ Cpoliz Ciolzz Cpolss
et les déformations covarianteg :
2 3
2 3 2 w 35 3 2 . 37w
€x v a1 Uy ay :N.y 0 vi
enh Th al:up al N 0 "
e, 4_8 M+zal a3u +z:a al:N., z w2-g L+B.a
Gh 4 1}7—‘2‘+% - a2u +a1uh a;N;x"'a-;[N;h 0 . = BPmx a
&% %+ %’(" a3u +a1u2 ajNy+ajN, 0 :
Chy v, w alun+alu, alNp+alN, 0 Ws
1z~ Th a
(2.38)
de sorte que
em= Bm ; avec Bm=Cm By Ba (2.39)
ef L th A 3
2 n 14 2
9s= Bsu avec Bs= Cg3 C%l CZl 4 12x I);Z 1+2x EZ S (2'40)
Ci2 7 Vet 7 Vhe

En n, le blocage en contrainte normale qui provient des discontinuités entres les normales des
éléments (qui induit une combinaison des termes de raideur de exi¢h=&)® et en membrane en

3Dans cette derniére expression, la notaﬁﬁnindique gue les termes de 2.36 sont toujours évalués sur le

plan neutre ez = 0 pour obtenir des déformations de cisaillement transverse constantes dans |'épaisseur. En
outre, les terme€{, etC2, ne sont pas considérés.
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(h=L)) est résolu en exprimant la déformation normale suivant les normales dé nies par la surface
moyenne de I'élément et les normales a ses quatre noeuds (dans le cas d'un maillage trés n les
normales sont alors presque identiques et ce blocage disparait naturellement) :

Ty nJ Nyt N Nuz n Nus MNwa NNyt MNge  nINgg  niNes  z .
Brmz(x:h) = AGch)  Rh)  AGh)  RGch)  Roghy  Reah) oy Reahy  2MOGR)
(2.42)
avec 2
kxs X1k  x . x
h(x:h)= N kxg X2K ni= kxz xik nz= kxg xik 242
(X1 )_ w kx Xak Na = X7 X3 N = Xg X4 ( . )
7 3 3= kX7 X3k 4= ng X4k
kxg x4k
. h 1 1h 1 1h 1 1+h 1 1+h |
— X + X + X + X +
Nv= = & = = = =z 7z “z (2.43)

Pour terminer, les matrices de raideurs de 2.32 sont évaluées sur 8 points de Gauss

NPI NPI
KO & BIABnwgdet(F) et  K©' & BIABawydet(F) (2.44)

et le degré de liberté additionnel #d? est condensé statiquement au niveau de I'élément (ce qui
évite les modes additionnels) avant de forndé? = Kﬁ?) + ng).

On peut toutefois noter qu'il n'est plus possible de conserver la décomposition proposée par la
relation 2.20 du fait de la condensation qui intervient au niveau €lémentaire. Mais I'expérimentation
numérique avec les caractéristiques des matériaux que nous considérons indique cependant qu'il est
toujours possible d'obtenir une approximation linéaire trés satisfaisante avec par exemple dans le cas
isotrope

K(© K (©
Kﬂ + Gﬂ

K 1G
si les gradients sont évalués au voisinage des caractéristiques considérées. D'autre part, la matrice
masse de cet élément est choisie identique a celle de I'élément H8, comme pour I'élément HBWT.

K (2.45)

2.2.2.3 Elément Q4y24

L'élément Q4924 est un élément de coque avec cisaillement transversal suivant la théorie de
Reissner-Midlin. Une présentation détaillée est disponible dans la référence [BD90, pp 326-328].
Seule sa surface moyenne est décrite d'un point de vue géométrique par 4 noeuds. Cela conduit a
une description de la cinématique a partir des 3 déplacements et des 3 rotations de chaque noeud. La
formulation de cet élément est assez proche de I'élément H8coque puisque le blocage en cisaillement
transverse est résolu en utilisant la méme interpolation indépendante du champ de cisaillement trans-
verse dans la base covariante suivant la méthode ANS, et a partir des cisaillements évalués aux points
milieu des arétes de I'élément de référence.

En revanche, le blocage en contraintes planes est levé dans cet élément par l'introduction de
I'hypothese de contrainte plane directement dans la relation de comportement. Le vecteurs des défor-
mations de membrane est alors rédu(Z= e« €y Gy avecdans le cas isotrope

2 3
Q 0Q 26 0
Hn=4Q 26 Q 05 (2.46)
0 0 G
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ouin=1 2% etE= 1 n? Q. Cet élément n'utilise donc pas de degré de liberté additionel a
condenser et il permet de conserver la décomposition exacte de la matrice de raideur suivant :

K® = QKo+ GKg = A[Q](1+ jho)Ko+ A[G](1+ jhe)Ke (2.47)

dans ce cas isotrope.

2.3 Modéles de réponses et méthodes d'expansions de données

Lesmodeéles de réponsdsscrets peuvent étre construit expérimentalement a partir d'un ensemble
de fonctions de réponses en fréquences (FRF) mesurées en différents points de I'espace d'un solide
[Ewi00]. lls correspondent a une description du champ de réponse d'un solide pour des sollicitations
localisées et unitaires. Cette section s'intéresse a |'évaluation numérique de tels modéles, a partir
des modeles spatiaux discrets décrits par les matrices EF. Nous présentons tout d'abord I'évalua-
tion directe de ces modéles puis les possibilités de construction sur bases modales, c'est-a-dire via des
modeles modauxa construction de ces modeles est d'abord abordée d'une maniére générale. En par-
ticulier elle n'est pas dépendante d'un modéle particulier d'amortissement. Par la suite, nous dévelop-
pons néanmoins les modéles d'amortissement hystérétiques et visqueux dans le but d'interpréter les
informations des modéles modaux construits et de donner les relations nécessaires a l'identi cation
des caractéristiques matériaux. Des méthodes simples d'expansion dynamique des données sont en-
suite présentées dans le but d'étendre les données de mesures et d'obtenir nalement des modéles
numeériques et expérimentaux compatibles.

2.3.1 Modele de réponse par évaluation directe

Le modéle de répondd(w) peut étre obtenu simplement par inversion de la raideur dynamique
complexeZ :
Hw)=Z"= K wM * (2.48)

Dans cette expressiofi,)* dénote I'opérateur pseudo-inverse au sens de Moore-Penrose [GR96,
GVL96]. Dans notre cas de structures amorties, il n'est nécessaire qu'a la fréquence nulle et en l'ab-
sence de conditions aux limites permettant de bloquer les mouvements de corps rigides. Il permet dans
ce cas de ltrer les mouvements de corps rigides dans la solutiamd(ue celle-ci est orthogonale
aux modes rigides). D'un point de vue numérique, le modéle de réponse est donc obtenu en résolvant
le systéme suivant :

FEM M(;:R IH - g (2.49)

a la fréquence nulle et avec les modes rigiBes En dehors de ce cas particulier, il n'est pas néces-
saire d'avoir recours & une pseudo-inversion et une inversion classique s$titt Z 1. Ainsi, la
solutionU du systeme

ZU=F (2.50)

donneH lorsqueF = | c'est-a-dire pour une excitation unitaire de chaque ddl I'un aprés l'autre. Ainsi,
si nous ne nous intéressons pas a l'ensemble des réponses de la structure mais seulement aux réponses
pour un effort donné en un point, il suft de construire un seul vecteur d'effort avec une composante
non nulle.

D'autre part, des modéles de réponses peuvent étre également obtenus pour des réponses de type
vitesses ou accélérations.
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Remarque 1Les systemes amortis présentent en général la particularité d'avoir des fréquences
de résonances ayant une dépendance spatiale. Il s'agit donc d'une propriété locale, contrairement
aux fréquences propres qui sont données pour I'ensemble de la structure (propriété globale). Ceci
peut étre illusté par un exemple simple en considérant un systeme a 2 ddl amorti hystérétiguement
o1 ek=jn) %7
On notewy la pulsation de résonance du mode prdgretwy la pulsation propre. La pulsation de
résonance correspond a I'amplitude maximale de chaque FRF autour de la pulsation propre associée
au modek. Nous I'obtenons en cherchant la pulsation qui annule la pente de chaque FRF. La pulsation
propre associée au moleorrespond quant a elle a la pulsation calculée pour le systeme non amorti

"virtuel”, ou obégnue par un test d'appropriation. Pour le systéme dé ni, la pulsation propre du premier

mode estv; = % Cependant, le calcul analytique (aprés une approximation par un développement

de Taylor) permet d'obtenir les pulsations de résonance en déplacement pour chaque élément de la
matrice de FRH' tels que :

— wit= wi+ —3:2h2+ o(h?®) pourH!

— w2 = wy+ 2.-2h2+ o(h3) pourHZ ouH?

_ Wr212= Wy + 11 250 25h2+ 0(h3) pourHZZ
Il apparait donc pour ce systéme simple que les fréquences de résonance dépendent du point considéré,
méme si dans ce cas, les écarts peuvent étre faibles. Mais il est aussi possible de véri er cette propriété
pour des modeles d'amortissement plus élaborés de la méme fagon. Nous avons d'ailleurs trouvé ce
type d'étude dans la référence [FL98] pour un systéme avec amortissement visqueux. Nous allons
illustrer cette constatation par la suite, tant avec les modéles numériques amortis, qu'avec les modéles
expérimentaux.

avec pour matrice de masse et de raideur compiéxe

2.3.2 Modele de réponse sur base modale
2.3.2.1 Casgénéral

La solution d'un probléme de visco-elasto-dynamique peut étre recherchée sur une base modale
suivant
u=Y:x (2.51)

en cherchant des solutions de la forme ugel™ pour une force de la forme= foel"t ouw2 R.
La base des modes compleXésst quant a elle obtenue en recherchant des solutions propres de la
formeu = y € ! pour des forces nulles avéc2 C. lIs véri ent donc

K(L)Y = MYL?

Y':M:Y = m (2.52)
et les participations modalessont obtenues par la solution de
YT Kw) w?M Y:x=YTf(w) (2.53)
compte tenu de 2.2, d'ou
x= m L2 wA 1YTf(w) (2.54)

de sorte que
1
u=Y¥ m L% w? Y Tf(w) (2.55)
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Dans le cas de matrices structurales de dimendibnsN ( N DDL), il existe doncN modes
propresy , = Aly ]+ jAly ,] complexes regroupés dans la matrice des modes comp¥exissla
facon suivante :

Y=[ygonyninyal (2.56)
Ces modes complexes doivent étre interprétés par I'amplitude de chaque DDL du systéme, associée
a un angle de phase. Dans ce cas, les noeuds de vibration ne sont plus xes au cours du mouvement.

Ce phénomene peut s'illustrer simplement en regardant I'évolution temporelle du second mode de
vibration d'une poutre encastrée, comme présenté sur la gure 2.4. Dans le cas d'un mode réel associé

(a) mode réel (b) mode complexe

FIG. 2.4 — Evolution temporelle du second mode d'une poutre encastrée

au méme systéme sans amortissement, le noeud situé au centre reste xe, contrairement au cas d'un
mode complexe ol sa position change. On associe a chaque mode Un p&dl ]+ jA[l (] et la
matrice des pbles complexksest une matrice diagonale :

3

2 .
ng Iy é (2.57)

D'autre part, les matrices structurales étant symétriques, les vecteurs propres droits et gauches sont
identique$ et la matricemest diagonale. Ainsi, il est possible de réécrire la solutisuivant :

N
u= Qy,x= f(w) (2.58)

a
r=1 r=1 mr (
mais en pratique, la base modale n'est jamais calculée dans son intégralité pour satisfaire un com-
promis entre la précision et le colt de calcul. C'est donc une base modale tronquoémlas qui est
utilisée (k< N):

N T
Q y ry r
12 w?)

k
u= vy, x (2.59)
r=1
en négligeang {\‘z k1Y rXr. Si nécessaire, il est cependant possible d'améliorer I'approximation
obtenue par des termes complémentaires suivant la méthode des accélérations modales généralisées
[Rix01].
Dans un cadre viscoélastique général, la matrice de raideur est complexe et dépend de la fréquence

via les caractéristiqgues matériaux. Les modes complexes associés doivent donc étre évalués en prenant

4Les vecteurs propres droits et gauches sont identiques puisque les matrices stru¢tetdiesont symétriques par
construction.
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en compte cette dépendance en fréquence. Pour résoudre ce probleme de vibration non linéaire, il
est possible d'appliquer une méthode itérative de Newton-Raphson avec pour solution initiale les
solutions propres du systeme réel dé ni par la statique. Dans ce c&gylemiéres solutions propres

du systeme réel peuvent étre obtenues ef cacement par des méthodes dites de sous-espaces, comme
la méthode des itérations inverses ou la méthode de Lanczos (cette derniére pouvant étre vu comme
une variante des itérations inverses). Alors que la méthode des itérations inverses itére sur I'ensemble
des vecteurs orthogonaux, la méthode de Lanczos utilise I'ensemble des itérés successifs obtenus par
itérations inverses pour approcher I'espace des vecteurs recherchés de maniére globale. Cherchant
ensuite laj-eme solution propre et considérant la matrice de raideur dynamique, il est possible de
former le résidiRtel que

Ri=K(I )y + 1My =201y (2.60)
dont le calcul de la variation donne

_ YRs TR1

2 .
DR; = ﬂlj2D|1+ﬂijyJ (2.61)
ou " I #
DR1 = LS +M Dl 2+ Z:Dy 2.62
1= 112 Y j LY (2.62)

J

De plus, la condition de normalisation et d'orthogonalisation des modes permet de former un second
résiduR; tel que

Ra=y[My; m (2.63)
dont la variation est donnée par
DR, = 2y [MDy (2.64)

La méthode de Newton-Raphson permet alors d'actualiser les modes et pbles du systéme non linéaire
jusqu'a leur convergence en résolvant le systéme suivant

" #
R 1R
TF{ HT\’% », = R (2.65)
2 2
TR Dl R2
gue nous écrivons
n ﬂK #
Z atMy; Dy ; Zy |
T J = ! 2.66
2y T™ 0 DI# yiMy; m (229

Mais en pratique nous modi ons légérement le systéme précédent pour retrouver un systeme a re-
soudre symétrique :

" #
Z(lj) My Dyi _ ZY |
DI j

yjMm 0 2 YiMy; m

(2.67)

Il faut toutefois noter que ce systéme ne sera pas singulier s'il est formé en fonction de la multiplicité
du polel ;. Il aura donc N+1 équations pour un pdle unique et N+m équations pour m poles identiques,
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2.3.2.2 Modele hystérétique

Pour un modéle d'amortissement hystérétique, il est possible de développer et d'interpréter les
informations du modéle modal précédent. En effet, la matrice de raideur ne dépend pas de la fréquence
et peut se mettre sous la forme

K= Kgr+ jK; (2.68)

et I'équation générale du mouvement s'écrit

(Kr+ jK|) W?M u=F (2.69)
Ainsi nous avons pour le mode
(Kr+ jK)Y,+12My, =0 (2.70)
d'ou - .
I 2: yr (KR+ JK|)yI’ (271)
' YMY,

Les matrices de masse et raideur étant symétriques, les vecteurs propres droit et gauche sont iden-
tiques et ils permettent de les diagonaliser :

2 3
0
YT (Kr+ jK)Y = § k(1+ j:hr) Z (2.72)
0 E
2 3
0
YTMY = § m Z (2.73)
0 .
de sorte que
| 2= (1+r‘nhr)k“: w2(1+ j:h) (2.74)

ouw;, estla fréquence propre du modeth, son facteur d'amortissement modal hystérétique. Ainsi,
le modéle de réponse s'écrit :

N

Hw)= & yoyi (2.75)
=1 M(w2 w2+ j:hp:w?)

D'autre part, lorsque la matrice de rigidité du systéeme peut se décomposer linéairement dans les
parameétres matériaux suivant

K= A[K]:hk:Kk + A[G]:hg:Kg (2.76)
il est possible d'estimer I'amortissement modial En effet :
Y/ Kiy, =y (A[Kl:hk:Kk + A[GlhciKe) Y (2.77)

ou
hrk = hcy [ (AKIKK) Y+ hey [ (A[GlKg)Y, (2.78)
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et ainsi I'amortissement modal est donné en fonction des proportions d'énergies mises en jeu par
chacun de ces paramétres dans les modes propres :

h, = hKer(A[K]SKK)Yr N hGer(A[GliKG)Yr
Y TKRY Y TKRY

(2.79)

Une autre situation d'intérét concerne les structures composées de 2 couches, dont l'une est élas-
tique et l'autre viscoélastique, avec pour seul paramétre complexe le module de cisaillement. Ainsi

K=K®O+K?+ jA[G:hgKP (2.80)

et
Y] A[GIKY v,
hy = hg . (2.81)
Y] KO+K? vy,

En n, une situation numériguement simple se produit lorsque= hg = h dans une structure
(ce qui correspond a une situation dite d'amortissement proportionnel) puisque

K = Kr(1+ jh) (2.82)

et les solutions propres, réelles, du systéme

KRf = Mf L2
fT:M:f =m (2.83)
permettent de diagonaliser égalemkntavecf les modes propres réels. Airgi= h et
N f £
Hw)= Q — (2.84)

=1 Mw? w2+ j:hp:w?)

Physiquement, cette situation est cohérente avec un choix de module de Young complexe pour un
coef cient de Poisson réel.

Remarque 1 L a méthodeModal Strain Energyou MSE est une méthode dédiée a I'étude de
I'amortissement de ces structures viscoélastiques composites. Son intérét réside dans le codt de calcul
faible, car elle évite la formation de matrices complexes. Le principe est de considérer que, pour un
mode donné, le rapport précédent 2.81 peut étre approximé par

f7 A[GIKY f,
h = hg - 3 (2.85)
f! KO+A[GIKS f,

en faisant I'hypothése que le matériau viscoélastique a une raideur uniguement en cisaillement, et
que les modes réels sont obtenus par solution du probleme réel (les matrices de raideur sont supposées
réelles). Cette méthode est valable pour des structures faiblement amorties, puisqu'elle considére que
les modes sont réels. De plus, on suppose que les matrices sont constantes, or les matériaux viscoélas-
tiques présentent une forte dépendance avec la fréquence. Il existe donc une variante itérative de cette
méthode qui permet de calculer une matrice de raideur dépendant de la fréquence [TAOQ].
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2.3.2.3 Modéle visqueux

Nous nous intéressons maintenant au modele avec amortissement visqueux dans le cas général.
La matrice de raideur peut se mettre sous la forme

K=Kg+ jwKc (2.86)

et I'équation du mouvement propre s'écrit

(1 2M+1,Kc+ KRy, =0 (2.87)
ce qui permet d'exprimer I'équation véri ée par les pdles du systeme
ml2+cl,+k=0 (2.88)
avec
m =Yy ;I—Myr
G =Yy ;I—Kcyr
kr =y IKRy r
d'ou p
G ¢z 4km
flyl,g= — — —— 2.
rir g 2m Zm ( 89)
ou q
flyl,g= zw jw, 1 2z2 (2.90)
en posant
(o k ..
ZW, = ﬁ et  w2= o jl 12 (2.91)

avecz, le facteur d'amortissement modal visqueux.
D'autre part, le développement de I'expression suivante :

(I, °M+1, Kc+Kgr)y,=0 (2.92)

conduit aux mémes équations que 2.87, ce qui indique qu'il existe toujours 2N solutions propres. La
matrice des FRF peut donc s'exprimer de la maniére suivante :

R 1) 2 2 A4

H(w) = - -
W = a 2w 1 aiw 1) |
- & yoyy o . Yoy

1 oawzot jw owe 1 z7)  a(wz+ jwrw 1 z?)

gjw(rAﬂA) (Al +:A )
r=1 |I’|r w2 jW(|r+|r)
H
aveca, = m(l, |,)etA= %.Comme:
8 2
3 [l = wy

lr+ 1, =2Rd = 2Z:W D
2 (Al + A | = 2A[AJA]l ]+ 2ALAIAll (1= 2(zzW)A[A]+ 2(wy 1 z2)A[A]
. A+ A = 2rd(A)

(2.93)
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nous avons nalement :

N zewe+ JWALAL+ (Wi T Z2ALA]

Hw)= § 2 .
(W) S‘l W2 W2+ 2jz,wew

(2.94)

Cette forme permet de remarquer que le numérateud diepend de la fréquence pour ce mod-
ele d'amortissement. La fonction de réponse impulsionnelle (HRB) obtenue par transformée de
Fourier inverse de la forme précédente est toutefois plus explicite avec pour un éigiftedeh(t) :

N q
hi(t) = & j2Auie “™lcos w, 1 z2t+j (2.95)
r=1

Remargue 1 Pour des raisons de simpli cation de calculs, les modéles d'amortissement sont
souvent de type proportionnel, avec une matrice d'amortissement formée par une combinaison linéaire
des matrices de raideur et de masse. Cette propriété évite le calcul et I'assemblage d'une matrice
d'amortissement et donne des propriétés particulieres au cas général présenté ci-avant. Les modes
propres du systéme non amdetipermettent de diagonaliser les matrices structurales et

Hw) = & fifs (2.96)
=1 M(WZ - W2)+ 2jwwiz;) '
Par dé nition, la matrice d'amortissement visqueux proportionnel est de la forme
Kc= bKr+ gM (2.97)

Cet amortissement est aussi appelé amortissement de Rayleighy a&atecles coef cients qui le
dé nissent. Dans ce cas, le systeme amorti possédera la propriété suivante :

bw,
2, = ry 9
2 2Wy
Il existe une condition plus générale qui permet d'af rmer qu'un systéme amorti posséde les mémes
modes propres qu'un systéme non amorti, Soit :

(2.98)

(M KYM C)=(M )M K) (2.99)

Toutefois, il est plus dif cile d'en faire une interprétation physique.

Remargue 2 Les tests numériques que nous avons effectués montrent que la stratégie générale
que nous avons proposé précédemment (section 2.3.2.1) s'avére ef cace pour évaluer les modes com-
plexes et les FRF d'un tel systéme visqueux. D'autre part, la référence [Gm97] propose une méthode
sur sous-espace d'extraction directe des modes complexes spéci que a ce modéle d'amortissement.
Il n'est donc pas nécessaire de former les matrices d'état, ce qui nuierait grandement a l'ef cacité
numeérique en doublant la taille des matrices EF.

Remargue 3On peut remarquer en comparant les équations 2.84 et 2.96 qu'il existe une relation
entre les deux types d'amortissements telle que

1w

= ——h 2.100
Xy Swor ( )
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2.3.3 Méthodes d'expansion des données

Les modeles expérimentaux et numériques sont souvent différents car chacun d'entre eux a ses
propres contraintes (technique de mesure, accessibilités de certaines zones, ... pour l'un, et type de
maillage, convergence du modéle, ... pour l'autre par exemple). Il est alors nécessaire de réduire les
modéles ou d'étendre les valeurs (mesurées ou calculées) pour pouvoir appliquer la méthode désirée.
Nous sommes intéressés dans ce travail par I'expansion des données issues de mesures dynamigues.
Les références et les méthodes dans ce domaine sont nombreuses (a n d'obtenir un bon compromis
entre temps de calcul et qualité des résultats), mais nous nous limitons ici a une présentation de la
méthode d'expansion dynamique et de la méthode SEREP (cf. [PRI98a, SRMGRO03] par exemple).

Méthode d'expansion dynamique La méthode d'expansion dynamique est une méthode exacte si
le modele numérique l'est aussi. Elle se base sur la réécriture de I'équilibre dynamique en le partition-
nant suivant les ddl retenus notég et les ddl condensés notés. Ce systéme est de la forme

Zrr Zlg UR fr
= 2.101
Zcr Zcc Uc fc ( )
On adonc
Uc=Zcdfe  ZodZerur (2.102)
d'ou I'expression de I'ensemble des ddl en fonction des ddl retenus
UR | 0
= UR+ 2.103
Uc ZcéZCR R ZcéfC ( )
ce qui s'écrit encore
u= Tur+ Uf (2.104)

Cette méthode présente I'avantage d'étre exacte, mais son principal inconvénient est le colt de calcul
gu'elle engendre.

Méthode d'expansion SEREP La méthode SERERSstem Equivalent Reduction Expansion Pro-
ces3 est une autre méthode d'expansion. Se basant sur le méme partitionnement des ddl, les modes
propres du systéme élastique peuvent aussi s'écrire sous la forme

f = fe (2.105)
fe
En cherchant une badg telle que
u=fTy (2.106)

on a la relation

ugr=f RTl (2.107)
d'ou

T,=f EUR (2.108)
De plus, on a aussi

uc=fT1 (2.109)

soit
uc = f of RUR (2.110)
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ce gui conduit a la matrice d'expansion

7= fr fh (2.111)
fC

A ce point, il est nécessaire de distinguer 2 situations. Tout d'abord, si le nombre de ddl retenus est
inférieur au nombre de modes numériques, alors

fh=fF fqf (2.112)

-
)
—_
—
1

+

. 1 . . . .
Dans le cas contrairé,, = f &f 5 ~f L et aucune simpli cation de I'expression 2.111 n'est pos-
sible. De plus, le champ retemg aprés expansion ne sera pas identique au champ initial et sera lissé
par cet opérateur d'expansion dans ce cas.

2.4 Evaluation des éléments et applications numériques

A n de caractériser les éléments présentés, différents tests peuvent étre effectués. Sauf mention
contraire, tous les tests sont faits sur des modeles développés sur la plate-forme Matlab [Mat04]. Nous
présentons d'abord les patch-tests qui sont les premiers tests a effectuer sur de nouveaux éléments.
Nous nous intéressons ensuite aux performances des éléments sur des cas tests simples, en statique,
puis en analyse modale non amorti. Nous nissons cette section par la présentation de quelques appli-
cations en dynamique utiles pour la suite de ce travalil.

2.4.1 Patch-tests

Lorsque I'élément ni estimplémenté, des tests permettent de s'assurer du bon fonctionnement de
cet élément. Ce sont les patchs-tests. Leur réle concerne la validation de I'élément et ne permet pas de
conclure sur la qualité ou I'ef cacité des modélisations avec ce dernier. lls permettent uniquement :

— de tester la programmation pour I'assemblage de plusieurs éléments

— de véri er la stabilité de la solution
Il existe trois grand types de patchs-tests :

— Forme A:

Conditions limites u = U sur tous les noeuds du contour, on véri e alors fjie= Ku = 0 sur
tous les noeuds internes au maillage.

— Forme B ou patch-test cinématique :

Conditions limites u = U sur tous les noeuds du contour, on véri e que les déplacements aux
noeuds internes correspondent bien aux valeurs théoriques.

— Forme C ou patch-test mécanique :

Conditions limites : imposition d'un minimum de ddl bloqués sur le contour juste pour sup-
primer les mouvements de corps rigide et sollicitations sur le reste du contour pour obtenir un
état de contraintes constant. On véri e que les contraintes internes sont constantes. La répar-
tition des efforts sur les noeuds externes doit se faire en calculant la sollicitation équivalente
[BD9O, p 262].

Les éléments décrits précédemment passent ces patch-tests.
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2.4.2 Tests statiques

Le but des tests statiques est de valider la matrice de raideur des éléments nis en terme de con-
vergence de la solution, mais également de véri er la vitesse de convergence. Pour cela, deux con g-
urations de plaque, mince et épaisse, sont d'abord testées sur un cas test d'une plague encastrée sur
ses bords et chargée en son centre. Ensuite, le cas test du cylindre pincé, plus sévére, permet de valider
les éléments lorsqu'ils sont distordus.

2.4.2.1 Plaque carré

Le cas test choisi est celui d'une plaque carré encastrée sur ses bords et chargée en son centre
(gure 2.5). Les caractéristiques de cette plague $ont0:2m, E = 3GPan = 0:3. La modélisation
ne fait intervenir qu'un quart de la plague avec des conditions de symétrie. Dans un premier test, les
dimensions de la plaque satisfont les conditions de la théorie des plagues minces (théorie de Kirchhoff
qui néglige le cisaillement transverse), et qui dispose d'une solution théorique. Dans un second test,
les dimensions de la plaque satisfont les conditions de la théorie des plaques épaisses (théorie de
Reissner/Mindlin qui prend en compte le cisaillement transverse). Il n'y a plus dans ce cas de solution
analytique au probléme.

FIG. 2.5 — Plaque carrée test

Les éléments choisis (sauf le H20) sont basés sur des interpolations linéaires et avec un seul
élément dans I'épaisseur le facteur de correction de cisaillement transverse choisi a 5/6. Pour ces
tests, nous comparons :

— I'élément H8 présenté dans la section 2.2.1.1. Basé sur une formulation en déplacement, il
n'est pas adapté a la modélisation de structures minces et permet de mettre en évidence les
phénoménes de blocages;

— I'élément HBWT (section 2.2.1.3);

— I'élément HBWTO, variante de I'élément H8WT, sous-intégré sur la partie liée au cisaillement
transverse;;

— I'élément H8coque (section 2.2.2.2) ;

— I'élément Q4g24 (section 2.2.2.3). Il est considéré comme élément de référence.

— I'élément H20 qui, comme I'élément H8, est formulé en déplacement, mais posséde 20 noeuds/élément
pour une interpolation de degré 2.

Solution de plaque mince Une solution analytique donne la valeur de la ecleau centre de

la plaque pour les conditions aux limites retenu@s= 5;6:10 3%'-2 avecD = % la rigidité
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en exion de plaque mince, d® la valeur de la force ponctuelle. La plague choisie a une épaisseur
h= 1mmsoit un rapport caractéristique de 200 pour respecter I'nypothése de plague mince. Les ré-
sultats de convergence sont présentés sur les gures 2.6. Il apparait clairement qu'un élément linéaire
formulé en déplacement (élément H8) n'est pas adapté a cette modélisation en raison des blocages
qu'il présente. L'élément HBWT présente également un blocage en cisaillement transverse qui ralenti
sa convergence, probleme qui est résolu dans sa variante avec intégration sélective. Tous les autres élé-
ments convergent rapidement vers la solution. Les éléments HBWTO, H8coquey24 Qdrmettent
donc de bien modeéliser les plagues minces dans le cadre de ce cas test.

Nous pouvons aussi remarquer sur la vue détaillée que les modéles ne convergent par exactement
vers le solution de référence, celle-ci étant basée sur une théorie des plagues minces qui n'intégre pas
d'effet de cisaillement.

T T l 1.01
1k A D & AN o W 5 & & %
>/,/ & U—— 5 7 5
* 1
//
0.8; // ' ——Hs ]

° / —f—HBWT 0 2991
= 1 =
Zos | HewTo | | £
< H8coque 2 008t
£ ~5-Quc24 2 —i—H8
o] 04l / H20 1 @ / —k—H8WT
e * 097t H8WTO |

H8coque

I -5-Q4aG24

0.2}/ ] i / Q i
* |
e i i i 0.95LL 1 L i i i
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Nombre d'éléments Nombre d'éléments

FiG. 2.6 — Convergence des différents éléments pour une plague mince

Solution de plaque épaisse N'ayant pas de solution analytique pour un modéle de plaque épaisse,
nous comparons la solution des différents modéles entre eux. La plague a une épaissdaam

soit un rapport caractéristique de 20 ce qui représente bien un cas de plaque épaisse. Les résultats de
convergence sont présentés sur les gures 2.7. Nous pouvons constater que |'élément H8 n'est toujours
pas adapté pour cette modélisation. En revanche, tous les autres éléments convergent vers une solution.
Le détail de la convergence indique de nouveau que les résultats obtenus pour les éléments HBWT,
H8WTO et H8coque sont trés proches de ceux de I'élément de référeng24Qdlors que I'élément

H20 converge un peu plus lentement.

2.4.2.2 Eléments distordus

Un autre aspect pour |'évaluation de la performance des éléments concerne I'in uence de la dis-
torsion des éléments sur la vitesse de convergence vers la solution. Pour cela, nous comparons la
solution obtenue sur le maillage d'une plaque avec des éléments distordus comme présenté sur la g-
ure 2.8. Les dimensions de la plaque, ainsi que les paramétres matériau choisis sont identiques au cas
précédent, alors que le maillage est fait sur l'intégralité de la plaque puisqu'il n'y a plus de symétries.
Les paramétres de distorsion du maillage sont respectivearrerit;5:10 2L etb= 10:10 L. Les
résultats de convergence dans les cas de plague mince et épaisse sont présentées sur les gures 2.9.
Pour la plaque mince, en dehors de I'élément H8 qui présente toujours des blocages, tous les éléments
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FiG. 2.7 — Convergence des différents éléments pour une plague épaisse

convergent vers la solution de référence. L'élément H8BWT converge plus lentement que les autres.
Le comportement non monotone de I'élément H20 a été con rmé avec un code de calcul industriel.
Au niveau de la convergence dans la cas d'une plaque épaisse, seul les éléments H8WT, H8coque et
Q4 g24 convergent vers la solution trouvée dans le cas d'un maillage régulier. Les éléments H20 et
H8WTO ne permettent pas de converger dans ce cas la.

a

-

FiG. 2.8 — Plaque avec maillage distordu

2.4.2.3 Cylindre pincé

Ce test est basé sur une coque cylindrique mince avec un diaphragme a chacune de ses extrémités,
et sur laquelle une force radiale est appliquée. Ce test tres sévere, implique un blocage en cisaillement
transverse plus important que celui en membrane. De plus, il permet de tester des éléments dans des
con gurations non coplanaires. La géométrie de référence est présentée sur la gure 2.10, alors que le
maillage, pour des raisons de symétries, n'est fait que sur 1/8éme de la structure. Les propriétés sont
R=3m L=6m, h=0,03mn = 0;3 etE = 30kPa Les éléments choisis pour ce test sont les mémes que
ceux des cas test de plaque, a I'exception de I'élément H8. L'élément H20 est ici dans une con gu-
ration sous-paramétrique par le maillage plan des éléments, alors que les interpolations de variables
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FiG. 2.9 — Convergence des différents éléments pour des éléments distordus

sont toujours de degré 2. Les résultats sont présentés sur la gure 2.11. L'élément H20 permet une
convergence trés rapide dans cette con guration. L'élément HBWTO présente une convergence plus
lente mais permet bien d'avoir la solution. En n, I'élément H8coque converge de nouveau de la méme
facon que I'élément de référence Q24.

'
o
FIG. 2.10 — Cylindre pincé

2.4.2.4 Conclusion des tests statiques

Ces quelques tests statiques montrent bien que des éléments volumiques formulés en déplace-
ment ne sont pas adaptés a la modélisation de structures de type plague (blocages numériques pour
I'élément H8 et lourdeur de I'élément H20 malgré sa convergence vers la solution, excepté dans le
cas d'un maillage distordu). Une formulation mixte permet de limiter les blocages. Finalement seuls
les éléments H8coque et @24 permettent de converger rapidement vers la solution dans tous les
cas et le comportement de I'élément H8coque est trés proche de celui de I'élémg24 Qs pour
référence.
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FiGc. 2.11 — Convergence sur le cas test du cylindre pincé

2.4.3 Tests dynamiques non amortis

Dans le cadre de la dynamigue, nous devons nous assurer que les modéles mis en place permettent
d'obtenir des résultats ables. Pour cela, nous comparons les résultats entre un modéle de référence et
notre modele formé avec des élément H8coque au niveau des solutions modales : fréquences et modes
propres.

Nous pouvons tout d'abord comparer les fréguences propres, en valeurs absolues ou relative.
Quant aux modes propres, le plus simple est de regarder la matrice de WMZd2l(Assurance Cri-
terion ou encore critére d'assurance modal) qui permet de s'assurer de l'orthogonalité des modes. De
maniere générale, ce critere peut se mettre sous le forme

YTWY2 ?
yiwy, yhwy,

MAC 12= (2.113)

avecy le mode considéré;), et(:)2 dénotent respectivement les valeurs obtenues pour les modéles

1 et 2, etW une matrice de pondération dé nie positive. La matrice de masgmeut étre choisie
comme matrice de pondération. La valeur trouvée nous donne une indication sur le parallélisme entre
deux modes. Une valeur proche de 1 indique des modes corrélés tandis qu'une valeur proche de 0
indique des modes orthogonaux.

2.4.3.1 Testisotrope

Le cas test retenu concerne une plague isotrope rectangulaire en conditions libres. Celui-ci est
représentatif du modéle de test que nous utilisons par la suite. Les propriétés géométriques de cette
plague sont. = 150 mml = 100 mm eth= 5;1 mm, et les propriétés mécaniques dbnt 4;3 GPa,
n= 0;38 etr = 1460 kg/m>. Les résultats sont présentés pour une gamme de fréquences allant de 0
a environ 3 kHz, ce qui correspond a la gamme de mesure sur laquelle nous travaillerons par la suite.

Dans le cas d'une plaque épaisse, nous n'avons pas de solution analytique [Ble79, Lei69]. Notre
solution de référence est produite a I'aide d'un maillage n en éléments H20 avec le code de calcul
industriel I-deas[UGS] (pour des raisons de colt de calcul). Les valeurs des fréquences propres
sont reportées dans le tableau 2.1 pour différents maiftagesc un seul élément dans I'épaisseur,

5Les indications sur le maillage dans les tableaux concernent le nombre d'éléments Isuietmtrespectivement.
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les fréquences n'évoluent pratiqguement plus dés que le maillage atteint 600 éléments. L'écart relatif

en fréquence, avec les maillages plus ns a 1 élément dans I'épaisseur est inférieur a 0.1% pour

les dernieres fréquences. Avec un nombre variable d'éléments dans I'épaisseur il apparait qu'avec 3
éléments dans I'épaisseur, le modele est convergé. La solution obtenue avec un maillage a 60x40x3
éléments fournit donc une solution de référence satisfaisante par la suite.

[ Maillages [30 20 1[60 40 1]90 60 1[60 40 3|60 40 5]90 60 3]

Nb noeuds 4453 17303 38553 82657
Nb éléments 600 2400 5400 7200 12000 16200
f1(Hz) 359,80 359,57 359,55 358,96 358,95 358,94
f2(Hz) 399,85 399,83 399,83 399,72 399,95 399,71
f3(Hz) 834,67 834,08 834,03 832,31 832,29 832,71
f4(Hz) 948,33 948,22 948,22 947,63 947,63 947,63
f5(Hz) 1051,21 1050,82 1050,79 1049,42 1049,40 1049,39
fg(Hz) 1267,46 1267,02 1266,98 1265,15 1265,13 1265,12
f7(Hz) 1553,21 1552,11 1552,01 1548,15 1548,09 1548,05
fg(Hz) 1776,99 1775,53 1775,39 1770,25 1770,17 1770,12
fg(Hz2) 2246,74 2245,85 2245,79 2241,20 2241,15 2241,15
f10(HZ) 2467,69 2466,24 2466,12 2459,89 2459,81 2459,78
f11(HZ) 2645,58 2643,06 2642,82 2632,71 2632,57 2632,49
f12(Hz) 2701,56 2700,05 2699,94 2692,71 2692,62 2692,60
f13(Hz) 2754,23 2752,58 2752,45 2745,03 274493 274491
f14(HZz) 3394,45 3391,68 3391,44 3378,53 3378,36 3378,30

TAB. 2.1 — Fréquences en fonction du maillage avec I'élément H20

Les fréquences propres obtenues avec I'élément H8coque sont reportées dans le tableau 2.2. Les
écarts relatifs avec les valeurs de référence sont inférieures 0,5% pour les maillages comptant 600 et
1176 éléments. Ces valeurs sont donc suf samment bonnes pour étre conservées par la suite. C'est ce
que con rme la représentation graphique de comparaison des fréquences entre le modéle H20 (7200
éléments) et le modele H8coque (600 éléments) de la gure 2.13.
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Fic. 2.12 — Comparaison des fréquences et modes propres obtenues avec le modéle H8coque et le
modéle de référence - modéle isotrope
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| Elément | H8coque [ H20 |

[ Maillages [12 8 124 16 1]30 20 1[42 28 1] 90 60 3|

Nb éléments 96 384 600 1176 16200
f1(Hz) 361,35 360,58 360,12 359,50 358,94
fo(Hz) 399,17 399,14 399,11 399,07 399,71
f3(Hz) 840,15 835,95 834,59 832,88 832,71
fa(Hz) 948,31 945,50 945,04 944,61 947,63
f5(Hz) 1053,71 1049,34 1048,21 1046,94 1049,39
fe(Hz) 1287,55 1268,49 1265,84 1263,29 1265,12
f7(Hz) 1572,52 1554,25 1550,60 1546,58 1548,05
fg(Hz) 1779,83 1774,00 1770,99 1767,12 1770,12
fg(Hz) 2360,01 2259,10 2247,41 2237,25 2241,15
f10(HZ) 2534,74 2468,03 2458,81 2450,15 2459,78
f11(H2z) 2663,58 2639,87 2633,40 2625,77 2632,49
f12(HZ) 2817,48 2711,31 2697,82 2685,62 2692,60
f13(Hz) 2842,03 2756,18 274455 2733,78 274491
f14(HZ) 3468,94 3389,66 3376,58 3363,49 3378,30

TAB. 2.2 — Convergence de I'élément h8coque

D'autre part, il nous faut nous assurer que les modes obtenus soient également bien corrélés entre
les deux modéles par I'évaluation du MAC qui nous permet de véri er le parallélisme et I'orthogonal-
ité des différents modes. Il est présenté surla gure 2.12. La plus petite valeur relevée sur la diagonale
de la matrice de MAC est égal a 0,9925, alors que la plus grande valeur hors diagonale est de 0,0229.
Les modes propres calculés avec le modele H8coque sont donc bien corrélés avec ceux du modéle de
référence.

2.4.3.2 Test orthotrope

Le caractérisation de matériaux orthotropes est largement justi ée dans un cadre viscoélastique
car ils correspondent généralement a des matériaux composites brés dont la matrice peut non seule-
ment servir de liant mais également avoir une fonction de dissipation. Nous nous intéressons ici aux
capacités de I'élément H8coque pour la modélisation d'un matériau faiblement orthotrope. Dans le
cas étudié, nous considérons une plague de géométrie rectangulaire similaire aux cas précédents avec
comme propriétés materidl, = 4 GPaEyy = E;;= 2 GPaGyxy = 1,5 GPaGy,= 1 GPanyy = 0;3 et
r = 1460 kg/m®. Les résultats de convergence avec des modeles constitués d'éléments H20 et d'élé-
ments H8coque sont présentés dans le tableau 2.3. Les fréquences des modes sont proches (moins de
0,5% d'écart relatif), ce qui permet de dire que I'élément H8coque est adapté a la modélisation de
matériaux faiblement orthotropes.

2.4.3.3 Application a des composites multicouches

Une autre application d'intérét concerne la modélisation de composites multicouches, également
appelés plaques sandwich. La dif culté majeure de ces applications provient de la différence d'ordre
de grandeur des modules d'élasticité entre les couches. La modélisation de ces structures viscoélas-
tiques est encore sujette a discussion [MR04]. En effet, différentes con gurations peuvent étre envis-
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| Elément | H 20 I H8coque \

[ Maillages [30 20 2|60 40 2|90 60 3| 24 16 1|30 20 139 26 1|

[Nb. élément§ 1200 | 4800 | 16200 | 384 | 600 | 1014 |
f1(Hz) 399 399 399 401 401 400
fo(Hz) 577 578 578 578 578 578
f3(Hz) 966 969 971 970 970 970
f4(Hz) 990 992 992 996 995 994
fs(Hz2) 1229 1233 1234 1237 1236 1235
fe(Hz2) 1615 1619 1621 1626 1623 1621
fz(Hz2) 1956 1962 1964 1973 1970 1967
fg(Hz) 1976 1982 1984 1993 1989 1987
fo(HZz) 2608 2623 2628 2646 2636 2629
f10(HZz) 2859 2874 2880 2900 2891 2883
f11(Hz) 3025 3036 3040 3055 3050 3045
f12(Hz) 3109 3120 3124 3154 3140 3131
f13(Hz) 3399 3417 3423 3447 3437 3428
f14(HZ) 3619 3635 3642 3671 3658 3647

TAB. 2.3 — Fréquence des modéles H20 et H8coque orthotrope

agées. Par exemple, des éléments de volumes peuvent étre employés pour chacune des couches ou
une combinaison d'éléments de volumes pour la couche de matériau viscoélastique et d'éléments de
plagues pour les autres couches (reliés entre elles par des éléments rigides ou décalés avec un offset).
Dans notre cas test, I'élément H8coque est employé pour les 2 couches de 2 plaques sandwich de
150x100mm. Dans ces plaques, une couche est métallique (acier de 1mm ou aluminium de 5mm)
et l'autre est un matériau beaucoup plus souple (ici du PC nommé lexan de 4mm). Les propriétés
matériau utilisées sont les suivantes : aluminiem 70 GPan = 0;29 etr = 2688 kg/m?, acier

E = 200 GPan = 0;3 etr = 7800 kg/m®, et lexanE = 2;4 GPa,n = 0;4 etr = 1160 kg/m3. A

nouveau, les résultats de calculs sont obtenus pour différentes tailles de mailles avec des éléments
H20 ou H8coque. Le tableau 2.4 reporte ceux du sandwich aluminium/lexan . Ces résultats indiquent
gu'a partir de 600 éléments sur une seule couche, le modeéle H8coque est convergé en fréquence.
Les graphes de comparaison des fréquences propres des deux modélisations (H8coque et H20) sont
présentés sur la gure 2.13a.

[Maillages| 24 16 230 20 236 24 242 28 2|

f, (Hz) 1071 1070 1069 1068
fo(Hz) 1157 1157 1157 1157
fa(Hz) 2433 2430 2428 2426
fa(Hz) 2639 2638 2638 2638
fs(Hz) 3039 3036 3034 3033
fo(Hz) 3506 3500 3497 3495

TAB. 2.4 — Convergence du modéle de sandwich aluminium-lexan avec I'élément H8coque

D'autre part, il nous faut nous assurer que les modes obtenus soient également bien corrélés entre
les deux modéeles par I'évaluation du MAC qui nous permet de véri er le parallélisme et I'orthog-
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Fic. 2.13 — Comparaison des fréquences et modes propres obtenues avec le modéle H8coque et le
modéle de référence - modéle orthotrope

onalité des différents modes. Il est présenté sur la gure 2.13b. La plus petite valeur relevée sur la
diagonale de la matrice de MAC est égal a 0,9925, alors que la plus grande valeur hors diagonale est
de 0,0229. Les modes propres calculés avec le modéle H8coque sont donc bien corrélés avec ceux du
modéle de référence.

2.4.4 Application sur un modéle amorti
2.4.4.1 Plague en Lexan

Nous considérons maintenant une plaque rectangulaire libre amortie hystérétiguement de dimen-

sions 150 mm par 100 mm et d'épaisseur 4 mm. Les caractéristiques matérid&jEpat2; 65 GPa,

A[n] = 0;39 etr = 1200 kg/m3. Le maillage régulier est réalisé en 60x40 éléments de plaques Q4

g. Nous pouvons d'abord véri er que lI'amortissement introduit sua une in uence certaine sur
I'amortissement modal (total). Le tableau 2.5 reporte les résultats des fréquences propres des modes
complexes obtenues pour 3 cas d'amortissementga) 0 eth, = 0, b)hg = 2;87% eth, = O et )

he = 2,87% eth, = 1;61% . Les caractéristiques matériau choisies dans ce dernier cas correspon-
dent en fait a un PC de type Lexan (valeurs que nous avons identi ées). Les résultats du tableau 2.5
montrent aussi que les fréquences propres ne changent pas beaucoup avec l'introduction des amor-
tissements choisis pour les paramétres matériau. Pour ces matériaux viscoélastiques rigides, il doit
étre possible d'identi er les valeurs réelles des parametres matériaux a partir des fréquences propres
d'un modéle non amorti.

Les modes propres exibles ainsi que la complexité modale associés au cas 3 sont présentés dans
le tableau 2.7. Dans ce tableau, comme une pleine échelle de couleur est utilisée pour les parties
réelle et imaginaire des déformées modales, il faut se reporter a la complexité modale associée pour
connaitre les ratio entre ces 2 échelles. Ces valeurs sont toutefois reportées dans le tableau 2.6 pour

en faciliter la lecture.

Les FRF peuvent ensuite étre évaluées. Une représentation en amplitude et en phase de deux
d'entre-elles est donnée sur la gure 2.14a. Ces FRF peuvent étre obtenues par calcul direct ou modal
(section 2.3). Du fait du grand nombre de ces fonctions, I'observation est dif cile pour véri er que
les 2 groupes$i; etH, de FRF obtenues par chacune de ces méthodes est bien similaires. Un critére
de corrélation, dans le méme esprit que le MAC et les fréquences pour les modes propres, est néces-
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non amorti| hg = 2;87%;h,= 0% | hg = 2,87%:h,= 1;61%
Mode f (Hz) f (Hz) h (%) f (Hz) h (%)
1 244,78 | 244,78 2,87 244,76 3,28
2 272,44 | 272,44 2,87 272,44 2,85
3 569,77 | 569,77 2,87 569,75 3,12
4 650,35 | 650,35 2,87 650,38 2,42
5 717,68 | 717,68 2,87 717,66 3,06
6 871,67 871,67 2,87 871,71 2,36
7 1064,7 1064,7 2,87 1064,7 2,96
8 1219,5 | 1219,5 2,87 1219,4 2,95
9 1550,1 | 1550,1 2,87 1550,2 2,45
10 1699,3 | 1699,3 2,87 1699,3 2,82
11 1822,7 | 1822,7 2,87 1822,6 2,88
12 1867,7 1867,7 2,87 1867,7 2,45
13 1901,8 | 1901,8 2,87 1901,9 2,63
14 2349,3 | 2349,3 2,87 2349,4 2,65
15 2527,0 2527,0 2,87 2527,1 2,51
16 2597,5 | 2597,5 2,87 2597,4 2,81
17 2756,0 | 2756,0 2,87 2756,1 2,72
18 3011,2 | 3011,2 2,87 3011,2 2,66

TAB. 2.5 — Fréquences propres en fonction de I'amortissement

| Mode [ 1 [ 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9]
] et (06) \ 0,05\ 0,28\ 0,10\ 0,56\ 0,63\ 0,47\ 0,27\ 0,19\ 0,81\
[ Mode | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 |
a2 () | 1,63] 0,18] 0,98] 0,55| 0,50| 0,84| 0,31 0,59 | 0,61

TAB. 2.6 — Ratio entre les maxima des parties imaginaires et réelles des modes propres

saire pour synthétiser l'information. Dans la littérature on trouve dans le domaine fréquentiel la paire
de critéres GSC et GAC qui permettent de synthétiser l'information spatiale pour chaque fréquence
[ZG101], avec

HY (Wi Ha(wi) , 2 HY (W) Ha(wi)
(HY (Wi H 1 (wie))(HE (Wi Ha(wie)) * (H (Wi Ha(wi)) + ( HE (wi) H2(wi))

Le premier est lié a la corrélation de la forme et le second a la corrélation d'amplitude. Tous les
2 retournent une valeur entre 0 (pas de correlation) et 1 (corrélation parfaite). Nous choisissons ici
d'observer un indicateur donné par la moyenne du produit de ces 2 fonctions sur I'ensemble des
fréquences pour obtenir un scalaire signi catif de la qualité de la corrélation. La gure 2.14b présente
cette indicateur de corrélation entre les FRF obtenues par calcul direct et celles obtenues par calcul
modal et en fonction du nombre de modes retenus dans la base. Cette gure montre qu'une base
constituée par 40 modes propres permet d'obtenir un indicateur de corrélation trés bon (99,9 %) sur
la gamme de fréquences 0-3200 Hz.

GSQwy) = GAC(Wy) = (2.114)
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15

16

17

18

TAB. 2.7: Modes complexes d'une plaque rectangulaire

2.4.4.2 Plaque en PVC a paramétres constants

En seconde application de cette section, nous considérons une plaque similaire a celle de l'ap-
plication précédente (section 2.4.4.1) mais d'épaisselirm avec des caractéristigues matériau
constantes, proches de celles d'un PVC en hautes fréquenced[Bpit 4;07 GPaA[n] = 0;36,
he = 1;3%h, = 0;30% etr = 1460 kg/m3. Les modes propres ainsi que la complexité modale
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(a) Superposition de 2 FRF de la plaque Lexan (b) Moyenne du produit GSCxGAC entre les FRF par
calcul direct et modal en fonction du nombre de modes
propres incluts dans la base modale

FIG. 2.14 — Exemple de FRF et validation de la base modale

associés a cette application sont assez similaires a ceux présentés dans le tableau 2.7 de I'application
précédente, avec toutefois un ratio entre les maxima des parties imaginaires et réelles different. Le
tableau 2.8 reporte les valeurs de ces nouveaux ratio ainsi que les résultats des fréquences propres et
amortissement modaux de ces modes.

y Mode | 1] 2 [ 3] 4 ] 5] 6] 7|
Fréquence (Hz] 352,2[ 389,0] 814,8] 917,0[ 1026 | 1224 1512
h (%) 487 | 466 | 479 | 448 | 476 | 445 | 4,72
oAty (%) | 0,025 0,12 | 0,048| 0,20 | 0,34 | 0,24 | 0,12
y Mode | 8 | 9 [ 10 [ 11 | 12 | 13 |
Fréquence (Hz) 1729 | 2174 | 2399 | 2570 | 2613 | 2670
h (%) 472 | 449 | 4,65 | 4,69 | 450 | 4,57

maxAly r])
ma)(A[yr)(%) 0,092| 0,25 | 0,84 | 0,084 | 0,48 | 0,24

TAB. 2.8 — Résultats pour le PVC

En n, les déformées opérationnelles (ODS pd@perating De ection Shapepour une excita-
tion unitaire de la plaque dans un de ses coins nous permet de présenter la distribution spatiale des
fréquences de résonance dans le tableau 2.9. Celles-ci sont obtenues en recherchant la fréquence
des maxima de déplacements autour des 6 premiéres fréquences propres. Sur cette gure les valeurs
situées sur les lignes nodales ont été prises égales a la fréquence moyenne pour le mode considéré. Le
résultat de la moyenne de ces fréquences de résonance est présenté dans le tableau 2.10 pour des ODS
évaluées en déplacement ou en vitesse. Nous pouvons donc constater que la moyenne des fréquences
de résonance permet d'obtenir une bonne approximation des fréquences propres (ce qui peut éviter
I'identi cation des pdles par analyse modale par exemple). De plus, la différence entre les données en
vitesse ou en déplacement n'est pas sensible pour ces fréquences.
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2.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter I'élément H8coque dans des modeéles spatiaux, modaux
et de réponses et de le valider en dynamique. Cet élément volumique basé sur une formulation mixte
permet de lever les blocages que présente un élément formulé en déplacement. Il permet de modéliser
des structures minces et amorties dans le domaine fréquentiel, aussi bien pour des matériaux isotropes
que pour des matériaux faiblement orthotropes ou des structures composites de type sandwich. Il est
donc adapté a la modélisation des matériaux viscoélastiques dans leurs usages courants.
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Mode 1 Mode 2
Mode 3 Mode 4
Mode 5 Mode 6

TaB. 2.9 — Distribution spatiale des fréquences de résonances situées autour des 6 premiers modes
propres
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Mode 1 2 3 4 5 6 7

Déplacement 352.27| 388.95| 814.97| 916.67 | 1027.5| 1223.4| 1512.3

Vitesse 352.31| 389.01| 815.08| 916.91| 1027.7| 1223.8| 1512.6

TAB. 2.10 — Moyenne des fréquences de résonance de la plaque PVC



Chapitre 3

Approche mixte
experimentale-numérique pour
I'identi cation

3.1 Introduction

Dans le cas d'un probléme d'élastodynamique classique, le probléme est posé en supposant con-
nus les paramétres matériau et les conditions limites, et la résolution du probléeme permet d'obtenir
les réponses dynamiques. Il s'agit du probléme direct qui, bien que nécessitant une inversion pour étre
résolu, ne pose pas de probléaigriori. En revanche, si ce probléme vise a connaitre les caractéris-
tigues matériau et/ou les conditions limites a partir d'un ou plusieurs champs cinématiques donnés,

il s'agit d'un probléme inverse [BC05, CDV04]. Dans ce cas, l'introduction d'incertitudes (liées aux
données expérimentales bruitées, aux hypothéses de modélisation, etc...) ne permet pas de connaitre
de maniére exacte la solution obtenue, elle aussi entachée de bruit.

Les problemes inverses sont étudiés depuis fort longtemps par des méthodes de recalage de mod-
eles ou d'identi cation de paramétres. Dans les travaux de Kavanagh [KC71], nous pouvons déja
trouver des travaux sur l'identi cation de parametres matériaux dans les domaines de I'élasticité et
de la viscoélasticité linéaire. La démarche adoptée consistait a recaler les paramétres d'un modéle
EF d'une structure en fonction d'un ensemble de mesures ponctuelles réparties sur celle-ci. Ce su-
jet de recherche reste d'actualité et I'amélioration des méthodes de mesures et de calcul numériques
ont permis de traiter des problemes plus complexes, tels que l'identi cation de propriétés élastiques
orthotropes a partir d'essais dynamiques [CGS04, Lau05] ou de loi viscoplastiqgue dans des essais a
grandes vitesses de déformations [KSMS04].

D'une maniére générale I'étude des méthodes d'identi cation, nous montre qu'on peut distinguer
deux types de résolutions, analytigue ou numeérique, et deux types de mesures, ponctuelle ou de
champ. Lidenti cation a partir d'une mesure unique, ponctuelle, ne peut renseigner qu'un parameétre
au plus, alors que les mesures de champs permettent d'obtenir plus d'informations. D'autre part,
les solutions analytiques n'existent que pour des situations simples, par exemple les poutres minces.
Mais sur des échantillons de poutre épaisse ou des plaques et coques, une résolution semi-analytique
ou numérique du probleme (avec une méthode de type éléments nis par exemple) est nécessaire et
il s'agit de méthodes d'identi cation mixtes expérimentales-numériques. Le principe général, résumé
sur la gure 3.1, en est le suivant : a partir d'un jeu de parametres initiaux, la solution d'un probléme
direct est évaluée via un modeéle numérigue. Un résidu est ensuite formé pour comparer ce résultat

69
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avec les données expérimentales de référence, ce qui permet d'avoir une indication sur la qualité de
la solution. Ensuite la procédure permet de modi er le jeu de parametres jusqu'a ce que le critére
de comparaison entre les champs numériques et expérimentaux soit satisfait. Cela correspond a un
recalage des paramétres du modéle numérique.

FiG. 3.1 — Principe d'une méthode mixte numérique/expérimentale

Mais les problémes inverses qui sont résolus par recalage de modéles ne conduisent pas néces-
sairement a l'identi cation de parameétres. C'est par exemple le cas lorsqu'un modéle est ajusté pour
retrouver des réponses mesurées en introduisant de nouveaux éléments nis ou en modi ant directe-
ment les termes des matrices structurales (du modéle spatial). Il n'y a pas d'identi cation dans cette
situation car les modi cations introduites n'ont généralement pas de sens physique. Et méme lorsque
des paramétres physiques du modéle numérique sont sélectionnés, il peut encore ne pas s'agir d'une
identi cation de ceux-ci s'il n'y a pas de réelles certitudes sur leur choix ou s'il n'y a pas autant de
données que de paramétres a ajuster. Dans cette derniére situation, le probléme est sous-déterminé et
les parameétres sont ajustés au sens des moindres-carrés en recherchant leur variation minimale (par
rapport a leur valeur initiale). Le résultat n'est alors pas nécessairement consistant : les données d'un
essai non inclues dans la phase d'identi cation ont de grandes chances de ne pas étre reproduit par le
modéle numérique.

En revanche, nous considérons que des paramétres sont identifés s'il est certain que ceux-ci con-
stituent les seules inconnues du modéle et qu'il y a suf sament de données pour les trouver. C'est
a-priori le cas des problémes de recalage disposant d'une grande quantité de données expérimentales
(typiquement les mesures de champs) aux parameétres peu nombreux et parfaitement connus : le sys-
téme arésoudre est alors sur-déterminé. Dans ce cas la solution obtenue n'est pas cherchée proche des
parametres initiaux.

Les dif cultés liees aux méthodes d'identi cation sont en général :

— l'identi abilité : il faut que les paramétres choisis soient assez sensibles pour pouvoir étre iden-

ti és (aussi bien dans la procédure numérigue que dans le modéle de test ou ils doivent "tra-
vailler”).

— la robustesse : la méthode doit pouvoir intégrer des données bruitées, comme des données ex-
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périmentales, et en toute rigueur, il faudrait que la solution soit unique avec une fonction a
minimiser convexe.

— la précision : les fonctions objectifs doivent converger vers 0 autour des parametres réels et
I'erreur résiduelle ne doit provenir que des incertitudes expérimentales, et non des erreurs faites
par approximations.

En n, l'identi cation ayant pour but principal de renseigner les parametres d'un phénomeéne physique,
la rapidité d'obtention des résultats doit rester secondaire et ne pas primer sur la qualité des résultats
obtenus.

Dans le cadre de notre étude, nous souhaitons identi er les caractéristiques viscoélastiques d'une
structure avec une approche par module complexe, basée sur un modele non paramétrique de I'évo-
lution fréquentielle des caractéristiques matériau. Il nous faut donc identi er les paramétres de la
matrice de raideur complex€(w), dépendante de la fréquence. Nous commencgons donc cette sec-
tion avec une revue d'éléments bibliographiques sur les méthodes d'identi cation, avant de rappeler
le proincipes des méthodes de recalage standards et aptes a appréhender des mesures de champs sta-
tiques. Nous proposons ensuite 2 schémas d'identi cation adaptés pour des données fréquentielles
(des FRF). Ceux-ci sont alors évalués avec des données simulées sur des situations de plaques ho-
mogénes ou composites de type sandwich.

Eléments bibliographiques sur l'identi cation de caractéristiques matériau par mesure
de champs

Avec le perfectionnement des méthodes optiques (caméras, laser, ...) et des moyens informatiques
(vitesses de transfert de données, capacités de traitement et de stockage), les méthodes de mesure de
champ ont connu un essor important ces vingt derniéres années. Les domaines d'applications sont
vastes, et en se limitant a la mécanique des structures, on trouve par exemple la détection de défauts,
I'endommagement, la mesure de forme, de déformations, ... Outre la grande richesse d'informations
apportée par ces moyens, leur principal avantage est de mesurer sans contact. Ainsi les structures
observées ne sont pas perturbées par une masse, une raideur ou un amortissement additionnel, comme
c'est le cas avec des capteurs collés.

Parallélement au développement des moyens de mesures de champs, nous avons assisté a l'avéne-
ment de différentes méthodes d'identi cations, aptes a tirer partie des champs ainsi obtenus (cf.
[BBCO3, APOQ7] pour des articles de synthese récents). Ces développements béné cient d'ailleurs
des efforts conjoints d'une communauté structurée en un Groupe De Recherche [GDR]. Parmi les
principales méthodes d'identi cation on retrouve notamment :

— La méthode des champs virtuels (MCV), initialement développée dans [Gré89] et basée sur
I'écriture générale du principe des travaux virtuels. Les paramétres matériau a identi er sont
factorisés au niveau de la relation de comportement, et le choix de champs virtuels particuliers
permet d'obtenir un systéme inversible. Cette méthode directe a été appliquée dans différentes
con gurations comme par exemple l'identi cation de rigidités de matériaux composites dans
le plan [PMGO02b, PMGO02a], hors plan [PGO00], ou encore de rigidité et d'amortissement de
plague mince isotrope [GP03, GGP04, GP05, GGP06, Guo07]. Cette méthode étant basée sur
I'écriture d'un équilibre, elle présente comme la méthode de recalage par éléments nis dans sa
version en forces l'inconvénient de nécessiter un champ complet (y compris au bord) sur une
section pour pouvoir exprimer I'équilibre des efforts.

— Lerreur en relation de comportemerr{or on constitutive relatiop; Elle exploite I'idée que
les équations d'équilibre et de contraintes cinématiques sont des équations ables, contraire-
ment a la relation de comportement qui est moins able. Ainsi, seule la relation de comporte-
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ment est introduite de maniére faible dans les équations a résoudre. Cette méthode a été aussi
développée en dynamique [CLP98, LC99].

— L'écart a la réciprocité qui consiste a considérer deux champs de raideur différentes, induisant
deux champs de déplacements. Des jeux d'écriture permettent ensuite de transformer le sys-
téme de telle sorte qu'un membre puisse étre déterminé en supposant connu un des champs de
déplacement, alors que le second membre dépend des caractéristiques a identi er [BC05]. Cette
méthode a été appliquée en élasticité et pour de la localisation de ssure [BC05, BBCO03].

— Les méthodes de recalage de modeéles éléments nis; Elles sont largement répandues dans le
domaine de la mécanique des solides et permettent de résoudre une grande variété de problemes
(statique, dynamique, ...). Différentes approches peuvent étre envisagées, suivant IR résidu
choisi a minimiser, qui doit étre représentatif d'un écart entre le modéle numérique et le modéle
expérimental (cf. [FM95, MF93, Nat98] et le tableau 3.1) :

| Domaine/Résidy  Force | Déplacement
Statique KU F [ KTF U
Modal K wemf | f
Fréquentiel ZU F Z¥F U

TAB. 3.1 — Résidus en force et en déplacement utilisés en recalage par éléments nis

— Résidu en forces : la méthode est basée sur un résidu en forces (on trouve différentes dénom-
mination dans la littérature comme résidu d'équilibre ou encore méthode d'erreur en entrée
pour traduirgforce balance method, equation error, equilibrium gapinput residua). Elle
cherche a résoudre

min F F (3.1)

ou
min ZU F (3.2)

avecU et F les champs de déplacement et de force mesurgés est une norme a choisir.
Cette approche a été largement utilisée en dynamique avec le modele modal. Dans ce cas, le
champU est remplacé par les modes propres expérimentaux qui ont également un sens de
déplacements et les fréquences propres expérimentales permettent de construire un champ de
forces dynamiques. Dans ce cas, si la méthode expérimentale n'a pas recours a un essai par
appropriation, une analyse modale expérimentale est nécessaire en préalable pour identi er
les modes propres correspondants au modele expérimental a partir des FRF mesurées [FH93,
MF93].

— Résidu en déplacements : la méthode basée sur un résidu en déplacements ou encore méthode
d'erreur en sortiequtput errorououtput residugldisplacement ggse base sur la recherche
de

minU U (3.3)

avecU et U les champs de déplacements calculés et mesurés (respectivement). En dy-
namique, il est possible de remplacer ces vecteurs par des FRF qui ont un sens de dé-
placements pour des efforts unitaires [MF93, Ewi00, Lau05], ou par des modes propres.

Cette approche a été notamment utilisée pour recaler des rigidités de plaques orthotropes
[Cug05, CP99].
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— Résidu sur des données modales : en dynamique, la multiplicité des champs de FRF ou des
modes propres aux différentes fréquences conduit a pouvoir former des résidus de faibles
dimensions, comme par exemple :

— les fréquences propres et/ou les amortissement modaux : c'est le cas des analyses faites
sur des échantillons de type poutre ou plagues minces;
— les critéres de corrélation : le recalage va permettre d'améliorer des criteres de corréla-
tion de type fréquences/MAC, GSC/GAC ou FAAC/FRAC par exemple [DS98, ZGIO01,
PSRO7];
Une comparaison des méthodes d'identi cation a partir de mesures de champs est présentée dans
[AmiO5]. Ce classement sépare les différentes méthodes suivant trois critéres : la véri cation de
I'équilibre sous forme forte ou affaiblie, la véri cation de la relation de comportement sous forme
forte ou affaiblie, et en n I'estimation, via le probléme direct, de I'écart entre les champs mesuré et
calculé. Seules les solutions exactes permettent de véri er ces trois criteres a la fois. Sur ces critetres
la MCV vy est rapprochée de I'écart a la réciprocité, alors que la méthode d'écart a I'équilibre y est
vue comme un cas particulier de I'erreur en relation de comportement. Mais l'intérét d'une méthode
mixte expérimentale-numérique basée sur les éléments nis est de disposer de toute la puissance de
cet outil en terme de modélisation. Nous retenons cette approche pour nos travaux car elle :

— est bien adaptée a la résolution de problemes viscoélastiques;;

— estassez exible pour aborder l'identi cation de structures trés diverses, de formes quelconques
et non nécessairement minces ;

— permet de gérer des données partielles, comme par exemple la seule mesure des déplacements
hors plans et sur une zone limitée.

Pour son application en dynamique, plusieurs €léments plaident en faveur de I'utilisation directe des
FRF pour la dé nition de la fonction objectif :

— la mesure des FRF est plus aisée que les mesures par appropriations modales;;

— elle évite une analyse modale, et donc des erreurs liées au processus d'identi cation modale.
Par exemple, la référence [MI00] trouve dans une structure constituée de deux plaques soudées
une grande variabilité des amortissement modaux identi és en fonction de la méthode d'analyse
expérimentale ;

— elle est applicable a des structures fortement amorties qui ne présentent généralement pas un
comportement modal [IVE95];

— elle ne nécessite pas d'appairer les modes;

— elle ne pose pas de probleme en cas de modes couplés, comme c'est le cas avec des structures
ayant une forte densité modale [Vis92].

Cependant, nous n‘avons pas connaissance actuellement d'étude portant sur l'identi cation des pro-
priétés viscoélastiques a partir d'une méthode mixte numérique/expérimentale se basant sur I'exploita-
tion directe d'une mesure de champ.

3.2 Meéthodes de recalage et d'identi cation par éléments nis en dy-
namique

Nous souhaitons identi er les caractéristiques viscoélastiques du matériau par une approche non-
paramétrique de type module complexe. Le vecteur des parametres ghessidonc celui des car-

K . TS
G aui permettent de conserver un caractere linéaire a
faiblement non-linéaire et sont bien adaptés a l'identi cation du module d'Young et du coef cient de

actéristiques viscoélastiques, tel que
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Poisson dynamiques [Pri00]. Nous commencons cette section par une présentation des méthodes clas-
siques basées sur les éléments nis pour l'identi cation. Celles-ci different par le choix des fonctions
objectifs. Nous revenons sur leurs avantages et leurs inconvénients, avant de proposer une formulation
plus générale avec des matrices de pondérations a choisir. Nous pouvons ensuite discuter différents
aspects, comme la prise en compte de mesures partielles ou incomplétes, ou la connaissance impar-
faite des conditions aux limites. La méthode a retenir devra étre capable de traiter des données de
mesures dynamique et d'exploiter une quantité importante de données expérimentales.

3.2.1 Méthode en forces

Initialement présentée dans [KC71], la méthode en forces consiste a minimiser |'écart entre les
efforts obtenus avec le modéle EF et ceux mesurés. Le résidu est de la forme

R=F zU (3.4)

Cette méthode a pour avantage de ne pas nécessiter larecherche d'un champ de déplacement numérique.
IIn'y a donc pas de résolution de systeme a faire pour obtenir ce champ et seuls des produits matriciels
sont nécessaires. De plus, dans le cas d'une décomposition linéaire dans les pafadetema-

Q
G
d'optimisation associé est directe, elle est obtenue sans itération. Le résidu s'écrit

trice de raideur (en 2D contraintes planes par exemple) pwec , la résolution du probleme

R=F+wMU (Kg:Q+ Kg:G)U (3.5)
ce qui conduit a résoudre le systéme
KoU KeU 2 =F+wMO
Q G = w-MU (3.6)
Le systeme étant sur-déterminé, il s'agit alors d'une résolution au sens des moindres carrés linéaires.

Dans un cas plus général, nous pouvons poser une fonction obijaatiinimiser des parametres
p telle que

1
I(p) = SR(P)R(P) (3.7)
dont le développement limité de Taylor a l'ordre 2 s'écrit
J H 1 J?
WD) = 3P0+ PP (s P9+ Ser PP s py (38)
ip 2 fip

ou encore 9y ,

1J 1419
1= Kkt — + = — 3.9
k+ 1 k ﬂp . Dp 2Dp ﬂpz kDp ( )

Le gradient de cette fonction et son hessien sont donné par

H 2 2 H 2
IR T PR IRMIR, TR
i 9p Tp fip fip Yip fip
le terme du second ordre étant généralement négligé. La minimisation de la fonction objectif conduit
alors a

(3.10)

TR" IR RH
—_— = ——R 3.11
i Tp > fip 4
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ou encore . .
TR K — — —
= — R= —U F zZU 3.12
R o (.12
avec’.lT”F; = U puisque seule la matrice de raideur dépend des paramétrks, ( )* est l'opéra-

teur pseudo mverse et nous I'évaluons plutdét avec une décomposition en valeur singuliére pour
améliorer I'ef cacité numérique. Cette stratégie de résolution correspond a une méthode de moindres-
carrés non-linéaire également appelée méthode de Gauss-Newton. Dans le cas d'une décomposition
linéaire dans les parameétres de la matrice de raideur, nous retrouvons bien avec cette derniere expres-
sion le résultat donné par I'équation 3.6.

Des études d'identi cation de propriétés de composites orthotropes a partir de méthodes mixtes
expérimentales-numériques [Cug05, Lau05] indiquent que le choix de I'évaluation des gradients par
une méthode de type différences nies est celui qui est le plus adapté, avec une solution assez précise
pour une mise en oeuvre simple et un colt de calcul raisonnable. En dynamique, il y a autant de
champs a traiter que de fréquences mesurées et il devient préférable dans ce cas de retenir la forme
analytique de I'équation 3.12.

D'autre part, il est important de noter que I'équation du résidu en forces 3.4 impose la mesure
de tous les ddl du modéle numérique pour former le résidu. Une alternative consiste a passer par
une méthode d'expansion des données mesurées, comme présenté dans la section 2.3.3. Cependant,
ces techniques étant généralement dépendantes des paramétres choisis, la méthode en forces peut
devenir tres non linéaire. D'autre part, elle est tres sensible au bruit de mesure [CFN84, PLHAOQ5].
Ceci s'expligue par le fait que les mesutgssont multipliées par la matrice de raideur dynamique
dans la formulation du résidu. Or I'ordre de grandeur des termes de cette matrice est trés élevé, ce qui
ampli e nécessairement le bruit présent dans les mesures.

3.2.2 Méthode en déplacements

La méthode en déplacements consiste a minimiser |'écart entre les déplacements obtenus avec le
modéle EF et ceux mesurés. Le résidu s'écrit

R=U U (3.13)

Il est donc nécessaire de résoudre un probléme éléments nis pour obtenir le champ de déplacement
numérique a n d'évaluer le résidu. Ceci rendait cette méthode trop colteuse en temps de calcul lors
des premiers développements des méthodes de recalage. Cependant, elle présente I'avantage de pou-
voir étre appliquée sur des données partielles ou incomplétes. La sélection des ddl coincidents entre
le modéle numérique et le modéle de test permet de former le résidu sans avoir besoin de passer par
une expansion des données. Le résidu est alors de la forme

K

1 Stram= S 1K

Avec des paramétrgs= G complexes, sK ﬂ—KK + ﬂT;G nous avons les propriétés suwant%# ﬂK et
_IK = K

fA[G] — TG

e . . E
2Pour une paramétrisation directe des modules dynamiques comme par e>|cemple , hous avons’%—
h i

'"—EU '"—GU Mais si un modéle viscoélastique a 3 parametres est retenu fpcetr G, avec par exemple
1E 1E T1E
DE = = o= O 0 0
p'= Ey E; he Gy G; hg ,nousavons oG = ”(E)O '"Sl '”BE 96 g6 gc Dpetii=
" # 1G  1G:  The
h _ _ 1 fIE JE JE 0 0 0
Ky IKQ 16 T&  The
E G 0 0 o JIe& I JIG
1Go 1G1  The
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R=BU U (3.14)

avecB une matrice booléenne de sélection des ddl pour ne prendre en considération que les noeuds
coincidents entre les modeles.

Suivant une stratégie de résolution par moindres-carrés non-linéaires, le gradient de cette méthode
s'écrit

1
TR_gMY_glz ¢

N _ gl _ 3.15
p Tp Tp (3.15)

et devient R 1K 0K
= Bz 27z = BH_-_U 3.16
Tp Tp fip (3.16)

lorsque seule la matrice de raideur dépend des parametres et pour un effort unitaire. Le systéme a
résoudre prend alors la forme

Dp = BH11TT|;U (BU U) (3.17)

ou BH%U est appelée matrice d'itération.

Comparée a la méthode en forces, la méthode en déplacements a I'avantage d'étre moins sensible
a un bruit aléatoire et de ne pas nécessiter I'expansion des données mesurées [CFN84, PLHAO5]. Mais
I'évaluation du résidu est indirecte puisqu'elle requiert une résolution du probléme numérique et la
minimisation doit étre réalisée sur une fonction non-linéaire ce qui implique des colts numériques
a-priori plus importants.

Cependant, le gradient trouvé dans cette méthode introduit de fortes discontinuités en dynamique,
au voisinage des fréquences de résonance. La gure 3.2 illustre ces discontinuités par le tracé des gra-
dients du résidu en partie réelle et imaginaire par rapport au module de cisaillement sur un exemple
de plaque en PVC. Ceci provient du fait que le chdohporrespond a celui du modéle numérique
et présente nécessairement des fréquences de résonance différentes de celles mesurées tant que les
parameétres ne sont pas identi és. L'expérience numérique montre que ce phénomeéne ne permet pas la
convergence du processus itératif de recalage en dynamique. Cette méthode n'est donc pas envisage-
able dans notre situation.

3.2.3 Méthodes avec résidus pondérés

Nous nous intéressons donc a établir d'autres méthodes, variantes de la méthode en forces ou
en déplacements, a n de pallier a leurs inconvénients. La stratégie adoptée consiste a introduire dif-
férentes pondérations dans la formulation de la fonction objectif.

3.2.3.1 Méthode en forces pondérée en déplacements

Pour simpli er la présentation nous considérons dans un premier temps que tous les ddl du mod-
ele numérique sont mesurés. De maniére a généraliser les méthodes en forces et en déplacements, et a
avoir une plus grande latitude dans le processus itératif, nous introduisont deux matrices de pondéra-
tions,Wg etW; dans la formulation du probléme.

Tout d'abord, en choisissant un résidu en déplacements pondé/éqpar

R=Wr U U (3.18)
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FiGc. 3.2 — Discontinuités des gradients pour les méthodes en déplacements et en forces pondérées

nous remarquons que\8ir = |, alorsR correspond a un résidu en déplacements et qUérsk Z
nous formons unrésiduenforceR=2Z U U =F ZU.
D'autre part, la fonction objectif peut elle aussi étre pondéréapar

(D)= SR WHWyR(p) (3.19)

avec un développement de la méthode qui néglige les variationg deee gradient de cette fonction
est donné par

J_ TRM
1‘% - '”ﬂpwgl;wJR (3.20)

et son hessien par

123 oo, TPROIRP R
— = R"W;W;—+ — Wjy;— 3.21
Tp2 R T T R T (3.21)
Négligeant les termes du second ordre le systéme a résoudre s'écrit
R" L TR RH
—WW;— = —Wj;W;R 3.22
ip VoW Dp qp VoW (3.22)
ou .
Dp = W‘]E W3R (323)
fip
Le report de I'expression 3.18 dans cette derniére expression conduit a
+
Dp= W, ﬂ'l\T’\éR WRHHT'; U WyWg U U (3.24)

et nous pouvons déduire différentes formules d'actualisation des paramétres en fonction des matrices
de pondérationg/g et W ;. Parmi les choix simples :
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— siWgr= | etW; = I, nous retrouvons le résultat de la méthode en déplacements
K, °© —
Dp = H;I“OU u u (3.25)

— siWgr= Z etW; = |, nous retrouvons le résultat de la méthode en forces

+

Dp = 'ET};G F zZU (3.26)

— siWr= 1| etW;3 = Z, nous retrouvons un résidu en forces avec une matrice d'itération sem-
blable a celle de la méthode en déplacements
1K, "= o5

= U F zu 3.27
D= 45 (3.27)

— siWr= Z etW; = H, nous retrouvons un résidu en déplacements avec une matrice d'itération
semblable a celle de la méthode en forces

+

1Z- ", = =

= H—=U HF ZU 3.28
Dp o (3.28)
ou .
1K & s
= H—U Uu u 3.29
Dp o (3.29)

Comme la matrice d'itérations de la méthode en forces ne conduit pas a de fortes discontinuités au
voisinage des résonances expérimentales (les discontinuités sont seulement situées aux résonances),
et que le résidu en déplacements est le moins sensible au bruit aléatoire, cette derniere expression
constitue un bon compromis en dynamique. Pour un bruit aléatoire, un meilleur chofx derait de

prendre l'inverse de la matrice de covariance des mesures [FM95], mais celle-ci est dif cile a estimer.
Nous retenons donc I'expression 3.28 pour résoudre notre probléme inverse. Comme il est possible de
retrouver facilement cette expression d'itération en pondérant simplement le résidu de la méthode en
force, nous dé nissons la méthode d'identi cation qui utilise cette expression d'itération comme une
méthode en forces pondérée en déplaceméntgyure 3.2 compare les gradients de cette méthode

avec ceux de la méthode en déplacements sur un exemple.

Aprés quelques développements, il est possible de constater que les deux expressions d'itéra-
tions a-priori différentes- proposées de maniére séparée par Lin et Ewins dans la référence [LE9O,
Vis92] (méthoddPseudo Output Error Methodt Response Force Method (RFMt par la référence
[PRGSO02] correspondent a notre méthode en forces pondérées en déplacement. Cependant, le cadre
théorigue que nous proposons ici doit nous permettre de décliner d'autres versions de cette méthode
suivant les impératifs de mesure ou de modelisation humérique. C'est ce que nous montrons par la
suite.

3.2.3.2 Méthode en forces pondérée en déplacements pour des données incomplétes

La méthode en forces pondérée en déplacements présentée a été développée sans prendre en
compte les différences entre les modeéles en terme de ddl. Compte tenu de I'expression 3.28, nous
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pouvons procéder a une expansion des données de nésstavie d'une sélection des ddl & retenir
par I'opérateuB.

Pour la phase d'expansion et dans le cas d'une mesure de champ, nous pouvons supposer que
I'excitation n'est généralement pas réalisée sur la face mesurée. Le vecteur des efforts mesurés est

de la formeF = FE et le vecteur des données expérimentales étendues par expansion dynamique
C
s'écrit
— | — O —
U= Ur+ = TUr+ Ug 3.30
ZCéZCR R Zcéfc R F ( )

En revenant au résidu choisi avec I'opératBur
R=BHF ZU (3.31)

nous avons o 3
R=B HF TUr+Ug =B U TUr Ug (3.32)

Mais avec la partition des ddl choisis, I'opérat@&uest de la forme
B= 1 O (3.33)

de sorte que B
R=BU Ug (3.34)

Nous voyons ainsi que la phase d'expansion des données n'aura aucune conséquence sur la procédure

d'identi cation, puisque nous pouvons avec cette stratégie ne conserver que les données réellement
mesurées. Cette remarque importante, ne pourrait toutefois pas étre formulée avec une autre stratégie
d'expansion des données comme la méthode SEREP, puisque nous avons vu dans le paragraphe 2.3.3
que cette méthode effectuerait un lissage des données dans notre situation (avec une mesure de champ,
il y aura toujours plus de ddls retenus que de modes propres dans la base d'expansion). Cette remarque
justi e donc notre choix d'utiliser une méthode d'expansion dynamique des données expérimentales
de champ.

Pour terminer le développement dans cette situation, comme nous avons quelques libertés sur
la matrice d'itération dans une méthode de Gauss-Newton, nous conservons nalement pour cette
méthode la formule d'actualisation suivante :

1K '

Dp = BHﬁTGR BU Ug : (3.35)

3.2.3.3 Meéthode en forces ltrées

Nous nous intéressons maintenant a l'identi cation en présence de conditions aux limites mal
connues. Cela peut étre le cas par exemple d'un échantillon avec un capteur piezo collé ou xé plus ou
moins rigidement a un support, par une liaison boulonnée par exemple, ou encore, dans une mesure
nettement moindre par une liaison par élastiques. De telles liaisons comportent non seulement des
rigidités mais également des amortissements mal connus, ce qui est autant problématique dans notre
étude.

L'idée que nous retenons dans cette situation est que ces conditions aux limites problématiques
vont produire un défaut d'équilibre ou encore des réactions inconnues dans les zones incriminées.
Ainsi, de méme qu'il est possible de construire un opéraBede sélection des ddls mesurés, nous
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pouvons construire un opératéDy matrice booléenne de sélection ou de ltrage des réactions incon-
nues. Cet opérateur doit donc étre nécessairement appliqué sur un résidu homogéne en force, avec
Wgr = |. Mais comme il reste souhaitable de ne pas étre trop sensible au bruit aléatoire malgré tout,
nous proposons de pondérer le résidu ainsi obtenH paur rendre ce résidu homogéne a un déplace-
ment, comme dans la méthode en forces pondérée en déplacement. En n, comme il reste également
souhaitable de conserver le caractére symétrique des matrices de pondérations pour des raisons de
stratégies de calcul numérique, nous proposons la matrice de pondération

W;= CTHC (3.36)

Avec cette pondération I'actualisation des paramétres s'écrit

+
111”235 C'™HC F zU (3.37)

Dp= C'HC
dans une méthode que nous appelméshode en forces Itrées
D'un point de vue numérique, cette expression d'itération ne peut cependant pas étre évaluée aussi
simplement puisqu'il n'est pas possible de former la matradirectement (le stockage en mémoire et
le codit de calcul sont trop important). Pour solutioner ce probléme, nous résolvons d'abord le systéme
h [
ZU;=C F zU : gJ (3.38)

=]

=a

pour obtenitUy, qu'il suf t de multiplier par CT pour obtenir chaque membre de cette expression.

Cette méthode, variante de la méthode en forces pondérée en déplacement, a donc la particularité
de ne pas faire intervenir les efforts liés aux conditions limites. Elle permet de restreindre I'étude a
une zone de mesure, mais n'est cependant pas applicable si une partie du champ n'est pas mesurée
dans cette zone. En effet, comme les stratégies d'expansion font intervenir les quantités d'un mod-
ele non recalé, les erreurs introduites produiront des résidus d'équilibres néfastes a l'identi cation
des parametres cherchés. Ces conclusions sont con rmées par expérimentations numériques : nous
retrouvons bien les paramétres cherchés avec un modéle EF de plaque libre et des données issues d'un
modeéle EF comportant des conditions limites de raideur et d'amortissement sur les bords.

D'un point de vue équivalent, on peut également considérer que la modélisation n'est pas correcte
dans les zones incriminées et que cela induit des bruits systématiques. Cette procédure permet donc
d'éliminer un bruit systématique moyennant la connaissance des zones a la modélisation incertaine.

3.2.3.4 Mise en oeuvre des méthodes d'identi cation

Nous concluons cette section par plusieurs points généraux relatifs & la mise en oeuvre numeérigue
de l'identi cation des paramétres.

Les relations de mise a jour des paramétres (comme par exemple 3.28) sont valable en théorie pour
chaque fréquence. Mais d'un point de vue numérique, seul un systéme de rang plein peut conduire a
une identi cation des paramétres. A priori, il est donc nécessaire de cumuler les relatiotigrazs
spectrales (ou fréquences) pour identireparamétres. Et pour détecter la dépendance en fréquence
de ces derniers, casfréquences doivent étre consécutives, de maniére a ne faire I'hypothése de
constance des paramétres que sur cette gamme réduite de fréquence. Mais si un seul paramétre est
trés sollicité dans la réponse dynamique a une fréquence donnée, par exemple si I'on considére le
parameétre matéria@ prés d'une fréquence de résonance d'un mode de torsion, le cumul des relations
de 2 lignes spectrales consécutives ne peut pas produire 2 équations réellement indépendantes, puisque
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la réponse dynamigue ne change pas radicalement d'une ligne spectrale a la suivante. Contrairement
a la statique ou la con guration de test peut étre imposée pour faire travailler tous les paramétres a
identi er, certaines fréquences peuvent poser probléme en dynamique.

De plus, les bruits toujours présents expérimentalement, incitent plutét & cumuler les relations a n
d'obtenir une solution able. Nous considérons donc dans notre procédure une plage de fréquences,
par exemplgf, 4 fp+gl, en faisant I'hypothese qu'ils sont constants sur ces plages. La largeur de
ces plages doit étre le résultat d'un compromis entre la abilité des valeurs obtenues et une variabilité
peu importante des parameétres. Le résidu formé numériquement est alors de la forme

2 3

(3.39)

avec, pour le schéma donné par 3.35 par exemple, le systéme suivant a résoudre au sens des moindres-
carres :

2 TK(fp q) o 3 2 — 3
BH(fp q)ﬁT(fp @) Ur(fp o) BU(fp ¢q) Ur(fp @)
BH(f) KU T (1, )Un(f)  4Dp(fp)= B BU(f) Un(fp) (3.40)
BH(fpr ) 9 T(f, ) Ur(fprq) BU(fprq)  Ur(fp+q))

A convergence, il permet de trouver les valeurs des parangtda frequence centrali.
D'autre part, les parameétres étant complexes, le systéme a résoudre, de la forme

dRDp= R (3.41)

I'est également. En séparant les parties réelles et imaginaires de la fagon suivante :

_ A[Dp] _ A[R]
Dp = AlDp] et R= AR] (3.42)
le systéme a résoudre devient purement réel, de la forme
A[dR] A[dR] ADp] _ A[R]
AGR] A[R] APl ~ AR (3.49)

Nous adoptons donc une décomposition du résidu en valeurs réelle et imaginaire. Ce choix risque
de favoriser les fortes amplitudes, prés des pics de résonances, lorsqu'il y en a dans la plage de
fréquences considérée, au détriment des faibles amplitudes (anti-résonances). Cependant, le choix
d'une décomposition des données en amplitude logarithmique et phase, qui serait plus cohérent avec
la représentation observée des FRF, serait aussi plus délicat car la phase n'est connpepggsa 2
Or le déroulement de phase appliqué a des données expérimentales est extrémement délicat.

En pratique, nous ajoutons aussi un contedldu pas dans la directidpp pour assurer la diminu-
tion de la fonction objectif. En n, nous allons dans notre étude considérer des modéles sans conditions
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limites en déplacements. Les réponses obtenues correspondent alors a une superposition de 2 mouve-
ments, I'un se décomposant sur la base des modes rigides et l'autre sur la base des modes exibles.
Or les modes rigideB ; sont associés a une énergie de déformation nulle et n'apportent pas d'infor-
mation sur nos parametres. Nous pourrons donc les lItrer via un opérateur de profestibn E{;—{

lorsque ce sera nécessaire [GR96].

3.3 Evaluation de la méthode d'identi cation en forces pondérées en
déplacements

Nous nous intéressons maintenant a I'évaluation de notre méthode d'identi cation mixte expérimentale-
numérique en forces pondérée en déplacements. Pour cela, nous utilisons des données simulées numérique:
ment a la place des mesures expérimentales et nous allons tester l'identi cation de différents matéri-
aux (isotrope, orthotrope et sandwich) en fonction de ces données. Un point important & véri er en
particulier concerne l'identi abilité des parameétres choisis dans les con gurations déterminées.

3.3.1 Matériau isotrope

Nous nous intéressons d'abord a I'évaluation de notre méthode d'identi cation en utilisant des
mesures simulées numériquement. Pour cela, nous considérerons une plaque rectangulaire de 150x100
mm 2 et d'épaisseur 5,1 mm. Les propriétés matériau choisies sont proches de celles d'un PVC :
A[E] = 4;3 GPahg = 3%,n = 0;38 etr = 1461 kg/m°.

Pour simuler les résultats expérimentaux, le modeéle de référence est formé par 90x60x3 éléments
de type H20, avec une excitation ponctuelle, Iégérement excentrée (de 5mm par rapport a la largeur
de la plague et 10 mm par rapport a sa longueur). Ce modéle nous permet d'assurer des valeurs
représentative du milieu continu (réel). Comme nous n'utilisons pas ce modéle pour l'identi cation
mais un modele formé a partir d'un maillage 30x20x1 élément H8coque, cela nous permet de détecter
si I'erreur de modéle est problematique.

3.3.1.1 Evolution du résidu

Dans un premier temps, nous nous intéressons a I'évolution du résidu dans le voisinage de la solu-
tion de référence (connue). La convexité de la surface obtenue permet de xer les idées sur l'identi a-
bilité des parameétres. Comme nous avons deux paramétres complexes (ou 4 paramétres indépendants)
nous observons plusieurs surfaces : la premiére en xant |'un des deux parameétres a sa valeur optimale
et en faisant varier l'autre au niveau des ses parties réelle et imaginaire, et la seconde réciproquement.
Les résultats obtenus pour des paraméfres G sont respectivement présentés sur les gures 3.3 et
3.4. La surface formée par la norme du résidu en fonction des pararkégtas indique clairement
gu'elle est beaucoup plus sensible en partie réelle qu'en partie imaginaire. De plus, la sensibilité est
beaucoup plus importante pour le module de cisaillement (aussi bien sur ses parties réelle qu'imagi-
naire) que pour le module de compressibilité complexe. Les gures 3.5 et 3.6 présentent I'évolution
du résidu en fonction du module d'Young complexe et du coef cient de Poisson, obtenus par post-
traitement des résultats précédents. Il apparait que l'identi abilité de ces paramétres est assez bonne.
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FiG. 3.3 — Norme du résidu en fonction du module de compressibilité complexe

3.3.1.2 Erreurs de modeéles

Ensuite, nous nous intéressons a l'identi cation des parameétres a partir de mesures simulées sans
bruit. An de s'assurer que les modeles sont consistants entre eux, nous réalisons une identi ca-
tion avec les paramétres optimaux comme valeurs initiales de la procédure itérative. Les résultats
sont présentés dans le tableau 3.2. lls sont obtenus avec notre modele H8coque en considérant des
parametres constants sur I'ensemble des fréquences de 100 a 3000 Hz et que seuls les ddls de transla-
tion hors plan d'une seule face sont connus.

Les résultats d'identi cation a partir d'une solution perturbée sont présentés dans le tableau 3.3.
Les valeurs choisies comme solution de départ pour la procédure itérative sont présentées dans le
tableau 3.4. Cette perturbation initiale modi e tous les paramétres de facon signi cative, avec de plus
grandes incertitudes sur les parties imaginaires, tout en restant plausible comme l'atteste I'exemple
de FRF obtenue avec ces valeurs, gure 3.7a. Les résultats, différents de par la tolérance d'arrét de la
procédure, sont proches de ceux obtenus précédemment. Un exemple de FRF recalée est présenté sur
la gure 3.7b. Ces résultats indiquent que les modéles de référence et H8coque sont cohérents entre
eux, et con rment la mauvaise identi abilité de K, surtout en partie imaginaire. Mais les résultats E
etn sont corrects malgré tout.

Les résultats obtenus avec des éléments de coqg24d partir des paramétres initiaux optimaux
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FiG. 3.4 — Norme du résidu en fonction du module de cisaillement complexe

et perturbés sont présentés dans les tableaux 3.5 et 3.6. Dans ce cas, les données de la face mesurée
sont considérées comme celles des noeuds de la surface moyenne. L'analyse des résultats montrent
que cette modélisation introduit des erreurs plus importantes qu'avec un élément H8coque, notamment
pourG. L'utilisation d'un modeéle coque intégrant une relation de comportement 2D contraintes planes
peut donc nécessiter un traitement particulier des données expérimentales mesurées sur les peaux du
matériau.

3.3.1.3 Plages en fréquence retenues

La quantité d'information a considérer, en terme de lignes fréquentielles doit étre évaluée pour
I'identi cation a partir de données de réponse en fréquences. Nous nous intéressons dans cette partie
a l'in uence du nombre de plage (ou plutét a leur largeur, et donc le nombre de pas en fréquence
considéré, ce qui revient a la taille du systéme a résoudre) sur l'identi cation. Nous avons déja vu
précédemment les résultats obtenus pour une seule plage en fréquence, 100-3000 Hz en ne considérant
que 25 ddlIs de translation hors plan d'une face de la plaque. Ces 25 ddIs ne sont pas choisis au
hasard mais sont répartis sur la plaque de maniere a permettre une analyse modale de celle-ci et une
identi cation des modes propres.

Pour considérer plusieurs plages en fréguence, nous avons d'abord basé notre choix sur les pics
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Fic. 3.5 — Norme du résidu en fonction de E FIG. 3.6 — Norme du résidu en fonction de

] Partie réelle \ Partie imaginaire | Amort.(%) |
Module Réf. Identi é | Ecart (%) Réf. Identi é | Ecart (%) | Réf. | Identi é
K (Pa) | 5,97:10° | 6,13:10° 2,66 | 1,79:10° [ 2,01:10° | 12,10 3 3,28
G(Pa) | 1,56:1° | 1,56:10° | -0,03 | 4,67:10" | 4,65:10" | -0,59 3 2,98
E (Pa) | 4,30:1C° | 4,31:10° 0,18 | 1,29:10% | 1,29:10° 0,38 3 3,01

n 0,38 0,38 0,77 0 3:10 4 0 0,08

TAB. 3.2 — Identi cation sans bruit a partir de la solution de référence

présents dans la gamme de fréquences considérée. Cette division intuitive vise a inclure plusieurs
modes dans chaque plage, et donc au moins un mode de exion et de torsion dans chacune, a n que
les paramétres matériau soient bien sollicités. Ces plages sont 100-630Hz, 630-1160Hz, 1160-2050Hz
et 2050-3000Hz. Les résultats d'identi cation pdtret G sont présentes sur la gure 3.8. Le retour
aux caractéristiques etn sont donnés sur la gure 3.9. lIs indiquent que l'identi cation est correcte,
sauf sur la premiéere plage de fréquences.

Un second choix, lié cette fois-ci a des considérations sur I'évolution possible des paramétres
matériau, nous conduit & considérer des plages de 200Hz. Les résultatsgi@bisont présentés sur
la gure 3.10 et ceux et etn sont présentés sur la gure 3.11. lls montrent que les paramétres sont
assez bien identi €s, a I'exception également des premieres plages de fréquences.

3.3.1.4 Nombre de ddls retenus

Un autre facteur a considérer est celui du nombre de ddls mesurés pour l'identi cation. Pour cela,
nous avons retenus 3 jeux différents de ddls mesurés :

— tous les ddI (u,v et w) sont mesurés sur les deux faces (3906 ddIs);

— tous les ddI (u,v et w) sont mesurés sur une face (1953 ddIs) ;

— seuls les ddl hors plan (w) sont mesurés sur une face (651 ddls).
Les résultats pouK et G sont présentés sur la gure 3.12 et leurs transformation& ehn sont
présentés sur la gure 3.13. lls montrent que, dans toutes les con gurations, les paramétres sont bien
identi és avec moins de 1% d'erreur sur la partie réelldsjenoins de 5% sur sa partie imaginaire et
moins de 4% sun. Mais ils ne permettent pas de dégager une con guration (en terme de nombre de
ddls inclus dans le recalage) plus favorable que les autres.
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] \ Partie réelle \ Partie imaginaire | Amort.(%) |
Module Réf. Départ | Ecart (%) Réf. Départ | Ecart (%) | Réf. | Identi é
K (Pa) | 5,97:10° | 6,14:10° 2,75 1,79:1¢% | 2,07:10° 15,81 3 3,38
G (Pa) | 1,56:10° | 1,56:10° -0,04 | 4,67:10" | 4,64:10° -0,80 3 2,98
E (Pa) | 4,30:1C° | 4,31:10° 0,18 [ 1,29:10° | 1,30:10° 0,47 3 3,01

n 0,38 0,38 0,80 0 4:10 4 0 0,11
TaB. 3.3 — Recalage sans bruit a partir de la solution perturbée
] \ Partie réelle \ Partie imaginaire | Amort.(%) |
Module Réf. Identi &€ | Ecart (%) Réf. Identi é | Ecart (%) | Réf. | Identi é
K 5,97:10° | 5,37:10° -10 1,79:10° | 8,96:10° -50 3 1,67
G 1,56:10° | 1,87:10° +20 | 4,67:10" | 7,48:10 +60 3 4,00
E 4,30:1C° | 5,03:10° 16,89 | 1,29:10° | 1,89:10° 46,39 3 3,76
n 0,38 0,34 -9,45 0 -3,3:10 3 0 -0,95
TAB. 3.4 — Paramétres initiaux
3.3.1.5 Identi cation a partir de données bruitées

Pour tester la robustesse de l'identi cation, un échantillon de bruit aléatoire normal gaussien de
moyenne nulle et d'écart type égal a 20% est ajouté aux données de référence (c.a.d. aux parties réelle
et imaginaire). Ce bruit, unique, est arbitrairement trés important car il est conservé pour I'ensemble
des tests de maniere a obtenir des résultats comparables entre-eux et signi catifs, mais sans avoir de
sens statistique (1 seul échantillon). La démarche suivie pour investiguer la qualité de l'identi cation

est la méme que précédemment en l'ascence de bruit.

Une seule plage en fréquence pour tous les ddls d'une facd.es résultats d'identi cation
obtenus avec la seule connaissance du champ hors plan d'une face et en partant des parameétres opti-
maux sont présentés dans le tableau 3.7. La mauvaise sensibilité du patamégrade la solution
obtenue, mais les résultats obtenus pBuet n restent acceptables (<1,5% d'erreur). Les résultats
d'identi cation en partant des parametres perturbés sont présentés dans le tableau 3.8. La partie imag-
inaire deK, bien que trés mal identi ée, ne perturbe toujours pas beaucoup les valelrstaequi
sont toujours correctement identi ées (<2% d'erreur).

Quatre plages et 25 ddls d'une face Avec 25 ddls retenus et les quatres plages sélectionnées
précédemment la quantité d'informations utilisée pour l'identi cation varie cette fois de 6650 a 11900
points (d'espace et fréquences). Les résultats d'identi cation obtenus sont présentés sur la gure 3.14
pourK etG et sur la gure 3.15 pouE etn. lls sont similaires a ceux obtenus sans bruit ajouté.

Plages de 200 Hz et 25 ddls d'une faceLes résultats d'identi cation obtenus polret G avec

les 25 ddls et pour des plages en fréquence de 200 Hz sont présentés sur la gure 3.16. Les paramétres
E etn sont présentés sur la gure 3.17. Ces résultats sont moins bons que précédemment car l'infor-
mation disponible est réduite a 2500 informations complexes. Les paratiét€ssont moins bien

identi és, et la répercussion sur les paraméttest n est plus importante que précédemment, surtout

en ce qui concerne la partie imaginairekle
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(a) Superposition des FRF référence et initiale
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(b) Superposition des FRF référence et recalée

FiG. 3.7 — Exemple de FRF de référence, initiale et recalée

] \ Partie réelle \ Partie imaginaire | Amort.(%) |
Module Réf. Identi é | Ecart (%) Réf. Identi & | Ecart (%) | Réf. | Identi é
K (Pa) | 5,97:10° | 6,01:10° 0,70 | 1,79:10° | 1,56:10" | -12,88 3 2,59
G (Pa) | 1,56:10° | 1,53:10° | -2,10 | 4,67:10° | 4,77:10’ 2,12 3 3,13
E (Pa) | 4,30:1° | 4,22:10° | -1,88 | 1,29:1C¢% | 1,30:1CP 0,99 3 3,09

n 0,38 0,38 0,80 0 -6:10 4 0 -0,15

TAB. 3.5 — Identi cation sans bruit a partir de la solution de référence - élémeg244

] \ Partie réelle \ Partie imaginaire | Amort.(%) |
Module Réf. Identi & | Ecart (%) Réf. Identi & | Ecart (%) | Réf. | Identi é
K (Pa) | 5,97:10° | 6,02:10° 0,73 [1,79:10° | 1,53:10" | -14,59 3 2,54
G (Pa) | 1,56:10° | 1,53:10° -2,04 | 4,67:10" | 4,79:10’ 2,47 3 3,14
E (Pa) | 4,30:10° | 4,22:10° -1,82 | 1,29:10° | 1,31:1¢° 1,18 3 3,09

n 0,38 0,38 0,80 0 -6:10 4 0 -0,17

TAB. 3.6 — Recalage sans bruit a partir de la solution perturbée - élémegtg4

] \ Partie réelle \ Partie imaginaire | Amort.(%) |
Module Réf. Identi é | Ecart (%) Réf Identi é | Ecart (%) | Réf | Identi é
K (Pa) | 5,97:10° | 6,14:10° 2,75 1,79:1° | 2,46:10° 37,42 3 Ref.

G (Pa) | 1,56:10° | 1,56:10° -0,09 | 4,67:10" | 4,60:10’ -1,62 3 2,95
E (Pa) | 4,30:1C° | 4,31:10° 0,13 [1,29:10° | 1,31:10° 1,35 3 3,04
n 0,38 0,38 0,82 0 11:10 # 0 0,30

TaB. 3.7 — Identi cation avec bruit a partir des paramétres optimaux
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(a) Partie réelle d&

(c) Partie réelle d&

(b) Partie imaginaire d&

(d) Partie imaginaire d&

FiG. 3.8 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures et 4 plages de fréquencésgidair

] \ Partie réelle \ Partie imaginaire | Amort.(%) |
Module Réf. Identi é | Ecart (%) Ref Identi é | Ecart (%) | Réf | Identi é
K (Pa) | 5,97:1C° | 6;15:10° 305 |1,79:10° | 451:10° | 151,73 | 3 Ref.
G (Pa) | 1,56:10° | 1,56:10° | -0,08 | 4,67:10" | 4,19:10' | -10,28 | 3 2,69
E (Pa) | 4,30:1C° | 4,31:10° 0,17 | 1,29:1¢% | 1,31:10° 1,94 3 3,05

n 0,38 0,38 0,98 0 5:10 3 0 1,29

TAB. 3.8 — Identi cation avec bruit a partir des paramétres perturbés
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire d&

(c) Partie réelle du module de Poisson (d) Partie imaginaire du module de Poisson

FiG. 3.9 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures et 4 plages de fréquencé&sgiour
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire di&

(c) Partie réelle d& (d) Partie imaginaire d&

FiG. 3.10 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures par plages de 200HK po &
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire d&

(c) Partie réelle du module de Poisson (d) Partie imaginaire du module de Poisson

FiGc. 3.11 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures par plages de 200HE poor



92 Chapitre 3. Approche Mixte Expérimentale-Numérique pour I'ldenti cation

(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire d&

(c) Partie réelle d& (d) Partie imaginaire d&

Fic. 3.12 — Résultats d'identi cation pour différents ensembles de points de mesures et par plages
200Hz pouK etG
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire dE

(c) Partie réelle du module de Poisson (d) Partie imaginaire du module de Poisson

Fic. 3.13 — Résultats d'identi cation pour différents ensembles de points de mesures et par plages
200Hz poulE etn
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire di&

(c) Partie réelle d& (d) Partie imaginaire d&

FiG. 3.14 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures et 4 plagesietin en présence
de bruits
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire dE

(c) Partie réelle du coef cient de Poisson (d) Partie imaginaire du coef cient de Poisson

FiGc. 3.15 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures et 4 plagesketin en présence
de bruits
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire d&

(c) Partie réelle d& (d) Partie imaginaire d&

FiG. 3.16 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures par plages de 200HE gbaren
présence de bruits



Chapitre 3. Approche Mixte Expérimentale-Numérique pour I'ldenti cation 97

(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire dE

(c) Partie réelle du coef cient de Poisson (d) Partie imaginaire du coef cient de Poisson

FiG. 3.17 — Résultats d'identi cation pour 25 points de mesures par plages de 200HE gbaren
présence de bruits
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Plages de 200 Hz et nombre de ddlIs variableLes résultats d'identi cation pour différents
choix de ddIs mesurés et des plages de fréquences de 200 Hz sont présentés sur la gure 3.18 pour les
parametreK et G. Les résultats poug et n sont présentés sur la gure 3.19. |l apparait que l'aug-
mentation du nombre de points permet d'améliorer nettement I'identi cation puisqu'avec seulement
25 ddls nous avions constaté que les résultats n'étaient pas satisfaisants. Cependant, les différentes
con gurations testées ici, qui impliquent de 65100 a 390600 informations complexes, ne permettent
pas d'en mettre une en défaut par rapport aux autres. En présence de bruits, l'identi cation est toujours
un peu moins bonne avec la réduction des plages en fréquences que pour I'ensemble des fréquences :
les paramétrek et G sont moins bien identi és, et la répercussion sur les paramEtets est plus
importante, surtout pour la partie imaginairekle

(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire d&

(c) Partie réelle d& (d) Partie imaginaire d&

FiG. 3.18 — Résultats d'identi cation par plages 200Hz et différents ensembles de points de mesures
pourK etG en présence de bruits

3.3.2 Matériau orthotrope

Nous nous intéressons maintenant a l'identi cation de propriétés de matériaux orthotropes. L'ob-
jectif visé ici est de montrer la faisabilité (ou non) d'une telle identi cation et le cas échéant de valider
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire d&

(c) Partie réelle du module de Poisson (d) Partie imaginaire du module de Poisson

FiGc. 3.19 — Résultats d'identi cation par plages 200Hz et différents ensembles de points de mesures
pourE etn en présence de bruits

le résultat obtenu. Dans ce cas, la référence que nous estimons la plus able est celle d'un matériau
dont le comportement est clairement isotrope. Nous allons donc investiguer cette identi cation a par-

tir des mémes données que précédemment, en ne considérant qu'une plage en fréquence, les ddls de
translation hors plan et une loi de comportement décrite par 5 parametres matériaux complexes et
constants (orthotropie unidirectionnelle, cf. section 1.5.1).

L'identi cation est réalisée a partir de données non bruitées et bruitées comme précédemment
mais avec un écart type limité a 10%. Les résultats sont présentés dans le tableau 3.9. Dans les deux
cas, les paramétres sont bien identi és et nous pouvons véri er I'hypothese d'isotropie des matériaux
considérés. De plus, I'expérience numérique montre qu'une stratégie d'introduction progressive des
parametres dans le processus d'identi catiami{érations avec 1 paramétre, pumistérations avec 2
parametres, etc... avac 5 par exemple) permet d'améliorer la vitesse de convergence du processus
itératif.
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] \ Départ \ Référence | Sans bruit | Avecbruit (10%) |
Ex(Pa) | 3,60:10°+8,80:107j | 4,00:10°+8,00:10°j | 4,00:10°+8,00:107j 4,00:10°+7,95:107]
Eyy(Pa) | 1,80:10°+4,40:10'j | 2,00:10°+4,00:10°j | 2,00:10°+4,05:10'j 2,00:10°+4,01:107j
Gyy(Pa) | 1,35:10°+3,30:107] | 1,50:10°+3,00:10°j | 1,50:10°+3,00:10] 1,50:10°+3,01:107j
Gy/Pa) | 1,05:10°+1,90:107j | 1,00:10°+2,00:10"j | 1,05:10°+1,90:10] 1,05:10°+1,90:10’]
Nyy 3,15:10 1 3,00:10 1 3,00:10 1-4,91:10 5 | 3,00:10 1+4,18:10 ¥

TaB. 3.9 — Identi cation de paramétres matériau orthotrope

3.3.3 Matériau sandwich

Nous nous intéressons ensuite & une plaque de 150x10baomposée d'un matériau composite
de type sandwich. Mais nous ne souhaitons caractériser qu'une des 2 couches de ce matériau. Les
composants choisis sont une couche d'aluminium de propri€tés0 GPan = 0;29 etr = 2688
kg/m 2 de 5 mm et une couche de lexan de propri&és 2;4 GPa,n = 0;4 etr = 1160 kg/m® de
4 mm. Le modele de référence est lui aussi composé d'éléments H20 et les données obtenues sont
bruitées comme précédemment.

Le principal point a investiguer dans cette application concerne les données nécessaire a l'identi-
cation du module de cisaillement complex&de la couche en lexan (le mod{ede cette couche
est supposé connu car il n'est pas identi able dans cet essai). Pour déterminer la largeur des plages en
fréquence de maniére systématique, nous avons adopté la démarche suivante :

1. sélection d'une fréquence centrale et des données hors plan d'une face pour l'identi cation

2. identi er les parametres avec un nombre variable de points en fréquence de part et d'autre de la
fréquence centrale

3. tracé de cartes d'erreur sur les paraméfresn et du conditionnement de la matrice d'itération

Les résultats sont présentés sur la gure 3.20. Les tendances observées indiquent naturellement que
I'augmentation de la largeur des plages de fréquences permet d'améliorer l'identi cation des parameétres
mais aussi que les résultats sont trop mauvais pour des plages de moins de 200 Hz. En revanche, la
carte présentant le conditionnement de la matrice d'itération est beaucoup plus dif cile a interpréter.
Il ne semble pas y avoir de corrélation directe entre le conditionnement de la matrice d'itération et
l'identi abilité des parameétres matériaux.

A partir des 21 plages en fréquence de 200 Hz nous avons ensuite cherché a évaluer I'in uence
du nombre de ddls retenus pour l'identi cation, de méme que pour la plaque isotrope. Trois con gu-
rations sont étudiées :

1. tous les noeuds avec les 3 ddl des deux faces
2. tous les noeuds avec les 3 ddl d'une seule face

3. tous les noeuds d'une face avec simplement le ddl hors plan

Les résultats sont présentés dans la table 3.10. lls sont trés proches dans toutes les con gurations et
ne permettent pas de dégager un choix particulier. La mesure des ddl hors plan sur une face de la
plague semble donc suf sante méme si l'identi abilité des paramétres est globalement moins bonne
que pour un matériau isotrope. D'autre part, la plupart des résultats sont acceptables, mais quelques
plages posent probléme et I'étude du conditionnement ne permet toujours pas de dégager des pistes
pour I'analyse de ces valeurs défectueuses.
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(a) Partie réelle d& (b) Partie imaginaire d&

(c) Coef cient de Poisson (d) Conditionnement

FiG. 3.20 — Cartes d'erreur pour l'identi cation des propriétés d'un composite

3.3.4 Indicateurs de participation des parametres matériau

L'identi abilité des paramétres matériau est un point crucial pour le succés de la méthode expérimentale-
numeérique. Celle-ci dépend essentiellement de la géométrie de I'échantillon et des sollicitations qui
lui sont appliquées. Pour apporter des €léments de réponse sur ce point, nous nous tournons vers des
indicateurs de participations des paramétres dans la réponse dynamique.

Le premier indicateur que nous pouvons former peut étre dé ni & partir de fractions energétiques
liées a la décomposition de la matrice de raideur. Par exemple nous avons vu dans le cas isotrope que

K=Kk:K+Kg:G (3.44)
d'ou nous déduisons
Uk+Ug=1 (3.45)
en posant
utKku utKgu
Uk = : t Ug = : 3.46
K~ UFKu € S~ "UHKu ( )

Il s'agit Ia pour nous d'un indicateur qui permet de mettre en évidence la participation (ou "le travail”)
de chacun des paramétres dans la répoiigg de la structure, et ceci en fonction de la pulsation
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(a) Con guration 1 (b) Con guration 2 (c) Con guration 3

Partie réelle du module d'Young
(d) Con guration 1 (e) Con guration 2 (f) Con guration 3

Partie imaginaire du module d'Young
(g) Con guration 1 (h) Con guration 2 (i) Con guration 3

Coef cient de Poisson

TAB. 3.10 — Identi cation des propriétés d'un composite pour 3 ensembles de points de mesures

d'excitationw. Il est aussi adapté a I'évaluation des participations énergétiques des parameétres dans
les déformées modales.

Il est possible de développer encore ce premier indicateur énergétique en exprimant la décom-
position complexe de ces paramétres suitarnt A[K]+ jA[K] et G = A[G]+ jA[G]. Mais nous
n'obtenons pas avec cette décomposition supplémentaire plus d'information sur les participations des
parametres imaginaires et réels, puisqu'on retrouve simplement que les contributions energétiques des
parametres imaginaires est similaire a celle des parametres réels, au facteur d'amortissement de ces
parametres pres (c.a.d. qu'on retrouve que Ifil participation énergél;&qqajeA[K] par exemple est
voisine de la participation énergétiqug; de A[K] a un facteuhy pres). De plus, la quasi-totalité
de la participation energétiquéx (resp.Ug) provient de la partie réelle du paraméidresp.G).

Cela nous conduit a proposer un deuxiéme indicateur pour dégager les participations d'amortisse-
ment de chaque paramétre. Pour I'établir, nous considérons d'abord I'exemple simple de la plaque
isotrope de la section 3.3.1 et pour laquéllik] = hgA[K]. En repartant de I'équilibre dynamique
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(K w2M)u = f et en exprimant la décomposition des participations sous la forme
uf(A[K] w?M)u+ julA[K]u = u"f (3.47)
nous avons

uf(AIK] w2M)u  jheu"A[K]u
+ =
uHf uHf

1 (3.48)

etVjg dé ni par
jhEUHA[K]U _ hiﬂUHf

VA = T U fhe (3.49)

peut correspondre a un indicateur de participation de la partie imagindite de
La gure 3.2 présente la variation e[V g] en trait continu et celle dA[Vazy] = AVagl =

A u"(A[K] w2M)u . T, . . L -
———mF — entrait pointillé pour cette plaque (les parties imaginaire¥gg etV sont
négligeables dans cet exemple) . Ce graphe con rme la validité de l'indicateur choisi en montrant bien
gue la participation dbg est maximale a la fréquence de résonance (347 Hz) du 2éme mode, comme
on peut s'y attendre : a cette fréquence I'énergie des forces internes élastiques s'annule avec celle des
forces d'inerties et I'énergie introduite par les forces externes permet de compenser celle dissipée dans
le mouvement. On note aussi sur ce graphe un petit pic associé a la fréquence du premier mode (315
Hz). La faible amplitude de ce pic est aussi logique car I'excitation, choisie |légérement excentrée
mais prés des lignes nodales de ce mode, ne peut l'exciter que trés faiblement. En n, I'amplitude
globale faible de la participation en dehors des pics con rme aussi que ces paramétres seront dif ciles

aidenti er.

FiG. 3.21 — Participation des paramétres en fréquence de la plague PVC sur 200-500 Hz

Ce critére peut étre généralisé a plusieurs parameétres en notaffigire A[Kk:K]+ A[Kg:G]
etavecA[Kk:K]' Kk:A[K]etA[Kg:G]' Kg:A[G] puisqueKk ' A[Kk]etKg' A[Kg] (ces rela-
tions sont exactes pour des éléments nis formulés en déplacements). Nous pouvons alors poser les

quantitesVak = j%:A[K] et Vi) = j“Huﬁ}B“A[G] pour avoir les participations des parameétres

complexes dans la réponse dynamique. Cependant, ces quantités complexes ne sont pas facilement
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interprétable lorsque leur partie imaginaire n'est pas négligeable. Nous proposons donc de modi er
ces indicateurs en retenant leur module :

Vi[g]
Vaiz) + Vak) *+ Vag

VAIK]

(3.50)
Vaiz) + VA + Vag

ViAiky = et Vi) =

Les indicateurslk, Ug, Viakjj» ViA[gy Pour la plague isotrope précédente sont donnés sur la gure
3.22 en traits continus. Nous avons reporté sur les graphes en fréquence la localisation des fréquences
des modes propres par des lignes verticales en pointillés. Ces graphes donnent la répartition des dif-
férents parametres dans I'essai dé ni. En ce qui concerne les participatidhed®g, nous pouvons
remarquer qu& a une participation toujours inférieure a 20%, avec une valeur minimale de 4% entre
250 et 375 Hz, ce qui laisse présager une mauvaise identi abilité de ce paramétre dans cette zone
en présence de mesures expérimentales, toujours bruitées. Les par&rgitregtant dépendants
de Ket G, nous pouvons nous attendre a avoir aussi des dif cultés pour ceux-ci dans cette méme
zone. Comme précédemment, nous pouvons remarquer aussi qu'aux fréquences de certains modes,
I'amortissement n'arrive pas a émerger, a cause d'une faible participation de ceux-ci dans la réponse.
En outre, les participations des parties imaginaires des paramétres sont quasiment nulles en dessous
de 200 Hz. En n, de maniére plus surprenante, nous pouvons aussi constater que l'amortissement
peut émerger a des fréquences qui ne correspondent pas a des modes de la structure (ici aux environs
de 250, 545, 1855, 2100 et 2785 Hz) . La gure 3.23 nous donne quant-a-elle la participation des
parameétres matériaux dans les déformées modales.

FiG. 3.22 — Participations des parametikest G en fréquence

Les indicateurtlg, Ug , Viaiqjj» ViAjgjj €t la participation des parameti@®t G dans les déformées
modales pour la méme plaque isotrope que précédemment mais modélisée en 2D contraintes planes
avec des éléments de plaque @<lont donnés sur les gures 3.24 et 3.25. Ces graphes indiquent que
la répartition des paramétr€set G est plutbt bien équilibrée (environ 60 et 40 % resp.), comparée a
celle enKet G du modele 3D. Nous constatons aussi que c'est cette fois le paraBgtrieprésente
de faibles participations aux alentours de 625, 800, 1120 et 2000 Hz et surtout pratiquement nulle
autour de 130 Hz. Et bien que le premier mode soit un mode de torsion, les graphes de participations
des parameétres dans les modes montrent que ce n'e& pasdomine a cette fréquence. Enn, le
graphe de participation des parties imaginaires des parameétres ressemble a celui du modéle 3D mais
également avec une proportion différente entre les 2 parametres.
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Fic. 3.23 — Participations des parametikest G dans les modes

3.4 Conclusion

Apres un bref rappel des stratégies de recalage et d'identi cation proposées dans la littérature,
nous avons rappelé les bases des méthodes classiques d'identi cation en forces et en déplacements.
Ces méthodes sont adaptés a la prise en compte de mesures de champs, mais ne sont pas adaptées
pour l'identi cation de paramétres matériaux visco-élastiques en dynamique. Nous avons donc pro-
posé dans ce chapitre deux méthodes mixtes expérimentale-numérique en vue de l'identi cation de
ces propriétés matériaux. La premiére est dénomée méthode en forces pondérée en déplacements et
peut s'accomoder de la mesure partielle d'un champ de déplacement, comme par exemple la seule
mesure du déplacement hors plan d'une structure. La seconde est une méthode en forces ltrées qui
présente l'intérét de s'affranchir de conditions aux limites incertaines dans I'essai. En contrepartie,
I'ensemble du champ doit étre mesuré dans une zone de mesure donnée. Ces deux méthodes prennent
en compte directement des données de réponse en fréquence, sans passer par une analyse modale. De
cette maniere, plusieurs points critiques sont évités, comme les erreurs d'identi cation modales et les
dif cultés liées a de fortes densités modales ou a un amortissement important.

La seconde partie de ce chapitre est consacrée a I'évaluation de la méthode en forces pondérées
en déplacements sur une situation simple d'une plaque rectangulaire isotrope, orthotrope ou compos-
ites de type sandwich. Cette évaluation est menée avec des données simulées numériquement. Les
différents test effectués ont permis de s'assurer de la qualité du modéle mis en place avec I'élément
H8coque et que l'augmentation du nombre de ddls utilisés pour l'identi cation permet d'obtenir de
meilleurs résultats en présence de bruit. Cependant, au dela d'un certain nombre de ddls, I'améliora-
tion ne semble plus signi cative. La seule mesure des ddl hors plan d'une face de la structure doit donc
permettre d'identi er les paramétres viscoélastiques cherchés. En n, l'identi cation de paramétres
constants peut étre menée sur des plages de fréquences réduites (200Hz dans I'exemple considéré),
cependant les premiéres plages semblent moins ables.
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Fic. 3.24 — Participations des paramet@st G en fréquence

En ce qui concerne l'analyse en présence de bruits de mesure, nous n'avons pas traité un grand
nombre d'échantillons de données bruitées, et nous ne pouvons donc pas dégager de tendances statis-
tigues (seulement un exemple). Mais une analyse statistique n'aurait de valeur qu'avec une connais-
sance réelle des bruit de mesures. A ce stade, nous estimons donc qu'il est préférable de nous concen-
trer désormais sur I'essai, et d'envisager l'application de la méthode d'identi cation avec des données
réellement mesurées. Nous terminons ce chapitre par la proposition de 2 indicateurs permettant de
constater pour un essai déterminé dans quelle mesure les paramétres cherchés peuvent étre identi -
ables. Les indications qu'ils nous fournissent sont bien corrélées avec les constatations des expériences
numeériques précédentes. lIs con rment par exemple la faible participatishaleencore I'absence
de participations des parties imaginaires des paramétres en basses fréquences.
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FiG. 3.25 — Participations des parametéest G dans les modes
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Chapitre 4

Applications et résultats

4.1 Dispositif expérimental

4.1.1 Introduction

Dans le cadre de notre étude, nous souhaitons obtenir le champ cinématique de réponse vibratoire
d'une structure pour caractériser son matériau. Avec la méthode d'identi cation en forces lItrée, ce
sont des champs 3D complets qu'il faut obtenir, sans contraintes sur les conditions aux limites, alors
gu'avec la méthode en forces pondérée en déplacements des champs 1D (hors plan pour des plagues)
sont suf sants, a condition d'avoir des CL parfaitement connues. Dans ce dernier cas, l'identi cation
de la dissipation interne d'un matériau ne peut étre faite correctement qu'avec un dispositif expéri-
mental qui ne la perturbe pas de ce point de vue. La dissipation étant généralement plus importante
dans les liaisons que dans la structure [LLO3], il est donc tres important de minimiser les contacts (au
niveau des supports et des capteurs non modélisés) pour ne pas modi er I'objet d'étude.

Les objectifs et les différentes contraintes ne sont pas aisés a respecter et il faut étre attentif sur
les moyens mis en oeuvre expérimentalement. Nous allons donc dans un premier temps rappeler les
moyens disponibles pour les mesures dynamiques et les mesures de champs (tant les capteurs que les
excitateurs) avec leurs avantages et leurs inconvénients avant de décrire le moyen d'essais que nous
avons retenu et quali é.

4.1.2 Matériels d'essais et de mesures en dynamique

Il existe une grande variété de moyens de mesure dans le cadre de la dynamique. La référence
[CugO05, p. 92] présente une synthése des principaux capteurs ponctuels avec leurs avantages et leurs
inconvénients. Nous trouvons parmi ceux-ci l'interférometre laser a effet Doppler (LDV), qui est une
méthode de mesure sans contact. D'autre part, une synthése des techniques de mesures de champs est
proposée dans [Gré04]. Ces méthodes présentent I'avantage d'étre également sans contact (et donc
non intrusives) et d'obtenir un champ complet en une seule mesure, généralement avec une grande
résolution spatiale. Pour étre mises en oeuvre en dynamique, ces techniques doivent cependant avoir
recours a du matériel adapté en termes de vitesse d'acquisition.

En dynamique, la méthode de mesure de champ la plus aboutie est probablement la méthode laser
pulsée ESPIElectronic Speckle Pattern Interferométrille permet de mesurer le champ de vibra-
tion entre les deux instants de deux pulses laser par interférométrie de speckle sur une caméra CCD.
L'effet de speckle est le résultat de l'illumination d'une surface rugueuse avec une lumiére cohérente
monochromatique. En rendant les speckles interférants avec un rayon laser de référence provenant

109
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d'une bre optique, tout changement dans la position de la surface relativement au systéme d'enreg-
istrement modi era l'intensité des speckles. La double exposition du laser permet d'obtenir 2 motifs

de speckles. Cela est enregistré dans 2 trames complétes et séparées de la caméra CCD. Un décalage
spatial peut ensuite étre appliqué pour extraire l'information de phase contenue dans les speckles.
Par soustraction, une image de phase est obtenue qui peut étre déroulée pour conduire a une image
du déplacement. Le principe de mesure est basé sur l'interférométrie, ce qui nécessite une source de
lumiere laser hautement cohérente, avec une durée trés bréve et une grande énergie de maniére a ger
I'état de vibration de la structure. Le progres dans les caméras CCD autorise une densité d'un million
de points avec un bruit de fond trés bas (lié a I'échantillonage, typiqguement sur 12 bits). Le systéme
de mesure est sensible aux déplacements de surface colinéaires au vecteur de sensibilité. Ce vecteur
appartient a la bissectrice entre les directions d'illumination et d'observation. Ainsi, cette méthode est
principalement sensible aux déplacements hors plan. Pour des mesures quantitatives, la position rel-
ative entre la structure et les éléments du systéme est trés importante a quanti er. Plusieurs solutions
existent pour obtenir les 3 composantes du champ de déplacement, en combinant plusieurs caméras
(trois au moins) ou les directions d'illumination. La méthode ESPI nécessite un régime établi de vibra-
tion et un balayage en fréquence est donc nécessaire pour obtenir I'ensemble des champs de réponses
en fréquences. Elle exclut donc I'utilisation de moyens d'excitations impulsionnels ou transitoires.

La méthode ESPI étant couteuse, dif cile de mise en oeuvre et limitée aux vibrations en régime
établi, les vibrométres lasers pour les mesures vibratoires sont plus répandus. En effet, la possibilité
d'une mesure sans contact, facile a mettre en oeuvre et couvrant un gamme de fréquence assez large
ont permis a cette technique de se généraliser. Le principe de fonctionnement du vibromeétre laser
(LDV pour Laser Doppler Vibrometgrest basé sur une technique d'interférométrie, en fait, un in-
terférometre de Mach-Zehnder modi é. Le schéma de principe du fonctionnement du vibrometre est
donné sur la gure 4.1. La tension obtenue est calculée a partir de la formule suivante

V = kcoq2p(fp+ 2v=l )t) 4.1)

avecV : tension de sortie de l'interférométrk,: constante fonction de I'ef cacité de conversion,
fp : fréquence de Bragg, € = 2v=l : fréquence de Doppler. Cette tension est convertie en unités
physiques pour obtenir la vitesse du point de mesure. Cependant, I'utilisation de miroirs orienta-
bles pour effectuer le balayage doit aussi étre pris en compte dans la vitesse obtenue (lorsqu'ils sont
présents) [Sie98, HR03]. On parle dans ce cas de SII¥iining Laser Doppler Vibrome)eEn n,
I'utilisation de 3 faisceaux simultanés permet la mesure des 3 composantes de la vitesse en un point.
Cependant l'utilisation des LDV présente aussi certaines limitations, notament au niveau :
— de la résolution spatiale qui peut étre insuf sante dans certains cas comme par exemple pour la
caractérisation des MEMS [CMTO06] ;
— d'une sensibilité du laser et du démodulateur aux facteurs environnementaux (température,
pression, ...);
— d'une incertitude sur la direction de mesure et donc de la vitesse mesurée, qui est fonction de
I'alignement de la structure avec le faisceau laser;
— du rapport signal/bruit, fonction de la distance de mesure, de la ré exion de la surface, et de
facteurs environnementaux (vibrations du sol, poussiére, ...).
En n, il faut noter qu'en présence de mouvements de corps rigide dans la vibration, il est nécessaire
d'adapter la dynamique de mesure des méthodes sans contact, ce qui diminue signi cativement la
sensibilité de mesure. De plus, nous ne pouvons pas allier étendue spatiale et fréquentielle en une
seule mesure avec ces méthodes optiques. L'holographie nécessite un balayage fréquentiel tandis que
le vibrométre laser nécessite un balayage spatial, et le temps d'acquisition de I'ensemble des données
est nécessairement long.
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Fic. 4.1 — Schéma de fonctionnement du vibrométre

D'autre part, le moyen d'excitation d'une structure correspond au systeme qui va apporter de
I'énergie pour provoquer le mouvement vibratoire. Une présentation des moyens d'excitation les plus
courants en dynamique est donnée dans le tableau 4.1 (reproduit de [CugO05, p. 99]) avec les avantages
et inconvénient de chacun de ces moyens. Il faut toutefois ajouter comme inconvénient a la méthode
par marteau d'impact l'impossibilité d'exciter une structure en régime établi.



112 Chapitre 4. Applications et Résultats

Méthode Avantages ‘ Inconvénients ‘
Marteau d'impact o o
P — plage d'excitation — difcile pour des tests en
— amplitude conditions libres
— simple
Pot vibrant ) . N
— grande amplitude — masse et raideur ajoutées au
— ponctuel niveau de la liaison
— contréle du signal
— plage d'excitation (BF possible)
Actionneur . : .
L ] — grande plage en fréquence — faible amplitude
piézoélectrique — masse raideur et amortisse-

ment au niveau du collage
— relativement complexe a
contrbler au niveau de
I'excitation

Haut parleur ; C
— plage en fréquence — non linéarité

— mise au point complexe
— mesure de I'effort (champ de
pression) apporté a la strug

— sans contact

ture

inducteur électro , .
" — grande plage en fréquence — uniguement pour les struc-
magnétique . L i At ek
gnetia — pas de masse et raideur ajoutées tures ferro-magnetiques

(sinon ajout d'inducteurs e
donc de masse et de raideur)

— a calibrer a chaque utilisaj
tion

TAB. 4.1 — Moyen d'excitation courants en dynamique

En n, il estimportant de noter qu'en dynamique, la mesure nécessite des précautions supplémen-
taires par rapport a la statique. En effet, elle doit étre "instantanée” en ce sens que le temps d'ac-
quisition doit étre négligeable par rapport au temps caractéristique d'un mouvement a la fréquence
maximale d'intérét. De plus, lorsque plusieurs signaux sont nécessaires (par exemple pour une FRF
ou il faut une mesure de la force et une mesure cinématique), il faut assurer la simultanéité de I'ac-
quisition de ces signaux dans chague voie de mesure. Ceci exclu par exemple le multiplexage simple
couramment employé dans les machines d'essais standards des matériaux.

4.1.3 Dispositif de test retenu

4.1.3.1 Choix du dispositif de test

Les contraintes expérimentales liées a notre étude sont de pouvoir
1. minimiser les dispersions liées au test
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2. maximiser les informations disponibles

car les caractéristiques des matériaux que nous cherchons a détecter (dépendance en fréquence de la
raideur et des amortissements) ne sont pas prépondérantes dans les réponses dynamiques des struc-
tures. Ainsi, pour diminuer les dispersions possibles, nous avons choisis d'effectuer l'identi cation

de toutes les caractéristigues matériaux recherchées a partir d'un essai unique. Ensuite, si la mesure
de champ dans la zone d'intérét n'est pas compléte, nous avons vu gu'il est nécessaire de minimiser
les perturbations de la structure tant en termes de raideur et masses qu'en termes d'amortissements
ajoutés. En effet, I'amortissement interne que nous souhaitons identi er est assez faible devant ceux
qui pourraient venir du dispositif d'essai. De plus, l'utilisation de supports est un point délicat pour la
reproductibilité de I'essai. Un test normalisé pour I'évaluation de ces méthodes est d'ailleurs en cours
d'élaboration, avec un montage spéci que (de type monobloc support-éprouvette) a n de diminuer

I'in uence des conditions limites [PHBO7].

La solution que nous avons retenue consiste a utiliser des suspensions par élastiques des struc-
tures testées pour approcher des conditions quasi-libre. En ce qui concerne la mesure cinématique, il
convient pour ne pas perturber la structure de mettre en oeuvre une méthode de mesure sans contact.
Celle-ci étant nécessairement affectée par les mouvements de corps rigide, il résultera malheureuse-
ment de cette combinaison une perte de résolution de la mesure.

D'autre part, I'excitation sans liaison de la structure ne peut se faire que par impact ou par exci-
tation acoustique (les structures viscoélastiques n'étant généralement pas ferro-magnétique pour pou-
voir utiliser un inducteur). Une excitation acoustique dans le cadre de l'identi cation de raideur d'un
matériau orthotrope a déja été utilisée dans [Cug05]. Cependant, sa mise en oeuvre est assez complexe,
car il faut caractériser précisément le champ de pression crée par le(s) haut-parleur(s) (dans [Cug05],
le volume entre la plaque et les haut-parleurs a été balayé par 9 microphones dans une chambre ané-
choide sur une gamme de fréquences de 20 Hz a 20 kHz). De plus, les excitations en régime établi
peuvent conduire a un échauffement des matériaux viscoélastiques puisque ceux-ci dissipe I'énergie
sous forme de chaleur. Or nous avons vu que les caractéristiques que nous recherchons présentent
une forte dépendance en température. Nous avons donc choisi pour notre part de nous tourner vers
une excitation par impact, qui est une technique transitoire et simple de mise en oeuvre. Toutefois,
un dispositif automatique pour la mise en oeuvre de cette excitation a été mis en place pour éviter la
dispersion sur les nombreuses acquisition nécessaires.

4.1.3.2 Mesure cinématique

Parmi les matériels de mesure sans contact compatible avec des excitations transitoire, nous ne
disposons au laboratoire que d'un vibromeétre laser monopoint pour une mesure de la composante de
vitesse de la structure suivant I'axe du faisceau laser. Ce vibromeétre est de marque Polytec, avec le
contrdleur OFV-3000 et la téte de mesure OFV-303. La carte démodulateur OVD-02 (HF) utilisée
permet de mesurer des vitesses jusqu'a 500 mm/s a la fréquence de 1500 kHz et avec une résolution
de 1,5mm/s et une erreur de phase inférieure a 0,7 °/kHz. Un dispositif de balayage spatial de la
structure a été construit pour cette étude. Il est couplé au vibromeétre laser pour obtenir une mesure de
champ (SLDV).

L'utilisation d'une méthode optique impose toutefois de travailler avec des structures suf sament
ré échissantes. Comme les surfaces des structures testées n'ont pas toujours cette propriété optique,
une solution généralement retenue consiste a utiliser des patch ré échissants. Dans notre cas, il n'est
pas possible de recouvrir la structure d'un Im collé car en plus de modi er sa masse cela ajouterait
un amortissement non négligeable. Nous avons alors opté pour I'application d'une ne couche de
peinture. Quelques tests sur une plague mince en acier ont permis de véri er la validité de ce procédé.
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En effet, les effets de la peinture sont faciles a mettre en évidence sur une telle structure, de faible
masse et trés peu amortie. Nous avons conclu qu'une peinture chromée permet d'obtenir un bon
retour du signal laser et n'a pas d'impact sur I'amortissement (les largeurs de pics de résonance ne
sont pas altérées).

4.1.3.3 Dispositif d'excitation et de mesure d'effort

Pour assurer une bonne qualité et une bonne répétabilité de I'excitation, un dispositif a été congu
avec un excitateur électromagnétique réglable muni d'un capteur de force et d'un embout nylon,
comme présenté sur la gure 4.2. Cet excitateur de type SF 2185.00 autorise un déplacement max-
imum de 7 mm pour des fréquences comprises entre 0,1 Hz et 5 kHz. La gamme de fréquence du
capteur de force PCB 208C02 est comprise entre 0,001 Hz et 36 kHz pour une résolution de mesure
de 0,004 N-RMS et une force maximale de 445 N. Limpact est normalement obtenu avec un signal de
type demi-sinus pour un spectre large bande, proche de celui d'une impulsion. Cependant, pour éviter
un double impact sur la plague qui est suspendue, le signal d'excitation est une période compléte de
sinus a n d'éloigner la téte de la plague a son retour. En n la période des impacts est d'environ 0,05
seconde, ce qui permet a la plaque de se stabiliser entre deux mesures. Le dispositif comporte donc
deux GBF, I'un pour xer la période des impacts, et I'autre pour le sinus (largeur et niveau).

Un autre aspect important a prendre en compte dans ce dispositif est I'étalonnage du capteur de
force. En effet, celui-ci est destiné, dans son utilisation standard, a étre placé sur un marteau d'impact.
L'énergie étant transférée par effet d'inertie a la plaque, il est alors nécessaire de prendre en compte
un facteur de correction sur la sensibilité du capteur dépendant des masses avant et arriere [McC95].
Dans notre cas, ce facteur est évalué a 0,88, d'ou lI'importance de sa prise en compte.

FiG. 4.2 — Photo de I'excitateur

Des courbes caractéristiques de ce dispositif sont présentées sur la gure 4.3, avec le signal d'ex-
citation et la vitesse au niveau de la téte de I'excitateur. La vitesse mesurée au niveau de la plaque met
en évidence le signal vibratoire sur une porteuse (sinus amorti) du mouvement d'oscillation sur les
élastiques. Le spectre d'effort permet de s'assurer de la gamme de fréquence couverte par I'excitation,
sans zone critique ( g. 4.4). Ces données nous permettent de véri er la quantité de mouvement trans-
mise a la plaque, ce qui con rme la validité de I'étallonage. D'un point de vue qualitatif, le spectre
d'effort ainsi obtenu est mieux adapté que celui produit par un marteau d'impact.
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(a) Signal d'excitation (b) Vitesse de la téte

(c) Vitesse de la plaque

FiG. 4.3 — Caractéristiques de I'excitation

Pour s'assurer que I'excitation reste dans le domaine linéaire, des essais ont été effectués a dif-
férents niveaux d'impact, avec pour objectif de s'assurer que les FRF obtenues sont bien indépen-
dantes du niveau d'excitation introduit. La gure 4.4 présente les FRF (amplitude et phase) ainsi que
le spectre d'effort pour différentes valeurs d'effort introduit. Il apparait clairement que pour le maxi-
mum d'effort (171N), la réponse obtenue est non-linéaire, alors que pour le minimum d'effort (22N),
la réponse obtenue pour les fréquences les plus élevées devient trop perturbée. Cela s'explique par la
forte décroissance du spectre d'effort a ces fréquences, pour lesquelles le niveau d'effort introduit n'est

plus suf sant. En revanche, pour les niveaux d'effort intermédiaires, il y a une bonne superposition
des FRF.
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(a) Spectres d'efforts

(b) Amplitude des FRF colocalisées (c) Phase des FRF colocalisées

FIG. 4.4 — Tests de linéarité

4.1.3.4 Conditions de test

Choix du point d'excitation Le choix du point d'excitation est important pour l'identi abilité des
parameétres matériaux. En statique, il est possible de retenir une con guration d'essai privilégiant le
travail de certains parametres matériau. Mais en dynamique, nous avons un ensemble de déformées
différentes a chaque fréquence d'excitation pour une con guration unique des conditions aux limites et

le choix d'un point d'excitation n'est pas aussi aisé qu'en statique. En analyse modale expérimentale,
son positionnement peut étre guidé par les modes présents dans la gamme de fréquences considérées,
et surtout par rapport a la position des lignes nodales : il est nécessaire de pouvoir exciter chaque
mode pour pouvoir l'identi er. De plus, pour extraire des modes de mémes fréquences, ou seulement
lever le doute sur leur multiplicité, il est méme nécessaire de choisir plusieurs points d'excitations (en
partique on choisit I'ordre de multiplicité plus 1).

Pour notre méthode, basée sur l'utilisation directe des réponses en fréquences et qui ne nécessite
pas d'analyse modale, il n'eatpriori pas important de satisfaire ces critéres. En effet, nous pouvons
considérer qu'avec une méthode ef cace, les caractéristiques matériaux peuvent étre identi ées quelle
que soit la fréquence, que certains modes participent ou non a la réponse et pour autant que la défor-
mée fasse travailler tous les paramétres (cf. section 3.3.4). Cependant, on constate expérimentalement
gue les modea-priori non excités par le placement de I'excitation sur une ligne nodale le sont tou-
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jours un peu. Ceci peut étre di aux tolérances dans le dispositif expérimental (le point d'excitation
correspond en fait & une petite surface, I'axe de I'excitateur n'est pas parfaitement normal a la sur-
face), ou encore provenir d'un comportement non parfait du matériau (homogéne et isotrope...). Du
point de vue de l'identi cation, ceci peut étre percu comme une erreur du modéle numérique : il ne
représente pas délementla con guration de test pour mettre en évidence ces réponses. Or la présence
d'un pic a une fréquence ou il ne devrait pas apparaitre théoriquement risque de perturber fortement
le processus de recalage. Nous en concluons qu'une con guration d'essais de la plague avec une posi-
tion de I'impact sur une (des) ligne(s) nodale(s) conduira a des biais aux conséquences préjudiciables
pour l'identi cation. Bien que cela soit dif cile a satisfaire avec une excitation ponctuelle et unique

(du fait de la densité modale), il est donc important de choisir un point d'excitation qui évite autant
que possible d'étre situé sur des lignes nodales.

D'autre part, comme le matériel de mesures optiques n'est pas lié a la structure, il nécessite
d'adapter la dynamique de mesure lorsque celle-ci est sujette a de grands mouvements d'ensemble.
En fait, les mouvements les plus pénalisants sont les rotations puisqu'elles nécessitent une adaptation
continuelle, fonction de la distance entre le centre de rotation et le point de mesure. Une excitation au
centre de gravité de la structure permettrait d'éviter ces mouvements pénalisants, mais nous devons
éviter ce point s'il est situé sur un grand nombre de lignes nodales, ce qui est le cas pour une plaque
rectangulaire. Le choix nal du point d'excitation doit donc résulter d'un compromis visant a éviter
les lignes nodales des modes exibles tout en se rapprochant du centre de rotations. C'est la raison
pour laquelle nous retenons une position Iégérement excentrée pour le point d'excitation : 15 mm et
10 mm du centre convient pour une plague rectangulaire de 150 mm par 100 mm (respectivement).

Positionnement des élastiques Le positionnement des élastiques sur la structure va in uencer la
réponse vibratoire mesurée. Cependant, contrairement a certains travaux comme [DVSDW97] ou les
suspensions sont déplacées sur les lignes nodales de chaque mode, nous ne souhaitons pas effectuer
ces changements pour limiter les dispersions. Pour tester I'in uence de la position des élastiques,
nous les avons placés en différentes positions : aux milieux des cbtés ou aux coins d'une plaque
rectangulaire (150 mm par 100 mm) en PVC de 5,1 mm d'épaisseur. Elle pese 111g et l'impact en
masse ajoutée des 4 élastiques (et de la colle) est trés faible puisqu'inférieur a 2g. Les fréquences de
résonances (avec une résolution fréquentielle de 2Hz) associées a ces con gurations sont présentées
sur le tableau 4.2 (cf. gure 4.5). Il apparait que l'in uence des élastiques sur les fréquences de
résonance est relativement limité (inférieure a 5 Hz sur [0-2700] Hz).

| Mode | Elastiques aux coins (HZ) Elastiques au centre des c6tés (Hz)

1 356 354
2 394 392
3 822 824
4 950 948
5 1046 1048
6 1248 1252
7 1538 1542
8 1778 1774
9 2224 2224
10 2640 2644

TaB. 4.2 — In uence sur les fréquences de résonances du positionnement des élastiques
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FIG. 4.5 — Superposition des FRF pour 2 positions d'élastiques

4.1.3.5 Matériel d'acquisition et de traitement des signaux

Le schéma du dispositif de test complet est présenté sur la gure 4.6, et des photos de I'ensemble
sont présentées surla gure 4.7. Le vibrometre laser est placé sur un portique permettant de le déplacer
dans un plan. Il est relié, via son conditionneur ICP, a un analyseur de spectre, tout comme le cap-
teur d'effort du systeme d'excitation. L'analyseur de spectre est relié & un ordinateur pour centraliser
I'acquisition des données et le déplacement du vibrométre.

Un analyseur de spectre permet normalement d'obtenir des FRF a partir d'estimateurs de type
H1 ou H2 sur les signaux temporels de vitesse et de force. Ces estimateurs, identiques en I'ab-
sence de bruit, conduisent a différentes évaluations pour des tests réels. L'estimateur H1 permet une
meilleure approximation des FRF en présence de bruits aléatoires en sortie (mesure de la vitesse vibra-
toire), alors que l'estimateur H2 minimise un bruit en entrée (mesure de la force d'excitation)[RL99,
McC95]. L'estimateur H1, disponible sur notre matériel d'acquisition HP 35670A, semble donc mieux
adapté pour nos essais. D'aprés la documentation, ce matériel présente une erreur de gain inférieure a
0,04 dB ou 0,5 % de la mesure et une erreur de phase inférieure a 0,5 ° entre les 2 voies de mesure. |l
est limité a I'enregistrement de 4096 points et donc a la présentation de 1600 lignes spectrales.
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FIG. 4.6 — Schéma du dispositif d'essai

FIG. 4.7 — Photo du dispositif d'essai

4.1.4 Conclusion

Le dispositif d'essai doit résulter de la compatibilité entre les moyens de mesures cinématiques
(1D ou 3D) et d'efforts, les moyens d'excitations (pour un régime transitoire ou établi) et les xations
de la structure. Il nécessite en outre une acquisition rapide, en rapport avec la vitesse de vibration de
la structure, et parfaitement synchronisée de tous les instruments.

La mesure de champ par holographie permet d'offrir une excellente résolution, mais au prix d'une
mise en oeuvre complexe pour assurer l'acquisition des parties réelles et imaginaires des champs
en phase par rapport a I'excitation. Avec ce moyen de mesure cinématique, il est nécessaire d'avoir
un moyen d'excitation capable de mettre la structure en régime établi de vibration. Une solution par
excitateur electromagnétique ou piezoélectrique (qui perturbe la structure aux limites) est envisageable
si elle est conjointe a une méthode d'identi cation en force ltrée. Cette méthode nécessite toutefois
un champ complet, 3D, de la zone d'intérét, ce qui augmente encore la complexité et le colt du moyen
de mesure a mettre en oeuvre dans ce cas.
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La mesure holographique d'un champ cinématique partiel, 1D, n'est compatible qu'avec la méth-
ode d'identi cation en forces pondérée en déplacements. Celle-ci nécessite alors des CL parfaitement
connues et une excitation en régime établi qui ne perturbe pas la structure. Pour respecter ces condi-
tions, une solution de suspension par élastiques et une excitation acoustique qui évite les dissipations
par contact est possible. Cette méthode d'excitation nécessite toutefois une méthode de mesure com-
plexe pour obtenir le champ de pression s'exercant sur la structure.

Le dispositif expérimental que nous avons retenu est beaucoup plus simple de mise en oeuvre
et reste compatible avec cette méthode d'identi cation. Il dérive des techniques expérimentales bien
éprouvées et habituellement utilisées pour I'analyse dynamique des structures métalliques. Il associe
un moyen d'excitation xe par impact avec des suspensions élastiques et une mesure cinématigue
laser par balayage spatial piloté par ordinateur. Des précautions sont toutefois nécessaires avec ce
matériel pour tester les structures en polymére dur et un dispositif spéci que a été mis en place pour
automatiser les excitations. Il permet une bonne répétabilité méme sur ces structures légéres tout en
restant dans le domaine linéaire.

L'expérience montre que les élastiques souples permettent d'approcher des conditions libres sans
trop perturber les mesures. Le champ cinématique est obtenu par une succession de mesures ponctuelles
aux noeuds du modele expérimental a I'aide d'un dispositif de balayage plan mis en place pour ces
essais. Chaque mesure ponctuelle permet I'acquisition de 1600 lignes spectrales.

Le dispositif expérimental choisi doit donc permettre de n'avoir qu'une structure testée dans une
con guration unigue de test. En outre, il est adapté a une grande variété de formes et de dimensions
pour celle-ci. Ceci est particulierement intéressant lorsque l'extraction d'un échantillon est dif cile,
comme par exemple pour une structure composite qui risque un délaminage.

4.2 ldenti cation a partir de données expérimentales

Nous nous intéressons maintenant a l'identi cation de parametres viscoélastiques a partir des
données expérimentales otenues sur des structures réelles. Les structures ont été choisies pour obtenir
des effets signi catifs de dissipation, notamment au niveau de leurs épaisseurs. En effet, au niveau de
la microstructure, il faut garder un volume élémentaire représentatif, c'est-a-dire avec suf sament de
chaines moléculaires.

Dans nos applications, nous allons d'abord nous intéresser a un PVC extrudé couramment utilisé
dans des applications industrielles. Ensuite, nous nous intéressons a l'identi cation du polymére mis
en oeuvre dans un composite polymére/métallique otenu par l'assemblage de 2 plaques homogénes
et isotropes. |l existe en effet de nombreuses applications vibro-acoustiques des matériaux viscoélas-
tiques dans des sandwich multicouches gu'il estintéressant de caractesgarcomme par exemple
les verres PVB.

4.2.1 Application sur une structure en PVC

Le matériau choisi pour étre caractérisé est un PVC isotrope. Ce matériau livré en plaque de 5,1
mm d'épaisseur par SIMONA est rigide avec une température de transition vitreuse que nous avons
mesuré a 75,5° C avec un appareil DSWfferential Scanning Calorimetjy Sa limite élastique est
de 58 Mpa et nous avons mesuré ses propriétés statiffires3; 5GPa en = 0;38 (G = 1;27 GPa).
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4.2.1.1 Identi cation par analyse fréquentielle

Un échantillon de 150x100 mm est extrait dans la plaque brute et le champ de réponse en fréquence
a été mesuré a température ambiante Z0°C) suivant le protocole annoncé dans la section précé-
dente en 570 points (aux noeuds du modéle EF) d'une face suivant la normale au plan de la plaque.
Des exemples de FRF mesurées sur la gamme 0-3200 Hz avec 1600 lignes spectrales sont présen-
tés sur les gures 4.10 et 4.11. La premiére correspond a un point de mesure ou le bruit semble peu
important et la seconde a un point ou il semble maximal. Les champs de déformées opérationnelles
mesurées par vibrométrie a des fréquences proches de celles des modes propres sont présentées sur la
gure 4.12. Aussi, comme prévu théoriguement, l'analyse de ces déformées expérimentales con rme
la dépendance spatiales des fréquences de résonances. C'est ce qui est montré sur I'exemple de la
gure 4.13 ou les fréquences des pics d'amplitudes au voisinage de la fréquence du 6éme mode sont
reportées sous forme d'un champ spatial sur la plaque.

FIG. 4.8 — FRF au point 251 FIG. 4.9 — FRF au point 456

FIG. 4.10 — Localisation du point 251 FIG. 4.11 — Localisation du point 456
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(a) 356 Hz (b) 392 Hz (c) 950 Hz (d) 1046 Hz

(e) 1256 Hz () 1774 Hz (g) 2224 Hz (h) 2652 Hz

FIG. 4.12 — Champs de déformées opérationnelles mesurées sur la plaque PVC

FiG. 4.13 — Carte des fréquences de résonance pres du sixieme mode de la plague PVC

Le modele numérique est celui mis en place dans les chapitres précédents, formé par un maillage
de 38x15 éléments H8coque et d'un modéle d'amortissement hystérétique. Les parametres initiaux
sont ceux mesurés en statique avec un amortissement forfaitaire de 3% sur le module d'Young. La
FRF colocalisée obtenue avec ce modéle, versus la FRF mesurée, est présentée sur la gure 4.14a en
exemple. On peut constater qu'il y a une bonne corrélation en basses fréquences, g. 4.14b , ce qui
est naturel avec ces parameétres, mais aussi qu'il est nécessaire de prendre en compte la variation de
ceux-ci en fréquence pour corréler I'ensemble des réponses en fréquences.
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(a) Superposition des FRF colocalisées (b) Indicateurs de corrélation pour I'ensemble des FRF

FIG. 4.14 — Comparaison des modéles EF (initial) et test pour le PVC

Le recalage du modéle numérique est ensuite effectué par la méthode en forces pondérées en dé-
placements avec des paramétres matémkaexG constants par morceaux, sur des plages de 200 Hz.
Les résultats identi €s et le retour aux paraméeteest n sont présentés sur les gures 4.15 et 4.16.
Ces résultats font apparaitre une évolution rapide des modules de stockage avec la fréquence jusqu'a
700-800 Hz, avant de prendre des valeurs plutdt constantes en fréquences. Le sens de variations trouvé
est bien celui qui était attendu, avec un module plus élevé en hautes fréquences qu'en statique, alors
que c'est le contraire qui se produit sur le coef cient de Poisson. Comme avec les expérimentations
numeériques menées avec des données simulées, la valeur identi ée pour le coef cient de Poisson en
basses fréquences (a 200 Hz) parait peu able, avec des valeurs assez éloignées des valeurs statiques
(0,38 pour la partie réelle et 0 pour la partie imaginaire). En effet, d'aprés les mesures DMA vari-
ables en températures que nous avons fait réaliser sur ce matériau, il ne doit pas y avoir de sauts dans
cette plage de fréquences. Pour véri er cela, nous avons effectué des essais complémentaires avec une
autre machine DMA sur des éprouvettes sollicitées en exion a température ambiante (25 °C) sous
une précharge de 0,8 Newtons. Les résultats qui ont pu étre obtenu a des fréquences de 1, 10 et 30 Hz
sontE = 3;42(1+ j0;0102 GPaE = 3;47(1+ j0;0137) GPaekE = 3;50(1+ j0;0184 GPa (respec-
tivement). Mais il convient de signaler que ces valeurs sont obtenues & une température plus élevée
que lors de nos essais dynamiques et avec une théorie de poutre mince (sans tenir compte des effets
de cisaillement pendant I'essai). Toutefois, ces valeurs sont globalement cohérentes avec I'évolution
supposée des paramétres statiques aux parametres dynamique identi €s. Ces résultats permettent donc
de compléter notre connaissance de ce matériau.

De plus, il apparait aussi clairement sur les courbes de modules des gures 4.15 et 4.16 que
certains points identi és sont entachés d'erreur puisqu'ils se trouvent isolés a des valeurs différentes
des points alentour : par exemple, la valeurkd@ 2000 Hz parait peu able. Mais la dispersion
observeée est encore plus forte sur les valeurs trouvées pour le coef cient de Poisson, et surtout sur
son facteur de pertes ou quelques valeurs positives, aberrantes, sont observées. Cela rejoint aussi les
conclusions de nos expérimentations numériques. Mais d'un point de vue global, les facteurs de pertes
des modules sont bien positifs dans I'ensemble et ceux du coef cient de Poisson négatifs. Les valeurs
obtenues sont donc bien cohérentes, tant pour les modules de stockage que pour les facteurs de pertes.
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(a) Module de stockage dé (b) Facteur de perte d¢

(c) Module de stockage de (d) Facteur de perte d&

FiG. 4.15 — Evolution des paramétres identi €t G du PVC avec la méthode en forces pondérées
en déplacements
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(a) Module de stockage de (b) Facteur de perte de

(c) Module de stockage du coef cient de Poisson (d) Facteur de perte du coef cient de Poisson

FIG. 4.16 — Evolution des paramétigéstn du PVC avec la méthode en forces pondérée en déplace-
ments par post-traitement des paramétres de la gure 4.15

Aprés ce recalage, les fréquences de résonances expérimentales et numériques sont en accord
et il devient possible d'appliquer la méthode d'identi cation en déplacements. Puisque celle-ci est
moins sensible aux bruits aléatoires de mesures, il est intéressant de voir sur cette application si elle
permet d'améliorer l'identi cation des parametres. A partir des valeurs précédentes, une itération
supplémentaire avec cette méthode a pu étre réalisée, mais les résultats obtenus présentés sur les
gures 4.17 et 4.18 ne sont pas trés différents, et les conclusions restent inchangées. En fait, le résultat
pour le coef cient de Poisson devient méme moins bon pour les valeurs en basses fréquences a 200 et
400 Hz.
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(a) Module de stockage dé (b) Facteur de perte d¢

(c) Module de stockage de (d) Facteur de perte d&

FiG. 4.17 — Evolution des paramétréset G identi és du PVC avec la méthode en déplacements
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(a) Module de stockage de (b) Facteur de perte de

(c) Module de stockage du coef cient de Poisson (d) Facteur de perte du coef cient de Poisson

FiG. 4.18 — Evolution des parameétrEstn du PVC par post-traitement des paramétres de la gure
4.17

Pour aller plus loin dans I'explication des points aberrants, nous avons mis en oeuvre la procédure
proposée par DuMouchel et O'Brien [DO91] a partir du résidu produit par la différence entre les
champs expérimental et numérique et des gradients. Cette procédure itérative produit un indicateur
permettant de détecter les points qui ne suivent pas bien l'ajustement des paramétres réalisé au sens
des moindres carrésltliers). Les valeurs trouvées sont comprises entre 0 si la donnée doit étre rejetée
(elle est bruitée) et 1 si elle est bien en accord avec I'ajustement. Lindicateur obtenu est illustré sur
la gure 4.19 pour les parties réelles et imaginaires des résidus liés aux points 251 et 456 (cf. FRF
des gures 4.10 et 4.11). Dans I'ensemble, les valeurs obtenues distinguent clairement la FRF 456
assez bruitée de la FRF 251 peu bruitée (en moyenne 71% et 65% sur I'ensemble des fréquences
pour les parties réelle et imaginaire du noeud 456 versus 84% et 80% pour le noeud 251). Mais plus
localement, nous pouvons remarquer que cet indicateur propose d'éviter le voisinage des fréquences
de résonance dans I'évaluation des paramétres au sens des moindres-carrés. D'autre part, il faut noter
gue les points localisés au bord de la plaque ont un niveau de bruit important d'aprés cet indicateur.
Ceci rejoint nos constatations expérimentales : le faisceau laser risque de se retrouver "a cheval” sur
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le bord de la plaque a un moment donné dans le mouvement de celle-ci, ce qui dégrade la mesure.

(a) Parties réelles et pondération du point 251 (b) Parties imaginaires et pondération du point 251

(c) Parties réelles et pondérations du point 456 (d) Parties imaginaires et pondération du point 456

FIG. 4.19 — Résidu et indicateurs appliqués sur les points 251 et 456

Pour nir avec les résultats précédents, il peut étre intéressant de proposer un modéle de dissipa-
tion pour les caractéristiques en fréquences de ce PVC. Malheureusement, les modéles classiques
et simples de viscoélasticité ne permettent pas de reproduire les tendances observées. Nous pro-
posons alors de paramétrer les parties réelles et les parties imaginaires du module d'Young et du
coef cient de Poisson dynamique par des modéles exponentiels. Par exemple, nous pouvons proposer
A[E]= 4,32 0;83exy 0;00352) GPa pour la partie réelle du module d'Young. Les points retenus
nalement et les courbes des caractéristiques exponentielles sont reportées sur la gure 4.20. Cepen-
dant, une évolution avec plusieurs maxima correspondrait probablement mieux aux différents points
des facteurs de pertes, comme cela estillustré sur la gure 1.9 pour ce matériau qui n'est tout de méme
pas trés dissipatif (comparé a un viscoélastique du type ISD112 par exemple).
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FiG. 4.20 — Evolution des parameétres retenus avec des modeles exponentidisgpawatu PVC

Les gures 4.21 et 4.22 présentent nalement les déformées opérationelles du modéle numérique
et la superposition d'une FRF des modéles numérique et test. Compte tenu de la gure 4.12, nous
voyons que les modeles numeérique et de test sont corrélés de maniéere satisfaisante.

(a) 356 Hz (b) 392 Hz (c) 950 Hz (d) 1046 Hz

(e) 1256 Hz (f) 1774 Hz (g) 2224 Hz (h) 2652 Hz

FIG. 4.21 — Déformées opérationnelles du modéle numérique de la plague PVC
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FIG. 4.22 — Superposition d'une FRF des modéles numérique et test de la structure en PVC

4.2.1.2 Identi cation des amortissements du PVC par analyse modale

Une autre méthode pour identi er des valeurs d'amortissements matériaux consiste a inverser la
relation 2.79 en utilisant des facteurs d'amortissements modaux identi és sur des mesures expérimen-
tales. Pour former un systéme inversible capable de prodyiegamétres matériaux aprés résolution
, Il faut donc écriren relations 2.79 aven mesures (1= 2 dans le cas isotrope). Mais cette relation
n'est valable qu'a une fréquence donnée si les parameétres sont variables en fréquences. Pour satisfaire
ce point, il n‘est pas possible d'utiliser les amortissements modaux d'une structure ayant des modes
aux fréquences éloignées. La solution consiste a relever les amortissements modaux de différents
échantillons de plaques (aux dimensions différentes) et de les appairer en fonction des fréquences de
résonance experimentales. Cette stratégie a été appliquée dans la référence [DVSDW97] et nous la
reproduisons ici pour investiguer les caractéristiques du PVC.

Pour limiter les perturbations expérimentales, il est conseillé d'effectuer une mesure et une ex-
citation sans contact avec une suspension de |'échantillon par des Is collés aux bords de la plaque
dans le prolongement des lignes nodales. Cela nous conduit par exemple a xer les élastiques dans
les coins pour la mesure des propriétés associées au ler mode et a les xer au milieu des cdtés pour
le second. Une mesure colocalisée au vibrometre laser est suf sante pour cette expérience avec une
excitation en régime établi a I'aide d'une source sonore. D'aprés [DVSDW97], l'utilisation de plaques
carrés conduit a une meilleure sensibilité pour le coef cient de Poisson complexe. A n d'adapter les
fréquences de résonance, la longueur des cétés des différents échantillons de plaque d'épaisseur 5,1
mm sont choisis a {60, 70, 85, 100} mm. De plus petites dimensions auraient été intéressantes (par
ex. 50 mm) pour mieux couvrir I'ensemble de la gamme de fréquences mais nous n'arrivons pas a
effectuer des mesures exploitables au LDV dans ce cas.

Pour accélérer les mesures, nous effectuons l'analyse en fréquence des plaques excitées par un
signal de typeeriodic chirp Pour les plagues carrés, l'excitation est réalisée prés d'un bord au milieu
du c6té pour les xations dans les coins ainsi qu'au centre et dans un coin pour les xations aux
milieux des cotés. Cela doit nous permettre d'identi er les propriétés des ler et 2éme modes sans
perturbation ddes a l'environnement de test, au contraire des propriétés du 3éme mode. La plaque
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rectangulaire de 150x100 mm est également utilisée pour compléter les données de mesure en utilisant
des points de xations en fonction des lignes nodales des modes 3 et 5. Le tableau 4.3 présente les

couples identi és de fréquences et d'amortissements visqueux modaux.

| Plague | 60x60mm |  70x70mm |  85x85mm | 100x100mm | 150x100 mm |
Mode 1 | {1456 Hz, 1,78%} | {1092 Hz, 1,85%} | {730 Hz, 1,58%}
Mode 2 | {2204 Hz, 1,93%} | {1622 Hz, 1,83%} | {1098 Hz, 1,69%} | {792 Hz, 1,56%}
Mode 3 {2124 Hz, 1,76%)} | {1430 Hz, 1,62%} | {1038 Hz, 1,49%} | {824 Hz, 1,65%}
Mode 4 {1910 Hz, 2,61%}
Mode 5 {1042 Hz, 1,69%}

TAB. 4.3 — Propriétés modales relevées sur les plagues en PVC

Pour l'identi cation, nous considérons les propriétés élastiquies4;07 GPa enh = 0;36 con-
stantes dans la gamme de fréquences considérée (700-2200 Hz). Les amortissements des modes 1 et
2, censeés étre les plus ables compte tenu des conditions aux limites adaptées, devraient étre préférés
pour l'identi cation. Mais I'ajout de I'amortissement d'un mode 3 ne devrait pas changer de maniére
démesurée le résultat et permettre d'investiguer la stabilité du résultat. Aussi, pour des amortissements
aux environs de 2000 Hz, nous n‘avons pas d'amortissements modaux pour un mode 1 et il nous faut
utiliser I'amortissement d'un mode 3.

Les résultats obtenus pour différentes combinaison de propriétés modales sont reportés dans le
tableau 4.4. D'une maniére générale, nous pouvons constater la forte sensibilité du facteur d'amor-
tissement pour le coef cient de Poisson qui conduit a des résultats trés chaotiques. L'analyse des
résultats sur ce facteur montrent que I'amortissement modal du mode 1 de la plaque de 60 mm n'est
pas able, de méme que celui de la plaque de 70 mm et celui du mode 3 de la plague de 150x100 mm.
Ayant éliminé les colonnes utilisant des valeurs non ables, il est possible d'extraire le tableau 4.5.
Les résultats deviennent alors consistants entre eux.

| Plagues| 60 & 85 \ 60 & 85 | 702150 | 85a150 |
Modes [ 2et3] 2a4 | 3et4[ 1et2] 143 2et3] 1et2] 143 |2et3][235] 1et2]1a3
he (%) | 38,77 | 370 362 | 387 | 349 | 354 [ 2,76 | 0,071 | 3,27 [ 3,29 | 3,08 | 3,36
he (%) | 392 | 382 | 3,68 | 353 [ 3,64 | 3,74 | 3,79 | 0,075 | 3,46 | 348 | 3,17 | 3,13
hn (%) | -0,60 | -0,44] -022| 1,3 | -057| 0,73 -3,87 | -0,015] -0,71 | -0,74| -0,37 | 0,83

TAB. 4.4 — Amortissements identi és sur les plagues en PVC

] Plaques \ 85a 150 70 a 150 \ 60 a 85\ 60 a 85 \
Modes let2 | 235|2et3| 2et3 | 2a4| 2et3
Frég. moy. 761 1060 | 1068 | 1526 | 2057 | 2164
he (%) 3,08 3,29 | 3,27 354 | 3,70 | 3,77
hg (%) 3,17 3,48 | 3,46 3,74 | 3,82 | 3,92
hn (%) -0,37 | -0,74| -0,71| -0,73 | -0,44| -0,60

TAB. 4.5 — Amortissements retenus sur les plagues en PVC

Pour conclure cette section aprés la mise en oeuvre de cette stratégie, nous constatons qu'elle est
trés délicate de mise en oeuvre pour conduire a l'identi cation des paramétres matériaux et qu'elle
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n'est pas automatique. Ceci est dii a des dispersions trop importantes sur les amortissements modaux
expérimentaux qui ne sont pas compensées par une grande quantité de données.

4.2.2 Caractérisation d'un Sandwich Aluminium-Lexan

Nous avons choisi dans une seconde application de nous intéresser a la caractérisation de la couche
viscoélastique d'un composite sandwich. Plutot que de travailler directement sur un composite aux
propriétés inconnues, nous avons confectioné un tel composite avec des matériaux qu'il est possible
de caractériser individuellement. L'assemblage retenu concerne une couche d'aluminium avec une
couche de PC (ce dernier matériaa-griori des composants trés bien identi és, contrairement au
PVC).

La démarche suivie pour cette étude concerne dans un premier temps l'identi cation des propriétés
du lexan seul avant de nous intéresser a identi cation des propriétés du lexan dans I'assemblage.

4.2.2.1 Caractéristiques du Lexan

Le PC choisi est homogéne et isotrope et fourni sous forme brute par General Electric en plaque
de 4mm sous la dénomination Lexan. Les caractéristiques annoncées sont un module d'Young de 2,35
GPa (ISO 527) pour un chargement a Imm/min et un coef cient de Poisson de 0,38 (ASTM-D638) a
23°C et 50 % d'humidité relative aprés 48 heures de stockage.

Un échantillon de 150mm x 100mm est extrait de la plaque brute en vue de sa caractérisation et le
champ de mesures est obtenu suivant le protocole expérimental proposé ci-avant. Le balayage a cette
fois été réalisé suivant une grille de 29x19 points en excluant les points situés a proximité de l'aréte,
puisque ces mesures sont trés dif cile a obtenir et qu'elles sont trés bruitées. Le tableau 4.6 présente
les déformées opérationnelles mesurées a des fréquences proches des fréquences propres pour cette
plague en lexan. Le maillage régulier du modéle numérique comporte 30x20 éléments H8coque et
1302 noeuds.



Chapitre 4. Applications et Résultats 133

ODS

Freg. (hz) 254 272 577 647
OoDS

Freg. (hz) 712 866 1062 1217
OoDS

Freq. (hz) 1551 1705 1826 1897
ODS

Freq. (hz) 2355 2533 3022

TAB. 4.6 — Déformées opérationnelles mesurées pour la plaque en lexan

En premiére approche, nous avons effectué un recalage du modele numérique en considérant un
modéle d'amortissement hystérétique constant sur la plage de fréquences 100-3000 Hz. Les paramétres
identi és sont présentés dans le tableau 4.7. Ce matériau est donc moins dissipatif que le PVC précé-
dent. Un exemple de superposition de FRF numérique et expérimentale ainsi que des critéres de cor-
rélation fréquentiels sont présentés sur la gure 4.23. lls indiguent qu'en premiere approximation, le
choix d'un modéle hystérétique a parameétres constants sur I'ensemble de cette gamme de fréquence
est vraisemblable. Des essais DMA sur un barreau a 1 et 10 Hz ont également con rmé ces valeurs.
D'autre part, nous avons aussi effectué l'identi cation avec un modéle 2D en contraintes planes en
vue d'une comparaison avec une méthode d'identi cation basée sur des données modales. Ce modéle
numérique permet d'obtenir des résulats proches des précédentsZ 651+ j0;0287 GPa, et
G= 0;9531+ j0;0333 GPaown = 0;3931 j0;0161)).
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FIG. 4.23 — Superposition des FRF numériques et expérimentale et criteres de corrélation fréquentielle
pour le lexan avec des paramétres constants

Nous pouvons aussi tester ici notre méthode d'identi cation avec une relation orthotrope de com-
portement (orthotropie unidirectionnelle 1.31 a 5 paramétres) sur des données réelles. Présentés dans
le tableau 4.7, les résultats obtenus pour ce matériau isotrope présentent une certaine consistance sur
les parties réelles des paramétres mais les disparités sont importantes sur les parties imaginaires.

| Paramétres Ex(GPa) | Ey(GPa) | Gy (GPa) | Gy,(GPa) | Nyy \
Isotrope | 2,55 +j0,072| 2,55 +j0,072| 0,925 +0,027| 0,925 +j 0,027 0,38+ 0,002
Orthotrope| 2,85+j0,23 | 2,50+j0,11 | 0,902 +j 0,047| 0,919 +j 0,029 0,34 + 0,006

TAB. 4.7 — Paramétres identi és pour la plaque en Lexan

En supposant maintenant les parameétres constants par plages de 200Hz, nous obtenons les graphes
de variations de la gure 4.24. Ces graphes con rment que les caractéristiques du lexan évoluent peu
avec la fréquence. Les variations restent plausibles hormis dans la zone 2000-2500 Hz. Un exemple
de FRF recalée ainsi que des criteres de corrélation fréquentiels sont présentés sur la gure 4.25.
Pour identi er les zones de mauvaise corrélation spatiale, nous avons tracé un indicateur donné par le
produit FAAC FRAC ce qui permet de synthétiser l'information produite par ces 2 indicatdias
carte obtenue montre un défaut de corrélation prés d'un bord vertical et au centre des bords horizon-
taux. Ce résultat peut étre interprété par une in uence des CL qui ne sont pas modélisées. Toutefois,
si le produit des 2 indicateurs présente l'avantage de bien mettre en évidence les zones de mauvaises
corrélation, il ampli e (au carré) un défaut de corrélation mis en évidence par chacun d'eux. Il a donc
tendance a exagérer l'importance des zones mal correlées et nous pouvons af rmer que les corréla-
tions sont plutdt bonnes pour cette application.

1Le FAAC (Frequency Amplitude Assurance Criterjaet le FRAC Erequency Response Assurance Criteyisont les
pendants spatiaux du GAC et du GSC en fréquences. Pour les coordéinjees

2 AM(i; jHG; ) - HH (i; j)H(; ) 2
FRAC(i: j) = ___ S
(HHG; DH3; )+ CHAG; R §) D) (HHG; HA D)HAG; A §))

Ces criteres donnent des valeurs comprisent entre 0 (pas de corrélation) et 1 (corrélation parfaite) en fonction des ddl.

FAAC(i; j) = (4.2)




Chapitre 4. Applications et Résultats 135

FIG. 4.24 — Paramétres identi és pour le lexan a partir des FRF
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(a) Superposition de FRF numérique et expérimentale (b) Corrélation GSC et GAC
en 1 point

(c) Carte du produit de corrélation FAACXFRAC

FiG. 4.25 — Critéres de corrélations pour le lexan avec des paramétres variables

4.2.2.2 Incertitudes sur les paramétres identi és

Nous cherchons dans cette section d'associer une incertitude sur les parametres identi és. Pour
commencer ces travaux exploratoires, nous nous intéressons a mener de simples investigations numeériques
par la méthode de Monte-Carlo.

En fait, I'histogramme du résidu entre les champs expérimentaux et numériques a convergence de
la procédure de recalage correspond a une loi normale centrée. Comme il produit une information sur
I'erreur globale du modéle et de la mesure, il peut fournir des indications sur le bruit de mesure. Si
NOUS SUpPpPOSONSs en premiére approximation que le bruit est homogéne spatialement et que le modéle
numeérique est sans erreur, nous obtenons une estimation du bruit de mesure par 'analyse statistique
de ce résidu a une fréquence donnée. Cette analyse est suf sante pour borner I'erreur globale, & défaut
d'informations complémentaires.
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Les deux parties, réelle et imaginaire, du résidu complexe sont a analyser a chaque fréquence.
La gure 4.26 reporte les écarts types et le coef cient de corrélation de ces 2 parties en fonction
de la fréquence. Nous avons également reporté sur cette gure I'écart type relatif au maximum du
module du champ a cette fréquence. Nous voyons que cet écart type avoisine les 10% (parfois plus)
pour la partie réelle. Ces statistiqgues nous servent a générer un ensemble d'échantillons de "mesures”
(simulées) en ajoutant un bruit au champ mesuré. Pour xer les idées, un exemple de FRF ainsi bruitée
est présenté sur la gure 4.27 et I'analyse de la moyenne de 350 échantillons est donnée sur la gure
4.28.

Suivant une méthode de Monte-Carlo, I'analyse statistique de I'ensemble des parameétres identi-
és par recalage du modéle numériguavec ces 350 mesures permet d'obtenir l'incertitude sur les
paramétres identi és. Les résultats sont reportés dans le tableau 4.8. Les valeurs obtenues nous sem-
blent faibles pour les parties réelles des paramétres, mais ils con rment l'incertitude importante a
associer aux facteurs de pertes, avec 18 % pour celui du coef cient de Poisson.

(a) Ecarts types en fonction de la fréquence (b) Corrélation entre les parties réelle et imaginaire

(c) Ecarts-types relatifs (— partie réelle, - - partie imaginaire)

FiG. 4.26 — Analyse statistique du résidu pour le lexan

2pour réduire les colits de calcul, un modéle en 2D CP avec des élémentté)dtilisé.



138 Chapitre 4. Applications et Résultats

(a) Superposition d'une FRF expérimentale et bruitée  (b) GSC et GAC entre la FRF bruitée te la mesure

FiG. 4.27 — Présentation d'un échantillon avec bruit ajouté

(a) Superposition des échantillons d'une FRF (b) GSC et GAC entre la moyenne des FRF et la mesure

FiG. 4.28 — Ensemble des échantillons de FRF bruitées et corrélations de la moyenne pour le lexan

| | A[EI(MPa) | A[GI(MPa) | A[n] | he (%) | hc (%) | hn (%) |
Valeurs de référence 2650 953 0;393 2:87 3:33 1;61
Ecart types 1,4 1,0 0,00074] 0,06 | 0,16 | 041

y | A[E]1 [ A[G] | A[n] | he | hg | hy |

| Ecartrelatifa3 (%) | 0,16 | 0,31 ] 0,63 | 47 | 89 | 18|

TAB. 4.8 — Statistiques sur les parametres du lexan
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4.2.2.3 Identi cation des propriétés par analyse modale

Le tableau 4.9 présente les propriétés modales relevées par I'analyse des sighaux de FRF mesurées.
Les fréquences propres obtenues pour chaque mode correspondent a la moyenne des fréquences de ré-
sonance relevées sur I'ensemble du champ mesuré. Les amortissements visqueux sont obtenus & partir
d'une fonction de réponse impulsionnelle (choisie en 1 point). La procédure suivie est la suivante (cf.

gure 4.29) :

1. recherche visuelle d'une FRF ol le pic de résonance pour le mode considéré est le plus visible ;
2. application d'un ltre en fréquence passe bande sur cette FRF pour isoler le pic de résonance;

3. évaluation de la réponse impulsionnelle (IRF) par transformée de Fourier inverse. Cela nous
donne un signal sinusoidal exponentiellement amorti;

4. évaluation du module de la transformée de Hilbert de la réponse impulsionnelle, pour obtenir
I'enveloppe du signal ;

5. évaluation des coef cients au sens des moindres-carrés de la droite (dans une échelle logarith-
migue) qui passe au mieux sur cette enveloppe, par sélection de la plage de temps adéquate;

Ayant la fréquence du pic de résonance sur la FRF sélectionnée, il est alors possible de trouver le
facteur d'amortissement visqueux a partir de ces coef cients. L'intérét de cette procédure est d'obtenir

un coef cient a partir d'un grand nombre de points (dans le domaine du temps). Cependant, certains
modes ne sont pas bien excités dans les champs de réponses mesurés et les pics de résonance associés
a ces modes ne sont pas toujours bien visible. Cela explique I'absence de valeurs associées a certains
modes dans le tableau 4.9. En revanche, la colonne qui contient 2 valeurs d'amortissement donne une
idée de I'écart trouvé pour ce mode a partir de 2 FRF différentes.

(a) FRF (haut de l'interface) et IRF (en bas) d'un point (b) FRF lItrée (en haut) et tranformée de Hilbert de
I''RF (en bas)

FIG. 4.29 — Vue de l'interface créée pour l'identi cation par traitement de signal
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] Mode | 1] 2 ] 3] 4 | 5] 6 [ 7] 8] 9|
Fréq. moyenne (Hz)| 254,6 | 272,2] 577,3| 6463 | 711,7| 866,3 | 1062 [ 1217 1551
Amortissemenk (%) | - | 1,11 [ 1,32 | 124-1,64] 1,70 | 1,17-1,21] 1,16 | 1,27 | 1,10
] Mode | 10 [ 11 [12] 13 | 14 | 15 [16]17] 18 |
Fréq. moyenne (Hz)| 1705 ] 1826 | - | 1897 | 2355] 2533 | - | - | 3022
Amortissemenk (%) | 0,83 | 1,12 | - - 1,08 - - - 10,99

TAB. 4.9 — Propriétés modales relevées sur les FRF de la plague en lexan

Il peut étre intéressant de retrouver ces résultas modaux par une autre méthode d'identi cation, de
maniére a avoir une idée de la dispersion des résultats. Le tableau 4.10 présente les fréquences, amor-
tissements et modes propres obtenus par analyse modale expérimentale avec lalreédteBiguares
Complex Exponentiglu domaine temporel implémentée dans le logicieTestd' Ideas|[MSH* 98].

La gure 4.30 indique que l'identi cation est assez satisfaisante en présentant la superposition d'une
FRF expérimentale plutot bruitée avec celle identi ée. Mais comme une seule sollicitation ne permet
pas de bien exciter tous les modes, I'analyse ne permet pas de les identi er tous correctement. En
particulier, les modes 1, 12, 13, 16 et 17 ne sont pas bien identi és et c'est une combinaison de 2
modes qui est trouvée. D'autre part, la disparité entre les valeurs obtenues avec I'analyse précédente
rejoint I'expérience de la référence [MI00] avec différentes méthodes d'analyse modale.
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Mode

Freq. (Hz) 258,0 2711 567,9 645,3
X (%) 2,14 2,68 1,42 1,35
Mode

Freq. (Hz) 715,2 867,2 1067 1217
X (%) 1,26 1,17 1,22 1,21
Mode

Freq. (Hz) 1550 1702 1824 1888
X (%) 1,18 1,12 1,13 1,52
Mode

Freq. (Hz) 2347 2530 2597 3015
X (%) 1,10 1,08 1,32 1,04

TaB. 4.10 — Propriétés modales identi ées (par analyse modale expérimentale) de la plague en lexan

FiG. 4.30 — Superposition d'une FRF expérimentale et identi ée par analyse modale expérimentale
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Les amortissements et fréquences propres identi és peuvent ensuite étre utilisés pour identi er les
parametres matériaux. Nous ne retenons cependant pas l'identi cation complexe des paramétres a par-
tir des pbles compte tenu de la grande dispersion des amortissements modaux. Nous adoptons plutdt
une stratégie en deux étapes : 1) identi cation de la partie réelle des paramétres a partir des fréquences
propres ; 2) identi cation des parties imaginaires par les amortissements modaux ; Les relations util-
isées sont donc approchées dans ce cas, mais nous avons vu dans les chapitres précédents que les
couplages sont assez faibles : les fréquences propres ne sont que peu affectées par I'amortissement
dans la structure.

Ainsi, a partir d'une estimation initiale des paramétres nous recalons le modéle non amorti dans
un premier temps suivant une méthode de Gauss-Newton :

Dp = mf w2 W) .3)

N 2 L. .. . -
ou m' = f I%f . (avec des modes propres mis a jour au cours des itérations). La seconde étape con-

siste a inverser la relation 2.79. L'identi cation eeparamétres matériaux ne peut donc étre obtenue

gu'en utilisant au minimumm valeurs expérimentales. L'hypothése sous-jacente est alors l'indépen-
dance de ces parametres sur la plage des fréquences considérées, puisque les valeurs de fréquences
associées a des modes propres sont généralement espacées. Cette stratégie est appliquée avec succés
en utilisant tous les couples de fréquences et amortissements identi és avec une bonne con ance de

la méthode LSCE, en considérant des parametres constants sur I'ensemble des fréquences dans un
modéle composé de 60x40 éléments de plaqueg. Q4

A l'issu du recalage nous obtenoBs= 2;65(1+ j0;0279 GPa, elG= 0;9521+ j0;0315 GPa
oun = 0;3951 j0;013 qui sont des valeurs pertinentes. Le tableau 4.11 présente les fréquences
expérimentales conservées pour ce processus et les couples de fréquences et amortissements produit
par le modéle numérique avec les parameétres identi és. La gure 4.31 reporte sur un graphe les
couples de fréquences-amortissements identi ées précédemment par les 2 méthodes d'identi cation
(traitement des signaux et LSCE) et ceux du modéle numérique pour en faciliter la comparaison. Cette
gure montre un bon accord entre toutes ces données, malgré les dispersions importantes (manque de
précision) des amortissements modaux.

] Mode | 1] 2 [ 3] 4] 5 ] 6 | 7] 8] 9]

Fréq. expé. (Hz) | - | 271,1] 567,9] 645,3] 715,2] 867,2] 1067 - | 1549
Fréq. numérique (Hz) 244,4| 272,1| 569,1| 650,4| 716,9| 871,8| 1064 1218| 1550
Amortissemenk (%) | 1,56 | 1,38 | 1,49 | 121 | 1,47 | 1,19 | 1,43 | 1,42 1,22
| Mode [ 10 [ 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 |
Fréq. expé. (Hz) | 1703] 1824] - | - | 2347]2530] 2596 - | 3015
Fréq. numérique (Hz) 1698 | 1821 | 1868 | 1901 | 2348 | 2527 | 2596 | 2755 3010
Amortissemenk (%) | 1,43 | 1,42 | 1,23 | 1,30 | 1,31 | 1,25 | 1,37 | 1,33 1,31

TaB. 4.11 — Fréquences et amortissement aprés identi cation pour la plaque lexan
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FiG. 4.31 — Superposition des amortissements expérimentaux des méthodes LSCE et traitement de
signal avec les amortissements du modéle numérigue pour la plague en lexan

Pour détecter une dépendance en fréquence des parametres avec cette stratégie, nous décidons
de ne considérer que 2 couples de fréquences-amortissements pour identi er les 2 parametres de
ce matériau isotrope. Il n'y a cette fois plus de redondance dans les données pour des gammes de
fréquences tres variables (la largeur de bande n'est pas maitrisée et est fonction du positionnement
des fréquences propres : elle va de 70 Hz a plus de 500 Hz). La gure 4.32 reporte les résultats
obtenus en situant les valeurs des paramétres au milieu des plages de fréquences considérées. Bien
que les valeurs des modulEset G semblent pertinents-priori, le coef cient de Poisson complexe
(obtenu par post-traitement) présente une variation critiquable : sa partie réelle a tendance a augmenter
et sa partie imaginaire est tres loin d'étre monotone négative. Malheureusement, l'augmentation du
nombre de données a 3 ou 4 couples pour l'identi cation ne permet pas d'améliorer cette tendance
pour le coef cient de Poisson complexe, comme le montre la gure 4.33.

FIG. 4.32 — Paramétres identi €s pour le lexan a partir de 2 couples de données modales
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(a) utilisant 3 couples (b) utilisant 4 couples

FiG. 4.33 — Coef cients de Poisson complexes identi és pour le lexan a partir de 3 et 4 couples de
données modales

4.2.2.4 Sandwich Aluminium-Lexan

Nous supposons maintenant que les propriétés du lexan doivent étre identi ées a partir des seules
mesures de champ du sandwich. La réponse vibratoire est mesurée sur la face en aluminium. Le
modéle numérique du sandwich est constitué de 3 éléments H8coque dans I'épaisseur pour représenter
chaque matériau : I'aluminium, la couche de colle et le lexan. Les caractéristiques de I'aluminium,
d'une masse volumique de 2688m 3, sont obtenues a partir de quelques FRF ( gure 4.34). Ce
matériau est tres peu amorti et les fréquences de résonances sont identiques en tous points. Nous
considérons donc un comportement purement élastique pour ce matérrar1 GPa eh = 0; 37.

La colle X60 du fabricant HBM a pour caractéristiques 25 GPan = 0;3 etr = 2000 kg/m® pour
une épaisseur de 0.5 mm.

FIG. 4.34 — FRF de la plague en aluminium
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La mauvaise identi abilité du module de compressibilité peut étre véri ée simplement pour ce
sandwich par l'observation des FRF obtenues avec le modéle numérigue lorsqu'on lui applique une
variation positive ou négative de 30% : elles montrent une trés faible variation pour ces différents
modules, comme le montre I'exemple présenté sur la gure 4.35. Nous en concluons que ce module
n'est pas identi able dans cette con guration. En fait, il faut appliquer un facteur de variation d'ordre
100 pour obtenir une variation signi cative des FRF et c'est donc moins une valeur qu'un ordre de
grandeur qui pourrait étre trouvé pour ce module. Nous limitons donc notre procédure d'identi cation
a la recherche du module de cisaillement du lexan dans cet essai.

FiG. 4.35 — FRF superposées pour différents module de compressibilité

La premiére identi cation est réalisée en recherchant un module de cisaillement complexe con-
stant en fréquences sur 100-3000 Hz. A l'issu de la procédure, nous troBver 911+ j 0,0031
GPa. Une comparaison des parameétres obtenus dans cette con guration et dans la con guration de la
plaque seule est proposée dans le tableau 4.12. Un exemple de FRF recalée et des criteres de corréla-
tion fréquentiels sont présentés sur la gure 4.36. Tous ces résultats sont trés satisfaisants.

] \ Seul | Sandwich |

G (GPa)| 0,925 + 0,028] 0,911E +] 0,031

E (GPa)| 2,55E +]0,072| 2,52+ 0,084
n 0,38 -j 0,002 0,38 - 0,001

TAB. 4.12 — Comparaison des paramétres identi és pour le lexan a partir de 2 con gurations d'essais
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(a) Exemple de FRF recalée

(b) GSC (c) GAC

FiG. 4.36 — Corrélation obtenues sur le sandwich aluminium-lexan @waanstant

En considérant maintenant l'identi cation de paramétres constants par plages de 200Hz, nous
obtenons I'évolution du paramét@&présentée sur la gure 4.37. Cette fois, et bien que la corrélation
obtenue sur les FRF soit tout a fait acceptable, la comparaison du module de cisaillement identi é
avec I'évolution trouvée sur le lexan seul pour ces plages de fréquences réduites montre que nous
avons une dispersion plus importante des résultats dans cette situation.
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FIG. 4.37 — Module de cisaillement complexe identi é dans le sandwich aluminium-lexan

4.2.3 Conclusion

L'analyse de la réponse d'une plague en PVC avec ses caractéristiques statiques montre bien I'im-
portance d'avoir une caractérisation dynamique de ce matériau. Nous avons montré que la méthode
d'identi cation expérimentale-numérique dans sa version en forces pondérées en déplacements per-
met d'identi er les caractéristiques viscoélastiques a partir d'une mesure de champ de réponses 1D
(hors-plan). Cette méthode se montre simple dans sa mise en oeuvre en permettant de travailler avec
des structures de dimensions diverses et a température ambiante. Elle permet aussi de ne réaliser qu'un
essai, unique, et de ne faire appel qu'a un échantillon. De plus elle utilise directement les champs de
réponses en fréguence pour une excitation unique sans nécessiter l'analyse modale expérimentale de
la structure (cette analyse, dif cile dans le cas de structures fortement amorties, peut nécessiter des
excitations multiples pour assurer l'identi cation des propriétés modales sur la gamme de fréquences
d'intérét). La multiplicité des données disponibles par la mesure des champs en fréquences montre
qu'il est possible d'identi er par cette méthode des caractéristiques de maniére systématique. Au con-
traire, les techniques alternatives basée sur des quantités modales nous montrent, tant sur le PVC
que sur le PC, qu'elles sont délicates de mise en oeuvre et qu'elles présentent certainement plus de
dispersions dans les résultats a cause du faible nombre d'informations appréhendées. Ces méthodes
alternatives nous permettent toutefois d'obtenir des éléments de validation des résultats obtenus en
plus des indicateurs de corrélations mis en oeuvre. Nous pouvons donc af rmer que les caractéris-
tiques obtenues sur ces matériaux sont globalement pertinentes dans les cas isotropes et homogénes.
Et les investigations menées vers des situations orthotropes ou composites sont intéressantes. Dans
tous les cas il est possible de retrouver les ordres de grandeurs, et méme des valeurs moyennes.

Toutefois, lorsque les plages en fréquences sont réduites pour obtenir la variation des paramétres,
nous constatons qu'il reste des points aberrants sur certaines plages. Ce sont les facteurs de pertes
qui présentent le plus d'incertitudes. lls présentent en effet une sensibilité accrues aux incertitudes,
puisqu'ils sontissus du rapport entre les parties réelles des paramétres et leur partie imaginaire (chacun
d'eux peut étre bruité). Ceci est encore plus accentué pour le coef cient de Poisson puisqu'il est lui
méme issu du rapport entre le module d"Young complexe et le module de cisaillement complexe.
Ceci est aussi con rmé par I'analyse rudimentaire des incertitudes qui est menée dans cette section.
A-priori, une diminution du bruit dans les mesures devrait donc pouvoir faire encore progresser la
qualité des résultats.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Cette étude concerne l'identi cation des caractéristiques viscoélastiques linéaires des matériaux
polyméres durs. Celles-ci peuvent étre représentées dans le domaine des fréquences par des mod-
ules E, G, K,...) complexes. Leur partie réelle correspond aux propriétés d'élasticités et leur partie
imaginaire aux dissipations du matériau. L'expérience montre que les parties imaginaires des mod-
ules peuvent étre inférieures de plusieurs ordres de grandeur a leur partie réelle et toutes ces propriétés
dépendent de la fréquence.

Pour la caractérisation de ces matériaux, plusieurs méthodes indirectes existent et peu de moyens
directs sont disponibles. Dans ce dernier cas, il s'agit de méthodes d'analyses 1D d'essais effectués
sur des échantillons excités par des chocs qui doivent induire des champs théoriques de traction-
compression ou de cisaillement pur. Des caractérisations satisfaisantes sont toutefois dif ciles a obtenir
car elles présentent une forte sensibilité aux bruits de mesures. De plus, les méthodes d'analyses am-
pli ent ces bruits en nécessitant des essais différents et des traitements des données. lls peuvent étre
nombreux : extraction d'un échantillon dans une structure (ce qui peut conduire au délaminage des
structures composites), essais multiples sur des échantillons de dimensions différentes, essais dif-
férents avec des conditions aux limites multiples, changement de températures pendant les essais,
transformation des données fréquentielles en données modales, etc ... Tous ces éléments de disper-
sions plaident en faveur d'un essai unique a température xe et sans changement des conditions lim-
ites pour caractériser ces matériaux. De plus, un essai possible sur structure garantit la représentativité
des résultats obtenus.

Le développement des techniques de mesures de champs et des méthodes numériques ont permis
d'aboutir & des méthodes mixtes expérimentales-numeériques pour l'identi cation de parametres dans
les modéles. Les applications réalisées concernent des caractérisations trés variées allant de I'élasticité
isotrope ou orthotrope jusqu'a la ssuration en passant par la viscoplasticité a grandes vitesses de
déformations. Pour notre probléme, nous supposons que la combinaison des techniques récentes de
mesures optiques présentant une bonne quanti cation des réponses structurales et offrant une grande
guantité de données avec des méthodes numériques performantes doit nous permettre d'extraire les
caractéristigues recherchées de maniére directe et avec peu de sources d'incertitudes. Nous proposons
donc dans ce travail d'explorer les possibilités d'extension des approches de caractérisation 1D par
une approche ou les structures seraient sollicitées de maniéere a produire des champs de déformations
non homogénes a température xe dans un essai unique, et sans changement des conditions limites
pour caractériser les matériaux viscoélastiques d'intérét, en exploitant les méthodes d'identi cation
mixtes expérimentales-numériques.

Plusieurs points ont été développés dans ce travail pour cela :

— des outils numériques avec des éléments nis comportant peu d'hypothéses de modélisation

capable d'appréhender des structures viscoélastiques diverses et de produire des réponses dy-
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namiques proches des milieux continus réels;;

— la dé nition d'un essai répondant & I'ensemble des criteres retenus et la mise en place d'une
expérimentation avec une mesure optique des champs de réponses en fréquences;

— des méthodes de recalage de modeéles EF aptes a traiter directement des réponses en fréquences
et qui peuvent exploiter toute la richesse des mesures spatiales brutes, sans lissage, pour réduire
les dispersions liées a la transformation des données.

Nous proposons en particulier deux méthodes de recalage de modéles adaptées a notre situation. La
premiére, appelée méthode en forces pondérées en déplacements, permet de traiter des champs de
mesures partiels, sans conséquences sur l'identi cation si les conditions aux limites appliquées pen-
dant I'essai sont bien connues ou maitrisées. La seconde, appelée méthode en forces Itrée, permet
de s'affranchir des CL de I'essai moyennant la connaisance du champ cinématique complet. Ces
méthodes sont basées sur une approche non paramétrique des caractéristigues matériaux, ce qui évite
d'avoir des connaissancespriori sur le comportement en fréquences de celles-ci. Elles permettent
aussi de dé nir la plage de fréquences a considérer pour l'identi cation, en supposant que les carac-
téristiques sont constantes sur celles-ci. De larges plages permettent d'augmenter la redondance des
équations pour l'identi cation si les hypothéses sont justes (caractéristiques constantes), tandis que
de faibles plages permettent de suivre les variations de ces caractéristiques, mais avec une plus forte
sensibilité aux bruits de mesure.

Des applications de la méthode d'identi cation en forces pondérées en déplacements ont été réal-
isées sur des matériaux mis en oeuvre dans des plaques simples ou sandwich. Pour cela, une grande
attention a été portée dans cette étude sur la convergence des modeles EF a n d'éviter de compenser
des erreurs de modélisation par des erreurs sur les caractéristiques matériaux. Aussi pour valider nos
résultats et pallier au manque de données de référence, nous avons mis en oeuvre des méthodes d'i-
denti cation plus classiques, basées sur des données modales, et effectué des essais standards DMA
(qui ont nécessité d'extraire des échantillons calibrés) aux limites d'utilisation de ce matériel.

Nos applications ont montré la faisabilité de notre approche, avec des moyens de mesure rela-
tivement courants dans les laboratoires d'essais en dynamique des structures. Avec ces moyens, les
résultats obtenus sont bons d'un point de vue qualitatif. lls nous permettent d'identi er correctement
des valeurs moyennes des caractéristiques et des variations globales en fréquences de ceux-ci. Quan-
titativement, le coef cient de Poisson complexe nous indique toutefois que quelques valeurs trouvées
sur certaines gammes de fréquences n'ont pas de sens physique. L'analyse rudimentaire de propaga-
tion du bruit qgue nous avons menée con rme cette analyse et montre que les parameétres trouvés font
encore |'objet d'incertitudes assez larges.

Perspectives

Les perspectives a ce travail sont nombreuses. En ce qui concerne le travail actuel, il pourrait étre
intéressant d'optimiser I'essai, dé ni jusqu'a présent de maniére empirique, en cherchant a maximiser
l'identi abilité des paramétres avec les indicateurs proposés. Parmi les paramétres d'optimisation
nous pourrions retenir les dimensions de la structure lorsque cela est possible ou la position du point
d'excitation. Il faudrait aussi travailler sur une évaluation plus ne du bruit de mesure et sur l'anal-
yse théorique de la propagation des incertitudes dans le processus. Cette étude pourrait permettre de
mieux quanti er les incertitudes des résultats actuels et aussi d'optimiser I'essai, cette fois-ci en visant
une identi cation des caractéristiques avec des incertitudes minimales, ce qui est bien I'objectif nal.

En n, la recherche de modéles corrects de dissipation qui seraient aptes a représenter d'une maniére
globale les résultats non paramétriques trouvés pourrait nous permettre d'effectuer une identi cation
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paramétrique. Celle-ci comporterait peu de parameétres a déterminer sur lI'ensemble de la plage de
fréquences d'intérét, et la procédure permettrait de bien rejeter les bruits de mesures dans l'identi ca-
tion, comme nous l'avons vu dans ce travail.

D'autre part, trois sources d'améliorations importantes liées a la mesure pourraient limiter les
incertitudes d'identi cations. L'une d'elle concerne la mesure de champs 3D (par exemple par vi-
brometrie). Elle devrait permettre d'exploiter la méthode en forces ltrées et permettre a l'identi ca-
tion de ne pas étre sensible a des perturbations dissipatives de l'excitateur ou des liaisons (visco-
élastiques). Une autre concerne la mesure ESPI des cartes d'amplitude et de phase, qui, couplée
a une méthode d'excitation acoustique quanti ée devrait permettre de réduire le bruit de fond des
réponses dynamiques. Une derniére concerne la dissipation d'énergie mécanique qui se traduit sous
forme de chaleur. Les méthodes actuelles de mesures de champs thermiques sont parfaitement capa-
bles de détecter les faibles quantités de chaleur émises dans la dissipation. Il serait dont intéressant
de corréler cette mesure avec le résultat d'une simulation thermo-mécanique, et aussi de travailler
sur un développement de la méthode mixte expérimentale-numérique pour prendre en compte des
champs thermo-mécaniques. Ces trois sources d'améliorations ne sont d'ailleurs pas exclusives les
unes des autres et peuvent étre combinées pour exploiter des champs thermiques et cinématiques 3D
par mesures ESPI avec des excitations acoustiques.

En n, les domaines d'applications peuvent étre étendus a d'autres matériaux pour véri er I'ap-
plicabilité de la démarche proposée ou valider ses résultats. En particulier il pourrait étre intéressant
de travailler avec des structures 3D aux formes plus complexes, avec des matériaux composites brés
pour déterminer les caractéristiques opérationnelles de la matrice, ou encore d'effectuer des caractéri-
sations en fonction de la température.
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Annexe A

Modeles paramétrigues en viscoélasticité
lineaire

L'utilisation de modéles rhéologiques simples n'est pas satisfaisante pour représenter correcte-
ment le comportement réel d'un matériau viscoélastique. Des modéles paramétriques plus complexes
ont donc été dé nis a n d'obtenir de meilleurs résultats. Parmi eux, nous allons voir les modéles a
dérivées fractionnaires, puis les modeles ATF/ADF et en n le modele GHM, ainsi que leur application
dans une méthode éléments nis.

A.1 Modele paramétriques

A.1.1 Modéle GHM

Le modéle Golla-Hughes-Mac Tavish, du nom de ses inventeurs ou GHM [GH85, MH93] propose
de modéliser le comportement viscoélastique par la fonction de relaxation
!
n &+ 2bigs

aveca, b, etgles paramétres du modéele GHM. Par analogie, ce modéle peut étre représenté par I'as-
sociation de modéles rhéologiques. Le terme de mini oscillateur est souvent utilisé pour chacun des
termes de la somme de la fonction de relaxation. A n de pouvoir représenter correctement le com-
portement viscoélastique d'une structure, au moins 3 mini oscillateurs doivent étre utilisés [Sal97],
soit un modéle a 9 parametres.

A.1.2 Modéle ADF

La méthode ADF Anelastic Displacement Fieldoermet de prendre en compte la dépendance
fréquentielle des paramétres. Ce modéle est basé sur des principes thermodynamiques, le modéle ADF
étant une extension en 3D du modéle ATF [Les92]. La déformation du matériau viscoélastique peut
étre séparée en une contribution élastique instantanée plus une contribution anélastique qui permet de
prendre en compte le caractére viscoélastique. Le module complexe pour ce modéle est donné par

!
n 24
Ew)= Ey 1+ 4 a Wb

a W2+ b2 b2 (A.2)
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aveca; la résistance de relaxation bt l'inverse du temps caractéristique de relaxation, obtenus
par identi cation du module de cisaillement mesuré. On peut introduire le para&pe décrit le
couplage entre la relaxation et le déplacement, dé ni par

1+ &;a;
= — A.3
g a. (A.3)
ce parameétre pouvant étre considéré comme le rapport du module anélastique et du module élastique.
Ce modele de viscoélasticité sépare la réponse en deux contributions :
— une partie élastique instantanément proportionnelle a la contrainte
— une partie anélastique représentant la relaxation

A.1.3 Modéle a dérivées fractionnaires

Le modéle a dérivées fractionnaires est issue du concept mathématique de dérivées a puissances
non entiéres le module complexe associé a ce modéle est de la forme

Eo Ei&

1 b (A.7)

E(9) =

aveca etb2 0 1 .[WanO1]. Il est possible de réduire ce modéle a 3 parametres, en se placant
dans le cas particulier ai= b = % La forme de ce modéle est trés proche de celle obtenue dans le
cas d'un modéle de type SLS de type Kelvin-Voigt, pour lequel le module dynamique est de la forme

Eo+ E;iS

E(s)= 1+ bs

(A.8)
avech = ﬁ.

Le modéle a dérivées fractionnaires présente l'avantage de bien approximer I'expérimental dans
le domaine fréquentiel grace aux cing paramétres qui servent a le décrire. Cependant, le passage au
domaine temporel n'est qu'approximatif, car la transformée de Laplace inverse est dif cile a calculer.

La modélisation faite par les modéles rhéologiques, vue au chapitre 1.4, peut étre faite avec des mod-
eles dérivées fractionnaires, sous réserve du bon choix des coef cients, comme indiqué dans l'article
[SC98]. En n ce type de modele permet de bien approximer les données expérimentales, mais le sens
physique a donner aux paramétres n'est pas évident et ne permet donc pas une interprétation aisée.

1Les dérivées fractionnaires sont un outil mathématique employé dans de nombreux champs de la physique. lls sont basés
sur la dérivation a un ordre non entier d'une fonction. Considérons umrgel 0 1 |, la dérivée a l'ordre fractionnaire
a de la fonctionf est dé nie par ([SC98])
z
t

d2 f 1 1
a = ———— =
D* ()= 4 T @) o 97 f4s)ds (A.4)
ou Gest la fonction factorielle telle que Zy
Ga)= . X le Xdx (A.5)

Une dé nition équivalente, et qui présente |'avantage d'étre mieux adaptée a une résolution par éléments nis est celle-ci

¥
DAf()= & ( DX ak f(t kb (A.6)

k=0
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A.1.4 Bilan des modéles paramétriques

Comme nous venons de le voir, les modéles paramétriques peuvent prendre des formes variées.
La méthode des dérivées fractionnaires permet de bien approximer les données expérimentales dans
le domaine fréquentiel. Cependant son utilisation reste dif cile, notamment a cause de son approche
mathématique qui ne permet pas d'interpréter facilement les parameétres trouvés. De plus, il est dif-
cile de passer dans le domaine temporel, a partir du modéle initialement prévu pour des analyses
fréquentielles. Les méthodes GHM et ADF, étant basées sur I'ajout d'un dd! de dissipation, elles ont
un sens physique plus facile a interpréter.

A.2 Modeles paramétriques et éléments nis

A.2.1 Modéle GHM

Le modele GHM ou Golla-Hughes-Mac Tavish est un modéle paramétrique adapté a la résolution
par éléments nis. Outre la dé nition du noyau de relaxation que ses auteurs ont trouvé, la subtilité de
ce modéle réside dans I'ajout de ddls de dissipation pour modéliser le comportement viscoélastique.

Pour obtenir le modéle discret, I'équation générale du mouvement prenant en compte la loi de
viscoélasticité 1.2 est écrite dans le domaine de Laplace suivant

&M + Ko(1+ h) U(s)= F(9) (A.9)
avec la fonction de relaxation . @
h(9)= & aj > 2088 (A.10)

A 21 2dogs+ ¢
Lintroduction dans ce modéle de "ddI de dissipatiartels que
2

- g9
z= WU (A.11)
ou

U z= w (A.12)

£+ 2bigs+ ¢?

dans la relation A.9 permet ensuite d'obtenir le systeme :

n

M+ sC+ Ko U9+ Ko ai(U  2)= F() (A.13)

i=1
Pour revenir dans le domaine temporel, on note qu'il est possible d'écrire I'équation A.12 sous la
forme

1 2
Fo+s—+1 z=U (A.14)
g g
et de la multiplier pagn;Kg, d'ou :
M:U+ Ky:U Koall,aiz = F(t
mK'q_%M; .il 1{K U = é) (A.15)
goz —5 Kozt aikoez ajkolU =
avecKy = Ko(1+ §;a;), ce qui peut se mettre sous la forme matricielle :
M 0 U c o U Ky Kgd u _ F
0 Mdd p4 * 0 Cdd z * Kgd Kdd z a 0 (A'16)

avec
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2 a 3 2 oab 3
o 0 =, 0
Mdd=§ é Cdd=§ é
0 %KO 0 72agb"Ko
2 3
a1Ko 0
Kdd = g g Kgd = a1Ko anKo
0 anKO

L'avantage de cette méthode est que le coef cient d'amortissement dépend de la fréquence, et
que toutes les matrices sont constantes. Nous voyons donc gu'il est possible d'obtenir le modéle de
réponse par une analyse modale similaire a celle menée pour un systéme amorti de maniére visqueuse.
De plus, les modes provenant des ddl de dissipation sont sur-amortis et donc peu observables [TAQQ].
Cependant, le fait d'ajouter des ddl augmente signi cativement la taille du systéme a résoudre (au
moins doublé), ce qui améne a utiliser des méthodes de condensation pour conserver I'ef cacité de la
modélisation. De plus, en cas de modélisation de structures non complétement recouvertes de matériau
viscoélastique, certaines matrices ne sont plus dé nies positives.

A.2.2 Modéle ADF

L'introduction du modéle ADF dans la modélisation éléments nis se fait, tout comme le modéle
GHM, par l'introduction de ddl de dissipation. Le vecteur de déplacement s'écrit alors comme la
somme de ddl élastiqués et de ddl anélastiqudst tels que

U= U+ § Ud (A.17)
i
ce qui conduit a I'équation du mouvement

MU+ CU+KyU Ky Ui=F (A.18)
i

avecKy =( 1+ §;a;i)Ko. Il faut également considérer une équation supplémentaire décrivant I'évo-
lution du champ de déplacement anélastique (ADF) telle que

g

HK¥Ud+ gKyUg KyU=0 (A.19)
[
Finalement, par analogie avec le modéle GHM, ces équations conduisent au systéme
MU+ CU+KU=F (A.20)

ou encore

M O - C 0 - K¥ qu ri—

0 0 U+ 0 Cug U Kéd K g U=F (A.21)
avecU= U U¢ ud "F= F 0 0 et

2 3 2 3

%K¥ 0 g]_K¥ 0
Cdd—E¥g g Kdd—E¥g .
0 %K;g 0 gﬂ(¥
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Sous cette forme, le nombre de ddl anélastiques, pour chaque modeéle ADF est égal a celui des ddl
élastiques. Il est ensuite possible de réduire ce systéme de la méme facon que pour le modéle GHM.

A.2.3 Modeéle a dérivées fractionnaires

Pour le modéle de dissipation a dérivées fractionnaires, il est également possible de trouver une
base modale a partir du modeéle éléments nis. La référence [SFO7] présente la stratégie de résolution
dans I'espace modal de ce probléme.

A.2.4 Bilan sur les modeles de dissipation viscoélastiques

Les trois modéles paramétriques présentés ici sont les plus courants dans le cadre de la viscoélas-
ticité linéaire. Le probléme majeur de cegthode®st 'augmentation de la taille du systeme a ré-
soudre. D'aprés [TA0O] les modéles GHM et ADF donnent de bons résultats , méme pour des struc-
tures tres amorties dans le domaine temporel. Au niveau du modéle ADF les ddl ajoutés n'ont pas
d'inertie, il y donc une singularité de la matrice masse, et une obligation de passer par un systéme
d'état pour la résolution. Pour ces deux modeles, il faut au moins 3 mini-oscillateurs pour avoir un
systeme représentatif. Mais pour des matériaux faiblement amortis, il faut beaucoup plus de mini-
oscillateurs, ce quirend les terme dif cilement identi ables. D'autres méthodes sont donc préférables
dans ces cas. La qualité des résultats des méthodes GHM et ADF dépend fortement de la qualité
du lissage des courbes expérimentales. Si leur comportement asymptotique (en dehors de la bande
de données expérimentales) semble irréaliste, le résultat sera probablement mauvais. Il faut donc faire
trés attention a la qualité du lissage de la courbe maitresse. Pour des structures trés amorties, les modes
de relaxations et les modes exibles risquent d'étre confondus (risque de les supprimer par erreur),
et suivant les paramétres choisis, les modes de relaxation peuvent ne pas étre sur-amortis, et donc
confondus avec des modes exibles. Il faut donc étre prudent lors de I'utilisation de ces méthodes.

Le tableau A.1 présente les avantages et inconvénients des différentes approches présentées.
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] Approche Avantages Inconvénients
Rhéologique o ) :
g4 — Trés simple — Non représentatif
— Fréquentiel et temporel
Dérivée

fractionnaire

— Représentatif

— Sens physique des parameti

— Nombre de paramétres a ide
tier

— Passage en temporel

Module complexe

— Découle directement de équp— Amortissement hystérétique

tions de base

— Pas daugmentation de la

taille du systéme

— Passage en temporel

GHM — Fréquentiel et temporel — Augmentation de la taille du
— ddl de dissipation bien adapfé systeme
pour les éléments nis
ADF . . .
— Sens physique — Augmentation de la taille du
— Fréquentiel et temporel systeme
— ddl de dissipation bien adapté
pour les éléments nis
MSE _ . .
— Simple (non complexe) — Modal (fréquentiel)
— Itératif pour étre ef cace
— Uniquement les structure
composites
Amol\;tgs;;ment — Trés répandu — Global

Uniguement aux résonances

TAB. A.1 — Avantages/Inconvénients des modéles présentés

es



Annexe B

Blocages numérigues et plagues

B.1 Phénomenes de blocage

Les phénoménes de blocages numériques sont identiques dans les éléments 3D, 2D ou de plaques.
Nous retenons des éléments 2D quadrilatéres pour en simpli er la présentation. Dans ce cas, nous
supposons I'élément sollicité en exion dans son plan, avec un seul élément, linéaire, dans I'épaisseur
de la structure, dé nie selon l'axg

B.1.1 Blocage en cisaillement transverse

En considérant un élément sans correction de forme (pas de jacobien), la matrice de raideur est de
la forme 7

K= BTABdV (B.1)
Vr

en séparant la matrice de raideur en une partie membrane et une partie cisaillement

K=Knt+Kg (B.2)
avec
2 £ & o8
_4 &N O 5. Hm O
A= 1n2 1n2 0 9= 0 G (B.3)
0 0 G
et
&
€m
4 g 5= ) (B.4)
Gy
alors Z 7
K = VBrTnHmBde+ VBIchdv (B.5)

En se placant dans le cas d'un élément Q4 rectangle, pour un carré de c@téaecx; ety; les
coordonnées des noeuds, la relation

e= Bu (B.6)
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prend la forme

2 3
U1
2 3 i
2 3 1+ ¥ 1} 0 1+ ¥ 0 1} 0 Uy
4 & 5 12 I 1+ X | 1 X | 1+ X I 1 X g Vo
& ¥ = 2 R ' 0 R ' 0 h' 0 h' u (B.7)
Gy WXy 1 ¢ 1) wr 1wy 1% 1Y 3
h I h T h T h I V3
Usg
V4
d'ou , )
— Ui+ Up+us Ug y(Up Ugx+Uu3 U
& = al + o
— Vi Vo+Vz+Vg X(V1 Vo+V3 Vg
& = 4h + y _— L e v (B.8)
= Up Up+Us+ug VitVotvy Vg o XUy Upt Uz Ug yVi VotVz Vg
Gy = 4h + a + i + a0

Or le cisaillement nul qui accompagne les structures minces impose dans I'élément

(W Ut Uug Ug) _
4hl

0 (B.9)

ce qui implique que la déformatiogy ne peut plus étre linéaire mais constante. C'est poudant
linéaire qui est caractéristique de la exion. Il y a donc un phénoméne de blocage en cisaillement
transverse qui se caractérise par une convergence plus lente.

B.1.2 Blocage en contrainte plane
La relation de comportement donne

_E

Sx= 1 n2

(ex+ ng); sy= (nec+g) et sy= (B.10)

E
1 n? 2(1+ n)gb(y

et le rapport des énergies de déformations de cette structure avec celle d'une poutre donne (réf.
[Fel03, chap. 17, p. 17])

1 n?

r= ——— o (B.11)
1+(1 n)t?

ce qui indique que méme si la longueur élémenthife! 0, ce rapport ne peut pas tendre vers 1

sin 6 0. En fait, la solution EF tend vers un état de déformations planes, incompatible avec 'état de
contraintes planes si6 0.

B.2 Equations des plaques et éléments nis

La notion de plaque intervient pour un solide dé ni par une surface de référence plane dont I'é-
paisseulh est petite devant les autres dimensions. La contrapigui est maintenant la direction
transversale) est nulle. Elle s'annule sur les faces, et pour une plague mince, on la suppose nulle dans
I'épaisseur. Dans une théorie des plaques du premier ordre :

— les sections droites restent droites aprés déformation

— la déformation transversale est nuber= 0 (pas de variation d'épaisseur)
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— la contrainte plans; est négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur de con-
trainte
Dans cette théorie cing variables cinématiques sont nécesaair¢associées au plan neutre)vet
ainsi que les rotation hors pld et by, ainsi qu'un coef cient de correction de cisaillement trans-
versek. Les théories d'ordre supérieur évitent la prise en compte de ce facteur mais elles nécessitent
l'introduction de nouvelles variables cinématiques et sont donc plus lourdes. Le champ cinématique
est donné par 2 3 2 3 2 3
u(xy;2) u(x;y) bx(X;Y)

4 v(xy2) O=4 v(xy) O+2z4 by(xy) O (B.12)
w(X;V;2) w(X;y) 0
ce gui conduit aux déformations
2 3 2 3 2
% U:x Dy:x
4 q/ 5-4 V;y 5 + 24 by’y 5 (813)
26,y Uy + Ux byy + byx

oue= e+ zc aveceles déformations de membrareles termes associés a la déformation de exion,

et
g= bt W, (B.14)
y*T Wy
pour les termes de cisaillement transversal.
La relation de comportement permet de relier les efforts aux déformations de la maniére suivante

2 3 2 32 3
AM5=4Hr H ©054¢5 (B.15)
T 0 0 H g

avec les variables mécaniques de type efforts de membkag etN,y, moments de exiorMy, My
etMyy, et en n, efforts tranchants$, et Ty tels que

2 3 2 3 2 3 2 3
NX Z h=2 Sx MX Z h=2 Sx T A h=2 s
4 Ny 5= 4 Sy 5dz 4 My 5= 4 Sy 5zdz et X = Xz dz
h=2 h=2 Ty h=2 Syz
Ny Sxy Myy Sxy
(B.16)

Généralement, les équations de plaques sont écrites pour des plaque épaisses de Reissner/Mindlin,
inspiré des poutres de Timoshenko, ou pour des plagues minces de Kirchhoff, inspiré des poutres
minces d'Euler-Bernoulli. Dans ce dernier cas, en plus de I'hypotheése des sections droites dans la
déformation, les hypothéses sont :

— les sections droites restent normales au plan neutre (pas de déformation en CT)

— les termes non linéaires sont négligés (inertie de rotation), seul le déplacement tramsgestsal

considéré

Mais la théorie des plaques minces est retrouvée avec la diminution de I'épaisseur dans la théorie des
plaques épaisses. Elle peut donc étre considérée comme un cas particulier de la théories des plagues
épaisses. En statique, aveda dimension caractéristique dans le plan xy, la plaque est supposée
épaisse lorsque 4 L=h 20 et mince lorsqué.=h > 20. En dynamique, le critére géométrique
ne suft plus et I'hypothése de plague mince est fonction d'un critére en fréquence qui prend en
compte les caractéristiques matériau [CKV05]. En fait, I'onde de vibration dépend du répport
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entre I'épaisseur et la longueur d'onde de la vibration. Il doit &tre bien inférieur a I'unit&f dans le cas
d'une plaque mince. En considérant ce rapport & 0,1, I'expression de la longueur bto2get —2

r hw2
conduit a une limitation en fréquence telle que
2s _
0:04p D
w < — B.17
h2 rh ( )
avecD = 1257“22) la raideur en exion de la plaque.

Les plaques et les coques sont habituellement modélisées avec des éléments spéci ques, représen-
tés par une surface moyenne, et des noeuds sur lesquels sont calculés des rotations. Il existe en
dynamique des structures des éléments continus de plaques, comme pour les barres ou les poutres
[GD96, Gor00, CAQ07]. lls sont également nommés éléments harmoniques, spectraux ou encore élé-
ments & matrice de rigidité exacte, et reposent sur des fonctions d'interpolation dépendantes de la
fréquence. Mais ils sont assez lourds a implémenter. L'élémegte@dun élément de plaque discret
avec cisaillement transversal suivant la théorie de Reissner-Midlin qui est simple et ne présente pas
de blocage numérique. Une présentation détaillée est disponible dans la référence [BD90, Tome 2]. Il
s'agit d'un élément basé sur |'évaluation de I'énergie interne

VA A Z

1 1 1
Pin= 5 € HmedS+ S cTHicdS+ 5 g'HcgdS (B.18)

2
Les élements standards ont 3 ddI par noeuslshy etby. Le blocage en cisaillement transverse est
résolu en utilisant une interpolation indépendante du champ de cisaillement transverse dans la base
covariante suivant la méthode ANS, et a partir des cisaillements évalués aux points milieu des arétes
de I'élément de référence. Le blocage en contrainte plane est quant a lui évité par l'introduction de
I'hypothése de contraintes planes dans la relation de comportement.

En utilisant des éléments volumiques (3D), les problemes de conditionnement liés aux degrés de
liberté en rotation sont évités et la variation d'épaisseur de la plaque est autorisée. Ainsi, les valeurs
des déplacements sont calculées directement sur les peaux du matériau, la ou les mesures sont faites.
De plus, ils assurent intrinséquement les continuités des déplacements et des déformations entre les
couches lors de la modélisation d'un matériau multicouches (sandwich).



Résumé

Ce travail présente une méthode mixte expérimentale-numérique traitant des mesures mécaniques
réalisées sur structures pour l'identi cation de propriétés matériau viscoélastiques linéaires. Les car-
actéristiques de ces matériaux sont complexes et dépendent de la fréquence et nous cherchons a les
identi er par une approche directe et non paramétrique. Pour cela, deux méthodes d'identi cation
adaptées au traitement des mesures de champs de réponses en fréquences sont présentées. Celles-
ci utilisent les données fréquentielles, sans analyse modale expérimentale. Les champs expérimen-
taux sont obtenus par vibrométrie laser et les champs numérique par la méthode des éléments nis.
Nous utilisons un modéle volumique adapté a I'étude des structures minces et épaisses pour l'analyse
numeérique. Les applications se basent sur des plagues simples ou multicouches. Les résultats sont
corrélés avec des mesures DMA et des identi cations a partir de données modales identi ées.

Mots-clés: Viscoélasticité linéaire, identi cation, méthode mixte expérimentale-numérique, élé-
ments nis volumiques pour les structures

Abstract

This work deals with a mixed experimental numerical method for linear viscoelastic material
parameter identi cation. These parameters are complex and frequency dependent. Identication is per-
formed using a direct and non parametric approach. In this goal, two identi cation methods adapted to
frequency response elds measurements treatment are presented. These datas are durectly exploited,
without any experimental modal analysis. Experimental elds are obtained using a vibrometer and
numerical ones with nite element method. A brick element dedicated to thin/thick structures analy-
sis is employed. Appications are performed using simple plates or sandwich plates. Results are also
compared to DMA measurements and identi ed modal parameters.

Keywords : Linear viscoelasticity, identi cation, mixed experimental-numerical method, volu-
metric nite element for structures
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