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❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ♣ré❞✐s♣♦s❡ à ❢♦✉r♥✐r ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts✳
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✉♥ ③ér♦✮✱ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❋♦ts✐♥❣✱ ▼é❞ér❡r✱ ▼✐ssè✱ P✐❡♠❜❡❝❦✱ ❘❛♥❝❤❡r✱ ❚❛❦♦✉ts✐✱ ❚③❛③❡✲
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❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✈♦tr❡ ✜❧s✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✈♦✉s êt❡s ✜❡rs ❞❡ ♠♦✐✳

▼❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ♠❛ ❜❡❧❧❡✲❢❛♠✐❧❧❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✿ ➱r✐❝✱ ❋é❧✐✱ ▼✉✱ ❚❛r♦❝ t❤❡ ▲✐♦♥
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✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ✈♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✐ ♠✬❛ ✉♥ ♣❡✉ é❧♦✐❣♥é✳

❆❧✐♥❡ ❇❛❜❡tt❡ ▼✐ssè ▼✐ssè✱ ♠♦♥ é♣♦✉s❡✱ ♠❛ ❝♦♥✜❞❡♥t❡✱ ♠♦♥ ❛♠✐❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
●❧♦r②❛ ❆♥❣❡❧②❡ ❋♦ts✐♥❣✱ ♠❛ ✜❧❧❡✱ ♠❛ ❣r❛♥❞❡✳ ❱♦✉s êt❡s ♠❡s r❡❝♦♥❢♦rts ❡t r❡♠♣❛rts✱
❧❡s ❢❡♠♠❡s q✉✐ ♠❡ s✉♣♣♦rt❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦✐rs✳ ❱♦✉s ♠❡ r❡♥❞❡③ ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ♠❡✐❧❧❡✉r✳
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❞❡ ❝♦♥✢✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✷ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛✈❡❝ ❛r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r ✿ T1 ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ q✉❡ s✐
P1 ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s 1 ❥❡t♦♥ ❡t P2 ❡st ✈✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✸ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé ✿ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬été à ❧✬❛✉t♦♠♥❡ ❞é♣❡♥❞
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ s♦✐t ❡♥ été ✭✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ ➱té✮✱
♠❛✐s ❡st s②♥❝❤r♦♥✐sé s✉r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ♠♦rt❡s ✳ ✳ ✹✻

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✺ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

t❡♠♣s✲ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✻ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❞✉ré❡ d ❛✈❡❝ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣❧❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✽ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❚ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✾ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ✭❛✮ ❡t

●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ✭❜✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✸✳✶✵ ❚â❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽



① ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✸✳✶✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✶✷ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ S ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✶✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ 6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✺ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✻ ❙②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②és ✻✾

✹✳✼ ❙②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ S✱ ❛✈❡❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt✱ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✽ ❙②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ✳ ✳ ✼✶

✹✳✾ ❙②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ S✱ ❛✈❡❝ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✶✵ ✭❛✮ ❚â❝❤❡ T ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ✭❜✮ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✶✶ P❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✼✺

✹✳✶✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✶✸ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✶✹ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✶✺ ▲✬❛r❜r❡ ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✶✻ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✶ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥✲
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✷ ●❡st✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✸ ❯♥ ❝❛s ♦ù 2 ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡
2 t❡sts ❞❡ RIT min ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✹ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❝r❡✉① ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✺ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ T2 ♥❡ r❡s♣❡❝t❡
♣❛s s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✶ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✷ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ θ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥
t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ①✐

✻✳✸ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ T0 ❡st ❧❛ tâ❝❤❡
♦✐s✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✻✳✹ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❜r✉t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✼✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✼✳✷ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❛♥s ♥÷✉❞ ❞♦✉❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✼✳✸ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✶✸✸
✼✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ s✐♠♣❧❡ ❡♥ ✉♥ ♥÷✉❞ t❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✼✳✺ ◆÷✉❞ ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❡ Niveau 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✼✳✻ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ Niveau 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✼✳✼ ✭❛✮ S ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ✭❜✮ ❯♥❡

séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮ ❞❡ S ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✼✳✽ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡ t❡st t1 ❞❡ T1 ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡

❛ss♦❝✐é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✼✳✾ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡ t❡st t2 ❞❡ T2 ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡

❛ss♦❝✐é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✼✳✶✵ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡ t❡st t3 ❞❡ T2 ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡

❛ss♦❝✐é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✼✳✶✶ ▲✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t A ✈❛❧✐❞❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ θ ❞és✐❣♥❡

✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✼✳✶✷ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✼✳✶✸ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✽✳✶ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 2 tâ❝❤❡s ✿ T1 ❛ 3 ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡t T2

❡♥ ❛ 2✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ T1 ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❡t ❧❡s 2 tâ❝❤❡s é❝❤❛♥❣❡♥t ❧❡
♠❡ss❛❣❡ M ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✽✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ✳ ✳ ✶✺✵
✽✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡

tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Pr♦❝❡ss♦r
♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✽✳✹ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞✉ré❡ d✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k ✈❛r✐❡ ❞❡ 1 à 3

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❜❧♦❝ à ♠♦❞é❧✐s❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✽✳✺ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡

tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Pr♦✲
❝❡ss♦r ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✻ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P (1 − Umax) ≥ 0 ✳ ✶✺✼
✽✳✼ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Umax > 1 ❡t Umin ≤ 1

❡t d = |P (1 − Umax)| ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✽✳✽ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡

✽✳✶ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭❝❛s ♦ù P (1 − Umax) ≥ 0✮✳ P♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Pr♦❝❡ss♦r ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵



①✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✽✳✾ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✽✳✶ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ✭❝❛s ♦ù P (1 − Umax) ≥ 0✮✳ P♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Pr♦❝❡ss♦r ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✽✳✶✵ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 4 tâ❝❤❡s ✿
✭Time(i)✱ Clki✮ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✱ ❡t RTC r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ✭❣❧♦❜❛❧❡✮ ❞✉ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✽✳✶✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ✿ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts Comp12 ❡t
Comp21 s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✽✳✶✷ ●❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
(Compi2, Compj2) ❡t (Compi2, Compj3) s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✽✳✶✸ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti q✉❛♥❞ ri > 0 ✶✻✽
✽✳✶✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s s✉✐✲

✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭✐❝✐✱ P (1 − Umax) < 0✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾
✽✳✶✺ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s s✉✐✲

✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ✭✐❝✐✱ P (1−Umax) < 0✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t1
❂ (contact = 0)T2

❡t t2 ❂ (contact = 0)T3
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✽✳✶✻ ❱✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ✶✼✻
✽✳✶✼ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ P❊❚❘■●❊◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
✽✳✶✽ ❱✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✽✳✶✾ ❱✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ❞❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✾✳✶ ❱✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶
✸ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸
✹ ●r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋ ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✐♣✉❧és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✧▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦❧é♠✐q✉❡✧
●❛st♦♥ ❇❛❝❤❡❧❛r❞

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✳✶ ▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✶✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✶✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✷✳✶ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷✳✷ ❍②♣♦t❤ès❡s ❧✐é❡s à ❧✬ét✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ✐♥térêts ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✿ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✺ P❧❛♥ ❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ♣✉✐s ❞é✜✲
♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣r♦❜❧è♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ sé✲
♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❣r❛♥❞s ❛①❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

✶✳✶ ▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧

✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙t❛♥❦♦✈✐❝ ✶✾✽✽❪ q✉❛❧✐✜❡ ❞❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✿
t♦✉t s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❧♦❣✐q✉❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞❛t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts✳
❖♥ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❬❊❧❧♦② ✶✾✾✼❪ ❬❈♦tt❡t ✷✵✵✺❪ ❧❡s s②stè♠❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ✿

✶✳ ❧❡s s②stè♠❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡✉rs tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t
♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s✳



✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❖♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱
❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❀

✷✳ ❧❡s s②stè♠❡s ✐♥t❡r❛❝t✐❢s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ✭❝❧❛✈✐❡r✱ ✜❝❤✐❡r✱ rés❡❛✉①✱
s♦✉r✐s ✳✳✳✮✳ ▲❡ t❡♠♣s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ✉♥
❛s♣❡❝t ❝♦♥❢♦rt ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♦✉ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳
▲❡s s②stè♠❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❜✉r❡❛✉t✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
s②stè♠❡s ✐♥t❡r❛❝t✐❢s ❀

✸✳ ❧❡s s②stè♠❡s ré❛❝t✐❢s✱ ♦ù ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts à tr❛✐t❡r s♦♥t ✐ss✉s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❡①tér✐❡✉r✱
♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛s♣❡❝t t❡♠♣s ❛ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
t❡♠♣s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✱ s♦✐t ❞✬✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ à r❡s♣❡❝t❡r✳
❈❡ s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① s②stè♠❡s ré❛❝t✐❢s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s
ré♣♦♥s❡s à ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❬❑♦♣❡t③ ✶✾✾✺❪✳
❈❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐és à ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ s②stè♠❡s
❞✐r✐❣és ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ✭❚✐♠❡ ❚r✐❣❣❡r❡❞ ❙②st❡♠s✮✱ ♦✉ ♣❛s✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡
❞❡ s②stè♠❡s ❞✐r✐❣és ♣❛r ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ✭❊✈❡♥t ❚r✐❣❣❡r❡❞ ❙②st❡♠s✮✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞✐r✐❣és ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❞❛t❡s ❞✬❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❝♦♥♥✉❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ r❡ç♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❝♦♥trô❧é à tr❛✈❡rs ❞❡s
❝❛♣t❡✉rs✱ ♣✉✐s tr❛✐t❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ❡♥✈♦✐❡
❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛✉ ♣r♦❝é❞é à tr❛✈❡rs ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é✳
▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ✭✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥✮ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ♠❡s✉r❡s ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✮✳
▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡



✶✳✶✳ ▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✸

tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦✉ ❛✣❝❤❛❣❡ s✉r ✉♥ é❝r❛♥✳
❈❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣❛r✈❡♥✐r ❛✉ ♣r♦❝é❞é ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♦❜s♦❧èt❡s✳
❈❡❝✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ r❛♣✐❞❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡
❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡

▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ r❡♥❝♦♥trés s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳
❉✬♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❈◆❘❙ ❬❈◆❘❙ ✶✾✽✽❪ ✿
P❡✉t êtr❡ q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ s②stè♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛ss✉❥❡tt✐ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭♣r♦❝é❞é✮ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❝♦♥♥❡❝té ❡t ❞♦♥t ✐❧ ❞♦✐t ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❤ès❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
P♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉s✉❡❧✱ q✉✐ ❞é❝♦♥s❡✐❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐q✉❡ ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡
♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
▲❡s ✈❛❧✐❞❡r ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r
❞❛♥s ❧❡ ❞é❧❛✐ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ✐♠♣❛rt✐✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳
❉❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés s✉✐✈❛♥t ❧✬✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ ❛✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✿

✶✳ s✐ ♦♥ ♥❡ t♦❧èr❡ ❛✉❝✉♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝r✐✲
t✐q✉❡s✱ ✈♦✐r❡ ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ s✉r✲
✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ❀

✷✳ s✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t♦❧érés✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❡♠♣s✲

ré❡❧ ♠♦✉✳
▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡r ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ✈✐s✐♦❝♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡s ❥❡✉① ❡♥ rés❡❛✉① ✳ ✳ ✳✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛s ❛✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t
❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳
◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥s✐st❡r❛ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✐♣✉❧és s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✶ ❞✉rs✳

✶✳✶✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s

◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡❧q✉❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✐ss✉s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s s♦♥t t✐rés ❞❡ ❬❈♦tt❡t ✷✵✵✺❪ ✿

✶✳ ❧❡ r♦❜♦t ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❯♥ r♦❜♦t q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té s♣é❝✐✜q✉❡ ✭❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ tr✐ ✳✳✳✮ s✉r ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡
❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❞❡s ❞é❧❛✐s ✜①és ♣❛r ❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞❡
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ❙✬✐❧ ❛❣✐t tr♦♣ tôt ♦✉ tr♦♣ t❛r❞✱ ❧✬♦❜❥❡t tr❛✐té s❡r❛ ❡♥❞♦♠♠❛❣é✱ ❡t
❝❡❧❛ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡s ♦✉ ❤✉♠❛✐♥❡s ❣r❛✈❡s✳
❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬♦✉❜❧✐ ♣❛r ✉♥ r♦❜♦t ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r✐✈❡ts
❧♦rs ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ✭t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✮ ❀

✷✳ ❧❛ té❧é♣❤♦♥✐❡ ♠♦❜✐❧❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r r❡s♣❡❝t❡r s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭tr❛♥s♠❡ttr❡
❡t r❡❝❡✈♦✐r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦❧❡✮ t♦✉t ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✭t❡♠♣s✲
ré❡❧ ♠♦✉✮ ❀

✸✳ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✐r❜❛❣ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳
▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st éq✉✐♣é ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs q✉✐ ❞ét❡❝t❡♥t ❧❡s ❝❤♦❝s✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤♦❝
✈✐♦❧❡♥t✱ ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❣♦♥✢❡♥t ❧✬❛✐r❜❛❣✱ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ ❝♦♥❞✉❝✲
t❡✉r ✭t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✮✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ét✉❞✐❡r ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳
❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳

✶✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ét❛♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡✳

✶✳✶✳✸✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥s✲
tr✉❝t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✳
❈✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡①é❝✉té❡s s✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ é✈è♥❡♠❡♥t ♦✉
❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts✳
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ✿

✶✳ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✐♥t❡r♥❡s ✭❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝✮ ❀

✷✳ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭♣r✐s❡✴❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡♥✈♦✐✴ré❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✮✳

✶❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♦✉ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲

ré❡❧



✶✳✶✳ ▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✺

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡r
❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✶ ❡t ✷✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳

▲❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ t❡♠♣s✲ré❡❧

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝réé❡✱ ❛✐♥s✐ ❡❧❧❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡♥❞♦r♠✐❡✳
❆♣rès s♦♥ ré✈❡✐❧✱ ❡❧❧❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞✐t ♣rêt❡✳
❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡t ét❛t q✉✬❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡
❡♥t✐té séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛❜❧❡✮✳
❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ✈♦✐r ❛❧❧♦✉❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❡①é❝✉té❡✳
❉❡ ❧✬ét❛t ❡①é❝✉té✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré✲❡♠♣té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ s❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ❞✬✉♥❡ ❞❛t❡✱ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❧✬❛❝❝ès à ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✳
▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❛tt❡♥t❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ♣rêt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t✱ ❧❛
❞❛t❡✱ ♦✉ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ✭❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✮ ❡st ❛rr✐✈é ✭❧✐❜r❡✮✳
❙✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st t❡❧ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❡st ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✭t❡❧ q✉❡
❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ❧❛ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✮✱ q✉❡ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✲❜❧♦❝❛❣❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s
♦✉ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞❛t❡ ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝②❝❧✐❝✐té ❞❡ ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✿



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶✳ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ ✿ ❝❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s é✈è♥❡✲
♠❡♥ts tr❛✐tés s❡ ré♣èt❡♥t à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✳
❈❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❀

✷✳ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ♥❡ s❡ ré♣èt❡ ♣❛s à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s
♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

✭❛✮ ❧❡s tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s ❬❑✐♠ ✶✾✽✵❪ ❬▼♦❦ ✶✾✽✸❪ ✿ ❝❡ s♦♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞♦♥t
♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s à ♣r✐♦r✐ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
♠✐♥✐♠❛❧ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① r❡q✉êt❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❀

✭❜✮ ❧❡s tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❬❆✉❞s❧❡② ✶✾✾✸❪ ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛❝✲
t✐✈é❡s ♣❛r ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts q✉✐ ❛rr✐✈❡♥t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r②t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡r✲
t❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ♣❛✉s❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
r❡♣r❡♥❞ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✳
❊❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣é✲
r✐♦❞✐q✉❡✳
▲❡s tâ❝❤❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♦♥t ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ✿

✐✳ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ✐♥t❡r♥❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠✉♠ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ❛❝t✐✈❛✲
t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❀

✐✐✳ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡①t❡r♥❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ t❡♠♣s sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❀

✭❝✮ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❬❙♣r✉♥t ✶✾✽✾❪ ❬❙tr♦s♥✐❞❡r ✶✾✾✺❪ ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s
tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❞é❧❛✐ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❡st ✐♥✲
❝♦♥♥✉✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s s♦♥t ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❝❡ ❝❤♦✐① ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ♦♥t été é❧❛❜♦rés ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡s✳

▲❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ s❡ ❝❧❛ss❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s q✉✬❡❧❧❡s ❡♥tr❡t✐❡♥♥❡♥t✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿

✶✳ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♦✉ é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡s
♠❡ss❛❣❡s✳
❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ✉♥❡✭♣❧✉s✐❡✉rs✮ tâ❝❤❡✭s✮ ❞♦✐t✭❞♦✐✈❡♥t✮ êtr❡
t❡r♠✐♥é❡✭s✮ ❛✈❛♥t q✉✬✉♥❡✭q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ tâ❝❤❡✭s✮ ♥❡ s❡ ré✈❡✐❧❧❡✭♥t✮✮ ❀

✷✳ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬ ② ❛ ❛✉❝✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ♥✐ ❛✉❝✉♥❡
r❡ss♦✉r❝❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳



✶✳✶✳ ▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✼

✶✳✶✳✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❡♥❝❛♣s✉❧és ♣❛r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❞❡
♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❬P✉s❤♥❡r ✶✾✽✾❪ ❬❲✐❧❤❡❧♠ ✷✵✵✽❪✳
❯♥❡ tâ❝❤❡ Ti =< ri, Ci, Di, Pi > ✭i ∈ N∗✮ ❡st ❛✐♥s✐ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
t❡♠♣♦r❡❧s ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ ✿

✶✳ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧ ri ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❀

✷✳ ❧❛ ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ Ci ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ❲❈❊❚ ♣♦✉r ❲♦rst ❈❛s❡
❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡✮ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛r ❧❛
tâ❝❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ q✉✬✐❧ ❧✉✐ ❢❛✉t ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
s✐ ❡❧❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀

✸✳ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ Di ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❛❧❧♦✉é à ❧❛ tâ❝❤❡ ♣♦✉r s❡ t❡r♠✐♥❡r
❛♣rès ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❀

✹✳ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ Pi ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
▲❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ré❛❝t✐✈é❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ri + k × Pi✱ ♦ù k ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧✳
❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ q✉❡ Ci ≤ Di ≤ Pi✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t
❞♦♥❝ ♥♦♥ ré✲❡♥tr❛♥t❡s✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ré✲❡♥tr❛♥t❡ q✉❛♥❞ ✉♥❡ ❞❡ s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛❝✲
t✐✈é❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥✬❛ ♣❛s t❡r♠✐♥é s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Di = Pi✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧ ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ✿

✶✳ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t à ❞é♣❛rts
s✐♠✉❧t❛♥és ❀

✷✳ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ri✱ Di ❡t Pi s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡
❝♦♥❝❡♣t❡✉r✳
◗✉❛♥t ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ Ci✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✬♦❜✲
t❡♥✐r ❬P✉s❝❤♥❡r ✶✾✾✼❪ ❬❇❡r♥❛t ✷✵✵✷❪ ❬P✉❛✉t ✷✵✵✼❪ ❬❲✐❧❤❡❧♠ ✷✵✵✽❪✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❲❈❊❚ ✿

✶✳ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❊❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♠❡s✉r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥s✐❞éré s✉r
✉♥ s②stè♠❡ ré❡❧ ♦✉ ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r✳
❈❡s ♠❡s✉r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① ❞✬❡♥tré❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♦✉
❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❥❡✉ ❞✬❡♥tré❡s ❞♦♥t ♦♥ ❡st ❝❡rt❛✐♥ q✉✬✐❧
❝♦♥❞✉✐t ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❀



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti

✷✳ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ st❛t✐q✉❡✳
❊❧❧❡s s♦♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❥❡✉① ❞✬❡♥tré❡s ❀

✸✳ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✐①t❡s✳
❊❧❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❲❈❊❚ ♠♦✐♥s ♣❡ss✐♠✐st❡✳

❉✬✉♥ ❝ôté ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐q✉❡s s♦♥t sûr❡s✱ ♠❛✐s ♣❡s✲
s✐♠✐st❡s✳
❉❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦♥t ♠♦✐♥s s✉ré✈❛❧✉é❡s✱
♠❛✐s ♣❛s t♦✉❥♦✉rs très ✜❛❜❧❡s✳
❊t ❡♥✜♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✐①t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❝❡ ❥♦✉r ✭❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✮ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❲❈❊❚ ♠♦✐♥s ♣❡ss✐♠✐st❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡r❛✐t ❝❛❧❝✉❧é ❞❡
♠❛♥✐èr❡ st❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ci✳
◆♦✉s ❧❡ s✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡✲
s♦✐♥✳

❈❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♣ré✲
❝é❞❡♥ts ✿

✶✳ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Ui = Ci

Pi
✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉✭❞❡s✮ ♣r♦❝❡ss❡✉r✭s✮ ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡
Ti ❀

✷✳ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡t s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❀

✸✳ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡✮ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ S = {T1 . . . Tn} ❞❡ n tâ❝❤❡s T1 . . . Tn✱ n ∈ N∗ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
U =

∑i=n
i=1 Ui✳

■❧ ❞é✜♥✐t ❧❡ t❛✉① ❣❧♦❜❛❧ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉✭❞❡s✮ ♣r♦❝❡ss❡✉r✭s✮ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❀



✶✳✶✳ ▲❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✾

✹✳ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
❉❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ ❝②❝❧✐❝✐té ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ❞✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✵❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✹❪✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ S ❞❡ n tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ P1 . . . Pn✱ à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és✱ ❝❡tt❡ ❢❡♥êtr❡ ❡st ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡
❡t ✈❛✉t P = PPCM(P1, . . . , Pn) ♦ù PPCM(P1, . . . , Pn) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s✳

✶✳✶✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧

❱❛❧✐❞❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉❛♥t
r❡s♣❡❝t❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s q✉✐ ❧✉✐ ❡st ✐♠♣❛rt✐✳
❖♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
▲✬ét✉❞❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲

ç❛❜✐❧✐té✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✸❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❢❛✉t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♥❡ s❡r❛
❝♦♠♠✐s❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♥❡ t❡r♠✐♥❡r❛ ❛♣rès s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✸❪ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ✿

✶✳ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ ❬❉❡rt♦✉③♦s ✶✾✼✹❪ ❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✷❪
❬❉❡rt♦✉③♦s ✶✾✽✾❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✸❪ ♦ù ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t
❧❛✭❧❡s✮ tâ❝❤❡✭s✮ à ❛ttr✐❜✉❡r ❛✉✭①✮ ♣r♦❝❡ss❡✉r✭s✮ ❀

✷✳ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❬❳✉ ✶✾✾✷❪ ❬❩❛♠♦r❛♥♦ ✶✾✾✼❪ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪
❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✸❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❢♦✉r♥✐r à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭♦✉ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✮ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥✬❛ ♣❧✉s q✉✬✉♥ s✐♠♣❧❡ rô❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡✉r✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ❝❤❛r❣❡ U ✈ér✐✜❡ U ≤ m ✭♦ù m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✮ ❬❇✉tt❛③♦ ✶✾✾✼❪✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞♦♥♥é✱ ❞ès q✉❡ U > m✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ▲❡s ❢❛✉t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ é✈✐té❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s T1 ❂ < 0, 2, 4, 4 >✱ T2 ❂ < 0, 2, 6, 6 > ❡t T3 ❂ < 0, 2, 12, 12 > s✉r ✉♥



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s T1✱ T2 ❡t T3

s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r

▲❛ tâ❝❤❡ T1 s✬❡①é❝✉t❡ ♣❡♥❞❛♥t 2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ✭✉♥❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉♥✐té ❡t ❧✬❛✉tr❡
à ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ✉♥✐té s✉r s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts 0 ❡t 4✮✱ ❝❡❧❛ ❛✈❛♥t
4 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ✭q✉✐ ❡st ❧❡ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡✮✱ ❡t ❡st ré❛❝t✐✈é❡ t♦✉t❡s ❧❡s 4 ✉♥✐tés ❞❡
t❡♠♣s ✭❧❛ ♣ér✐♦❞❡✮✳ ✳ ✳✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✱ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ✈❛❧✐❞❡✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳

✶✳✷ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❛♥s
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✷✮✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é✱
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Ci ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ sûr q✉❡✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❡✛❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❈❡❧❛
✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ s♦✐t s♦✉s✲é✈❛❧✉é❡✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
♣❛r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t
❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✿ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s♦♥t ❡①❛❝t❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ ♣❡ss✐♠✐st❡s✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ♥❡ r✐sq✉❡✲t✲♦♥ ♣❛s ❞❡ ♣❡r❞r❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ❡t
❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧❛ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉rt❛♥t ♦r❞♦♥♥❛♥✲



✶✳✷✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✶✶

ç❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢❛✐ts ❄
❉❡ ♣❧✉s✱ s✉rt♦✉t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡st❡ ✉♥ ♦✉t✐❧
❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ très ✉t✐❧❡✳
▲✬❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ②
❝♦♠♣r✐s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ♣❛r ❧✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s ✿

✶✳ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ s✉r✲✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱
❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s à ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳
❉♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡s r❡t❛r❞s ✐♥✉t✐❧❡s ❞✉s à ✉♥❡ ♠♦❜✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣♦✲
sé❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉rr♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✱ ❛♠❡♥❛♥t à ❞❡s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts
❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ❡♥ ❢❛✐t é✈✐t❛❜❧❡s ❀

✷✳ ❡♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❡♥❝❛♣s✉❧❛♥ts ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡♥❣❧♦❜❡✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t rés✉❧t❛♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✉ré❡✱ ♥✬❡st ♣❡rt✐♥❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳
❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥ts
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❀

✸✳ ❡♥✜♥✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ s✬❛❝t✐✈❡✳
❙✐ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❛❣✐ss❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❝♦rré❧és✳
◆❡ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s
q✉✐ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐r♦♥t ❥❛♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❛r ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s q✉❛♥t à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
❙✐ ❝❡s s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ❢❛✉t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳

◆♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❞♦♥❝ ✿

✶✳ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s s❡✉❧s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❀

✷✳ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♣❧✉s ✜♥❡✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s tâ❝❤❡s✱
♣✉✐s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❀

✸✳ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❡♥✜♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❡♥ s✐t✉❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳

✶✳✷✳✶ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ✿



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶✳ s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❀

✷✳ s♦♥t à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés ♦✉ s✐♠✉❧t❛♥és ❀

✸✳ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré✲❡♠♣té❡s✱ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡s ♠❡s✲
s❛❣❡s ❀

✹✳ s♦♥t ♥♦♥ ré✲❡♥tr❛♥t❡s ❀

✺✳ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❡♥✜♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡①é❝✉té❡s s✉r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✶✳✷✳✷ ❍②♣♦t❤ès❡s ❧✐é❡s à ❧✬ét✉❞❡

✶✳✷✳✷✳✶ ❙✉r ❧❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s

▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳
◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ♣♦rt❛♥t s✉r
❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ t②♣❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡
✭x < 5✮ ♦✉ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭contact = on✮✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ✭■♥♣✉t✮✳
❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ♠♦❞✐✜és ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✳
❈❡ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t q✉✐
♦♥t été tr❛♥s♠✐s❡s ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡st ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✈❡♥✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❧❡s tr❛♥s♠❡tt❡♥t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✐è❝❡✱
✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ q✉✐ r❡ç♦✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❧✉❡✱ ❡t ❧❛ tr❛♥s♠❡t à ✉♥❡ tâ❝❤❡ Tj q✉✐ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r✱ ❛❝t✐✈❡ ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡✱
❡t à ✉♥❡ tâ❝❤❡ Tk q✉✐ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r✱ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❞✬❛✐r ❢r♦✐❞✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❞❡ ❝❡s t❡sts ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳
❉❡✉① ❝❛s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✿

✶✳ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✳
➚ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡
✈❛❧❡✉r✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ♦ù ✉♥❡ tâ❝❤❡
alarme ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠ét❤❛♥❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐r✱ ❡t s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡
✈❛❧❡✉r✱ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ✉♥❡ ❛❧❛r♠❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 ♦✉ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 2✳
▲❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱
❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠ét❤❛♥❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ❡♥tré❡



✶✳✷✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡

❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❡t ♣♦✉r seuil1 < seuil2✱ s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠ét❤❛♥❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
q✉❡ seuil1✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ quantité−méthane ≥ seuil2 ❡st ✐♥✲
✉t✐❧❡✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ t❡st ❡st ❝♦rré❧é ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉✭❞❡s✮ t❡st✭s✮ ♣ré❝é❞❡♥t✭s✮✳
▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❝❤❡✲
♠✐♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❬P✉❛✉t ✷✵✵✼❪ ❬❲✐❧❤❡❧♠ ✷✵✵✽❪ ❀

✷✳ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳
❙✐ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❡①❛♠✐♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s s❡r♦♥t ❧✐és✳
P♦✉r ❧✬✐❧❧✉str❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡s tâ❝❤❡s calcul ❡t commande ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠ét❤❛♥❡✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ seuil1 < seuil2✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r✱ ♣♦✉r ❧❛
♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠ét❤❛♥❡✱ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s action1 ❡t action4✳
❈✬❡st ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s
ét✉❞✐❡r♦♥s✳

❉✬❛✉tr❡s t❡sts ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ✭❞❡s t❡sts q✉✐ ♥❡ ♣♦rt❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ■♥♣✉t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ■❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s
♦✉ ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧s s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❙✉r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s
❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❈❡ s♦♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r✐s❡ ❡t ❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t
❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬❡♥✈♦✐ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ♣❡rt❡s
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✲❜❧♦❝❛❣❡ ✿

✶✳ s✐ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❘ ❡st ♣r✐s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧✐❜éré❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❀

✷✳ s✐ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ♣r✐s❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s♦✐t ❡❧❧❡
❡st ❧✐❜éré❡ ❤♦rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ s♦✐t ❡❧❧❡ ❡st ❧✐❜éré❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ❧❛ s✉✐t ❀

✸✳ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ▼ ♥✬❡st ♣❛s ❜❧♦q✉❛♥t✱ ♠❛✐s s❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❧✬❡st ❀

✹✳ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡ç✉s ❀

✺✳ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛tt❡♥❞✉s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t é♠✐s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞♦✐✈❡♥t ❡♥
♣❧✉s ✈ér✐✜❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿
s✐ i ✭j✮ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡ ✭ré❝❡♣tr✐❝❡✮✱ ni ✭nj✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ✭r❡ç✉s✮ ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ✭Tj✮✱ ♦♥ ❛ ✿

∑

i
ni

Pi
❂

∑

j
nj

Pj
✳

❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

✶✳ ❧❡s ❡♥✈♦✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ s❡ ❢♦♥t ♣❛s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ tâ❝❤❡s ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥
♠❡ss❛❣❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡①é❝✉té ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❀

✷✳ ❞❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ré❝❡♣t✐♦♥s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ s❡ ❢♦♥t ♣❛s à ❧❛ ✜♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ✉♥
♠❡ss❛❣❡ r❡ç✉ tr❛♥s♠❡t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ré❝❡♣tr✐❝❡✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡s
❞✉ré❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s✉♣♣♦sé❡s ❞❡
❞✉ré❡ ♥✉❧❧❡✳



✶✳✷✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✶✺

❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❡t ❧❡✉r ✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✭s❡❝t✐♦♥
✶✳✷✳✷✳✶ ❡t ✶✳✷✳✷✳✷✮ s♦♥t ré❛❧✐st❡s ❡t r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲
ré❡❧ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs à ❝❤❛q✉❡
♣ér✐♦❞❡ ❡t ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ét❛♥t ♣♦sés✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶ ✿ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❞✬✉♥
✈é❤✐❝✉❧❡✳
▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✬❛❝t✐✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣❧✉✐❡✱
❡t ❞❡ ❧❡s ❞és❛❝t✐✈❡r ♣❛r t❡♠♣s s❡❝✳
❯♥ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣❧✉✐❡ ♣♦sé s✉r ❧❡ ♣❛r❡✲❜r✐s❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ q✉✐ ②
t♦♠❜❡✳
❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
ré❝❡♥ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✽✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡

❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ❧✐é à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡ s②stè♠❡
❞♦✐t ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❧❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ très ❝♦✉rt ✭❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été ✜①é ♣❛r ❧❡
❝♦♥❝❡♣t❡✉r✮✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❀

✷✳ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♣♦sé s✉r ❧❡ ♣❛r❡✲❜r✐s❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ ❞é♣♦sé❡ ❀

✸✳ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♦❞♦ ✭❙t♦♣✴✶✴✷✴✸✮ ♣♦✉r
❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ✐♥térêts ❞✉ tr❛✈❛✐❧

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s
❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❧✐♥é❛✐r❡s✮ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té
❡①❛❝t❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡ss✐♠✐st❡s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥s✲
tr✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✮✱ ❛✜♥
❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✱ ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾ rés✉♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡

◆♦t♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥térêt ✿

✶✳ ✉♥ ✐♥térêt s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳
◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ré❛❧✐st❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ✈✉❡ ré❡❧❧❡
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✱ ❡t ♥♦✉s ♣r♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ✜♥s✳
❈❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❞❡ r❛t❡r ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❀

✷✳ ✉♥ ✐♥térêt é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳
P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s✉ré✈❛❧✉♦♥s ♣❛s ❧❡s ♣✐r❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ s✉r✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥♦♥s ♣❛s ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ✭♣r♦❝❡ss❡✉rs ✳✳✳✮✳
❈❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❣❛✐♥ t❛♥t ✜♥❛♥❝✐❡r q✉✬é♥❡r❣ét✐q✉❡✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✿ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✲
t✐♦♥ ❡st ♣ré❝✐sé❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡



✶✳✹✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✿ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✶✼

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❡♥té❡ ♠♦❞è❧❡ à
❜❛s❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡✲
tr✐ ❡st ♥❛t✉r❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪
❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛r✲
q✉❛❣❡s ❡t s♦♥ ❛♥❛❧②s❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st r❡✲
♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ tâ❝❤❡s à ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s
tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈❡s ❛r❜r❡s s❡r♦♥t ❡①tr❛✐ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s✱ ❡t ✐♥tè❣r❡r♦♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧s t✐❡♥❞r♦♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① séq✉❡♥❝❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱
q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s
❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■❧ r❡st❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛r✲
q✉❛❣❡s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛r✲
q✉❛❣❡s ♥✬❛ ♣❛s été tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❢❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✳

❉✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳
▼❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t s♦✐t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té très é❧❡✈é❡s ✭❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s✮ ❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✷❪✱
s♦✐t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✭♠♦❞è❧❡s ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ❞✐s❝r❡ts✮ ❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✺❪✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❜❛sé❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝❡❧✉✐
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❝❡rt❡s ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s✱ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡✳

✶✳✺ P❧❛♥ ❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥

▲❡ ♣rés❡♥t ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ♣❛rt✐❡s ✿

✶✳ ❧❛ ♣r❡♠✐ér❡ ♣❛rt✐❡ ❢❛✐t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧✬❡①✐st❛♥t ❡t r❡✈✐❡♥t s✉r ❧✬✐♥térêt ❞❡
♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡t ♥♦s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✿

✭❛✮ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❢❛✐t ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡✳
■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs q✉✐ ♦♥t tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❝❡ t❤è♠❡ ♥✬♦♥t
♣❛s ét✉❞✐é ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ♠❛✐s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ✈✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❛♥t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❀

✭❜✮ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❡t
❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲
ré❡❧ ② ❡st ♣rés❡♥té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❯♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s



✶✳✺✳ P❧❛♥ ❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✶✾

❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é r❡✲
❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✮✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❀

✷✳ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝✐♥q ❝❤❛♣✐tr❡s ✿

✭❛✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ tâ❝❤❡✱ ❛✜♥
q✉✬✐❧ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
str✉❝t✉r❡❧✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧✳
❈❡s tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✳
❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❯♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s❡r❛ ❢❛✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❀

✭❜✮ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s tâ❝❤❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✲
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭❛r❜r❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦✉ ❝❤❡♠✐♥✮✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s q✉✐ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
♦✐s✐✈❡✳
▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ ♦❝❝✉♣❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ s✬❡①é❝✉t❡♥t✳
P♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❀

✭❝✮ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜r✉t❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té é❧❡✈é❡ ✭✐❧ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ s✉✐✈❛♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❝r✐tèr❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❡t ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

✭❞✮ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣❛r ❡♥✲
❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ r❡st❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✳



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t r✐❡♥ ❞✐r❡ q✉❛♥t à s♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛r✲
❜♦r❡s❝❡♥t❡s✳
◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ❀

✭❡✮ ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ② ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳
▲❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✭❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❡t ❝❤❡♠✐♥✮ ❡t ❝♦♠♣❛rés✳
❯♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳
◆♦✉s ② ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱
♥♦✉s ♣r♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ♣✉✐s✱ ♥♦✉s ♣r♦❞✉✐✲
s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥✐t✐❛✉①✱
❡t s②♥t❤ét✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ t❤ès❡✳
❉❛♥s ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥str✉✐t
✈❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ré♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❝r✐tèr❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉①
❝♦♥♥❡①❡s

✧▼❛❧❣ré s♦✐✱ ♦♥ ❡st ❞❡ s♦♥ s✐è❝❧❡✧
❆✉❣✉st❡ ❈♦♠t❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✶✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ ❆❆❉▲ ❡t rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✶✳✷ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ ❯▼▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✷✳✷ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✷✳✸ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦❜❥❡t ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✷✳✹ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✷✳✺ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ré❝✉rr❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✷✳✻ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❖❆❙■❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✮ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦rt❡r❛ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❛ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ✈ér✐✜❡♥t ❞❡s ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡s ♦✉ ♥❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ♥ôtr❡s✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ♥✬✐♥tè❣r❡♥t ♣❛s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s à ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✭✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱
♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝♦♠♣♦sé ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

❧❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♠❛✐s s❛♥s q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥s✲
tr✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢❛ss❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳
◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ❥✉st❡ ✉♥❡ ✈✉❡ s✉❝❝✐♥❝t❡✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s
tr❛✈❛✉① q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡♥ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡✳

✷✳✶ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ ❛ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛r❣❡♠❡♥t é✈♦✲
❧✉é✱ ❡t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✈✐s❛♥t à r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ré❛❧✐té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

✷✳✶✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ ❆❆❉▲ ❡t rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡❘❡♥❛✉❧t ❡t ❆❧✳ ❬❘❡♥❛✉❧t ✷✵✵✾❛❪ ❬❘❡♥❛✉❧t ✷✵✵✾❜❪ ❡st ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s✱ str✉❝t✉r❡❧s ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣s✲ré❡❧✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ét✉❞✐❡r ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ❆❆❉▲ ✭❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥
▲❛♥❣✉❛❣❡✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts ❝❧és s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❙❆❊ ✷✵✵✽❪✳
❈✬❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭♠❛tér✐❡❧s✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t s②stè♠❡s✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡
❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦❞é❧✐sés s✉✐✈❛♥t ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬❖✉t ❪ ✿ ❖❝❛r✐♥❛✱ ❖s❛t❡✴❊❝❧✐♣s❡✱ ❙t♦♦❞✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
✐♥tè❣r❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ❘▼✱ ❊❉✳
▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❘❡♥❛✉❧t ❡t ❆❧✳ ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s
❛s♣❡❝ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛✉① ❡t str✉❝t✉r❡❧s✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❆❉▲ ❞♦♥♥é ❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐
❝♦❧♦ré ❡t t❡♠♣♦r✐sé✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦✉r
✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛s♣❡❝ts q✉✐ ❧❡s ✐♥tér❡ss❡♥t✳
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❆❆❉▲ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s t❡sts ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳



✷✳✶✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✷✺

✷✳✶✳✷ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ ❯▼▲

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❤❛♥ ❡t ❆❧✳ ❬P❤❛♥ ✷✵✵✹❛❪ ❬P❤❛♥ ✷✵✵✹❜❪ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❯▼▲

❬❖▼● ✷✵✵✶❪✱ ❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ✭❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❯▼▲✮ ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡s✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛❤✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❞♦♥♥é✱ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♣é❝✐✜é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❤✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡s✳
❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❝❝♦r❞✴❯▼▲✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ♥♦♥ ❡①♣❡rt ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ❞✉ s②stè♠❡ q✉✬✐❧ ✈❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r s♦♥ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à s♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❆❝❝♦r❞✴❯▼▲

s♦♥t ✿

✶✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✿ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❀

✷✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❉ét❛✐❧❧é ✿ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧✱ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❀

✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ Pr♦t♦t②♣❛❣❡ ✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❀

✹✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❞✬❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✿ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s
♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❯▼▲ ✭❯♥✐✲
✜❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮ ❞❡ ❜❛s❡✱ ❛✜♥ ❞✬② ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦✜❧s✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞✉ ✭♠♦❞è❧❡❯▼▲

à ♦❜❥❡ts t❡♠♣s✲ré❡❧✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❧❡✉r ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❡t ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t❛❧❡✳
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐❝✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❉ét❛✐❧❧é✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞✬❛❝t✐✈✐té✱ ❡t ❧❡ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❞✬❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st tr❛♥s♠✐s
à ❧✬♦✉t✐❧ ❆❣❛t❤❛ ❬❆❣❛ ❪ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
▲✬♦✉t✐❧ ❆❣❛t❤❛ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❝❛❤✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❞♦♥♥é✳
■❧ ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞é✲
❧✐sé❡✳
❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❙❈❍❊❉❯▲❊ ❛ été ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✜♥ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣r✐♦r✐té
❞②♥❛♠✐q✉❡✱ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳
■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦t❡r q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉r❛✐t ♣✉ êtr❡ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥té✳
◆♦t♦♥s ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s ❯▼▲ q✉❡✱ ❛✜♥ ❞✬✉♥✐✲
✜❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s ❯▼▲ ✭❙❉▲✱ ❆❝❝♦r❞✴❯▼▲✱ ▼❆❙❚ ✳ ✳ ✳✮✱
❧✬❖❜❥❡❝t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ●r♦✉♣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐sé ❧❡ ♣r♦✜❧ ❯▼▲ ▼❆❘❚❊ ❬▼❛r ❪ ♣♦✉r ❧❛



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♠❜❛rq✉és✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❡t ✷✳✶✳✷ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♦✐t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ str✉❝t✉r❡❧✱ s♦✐t q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❤✐❡r ❞❡ ❝❤❛r❣❡s✳
▲❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à tr❛✈❡rs
❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à tr❛✈❡rs ❧❡s ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡s ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ UML✳
▼❛✐s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡r❛✐t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦tr❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ❧❡ ❜✉t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡

❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♠❛♥✐♣✉❧é❡s✱ ❞✉r❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

✷✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

✷✳✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❣r♦✐ ❡t ❆❧✳ ❬❙❣r♦✐ ✶✾✾✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐①t❡ ✭st❛t✐q✉❡
❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é✲
❝✐s✐♦♥s s♦♥t ♣r✐s❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ✭♣ré✲❡♠♣t✐♦♥✱ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❡♥✲❧✐❣♥❡
✭❝❡❧❧❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐❢ ✳ ✳ ✳ t❤❡♥ ✳ ✳ ✳ ❡❧s❡✱ ✇❤✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ❞♦✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ♣❛rt ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❞♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r
✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐✲
♥✐♠✉♠ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❞♦♥t ✐❧s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s t❛✉① ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢s ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ 1 ❢♦✐s ❧❛ tâ❝❤❡ 1 ♣♦✉r 2 ❢♦✐s ❧❛ tâ❝❤❡ 2 ✳ ✳ ✳✮✳
▲❡✉r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿

✶✳ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❀

✷✳ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳

▼❛✐s ✐❧s ♥❡ tr❛✐t❡♥t ♣❛s ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♣❧✉s t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
▲❡✉r ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬✐❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❡♥ ❢❛✐t✱ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦s ❛r❜r❡s q✉✐ s✉✐t ❧❛ rè❣❧❡ ✿ ✉♥ ♣ré✜①❡✱ ✉♥ ❝❤♦✐①
✭❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ét❛♥t ❝♦♥str✉✐t❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞❡✮✳
▲❡✉r s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s
♠❛♥q✉❛♥t❡s✳



✷✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✷✼

✷✳✷✳✷ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❬❙❤✐♥ ✷✵✵✸❪ ❬▲♦♠❜❛r❞✐❡ ✷✵✶✵❪ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳
❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré♣♦♥❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ❧❡ s②stè♠❡
❡st✲✐❧ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♦✉ ♣❛s ❄
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❛♣rès ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥❝❡s✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té q✉✐ ✐♥tè❣r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✷✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ r✱ C✱ D ❡t P ✱ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❈❚●✮✳
❈❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦téG❂< V,E > ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♦ù V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡t E ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦r✐❡♥tés ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ❈❤❛q✉❡
❛r❝ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✱ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ e ❂ (Ti, Tj) ❡st ❛ss♦❝✐é❡
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ c ❡t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ Prob(c) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st 1✳
▲♦rsq✉✬✉♥ ♥÷✉❞ Ti ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s Tj ✭i 6= j✮✱ à ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ Tj ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
cij ✱ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡r❛✳
❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ cik ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ Tk s✬❡①é❝✉t❡r❛ q✉❛♥❞ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❛✉r❛ t❡r♠✐✲
♥é❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ r✐❡♥ ♥✬❡st ❞✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
à s✉✐✈r❡ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳
◆♦t♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s
q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s s♦♥t ❞❡s ❛♥❞✲♥♦❞❡ ✭❧❛ tâ❝❤❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❛tt❡♥❞ ❧❛ t❡r✲
♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❛✈❛♥t ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♥÷✉❞s s♦♥t
❞❡s ♦r✲♥♦❞❡ ✭✐❧ s✉✣t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs s♦✐t t❡r♠✐♥é❡✱ ♣♦✉r q✉❡
❧❛ tâ❝❤❡ s✉❝❝❡ss❡✉r s✬❡①é❝✉t❡✮✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s✳
❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡ 7 tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s T2 ❡t T3 ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r q✉✬❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T1✳
❯♥❡ s❡✉❧❡ ❡st ❡①é❝✉té❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st c1✳
▲❡s ♥÷✉❞s T4 ❡t T6 s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥÷✉❞ T7 ♣❛r ✉♥ ♦r✲♥♦❞❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
tâ❝❤❡s T4 ❡t T6 s♦♥t ❡♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s✉✣r❛ q✉❡ T4 ♦✉ T6 s♦✐t t❡r♠✐♥é❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T7 s♦✐t
❛❝t✐✈é❡✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ♠♦❞é❧✐sé❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té à ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉
❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥té✳
◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ❝❛r s❡✉❧❡s ❝❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✮ ♥♦✉s ♠♦✲
t✐✈❡♥t✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❙❤✐♥ ✷✵✵✸❪ ❬▲♦♠❜❛r❞✐❡ ✷✵✶✵❪✳

✷✳✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬✐❝✐✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲
tâ❝❤❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❣éré❡s ✿ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ✈✉❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❡rt❡s r❛♠❡♥❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ ❧❡✉r✱ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ♥♦s tâ❝❤❡s ❡♥ s♦✉s✲
tâ❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▼❛✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é ♥✬❡st
♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉r❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❬❙❤✐♥ ✷✵✵✸❪ ❡t ❬▲♦♠❜❛r❞✐❡ ✷✵✶✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r✲



✷✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✷✾

❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣r✐♦r✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ♣❛s✳

✷✳✷✳✸ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦❜❥❡t ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❬❊❧✳❘❡✇✐♥✐ ✶✾✾✺❪ ❬❱❡r❤♦♦s❡❧ ✶✾✾✻❪ ❬❙❛♥t♦s❤❦✉♠❛r ✶✾✾✽❪ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥
r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐r❡ ❛✈❛♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝é ♦✉ ♣❛s✳

✷✳✷✳✸✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡

▲❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡ ✭❧❡ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡
❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✮✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s
♠❡ss❛❣❡s✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳
❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✭❞✬♦❜❥❡ts✮ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞♦♥♥é❡ ❞✬êtr❡ ❡①é❝✉té❡✳
❈❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❡t
❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ 1 ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❡❛❞✳
❯♥ ❜❡❛❞ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❡♥tr❡ 2 ♠ét❤♦❞❡s✳
▲❡s ❜❡❛❞ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✭❝❡❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥
s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✮✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✉♥❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❙❛♥t♦s❤❦✉♠❛r ❡t ❆❧✳✳

✷✳✷✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❝❤♦✐s✐❡s t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❡s tâ❝❤❡s✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❣é♥éré✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ T ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❙❛♥t♦s❤❦✉♠❛r ❡t

❆❧✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥❛❧ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s✱ ❝❛r
♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳

✷✳✷✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡♥tr❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❡ ♥♦tr❡ ✿

✶✳ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s tâ❝❤❡s ❀

✷✳ ❡♥s✉✐t❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❀

✸✳ ❡♥✜♥✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣♦✉r ♥♦s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t rés✉❧t❛♥t ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡♥❞❛♥t
s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡♠❡♥t ✐♥✈♦q✉é❡✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❝❡
q✉❡ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ❛ q✉❛❧✐✜é ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉①
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❡t s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡✮✱ ❡t ✐❧ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉① s②stè♠❡s ♠♦♥♦♣r♦✲
❝❡ss❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐①



✷✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✸✶

❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✷✳✷✳✹ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥ ❬❈✉❝✉ ✷✵✵✾❪ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❬❇✉r♥s ✷✵✵✸❪✱ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s à ♣r✐♦r✐té ✜①❡
❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t✴♦✉ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s
q✉❡ ❧❡s ♣✐r❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t ♠♦✐♥s s✉ré✈❛❧✉é❡s✳

✷✳✷✳✹✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡

❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ ✿ s❛
❞❛t❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧ ri✱ s♦♥ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ Di ❡t s❛ ♣ér✐♦❞❡ Pi✳
▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❛♥s s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Ci✳
■❧ ❡st ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ck✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛✈❡❝ s❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té P (C = ck) ❞✬êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳

Ci =

(

ck
P (C = ck)

)

k∈[1,...,ki], ki∈N∗

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ck ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✉♥ cmin
i ❡t ✉♥ cmax

i q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳
❉ès q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❢♦r♠❛❧✐sé✱ à ❝❤❛q✉❡ ré✈❡✐❧ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✹✳✶ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s✱ T1✱ T2 ❡t T3 ♦ù T1 ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t T2 ❡t T3 ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✹✳✶ ✿ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ 3 tâ❝❤❡s ♠♦❞é❧✐sé s✉✐✈❛♥t ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥

T1 ❂ (0,

(

1

1

)

, 3, 3)✱ T2 ❂ (3,

(

2 3 4

0.5 0.1 0.4

)

, 6, 6) ❡t T3 ❂ (2,

(

1 2

0.5 0.5

)

, 6, 6)✳

C1 = 1✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T2 ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ 2✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞❡ 0.5✱ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ é❣❛❧❡ à 3✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ 0.1✱ ♦✉ ✉♥❡
❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ é❣❛❧❡ à 4 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té é❣❛❧❡ à 0.4✳
▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❧❛ tâ❝❤❡ T3✳

✷✳✷✳✹✳✷ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ♠♦❞é❧✐sé✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳
❙❡✉❧s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣ré❡♠♣t✐❢s à ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣és✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❬❉✐❛③ ✷✵✵✷❪ ❬❈✉❝✉ ✷✵✵✻❪✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❛✣♥é ❛✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
▲✬❛✉t❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❝❤♦✐s✐❡s✳ ■❧ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ q✉✐
❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
❡st ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬❉✐❛③ ✷✵✵✷❪
❬❈✉❝✉ ✷✵✵✻❪✳

✷✳✷✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

P♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts
❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♦♥t ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✜①❡s✱ ❡t r✐❡♥ ♥✬❡st ❞✐t s✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♦✉ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ r✐❡♥
♥✬❡st ❞✐t s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭❛✉ s❡♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✮ ♣♦✉✈❛♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❣éré❡s✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝❧✉s❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ s②stè♠❡✱
❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♣✐r❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✲
♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❢❛✐t ♣❡r❞r❡ à ❧❛ ✜♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ❡s♣ér❛✐t ❢❛✐r❡
r❡ss♦rt✐r à tr❛✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♠❡ttr❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳

✷✳✷✳✺ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ré❝✉rr❡♥ts

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ré❝✉r✲
r❡♥t ❞❡ ❇❛r✉❛❤ ❬❇❛r✉❛❤ ✷✵✵✸❪ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❛r✉❛❤ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐❢r❛♠❡s
❬❆❧♦②s✐✉s ✶✾✾✻❪ ❬❇❛r✉❛❤ ✶✾✾✾❪ ❡t s♣♦r❛❞✐q✉❡s ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ ❬▼♦❦ ✶✾✽✸❪✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ♣r✐♦r✐tés st❛t✐q✉❡s ♦✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
ç❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ét✉❞✐és✳

✷✳✷✳✺✳✶ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳



✷✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✸✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❇❛r✉❛❤

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭if . . . then . . . else . . . endif✮
❡t ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭ei✮✳
▲❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ei✱ ❡t ❞♦✐t s❡ t❡r♠✐♥❡r
❛✈❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ di ❛♣rès s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s
✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ♣❛s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

✷✳✷✳✺✳✷ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t ❞❡ ❇❛r✉❛❤✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ T ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
G(T ) ❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ P (T )✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ G(T ) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♦r✐❡♥té ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❞é♣❛rt
❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳
❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s♦✉s✲tâ❝❤❡ ✭✉♥❡ s♦✉s✲tâ❝❤❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡
❇❛r✉❛❤ ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✮✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♣♦ss✐❜❧❡✳
❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t u ❡st ét✐q✉❡té ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥t✐❡rs e(u) ❡t d(u) ✿ à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t ♦ù ❧❛ s♦✉s✲tâ❝❤❡ u ❡st ❡①é❝✉té❡✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❡st ❣é♥éré❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r
❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲tâ❝❤❡✱ ♣♦✉r ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
e(u) ❡t ♣♦✉r ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ d(u)✳
❙✐ u ❡t v s♦♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ❧✬❛r❝ (u, v) ❡st ét✐q✉❡té ♣❛r ✉♥



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

❡♥t✐❡r p(u, v) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉
❧✐❡♥ ❡st ❛❝t✐✈é❡ ❡t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ ♣♦✐♥té ♣❛r ❧❡ ❧✐❡♥✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r✉❛❤✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t

▲❛ tâ❝❤❡ T ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ 20✱ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❡ ♥÷✉❞ 0 s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ 1 ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡①é❝✉té ❛♣rès 2

✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳
❆♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ 0✱ ❧❡ ♥÷✉❞ 1 ♦✉ 2 ♣❡✉t êtr❡ ❛❝t✐✈é✱ ❝❡❧❛ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ 2 ♦✉ 3 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ✳ ✳ ✳✳
▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ 5 ♠❡t ✜♥ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❡t ❧❡ ❝②❝❧❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ à
❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ré✲❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ T ✳

✷✳✷✳✺✳✸ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛
❉❡♠❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❘❡q✉❡st ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❬❇✉tt❛③♦ ✶✾✾✼❪ ❬❇❛r✉❛❤ ✷✵✵✸❪✱
❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t✳
❇❛r✉❛❤ ♣r♦♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té à
♣r✐♦r✐tés ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s s✉✐✈❛♥t s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t ✭✈♦✐r
❬❇❛r✉❛❤ ✷✵✵✸❪✮✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❧❛
tâ❝❤❡✳
▲❡ t❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s
♣ré❝✐s✮ ❡t ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❇❛r✉❛❤ ❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s✱



✷✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✸✺

♠✉❧t✐❢r❛♠❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♠♦✲
❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❛r✉❛❤ ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡✳

✷✳✷✳✺✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❝r✐t❡s ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳
❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❛r✉❛❤ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲tâ❝❤❡s✱ ❛✈❡❝
❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s
♠❛♥✐♣✉❧♦♥s ♦♥t ✉♥ s❡✉❧ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧✳
P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛✐t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡s à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ♠♦❞✐✜❡r❛✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ r✐❡♥ ♥✬❡st ❞✐t s✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s
❝♦♠♠❡♥t ❡❧❧❡s s❡r♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ét✉❞✐és
❡st ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧✱ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡s
tâ❝❤❡s✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s q✉✐ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ✭❜❛sé❡ s✉r ❊❉❋ ❬❙❡r❧✐♥ ✶✾✼✷❪ ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪✮
♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❬❉❡rt♦✉③♦s ✶✾✼✹❪ ❬▲❛❜❡t♦✉❧❧❡ ✶✾✼✹❪✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❇❛r✉❛❤ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té
❛♠é❧✐♦ré❡✱ s❛♥s ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
❝❛s✱ ♦ù✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉r❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s ❡♥✜♥✱ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t✱ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛❞❤✉❦❛r ❡t ❆❧✳ ❬▼❛❞❤✉❦❛r ✷✵✵✽❪✱ ♣❧✉s ré❝❡♥ts✱ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛r✉❛❤✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ② s♦♥t ♣r♦♣♦sés ✭r❡❝✉rr✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ❡t r❡❝✉rr✐♥❣ t❛s❦
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ♦✛r❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❇❛r✉❛❤ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳
■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s r❡s✲
s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳✳
◆♦✉s ♥❡ ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

✷✳✷✳✻ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❖❆❙■❙

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t
❖❆❙■❙✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t ❬❆✉ss❛❣✉ès ✶✾✾✽❪ ❬❚♦✉③❛❧✐♥ ✷✵✵✶❪ ❬❆✉ss❛❣✉ès ✷✵✵✷❪ ❡st ❞✬♦✛r✐r
✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠✉❧t✐tâ❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ sûr❡té✳
▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s
s②stè♠❡s ❝r✐t✐q✉❡s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✳

✷✳✷✳✻✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

▲❡s t❛❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❖❆❙■❙ ♦♥t ✉♥ ❝♦❞❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t✱
❡♥❝❛❞ré ♣❛r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s FOR−EV ER ❡t END−FOR✳
❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♦✉ ♣❛s✱ ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ✿

✶✳ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿
IF (c) . . . THEN . . . (ELSE . . . )END−IF ✱ ♦ù c ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❀

✷✳ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ADV (n) ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦ù n ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥t✐èr❡ ❀

✸✳ ✐♥str✉❝t✐♦♥s SEND/RECEIV E ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ Pré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❡♥✈♦✐✴ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s à tr❛✈❡rs
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❀

✹✳ ❡t ❡♥✜♥ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ✶✱ ✷ ❡t ✸✳

❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉✐✈❛♥t ❆✉ss❛❣✉ès ❡t ❆❧✳ ❡st ❞♦♥♥é❡
✜❣✉r❡ ✷✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❖❆❙■❙



✷✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✸✼

▲❛ tâ❝❤❡ T1 ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✶✱ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❊❧❧❡ ❡①é❝✉t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❜♦✉t ❞❡ ❝♦❞❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ✭Trait1✮✱ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Cond ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉t❡ ✉♥ ❜♦✉t ❞❡ ❝♦❞❡ Trait2✱ ❝❡❧❛
❛✈❛♥t q✉✬✐❧ ♥❡ s❡ s♦✐t é❝♦✉❧é k1∗H1 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✭H1 ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T1✮✱ ❡t ❡①é❝✉t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
Trait1✳
❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Cond ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉t❡ ❧❡ ❜♦✉t ❞❡ ❝♦❞❡
Trait3✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ k2 ∗H1 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s s❡ s♦✐❡♥t é❝♦✉❧é❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ré✲❛❝t✐✈é❡ ✳ ✳ ✳✳

✷✳✷✳✻✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❖❆❙■❙ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

✶✳ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s✳
❯♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡t ❞é✜♥✐t ❧❡s ✐♥st❛♥ts
♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦rt✐❡s✱ ❡t ❧✬❤♦r❧♦❣❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❤♦r❧♦❣❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤♦r❧♦❣❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡❆❉❱✭❦✮
♦ù k ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬é❝♦✉❧❡r ❛✈❛♥t
❧❛ r❡♣r✐s❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❀

✷✳ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ✭❜♦ît❡s ❛✉①
❧❡ttr❡s✮ ❡t✴♦✉ à tr❛✈❡rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳
▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ à ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡
❞❛t❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ ❛✉① ❧❡ttr❡s
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡✳

❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✱ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❛ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❝t✉❛❧✐té ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ✿

✶✳ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣♦♥❝t✉❛❧✐té✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬ét❛ts✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬ét❛ts✲tr❛♥s✐t✐♦♥sGi ❂ ✭Xi, Ui✮✱
♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Xi ❞é❝r✐t ❧❡s ét❛ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s Ui ❞é❝r✐t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ADV ✱ ❧✬❛r❝ ❡♥tr❛♥t ✭s♦rt❛♥t✮ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ❧❛ ♣ré❝è❞❡ ✭q✉✐ ❧❛ s✉✐t✮✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ✭s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮ q✉✬à ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡①é❝✉t❡r Trait1✱ IF ✱ Trait2✳

✶▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ✐❝✐ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛

♣ér✐♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬ét❛ts✲tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺

❊♥s✉✐t❡ ❡❧❧❡ ♣❡✉t s✉✐✈r❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ Trait1✱ IF ✱ Trait2 ❛✈❛♥t q✉❡ k1 ✉♥✐tés
❞❡ t❡♠♣s ♥❡ s✬é❝♦✉❧❡♥t ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✮✱ s♦✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
Trait1✱ IF ✱ Trait3 ❛✈❛♥t q✉❡ k2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♥❡ s✬é❝♦✉❧❡♥t ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✮✱ ♣✉✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ Trait1✱ IF ✱ Trait3
❛✈❛♥t q✉❡ k2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♥❡ s✬é❝♦✉❧❡♥t ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✮✱
♦✉ Trait1✱ IF ✱ Trait2 ❛✈❛♥t q✉❡ k1 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♥❡ s✬é❝♦✉❧❡♥t ✭♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✮ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❀

✷✳ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❆✉ss❛❣✉ès ❡t ❆❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t
✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❛✉t♦♥♦♠❡s ✿

✭❛✮ ❧❡ t❡♠♣s ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡s ❞❛♥s
❧❡s ♣❧❛❝❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ q✉♦t❛ ❞❡ t❡♠♣s ❀

✭❜✮ ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦ù ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
❡t ♦ù ❧❡s ♠❛rq✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡✳

◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
◆♦t♦♥s ❥✉st❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✻✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❉❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✿

✶✳ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣♦♥❝t✉❛❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ tâ❝❤❡s ét❛ts✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
■❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s②♥❝❤r♦♥✐sé ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à



✷✳✷✳ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✸✾

✈❛❧✐❞❡r✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✈❛❧✉é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
s②♥❝❤r♦♥✐sé ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
◆♦t♦♥s ✐❝✐ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s②♥✲
❝❤r♦♥✐sé ❞❡s tâ❝❤❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s à s❛t✐s❢❛✐r❡
♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✐✲
t❡♠❡♥ts ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡
♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❀

✷✳ s✐ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ tâ❝❤❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳
■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ à tr❛✈❡rs ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s
♠❛rq✉❛❣❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s✳

✷✳✷✳✻✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❆✉ss❛❣✉ès ❡t ❆❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❜❛sé❡ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s✳
❇✐❡♥ q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✉❧✐❣♥é❡s ✿

✶✳ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés t♦✉❥♦✉rs r❡ç✉s✱ ❡t ❧❛
ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❜❧♦q✉❛♥t❡ ❀

✷✳ ❧❡ ❞é♣❛rt ❞✐✛éré ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❖❆❙■❙ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❊❉
❬❙❡r❧✐♥ ✶✾✼✷❪ ❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦tr❡ ❝❛s ❀

✸✳ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❛s♣❡❝ts sé♠❛♥t✐q✉❡s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣r✐s
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❀

✹✳ ❡♥✜♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❞é❞✉✐t❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞✉ ♣r♦❞✉✐t s②♥❝❤r♦♥✐sé ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
■❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♥✬♦♥t ♣❛s✱
à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ét✉❞✐é ❝❡ ❝❛s✳

❇✐❧❛♥

▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✳
◆♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ❝✐té q✉❡❧q✉❡s ✉♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s
❛s♣❡❝ts ❧✐és ❛✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❛ été ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ✿

✶✳ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡t
s♦♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ❀

✷✳ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦♣♦sés ♥✬✐♥tè❣r❡♥t ♣❛s ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s
✐♥tr❛✲tâ❝❤❡✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❛✉❝✉♥ q✉✐ ❧✬✐♥té❣r❛✐t ❛✉ s❡♥s ✐♥t❡r✲
tâ❝❤❡s ❀

✸✳ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥✲❧✐❣♥❡✱ ❡t ❝♦♥s✐st❡♥t
❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ q✉✐✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
❊t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡ q✉❛♥❞ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r
❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❙❣r♦✐ ❡t ❆❧✳ ❡♥ ❡st ♣r♦❝❤❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬✐♥tè❣r❡ ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s✱
❡t ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❙❛♥t♦s❤❦✉♠❛r ❡t ❆❧✳ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s ♣♦✉r
❧❡s r❡ss❡♠❜❧❡r✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s ❀

✹✳ ❡♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐
❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ❛✉ s❡♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐s✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿

✶✳ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
tâ❝❤❡s très ❣é♥ér❛❧❡s ✿ ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és ♦✉ ❞✐✛érés✱ ❡♥✈♦✐ ❡t✴♦✉ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
♠❡ss❛❣❡s✱ ♣r✐s❡ ❡t✴♦✉ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
sé♠❛♥t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ❀

✷✳ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳
◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ♣❧✉s ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐s ❧♦rsq✉❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s t♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥ s❡♥s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t✱ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲
ré❡❧✱ q✉✐ s❡r❛ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

✧■❧ ❡st ♣❧✉s ❛✐sé✱ ❡t é♠✐♥❡♠♠❡♥t ♣❧✉s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❞❡ tr❛q✉❡r ❧❡ ♣❛ssé q✉❡
❞✬❡sq✉✐ss❡r ❧✬❛✈❡♥✐r✧

❉✐♦♥ ❏❡❛♥

❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✷ ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷✳✶ ❉✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✷✳✷ ❉✉ ❝❤♦✐① ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✹✽

✸✳✸✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✸✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✸✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✺✸

✸✳✹✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✹✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✹✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✹✳✺ ❊♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré♣❡rt♦r✐é ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s tr❛✐t❡♥t
❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♠❛✐s r❡st❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ♥♦s
♦❜❥❡❝t✐❢s✳
❯♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛rté❢❛❝ts ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s✳ ❈✬❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s é✈❛❧✉é ❧✬❛♠♣❧❡✉r✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s
q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s❡r❛✐t ♣é♥✐❜❧❡ ♣❛r❝❡ q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r
❞❡s ❝❛s ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳
❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬ét✉❞❡ q✉❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡r♦♥s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞❡s
s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ❝♦♠♣❧été❡ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t r❡ss♦rt✐r à tr❛✈❡rs ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✬✐❧
r❡st❡ à ❢❛✐r❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s rés♦❧✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳

✸✳✶ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t été ♣r♦♣♦sés ❡♥ ✶✾✻✷ ♣❛r ❬P❡tr✐ ✶✾✻✷❪ ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r✱ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st ❛ss❡③ ❢♦✉r♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❬P❡t❡rs♦♥ ✶✾✽✶❪ ❬❇❡st ✶✾✽✼❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✶✾✾✸❪
❬❏❡♥s❡♥ ✶✾✾✼❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✻❪✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❛s♣❡❝ts ❞♦♥t ♥♦✉s
❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬❇❡st ✶✾✽✼❪ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✵❪ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪
❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✻❪ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ✭❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é rés❡❛✉ ♣❧❛❝❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ♠❛rq✉é ❡st ✉♥
❝♦✉♣❧❡ (N,M0) ♦ù N ❂ (Q,T,W ) ✭Q ∩ T = ∅✮ ❛✈❡❝ ✿

✶✳ Q ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❀

✷✳ T ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❀

✸✳ W ✿ QXT ∪ TXQ ⇒ N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
W ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✉❡r ❧✬❛r❝ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥tr❡ ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❀

✹✳ M0 ✿ Q ⇒ N ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ rés❡❛✉✳
M0(p) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡s ✭❥❡t♦♥s✮ ❝♦♥t❡♥✉❡s✭s✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ p✳

N ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡ tâ❝❤❡s ♣♦✉✈❛♥t ✐♥t❡r❛❣✐r✱ M0 ❞é❝r✐t s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳
▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t✐r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❱❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ▼ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ p ∈ Q✱
M(p) ≥W (p, t)✳
▲❡ t✐r ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ M ′ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
∀ p ∈ Q✱ M ′(p) = M(p) −W (p, t) +W (t, p)✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s M(t > M ′✳



✸✳✶✳ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✹✸

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ▼❛rq✉❛❣❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M0 ❞❛♥s
✉♥ rés❡❛✉ N ✱ ♥♦té Acc(N,M0) ❡st ✿
Acc(N,M0) ❂ {M tel que ∃ ti1, . . . , tik ∈ T, , k ∈ N, M0(ti1, . . . , tik > M}✳
■❧ s✬❛❣✐t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M0 ❞♦♥♥é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♠❛rq✉é ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡
♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢✱ q✉✐ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ t✐ré❡s ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ❈♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢
◆♦t♦♥s ot ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s p t❡❧❧❡s q✉❡ W (p, t) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳
❉❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❡t t2 s♦♥t ❡♥ ❝♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M s✐
∃ p ∈ ot1 ∩

o t2 t❡❧ q✉❡ W (p, t1) +W (p, t2) > M(p)✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡
❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t✐r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻ ❘è❣❧❡ ❞❡ t✐r ♠❛①✐♠❛❧
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t✐r ♠❛①✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ à
❝❤❛q✉❡ t✐r✱ ♦♥ ❢r❛♥❝❤✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ s♦✐t
❡♥ ❝♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
t✐r ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① t❡♠♣♦r✐sés ❬❘❛♠❝❤❛♥❞❛♥✐ ✶✾✼✹❪ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❬❙t❛r❦❡ ✶✾✾✵❪✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐✲
♠❛❧✱ ❛✈❡❝ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳
▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ rés❡❛✉ s♦♥t t1 ❡t t2 ♦✉ t2 ❡t t3✳
❈❡ rés❡❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ♣♦s✲
s✐❜❧❡s s♦♥t {t2} ❡t {t1, t3}✳
▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① rés❡❛✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ✉♥ t✐r s♦♥t ❞♦♥♥és ✜❣✉r❡ ✸✳✶ s❡❧♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
♠❛①✐♠❛❧ t✐ré✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦❧♦rés ❬❏❡♥s❡♥ ✶✾✾✼❪✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦❧♦rés q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐✲
❧✐s♦♥s ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é❡✳



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧ ❛✈❡❝ ❣❡st✐♦♥
❞❡ ❝♦♥✢✐ts

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t
❛✉① ♣❧❛❝❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧❡s ❛ss♦❝✐❡r♦♥s q✉✬❛✉① ♣❧❛❝❡s✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ P✲❝♦❧♦rés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✼ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ P✲❝♦❧♦ré
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ P✲❝♦❧♦ré ♠❛rq✉é ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (N,M0, C) ♦ù N ❂ (Q,T,W )

✭Q ∩ T = ∅✮ ❛✈❡❝ ✿

✶✳ C ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❀

✷✳ W ✿ QXTXC ∪ TXQXC ⇒ N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❀

✸✳ M0 ✿ QXC ⇒ N ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❀

✹✳ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t✐r ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ❡st ✈❛❧✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞✉
♠❛rq✉❛❣❡ M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀p ∈ Q ❡t ∀c ∈ C✱ M(p, c) ≥W (p, t, c)✳
▲❡ t✐r ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡M ′ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ ∀ p ∈ Q✱ ∀ c ∈ C✱
M ′(p, c) ❂ M(p, c) −W (p, t, c) +W (t, p, c)✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

t❡r♠✐♥❛❧ ❬❈❛rt❡♥s❡♥ ✶✾✽✹❪ ❬❱❛❧❦ ✶✾✽✶❪✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✉ rés❡❛✉✱ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦✲
♣r✐été✭s✮ ❞é✜♥✐❡✭s✮ s✉r ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡r♠✐♥❛❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✽ ❈❡♥tr❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡r♠✐♥❛❧
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❛tt❡✐♥ts r❡st❡♥t
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡r♠✐♥❛❧✳

❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✉❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ s♦♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s✳



✸✳✶✳ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✹✺

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ét✐q✉❡té ♦r✐❡♥té ❞♦♥t
❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱ ❡t ✉♥ ❛r❝ ❞✬ét✐q✉❡tt❡ t r❡❧✐❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡
M à ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M ′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ M(t > M ′✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉
❞❡ P❡tr✐ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❜♦r♥é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❜♦r♥é
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❡st ❜♦r♥é s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠❛rq✉❛❣❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✉ ♠❛rq✉❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡s ✭❥❡t♦♥s✮ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st
❜♦r♥é ✭❡♥ ❢❛✐t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ ❡♥t✐❡r k ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ rés❡❛✉ k✲❜♦r♥é✮✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡st ❜♦r♥é✳

❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ♣❡✉t êtr❡ ét✐q✉❡té✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ét✐q✉❡té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✶ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ét✐q✉❡té
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ét✐q✉❡té ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t < N,Σ, σ > ♦ù ✿

✶✳ N ❡st ❧❡ rés❡❛✉ ❀

✷✳ Σ ❡st ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❀

✸✳ σ : T ⇒ Σ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡✳

P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬❛r❝s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡❧✐❡r ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡s ❛r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✷ ❆r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r
❯♥ ❛r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r ✭✈♦✐r ♥♦t❛t✐♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮ ❡st ✉♥ ❛r❝ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡t ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣❧❛❝❡
❞✬❡♥tré❡ ❡st ✈✐❞❡✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛✈❡❝ ❛r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r ✿ T1 ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢r❛♥❝❤✐❡ q✉❡ s✐ P1

❛ ❛✉ ♠♦✐♥s 1 ❥❡t♦♥ ❡t P2 ❡st ✈✐❞❡



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sés✳
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❡st ❞✐t s②♥❝❤r♦♥✐sé ❧♦rsq✉❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❡①tér✐❡✉rs s♦♥t ❛ss♦✲
❝✐és à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✳
■❧ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✬❛❣✐r ❞✬❛❝t✐♦♥s ❛②❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❞❛t❡ ♣ré❝✐s❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ t✐r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ét✐q✉❡té❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✸ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé
❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé ❡st ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t (N,M0, E, Sync) ♦ù
N ❂ (Q,T,W ) ✭Q ∩ T = ∅✮ ❛✈❡❝ ✿

✶✳ (N,M0) ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ♠❛rq✉é ❀

✷✳ E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ❡①t❡r♥❡s ❀

✸✳ Sync : T ⇒ E ∪ {e} ♦ù e ❡st ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♦❝❝✉rr❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧
s❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡✳

❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡
♣♦✉r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st t✐ré❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛✉q✉❡❧
❡❧❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé ✿ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬été à ❧✬❛✉t♦♠♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ s♦✐t ❡♥ été ✭✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ ➱té✮✱ ♠❛✐s ❡st s②♥❝❤r♦♥✐sé
s✉r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ♠♦rt❡s

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳
❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❥✉st✐✜é s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

✸✳✷ ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐①

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✱ ❞❡✉① ❝❤♦✐①
♦♥t été ❢❛✐ts ✿

✶✳ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❀

✷✳ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s✳



✸✳✷✳ ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐① ✹✼

✸✳✷✳✶ ❉✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡

❉ès q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t✴♦✉ s♦♥t
❧✐é❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥✲❧✐❣♥❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❧❡s ♣❧✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ str❛té❣✐❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❬❉❡rt♦✉③♦s ✶✾✽✾❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❝♦r✲
r❡❝t❡♠❡♥t t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❡st ◆P✲❞✉r ❬❇❛r✉❛❤ ✶✾✾✵❪✳
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ♦♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉① ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❡♥✲❧✐❣♥❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✈❛✲
❧✐❞❡s✳ ❉♦♥❝✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❡❧❧❡ s❡r❛ ❞ét❡❝té❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té é❧❡✈é❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡
❣râ❝❡ à ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡
❬❇❛❦❡r ✶✾✼✹❪ ❬❇r❛t❧❡② ✶✾✼✺❪ ❬▲❛✇❧❡r ✶✾✽✶❪ ❬▼❛rt❡❧ ✶✾✽✷❪ ❬❳✉ ✶✾✾✷❪ ❬❚✐♥❞❡❧❧ ✶✾✾✷❪
❬❳✉ ✶✾✾✸❪ ❬❇❡❛✉✈❛✐s ✶✾✾✻❪ ❬❈❛✈❛❧❝❛♥t❡ ✶✾✾✼❪ ❬❩❛♠♦r❛♥♦ ✶✾✾✼❪ ❬❇❡❛✉✈❛✐s ✶✾✾✽❪
❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✺❪ ❬▲❛❛❧❛♦✉✐ ✷✵✵✺❪✳
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳
◆♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳

✸✳✷✳✷ ❉✉ ❝❤♦✐① ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢❛✐t❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r
q✉✬✐❧s ♦✛r❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱
❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✱
❧❡s ❜❧♦❝s ♣ré✲❡♠♣t✐❢s ♦✉ ♥♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛r✲
q✉❛❣❡s ♦❜t❡♥✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠♦❞é❧✐sé❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❛✲
❧✐❞❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① t❡♠♣♦r✐sés✱ ♦✛r❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✱ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✵❪
❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✻❪✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✭rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✮
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r✐sé ❡st s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t s✉rt♦✉t
❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st
❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐①✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❡♥
✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ❡t P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❞♦♥t ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✸✳✸ ❡t ✸✳✹✳

✸✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✵❪
❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬ét✉❞❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲
ré❡❧ ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
s✉r ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❜❛sés ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✐♣✉❧és ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

✸✳✸✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ tâ❝❤❡s {T1, . . . , Tn}

♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❬❙t❛♥❦♦✈✐❝ ✶✾✾✽❪✳
▲❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✿

✶✳ ❜❧♦❝s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s é❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❀

✷✳ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ♣r✐s❡✴❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❀

✸✳ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✴ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳

❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s 4 ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ri✱
Ci✱ Di ❡t Pi ❞é✜♥✐s s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧é❡ ❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳

✸✳✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ rés❡❛✉ ♣❧❛❝❡✴tr❛♥s✐t✐♦♥
❛✈❡❝ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✳
■❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✺✮ ✿

✶✳ ✉♥ rés❡❛✉ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✳
▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡ à
❧❛ ❢♦✐s✳
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❥❡t♦♥✱ ❡♥ ❡♥tré❡✴s♦rt✐❡
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s



✸✳✸✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✹✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❡♠♣s✲ré❡❧



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❛❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s✳
◆♦✉s ♥❡ ❧✬❛✈♦♥s ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❛s✳
❊♥s✉✐t❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠✐s❡s ❡♥ séq✉❡♥❝❡✳
■❧ ② ❛ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧s✮ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés s✉✐✈❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳
❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❜❧♦❝s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
♦✉ é❣❛❧❡ à 3 s♦♥t ❝♦♥❞❡♥sés ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 3 tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❡t ❝❡✉① ❞♦♥❝ ❧❛
❞✉ré❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 2 s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❞✉ré❡ d ❛✈❡❝ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❧❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r

▲❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞❡
t②♣❡ ❜♦ît❡ à ❧❡ttr❡s✳
❈❤❛q✉❡ ❜♦ît❡ à ❧❡ttr❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❧❛❝❡✳
▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✈❡rs ❝❡tt❡ ❜♦ît❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡
❞é♣ôt ❞✬✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❧❛❝❡✱ ❡t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❥❡t♦♥✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡✲
♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❥❡t♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳
▲❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡t♦♥✱ ❡t s❛ ❧✐❜é✲
r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ r❡♠✐s❡ ❞✬✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❧❛❝❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ♥♦♠♠é❡ Activi✱ ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❝♦❧♦ré❡
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ♥♦té❡s ❛ ❡t ❜✳
❯♥ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛ ❡st ❞é♣♦sé à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❡t ✉♥ ❥❡t♦♥
❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❜ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ t✐r❡ ❡t
❞é♣♦s❡ ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❜ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi✳



✸✳✸✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✺✶

❯♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ q✉❡ s✐ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
❥❡t♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛ ❡t ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❜✳
❈❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r ❛✰❜✳
◆♦t♦♥s q✉✬❛✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ré✲❡♥tr❛♥❝❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♠♦❞é❧✐sé❡ ❀

✷✳ ✉♥ rés❡❛✉ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
❈❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡ ✿

✭❛✮ ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥♦té❡ RTC ✭❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❈❧♦❝❦✮✱ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦✉r❝❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
s❡r❛ t✐ré❡ à ❝❤❛q✉❡ t✐r ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❊❧❧❡ ✈❛ ❛✐♥s✐ t❡♠♣♦r✐s❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡♥ ♣r♦❞✉✐s❛♥t à
❝❤❛q✉❡ t✐r ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❤♦r❧♦❣❡s ❧♦❝❛❧❡s ❛✉① tâ❝❤❡s✳
❈❡❧❛ ❝ré❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ét❛♥t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ t✐r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ RTC ❀

✭❜✮ ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti✳
❈❤❛q✉❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ Time(i) ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣✲
t❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✭❥❡t♦♥s
❞é♣♦sés ♣❛r RTC✮✱ ❡t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clki✱ q✉✐ t✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s Pi ✉♥✐tés
❞❡ t❡♠♣s✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi✳

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti✱●r♦❧❧❡❛✉
❡t ❆❧✳ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ♣❧❛❝❡s Activi ❡t Time(i)✳
❈❡s ♠❛rq✉❛❣❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

M0(Time(i)) =

{

1 si ri = 0

Pi − ri + 1 si ri > 0

❡t

M0(Activi) =

{

❛✰❜ si ri = 0

❜ si ri > 0

❛✈❡❝ ri ≤ Pi✳
❈❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s ♣❧❛❝❡s Time(i) ❡t Activi s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti s♦✐t ❞✐✛éré❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ri > Pi✱ q✉✐ ❡st
tr❛✐té ❞❛♥s ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st✱ ✐♥té❣r❡r ❝❡tt❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧
I q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ I ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

M ∈ I ⇔

{

1. M(Time(i)) > Di ⇒M(Activi) = b;

2. M(Time(i)) = 1 ⇒M(Activi) = a + b ou M(Activi) = b.

♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts 1 ❡t 2 ❢♦r♠❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❞é❧❛✐s
❝r✐t✐q✉❡s ✿



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

✶✳ s✐ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Time(i) ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ Di ❥❡t♦♥s✱ ❞❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✿

✭❛✮ s♦✐t ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❛❝t✐✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ❡t ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛
♣❧❛❝❡ Activi ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❥❡t♦♥ ❜ ❞é♣♦sé ♣❛r ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱
❞♦♥❝ M(Activi) = b ❀

✭❜✮ s♦✐t ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❛ ❞é❥à été ❛❝t✐✈é❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ Di ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s s❡ s♦♥t é❝♦✉❧é❡s✳
▲✬✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r t❡r♠✐♥é s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛✲
❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❥❡t♦♥ ❜ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi ❀

✷✳ s✐ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Time(i) ❝♦♥t✐❡♥t 1 ❥❡t♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿

✭❛✮ s♦✐t ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❛❝t✐✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M(Activi) = b ❀

✭❜✮ s♦✐t ❡❧❧❡ ❛ ❞é❥à été ❛❝t✐✈é❡ ❡t ❡❧❧❡ ❛ r❡s♣❡❝té s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❡❧❧❡ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ré❛❝t✐✈é❡✱ ❡t ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❥❡t♦♥s ❛ ❡t ❜✳

✸✳✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s
♠❛rq✉❛❣❡s t❡r♠✐♥❛✉①✳
❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✈❛❧✉é ♣❛r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

ψ :







une transition du système de tâches⇒ la tâche dont elle est issue
RTC ⇒ ε

Clki ⇒ ε, ∀ i ∈ {1, . . . , n}

♦ù ε ❡st ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡✳
▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡
tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s✳
❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✳
◆♦✉s ♥❡ ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳

✸✳✸✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞♦♥♥é s♦✉s s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲
❝♦❞❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ✭r✱ C✱ D✱ P ✮ s♦♥t s♣é❝✐✜és✳
▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✶✳ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❛✈❡❝ ♠❛rq✉❛❣❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❡t
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧ ❀



✸✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✺✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳

✷✳ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❀

✸✳ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s à ♣❛rt✐r
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
séq✉❡♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ s✉✐✈❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞♦♥t
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♠♦②❡♥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳
❈❡s ❝r✐tèr❡s s❡r♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❛❧✐✜és ❞❡ ❝r✐tèr❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s✳

✸✳✸✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②s✲
tè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✿ tâ❝❤❡s à ❞é♣❛rt s✐♠✉❧t❛♥és
♦✉ ❞✐✛érés✱ tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à tr❛✈❡rs ❧✬❡♥✈♦✐ ❡t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡ ♣❛r✲
t❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳✳
▼❛✐s ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦✐t ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
s♦✐t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t été ❡♥❝❛♣s✉❧é❡s✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ♦♥t ❡✉ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

✸✳✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ♣❛r P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✹❪ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ♦♥t ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❡st
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s ❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡
♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❛ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❝♦♥s✐sté à r❡❢♦r♠✉❧❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈♦♠♠❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝❡❧✉✐ ❞❡
●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✮ ❡st ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

✸✳✹✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t
♥✐✈❡❛✉ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈ ♦✉ ❆❉❆✮✳
▲❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ❡st ❝♦♠♣❧été
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❧❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
Ti ✭ri✱ Di ❡t Pi✮ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞érés✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ✐ss✉❡s
❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Ci ❡st ❛✣♥é✳
❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ét❡♥❞✉ ❡t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ζi q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ζi ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t

❆❧✳ ♣❛r 4 ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ri✱ ζi✱ Di ❡t Pi✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ζi ♣❡♥❞❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❣râ❝❡ à s♦♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♦ù ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭Test✮✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ✐❧ ② ❡♥ ❛ 2✮✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ C ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳



✸✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✺✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❚ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

✸✳✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛✈❡❝ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧✱
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s ✿

✶✳ ✉♥ rés❡❛✉ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣ré✲
s❡♥té ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❀

✷✳ ✉♥ rés❡❛✉ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳
❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
❊❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡
P❡tr✐✮ ♣❛r ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ à ✉♥❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❞✉ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣♦rt❡r
❛✉t❛♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s é♥♦♥❝é❡s s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❡st q✉❡✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦rt❡



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

s✉r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛r❛♥t✐t ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❡
s✉r ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭❛✮ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ✭❛✮ ❡t
●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ✭❜✮

▲❛ tâ❝❤❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ T ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✾✭❜✮✮
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ T ✱ q✉❛♥❞ ❜✐❡♥
♠ê♠❡ ❝❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

t❡r♠✐♥❛✉① r❡st❡♥t ♣rés❡r✈és ✭✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞é♣♦t ❞✉ ❥❡t♦♥ ❜

❛✈❛♥t ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✮✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❣èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❞é❧❛✐s ❝r✐t✐q✉❡s
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✳
■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧✳

✸✳✹✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

P♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳



✸✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✺✼

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t ✿

✶✳ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ❞✐t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s✳
❈✬❡st à ❞✐r❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❀

✷✳ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ❞✐t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳

P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡✲
♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
▲✬✐♥✈❡rs❡ ♥✬ét❛♥t ✈r❛✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
◆♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ét❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♣r♦♣♦sé✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❞❡s
❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈♦✐r ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ t♦✉s s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦s✲
s✐❜❧❡s✱ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✸✳✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✸✳✶ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ 3 tâ❝❤❡s
T1 =< 0, {3, 5}, 15, 15 >✱ T2 =< 0, {4, 3}, 15, 15 > ❡t T3 =< 0, 2, 5, 5 > ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❞❡
❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✳
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ S✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t✱ ❝❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡r♦♥t ❡①tr❛✐ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
♠❛rq✉❛❣❡s✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳✳ ❊❧❧❡s ét❡♥❞❡♥t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❡st
❜✐❡♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛✭❧❡s✮ tâ❝❤❡✭s✮ ♥✬❛✭♦♥t✮ ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆❧✳✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❚â❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ S



✸✳✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✺✾

✸✳✹✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆❧✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡
✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿

✶✳ r❡♣ér❡r ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳
■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ C ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♠❛✐s ✉♥ ♠✉❧t✐✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❀

✷✳ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛✈❡❝ ♠❛rq✉❛❣❡s t❡r♠✐♥❛✉①
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❀

✸✳ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❀

✹✳ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s✱
❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s♦✐t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ét❛♥t ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡✳

✸✳✹✳✺ ❊♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛✐❧❧❡r ❡t
❆❧✳ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥✐ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✱ ♥✐ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳
◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

✧◗✉❛♥❞ ✉♥❡ s❝✐❡♥❝❡ ❡st à ❜♦✉t ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❡❧❧❡ é❧❛r❣✐t s♦♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡✧
❏❛❝q✉❡s ❉❡✈❛❧

❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✶✳✷ ❉❡ ❧✬❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✷✳✷ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✷✳✸ ▲❡s ❛r❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✸ ▼♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ♣♦✉r
ré♣♦♥❞r❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✿ ♣r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ❡t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♣♦✉✈❛♥t ❡①✐st❡r ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✮✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s✱ ❡♥s✉✐t❡
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s✳
P✉✐s ♥♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

▲❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❡①é❝✉té❡s s✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ é✈è♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ❯♥❡ tâ❝❤❡
❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉① Bi✳
❈❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ Bi ♣❡✉t êtr❡ ✿

✶✳ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❞✉ré❡ di q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ❜✭di✮ ❀



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

✷✳ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❞✉ré❡ s✉♣♣♦sé❡ ♥✉❧❧❡✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧ ét❛✐❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳
❈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t ✿

✭❛✮ ❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ M q✉✐ s❡r❛ ♥♦té S(M) ❡t q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡
❞é♣♦s❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ M ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✐t❡ à ❧❡ttr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❀

✭❜✮ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ M q✉✐ s❡r❛ ♥♦té❡ R(M) ❡t q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥
♠❡ss❛❣❡ ❡st ré❝✉♣éré ❞✬✉♥❡ ❜♦✐t❡ à ❧❡ttr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❀

✭❝✮ ♣r✐s❡ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ R q✉✐ s❡r❛ ♥♦té❡ L(R) ❡t q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ✈❡rr♦✉
❡st ♣❧❛❝é s✉r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❀

✭❞✮ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ R q✉✐ s❡r❛ ♥♦té❡ U(R) ❡t q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥
✈❡rr♦✉ ❡st ❧❡✈é ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❀

✸✳ ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✿ ■❢ Testi ❚❤❡♥ SB
+
i ❊❧s❡ SB−

i ❊♥❞■❢✱ ♦ù SB+
i ❡t SB−

i

s♦♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉① ❡t Testi ❞és✐❣♥❡ ✉♥ t❡st ❞❡ ❞✉ré❡ tdi
✳

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ T s❡r❛ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣❛r ✿
T ❂ B1. . . . .Bn✱ ♦ù Bi ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❣é♥ér❛❧ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ ❡t n ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉①✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❧❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ♣❛r tr♦✐s ✭3✮ tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧❛ tâ❝❤❡ TReception q✉✐ ❧✐t ❧✬ét❛t ❞✉ ❝♦♠♦❞♦ ❡t ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❧❛ tâ❝❤❡
TCalcul ✭♣❛r ❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✮ ❀

✷✳ TCalcul ré❝✉♣èr❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✉r ❧❡ ♣❛r❡✲❜r✐s❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡s
❞✐r❡❝t✐✈❡s à ❧❛ tâ❝❤❡ TCoordonne ✭♣❛r ❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✮ ❀

✸✳ TCoordonne ❝♦♦r❞♦♥♥❡ ❧❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞✉ ♣❛r❡✲❜r✐s❡ ♣❛r ❧❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✭♣❛r é❝❤❛♥❣❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✮✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✳✶ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡❝t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ♣rêt❡ à ❧✬ét✉❞❡✮ s✐ ✿

✶✳ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣r✐s❡s s♦♥t ❧✐❜éré❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❀

✷✳ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ♣r✐s❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✳

▲❛ tâ❝❤❡ s❡r❛ ❞✐t❡ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✶ ♦✉ ✷ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té✳



✹✳✶✳ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✻✺

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s❛✉❢ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦r✲
r❡❝t❡s✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ ❡✛❡t ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s✱ ♠❛✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦rr❡❝t❡✲
♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ q✉✐ ♠❡t
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s❛ str✉❝t✉r❡✱ ❡t ♣❛rt❛♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

✹✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ tâ❝❤❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ s❛
str✉❝t✉r❡✳
◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀

✷✳ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ d ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r d ❧✐❡♥s ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❀

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ 6

✸✳ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❀

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧

✹✳ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉✬✉♥
t❡st ❞❡ ❞✉ré❡ d ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ d− 1 s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ ❞✉ré❡ 1✳
❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬✐❞é❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ t❡st ♣♦✉r
❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ à s✉✐✈r❡✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t
❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳
P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s s❡r♦♥t ❡①é❝✉té❡s
q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ♥♦✉s r❡❝♦♣✐♦♥s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s
then ❡t else ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s r❡st❛♥t à ❡①é❝✉t❡r✳

❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ s❡ ❞é❝r✐t ❛✐♥s✐ ✿ ❛♣rès 2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ tâ❝❤❡ r❡♣rés❡♥té❡
❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ M ✱ ♣✉✐s s✬❡①é❝✉t❡ ♣❡♥❞❛♥t 1 ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ R✱ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❧✐❜ér❡r❛ q✉✬❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ✿
s✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✉ t❡st ❡st ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ s❡r❛ ❧✐❜éré❡ ❛♣rès 5 ✉♥✐tés
❞❡ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ s✐♥♦♥✱ ❝❡ s❡r❛ ❛♣rès 7 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳
❊t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡r❛ ❡♥❝♦r❡ ♣❡♥❞❛♥t 2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ t❡st ❞❡ ❞✉ré❡ 3✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛
tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❡♥❞❛♥t 2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡t q✉❡ ❧❡ t❡st s✬❡①é❝✉t❡ ♣❡♥❞❛♥t
1 ✉♥✐té✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✳



✹✳✶✳ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✻✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

✹✳✶✳✷ ❉❡ ❧✬❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é ♣❡♥❞❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲
ré❡❧ ❡st ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ sûr❡té✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣ré❢èr❡♥t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛✲
q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐
✐♥tè❣r❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s
❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡♥tr❡❝♦✉♣és ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ r❡♣rés❡♥té❡
♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❜r❛♥❝❤❡s then ❡t else✱ ♠❛✐s ❧❛
♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❬❲✐❧❤❡❧♠ ✷✵✵✽❪✳
◗✉❛♥❞ ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣ré❝✐s❡ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Lineaire ✿
Lineaire : Ensemble de blocs généraux

⋃

Ensemble des tâches→ Ensemble de

blocs linéaires
⋃

Ensemble des tâches t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ T ❂ B1. . . . .Bn✱
♦ù Bi ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱
Lineaire(T ) ❂ Lineaire(B1).Lineaire(B2). . . . .Lineaire(Bn) ✿

✶✳ s✐ Bi ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs Lineaire(Bi) ❂ Bi ❀

✷✳ s✐ Bi ❡st ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❛❧♦rs Lineaire(Bi) ❂ Bi ❀

✸✳ s✐ Bi ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
Bi ❂ if Test then SB+ else SB− endif ✱ ♦ù SB+ ✭SB−✮ ❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉① q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥é❣❛t✐✈❡✮
❞❡ Test✱ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡
❬❲✐❧❤❡❧♠ ✷✵✵✽❪✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s r✐❡♥ tr♦✉✈é q✉❛♥t ❛✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡s
é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s✉r ❧✬✉♥✐q✉❡ ❧♦♥❣✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❛♥s s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s❛♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r❞❡
s❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ r❡st❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❛♣rès s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés✱ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s s✉r ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✹✳✶✳ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✻✾

✹✳✶✳✷✳✶ ●❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ S ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 2 tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s T1

❡t T2 ❞♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❙②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②és

▲❛ tâ❝❤❡ T2 ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦✲
r❡s❝❡♥t❡✳
▲❛ tâ❝❤❡ T1 ❛ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
P♦✉r s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡
❧✬❛rt✱ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ 4 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ S(M) ✿

✶✳ s✐ ♦♥ ❣❛r❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ s✐ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❡♥✈♦②é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬✐♥st❛♥t t = 2 ✭❛✉ ♣❧✉s tôt✮✱ ❛❧♦rs✱
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s tâ❝❤❡s T1 ❡t T2✱ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳
▲❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❡st ❞♦♥❝ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛r❜r❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ S ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s T1 ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à test+ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡
♠❡ss❛❣❡ M s♦✐t ❡♥✈♦②é ❛♣rès 3 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲❛ tâ❝❤❡ T2 ✈❛ ❛✐♥s✐ r❛t❡r s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡ ❝❛s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛②❛♥t
♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r ❧❛ sé❝✉r✐té✳

✷✳ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❡♥✈♦②é ❛✉① ✐♥st❛♥ts t = 2 ❡t t = 3

✭❡♥✈♦✐s ♠✉❧t✐♣❧❡s✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s
❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✐st✐♥❝ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r
T2✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛✉t❛♥t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥s✳



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❙②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ S✱ ❛✈❡❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt✱ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé

❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✱ ❝❛r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ❀

✸✳ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❡t ❝✬❡st ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡t✐❡♥❞r♦♥s✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ M à ❧✬✐♥st❛♥t t = 3 ✭❛✉ ♣❧✉s t❛r❞✮ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡♥✈♦✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳

❘è❣❧❡ ✹✳✶✳✶ ❊♥✈♦✐ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❙♦✐t ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ B ❂ if test then SB+ else SB− endif ♦ù SB+ ❡t SB−

s♦♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉①✳
❙✐ ∃ S(M) q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s SB+ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t1✱ ❡t q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s SB− à ✉♥
✐♥st❛♥t t2✱ ❛❧♦rs
Lineaire(B) ❂ FusionMax(b(d).Lineaire(SB+), b(d).Lineaire(SB−)) ♦ù b(d) ❡st
✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ d ✭❞❛♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s t❡sts✮✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
FusionMax ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
FusionMax ✿ Ensemble de blocs linéaires X Ensemble de blocs linéaires→Ensemble

de blocs linéaires t❡❧ q✉❡ ✿
FusionMax(B,B′) ❂ le plus long entre B et B′ dans lequel on a rajouté la primitive
d′envoi de message à l′instant t = max(t1, t2)✳

◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✶ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬❛♣rès ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❧✬❡st
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é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✶ ♣❡✉t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡
❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❜❧♦q✉❛♥t✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡t❛r❞❡r ❧✬❡♥✈♦✐ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞✳

✹✳✶✳✷✳✷ ●❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 3 tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞♦♥♥é❡s ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❙②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s

▲❡s tâ❝❤❡s T2 ❡t T3 ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳
▲❛ tâ❝❤❡ T1 ❛ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
P♦✉r s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡✱ q✉✐ ❛
♣♦✉r ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ 7 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞♦♥♥é rè❣❧❡ ✹✳✶✳✶ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♣❧❛❝❡r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡
♠❡ss❛❣❡ S(M1)✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ Lineaire(T1)✱ S(M1) s❡r❛ ♣❧❛❝é à ❧✬✐♥st❛♥t 4 ✭❧❡ ♣❧✉s t❛r❞✮✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡
R(M) ✿

✶✳ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st r❡ç✉ ❛✉① ✐♥st❛♥ts
2 ❡t 5 ✭ré❝❡♣t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✮ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ♠❡ss❛❣❡s ❞✐st✐♥❝ts ❡st à ❡①❝❧✉r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ ❛♠è♥❡r❛✐t à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ tâ❝❤❡ T2✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❀

✷✳ s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t r❡ç✉
à ❧✬✐♥st❛♥t 5 ✭❛✉ ♣❧✉s t❛r❞✮✱ ❛❧♦rs✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s tâ❝❤❡s T1✱
T2 ❡t T3✱ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
✜❣✉r❡ ✹✳✾✳
▲❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❡st ❞♦♥❝ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛r❜r❡



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❙②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ S✱ ❛✈❡❝ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé

❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ S ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s T1 ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à test− ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡✱ ♣♦✉r q✉✬✐❧
② ❛✐t ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ M ✱ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ 2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉
♠❡ss❛❣❡ M ♣❛r T2✱ ❡♥s✉✐t❡ ✐❧ ❢❛✉t ❛tt❡♥❞r❡ 3 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡
♠❡ss❛❣❡ M1 s♦✐t ❡♥✈♦②é✳
▲❛ tâ❝❤❡ T3 ✈❛ r❛t❡r s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ❝❛s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r
❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❀

✸✳ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❡t ❝✬❡st ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡t✐❡♥❞r♦♥s✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛
ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡M à ❧✬✐♥st❛♥t t = 2 ✭❛✉ ♣❧✉s tôt✮ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✷ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ré❝❡♣t✐♦♥s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳

❘è❣❧❡ ✹✳✶✳✷ ❘é❝❡♣t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❙♦✐t ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ B ❂ if test then SB+ else SB− endif ♦ù SB+ ❡t SB−

s♦♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉①✳
❙✐ ∃ R(M) q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s SB+ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t1✱ ❡t q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s SB− à ✉♥
✐♥st❛♥t t2✱ ❛❧♦rs
Lineaire(B) ❂ FusionMin(b(d).Lineaire(SB+), b(d).Lineaire(SB−)) ♦ù b(d) ❡st
✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ d ✭❞❛♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s t❡sts✮✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
FusionMin ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
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FusionMin ✿ Ensemble de blocs linéaires X Ensemble de blocs linéaires→Ensemble

de blocs linéaires t❡❧ q✉❡ ✿
FusionMin(B,B′) ❂ le plus long entre B et B′ dans lequel on a rajouté la primitive
de réception de message à l′instant t = min(t1, t2)✳

▲❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✷ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬❛♣rès ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t✱ ❧❡s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✱ ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐♦❧é❡s
❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❧ str✉❝t✉ré❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✷ ♣❡✉t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡
❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ét❛✐t ❜❧♦q✉❛♥t❡✳
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
ré❝❡♣t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ s❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡t❛r❞❡r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞✳
■❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ♣❧✉s tôt✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬é✈♦❧✉❡r✳

✹✳✶✳✷✳✸ ●❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♥♦✉s
✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ T q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ 2 r❡ss♦✉r❝❡s R ❡t R′ ❞✉r❛♥t s♦♥
❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭❛✮✳
P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Util(R) ❡t Util(R) ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡
❝❡tt❡ ✉♥✐♦♥✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ R ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✳
Util(R) ❂ {(d, l) / sur l′une des branches, R est prise à l′instant d, et libérée à
l′instant l}

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Util(R) s♦♥t ❝❧❛ssés ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ d✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s Util(R) ✿

✶✳ ré♣ét❡r

✭❛✮ s✐ ∃ (d, l) ❡t (d′, l′) ❞❛♥s Util(R) t❡❧ q✉❡ d ≤ d′ ≤ l ❡t (d, l) 6= (d′, l′)✱
❛❧♦rs

✐✳ s✉♣♣r✐♠❡r (d, l) ❡t (d′, l′) ❞❡ Util(R) ❀

✐✐✳ ❛❥♦✉t❡r (d,max(l, l′)) à Util(R) ❀

✷✳ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ Util(R) s♦✐❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Util(R) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✸ ♣♦✉r ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r✐s❡ ❡t ❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

❘è❣❧❡ ✹✳✶✳✸ Pr✐s❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt ❡t ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞
❙♦✐t ✉♥❡ tâ❝❤❡ T q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ✭❛✮ ❚â❝❤❡ T ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❜✮
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T

✶✳ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❀

✷✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ R ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✿

✭❛✮ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ Util(R) ❀

✭❜✮ ♦♥ ♣❧❛❝❡ L(R) à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t d t❡❧ q✉❡ (d, l) ∈ Util(R) ❀

✭❝✮ ♦♥ ♣❧❛❝❡ U(R) à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t l t❡❧ q✉❡ (d, l) ∈ Util(R)✳

P♦✉r r❡✈❡♥✐r à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭❛✮✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Util(R) ❡t Util(R′)

s♦♥t ✿
Util(R) ❂ {(4, 7), (5, 8), (11, 15)} ❡t Util(R′) ❂ {(6, 10), (9, 13)}✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Util(R) ❡t Util(R′) ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✿
Util(R) ❂ {(4, 8), (11, 15)} ❡t Util(R′) ❂ {(6, 13)}✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✸✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭❜✮ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T ✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡ ❢❡r❛ ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ✹✳✶✳✶✱ ✹✳✶✳✷ ❡t ✹✳✶✳✸✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✶ ●❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❡♥tr❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
❙✐ à ✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ♦♥ ❛tt❡♥❞ ♦✉ ❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s♦♥t ✿



✹✳✶✳ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✼✺

✶✳ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣ré❝è❞❡♥t ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❀

✷✳ ❧❡s ❧✐❜ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣ré❝è❞❡♥t ❧❡s ❛tt❡♥t❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳

❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ P❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡st
t2✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t+2 ✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✶✱ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ M2 s❡ ❢❛✐t à ❧✬✐♥st❛♥t 11✳
❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s r❡♠♦♥t♦♥s ❛✉ t❡st t1✳
▲❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t+1 ✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ rè❣❧❡ ✹✳✶✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ M2 à
❧✬✐♥st❛♥t 11✳
▲❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ M1 à ❧✬✐♥st❛♥t 0 ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✳
P♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
Util(R1) ❂ {(3, 7), (3, 8)} ❡t Util(R1) ❂ {(3, 8)}

❉❡ ♠ê♠❡ Util(R2) ❂ {(5, 7)} ❡t Util(R2) ❂ {(5, 7)}

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ s✬♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t L(R1) à ❧✬✐♥st❛♥t 3✱
U(R1) à ❧✬✐♥st❛♥t 8✱ L(R2) à ❧✬✐♥st❛♥t 5 ❡t U(R2) à ❧✬✐♥st❛♥t 7✳



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s

▲❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❡ ❝❡s ❜❧♦❝s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣♦✉ss❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❡st ❧❛ s✉r ré✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ s✉r rés❡r✈❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ T ✉t✐❧✐s❡
à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ s♦✐t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R1✱ s♦✐t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R2✳ ❖♥ ✈♦✐t ♣♦✉rt❛♥t q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ T ❧✉✐ rés❡r✈❡ ❡t R1✱ ❡t R2✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ s❡r❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡
❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✿

✶✳ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❀

✷✳ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛r❜r❡✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r✳



✹✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✼✼

✹✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

▲❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ♥♦té❡s T1 . . . Tn✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✭❛♥♥❡①❡ ✳✶✮✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✿

✶✳ TReception ♣❛r T1 ❀

✷✳ TCalcul ♣❛r T2 ❀

✸✳ TCoordonne ♣❛r T3✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

✶✳ Ri ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❀

✷✳ EMi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❀

✸✳ RMi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❀

✹✳ T esti ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ Ti✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
ki ❂ |T esti|✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s t❡sts ❀

✺✳ ai ❡st ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡s 1✳
b(d) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ d ❛❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❀

✻✳ ResTesti ❂ {t+ij , t
−
ij / tij ∈ T esti} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s ❞❡s t❡sts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s Ti✳
t+ij ✭t−ij✮ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ✭♥é❣❛t✐❢✮ ❞✉ t❡st tij ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳

❈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❆❧♣❤❛❜❡t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti✱ i ∈ N ♣❛r ✿
αβi ❂ {ai} ∪ {tsij tel que t

s
ij ∈ ResTesti et s ∈ {+, −}}

∪ {(L(R), U(R) tel que R ∈ Ri}

∪ {S(M) tel que M ∈ EMi} ∪ {R(M) tel que M ∈ RMi}

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧❡♠❡♥ts q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡✳
❈❡t ❛❧♣❤❛❜❡t ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

✹✳✷✳✷ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♦✉ ❞❡ s❡s ❝❤❡✲
♠✐♥s✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✐s♦❧❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s❡✲
r♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳

◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❡✛❡❝t✐❢✮ ✐♥tè❣r❡r❛ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳

❯♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡
❛r❜♦r❡s❝❡♥t✳
❙✐ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Compi ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✱ ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ Compil ✭❧❡ leme ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✮ ❞❡
Compi ❡st ✉♥ ♠♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ é❝r✐t s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αβi✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Cil ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ Compil✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❡t ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
▲❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T = B1. . . . .Bn s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ s✐ B1 ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ s✐♠♣❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B1.C✱ ♦ù C ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ B2. . . . .Bn

❡t B1 ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ B1 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❛♥t B1 ❀

✷✳ s✐ B1 ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ T
❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s s✉✐✈❛♥ts ✿

✭❛✮ {Test+1 .B
+
1 .C✱ ♦ù C ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ B2. . . . .Bn ❡t B+

1

✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ B+
1 } ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts

♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❀

✭❜✮ {Test−1 .B
−
1 .C ♦ù C ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ B2. . . . .Bn ❡t B−

1

✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ B−
1 } ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts

♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✱ q✉✐ s♦♥t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡✱ ❧❡s é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ ❡t ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡
❞❡s ❝❤♦✐① ♣ré❝é❞❡♥ts ❡✛❡❝t✉és✳
◆♦✉s ❛✣♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
❯♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉✐ ♥❡ s♦✉✛r❡
❞✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣❛r♠✐ s❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡s t❡sts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s❡r❛✐❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡sts ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s



✹✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✼✾

❞❡s tâ❝❤❡s✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜és ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s✳
❈❡ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s t❡sts ❞❡ t②♣❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ✐ss✉❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s t❡sts ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳

❙♦✐t T estPari ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s t❡sts✱ ❡t
ResTestPari ❂ {t+, t− tel que t ∈ T estPari} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s t❡sts✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té RIT i s✉r ResTestPari✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té RIT i ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ResTestPari ♣❛r ✿
s✐ t, t′ ∈ ResTestPari✱ t RIT i t

′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t ⇒ t′✱ t ét❛♥t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ t
❡t t = t✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s RIT i ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ RIT i✳
t RIT i t

′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t ❡t t′ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ 2 é❧é♠❡♥ts t ❡t t′ ❞❡ResTestPari
♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❡t ❧♦❣✐q✉❡✳
❆✐♥s✐✱ t RIT i t

′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t ∧ t′ = false✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✶ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té RIT i ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡ ✹✳✷✳✶ RIT i ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡
❙♦✐❡♥t t1✱ t2 ∈ ResTestPari t❡❧ q✉❡ t1 RIT i t2✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ t2 RIT i t1✳
❈♦♠♠❡ t1 RIT i t2✱ ♦♥ ❛ t1 ⇒ t2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✱ ♦♥ ❛ t2 ⇒ t1✱ s♦✐t
t2 ⇒ t1✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ t2 RIT i t1✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
❯♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ Compil ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❡✛❡❝✲

t✐❢✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡✉① ✭2✮ é❧é♠❡♥ts t ❡t t′ ❞❡ ResTestPari
t❡❧s q✉❡ t RIT i t

′✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s Compeffi ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✭❡✛❡❝t✐❢s✮ ❞❡ Ti✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✹✳✷✳✷✱ ❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❡✛❡❝t✐❢s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
♣♦t❡♥t✐❡❧s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Comp ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ MemTest ❞❡s t❡sts ♦❜✲
t❡♥✉s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Comp✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s Comp ❡t MemTest ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡✳ MemTest ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ♣❛ssés✳

▼ét❤♦❞❡ ✹✳✷✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ MemTest ❂ ∅✳
➚ ❧✬ét❛♣❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ Bk. . . . .Bn✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❞é❥à ♦❜t❡♥✉
❧❡s rés✉❧t❛ts MemTest s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✿



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

✶✳ s✐ Bk ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ s✐♠♣❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Bk.C ♦ù C ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Bk+1. . . . .Bn ❡t Bk ❡st ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Bk✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ MemTest ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✱ ❝❛r ❧❡ ❜❧♦❝ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s tr♦✉✲
✈♦♥s ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ s✐♠♣❧❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❀

✷✳ s✐ Bk ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t❡st te✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t❡sts ♣rés❡♥ts
❞❛♥s MemTest✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✿

✭❛✮ s✐ ∃ t ∈MemTest ❡t ∃ t′ ∈MemTest t❡❧ q✉❡ t RIT i te
+ ❡t t′ RIT i te

−✱
❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ t❡st✳
MemTest ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é ❀

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✷ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥ ❝❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r s✐
t ❡t t′ s♦♥t t❡❧s q✉❡ t RIT i te

+ ❡t t′ RIT i te
−✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s

êtr❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❛♥s MemTest✱ ❝❛r ✐❧s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
❖r✱ ♦♥ ♥✬❛❥♦✉t❡ ❞❛♥sMemTest q✉❡ ❧❡s t❡sts ♥♦♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s
❧❡s t❡sts ❞❡ MemTest✳

Pr❡✉✈❡ ✹✳✷✳✷ s✐ t RIT i te
+ ❡t t′ RIT i te

− ❛❧♦rs t RIT i t
′✳

❖♥ ❛ t RIT i te
+✱ ❞♦♥❝ t⇒ te+ ❡t te+ ❂ te−✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t′ RIT i te
− ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à te− RIT i t

′✱ ❝❛r RIT i ❡st
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳ ❉♦♥❝ te− ⇒ t′✳
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ t⇒ t′ ❝✬❡st à ❞✐r❡ t RIT i t

′✳

✭❜✮ s✐♥♦♥ s✐ ∃ t0 ∈MemTest t❡❧ q✉❡ t0 RIT i te
+ ❡t ∀ t ∈MemTest

t RIT i te
−✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ te−.B−

1 .C ❛ss♦❝✐és
à MemTest− ✿❂ MemTest ∪ {te−}✱ ♦ù
C ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Bk+1. . . . .Bn ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts s♦♥t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ MemTest−✱ ❡t B−

1 ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ B−

1 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡
MemTest− ❀

✭❝✮ s✐♥♦♥ s✐ ∃ t0 ∈MemTest t❡❧ q✉❡ t0 RIT i te
− ❡t ∀ t ∈MemTest

t RIT i te
+✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ te+.B+

1 .C ❛ss♦❝✐és
à MemTest+ ✿❂ MemTest ∪ {te+}✱ ♦ù
C ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Bk+1. . . . .Bn ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts s♦♥t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ MemTest+✱ ❡t B+

1 ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ B+

1 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡
MemTest+ ❀

✭❞✮ s✐♥♦♥✱ ∀ t ∈MemTest✱ t RIT i te
+ ❡t t RIT i te

−✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
te+.B+

1 .C
+ ❛ss♦❝✐és à MemTest+ ✿❂ MemTest ∪ {te+}

♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
te−.B−

1 .C
− ❛ss♦❝✐és à MemTest− ✿❂ MemTest ∪ {te−}✱

C+ ét❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Bk+1. . . . .Bn ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts
s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ MemTest+✱



✹✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✽✶

C− ét❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Bk+1. . . . .Bn ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts
s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ MemTest−✱
❡t B−

1 ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ B−
1 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ MemTest−

❡t B+
1 ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ B+

1 ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s t❡sts s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ MemTest+✳

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ t❡st ❡st r❡♥❝♦♥tré✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
t❡sts ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés s✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts ✭♣♦s✐t✐❢s
♦✉ ♥é❣❛t✐❢s✮ ❡st ❡♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳
❙✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣♦s✐t✐❢ ✭♥é❣❛t✐❢✮ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ t❡st ❞é❥à r❡♥✲
❝♦♥tré✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ s♦♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥ts✱ ❡t ♥♦✉s
♥❡ ❧❡s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ♣❛s ✭❝❛s ✷❜✮ ❡t ✭❝❛s ✷❝✮✳
❙✐ ❡♥✜♥ ❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♥✬❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ t❡st ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré✱
♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭❝❛s
✷❞✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés
s❡r♦♥t s✉♣♣♦sés sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❡✛❡❝t✐❢s✳

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✭❡✛❡❝t✐❢s✮✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♦✉ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣rés❡♥tés ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t t♦✉s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ t❡sts
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts✳

P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✹✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ T ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❞♦♥♥é❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡
❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
▲❡s q✉❛tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ T s♦♥t ✿



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s

✶✳ Comp1 ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts x > 5 ❡t x < 10 ❀

✷✳ Comp2 ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts x > 5 ❡t x ≥ 10 ❀

✸✳ Comp3 ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts x ≤ 5 ❡t x < 10 ❀

✹✳ Comp4 ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts x ≤ 5 ❡t x ≥ 10✳

▲❡s t❡sts x ≤ 5 ❡t x ≥ 10 s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❝❛r x ≤ 5 ⇒ x ≥ 10✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ Comp4 ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t✱ ❡t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s
♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ♣r❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✱ ❡t
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ét✉❞✐❡r✳

❆✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✬❛r❜r❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é❧❛❣✉❡r✱ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦❤ér❡♥ts✳

✹✳✷✳✸ ▲❡s ❛r❜r❡s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✺ ❆r❜r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
▲✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻ ❆r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❣❛r❞é q✉❡ ❧❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✭❡✛❡❝t✐❢s✮✳



✹✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✽✸

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ▲✬❛r❜r❡ ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Comp4 ✐♥❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ T ✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ét✐q✉❡✲
t❛♥t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ♣❛r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αβi ✿

✶✳ ❧❡s ❜❧♦❝s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s b(d) s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ d ❜❧♦❝s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ✉♥✐t❛✐r❡s✳
❈❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ét✐q✉❡té ♣❛r ai ❀

✷✳ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ét✐q✉❡té❡s ♣❛r ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❀

✸✳ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦✉❜❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❧✐❡♥s ✐ss✉s ❞❡ ❝❡ ♥÷✉❞ s♦♥t ét✐q✉❡tés
♣❛r t+ij ❡t t−ij ✱ ♦ù tij ❡st ✉♥ t❡st ❞❡ T esti✳

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s✳
◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ η ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬ét❛t ❛ss♦❝✐é✳
❈❡t ❡♥t✐❡r s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Temp s✉✐✈❛♥t❡ ✿







Temp : Ensemble des n÷uds de l′arbre→ N telle que :

Temp(racine) = 0

Temp(η) = Temp(Pere(η)) + duree(étiquette( lien( pere(η) → η)))

♦ù η ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Temp ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❧✬ét❛t ❞✬❛✈❛♥✲
❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ duree ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ♣♦✉r



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❝t✐♦♥s✳
❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿



















duree : αβi → N telle que :

ai 7−→ 1

t+ij , t
−
ij 7−→ 1

L(R), U(R), S(M), R(M) 7−→ 0

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿
❧❡s t❡sts s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡s s✉♣♣♦sé❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡s s✉♣♣♦sé❡s
♥✉❧❧❡s✱ ❝❛r ❞❡ ❞✉ré❡s ✐♥té❣ré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❜❧♦❝s ❛❞❥❛❝❡♥ts✱ ❡t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ai ❡st ✉♥❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✼ ❆r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
▲✬❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ♦♥t ♣♦✉r ❝❧é ❞❡s
❡♥t✐❡rs✱ ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αβi✳
❙♦✐t η ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ s✐ η ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❛❧♦rs Temp(η) = 0 ❀

✷✳ s✐ ||fils(η)|| = 0✱ ✭η ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✮✱ ❛❧♦rs ∃ l t❡❧ q✉❡ ✿

✭❛✮ cle(η) ❂ Cil✱ ♦ù Cil ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ leme ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❀

✭❜✮ ❧❡ ♠♦t ét✐q✉❡t❛♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ à η ❡st ❧❡ leme ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ Ti ❀

✸✳ s✐ ||fils(η)|| = 1✱ ❛❧♦rs ✿

✭❛✮ s♦✐t étiquette(lien(η, fils(η))) ∈ {ai}

∪{L(R), U(R) tel que R ∈ Ri}

∪{S(M) tel que M ∈ EMi} ∪{R(M) tel que M ∈ RMi}

❡t cle(fils(η)) ❂ cle(η) ✰ duree✭étiquette(lien(η, fils(η)))) ❀

✭❜✮ s♦✐t ∃ tij ∈ T esti ❡t s, s′ ∈ {+,−} t❡❧ q✉❡
étiquette(lien(η, fils(η))) ❂ tsij ❡t
cle(fils(η)) ❂ cle(η) + 1 ✭♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st✮
❡t ∃ η′ ∈ ancetre(η) t❡❧ q✉❡ ✿

✐✳ ét✐q✉❡tt❡(lien(Pere(η′), η′)) ❂ ts
′

il ❀

✐✐✳ ts
′

il RIT i tsij ❀

✹✳ s✐ ||fils(η)|| = 2✱ ❛❧♦rs ∃ t+ij ❡t t−ij ∈ T esti t❡❧ q✉❡

✭❛✮ ét✐q✉❡tt❡(lien(η, fils1(η))) ❂ t+ij ❀

✭❜✮ ét✐q✉❡tt❡(lien(η, fils2(η))) ❂ t−ij ❀



✹✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✽✺

✭❝✮ ❡t ∀ η′ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ η✱

✐✳ s♦✐t étiquette(lien(η′, fils(η′))) ∈ {ai}

∪{L(R), U(R) tel que R ∈ Ri}

∪{S(M) tel que M ∈ EMi} ∪{R(M) tel que M ∈ RMi} ❀

✐✐✳ s♦✐t ∃ tik ∈ T esti ❡t s, s′ ∈ {+,−} t❡❧ q✉❡
étiquette(lien(η′, F ils(η′))) ❂ tsik ❡t t+ij RIT i t

s
ik ❡t t−ij RIT i t

s
ik✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ cle(filsi(η)) ❂ cle(η) ✰ ✶✱ i ∈ {1, 2}✳

▲❡ ♣♦✐♥t ✷ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ✹ ❡t ✸ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s
tâ❝❤❡s✳
▲❡ ♣♦✐♥t ✹ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✸❜ ❣èr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡
❧✬ét❛♣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ♣❛ssé❡✳ ■❧ ❛ss✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦❤ér❡♥ts✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ✸❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s❛♥s t❡sts✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦r♠❡❧s ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✳

■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝♦♠✲
♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✹✳✸ ▼♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧

▲❡ ♠♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s tâ❝❤❡s s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r s❛ ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✉ré❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✭❡✛❡❝t✐❢s✮
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳

❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❝❤❡♠✐♥✮✱ ❝❡s ❞✉ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① Cil✱ ♦ù
Cil ❂

∑p
k=1 duree(αk)✱ ♦ù Compil ❂ α1. . . . .αp / α1, . . . , αp ∈ αβi✳

❈❡s ❞✉ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❧és ❞❡s ♥÷✉❞s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡✳

▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ✭ri✱ Di ❡t Pi✮ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti ❂ < ri, ζi, Di, Pi > ❡st t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✿

✶✳ s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧ ri ❀

✷✳ s♦♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡s ζi ❀



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡

✸✳ s♦♥ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ Di ❀

✹✳ s❛ ♣ér✐♦❞❡ Pi✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ✿

✶✳ T1 ❂ < 0, {2}, 11, 11 > ❀

✷✳ T2 ❂ < 0, {4, 6}, 11, 11 > ❀

✸✳ T3 ❂ < 0, {4, 3}, 11, 11 > ✿

❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ s♦✐t ♣❛r s♦♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ s♦✐t✱
❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ♣❛r s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡t ♣❛r s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠✲
♣♦r❡❧s✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t
❝♦rr❡❝t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ❚â❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡
◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✶✳ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮ ❀

✷✳ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✭s✮ ✭❡✛❡❝t✐❢✭s✮✮✳



✹✳✸✳ ▼♦❞è❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✽✼

❙❛♥s ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ s❡r♦♥t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✳

❇✐❧❛♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s str✉❝t✉r❡❧✱ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t
t❡♠♣♦r❡❧✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✲
♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s t❡sts ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ♥♦♥ ♠♦❞✐✜é❡s
♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✉r❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ♥♦♥ ❧❡s tâ❝❤❡s
♣r✐s❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
❈❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✧▲❛ s❝✐❡♥❝❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐❢s ♣r♦✈✐s♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❀
❡t ❡❧❧❡ ❡st ♣rêt❡ à ❧❡s ♠♦❞✐✜❡r ❞ès q✉✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳✧
❆❧❜❡rt ❏❛❝q✉❛r❞

❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✷ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✷✳✷ ●❡st✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✹ ▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✹✳✶ ▲❡s tâ❝❤❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✹✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✹✳✸ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✺ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡❧✉✐✲❝✐ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

✶✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❀

✷✳ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿

✶✳ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥
✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❀

✷✳ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ str✉❝t✉r❡❧✳
❊❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✬❡♥✈♦✐✴ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❞❡
♣r✐s❡✴❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❀

✸✳ ❡♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡t ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
❈✬❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✜❝t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r✳
◆♦✉s ❧✬✐♥té❣r♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞é❝✐❞❡r ❞✉
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ♣❛s r❡str❡✐♥❞r❡
❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❛✉① s❡✉❧s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✺✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♥t ❡t ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮ q✉✐ ♣♦rt❛✐❡♥t s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡✱ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ét✉❞✐❡r✳
❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ n tâ❝❤❡s s❡ ♥♦t❡ S ❂ {T1 . . . Tn}✳
▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿

✶✳ T est ❂
⋃n

i=1 T esti ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❀

✷✳ ResTest ❂
⋃n

i=1 ResTesti ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❀

✸✳ T estPar ❂
⋃n

i=1 T estPari ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐
♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ♠♦❞✐✜❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡
❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❀

✹✳ ResTestPar ❂
⋃n

i=1 ResTestPari ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s t❡sts ❀

✺✳ R ❂
⋃n

i=1 Ri ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❀

✻✳ EM ❂
⋃n

i=1 EMi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❀

✼✳ RM ❂
⋃n

i=1 RMi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡
EM = RM✳

✺✳✷ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts rés✉❧t❡♥t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts q✉✐ s♦♥t ✐♥❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣ré❝✐s❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s♦♥t ❣éré❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳

✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡sts ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐✲
❧✐té ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✭❧❡s t❡sts ❞❡ t②♣❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♦✉
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✮✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡sts ❞❡ ResTestPar q✉✐
ét❡♥❞ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ResTestPari✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té RIT ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ResTestPar ♣❛r ✿
∀ t, t′ ∈ RestTestPar✱ t RIT t′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✶✳ s♦✐❡♥t i✱ j ∈ 1 . . . n✱ n ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❡❧s q✉❡
t ∈ ResTestPari ❡t t′ ∈ ResTestParj ❛❧♦rs ri ❂ rj ❡t Pi ❂ Pj ❀



✺✳✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✾✶

✷✳ t⇒ t′✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s t RIT t′ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ t RIT t′✱ ❡t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t ❡t t′ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❧❡s ♠✐s❡s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s t❡sts✱
✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞❡✉① t❡sts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
◆♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧ ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ér✐♦❞❡s✮
❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❧✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❛✉① ♠ê♠❡s ✐♥st❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐
❛ss✉r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t❡sté❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s✱
✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✶✳✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
❙♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 3 tâ❝❤❡s T1✱ T2 ❡t T3✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s

◆♦✉s ♥♦t♦♥s (Température < 4)T1
❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st Température < 4 ♣r♦✈❡♥❛♥t

❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T1✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ (Température < 4)T1

RIT (Température > 24)T2
✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s (Température < 4)T1
RIT (Température > 10)T3

✱ ❝❛r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Température ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s T1 ❡t T3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✉❡s ❛✉ ♠ê♠❡
♠♦♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✷✳✶ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té RIT ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Pr❡✉✈❡ ✺✳✷✳✶ RIT ❡st s②♠étr✐q✉❡
P♦✉r ❧❡ ♠♦♥tr❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s 2 é❧é♠❡♥ts t1 ❡t t2 ❞❡ RestTestPar t❡❧s q✉❡
t1 RIT t2✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ t2 RIT t1 ✿

✶✳ s♦✐❡♥t i, j ∈ 1 . . . n t❡❧s q✉❡ t2 ∈ ResTestPari ❡t t1 ∈ ResTestParj ✳
❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ri = rj ❡t Pi = Pj ✳
❈♦♠♠❡ t1 RIT t2✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ✶ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ ri = rj ❡t Pi = Pj ✳

✷✳ ✐❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t2 ⇒ t1✳
❈♦♠♠❡ t1 RIT t2✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ✷ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ t1 ⇒ t2✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✱ ❝❡❧❛ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ t2 ⇒ t1✳
❖r t2 = t2✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t2 ⇒ t1✳

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✐♥❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ RIT ❡♥❣❡♥❞r❡ RI✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s RIT ⊲ RI✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
❉❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts Compil ∈ Compeffi ❡t Compi′l′ ∈ Compeffi′ ✱ i 6= i′✱
i, i′ ∈ {1 . . . n} s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Compil RI Compi′l′ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∃ t ∈ ResTestPari✱ t′ ∈ ResTestPari′ t❡❧ q✉❡ t ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s Compil✱
t′ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s Compi′l′ ❡t t RIT t′✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té RT ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡ ✺✳✷✳✷ RI ❡st s②♠étr✐q✉❡
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ RIT ✳

❆✐♥s✐✱ ✐❧ s✉✣t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t❡sts ❞❡ResTestPar ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉✐ ❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ■❧
♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦✐❡♥t ❞é❝❧❛rés ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✉
t✐tr❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ t❡sts✳
■❧s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❣é♥érés ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ RIT ✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♥♦s ♣r♦♣♦s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s 2 tâ❝❤❡s T1 ❡t T2 ❞♦♥♥é❡s ✜❣✉r❡ ✺✳✷ s♦✉s
❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ Comp13 RI Comp22 ❝❛r (x ≥ 10)T1

RIT (x < 5)T2
✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ Comp13 RI Comp22 ❝❛r (y ≥ 8)T1
RIT (y < 4)T2

✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ RI à ♣❛rt✐r ❞❡
RIT ✳
P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s é✈✐t❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s
❞❛♥s ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳



✺✳✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✾✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ●❡st✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

❙✐ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ (Comp13, Comp22)

❡st ❣é♥éré❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✉ t✐tr❡ ❞❡ (x ≥ 10)T1
RIT (x < 5)T2

❡t ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❛r
(y ≥ 8)T1

RIT (y < 4)T2
✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (y ≥ 8)T1
RIT (y < 4)T2

♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (x ≥ 10)T1

RIT (x < 5)T2
✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ (x ≥ 10)T1
RIT (x < 5)T2

✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ✿
Comp12 RI Comp21✱ Comp12 RI Comp22✱ Comp13 RI Comp21 ❡t
Comp13 RI Comp22✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❡ (y ≥ 8)T1

RIT (y < 4)T2
✱ ♦♥ ❛ Comp13 RI Comp22✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡

r❡❧❛t✐♦♥ ét❛✐t ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐❣♥♦r❡r (y ≥ 8)T1

RIT (y < 4)T2
♣❡♥❞❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s

✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ RIT min ❡♥❣❡♥✲
❞r❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ RI✳

✺✳✷✳✷ ●❡st✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RIT ✱ ♣✉✐s
❣é♥ér❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RI✳
■❧ ♥♦✉s ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣❛r✉ ❝♦♠♠❡ ❧é❣✐t✐♠❡✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ♠✐♥✐✲
♠✐s❡r RIT ✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ RIT min ♠✐♥✐♠❛❧ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞♦♥♥é❡s ♣r♦♣r✐été ✺✳✷✳✷✳

Pr♦♣r✐été ✺✳✷✳✷ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ RIT min

✶✳ RIT min ⊆ RIT ✭RIT min ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à RIT ✮ ❀

✷✳ RIT min ✐♥❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RI ✭RIT min ⊲ RI✮ ❀

✸✳ s✐ ♦♥ r❡t✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ RIT min✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RI ′ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s RI ✭RI ′ ( RI✮✳



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ RIT r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ RIT ✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ RIT ✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
RIT min✳

▼ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ RIT

✶✳ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ RIT ❀

✷✳ RIT min := ∅ ✿ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RIT min ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❀

✸✳ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (tsil, t
r
jk) ∈ RIT ✱ s♦✐t Prei ❡t Prej t❡❧s q✉❡ Prei.tsil ❡t Prej .t

r
jk

s♦✐❡♥t ❧❡s ♣ré✜①❡s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Ti ❡t Tj r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
Prei ❡t Prej s♦♥t ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡ q✉✬♦♥t ❢❛✐t ❧❡s tâ❝❤❡s
❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t tsil ❡t t

r
jk ✿

✭❛✮ s✐ ∃ ts
′

il′ ∈ ResTestPari t❡❧ q✉❡ Prei ❂ u.ts
′

il′ .v ❡t (ts
′

il′ , t
r
jk) ∈ RIT ✱ ❛❧♦rs

(tsil, t
r
jk) /∈ RIT min ❡t RIT min ✿❂ RIT min ∪ ∅ ❀

✭❜✮ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té RIT ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡ ✭r❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✮✱ ❧❡
❝❛s s②♠étr✐q✉❡✱ s✐ ∃ tr

′

jk′ ∈ ResTestParj t❡❧s q✉❡ Prej ❂ u′.tr
′

jk′ .v′✱ ♥✬❛
♣❧✉s à êtr❡ tr❛✐té ❀

✭❝✮ s✐ ∃ ts
′

il′ ∈ ResTestPari✱ ❡t ∃ tr
′

jk′ ∈ ResTestParj t❡❧ q✉❡

Prei ❂ u.ts
′

il′ .v ❡t Prej ❂ u′.tr
′

jk′ .v′✱ ❛✈❡❝ u✱ v ∈ αβi ❡t u′✱ v′ ∈ αβj ✱ ❡t
t❡❧s q✉❡
(ts

′

il′ , t
r′

jk′) ∈ RIT ✱ ❛❧♦rs (tsil, t
r
jk) /∈ RIT min ❡t RIT min ✿❂ RIT min ∪ ∅ ❀

✭❞✮ s✐♥♦♥✱ (tsil, t
r
jk) ∈ RIT min ✿ RIT min ✿❂ RIT min ∪ {(tsil, t

r
jk)}✳

▲❡s ♣♦✐♥ts ✸❛✱ ✸❜ ❡t ✸❝ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❥♦✉t❡r à RIT min ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts
❞❡ RIT ✳
❈❡s é❧é♠❡♥ts ✈♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❣é♥ér❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❞é❥à
été ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s t❡sts ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s RIT min✱ s✐t✉és ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❛♥s ❧❡s tâ❝❤❡s✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ RIT min ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✳
▲❡ ♣♦✐♥t ✸❞ ❛❥♦✉t❡ àRIT min ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❡✉r ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
❊♥ ❝❛s ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
RIT ❂ {((x ≥ 10)T1

, (x < 5)T2
), ((y ≥ 8)T1

, (y < 4)T2
)}✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ RI ✐♥❞✉✐t ♣❛r RIT ❡st ✿
RI ❂ {(Comp12, Comp21), (Comp12, Comp22), (Comp13, Comp21),

(Comp13, Comp22)}✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ RIT min ❡st ✿
RIT min ❂ {((x ≥ 10)T1

, (x < 5)T2
)}✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ((y ≥ 8)T1
, (y < 4)T2

) /∈ RIT min✳
■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❡✛❡t ❛✉ ♣♦✐♥t ✸❝ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶ ✿ ❧❡ t❡st (x ≥ 10)T1

∈ Pre1✱
♦ù Pre1 ❡st ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ (y ≥ 8)T1

✳



✺✳✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✾✺

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ t❡st (x < 5)T2
∈ Pre2✱ ♦ù Pre2 ❡st ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ (y < 4)T2

✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s (x ≥ 10)T1

RIT (x < 5)T2
✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶ ♣ré❝♦♥✐s❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s

❛❥♦✉t❡r ((y ≥ 8)T1
, (y < 4)T2

) à RIT min✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ RI ✐♥❞✉✐t ♣❛r RIT min ❡st ✿
RI ❂ {(Comp12, Comp21), (Comp12, Comp22), (Comp13, Comp21),

(Comp13, Comp22)}

RIT min ❡t RIT ✐♥❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ RI✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t✱ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✸❛✱ ✸❜ ❡t ✸❝ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶ ❡st
❞✬é✈✐t❡r ❧✬❛❥♦✉t à RIT min ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s q✉✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞é❥à ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s t❡sts ❞❡ RIT min✳

■❧ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❛rr✐✈❡r q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ RIT min s♦✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t✱ ❞❡s
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s s✉❜s✐st❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s s♦✐t ❣é♥éré ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳
❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝❛s ♦ù ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ✐♥✲
❞✉✐t❡s ♣❛r 2 ❝♦✉♣❧❡s ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ RIT min s♦♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ♠❛✐s ❝❤❛❝✉♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣r❡s✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝❛s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❯♥ ❝❛s ♦ù 2 ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ 2

t❡sts ❞❡ RIT min

RIT ❂ {((x ≤ 5)T1
, (x > 10)T2

), ((y ≤ 3)T1
, (y > 4)T2

)}✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ t❡sts✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✸❞✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
RIT min ❂ {((x ≤ 5)T1

, (x > 10)T2
), ((y ≤ 3)T1

, (y > 4)T2
)}✳



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ((x ≤ 5)T1
, (x > 10)T2

)

s♦♥t ✿ (Comp11, Comp23) ❡t (Comp12, Comp23)✳
▲❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ((y ≤ 3)T1

, (y > 4)T2
)

s♦♥t ✿ (Comp11, Comp22) ❡t (Comp11, Comp23)✳
❈❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥ ♥✬❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (Comp11, Comp23) ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ RIT min✳
◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s é❧✐♠✐♥❡r ♥✐ ((x ≤ 5)T1

, (x > 10)T2
)✱ ♥✐

((y ≤ 3)T1
, (y > 4)T2

)✱ ❝❛r s✐♥♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s s❡r❛✐❡♥t
♣❡r❞✉❡s✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ RIT min ét❛♥t ❝♦♥str✉✐t✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧
❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✺✳✷✳✷✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶ ▼✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ RIT min

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ RIT min ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t RI✳

Pr❡✉✈❡ ✺✳✷✳✸ ▼✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ RIT min

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ RIT min ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s 3 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ✺✳✷✳✷ ✿

✶✳ RIT min ⊆ RIT ✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ RIT min ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t RIT ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
RIT min ⊆ RIT ✳

✷✳ RIT min ✐♥❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RI✳
❙♦✐t RImin ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r RIT min✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶ RIT min ❡♥❣❡♥❞r❡RI ✿ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡sRImin ❡tRI s♦♥t é❣❛✉①✳

Pr❡✉✈❡ ✺✳✷✳✹ RIT min ❡♥❣❡♥❞r❡ RI

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ αβi✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✸ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré✜①❡ ∝

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré✜①❡ ∝ ❝♦♠♣❛r❡ 2 ♠♦ts é❝r✐ts s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t A✳
❙♦✐❡♥t u = α1. . . . .αp ❡t v = β1. . . . .βq✱ ❛✈❡❝ α1✱ . . . ✱ αp✱ β1✱ . . . ✱ βq ∈ A✳
◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ u ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ v✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s u ∝ v s✐ ✿

✭❛✮ p ≤ q ❀

✭❜✮ α1 = β1✱ . . . ✱ αp = βp✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ RImin ❡t RI✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡♥s ❞❡
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

✭❛✮ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ RImin ⊆ RI✱ ❝❡ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡
RIT min ⊆ RIT ✳
❙♦✐t (c, c′) ∈ RImin✱ ❛❧♦rs ∃ (t, t′) ∈ RIT min t❡❧ q✉❡ c = u.t.v ❡t
c′ = u′.t′.v′✱ ♦ù u✱ v ✭u′✱ v′✮ s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ αβi ✭αβj✮✳
❖r✱ RIT min ⊆ RIT ✱ ❞♦♥❝✱ (t, t′) ∈ RIT ✱ ❡t ♣❛rt❛♥t✱ (c, c′) ∈ RI✱ ❞✬♦ù
RImin ⊆ RI✳



✺✳✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✾✼

✭❜✮ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ RI ⊆ RImin✳
❙♦✐t (c, c′) ∈ RI✱ ❛❧♦rs ∃ (t, t′) ∈ RIT t❡❧ q✉❡ c = u.t.v ❡t c′ = u′.t′.v′✳
❉❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✿

✐✳ s♦✐t (t, t′) ∈ RIT min✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ (c, c′) ∈ RImin ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ RImin ❀

✐✐✳ s♦✐t (t, t′) /∈ RIT min✳
❈♦♠♠❡ (t, t′) /∈ RIT min✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ RIT min✱
∃ (t1, t

′
1) ∈ RIT t❡❧ q✉❡ c = u1.t1.v1 ❡t c′ = u′1.t

′
1.v

′
1✱ ❛✈❡❝

u1.t1 ∝ u.t ❡t u′1.t
′
1 ∝ u′.t′ ❡t |u1.t1| ✰ |u′1.t

′
1| < |u.t| ✰ |u′.t′| ✶✳

❙✐ (t1, t
′
1) ∈ RIT min✱ (c, c′) ∈ RImin✳

❙✐♥♦♥✱ ∃ (t2, t
′
2) ∈ RIT t❡❧ q✉❡ c = u2.t2.v2 ❡t c′ = u′2.t

′
2.v

′
2✱ ❛✈❡❝

u2.t2 ∝ u1.t1 ❡t u′2.t
′
2 ∝ u′1.t

′
1 ❡t |u2.t2| ✰ |u′2.t

′
2| < |u1.t1 ✰ |u′1.t

′
1|✳

❙✐ (t2, t
′
2) ∈ RIT min✱ (c, c′) ∈ RImin✳

❙✐♥♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ∃ (t3, t
′
3) ∈ RIT t❡❧ q✉❡ c = u3.t3.v3

❡t c′ = u′3.t
′
3.v

′
3✱ ❛✈❡❝

u3.t3 ∝ u2.t2 ❡t u′3.t
′
3 ∝ u′2.t

′
2 ❡t

|u3.t3| ✰ |u′3.t
′
3| < |u2.t2| ✰ |u′2.t

′
2|✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐✱ ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s s✉✐t❡s un✱ tn✱ vn✱
u′n✱ t

′
n ❡t v′n t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

c = un.tn.vn ❡t c′ = u′n.t
′
n.v

′
n✱ ❛✈❡❝

un.tn ∝ un−1.tn−1 ❡t u′n.t
′
n ∝ u′n−1.t

′
n−1 ❡t

|un.tn| ✰ |u′n.t
′
n| < |un−1.tn−1| ✰ |u′n−1.t

′
n−1|✳

|un.tn| ✰ |u′n.t
′
n| ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡♥t✐èr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭♣❛r

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
|un.tn| + |u′n.t

′
n| < |un−1.tn−1| + |u′n−1.t

′
n−1|✮ ❡t ♠✐♥♦ré❡ ✭0 ❡st ✉♥

♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡✮✳
❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs s❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
Inf{|un.tn|+ |u′n.t

′
n|} ❂ |un0

.tn0
|+ |u′n0

.t′n0
|✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ c = un0
.tn0

.vn0
❡t c′ = u′

n′

0

.t′
n′

0

.v′
n′

0

✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ (c, c′) ∈ RImin✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
(tn0

, t′
n′

0

) ∈ RIT min✳
◆♦✉s ♣r♦❝è❞♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (tn0

, t′
n′

0

) /∈ RIT min✱ ❛❧♦rs

∃ (tm0
, t′

m′

0

) ∈ RIT t❡❧ q✉❡ c = um0
.tm0

.vm0
❡t

c′ = u′
m′

0

.t′
m′

0

.v′
m′

0

❛✈❡❝ um0
.tm0

∝ un0
.tn0

❡t

u′
m′

0

.t′
m′

0

∝ u′
n′

0

.t′
n′

0

❡t

|um0
.tm0

| ✰ |u′
m′

0

.t′
m′

0

| < |un0
.tn0

| ✰ |u′
n′

0

.t′
n′

0

|✳

❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ |un0
.tn0

| ✰ |u′
n′

0

.t′
n′

0

| s♦✐t é❣❛❧ à

Inf{|un.tn| + |u′n.t
′
n|}✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ (tn0
, t′

n′

0

) ∈ RIT min✱ ❡t ♣❛rt❛♥t

(c, c′) ∈ RImin✳

✶|u| ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠♦t u✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ (c, c′) ∈ RImin✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t RI ⊂ RImin✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ RI = RImin✳ Lemme5.2.1

✸✳ RIT min ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳
P♦✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s RIT min✱ ❛❧♦rs✱ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r RI✳
P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t (t1, t2) ∈ RIT min✱ s♦✐t RIT ′ ❂ RIT min \ {(t1, t2)}✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RI ′ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r RIT ′ ✈ér✐✜❡
RI ′ ( RI✱ ♦ù ( ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ str✐❝t❡✳
❉❡✉① ❝❤♦s❡s s♦♥t à ♠♦♥tr❡r ✿

✭❛✮ RI ′ ⊆ RI✳
❙♦✐t (c, c′) ∈ RI ′✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ (c, c′) ∈ RI✳
❈♦♠♠❡ (c, c′) ∈ RI ′✱ ❛❧♦rs ∃ (t, t′) ∈ RIT ′ t❡❧ q✉❡ c = u.t.v ❡t
c′ = u′.t′.v′✳
❖r RIT ′ ⊂ RIT min✱ ❞♦♥❝ (t, t′) ∈ RIT min✱ ❡t RIT min ⊲ RI ✭✈♦✐r
♣r❡✉✈❡ ✺✳✷✳✹✮✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (c, c′) ∈ RI✳

✭❜✮ RI ′ 6= RI✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t A ❞❛♥s ✉♥ ♠♦t é❝r✐t s✉r A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✹ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ̺
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t a ∈ A ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦t

m = m1.m2. . . . .mp é❝r✐t s✉r A✱ mi ∈ A✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s a ̺ m✱ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∃ i0 ∈ 1 . . . p t❡❧ q✉❡ a = mi0 ✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ̺ ❡st ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ̺✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ̺
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t a ∈ A ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦t

m = m1.m2. . . . .mp é❝r✐t s✉r A✱ mi ∈ A✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s a ̺ m✱ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ i ∈ 1 . . . p✱ a 6= mi✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ RI q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s RI ′✳

❈♦♠♠❡ (t1, t2) ∈ RIT min✱ ∃ (c0, c
′
0) ∈ RI t❡❧ q✉❡ c0 = u0.t1.v0 ❡t

c′0 = u′0.t2.v
′
0✱ ♦ù u0✱ v0 ✭u′0✱ v

′
0✮ s♦♥t ❞❡s ♠♦ts é❝r✐ts s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αβi

✭αβj✮✳
❙♦✐t T (c0, c

′
0) ❂ {(t, t′) tel que t ̺ c0, t

′ ̺ c′0 et (t, t′) ∈ RIT min}

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ T (c0, c
′
0) ✿



✺✳✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✾✾

✐✳ |T (c0, c
′
0)| = 0✳

❈❡ ❝❛s ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (t1, t2) ❡st é❧é♠❡♥t ❞❡ T ❀

✐✐✳ |T (c0, c
′
0)| = 1✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ T ❡st (t1, t2)✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (c0, c

′
0) ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐t ♣❛r

❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t❡sts (t1, t2)✱ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à RIT ′✳
❉♦♥❝ (c0, c

′
0) /∈ RI ′ ❀

✐✐✐✳ |T (c0, c
′
0)| > 1✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t❡sts (t0, t
′
0) ∈ T ✱ t❡❧ q✉❡

(t0, t
′
0) 6= (t1, t2) ✿

❆✳ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r t0 ̺ u0.t1 ❡t t′0 ̺ u
′
0.t2✱ ❝❛r ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐r❛✐t

❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (t1, t2) ∈ RIT min ✭✈♦✐r ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶✮ ❀

❇✳ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r t0 ̺ v0 ❡t t′0 ̺ v
′
0✱ ❝❛r✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t

♣❛s ❛✈♦✐r (t0, t
′
0) ∈ RIT min ❀

❈✳ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
s♦✐t

cas 1 :

{

t0 ̺ u0.t1
t′0 ̺ v

′
0

s♦✐t

cas 2 :

{

t0 ̺ v0
t′0 ̺ u

′
0.t2

▲❡s ❞❡✉① ❝❛s ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡
❝❛s 1✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ t0 ̺ u0.t1✳
❆❧♦rs✱ ∀ t t❡❧ q✉❡ (t0, t) ∈ T (c0, c

′
0)✱ ♦♥ ❛ t ̺ v′0✳

❙♦✐t tj1 ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❝❡s t ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❡♥ ♣r❡✲
♠✐❡r ❞❛♥s v′0✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
v′0 ❂ m′

1.t
j
1.m

′′
1 ❡t m′

1 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ t❡st t t❡❧ q✉❡
(t0, t) ∈ T (c0, c

′
0)✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t c′1 ❂ u′0.t2.m
′
1.t

j
1.v

′
1✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✷ c′1 ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❡✛❡❝t✐❢✮ ❞❡ Tj ✳

Pr❡✉✈❡ ✺✳✷✳✺ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r

t❡♠♣s q✉❡ ∀ t ̺ u′0.t2.m
′
1✱ t ❡t t

j
1 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳

❙✐ t ❡t tj1 s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs t ⇒ tj1✳
❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
t2 ∧ t ⇒ tj1✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t2 ❡t tj1 s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ❉♦♥❝ t2 ⇒ tj1✳

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t2 ∧ t ⇒ tj1✳
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❞✉✐t❡s✱ ♦♥ ❛



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

t2 ∧ t⇒ tj1 ∧ t
j
1 ❂ False✱ ❞♦♥❝ t2 ⇒ t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ (t2, t) ∈ RIT j ✳

❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r✱ t2 ❡t t ̺ c′0✱ ❡t c
′
0 ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❡✛❡❝t✐❢✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts

❡✛❡❝t✐❢s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛ t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r ❛♣rès tj1✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s
q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥ t❡st✱ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t
❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à
c′1 q✉✐ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈♦✉❧✉❡✳

Lemme5.2.2

◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts

{

c1 = u0.t1.v1 (v1 = v0)

c′1 = u′0.t2.m
′
1.t

j
1.v

′
1

❛✈❡❝ ∀ t ̺ u′0.t2.m
′
1✱ (t0, t) /∈ T (c1, c

′
1) ❡t (t1, t2) ∈ T (c1, c

′
1)✳

❙✐ |T (c1, c
′
1)| > 1✱ ♥♦✉s ✐tér♦♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é ✿

s♦✐t tj2 ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st t❡❧ q✉❡ tj2 ̺ v
′
1

∃ t20 ̺ u0.t1 t❡❧ q✉❡ (t20, t
j
2) ∈ T (c1, c

′
1)✳

▲❡ ❝❛s ❞✉❛❧ s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts

{

c2 = u0.t1.v2 (v2 = v1, donc c2 = c1)

c′2 = u′0.t2.m
′
1.t

j
1.m

′
2.t

j
2.v

′
2

s♦✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

{

c2 = u0.t1.m1.ti2.v2
c′2 = c′1

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡sts (t
ip
p )✱ ip ∈ {i, j} ❡t ✉♥❡

s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts (cp, c
′
p) t❡❧ q✉❡ tipp 6= t

iq
q s✐ p 6= q ❡t

cp RI c′p✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ✿
s♦✐t |T (cp, c

′
p)| = 1✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s (cp, c

′
p) ∈ RI✱ ♠❛✐s (cp, c

′
p) /∈ RI ′

❝❛r (t1, t2) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❀
s♦✐t ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡ t❡st tipp+1 q✉✐ ❡st ❞✐st✐♥❝t ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T est ❡st ✜♥✐✱ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t✳
❉♦♥❝✱ ∃ p0 < |T esti|+ |T estj | t❡❧ q✉❡ |T (cp0

, c′p0
)| = 1 ❡t ♣❛rt❛♥t

(cp0
, c′p0

) ∈ RI \ RI ′✳



✺✳✸✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ✶✵✶

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ RI q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s
RI ′✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s RI ′ 6= RI✳

RIT min ❡st ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡s q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t RI✳ Théorème5.2.1

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✷ P♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞♦♥♥é❡✱ RIT min ❡st ✉♥✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ RIT min s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

❈❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡s t❡sts ét❛♥t ét❛❜❧✐s ✭❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ RIT min✮✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ RI ❡st ❞♦♥♥é❡
♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✷✳

▼ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (t, t′) ❞❡ RIT min ✿

✶✳ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts Comp(t) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡
t❡st t ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ❀

✷✳ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts Comp(t′) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡
t❡st t′ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ❀

✸✳ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à RI t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Comp(t)XComp(t′) q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❥à ❞❛♥s RI✳
▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ r❡st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡s✳

✺✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s

❆♣rès ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦r❞r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦r❞r❡ str✉❝t✉r❡❧✳
■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬❛✣♥❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é♥♦♥❝é❡s s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷ q✉✐
♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts str✉❝t✉r❡❧s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❧❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s
♣❡rt❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✲❜❧♦❝❛❣❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s à r❡s♣❡❝t❡r ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

✶✳ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ é♠✐s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
r❡ç✉ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ r❡ç✉ ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
ré❝❡♣tr✐❝❡ ❀

✷✳ s✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st é♠✐s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✐❧ ❞♦✐t
êtr❡ é♠✐s ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❀

✸✳ s✐ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ♣r✐s❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ❡st
❧✐❜éré❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡
◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ s✐ ✿

✶✳ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ q✉❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦rr❡❝t❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮ ❀

✷✳ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✶✱ ✷ ❡t ✸ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

✺✳✹ ▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡

▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✜❝t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❛❝t✐✈✐té ❞✉
♣r♦❝❡ss❡✉r✳
▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r r❡st❡ ✐♥❛❝t✐❢✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ U < 1✱ ♣✉✐sq✉❡
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✮✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬é✈✐t❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✷✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥sér❡r ❞❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ♠ê♠❡ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡s
tâ❝❤❡s ♣rêt❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣❛r❡r à ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡
❜❧♦❝❛❣❡s ♦✉ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✳
P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✳ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❀

✷✳ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✺✳✹✳✶ ▲❡s tâ❝❤❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲♦rsq✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r U ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
r❡st❡ ✐♥❛❝t✐❢ ♣❡♥❞❛♥t P (1 − U) ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s à ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✱ ♦ù P ❡st
❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✳
❈❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té s♦♥t ❛♣♣❡❧és t❡♠♣s ❝r❡✉① ❝②❝❧✐q✉❡s✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① s♦♥t
♣❧❛❝és ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞❡
t❡♠♣s ❝r❡✉① q✉❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣rêt❡ à êtr❡ ❡①é❝✉té❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳✶✳✶ t✐ré ❞❡ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳✶✳✶ ◆♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s
❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ S ❂ {T1, T2} ❞❡ 2 tâ❝❤❡s T1 ❡t T2✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ r❡ss♦✉r❝❡ R✳

✷◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ s✬✐❧ ♥❡ ❧❛✐ss❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r

✐♥❛❝t✐❢ q✉❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣rêt❡s à êtr❡ ❡①é❝✉té❡s



✺✳✹✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ✶✵✸

T1 ❂ < 0, 2, 4, 4 > ❡t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡♥❞❛♥t 2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✱ s♦✐t à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ T1 s✬❡①é❝✉t❡✳
T2 ❂ < 0, 1, 1, 5 > ❡t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡♥❞❛♥t 1 ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✱ s♦✐t à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ T2 s✬❡①é❝✉t❡✳
▲❡ s②stè♠❡ S ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✿ ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡ ❡st 20✱ ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥é
✜❣✉r❡ ✺✳✹ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❝r❡✉① ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ T1✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ré✈❡✐❧❧é❡ ❡t ♣rêt❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝t✐✈é❡✱ ❝❛r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❛ tâ❝❤❡ T2 r❛t❡r❛ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳
❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡♥ ❡st ❢❛✐t❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ T2 ♥❡ r❡s♣❡❝t❡
♣❛s s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ q✉✐ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❝r❡✉① ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts 4 ❡t 5✱ ❧❛ tâ❝❤❡ T2 r❛t❡r❛



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧❛ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s
❞ès q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

▲✬✉♥ ❞❡s ❛t♦✉ts ❞❡s str❛té❣✐❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝és ♦ù
❧✬♦♥ ✈❡✉t✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s T0✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❡✉r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✿

✶✳ s✐ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és✱ ❧❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ❝②❝❧✐q✉❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés
♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ T0 ✿ < r0 = 0, C0 = P (1 − U), D0 = P0 = P >✱ ❡t s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s
t❡♠♣s ❝r❡✉① ❡①✐st❛♥ts ❀

✷✳ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s t❡♠♣s
❝r❡✉① ❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s t❡♠♣s ❝r❡✉①✱ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✱ q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❞❡s ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✹❪ ✿
❝❡ s♦♥t ❧❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳
■❧s s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ tâ❝❤❡ ❝r❡✉s❡✱
Tc ✿ < rc = 0, Cc = nc, Dc = tc > ♦ù ✿

✭❛✮ nc ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳ nc ❡st ❜♦r♥é✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡
❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❀

✭❜✮ tc ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❛✈❛♥t ❧✬✐♥s✲
t❛♥t Max(ri) + P ✱ i ∈ 1 . . . n✳
❈❡tt❡ ❞❛t❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✱ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ T0 ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❝②❝❧✐q✉❡ ✿ r0 ❂ tc + 1✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡ T0 s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
< r0 = tc + 1, C0 = P (1 − U), D0 = P0 = P >✳

✺✳✹✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ U ❞✉ s②stè♠❡ ❡st
✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✉r❛♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞♦✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ✿ ❡❧❧❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❛✈❡❝ s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ❛ ❧❛
♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
❙✐ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s
à ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ✭1✮ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ ♥♦✉s r❛❧✲
❧♦♥❣❡♦♥s ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞✉ s✉r♣❧✉s✳



✺✳✹✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ✶✵✺

▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ❞♦♥❝ réé✈❛❧✉é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ r✐sq✉❡ ❥❛♠❛✐s ❞❡ s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❝r✐t✐q✉❡
♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❢❛✐t tr♦♣ ❞❡ t❡♠♣s ❝r❡✉①✸✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ét❛✐t ❝♦♥s✐❞éré❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ U ét❛✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 1✳
❆✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ Umax✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ Umax ≥ 1✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦✐t
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
❈❡❧❛ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ Umax ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t
❞♦♥♥❡r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ U ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 1✳
P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✳ s✐ P (1−Umax) ≥ 0✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à P (1 − Umax) ❀

✷✳ s✐♥♦♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

✭❛✮ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ U s♦✐t t❡❧ q✉❡
P (1−U) > 0✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣ré✈♦✐r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❀

✭❜✮ s✐♥♦♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳

P❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣ré✈♦②♦♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞ès q✉❡ Umin < 1✳

✺✳✹✳✸ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡

▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳
▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡✉t ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
■❧ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❛rr✐✈❡r q✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s ❞❡s tâ❝❤❡s ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
▲✬✐❞é❛❧ s❡r❛✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ Ueffmax ✭❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝t✐❢

✸P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ♦ù ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❧❛ ❞✉ré❡

♠❛①✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡t q✉✐ ♦❜❧✐❣❡ à ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡t♦✉rs ❛rr✐èr❡s

❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡ s❡✉✐❧ 1 ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜r❛♥❝❤❡ ét❛✐t

❝❤♦✐s✐❡



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♠❛①✐♠❛❧✮✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❛✈èr❡ très ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉és✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧❛
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ♦✐s✐✈❡s ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣r♦✲
❝❤❛✐♥❡ ét✉❞❡✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r
✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ ❝❛r P (1−Umax) ❂ 11(1− 11

11) ❂ 0✱ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ U ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts Comp11✱ Comp21 ❡t Comp31 ❡st U = 10

11 ✱
❞♦♥❝ P (1 − U) ❂ 11(1 − 10

11) ❂ 1 > 0✳

✺✳✺ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❣❛r❛♥t✐r q✉❡✱ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱
t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts str✉❝t✉r❡❧s✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛✉① ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✺✳✶ ❧❡s ét❛♣❡s à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▼ét❤♦❞❡ ✺✳✺✳✶ ➱t❛♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ✿

✶✳ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t

✭❛✮ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ■♥♣✉t ✭q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♠♦❞✐✜és ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✮ ❀

✭❜✮ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❀

✭❝✮ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s rè❣❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❀

✷✳ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡

✭❛✮ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✭é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s✮ ❀

✭❜✮ ❝❛❧❝✉❧❡r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❀

✭❝✮ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ❞❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❀

✭❞✮ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts sé♠❛♥t✐q✉❡s ❛❜♦r❞és
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳



✺✳✺✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✶✵✼

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✺✳✶ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✭❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶✮✱
❧❡s ❛s♣❡❝ts s✉✐✈❛♥ts s❡r♦♥t r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿

✶✳ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s
✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❀

✷✳ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❀

✸✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡st
{((contact = 0)T2

, (contact = 1)T3
), ((contact = 1)T2

, (contact = 0)T3
)} ❀

✹✳ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t s♦♥t
{(Comp21, Comp32), (Comp22, Comp31)} ❀

✺✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳
◆♦✉s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳

❇✐❧❛♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ✐♥tr✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡
❣ér❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
❊❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ s❡r❛ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ré❛❧✐st❡s✱ q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ❧❡s ✐♥s✲
tr✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✻

▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✧❚♦✉t ❣r❛♥❞ ♣r♦❣rès s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡st ♥é ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛✉❞❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣✐♥❛t✐♦♥✧
❏♦❤♥ ❉❡✇❡②

❙♦♠♠❛✐r❡
✻✳✶ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✶✳✶ ▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✷✳✶ Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✸ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✸✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✻✳✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✹ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✹✳✷ ▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✹✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t
❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ ❡t ✷✮✳
❊❧❧❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥s✲
tr✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡s ❧❡s ❡♥❝❛♣s✉❧❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✳
❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ q✉✐ ♣❛❧❧✐❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✮✳
▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦✉
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦✉
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡✲
♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts ✭q✉✐ ❣èr❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✮✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥ s❡r♦♥t
♠♦❞é❧✐sés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❡✛❡❝t✐✈❡✳
➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❡♥❝♦r❡ été ❢❛✐t✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❡st ré♣❛rt✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s
❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s ✿ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à r❡s♣❡❝t❡r ♣❛r ✉♥
❛r❜r❡✱ ♣♦✉r q✉✬✐❧ s♦✐t ❞é❝❧❛ré ✈❛❧✐❞❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s✱ sé♠❛♥t✐q✉❡s ❡t
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛✉①✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐✲
sés✳

✻✳✶ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❞é✜✲
♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st
αγi ❂ {ai} ∪ {L(R), U(R) tel que R ∈ Ri} ∪ {S(M) tel que M ∈ EMi} ∪

{R(M) tel que M ∈ RMi}✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
❯♥❡ tâ❝❤❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Ti ❂ s1.s2. . . . .sk✱ sl ∈ αγi ❛✈❡❝ l ∈ 1, . . . , k ❡t
k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳
▲❛ ♣✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Ti ❡st Ci ❂

∑k
l=1 duree(sl) ♦ù duree ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞é✜♥✐❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❝t✐♦♥s✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s T1 ❂ a1.a1.S(M1)

❡t C1 ❂ 2✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐sé❡s
s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

✻✳✶✳✶ ▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st
❛❝t✐✈é❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ❝❡✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐✳
P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡s ét✉❞✐❡r
s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é✳
❈❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
❉❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ ❝②❝❧✐❝✐té ❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✵❪ ❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✷❪ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✹❪ ♦♥t
♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ❞✉ré❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♦♥t été ét❛❜❧✐s✳



✻✳✶✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✶✶✶

❘és✉❧t❛t ✻✳✶✳✶ ❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✵❪ ❚â❝❤❡s à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és
❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ n tâ❝❤❡s✱ à é❝❤é❛♥❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s ❛✉① ♣ér✐♦❞❡s ❡t à ❞é✲
♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és✱ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, P ]✱ ♦ù P ❡st ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✳

❘és✉❧t❛t ✻✳✶✳✷ ❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✷❪ ❚â❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés
❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ n tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ à é❝❤é❛♥❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s ❛✉①
♣ér✐♦❞❡s✱ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❊❉ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♣r♦❞✉✐t❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, maxi=1...n{ri} + 2P ]✳

❘és✉❧t❛t ✻✳✶✳✸ ❬❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t ✷✵✵✹❪ ❚â❝❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s à ❞é♣❛rts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s
❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ U ≤ 1 ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, tc + P + 1]✱ ♦ù tc ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉
❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ❞❛t❡ ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣❛s ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐❡ ❡t ✈ér✐✜❡ tc < maxi=1...n{ri} + P ✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
P♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ S ❂ {T1, . . . , Tn} ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ n tâ❝❤❡s ✿

✶✳ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❝②❝❧✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ P ❂ PPCM(Pi)✱
i ∈ 1 . . . n ❀

✷✳ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝②❝❧✐❝✐té ❛ ❧✐❡✉ à ❧✬✐♥st❛♥t tc +1✱ ♦ù tc ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s
❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

✻✳✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❙♦✐t αγ ❂
⋃n

i=1 αγi ∪ θ✱ ♦ù θ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧✬❛❧✲
♣❤❛❜❡t s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ duree q✉✐ ♣♦rt❛✐t s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Duree
s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❊❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳
Duree ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿















Duree : αγ → N telle que :

θ 7−→ 1

ai 7−→ 1

L(R), U(R), S(M), R(M) 7−→ 0

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Duree tr❛❞✉✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❛ été ❞✐t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ✿

✶✳ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❞✉ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r à ♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❀

✷✳ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡s s✉♣♣♦sé❡s ♥✉❧❧❡s ❀

✸✳ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ai ❡st ❞❡ ❞✉ré❡ 1✳



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S ❞❡ n tâ❝❤❡s T1, . . . , Tn✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, T ]✱ ❡st ✉♥ ♠♦t S ❂ s1. . . . .sl é❝r✐t s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αγ t❡❧ q✉❡ ✿

✶✳
∑i=l

i=1Duree(si) ❂ T ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ 1 . . . n✱ ∀ p t❡❧ q✉❡
∑p

j=1Duree(sj) ≤ ri✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
Projαγi

(s1. . . . .sp) ❂ ε✱ ♦ù ε ❡st ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡✱ Projαγi
(s1. . . . .sp) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝✲

t✐♦♥ s✉r αγi ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ s1. . . . .sp ❀

✸✳ s✐ k1 ❡t k2 s♦♥t t❡❧s q✉❡
{

∑k1−1
l=1 Duree(sl) = ri + (k − 1) ∗ Pi

∑k2

l=k1
Duree(sl) = Di

❛❧♦rs Projαγi
(sk1

. . . . .sk2
) ❂ Ti ❀

✹✳ s✐ k1 ❡t k2 s♦♥t t❡❧s q✉❡
{

∑k1−1
l=1 Duree(sl) = ri + (k − 1) ∗ Pi +Di

∑k2

l=k1
Duree(sl) = ri + k ∗ Pi

❛❧♦rs Projαγi
(sk1

. . . . .sk2
) ❂ ε✳

▲❡ ♣♦✐♥t ✶ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡t [0, T ]✳
▲❡ ♣♦✐♥t ✷ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s ❛✈❛♥t s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣♦✐♥t ✸ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥tr❡ s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡t s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❡♥✲
t✐èr❡♠❡♥t ❡①é❝✉té❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ✹ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s ❡♥tr❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ❡t
s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ré✈❡✐❧✳
◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✐♥tè❣r❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s♦♥t str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳
❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ✿

✶✳ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②és s♦♥t r❡ç✉s ❀

✷✳ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡ç✉ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❡♥✈♦②é ❀

✸✳ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣r✐s❡s s♦♥t ❧✐❜éré❡s ❀

✹✳ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜éré❡ ❛✈❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣r✐s❡ ❀

✺✳ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬❳✉ ✶✾✾✷❪ ❬❩❛♠♦r❛♥♦ ✶✾✾✼❪ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✷❪✳
❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳✷✳✶✳



✻✳✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✶✶✸

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳✷✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ S = {T1, T2} ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ 2 tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s T1

❡t T2 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✶✳ T1 ❂ < 0, 1, 2, 2 > ❡t T1 ❡st ❞é❝r✐t❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αγ1 ♣❛r a1 ❀

✷✳ T2 ❂ < 0, 2, 4, 5 > ❡t T2 ❡st ❞é❝r✐t❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αγ2 ♣❛r a2.a2✳

▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬ét✉❞❡ ✭❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✮ ❡st PPCM(2, 5) = 10✳
▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ U = 1

2 + 2
5 = 9

10 ≤ 1✳
▲❡ s②stè♠❡ S ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
▲❛ séq✉❡♥❝❡ S = a1.a2.a1.a2.a1.θ.a1.a2.a1.a2 ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S✳
❊❧❧❡ ❡st ✈✐s✉❛❧✐sé❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r

✻✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛r❜♦r❡s❝❡♥t

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✮ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✭❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✮ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝✐✲❛♣rès✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❡t ✈❛❧✐❞és s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳

✻✳✷✳✶ Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t✳

❘és✉❧t❛t ✻✳✷✳✶ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ❆r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ❝②❝❧✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❝②❝❧❡ ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❞✉ré❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡
❞❡ tâ❝❤❡s✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ♥♦s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿

✶✳ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❝②❝❧✐q✉❡✱ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ P ❂ PPCM(Pi)✱ i ∈ 1 . . . n ❀

✷✳ ✐❧ r❡♥tr❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✉ ♣✐r❡ à ❧❛ ❞❛t❡ tc +1✱ ❛✈❡❝ tc ✭❞❛t❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r
t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡✮ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ CMax ✭❝❡❧❧❡ ♦ù ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❞✉ré❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳

✻✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞érés ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ♦♥t ❞é❥à été ♣r✐s❡s ❡♥
❝♦♠♣t❡✳
▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐r♦♥s ❞❡✈r♦♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ✿

✶✳ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ≥ ri✱ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st
⌊ t−ri

Pi
⌋ ✰ ✶✱ ♦ù ⌊a

b
⌋ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ a

b
❀

✷✳ ❧❛ ❝❧é ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Duree✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Duree ♣♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αβ✳
Duree ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿



























Duree : αβ → N telle que :

θ 7−→ 1

ai 7−→ 1

L(R), U(R), S(M), R(M) 7−→ 0

t+ij , t
−
ij 7−→ 1

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s
t❡sts✱ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé❡ é❣❛❧❡ à 1✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❆r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t A ❞❡ n tâ❝❤❡s T1 . . . Tn✱ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ]✱ ❡st ✉♥
❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αβ ❂ αβ1 ∪ · · · ∪ αβn ∪ θ✱ ♦ù θ

r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s η ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❝❧és
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à N✳
❈❡t ❛r❜r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿



✻✳✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✶✶✺

✶✳ s✐ η ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❛❧♦rs cle(η) = Temp(η) = 0✱ ♦ù Temp ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ Temp(η) r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠✐s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ η ❀

✷✳ s✐ ||fils(η)|| = 0✱ ❛❧♦rs η ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ t❡r♠✐♥❛❧ ✭✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✮✱ ❡t cle(η) = T ✱ ♦ù
T ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬ét✉❞❡✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡
❞✬ét✉❞❡ ❀

✸✳ s✐ ||Fils(η)|| = 1 ❛❧♦rs

✭❛✮ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉t❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡st✳
❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿
s♦✐t étiquette(lien(η, fils(η))) ∈ {ai, /i ∈ 1 . . . n}

∪ {L(R), U(R) tel que R ∈ Ri}

∪ {S(M) tel que M ∈ EMi} ∪ {R(M) tel que M ∈ RMi} ∪ θ

❡t cle(fils(η)) ❂ cle(η) ✰ Duree✭étiquette(lien(η, fils(η)))) ❀

✭❜✮ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉t❡ ✉♥ t❡st ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦rré❧é à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ t❡st
❛♥tér✐❡✉r✳
❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿
s♦✐t ∃ tij ❡t s, s′ ∈ {+,−} t❡❧ q✉❡ étiquette(lien(η, fils(η))) ❂ tsij ❡t
cle(fils(η)) ❂ cle(η) + 1

❡t ∃ η′ ∈ ancetre(η) t❡❧ q✉❡ ✿

✐✳ ét✐q✉❡tt❡(lien(Pere(η′), η′)) ❂ ts
′

kl ❀

✐✐✳ ts
′

kl ❡t t
s
ij s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❀

✐✐✐✳ ⌊ cle(pere(η))−ri

Pi
⌋ ✰ ✶ ❂ ⌊ cle(pere(η′))−rk

Pk
⌋ ✰ ✶✳

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡sts s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s
♥✉♠ér♦s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s t❡sts✳
▲❡s t❡sts ♣♦rt❡♥t ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ ts

′

kl ❡t t
s
ij s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ri = rk ❡t

Pi = Pk ❀

✹✳ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉t❡ ✉♥ t❡st ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳
❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿
s✐ ||fils(η)|| = 2✱ ❛❧♦rs ∃ t+ij ❡t t−ij ∈ Ti t❡❧ q✉❡

✭❛✮ ét✐q✉❡tt❡(lien(η, fils1(η))) ❂ t+ij ❀

✭❜✮ ét✐q✉❡tt❡(lien(η, fils2(η))) ❂ t−ij ✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ cle(filsi(η)) ❂ cle(η) ✰ ✶✱ i ∈ {1, 2}✳

▲❡ ♣♦✐♥t ✷ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❝♦♥str✉✐t s✉r s❛ ❞✉ré❡ ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ✸ ❡t ✹ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿

✶✳ s♦✐t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✭♣♦✐♥t ✹✮ ❀



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✷✳ s♦✐t ✉♥ s❡✉❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♣♦✐♥t ✸❜✮ ❝❛r ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✐♥✈❛❧✐❞é ♣❛r
✉♥ ❝❤♦✐① ♣ré❛❧❛❜❧❡ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡✱ s✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s i = k✮✳

▲❡ ♣♦✐♥t ✸❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ à
s❛✈♦✐r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ❧❡s ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

◆♦t♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ q✉✬✐❧s ❝❛✲
r❛❝tér✐s❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ét❛♥t ❞é✜♥✐s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛♥❛❧②s❡r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♥✬❡♥ r❡t❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧✐❞❡s✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
✈❛❧✐❞❡s✳

✻✳✸ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s q✉❛tr❡ ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✿ str✉❝t✉r❡❧✱ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t❛❧✱ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧✳
❈❡s ❛s♣❡❝ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛s♣❡❝ts q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✻✳✸✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❣❛r❛♥t✐r ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✈❛❧✐❞❡s✳
▲✬❛s♣❡❝t str✉❝t✉r❡❧ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❜♦♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦♥♥é❡s s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷ ✭s✉r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✭s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✮ s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t r❡t❡♥✉ ✿

✶✳ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡ç✉s ❀

✷✳ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛✈❛♥t q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ❡♥✈♦②é ❀

✸✳ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❝❝ès à ✉♥❡
r❡ss♦✉r❝❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡✳

P♦✉r ❣ér❡r ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r✱ ♣❛r ♠❡ss❛❣❡ ❡t ♣❛r r❡ss♦✉r❝❡ ♣rés❡♥ts



✻✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s ✶✶✼

❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♥✉❧✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s r❡s✲
s♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✳
▲❡ ❝♦♠♣t❡✉r s❡r❛ ✐♥❝ré♠❡♥té ❞❡ 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♦✉ ❞✬✉♥
❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❡t ❞é❝ré♠❡♥té ❞❡ 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣r✐s❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡
ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✳
❯♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡r❛ ❞✐t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✱ s✐ ❡♥ ✜♥ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs✱
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ♥✉❧✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡
❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à
③❡r♦✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❣ér♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐✲✐♥st❛♥❝❡s✳
❯♥ ❛r❜r❡ s❡r❛ ❞✐t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ s✐ t♦✉s s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳

❙♦✐t A ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡t Comp ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✳
❙♦✐t C ∈ Comp ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ A✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✻✳✸✳✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ C✳

▼ét❤♦❞❡ ✻✳✸✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s ❡t q✉❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s
q✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ♥♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r ♣❛r r❡ss♦✉r❝❡ R ✿ V0(R) ❂ Nbre✱ ♦ù Nbre ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R✳
P♦✉r ✉♥❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s✐♠♣❧❡✱ Nbre = 1 ❀

✷✳ ♥♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r ♣❛r ♠❡ss❛❣❡ M ✿ V0(M) ❂ 0 ❀

✸✳ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ C ❀

✭❛✮ s✐ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡

✐✳ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r✐s❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✭L(R)✮✱ ❛❧♦rs
V0(R) ✿❂ V0(R)−1 ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
R ❡st ❞é❝ré♠❡♥té✳
❙✐ V0(R) < 0✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❀

✐✐✳ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✭U(R)✮✱ ❛❧♦rs
V0(R) ✿❂ V0(R)+1 ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
R ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té✳
❙✐ V0(R) > Nbre✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳
❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❛ été ❧✐❜éré❡ ❛✈❛♥t



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❞✬êtr❡ ♣r✐s❡✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❀

✭❜✮ s✐ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ✿

✐✳ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ✭S(M)✮✱ ❛❧♦rs V0(M) ✿❂ V0(M)+1 ❀

✐✐✳ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ✭R(M)✮✱ ❛❧♦rs
V0(M) ✿❂ V0(M) − 1✳
❙✐ V0(M) < 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳
❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ M ❛ été r❡ç✉ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❡♥✈♦②é✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❀

✭❝✮ s✐♥♦♥✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s à ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❀

✹✳ s✐ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ V0(R) ❂ Nbre ❡t V0(M) ❂ 0 ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s R ❡t t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s M ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t C ❡st
str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❀

✺✳ s✐♥♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t C ♥✬❡st ♣❛s str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳

✻✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s tâ❝❤❡s✱
❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st tr❛✐té ❛✉ ♣♦✐♥t ✹ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛ êtr❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧✱ s✬✐❧ ✐♥✲
tè❣r❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ s❡ ❢❛✐t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✭✈♦✐r s❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✹✮✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ♣ré✲
❝♦♥✐s❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ tr♦✉✈é ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ❞❡✉①
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ❛❧♦rs à ❝ré❡r ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳
❈❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡s ✭❛s♣❡❝ts sé♠❛♥t✐q✉❡s✮✳
❈❡t ❛s♣❡❝t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t✳
◆♦tr❡ s♦✉❝✐s ❡st ❞❡ r❡t❡♥✐r ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡✉① q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ✐♥s✲
t❛♥❝❡ ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✳
▲✬❛r❜r❡ ❛✐♥s✐ é♣✉ré ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦❤ér❡♥ts s❡r❛ ❞✐t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
❈❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ❛❜♦r❞é ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ♣♦✐♥t ✸❜✱ ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s sé♠❛♥✲
t✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳



✻✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s ✶✶✾

✻✳✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✳ ❈❡t
❛s♣❡❝t ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t A s❡r❛ ❞✐t t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ s✬✐❧ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts ✶ ❡t ✷ s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ∀ lien(pere(η), η)✱ s✐ ri+k∗Pi+Di < cle(η) ≤ ri+(k+1)∗Pi ♦✉ s✐ cle(η) ≤ ri
❛❧♦rs étiquette(lien(pere(η), η)) /∈ αβi✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡♥tr❡ ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❡t
❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥❡ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s ❀

✷✳ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r αβi ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ η → η′ ♦ù η ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

{

cle(η) = ri + k ∗ Pi

cle(pere(η)) < cle(η)

❡t η′ ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ q✉✐ ✈ér✐✜❡
s♦✐t ✿

{

cle(η′) = ri + k ∗ Pi +Di

η′ est une feuille

s♦✐t ✿
{

cle(η′) = ri + k ∗ Pi +Di

cle(η′) < cle(fils1(η
′))

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡♥tr❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
cle(pere(η)) < cle(η) ❡t cle(η′) < cle(fils1(η

′)) ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡
❧✬♦♥ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ❡♥ ❞é❜✉t ♦✉ ❡♥ ✜♥ ❞❡
tâ❝❤❡s✳

▲❡s ♣♦✐♥ts ✶ ❡t ✷ tr❛❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❞❛t❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡t
❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✶ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s
êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡♥tr❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✷ ❞✐t
q✉✬❡♥tr❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡t s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❛ ❡①é❝✉té
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡s✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡❧❛ ✈♦✉❞r❛ ❞✐r❡ q✉✬✐❧
❡st ✈❛❧✐❞❡ s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s str✉❝t✉r❡❧✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧✱ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡s ✻✳✷ ❡t ✻✳✸ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
A ❂ (a1)

2.S(M1).R(M1).(a2)
2

✭
t+21.a2.S(M2).R(M2).a3.t

+
31.(a3)

2,

t−21.(a2)
3.S(M2).R(M2).a3.t

−
31.a3

✮



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

♦ù (ai)
n ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ai n ❢♦✐s✳

❈❡t ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡
❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ θ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥
t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ✿ T0 ❡st ❧❛ tâ❝❤❡
♦✐s✐✈❡

❈❡t ❛r❜r❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡t ✈❛❧✐❞é s✉r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r P = 11 q✉✐ ❡st ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✱
❧❡s tâ❝❤❡s ét❛♥t t♦✉t❡s à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és✳



✻✳✹✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✶✷✶

▲❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s T2 ❡t T3 ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛✉①✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Comp1 q✉✐ ❛✉r❛✐t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥✲
✈❛❧✐❞✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r❯ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ✶✮ ❡st ✉♥ ❝❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱
❝❛r ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ contact ❝♦♠♠❡ ét❛♥t à
on ❡t à off ✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t Comp2✳

▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳

✻✳✹ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ❛s♣❡❝ts sé♠❛♥t✐q✉❡s ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✮✳

✻✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❝t✐✈é❡s ❡♥tr❡
❧❡s ✐♥st❛♥ts 0 ❡t T ✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✈❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ ❧✐st❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳
▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✭❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❛❧✲
♣❤❛❜❡t αβi✮✱ ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t r❛♥❣é❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡
❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ [0, T ]✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ❡t ♣rêt❡s à êtr❡ ❡①é❝✉té❡s✮ ❡t ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♠ét❤♦❞❡ ✻✳✹✳✶✳

▼ét❤♦❞❡ ✻✳✹✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
➚ ❧✬ét❛♣❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ✿

✶✳ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❀

✷✳ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ♥♦té Mem✳

▲❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ✿

✶✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ bi q✉✐
❡st ✐ss✉❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣rêt❡s ❀

✷✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ bi ✿



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✭❛✮ s✐ bi ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡st ✿

✐✳ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ r❡st❡
❞❡s ❛❝t✐♦♥s à ❡①é❝✉t❡r ❀

✐✐✳ ♥♦✉s ♣ré✜①♦♥s ❝❡s ❛r❜r❡s ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ bi ❀

✭❜✮ s✐ bi ❡st ✉♥ t❡st ✿

✐✳ s✐ b+i ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Mem✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r b−i ✱ ❡t ❡♥ ♠é♠♦r✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛
❞é❥à ❢❛✐t ✉♥ t❡st✱ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡❢✉s❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡ t❡st ✭b−i ✮ ❀
◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞♦♥❝ b−i à Mem ❀

✐✐✳ s✐ b−i ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Mem✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r b+i ✱ ❡t ❡♥ ♠é♠♦r✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛
❞é❥à ❢❛✐t ✉♥ t❡st✱ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡❢✉s❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡ t❡st ✭b+i ✮ ❀
◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞♦♥❝ b+i à Mem ❀

✐✐✐✳ s✐ ♥✐ b+i ✱ ♥✐ b
−
i ♥✬❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Mem ✿

❆✳ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❣❛✉❝❤❡s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r b+i ✱ ❡t ❡♥ ♠é♠♦r✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥
❛ ❞é❥à ❢❛✐t ✉♥ t❡st✱ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡❢✉s❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡ t❡st ✭b+i ✮ ❀

❇✳ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞r♦✐ts✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r b−i ✱ ❡t ❡♥ ♠é♠♦r✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛
❞é❥à ❢❛✐t ✉♥ t❡st✱ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡❢✉s❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡ t❡st ✭b−i ✮ ❀

❈✳ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❣❛✉❝❤❡
❡t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞r♦✐t r❡❧✐é à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣❛r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡s b+i ❡t b−i ❀

✸✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

❈❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧ ✿ ❧❡ ♣♦✐♥t ✷❜
❡♥ ❛ss✉r❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳
■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s
❞♦♥♥é❡s s❡❝t✐♦♥s ✻✳✸✳✶ ❡t ✻✳✸✳✸✮ ✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❡♥ r❡t❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧✐❞❡s✳
◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✻✳✹✳✶ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t✳

✻✳✹✳✷ ▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡s

➚ ✉♥ ✐♥st❛♥t t✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✿



✻✳✹✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✶✷✸

✶✳ T d1

i1,n1
, . . . T dm

im,nm
❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ❛✈❛♥t t✱ ♦ù ij ❡st ❧❡

♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ni ❡st ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡✱ dj ❡st ❧❛ ❞❛t❡

❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ T
dj

ij ,nj
✱ dj ❂ rij + (nj − 1) ∗ Pij ✳

P❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛ssé❡ ❛✉ ❣é♥ér❛t❡✉r
s❡r❛ ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ♣❛s à ♣❛s ❀

✷✳ ei ❂ ⌈ t−ri

Pi
⌉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ Ti ❛❝t✐✈é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[0, t] ❡t m ❂
∑n

i ei ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛❝t✐✈é❡s ❛✈❛♥t t ♣♦✉r t♦✉t❡s
❧❡s tâ❝❤❡s ❀

✸✳ Test ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s r❡♥❝♦♥trés ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ■❧ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✳
❯♥ t❡st ❞❡ Test ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ t

nij
,s

ij ,k ❛✈❡❝ k ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ t❡st✱ ij ❧❡ ♥✉♠ér♦
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠èr❡✱ nij ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❡st ❡t s ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉
t❡st✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dm✳
❙✐ t❡❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r
❝❡t ♦r❞r❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s
▲✬♦♣ér❛t❡✉r

⊗

t ✿{❊♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ❛✈❛♥t t} X Test → {❊♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r t} ♦ù t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s r❡st❛♥t ♣♦✉r
❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

✶✳ s✐ t = 0✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s✳
❉❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✿

✭❛✮ s♦✐t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ré✈❡✐❧❧é❡ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱
❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥str✉✐s♦♥s ♣❧✉s ❞✬❛r❜r❡s✳
◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❧✉s ❞✬❛r❜r❡ ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ✈✐❞❡
ε ✿
⊗

0([T
dj

ij ,nj
]1≤j≤m, T est) ❂ ε ❀

✭❜✮ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ❝❡rt❛✐♥❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r
❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛r❜r❡s q✉✐ ❡♥ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ s❛♥s
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❝❛r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲
ré❡❧ s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡s s✉♣♣♦sé❡s ♥✉❧❧❡s✳
❙✐ ∃ j > 0 t❡❧ q✉❡ d1 ❂ d2 ❂ ✳ ✳ ✳ ❂ dj ❂ 0 ✱ ❡t Tij = aij .T

′

ij
♦ù T

′

ij
❞és✐❣♥❡ ❧❡

♠♦t r❡st❛♥t q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ Tij ❡t aij ∈ {L(R), U(R), S(M), R(M)}✱ ❛❧♦rs
⊗

0([T
dj

ij ,nj
]1≤j≤m, T est) ❂

⋃j
l=1{ail .λ, tel que

λ ∈
⊗

0([T
′0
il,nl

, (T 0
i1,n1

, . . . , T 0
ij ,nj

)\(T 0
il,nl

), T
dj+1

ij+1,nj+1
, . . . , T dm

im,nm
], T est)}✳

❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

✐✳ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ❡t q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t
♣❛r ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❙✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❀



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✐✐✳ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❡t ❡st ❡♥s✉✐t❡
❝♦♠♣❧été✳
▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛r❜r❡ λ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r
s✉r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 0 ✭♣✉✐sq✉✬♦♥ ❡st ❡♥ ✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❡t s✉r ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❀

✐✐✐✳ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛
♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❝t✐✈é❡s à ❧❛ ❞❛t❡ 0✱ ❡t
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛❝t✐✈é❡s ❀

✐✈✳ Test ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✱ ❝❛r ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
t❡st ❀

✷✳
⊗

t>0(φ, Test) ❂ {Θ.λ, / λ ∈
⊗

t−1(φ, Test)}✳
❙✐ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ à tr❛✐t❡r✱ ❡t ♥♦✉s ♥❡
s♦♠♠❡s ♣❛s ❡♥ ✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té
♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞é❥à ❝♦♥str✉✐ts✱ ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ♣❛r ❞❡s t❡♠♣s ❝r❡✉①
q✉❛♥❞ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Test ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é ❀

✸✳ s✐ d1 > 0✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ré✈❡✐❧❧é❡✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
❞é❥à ❝♦♥str✉✐ts✱ ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳
⊗

t([T
dj

ij ,nj
]1≤j≤m, T est) ❂ {Θ.λ, / λ ∈

⊗

t−1([T
dj−1
ij ,nj

]1≤j≤m, T est)}✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Test ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é ❀

✹✳ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ré✈❡✐❧❧é❡s✳
❙✐ ∃ j > 0 t❡❧ q✉❡ d1 ❂ d2 ❂ . . . ❂ dj ❂ 0 ✱ dj+1 > 0✱ ❛❧♦rs ✿

✭❛✮ s✐ t♦✉t❡s ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡ ♦✉ ✉♥❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré♦r❣❛♥✐s❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r✶ ✿
{

Til = ail .T
′

il
1 ≤ l ≤ u : instances déclaratives

Til = ail .T
′

il
u < l ≤ j : primitives temps✲réel

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
⊗

t([T
dj

ij ,nj
]1≤j≤m, T est) ❂

⋃u
l=1{ail .λ, tel que

λ ∈
⊗

t−1([T
′0
il,nl

, (T 0
i1,n1

, . . . , T 0
ij ,nj

)\(T 0
il,nl

), T
dj+1−1
ij+1,nj+1

, . . . , T dm−1
im,nm

], T est)}

∪
⋃j

l=u+1{ail .λ, tel que

λ ∈
⊗

t([T
′0
il,nl

, (T 0
i1,n1

, . . . , T 0
ij ,nj

)\(T 0
il,nl

), T
dj+1

ij+1,nj+1
, . . . , T dm

im,nm
], T est)}✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡s ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡♥ ❞é❝ré♠❡♥t❛♥t ❧❛
❞✉ré❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①é❝✉té ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡✮ s✉r ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é ❧❛

✶◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝❛s ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✹❜✳ ■❧ ❡st tr❛✐té ✐❝✐ ♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝❧❛rté



✻✳✹✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✶✷✺

❝♦♥st✐t✉t✐♦♥✳
P✉✐s ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣r✐✲
♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r s❛♥s ❞é❝ré♠❡♥t❡r
❧❛ ❞✉ré❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t
s✉♣♣♦sé❡s ♥✉❧❧❡s✮✱ s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❞❛t❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛❝t✐✈é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❝ré♠❡♥té❡s✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❞✉ré❡s s✉♣♣♦sé❡s ♥✉❧❧❡s✳
❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Test ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✱ ❝❛r ❛✉❝✉♥ t❡st ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré ❀

✭❜✮ s✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ré✈❡✐❧❧é❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✉♥ t❡st✳
❙♦✐t t

nil

il,k
❝❡ t❡st✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥str✉✐r❡ q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡✲
♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts✳
◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡st ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Test q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ t

nil
,+

il,k
❡t

t
nil

,−

il,k
✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✿






























Til = t
nil

il,k
(T+

il
, T−

il
) 1 < l ≤ a et ∃ te ∈ Test tel que t

nil
,−

il,k
RIT te

Til = t
nil

il,k
(T+

il
, T−

il
) a < l ≤ b et ∃ te ∈ Test tel que t

nil
,+

il,k
RIT te

Til = t
nil

il,k
(T+

il
, T−

il
) b < l ≤ c : ∀ te ∈ Test t

nil
,−

il,k
RIT te et t

nil
,+

il,k
RIT te

Til = ail .T
′

il
c < l ≤ d : instances déclaratives

Til = ail .T
′

il
d < l ≤ e : primitives temps✲réel

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
⊗

t([T
dj

ij ,nj
]1≤j≤m, T est) ❂ A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 ∪ A5 ♦ù ✿

✐✳ A1 ❂
⋃a

l=1{t
nil

,+

il,k
λ+, tel que λ+ ∈

⊗

t−1([T
′+0

il,nl
, (T 0

i1,n1
, . . . , T 0

iu,nu
) \ (T 0

il,nl
), T

dj+1−1
ij+1,nj+1

, . . . , T dm−1
im,nm

],

T est ∪ {t
nil

,+

il,k
})}✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❞✉ t❡st✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s
❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❞✉ t❡st✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥ t❡st ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré✳
◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Test ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❝❛r ✐❧ ❡st
♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❞é✲
❝ré♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❝❛r ❧❡s t❡sts s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❀

✐✐✳ A2 ❂
⋃b

l=a+1{t
nil

,−

il,k
λ−, tel que λ− ∈

⊗

t−1([T
′−0

il,nl
, (T 0

i1,n1
, . . . , T 0

iu,nu
) \ (T 0

il,nl
), T

dj+1−1
ij+1,nj+1

, . . . , T dm−1
im,nm

],

T est ∪ {t
nil

,−

il,k
})}✳

❈❡ ❝❛s ❡st ♣❛r❡✐❧ ❛✉ ❝❛s ✹✭❜✮✐✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✉♥✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✬✐❧ ♣♦rt❡
s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❞✉ t❡st ❀



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✐✐✐✳ A3 ❂
⋃c

l=b+1{(t
nil

,+

il,k
λ+, t

nil
,−

il,k
λ−) tel que λ+ ∈

⊗

t−1([T
′+0

il,nl
, (T 0

i1,n1
, . . . , T 0

iu,nu
) \ (T 0

il,nl
), T

dj+1−1
ij+1,nj+1

, . . . , T dm−1
im,nm

],

T est ∪ {t
nil

,+

il,k
})✱

λ− ∈
⊗

t−1([T
′−0

il,nl
, (T 0

i1,n1
, . . . , T 0

iu,nu
) \ (T 0

il,nl
), T

dj+1−1
ij+1,nj+1

, . . . , T dm−1
im,nm

],

T est ∪ {t
nil

,−

il,k
})}✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥ t❡st ❞é❥à
r❡♥❝♦♥tré✱ ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ♣♦s✐✲
t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡
❛ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s✱ ✐♥❞❡①é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts
♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s✱ ❡t ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st r❛♣♣❡❧é r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ✹✭❜✮✐ ❡t ✹✭❜✮✐✐ ❀

✐✈✳ A4 ❂
⋃d

l=c+1{ail .λ, tel que λ ∈
⊗

t−1([T
′0
il,nl

, (T 0
i1,n1

, . . . , T 0
ij ,nj

)\(T 0
il,nl

), T
dj+1−1
ij+1,nj+1

, . . . , T dm−1
im,nm

], T est)}✳
❈❡ ❝❛s ❛ ❞é❥à été tr❛✐té ❛✉ ♣♦✐♥t ✹❛ ❀

✈✳ A5 ❂
⋃e

l=d+1{ail .λ, tel que λ ∈
⊗

t([T
′0
il,nl

, (T 0
i1,n1

, . . . , T 0
ij ,nj

)\(T 0
il,nl

), T
dj+1

ij+1,nj+1
, . . . , T dm

im,nm
], T est)}✳

❈❡ ❝❛s ❛ ❞é❥à été tr❛✐té ❛✉ ♣♦✐♥t ✹❛✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r T à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠✉❧t✐✲tâ❝❤❡s ✿

˜⊗

T ✿{❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠✉❧t✐✲tâ❝❤❡s} → {❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r [0, T ]} ✿
˜⊗

T ([T1, . . . , Tn]) ≡
⊗

T ([T
dj

ij ,nj
]1≤j≤m, ∅)✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥❡ ❝♦♥str✉✐t q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ✭❝✬❡st à ❞✐r❡
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ✐♥❛❝t✐❢ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣rêt❡ à êtr❡ ❡①é❝✉té❡✮✳
❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡✉①✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ♥♦tr❡ ♦ù ❧❡s
tâ❝❤❡s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳✶✳✶✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❡♥ ✜♥
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tér❡ss❛♥t s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
♣❛♥♥❡s ♦✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❧❛♥✳
P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t
❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡s✱ ❡t
❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ t❡❧❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ˜⊗

T ❣é♥èr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜r✉t❡ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
tâ❝❤❡s ❡♥ ❡♥tré❡✮ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳
■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✜❧tr❡s ♣rés❡♥tés s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ♣♦✉r ♥❡ r❡t❡♥✐r q✉❡ ❝❡✉① q✉✐
s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s s✉✐✈❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛s♣❡❝ts✳



✻✳✹✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✶✷✼

◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s tâ❝❤❡s
❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r s❡r❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
séq✉❡♥❝❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛s ✹❜ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré✳

✻✳✹✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❝❡ ❣é♥ér❛t❡✉r✱ ❡t ✐❧ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞❡ t❡sts✳
▲✬♦✉t✐❧ ●❊◆❚❘❊❊ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✳✷✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

❇✐❧❛♥

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st rés✉♠é ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❜r✉t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s
❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
■❧s ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♠❛✐s
s✉rt♦✉t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✳



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❤❛✉t❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ét❛♥t
r❛♣✐❞❡♠❡♥t é❧❡✈é✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❞✉str✐❛❧✐sé❡✱ ❡t ♥❡ s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ très ♣❡t✐t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ♣✉✐s à ❡♥ é❧✐♠✐♥❡r ❝❡✉①
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s✳
❯♥ ♦✉t✐❧ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ s✬❛✈èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
◆♦✉s ❧❡ ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❡♥té❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t✲
tr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❛r❜r❡s r❡❝❤❡r❝❤és ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❣râ❝❡ à
❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ✐♥té❣r❡r❛ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳

P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❡♥
❝♦♠♣❛r❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✳
■❧ s✬❛❣✐r❛ ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡s ❝❛❞r❡s ❡t ❧✐♠✐t❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛r❜♦r❡s❝❡♥t

✧❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✮ ❝✬❡st q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❛✉ss✐
♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✧

❈❧❛✉❞❡ ❇❡r♥❛r❞

❙♦♠♠❛✐r❡
✼✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✼✳✷ ❚â❝❤❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✼✳✸ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✼✳✸✳✶ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✳ ✶✸✷

✼✳✸✳✷ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❆✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts sé♠❛♥t✐q✉❡s ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✮
♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❡♥❝❛♣s✉❧❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ r❛✣♥❡ ❧✬❛♥❛✲
❧②s❡ ♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ s❛♥s r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t
s❡♠❜❧❛❜❧❡s ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡s✮ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡s✮✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛r✲
❢♦✐s ♣❡ss✐♠✐st❡s✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❡rr♦♥é❡s✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝❧❛ré❡s ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥✲
ç❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡t ❧✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs
q✉✬❡♥ ré❛❧✐té ❡❧❧❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r❢♦✐s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s s✉r ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡✉① ❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♠✐s ❡♥ ❝❛✉s❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡



✶✸✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡
s♦✐❡♥t r❡s♣❡❝té❡s✱ s✬✐❧ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

✼✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❙♦✐t S ❂ {T1, . . . , Tn} ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ n tâ❝❤❡s ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ét❛❜❧✐ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳
▲❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✹✮✳
❙♦✐t S ❂ {T1, . . . , Tn} ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ S✱ ♦ù Ti ❂ Lineaire(Ti)✱ Lineaire ét❛♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✈❡rs s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s S ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ S✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s U ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t S✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r S✱ ❡t ❧❡s
❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ S✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s SEQ(S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ S ❡t ARB(S)

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞❡ S✳

✼✳✷ ❚â❝❤❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞❡ t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✶ ➱❣❛❧✐té ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
P♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞♦♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡st é❣❛❧ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ ✼✳✷✳✶ ➱❣❛❧✐té ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❙♦✐t S ❂ {T1, . . . , Tn} ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tâ❝❤❡s Ti s❛♥s ✐♥s✲
tr✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝✱ ∀ i ∈ 1 . . . n✱ Ti ❂ Lineaire(Ti) ❂ Ti✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ S ❂ S✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ SEQ(S) ❂ ARB(S)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❞❡✉① s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✿

✶✳ SEQ(S) ⊆ ARB(S)

❙♦✐t S ∈ SEQ(S)✳ S ❂ s1. . . . .sl✱ ❛✈❡❝ si ∈ αβ✱ ❡t S ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t✮✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ S s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ✿ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s



✼✳✷✳ ❚â❝❤❡s s❛♥s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ αβ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t S✱ ❡t ❧❛ ❝❧é ❞❡s ♥÷✉❞s ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡
❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✳
▲✬❛r❜r❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❞❡s
❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿

✭❛✮ cle(racine) = 0 ❀

✭❜✮ cle(n÷ud terminal) =
∑i=l

i=1Duree(si) = T ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
✭ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮ ❀

✭❝✮ ❧❡ ♣♦✐♥t ✸ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❡st ✈ér✐✜é ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❀

✭❞✮ ❡♥✜♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ✹ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❡st ✉♥ ❝❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ❧✬❛r❜r❡
❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ S ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ S ∈ ABR(S)✳
■❧ r❡st❡ à ❥✉st✐✜❡r q✉❡ S ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✿

✭❛✮ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ S s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ é♥♦♥❝é❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ❀

✭❜✮ ❧❡s ✈❛❧✐❞✐tés ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s✱ ❝❛r ❧✬❛r❜r❡
❝♦♥str✉✐t ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❀

✭❝✮ ❡♥✜♥✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✷✱ ✸ ❡t ✹ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✻✳✶✳✶✳

S ❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡✳

✷✳ ARB(S) ⊆ SEQ(S)

❙♦✐t A ∈ ARB(S)✳
A ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t αγ✳
A ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ❝❛r ∄ η t❡❧ q✉❡ ||fils(η)|| = 2✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❛♥s ♥÷✉❞ ❞♦✉❜❧❡

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✈ér✐✜❡♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✶✱ ✷
❡t ✸ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳



✶✸✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ α1.α2. . . . .αp q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥✳
❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✶ ❡t ✷ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ✿

✭❛✮
∑i=l

i=1Duree(si) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ♥÷✉❞ t❡r✲
♠✐♥❛❧✱ q✉✐ ❡st T ❀

✭❜✮ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✷✱ ✸ ❡t ✹ s♦♥t ❞é❞✉✐ts ❞❡s ♣♦✐♥ts ✶ ❡t ✷ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❛r❜r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ A ∈ SEQ(S)✳

▲❡s ❞❡✉① s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ét❛♥t ♣r♦✉✈és✱ SEQ(S) = ARB(S)✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s
tâ❝❤❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

✼✳✸ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐
♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✐❝✐ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✿

✶✳ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥
rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ✉♥ rés✉❧t❛t
♣♦s✐t✐❢ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❀

✷✳ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✭♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✮ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳

✼✳✸✳✶ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ✼✳✸✳✶✳

❘és✉❧t❛t ✼✳✸✳✶ ❙♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ S✳
❙✐ S ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ S ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♦✉ ♣❛s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❥✉st✐✜❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✼✳✸✳✶ s✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✿

✶✳ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶✳✶✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉✐ ❧✬❡st ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❀

✷✳ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶✳✷✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t q✉✐ ♥✬❡st ♥♦♥ ♣❧✉s ♣❛s
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶✳✶ S ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡t S ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡
❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥✲
♥❡①❡ ✳✶ ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❧❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳



✼✳✸✳ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✸

P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ S✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ U = 2
11 + 6

11 + 4
11 = 12

11 > 1✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ ✭❬❇✉tt❛③♦ ✶✾✾✼❪✮ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥✲
♥❛♥ç❛❜❧❡✳
❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❝❡ s②stè♠❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝rèt❡✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs
♥✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r♦♥t ♣❛s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❣❛r❛♥✲
t✐r q✉✬✐❧ s✬❛❝t✐✈❡r❛ ❞❛♥s ❧❡s ❞é❧❛✐s ✈♦✉❧✉s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣❧✉✐❡✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ✈❛❧✐❞❡✳
▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡st é❧✐♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ sé✲
♠❛♥t✐q✉❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❡s
tâ❝❤❡s T2 ❡t T3 ✭✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r 2 ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ contact✮✳
▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝rèt❡✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥té ❡♥ t♦✉t❡ sé❝✉r✐té ❞❛♥s ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥❡ ❧❡ s♦✐t ♣❛s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✶✳✷ S ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡t S ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡
❙♦✐t S ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 2 tâ❝❤❡s T1 ❡t T2 ❞♦♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré❡

❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ U ❂ 6

9 + 6
9 = 12

9 > 1✳
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❡s t❡sts ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ✿



✶✸✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

{(Comp11, Comp21), (Comp11, Comp22), (Comp12, Comp21), (Comp12, Comp22)}✳
◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st str✐❝t❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ✶✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✳
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ♥✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥✐ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧❛ ♥♦♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❞é♣❧♦②❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
▲❡s ♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳

✼✳✸✳✷ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❞é❝❧❛ré❡s
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✿

✶✳ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡s r❡st❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❀

✷✳ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
str✉❝t✉r❡❧❧❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✼✳✸✳✷✳✶ Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✭rés✉❧t❛t ✼✳✸✳✶✮✱ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♦r❞♦♥✲
♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥✲
ç❛❜❧❡ ♦✉ ♣❛s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st ❞é❝❧❛ré❡
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ r❡st❡ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✶ Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡
❙♦✐t S ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✳
❙✐ S ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs S ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ✼✳✸✳✶ Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡
❙♦✐t S ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮ ❞❡ S✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡
S✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥✳



✼✳✸✳ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✺

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶ ◆✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ t❡st ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡
❙♦✐t Ti ❂ Bi1.Bi2. . . . .Bini

✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✮✱ ❡t t ∈ T esti✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ t❡st ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Niveau

s✉✐✈❛♥t❡ ✿










































Niveau : T esti X Ensemble des tâches
⋃

Ensemble de blocs généraux→ N
tel que :

Si ∃ j tel que Bij = If t then SB+
ij else SB

−
ij endif

alors Niveau(t, Ti) = 1

Sinon

Si t apparait dans SB+
ij ( SB−

ij ),

alors Niveau(t, Ti) = 1 + Niveau(t, SB+
ij ) (Niveau(t, SB−

ij ))

P♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

✶✳ Niveau(t1, T ) ❂ 1 ❀

✷✳ Niveau(t2, T ) ❂ 2✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✷ ❉❛t❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬✉♥ t❡st t ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ T ✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Date(t, T )✱
s♦♥ ✐♥st❛♥t ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿






















































Date : T esti X Ensemble des tâches
⋃

Ensemble de blocs généraux→ N
tel que :

Si Niveau(t, Ti) = 1

Si ∃ j tel que Bij = If t then SB+
ij else SB

−
ij endif

alors Date(t, Ti) =
∑j−1

p=1 duree(Lineaire(Bip))

Sinon

Si t apparait dans SB+
ij ( SB−

ij ),

alors Date(t, Ti) =
∑j−1

p=1 duree(Lineaire(Bip)) + Date(t, SB+
ip) (Date(t, SB−

ip))

P♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

✶✳ Date(t1, T ) ❂ 1 ❀

✷✳ Date(t2, T ) ❂ 5✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✶✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞éré❡ s♦♥t à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉rr❛ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ S ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮ ❞❡ S✱ ❡t A ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡✳
◆♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s A ♣❛r S✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ ❞é❜✉t A ❂ S✳



✶✸✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

✶✳ P♦✉r i ∈ 1, . . . , n✱
s✐ Ti ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
s♦✐t L1 ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ Niveau 1 r❛♥❣és ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ Date

✭❛✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡st t ❞❡ L1✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ A✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡

✐✳ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ai s✐t✉é❡ à ❞✐st❛♥❝❡ Date ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❧❡s ♥÷✉❞s✮ ✿
♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧✐sé à 0✳
◆♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳
◆♦✉s ✐♥❝ré♠❡♥t♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ✉♥
❧✐❡♥ ❞✬ét✐q✉❡tt❡ ai✳
◗✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❡st é❣❛❧ àDate✱ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♥÷✉❞
r❡♥❝♦♥tré ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❞✬ét✐✲
q✉❡tt❡ ai ♣❛r ❧✬ét✐q✉❡tt❡ t✳

P✉✐s✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♠❛rq✉é ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ❡t
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ♣❛r❡✐❧ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s ❛r❜r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ s✐♠♣❧❡ ❡♥ ✉♥ ♥÷✉❞ t❡st

❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t ∈ L1✱

✭❛✮ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s L+
2 (t)✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr✐♣❧❡ts (t1, 2, date−depuis−t
+)✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❞❡ A+✱ ♥♦✉s ❛✈❛♥ç♦♥s ❞❡ date−depuis−t+✱ ❡t ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❡ ♥÷✉❞
r❡♥❝♦♥tré✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ s✐♠♣❧❡✱ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ t❡st✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré
✜❣✉r❡ ✼✳✻✱ ❡t t1 ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ✐♥❞✉✐t ♣❛r t+✳

✭❜✮ ♣✉✐s ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ♣❛r❡✐❧ ♣♦✉r L−
2 (t)✱ ♣♦✉r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ A−✳

❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛✉ Niveau 3 ✳ ✳ ✳✳
◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à ❝♦✉✈r✐r t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❡①✐st❛♥ts✳

◗✉❛♥❞ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❛r❜r❡
♦ù ❧❡s t❡sts ♦♥t été ♣❧❛❝és✳



✼✳✸✳ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✼

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ ◆÷✉❞ ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❡ Niveau 2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ Niveau 2



✶✸✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

❚♦✉t❡s ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♦♥t été r❡s♣❡❝té❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s✱ ♣✉✐sq✉❡
❛✉❝✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ tâ❝❤❡ ♥✬❛ été ♠♦❞✐✜é❡✳
❈❡❝✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
❈❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❈❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡✳
P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛s♣❡❝t sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱
♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡st t1✳
◆♦✉s ♥❡ ❝ré♦♥s ♣❧✉s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s à t+1 ❡t t−1 ✱
♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s t❡sts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s t❡sts
q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t✳
▲✬❛r❜r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥❝ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
■❧ ❢❛✉t ❡♥✜♥ ❣ér❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✿

✶✳ ♥♦✉s ❡✛❛ç♦♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ai ❡♥ tr♦♣✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥és ❀

✷✳ ❡♥s✉✐t❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
s❡❝t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❢✉s✐♦♥ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s
❝r✐t✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳
◆♦✉s r❡♠❡tt♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♥✬❡♥❣❡♥❞r♦♥s ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❙✐ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ♣r✐s❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡❧❧❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧✐❜r❡✳ ❊t ♦♥ ♣❡✉t
❧❛ ❧✐❜ér❡r ♣❧✉s tôt✱ ❥❛♠❛✐s ♣❧✉s t❛r❞ ❀

✸✳ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❡♥✈♦✐s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ❧❡s ❛✈❛♥❝❡r✱
❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣♦s❡r❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ré❝❡♣tr✐❝❡s ❀

✹✳ ❡♥✜♥✱ ❧❡s ré❝❡♣t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡t❛r❞é❡s✳
❖♥ ❡st sûr q✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛✉r♦♥t été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t é♠✐s✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t♦✉s ❝❡s ré✲❛❣❡♥❝❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧✬❛s♣❡❝t str✉❝t✉r❡❧ ♥❡ ♣r♦❞✉✐r♦♥t ♣❛s ❞❡
❜❧♦❝❛❣❡s✱ ❡t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✜♥ ❞❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✈❛♥❝é❡s✱ ❥❛♠❛✐s r❡t❛r❞é❡s✳
❉♦♥❝ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s r❡st❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ S ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✼✳✸✳✶ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✷✳✸✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❞✉✐r❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣✉✐s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ér♦✉❧❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✼✳✸✳✶ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✷✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✼✳✸✳✶
❙♦✐t S ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ❧✐♥é❛✐r❡
❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s T1 ❡t T2 ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉❛♥t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✜✲
❣✉r❡ ✼✳✼✭❛✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮ ✜❣✉r❡ ✼✳✼✭❜✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Niveau(t1, T1) = 1✱ Niveau(t2, T2) = 1 ❡t Niveau(t3, T2) = 2✳



✼✳✸✳ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✸✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✕ ✭❛✮ S ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ✭❜✮ ❯♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮ ❞❡ S



✶✹✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Date(t1, T1) = 1✱ Date(t2, T2) = 1 ❡t Date(t3, T2) = 4✳
◆♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ❧✬❛r❜r❡ A à S✳
P♦✉r T1✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ T1✱
♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à Date ❂ 1✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬ét❛♣❡ 1 ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✽✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞ér♦✉❧♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ét❛♣❡s 2 ❡t 3 ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✼✳✽✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✕ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡ t❡st t1 ❞❡ T1 ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❛ss♦❝✐é

❊♥s✉✐t❡✱ L+
2 (t1) ❂ L−

2 (t1) ❂ ∅✳
◆♦✉s ❛rrêt♦♥s ❞♦♥❝ ❧à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r T1✳
P♦✉r T2✱
L1 ❂ {t2}✳ ◆♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞ér♦✉❧♦♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬ét❛♣❡ 4 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✾✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s L+

2 (t2) ❂ {t3} ❡t L−
2 (t2) ❂ ∅✳

◆♦✉s ❞ér♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛s t3 à ♣❛rt✐r ❞❡ t
+
2 ✱ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

à ♣❛rt✐r ❞❡ t−2 ✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ 5 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✵✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❡✛❛ç♦♥s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡♥ tr♦♣✱ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s✳
■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♥✬é❧✐♠✐♥♦♥s ❛✉❝✉♥ s♦✉s ❛r❜r❡✳



✼✳✸✳ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✹✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ✕ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡ t❡st t2 ❞❡ T2 ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❛ss♦❝✐é



✶✹✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ ✕ ▼❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡ t❡st t3 ❞❡ T2 ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❛ss♦❝✐é



✼✳✸✳ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✹✸

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡♥✈♦✐ ♦✉ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s à ❝♦♠♣❧ét❡r✳
▲✬❛r❜r❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉✱ q✉✐ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✕ ▲✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t A ✈❛❧✐❞❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ θ ❞és✐❣♥❡
✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡ss❡✉r

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❞✉✐t ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐
❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ai ♣❛r θ✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ ❛ ❜✐❡♥
∏n

i=1(Compeffi)
Pi
P ❂ 22 ∗ 31 ❂ 12 ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧ ❛ 12✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

✼✳✸✳✷✳✷ ❱❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥tr❛✐♥❛✐t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ s✉♣♣♦sé ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡✱ ❢❛✉t❡ ❞❡ q✉♦✐ ❧❡
rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♠❛sq✉❡r ❧❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳



✶✹✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛r❜♦r❡s❝❡♥t

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❥✉st✐✜❡r s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✷✳✹✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸✳✷✳✹ ❘❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ S ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 2 tâ❝❤❡s T1 ❡t T2✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷ ✕ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥ç❛❜✐❧✐té

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S ♥✬❡st ♣❛s str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ✿

✶✳ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②és ♥❡ s♦♥t ♣❛s é♠✐s ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❀

✷✳ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡ç✉s ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♥❛❧②s❡r S ❡t S✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ S ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✈❛❧✐❞❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸ ✕ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ S

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s t❡sts
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ✐❧ ② ❛ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳



✼✳✸✳ ❚â❝❤❡s ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶✹✺

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝✬❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Comp11 ✭Comp12✮ q✉✐ ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣❛r
❧❛ tâ❝❤❡ T1✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Comp21 ✭Comp22✮ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r T2✱ ❝❛r
✐❧s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ x ≤ 100 ❡t x > 100 ✭x > 100 ❡t x ≤ 100✮✳
▲❡ ♠❡ss❛❣❡ M ✭M ′✮ ❡♥✈♦②é ♥❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛s r❡ç✉ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬ét✉❞❡✳ T2 ♥❡ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ♣❛s t❡r♠✐♥❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❡t sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♥
♣r♦♣♦s❛♥t ✿

✶✳ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❀

✷✳ s✐♥♦♥✱ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳

❇✐❧❛♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ✐❧ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✈❛❧✐❞❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❝❡s ❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❜r✉t❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱
❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❜❛sé❡
♠♦❞è❧❡✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✽

▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡
P❡tr✐

✧❙❝✐❡♥❝❡ s❛♥s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ♥✬❡st q✉❡ r✉✐♥❡ ❞❡ ❧✬â♠❡✧
❋r❛♥ç♦✐s ❘❛❜❡❧❛✐s

❙♦♠♠❛✐r❡
✽✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✶✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✽✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✽✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✽✳✸ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❜r✉t❡ ❡t
❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ✿

✶✳ ❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s s❛♥s s♦✉❝✐s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❢❛✐r❡ ❧❡
tr✐ ♣♦✉r ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳
❉♦♥❝✱ ♦♥ ❣é♥èr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❞✬❛r❜r❡s ❀

✷✳ ❡❧❧❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✬♦♥
✈❡✉t ✈❛❧✐❞❡r✳
❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡ ❀

✸✳ ❡♥✜♥✱ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛r❜r❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s ✭❞❡s ❛r❜r❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♠♦②❡♥
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧✮✱ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡s s✬❛✈èr❡ ❞✐✣✲
❝✐❧❡✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ♥❡ ❣é♥èr❡ q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ q✉✐ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s♦✐t ré❞✉✐t❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦✉r ♠♦❞é✲
❧✐s❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛ss♦❝✐és✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s
♠❛rq✉❛❣❡s✱ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ❡t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡
❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

✶✳ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❀

✷✳ ❡♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ r❡s♣❡❝t❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛t✲
t❡♥❞✉❡s ❀

✸✳ ❡♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉✳

✽✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❡t ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✸✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ Pétr✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé
✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (N,M0) ♦ù N ❂ (Q,T,W ) ✭Q ∩ T = ∅✮ ❛✈❡❝ Q
q✉✐ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡s✱ T ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
W ✿ QXT ∪ TXQ ⇒ N ∪ {❛,❜,❛✰❜} ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t
M0 ✿ Q ⇒ N ∪ {❛,❜,❛✰❜} ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ rés❡❛✉✱ ♦ù {❛✰❜} ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ {❛,❜}✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st P✲❝♦❧♦ré✱ s✐♠♣❧✐✜é ✭♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❥✉st❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❛ ❡t ❜✮✱ ❛✈❡❝
❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧✱ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✳
▲❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ rés❡❛✉
♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
t❡r♠✐♥❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① é❝❤é❛♥❝❡s✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① rés❡❛✉① ❞❡ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❡t ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡✉①
✭✷✮ ❝♦✉❝❤❡s✱ ♥♦tr❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♠♣♦rt❡ tr♦✐s ✭✸✮ ♣❛rt✐❡s ✿

✶✳ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❀

✷✳ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❀

✸✳ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛
❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✽✳✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿

✶✳ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳
■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✭❡✛❡❝t✐❢s✮✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈✬❡st s✉r
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RI✳
❙♦♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st s❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ✿ ❡❧❧❡ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡
❞✉♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✮



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✹✾

❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ❀

✷✳ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✳
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét♦♥s ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ❞❡s t❡sts✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RImin✳
▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐❝✐ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳

✽✳✶✳✶✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡✛❡❝t✐❢s ✭♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s✮ Compeffi✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✸ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ❞♦♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡st ❞♦♥✲
♥é❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✕ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 2 tâ❝❤❡s ✿ T1 ❛ 3 ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡t T2 ❡♥
❛ 2✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ T1 ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ R ❡t ❧❡s 2 tâ❝❤❡s é❝❤❛♥❣❡♥t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ M

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ✜♥✐❡
❞❡ ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✉ré❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉① r❡♥✲
❝♦♥trés✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❜❧♦❝s ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡✉r ❞✉ré❡✮ s❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ 1 ♣❛r ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡t ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞✉ré❡ 2 ♣❛r ❞❡✉① ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡
❞✉ré❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 3 ♣❛r tr♦✐s ♣❧❛❝❡s ❡t tr♦✐s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡✉r ❞✉ré❡✮✱ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❧❡s ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡sts ❞❡ ❞✉ré❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 1✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
t❡st à 1✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡
❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❡t ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s (N,M0)✳
❙♦✐t i ∈ 1, . . . , n✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
♠♦❞é❧✐s❡r✳
❚♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi q✉✐ ❧❡s ♠❡t ❡♥
❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ❝❛r ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉✐✈✐s s✐✲
♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡st
QPi

❂ {Activi, Pijkl tel que k ∈ 1, . . . , 3, j ≤ Cil, l ∈ 1, . . . , |Compeffi|} ♦ù ✿

✶✳ Cil ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Compil ❀

✷✳ |Compeffi| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✭❡✛❡❝t✐❢s✮ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❀

✸✳ Activi ❣èr❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❡t ❧❛ ♥♦♥ ré✲❡♥tr❛♥❝❡✳
▲❛ ♥♦♥ ré✲❡♥tr❛♥❝❡ ❡st é✈✐té❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❜✱ q✉✐
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é♠❛rr❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✐♥st❛♥❝❡ ❀

✹✳ Pijkl ❞és✐❣♥❡ ❧❛ jeme ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ l✳



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✺✶

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Pr♦❝❡ss♦r ♥✬❡st ♣❛s
r❡♣rés❡♥té❡



✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

k ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛❝❡s✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥
❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✹✮✳

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡
❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ QPi

♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ QI ❞❡s ♣❧❛❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
QI ❂ {Processor, Rr, ,Mm tel que r ∈ 1 . . . |R|, m ∈ 1 . . . |EM|} ♦ù ✿

✶✳ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Processor ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀

✷✳ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ Rr ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✳
■❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❧❛❝❡s Rr q✉❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❀

✸✳ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ Mm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ❜♦✐t❡ à ❧❡ttr❡s✳
■❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❧❛❝❡s Mm q✉❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②és✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st
TPi

❂ {Tijkl tel que k ∈ 1 . . . 3, j ≤ Cil, l ∈ 1, . . . , Compeffi|} ♦ù ✿

✶✳ Tijkl ❞és✐❣♥❡ ❧❛ jeme tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ l✳
k ❡st ❞é✜♥✐✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛❝❡s✱ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ✕ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞✉ré❡ d✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k ✈❛r✐❡ ❞❡ 1 à 3 ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❜❧♦❝ à ♠♦❞é❧✐s❡r

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ W ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ✿

✶✳ W (Activi, Ti11l) ❂ ❛✰❜✱ ♦ù✱ ❛✰❜ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {❛,❜}✳
❈❡tt❡ é❣❛❧✐té tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❛♣rès ❧❡ ❞é♣ôt
❞❡s ❥❡t♦♥s ❛ ✭❧❛ tâ❝❤❡ ❛ été ré❛❝t✐✈é❡✮ ❡t ❜ ✭❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✮
❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi ❀



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✺✸

✷✳ W (Fin,Activi) ❂ ❜✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Fin✶ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❡♠✐♥s ✭♣♦✉r
♠❛rq✉❡r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦✉rs✮ ❀

✸✳ W (Tijkl, P rocessor) ❂ W (Processor, Tijkl) ❂ 1✳
◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ♦❝❝✉♣é à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ♣❛r
✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ ❀

✹✳ W (Rr, Tij1l) ❂ 1 ❡t W (Tij′k′l, Rr) ❂ 1✳
❈❡❝✐ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ j ✭r❡♠❛r✲
q✉♦♥s q✉❡ k = 1 ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♣r✐s❡s
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❜❧♦❝s ❝♦♠♣r❡ssés✮✱ ❡st ❧✐❜éré❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ j′ ❞✉ ♠ê♠❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Compil ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉✲
♣ér✐❡✉r❡s à 1✱ ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ✭❧✐❜èr❡✮ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛
r❡ss♦✉r❝❡ ❀

✺✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ tâ❝❤❡ Ti q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ Mm s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ Compil à ✉♥❡
tâ❝❤❡ Ti′ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ Compi′l′ ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s W (Tijkl,Mm) ❂ 1 s✐ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡
❡st ❡♥✈♦②é à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❜❧♦❝ j ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✱ ❡tW (Mm, Ti′j′1l′) ❂ 1 s✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❡st r❡ç✉ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❜❧♦❝ j′ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti′ ✳

▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡st ✿

✶✳ M0(Activi) ❂ ❛✰❜ s✐ ri ❂ 0 ❡t M0(Activi) ❂ ❜ s✐ ri > 0✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ri ≤ Di ≤ Pi ✭❧❡ ❝❛s ri > Pi

❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪✮✳
▲❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi s✬❡①♣❧✐q✉❡♥t ✿

✭❛✮ s✐ ri = 0✱ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❡st ❛❝t✐✈❡ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t✳
❙❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ❥❡t♦♥ ❛ ❡t ✉♥ ❥❡t♦♥ ❜ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡
♣✉✐ss❡ s✬❡①é❝✉t❡r✳
❉✬♦ù M0(Activi) ❂ ❛✰❜ ❀

✭❜✮ s✐ ri > 0✱ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❡st à ❞é♣❛rt ❞✐✛éré ❡t ❞♦✐t êtr❡ r❡t❛r❞é❡✳
❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❥❡t♦♥ ❜ ✭❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ❡♥
❝♦✉rs✮ ❡t ❛tt❡♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❛ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❛❝t✐✈❡✳
❉♦♥❝ M0(Activi) ❂ ❜ ❀

✷✳ M0(Pijkl) = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ Pijkl ❀

✸✳ M0(Processor) = 1✱ ❝❛r ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❀

✹✳ M0(Rr) = |Rr|✱ ♦ù |Rr| ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ Rr ❀

✺✳ M0(Mm) ❂ 0✱ ❝❛r ❧❡s ❜♦✐t❡s à ❧❡ttr❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡s✳

✽✳✶✳✶✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
tâ❝❤❡s s✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳

✶▲❡ t❡r♠❡ Fin ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

❝❤❡♠✐♥



✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✱ ♦ù t1 ❞és✐❣♥❡ (x < 5)T1

✱ t2 ❞és✐❣♥❡ (y > 2)T1
❡t t3 ❞és✐❣♥❡

(z < 5)T2
✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Pr♦❝❡ss♦r ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❝❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❡t ❡♥ ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❛♥t✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s
ré♣ét❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✺✺

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
tâ❝❤❡s✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡t
✉♥ ❧✐❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡st
QPi

❂ {Activi, PijkL tel que k ∈ 1, . . . , 3, j ≤ Cil, l ∈ 1, . . . , |Compeffi|} ♦ù ✿

✶✳ i ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❀

✷✳ j ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r L ❀

✸✳ k ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ❀

✹✳ ❛✉t❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❛✐t ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t l✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s
♣❧❛❝❡s ✭♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s L✮✳
L ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts (test, signe, position) ♦ù ✿

✭❛✮ test ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡st q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡
PijkL ❀

✭❜✮ signe s♣é❝✐✜❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✿

✐✳ s✐ signe ❂ +✱ ❛❧♦rs PijkL s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❞✉ t❡st test ❀

✐✐✳ s✐ signe ❂ −✱ ❛❧♦rs PijkL s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❞✉ t❡st test ❀

✐✐✐✳ s✐ signe ❂ V ✭♣♦✉r ✈✐❞❡✮✱ ❛❧♦rs PijkL r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r
❧❡ t❡st test ❀

✭❝✮ position ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ t❡st test✱
s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r test ❡t signe✳

❙✐ L ❂ () ✭L ❡st ✈✐❞❡✮✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥ t❡st ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ été r❡♥❝♦♥tré✳
❙✐ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti s♦♥t ❞❡ Niveau ❂ 1 ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✮✱ L ❛✉r❛ à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t 1 s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✳
❙✐♥♦♥✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡ Niveau ❂ 2✱ ❛❧♦rs✱ L ❛✉r❛ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ 2 é❧é✲
♠❡♥ts✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st
TPi

❂ {TijkL tel que k ∈ 1 . . . 3, j ≤ Cil, l ∈ 1, . . . , Compeffi|} ♦ù ✿

✶✳ i ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❀

✷✳ j ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r L ❀

✸✳ k ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ❀

✹✳ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s✱ L ❡st ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ♣♦✉r r❡♣ér❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❧✐é❡s ❛✉① t❡sts✳
L ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts (test, signe, position) ♦ù ✿



✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

✭❛✮ test ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡st q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
TijkL ❀

✭❜✮ signe s♣é❝✐✜❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿

✐✳ s✐ signe ❂ +✱ ❛❧♦rs TijkL s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
rés✉❧t❛t ♣♦s✐t✐❢ ❞✉ t❡st test ❀

✐✐✳ s✐ signe ❂ −✱ ❛❧♦rs TijkL s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❞✉ t❡st test✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ signe ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✈✐❞❡ ❀

✭❝✮ position ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ t❡st
test✱ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r test ❡t signe✳

❙✐ L ❂ () ✭L ❡st ✈✐❞❡✮✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥ t❡st ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ été r❡♥❝♦♥tré✳
❙✐ t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti s♦♥t ❞❡ Niveau ❂ 1 ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✮✱ L ❛✉r❛ à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✳
❙✐♥♦♥✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡ Niveau ❂ 2✱ ❛❧♦rs✱ L ❛✉r❛ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡ ♠♦✐♥s ❞❡
♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❧❡s ❛s♣❡❝ts r❡❞♦♥❞❛♥ts✱ ❞✉s ❛✉① ❜r❛♥❝❤❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉✐ s❡ ré♣ét❛✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❤❡♠✐♥✱ ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳

✽✳✶✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❛❝t✐✈✐té
♣r♦❝❡ss❡✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮ ✿ ❡❧❧❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t q✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ Umax ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✷✮✳
◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✳ s✐ P (1 − Umax) ≥ 0✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✭Activ0✮ ❡t ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭Oisif0✮ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✻✮ ✿

✷P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ Umin q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❜r❛♥❝❤❡

❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✺✼

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ✕ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P (1 − Umax) ≥ 0

✭❛✮ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0 ❝♦♥t✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t P (1 − Umax) ❥❡t♦♥s✳
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✉r❛ ❡♥ ❡✛❡t P (1−Umax) t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r s✉r ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥❣❡♦♥s ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ❞✉ré❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❥❡t♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✉❡s ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❀

✭❜✮ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ Oisif0 ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ Processor ✭❝♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✮✳
❙♦♥ t✐r ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❀

✷✳ s✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛ P (1 − Umax) < 0 ✿

✭❛✮ s✐ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❢❛❝✲
t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ rés✉❧t❛♥t Ures ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r P (1 − Ures) ≤ 0✱ ❛❧♦rs ❧❛
tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ ❞✬❡①✐st❡r✱ ❡t ❡❧❧❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡ ❀

✭❜✮ s✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r P (1 − Ures) > 0✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✼✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✼
s✐ Umin ≤ 1 ❡t Umax > 1✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r tr♦✐s ♣❧❛❝❡s



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ ✕ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Umax > 1 ❡t Umin ≤ 1

❡t d = |P (1 − Umax)|



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✺✾

✭Activ0✱ Retard ❡t Erreur✮ ❡t ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭Oisiv0 ❡t V ide✮✳
❈♦♠♠❡ P (1 − Umax) < 0✱ Clk0 ♥❡ ❞é♣♦s❡ ♣❧✉s ❞❡ ❥❡t♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0✳
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ r❡t❛r❞ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ Retard q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
d = |P (1 − Umax)| ❥❡t♦♥s✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clk0 ② ❞é♣♦s❡ d ❥❡t♦♥s ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬❡❧❧❡ ❡st t✐ré❡✳
❙✐ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❞✉ré❡ Cimax−v

❡st ❝❤♦✐s✐ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ t s✉r ♥♦tr❡
✜❣✉r❡✮✱ ♥♦✉s ❞é♣♦s♦♥s v ❥❡t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0✳
❙✐ ❝❡s v ❥❡t♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❝♦♥s♦♠♠és ♣❛r ❧❡ t✐r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
Oisiv0✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ V ide✱ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ s✉r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t e
q✉✐ ❡st ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♦❝❝✉rr❡♥t✳
▲❡ t✐r ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ré✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0✳
❈❡tt❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t e s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ V ide ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ V ide✱ s✐tôt ✈❛❧✐❞é❡✱ ❡st ❛✉ss✐tôt t✐ré❡✳
❖♥ t✐r❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❢❛✐t t s✉✐✈✐ ❞❡ V ide Min(d, v) ❢♦✐s✳
▲❛ ♣❧❛❝❡ Retard ❞❡✈r❛ êtr❡ ✈✐❞❡ ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ t✐r ❞❡ Clk0✱ ❝❡ q✉❡
♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬❛r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clk0 ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ êtr❡ t✐ré❡ q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Retard
♥✬❛✉r❛ ♣❧✉s ❞❡ ❥❡t♦♥s✱ ❡t s♦♥ t✐r ❞é♣♦s❡r❛ d ❥❡t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Retard✳
❙✐♥♦♥✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡r❛ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❡✉
Ueff > 1 ✭❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝t✐❢ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 1✮✳ ■❧ ② ❛✉r❛ ❞♦♥❝
❡✉ ✉♥❡ ❡rr❡✉r✳
P♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡♥ ❧✉✐
❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clk′0 ❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ Erreur ❞♦♥t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ❡st é❣❛❧ à 0 ✭M0(Erreur) ❂ 0✮✳
❙✐ M(Erreur) > 0✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ❡rr❡✉r t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉✳
▲❡ t✐r ❞❡ Clk′0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✭❧❡ ❢❛❝✲
t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡st
♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 1✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✶✳✶ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐
❛✈❡❝ ♠❛rq✉❛❣❡ t❡r♠✐♥❛❧✱ ♦♥ ♥✬❛rr✐✈❡r❛ ❥❛♠❛✐s à ❝❡ st❛❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛✉r❛
❢❛❧❧✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✈✐♦❧❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡t ❡①♣❧✐q✉♦♥s s✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✭❡①❡♠♣❧❡s ✽✳✶✳✶✳✶ ❡t ✽✳✶✳✶✳✷✮ ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✶✳✶✳✶ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱
❡t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✶✳✶✳✷ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✶✳✶✳✶ ❚â❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✳
▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❛ ♣♦✉r ♣❛r❛♠ètr❡s t❡♠♣♦r❡❧s T0 ❂ < 0, 0, 10, 10 >✱ ❝❛r
P (1 − Umax) ❂ 10(1 − ( 6

10 + 4
10)) ❂ 0✳



✶✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0 ❡t Oisif0 ❝♦♠♠❡
r❡♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✽✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✽ ✕ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶
s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭❝❛s ♦ù P (1 − Umax) ≥ 0✮✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱
❧❛ ♣❧❛❝❡ Pr♦❝❡ss♦r ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s Cilmax
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✻✶

❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s
❧❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ❡st ❜✐❡♥ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s✉r t♦✉t❡ ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✳
❙✐ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s r❡st❛♥t❡s
s✉r ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ♠❛♥q✉❛♥ts✳
❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❛r ✿
∀ i ∈ 1, . . . , n✱ ∀ l ∈ 1, . . . , |Compeffi|✱ s✐ Cil < Cilmax

✱ ❛❧♦rs
W (T111l, Activ0) = Cilmax

− Cil✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✶✳✶✳✷ ❚â❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✱ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡
✽✳✾ ♥♦tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡
❛r❜r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐❝✐ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ tâ❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
◆♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡✳
■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✱
♠❛✐s ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s
q✉❡ ♥♦✉s ❡①é❝✉t♦♥s ✉♥ t❡st✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0 ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛
❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❜r❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❝❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t✱ ❞ès q✉✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s t❡♠♣s r❡st❛♥ts s✉r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡ ♣❛r ❞❡s t❡♠♣s ❝r❡✉①✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✾✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ t❡st t1✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡
❜r❛♥❝❤❡ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐ss❛✐t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
❝❤♦✐s✐❡ ✈❛✉t 6 − 3 = 3✳ ◆♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❞♦♥❝ 3 ❥❡t♦♥s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0✳
◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t❡sts t2 ❡t t3✳

▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✽✳✶✳✶✳✶ ❡t ✽✳✶✳✶✳✷ ♥✬✐❧❧✉str❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♦ù P (1 − Umax) < 0✳
❈❡ ❝❛s s❡r❛ tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✶✹ ❡t ✽✳✶✺✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♦✐s✐✈❡s ❡♥ é♥♦♥ç❛♥t
❧❡ rés✉❧t❛t ✽✳✶✳✶ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s
à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés ✭t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡s✮✳

❘és✉❧t❛t ✽✳✶✳✶ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés
▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❞é♣❛rt ❞✐✛érés s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳
❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ s❡❧♦♥
q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✐r❡ ❝❛s ✭❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ♦✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✮✳



✶✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✽✳✾ ✕ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶
s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ✭❝❛s ♦ù P (1−Umax) ≥ 0✮✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛
♣❧❛❝❡ Pr♦❝❡ss♦r ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✻✸

❈❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét✉❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été ❝♦♠♣❧è✲
t❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✳

✽✳✶✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉
t❡♠♣s✳
◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉① ♣❧❛❝❡s ❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡t ❞❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❞♦♥♥é ✜✲
❣✉r❡ ✽✳✶✵ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛ ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 4 tâ❝❤❡s ✿
✭Time(i)✱ Clki✮ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✱ ❡t RTC r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡
✭❣❧♦❜❛❧❡✮ ❞✉ s②stè♠❡

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❥♦✉té❡s ❡st
TT ❂ {RTC, Clki, i ∈ 1, . . . , n} ♦ù ✿

✶✳ RTC ❡st ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
●râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t✐ré ❝♦♥t✐❡♥t
RTC✳
RTC ♣r♦❞✉✐t à ❝❤❛q✉❡ t✐r ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Time(i)✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❝❤❛q✉❡ t✐r ❞❡ RTC ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❀

✷✳ Clki ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré❛❝t✐✈❡r ❧❛ tâ❝❤❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ Pi✱ ❡♥ ❞é♣♦s❛♥t ✉♥
❥❡t♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✭❛✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡s tâ❝❤❡s
❡st



✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

QT ❂ {Time(i), i ∈ 1, . . . , n} ♦ù ✿

✶✳ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ Time(i) s❡rt ❞❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❡t ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é
❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
❈❤❛q✉❡ t✐r ❞❡ RTC ❞é♣♦s❡ ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s Time(i)✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s Pi ✉♥✐tés ❞❡
t❡♠♣s✱ ❧❡ t✐r ❞❡ Clki ❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ W ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ✿

✶✳ W (Time(i), Clki) ❂ Pi ✭♣♦✉r q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦✐❡♥t ❛❝t✐✈é❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✮ ❀

✷✳ W (RTC, T ime(i)) ❂ 1✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿

✶✳ M0(Time(i)) ❂ Pi − ri + 1 s✐ 0 < ri ≤ Pi ❡t M0(Time(i)) ❂ 1 s✐ ri ❂ 0✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
s✐♠✉❧t❛♥é❡s ♦✉ ❞✐✛éré❡s ✿

✭❛✮ s✐ ri ❂ 0✱ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❞♦✐t êtr❡ ❛❝t✐✈❡ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬♦ù
M0(Time(i)) ❂ 1 ❀

✭❜✮ s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡t❛r❞é❡ ❞❡ ri ✉♥✐té❡s ❞❡ t❡♠♣s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❛❝t✐✈é❡✱
❡t ❝❡❧❛ à ❝❤❛q✉❡ ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
❉✬♦ù M0(Time(i)) ❂ Pi − ri + 1✳

▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✐♥❝❧✉t ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é❧❛✐s ❝r✐t✐q✉❡s✳
❆✜♥ ❞❡ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ I✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❞✉ rés❡❛✉
❞❡ P❡tr✐✳

M ∈ I ⇔







1. M(Time(i)) > Di ⇒M(Activi) = b;

2. M(Time(i)) = 1 ⇒M(Activi) = a + b ou M(Activi) = b;

3. M(Time(i)) ≤ Pi.

▲❡s ♣♦✐♥ts 1 ❡t 2 ♦♥t ❞é❥à été ❝♦♠♠❡♥tés s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té ❧❡ ♣♦✐♥t 3 ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
▲❛ ♣❧❛❝❡ Time(i) ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r à ✉♥ ✐♥st❛♥t ♣❧✉s ❞❡ Pi ❥❡t♦♥s✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st r❡♥❞✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✽✳✶✳✸✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ✿

✶✳ s✐ P (1 − Umax) ≥ 0✱
❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clk0 ❞é♣♦s❡ t♦✉t❡s ❧❡s P ✭P ❡st ❧✬❤②♣❡r♣ér✐♦❞❡✮ ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s
P (1 − Umax) ❥❡t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activ0 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✻✮✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ✿

✭❛✮ W (Time(0), Clk0) ❂ P ❀

✭❜✮ W (Clk0, Activ0) ❂ P (1 − Umax) ❀



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✻✺

✷✳ s✐♥♦♥✱ s✐ P (1 − Umax) < 0✱
✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ r❡t❛r❞ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é♣ôt ❞❡ ❥❡t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Oisiv0
✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✼✮✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ✿

✭❛✮ W (Time(0), Clk0) ❂ W (Time(0), Clk′0) ❂ P ❀

✭❜✮ W (Clk0, Retard) ❂ d ❂ |P (1 − Umax)| ❀

✭❝✮ W (Debut,Activ0) ❂ v✱ ♦ù ✿

✐✳ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ Debut ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞✉ré❡ Cimax − v ❀

✐✐✳ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ Debut ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉
s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ s♦✐t v✳

❈❡t ❛s♣❡❝t ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✶✹ ❡t ✽✳✶✺✳

◆♦t♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦✉ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳

✽✳✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ét❛✐❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s
✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳
▲✬❛s♣❡❝t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ s✉✐✈❛♥t q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st r❡♣ré✲
s❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡✳

✽✳✶✳✸✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦❤ér❡♥ts r❡st❡♥t ♣ré✲
s❡r✈és✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r RIT ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (Compil, Compi′l′)i<i′ ∈ RI ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱
♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ Exclili′l′ ✭♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❥❡t♦♥✱ ❡t q✉✐ ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts✳
▲❡ t✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✱ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Exclili′l′ q✉✐ ♠❡t ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s Ti11l ❡t Ti′11l′ ❡♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳
▲❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s Ti ❡t Ti′ s♦♥t ré❛❝t✐✈é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✳
➚ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉r ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ Exclili′l′ ❝♦♥t✐❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥ ❡t ✉♥



✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

s❡✉❧ ❥❡t♦♥✳
❙✐ ❧♦rs ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ♥✬ét❛✐❡♥t ♥✐ Compil ♥✐
Compi′l′ ✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Exclili′l′ ❡st ❞é❥à ♠❛rq✉é❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❢❛✉t ② ❞é♣♦s❡r 1 ❥❡t♦♥ ❧♦rs ❞❡
❧❛ ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Compil ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ Semil ✭♣♦✉r ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✮ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✳
❈❡tt❡ ♣❧❛❝❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ❛ été ❡①é❝✉té✱ ❡t ❞❡ ré✐♥✐t✐❛✲
❧✐s❡r ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳
▲❡ t✐r ❞❡ Ti11l ② ❞é♣♦s❡ ✉♥ ❥❡t♦♥✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✶✶ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ✿ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts Comp12 ❡t
Comp21 s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

◆♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Clki q✉✐ ét❛✐t ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ Ti✱
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s {Clkil, l ∈ 1, . . . , Compeffi}✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t Compil✳
▲❡ t✐r ❞❡ Clkil ♥é❝❡ss✐t❡ Pi ❥❡t♦♥s ❞❛♥s Time(i) ❡t ✉♥ ✭1✮ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s Semil✱ ❡t ✐❧
❞é♣♦s❡ ✉♥ ✭1✮ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ Ti11l✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s
♣❧❛❝❡s Exclil.. ❡t Excl..il✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧ s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s❡ ❢❡r❛ s❛♥s
s♦✉❝✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡s Activi ♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✰❜ ❥❡t♦♥s✳
❙✐ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱ ❧❡s ♣❧❛❝❡s Activi ❞❡ ❝❡s
tâ❝❤❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❜ ❥❡t♦♥s✱ ❡t ❧❡s ♣❧❛❝❡s Semil 0 ❥❡t♦♥✳
P♦✉r q✉✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ❞❡ ❞❛t❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✻✼

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷ ✕ ●❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
(Compi2, Compj2) ❡t (Compi2, Compj3) s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

Semi0✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t 1 ❥❡t♦♥✱ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clki0✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✿

✶✳ W (Exclili′l′ , Ti11l) ❂ W (Exclili′l′ , Ti′11l′) ❂ 1 ❀

✷✳ W (Clkil, Exclili′l′) ❂ W (Clki′l′ , Exclili′l′) ❂ 1 ❀

✸✳ W (Ti11l, Semil) ❂ W (Semil, Clkil) ❂ 1 ❀

✹✳ W (Clkil, Activi) ❂ ❛ ❀

✺✳ W (Time(i), Clki0) ❂ W (Time(i), Clkil) ❂ Pi✱ l ∈ 1, . . . , Compeffi✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿

✶✳ M0(Semil) ❂ 0 ♣♦✉r l > 0 ❀

✷✳ M0(Semi0) ❂ 1 ❀

✸✳ M0(Exclili′l′) ❂ 1✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P (1−Umax) < 0✳ ▲❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ❞♦♥❝



✶✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ Ti q✉❛♥❞ ri > 0

r❡♣rés❡♥té❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✼✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r ❧❡ ❞é♣ôt ❞❡ 2 ❥❡t♦♥s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ T2111 ❞❛♥s ❧❛
♣❧❛❝❡ Activ0 ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T2 ❝❤♦✐s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞✉ré❡ 4✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 6− 2✳
P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s 5 ❛r❝s ✈❛❧✉és ♣❛r ❜ q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛✉①
♣❧❛❝❡s Activi ✭i ≥ 1✮ ♥✬♦♥t ♣❛s été r❡♣rés❡♥tés✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Processor ❡t ❧❡s 30 ❛r❝s q✉✐ ❧❛ r❡❧✐❡♥t à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦✉❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés✳
▲❡s tâ❝❤❡s ét❛♥t à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és✱ ❧❡s ♣❧❛❝❡s Semi0 ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Sem11✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s Sem ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡
♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s✱ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
s♦✉❝✐ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ T1✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s
q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❝✐t❡r✱ ❣❛r❞❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✳

✽✳✶✳✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡

▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣❛r❞❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡✲
♠✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡s ❡①❝❧✉s✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ ♣♦rt❡♥t ♣❛s s✉r t♦✉t ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳
◆♦✉s ✐♠♣❧é♠❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ RIT min✳



✽✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✶✻✾

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s s✉✐✈❛♥t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭✐❝✐✱ P (1 − Umax) < 0✮



✶✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❧✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts q✉✐ ❧✬✐♥❞✉✐t✱ ♥♦✉s
♥♦t♦♥s CompiL✱ L ét❛♥t ❞é✜♥✐t s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✳✷✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti q✉✐
❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s t❡sts ❡t s✐❣♥❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s L✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ✐❧
❢❛✉t ❞♦♥❝ s❡ ré❢ér❡r à L ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ T1 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❡st {Comp1((t1,+,2)), Comp1((t1,−,5)(t2,+,3)), Comp1((t1,−,4)(t2,−,2))}✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ T2 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡st
{Comp2((t3,+,3)), Comp2((t3,−,3))}✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (CompiL, Compi′L′)i<i′ ∈ RImin✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉
♠♦✐♥s (t, s, p) ∈ L✱ (t′, s′, p′) ∈ L′ t❡❧ q✉❡ (t, s) RIT min (t′, s′) ✭❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡st
✉♥ ❛❜✉s✱ ❡t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s t❡sts t ❡t t′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s ❡t s′✱
s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ts RIT min t

′s′✮✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ t❡sts✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡
Excli(t,s,1)i′(t′,s′,1)✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t 1 ❥❡t♦♥✱ q✉✐ ♠❡t ❡♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡
❧❡s s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s t❡sts t ✭s✉✐✈❛♥t s✮ ❡t t′ ✭s✉✐✈❛♥t s′✮✳
❈❡s ♣❧❛❝❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s♦♥t r❡❧✐é❡s ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ 1 à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ p✱ ❡t ❧❡ 1 à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ p′✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s ❣ér♦♥s ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t CompiL✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ SemiL q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✐♥✐✲
t✐❛❧❡♠❡♥t 0 ❥❡t♦♥✳
❯♥ ❥❡t♦♥ ② ❡st ❞é♣♦sé q✉❛♥❞ ♦♥ t✐r❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉✬♦♥ ❞é♣♦s❡ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❜ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛❝❡ Activi✳
▲❡ t✐r ❞❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞✬❤♦r❧♦❣❡s
❧♦❝❛❧❡s q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✮ r❡♠❡ttr❛ ❛❧♦rs ❞❡s ❥❡t♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞✬❡①✲
❝❧✉s✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ Clki✱ ❡♥ ❧❛
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡s ClkiL✱ L ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
❛✉① ❞❡r♥✐èr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞✬❤♦r❧♦❣❡s ❧♦❝❛❧❡s ClkiL q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
CompiL✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✿

✶✳ W (Excli(t,s,1)i′(t′,s′,1), Tij1(...(t,s,1)...)) ❂ 1 ❀



✽✳✷✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶✼✶

✷✳ W (Excli(t,s,1)i′(t′,s′,1), Ti′j′1(...(t′,s′,1)...)) ❂ 1 ❀

✸✳ W (TijkL, SemiL ❂ 1✱ ♦ù L ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉① ❞❡r♥✐èr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❀

✹✳ W (SemiL), ClkiL) ❂ 1 ❀

✺✳ W (ClkiL, Excli(t,s,1)i′(t′,s′,1)) ❂ 1 s✐ (t, s, 1) ∈ L ❀

✻✳ W (Clki′L′ , Excli(t,s,1)i′(t′,s′,1)) ❂ 1 s✐ (t′, s′′, 1) ∈ L′ ❀

✼✳ W (Time(i), ClkiL) ❂ Pi ❀

✽✳ W (ClkiL, Activi) ❂ ❛✳

❉❡ ♠ê♠❡ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿

✶✳ M0(Excli(t,s,1)i′(t′,s′,1)) ❂ 1 ❀

✷✳ M0(SemiL)) ❂ 0✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✶✺ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s
❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✷✳✶ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T2 ❝❤♦✐s✐t ❧❡ s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
T231((t1,+,1))✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ t❡st ❡t ❧❛ ♣❧✉s
❧♦♥❣✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ✭✐❝✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✉✐ ♠ê♠❡✮ ✈❛✉t
3 − 1 ❂ 2✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ 2 ❥❡t♦♥s s♦♥t ❞é♣♦sés ❞❛♥s Activ0✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞é♣♦s❡r 1 ❥❡t♦♥ ❞❛♥s Activ0 ❧♦rsq✉✬♦♥ t✐r❡ ❧❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ T321((t2,−,1))

▲❛ ♣❧❛❝❡ Sem1() ❡①✐st❡ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Clk1() ✉t✐✲
❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ T1✳

✽✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ♣♦✉rr❛ s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

✶✳ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✐♥❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s ❀

✷✳ ❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ♣❡r❞✉ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❞✐s♣♦s❡ ❜✐❡♥ ❞❡ t♦✉s s❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡✛❡❝t✐❢s✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❞❡✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜és ♣❛r ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳

■♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✶ ∀ i, i′ ∈ 1 . . . n✱ ∀ l ∈ 1 . . . |Compeffi|✱ ∀ l′ ∈ 1 . . . |Compeffi′ |✱
M(Semil) +M(Exclili′l′) +M(Semi′l′) = 1✳

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✶ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡
❝❤♦✐s✐s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✳



✶✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s s✉✐✈❛♥t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ✭✐❝✐✱ P (1 − Umax) < 0✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t1 ❂ (contact = 0)T2

❡t t2 ❂ (contact = 0)T3



✽✳✷✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶✼✸

Pr❡✉✈❡ ✽✳✷✳✶ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r M0 ❝❛r M0(Semil) ❂ M0(Semi′l′) ❂ 0 ❡t
M0(Exclili′l′) ❂ 1✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✐t ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ M q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❙♦✐t σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t✐ré ❞❡♣✉✐s M ✱ q✉✐ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡ s②stè♠❡
❞❛♥s ✉♥ ét❛t M ′✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t r❡st❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ▼✬✳
❙♦✐t Trans = {Ti11l, Ti′11l′ , Clkil, Clki′l′} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❡♥tré❡ ♦✉ ❡♥
s♦rt✐❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✭❞♦♥❝ q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡
♠♦❞✐✜❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t✮✳
❯♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ t✐ré❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✿

✶✳ s✐ σ ∩ Trans ❂ ∅✱ ❧❡ t✐r ❞❡ σ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣❧❛❝❡s✳
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t r❡st❡ ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡ ❀

✷✳ s✐♥♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✭❛✮ s✐ Ti11l ∈ σ✱ ♣❛r ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s M(Exclili′l′) > 0 ✭❞♦♥❝ = 1✮✳
P❛r s✉✐t❡✱ M(Semil) = M(Semi′l′) = 0✱ ❞♦♥❝ ♥✐ Clkil ♥✐ Clki′l′ ♥❡ s♦♥t
t✐r❛❜❧❡s✳
❉❡ ♠ê♠❡ Ti′11l′ ♥✬❡st ♣❛s ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ Ti11l✱ ❝❛r
❧❛ ♣❧❛❝❡ Processor ♠❡t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥
❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳
➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ t✐r✱ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❞❡ Exclili′l′ ❡st ❝♦♥s♦♠♠é❡✱ ❞♦♥❝
M ′(Exclili′l′) = 0✳
❯♥❡ ♠❛rq✉❡ ❡st ❞é♣♦sé❡ ❞❛♥s Semil ❞♦♥❝ M(Semil) = 1 ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡
❞❡ Semi′l′ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✳
❉♦♥❝ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ❀

✭❜✮ s✐ Ti′11l′ ∈ σ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✬❛✉ ♣♦✐♥t ✷❛ ❀

✭❝✮ s✐ Clkil ∈ σ✱ ♦♥ ❛✈❛✐t 1 ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s Semil✱ 0 ❞❛♥s Exclili′l′ ❞♦♥❝ ♥✐ Ti11l

♥✐ Ti′11l′ ♥❡ s♦♥t ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡s✱ ❡t 0 ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s Semi′l′ ✱ ❞♦♥❝ Clki′l′

♥✬❡st ♣❛s ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡✳
▲❡ t✐r ❞❡ Clkil ❝♦♥s♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❞❡ Semil✱ ❡t ❡♥ ❞é♣♦s❡ 1 ❞❛♥s
Exclili′l′ ✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ Semi′l′ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ❀

✭❞✮ s✐ Clki′l′ ∈ σ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✬❛✉ ♣♦✐♥t ✷❝✳

■♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✷ ∀ i ∈ 1 . . . n✱ ∀ l ∈ 1 . . . |Compeffi|✱
∑|Compeffi|

l=1 M(Semil) ≤ 1 ❡t
∀ i ∈ 1 . . . n✱ ▼✭Activi✮ ❂ ❛✰❜ ⇒ ∀ l ∈ 1 . . . |Pathi|✱ ▼✭Semil✮ ❂ 0✳

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✷ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡st
♠❛rq✉é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❡♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✶✱ t♦✉t❡s ❧❡s
♣❧❛❝❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ♠❛rq✉é❡s✳
❉♦♥❝✱ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳

Pr❡✉✈❡ ✽✳✷✳✷ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

∑|Compeffi|
l=1 M0(Semil) = 0✳



✶✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ M q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳
❙♦✐t σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t✐ré✱ q✉✐ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥
ét❛t M ′✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡st❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t M ′✳
❙♦✐t Trans = {Ti11l, Clkil} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❡♥tré❡ ♦✉ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s
♣❧❛❝❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✭❞♦♥❝ q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t✮ ✿

✶✳ s✐ σ ∩ Trans ❂ ∅✱ ❧❡ t✐r ❞❡ σ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ♣❧❛❝❡ Semil✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés r❡st❡♥t ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡s ❀

✷✳ s✐♥♦♥✱ ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✭❛✮ ▼✭Activi✮ ❂ ❛✰❜✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s Semil s♦♥t ✈✐❞❡s✱ ❡t ❞♦♥❝
s❡✉❧❡ Ti11l ♣❡✉t êtr❡ t✐ré❡✳
➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ t✐r✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ Semil ❡st ♠❛rq✉é❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s r❡st❡♥t ✈✐❞❡s✳
❉♦♥❝

∑|Compeffi|
l=1 M ′(Semil) = 1 ❀

✭❜✮ ▼✭Activi✮ 6= ❛✰❜✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧✱ Activi ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❛✱
❞♦♥❝ s❡✉❧❡ Clkil ♣❡✉t êtr❡ t✐ré❡✳
➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ t✐r✱ ❧❡ ❥❡t♦♥ ✭✉♥✐q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✮ ❞❡ Semil

❡st ❝♦♥s♦♠♠é✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

∑|Compeffi|
l=1 M ′(Semil) = 0✳

◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à ❝❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✽✳✷✳✶✱ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛
ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s✳

Pr♦♣r✐été ✽✳✷✳✶ ∀ i ∈ 1 . . . n✱ ∀ l ∈ 1 . . . |Compeffi|✱ ∀l′ ∈ 1 . . . |Compeffi′ |✱
M(Time(i)) = 1 ⇒ M(Exclili′l′) = 1✳

Pr❡✉✈❡ ✽✳✷✳✸ ❙♦✐t Exclili′l′ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳
❙✐ M(Time(i)) = 1✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
ri = ri′ ❡t Pi = Pi′ ✱ ❞♦♥❝ M(Time(i′)) = 1✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ré❛❝t✐✈❡r ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ✭❡♥ t✐r❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clkik✮✱ ♦♥ ❛
ré❛❝t✐✈é ❧❛ tâ❝❤❡ Ti′ ✭❡♥ t✐r❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Clki′k′✮✳
❙♦✐t M ′ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ✿

✶✳ s✐ k = l✱ ♦♥ ❛✈❛✐t M ′(Semil) = 1✱ ❞♦♥❝ M ′(Semi′l′) = M ′(Exclili′l′) = 0

✭✐♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✶✮✳
❆✐♥s✐✱ à ❧✬✐ss✉❡ ❞✉ t✐r ❞❡ Clkil✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥s♦♠♠é ❧❛ ♠❛rq✉❡ ❞❡ Semil ❡t ❞é♣♦sé
✉♥❡ ✭1✮ ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s Exclili′l′ ✱ ❞♦♥❝ M(Exclili′l′) = 1 ❀

✷✳ s✐ k 6= l✱ Clkik ♥❡ ❞é♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛rq✉❡s ❞❛♥s Exclili′l′ ✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿
M ′(Semik) = 1✱ ❞♦♥❝ M ′(Semil) = 0 ✭✐♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✷✮ ✿

✭❛✮ s✐ k′ = l′✱ Clki′l′ tr❛♥s❢èr❡ ✉♥❡ ✭1✮ ♠❛rq✉❡ ❞❡ Semi′l′ ❞❛♥s Exclili′l′ ✱ ❞♦♥❝
M(Exclili′l′) = 1 ❀
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✭❜✮ s✐ k′ 6= l′✱ Clki′l′ ♥❡ ❞é♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛rq✉❡ ❞❛♥s Exclili′l′ ✱ ❡t ♦♥ ❛✈❛✐t
M ′(Semi′l′) = 0✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ M ′(Exclili′l′) = 1 ✭✐♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✶✮✱ ❡t ❧❡s t✐rs ❞❡ Clkik

❡t Clki′k′ ♥✬♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜é ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ Exclili′l′ ✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❛tt❡✐♥ts ✿

✶✳ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s Compil ❡t Compi′l′ ✭i < i′✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
❛✈♦✐r été ❡①é❝✉tés ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡
M t❡❧ q✉❡ M(Semil) = M(Semil′) = 1✳
❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✽✳✷✳✶ ❀

✷✳ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❤♦✐s✐s✱ ❝❛r M(Exclili′l′) = 1✱ ∀ i, i′, l, l′ ✭♣r♦♣r✐été ✽✳✷✳✶✮✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❝❤❡♠✐♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡st ❜✐❡♥ r❡s♣❡❝té❡✱
❡t ❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❡r❞✉✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

✽✳✸ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱
❝♦♠♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡
P❡tr✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
▲❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❈✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛♥♥❡①❡ ✳✸ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t ✜❣✉r❡ ✽✳✶✻ ✉♥❡ ✈✉❡
❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ✳✸✳
▲❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✐♣✉❧és ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦♠✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① tâ❝❤❡s✳
❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠✱ ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧✱ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❝r✐✲
t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳
▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ t❡sts ✭q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡✮✱ ❞✬✉♥❡
❧✐st❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❚❤❡♥✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❊❧s❡✳
❈❤❛q✉❡ t❡st ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t❡st ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ <✱ ≤✱
>✱ ≥✱ = ♦✉ 6=✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ r❡str❡✐♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ❛✉① s❡✉❧s t❡sts ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳



✶✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻ ✕ ❱✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s
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❈❡tt❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬♦✉t✐❧ P❊❚❘■●❊◆ ✭❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t✮ ♣❛r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡s ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡s ❋▲❊❳ ❬❱❡r♥ ✶✾✾✺❪ ❡t ❇■❙❖◆
❬❉♦♥♥❡❧❧② ✶✾✾✺❪ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❛r❜r❡✳
❯♥❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ P❊❚❘■●❊◆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✼✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ P❊❚❘■●❊◆



✶✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

▲✬♦✉t✐❧ P❊❚❘■●❊◆ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❛r❜r❡ ✭sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts✮ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♣s❡✉❞♦ ❈ ❡♥ ❡♥tré❡✱ s✉✐✈❛♥t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦✉ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ P❛rs❡✉r ■♥tr❛✲❚â❝❤❡s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦r✲
r❡❝t❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦✉ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐
♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✳
❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❝♦rr❡❝ts q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✿

✶✳ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s RIT ✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ RIT ❡st ❞♦♥♥é ♠ét❤♦❞❡ ✽✳✸✳✶✳

▼ét❤♦❞❡ ✽✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ RIT

✭❛✮ P♦✉r i ∈ 1, . . . , n✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐✳ P♦✉r j ∈ i+ 1, . . . , n

❆✳ P♦✉r t1 ∈ ResTestPari✱ ♣♦✉r t2 ∈ ResTestParj
s✐ t1 RIT t2 ❛❧♦rs RIT ✿❂ RIT ∪ {(t1, t2)}✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦♥str✉✐t✱ ❧❡ ●❊◆❊❘❆✲
❚❊❯❘ ❳▼▲ ❈❍❊▼■◆ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠♦❞é❧✐sé❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❳▼▲
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡
①♠❧ s❝❤❡♠❛ ❬❙♣❡r❜❡r❣✲▼❝◗✉❡❡♥ ❪ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✳✹✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✶✽ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ①♠❧ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛♥✲
♥❡①❡ ✳✹✳
❯♥ s②stè♠❡ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡
❝❤❡♠✐♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥és ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t s✬✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①
t❡sts q✉✐ s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
▲❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉①✱
❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s t❡sts✳
❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s t❡sts ✭❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s RIT ✮ q✉✬♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r❛ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
❈❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐❧ ② ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ RIT ✮ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 2 ❝♦✉♣❧❡s✳
❈❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ✭❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✮ ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
✭❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳

▲❡ ▼❖❉❊▲❊❯❘ ❘❉P ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t
❧❡ ❳▼▲ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ✳✹ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐



✽✳✸✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶✼✾

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽ ✕ ❱✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✶✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
■❧ ❢❛✉❞r❛ ♣❡♥s❡r à ❛❥♦✉t❡r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❀

✷✳ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s RIT min✳
■❧ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ RIT ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠ét❤♦❞❡ ✺✳✷✳✶✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ ♦❜t❡♥✉✱ ❧❡ ●❊✲
◆❊❘❆❚❊❯❘ ❳▼▲ ❆❘❇❘❊ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠♦❞é❧✐sé❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❳▼▲
❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡
①♠❧ s❝❤❡♠❛ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✳✺✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✽✳✶✾ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ①♠❧ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛♥✲
♥❡①❡ ✳✺✳
❯♥ s②stè♠❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✳
❯♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡✳
▲❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✱ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♥÷✉❞s
❡st ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ✳✷✳
❯♥ ♥÷✉❞ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✭q✉✐ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ❡t
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡♣✉✐s s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✮✱ ❞❡ ❞❡✉①
ét✐q✉❡tt❡s ✭❧✬ét✐q✉❡tt❡ 1 ❡st ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t✱ ❡t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ 2 s❡rt à
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ Else ❞✉ t❡st ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ✜❧s ✭❧❡ ✜❧s 1 ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡t ♣♦✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥÷✉❞
s✉✐✈❛♥t✱ ❡t ❧❡ ✜❧s 2 ❡st ✉t✐❧✐sé ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ 2 ❡t ♣♦✐♥t❡ s✉r ❧❡
♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✮✳
❊♥✜♥✱ ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✭✐❝✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❣❛r❞é ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ Mère✮✱ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ✭Nat✮✱ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡
❧✬ét✐q✉❡tt❡ ✭Num✮ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ✭Compl✮ ❞♦♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞é✲
♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡✳
▲✬ét✐q✉❡tt❡ ♣❡✉t êtr❡ a ✭♣♦✉r ✐♥str✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡✮✱ t ✭♣♦✉r
t❡st✮✱ L ✭♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✮✱ U ✭♣♦✉r ❧❛ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✮✱
S ✭♣♦✉r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✮✱ R ✭♣♦✉r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✮✱ V ✭♣♦✉r
s✐❣♥✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥❡ s❡ ♣❛ss❡ r✐❡♥✮✳
❈❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s
q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ RIT min✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 2 ❝♦✉♣❧❡s✳
❈❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✭❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s❛ racine✮ ❡t
❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳

▲❡ ▼❖❉❊▲❊❯❘ ❘❉P ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t
❧❡ ❳▼▲ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ✳✺ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐
s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳
■❧ ❢❛✉❞r❛ ♣❡♥s❡r à ❛❥♦✉t❡r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❀



✽✳✸✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶✽✶

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾ ✕ ❱✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✶✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐

❇✐❧❛♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❡t ✈❛❧✐❞é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ à ❜❛s❡ ❞❡ ré✲
s❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s ♣♦✉✈❛♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tér❡ssés à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❞❡
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲✬♦✉t✐❧ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s s❡r❛ ❝♦♠♣❧été ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❤❛✐♥ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✧❈❤❛q✉❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♥❡ s❡rt q✉✬à ♣♦s❡r ✶✵✱ ✷✵ q✉❡st✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡
❞é❝♦✉✈❡rt❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡st ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♦✉✈r❡ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡

q✉❡st✐♦♥s✳ ❙✐ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ✈♦✉s ❛♥❣♦✐ss❡♥t✱ ♥❡ s♦②❡③ ♣❛s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✧
❇♦r✐s ❈②r✉❧♥✐❦

❙♦♠♠❛✐r❡
✾✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✾✳✶✳✶ ❘❡♣r✐s❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✾✳✶✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✾✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

✾✳✷✳✶ ➚ ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

✾✳✷✳✷ ➚ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞✉r❛♥t ♥♦tr❡ t❤ès❡✱ ♣✉✐s
♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✾✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧s ét❛✐❡♥t ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥✐t✐❛✉①✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡✳

✾✳✶✳✶ ❘❡♣r✐s❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s ❛s♣❡❝ts sé♠❛♥✲
t✐q✉❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❛✐t à s✬✐♥tér❡ss❡r✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣s✲ré❡❧✱ à ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥tr❡
♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ❡❧❧❡s ❡①❛♠✐♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s s❡✲
r♦♥t ❧✐és✳



✶✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

◆♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳
▲✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à
ét✉❞✐❡r✳

✾✳✶✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❯♥ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❢❛✐r❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s q✉✐
❝♦♥s✐❞ér❛✐❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛✲
❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
■❧ ❡♥ r❡ss♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

✶✳ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡t
s♦♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉①✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és
♦✉ ❞✐✛érés✱ q✉✐ s♦♥t à é❝❤é❛♥❝❡ s✉r r❡q✉êt❡ ♦✉ ♣❛s ✳ ✳ ✳ ❀

✷✳ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡✱ à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ été ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❈❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s ✈♦♥t ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ♠❛✐s ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ♥♦tr❡ ❝❛s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❡♥✲❧✐❣♥❡✳

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ❧❡s ❡♥❝❛♣s✉❧❡♥t✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡✉r ❜r❛♥❝❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❝♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❡♥ ré❛❧✐té✳
▼❛✐s s✉rt♦✉t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♣✉ ét✉❞✐❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s sé✲
♠❛♥t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡
✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ t❡st ❡♥ ❡♥tré❡✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ♣❡♥❞❛♥t ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦rr❡❝ts✱ ❞û à ❞❡s ❝❤♦✐① s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳
▲❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✜♥ r❡t❡♥✉ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ✭❝❤❡♠✐♥s✮✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱
❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳
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❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡
❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣r♦✲
✈❡♥❛♥t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét❡♥❞✉ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱
❛✉① t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s✳
■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡st q✉❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧
❡t ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s✉✐✈❛♥t
q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦✉ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ r❡♠❛rq✉é q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ✐❧ ♣♦✉✈❛✐t ② ❛✈♦✐r ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥ts✱ ❞û à ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝rèt❡✱ s✐ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s♦♥t ✐♥❞✉✐ts ❝❤❛❝✉♥ ♣❛r
❞❡✉① t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❡s t❡sts ❡♥ ❛♠♦♥t ✐♥❞✉✐s❡♥t
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ r❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s t❡sts ❡♥ ❛✈❛❧ r❡❞♦♥❞❛♥ts✳
P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❡t ✈❛❧✐❞é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡
t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❤❡♠✐♥✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛r❜r❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ♠❛❧❣ré ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❞♦✉❜❧♦♥s✱ ❞✉ ❢❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ✐♥❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡s ❝r♦✐sés s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ é❧✐♠✐♥és ♣❡♥❞❛♥t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳
❈❡s ❞♦✉❜❧♦♥s s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✐♥sér❡r ❞❡s t❡♠♣s ❝r❡✉① ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ② ❛
❞❡s tâ❝❤❡s ♣rêt❡s à êtr❡ ❡①é❝✉té❡s✳
P♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡r ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡ ❧✐é❡s ❛✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❛❞♦♣t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❛✈❡❝ s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ Umax ✭❧❡
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① ♣❛r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✮ s♦✐t
♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 1✱ ❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♠❛❧❣ré ❝❡❧❛ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❝❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à Umax ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥és à ❞✐st✐♥❣✉❡r 2 ❝❛s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ✿
❧❡ ❝❛s ♦ù Umax ≤ 1 ❡t ❧❡ ❝❛s ♦ù Umax > 1 ❡t Umin < 1✳
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✳



✶✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣✲
té❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈❡ ❝❤♦✐① ♥♦✉s ❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐t à r❡✈♦✐r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ q✉✐ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ s✉r❝♦♥✲
s♦♠♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❡♥❝❛♣s✉❧❡♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐✲
❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
▲❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ s♦♥t
❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
❝❛r ✐❧s t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s✉r❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝❛r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s✳
◆♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❡t ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ✈❛❧✐❞❡✱ q✉✐
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
▲❡s ❛r❜r❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❝❛r ✐❧s ✐♥tè❣r❡♥t
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ str✉❝t✉r❡❧✱ ❝❛r ✐❧s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r✐✲
♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t✱ ❡t t❡♠♣♦r❡❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣é✲
r❡r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✭é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❞✬✐♥t❡r❜❧♦❝❛❣❡✮✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s t❡sts
❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ✭é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s✮✱ ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s ❞❡s
tâ❝❤❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤é❛♥❝❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tré q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s
❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ✿ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st ♠♦✲
❞é❧✐sé❡ ❡t ✈❛❧✐❞é❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳
❈❡ rés✉❧t❛t ét❛✐t ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❝❛r ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t✳
❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣❡ss✐♠✐st❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝❧❛ré❡ ♥♦♥ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✮✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡
✭❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✮✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ r❡st❡ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ é✈✐t❛♥t
❧❡ s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❡❧✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s é❝♦♥♦♠✐❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s s♦♥t ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ré❡❧s ✿ s✐ ❡❧❧❡s ❛♠è♥❡♥t à ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡
♥✬❡st ✈r❛✐♠❡♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s



✾✳✶✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✽✼

❧✐♥é❛✐r❡s✳
❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥ ❛s♣❡❝t q✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s
s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tér❡ssés à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✳
❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ●❊◆❚❘❊❊✳
❈❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
❡t ❣é♥èr❡ ❡♥ s♦rt✐❡✱ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞♦♥♥é❡ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ❥✉❣é❡ ❝♦rr❡❝t❡✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
■❧ ❡st ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡✲
♠❡♥t ❝♦rr❡❝ts✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s ♦♥t
❞é❥à été ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s ❛r❜r❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡
str✉❝t✉r❡❧s ❡t t❡♠♣♦r❡❧s✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡s é❧✐♠✐♥❡r ♣♦✉r ♥✬❡♥
r❡t❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧✐❞❡s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✉t❛♥t ❞✬❛r❜r❡s q✉❡ ❞❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❛❞❛♣té q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ très ♣❡t✐t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❡t ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❢❛✐❜❧❡s✳
❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❣é♥èr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜r✉t❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳
■❧ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ♠♦②❡♥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s ❣é♥ér❡r t♦✉s✱ ❡t ❧❡s t❡st❡r ✉♥ ♣❛r
✉♥✳
❚♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ♦♥t ❛♠❡♥é❡s à r❡✢é❝❤✐r s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❡♥té❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ q✉✐
♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❛r❜r❡s ✈♦✉❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ❡t
❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s
❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♦✛r❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱
❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✱
❧❡s ❜❧♦❝s ♣ré✲❡♠♣t✐❢s ♦✉ ♥♦♥ ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r
❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✱



✶✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲
ré❡❧ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡✱
♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞✉♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❣é♥ér❛✉① q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳ ❊❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s r❡❞♦♥❞❛♥t❡✱ r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛✈❡❝ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ré✈❡✐❧ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ P✲❝♦❧♦ré ✭❝♦❧♦ré s✉✐✈❛♥t
❧❡s ♣❧❛❝❡s✮ s✐♠♣❧✐✜é ✭❝❛r ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❥✉st❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs✮ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐✲
✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s✱ ❛✈❡❝ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s
❛✉① é❝❤é❛♥❝❡s✳
P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
ét❡♥❞✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞❡ ❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❛❥♦✉té ❛✉① ❝♦✉❝❤❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✉♥❡
❝♦✉❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❢❛❝t♦✲
r✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ ✿

✶✳ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✐♥❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s ❀

✷✳ ❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ♣❡r❞✉ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❞✐s♣♦s❡ ❜✐❡♥ ❞❡ t♦✉s s❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡✛❡❝t✐❢s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❛s
Umax ≤ 1 ❡t Umax > 1✳
❈❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❛ ♥é❝❡ss✐té ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé✱ ❛✈❡❝ ❛r❝
✐♥❤✐❜✐t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ré✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦rté s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s à ❞é♣❛rts
s✐♠✉❧t❛♥és ❡t q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ♦✉ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✳
❈❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡✱ ❝✬❡st s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
s❡❧♦♥ q✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✭❛♣♣r♦❝❤❡
❛r❜r❡✮✳



✾✳✶✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✽✾

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦sé ❧❡s ❜❛s❡s ✭str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✮ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ P❊❚❘■●❊◆✱ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❛r❜r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❈ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳
P❊❚❘■●❊◆ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡✉rs s②♥t❛①✐q✉❡ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❋▲❊❳ ❡t ❇■❙❖◆✱
♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s s❡r♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡
P❡tr✐✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✶ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t ❝❡ q✉✐ r❡st❡ à ❢❛✐r❡
❞❛♥s ❧✬✐♠♠é❞✐❛t✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ✕ ❱✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡



✶✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✾✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❋❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥✐t✐❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥ts✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✱ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts q✉✐ ♦♥t été ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♠❛✐s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❧étés✱ ♣✉✐s ❧❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

✾✳✷✳✶ ➚ ❝♦✉rt t❡r♠❡

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✜♥❛❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ P❊❚❘■●❊◆✱
q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ❡♥tré❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡
P❡tr✐✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦✉ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♦✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s
à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés✳

❊♥✜♥✱ ❧✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
❈❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t❤ès❡✳

✾✳✷✳✷ ➚ ❧♦♥❣ t❡r♠❡

◆♦✉s ré✢é❝❤✐ss♦♥s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳
❯♥❡ t❤ès❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ q✉✐ ét✉❞✐❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s ❛✉① ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ s❡r❛✐t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉① ❝❛s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t
❞✐str✐❜✉é✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡s✳

■❧ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ✉t✐❧✐sés✱ ♣♦✉r ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts✳
▲❡s t❡sts ♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ré❞✉✐ts ❛✉① s❡✉❧s t❡sts ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s
❛✉① t❡sts ❧♦❣✐q✉❡s and✱ or ✳ ✳ ✳✳



❆♥♥❡①❡

✧▲❛ s❝✐❡♥❝❡ ❞♦✐t s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡r à ❧❛ ♥❛t✉r❡✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡r à ❧❛
s❝✐❡♥❝❡✧

❋❡r❞✐♥❛♥❞ ❇r✉♥♦t

✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✜❣✉r❡ ✷ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❡ss✉✐❡✲❣❧❛❝❡s



✶✾✷ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r q✉❡❧q✉❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❉♦♥♥é❡s ✳✷✳✶ ✿ét✐q✉❡tt❡
✲ ✲ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✿
✲ ✲ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠èr❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✱
✲ ✲ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✭♥❛t✮ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✿
✲ ✲ ✲ ✲ ❛ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡✱ t ♣♦✉r ✉♥ t❡st ❀
✲ ✲ ✲ ✲ ▲ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ❯ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ ❙ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❘ ♣♦✉r ✉♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ ❡t ❡♥✜♥ ❱ ♣♦✉r q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ❡①é❝✉té❡ ✭θ✮✳
✲ ✲ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ✭♥✉♠✮ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡✳ ❈❡ ♥✉♠ér♦ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs rô❧❡s ✿
✲ ✲ ✲ ✲ s✐ ♥❛t ❂ ▲ ♦✉ ❯✱ ♥✉♠ ❂ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ s✐ ♥❛t ❂ ❙ ♦✉ ❘✱ ♥✉♠ ❂ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ s✐ ♥❛t ❂ t✱ ♥✉♠ ❂ ♥✉♠ér♦ ❞✉ t❡st ❀
✲ ✲ ✲ ✲ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ♥✉♠ ❂ ✵✳
✲ ✲ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ✭❝♦♠♣❧✮✱ q✉✐ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs rô❧❡s ✿
✲ ✲ ✲ ✲ s✐ ♥❛t ❂ t✱ ❝♦♠♣❧ ❂ s✐❣♥❡ ❞✉ t❡st ❀
✲ ✲ ✲ ✲ s✐ ♥❛t ❂ ▲ ♦✉ ❯ ♦✉ ❛ ♦✉ ❱✱ ❝♦♠♣❧ ❂ ✵ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ s✐ ♥❛t ❂ ❙✱ ❝♦♠♣❧ ❂ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ s✐ ♥❛t ❂ ❘✱ ❝♦♠♣❧ ❂ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ é♠❡ttr✐❝❡✳
ét✐q✉❡tt❡ ❡st ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t
{

♠èr❡ ✿ ❡♥t✐❡r ❀
♥❛t ✿ ❝❛r❛❝tèr❡ ❀✲ ✲ ❛✱ t✱ ▲✱ ❯✱ ❙✱ ❘✱ ❱
♥✉♠ ✿ ❡♥t✐❡r ❀
❝♦♠♣❧ ✿ ❡♥t✐❡r ❀✲ ✲ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s

} ét✐q✉❡tt❡✳

❯♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t ❞❡ N①Char①N①N
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s♦✉s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿











































(numtache, a, 0, 0)

(numtache, t, j, s) j numero du test et s son signe(0 ↔ −, 1 ↔ +)

(numtache, L, k, 0) k numero de la ressource

(numtache, U, k, 0) k numero de la ressource

(numtache, S, k, l) k numero du message et l le destinataire

(numtache, R, k, l) k numero du message et l le numero emetteur

(0, V, 0, 0) quand rien ne se passe

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ét✐q✉❡té✳ ❙❡s
♥÷✉❞s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ✳✷✳✷ ✿



✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✶✾✸

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❉♦♥♥é❡s ✳✷✳✷ ✿♥♦❡✉❞
✲ ✲ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿
✲ ✲ ✲ ✲ s❛ ❝❧é q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❝❧é ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛
✲ ✲ ✲ ✲ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡s✳
✲ ✲ ✲ ✲ ❞❡✉① ét✐q✉❡tt❡s✱ ❡t✶ ❡t ❡t✷ ✿
✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ❡t✶ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥ ②✬ ❛ ♣❛s
✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ❞❡ t❡sts✱
✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ♦✉ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤❡♥ q✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ ✉♥ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ❡t✷ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡❧s❡ ❞❡s t❡sts
✲ ✲ ✲ ✲ ❞❡✉① ❧✐❡♥s ✜❧s✶ ❡t ✜❧s✷ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❡t✶ ❡t ❡t✷ ✿
✲ ✲ ✲ ✲ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥ ♣♦✐♥t❡ s✉r s♦♥ ✜❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❀
✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ❧✬❛r❜r❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✳
♥♦❡✉❞ ❡st ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t
{

❝❧❡ ✿ ❡♥t✐❡r ❀
❡t✶✱ ❡t✷ ✿ ét✐q✉❡tt❡ ❀
✜❧s✶✱ ✜❧s✷ ✿ ❧✐❡♥ ❀

} ♥♦❡✉❞✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ ✜✲
❣✉r❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s✳
▲✬✉♥✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ♠èr❡ ❞❡ ét✐✲
q✉❡tt❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ tâ❝❤❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✬♦♥ r❡♣rés❡♥t❡✳
◆♦tr❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡s ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❝t✐✈é❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❉é❜✉t ❡t ❋✐♥ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s✳
P♦✉r ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t r❛♥❣é❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐s✲
s❛♥t ❞❡ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞♦♥♥é❡s
❡♥ ❡♥tré❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳✷✳✸ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳



✶✾✹ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❉♦♥♥é❡s ✳✷✳✸ ✿✐♥st❛♥❝❡
✲ ✲ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✿
✲ ✲ ✲ ✲ ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st ✐♥st❛♥❝❡ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧ ❀
✲ ✲ ✲ ✲ s♦♥ ♥✉♠❡r♦✳
✐♥st❛♥❝❡ ❡st ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t
{

r❛❝ ✿ ♣♦✐♥t❡✉r ❀ ✲ ✲ r❛❝ ♣♦✐♥t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❡t à ✉♥
✲ ✲ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ s✉r ❧❡ s♦✉s
✲ ✲ ❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ r❡st❛♥t à ❡①é❝✉t❡r
♠èr❡ ✿ ❡♥t✐❡r ❀
date−rev ✿ ❡♥t✐❡r ❀
num−inst ✿ ❡♥t✐❡r ❀

} ✐♥st❛♥❝❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I
dj

i,ij
❡st ❧❛ ieme ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❝t✐✈é❡ à ❧❛ ❞❛t❡ t = dj ✱ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡

♠èr❡ Tij ✱ ❡t s❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Tij ✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥✜♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦té test−passe✱ ❞❡s t❡sts ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ❡t s❡ r❡♠♣❧✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st
❝♦♥str✉✐t✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s t❡sts ❛❥♦✉tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❡st q✉✬♦♥ ❧❡✉r ❛❥♦✉t❡ ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✬♦ù ♣r♦✈✐❡♥t ❧❡ t❡st✳ ❈❡ ♥✉♠ér♦ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳
❯♥ t❡st ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ test−passe ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭♠ère, num, s, num−instance) ❛✈❡❝ ✿

✶✳ ♠èr❡ ✿ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♠èr❡ ❀

✷✳ ♥✉♠ ✿ ♥✉♠ér♦ ❞✉ t❡st ❀

✸✳ s ✿ s✐❣♥❡ ❞✉ t❡st ✭✵ ♦✉ ✶✮ ❀

✹✳ num−instance ✿ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜r✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✿



✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✶✾✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ ❈♦♥str✉✐t

✴✯▲✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❞❛t❡s

❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲✐♥st ❀
✴✯❚❡sts ❡❢❢❡❝t✉és ❡♥tr❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❝♦✉r❛♥t ✯✴

✐♥♣✉t ✿ test−passe ❀
✴✯❯♥ ✐♥st❛♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ t ❀
✴✯▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ❋✐♥
✴✯▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✯✴

♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
✴✯s✐ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❢✐♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✯✴

s✐ t ❂ ❋✐♥ ❛❧♦rs

▲ ❂ ❚r❛✐t❡♠❡♥t❋✐♥❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✭▲✐♥st✱test−passe✱❋✐♥✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

✴✯s✐♥♦♥✱ s✐ ✐❧ ♥ ②✬❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s à tr❛✐t❡r ✯✴

s✐♥♦♥ s✐ ▲✐♥st ❂ [] ❛❧♦rs

▲ ❂ ❚r❛✐t❡♠❡♥tP❧✉s❉✐♥st❛♥❝❡s❆❚r❛✐t❡r✭▲✐♥st✱test−passe✱t✱❋✐♥✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

✴✯s✐♥♦♥✱ s✐ ✐❧ ♥ ②✬❛ ♣❛s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣rêt❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t ✯✴

s✐♥♦♥ s✐ ❚❡t❡✭▲✐♥st✮✳date−rev > t ❛❧♦rs
▲ ❂ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s◆♦♥❘❡✈❡✐❧❧❡✭▲✐♥st✱test−passe✱t✱❋✐♥✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

✴✯s✐♥♦♥✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ✯✴

s✐♥♦♥

▲ ❂ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s❘❡✈❡✐❧❧❡✭▲✐♥st✱test−passe✱t✱❋✐♥✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

✜♥

r❡t♦✉r♥❡r ▲❀



✶✾✻ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t❋✐♥❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ ❡st ❡♥ ❢✐♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲✐♥st ❀
✐♥♣✉t ✿ test−passe ❀
✐♥♣✉t ✿ ❋✐♥
♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
✴✯❣❛r❞❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❝t✐✈é❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ P❚❘ ✯✴

▲P❚❘ ✿❂ []❀
♣♦✉r ❆ ❞❛♥s ▲✐♥st ❢❛✐r❡

s✐ ❆✳date−rev ≤ t ❡t ❆✳r❛❝✳❡t✶✳♥❛t ∈ {L,U, S,R} ❛❧♦rs

▲P❚❘ ✿❂ ▲P❚❘ ✰ ❆❀
✜♥

✜♥

▲ ✿❂ []❀
s✐ ▲P❚❘ 6= [] ❛❧♦rs

♣♦✉r ❚ ∈ ▲P❚❘ ❢❛✐r❡

LPTR−aux ✿❂ ❚r♦♥q✉❡ ✭▲P❚❘✱ ❚✮❀
▲❛✉① ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭LPTR−aux✱ test−passe✱ ❋✐♥✱ ❋✐♥✮❀
▲✶ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✭✭❚✳♠èr❡✱❚✳❡t✶✳♥❛t✱❚✳❡t✶✳♥✉♠✱❚✳❡t✶✳❝♦♠♣❧✮✱▲❛✉①✱❋✐♥✮❀
▲ ✿❂ ▲ ✰ ▲✶❀

✜♥

s✐♥♦♥

❇ ✿❂ ❈r❡❡♥♦❡✉❞ ✭❋✐♥✱✭✵✱❱✱✵✱✵✮✱✭✵✱❱✱✵✱✵✮✱♥✉❧❧✱♥✉❧❧✮❀
▲ ✿❂ ▲ ✰ ❇❀

✜♥

r❡t♦✉r♥❡r ▲❀



✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✶✾✼

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥tP❧✉s❉✐♥st❛♥❝❡s❆❚r❛✐t❡r

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s à tr❛✐t❡r

✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲✐♥st ❀
✐♥♣✉t ✿ test−passe ❀
✐♥♣✉t ✿ t ❀
✐♥♣✉t ✿ ❋✐♥
♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
▲✶ ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭[]✱test−passe✱t✰✶✱❋✐♥✮❀
✴✯♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ✯✴

▲ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✭✭✵✱❱✱✵✱✵✮✱▲✶✱t✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s◆♦♥❘❡✈❡✐❧❧❡

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥ ré✈❡✐❧❧é❡s ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲✐♥st ❀
✐♥♣✉t ✿ test−passe ❀
✐♥♣✉t ✿ t ❀
✐♥♣✉t ✿ ❋✐♥
♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
✴✯♣❛s ❞❡ tâ❝❤❡s ♣rêt❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡♠♣s

❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ✯✴

▲✶ ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭▲✐♥st✱test−passe✱t✰✶✱❋✐♥✮❀
▲ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✭✭✵✱❱✱✵✱✵✮✱▲✶✱t✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀



✶✾✽ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡❘❡✈❡✐❧❧❡

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ré✈❡✐❧❧é❡s ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲✐♥st ❀
✐♥♣✉t ✿ test−passe ❀
✐♥♣✉t ✿ t ❀
✐♥♣✉t ✿ ❋✐♥
♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
✴✯♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡

❞❡ ❧❡✉r ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ✯✴

▲t❡st ✿❂ []❀
▲✐♠♣ ✿❂ []❀
▲P❚❘ ✿❂ []❀
▲❞♦rt ✿❂ []❀
♣♦✉r ❆ ∈ ▲✐♥st ❢❛✐r❡

✴✯♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝t✐✈é❡s ✯✴

s✐ ❆✳date−rev > t ❛❧♦rs
▲❞♦rt ✿❂ ▲❞♦rt ✰ ❆❀

✴✯♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥

✐♠♣ér❛t✐✈❡ ✯✴

s✐♥♦♥ s✐ ❆✳r❛❝✳❡t✶✳♥❛t ❂ ❛ ❛❧♦rs

▲✐♠♣ ✿❂ ▲✐♠♣ ✰ ❆❀
✴✯♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡

t❡♠♣s✲ré❡❧ ✯✴

s✐♥♦♥ s✐ ❆✳r❛❝✳❡t✶✳♥❛t ∈ {L,U, S,R} ❛❧♦rs

▲P❚❘ ✿❂ ▲P❚❘ ✰ ❆❀
✴✯♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✉♥ t❡st ✯✴

s✐♥♦♥

▲t❡st ✿❂ ▲t❡st ✰ ❆❀
✜♥

✜♥

▲ ✿❂ []❀
✴✯♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s

❞é❝❧❛r❛t✐✈❡s ✯✴

❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s❉❡❝❧❛r❛t✐✈❡s✭✮❀
✴✯❝❛s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✯✴

❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡sP❚❘✭✮❀
✴✯❝❛s ❞❡s t❡sts ✯✴

❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s❚❡sts✭✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀



✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✶✾✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s❉❡❝❧❛r❛t✐✈❡s

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡s ✯✴

♣♦✉r ❚ ∈ ▲✐♠♣ ❢❛✐r❡

Linst−aux ✿❂ ▲❞♦rt ✰ ▲P❚❘ ✰ ▲t❡st ✰ ❚r♦♥q✉❡ ✭▲✐♠♣✱❚✮❀
▲❛✉① ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭Linst−aux✱test−passe✱t✰✶✱❋✐♥✮❀
✴✯♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡ ✯✴

▲✶ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✭✭❚✳♠èr❡✱❛✱✵✱✵✮✱▲❛✉①✱t✮❀
▲ ✿❂ ▲ ✰ ▲✶❀

✜♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡sP❚❘

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❞❡s P❚❘ ✯✴

♣♦✉r ❚ ∈ ▲P❚❘ ❢❛✐r❡

Linst−aux ✿❂ ▲❞♦rt ✰ ▲✐♠♣ ✰ ▲t❡st ✰ ❚r♦♥q✉❡ ✭▲P❚❘✱❚✮❀
✴✯❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ét❛♥t ❞❡ ❞✉ré❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♥✬✐♥❝ré♠❡♥t❡ ♣❛s ❧❡

t❡♠♣s ✯✴

▲❛✉① ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭Linst−aux✱test−passe✱t✱❋✐♥✮❀
✴✯♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ P❚❘ ✯✴

▲✷ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✭✭❚✳♠èr❡✱❚✳❡t✶✳♥❛t✱❚✳❡t✶✳♥✉♠✱❚✳❡t✶✳❝♦♠♣❧✮✱▲❛✉①✱t✮❀
▲ ✿❂ ▲ ✰ ▲✷❀

✜♥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s❚❡sts

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ t❡st ✯✴

♣♦✉r ❚ ∈ ▲t❡st ❢❛✐r❡
✴✯♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡ t❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ t❤❡♥ ✭✰✮ ✯✴

t❡✶ ✿❂ ❚✳r❛❝✳❡t✶❀
✴✯♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡ t❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❡❧s❡ ✭✲✮ ✯✴

t❡✷ ✿❂ ❚✳r❛❝✳❡t✷❀
✴✯♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① t❡sts à

❢❛✉①✳ ❈❡❝✐ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝

❧❡s t❡sts ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés ✯✴

♣❛st❡✶ ✿❂ ❢❛❧s❡❀
♣❛st❡✷ ✿❂ ❢❛❧s❡❀
❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s❚❡sts❙✉✐t❡✭✮❀

✜♥



✷✵✵ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t■♥st❛♥❝❡s❚❡sts❙✉✐t❡

✴✯❙✉✐t❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥

t❡st ✯✴

✴✯♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡sts✱ ♣♦✉r ✈♦✐r s✬✐❧ ♥ ②✬ ❛ ♣❛s

✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥ t❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✯✴

✴✯❝❛s ❞✉ t❡st t❡✶ ✯✴

♣♦✉r t❡ ∈ test−passe ❢❛✐r❡

s✐ ❚✳num−instance ❂ t❡✳num−instance ❛❧♦rs
s✐ ❬✭t❡✶✳♠èr❡ ≤ t❡✳♠èr❡✮ ❡t ✭ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭t❡✶✱t❡✮✮❪ ♦✉ ❬✭t❡✳♠èr❡ <
t❡✶✳♠èr❡✮ ❡t ✭ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭t❡✱t❡✶✮✮❪ ❛❧♦rs

♣❛st❡✶ ✿❂ tr✉❡❀
✜♥

✜♥

✜♥

✴✯❝❛s ❞✉ t❡st t❡✷ ✯✴

✴✯❢❛✐r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✯✴

✴✯♦♥ r❡ss♦rt ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥ s❛❝❤❛♥t s✐ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s

t❡sts ré❝✉♣érés ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡st ❞é❥á r❡♥❝♦♥tré ✯✴

✴✯s✐ ❧❡s ❞❡✉① t❡sts s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s t❡sts ❞é❥à

r❡♥❝♦♥trés ✯✴

s✐ ♣❛st❡✶ ❡t ♣❛st❡✷ ❛❧♦rs

✴✯♦♥ ♥❡ ❢❛✐t r✐❡♥✱ ❝❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✯✴

▲✸ ✿❂ []❀
✴✯s✐♥♦♥✱ s✐ s❡✉❧❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ t❤❡♥ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡

t❡st t❡✷ ✯✴

s✐♥♦♥ s✐ ♣❛st❡✶ ❛❧♦rs

▲ ❂ ●❛r❞❡r❚❡stt❡✷✭▲❞♦rt✱▲✐♠♣✱▲P❚❘✱▲t❡st✱❚✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

✴✯s✐♥♦♥ s✐ s❡✉❧❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❡❧s❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡

t❡st t❡✶ ✯✴

s✐♥♦♥ s✐ ♣❛st❡✷ ❛❧♦rs

▲ ❂ ●❛r❞❡r❚❡stt❡✶✭▲❞♦rt✱▲✐♠♣✱▲P❚❘✱▲t❡st✱❚✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

✴✯s✐♥♦♥ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ❞❡✉①

t❡sts t❡✶ ❡t t❡✷ ✯✴

s✐♥♦♥

▲ ❂ ●❛r❞❡r❚❡stt❡✶t❡✷✭▲❞♦rt✱▲✐♠♣✱▲P❚❘✱▲t❡st✱❚✮❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

✜♥



✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✷✵✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✿ ●❛r❞❡r❚❡stt❡✷

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ t❡✷ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲❞♦rt ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲✐♠♣ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲P❚❘ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲t❡st ❀
✐♥♣✉t ✿ ❚ ❀
✐♥♣✉t ✿ t❡✷ ❀
♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
Linst−aux ✿❂ ▲❞♦rt ✰ ▲✐♠♣ ✰ ▲P❚❘ ✰ ❚r♦♥q✉❡ ✷✭▲t❡st✱❚✮❀
test−passe−aux ✿❂ ❆❞❞ ✭test−passe✱t❡✷✱❚✳num−instance✮❀
▲❛✉① ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭Linst−aux✱test−passe−aux✱t✰✶✱❋✐♥✮❀
▲✸ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✷✭✭❚✳♠èr❡✱t✱t❡✷✳♥✉♠✱t❡✷✳s✮✱▲❛✉①✱t✮❀
▲ ✿❂ ▲ ✰ ▲✸❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✿ ●❛r❞❡r❚❡stt❡✶

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ t❡✶ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲❞♦rt ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲✐♠♣ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲P❚❘ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲t❡st ❀
✐♥♣✉t ✿ ❚ ❀
✐♥♣✉t ✿ t❡✶ ❀
♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
Linst−aux ✿❂ ▲❞♦rt ✰ ▲✐♠♣ ✰ ▲P❚❘ ✰ ❚r♦♥q✉❡ ✭▲t❡st✱❚✮❀
test−passe−aux ✿❂ ❆❞❞ ✭test−passe✱t❡✶✱❚✳num−instance✮❀
▲❛✉① ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭Linst−aux✱test−passe−aux✱t✰✶✱❋✐♥✮❀
▲✸ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✭✭❚✳♠èr❡✱t✱t❡✶✳♥✉♠✱t❡✶✳s✮✱▲❛✉①✱t✮❀
▲ ✿❂ ▲ ✰ ▲✸❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀



✷✵✷ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✿ ●❛r❞❡r❚❡stt❡✶t❡✷

✴✯▼♦❞✉❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s t❡✶ ❡t t❡✷ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲❞♦rt ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲✐♠♣ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲P❚❘ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲t❡st ❀
✐♥♣✉t ✿ ❚ ❀
✐♥♣✉t ✿ t❡✶ ❀
✐♥♣✉t ✿ t❡✷ ❀
♦✉t♣✉t ✿ ▲ ❀
Linst−aux1 ✿❂ ▲❞♦rt ✰ ▲✐♠♣ ✰ ▲P❚❘ ✰ ❚r♦♥q✉❡ ✭▲t❡st✱❚✮❀
Linst−aux2 ✿❂ ▲❞♦rt ✰ ▲✐♠♣ ✰ ▲P❚❘ ✰ ❚r♦♥q✉❡ ✷✭▲t❡st✱❚✮❀
test−passe−aux1 ✿❂ ❆❞❞ ✭test−passe✱t❡✶✱❚✳num−instance✮❀
test−passe−aux2 ✿❂ ❆❞❞ ✭test−passe✱t❡✷✱❚✳num−instance✮❀
▲❛✉①✶ ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭Linst−aux1✱test−passe−aux1✱t✰✶✱❋✐♥✮❀
▲❛✉①✷ ✿❂ ❈♦♥str✉✐t ✭Linst−aux2✱test−passe−aux2✱t✰✶✱❋✐♥✮❀
▲✸ ✿❂ ■♥s❡r❡ ✶✷✭❚✳♠èr❡✱t❡✶✳♥✉♠✱▲❛✉①✶✱▲❛✉①✷✱t✮❀
▲ ✿❂ ▲ ✰ ▲✸❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲❀



✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✷✵✸

■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❈♦♥str✉❝t❡✉r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✿ ■♥s❡r❡

✴✯❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥sèr❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡♥ r❛❝✐♥❡ ❞❡ t♦✉s

❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ▲ ❡t ét✐q✉❡tt❡ ❧❡ ❧✐❡♥✶ ✭❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à

❡t✶✮ ♣❛r ❧✐❡♥ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ❧✐❡♥ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲ ❀
✐♥♣✉t ✿ t ❀
✴✯❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛r❜r❡s ❛❝t✉❛❧✐sés ✯✴

♦✉t♣✉t ✿ ❘❡♣ ❀
❘❡♣ ✿❂ []❀
♣♦✉r ❆ ∈ ▲ ❢❛✐r❡

❇ ✿❂ ❈r❡❡♥♦❡✉❞ ✭t✱❧✐❡♥✱✭✵✱❱✱✵✱✵✮✱❆✱♥✉❧❧✮✮❀
❘❡♣ ✿❂ ❘❡♣ ✰ ❇❀

✜♥

r❡t♦✉r♥❡r ❘❡♣❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹✿ ❚r♦♥q✉❡

✴✯❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t ✉♥❡

✐♥st❛♥❝❡✱ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡♥ tr♦♥q✉❛♥t

❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t✳ ✯✴

✴✯q✉❛♥❞ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ✉♥ t❡st✱ ❧✬é❧é♠❡♥t tr♦♥q✉é ❡st

❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ t❤❡♥ ✯✴

✴✯❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r

✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝❧❛r❛t✐✈❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♦✉

♣❛r ✉♥ t❡st ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲■ ❀
✐♥♣✉t ✿ ❚ ❀
♦✉t♣✉t ✿ ▲■❛✉① ❀
✴✯♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ tr♦♥q✉é❡ ✯✴

❚✬ ✿❂ ✭❚✳✜❧s✶✱❚✳♠èr❡✱❚✳date−rev✱❚✳num−instance✮❀
s✐ ❚✬✳r❛❝ ❂ ♥✉❧❧ ❛❧♦rs

✴✯s✬✐❧ ♥ ②✬❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ❧✬é❧✐♠✐♥❡ ✯✴

▲■❛✉① ✿❂ ▲■ \ ❚❀

s✐♥♦♥

✴✯s✐♥♦♥ ♦♥ tr♦♥q✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❚ ♣❛r ❚✬ ✯✴

✴✯P♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧✬♦r❞r❡ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧✮✱

❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✧❡♥ ♣❧❛❝❡✧ ✯✴

▲■❛✉① ✿❂ ✭▲■ \ ❚✮ ✰ ❚✬❀

✜♥

r❡t♦✉r♥❡r ▲■❛✉①❀



✷✵✹ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺✿ ❚r♦♥q✉❡✷

✴✯❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t

♣❛r ✉♥ t❡st ❡t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡

❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡♥ tr♦♥q✉❛♥t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r

é❧é♠❡♥t✳ ✯✴

✴✯❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐❢❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❚r♦♥q✉❡ ❡st q✉❡

❧✬é❧é♠❡♥t tr♦♥q✉é ❡st ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❡❧s❡ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲❚ ❀
✐♥♣✉t ✿ ❚ ❀
♦✉t♣✉t ✿ ▲■❛✉① ❀
❚✬ ✿❂ ✭❚✳✜❧s✷✱❚✳♠èr❡✱❚✳date−rev✱❚✳num−instance✮❀
s✐ ❚✬✳r❛❝ ❂ ♥✉❧❧ ❛❧♦rs

✴✯s✬✐❧ ♥ ②✬❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ❧✬é❧✐♠✐♥❡ ✯✴

▲■❛✉① ✿❂ ▲❚ \ ❚❀

s✐♥♦♥

✴✯s✐♥♦♥ ♦♥ tr♦♥q✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❚ ♣❛r ❚✬ ✯✴

✴✯P♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧✬♦r❞r❡ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ré✈❡✐❧✮✱

❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✧❡♥ ♣❧❛❝❡✧ ✯✴

▲■❛✉① ✿❂ ✭▲❚ \ ❚✮ ✰ ❚✬❀

✜♥

r❡t♦✉r♥❡r ▲■❛✉①❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻✿ ❆❞❞

✴✯❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s t❡sts ❞é❥à

r❡♥❝♦♥trés✱ ✉♥ t❡st ✭❝❡❧✉✐ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✮ ❡t ✉♥

♥✉♠ér♦ ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ✭❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✮ ❡t ❛❥♦✉t❡ ❧❡ t❡st à

❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s t❡sts ♣❛ssés ✯✴

✐♥♣✉t ✿ test−passe ❀
✐♥♣✉t ✿ t❡ ❀
✐♥♣✉t ✿ num−instance ❀
♦✉t♣✉t ✿ ▲t❡st ❀
t❡❛✉① ✿❂ ✭t❡✳♠èr❡✱t❡✳♥✉♠✱t❡✳s✱num−instance✮❀
▲t❡st ✿❂ test−passe ✰ t❡❛✉①❀
r❡t♦✉r♥❡r ▲t❡st❀



✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✷✵✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼✿ ■♥s❡r❡✷

✴✯▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐❢❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■♥s❡r❡ ❡st q✉❡

❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❢✐❧s✷ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ❧✐❡♥ ❀
✐♥♣✉t ✿ ▲ ❀
✐♥♣✉t ✿ t ❀
♦✉t♣✉t ✿ ❘❡♣ ❀
❘❡♣ ✿❂ []❀
♣♦✉r ❆ ∈ ▲ ❢❛✐r❡

❇ ✿❂ ❈r❡❡♥♦❡✉❞ ✭t✱✭✵✱❱✱✵✱✵✮✱❧✐❡♥✱♥✉❧❧✱❆✮❀
❘❡♣ ✿❂ ❘❡♣ ✰ ❇❀

✜♥

r❡t♦✉r♥❡r ❘❡♣❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✽✿ ■♥s❡r❡✶✷

✴✯▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐❢❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ■♥s❡r❡ ❡t ■♥s❡r❡✷

❡st q✉❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❢✐❧s ❢✐❧s✶ ❡t

❢✐❧s✷ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ♠èr❡ ❀
✐♥♣✉t ✿ ♥✉♠ ❀
✐♥♣✉t ✿ t ❀
✴✯▲✶ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ t❤❡♥ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲✶ ❀
✴✯▲✷ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ t❤❡♥ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ ▲✷ ❀
♦✉t♣✉t ✿ ❘❡♣ ❀
❘❡♣ ✿❂ []❀
♣♦✉r ❆✶ ∈ ▲✶ ❢❛✐r❡

♣♦✉r ❆✷ ∈ ▲✷ ❢❛✐r❡

❇ ✿❂ ❈r❡❡♥♦❡✉❞ ✭t✱✭♠èr❡✱t✱♥✉♠✱✶✮✱✭♠èr❡✱t✱♥✉♠✱✵✮✱❆✶✱❆✷✮❀
❘❡♣ ✿❂ ❘❡♣ ✰ ❇❀

✜♥

✜♥

r❡t♦✉r♥❡r ❘❡♣❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✿ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

✴✯❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ✈r❛✐ q✉❛♥❞ ❧❡s t❡sts ♣❛ssés ❡♥ ❡♥tré❡

s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❡t ❢❛✉① s✐♥♦♥ ✯✴

✴✯❧❡s ❞❡✉① t❡sts ❡♥ ❡♥tré❡ ✯✴

✐♥♣✉t ✿ t❡✶✱t❡✷ ❀
♦✉t♣✉t ✿ ❘❡s✉❧t ❀
❘❡s✉❧t ✿❂ te1s1

num1 ⇒ te2s2
num2❀

r❡t♦✉r♥❡r ❘❡s✉❧t❀
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✳✸ ●r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ♥♦tr❡

ét✉❞❡

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ●r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋ ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛♥✐♣✉❧és



✳✹✳ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❤❡♠✐♥ ✷✵✼

✳✹ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥

✴✯ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵ ✯✴
✴✯ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣ ✯✴
✴✯ ①♠❧ s❝❤❡♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ①♠❧ ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡♠✐♥

✯✴
< ❄①♠❧ ✈❡rs✐♦♥❂✧✶✳✵✧ ❡♥❝♦❞✐♥❣❂✧✉t❢✲✽✧ ❄>
<①s❞ ✿s❝❤❡♠❛ ①♠❧♥s ✿①s❞❂✧❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴✷✵✵✶✴❳▼▲❙❝❤❡♠❛✧>
✴✯ ❯♥ s②stè♠❡ ❛ ✉♥ ♥♦♠✱ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t

❡♥✈♦②❡r ♦✉ r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✯✴
✴✯ ❯♥ s②stè♠❡ ❛ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✮✱ ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡

❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✮ ✯✴
✴✯ ■❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ RIT ✯✴
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧s②st❡♠❡✧>

<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧r❡ss♦✉r❝❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧♠❡ss❛❣❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✈❛r✐❛❜❧❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧t❛❝❤❡✧ t②♣❡ ❂ ✧t❛❝❤❡t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✧ t②♣❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥t②♣❡✧
♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧ ♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥♦♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>

< /①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t>
✴✯ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✮ ✯✴
✴✯❯♥❡ tâ❝❤❡ ❛ ✉♥ ♥♦♠✱ ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧✱ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

✯✴
<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧t❛❝❤❡t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✈❛r✐❛❜❧❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❝❤❡♠✐♥✧ t②♣❡ ❂ ✧❝❤❡♠✐♥t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✶✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥♦♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
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<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❞❛t❡r❡✈❡✐❧✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❞❡❧❛✐❝r✐t✐q✉❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❡r✐♦❞❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■❧ ❛ ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t q✉✐ ✈❛ ❧❡

❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ✉♥ ♥♦♠ ❡t s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✯✴
<①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❝❤❡♠✐♥t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✐♥str✉❝t✐♦♥✧ t②♣❡ ❂ ✧✐♥str✉❝t✐✉♦♥t②♣❡✧
♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✶✧ ♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠❡r♦✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❞✉r❡❡❡①❡❝✉t✐♦♥✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧
t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ❯♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ♦✉ ✉♥ t❡st ✯✴
<①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧✐♥str✉❝t✐♦♥t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❝❤♦✐❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❜❧♦❝❦✧ t②♣❡ ❂ ✧❜❧♦❝❦t②♣❡✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❧♦❝❦✧ t②♣❡ ❂ ✧❧♦❝❦t②♣❡✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✉♥❧♦❝❦✧ t②♣❡ ❂ ✧✉♥❧♦❝❦t②♣❡✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧s❡♥❞✧ t②♣❡ ❂ ✧s❡♥❞t②♣❡✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧r❡❝❡✐✈❡✧ t②♣❡ ❂ ✧r❡❝❡✐✈❡t②♣❡✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧t❡st✧ t②♣❡ ❂ ✧t❡stt②♣❡✧/ >
< /①s❞ ✿ ❝❤♦✐❝❡>

< /①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ❯♥ ❜❧♦❝ ❛ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❜❧♦❝❦t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❛r❛♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >
✴✯ ❯♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡ ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❧♦❝❦t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❛r❛♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >
✴✯ ❯♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✐❜éré❡ ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧✉♥❧♦❝❦t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❛r❛♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >
✴✯ ❯♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧s❡♥❞t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❛r❛♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >
✴✯ ❯♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡ç✉ ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧r❡❝❡✐✈❡t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❛r❛♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >



✳✹✳ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❤❡♠✐♥ ✷✵✾

✴✯ ❯♥ t❡st ❛ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡t ❞❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✯✴
<①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧t❡stt②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❛r❛♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✈❛r✐❛❜❧❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧♦♣❡r❛t❡✉r✧ t②♣❡ ❂ ✧♦♣❡r❛t❡✉rt②♣❡✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✈❛❧❡✉r✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✈❛❧❡✉rt②♣❡✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>

< /①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡st ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞✬✉♥

ré❡❧ ♦✉ ❞✬✉♥ t❡①t❡ ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧✈❛❧❡✉rt②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❝❤♦✐❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥st❛♥t❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ r❡❛❧✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧t❡①t❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
<①s❞ ✿ ❝❤♦✐❝❡>

< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >
✴✯ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t❡st ♣❡✉t êtr❡ <✱ ≤✱ >✱ ≥✱ = ♦✉ 6= ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧♦♣❡r❛t❡✉rt②♣❡✧>

<①s❞ ✿ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧>
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧<✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧>✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧≤✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧≥✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧=✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧6=✧ / >
< /①s❞ ✿ r❡str✐❝t✐♦♥>

< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >
✴✯ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡

❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s✳

❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s♦♥ ♥✉♠ér♦ ✉♥✐q✉❡✱ ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭❡♥

❢❛✐t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ✉♥✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✮ ❝♦♥s✐❞éré q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳ ✯✴
<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✧ t②♣❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>

< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❡❧❡♠❡♥t✧ t②♣❡ ❂ ✧❡❧❡♠❡♥tt②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧/ >



✷✶✵ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❡❧❡♠❡♥tt②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠t❛❝❤❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠❝❤❡♠✐♥✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >



✳✺✳ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛r❜r❡ ✷✶✶

✳✺ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡

✴✯ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵ ✯✴
✴✯ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣ ✯✴
✴✯ ①♠❧ s❝❤❡♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ①♠❧ ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ✯✴
< ❄①♠❧ ✈❡rs✐♦♥❂✧✶✳✵✧ ❡♥❝♦❞✐♥❣❂✧✉t❢✲✽✧ ❄>
<①s❞ ✿s❝❤❡♠❛ ①♠❧♥s ✿①s❞❂✧❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴✷✵✵✶✴❳▼▲❙❝❤❡♠❛✧>
✴✯ ❯♥ s②stè♠❡ ❛ ✉♥ ♥♦♠✱ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t

❡♥✈♦②❡r ♦✉ r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✯✴
✴✯ ❯♥ s②stè♠❡ ❛ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡✮✱ ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ✭s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✮ ✯✴
✴✯ ■❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ RIT min

✯✴
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧s②st❡♠❡✧>

<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧r❡ss♦✉r❝❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧♠❡ss❛❣❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✈❛r✐❛❜❧❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧t❛❝❤❡✧ t②♣❡ ❂ ✧t❛❝❤❡t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✧ t②♣❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥t②♣❡✧
♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧ ♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥♦♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >
< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>

< /①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t>
✴✯ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥

❛r❜r❡ ✯✴
✴✯❯♥❡ tâ❝❤❡ ❛ ✉♥ ♥♦♠✱ ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧✱ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

✯✴
<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧t❛❝❤❡t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✈❛r✐❛❜❧❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿str✐♥❣✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❛r❜r❡✧ t②♣❡ ❂ ✧❛r❜r❡t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✶✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✶✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥♦♠✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧/ >



✷✶✷ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❆♥♥❡①❡

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❞❛t❡r❡✈❡✐❧✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❞❡❧❛✐❝r✐t✐q✉❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♣❡r✐♦❞❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ❯♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✳ ■❧ ❛ ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✭♣♦✉r ❞✐r❡ q✉✬✐❧

s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣ré❝✐s❡✮ q✉✐ ✈❛ ❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡

✯✴
<①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❛r❜r❡t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧♥♦❡✉❞✧ t②♣❡ ❂ ✧♥♦❡✉❞t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✶✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠❡r♦✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ❯♥ ♥÷✉❞ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s❛ r❛❝✐♥❡ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✉ré❡

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡♣✉✐s s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✮✱ q✉✐ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥

✉♥✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ♥✉♠ér♦✱ ❡t ❝♦♠♣♦sé ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❡t ❞✬✉♥ ✜❧s

✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ✳✷✮✳ ✯✴
<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥♦❡✉❞t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❡t✐q✉❡tt❡✧ t②♣❡ ❂ ✧❡t✐q✉❡tt❡t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✶✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧✜❧s✧ t②♣❡ ❂ ✧♥♦❡✉❞t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✶✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧r❛❝✐♥❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠r❛❝✐♥❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ❯♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡

❧✬ét✐q✉❡tt❡✱ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ✭✈♦✐r ❛♥✲

♥❡①❡ ✳✷✮✳ ✯✴
✴✯ ◆♦✉s ❧✉✐ ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ♥✉♠ér♦ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✳ ✯✴
<①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❡t✐q✉❡tt❡t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧♠❡r❡✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧♥❛t✧ t②♣❡ ❂ ✧♥❛tt②♣❡✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♠♣❧✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠❡t✐✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ ❝♦♠♣❧❡①t②♣❡>
✴✯ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ♣❡✉t êtr❡ a✱ t✱ L✱ U ✱ S✱ R ♦✉ V ✯✴
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❡t✐q✉❡tt❡t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡ ❂ ✧①s❞ ✿ str✐♥❣✧>
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧a✧ / >



✳✺✳ ❳▼▲ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❳▼▲ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛r❜r❡ ✷✶✸

<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧t✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧L✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧U✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧S✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧R✧ / >
<①s❞ ✿ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❂ ✧V ✧ / >
< /①s❞ ✿ r❡str✐❝t✐♦♥>

< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >
✴✯ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡

❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s✳

❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥✉♠ér♦ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡

❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❡t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❧❡ s♦✉s ❝♦♠✲

♣♦rt❡♠❡♥t ✭♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s♦✉s ❛r❜r❡✮ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳ ✯✴
<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣✧ t②♣❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣t②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✵✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✉♥❜♦✉♥❞❡❞✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>

< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
<①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧❝♦♥✜❣t②♣❡✧>

<①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>
<①s❞ ✿ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡ ❂ ✧❡❧❡♠❡♥t✧ t②♣❡ ❂ ✧❡❧❡♠❡♥tt②♣❡✧ ♠✐♥♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧
♠❛①♦❝❝✉rs ❂ ✧✷✧/ >
< /①s❞ ✿ s❡q✉❡♥❝❡>

< /①s❞ ✿ ❈♦♠♣❧❡①t②♣❡>
<①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ ♥❛♠❡ ❂✧❡❧❡♠❡♥tt②♣❡✧>

<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠r❛❝✐♥❡✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >
<①s❞ ✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♥❛♠❡ ❂ ✧♥✉♠❡t✐✧ ✉s❡ ❂ ✧r❡q✉✐r❡❞✧ t②♣❡ ❂ ✧①s❞ ✿ ✐♥t❡❣❡r✧/ >

< /①s❞ ✿ s✐♠♣❧❡t②♣❡ >





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❧✐é❡ à ❧❛ t❤ès❡

✧▲❛ s❝✐❡♥❝❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t q✉✬✉♥❡ ❧♦✐ ✿ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✧
❇❡rt♦❧t ❇r❡❝❤t

❘❛♣♣♦rts ✐♥t❡r♥❡s

✶✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ❆♥♥✐❡ ●❡♥✐❡t✱ ●✉② ❱✐❞❛❧✲◆❛q✉❡t✱ ✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❚❡♠♣s✲❘é❡❧✧✱ ▲■❙■✱ ❊◆❙▼❆✱
❏✉✐♥ ✷✵✶✵ ❀

✷✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ❆♥♥✐❡ ●❡♥✐❡t✱ ●✉② ❱✐❞❛❧✲◆❛q✉❡t✱ ✧❉é✜♥✐t✐♦♥ ❋♦r♠❡❧❧❡ ❡t
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❆r❜r❡s ❞✬❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✧✱ ▲■❙■✱ ❊◆❙▼❆✱ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✶✶✳

❙é♠✐♥❛✐r❡s

✶✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❚❡♠♣s✲
❘é❡❧✧✱ ▼❊❋❖❙❨▲❖▼❆✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ▼❛✐ ✷✵✶✵ ❀

✷✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ✧■♠♣❛❝ts ❙♦❝✐ét❛✉① ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❚❤ès❡✧✱ ▲❆ ❘❖✲
❈❍❊▲▲❊✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✶✵✳

❲♦r❦s❤♦♣s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥♥❛✉①

✶✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ❆♥♥✐❡ ●❡♥✐❡t✱ ●✉② ❱✐❞❛❧✲◆❛q✉❡t✱ ✧❆ ❘❡❛❧✐st✐❝ ▼♦❞❡❧ ♦❢
❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s ❢♦r ❊✣❝✐❡♥t ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✧✱ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❲♦r❦s❤♦♣✱
❆♥♥✉❛❧ ■❊❊❊✴◆❆❙❆ ●♦❞❞❛r❞✱ ♣♣✳ ✸✲✶✷✱ ✷✵✵✾ ✸✸r❞ ❆♥♥✉❛❧ ■❊❊❊ ❙♦❢t✇❛r❡
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❙❦ô✈❞❡✱ ❙✉è❞❡✱ ✷✵✵✾ ❀

❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s

✶✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ❆♥♥✐❡ ●❡♥✐❡t✱ ●✉② ❱✐❞❛❧✲◆❛q✉❡t✱ ✧❯s✐♥❣ ❙❡♠❛♥t✐❝ Pr♦✲
♣❡rt✐❡s ❢♦r ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✧✱ ▼❉❉✹❉❘❊❙✱ ❲♦r❦ ■♥ Pr♦❣r❡ss ❙❡ss✐♦♥✱
❆✉ss♦✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✾ ❀

✷✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ❆♥♥✐❡ ●❡♥✐❡t✱ ●✉② ❱✐❞❛❧✲◆❛q✉❡t✱ ✧❚r❡❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❱❡rs✉s
❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✧✱ ❈❆❘❙❅❊❉❈❈✱ ❆❈▼ ❉✐❣✐t❛❧ ▲✐❜r❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ■❙❇◆
✾✼✽✲✶✲✻✵✺✺✽✲✾✶✺✲✷✱ ❱❛❧❡♥❝❡✱ ❊s♣❛❣♥❡✱ ❆✈r✐❧ ✷✵✶✵ ❀

✸✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋♦ts✐♥❣✱ ❆♥♥✐❡ ●❡♥✐❡t✱ ●✉② ❱✐❞❛❧✲◆❛q✉❡t✱ ✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr✐s❡
❡♥ ❈♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❚❡♠♣s✲❘é❡❧ ✿ ❈♦♥❝❡♣ts ❡t
❖✉t✐❧s✧✱ ❆❋❆❉▲✷✵✶✵✱ P♦✐t✐❡rs✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❏✉✐♥ ✷✵✶✵ ❀



✷✶✻ ❆♥♥❡①❡ ✳ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❧✐é❡ à ❧❛ t❤ès❡

❈♦♠✐té ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

✶✳ ❏❘❲❘❚❈✬✶✵ ✿ 4th ❏✉♥✐♦r ❘❡s❡❛r❝❤❡r ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✵ ❀

✷✳ ❊❚❘✬✶✶✱ ➱❝♦❧❡ ❞✬➱té ❚❡♠♣s✲❘é❡❧✱ ❙❡ss✐♦♥ ❉♦❝t♦r❛♥ts✱ ❇r❡st✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣✲
t❡♠❜r❡ ✷✵✶✶ ❀

✸✳ ❏❘❲❘❚❈✬✶✶ ✿ 5th ❏✉♥✐♦r ❘❡s❡❛r❝❤❡r ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
◆❛♥t❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✳

❊♥❝❛❞r❡♠❡♥ts

✶✳ Pr♦❥❡t ●❊◆❚❘❊❊ ✿ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♦✣❝✐❡✉① ❞✬❍❛♠❡t ❚❛♠❞✐❛✱ ét✉❞✐❛♥t ❛❝✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ▼❛st❡r ✷ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P♦✐t✐❡rs✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉
♣r♦❥❡t✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❣❛ ❪ ▲✬♦✉t✐❧ ❆❣❛t❤❛✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐t❡ ✇❡❜✳ ✇✇✇✲
❧✐st✳❝❡❛✳❢r✴❧❛❜♦s✴❢r✴▲▲❙P✴♦❛s✐s✴❖❆❙■❙✲♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✺✳✮

❬❆❧♦②s✐✉s ✶✾✾✻❪ ❑✳ ❆❧♦②s✐✉s✱ ❑✳ ▼♦❦ ❡t ❉✳ ❈❤❡♥✳ ❆ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡❛❧✲
t✐♠❡ t❛s❦s✳ ■♥ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 17th ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱
❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❉❈✱ ✶✾✾✻✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬❆✉❞s❧❡② ✶✾✾✸❪ ◆✳ ❆✉❞s❧❡②✱ ❆✳ ❇✉r♥s✱ ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ❑✳ ❚✐♥❞❡❧❧ ❡t ❆✳❏✳ ❲❡❧❧✐♥❣s✳
❆♣♣❧②✐♥❣ ◆❡✇ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❚❤❡♦r② t♦ ❙t❛t✐❝ Pr✐♦r✐t② Pr❡❡♠♣t✐✈❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳
❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❏♦✉r♥❛❧✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬❆✉ss❛❣✉ès ✶✾✾✽❪ ❈✳ ❆✉ss❛❣✉ès ❡t ❱✳ ❉❛✈✐❞✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t✐♠❡❧❡ss ✐♥ s❛❢❡t② ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❈♦♠♣✉t❡r ❙②st❡♠s ✭■❈❊❈❈❙✬✾✽✮✱
✶✾✾✽✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✻✳✮

❬❆✉ss❛❣✉ès ✷✵✵✷❪ ❈✳ ❆✉ss❛❣✉ès✱ ❱✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ❏✳ ❉❡❧❝♦✐❣♥❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉t✐✲tâ❝❤❡
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❬❈♦tt❡t ✷✵✵✺❪ ❋✳ ❈♦tt❡t ❡t ❊✳ ●r♦❧❧❡❛✉✳ ❙②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉✉♥♦❞✱ ✷✵✵✺✳ ■❙❇◆ ✷✶✵✵✵✼✽✾✸✸✳ ✭❈✐té ❡♥
♣❛❣❡s ✶ ❡t ✹✳✮

❬❈✉❝✉ ✷✵✵✻❪ ▲✳ ❈✉❝✉ ❡t ❊✳ ❚♦✈❛r✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✜①❡❞✲
♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✳ ❆❈▼ ❙■●❇❊❉ ❘❡✈✐❡✇✱
✈♦❧✳ ✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ✷✵✵✻✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬❈✉❝✉ ✷✵✵✾❪ ▲✳ ❈✉❝✉✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✿ ❢r♦♠ ✉♥✐♣r♦✲
❝❡ss♦r t♦ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❘❛♣♣♦rt
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ■◆❘■❆✱ ▼❛② ✷✵✵✾✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✶✳✮



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✷✶✾

❬❉❡rt♦✉③♦s ✶✾✼✹❪ ▼✳ ❉❡rt♦✉③♦s✳ ❈♦♥tr♦❧ r♦❜♦t✐❝s ✿ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ■❋■P ❈♦♥❣r❡ss✱ ♣❛❣❡s ✽✵✼✕✽✶✸✱ ✶✾✼✹✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾ ❡t ✸✺✳✮

❬❉❡rt♦✉③♦s ✶✾✽✾❪ ▼✳▲✳ ❉❡rt♦✉③♦s ❡t ❆✳❑✳ ▼♦❦✳ ▼✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ♦♥✲❧✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♦❢ ❤❛r❞ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ t❛s❦s✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱
♥♦✳ ✶✷✱ ♣❛❣❡s ✶✹✾✼✕✶✺✵✻✱ ✶✾✽✾✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾ ❡t ✹✼✳✮

❬❉✐❛③ ✷✵✵✷❪ ❏✳ ❉✐❛③✱ ❉✳ ●❛r❝✐❛✱ ❑✳ ❑✐♠✱ ❈✳ ▲❡❡✱ ▲✳ ❇❡❧❧♦✱ ▲✳ ❏✳▼ ❡t ❖✳ ▼✐r❛❜❡❧❧❛✳
❙t♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ■♥ 23rd ■❊❊❊ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡
❙②st❡♠s ❙②♠♣♦s✐✉♠✭❘❚❙❙✵✷✮✱ ♣❛❣❡s ✷✽✾✕✸✵✵✱ ✷✵✵✷✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬❉♦♥♥❡❧❧② ✶✾✾✺❪ ❈✳ ❉♦♥♥❡❧❧② ❡t ❘✳ ❙t❛❧❧♠❛♥✳ ❇✐s♦♥ ✶✳✷✺ ✿ ❚❤❡ ❨❆❈❈✲
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ P❛rs❡r ●❡♥❡r❛t♦r✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ✐♥t❡r♥❡t✱ ◆♦✈❡♠❜❡r
✶✾✾✺✳ ❤tt♣ ✿✴✴❧❛♥❣❡✈✐♥✳✉♥✐✈✲t❧♥✳❢r✴❈❉❊✴▲❊❳❨❆❈❈✴❜✐s♦♥✳❤t♠❧✳ ✭❈✐té ❡♥
♣❛❣❡ ✶✼✼✳✮

❬❊❧❧♦② ✶✾✾✼❪ ❏✳✲P✳ ❊❧❧♦②✳ ❙②stè♠❡s ré❛❝t✐❢s✱ ❙②♥❝❤r♦♥✐s♠❡✱ ❚â❝❤❡s ❡t é✈è♥❡♠❡♥ts✳
■♥ ➱❝♦❧❡ ❞✬été ❚❡♠♣s✲ré❡❧✬✾✼✱ ♣❛❣❡s ✷✽✕✸✼✱ ❊❈◆✲■❘❈②◆ ❇P ✾✷✶✵✶ ✹✹✸✷✶
◆❛♥t❡s ❈❡❞❡① ✸✱ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✼✳ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡✳❊❧❧♦②❅❧❛♥✳❡❝✲♥❛♥t❡s✳❢r✳ ✭❈✐té
❡♥ ♣❛❣❡ ✶✳✮

❬❊❧✳❘❡✇✐♥✐ ✶✾✾✺❪ ❍✳ ❊❧✳❘❡✇✐♥✐ ❡t ❍✳❍ ❆❧✐✳ ❙t❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✹✱ ♣❛❣❡s
✹✶✕✺✹✱ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✾✺✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✾✳✮

❬●r♦❧❧❡❛✉ ✶✾✾✾❪ ❊✳ ●r♦❧❧❡❛✉✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s✲ré❡❧ ♦♣t✐♠❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ré✲
s❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉r✳ P❤❉
t❤❡s✐s✱ ▲■❙■✱ ❊◆❙▼❆✱ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✾✾✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✶✼✱ ✶✽✱ ✹✷✱ ✹✼✱ ✹✽✱ ✶✵✷✱
✶✹✽✱ ✶✺✵✱ ✶✺✸✱ ✶✻✸ ❡t ✶✽✼✳✮

❬●r♦❧❧❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ❊✳ ●r♦❧❧❡❛✉ ❡t ❆✳ ❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t✳ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡
s❝❤❡❞✉❧❡s ✉s✐♥❣ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ■♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥ts ❉②♥❛♠✐❝ ❙②st❡♠s ✭❉❊❉❙✮✱
✈♦❧✉♠❡ ✶✷✱ ♣❛❣❡s ✸✶✶✕✸✸✸✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ❏✉❧❧② ✷✵✵✷✳ ✭❈✐té
❡♥ ♣❛❣❡s ✾✱ ✶✼✱ ✹✷✱ ✹✼✱ ✹✽✱ ✺✶ ❡t ✶✶✷✳✮

❬❏❡♥s❡♥ ✶✾✾✼❪ ❑✳ ❏❡♥s❡♥✳ ❈♦❧♦✉r❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❇❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
Pr❛❝t✐❝❛❧ ❯s❡✳ ■♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✼✳ ✭❈✐té
❡♥ ♣❛❣❡s ✹✷ ❡t ✹✸✳✮

❬❑✐♠ ✶✾✽✵❪ ❑✳❍✳ ❑✐♠ ❡t ▼✳ ◆❛❣❤✐❜❞❛❞❡❤✳ Pr❡✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ♦✈❡rr✉♥s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡
♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥ P❡r❢✳✱ ♣❛❣❡s ✷✻✼✕✷✼✻✱ ✶✾✽✵✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬❑♦♣❡t③ ✶✾✾✺❪ ❍✳ ❑♦♣❡t③✳ ❲❤② ❚✐♠❡✲❚r✐❣❣❡r❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❙✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ▲❛r❣❡
❍❛r❞ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 5th ■❊❊❊ ❲♦rs❤♦♣ ♦♥ ❋✉t✉r❡
❚r❡♥❞s ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✷✕✾✱ ❈❤❡♥❥✉✱ ❑♦r❡❛✱ ❆✉❣✉st
✶✾✾✺✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✳✮

❬▲❛❛❧❛♦✉✐ ✷✵✵✺❪ ❨✳ ▲❛❛❧❛♦✉✐✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s✲ré❡❧ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t
◆❛t✐♦♥❛❧ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❆❧❣❡r✐❡✱ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✼✳✮



✷✷✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬▲❛❜❡t♦✉❧❧❡ ✶✾✼✹❪ ❏✳ ▲❛❜❡t♦✉❧❧❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❘❡✈✉❡ ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❛❣❡s ✶✶✕✶✼✱ ✶✾✼✹✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✺✳✮

❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✷❪ ●✳ ▲❛r❣❡t❡❛✉ ❡t ❉✳ ●❡♥✐❡t✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❚❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❡♠♣s✲❘é❡❧ ❉✐str✐❜✉é❡s à ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❙tr✐❝t❡s✳ ■♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ P❛r✐s✱
❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✷✳ t❡❦♥❡❛✱ ■✳❙✳❇✳◆✳ ✿ ✷✲✽✼✼✶✼✲✵✽✶✲✵✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾✱ ✶✽✱ ✹✼
❡t ✶✶✷✳✮

❬▲❛r❣❡t❡❛✉ ✷✵✵✺❪ ●✳ ▲❛r❣❡t❡❛✉ ❡t ❉✳ ●❡♥✐❡t✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❤❛r❞
r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❡❞✐t❡✉r✱
12th ❉✐s❝r❡t❡ ●❡♦♠❡tr② ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ■♠❛❣❡r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✹✷✾✱ ♣❛❣❡s ✷✸✕✸✸✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✶✽ ❡t ✹✼✳✮

❬▲❛✇❧❡r ✶✾✽✶❪ ❊✳▲✳ ▲❛✇❧❡r ❡t ❈✳❯✳ ▼❛rt❡❧✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉r✐♥❣ t❛s❦s
♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✷✱ ♣❛❣❡s ✾✕✶✷✱
❋❡❜r✉❛r② ✶✾✽✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✼✳✮

❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✵❪ ❏✳ ▲❡✉♥❣ ❡t ▼✳ ▼❡rr✐❧❧✳ ❆ ♥♦t❡ ♦❢ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝
r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡s ✶✶✺✕✶✶✽✱
✶✾✽✵✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾✱ ✶✶✵ ❡t ✶✶✶✳✮

❬▲❡✉♥❣ ✶✾✽✷❪ ❏✳ ▲❡✉♥❣ ❡t ❏✳ ❲❤✐t❡❤❡❛❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡✲
❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✸✼✕✷✺✵✱
✶✾✽✷✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾✱ ✶✶✵ ❡t ✶✶✶✳✮

❬▲✐✉ ✶✾✼✸❪ ❈✳▲✳ ▲✐✉ ❡t ❏✳❲✳ ▲❛②❧❛♥❞✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠✉❧t✐♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✶✱ ✶✾✼✸✳ ♣♣
✹✻✲✻✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✹✱ ✻✱ ✼✱ ✾✱ ✷✹✱ ✷✼✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✺ ❡t ✸✾✳✮

❬▲♦♠❜❛r❞✐❡ ✷✵✶✵❪ ▼✳ ▲♦♠❜❛r❞✐❡✱ ▼✳ ▼✐❧❛♥♦✱ ▼✳ ❘✉❣❣✐❡r♦ ❡t ▲✳ ❇❡♥✐♥✐✳ ❙t♦❝❤❛s✲
t✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss♦r
s②st❡♠s✲♦♥✲❝❤✐♣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡s ✸✶✺✕✸✹✺✱ ✷✵✶✵✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✷✼ ❡t ✷✽✳✮

❬▼❛❞❤✉❦❛r ✷✵✵✽❪ ❆✳ ▼❛❞❤✉❦❛r✱ ❊✳ ❆r✈✐♥❞✱ ❋✳ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❡t ▲✳ ■♥s✉♣✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧
❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❚❛s❦ ▼♦❞❡❧s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ 11th ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❖❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡
❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭■❙❖❘❈ ✷✵✵✽✱ ❖r❧❛♥❞♦✱ ❋❧♦r✐❞❛✱ ▼❛② ✷✵✵✽✳ ✭❈✐té ❡♥
♣❛❣❡ ✸✺✳✮

❬▼❛r ❪ ▲❡ ♣r♦✜❧ ▼❆❘❚❊✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐t❡ ✇❡❜✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♦♠❣♠❛rt❡✳♦r❣✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✺✳✮

❬▼❛rt❡❧ ✶✾✽✷❪ ❈✳❯✳ ▼❛rt❡❧✳ Pr❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s✱ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛♥❞
❞✉❡ t✐♠❡s✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✷✾✱ ♣❛❣❡s ✽✶✷✕✽✷✾✱ ❏✉❧② ✶✾✽✷✳ ✭❈✐té
❡♥ ♣❛❣❡ ✹✼✳✮

❬▼♦❦ ✶✾✽✸❪ ❆✳ ❑✳ ▼♦❦✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s ❢♦r t❤❡
❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ▼❛ss❛❝❤✉ss❡ts ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❡✱ ✶✾✽✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✻ ❡t ✸✷✳✮

❬❖▼● ✷✵✵✶❪ ❖▼●✳ ❯♥✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❱✶✳✹✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ ❖❜❥❡❝t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ●r♦✉♣✱ ✷✵✵✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✺✳✮



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✷✷✶

❬❖✉t ❪ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❜❛sés ❆❆❉▲✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐t❡ ✇❡❜✳
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❛❛❞❧✳✐♥❢♦✴❛❛❞❧✴❝✉rr❡♥ts✐t❡✴t♦♦❧✴✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✹✳✮

❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✹❪ ❙✳ P❛✐❧❧❡r ❡t ❆✳ ❈❤♦q✉❡t✲●❡♥✐❡t✳ ❖✛✲❧✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ■♥ ❲❖❉❊❙ ✿ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡
❊✈❡♥t ❙②st❡♠s✱ ❘❡✐♠s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✹✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡r✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✺✸✳✮

❬P❛✐❧❧❡r ✷✵✵✻❪ ❙✳ P❛✐❧❧❡r✳ ❆♥❛❧②s❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲
ré❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t s♣♦r❛❞✐q✉❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❊◆❙▼❆ ✿ ❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❞✬❆ér♦t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❖❝✲
t♦❜r❡ ✷✵✵✻✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✶✼✱ ✶✽✱ ✸✵✱ ✹✷✱ ✹✼✱ ✺✸✱ ✶✵✹✱ ✶✶✸✱ ✶✷✶✱ ✶✹✽✱ ✶✹✾✱ ✶✺✵✱
✶✻✶✱ ✶✻✸✱ ✶✻✽✱ ✶✽✼ ❡t ✶✽✽✳✮

❬P❡t❡rs♦♥ ✶✾✽✶❪ ❏✳▲✳ P❡t❡rs♦♥✳ P❡tr✐ ♥❡ts t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠s✳
Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ✶✾✽✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✷✳✮

❬P❡tr✐ ✶✾✻✷❪ ❈✳❆✳ P❡tr✐✳ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❛✉t♦♠❛t❡♥✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ✶✱ ❇♦♥♥
■♥st✐t✉t ❢ür ■♥str✉♠❡♥t❡❧❧❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❙❝❤r✐❢t❡♥ ❞❡s ■■▼ ◆r✳ ✷✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱
✶✾✻✷✳ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ❊♥❣❧✐s❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✷✳✮

❬P❤❛♥ ✷✵✵✹❛❪ ❚✳ ❍✳ P❤❛♥✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧
♠♦❞é❧✐sé❡s ❡♥ ❯▼▲✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬ ❊✈r②✱ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✹✳ ✭❈✐té ❡♥
♣❛❣❡ ✷✺✳✮

❬P❤❛♥ ✷✵✵✹❜❪ ❚✳❍✳ P❤❛♥✱ ❙✳ ●❡r❛r❞ ❡t ❋✳ ❚❡rr✐❡r✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤
❆❈❈❖❘❉✴❯▼▲ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❝❛s❡ st✉❞②✳
■♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦r s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✷✵✵✹✳
■❙❇◆ ✿✶✲✹✵✷✵✲✼✾✾✵✲✼✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✺✳✮

❬P✉❛✉t ✷✵✵✼❪ ■✳ P✉❛✉t✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❲❈❊❚ ✿ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ■♥ ❊❚❘ ✷✵✵✼✱
✷✵✵✼✳ ♣♣ ✶✼✸✲✶✽✾✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✼ ❡t ✶✸✳✮

❬P✉s❝❤♥❡r ✶✾✾✼❪ P✳P✳ P✉s❝❤♥❡r ❡t ❆✳❱✳ ❙❝❤❡❞❧✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥
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❬❱❛❧❦ ✶✾✽✶❪ ❘✳ ❱❛❧❦ ❡t ●✳ ❱✐❞❛❧✲◆❛q✉❡t✳ P❡tr✐ ♥❡ts ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✾✽✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✹✳✮

❬❱❡r❤♦♦s❡❧ ✶✾✾✻❪ ❏✳P✳❈✳ ❱❡r❤♦♦s❡❧✱ ▲✳❘✳ ❲❡❧❝❤✱ ❉✳❑✳ ❍❛♠♠❡r ❡t ❊✳❏✳ ▲✉✐t✳ ■♥❝♦r✲
♣♦r❛t✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ♣r❡✲r✉♥✲t✐♠❡ s❝❤❡✲
❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱
♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✶✸✕✸✶✱ ❏✉❧❧② ✶✾✾✻✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✾✳✮

❬❱❡r♥ ✶✾✾✺❪ P✳ ❱❡r♥✳ ❋❧❡① ✷✳✺ ✿ ❆ ❢❛st s❝❛♥♥❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ✐♥t❡r♥❡t✱
▼❛r❝❤ ✶✾✾✺✳ ❤tt♣ ✿✴✴❧❛♥❣❡✈✐♥✳✉♥✐✈✲t❧♥✳❢r✴❈❉❊✴▲❊❳❨❆❈❈✴✢❡①✳❤t♠❧✳ ✭❈✐té
❡♥ ♣❛❣❡ ✶✼✼✳✮

❬❲✐❧❤❡❧♠ ✷✵✵✽❪ ❘✳ ❲✐❧❤❡❧♠✱ ❏✳ ❊♥❣❜❧♦♠✱ ❆✳ ❊r♠❡❞❛❤❧✱ ◆✳ ❍♦❧st✐✱ ❙✳ ❚❤❡s✐♥❣✱
❉✳ ❲❤❛❧❧❡②✱ ●✳ ❇❡r♥❛t✱ ❈✳ ❋❡r❞✐♥❛♥❞✱ ❘✳ ❍❡❝❦♠❛♥♥✱ ❚✳ ▼✐tr❛✱ ❋✳ ▼✉❡❧✲
❧❡r✱ ■✳ P✉❛✉t✱ P✳ P✉s❝❤♥❡r✱ ❏✳ ❙t❛s❝❤✉❧❛t ❡t P✳ ❙t❡♥str♦♠✳ ❚❤❡ ❲♦rst✲❈❛s❡
❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡ Pr♦❜❧❡♠ ✖ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❚♦♦❧s✳ ❆❈▼
❚r❛♥s✳❊♠❜❡❞❞✳❈♦♠♣✉t✳❙②st✳✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ♥♦✳ ✸✱ ❛♣r✐❧ ✷✵✵✽✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✼✱ ✶✸
❡t ✻✽✳✮

❬❳✉ ✶✾✾✷❪ ❏✳ ❳✉ ❡t ❉✳▲✳ P❛r♥❛s✳ Pr❡✲r✉♥t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❡①❝❧✉✲
s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♥❡st❡❞ ♦r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ P❤♦❡♥✐①✱ ❯❙❆✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✷✳ ♣♣ ✻✹✼✶✱ ✻✹✼✾✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾✱ ✹✼ ❡t ✶✶✷✳✮

❬❳✉ ✶✾✾✸❪ ❏✳ ❳✉✳ ▼✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s✱ ❞❡❛❞✲
❧✐♥❡s✱ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡①❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✸✾✕✶✺✸✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✼✳✮

❬❩❛♠♦r❛♥♦ ✶✾✾✼❪ ❏✳ ❩❛♠♦r❛♥♦✱ ❆✳ ❆❧♦♥s♦ ❡t ❏✳❉✳▲✳ P✉❡♥t❡✳ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥
❲❘❚P✬✾✼✱ ♣❛❣❡s ✶✹✺✱ ✶✺✶✱ ✶✾✾✼✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾✱ ✹✼ ❡t ✶✶✷✳✮



■♥❞❡①

❆❆❉▲✱ ✷✹
❆❝t✐✈✱ ✺✵
❆❉❱✱ ✸✼
❆❣❛t❤❛✱ ✷✺
❆❧♣❤❛❜❡t✱ ✹✺
❆❧♣❤❛❜❡t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✼✼
❆❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱

✶✶✹
❆♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ✾
❆♥❞✲♥♦❞❡✱ ✷✼
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✱ ✶✵✷
❆♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ✺✹
❆♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✺✹
❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡✱ ✶✵✹
❆r❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✺✹✱ ✽✷
❆r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✺✻✱ ✶✶✹
❆r❜r❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✽✷
❆r❝ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r✱ ✹✺

❇❧♦❝❛❣❡✱ ✶✵✷
❇◆❋✱ ✶✼✺
❇♦ît❡ à ❧❡ttr❡s✱ ✺✵

❈❡♥tr❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡r♠✐♥❛❧✱ ✹✹
❈❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✽
❈❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✼✼
❈❧❦✱ ✺✶
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✶✶✻
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✼✽✱ ✼✾
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✼✽
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ✾✷
❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ❣r❛♣❤s✱ ✷✼
❈♦♥tr❛✐♥t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✱ ✶✵✶

❉é❧❛✐ ❝r✐t✐q✉❡✱ ✼
❉❛t❡ ❞❡ ré✈❡✐❧✱ ✼
❉❡♠❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ✸✹

❊❉✱ ✸✾

❊❉❋✱ ✸✺
❊♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧✱ ✹✹
❊ss✉✐❡s✲❣❧❛❝❡s✱ ✶✺
❊✈❡♥t ❚r✐❣❣❡r❡❞ ❙②st❡♠s✱ ✷
❊①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ✶✶✻
❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ✹

❋❛❝t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✽
❋❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ ✽
❋❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ✶✶✵
❋❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✾
❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ rés❡❛✉✱ ✹✸

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ✺✼
●r❛♣❤❡ ét❛ts✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✸✼
●r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✸✸
●r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡✱ ✹✺

❍♦r❧♦❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ✸✼✱ ✺✶
❍♦r❧♦❣❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ✸✼✱ ✺✶
❍②♣❡r♣ér✐♦❞❡✱ ✾

■♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✼
■♥térêt é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ✶✻
■♥térêt s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ✶✻
■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té✱ ✶✵✷

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ̺✱ ✾✽
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ̺✱ ✾✽
▲❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉✱ ✹✸
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✸
▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ✺✼

▼❛rq✉❛❣❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱ ✹✸
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ✺✺
▼♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜✐❧✐té✱ ✷✺
▼♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é✱ ✷✺
▼♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ✷✺
▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡✱ ✷✺
▼♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ré❝✉rr❡♥t✱ ✸✷
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▼♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ✺✹
▼♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐❢r❛♠❡✱ ✸✷
▼♦❞è❧❡ ré❝✉rr❡♥t✱ ✸✸
▼♦❞è❧❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡✱ ✸✷
▼♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❛❣❡✱ ✹✺
▼✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ✺✹

❖❆❙■❙✱ ✸✻
❖❝❛r✐♥❛✱ ✷✹
❖▼●✱ ✷✺
❖r✲♥♦❞❡✱ ✷✼
❖r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✱ ✾
❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ✶✵✷
❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥✲❧✐❣♥❡✱ ✾
❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ✾
❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣ré❡♠♣t✐❢s✱ ✸✶
❖s❛t❡✴❊❝❧✐♣s❡✱ ✷✹

Pér✐♦❞❡✱ ✼
Pér✐♦❞❡ ❡①t❡r♥❡✱ ✻
Pér✐♦❞❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ✻
P✐r❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✼
P❧❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✹✽
Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✾
Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✾
Pr♦❞✉✐t s②♥❝❤r♦♥✐sé✱ ✸✽
Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱

✶✶✸

❘é❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱ ✶✶✵
❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ✹✷
❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ k✲❜♦r♥é✱ ✹✺
❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ét✐q✉❡té✱ ✹✺
❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❜♦r♥é✱ ✹✺
❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s②♥❝❤r♦♥✐sé✱ ✹✻
❘és❡❛✉ ♣❧❛❝❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✹✷
❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ✹✷
❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦❧♦rés✱ ✹✸
❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ P✲❝♦❧♦rés✱ ✹✹
❘és❡❛✉① t❡♠♣♦r✐sés✱ ✹✸
❘è❣❧❡ ❞❡ t✐r✱ ✹✷
❘è❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✱ ✹✸
❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❈❧♦❝❦✱ ✺✶
❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡✱

✼✾

❘❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✾✵

❘❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲tâ❝❤❡s✱ ✶✸
❘❡❧❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲tâ❝❤❡s✱ ✶✷
❘❡q✉❡st ❇♦✉♥❞ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ✸✹
❘❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐✲✐♥st❛♥❝❡s✱ ✶✶✼

❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✾✱ ✶✶✷
❙éq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✹✸
❙t♦♦❞✱ ✷✹
❙tr❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✹✼
❙②stè♠❡s ❞✐r✐❣és ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s✱ ✷
❙②stè♠❡s ❞✐r✐❣és ♣❛r ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ✷
❙②stè♠❡s ✐♥t❡r❛❝t✐❢s✱ ✷
❙②stè♠❡s ré❛❝t✐❢s✱ ✷
❙②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ✷
❙②stè♠❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ✶

❚â❝❤❡✱ ✹
❚â❝❤❡ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✻
❚â❝❤❡ ❝♦rr❡❝t❡✱ ✻✹
❚â❝❤❡ ❝r❡✉s❡✱ ✶✵✹
❚â❝❤❡ ♦✐s✐✈❡✱ ✶✵✷✱ ✶✵✹
❚â❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✻
❚â❝❤❡ ré✲❡♥tr❛♥t❡✱ ✼
❚â❝❤❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡✱ ✽✻
❚â❝❤❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡✱ ✻
❚â❝❤❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✻
❚â❝❤❡s à ❞é♣❛rts ❞✐✛érés✱ ✼
❚â❝❤❡s à ❞é♣❛rts s✐♠✉❧t❛♥és✱ ✼
❚â❝❤❡s ❝♦♥❝rèt❡s✱ ✼
❚â❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✻
❚â❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✻
❚❡♠♣s ❝r❡✉① ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ✶✵✹
❚❡♠♣s ❝r❡✉① ❝②❝❧✐q✉❡s✱ ✶✵✷
❚❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ✽
❚❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✱ ✸
❚❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉✱ ✸
❚✐♠❡ ❚r✐❣❣❡r❡❞ ❙②st❡♠s✱ ✷
❚✐♠❡✭✐✮✱ ✺✶
❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥✢✐t ❡✛❡❝t✐❢✱ ✹✸

❱❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✹✷
❱❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ✸✼
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❲❈❊❚✱ ✼



❘és✉♠é ✿ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
sé♠❛♥t✐q✉❡s✱ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ♣♦✉✈❛♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳
❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱
♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s✱ q✉✐
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡s ❡①❛♠✐♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ❝❡✉①✲❝✐ s❡r♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s t❡sts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ♠♦✲
❞é❧✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ❡♥❝❛♣s✉❧❛♥t ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❜♦✲
r❡s❝❡♥t❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ◆♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❡t ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❛r❜r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛✉① ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡s ✭❡♥ r❡✲
♣rés❡♥t❛♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✐❢s✮✱ str✉❝t✉r❡❧s ✭❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡✮ ❡t t❡♠♣♦r❡❧s✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❡t ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ ♣❡ss✐♠✐st❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞é❝❧❛r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs
q✉✬❡♥ ré❛❧✐té ❡❧❧❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛r❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r❢♦✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛✉①
❡t sé♠❛♥t✐q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❡♥ é❧✐♠✐♥♦♥s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
♦✉ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ét❛♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳
❈✬❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡t ✈❛❧✐❞♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❝♦❧♦rés ❛✈❡❝ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡t
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ t✐r ♠❛①✐♠❛❧✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé✲
♠❛♥t✐q✉❡s✱ str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❝♦♥str✉✐t s❡r❛
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s✱ ❡t
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉rr❛ êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ❚❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❆r❜r❡✱ ❙é♠❛♥t✐q✉❡✱ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥



❆❜str❛❝t ✿ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛✲❧✐♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✉♥✐♣r♦❝❡ss♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
t❛s❦s✳ ■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✱ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡♠❡♥ts✳
❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ t❛s❦✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❝❤♦s❡♥
✐♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✱ ♦♥ ❛ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ❛♥♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡② ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ s❛♠❡
♣❛r❛♠❡t❡r✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡♥ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❧✐♥❡❛r❧②✱ ❡♥❝❛♣✲
s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s✳
❙♦ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ tr❡❡s✳ ❚❤❡s❡ tr❡❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ♣❧❛♥s ✭❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✮✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❧❛♥s ✭❜② ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦r❞❡r ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❧❛♥s✳
❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❜❡ t♦♦ ♣❡ss✐♠✐st✐❝✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡② ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❝❡r✲
t❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♥♦♥ s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡② ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ tr❡❡s ❛♥❞ tr❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ tr❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s♦♠❡✲
t✐♠❡s ♥❡❝❡ss❛r②✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✐❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ tr❡❡s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✲
✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ♣❧❛♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ✐♥st❛♥❝❡s str✉❝t✉r❛❧❧② ♦r
t❡♠♣♦r❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❚❤✐s ✐s ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦❞❡✲
❧✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❧♦r❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✇✐t❤ t❡r♠✐♥❛❧ s❡t✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛①✐✲
♠❛❧ ✜r✐♥❣ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝✱ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
tr❡❡s✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜②
❤❡✉r✐st✐❝s✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❡st✱ P❡tr✐ ♥❡t✱ ❚r❡❡✱ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥



❘és✉♠é ✿ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡
❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ❡♥❝❛♣s✉❧❛♥t ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ ♣❡ss✐♠✐st❡s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞é❝❧❛r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ♥♦♥
♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ré❛❧✐té ❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ét❛♥t
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛✲
sé❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳ ❈❡ rés❡❛✉ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ✈❛❧✐❞❡s✱
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉rr❛ êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❣râ❝❡
à ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ❚❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❘és❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐✱ ❆r❜r❡✱ ❙é♠❛♥t✐q✉❡✱ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❆❜str❛❝t ✿ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛✲❧✐♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✉♥✐♣r♦❝❡ss♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇✐❝❤ t❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✱
r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❧✐♥❡❛r❧②✱ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❜❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ tr❡❡s ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❜❡
t♦♦ ♣❡ss✐♠✐st✐❝✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡② ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♥♦♥
s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡② ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥❣ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r
♦❢ ✈❛❧✐❞ ✈❛❧✐❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ tr❡❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❙♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤✐s P❡tr✐ ♥❡t ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ tr❡❡s✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❣r❛♣❤✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝s✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t❡st✱ P❡tr✐ ♥❡t✱ ❚r❡❡✱ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥
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