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En se livrant à de nombreux calculs, on peut gagner.
Si l’on en fait trop peu, la victoire est impossible.

Sun Tzu (VIe siècle avant J.-C.)

Je sais pourquoi tant de gens aiment couper du bois.
C’est une activité où l’on voit tout de suite le résultat.

Albert Einstein
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Nomenclature

Commençons par quelques mots sur les conventions de notation adoptées dans ce document. Les
vecteurs et tenseurs seront notés avec une famille de police grasse et leurs composantes avec une

famille maigre : par exemple, si v désigne un vecteur quelconque, vi désignera sa composante i.

Les principales notations qui seront rencontrées dans ce document ainsi que leur signification sont
listées ci-dessous.

• Lettres latines

A aire par unité de surface [ – ]
aI concentration d’aire interfaciale [ m−1 ]
ak diffusivité thermique de la phase k [ m2·s−1 ]
B cœfficient de la fonction de distribution en taille expérimentale
b cœfficient d’interpolation, cœfficient de masse ajoutée [ – ]
BUγ terme source de l’équation de transport deMγ dû à la fragmentation de bulles [ mγ−3 ]
C cœfficient sans dimension [ – ]
C configuration de la population de bulles
c cœfficient d’interpolation, paramètre du nombre de Nusselt [ – ]
COγ terme source de l’équation de transport deMγ dû à la coalescence de bulles [ mγ−3 ]
Cpk chaleur spécifique à pression constante de la phase k [ J·kg−1·°C−1 ]
d diamètre de bulle [ m ]
d10 diamètre moyen arithmétique [ m ]
dpq diamètre moyen tel que défini par (2.40) [ m ]
Dn diamètre de nucléation [ m ]
dpq diamètre moyen tel que défini par (2.40) [ m ]
Dk cœfficient de diffusion moléculaire de la phase k [ m3·s-1 ]
ei vecteur de base i du système de coordonnées spatiales [ m ]
ek énergie interne de la phase k [ J·kg−1 ]
ĕ énergie cinétique [ J ]
ẽ énergie de surface [ J ]
F fonction de densité de présence
F force agissant sur une bulle [ N ]
fBV fraction volumique de fragmentation [ – ]
g, g accélération de la pesanteur et module correspondant [ m·s−2 ]
H fonction de distribution expérimentale
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NOMENCLATURE

h cœfficient de transfert thermique [ W·m-2·°C-1 ]
~ épaisseur de film interfacial [ m ]
Hk enthalpie totale moyenne pondérée par la masse de la phase k [ J·kg−1 ]
I intégrale
Ik enthalpie moyenne pondérée par la masse de la phase k [ J·kg−1 ]
ik enthalpie de la phase k [ J·kg−1 ]
K cœfficient sans dimension [ – ]
Kk énergie cinétique turbulente de la phase k [ m2·s−2 ]
Lv chaleur latente de vaporisation [ J·kg−1 ]
M premier moment de la quantité de mouvement d’une bulle [ N·m ]
M force moyenne agissant sur la toute la population de bulles [ N ]
m masse [ kg ]
Mγ densité de moment en diamètre d’ordre γ de F [ mγ−3 ]
Mk transfert interfacial moyen de quantité de mouvement de la phase k [ N ]
ṁk flux d’échange de masse par unité d’interface de la phase k [ kg·s−1·m−2 ]
n vecteur normal unitaire [ m ]
n densité numérique de bulles [ m−3 ]
Nb nombre de bulles de la population [ – ]
ns densité numérique de sites de nucléation actifs [ m−2 ]
P fonction de densité de probabilité
p dipôle de masse [ kg·m ]
P pression moyenne [ Pa ]
pk pression locale instantanée régnant dans la phase k [ Pa ]
p̃ pression du liquide vue par une bulle [ Pa ]
Q cœfficient sans dimension [ – ]
qk flux de chaleur conductif dans la phase k [ W·m−2 ]
Q̇k source de chaleur volumique appliquée à la phase k [ J·m-3·m-1 ]
r vecteur position relatif au centre d’une bulle [ m ]
R rayon de conduite [ m ]
r position radiale dans la conduite [ m ]
S surface [ m2 ]
t temps [ s ]
ũ, ũi vitesse du liquide vu par une bulle et composante i correspondante [ m·s−1 ]
V volume [ m3 ]
vI vitesse de déplacement d’une interface [ m·s−1 ]
Vk, Vk,i vitesse moyenne phasique pondérée par la masse de la phase k et composante i

correspondante [ m·s−1 ]
vk, vk,i vitesse locale instantanée de la phase k et composante i correspondante [ m·s−1 ]
w, wi vitesse de translation du centre de masse d’une bulle et composante i correspondante [ m·s−1 ]
W, Wi vitesse moyenne de translation des bulles et composante i correspondante [ m·s−1 ]
w vitesse caractéristique de bulle [ m·s−1 ]
X vecteur position lagrangien, trajectoire [ m ]
x vecteur position [ m ]
X vecteur d’état d’une bulle
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Nomenclature

Xγ variable géométrique d’ordre γ résolue par le code NEPTUNE_CFD, cf. (7.18) [ mγ·kg−1 ]
y vecteur position lagrangien dans l’espace des phases [ m ]

• Lettres grecques

αk taux de présence de la phase k [ – ]
β diamètre de bulle dans l’espace des phases [ m ]
δ distribution de Dirac
εk taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente de la phase k [ m2·s−3 ]
η efficacité [ – ]
Γ taux de changement de phase moyen [ kg·m−3·s−1 ]
ι enthalpie d’une bulle [ J·kg−1 ]
Λ échelle intégrale de la turbulence [ m ]
λk conductivité thermique de la phase k [ W·m−1·°C ]
µk viscosité dynamique de la phase k [ Pa·s ]
νk viscosité cinématique de la phase k [ m2·s−1 ]
ω mode d’oscillation d’une bulle [ – ]
Φ flux de chaleur [ W ]
φ fréquence [ s−1 ]
Π flux de chaleur moyen par unité de volume [ W·m−3 ]
ρk masse volumique de la phase k [ kg·m−3 ]
σ tension de surface [ N·m−1 ]
σk, σk,i j tenseur des contraintes microscopiques de la phase k et composante i j correspondante [ Pa ]
σ̃ écart type [ m ]
τ temps caractéristique [ s ]
τk, τk,i j tenseur des contraintes visqueuses de la phase k et composante i j correspondante [ Pa ]
θk température de la phase k [ °C ]
ϕ fonction
ς, ςi vitesse de bulle dans l’espace des phases et coordonnée i correspondante [ m·s−1 ]
ξ, ξi vecteur des coordonnées de phase interne et composante i correspondante
ξ? ratio entre la taille d’une tourbillon et la taille d’une bulle [ – ]
ζ longueur capillaire [ m ]

• Indices

α label de bulle
b bulle
c phase continue
cel cell, cellule du maillage
cr critique
d phase dispersée
δ point dans la couche limite turbulente
e eddy, tourbillon
eq équivalent
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NOMENCLATURE

ext extérieur
I interface
int intérieur
m mélange
max maximal, maximum
min minimal, minimum
∗∗ polydisperse
q quenching, conduction instationnaire
rac raccord
exp expérimental
sat saturation
t turbulent
v vapeur, vaporisation
w wall, paroi
r, θ, z composantes en système de coordonnées circulaire

• Exposants

? adimensionnel
′ fluctuation
BU break-up, fragmentation
CL collision
CO coalescence
D drag, traînée
EA eddy arrival, arrivée de tourbillons
E eulérien
L lift, portance
L lagrangien
NU nucléation
PC phase change, changement de phase
∗∗ polydisperse
T turbulent
TD turbulent dispersion, dispersion turbulente
> transposée
VM virtual mass, masse ajoutée
W wall, paroi

• Opérateurs mathématiques

1 tenseur identité
=̂ par définition égal à
� quasiment égal à
≈ approximativement égal à
d
dt dérivée lagrangienne
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Nomenclature

∂
∂t dérivée partielle
dk
dt dérivée matérielle convectée par le mouvement de la phase k définie par dkϕ

dt =̂
∂ϕ
∂t +vk ·∇ϕ

dk
dt dérivée matérielle convectée par le mouvement de la phase k, définie par dkϕ

dt =̂
∂ϕ
∂t +vk ·∇ϕ

Dk
Dt dérivée matérielle convectée par le mouvement moyen de la phase k définie par Dkϕ

Dt =̂
∂ϕ
∂t +Vk ·∇ϕ

Dk
Dt dérivée matérielle convectée par le mouvement moyen de la phase k, définie par Dkϕ

Dt =̂
∂ϕ
∂t +Vk ·∇ϕ

∇ · divergence
∇ gradient
〈 . 〉 moyenne d’ensemble

.
k

moyenne phasique

.
k

moyenne phasique pondérée par la masse
{ . } moyenne de population
{{ . }} moyenne de population pondérée par la masse
⊗ produit tensoriel
· produit tensoriel simplement contracté, produit scalaire
: produit tensoriel doublement contracté
∧ produit vectoriel

• Nombres adimensionnels

Eo nombre d’Eötvös, cf. (3.2)
Ja nombre de Jakob, cf. (5.1)
Mo nombre de Morton, cf. (3.4)
Nu nombre de Nusselt, cf. (5.9)
Pr nombre de Prandtl, cf. (5.8)
Re nombre de Reynolds, cf. (3.1)
Sc nombre de Schmidt, cf. (7.25)
Sn nombre de Stanton, cf. (7.36)
St nombre de Stokes, cf. (6.14)
We nombre de Weber, cf. (4.2) et (4.7)

• Acronymes

CPU Central Processing Unit, unité centrale de calcul
DNS Direct Numerial Simulation, simulation numérique directe
DQMOM Direct Quadrature Method Of Moments, méthode des moments à quadrature directe
C2 loi Cubique à 2 paramètres
LN loi Log-Normale
Q1 loi Quadratique à 1 paramètre
Q2 loi Quadratique à 2 paramètres
NDF Number Density Function, fonction de densité de présence
PDF Probability Density Function, fonction de densité de probabilité
QMOM Quadrature Method Of Moments, méthode des moments à quadrature
REP Réacteur à Eau Pressurisé
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Introduction

Les écoulements diphasiques, c’est-à-dire les écoulements où cohabitent deux phases, sont présents
aussi bien dans la vie courante (boissons gazeuses, aérosols, fumées, etc) que dans de nombreux

systèmes industriels (lits fluidisés, extraction pétrolière, systèmes de refroidissement, etc) ou naturels
(écoulements sanguins, météorologie, érosion des sols, etc). La compréhension de ces écoulements est
donc essentielle pour répondre aux demandes du monde industriel, par exemple à des problèmes de
design, de dimensionnement ou de sûreté.

La grande famille des écoulements diphasiques regroupe des types d’écoulements très variés, allant
des écoulements à phase dispersée, c’est-à-dire composés d’une phase continue dans laquelle évolue
un ensemble d’inclusions, aux écoulements à phases séparées comme les écoulements stratifiés ou les
écoulements à poches (cf. figure 1). Visés par cette étude, les écoulements à bulles font bien sûr partie de
la première catégorie citée, la phase continue étant sous forme liquide et la phase dispersée sous forme
gazeuse ; d’autres exemples d’écoulement diphasique à phase dispersée sont donnés dans le tableau 1.

Dans cette thèse on va s’intéresser plus particulièrement à la modélisation des écoulements bouillants
à bulles, autrement dit des écoulements dont la phase dispersée est composée de bulles de vapeur créée
par l’évaporation du liquide porteur. L’objectif de cette thèse est d’améliorer la modélisation de ce type
d’écoulements, et ce à travers un axe de recherche particulier, à savoir la prise en compte du caractère
polydisperse de la population de bulles, c’est-à-dire le fait que toutes les bulles n’aient ni la même taille,
ni la même vitesse.

(a) (b) (c) (d)

Phase
continue

Phase
dispersée

Dénomination

Liquide
Gaz Bouillon, mousse

Liquide Émulsion
Solide Suspension, boue

Gaz
Liquide

Aérosol, spray, brouillard,
nuage

Solide
Aérosol, suspension,
fumée, lit fluidisé

Fig. 1 – Exemples d’écoulements eau/air cocou-
rants ascendants dans un tube vertical (reproduc-
tion de Roumy, 1969) : (a) écoulement à bulles,
(b) écoulement à poches, (c) écoulement pulsa-

tile, (d) écoulement annulaire dispersé.

Tab. 1 – Exemples d’écoulement diphasique à phase dis-
persée (adapté d’Oesterlé, 2006).
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Araignée
Crayon de commande

Ressort de mantien

Plaque de tête

Grille supérieure

Tube guide

Crayon combustible

Grille intermédiaire

Grille inférieure

Plaque de pied

Fig. 2 – Assemblage 17 × 17 d’un réacteur à eau pressurisé
(adapté de Delhaye, 2008).

Contexte de l’étude

Cette thèse fait partie intégrante d’un projet à long terme, le projet NEPTUNE, un projet quadripartite
impliquant les quatre acteurs majeurs du nucléaire civil en France, à savoir le CEA (Commissariat à
l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives), EDF, l’IRSN (Institut Radioprotection et de Sûreté
Nucléaire) et AREVA-NP. L’objectif de ce projet est de développer les outils numériques multi-échelles
et multi-physiques pour la modélisation et la simulation des réacteurs nucléaires de prochaine génération,
aussi bien pour les études de conception que les études de sûreté (cf. Guelfi et al., 2007).

L’étude des écoulements bouillants est d’une grande importance dans le cadre des études de sûreté
des réacteurs nucléaires du type Réacteur à Eau Pressurisé (REP). En effet, en cas de dépressurisation ac-
cidentelle de la cuve du réacteur, le liquide caloporteur peut se mettre à bouillir au voisinage des crayons
combustibles. Si une faible ébullition contrôlée permet d’extraire plus de chaleur des crayons combus-
tibles (transformation du flux de chaleur en paroi en chaleur latente de vaporisation), une trop forte
ébullition peut entraîner l’isolation des crayons combustibles sous un film de vapeur et ainsi empêcher
leur refroidissement : c’est ce qu’on appelle la crise d’ébullition. La conductivité thermique de la vapeur
étant nettement inférieure à celle du liquide, les crayons emprisonnés sous un film de vapeur ne sont plus
refroidis si bien qu’ils peuvent être amenés à fondre, entraînant ainsi une aggravation de l’accident. On
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comprend donc bien le besoin qu’ont les concepteurs et les exploitants de centrales nucléaires à mieux
comprendre et prédire l’évolution des écoulements bouillants dans les canaux verticaux.

Dans cette thèse, on se restreindra à l’étude des écoulements bouillants à bulles dans des configu-
rations proches de celles d’un sous-canal d’assemblage de crayons combustibles (cf. figure 2). Pour ce
faire, on tentera de reproduire par la simulation numérique l’expérience DEBORA développée au CEA
Grenoble (cf. Garnier et al., 2001). Dédiée à l’étude des écoulements bouillants sous-saturés, cette expé-
rience consiste en un tube vertical dont une partie de la paroi est chauffée par effet Joule afin de mener
à ébullition le liquide s’écoulant de manière ascendante dans la conduite. Le fréon R-12 a été choisi
comme fluide simulant, afin de reproduire les conditions d’écoulement dans un sous-canal du cœur d’un
REP (c’est-à-dire une pression d’environ 150 bar et une température d’environ 300 °C), mais à plus basse
pression et plus basse température, ces deux grandeurs n’excédant pas 30 bar et 100 °C respectivement.

Modélisation des écoulements diphasiques

La principale difficulté rencontrée dans la modélisation des écoulements à bulles, et plus généralement
des écoulements diphasiques, réside dans les sauts de discontinuité que subissent les grandeurs physiques
au passage des différentes interfaces. Pour traiter correctement ces discontinuités, deux niveaux de mo-
délisation peuvent être envisagés.

Un premier moyen de modéliser un milieu diphasique est la simulation numérique directe (ou DNS
pour Direct Numerical Simulation en anglais) qui consiste à résoudre directement les équations locale
instantanées et les différentes conditions de saut du milieu diphasique. Tous les détails de l’écoulement,
aussi bien dans l’espace que le temps, sont ainsi résolus numériquement. La contrepartie d’une telle
précision dans la description du milieu diphasique est malheureusement un coût numérique très élevé.
Malgré l’amélioration récente des moyens de calcul et le haut degré de maturité atteint par les méthodes
numériques actuelles, il est toujours peu envisageable de simuler des configurations industrielles com-
plexes à l’aide de la DNS.

Une deuxième façon de modéliser un milieu diphasique est de le décrire en terme de grandeurs moyen-
nes. L’emploi d’un modèle moyenné permet de réduire considérablement le temps de calcul et, bien que
seules les grandes échelles soient résolues, le degré de précision d’un tel modèle est généralement suf-
fisant pour beaucoup d’applications industrielles. La difficulté n’étant plus d’ordre numérique, elle est
déplacée vers les fermetures. De nombreux modèles sont en effet nécessaires pour retrouver les infor-
mations perdues lors du processus de moyenne, notamment concernant la géométrie des interfaces et
les interactions entre phases. La modélisation moyennée des écoulements diphasiques a fait l’objet de
nombreux développements ces cinquante dernières années, le modèle le plus communément utilisé étant
sans doute le modèle à deux fluides (p. ex. Ishii, 1975) de par son potentiel à décrire une large gamme
d’écoulements diphasiques allant des écoulements à phase dispersée aux écoulements à phases séparées.

L’échelle de résolution choisie pour cette thèse est l’échelle moyennée via le modèle à deux fluides,
l’objectif à terme étant d’obtenir un modèle tridimensionnel simple à mettre en œuvre et efficace numé-
riquement pour modéliser toutes sortes de configurations et de géométries complexes d’écoulements à
bulles.

Motivations de la prise en compte de la polydispersion

Comme énoncé précédemment, l’axe principal d’amélioration de la modélisation des écoulements à
bouillants à bulles choisi dans cette thèse est la prise en compte de la polydispersion en taille et en vitesse
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des populations de bulles étudiées. On peut donc légitimement se poser la question de la pertinence d’un
tel effort de modélisation.

La première réponse à cette question est évidente : dans la réalité, les différentes bulles d’une popu-
lation n’ont que très rarement la même taille ou la même vitesse. Par exemple, des bulles peuvent entrer
en collision et fusionner pour donner des bulles plus grosses (c’est ce qu’on appelle la coalescence de
bulles) et, de façon symétrique, elles peuvent également être amenées à se rompre en plusieurs fragments
sous l’action des contraintes du liquide. Si l’on considère en outre le changement de phase, selon l’envi-
ronnement dans lequel une bulle se trouve (température et pression du liquide environnant) celle-ci peut
se condenser plus ou moins vite que ses voisines. De cette polydispersion en taille découle également
une polydispersion en vitesse puisqu’il est bien connu que la vitesse de déplacement d’une bulle dépend
de sa taille, notamment à travers la force de traînée. En complément, la turbulence peut bien évidemment
également jouer un rôle dans cette polydispersion en vitesse.

Une utilisation maintenant classique du modèle à deux fluides est de coupler ses équations à une
équation de bilan sur la concentration d’aire interfaciale (Yao et Morel, 2004), équation permettant de
déterminer le diamètre moyen de Sauter des bulles. Toutes les bulles étant supposées pouvoir être carac-
térisées par ce diamètre moyen, ce dernier est alors injecté dans les différentes relations de fermeture. On
obtient ainsi une description monodisperse 1 de la population de bulles.

Si ce type de modélisation est largement utilisé, il n’en reste pas moins assez limité lorsque l’on
veut traiter certains phénomènes d’échanges entre phases. Par exemple, il est bien connu que la force
de portance change de signe avec la taille de bulle (cf. Tomiyama, 1998) ; l’utilisation d’un diamètre
moyen unique ne pourra donc capter le comportement global d’une population de bulles dont le spectre
de taille est à cheval sur les différents régimes de portance. De plus, les phénomènes de coalescence
et de fragmentation de bulles étant polydisperses par nature, la prise en compte d’un spectre de tailles
de bulles plutôt qu’un unique diamètre moyen permet de traiter beaucoup plus naturellement ces deux
phénomènes. Un dernier argument en faveur de la prise en compte de la polydispersion d’une population
de bulles concerne la durée de vie des bulles de vapeur dans un liquide sous-saturé : les petites bulles
vont disparaître plus rapidement que les bulles les plus grosses, si bien que le diamètre moyen des bulles
peut finalement augmenter alors qu’une modélisation monodisperse verrait le diamètre moyen forcément
diminuer.

Pour toutes ces raisons, une prise en compte de la variété des tailles et des vitesse des bulles apparaît
comme un vecteur d’amélioration important pour la modélisation des écoulements bouillants à bulles.

Plan du manuscrit

Le manuscrit de cette thèse s’articule autour de trois parties. Dans une première partie, on présentera
les équations de notre modèle moyenné polydisperse. Le premier chapitre présentera les équations de
bilan moyennes régissant un écoulement diphasique dispersé. Une approche originale sera proposée afin
de tirer au maximum parti des spécificités de ce type d’écoulement. On abordera ensuite dans le chapitre 2
comment prendre en compte les différentes tailles et vitesses des bulles. On verra ainsi comment intégrer
le caractère polydisperse d’une population de bulles dans les différentes quantités moyennes introduites
au premier chapitre. La méthode d’obtention de l’évolution spatio-temporelle du spectre des tailles et
vitesses de bulles sera ensuite présentée.

1. La population réelle reste polydisperse, c’est sa représentation à travers le seul diamètre de Sauter que l’on qualifie de
monodisperse.
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La deuxième partie de ce manuscrit traitera des différentes fermetures à apporter à notre modèle pour
pouvoir représenter efficacement les écoulements bouillants sous-saturés, le tout en prenant autant que
possible en compte le caractère polydisperse de la population de bulles. Seront ainsi abordés successive-
ment les fermetures des forces hydrodynamiques moyennes (chapitre 3), des phénomènes de coalescence
et de fragmentation de bulles (chapitre 4), des différents termes liés au changement de phase (chapitre 5)
et enfin des contributions spécifiques à la polydispersion en vitesse des bulles (chapitre 6).

Enfin, dans une troisième partie, le modèle polydisperse sera testé et validé grâce à la simulation nu-
mérique. Le chapitre 7 présentera l’implantation de notre modèle dans le code de calcul NEPTUNE_CFD
utilisé pour cette étude, ainsi que les modèles de fermeture propres à ce code. Le dernier chapitre de cette
thèse portera quant à lui sur la modélisation de l’expérience DEBORA avec notre modèle polydisperse ;
différentes fermetures proposées dans les chapitres précédents seront testés et le modèle polydisperse
sera confronté à d’autres modèles disponibles dans NEPTUNE_CFD.
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Première partie

Description polydisperse
des écoulements à bulles





Chapitre 1

Modélisation moyennée
des écoulements dispersés

Les écoulements à bulles font partie de la famille des écoulements diphasiques à phase dispersée, c’est-
à-dire des écoulements composés d’une phase continue, ou phase porteuse, dans laquelle évoluent

des éléments discrets (gouttes, bulles ou particules solides), l’ensemble formé par les deux phases étant
appelé suspension. La modélisation moyennée d’un tel milieu peut être envisagée de deux façons.

La première est de modéliser le milieu diphasique avec un modèle moyenné général, le modèle le
plus communément utilisé étant sans aucun doute le modèle à deux fluides (Ishii, 1975 ; Nigmatulin,
1991 ; Drew et Passman, 1999). Dans ce type de modèle, toute l’information concernant la topologie
des interfaces est perdue et doit être prise en compte par l’intermédiaire de modèles de fermeture. En
fonction des lois de fermetures choisies, le modèle à deux fluides va donc pouvoir décrire une large
gamme d’écoulements diphasiques : les écoulements à bulles bien sûr, mais aussi les écoulements à
phases séparées ou tout autre configuration d’écoulement intermédiaire.

Par rapport à la multitude des types d’écoulements diphasiques, les écoulements à phase dispersée
présentent cependant la particularité d’avoir une topologie des interfaces simple et connue à l’avance si
toutes les inclusions ont et gardent une forme similaire (p. ex. sphérique). Cette particularité permet de
traiter la population d’inclusions avec une approche statistique analogue à la théorie cinétique des gaz :
les molécules d’un gaz agitées thermiquement sont alors remplacées par des inclusions entourées d’un
fluide. L’utilisation d’une telle approche pour traiter la phase dispersée est largement abordée dans la
littérature ; sans être exhaustif, on peut ainsi citer les travaux de Buyevich (1971), Achard (1978), Reeks
(1980), Derevich et Zaichik (1990), Lhuillier (1992), Zhang et Prosperetti (1994a,b) et Simonin (1996).
Si l’approche particulaire, ou approche particulaire, permet de réduire le nombre de degrés de liberté
du système, elle ne peut malheureusement être appliquée qu’à la phase dispersée, la phase porteuse ne
pouvant être traitée qu’avec le modèle à deux fluides.

Dans ce premier chapitre, on se propose d’écrire un modèle moyenné spécialement adapté au trai-
tement des écoulements à phase dispersée. Basé sur les équations du modèle à deux fluides, ce modèle
moyenné pourra être qualifié d’hybride puisqu’il fera également intervenir des termes moyens issus d’une
approche particulaire appliquée à la phase dispersée. Avant de passer à la présentation de ce modèle dans
la section 1.3, on présentera dans la section 1.1 l’obtention des équations du modèle à deux fluides ;
la dérivation des équations de la phase dispersée obtenue avec l’approche particulaire sera quant à elle
présentée à la section 1.2.
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CHAPITRE 1 – MODÉLISATION MOYENNÉE DES ÉCOULEMENTS DISPERSÉS

Un dernier mot sur le vocabulaire utilisé dans ce document ; cette étude portant sur les écoulements
à bulles, ce dernier terme sera systématiquement employé pour désigner les inclusions formant la phase
dispersée. Plus généralement, on désignera par "liquide" la phase porteuse et "gaz" la phase dispersée.
On gardera toutefois en mémoire que les équations présentées dans ce chapitre resteront assez générales
pour pouvoir traiter les autres types de suspensions.

1.1 Modélisation moyennée d’un milieu diphasique : le modèle à deux
fluides

Penchons-nous tout d’abord sur l’écriture du modèle à deux fluides. Dans le formalisme de ce modèle,
le milieu diphasique est vu comme la superposition de deux fluides continus, coexistants et s’interpéné-
trant, un système de trois équations de bilan moyennées (masse, quantité de mouvement et énergie) étant
résolu pour chaque phase.

L’obtention des équations du modèle à deux fluides est basée sur la combinaison de trois "ingré-
dients" :

a) les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie valables
dans chaque phase ainsi que des conditions de saut aux interfaces ;

b) une fonction indicatrice de phase χk associée à la phase k ;

c) un opérateur de moyenne d’ensemble.

Avant de passer à la présentation des équations du modèle à deux fluides, nous détaillerons en premier
lieu en quoi consistent ces trois "ingrédients".

1.1.1 Équations locales instantanées

Ce paragraphe présente les équations locales instantanées d’un milieu diphasique, c’est-à-dire les
équations de bilan valables en tout point et à tout instant à l’intérieur de chacune des deux phases ainsi
que les équations de saut valables sur les interfaces séparant les deux phases. La dérivation générale de
ces équations peut être trouvée dans un grand nombre d’ouvrages et ne sera que brièvement présentée
ici ; citons par exemple les travaux de Delhaye (1974, 1981), Drew et Passman (1999) ou encore d’Ishii
(1975) et Ishii et Hibiki (2006).

Notons que les dépendances en x et en t seront omises ici dans un soucis d’allègement de la notation ;
il en sera de même dans tout le document tant qu’il n’y aura pas d’ambiguïté.

• Bilan de masse

L’équation de bilan locale instantanée portant sur la masse de la phase k et valable uniquement dans cette
phase prend la forme :

∂ρk

∂t
+ ∇·

(
ρk vk

)
= 0 (1.1)

où ρk et vk désignent respectivement la masse volumique et la vitesse locale instantanée de la phase k.
Cette équation étant valable uniquement dans la phase k, on a besoin d’une condition de saut valable
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sur les interfaces pour pouvoir décrire l’évolution de la masse dans tout l’écoulement ; dans le cas d’une
interface sans masse celle-ci s’écrit :

∑

k=c,d

ṁk = 0 (1.2)

avec ṁk le flux d’échange de masse par unité d’interface de la phase k :

ṁk =̂ ρk
(
vI − vk

)
· nk (1.3)

vI étant la vitesse locale de l’interface et nk un vecteur unitaire normal à l’interface et dirigé vers l’exté-
rieur de la phase k (nc =̂ nd).

• Bilan de quantité de mouvement

L’équation de bilan locale instantanée portant sur la quantité de mouvement de la phase k exprime le
principe fondamental de la dynamique et s’écrit :

∂ρkvk

∂t
+ ∇·

(
ρk vk ⊗ vk

)
= −∇pk + ∇· τk + ρk g (1.4)

où pk correspond à la pression régnant dans la phase k, τk au tenseur des contraintes visqueuses de la
phase k et g à l’accélération de la pesanteur. Pour une interface ne possédant ni quantité de mouvement,
ni contraintes dues à la tension de surface, la condition de saut aux interfaces s’écrit :

∑

k=c,d

[
ṁkvk − pk nk + τk · nk

]
= 0. (1.5)

• Bilans d’énergie

Différentes équation de bilan d’énergie peuvent être écrites. Commençons par celle qui exprime le pre-
mier principe de la thermodynamique, à savoir l’équation de bilan portant sur l’énergie totale de la phase
k, grandeur définie comme la somme de l’énergie interne ek et de l’énergie cinétique de la phase k :

∂

∂t

ρk

(
ek +

v 2
k

2

) + ∇·
ρk

(
ek +

v 2
k

2

)
vk

 = −∇· qk − ∇·
(
pk vk

)
+ ∇·

(
τk · vk

)
+ ρk vk · g (1.6)

où qk désigne le flux de chaleur dans la phase k. Les deux avant-derniers termes du second membre de
ce bilan traduisent les flux d’énergie associés à la pression et aux contraintes visqueuses.

Une équation de bilan portant sur l’énergie cinétique de la phase k peut facilement être écrite en multi-
pliant scalairement l’équation de quantité de mouvement (1.4) par la vitesse vk ; on obtient ainsi :

∂

∂t

(
ρk

v 2
k

2

)
+ ∇·

(
ρk

v 2
k

2
vk

)
= − vk · ∇pk + ∇·

(
τk · vk

)
− τk :∇vk + ρk vk · g. (1.7)

En soustrayant ce dernier bilan à l’équation (1.6), on obtient finalement une équation de bilan sur
l’énergie interne ek de la phase k :

∂ρk ek

∂t
+ ∇·

(
ρk ek vk

)
= −∇· qk − pk ∇· vk + τk :∇vk . (1.8)
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Quelques mots sur la condition de saut d’énergie ; en l’absence de toute forme d’énergie de surface et de
contraintes superficielles, celle-ci prend la forme (Delhaye, 1974 ; Kataoka, 1986) :

∑

k=c,d

 ṁk

(
ek +

v 2
k

2

)
− pk vk · nk + τk · vk · nk − qk · nk

 = 0. (1.9)

On notera qu’il s’agit d’une condition de saut sur l’énergie totale. Pour obtenir une condition de saut sur
l’énergie interne il faudrait éliminer de (1.9) tous les termes faisant intervenir la vitesse avec l’aide de la
condition de saut (1.5).

Introduisons à présent l’enthalpie de la phase k, notée ik, et définie par (Delhaye, 1981) :

ik =̂ ek +
pk

ρk
. (1.10)

Son équation de bilan peut être aisément déterminée à partir de (1.8) :

∂ρk ik
∂t

+ ∇·
(
ρk ik vk

)
= −∇· qk +

∂ pk

∂t
+ vk · ∇pk + τk :∇vk . (1.11)

Sous les mêmes conditions que précédemment, la condition de saut sur ik s’écrit :

∑

k=c,d

 ṁk

(
ik +

(
vk − vI

)2

2
+ τk · nk ·

(
vk − vI

)
− qk · nk

) = 0. (1.12)

Dans la suite du document on verra que l’on peut supposer le changement de phase à l’interface des bulles
comme principalement piloté par les échanges de chaleur. Les termes d’énergie mécanique pouvant dans
ce cas être négligés devant les flux de chaleur et la chaleur latente de vaporisation, la condition de saut
d’enthalpie peut être réduite à la relation suivante (p. ex. Achard, 1978 ; Ishii et Hibiki, 2006) :

∑

k=c,d

[
ṁk ik − qk · nk

]
� 0. (1.13)

1.1.2 Fonction indicatrice de phase

Dans un écoulement diphasique, la configuration des deux phases évolue dans le temps et dans l’es-
pace. À un instant t, un point fixé du domaine de vecteur position x voit défiler successivement chacune
des deux phases. On définit la fonction indicatrice de phase χk associée à la phase k telle que :

χk(x, t) =̂


1 si la phase k est présente au point courant (x, t)
0 sinon.

(1.14a)

χk est donc une fonction binaire et vérifie de ce fait les propriétés suivantes :
∑

k=c,d

χk(x, t) = 1 (1.15a)

χ n
k (x, t) = χk(x, t) (1.15b)

χ1(x, t) χ2(x, t) = 0. (1.15c)

Si l’on considère que les interfaces sont d’épaisseur nulle, la fonction indicatrice de phase présente une
discontinuité au passage de ces interfaces. En conséquence, le gradient de χk ne peut être différent de
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zéro qu’à cet endroit, ce qui permet d’écrire (Kataoka, 1986 ; Drew et Passman, 1999) :

∇χk = −nk δI (1.16a)

où δI est la fonction indicatrice des interfaces, c’est-à-dire une distribution de Dirac 1 ayant pour support
les différentes interfaces du milieu diphasique, 2 et nk représente la normale à l’interface dirigée vers
l’extérieur de la phase k (n1 =−n2).

La fonction indicatrice de phase χk vérifie également l’équation topologique suivante (Kataoka, 1986 ;
Drew et Passman, 1999) :

∂χk

∂t
+ vI · ∇χk = 0 (1.16b)

où vI désigne la vitesse d’un point de l’interface. Cette relation caractérise simplement le fait que l’on
reste dans la même phase lorsque l’on se déplace à la vitesse de l’interface.

1.1.3 Opérateur de moyenne d’ensemble

Définissons à présent l’opérateur de moyenne dont nous allons nous servir pour moyenner les équa-
tions locales instantanées présentées au paragraphe précédent.

Notons ϕ une variable physique quelconque. La moyenne d’ensemble de cette variable, notée 〈ϕ〉, est
définie comme sa moyenne statistique sur un grand nombre de réalisations du phénomène étudié (Sagaut,
1998) :

〈ϕ〉 =̂ lim
NC→+∞

1
NC

NC∑

m=1

ϕ(m) (1.17)

où NC désigne le nombre de réalisations. L’opérateur de moyenne d’ensemble utilisé dans la suite du
document sera supposé vérifier différentes propriétés, connues sous le nom d’axiomes de Reynolds. Pour
deux variables quelconques ϕ et ψ, ces propriétés sont (Sagaut, 1998) :

a) la linéarité :

〈ϕ + ψ〉 = 〈ϕ〉 + 〈ψ〉 (1.18a)

〈λ ϕ〉 = λ 〈ϕ〉 où λ est une constante (1.18b)

b) l’idempotence :
〈
〈ϕ〉ψ

〉
= 〈ϕ〉 〈ψ〉 (1.19a)

〈
〈ϕ〉

〉
= 〈ϕ〉 (1.19b)

c) la commutativité avec les opérateurs de dérivation et d’intégration :
〈
∂ϕ

∂t

〉
=
∂ 〈ϕ〉
∂t

(1.20a)

1. On rappelle la définition de la distribution de Dirac δ (Schwartz, 1965) :
∫
δ(x − x0)ϕ(x) dx =̂ ϕ(x0).

2. δI est donc nulle partout sauf sur les interfaces ; cette distribution peut être assimilée à une concentration d’aire interfa-
ciale locale instantanée (Kataoka, 1986).

13



CHAPITRE 1 – MODÉLISATION MOYENNÉE DES ÉCOULEMENTS DISPERSÉS

〈
∇ϕ

〉
= ∇〈ϕ〉 (1.20b)

〈"
ϕ(x, t) dx dt

〉
=

" 〈
ϕ(x, t)

〉
dx dt. (1.20c)

On définit également la notion de fluctuation ϕ′ (m) associée à la réalisation ϕ(m) comme l’écart à la valeur
moyenne :

ϕ′ (m) =̂ ϕ(m) − 〈ϕ〉 . (1.21a)

Dans le cas d’un opérateur de Reynolds, la moyenne de la fluctuation est nulle par définition :
〈
ϕ′ (m)

〉
=̂ 0. (1.21b)

Si l’opérateur de moyenne d’ensemble est très général, il n’est cependant pas très adapté à la me-
sure expérimentale. Il peut néanmoins être remplacé en invoquant l’hypothèse d’ergodicité, soit par une
moyenne temporelle locale dans le cas d’un écoulement stationnaire, soit par une moyenne spatiale ins-
tantanée dans le cas d’un écoulement homogène.

1.1.4 Taux de présence et moyennes phasiques

Définissons maintenant le taux de présence de la phase k comme la moyenne de la fonction indicatrice
de la phase correspondante :

αk =̂
〈
χk

〉
(1.22a)

αc = 1 − αd . (1.22b)

αk correspond donc à la probabilité de trouver la phase k au point courant. En moyennant les relations
topologiques (1.16), on obtient facilement les dérivées sur αk :

∇αk = −
〈
nk δI

〉
(1.23a)

∂αk

∂t
=

〈
vI · nk δI

〉
. (1.23b)

À partir de la notion de taux de présence de la phase k, on peut définir la moyenne phasique d’une
quantité ϕk attachée à la phase k, c’est-à-dire la moyenne conditionnée par la présence de la phase k :

ϕk
k =̂

〈
χk ϕk

〉
〈
χk

〉 =

〈
χk ϕk

〉

αk
. (1.24)

Une moyenne phasique pondérée par la masse, appelée moyenne de Favre, peut également être définie
sur le même principe que la moyenne phasique (1.24) :

ϕk
k

=̂

〈
χk ρk ϕk

〉
〈
χk ρk

〉 =
ρk ϕk

k

ρk
k . (1.25)

Notons que ces nouveaux opérateurs de moyenne ne peuvent être simplement permutés avec les opéra-
teurs de dérivation comme c’est le cas pour l’opérateur de moyenne d’ensemble.
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1.1 Modélisation moyennée d’un milieu diphasique : le modèle à deux fluides

1.1.5 Équations moyennes du modèle à deux fluides

L’obtention des équations moyennes du modèle à deux fluides se résume à multiplier les équations
de bilan locales instantanées (1.1), (1.4) et (1.11) par la fonction indicatrice de phase χk, puis, après
avoir tenu compte des relations topologiques (1.16), d’appliquer aux équations résultantes l’opérateur de
moyenne d’ensemble défini à la section 1.1.3.

Les conditions de saut moyennes, ou conditions de saut macroscopiques, sont obtenues quant à elles
en multipliant les conditions de saut locales instantanées (1.2), (1.5) et (1.13) par la fonction indicatrice
des interfaces δI , puis en prenant la moyenne d’ensemble des équations résultantes.

• Bilans moyens de masse

En procédant comme indiqué ci-dessus, la condition de saut (1.2) se met sous la forme :
∑

k=c,d

〈
ṁk δI

〉
= 0 (1.26)

et les équation de bilan moyennes portant sur la masse s’écrivent :


∂

∂t

〈
χc ρc

〉
+ ∇·

〈
χc ρc vc

〉
= −

〈
ṁd δI

〉
(1.27a)

∂

∂t

〈
χd ρd

〉
+ ∇·

〈
χd ρd vd

〉
=

〈
ṁd δI

〉
(1.27b)

où les indices c et d désignent respectivement les phases continue et dispersée.

• Bilans moyens de quantité de mouvement

L’équation de bilan moyenne portant sur la quantité de mouvement s’écrit quant à elle :

∂

∂t

〈
χk ρk vk

〉
+ ∇·

〈
χk ρk vk ⊗ vk

〉
= −∇

〈
χk pk

〉
+ ∇·

〈
χk τk

〉
+

〈
χk ρk

〉
g + Mk (1.28)

avec Mk le transfert interfacial moyen de quantité de mouvement, défini tel que :

Mk =̂
〈
ṁk vk δI

〉
−

〈
pk nk δI

〉
+

〈
τk · nk δI

〉
. (1.29)

La première contribution à ce transfert interfacial, à savoir
〈
ṁk vk δI

〉
, correspond à l’échange moyen de

quantité de mouvement dû au changement de phase ; elle est souvent appelée force de recul. Les deux
autres termes correspondent aux forces interfaciales moyennes dues respectivement aux contraintes de
pression et visqueuses. En introduisant le tenseur des contraintes microscopiques σk =̂− pk1 + τk, ces
deux contributions peuvent être regroupées sous un même terme :

−
〈
pk nk δI

〉
+

〈
τk · nk δI

〉
=

〈
σk · nk δI

〉
. (1.30)

La condition de saut macroscopique de la quantité de mouvement s’écrit quant à elle :

∑

k=c,d

[〈
ṁk vk δI

〉
+

〈
σk · nk δI

〉]
= 0. (1.31)

On aboutit finalement au couple suivant d’équations de la quantité de mouvement :
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∂

∂t

〈
χc ρc vc

〉
+ ∇·

〈
χc ρc vc ⊗ vc

〉
= ∇·

〈
χc σc

〉
+

〈
χc ρc

〉
g −

〈
σc · nd δI

〉
−

〈
ṁd vc δI

〉
(1.32a)

∂

∂t

〈
χd ρd vd

〉
+ ∇·

〈
χd ρd vd ⊗ vd

〉
= ∇·

〈
χd σd

〉
+

〈
χd ρd

〉
g +

〈
σc · nd δI

〉
+

〈
ṁd vc δI

〉
(1.32b)

On notera que dans les termes représentant les échanges de quantité de mouvement on a privilégié les
quantités

vc,σc
 relatives à la phase continue de façon à mettre en évidence le rôle joué par la phase

porteuse sur les bulles. Ces échanges font ainsi intervenir la force exercée par la phase continue sur les
interfaces ainsi qu’une force liée aux échanges de masse entre les phases.

• Bilans moyens d’énergie

Choisissons à présent l’enthalpie pour caractériser l’énergie de notre milieu diphasique. La condition de
saut simplifiée (1.13) devient après moyenne :

∑

k=c,d

[〈
ṁk ik δI

〉
−

〈
qk · nk δI

〉 ]
� 0. (1.33)

Après application du processus de moyenne à l’équation locale instantanée d’enthalpie (1.11), on ob-
tient :



∂

∂t

〈
χc ρc ic

〉
+ ∇·

〈
χc ρc ic vc

〉

= −∇·
〈
χc qc

〉
+

〈
χc

dc pc

dt

〉
+

〈
χc τc :∇vc

〉
−

〈
ṁd ic δI

〉
+

〈
qc · nd δI

〉
(1.34a)

∂

∂t

〈
χd ρd id

〉
+ ∇·

〈
χd ρd id vd

〉

= −∇·
〈
χd qd

〉
+

〈
χc

dd pd

dt

〉
+

〈
χd τd :∇vd

〉
+

〈
ṁd ic δI

〉
−

〈
qc · nd δI

〉
(1.34b)

où pour représenter les échanges d’énergie la condition de saut approchée (1.33) a été directement prise
en compte de façon à privilégier les quantités

qc, vc,σc
 relatives à la phase continue. Ces échanges

font intervenir le flux de chaleur transmis par la phase continue à travers les interfaces des bulles ainsi
qu’un échange d’énergie lié aux échanges de masse entre les phases.

Dans ces deux équations on a également introduit la notation suivante pour la dérivée matérielle micro-
scopique :

dkϕ

dt
=̂
∂ϕ

∂t
+ vk ·∇ϕ. (1.35)

• Équations topologiques moyennes

Taux de présence phasique

Le taux de présence αk étant défini comme la moyenne d’ensemble de la fonction indicatrice de phase χk

(cf. équation 1.22a), on peut déterminer une équation de bilan portant sur αk en moyennant les relations
topologiques (1.16). Aussi, on obtient après quelques manipulations :

∂αk

∂t
+ ∇·

〈
χkvk

〉
=

〈
χk∇·vk

〉
+

〈
ṁk

ρk
δI

〉
. (1.36)
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1.2 Modélisation moyennée de la phase dispersée par une approche particulaire

Si la phase k est incompressible cette équation se réduit à :

∂αk

∂t
+ ∇·

〈
χkvk

〉
=

〈
ṁk δI

〉

ρk
(1.37)

équation que l’on peut également retrouver à partir du bilan moyen de masse (1.27b) puisque pour une
phase incompressible le bilan de masse se réduit à un simple bilan de volume.

Concentration d’aire interfaciale

Certains auteurs introduisent également une équation de bilan portant sur la concentration d’aire interfa-
ciale aI (p. ex. Drew et Passman, 1999 ; Delhaye, 2001 ; Morel, 2007), définie comme la moyenne de la
distribution des interfaces :

aI =̂
〈
δI

〉
. (1.38)

Morel (2007) propose l’équation de bilan suivante :

∂aI

∂t
+ ∇·

〈
vI δI

〉
=

〈
∇S · vI δI

〉
. (1.39)

Cette équation est exacte mais il est parfois plus avantageux d’utiliser une forme équivalente ne faisant
intervenir que la composante normale aux interfaces de vI , c’est à dire la composante qui intervient dans
les échanges de masse entre phases :

∂aI

∂t
+ ∇·

〈(
vI · nd

)
nd δI

〉
=

〈(
vI · nd

)
∇· nd δI

〉
(1.40)

Dans cette équation ∇ · nd représente la courbure des interfaces avec comme cas particulier ∇ · nd = 1/d

pour des sphères de diamètre d.

Les phénomènes discrets de variation d’inventaire de la population de bulles (p. ex. coalescence et frag-
mentation de bulles) ne sont pas pris en compte dans cette équation générale ; ils nécessitent l’ajout de
termes sources supplémentaires au second membre (Wu et al., 1998 ; Hibiki et Ishii, 2000 ; Yao et Morel,
2004). L’écriture de ces termes n’étant pas aisée dans le cadre du modèle à deux fluides, elle sera abordée
dans le prochain chapitre à l’aide d’un formalisme statistique bien plus adapté.

1.2 Modélisation moyennée de la phase dispersée par une approche par-
ticulaire

Dans cette section, nous allons nous intéresser à l’écriture des équations régissant l’évolution de la
population de bulles à l’aide de la théorie cinétique. Avec ce type d’approche, et contrairement à une
approche du type modèle à deux fluides, l’écoulement du fluide à l’intérieur des bulles n’est pas résolu :
on s’intéresse uniquement à des quantités globales attachées à chaque bulle et que l’on va localiser
arbitrairement en leur centre.

Le principe de l’approche particulaire est simple : on va considérer pour chaque bulle les équations
d’évolution de ses quantités globales caractéristiques (masse, quantité de mouvement, énergie, surface et
volume), puis on effectue une moyenne sur l’ensemble des bulles pour obtenir l’évolution moyenne de
toute la population.

17



CHAPITRE 1 – MODÉLISATION MOYENNÉE DES ÉCOULEMENTS DISPERSÉS

Notons que l’on s’intéressera dans cette section uniquement à des bulles préexistantes (absence de
nucléation) et qui conservent leur identité (absence de coalescence ou de fragmentation). Le formalisme
nécessaire à la prise en compte de ces phénomènes de nucléation, coalescence et fragmentation sera
développé dans le prochain chapitre.

1.2.1 Équations relatives à une bulle unique

Intéressons-nous tout d’abord aux équations relatives à une bulle unique, labellisée α. À cette bulle
α sont affectés une masse mα(t), une vitesse wα(t), une enthalpie ια(t), ainsi qu’un volume Vα(t) et une
surface Sα(t). Dans ce premier paragraphe, on va chercher à déterminer l’évolution lagrangienne de ces
paramètres, autrement dit en suivant la bulle le long de sa trajectoire Xα(t).

Les équations d’évolution de ces paramètres peuvent être déterminées en intégrant les équations de
bilan locales instantanées présentée au paragraphe 1.1.1 sur le volume de la bulle, celle-ci étant considé-
rée comme un volume de contrôle géométrique mobile non matériel. 3 Ces bilans globaux pouvant être
aisément retrouvés dans la littérature (p. ex. Aris, 1962 ; Delhaye, 2008), ils ne seront pas redémontrés
ici.

• Masse

La masse mα(t) de la bulle α est définie par :

mα(t) =̂

∫

Vα(t)
ρd dV (1.41)

L’évolution lagrangienne de la masse est donnée par :

dmα

dt
=

∮

Sα
ρd

(
vI − vd

)
· nd dS =

∮

Sα
ṁd dS (1.42)

où vd désigne la vitesse du fluide à l’intérieur de la bulle, nd la normale unitaire à l’interface et vI la
vitesse de cette interface. La définition du taux de transfert de masse ṁd est celle déjà utilisée plus haut
(cf. équation 1.3).

En plus de la masse il est aussi possible de prendre en considération un éventuel dipôle de masse défini
comme :

pα(t) =̂

∫

Vα(t)
rα ρd dV (1.43)

où rα est la position relative au centre de la bulle α. L’équation d’évolution du dipôle de masse s’écrit :

dpα
dt

=

∫

Vα
ρd

(
vd − wα

)
dV +

∮

Sα
rα ṁd dS (1.44)

Il peut paraître surprenant de devoir prendre en considération une quantité qui sera négligée par la suite,
mais nous allons voir que l’équation d’évolution du dipôle de masse va nous permettre de mieux com-
prendre la signification de l’équation de conservation de la masse telle qu’elle est écrite dans le modèle
à deux fluides.

3. Un volume de contrôle géométrique mobile non matériel est un volume géométrique pouvant se déformer et se déplacer
dans l’espace et laissant passer de la matière à travers sa surface frontière ; contrairement à un volume de contrôle matériel, il
n’est donc pas composé à chaque instant des mêmes éléments de matière (Delhaye, 2008).
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1.2 Modélisation moyennée de la phase dispersée par une approche particulaire

• Quantité de mouvement

La vitesse du centre de masse de la bulle α est définie comme :

wα(t) =̂
dXα(t)

dt
=̂

∫
Vα(t) ρd vd dV
∫
Vα(t) ρd dV

=

∫
Vα(t) ρd vd dV

mα(t)
(1.45)

et l’équation de quantité de mouvement de cette bulle est donnée par :

dmαwα
dt

= mα g +

∮

Sα

(
ṁd vc + σc · nd

)
dS (1.46)

où g représente l’accélération de la pesanteur. Dans l’intégrale de surface, le premier terme correspond à
la force de recul et le deuxième terme à la force exercée par la phase continue.

On sait que pour décrire le mouvement d’une bulle on a besoin, non seulement de sa vitesse, mais aussi
de sa vitesse angulaire. En plus d’une équation portant sur la quantité de mouvement de la bulle, une
équation décrivant l’évolution de son moment angulaire est également nécessaire. Plus généralement,
nous allons voir que pour les mélanges diphasiques dispersés une quantité de toute première importance
est le (premier) moment de la quantité de mouvementd’une bulle. Pour la bulle α cette quantité tensorielle
est définie telle que :

Mα(t) =̂

∫

Vα(t)
rα⊗ ρd vd dV. (1.47)

On peut montrer que l’évolution temporelle de ce tenseur s’écrit :

dMα

dt
−
∫

Vα
ρd

(
vd − wα

)
⊗ vd dV

=

∮

Sα
rα⊗

(
σc · nd

)
dS +

∮

Sα
rα⊗

(
ṁd vc

)
dS −

∫

Vα
σd dV +

∫

Vα
rα ⊗

(
ρd g

)
dV. (1.48)

La partie antisymétrique de cette équation représente l’évolution du moment angulaire de la bulle et sa
partie symétrique nous permettra d’évaluer l’intégrale de la contrainte sur cette bulle

∫
Vασd dV.

• Enthalpie

L’enthalpie de la bulle α, notée mα ια, est définie comme :

mα ια(t) =̂

∫

Vα(t)
ρd id dV (1.49)

et son équation d’évolution s’écrit :

dmα ια
dt

=

∫

Vα

(
dd pd

dt
+ τd :∇vd

)
dV +

∮

Sα

(
ṁd ic − qc · nd

)
dS. (1.50)

Le premier terme de l’intégrale de volume correspond à l’influence de la variation de pression à l’intérieur
de la bulle, le second terme correspond à la dissipation visqueuse à l’intérieur de la bulle. Le premier
terme de l’intégrale de surface représente quant à lui l’énergie apportée par le changement de phase et le
second le flux de chaleur venant de la phase continue.
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On pourrait, de manière analogue à ce qui a été fait pour la masse et la quantité de mouvement, écrire
l’équation du premier moment de l’enthalpie

∫
Vα(t)rα ρd id dV mais nous nous en abstenons affin de ne

pas alourdir la présentation.

• Variables géométriques

L’équation d’évolution du volume d’une bulle s’écrit :

dVα(t)
dt

=

∮

Sα(t)
vI · nd dS =

∫

Vα(t)
∇· vd dV +

∮

Sα(t)

ṁd

ρd
dS. (1.51)

L’évolution de sa surface est quant à elle donnée par :

dSα(t)
dt

=

∮

Sα(t)

(
vI · nd

)
∇· nd dS. (1.52)

1.2.2 Fonction de présence des centres et moyennes associées

Ce paragraphe a pour but de présenter les opérateurs de moyenne dont nous allons nous servir pour
établir les équations moyennes. Ceux-ci sont basés sur l’opérateur de moyenne d’ensemble présenté au
paragraphe 1.1.3 et sur une fonction de présence des centres de bulles.

Affectons à chaque bulle α de la population une distribution de Dirac δα ayant son centre pour support.
Cette distribution permettant de "localiser" le centre de chaque bulle α dans l’espace est définie comme
suit :

δα(x, t) =̂ δ(x − Xα(t)) (1.53)

où x désigne le vecteur position et Xα(t) la position instantanée du centre de la bulle α au sens lagran-
gien. La distribution δα peut donc être vue comme une passerelle entre les descriptions lagrangienne et
eulérienne.

Étant attachée à la bulle α, cette distribution se déplace avec la vitesse wα de la bulle ; son équation de
transport s’écrit donc simplement :

∂δα
∂t

+ ∇·
(
δα wα

)
= 0. (1.54)

où l’on a tenu compte du fait que la vitesse wα est une fonction de t uniquement pour la rentrer sous la
divergence. En sommant la distribution δα sur les différentes bulles de la population en nombre Nb, on
obtient une fonction de présence des centres de la phase dispersée que l’on notera δd :

δd(x, t) =̂

Nb∑

α=1

δα(x, t) =

Nb∑

α=1

δ(x − Xα(t)). (1.55)

La moyenne d’ensemble de cette fonction de densité de présence n’est autre que la densité numérique de
bulles n (Lhuillier et Nadim, 1999) :

n(x, t) =
〈
δd(x, t)

〉
. (1.56)
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1.2 Modélisation moyennée de la phase dispersée par une approche particulaire

L’équation de transport n’est donc autre que la moyenne de (1.54) :

∂n
∂t

+ ∇·
〈
δd w

〉
= 0. (1.57)

Cette équation suppose que chacune des bulles préserve son existence ; elle devra toutefois être modifiée
en cas de coalescence, fragmentation ou nucléation.

Le Dirac δd joue pour la théorie cinétique des bulles le même rôle que χd dans le modèle à deux fluides.
Il va permettre d’introduire la moyenne de population d’une variable quelconque ϕα attachée à une bulle
α, autrement dit la moyenne conditionnée sur la présence de la phase dispersée et pondérée par la densité
numérique de bulles :

{ϕ} (x, t) =̂

〈∑Nb
α=1 δα(x, t)ϕα(x, t)

〉
〈∑Nb

α=1 δα(x, t)
〉 =

〈
δd(x, t)ϕ(x, t)

〉

n(x, t)
. (1.58)

Une autre manière d’exprimer cette moyenne de population, à savoir en introduisant une fonction de
distribution de la population de bulles, sera exposée au chapitre 2.

Par analogie à la moyenne de Favre définie à la section 1.1.4, on peut également définir une moyenne de
population pondérée par la masse des bulles :

{{ϕ}} (x, t) =̂

〈∑Nb
α=1 δα(x, t) mα(x, t)ϕα(x, t)

〉
〈∑Nb

α=1 δα(x, t) mα(x, t)
〉 =

{m(x, t)ϕ(x, t)}
{m(x, t)} . (1.59)

Notons bien que les moyennes de population { . } et {{ . }} sont différentes des moyennes phasiques . d

et .
d

introduites à la section 1.1, ces deux dernières étant pondérées par le taux de présence de la phase
dispersée et non pas par la densité numérique de bulles.

1.2.3 Équations moyennes relatives à la phase dispersée

L’objectif de cette section est, de moyenner les équations d’évolutions relatives à une bulle unique à
l’aide de la fonction de distribution des centres afin d’obtenir les équations moyennes de l’ensemble de
la population.

• Bilan moyen de masse

Multiplions l’équation d’évolution de la masse d’une bulle (1.42) par δα, puis sommons le résultat sur
toutes les bulles de la population. En prenant en compte l’équation de transport de δα (1.54), la moyenne
d’ensemble de l’équation résultante donne :

∂

∂t

〈 Nb∑

α=1

δα mα

〉
+ ∇·

〈 Nb∑

α=1

δα mαwα
〉

=

〈 Nb∑

α=1

δα

∮

Sα
ṁd dS

〉
(1.60a)

soit de façon plus concise :

∂

∂t

〈
δd m

〉
+ ∇·

〈
δd m w

〉
=

〈
δd

∮
ṁd dS

〉
. (1.60b)

Quant à l’équation (1.44) du dipôle de masse, elle devient après moyenne :
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CHAPITRE 1 – MODÉLISATION MOYENNÉE DES ÉCOULEMENTS DISPERSÉS

∂

∂t

〈
δd p

〉
+ ∇·

〈
δd p ⊗ w

〉
=

〈
δd

∫
ρd

(
vd − w

)
dV

〉
+

〈
δd

∮
r ṁd dS

〉
. (1.61)

• Bilan moyen de quantité de mouvement

Appliquons à l’équation de quantité de mouvement d’une bulle (1.46) la même procédure de moyenne
qu’au paragraphe précédent ; on obtient :

∂

∂t

〈
δd m w

〉
+ ∇·

〈
δd m w ⊗ w

〉
=

〈
δd m

〉
g +

〈
δd

∮
σc · nd dS

〉
+

〈
δd

∮
ṁd vc dS

〉
. (1.62)

Le deuxième terme du second membre de cette équation correspond à la moyenne sur toute la population
de la force agissant sur une bulle unique.

À l’instar du second membre de l’équation de masse (1.60b), la modélisation de cette force constitue à la
fois un des points clés de l’étude et une de ses principales difficultés. En effet, ce terme intègre les actions
du liquide environnant sur la bulle α ainsi que les perturbations induites par les bulles environnantes sur
cette bulle α et sur le liquide porteur. Déterminer une expression microscopique de cette force pour une
bulle unique n’est donc pas chose aisée. On peut toutefois imaginer qu’elle fait intervenir différentes
corrélations : diamètre/vitesse de bulle, diamètre/vitesse du liquide, diamètre/fluctuation de vitesse du
liquide, corrélation double de vitesse de bulle, etc.

L’équation moyenne qui correspond au bilan (1.48) du premier moment de la quantité de mouvement
s’écrit :

∂

∂t

〈
δdM

〉
+ ∇·

〈
δdM ⊗ w

〉
−

〈
δd

∫
ρd

(
vd − w

)
⊗ vd dV

〉

=

〈
δd

∮
r ⊗

(
σc · nd

)
dS

〉
+

〈
δd

∮
r ⊗

(
ṁd vc

)
dS

〉
−

〈
δd

∫
σd dV

〉
+

〈
δd

∫
ρd r ⊗ g dV

〉
. (1.63)

On remarquera que sa partie symétrique fait intervenir la moyenne des contraintes internes aux bulles.
Ce dernier bilan va nous aider à mieux comprendre la signification du bilan de quantité de mouvement
tel qu’il est écrit dans le modèle à deux fluides.

• Bilan moyen d’enthalpie

On écrit le bilan de l’enthalpie de la population de bulles en procédant de la même manière que précé-
demment :

∂

∂t

〈
δd m ι

〉
+ ∇·

〈
δd m ιw

〉

=

〈
δd

∫
dd pd

dt
dV

〉
+

〈
δd

∫
τd :∇vd dV

〉
+

〈
δd

∮
ṁd ic dS

〉
−

〈
δd

∮
qc · nd dS

〉
. (1.64)

où l’on a introduit l’enthalpie moyenne de la phase dispersée
〈
δd m ι

〉
.

• Bilans géométriques moyens

Avec la même démarche que précédemment, on transforme les équations (1.51) et (1.52) en équations
moyennes. Le bilan sur le volume moyen des bulles s’écrit ainsi :
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∂

∂t

〈
δdV

〉
+ ∇·

〈
δdVw

〉
=

〈
δd

∮
vI · nd dS

〉
=

〈
δd

∫
∇· vd dV

〉
+

〈
δd

∮
ṁd

ρd
dS

〉
. (1.65)

Notons que la vitesse moyenne de transport du volume 〈δdVw〉/〈δdV〉 n’est égale à la vitesse moyenne des
centres géométriques des bulles 〈δd w〉/〈δd〉 que pour des bulles ayant toutes le même volume.

Le bilan portant sur la surface moyenne des bulles s’écrit quant à lui :

∂

∂t

〈
δd S

〉
+ ∇·

〈
δd Sw

〉
=

〈
δd

∮ (
vI · nd

)
∇· nd dS

〉
. (1.66)

La vitesse moyenne de transport surfacique 〈δd Sw〉/〈δd S〉 est généralement différente de la vitesse moyenne
de transport du volume et de la vitesse moyenne des centres géométriques des bulles.

1.3 Modélisation hybride des écoulements diphasiques à phase dispersée

Deux types de modélisation pour traiter les écoulements dispersés ont été présentés dans les sections
précédentes :

a) un modèle moyenné général, le modèle à deux fluides, qui consiste en un système de 2 × 3 équa-
tions moyennes (masse, quantité de mouvement, énergie). Ce système d’équations traite de façon
symétrique les deux phases ; des équations de bilan moyennes portant sur la fraction volumique et
la concentration d’aire interfaciale sont adjointes à ce système ;

b) une approche particulaire valable uniquement pour traiter la phase dispersée et composée de quatre
équations moyennes (masse, quantité de mouvement, moment de la quantité de mouvement, éner-
gie) auxquelles sont adjointes deux équations pour la fraction volumique et la densité d’aire inter-
faciale.

Dans cette section, on se propose d’écrire un modèle moyenné spécialement adapté aux écoulements
à phase dispersée, basé sur les équations du modèle à deux fluides mais faisant également intervenir
des termes issus de l’approche particulaire. On verra que le système d’équations régissant ce modèle
hybride, moins général que le modèle à deux fluides, va perdre son caractère symétrique : la dissymétrie
géométrique des deux phases induisant une dissymétrie des équations.

1.3.1 Comparaison des équations obtenues pour la phase dispersée avec le modèle à deux
fluides et la théorie cinétique

On rappelle ici les équations moyennes obtenues avec le modèle à deux fluides (a) et la théorie ciné-
tique (b) pour décrire l’évolution de la phase dispersée.

• Bilans moyens de masse

∂

∂t

〈
χd ρd

〉
+ ∇·

〈
χd ρd vd

〉
=

〈
ṁd δI

〉
(1.67a)

∂

∂t

〈
δd m

〉
+ ∇·

〈
δd m w

〉
=

〈
δd

∮
ṁd dS

〉
(1.67b)
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• Bilans moyens de quantité de mouvement

∂

∂t

〈
χd ρd vd

〉
+ ∇·

〈
χd ρd vd ⊗ vd

〉
=

〈
χd ρd

〉
g + ∇·

〈
χd σd

〉
+

〈
σc · nd δI

〉
+

〈
ṁd vc δI

〉
(1.68a)

∂

∂t

〈
δd m w

〉
+ ∇·

〈
δd m w ⊗ w

〉
=

〈
δd m

〉
g +

〈
δd

∮
σc · nd dS

〉
+

〈
δd

∮
ṁd vc dS

〉
(1.68b)

• Bilans moyens d’enthalpie

∂

∂t

〈
χd ρd id

〉
+ ∇·

〈
χd ρd id vd

〉

= −∇·
〈
χd qd

〉
+

〈
χc

dd pd

dt

〉
+

〈
χd τd :∇vd

〉
+

〈
ṁd ic δI

〉
−

〈
qc · nd δI

〉
(1.69a)

∂

∂t

〈
δd m ι

〉
+ ∇·

〈
δd m ιw

〉

=

〈
δd

∫
dd pd

dt
dV

〉
+

〈
δd

∫
τd :∇vd dV

〉
+

〈
δd

∮
ṁd ic dS

〉
−

〈
δd

∮
qc · nd dS

〉
(1.69b)

• Équations topologiques

Taux de présence phasique

∂

∂t

〈
χd

〉
+ ∇·

〈
χdvd

〉
=

〈
χd∇·vd

〉
+

〈
ṁd

ρd
δI

〉
(1.70a)

∂

∂t

〈
δdV

〉
+ ∇·

〈
δdVw

〉
=

〈
δd

∫
∇· vd dV

〉
+

〈
δd

∮
ṁd

ρd
dS

〉
. (1.70b)

Concentration d’aire interfaciale

∂

∂t

〈
δI

〉
+ ∇·

〈
vI δI

〉
=

〈
∇S · vI δI

〉
(1.71a)

∂

∂t

〈
δd S

〉
+ ∇·

〈
δd Sw

〉
=

〈
δd

∮ (
vI · nd

)
∇· nd dS

〉
. (1.71b)

Les équations pour la phase dispersée obtenues avec les deux approches présentent des analogies
certaines mais font intervenir des variables différentes. Par exemple, la vitesse w apparaissant dans les
équations issues de la théorie cinétique est la vitesse moyenne de translation des bulles alors que vd,
apparaissant dans les équations issues du modèle à deux fluides, tient compte de tous les mouvements de
la phase dispersée : translation, rotation, déformation, etc.

Par ailleurs, certaines grandeurs n’apparaissent que dans les équations du modèle à deux fluides et
pas dans celles obtenues avec l’approche particulaire : on remarquera par exemple que les contraintes de
la phase dispersée σd ainsi que le flux de chaleur qd sont absents des équations obtenues avec l’approche
particulaire. En ce qui concerne les contraintes particulaires, on a vu cependant que si elles n’interve-
naient pas dans le bilan de quantité de mouvement (1.68b), elles intervenaient dans le bilan du premier
moment de la quantité de mouvement (1.63). Cette constatation va avoir son importance dans ce qui suit.

Une dernière observation que l’on peut formuler en comparant les équations obtenues avec les deux
approches est que les termes de transferts moyens obtenus avec la théorie cinétique ont un caractère
plus intuitif que leurs homologues obtenus avec le modèle à deux fluides classique. Par exemple, dans

24



1.3 Modélisation hybride des écoulements diphasiques à phase dispersée

l’équation de quantité de mouvement version "théorie cinétique" la force moyenne entre phases apparaît
sous la forme

〈
δd

∮
σc · nd dS

〉
, qui n’est autre que le produit de la densité numérique de bulles par la force

moyenne exercée sur une bulle par la phase qui l’entoure. La signification de ce terme est donc beaucoup
plus évidente que celle du terme correspondant du modèle à deux fluides qui s’écrit

〈
σc · nd δI

〉
. D’où

l’intérêt d’une approche hybride mixant les deux écritures. Puisque la phase continue ne peut être décrite
que dans le cadre du modèle à deux fluides, on aimerait disposer d’un ensemble d’équations avec les
variables du modèle à deux fluides mais où les termes d’échanges seraient ceux de la théorie cinétique,
afin de pouvoir bénéficier de leur interprétation plus intuitive.

1.3.2 Lien entre les deux approches pour les milieux dispersés

La différence entre les grandeurs moyennes obtenues avec le modèle à deux fluides ou la théorie
cinétique ne réside pas dans l’opérateur de moyenne utilisé, 4 mais dans la quantité moyennée : une
quantité locale de la phase dispersée dans le modèle à deux fluides contre une quantité globale d’une
bulle entière dans la théorie cinétique.

Pour le cas particulier des suspensions faiblement inhomogènes, 5 des formules de transformation ont
été développées pour faire le lien entre ces deux types de grandeurs moyennes (Buyevich et Shchel-
chkova, 1978 ; Lhuillier, 1992 ; Zhang et Prosperetti, 1994a,b ; Jackson, 1997). Ces formules prennent
la forme de développements en série pour toute quantité ϕS définie sur la surface d’une bulle et toute
quantité ϕV définie sur le volume d’une bulle : 6

〈
ϕS δI

〉
=

〈
δd

∮
ϕS dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r ϕS dS

〉
+

1
2
∇∇ :

〈
δd

∮
r ⊗ r ϕS dS

〉
+ · · · (1.72a)

〈
ϕV χd

〉
=

〈
δd

∫
ϕV dV

〉
− ∇·

〈
δd

∫
r ϕV dV

〉
+

1
2
∇∇ :

〈
δd

∫
r ⊗ r ϕV dV

〉
+ · · · (1.72b)

À l’aide de ces formules de transformation, on peut donc exprimer les grandeurs moyennes du modèle à
deux fluides en fonction des grandeurs moyennes issues de l’approche particulaire :

〈
δI

〉
=

〈
δdS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r dS

〉
+ · · · (1.73)

〈
χd

〉
=

〈
δdV

〉
− ∇·

〈
δd

∫
r dV

〉
+ · · · (1.74)

〈
χd ρd

〉
=

〈
δd m

〉
− ∇·

〈
δd

∫
r ρd dV

〉
+ · · · (1.75)

〈
χd ρd vd

〉
=

〈
δd m w

〉
− ∇·

〈
δd

∫
r ⊗

(
ρd vd

)
dV

〉
+ · · · (1.76)

〈
χd ρd id

〉
=

〈
δd m ι

〉
− ∇·

〈
δd

∫
r ρd id dV

〉
+ · · · (1.77)

4. Dans les deux cas on utilise l’opérateur de moyenne d’ensemble 〈 . 〉.
5. Par suspension faiblement inhomogène, on entend une suspension pour laquelle l’échelle de variation des grandeurs

moyennes est bien plus grande que la taille des bulles (Lhuillier, 1992).
6. De telles formules de transformation ne devraient pas nous surprendre outre mesure : si dans la dernière on remplace

ϕV par une densité de charges électriques on obtient un résultat très connu de l’électromagnétique des milieux continus : la
moyenne d’ensemble de la charge est donnée par la contribution des charges libres, moins la divergence des charges dipolaires,
plus la double divergence des charges quadrupolaires, etc.
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CHAPITRE 1 – MODÉLISATION MOYENNÉE DES ÉCOULEMENTS DISPERSÉS

Ces relations sont d’une importance capitale. Elles montrent en particulier que :

a) l’équation du modèle à deux fluides pour la masse volumique
〈
χd ρd

〉
est équivalente à un en-

semble d’équations de la théorie cinétique pour
〈
δd m

〉
,
〈
δd

∫
ρd r dV

〉
, c’est-à-dire le dipôle de

masse moyen
〈
δd p

〉
dont l’évolution est donnée par (1.61), ainsi que les moments d’ordre supé-

rieur ;

b) l’équation du modèle à deux fluides pour la quantité de mouvement
〈
χd ρd vd

〉
est équivalente à un

ensemble d’équations de la théorie cinétique pour
〈
δd m w

〉
,
〈
δd

∫
r ⊗ (ρd vd) dV

〉
et les moments

d’ordre supérieur ;

c) l’équation du modèle à deux fluides pour l’enthalpie
〈
χd ρd id

〉
est équivalente à un ensemble

d’équations de la théorie cinétique pour
〈
δd m ι

〉
,
〈
δd

∫
r ρd id dV

〉
et les moments d’ordre supé-

rieur.

C’est précisement maintenant qu’il faut faire des hypothèses simplificatrices concernant la pertinence des
équations de la théorie cinétique portant sur les moments. En s’appuyant sur la forme moyenne des bulles
ainsi que sur la répartition spatiale de la masse à l’intérieur des bulles, on pourra en général négliger tous
les moments du type

〈
δd

∮
r dS

〉
,
〈
δd

∫
r dV

〉
,
〈
δd

∫
r ρd dV

〉
,
〈
δd

∫
r ρd id dV

〉
ainsi que tous les moments

d’ordre supérieur. Il n’y a guère que pour le premier moment de la quantité de mouvement que l’on
puisse avoir des doutes et se poser la question : est-il pertinent, pour l’écoulement que je considère, de
négliger tout rôle du premier moment

〈
δd

∫
r ⊗ (ρd vd) dV

〉
, et en particulier du moment angulaire des

bulles ?

Dans ce qui suit nous nous plaçons d’emblée dans l’hypothèse où tous les moments, quels qu’ils
soient, jouent un rôle négligeable dans la description de l’écoulement et par conséquent :

〈
δI

〉
�

〈
δdS

〉
= n {S} (1.78)

〈
χd

〉
�

〈
δdV

〉
= n {V} (1.79)

〈
χd ρd

〉
�

〈
δd m

〉
= n {m} (1.80)

〈
χd ρd vd

〉
�

〈
δd m w

〉
= n {m w} (1.81)

〈
χd ρd id

〉
�

〈
δd m ι

〉
= n {m ι} . (1.82)

C’est dans le cadre de cette hypothèse simplificatrice que nous allons bâtir un modèle hybride basé sur
le modèle à deux fluides mais avec des termes de transferts moyens issus de l’approche particulaire.

1.3.3 Les équations du modèle hybride

• Bilans moyens de masse

On suppose que le dipôle de masse des bulles ne joue aucun rôle. On part donc des équations (1.27a)
pour le fluide porteur et (1.60b) pour les bulles. Le terme d’échange du modèle à deux fluides est écrit en
bénéficiant du développement (1.72a) :

〈
ṁd δI

〉
=

〈
δd

∮
ṁd dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r ṁd dS

〉
+ · · · (1.83)

Dénier tout rôle au dipôle de masse (et aux multipôles d’ordre supérieur) revient à supposer que ṁd est
régulièrement réparti sur toute la surface d’une bulle (cf. équation 1.61). On peut alors négliger tous
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1.3 Modélisation hybride des écoulements diphasiques à phase dispersée

les termes du développement sauf le premier et, si on tient compte des approximations (1.80) et (1.81),
aboutir à :



∂

∂t

〈
χc ρc

〉
+ ∇·

〈
χc ρc vc

〉
= −

〈
δd

∮
ṁd dS

〉
(1.84a)

∂

∂t

〈
χd ρd

〉
+ ∇·

〈
χd ρd vd

〉
=

〈
δd

∮
ṁd dS

〉
(1.84b)

soit encore :


∂

∂t

(
αc ρc

c
)

+ ∇·
(
αc ρc

c Vc
)

= −Γ (1.85a)

∂

∂t

(
αd ρd

d
)

+ ∇·
(
αd ρd

d Vd
)

= Γ (1.85b)

avec un échange de masse moyen exprimé sous la forme théorie cinétique :

Γ =̂

〈
δd

∮
ṁd dS

〉
= n

{
ṁd S

}
. (1.85c)

• Bilans moyens de quantité de mouvement

Introduisons tout d’abord la fluctuation de vitesse vk
′, définie comme l’écart de la vitesse microscopique

à la vitesse moyenne de la phase k :

vk
′ =̂ Vk − vk . (1.86)

Les formules de transformations (1.72) vont à présent nous servir à établir les équations de bilan de
quantité de mouvement de notre modèle hybride.

Phase continue

Dans un premier temps nous allons considérer le bilan de quantité de mouvement tel qu’il est écrit dans
le modèle à deux fluides pour le fluide porteur ; dans ce bilan (1.32a) nous allons faire apparaître la
pression moyenne pc

c de la phase continue qui joue un grand rôle dans la dynamique des deux phases.
Cette pression moyenne intervient dans les contraintes de la phase continue écrites sous la forme :

∇·
〈
χc σc

〉
= −∇

(
αc pc

c
)

+ ∇·
(
αc τc

c
)
. (1.87)

Nous la faisons également apparaître dans la force moyenne aux interfaces en écrivant :
〈
σc · nd δI

〉
=

〈(
σc + pc

c
1

)
· nd δI

〉
− pc

c
〈
nd δI

〉

=

〈(
σc + pc

c
1

)
· nd δI

〉
− pc

c
∇αc . (1.88)

Nous aboutissons ainsi à une autre forme du bilan (1.32a) où apparaît mieux le rôle de la pression
moyenne :

∂

∂t

(
αc ρc

c Vc
)

+ ∇·
(
αc ρc

c Vc ⊗ Vc
)

+ ∇·
(
αc ρc

c vc
′ ⊗ vc

′ c)

= ∇·
(
αc τc

c
)
− αc∇ pc

c + αc ρc
c g −

〈(
σc + pc

c
1

)
· nd δI

〉
−

〈
ṁd vc δI

〉
. (1.89)
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Appliquons à présent la formule de transformation (1.72a) à la force moyenne ainsi qu’à la force de recul
du modèle à deux fluides :

〈(
σc + pc

c
1

)
· nd δI

〉
�

〈
δd

∮ (
σc + pc

c
1

)
· nd dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r ⊗

((
σc + pc

c
1

)
· nd

)
dS

〉
(1.90)

〈
ṁd vc δI

〉
�

〈
δd

∮
ṁd vc dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r ⊗

(
ṁd vc

)
dS

〉
. (1.91)

Introduisons ces développements dans l’équation de bilan de quantité de mouvement de la phase continue
qui peut finalement se mettre sous la forme suivante :

∂

∂t

(
αc ρc

c Vc
)

+ ∇·
(
αc ρc

c Vc ⊗ Vc
)

+ ∇·
(
αc ρc

c vc
′ ⊗ vc

′ c)

= ∇·
αc τc

c
+

〈
δd

∮
r ⊗

(
σc + pc

c
1

)
· nd dS

〉
+

〈
δd

∮
r ⊗

(
ṁd vc

)
dS

〉

− αc∇ pc
c + αc ρc

c g −
〈
δd

∮ (
σc + pc

c
1

)
· nd dS

〉
−

〈
δd

∮
ṁd vc dS

〉
. (1.92)

On a ainsi exprimé la force interphase sous la forme théorie cinétique mais au prix d’un changement de
la définition des contraintes s’exerçant sur la phase liquide.

Phase dispersée

Concernant le bilan de quantité de mouvement de la phase dispersée (1.68a), l’application de la formule
de transformation (1.72b) donne :

〈
χd σd

〉
�

〈
δd

∫
σd dV

〉
(1.93)

〈
χd ρd

〉
g �

〈
δd

∫
ρd dV

〉
g − ∇·

〈
δd

∫
r ⊗

(
ρd g

)
dV

〉
(1.94)

tandis que l’application de (1.72a) donne :

〈
σc · nd δI

〉
�

〈
δd

∮
σc · nd dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r ⊗

(
σc · nd

)
dS

〉
(1.95)

〈
ṁd vc δI

〉
�

〈
δd

∮
ṁd vc dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r ⊗

(
ṁd vc

)
dS

〉
. (1.96)

Le bilan moyen de quantité de mouvement de la phase dispersée (1.68a) peut ainsi être réécrit sous la
forme :

∂

∂t

(
αd ρd

d Vd
)

+ ∇·
(
αd ρd

d Vd ⊗ Vd
)

+ ∇·
(
αd ρd

d vd
′⊗ vd

′ d
)

=
〈
δd m

〉
g +

〈
δd

∮
σc · nd dS

〉
+

〈
δd

∮
ṁd vc dS

〉

+ ∇·

〈
δd

∫
σd dV

〉
−

〈
δd

∮
r ⊗

(
σc · nd + ṁd vc

)
dS

〉
−

〈
δd

∫
r ⊗ ρd g dV

〉 . (1.97)

Le dernier terme (sous divergence) de ce bilan fait intervenir trois quantités que l’on retrouve dans le
bilan (1.63) portant sur le premier moment de la quantité de mouvement. Si nous décidons de ne pas
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1.3 Modélisation hybride des écoulements diphasiques à phase dispersée

tenir compte de cette dernière grandeur, il est logique de ne pas tenir compte du dernier terme du bilan
ci-dessus.

On veut maintenant que le bilan de quantité de mouvement pour la phase dispersée fasse apparaître le
gradient de la pression moyenne du fluide pour représenter la force d’Archimède exercée par le fluide
porteur. L’astuce pour faire apparaître un tel terme consiste à partir de la relation suivante :

〈
δd

∮
σc · nd dS

〉
=

〈
δd

∮ (
σc + pc

c
1

)
· nd dS

〉
−

〈
δd

∮
pc

c nd dS
〉

(1.98)

puis de détailler le deuxième terme du second membre à l’aide d’un développement limité de pc
c sur la

surface d’une bulle :
〈
δd

∮
pc

c nd dS
〉
≈ pc

c
〈
δd

= 0︷    ︸︸    ︷∮
nd dS

〉
+ ∇ pc

c ·
〈
δd

∮
r ⊗ nd dS

〉
. (1.99)

Le premier terme du membre de droite est nul et l’intégrale dans le second est égale au volume d’une
bulle que multiplie le tenseur unité ; on obtient donc :

〈
δd

∮
pc

c nd dS
〉

=
〈
δdV

〉
∇ pc

c� αd∇ pc
c. (1.100)

Le bilan de quantité de mouvement des bulles s’écrit désormais :

∂
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(
αd ρd

d Vd
)

+ ∇·
(
αd ρd

d Vd ⊗ Vd
)

+ ∇·
(
αd ρd

d vd
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= −αd∇ pc
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δd

∮ (
σc + pc

c
1

)
· nd dS

〉
+

〈
δd

∮
ṁd vc dS

〉
. (1.101)

Forme finale des équations de bilan de quantité de mouvement

Finalement, les équations de bilan portant sur la quantité de mouvement des deux phases s’écrivent :


∂

∂t

(
αc ρc

c Vc
)

+∇·
(
αc ρc

c Vc ⊗ Vc
)

= −αc∇ pc
c+ ∇·

(
αc

(
τc

c
+ τT

c

)
+ σc

∗
)

+ αc ρc
c g −M∗− Γ V∗ (1.102a)

∂

∂t

(
αd ρd

d Vd
)

+∇·
(
αd ρd

d Vd ⊗ Vd
)

= −αd ∇ pc
c+ ∇·

(
αd τ

T
d

)
+ αd ρd

d g + M∗+ Γ V∗ (1.102b)

avec les définitions suivantes :

M∗+ Γ V∗ =̂ n
{∮ (

σc + pc
c
1

)
· nd dS

}
+ n

{∮
ṁd vc dS

}
(1.102c)

σc
∗ =̂ n

{∮
r ⊗

(
σc + pc

c
1

)
· nd dS

}
+ n

{∮
r ⊗

(
ṁd vc

)
dS

}
(1.102d)

αkτ
T
k =̂ − αk ρk

k v′k⊗ v′k
k
. (1.102e)

M∗ peut être assimilé à la moyenne des forces hydrodynamiques agissant sur l’ensemble des bulles de la
population et Γ V∗ à la force de recul moyenne.

Notons que le système d’équations de bilan sur la quantité de mouvement n’est plus symétrique et que
seule la pression moyenne de la phase continue y intervient, caractéristique propre aux écoulements à
phase dispersée.
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• Bilans moyens d’enthalpie

On introduit la notation Ik =̂ ik
k
. De la même façon que pour les bilans moyens de quantité de mouvement,

l’utilisation des formules de transformations (1.72) va nous permettre d’obtenir un système d’équations
dissymétrique pour caractériser l’évolution moyenne de l’enthalpie des deux phases de notre suspension.

Phase continue

À l’aide de la formule de transformation (1.72a), développons tout d’abord les deux derniers termes du
second membre du bilan moyen d’enthalpie de la phase continue (1.34a) ; on obtient :

〈
ṁd ic δI

〉
=

〈
δd

∮
ṁd ic dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r ṁd ic dS

〉
+ · · · (1.103)

〈
qc · nd δI

〉
=

〈
δd

∮
qc · nd dS

〉
− ∇·

〈
δd

∮
r
(
qc · nd

)
dS

〉
+ · · · (1.104)

En supposant que le flux de chaleur qc · nd agit uniformément sur la surface des bulles et que l’enthalpie
côté liquide de l’interface des bulles est homogène sur la surface de ces dernières, on peut se limiter au
premier terme de chacun de ces développements, soit :

〈
ṁd ic δI

〉
�

〈
δd

∮
ṁd ic dS

〉
(1.105)

〈
qc · nd δI

〉
�

〈
δd

∮
qc · nd dS

〉
. (1.106)

En négligeant en outre l’influence des fluctuations de vitesse et de pression sur le bilan moyen d’enthal-
pie, on arrive finalement au bilan suivant pour la phase continue :

∂

∂t

(
αc ρc

c Ic
)

+ ∇·
(
αc ρc

c Ic Vc
)

= −∇·
(
αc qc

c
)

+ αc
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Dt
+ αc τc :∇vc

c
+

〈
δd

∮
qc · nd dS

〉
−

〈
δd

∮
ṁd ic dS

〉
(1.107)

où l’on a fait l’approximation suivante :
〈
χc

dc pc

dt

〉
≈ αc

Dc pc
c

Dt
= αc

(
∂ pc

c

∂t
+ Vc · ∇pc

c
)
. (1.108)

Phase dispersée

Développons à présent la divergence du flux d’enthalpie des bulles apparaissant dans le bilan d’enthalpie
(1.34b) obtenu avec le modèle à deux fluides ; l’utilisation de la formule de transformation (1.72b) donne :

∇·
〈
χd ρd id vd

〉
� ∇·

〈
δd m ιw

〉
(1.109)

où l’on a négligé les termes du développement à partir de la dérivée double. En tenant compte en outre
de la relation approchée (1.82), le bilan moyen d’enthalpie de la phase dispersée (1.64) obtenu avec
l’approche particulaire peut être réécrit sous la forme :

∂

∂t

(
αd ρd

d Id
)

+ ∇·
(
αd ρd

d Id Vd
)

= αd
Dd pd

d

Dt
−

〈
δd

∮
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〉
+

〈
δd

∮
ṁd ic dS

〉
(1.110)
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où l’on a également fait les approximations suivantes :

〈
δd

∫
dd pd

dt
dV

〉
≈

〈
δd

∫
dV

〉
Dd pd

d

Dt
� αd

Dd pd
d

Dt
(1.111)

〈
δd

∫
τd :∇vd dV

〉
≈ 0 (1.112)

la seconde approximation revenant à négliger la dissipation de l’énergie mécanique par la friction dans
les bulles.

Forme finale des équations de bilan d’enthalpie

Finalement, les équations de bilan portant sur l’enthalpie des deux phases s’écrivent :


∂

∂t

(
αc ρc

c Ic
)

+ ∇·
(
αc ρc

c Ic Vc
)

= −∇·
(
αc

(
qc

c
+ qT

c

))
+ αc

Dc pc
c

Dt
+ αc Dc − Π∗ − ΓI∗ (1.113a)

∂

∂t

(
αd ρd

d Id
)

+ ∇·
(
αd ρd

d Id Vd
)

= αd
Dd pd

d

Dt
+ Π∗ + ΓI∗ (1.113b)

avec les définitions suivantes :

Π∗ + ΓI∗ =̂ − n
{∮

qc · nd dS
}

+ n
{∮

ṁd ic dS
}

(1.113c)

αc Dc =̂ αc τc :∇vc
c

(1.113d)

où Π∗ peut être assimilé à l’échange de chaleur moyen entre les bulles et la phase continue. Au second
membre du bilan moyen (1.113a) Dc désigne la dissipation visqueuse moyenne dans la phase continue,
le flux de chaleur turbulent αc qT

c ayant quant à lui été ajouté de manière ad hoc de façon à prendre en
compte la diffusion de l’énergie de la phase continue par la turbulence.

1.3.4 Résumé des équations du modèle hybride

Considérons à présent le principal type d’écoulements à bulles que l’on va chercher à modéliser, à
savoir les écoulements bouillant sous-saturés. Par liquide sous-saturé on entend un liquide dont la tem-
pérature moyenne sur la section droite de la conduite est inférieure à sa température de saturation. Lors-
qu’un liquide sous-saturé s’écoule dans un canal chauffant, des bulles de vapeurs se créent à proximité
des parois, là où le liquide s’est localement réchauffé, et vont se condenser dans le cœur de l’écoulement.

On va supposer que pour un écoulement globalement sous-saturé, les bulles de vapeur n’ont pas
le temps de croître suffisamment pour justifier l’apparition d’un gradient de température significatif en
leur sein ; on peut de ce fait émettre l’hypothèse d’une température homogène à l’intérieur des bulles,
température pouvant être assimilée à la température de l’interface. Ainsi, en supposant en outre que les
interfaces sont à la température de saturation, on peut se passer de l’équation de bilan d’énergie pour la
phase dispersée.

Un mot sur la contrainte σc
∗, celle-ci est composée de deux contributions : une première contribution,

appelée stresslet par Batchelor (1970), correspondant au moment des forces exercées par le liquide sur
la surface des bulles, une seconde contribution qui est le moment de la force induite par le changement
de phase sur la surface des bulles. Des solutions analytiques existent pour ces termes dans les cas acadé-
miques que sont un fluide porteur rampant (Jackson, 1997) et un fluide porteur non visqueux et potentiel
(Lhuillier et al., 2010). Les écoulements que l’on cherche à modéliser étant turbulents, ces solutions ana-
lytique ne peuvent être appliquées à notre cas de figure. Aucun modèle adapté n’ayant été trouvé dans la
littérature, on ne prendra finalement pas en compte la contrainte σc

∗ dans la suite du document.
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Finalement, compte tenu de ces hypothèses ainsi que de la relation (1.22b) reliant αc à αd, le système
d’équations régissant l’évolution du milieu diphasique comporte cinq équations pour cinq inconnues
principales que sont αd, Vc, Vd, Ic et pc

c. Les différentes équations de ce modèle moyenné à une pression
sont rappelées ci-dessous sous forme non conservative. 7

• Équations de la phase continue

∂

∂t

(
αc ρc

c
)

+ ∇·
(
αc ρc

c Vc
)

= −Γ (1.114a)

αc ρc
c DcVc

Dt
= −αc∇ pc

c + ∇·
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c
+ τT
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)
(1.114b)
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c
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c
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+ αc

Dc pc
c

Dt
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)
(1.114c)

• Équations de la phase dispersée

∂

∂t

(
αd ρd

d
)

+ ∇·
(
αd ρd

d Vd
)

= Γ (1.115a)

αd ρd
d DdVd

Dt
= −αd ∇ pc

c + ∇·
(
αd τ

T
d

)
+ αd ρd

d g + M∗+ Γ
(
V∗− Vd

)
(1.115b)

• Termes de transferts entre phases

Γ = n
{
ṁd S

}
(1.116)

M∗+ Γ V∗ = n
{∮ (

σc + pc
c
1

)
· nd dS

}
+ n

{∮
ṁd vc dS

}
(1.117)

Π∗ + ΓI∗ =− n
{∮

qc · nd dS
}

+ n
{∮

ṁd ic dS
}

(1.118)

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, un modèle moyenné spécialement adapté aux écoulements diphasiques à
phase dispersée a été écrit. Basé sur le modèle moyenné général qu’est le modèle à deux fluides, le
modèle proposé ici tire parti de la topologie particulière des écoulements à phase dispersée où une des
deux phases se présente sous la forme d’un ensemble d’inclusions de formes semblables.

Les équations d’évolution de la phase dispersée, et plus particulièrement les termes d’échanges entre
phases qu’elle engendre, ont ainsi pu être réécrits en s’appuyant sur une modélisation particulière dérivée
de la théorie cinétique, modélisation qui a l’avantage d’être assez intuitive. Un système d’équations de
bilans hybride, c’est-à-dire mixant le modèle à deux fluides et la théorie cinétique a finalement été
proposé ; le lien entre ces deux approches a pu être effectué à l’aide de formules de transformation reliant
les quantités moyennes obtenues avec chacune des deux descriptions.

Les principales hypothèses qui ont été formulées pour établir ce modèle hybride sont listées ci-
dessous.

7. Pour obtenir la forme non conservative d’une équation de bilan portant sur une grandeur ϕ, il suffit de multiplier l’équation
de bilan portant sur la masse par ϕ, puis de soustraire l’équation résultante à la forme conservative.
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1.5 Références

[H1] Les interfaces n’ont ni épaisseur, ni masse, ni quantité de mouvement, ni contraintes dues à la
tension de surface.

[H2] Les énergies de surface et de contrainte superficielle sont négligées

[H3] Les bulles sont toutes sphériques.

[H4] La suspension est faiblement inhomogène.

[H5] La masse est répartie uniformément dans chaque bulle.

[H6] Les bulles restent suffisamment petites pour leur garantir une température homogène égale à la
température de l’interface.

[H7] L’interface des bulles est à la température de saturation.

[H8] Les transferts de masse et d’énergie sont répartis uniformément sur l’interface de chaque bulle.

[H9] Le mouvement interne et la rotation des bulles sont négligeables devant les autre contributions.

Dans le cadre de ces hypothèses, la prochaine étape de l’étude sera la prise en compte de la poly-
dispersion en taille et en vitesse de la population de bulles, et ce par l’intermédiaire des opérateurs de
moyenne de population issus de la théorie cinétique. On verra ainsi dans le prochain chapitre que ces
opérateurs peuvent être redéfinis en introduisant des fonctions de distribution en taille et en vitesse de la
population de bulle, permettant ainsi une description de la phase dispersée tenant compte des spectres de
taille et de vitesse des bulles.
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Chapitre 2

Écoulements à bulles et polydispersion

Dans cette étude, on s’intéressera uniquement à la polydispersion en taille et en vitesse de la population
de bulles, ces dernières étant toutes supposées à la température de saturation (cf. hypothèses H6 et

H7). Dans le cadre des écoulements à bulles bouillants sous-saturés que l’on cherche à modéliser, on
peut recenser au moins quatre phénomènes facteurs de polydispersion en taille :

a) la cinématique de condensation : la condensation peut être plus ou moins rapide en fonction de
l’état du milieu où se trouve la bulle, mais aussi de la vitesse relative de la bulle par rapport au
liquide environnant ;

b) la compressibilité du gaz : pour une bulle qui conserve sa masse, sa taille diminue lorsqu’augmente
la densité du gaz qui la compose, et inversement ;

c) la coalescence de bulles : des bulles peuvent entrer en collision et fusionner pour donner une bulle
plus grosse ;

d) la fragmentation de bulles : sous les contraintes exercées par le liquide, des bulles peuvent se
diviser en plusieurs fragments plus petits.

Concernant la polydispersion en vitesse, deux principaux facteurs peuvent être recensés :

a) la polydispersion en taille : les forces agissant sur une bulle étant fonction de sa taille, le mouve-
ment de la bulle va également en dépendre ; on peut ainsi supposer que pour une taille de bulle
donnée, à un instant donné et à une position donnée, il existe une vitesse unique caractéristique de
la bulle ;

b) la turbulence de la population de bulles qui peut induire une dispersion autour de la vitesse carac-
téristique de bulle.

Si la modélisation de la polydispersion en vitesse induite par la turbulence est essentielle dans les écou-
lements gaz/particules, 1 on supposera que pour les écoulements à bulles visés dans cette étude le mou-
vement des bulles est principalement contrôlé par le mouvement du liquide par l’intermédiaire des forces
entre phases. Ces dernières dépendant du diamètre de bulles, on fera ici l’hypothèse que la polydispersion
en vitesse est uniquement liée à la polydispersion en taille.

1. Les particules étant beaucoup plus denses que la phase porteuse, leur mouvement peut être fortement décorrélé du
mouvement du gaz, comme cela a notamment été montré par Simonin et al. (2002), Février et al. (2005) ou encore Kaufmann
et al. (2008). Ce n’est pas forcément le cas pour les écoulements à bulles dans lesquels le liquide porteur est au contraire plus
dense que le gaz des bulles.
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L’objectif de ce chapitre est de présenter l’introduction de la polydispersion d’une population de bulles
dans un modèle moyenné via une nouvelle écriture des termes moyens faisant intervenir une fonction de
distribution des bulles. Après une revue rapide des méthodes pouvant être mise en œuvre pour traiter la
polydispersion d’un essaim de bulles, on présentera dans une deuxième section le formalisme statistique
permettant de décrire la population de bulles à l’aide d’une fonction de distribution. Puis, dans une
troisième section, on s’intéressera au traitement de cette fonction à l’aide de la méthode des moments ;
seront alors abordés l’écriture des équations supplémentaires nécessaires au formalisme de la méthode
ainsi que la fermeture de la fonction de distribution des bulles.

2.1 Stratégies de modélisation de la polydispersion

La polydispersion d’une population de bulles peut être prise en compte par l’intermédiaire d’une
fonction de distribution des bulles. Introduite par l’intermédiaire d’un formalisme statistique analogue à
la théorie cinétique des gaz (Chapman et Cowling, 1952 ; Bird, 1994), cette fonction indique en un point
et à un instant donnés comment sont distribuées les bulles selon différents paramètres caractéristiques de
leur état ; dans notre cas la taille et la vitesse.

L’utilisation de ce formalisme permet d’introduire des moyennes statistiques faisant intervenir la fonc-
tion de distribution des bulles, moyennes qui ne sont en fait qu’une forme particulière des moyennes de
population introduites au précédent chapitre. Cependant, la connaissance de la fonction de distribution
et de son évolution est nécessaire si l’on veut pouvoir fermer tous les termes moyens apparaissant via ce
formalisme statistique.

Deux grandes familles de méthodes ont vu le jour pour décrire l’évolution de la fonction de distribu-
tion des bulles.

2.1.1 Méthode multi-classes

La méthode multi-classes (Greenberg et al., 1993 ; Carrica et al., 1999), consiste à discrétiser la
fonction de distribution en taille en un nombre fini de classes, chaque classe ayant un diamètre fixe
(cf. figure 2.1). Trois équations de bilan moyennes (masse, quantité de mouvement, énergie) sont alors
résolues pour chaque classe de bulles. La résolution d’un tel système permet de traiter "naturellement" la
polydispersion en vitesse associée à la polydispersion en taille puisqu’une vitesse différente est calculée
pour chaque taille de bulle.

Le fait que chaque classe de bulle garde une taille figée est un des points faibles de cette méthode.
Morel et al. (2010) ont en effet montré que cela pouvait poser des problèmes aux bornes du spectre
des tailles de bulles dans le cas d’une distribution qui évolue assez fortement au cours du temps. Un
autre inconvénient de cette méthode n’est autre que les coûts de calculs qu’elle engendre : le nombre
de classes nécessaire pour obtenir des résultats d’une qualité acceptable étant assez élevé, on peut se re-
trouver rapidement avec un nombre substantiel d’équations à résoudre rendant difficile d’accès certaines
configurations d’écoulements complexes. 2

2. Si l’on réfère aux travaux de Greenberg et al. (1993) et Bannari et al. (2008) notamment, une dizaine de classes est
nécessaire pour modéliser correctement la population de bulles. Cela revient à résoudre une trentaine d’équations de bilan pour
le système total : trois équations par classe de bulles (masse, quantité de mouvement et énergie) ainsi que trois équations pour
la phase continue.
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Fig. 2.1 – Comparaison de l’approche multi-classes (PDF discré-
tisée) et de la méthode des moments (PDF modélisée).

2.1.2 Méthode des moments

La méthode des moments (Hulburt et Katz, 1964), consiste à suivre l’évolution de certaines densités
de moments de la fonction de distribution des bulles plutôt que la fonction de distribution elle-même,
comme c’est le cas pour la méthode multi-classes. En plus des habituelles équations moyennes de masse,
de quantité de mouvement et d’énergie, on résout un certain nombre d’équations supplémentaires sur les
premières densités de moments de la fonction de distribution des bulles. Cette dernière doit donc pouvoir
être exprimée en fonction des densités de moment résolues si l’on veut obtenir un système d’équations
fermé.

Pour ce faire, on modélise la fonction de distribution à l’aide d’une expression mathématique pré-
supposée (cf. figure 2.1) et choisie de telle sorte que ses paramètres puisse être exprimés comme des
fonctions de certaines de ses densités de moments. Le choix d’une forme mathématique adéquate est un
des points essentiels de cette méthode ; plusieurs formes de fermetures peuvent être citées : polynôme
de Laguerre (Hulburt et Katz, 1964), approximation par quadrature (McGraw, 1997 ; Marchisio et Fox,
2005) ou lois de distribution diverses (Lee, 1983 ; Kamp et al., 2001 ; Ruyer et al., 2007). C’est cette
dernière solution qui a été choisie ici et qui sera développée dans la section 2.3.

On verra que le nombre d’équations supplémentaires à résoudre pour la méthode des moments est
égal au nombre de paramètres de la loi mathématique choisie pour modéliser la fonction de distribution
des bulles. Celui-ci étant généralement peu élevé (un ou deux, rarement plus), la méthode des moments
est beaucoup plus légère et efficace du point de vue numérique que la méthode des classes ; elle nécessite
néanmoins plus de développements théoriques préalables.

2.2 Représentation statistique de la population de bulles

Dans la théorie cinétique des gaz telle que formulée par Chapman et Cowling (1952) puis Bird (1994),
l’évolution d’un gaz est déterminée à partir d’une approche statistique faisant intervenir une fonction de
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distribution en vitesse de la population des molécules ; cette fonction indique en un point et à un instant
donnés comment sont distribuées les molécules du gaz en fonction de leur vitesse.

L’analogie qui existe entre l’agitation thermique des molécule d’un gaz et le mouvement erratique
d’inclusions dans un champ fluide turbulent a conduit différents auteurs à appliquer ce formalisme à la
modélisation de la phase dispersée des écoulements diphasiques turbulent (Reeks, 1980, 1991, 1992 ;
Zaichik, 1996 ; Minier et Peirano, 2001 ; Kaufmann et al., 2008). Le formalisme a également été étendu
à des fonctions de distributions dépendant non seulement de la vitesse mais aussi d’autres paramètres de
l’inclusion, comme le diamètre ou la température (Achard, 1978 ; Derevich et Zaichik, 1990 ; Simonin,
1996), et même de la vitesse du fluide porteur (Simonin, 1996 ; Minier et Peirano, 2001 ; Simonin et al.,
2002 ; Février et al., 2005). En plus de pouvoir introduire simplement la polydispersion de la popula-
tion de bulles, cette approche "théorie cinétique" par fonction de distribution a également l’avantage de
pouvoir traiter les phénomènes de collisions. 3

Deux types de fonctions de distribution peuvent être définies pour caractériser les statistiques de la
population : des fonctions de densité de probabilité, normalisées, et des fonctions de densité de présence
ou fonctions de distribution en nombre. Ces deux types de fonctions ainsi que les moyennes statistiques
définie à partir d’elles seront abordés successivement dans les prochains paragraphes. On y verra égale-
ment comment l’équation de transport sur la fonction de densité de présence permet de déterminer une
équation de transport sur toute quantité moyenne statistique.

2.2.1 Fonction de densité de probabilité

La phase dispersée est constituée de différents éléments discrets, les bulles, qui évoluent dans un
champ fluide, le liquide. Pour chaque bulle de la population, on choisit différents paramètres représenta-
tifs de l’état de la bulle à l’instant t. Ces différents paramètres peuvent être vus comme les coordonnées
d’un espace vectoriel spécifique à la configuration de la population de bulles et appelé espace des phases,
ou espace des possibles. Ces coordonnées de phases, toutes indépendantes les unes des autres, regroupent
d’une part les coordonnées lagrangiennes du centre de chaque bulle et, d’autre part, tous les autres para-
mètres jugés pertinents pour caractériser l’état des bulles, comme leur volume, diamètre, vitesse, masse
ou encore température.

Comme on ne s’intéresse dans cette étude qu’à la modélisation de la polydispersion en taille et en
vitesse de la population de bulles, on ne retiendra ici que deux coordonnées de phases supplémentaires,
à savoir le diamètre des bulles 4 ainsi que la vitesse de leur centre. Ces deux grandeurs seront respecti-
vement notées β et ς dans l’espace des phases pour ne pas les confondre avec leur alter ego respectif
dans l’espace physique que l’on notera d et w. De la même façon, on notera y le vecteur de position des
centres de bulles dans l’espace des phases, son alter ego de l’espace physique étant le vecteur X, déjà
rencontré au premier chapitre.

Notons Xα le vecteur d’état d’une bulle α à l’instant t, regroupant l’ensemble des coordonnées de
phases de la bulle α :

Xα =̂
yα, βα, ςα

 (2.1)

La phase dispersée est entièrement décrite lorsque l’on est capable de lister à chaque instant l’ensemble
des états de toutes les bulles de la population. Cela étant inenvisageable si un grand nombre de bulles

3. Les phénomènes de coalescence et fragmentation de bulles peuvent être assimilés à des mécanismes de collisions parti-
culiers (Simonin, 1996).

4. Notons que l’on aurait très bien pu choisir le volume ou la surface des bulles pour caractériser leur taille ; ces quantités
étant toutes reliées analytiquement, les statistiques de population obtenues avec l’une ou l’autre d’entre elles sont équivalentes
(Fox, 2007).
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2.2 Représentation statistique de la population de bulles

compose la population, on a recours à une description statistique de la population de bulles faisant appel
à des fonctions de distribution.

Considérons la configuration de Nb bulles se trouvant dans un certain volume. Cette configuration
particulière regroupe les états des Nb bulles, soit :

CNb =
X1 ; X2 ; . . . ; XNb

=
y1, β1, ς1 ; y2, β2, ς2 ; . . . ; yNb , βNb , ςNb

. (2.2)

On noteP(Nb) la fonction de densité de probabilité (ou PDF pour Probability Density Function en anglais)
à Nb bulles attachée à la configuration particulière CNb ; cette PDF est définie telle que : 5

P(Nb)(CNb) dCNb

= P(Nb)(y1, ξ1; y2, ξ2 ; . . . ; yNb , ξNb
) dy1 dξ1 dy2 dξ2 . . . dyNb

dξNb
(2.3)

représente la probabilité que l’ensemble des Nb bulles contenues dans le volume de référence aient leur
configuration située dans l’élément de volume dCNb autour de la configuration CNb (Bird, 1994 ; Achard,
1978).

Cette PDF à Nb bulles peut être réduite à une PDF marginale à k bulles, notée P(k), en fixant l’état
de certaines bulles de la population et en intégrant sur les états des bulles restantes (Bird, 1994 ; Achard,
1978). En fixant l’état des k premières bulles de la population, on obtient :

P(k)
1,2,...,k(X1,X2, . . . ,Xk) =

∫
P(Nb)(CNb) dXk+1 dXk+2 . . . dXNb . (2.4)

On en déduit la PDF marginale à une bulle P(1)
1 :

P(1)
1 (X1) =

∫
P(Nb)(CNb) dCNb−1 . (2.5)

ainsi que la PDF marginale à deux bulles P(2)
1,2 :

P(2)
1,2 (X1,X2) =

∫
P(Nb)(CNb) dCNb−2 . (2.6)

Cette dernière PDF trouve son utilité lorsque l’on considère des phénomènes de collisions binaires entre
des paires de bulles de la population, comme le font par exemple Février et al. (2005) pour une suspension
gaz/particules. On va cependant supposer dans cette étude que les corrélations entre les bulles seront
suffisamment faibles dans nos suspensions pour pouvoir approcher la PDF marginale à deux bulles par
le produit des deux PDF marginales à une bulle correspondantes, soit :

P(2)
1,2 (X1,X2) � P(1)

1 (X1) P(1)
2 (X2). (2.7)

approximation caractérisant un certain caractère chaotique de la population (Bird, 1994).

2.2.2 Moyennes d’ensemble

À partir de ces différentes PDF, on peut redéfinir la notion de moyenne d’ensemble d’une quantité
quelconque ϕ (Achard, 1978 ; Lhuillier, 1992 ; Zhang et Prosperetti, 1994) :

5. Dans un premier temps, et afin de ne pas alourdir les notations, les deux coordonnées de phases β et ς seront regroupées
sous un même vecteur que l’on notera ξ ; la différentielle dξ correspondra quant à elle au produit des différentelles dβ et dς.
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〈
ϕ
〉

=̂

∫
ϕ(CNb) P(Nb)(CNb) dCNb . (2.8)

On définit également une moyenne conditionnelle 〈ϕ〉X1
comme la moyenne d’ensemble de ϕ sur toutes

les configurations contenant une bulle dans l’état X1 (Achard, 1978 ; Lhuillier, 1992 ; Zhang et Prospe-
retti, 1994) :

〈
ϕ
〉
X1

=̂

∫
ϕ(CNb) P(Nb−1)

2,...,Nb
(CNb−1 | X1) dCNb−1 (2.9)

où P(Nb−1)
2,...,Nb

(CNb−1 | X1), qui correspond à une PDF conditionnée par l’état de la première bulle, est définie
telle que :

P(Nb−1)
2,...,Nb

(CNb−1 | X1) dCNb−1 (2.10)

corresponde à la probabilité que les Nb bulles moins la première soient dans le volume élémentaire
dCNb−1 autour de la configuration CNb−1, sachant que la première bulle est fixée à l’état X1. Cette PDF
conditionnelle est reliée à la PDF inconditionnelle P(Nb)(CNb) par la relation : 6

P(Nb)(CNb) = P(1)
1 (X1) P(Nb−1)

2,...,Nb
(CNb−1 | X1). (2.11)

En combinant cette dernière relation et la définition (2.9), on obtient une définition alternative de la
moyenne d’ensemble :

〈
ϕ
〉

=

∫ 〈
ϕ
〉
X1
P(1)

1 (X1) dX1 . (2.12)

Cette dernière relation, combinée à la relation (2.7), permet de réduire la description statistique de la
phase dispersée à la seule connaissance d’une PDF marginale à une seule bulle, cette dernière prenant
l’appellation de bulle test.

2.2.3 Fonction de densité de présence

Introduisons à présent la fonction de densité de présence (ou NDF pour Number Density Function en
anglais) associée à une bulle localisée au point

y, ξ ; t
 de l’espace des phases, notée F et définie telle

que :

FL(y, ξ ; t) dy dξ (2.13)

représente le nombre probable de bulles au temps t dont le centre est localisé dans l’élément de vo-
lume [y, y + dy] et dont le vecteur de coordonnée de phase ξ est compris dans l’intervalle [ξ, ξ + dξ].
L’exposant L met en évidence le fait que cette NDF correspond à une description lagrangienne de la
population.

De nombreux auteurs (Reeks, 1980 ; Simonin, 1996 ; Zaichik, 1996 ; Minier et Peirano, 2001 ; Février
et al., 2005 ; Fox, 2007) introduisent également une représentation discrète de FL par l’intermédiaire
d’une fonction de densité de probabilité microscopique, notéeWα, et définie telle que :

6. Notons que les trois PDF P(Nb)(CNb ), P(1)
1 (X1) et P(Nb−1)

2,...,Nb
(CNb−1 | X1) sont normalisées, c’est-à-dire que l’intégration sur

leur espace de définition respectif donne l’unité.
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FL(y, ξ ; t) =

〈 Nb∑

α=1

Wα(y, ξ ; t)
〉

=

〈 Nb∑

α=1

δ(y − Xα(t)) δ(β − dα(t)) δ(ς − wα(t))
〉
. (2.14)

La fonctionWα est donc une fonction de l’espace des phases décrivant l’histoire de la bulle α au cours
du temps, faisant de ce fait le lien entre l’espace des phases et l’espace physique.

Utilisons la définition de la moyenne d’ensemble (2.12) pour développer la définition de FL donnée
ci-dessus : 7

FL(y, ξ ; t) =

Nb∑

α=1

〈
δ(y − Xα(t)) δ(ξ − Ξα(t))

〉

=

Nb∑

α=1

" 〈
δ(y − Xα(t)) δ(ξ − Ξα(t))

〉
XαP

(1)
α (yα, ξα ; t) dyαdξα

=

Nb∑

α=1

"
δ(y − yα) δ(ξ − ξα) P(1)

α (yα, ξα ; t) dyαdξα

=

Nb∑

α=1

P(1)
α (y, ξ ; t)

= Nb P(1)
1 (y, ξ ; t) (2.15)

où, pour écrire la dernière ligne, on a supposé que toutes les bulles étaient interchangeables et avaient
ainsi la même influence sur le comportement global de la population, la première bulle étant choisie
comme bulle test.

La NDF lagrangienne FL peut être reliée à une NDF eulérienne par la relation (Minier et Peirano,
2001) :

F E(ξ ; x, t) = FL(y=x, ξ ; t) =

∫
FL(y, ξ ; t) δ(x − y) dy (2.16)

où la NDF eulérienne F E est définie telle que :

F E(ξ ; x, t) dξ (2.17)

corresponde au nombre probable de bulles au temps t à la position x et dont le vecteur de coordonnée de
phase ξ est compris dans l’intervalle [ξ, ξ + dξ]. La relation (2.16) exprime simplement le fait qu’il y a
équivalence des descriptions lagrangienne et eulérienne lorsque l’on fait coïncider y et x dans l’espace
des phases. On en déduit la définition discrète de F E :

F E(ξ ; x, t) =

〈 Nb∑

α=1

∫
Wα(y, ξ ; t) δ(x − y) dy

〉

=

〈 Nb∑

α=1

δ(x − Xα(t)) δ(β − dα(t)) δ(ς − wα(t))
〉

(2.18)

7. On emploie ici la notation condensée δ(ξ − Ξα(t)) =̂ δ(β − dα(t)) δ(ς − wα(t)).
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ainsi que la relation entre NDF et PDF marginale eulériennes :

F E(ξ ; x, t) = Nb P(1)
1 (ξ ; x, t). (2.19)

2.2.4 Densité numérique de bulles et moyennes de population

La densité numérique de bulles et les moyennes de population introduites au premier chapitre peuvent
être redéfinies en faisant intervenir les fonctions de distribution introduites aux paragraphes précédents.

Ainsi, la densité numérique de bulles peut être déterminée par l’intégration de la NDF eulérienne sur
les coordonnées de phase interne (Simonin, 1996) : 7

n(x, t) =

∫
F E(ξ ; x, t) dξ =

〈 Nb∑

α=1

∫
δ(x − Xα(t)) δ(ξ − Ξα(t)) dξ

〉
=

〈 Nb∑

α=1

δ(x − Xα(t))
〉

(2.20)

où l’on retrouve bien la définition de n donnée au précédent chapitre (cf. équation 1.56). La densité
numérique de bulle peut donc être vue comme une PDF marginale de position (Oesterlé, 2006), le produit
n(x, t)dx correspondant au nombre de bulles contenues dans le volume [x, x + dx].

En prenant en compte la définition de la moyenne d’ensemble (2.12), la moyenne de population (1.58)
d’une grandeur ϕ se réécrit quant à elle :

{ϕ} (x, t) =
1

n(x, t)

〈 Nb∑

α=1

δ(x − Xα(t)) ϕ(ξα; x, t)
〉

=
1

n(x, t)

$
δ(x − y)

〈
δ(y − X1(t)) ϕ(y1, ξ1; t)

〉
X1

Nb P(1)
1 (y1, ξ1; t) dy1 dξ1 dy

=
1

n(x, t)

$
δ(x − y) δ(y − y1) ϕ(y1, ξ1; t) FL(y1, ξ1; t) dy1 dξ1 dy

=
1

n(x, t)

"
δ(x − y)ϕ(y, ξ1; t) FL(y, ξ1; t) dξ1 dy

=
1

n(x, t)

∫
ϕ(ξ1; x, t) F E(ξ1; x, t) dξ1 (2.21a)

où l’on retrouve la définition statistique donnée par Simonin (1996) :

{ϕ} (x, t) =
1

n(x, t)

∫
ϕ(ξ ; x, t) F E(ξ ; x, t) dξ . (2.21b)

La même démarche peut être appliquée à la moyenne de population pondérée par la masse (1.59) : 8

{{ϕ}} (x, t) =
1

n(x, t) {m}(x, t)
〈 Nb∑

α=1

δ(x − Xα(t)) m(βα ; x, t) ϕ(ξα; x, t)
〉

=
1

n(x, t) {m}(x, t)
$

δ(x − y) δ(y − y1) m(y1, β1 ; t) ϕ(y1, ξ1; t) FL(y1, ξ1; t) dy1 dξ1 dy

=
1

αd(x, t) ρd
d(x, t)

∫
m(β ; x, t) ϕ(ξ ; x, t) F E(ξ ; x, t) dξ (2.22)

8. Deux possibilités s’offrent à nous : (a) soit la masse des bulles est choisie comme une coordonnée de phase interne de la
configuration CNb , ce que fait par exemple Simonin (1996) ; (b) soit elle est choisie comme une fonction de cette configuration.
C’est cette dernière solution qui a été retenue ici, la masse étant exprimée comme une fonction du diamètre de bulle β :
m(β ; x, t) = ρd(x, t) π

6 β
3.
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2.2 Représentation statistique de la population de bulles

où l’on a également utilisé l’approximation αd ρd
d� n {m} démontrée au précédent chapitre (cf. équation

1.80).

Notons qu’à partir de maintenant, on emploiera uniquement des fonctions de distributions eulé-
riennes ; l’exposant E sera donc omis. Ce type fonction n’ayant plus que β et ς pour coordonnées de
phases, on pourra parler de fonctions de distributions jointes diamètre/vitesse. Les coordonnées de phases
β et ς seront en outre désignées par le terme de coordonnées de phase interne, par opposition à x et t
considérés comme des coordonnées de phase externe.

2.2.5 Équations de transport de la fonction de densité de présence

En faisant le bilan local instantané du nombre de bulles dans un volume élémentaire de l’espace des
phases, on arrive à établir de façon très générale l’équation de transport de la fonction de distribution F
(Achard, 1978). Cette équation de transport, appelée équation de Liouville-Boltzmann, s’écrit de la façon
suivante pour une NDF à deux coordonnées de phase interne β et ς :

∂

∂t
F (β, ς ; x, t) + ∇·

(
ς F (β, ς ; x, t)

)

= − ∂
∂β

(
β̇ F (β, ς ; x, t)

)
− ∂

∂ςi

(
ς̇i F (β, ς ; x, t)

)
+ Ḟ (β, ς ; x, t) (2.23)

où i désigne l’indice spatial, β̇ et ς̇ correspondent aux vitesses de variation des coordonnées de phases
et Ḟ à la variation de l’inventaire de la population de bulles dues à des événements discrets (collisions,
coalescence ou fragmentation de bulles, etc).

Comme le font remarquer Achard (1978) et Chevallier et Fabre (1988), cette équation ne sera fermée
que si l’on sait se donner des lois décrivant les vitesses des coordonnées de phase interne, β̇ et ς̇, ainsi
que le terme source Ḟ . Simonin (1996) définit les vitesses des coordonnées de phase interne de la façon
suivante :

β̇ =̂

〈
dd(t)

dt

∣∣∣∣∣ β, ς
〉

(2.24)

ς̇ =̂

〈
dw(t)

dt

∣∣∣∣∣ β, ς
〉

(2.25)

où dϕ(t)
dt représente la dérivée lagrangienne de la grandeur ϕ(t) attachée à une bulle unique et 〈ϕ | β, ς ; x〉

correspond à la moyenne d’ensemble de ϕ conditionnée par le fait que les variables lagrangiennes d(t) et
w(t) soient respectivement égales à β et ς pour chaque bulle intervenant dans la moyenne.

Les vitesses β̇ et ς̇ peuvent donc facilement être déterminées à partir des bilans sur une bulle unique
(1.42) et (1.46) établis au précédent chapitre :

dd
dt

=
2
ρd

ṁd − d
3 ρd

dρd

dt
(2.26)

m
dw
dt

= m g + π d 2 ṁd
(
vc − w

)
+

∮
σc · nd dS (2.27)

Le cas du terme source Ḟ sera quant à lui abordé plus tard.
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2.2.6 Décomposition de la NDF jointe diamètre/vitesse

Comme énoncé dans l’introduction de ce chapitre, on fait l’hypothèse que la polydispersion en vitesse
est uniquement liée à la polydispersion en taille par l’intermédiaire des forces entre phases. Aussi, on
considère à l’instar de Massot (2007) que pour une taille de bulle donnée, à un instant donné et à une
position donnée, il existe une vitesse unique caractéristique de la taille de bulle, notée w(β ; x, t), et que la
dispersion autour de cette vitesse est nulle. Cette hypothèse de monodispersion de vitesse pour une taille
donnée permet de décomposer la NDF F (ξ ; x, t) de la façon suivante (Mossa, 2005 ; Massot, 2007) : 9

F (β, ς ; x, t) = n(x, t) Pβ(β ; x, t) δ(ς − w(β ; x, t)) (2.28)

où Pβ(β ; x, t) est une PDF en diamètre définie par :

Pβ(β ; x, t) =̂

∫
F (β, ς ; x, t) dς

n(x, t)
. (2.29)

Cette fonction de distribution est normalisée puisque l’on déduit facilement de l’équation précédente
que :

∫
Pβ(β ; x, t) dβ = 1. (2.30)

2.2.7 Équation de transport d’une quantité moyenne

À partir de l’équation de Liouville-Boltzmann (2.23), on peut déterminer une équation de transport
d’une quantité moyenne générique {ϕ}. Cette équation, appelée équation générale d’Enskog, s’obtient en
multipliant l’équation (2.23) par ϕ(β, ς ; x, t), puis en intégrant l’équation résultante sur les coordonnées
de phase interne : 10

∂

∂t

(
n {ϕ}

)
+ ∇·

(
n {ϕ ς}

)
−

" (
∂ϕ

∂t
+ ς ·∇ϕ

)
F dβ dς

=

"
∂ϕ

∂β

〈
dd
dt

∣∣∣∣∣ β, ς ; x
〉
F dβ dς +

"
∂ϕ

∂ςi

〈
dwi

dt

∣∣∣∣∣ β, ς ; x
〉
F dβ dς +

"
ϕ Ḟ dβ dς (2.31)

où les dépendances en β, ς, x et t ont été omises dans un soucis d’allégement de la notation. Cette
équation pondérée par la densité numérique de bulles est utile pour les quantités géométriques.

Pour les quantités définies par unité de masse, on préfère généralement utiliser une formulation pondé-
rée par la masse ; cette formulation alternative est obtenue en multipliant l’équation (2.23) par le produit
m(β ; x, t)ϕ(β, ς ; x, t), puis en intégrant l’équation résultante selon les coordonnées de phase interne : 10

∂

∂t

(
n {m} {{ϕ}}

)
+ ∇·

(
n {m} {{ϕ ς}}

)
−

" (
∂mϕ

∂t
+ ς ·∇

(
mϕ

))
F dβ dς

=

"
∂mϕ

∂β

〈
dd
dt

∣∣∣∣∣ β, ς ; x
〉
F dβ dς +

"
∂mϕ

∂ςi

〈
dwi

dt

∣∣∣∣∣ β, ς ; x
〉
F dβ dς

+

"
m ϕ Ḟ dβ dς . (2.32)

9. Notons que pour un modèle plus élaboré prenant en compte une dispersion autour de la vitesse caractéristique w, une loi
un peu plus évoluée que la distribution de Dirac serait introduite pour modéliser la distribution des vitesse comme par exemple
une gaussienne (Mossa, 2005) ou une maxwellienne (Simonin et al., 2002).

10. Les détails du calcul pourront être trouvés dans la thèse de Mossa (2005).
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2.2 Représentation statistique de la population de bulles

En remplaçant successivement ϕ par 1 et ς dans cette dernière équation, on retrouve bien la version
"théorie cinétique" des équations de masse (1.67b) et de quantité de mouvement (1.68b) de la phase
dispersée vues au premier chapitre :



∂

∂t

(
n {m}

)
+ ∇·

(
n {m}{{w}}

)
=

"
π β 2

〈
ṁ | β, ς ; x

〉
F dβ dς +

"
m Ḟ dβ dς (2.33a)

∂

∂t

(
n {m}{{w}}

)
+ ∇·

(
n {m}{{w ⊗ w}}

)

= n {m} g +

" 〈∮
σc · nd dS

∣∣∣∣∣ β, ς ; x
〉
F dβ dς +

"
π β 2 vc

〈
ṁ | β, ς ; x

〉
F dβ dς

+

"
m ς Ḟ dβ dς (2.33b)

Mise à part la façon d’écrire les moyennes de population, la seule différence entre ces deux équations et
celles du précédent chapitre réside dans la présence des termes collisionnels en Ḟ absents précédemment.

Sous l’hypothèse que les bulles soient sphériques, on peut également retrouver les équations géomé-
triques (1.65) et (1.66) du précédent chapitre en remplaçant successivement ϕ par S= π β 2 et V= π

6 β
3

dans l’équation (2.31) :

∂

∂t

(
n {V}

)
+ ∇·

(
n {V}WV

)
=

"
π

2
β 2

〈
dd
dt

∣∣∣∣∣ β, ς ; x
〉
F dβ dς +

"
π

6
β 3 Ḟ dβ dς (2.34)

∂

∂t

(
n {S}

)
+ ∇·

(
n {S}WS

)
=

"
2 π β

〈
dd
dt

∣∣∣∣∣ β, ς ; x
〉
F dβ dς +

"
π β 2 Ḟ dβ dς (2.35)

où WV =̂ 〈δdVw〉/〈δdV〉 et WS =̂ 〈δd Sw〉/〈δd S〉. Avec le formalisme statistique présenté dans cette section,
ces vitesses de transport s’écrivent maintenant :

n {V}WV =

"
π

6
β 3 ς F (β, ς) dβ dς =

π

6
n
∫
β 3Pβ(β) w(β) dβ (2.36)

n {S}WS =

"
π β 2 ς F (β, ς) dβ dς = π n

∫
β 2Pβ(β) w(β) dβ. (2.37)

Ces deux flux peuvent être facilement déterminés si l’on sait se donner des expressions pour Pβ(β) et
w(β).

Notons que si la coalescence et la fragmentation de bulles sont les seuls phénomènes retenus pour
modéliser le terme collisionnel, celui-ci disparaît du second membre de (2.34) puisque ces deux phéno-
mènes n’impactent pas le taux de présence du gaz. 11

2.2.8 Conclusion sur la description statistique de la phase dispersée

Nous avons pu voir que la description statistique de la phase dispersée présentée dans cette section
était parfaitement compatible avec l’approche "théorie cinétique" présentée dans le chapitre 1 et qu’elle
permettait en outre de prendre en compte des termes collisionnels absents jusqu’à présent.

L’écriture les termes de transferts moyens du modèle moyenné hybride peut donc être envisagée
en utilisant la moyenne de population (2.21b) faisant appel à la fonction de densité de présence de

11. Ce terme ne disparaît toutefois pas si la présence de nucléation homogène est avérée. Dans cette étude, on considérera
uniquement de la nucléation en paroi qui, traitée comme une condition aux limites, n’apparaîtra pas directement dans les
équations de bilan.
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CHAPITRE 2 – ÉCOULEMENTS À BULLES ET POLYDISPERSION

la population de bulles. Le calcul de ces termes moyens nécessite néanmoins de pouvoir déterminer
l’évolution spatio-temporelle de F , ce qui va être abordé dans la section suivante à l’aide du formalisme
de la méthode des moments.

Les principales hypothèses formulées dans cette section sont rappelées ci-dessous.

[H10] Pour une taille de bulle donnée, à un instant donné et une position donnée, il existe une vitesse
unique caractéristique de la taille de bulle, la dispersion autour de cette vitesse caractéristique
étant nulle.

[H11] Une PDF marginale à deux bulles peut être approchée par le produit des deux PDF marginales à
une bulle correspondantes.

[H12] Les bulles sont interchangeables ayant ainsi toutes la même influence sur le comportement global
de la population.

2.3 Méthode des moments

Comme évoqué à la section 2.1, la méthode des moments consiste à suivre l’évolution de certaines
densités de moments de la fonction de distribution des bulles ; on a donc besoin d’écrire des équations
de transport sur ces quantités.

Puisque nous avons supposé une monodispersion de vitesse de bulle pour une taille donnée (cf. para-
graphe 2.2.6), on ne s’intéressera ici qu’à l’évolution des densités de moments en diamètre.

2.3.1 Densités de moment en diamètre

Commençons tout d’abord par définir la densité de moment en diamètre d’ordre γ (Hulburt et Katz,
1964 ; Fox, 2007) :

Mγ(x, t) =̂

"
βγ F (β, ς ; x, t) dβ dς = n

∫
βγ Pβ(β ; x, t) dβ = n

{
βγ

}
. (2.38)

On peut remarquer que les premières densités de moments en diamètre sont reliées à certaines quantités
géométriques moyennes de la suspension :

M0(x, t) = n(x, t) (2.39a)

M1(x, t) = n(x, t) d10(x, t) (2.39b)

M2(x, t) =
1
π

n {S} � 1
π

aI(x, t) (2.39c)

M3(x, t) =
6
π

n {V} � 6
π
αd(x, t) (2.39d)

où aI désigne la concentration d’aire interfaciale, αd le taux de présence de la phase dispersée et d10 le
diamètre moyen arithmétique des bulles (au sens de l’espérance mathématique). Plus généralement, on
peut définir une infinité de diamètres moyens caractéristiques de la population de bulles à l’aide de la
relation (Mugele et Evans, 1951) :

dpq =̂

(Mp

Mq

) 1
p−q

(2.40)
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p q Ordre
(p+q)

Symbole Nom usuel Champ d’application

1 0 1 d10 longueur comparaisons, évaporation
2 0 2 d20 surface absorption
2 1 3 d21 surface-longueur adsorption
3 0 3 d30 volume hydrologie
3 1 4 d31 volume-longueur évaporation, diffusion moléculaire
3 2 5 d32 Sauter transfert de masse, efficacité, réaction chimique
4 3 7 d43 De Brouckere combustion

Tab. 2.1 – Diamètres moyens usuels construits à partir des premières densités de moments de la fonction
de distribution en diamètre des bulles (adapté de Mugele et Evans, 1951).

où p et q sont des entiers positifs (p,q). Le tableau 2.1 recense quelques diamètres moyens construits à
partir des premières densités de moments ainsi que leur champ d’application.

Une autre grandeur statistique utile pour caractériser une loi de distribution est son écart type, défini
par :

σ̃ =̂

√∫ dmax

dmin

β 2 Pβ(β) dβ −
(∫ dmax

dmin

β Pβ(β) dβ
)2

=

√
M2

n
−

(M1

n

)2

. (2.41)

et permettant d’évaluer la dispersion de la population autour du diamètre moyen d10. 12

2.3.2 Équation de transport des densités de moment

L’équation de transport des densités de moments en diamètre est obtenue en remplaçant simplement
ϕ par βγ dans l’équation d’Enskog (2.31) :

∂Mγ

∂t
+ ∇·

(
MγWγ

)
= n

∫
γ βγ−1

〈
dd
dt

∣∣∣∣∣ β,w(β) ; x
〉
Pβ(β) dβ +

"
βγ Ḟ (β, ς) dβ dς (2.42)

où la vitesse de transport Wγ, différente pour chaque densité de moment, est définie par : 13

Wγ(x, t) =̂
{βγ ς}
{βγ} =

n
∫
βγ Pβ(β ; x, t) w(β ; x, t) dβ

Mγ(x, t)
. (2.43)

En injectant (2.26) dans (2.42), l’équation de transport surMγ s’écrit finalement :

∂Mγ

∂t
+ ∇·

(
MγWγ

)

= n
2 γ
ρd

∫
βγ−1

〈
ṁ | β,w(β) ; x

〉
Pβ(β) dβ

− n
γ

3 ρd

∫
βγ

(
∂ρd

∂t
+ w(β) ·∇ρd

)
Pβ(β) dβ +

"
βγ Ḟ (β, ς) dβ dς . (2.44)

12. L’écart type est en fait la racine carrée de la variance, grandeur statistique pouvant être interprétée comme la moyenne
des carrés des écarts à la moyenne.

13. Si l’on sait se donner une expression analytique pourPβ(β) et w(β), la détermination des différentes vitesses géométriques
Wγ se résume donc à un simple calcul intégral.
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En plus des expressions pour Pβ(β) et w(β), cette équation sera complètement fermée si l’on sait se
donner une expression pour le terme collisionnel en Ḟ . La modélisation de w(β) et Ḟ sera abordée dans
la deuxième partie de cette étude consacrée à la fermeture du modèle dans le cadre des écoulements à
bulles bouillants. Puisque conditionné par le formalisme mathématique de la méthode des moments, le
choix d’une expression mathématique pour modéliser la PDF Pβ(β) sera par contre abordé au prochain
paragraphe.

2.3.3 Fermeture de la fonction de densité de probabilité en diamètre

De nombreux auteurs se sont déjà penché sur le problème de la répartition en diamètres d’une po-
pulation de bulles ou de gouttes. Cela a débouché sur un grand nombre de lois empiriques, plus ou
moins représentatives de la réalité expérimentale. On peut citer par exemple les lois de Rosin-Ramler
et de Nukiyama-Tanasawa, les lois log-normale, log-normale "upper-limit", root-normal ou encore log-
hyperbolique. Non détaillées ici, les expressions de ces différentes lois pourront notamment être trouvées
dans les travaux de Babinski et Sojka (2002) et Paloposki (1994).

Comme évoqué dans l’introduction de ce chapitre, l’utilisation de la méthode des moments pour dé-
crire le comportement de la population de bulles nécessite de la PDF en taille utilisée certaines propriétés
mathématiques. La première est de pouvoir être exprimée comme une fonction de ses densités de mo-
ments par l’intermédiaire de ses paramètres. L’évolution des densités de moments étant connue par la
résolution de l’équation de transport (2.44), l’évolution spatio-temporelle de la PDF en taille peut ainsi
facilement en être déduite.

Si une relation entre les paramètres et les densités de moments d’une PDF est absolument nécessaire,
il n’est cependant pas toujours possible d’en établir une : la plupart des lois citées précédemment ne
peuvent en fait être utilisées dans le cadre de la méthode des moments pour cette raison. Intéressons nous
à présent aux lois de distribution compatibles avec la méthode.

• Loi log-normale

Introduite en 1941 par Kolmogorov qui s’intéressait aux distributions en tailles obtenues par le broyage
continu de particules solides (Shimizu et Crow, 1988), la loi log-normale (LN) a deux paramètres et
prend la forme :

PβLN(β ; x, t) =
1√

2 π σ̂(x, t) β
exp


−



ln
(

β

d00(x, t)

)

√
2 σ̂(x, t)



2 
pour 0 ≤ β < +∞ (2.45)

où le paramètre d00 correspond au diamètre médian caractéristique de la fonction de distribution et σ̂
à un paramètre de largeur. Une variable est distribuée selon une loi log-normale si son logarithme est
distribué selon une gaussienne (ou loi normale), centrée en ln d00 et d’écart type σ̂. Un exemple de loi
log-normale est donné à la figure 2.2.

En plus de présenter une allure assez représentative des granulométries rencontrées expérimentalement
dans la gamme d’écoulements visés par cette étude (cf. figures 2.3 et 2.4), cette loi a une expression
mathématique bien conditionnée nous permettant d’établir une relation analytique entre ses paramètres
et ses densités de moments (Kamp et al., 2001) :

MLN
γ = n d γ

00 exp
(
σ̂ 2 γ 2

2

)
. (2.46)
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Fig. 2.2 – Exemple de loi de distribution log-normale (LN).

ce qui permet également d’en déduire les expressions de son diamètre moyen arithmétique et de son écart
type :



d10 = d00 exp
(
σ̂ 2

2

)
(2.47a)

σ̃ = d00

√
exp

(
2 σ̂ 2

)
− exp

(
σ̂ 2

)
(2.47b)

Cette souplesse mathématique fait de la loi log-normale la fonction de distribution sans doute la plus
utilisée à l’heure actuelle pour décrire la distribution en diamètre d’une grande variété de suspensions
formées de gouttes, de bulles ou de particules solides (Lee, 1983 ; Kamp et al., 2001 ; Mossa, 2005 ;
Morel et Laviéville, 2009).

La loi log-normale présente tout de même un inconvénient de taille : elle est incapable de traiter les
termes de fragmentation de bulles. Comme l’a montré Riou dans sa thèse (2003), ceci est dû à son support
semi-infini qui entraîne la divergence des intégrales intervenant dans le calcul des termes sources de
fragmentation. Toujours d’après Riou, la seule solution pour contourner ce problème est tout simplement
d’utiliser une autre expression pour modéliser Pβ, cette nouvelle expression devant présenter un support
borné. On pourrait envisager l’utilisation d’une loi log-normale "upper-limit" 14 ou d’une loi bêta, mais
ces deux types de loi ne permettent pas malheureusement pas d’établir une relation analytique entre leurs
paramètres et leurs densités de moments.

• Loi quadratique à un paramètre

Développée récemment par Ruyer et al. (2007, 2009), la loi quadratique à un paramètre (Q1) s’écrit :

PβQ1(β ; x, t) =



6 β
(
dmax(x, t) − β

)

d 3
max(x, t)

pour 0 ≤ β ≤ dmax(x, t)

0 ailleurs

(2.48)

14. Introduite par Mugele et Evans (1951), la loi log-normale "upper-limit" est une loi log-normale modifiée de façon à
présenter un diamètre maximal, celui-ci devenant un paramètre supplémentaire de la PDF.
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Fig. 2.3 – Comparaison de l’allure de différentes lois de distribu-
tion par rapport à une distribution de taille de bulle expérimen-
tale d’un écoulement à bulles adiabatique sans changement de
phase. Données expérimentales tirées de la banque de données

MTLOOP (Lucas et al., 2005).
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Fig. 2.4 – Comparaison de l’allure de différentes lois de distri-
bution par rapport à une distribution de taille de bulle expéri-
mentale d’un écoulement bouillant à bulles ; les lois Q1 et Q2
sont confondues. Données expérimentales tirées de la banque de

données DEBORA (Garnier et al., 2001).
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Fig. 2.5 – Exemple de loi de distribution quadratique à un para-
mètre (Q1).

où le paramètre dmax correspond au diamètre de bulle maximal de la population. Cette loi est une simple
parabole ayant un diamètre minimal nul ; son allure symétrique fait qu’elle atteint son maximum en dmax/2

(cf. figure 2.5). De support borné, cette loi est donc capable de traiter la fragmentation de bulles, ce qui
était d’ailleurs une des motivations de son développement. La relation donnant les densités de moment
en fonction de son paramètre est la suivante (Ruyer et al., 2007) :

MQ1
γ =

6 n d γ
max(

γ + 2
) (
γ + 3

) . (2.49)

On en déduit les expressions du diamètre moyen arithmétique et de l’écart type de la loi Q1 :


d10 =
dmax

2
(2.50a)

σ̃ =
1√
5

dmax

2
(2.50b)

grandeurs qui sont reliées analytiquement par le biais du paramètre dmax.

Le point fort de la loi Q1 est la simplicité de son expression mathématique. Celle-ci permet en effet une
prise en compte maximale de la polydispersion puisque la détermination de la plupart des termes moyens
statistiques se résume à calculer des intégrales de polynômes, intégrales pouvant se calculer aisément "à
la main".

L’inconvénient évident de cette loi quadratique est par contre une faible représentativité des granulomé-
tries expérimentales (cf. figures 2.3 et 2.4) : d’une part en raison de sa symétrie de forme et d’autre part
en raison de la relation liant l’écart type et le diamètre moyen arithmétique qui lui confère un diamètre
minimal forcément nul. Cette dernière caractéristique ne permet pas à la loi Q1 de dégénérer vers une
distribution monodisperse 15 : lorsque l’écart type de la loi tend vers zéro, c’est aussi forcément le cas
pour son diamètre moyen arithmétique.

15. Une distribution monodisperse est assimilable à une distribution de Dirac.
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Si l’allure de la loi Q1 n’est pas particulièrement représentative des essaims de bulles expérimentaux, Mo-
rel et al. (2010) ont montré que cette loi était tout de même capable de prédire correctement l’évolution
de l’aire interfaciale volumique et du taux de vide dans un écoulement à bulles adiabatique ascendant.
Il semblerait ainsi qu’il ne soit pas nécessaire de reproduire fidèlement la fonction de distribution en
taille de la population de bulles tant que les grandeurs statistiques de la population (écart type, diamètres
moyens, etc) sont raisonnablement estimées.

• Loi quadratique à deux paramètres

Dans cette étude nous avons choisi de poursuivre les développements sur la loi Q1 et de lui adjoindre un
second paramètre afin de dissocier l’évolution de l’écart type de celle du diamètre moyen de la popula-
tion.

Définition et propriétés géométriques

L’expression mathématique de cette loi quadratique à deux paramètres (Q2) est la suivante : 16

PβQ2(β ; x, t) =̂



6
(
dmax(x, t) − β

) (
β − dmin(x, t)

)

(
dmax(x, t) − dmin(x, t)

)3 pour dmin(x, t) ≤ β ≤ dmax(x, t)

0 ailleurs

(2.51)

où les deux paramètres dmin et dmax correspondent respectivement aux diamètres minimal et maximal de
la population pour lesquels PβQ2(β) = 0. Un exemple de loi Q2 est présenté à la figure 2.6.

La définition deMγ (2.38) permet de déterminer la relation entre les paramètres et les densités de mo-
ments de la loi Q2 :

MQ2
γ = 6 n


d γ+3

max − d γ+3
min(

γ + 2
) (
γ + 3

) (
dmax − dmin

)3 +
dmax d γ+2

min − d γ+2
max dmin(

γ + 1
) (
γ + 2

) (
dmax − dmin

)3

 (2.52)

ce qui donne pour les premières densités de moments :



M0 = n (2.53a)

M1 =
n
2

(
dmax + dmin

)
(2.53b)

M2 =
n

10

(
3 d 2

max + 4 dmax dmin + 3 d 2
min

)
(2.53c)

M3 =
n

10

(
dmax + dmin

) (
2 d 2

max + dmax dmin + 2 d 2
min

)
. (2.53d)

L’inversion de ce système permet d’obtenir des expressions pour les paramètres de la loi Q2 en fonction
de ses trois premières densités de moments :



dmax =
M1

n
+
√

5

√
M2

n
−

(M1

n

)2

(2.54a)

dmin =
M1

n
−
√

5

√
M2

n
−

(M1

n

)2

. (2.54b)

16. La condition de normalisation (2.30) entre dmin et dmax a été prise en compte pour établir cette expression.
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Fig. 2.6 – Exemple de loi de distribution quadratique à deux pa-
ramètres (Q2).

Par ailleurs, le système (2.53) permet également d’établir une expression reliant les premières densités
de moments :

M3 n2 − 3M1M2 n + 2M 3
1 = 0. (2.55)

La résolution de ce polynôme du second degré en n permet d’obtenir une relation géométrique nous
donnant n en fonction des premières densités de moments de PβQ2 :

n =
3
2
M 3

2

M 2
3

1
Y?

 1 −
√

1 − 8
9

1
Y?

 (2.56)

oùY?désigne un paramètre géométrique adimensionnel défini tel que :

Y? =̂
M 2

2

M1M3
. (2.57)

L’utilité de ce paramètre géométrique sera vue plus loin.

Diamètre moyen arithmétique et écart type

Une formulation alternative de la loi Q2 peut être obtenue en utilisant comme paramètres un diamètre
moyen caractéristique et un paramètre de largeur à l’image de la loi log-normale. On choisit donc le dia-
mètre moyen arithmétique d10 et l’écart type σ̃ comme nouveaux paramètres, ces grandeurs statistiques
étant par définition des fonctions des premières densités de moments de la loi de distribution.

À partir du système (2.54) et des définitions de d10 et de σ̃ (2.40) et (2.41), on obtient aisément les
relations :



d10 =
dmax + dmin

2
(2.58a)

σ̃ =
dmax − dmin

2
√

5
(2.58b)
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système que l’on peut aussi écrire sous la forme :


dmin = d10 −
√

5 σ̃ (2.59a)

dmax = d10 +
√

5 σ̃. (2.59b)

Avec ces nouveaux paramètres, l’expression mathématique de la loi Q2 devient :

PβQ2(β) =



3

4
√

5 σ̃

1 −
(
β − d10√

5 σ̃

)2 pour dmin ≤ β ≤ dmax

0 ailleurs
(2.60)

et ses premières densités de moments s’écrivent :


M1 = n d10 (2.61a)

M2 = n
(
d 2

10 + σ̃ 2
)

(2.61b)

M3 = n d10
(
d 2

10 + 3 σ̃ 2
)
. (2.61c)

Écart type adimensionnel

De façon à obtenir une formulation adimensionnelle de la loi Q2 qui sera plus commode pour calculer
les termes moyens intégraux, on introduit à présent le paramètre σ̃?défini tel que :

σ̃? =̂
dmax − dmin

dmax + dmin
=

√
5 σ̃

d10
. (2.62)

Ce paramètre peut être vu comme un écart type adimensionnel. Notons que σ̃?a l’intéressante propriété
d’avoir une valeur toujours comprise entre 0 et 1, les conditions limites étant les suivantes :

σ̃?=

{
1 si dmin = 0 (2.63a)

0 si σ̃= 0. (2.63b)

En injectant σ̃?dans l’expression de PβQ2, on obtient :

PβQ2(β?) =



3
4

1
d10

(
Q?2 β? 2+ Q?1 β?+ Q?0

)
pour d ?

min ≤ β? ≤ d ?
max

0 ailleurs
(2.64)

avec les cœfficients adimensionnels :


Q?2 ( σ̃?) = − 1
σ̃? 3 (2.65a)

Q?1 ( σ̃?) =
2

σ̃? 3 (2.65b)

Q?0 ( σ̃?) =
σ̃? 2 − 1
σ̃? 3 (2.65c)

et où l’on a introduit un diamètre de bulle sans dimension β? =̂ β/d10. Les diamètres minimal et maximal
rendus sans dimension de la même manière s’écrivent :

{
d ?

min = 1 − σ̃? (2.66a)

d ?
max = 1 + σ̃? . (2.66b)
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Conditionnement géométrique des densités de moments de la loi Q2

Nous avons vu que la valeur de σ̃? pouvait caractériser les deux cas limites de la loi Q2, à savoir un
diamètre minimal nul ou un écart type nul. On va voir que ces deux configurations géométriques peuvent
aussi être traduites en terme de conditions sur les densités de moments de PβQ2 par l’intermédiaire deY?.

Lorsque le diamètre minimal est nul, la loi Q2 se confond avec la loi Q1 ; on peut ainsi écrire :



dmin =
M1

n
−
√

5

√
M2

n
−

(M1

n

)2

= 0 (2.67a)

dmax =
M1

n
+
√

5

√
M2

n
−

(M1

n

)2

= 2 d10 (2.67b)

où la première équation peut être réécrite sous la forme :

n =
6
5
M 2

1

M2
. (2.68)

En injectant cette relation dans (2.55), on obtient finalement la valeur suivante pourY?:

Y? =
M 2

2

M1M3
=

9
10
. (2.69)

La condition de nullité de l’écart type se traduit quant à elle par la relation :

n =
M 2

1

M2
. (2.70)

En injectant cette relation dans (2.55), on obtient une seconde valeur limite pourY?: 17

Y? =
M 2

2

M1M3
= 1. (2.71)

Finalement, le conditionnement géométrique de la PDF Q2 se réduit à un simple conditionnement sur le
paramètre géométrique adimensionnelY?:

0,9 ≤ Y?≤ 1. (2.72)

• Loi cubique à deux paramètres

Si la loi quadratique à deux paramètres a réglé le défaut de la loi Q1, à savoir un écart type et un diamètre
moyen analytiquement liés, elle présente toujours l’inconvénient d’avoir une allure symétrique peu re-
présentative des granulométries expérimentales. On se propose à présent d’écrire une loi de distribution
cubique, à deux paramètres également, mais présentant une dissymétrie de forme vers les petits diamètres
(cf. figure 2.7). Ce type de loi d’allure similaire à une loi log-normale sera ainsi plus représentative des
distributions en diamètres que l’on va chercher à modéliser (cf. figures 2.3 et 2.4).

17. Il est intéressant de noter que cette condition est également valable pour la loi log-normale. En effet, d’après les résultats
de Kamp et al. (2001), le paramètre de largeur de la loi log-normale est donné par la relation σ̂ =

√
ln (1/Y?) ; on en déduit donc

que la condition de nullité de σ̃ est là aussi équivalente à la relationY? = 1.
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Fig. 2.7 – Exemple de loi de distribution cubique à deux para-
mètres (C2).

Définition et propriétés géométriques

La loi cubique à deux paramètres (C2) a pour expression : 18

PβC2(β ; x, t) =̂



12
(
dmax(x, t) − β

)2 (
β − dmin(x, t)

)

(
dmax(x, t) − dmin(x, t)

)4 pour dmin(x, t) ≤ β ≤ dmax(x, t)

0 ailleurs

(2.73)

où les deux paramètres dmin et dmax correspondent à nouveau aux diamètres minimal et maximal pour
lesquels PβC2(β) = 0.

Le calcul des densités de moments en diamètre par la relation (2.38) donne :

MC2
γ = 12 n


2 d γ+4

max +
(
γ + 2

)
d γ+4

min
(
γ + 2

) (
γ + 3

) (
γ + 4

) (
dmax − dmin

)4 −
2 d γ+3

max dmin+ 2
(
γ + 1

)
dmax d γ+3

min
(
γ + 1

) (
γ + 2

) (
γ + 3

) (
dmax − dmin

)4

+
d 2

max d γ+2
min(

γ + 1
) (
γ + 2

) (
dmax − dmin

)4

 (2.74)

L’obtention et la résolution de l’équation géométrique permettant d’obtenir une relation entre n et les
autres densités de moments est détaillée à l’annexe A.1.

Formulations alternatives de la loi C2

Comme pour la loi Q2, des formulations alternatives de la loi cubique à deux paramètres peuvent être
écrites. Celles-ci étant obtenues en suivant le même raisonnement que pour la loi quadratique à deux
paramètres, le détail des calculs ainsi que l’étude du conditionnement géométrique le la loi C2 ont été
placés en annexe (cf. annexes A.2 et A.3 respectivement).

18. Les conditions de normalisation (2.30) entre dmin et dmax et de tangente horizontale en dmax ont été prises en compte pour
établir l’expression mathématique de la loi C2.
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La première formulation alternative de la loi C2 peut être écrite en utilisant le diamètre moyen arithmé-
tique d10 et l’écart type σ̃ comme paramètres plutôt que dmin et dmax :

PβC2(β) =



12
625

1
σ̃4

(
β − d10 − 3 σ̃

)2 (
β − d10 + 2 σ̃

)
pour dmin ≤ β ≤ dmax

0 ailleurs.
(2.75)

où d10 et σ̃ sont donnés par les relations :


d10 =
2 dmax + 3 dmin

5
(2.76a)

σ̃ =
dmax − dmin

5
. (2.76b)

Une formulation de PβC2 en variable adimensionnelle peut également être écrite ; en posant β?= β/d10 on
obtient :

PβC2(β?) =



3
4

1
d10

(
C?3 β? 3+ C?2 β? 2+ C?1 β?+ C?0

)
pour d ?

min ≤ β? ≤ d ?
max

0 ailleurs
(2.77)

avec les cœfficients adimensionnels :


C?3 ( σ̃?) =

(
σ̃?− 5
5 σ̃?

)4

(2.78a)

C?2 ( σ̃?) =

(
σ̃?+ 3
σ̃?

) (
σ̃?− 5
5 σ̃?

)3

(2.78b)

C?1 ( σ̃?) = −
(
σ̃?+ 1
σ̃?

) (
σ̃?− 3
σ̃?

) (
σ̃?− 5
5 σ̃?

)2

(2.78c)

C?0 ( σ̃?) = −
(
σ̃?− 1
σ̃?

) (
σ̃?+ 1
σ̃?

)2 (
σ̃?− 5
5 σ̃?

)
. (2.78d)

et où l’écart type adimensionnel σ̃?a été défini tel que :

σ̃? =̂
dmax − dmin

dmax + dmin
=

5 σ̃
2 d10 + σ̃

. (2.79)

2.3.4 Conclusion sur la méthode des moments

La méthode des moments permet de traiter la polydispersion en modélisant la fonction de distribution
en taille de la population de bulles par une fonction mathématique relativement simple. On a vu que cette
expression se devait de répondre à certaines contraintes mathématiques pour pouvoir être compatible
avec le formalisme de la méthode mais aussi pour pouvoir prendre en compte la fragmentation de bulles.

Au regard de ces restrictions, deux lois de fermetures ont été proposées pour la suite de l’étude :
les lois quadratique et cubique à deux paramètres. On a vu que les paramètres de ces deux fonctions
de distribution pouvaient être exprimés comme des fonctions des densités de moments d’ordre 1 et 2
ainsi que de la densité numérique de bulles. Cette dernière pouvant être également exprimée comme une
fonction deM1,M2 etM3 à l’aide d’une relation géométrique propre à chaque type de loi.

Pour un système d’équations à une seule pression comme le nôtre, la détermination du taux de pré-
sence du gaz αd peut être directement déduite de l’équation de masse.M3 et αd étant par ailleurs égaux
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au facteur π/6 près, la résolution d’une équation de bilan sur la densité de momentM3 est en conséquence
superflue. En conséquence, en plus des habituelles équations moyennes du modèle à deux fluides, seules
deux équations de bilan sur les densités de momentM1 etM2 nécessitent d’être résolues pour déterminer
l’évolution des deux paramètres de la PDF en taille de la population.

La prochaine étape de l’étude est maintenant la fermeture de tous les termes de transfert de notre
système d’équations impliquant la fonction de distribution des bulles par l’intermédiaire de la moyenne
de population, et cela dans le cadre particulier des écoulements bouillants à bulles sous-saturés.
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Deuxième partie

Relations de fermetures
Application aux écoulements
bouillants sous-saturés





Chapitre 3

Forces hydrodynamiques moyennes

Ce chapitre ouvre la deuxième partie de notre étude consacrée à la fermeture du modèle moyenné
hybride (cf. chapitre 1) tout en prenant en compte la polydispersion en taille et en vitesse d’un

essaim de bulles (formalisme présenté au chapitre 2). Dans cette deuxième partie, on s’oriente plus
particulièrement vers la modélisation des écoulements bouillants à bulles ascendants, le but étant de
simuler l’expérience DEBORA, un écoulement à bulles ascendant dans une conduite verticale à section
circulaire (cf. Garnier et al., 2001).

La première étape de cette deuxième partie abordée ici consiste à fermer de la force moyenne entre
phase, qui, comme nous l’avons vu au premier chapitre, peut s’exprimer comme la moyenne des forces
hydrodynamiques agissant sur chaque bulle de la population. Le deuxième chapitre, a quant à lui mis en
évidence le fait qu’en considérant les bulles de la population comme interchangeables et suffisamment
peu corrélées entre elles, on pouvait se contenter d’étudier une seule bulle de la population en particulier,
les statistiques de population étant ensuite exprimées à l’aide de fonctions de densité de probabilité.

La détermination des forces moyennes va donc passer par deux étapes. En premier lieu, on étudiera le
cas de figure d’une bulle isolée évoluant dans un champ fluide infini. Dans un second temps on détaillera
l’obtention des forces hydrodynamiques moyennes ; celles-ci pourront être qualifiées de polydisperses
puisqu’on verra qu’elle feront intervenir les grandeurs statistiques de la population de bulles.

3.1 Bulle isolée évoluant dans un milieu infini

Dans cette section consacrée à l’étude d’une bulle évoluant dans un milieu infini, trois points seront
développés successivement : les différentes formes que peut prendre une telle bulle, le bilan des forces
agissant sur elle ainsi que sa vitesse terminale.

3.1.1 Différentes formes de bulle

Une bulle plongée dans un liquide peut se déformer sous l’action du liquide environnant. La forme
que va prendre la bulle va dépendre les propriétés physiques des deux fluides mais aussi de paramètres
propres à la bulle comme sa taille (ou son diamètre équivalent) et sa vitesse relative. Les différentes
familles de formes susceptibles d’être observées peuvent être caractérisées à l’aide de trois nombres
adimensionnels bien connus :
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CHAPITRE 3 – FORCES HYDRODYNAMIQUES MOYENNES

a) le nombre de Reynolds de bulle, Reb, qui représente le rapport des effets inertiels sur les effets
visqueux :

Reb =̂
‖∆v‖ d
νc

(3.1)

avec ‖∆v‖ la norme de la vitesse relative de bulle et νc la viscosité cinématique du liquide ;

b) le nombre d’Eötvös, Eo, permettant d’évaluer la déformabilité d’une bulle ; il est ainsi défini
comme le ratio des forces de gravité sur les forces de tension de surface :

Eo =̂

(
d
ζ

) 2

(3.2)

où ζ désigne la longueur capillaire définie par :

ζ =̂

√
σ

g
(
ρc − ρd

) (3.3)

avec g le module de l’accélération de la pesanteur et σ la tension de surface ;

c) le nombre de Morton, Mo ou M, qui n’implique que des propriétés physiques du liquide et du gaz
ainsi que la pression statique :

Mo =̂
g µ 4

c

(
ρc − ρd

)

ρ 2
c σ

3
. (3.4)

Grâce à ces trois nombres adimensionnels, Clift et al. (1978) ont construit une carte permettant de déter-
miner la forme d’une bulle ou d’une goutte en mouvement dans un liquide au repos (cf. figure 3.1).

Trois familles de formes de bulle peuvent être rencontrées dans la gamme d’écoulements visés par
cette étude (entourées en bleu sur la figure 3.1).

a) Forme sphérique : lorsque la valeur du nombre de Reynolds de bulle est modérée, les effets d’iner-
tie ne sont pas suffisamment importants pour déformer les bulles, celles-ci conservent une forme
sphérique grâce aux forces de tension de surface ; on parle alors de régime visqueux.

b) Forme ellipsoïdale : la valeur du nombre de Reynolds augmentant, les effets d’inertie peuvent
induire une faible déformation symétrique des bulles, celles-ci prenant la forme d’ellipsoïdes de
révolution aplatis dans la direction de la vitesse d’ascension des bulles ; l’ascension de telles bulles
se fait à une vitesse constante indépendante de leur taille.

c) Forme de calottes sphériques (ou cap-bubbles) : à partir d’un volume suffisamment important, les
bulles vont prendre une forme ressemblant à une calotte sphérique.

On verra plus loin que ces formes de bulles pourront être prise en compte lors de la fermeture des
différentes forces agissant sur la bulle et plus particulièrement de la force de traînée.

3.1.2 Bilan des forces agissant sur une bulle isolée

L’expression de la force agissant sur une inclusion isolée a été l’objet de nombreuses recherches, et ce,
depuis la fin du 19e siècle avec les travaux de Basset (1888), Boussinesq (1885) et Oseen (1927). Ces der-
niers ont donné naissance au modèle BBO, modèle valable pour une particule sphérique soumis au champ
de gravité dans un fluide au repos. L’extension de ces travaux aux écoulements turbulents homogènes a
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3.1 Bulle isolée évoluant dans un milieu infini

Fig. 3.1 – Forme d’une bulle en mouvement dans un liquide au repos (adapté de Clift
et al., 1978).

été entrepris par Tchen (1947), le modèle étant ensuite étendu aux champs turbulents inhomogènes par
Maxey et Riley (1983) et Gatignol (1983) parallèlement.

Selon ces auteurs, la force agissant sur une inclusion isolée dans un champ fluide peut être décompo-
sée en la somme de deux contributions : une force qui agirait sur le liquide en l’absence de la bulle et en
lieu et place de celle-ci, notée F̃ et une force regroupant les perturbations causées par la présence de la
bulle que l’on notera F∗.

• Force due au fluide non perturbé

En suivant Maxey et Riley (1983) et Gatignol (1983), la force F̃ due au liquide non perturbé peut être
décomposée en la somme de deux contributions :
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CHAPITRE 3 – FORCES HYDRODYNAMIQUES MOYENNES

a) la force de flottabilité définie comme la différence entre le poids de la bulle et la poussée d’Archi-
mède :

F̃ f lot =
(
ρd −ρc

)
Vb g (3.5)

oùVb désigne le volume de la bulle ;

b) la force de Tchen qui traduit le fait que l’accélération qui serait donnée au liquide en l’absence
de la bulle par du liquide voisin est transmis à cette dernière par l’intermédiaire d’une force ; elle
s’écrit :

F̃Tchen = ρcVb
dcũ
dt

(3.6)

où ũ désigne la vitesse du liquide non perturbé par la présence de la bulle, c’est-à-dire en l’absence
de celle-ci, aussi appelée vitesse du liquide vu par la bulle ; l’opérateur dc

dt correspond quant à lui à
la dérivée matérielle convectée par la vitesse microscopique du liquide.

La vitesse du liquide vu par la bulle obéissant à une équation de quantité de mouvement du type (1.4),
on peut écrire en intégrant cette dernière surVb :

ρcVb
dcũ
dt

� −Vb∇p̃ + ρcVb g +Vb∇τ̃c (3.7)

où l’on a supposé que le liquide était incompressible. En négligeant en outre la contribution visqueuse, la
somme de (3.5) et (3.6) nous permet d’écrire la force due au liquide non perturbé sous la forme (Achard,
1978 ; Simonin, 1996) :

F̃ = −Vb∇ p̃ + ρdVb g (3.8)

où le premier terme du second membre, appelé poussée d’Archimède généralisée par Simonin (1996),
est fonction du gradient de pression qui existerait au centre de la bulle en l’absence de celle-ci.

• Force de perturbation

La force de perturbation F∗ peut également être décomposée en la somme de différentes forces élémen-
taires détaillées ci-dessous (Ishii et Hibiki, 2006 ; Jakobsen, 2008).

a) Force de traînée (drag en anglais) FD : cette force d’origine visqueuse s’oppose au mouvement
relatif de la bulle et du liquide. Elle correspond à la composante des forces hydrodynamiques
agissant sur la surface de la bulle dans la direction de l’écoulement du liquide. Son expression
pour une bulle sphérique est maintenant classique (Ishii et Hibiki, 2006) :

FD = − 1
2
CD ρc

π

4
d 2

∥∥∥w − ũ
∥∥∥
(
w − ũ

)
(3.9)

où CD désigne un nombre sans dimension appelé cœfficient de traînée. Ce dernier est donné par
des corrélations dépendant de la forme et/ou de la taille de la bulle. On rappelle que w désigne la
vitesse de bulle mesurée d’un point de vue lagrangien.

b) Force de portance (lift en anglais) FL : cette force est liée à la présence d’un gradient dans le champ
des vitesses du liquide, celui-ci résultant en un gradient de pression (et donc une force) sur la
surface de la bulle. La force de portance correspond à la composante des forces hydrodynamiques
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3.1 Bulle isolée évoluant dans un milieu infini

agissant sur la surface de la bulle dans la direction normale à celle de l’écoulement relatif. Pour
une bulle sphérique elle s’écrit (Ishii et Hibiki, 2006) :

FL = −CL ρc
π

6
d 3

(
w − ũ

)
∧ ∇ ∧ ũ (3.10)

où CL désigne le cœfficient de portance pouvant également être exprimé à l’aide de corrélations
comme une fonction du diamètre de bulle.

c) Force de masse ajoutée (virtual mass ou added mass en anglais) FVM : cette force est due à une
petite quantité de liquide entraînée par la bulle dans son mouvement. Ce liquide augmentant vir-
tuellement la masse de la bulle, il en résulte une opposition à l’accélération de la bulle que l’on
peut traduire par une force. La force de masse ajoutée a pour expression (Ishii et Hibiki, 2006) :

FVM = −CVM ρc
π

6
d 3

(
dw
dt
− dcũ

dt

)
(3.11)

où CVM , le cœfficient de masse ajoutée, dépend uniquement de la forme de la bulle.

d) Force d’histoire, dite également de Basset, FB : cette force est due aux effets instationnaires et
traduit un retard entre la traînée instantanée et celle exercée en régime établi. Son expression est la
suivante (Jakobsen, 2008) :

FB = − µc d
∫ t

0
K(t − t′)

d
dt′

(
w − ũ

)
dt′ (3.12)

où µc désigne la viscosité dynamique du liquide. Selon Jakobsen (2008), l’expression du noyau
K(t − t′) dépend de la diffusion de la vorticité et diffère selon la nature de l’inclusion. Pour une
bulle sphérique, Jakobsen (2008) propose l’expression suivante :

K(t − t′) = 4 π exp


36 νc

(
t − t′

)

d 2

 erfc



√
36 νc

(
t − t′

)

d 2

 (3.13)

Afin d’éviter le contact entre une bulle et une éventuelle paroi, Antal et al. (1991) introduisent une
cinquième force en complément de ces quatre premières contributions.

e) Force de paroi (wall-lift en anglais) FW : l’existence de cette force est liée au drainage du film
liquide entre la bulle et la paroi : le drainage étant dissymétrique de par la condition de non glis-
sement à la paroi, il en résulte une force repoussant la bulle vers le cœur de l’écoulement dans la
direction normale à la paroi. Après une série de développements analytiques et numériques, Antal
et al. (1991) proposent l’expression suivante :

FW = CW ρc
π

3
d 3

∥∥∥v‖
∥∥∥2

d
nw (3.14)

où CW désigne un cœfficient de distance à la paroi que l’on détaillera plus loin et nw un vecteur
unitaire normal à la paroi dirigé et vers le liquide. Dans cette expression, v‖ désigne une vitesse
relative parallèle à la paroi, définie par les auteurs par :

v‖ =̂
(
w − ũ

)
−

(
(w − ũ) · nw

)
nw . (3.15)
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CHAPITRE 3 – FORCES HYDRODYNAMIQUES MOYENNES

3.1.3 Vitesse terminale de bulle

On appelle vitesse terminale de bulle la vitesse à laquelle se meut une bulle une fois sa vitesse relative
constante.

Dans un premier temps, on se limite à l’étude de la composante axiale de la vitesse terminale, les écou-
lements visés ici étant essentiellement ascendants. Dans cette configuration, on peut considérer qu’une
bulle est principalement soumise à deux forces : la poussée d’Archimède comme force motrice et la traî-
née dans le sens contraire au mouvement. En définissant la vitesse terminale de la bulle comme la vitesse
relative ∆v =̂w − ũ, on peut écrire le bilan simplifié suivant selon la direction verticale ez :

(
1 − αd

) (
ρc − ρd

) π
6

d 3g =
π

8
ρc CD d 2 ‖∆v‖∆vz (3.16)

où, afin de prendre en compte l’influence des bulles avoisinantes, on a utilisé la masse volumique du
mélange 1 plutôt que la masse volumique du liquide pour exprimer la poussée d’Archimède. Dans le
cas d’un écoulement ascendant en colonne, on peut en outre approcher la norme de la vitesse terminale
comme suit :

‖∆v‖ =

√
∆v 2

r + ∆v 2
θ + ∆v 2

z ≈ ∆vz (3.17)

ce qui permet de déduire une expression de la vitesse terminale axiale fonction entre autres du diamètre
de bulle et du cœfficient de traînée :

∆vz �

√
4
3

g
(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
d
CD . (3.18)

On va voir plus loin que CD peut lui aussi être exprimé comme une fonction du diamètre de bulle par
l’intermédiaire de différentes corrélations. Cette expression de vz comme une fonction du diamètre de
bulle va notamment nous être utile pour relier les polydispersions en diamètre et en vitesse.

3.2 Détermination des forces moyennes polydisperses

Connaissant à présent le bilan des forces agissant sur une bulle isolée, on peut déterminer l’expression
de la force moyenne agissant sur l’ensemble de la suspension à l’aide d’une moyenne de population. Cet
opérateur de moyenne faisant intervenir la fonction de distribution en taille et en vitesse des bulles, on
pourra obtenir une expression moyenne polydisperse pour chaque type de force.

Définissons tout d’abord la force moyenne agissant sur l’ensemble des bulles de la suspension comme
le produit de la moyenne de population de la force agissant sur une bulle test par la densité numérique
des bulles :

n {F} = n
{
F̃
}
+ n

{
F∗

}

= − n {Vb∇ p̃} + n {ρdVb} g + n
{
FD}

+ n
{
FL} + n

{
FVM}

+ n
{
FB} + n

{
FW }

(3.19)

où l’on rappelle que la moyenne de population est définie par la relation (2.21b). En assimilant la pression
vue par la bulle p̃ à la pression moyenne phasique du liquide pc

c et en se souvenant que αd � n {Vb} et
αdρd�n {ρdVb} (cf. paragraphe 1.3.2), cette force moyenne peut être réécrite de la façon suivante :

1. La masse volumique du mélange ρm est définie comme la somme des masses volumiques des deux fluides, pondérée par
le taux de présence de chaque fluide, soit ρm =̂ αd ρd + (1 − αd) ρc.

68



3.2 Détermination des forces moyennes polydisperses

n {F} � −αd ∇pc
c + αd ρd

d g + n
{
FD}

+ n
{
FL} + n

{
FVM}

+ n
{
FB} + n

{
FW }

(3.20)

où les deux premiers termes du second membre apparaissent dans l’équation de bilan moyenne de quan-
tité de mouvement de la phase dispersée (1.102b). Par comparaison avec le second membre de cette
même équation de bilan, on va choisir de modéliser la force moyenne entre phase M∗comme la moyenne
de la force de perturbation F∗ :

M∗ � n
{
FD}

+ n
{
FL} + n

{
FVM}

+ n
{
FB} + n

{
FW }

. (3.21)

Si cette décomposition est valable pour un écoulement dilué, elle n’est cependant pas très rigoureuse dans
le cas d’un écoulement dense où la proximité réciproque des bulles peut influencer les différentes forces.
Ce dernier point pourra néanmoins être relaxé lors de la fermeture des cœfficients de proportionnalité C
des différentes forces.

Un dernier mot sur la force d’histoire FB ; d’après les travaux de Magnaudet (1997) cités par Jakobsen
(2008), la force d’histoire peut être négligée devant la traînée pour la grande majorité des écoulements
à bulles. 2 Par conséquent, elle ne sera pas prise en compte dans cette étude.

3.2.1 Force de traînée

Notons MD la force de traînée moyenne ; celle-ci s’écrit :

MD =̂ n
{
FD

}
= − π

8
ρc

c n
{
CD d 2

∥∥∥w − ũ
∥∥∥
(
w − ũ

)}
. (3.22)

où l’on a supposé le liquide incompressible (autrement dit ρc � ρc
c). Une simplification classique de

cette écriture moyenne est d’y identifier les vitesse microscopiques w et ũ par les vitesse moyennes
macroscopiques Vd et Vc respectivement (cf. Ishii et Hibiki, 2006, p. ex.). Pour compenser la perte d’in-
formation inhérente à cette simplification, on va introduire une force moyenne supplémentaire appelée
force de dispersion turbulente. L’expression de cette force sera détaillée au paragraphe 3.2.5.

Compte tenu de la simplification énoncée ci-dessus, la force de traînée moyenne est réécrite sous la
forme suivante :

MD� − π
8
ρc

c n
{
CD d 2

} ∥∥∥Vd − Vc
∥∥∥
(
Vd − Vc

)
. (3.23)

où il nous reste à renseigner le cœfficient de traînée CD.

• Cœfficients de traînée

Détaillons à présent l’expression du cœfficient de traînée CD. Celui-ci est différent pour chaque famille
de forme de bulle que nous avons retenu : bulles sphériques, bulles ellipsoïdales et cap-bubbles (cf.
paragraphe 3.1.1). Les transitions entre ces trois familles de bulles se produisent à deux diamètres de
bulle particuliers que l’on va nommer respectivement dD12

rac et dD23
rac .

Bulles sphériques

Ishii et Hibiki (2006) donnent l’expression suivante pour le cœfficient de traînée d’une bulle sphérique
(d<dD12

rac <dD23
rac ) :

2. Ce n’est par contre pas le cas pour les écoulements d’inclusions solides ou de gouttes.
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CD
1 (d) =

24
Reb(d)

(
1 + 0,1Reb(d) 3/4

)
(3.24)

On a vu précédemment que pour les écoulements ascendants la vitesse relative de bulle intervenant dans
Reb pouvait être modélisée par une expression particulière, fonction notamment du cœfficient de traînée
(cf. équations 3.17 et 3.18). En injectant cette expression dans (3.24), on arrive à une expression de CD

1
spécialement adaptée aux écoulements ascendants :

CD
1 (d) =

4
3


9
5


8/7 g

(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
d 3

ν 2
c


−1/7

(3.25)

où on a également supposé que 0,1Reb(d) 3/4 � 1 pour simplifier (3.24). La norme de la vitesse relative
de bulle correspondante est la suivante :

‖∆v‖1 � ∆vz1 �


5
9

g
(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
4/7 

d 5

νc


1/7

. (3.26)

Bulles ellipsoïdales

Pour le cœfficient de traînée d’une bulle ellipsoïdale (dD12
rac < d < dD23

rac ), Ishii et Hibiki (2006) proposent
l’expression suivante :

CD
2 (d) =

2
3

√
Eo(d) ϕD =

2
3

d
ζ
ϕD (3.27)

où ϕD est une fonction de αd :

ϕD(αd) =


1 + 17,67

(
1 − αd

)9/7

18,67
(
1 − αd

)3/2



2

. (3.28)

On en déduit la norme de la vitesse relative de bulle correspondant à ce régime de traînée à l’aide des
relations (3.17) et (3.18) :

‖∆v‖2 � ∆vz2 =

2 g
(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
ζ

ϕD


1/2

. (3.29)

Cap-bubbles

Le cœfficient de traînée d’une cap-bubble (dD12
rac < dD23

rac < d) est une fonction de αd uniquement (Ishii et
Hibiki, 2006) :

CD
3 =

8
3

(
1 − αd

)2
. (3.30)

La norme de la vitesse relative d’une bulle en forme de calotte sphérique s’écrit en conséquence :

‖∆v‖3(d) � ∆vz3 =


g
(
ρc − ρd

)
d

2 ρc
(
1 − αd

)


1/2

. (3.31)

Diamètres de transition

Le diamètre de transition dD12
rac étant valable pour les deux premières corrélations, il vérifie l’identité

CD
1 (dD12

rac ) = CD
2 (dD12

rac ), ce qui donne en utilisant (3.25) et (3.27) :
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3.2 Détermination des forces moyennes polydisperses

0 1 2 3 4 5d/ζ
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CD

dD23
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Reζ = 1000
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3

Fig. 3.2 – Évolution du cœfficient de traînée en fonction du dia-
mètre adimensionnel d/ζ, pour différentes valeurs du nombre de

Reynolds capillaire Reζ =̂
‖∆v‖ ζ
νc

et pour αd = 0,1.

dD12
rac =


9
5


4/5 

2 ζ
ϕD


7/10 

g
ν 2
c

(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
−1/10

. (3.32)

De la même manière, le diamètre de transition dD23
rac vérifie l’identité CD

2 (dD23
rac ) =CD

3 ; on en déduit l’ex-
pression suivante :

dD23
rac =

4
(
1 − αd

)2
ζ

ϕD(αd)
. (3.33)

Une illustration des transitions entre les différents régimes de traînée est donnée à la figure 3.2.

• Calcul de la force de traînée moyenne

Compte tenu de la définition de la moyenne de population (2.21b) et de la décomposition de F (2.28), la
force de traînée moyenne s’écrit :

MD = − π
8
ρc

c
∥∥∥Vd − Vc

∥∥∥
(
Vd − Vc

)
n
∫
CD(β) β 2 Pβ(β ; x, t) dβ (3.34)

le cœfficient de traînée étant uniquement fonction du diamètre de bulle. L’écriture de la moyenne sous la
forme d’une intégrale permet de prendre en compte facilement les différents régimes de traînée :

MD = − π
8
ρc

c
∥∥∥Vd − Vc

∥∥∥
(
Vd − Vc

)

× n


∫ dD12

rac

dmin

CD
1 (β) β 2 Pβ(β) dβ

︸                        ︷︷                        ︸
ID

1

+

∫ d
D23
rac

dD12
rac

CD
2 (β) β 2 Pβ(β) dβ

︸                         ︷︷                         ︸
ID

2

+ CD
3

∫ dmax

d
D23
rac

β 2 Pβ(β) dβ
︸                     ︷︷                     ︸

ID
3

 . (3.35)
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Le calcul des termes intégraux ID
i ne présente pas de difficulté particulière puisque l’on a choisi de

modéliser Pβ(β) avec des expressions polynomiales (polynômes de degré 2 et 3 pour les lois Q2 et C2
respectivement). Les calculs étant quelque peu fastidieux, ils sont détaillés à l’annexe B.1.

Après résolution de ID
1 , ID

2 et ID
3 , on retrouve l’expression classique de la force de traînée moyenne

donnée par exemple par Ishii et Hibiki (2006) :

MD = − 1
8
ρc

caI CD
∗∗

∥∥∥Vd − Vc
∥∥∥
(
Vd − Vc

)
(B.10)

où CD∗∗ est ici un cœfficient de traînée polydisperse dépendant de d10, σ̃?, CD
1 (d10), CD

2 (d10), CD
3 , dD12

rac

et dD23
rac . Il est respectivement donné par (B.11a) et (B.11b) pour les lois Q2 et C2.

3.2.2 Force de portance

En effectuant la même simplification sur les vitesses que pour la force de traînée moyenne, la force
de portance moyenne s’écrit :

ML =̂ n
{
FL

}
= − π

6
ρc

c n
{
CL d 3

} (
Vd − Vc

)
∧ ∇ ∧ Vc . (3.36)

l’effet des fluctuations de vitesses étant pris en compte dans la force de dispersion turbulente (cf. para-
graphe 3.2.5).

• Cœfficient de portance

Le cœfficient de portance peut être exprimé à partir de la corrélation de Tomiyama (1998) :

CL(d) =


min

0,288 tanh
(
0,121 Reb(d)

)
;ϕL(Eo(d))

 si Eo ≤ 10

−0,27 si Eo ≥ 10
(3.37)

avec ϕL(Eo) = 0,001 05 Eo3 − 0,0159 Eo2 − 0,0204 Eo + 0,474.

La figure 3.3 montre l’évolution du cœfficient de portance de Tomiyama en fonction de Eo, pour diffé-
rentes valeurs du nombre de Reynolds capillaire Reζ . On remarque que pour la valeur critique Eo ' 6,
le cœfficient de portance change de signe caractérisant ainsi un effet ségrégationniste bien connu de la
force de portance sur la population de bulles. Cette force a donc tendance à séparer les petites bulles,
peu déformables, des plus grosses, plus facilement déformables, ces dernières étant alors entraînées vers
des zones de l’écoulement où le cisaillement est moindre de façon à limiter leur déformation et par là
même leur énergie de surface. Cette caractéristique est une composante essentielle de la polydispersion
en vitesse d’une population de bulles.

Par soucis de simplification on fait l’hypothèse que, pour les écoulements qui nous intéressent, le nombre
de Reynolds capillaire serait suffisamment grand pour négliger le terme en tanh dans l’expression origi-
nale de Tomiyama. De plus, en vue des développements mathématiques qui nous attendent, on va égale-
ment remplacer le polynôme de degré 3 proposé par Tomiyama par une simple droite, l’essentiel étant de
garder la principale caractéristique de CL, à savoir son changement de signe pour Eo ' 6. L’expression
simplifiée suivante sera donc utilisée dans la suite du document :

CL(d) �



CL
1 = 0,288 si Eo ≤ 2,942

CL
2 (d) = −0,092 33 Eo(d) + 0,5597 si 2,942 < Eo(d) < 8,986

CL
3 = −0,27 si Eo ≥ 8,986

(3.38)
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Fig. 3.3 – Évolution du cœfficient de portance de Tomiyama en
fonction de Eo, pour différentes valeurs de Reζ .
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Fig. 3.4 – Comparaison de l’expression de CL de Tomiyama pour
Reζ =100 et de l’expression simplifiée (3.38).
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où la droite proposée pour CL
2 a été ajustée en minimisant l’écart avec le polynôme original de Tomiyama.

Les expressions originale et simplifiée de CL(d) sont présentées sur la figure 3.4.

Comme pour le cœfficient de traînée, on va introduire des diamètres de raccord pour caractériser les
transitions entre les différents régimes de portance. Les deux transitions se produisant respectivement
pour Eo=2,942 et Eo=8,986, on en déduit les expressions des diamètres de raccord correspondants :

{
dL12

rac = 1,715 ζ (3.39a)

dL23
rac = 2,998 ζ . (3.39b)

• Calcul de la force de portance moyenne

La définition de la moyenne de population (2.21b) et la décomposition de F (2.28) permettent d’écrire
la force de portance moyenne sous la forme suivante :

ML = − π
6
ρc

c
(
Vd − Vc

)
∧ ∇ ∧ Vc

× n

CL
1

∫ dL12
rac

dmin

β 3 Pβ(β) dβ
︸                   ︷︷                   ︸

IL
1

+

∫ d
L23
rac

dL12
rac

CL
2 (β) β 3 Pβ(β) dβ

︸                        ︷︷                        ︸
IL

2

+ CL
3

∫ dmax

d
L23
rac

β 3 Pβ(β) dβ
︸                    ︷︷                    ︸

IL
3

 . (3.40)

Après calcul des intégrales IL
1 , IL

2 et IL
3 (cf. annexe B.2), on retrouve l’expression classique de la force

de portance (Ishii et Hibiki, 2006) :

ML = − ρc
cαd CL

∗∗
(
Vd − Vc

)
∧ ∇ ∧ Vc (B.16)

où CL∗∗ est ici un cœfficient de portance polydisperse dépendant de d10, σ̃?, Eo(d10), dL12
rac et dL23

rac . Il est
respectivement donné par (B.17a) et (B.17b) pour les lois Q2 et C2.

3.2.3 Force de masse ajoutée

Sous les mêmes hypothèses que les précédentes forces, la force de masse ajoutée moyenne s’écrit :

MVM =̂ n
{
FVM

}
= − ρc

cαd CVM
(
DdVd

Dt
− DcVc

Dt

)
. (3.41)

où l’on s’est servi de l’approximation n {Vb} � αd démontrée au premier chapitre. On rappelle que le
cœfficient de masse ajoutée CVM ne dépend que de la forme de la bulle et pas de son diamètre ; pour une
bulle sphérique isolée, sa valeur est maintenant bien connue (Ishii et Hibiki, 2006 ; Jakobsen, 2008) :

CVM = 0,5. (3.42)

Afin de prendre en compte l’influence des bulles environnantes, Zuber (1964) a fait l’analogie entre
le cas de figure d’une sphère particulière d’une population de bulles, c’est-à-dire entourée d’autres bulles
(cf. figure 3.5(a)), et une sphère se déplaçant dans un milieu fluide limité par une deuxième sphère
concentrique (cf. figure 3.5(b)).

La valeur du cœfficient de masse ajoutée d’une sphère dans cette dernière configuration a été obtenue
analytiquement par Lamb (1932) :
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(a) Population de bulles (b) Sphères concentriques

Fig. 3.5 – Analogie entre le cas de figure d’une sphère entourée d’autres sphères et
celui de deux sphères concentriques.

CVM =
1
2

1 + 2 Vint/Vext

1 − Vint/Vext
. (3.43)

On remarque que l’on retrouve le cœfficient 1/2 de la sphère en milieu infini, adjoint cette fois-ci d’un
facteur correctif fonction du rapport des volumes des sphères intérieureVint et extérieureVext.

À partir de ce résultat, Zuber (1964) exprime le cœfficient de masse ajoutée d’une bulle d’un milieu
diphasique comme suit :

CVM
∗∗ = CVM 1 + 2 αd

1 − αd
=

1
2

1 + 2 αd

1 − αd
(3.44)

expression qui sera retenue dans cette étude.

3.2.4 Force de paroi

L’effet des fluctuations de vitesses étant pris en compte dans une force de dispersion turbulente, la
force de paroi moyenne peut s’écrire sous la forme suivante :

MW =̂ n
{
FW

}
= − π

3
ρc

c n
{
CWd 2

} ∥∥∥V‖
∥∥∥2 nw . (3.45)

où la vitesse relative parallèle macroscopique est donnée par :

V‖ =̂
(
Vd − Vc

)
−

(
(Vd − Vc) · nw

)
nw . (3.46)

avec nw un vecteur unitaire normal à la paroi dirigé vers le liquide.

• Cœfficient de distance à la paroi

Le cœfficient de distance à la paroi a été déterminé analytiquement puis approximé par un développement
en série de Taylor par Antal et al. (1991), les différents cœfficients de ce développement étant ensuite
évalués par comparaison avec un calcul DNS d’un écoulement autour d’une bulle isolée. Les auteurs
arrivent ainsi à l’expression suivante :

CW � CW
1 + CW

2
d

2 yw
(3.47)
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où yw désigne la distance à la paroi du point courant. Les cœfficients CW
1 et CW

2 ont quant à eux été
estimés par Antal et al. comme étant égaux à :


CW

1 = − 0,104 − 0,06 ‖Vd − Vc‖ (3.48a)

CW
2 = 0,147 (3.48b)

où l’on peut remarquer que le cœfficient CW
1 , tel que donné par Antal et al., n’est pas sans dimension.

Comme le soulignent Ishii et Hibiki (2006), l’expression du cœfficient de distance à la paroi proposée
par Antal et al. (1991) devient négatif lorsque le diamètre de bulle est inférieur à une valeur critique
dépendant de yw :

CW
1 + CW

2
d

2 yw
< 0 ⇐⇒ d < − 2

CW
1

CW
2

yw . (3.49)

Avec un cœfficient de distance à la paroi négatif, les bulles seraient attirées vers la paroi, alors que le
but de la force de paroi est au contraire de repousser les bulles s’approchant trop près d’une paroi. Pour
contourner ce problème, la correction suivante est proposée :

CW = max
0 ;CW

1 + CW
2

d
2 yw

 . (3.50)

Il existe donc un diamètre limite pour lequel la force de paroi s’annule, diamètre limite qui n’est pas
le même selon la position considérée puisqu’il dépend de yw. Ce diamètre limite, noté dW

rac, se déduit
facilement de (3.49) :

dW
rac = yw

(
1,415 + 0,816 ‖Vd − Vc‖

)
. (3.51)

• Calcul de la force de paroi moyenne

Compte tenu de (2.21b) et (2.28), la force de paroi moyenne peut se mettre sous la forme :

MW = − π
3
ρc

c n

CW
1

∫ dmax

dW
rac

β 2 Pβ(β) dβ
︸                    ︷︷                    ︸

IW
1

+
CW

2

2 yw

∫ dmax

dW
rac

β 3 Pβ(β) dβ
︸                      ︷︷                      ︸

IW
2


∥∥∥V‖

∥∥∥2 nw . (3.52)

Après calcul des intégrales IW
1 et IW

2 (cf. annexe B.3), on retrouve l’expression de la force de portance
moyenne donnée par (Antal et al., 1991) :

MW = − 1
3
ρc

caI CW
∗∗

∥∥∥V‖
∥∥∥2 nw (B.20)

où CW∗∗ est ici un cœfficient de distance à la paroi polydisperse dépendant de d10, σ̃?, CW
1 , CW

2 , yw, dW
rac.

Il est respectivement donné par (B.21a) et (B.21b) pour les lois Q2 et C2.

3.2.5 Force de dispersion turbulente

Introduisons à présent une nouvelle force macroscopique : la force de dispersion turbulente. Celle-ci a
été introduite pour traiter le phénomène de diffusion phasique, autrement dit l’existence d’un flux diffusif
de αd résultant du transport des bulles par la turbulence du liquide.
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3.3 Conclusion

Un tel flux n’apparaissant pas dans les équations de masse du modèle à deux fluides, le moyen le plus
simple serait de l’y faire apparaître en introduisant une fluctuation phasique αd

′. Cependant, comme le
soulignent Lahey Jr. et al. (1993), cette méthode ne serait pas rigoureuse : le taux de présence αd étant
une grandeur moyenne par définition, il ne peut exister de fluctuation αd

′.

D’après Lopez de Bertodano (1998), le phénomène de diffusion phasique peut être vu comme la
résultante des composantes fluctuantes des différentes forces agissant sur les bulles. En conséquence,
on peut modéliser la diffusion phasique au moyen d’une force macroscopique supplémentaire, comme
l’a notamment démontré Reeks (1991, 1992) par une approche cinétique. Cette force étant d’origine
statistique, elle n’a pas d’équivalent pour une bulle isolée.

Par analogie avec le phénomène de diffusion moléculaire l’expression suivante à été proposée par
différent auteurs (Lahey Jr. et al., 1993 ; Lopez de Bertodano, 1998 ; Moraga et al., 2003) pour la force
de dispersion turbulente :

MTD = − ρc
c Kc CTD

∇αd (3.53)

où CTD correspond à un cœfficient de proportionnalité de l’ordre de l’unité et Kc désigne l’énergie ciné-
tique turbulente du liquide. La dépendance en ∇αd de cette force va avoir tendance à homogénéiser la
distribution spatiale des bulles, c’est-à-dire à déplacer les bulles des régions de forte concentration vers
les régions de plus faible concentration.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a vu que l’on pouvait modéliser le transfert moyen de quantité de mouvement
entre les deux phases comme la somme de différentes forces hydrodynamiques moyennes, chacune de
ces forces n’étant autre que la moyenne de population d’une force microscopique agissant sur une seule
bulle.

L’utilisation de la moyenne de population pour déterminer ces forces moyennes permet en outre d’in-
troduire facilement la polydispersion en taille des bulles, et ce par l’intermédiaire de la fonction de
densité de probabilité en diamètre. Les forces moyennes polydisperses que nous avons ainsi écrites ont
des expressions semblables à celle que l’on obtiendrait avec une approche modèle à deux fluides clas-
sique, à la différence près que les cœfficients de proportionnalité de chaque force font intervenir les
paramètres statistiques de la population de bulles (diamètre moyen arithmétique et écart type) au lieu
du simple diamètre de Sauter. L’implémentation de ces forces moyennes polydisperse dans un code de
calcul diphasique n’en sera donc que plus simple.
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Chapitre 4

Coalescence et fragmentation de bulles

Dans ce chapitre, nous allons chercher à fermer les termes sources liés aux phénomènes de coales-
cence et de fragmentation de bulles, phénomènes qui, avec le changement de phase et la dilatabilité

du gaz, sont responsables de la variation et la polydispersion en taille de la population de bulles. En effet,
la coalescence correspond à la fusion de plusieurs bulles en une bulle plus grosse, et la fragmentation à
la rupture d’une bulle en plusieurs fragments plus petits.

Comme l’a fait remarquer Palermo (1991), le nombre considérable de travaux publiés sur ces deux
thématiques montrent de lui-même l’importance mais aussi la complexité de ces deux phénomènes. En
effet, bien que de nombreux efforts ont été entrepris pour comprendre les mécanismes physiques les
régissant, il n’existe toujours pas de modèle communément admis et pouvant décrire avec précision
l’occurrence et le déroulement d’un événement de coalescence ou de fragmentation. La grande variété
de sources de coalescence et de fragmentation ainsi que le grand nombre d’échelles impliquées dans ces
mécanismes contribuent sans aucun doute au brouillard qui subsiste encore autour de la compréhension
de ces deux phénomènes. Aussi, la fermeture des termes modélisant la coalescence et fragmentation
de bulles va induire de nombreuses hypothèses simplificatrices et restera dans tout les cas un problème
ouvert tant que la physique de ces phénomènes ne sera pas mieux comprise.

Revenons à présent à notre modélisation moyennée par la méthode des moments. Les phénomènes
de coalescence et fragmentation de bulles y interviennent exclusivement dans l’équation de bilan sur les
densités de moments en diamètre de la fonction de distribution des bulles (2.44), 1 et ce sous la forme d’un
terme source collisionnel permettant de prendre en compte la création et la disparition discrètes de bulles.
En supposant les mécanismes de coalescence (CO) et de fragmentation de bulles (BU, pour break-up en
anglais) parfaitement décorrélés, on peut ainsi diviser le terme source collisionnel de l’équation de bilan
(2.44) en une somme de deux contributions, une pour chaque phénomène (Coulaloglou et Tavlarides,
1977 ; Kocamustafaogullari et Ishii, 1995) :"

βγ Ḟ (β, ς) dβ dς =

"
βγ Ḟ CO(β, ς) dβ dς

︸                        ︷︷                        ︸
COγ

+

"
βγ Ḟ BU(β, ς) dβ dς

︸                        ︷︷                        ︸
BUγ

. (4.1)

Avant de passer à la fermeture de ces termes proprement dite, on se propose de décrire tout d’abord
les mécanismes de coalescence et de fragmentation d’un point de vue physique.

1. En toute rigueur, la coalescence et la fragmentation impactent également le bilan de quantité de mouvement moyen de la
phase dispersée ; cependant, la phase dispersée ayant une densité bien plus faible que le liquide, nous avons ici supposé cette
contribution négligeable.
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4.1 Description des processus physiques

4.1.1 Coalescence

Interagissant avec le liquide, des bulles, appelées bulles mères, peuvent être amenées à entrer en
contact puis à fusionner pour donner naissance à une nouvelle bulle plus grosse, appelée bulle fille. Par
simplicité on ne considérera ici que des événements de coalescence binaire, c’est-à-dire les événements
de coalescence impliquant uniquement deux bulles mères pour une bulle fille.

Le scénario de la coalescence de deux bulles peut être décomposé en trois étapes principales (Chesters
et Hofman, 1982), illustrées sur la figure 4.1.

1) Collision de deux bulles : deux bulles entrent en collision de par leur interaction avec le liquide,
piégeant ainsi un film de liquide entre elles appelé film interfacial.

2) Drainage du film interfacial : du rapprochement relatif des deux bulles dû à la cinétique de col-
lision s’ensuit une augmentation de la pression dans le film interfacial ayant deux conséquences.
La première est un aplanissement du film interfacial, pouvant éventuellement mener à l’appari-
tion d’une striction, c’est-à-dire un amincissement local du film interfacial ; l’énergie cinétique de
collision est ainsi transformée en énergie de surface. La seconde conséquence est le drainage du
liquide vers l’extérieur du film sous l’effet du gradient de pression.

3) Rupture du film : lorsque l’épaisseur du film liquide atteint l’échelle des interactions moléculaires
(de l’ordre de 100 Å), les effets des forces de Van der Waals deviennent prédominants dans le film.
Ce dernier se troue, puis, la tension de surface agrandissant l’ouverture, le film se rompt et les
deux bulles coalescent pour ne plus former qu’une seule bulle plus grosse. L’étape de rupture du
film peut être considérée comme instantanée devant la cinétique de drainage (Chesters et Hofman,
1982).

Les collisions entre bulles peuvent quant à elles être de différentes natures. Dans une synthèse publiée
récemment, Liao et Lucas (2010) ont répertorié les quatre sources de collisions suivantes, également
illustrées sur la figure 4.2 :

a) les collisions aléatoire dues à l’agitation des bulles par la turbulence du liquide (turbulent colli-
sions) ;

b) les collisions par écart de vitesse terminale entre bulles de différentes tailles (buoyant collisions) ;

c) les collisions par aspiration dans un sillage d’une bulle environnante (wake entrainment) ;

d) les collisions dues au gradient de la vitesse moyenne du liquide, en particulier dans les zones
proches des parois (shear collision).

1. Collision 2. Drainage 3. Rupture 4. Coalescence

Fig. 4.1 – Schématisation des trois étapes menant à la coalescence de deux bulles (adapté de Jakobsen, 2008).
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4.1 Description des processus physiques

(a) Agitation turbulente (b) Écart de vitesse
terminale

(c) Aspiration dans un
sillage

(d) Cisaillement de la
vitesse du liquide

Fig. 4.2 – Sources de collisions entre bulles (adapté de Morel, 1997).

Les écoulements visés ici étant fortement turbulents, la suite de l’étude abordera uniquement la mo-
délisation des collisions par agitation turbulente, cette source de collisions étant supposée largement
prédominante par rapport aux autres sources listées ci-dessus.

Toutes les collisions ne mènent cependant pas forcément à un événement de coalescence : pour qu’il
y ait rupture du film, il faut que les deux bulles restent suffisamment longtemps en contact de façon à ce
que le film interfacial puisse atteindre l’épaisseur critique par drainage. Si ce n’est pas le cas, les deux
bulles se séparent. On voit ici apparaître la notion d’efficacité de collision, aussi appelée probabilité de
coalescence.

4.1.2 Fragmentation

Nous avons déjà vu au chapitre 3 (paragraphe 3.1.1) qu’une bulle immergée dans un liquide se défor-
mait sous l’effet des contraintes du liquide environnant. Cette déformation peut être telle que cette bulle,
la bulle mère se rompe en plusieurs fragments plus petits, les bulles filles, donnant ainsi lieu à un événe-
ment de fragmentation. Là aussi, on ne considérera par simplicité que des événements de fragmentation
binaires, c’est-à-dire donnant naissance à deux bulles filles.

Pour évaluer le potentiel de rupture d’une bulle on introduit le nombre de Weber de bulle, Web, défini
comme le ratio des contraintes extérieures déstabilisatrices σext, sur les contraintes de surface (Hinze,
1955) :

Web =̂
σext d
σ

. (4.2)

Pour caractériser l’occurrence d’un événement de fragmentation, on introduit également la notion de
nombre de Weber critique, Webcr, à partir duquel la déformation de la bulle entraînera sa rupture. À
l’image du mécanisme de coalescence, il apparaît ici une notion de probabilité de fragmentation.

Les sources de fragmentation de bulles sont nombreuses et variées, les principales étant les suivantes
(Risso, 2000 ; Liao et Lucas, 2009) :

a) la turbulence du liquide environnant (turbulent break-up) ;

b) les contraintes visqueuses du liquide (viscous break-up) ;

c) un gradient de la vitesse liquide causé par le sillage de bulles environnantes ou d’une paroi
(shearing-off ) ;

d) des instabilités de surface.
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1. Collision avec un
tourbillon turbulent

2. Déformation de la
bulle

3. Rupture en deux
fragments

Fig. 4.3 – Schématisation de la fragmentation d’une bulle causée par son interaction avec un
tourbillon turbulent du liquide environnant (adapté de Hagesaether et al., 2002).

À l’instar de l’étude de la coalescence de bulles, et pour la même raison, nous allons nous limiter dans
ce document à la modélisation de la fragmentation de bulles par les contraintes turbulentes du liquide.

La première théorie de la fragmentation de bulle par la turbulence a été établie indépendamment par
Kolmogorov (1949) et Hinze (1955). Bien que maintenant ancienne, elle constitue encore aujourd’hui
la base de la grande majorité des études sur la fragmentation turbulente. Cette théorie suppose que la
déformation, et la rupture éventuelle, d’une bulle résulte d’une interaction entre cette bulle et les tour-
billons du liquide environnant (cf. figure 4.3). En faisant l’hypothèse que seuls les tourbillons de tailles
comparables à la bulle sont susceptibles de déformer significativement celle-ci, 2 Hinze (1955) définit la
contrainte de déformation turbulente comme suit :

σT
ext = ρc vt

2(d) (4.3)

où vt
2 correspond au carré moyen d’une vitesse turbulente vt, défini quant à lui comme la différence de

la vitesse liquide en deux points distants du diamètre de bulle, soit (Risso, 2000) :

vt
2(d ; x, t) =̂

〈(
vc,i(x + d

2 ei) − vc,i(x − d
2 ei)

)2
〉

(4.4)

où i désigne l’indice spatial.

En supposant que la turbulence du liquide est isotrope à l’échelle de la bulle considérée 3 et que le
diamètre de cette dernière est compris dans la zone inertielle du spectre de turbulence, la théorie de la
turbulence isotrope nous permet d’exprimer vt

2 comme une fonction du taux de dissipation de l’énergie
cinétique turbulente du liquide εc et du diamètre de bulle. 4 À l’aide d’une analyse dimensionnelle, on
peut ainsi écrire :

vt
2 = C

(
εc d

)2/3
. (4.5)

où C est un cœfficient de proportionnalité. En intégrant le spectre de turbulence, Risso (2000) exprime
ce cœfficient tel que :

2. Les tourbillons plus petits n’ont pas assez d’énergie pour déformer les bulles et les tourbillons plus gros ne font que les
déplacer.

3. On fait ici l’hypothèse que seules les plus petites échelles de la turbulence sont isotropes, à savoir celles du même ordre de
grandeur que la taille des bulles ainsi que les échelles plus petites ; aucune restriction n’est posée sur les plus grandes échelles.

4. Selon la théorie de cascade d’énergie de Kolmogorov (1941) (voir aussi Frisch, 1995), les tourbillons de la zone inertielle
sont indépendants à la fois de la macro-échelle (échelle de création de la turbulence) et de l’échelle de Kolmogorov (échelle
de dissipation visqueuse de la turbulence) ; leur rôle est uniquement de transférer sans perte l’énergie turbulente de la zone de
production à la zone de dissipation.
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4.2 Détermination du terme source de coalescence

d2/2

d1/2

V1 =
π
6
d
3

1

V2 =
π
6
d
3

2

d/2

d =
(
d
3

1
+ d 3

2

)1/3
V= V1 +V2

V = π
6
d
3

Fig. 4.4 – Schématisation d’un événement de coalescence : relations
entre les volumes et les diamètres des bulles mères et fille.

C =
27
55

Γ(1/3) CK ≈ 2. (4.6)

où CK ≈1,5 désigne la constante de Kolmogorov (Jakobsen, 2008). On en déduit l’expression du nombre
de Weber de bulle turbulent :

WeT
b (d) =

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

σ
(4.7)

qui va nous permettre de caractériser la fragmentation turbulente de bulles.

4.2 Détermination du terme source de coalescence

On se propose à présent de fermer le terme source de l’équation de transport de Mγ (2.44) dû à la
coalescence de bulles.

Celui-ci est généralement écrit en introduisant une fréquence de coalescence, notée φCO et permettant
de quantifier le nombre d’événements de coalescence par unité de temps (Coulaloglou et Tavlarides,
1977). En modélisant le terme source de coalescence comme la somme des contributions de tous les
couples de bulles

d1, d2
qui coalescent, on peut écrire (Hill, 1998 ; Kamp et al., 2001) :

COγ =
1
2

" dmax

dmin

∆MCO
γ (d1, d2) φCO(d1, d2) dd1 dd2 (4.8)

où le facteur 1/2 permet d’éviter de compter deux fois le même événement de coalescence. Dans cette
expression, ∆MCO

γ correspond à la décroissance deMγ causée par un événement de coalescence ; celle-ci
peut être déduite de la figure 4.4 :

∆MCO
γ (d1, d2) =

(
d 3

1 + d 3
2

)γ/3− d γ
1 − d γ

2 . (4.9)

La fréquence de coalescence peut quant à elle être exprimée comme le produit d’une fréquence de colli-
sionet d’une efficacité de collision : 5

5. Très rependu dans la littérature, le terme fréquence pour désigner φCO et φCL est en fait un abus de langage ; par la suite,
on pourra en effet remarquer que ces deux grandeurs ont la dimension de s−1·m−5 et non pas simplement de s−1 comme c’est le
cas d’une fréquence classique.
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CHAPITRE 4 – COALESCENCE ET FRAGMENTATION DE BULLES

φCO(d1, d2) = φCL(d1, d2) ηCO(d1, d2). (4.10)

Intéressons-nous maintenant à la fermeture de φCL et de ηCO pour des événements de coalescence par
agitation turbulente. Face à la grande variétés de modèles existant pour fermer de ces deux grandeurs,
nous avons choisi de nous focaliser uniquement sur deux modèles particulier : celui de Prince et Blanch
(1990), largement utilisé dans la littérature, et celui de Kamp et al. (2001) dont l’approche de la physique
de la coalescence est particulièrement intéressante.

4.2.1 Fréquence de collision

La fréquence de collision de deux bulles peut s’écrire de manière très générale sous la forme suivante
(Prince et Blanch, 1990 ; Kamp et al., 2001) :

φCL(d1, d2) = nPβ(d1) nPβ(d2) SCL
1,2 (d1, d2) V1,2(d1, d2) (4.11)

où SCL
1,2 désigne une surface efficace de collision et V1,2 une vitesse représentative de la collision des deux

bulles. À une constante près, la modélisation de SCL
1,2 est la même pour les deux modèles.

a) Modèle de Prince et Blanch (1990) :

SCL
1,2 (d1, d2) =

π

4

(
d1+ d2

2

)2

� 0,196
(
d1+ d2

)2
. (4.12a)

b) Modèle de Kamp et al. (2001) :

SCL
1,2 (d1, d2) =

√
8 π
3

(
d1+ d2

2

)2

� 0,724
(
d1+ d2

)2
. (4.12b)

La vitesse caractéristique du couple de bulles V1,2 est par contre différente selon le modèle choisi.

a) Prince et Blanch (1990) expriment cette vitesse comme la moyenne quadratique de la vitesse tur-
bulente vt associée à chaque bulle :

V1,2(d1, d2) =

√
vt

2(d1) + vt
2(d2) �

√
2 ε 1/3

c

√
d 2/3

1 + d 2/3
2 (4.13a)

où l’on a utilisé la relation (4.5) pour exprimer vt
2.

b) Kamp et al. (2001) expriment par contre V1,2 comme la vitesse turbulente associée à la taille
moyenne des deux bulles mères :

V1,2(d1, d2) =
2 Ct√
1,61

(
εc

d1+ d2

2

)1/3

(4.13b)

où le facteur 1/
√

1,61 permet de prendre en compte la décélération des bulles due à une augmentation
de leur masse ajoutée causé par leur rapprochement réciproque. Le cœfficient Ct correspond quant
à lui au ratio entre les fluctuations de la vitesse des bulles et celles de la vitesse du liquide ; selon
Kamp et al. (2001), ce cœfficient peut être estimé par :

C 2
t ≈

9 + 72 νc/d 2 C′t le/v′c

1 + 72 νc/d 2 C′t le/v′c
(4.13c)

où le désigne l’échelle intégrale de la turbulence et v′c le module de la vitesse fluctuante du liquide.
Le cœfficient C′t devant être choisi voisin mais légèrement inférieur à l’unité (Kamp, 1996), les

86



4.2 Détermination du terme source de coalescence

auteurs proposent de prendre C′t ≈ 0,6. Ces derniers proposent également de remplacer d par un
diamètre moyen (p. ex. d10) dans l’expression de Ct, ce cœfficient étant supposé dépendre peu du
diamètre.

Finalement, on obtient les expressions suivantes pour la fréquence de collision par agitation turbu-
lente.

a) Modèle de Prince et Blanch (1990) :

φCL(d1, d2) = 0,278 n2 ε
1/3
c

(
d1+ d2

)2
√

d 2/3
1 + d 2/3

2 Pβ(d1) Pβ(d2). (4.14a)

b) Modèle de Kamp et al. (2001) :

φCL(d1, d2) = 0,905 Ct n2 ε
1/3
c

(
d1+ d2

)7/3Pβ(d1) Pβ(d2). (4.14b)

Dans ces expressions, Pβ peut être remplacé soit par l’expression mathématique de la loi Q2, soit par
celle de la loi C2.

4.2.2 Efficacité de collision

On a mentionné précédemment le fait que toutes les collisions ne donnait pas forcément lieu à un
événement de coalescence. Pour que la coalescence ait lieu il faut en effet que les deux bulles entrées en
collision reste en interaction suffisamment longtemps pour que le film interfacial puisse être totalement
drainé. L’efficacité de coalescence peut donc s’écrire sous la forme :

ηCO =


1 si

τd f

τ1,2

< 1

0 sinon
(4.15)

où τd f désigne le temps caractéristique de drainage du film interfacial et τ1,2 le temps caractéristique
d’interaction des bulles mères. Une transition abrupte de l’efficacité de collision est cependant peu pro-
bable, notamment à cause des différents angles de collision possibles pour un même ratio τd f/τ1,2 (Kamp
et al., 2001). Aussi, une formulation semi-empirique, lissée et continue de l’efficacité de collision est
généralement utilisée (Ross, 1971 ; Coulaloglou et Tavlarides, 1977 ; Chesters, 1991) :

ηCO = exp
−
τd f

τ1,2

 (4.16)

où l’on retrouve bien les conditions aux limites de (4.15) : si τd f � τ1,2, alors ηCO→ 1 ; si τd f � τ1,2, alors
ηCO→ 0.

Pour un écoulement bouillant, l’influence du changement de phase sur le mécanisme de coalescence
peut être prise en compte par l’intermédiaire de l’efficacité de collision, celle-ci s’écrivant alors selon
Saboni et al. (2002) :

ηCO
Γ = exp

− f
τd f

τ1,2

 = ηCO f
(4.17)

où f est un cœfficient permettant de prendre en compte l’accélération ou la décélération du mécanisme de
coalescence par le changement de phase. La modélisation de ce cœfficient étant très complexe (cf. Saboni
et al., 2002), on supposera ici en première approximation que le changement de phase n’influence que
peu le mécanisme de coalescence de bulles, soit f ≈ 1.
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CHAPITRE 4 – COALESCENCE ET FRAGMENTATION DE BULLES

Penchons-nous à présent sur la fermeture des temps caractéristiques τd f et τ1,2 par les modèles de
Prince et Blanch (1990) et Kamp et al. (2001).

• Temps caractéristique de drainage

Comme l’étape de rupture peut être considérée comme instantanée devant l’étape de drainage (Chesters
et Hofman, 1982), le temps caractéristique de drainage est définit comme l’intervalle de temps nécessaire
pour que le film interfacial atteigne l’épaisseur critique à laquelle il va se rompre. Cette épaisseur critique,
notée ~cr, est généralement estimée à 100 Å (Chesters et Hofman, 1982 ; Kim et Lee, 1987), c’est-à-dire
de l’ordre de l’échelle des interactions moléculaires.

L’approche de (Prince et Blanch, 1990), tirée des travaux de Oolman et Blanch (1986), consiste à ré-
soudre une équation différentielle simplifiée décrivant l’amincissement d’un film liquide entre deux in-
terfaces mobiles ; l’écoulement du liquide étant supposé piloté par la pression capillaire uniquement, les
forces de Van der Waals sont donc négligées. L’intégration de cette équation entre l’épaisseur initiale du
film ~0, et l’épaisseur critique ~cr, leur permet d’obtenir une expression pour le temps caractéristique de
drainage :

τd f =
1
8

√
ρc d 3

eq

2σ
ln

(
~0

~cr

)
� 0,814

√
ρc d 3

eq

σ
(4.18)

où ~0 a été prise égale à 100 µm par les auteurs, citant les travaux de Kirkpatrick et Lockett (1974). Dans
cette relation, deq désigne un diamètre représentatif du couple de bulles ; d’après Chesters et Hofman
(1982), ce diamètre peut être pris égal à la moyenne harmonique des diamètres de bulles :

deq(d1, d2) =̂ 2
(

1
d1

+
1
d2

)−1

=
2 d1 d2

d1 + d2
(4.19)

À partir de différents travaux de Chesters (Chesters et Hofman, 1982 ; Chesters, 1991 ; Abid et Ches-
ters, 1994) où le problème du drainage du film entre deux bulles à interfaces déformables a été résolu
numériquement, Kamp et al. (2001) proposent le temps caractéristique de drainage suivant :

τd f ≈
ρc ∆V0 d 2

eq

8σ
(4.20)

où ∆V0 désigne la vitesse relative des bulles au début de la déformation que les auteurs prennent égale à
la vitesse de collision V1,2 (4.13b). Cette relation a été obtenue à partir de considérations dimensionnelles
et en négligeant les effets des forces de Van der Waals ainsi que ceux de la viscosité du gaz.

• Temps caractéristique d’interaction

D’après Prince et Blanch (1990), le temps caractéristique d’interaction de deux bulles dépend à la fois
de leur taille, la surface de contact augmentant avec la taille des bulles, et de l’intensité de la turbulence
du liquide qui va par contre avoir tendance à séparer les deux bulles. Une analyse dimensionnelle permet
aux auteurs d’estimer τ1,2 par le ratio suivant :

τ1,2 ≈
d 2/3

eq

2 2/3 ε
1/3
c

� 0,630
d 2/3

eq

ε
1/3
c

. (4.21)
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d2/2
d1/2

V/2 −V/2 V2
V1

V = V1 − V2

L

1. Phase d’approche

d′
1/2 d′

2/2

V/2 −V/2

z

L = 1
2

(
d′
1
+ d′
2

)
− z

2. Contact et déformation

Fig. 4.5 – Approche et déformation de deux bulles (adapté de Kamp et al., 2001). Notons que
les diamètres des bulles déformées d′1 et d′2 sont légèrement plus grands que les diamètres

initiaux d1 et d2 afin de compenser la déformation des bulles.

Le temps d’interaction tel que modélisé par Prince et Blanch (1990) peut aussi être interprété comme
le temps caractéristique de retournement d’un tourbillon de taille comparable à celle d’une bulle de
diamètre deq. Les auteurs insistent bien sur le fait qu’il ne s’agit que d’une estimation de l’ordre de
grandeur du temps d’interaction et non pas d’un modèle physique fiable.

La modélisation de τ1,2 proposée par Kamp et al. (2001) traduit une physique bien différente, le processus
de coalescence y étant vu comme une compétition entre l’inertie de la collision et la déformation élas-
tique des bulles. En effet, deux bulles entrant en collision se déforment, augmentant ainsi leur énergie de
surface au détriment de leur énergie cinétique. Les bulles décélèrent donc et peuvent même être amenée
rebondir si le film ne se rompt pas avant que leur mouvement ne s’inverse (l’énergie de surface est alors
restituée aux bulles sous forme d’une énergie cinétique négative). Kamp et al. (2001) définissent donc
le temps caractéristique d’interaction comme l’intervalle de temps entre le début de la déformation des
bulles et l’instant où la déformation est maximale, c’est-à-dire juste avant que les bulles ne commencent
à se séparer.

À partir d’un simple bilan énergétique traduisant cette compétition entre l’énergie cinétique et l’énergie
de surface des bulles, Kamp et al. (2001) déterminent une équation différentielle donnant la variation de
la pénétration réciproque des bulles en interaction (cote z sur la figure 4.5). L’intégration de cette équation
différentielle entre le début de la déformation et l’instant où le mouvement s’inverse (c’est-à-dire lorsque
dz/dt =0) leur permet de déterminer τ1,2 :

τ1,2 =
π

4

√
ρc CVM

1,2 d 3
eq

3 σ
(4.22)

où CVM
1,2 désigne le cœfficient de masse ajoutée du couple de bulles en contact, cœfficient pouvant être

exprimé comme une fonction de d2/d1 : 6

CVM
1,2 =

L′′ N′′ − M′′ 2

L′′ − 2 M′′ + N′′
(4.23a)

6. CVM
1,2 est estimé par Kamp et al. (2001) à partir de la définition Ec =̂ 1

2 ρc
π
6 d 3

eq CVM
1,2 V2, où Ec désigne l’énergie cinétique

de l’écoulement potentiel autour de deux sphères solides se rapprochant l’une de l’autre (résultat analytique donné par Lamb,
1932) et V désigne le module de la vitesse relative des deux bulles (définie comme la différence des deux vitesses d’approche,
cf. figure 4.5).
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avec les cœfficients :


L′′�
1

(2 − D?)3 +
3

(4 − D?)3 +
3

(6 − D?)3 (4.23b)

M′′�
251

276
(4.23c)

N′′�
1

D?3 +
3

(2 + D?)3 +
3

(4 + D?)3 (4.23d)

où D? est un diamètre adimensionnel défini comme suit :

D?=
2 d1

d1+ d2
=

2
1+ d2/d1

. (4.23e)

• Expressions finales de l’efficacité de collision

Finalement, on obtient les expressions suivantes pour l’efficacité de collision.

a) Modèle de Prince et Blanch (1990) :

ηCO(d1, d2)= exp
− 1,29

√
ρc

σ
ε

1/3
c d 5/6

eq (d1, d2)
 . (4.24a)

b) Modèle de Kamp et al. (2001) :

ηCO(d1, d2)= exp

−
Kη Ct

√
3

2 π
√

1,61

√
ρc

σ
ε

1/3
c

(
d1+ d2

2

)1/3 
deq(d1, d2)

CVM
1,2 (d1, d2)


1/2 (4.24b)

oùKη est un cœfficient de proportionnalité ajouté par les auteurs pour tenir compte des différentes
approximations faites lors de l’écriture de leur modèle. Ajustée sur une série d’expériences en
microgravité (Kamp, 1996), la valeur de Kη a été fixée à 5,13 par Kamp et al. (2001)

Bien que l’approche de la modélisation de ηCO soit complètement différente pour les deux modèles,
on peut remarquer que dans le cas monodispersé (c’est-à-dire lorsque d1 = d2) les deux expressions se
confondent à une constante près.

4.2.3 Calcul du terme source

En combinant les différentes relations présentées aux paragraphes précédents, on obtient les expres-
sions suivantes pour le terme source de coalescence :

a) Modèle de Prince et Blanch (1990) :

COγ = 0,139 n2 ε
1/3
c

" dmax

dmin

((
d 3

1 + d 3
2

)γ/3− d γ
1 − d γ

2

) (
d1+ d2

)2
√

d 2/3
1 + d 2/3

2

× exp
− 1,29

√
ρc

σ
ε

1/3
c d 5/6

eq (d1, d2)
 Pβ(d1) Pβ(d2) dd1 dd2 . (4.25a)
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4.3 Détermination du terme source de fragmentation

b) Modèle de Kamp et al. (2001) :

COγ = 0,453 Ct n2 ε
1/3
c

" dmax

dmin

((
d 3

1 + d 3
2

)γ/3− d γ
1 − d γ

2

) (
d1+ d2

)7/3

× exp

− 1,11Ct

√
ρc

σ
ε

1/3
c

(
d1+ d2

2

)1/3 
deq(d1, d2)

CVM
1,2 (d1, d2)


1/2

× Pβ(d1) Pβ(d2) dd1 dd2 . (4.25b)

Suite au changement de variable d?i =̂ di/d10, on peut montrer que les intégrales doubles apparaissant
dans ces deux expressions peuvent être exprimées comme des fonctions de deux paramètres adimension-
nels : l’écart type σ̃? et l’efficacité de collision monodisperse ηCO

10 , définie comme l’efficacité de collision
obtenue pour d1 =d2 =d10.

Après quelques calculs et interpolations additionnels (détaillés à l’annexe C.1), le terme source de
coalescence s’exprime finalement selon l’expression approchée suivante :

COγ � KCO n2 ε
1/3
c d γ+7/3

10

(
cγ11 + cγ12 σ̃

? cγ13
)
ηCO

10

(
cγ21+ cγ22 σ̃

?cγ23
)

(C.9)

avec :

a) pour le modèle de Prince et Blanch (1990) :


KCO = 0,0782 (4.25a.1)

ηCO
10 =̂ exp

− 1,29
√
ρc

σ
ε

1/3
c d 5/6

10

 = exp
− 0,912

√
WeT

b (d10)
 (4.25a.2)

b) pour le modèle de Kamp et al. (2001) :


KCO = 0,255 Ct (4.25b.1)

ηCO
10 =̂ exp


− 1,25Ct√
CVM

10

√
ρc

σ
ε

1/3
c d 5/6

10


= exp

− 0,987Ct

√
WeT

b (d10)
 (4.25b.2)

où CVM
10 =̂ CVM

1,2 (d10, d10) � 0,803 (Kamp et al., 2001).

Les valeurs des différents cœfficients d’interpolation cγi j apparaissant dans (C.9) sont données dans
le tableau 4.1 pour les deux modèles de coalescence et les deux PDF qui nous intéressent. On rappelle
également que n peut être exprimée comme une fonction des premières densités de moments grâce à une
relation géométrique propre à chaque type de PDF : la relation (2.56) pour la PDF Q2 et la relation (A.5)
pour la PDF C2.

4.3 Détermination du terme source de fragmentation

Intéressons-nous à présent à la fermeture du terme source de l’équation de transport deMγ (2.44) dû
à la fragmentation de bulles.

De la même façon que pour le terme source de coalescence, on introduit une fréquence de fragmenta-
tion, notée φBU , permettant de quantifier le nombre d’événements de fragmentation par unités de temps
(Coulaloglou et Tavlarides, 1977). 7 À l’instar de Luo et Svendsen (1996), on définit également une

7. À nouveau, le terme fréquence pour désigner φBU est un abus de langage, cette grandeur ayant la dimension de s−1·m−4.
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γ PDF cγ11 cγ12 cγ13 cγ21 cγ21 cγ23

PB
90

1
Q2 -7,448 -1,755 2,159 1,000 0,142 2,035
C2 -7,460 -2,182 2,597 1,000 0,174 2,390

2
Q2 -4,158 -2,136 2,230 1,000 0,215 1,940
C2 -4,176 -2,724 2,725 1,000 0,267 2,287

K
C

C
F0

1 1
Q2 -6,635 -1,615 2,155 0,888 0,255 1,611
C2 -6,647 -2,007 2,597 0,890 0,312 1,917

2
Q2 -3,705 -1,928 2,224 0,887 0,297 1,585
C2 -3,720 -2,458 2,720 0,889 0,370 1,890

Tab. 4.1 – Valeurs des cœfficients d’interpolation du terme source COγ

pour les modèles de coalescence PB90 (Prince et Blanch, 1990) et KCCF01
(Kamp et al., 2001).

fraction volumique de fragmentation, fBV , permettant de caractériser la taille des bulles filles. Pour un
événement de fragmentation binaire, cette nouvelle grandeur s’écrit simplement :

fBV =̂
V1

V1 +V2
=

d 3
1

d 3
1 + d 3

2

(4.26)

où d désigne le diamètre de la bulle mère et d1 et d2 les diamètres des deux bulles filles. Pour la valeur
particulière fBV = 1/2, on parle généralement de fragmentation homogène, autrement dit, les deux bulles
filles ont la même taille.

On écrit le terme source de fragmentation de façon similaire à celui de coalescence, c’est-à-dire
comme la somme des contributions de toutes les bulles mères se fragmentant pour tous les couples
de bulles filles possibles

d1, d2
: 8

BUγ =

∫ 1/2

0

∫ dmax

dmin

∆MBU
γ (d ; fBV ) φBU(d ; fBV ) dd d fBV (4.27)

où ∆MBU
γ correspond à la variation deMγ causée par un événement de fragmentation ; celle-ci peut être

déduite de la figure 4.6 :

∆MBU
γ (d ; fBV ) = d γ

(
fBV
γ/3

+
(
1 − fBV

)γ/3 − 1
)
. (4.28)

Notons que dans le cas de la fragmentation homogène on retrouve l’expression classique du terme
source de fragmentation donnée notamment par Hill (1998) :

BUγ =

∫ dmax

dmin

∆MBU
γ (d, 1

2 ) φBU(d) dd =

∫ dmax

dmin

(
21−γ/3 − 1

)
d γ φBU(d) dd . (4.29)

En considérant que la fragmentation turbulente d’une bulle est causée par la collision de cette bulle
et d’un tourbillon turbulent, on peut définir la fréquence de fragmentation comme le produit d’une fré-
quence d’arrivée des tourbillons sur la surface de la bulle, notée φEA, et d’une probabilité de fragmenta-
tion, notée ηBU et permettant de caractériser l’efficacité de la collision. On définit ainsi (Coulaloglou et
Tavlarides, 1977 ; Prince et Blanch, 1990 ; Luo et Svendsen, 1996) :

8. La borne supérieure de l’intégrale en fBV est fixée à 1/2 car l’intégrande est symétrique par rapport à fBV = 1/2 (Luo et
Svendsen, 1996) ; on évite ainsi de compter deux fois les mêmes couples de bulles filles.
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d/2

V = π
6
d
3

d1/2

d2/2

V2 = (1 − fBV)V

V1 = fBVV

Fig. 4.6 – Schématisation d’un événement de fragmenta-
tion : relations entre les volumes des bulles mère et filles.

φBU(d ; fBV ) =

∫ de,max

de,min

φEA(d, de ; fBV ) ηBU(d, de ; fBV ) dde (4.30)

où l’intégration porte sur la gamme des diamètres des tourbillons susceptibles d’initier un événement de
fragmentation. Si la majorité des auteurs s’accordent sur la forme de la probabilité de fragmentation, il
en va différemment pour l’expression de la fréquence d’arrivée des tourbilons pour laquelle une grande
variété de modèles existe (cf. Liao et Lucas, 2009).

La modélisation du terme source de fragmentation BUγ va être abordée en deux étapes successives.
On se limitera tout d’abord à la modélisation de la fragmentation homogène à l’aide du modèle de Prince
et Blanch (1990), couramment utilisé, puis dans un second temps, le caractère hétérogène du mécanisme
de fragmentation sera pris en compte à l’aide du modèle de Luo et Svendsen (1996).

Notons également que, à l’instar de la modélisation du mécanisme de coalescence, on supposera
négligeable l’influence du changement de phase sur le mécanisme de fragmentation.

4.3.1 Fragmentation homogène

Dans un premier temps, et afin de ne pas compliquer trop grandement les calculs théoriques, on va
supposer le mécanisme de fragmentation comme homogène, autrement dit, les bulles filles résultant d’un
même événement de fragmentation ont la même taille.

• Fréquence d’arrivée des tourbillons

Pour modéliser la fréquence d’arrivée des tourbillons sur la surface de la bulle, Prince et Blanch (1990)
proposent d’utiliser la fréquence de collision utilisée pour la modélisation de la coalescence (cf. équation
4.11). En remplaçant la deuxième bulle par un tourbillon, ils écrivent :

φEA(d, de) = nPβ(d) Fe(de) SCL
b,e (d, de) Vb,e(d, de) (4.31)

où d et de désignent respectivement le diamètre de la bulle et du tourbillon entrant en collision, Fe la
fonction de densité de présence des tourbillons et SCL

b,e et Vb,e respectivement la surface efficace et la
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vitesse de collision. Ces dernières sont modélisées de la même façon que précédemment, en remplaçant
simplement d1 et d2 par d et de dans (4.12a) et (4.13a) :

SCL
b,e (d, de) =

π

4

(
d + de

2

)2

� 0,196
(
d + de

)2
(4.32)

Vb,e(d, de) =

√
vt

2(d) + vt
2(de) �

√
2 ε 1/3

c

√
d 2/3

+ d 2/3
e . (4.33)

La fonction de densité de présence des tourbillons peut quant à elle être déterminée à partir des travaux
d’Azbel et Athanasios (1983) repris ensuite par Hibiki et Ishii (2000) :

d Ne(k)
dk

= 0,1
(
1 − αd

)
k2 (4.34)

où Ne désigne le nombre de tourbillons de longueur d’onde k par unité de volume du liquide. La relation
entre le nombre d’onde et la taille d’un tourbillon est simplement k= 2/de (Tennekes et Lumley, 1972). À
l’aide d’un changement de variable, on en déduit l’expression suivante (Yao et Morel, 2004) :

Fe(de) = 0,8
(
1 − αd

) 1
d 4

e
. (4.35)

Finalement, la fréquence d’arrivée d’un tourbillon turbulent sur la surface d’une bulle s’écrit :

φEA(d) � 0,222
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c

(
d + de

)2

d 4
e

√
d 2/3

+ d 2/3
e Pβ(d). (4.36)

• Probabilité de fragmentation

Nous avons vu au paragraphe 4.1.2 que le potentiel de rupture d’une bulle dans un écoulement turbulent
pouvait être caractérisé par un nombre de Weber turbulent (4.7) dont on rappelle l’expression ici :

WeT
b (d) =

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

σ
. (4.7)

la rupture d’une bulle ayant lieu lorsque la valeur WeT
b dépasse une valeur critique WeT

cr. En conséquence,
Wu et al. (1998) expriment la probabilité de fragmentation de la façon suivante :

ηBU(d) =̂ exp
− WeT

cr

WeT
b (d)

 = exp
− WeT

cr σ

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

 (4.37)

où l’on retrouve l’utilisation d’une fonction exponentielle comme c’était déjà le cas pour la probabilité
de coalescence (4.16).

Le nombre de Weber turbulent critique peut être déterminé à partir des travaux de Sevik et Park (1973).
Ces derniers supposent que la fragmentation turbulente d’une bulle est due à la mise en résonance des os-
cillations naturelles de cette bulle avec les oscillations de la turbulence du liquide. La fréquence naturelle
d’oscillation d’ordre ω d’une bulle sphérique de diamètre d, notée φω, peut être trouvée dans l’ouvrage
de Lamb (1932) :

(
2 π φω

)2
=

8 ω (ω + 1) (ω − 1) (ω + 2)σ(
(ω + 1) ρd + ωρc

)
d 3

. (4.38)
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Le mode 0 correspond à une pulsation de volume, alors que le mode 1 correspond à une oscillation
de translation. Les modes 2 et supérieurs correspondent à des modes entraînant une déformation de la
surface de la bulle avec la création de ω lobes.

Grâce à une analyse dimensionnelle, la fréquence caractéristique de la turbulence du liquide peut être
estimée telle que (Sevik et Park, 1973) :

φt =

√
vt

2

d
(4.39)

où le diamètre de bulle a été pris comme longueur caractéristique. En égalant φω et φt, les auteurs arrivent
à l’expression suivante pour le nombre de Weber critique :

WeT
cr =

2 ω (ω + 1) (ω − 1) (ω + 2)

π 2
(
(ω + 1) ρd/ρc + ω

) . (4.40)

Le deuxième mode d’oscillation étant le plus à même d’initier un événement de fragmentation binaire,
on pose ω=2 et on obtient :

WeT
cr =

48
π 2 (3 ρd/ρc + 2)

. (4.41)

Dans le cas où ρd� ρc, ce qui est le cas pour un écoulement à bulles, l’expression de WeT
cr se simplifie

comme suit :

WeT
cr �

24
π 2 � 2,4. (4.42)

où l’on retrouve une valeur proche de celle proposée par Prince et Blanch (1990), à savoir WeT
cr =2,3.

• Fréquence de fragmentation

Compte tenu des relations (4.36) et (4.37), la fréquence de fragmentation (4.30) s’écrit désormais :

φBU(d) = 0,222
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c Pβ(d) exp
− WeT

cr

WeT
b (d)


∫ de,max

de,min

(
d + de

)2

d 4
e

√
d 2/3

+ d 2/3
e dde . (4.43)

Comme énoncé au début de ce chapitre, il est généralement supposé que seuls les tourbillons de taille
comparable à une bulle sont capables de déformer suffisamment cette bulle pour la conduire à une rup-
ture éventuelle ; Prince et Blanch (1990) proposent ainsi de prendre de,max = d et de,min = Ke d, avec
0<Ke<1 et Ke ≈ 0,2 comme valeur indicative.

Après ajustement de cette constante sur des résultats expérimentaux (expérience DEBORA, cf. para-
graphe 5.3.1), Yao et Morel (2004) proposent par contre Ke≈0,65. En suivant Lehr et al. (2002), selon
qui le diamètre minimal des tourbillons efficaces est égal au diamètre du plus petit fragment de bulle ré-
sultant, on peut déterminer queKe = fBV

1/3
, soit pour une fragmentation homogèneKe≈0,79. La valeurKe

est donc loin d’être universelle ; elle pourra éventuellement être utilisée comme paramètre d’ajustement.

• Calcul du terme source

En combinant les différentes relations présentées aux paragraphes précédents, le terme source de frag-
mention s’écrit :
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γ PDF bγ11 bγ12 bγ13 bγ21 bγ21 bγ23

K e
=

0,
65 1

Q2 1,587 -0,165 0,690 3,653 0,065 -1,079
C2 1,658 -0,519 1,032 3,537 0,672 -1,707

2
Q2 1,480 0,408 1,502 3,780 -0,635 -1,288
C2 1,658 -0,610 2,728 3,623 0,300 -2,454

K e
=

0,
79 1

Q2 0,703 -0,073 0,306 1,617 0,029 -0,478
C2 0,734 -0,230 0,457 1,566 0,297 -0,756

2
Q2 0,655 0,181 0,665 1,673 -0,281 -0,570
C2 0,734 -0,270 1,208 1,604 0,133 -1,087

Tab. 4.2 – Valeurs des cœfficients d’interpolation du terme source BUγ pour le mo-
dèle de fragmentation homogène de Prince et Blanch (1990).

BUγ = 0,222
(
21−γ/3 − 1

) (
1 − αd

)
n ε 1/3

c

×
∫ dmax

dmin

∫ d

Ke d

d γ

d 4
e

(
d + de

)2
√

d 2/3
+ d 2/3

e exp
− WeT

cr σ

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

 Pβ(d) dde dd . (4.44)

Comme pour le calcul du terme source de coalescence, le changement de variable d?i =̂ di/d10 permet
d’écrire l’intégrale double comme une fonction des deux paramètres adimensionnels σ̃? et ηBU

10 , ce der-
nier n’étant autre qu’une probabilité de fragmentation monodisperse définie comme la probabilité de
fragmentation obtenue pour d1 =d2 =d10.

L’intégrale double pouvant être estimée avec une méthode similaire à celle utilisée pour le calcul du terme
source de coalescence (cf. annexe C.2), le terme source de fragmentation peut finalement être approché
par l’expression suivante :

BUγ � 0,167
(
21−γ/3 − 1

) (
1 − αd

)
n ε 1/3

c d γ−2/3
10

×

(
bγ11 + bγ12 σ̃

?+ bγ13 σ̃
?2)

ηBU
10

1/2
+

(
bγ21 + bγ22 σ̃

?+ bγ23 σ̃
?2)

ηBU
10

3/2
 (C.18)

avec :

ηBU
10 =̂ exp

−
WeT

cr σ

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

10

 � exp
− 2,4

WeT
b (d10)

 (4.45)

Les valeurs des différents cœfficients d’interpolation bγi j apparaissant dans (C.18) sont données dans le
tableau 4.2 pour les deux PDF qui nous intéressent et pour différentes valeurs du cœfficientKe. Rappelons
également que n peut être exprimé comme une fonction des premières densités de moments grâce à une
relation géométrique propre à chaque type de PDF : la relation (2.56) pour la PDF Q2 et la relation (A.5)
pour la PDF C2.

4.3.2 Fragmentation hétérogène

On a vu que l’on pouvait assez facilement déterminer un terme source pour le mécanisme de frag-
mentation de bulles en considérant que celui-ci donnait naissance à deux bulles filles de même taille. Si
cette hypothèse de fragmentation homogène permet de s’affranchir de la prise en compte d’une distribu-
tion en taille des bulles filles qui complique grandement le calcul du terme source, elle n’est cependant
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pas très réaliste. En effet, comme le soulignent Luo et Svendsen (1996), la probabilité qu’un événement
de fragmentation donne naissance à deux bulles de volumes identiques est bien plus faible que celle
d’une fragmentation résultant en deux bulles de volumes différents, affirmation d’ailleurs confirmée par
l’expérience (p. ex. Hesketh et al., 1991).

La prise en compte du caractère hétérogène du mécanisme de fragmentation nécessite la connaissance
de la distribution des tailles de bulles filles en fonction de la fraction volumique de fragmentation fBV ,
paramètre défini au début de la section 4.3. Cette nouvelle fonction de distribution a fait l’objet de nom-
breux travaux (Wang et al., 2003 ; Liao et Lucas, 2009 ; Martínez-Bazán et al., 2010) qui ont débouchés
sur deux familles de modèles :

a) les modèles statistiques, où la taille des bulles filles est traitée comme une variable aléatoire dont
la fonction de distribution serait donnée par une loi statistique simple comme par exemple une
loi normale (Valentas et al., 1966 ; Coulaloglou et Tavlarides, 1977) ou une loi bêta (Lee et al.,
1987) ; 9

b) les modèles phénoménologiques, où la fonction de distribution est déterminée à partir d’observa-
tions empiriques et/ou de la théorie ; il en résulte différentes formes de fonction de distribution de
taille de bulles filles : en forme de U (Tsouris et Tavlarides, 1994 ; Luo et Svendsen, 1996), de M
(Lehr et al., 2002 ; Wang et al., 2003) ou encore de cloche (Martínez-Bazán et al., 1999).

Dans cette étude, la fragmentation hétérogène sera traitée à l’aide du modèle de Luo et Svendsen (1996),
largement utilisé dans la littérature et où la fonction de distribution des tailles de bulles filles est calculée
et non présupposée. Détaillons à présent ce nouveau modèle de fragmentation.

• Fréquence d’arrivée des tourbillons

La fréquence d’arrivée des tourbillons sur la surface de la bulle est modélisée par Luo et Svendsen (1996)
de la même manière que Prince et Blanch (1990), à savoir :

φEA(d, de) = nPβ(d) Fe(de) SCL
b,e (d, de) Vb,e(de) (4.46)

où les surface efficace et vitesse de collision SCL
b,e et Vb,e sont cette fois modélisées comme suit :

SCL
b,e (d, de) =

π

4

(
d + de

)2
� 0,785

(
d + de

)2
(4.47)

Vb,e(de) =

√
vt

2(de) �
√

2
(
εc de

)1/3
. (4.48)

La fonction de densité de présence des tourbillons est elle aussi modélisée de la façon similaire aux
travaux de Prince et Blanch (1990) :

Fe(de) = 0,822
(
1 − αd

) 1
d 4

e
(4.49)

où la constante a ici été déterminée d’après les travaux de Tennekes et Lumley (1972).

En définissant ξ? =̂de/d comme le ratio de la taille du tourbillon et de la taille de la bulle, Luo et Svendsen
(1996) expriment finalement la fréquence d’arrivée des tourbillons de la façon suivante :

φEA(d, ξ?) = 0,923
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c d −5/3Pβ(d)
(
1 + ξ?

)2
ξ?
−11/3

. (4.50)

9. La fragmentation homogène peut être attachée à cette famille de modèles en assimilant la fonction de distribution des
bulles filles à une distribution de Dirac centrée sur fBV = 1/2.
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L’introduction du diamètre adimensionnel ξ?va nous permettre de faire apparaître un nombre de Weber
de bulle dans l’expression de la probabilité de fragmentation.

• Probabilité de fragmentation

D’après Luo et Svendsen (1996), la probabilité de fragmentation peut être définie comme la probabilité
qu’un tourbillon de taille de impactant la bulle ait une énergie cinétique supérieure ou égale à l’énergie
de surface minimale nécessaire à la création du couple de bulles filles. Ces deux énergies sont données
respectivement par :

ĕe(d, ξ?) = ρc
π

6
d 3

e
vt

2(de)
2

�
π

6
ρc ε

2/3
c d 11/3 ξ?

11/3 (4.51)

ẽb(d ; fBV ) = π d 2
(

fBV
2/3

+
(
1 − fBV

)2/3 − 1
)
σ (4.52)

d’où les auteurs déduisent une expression pour la probabilité de fragmentation :

ηBU(d, ξ? ; fBV ) = exp
− ẽb(d ; fBV )

ĕe(d, ξ?)

 = exp


−

6
(

fBV
2/3

+
(
1 − fBV

)2/3 − 1
)
σ

ρc ε
2/3
c d 5/3 ξ?

11/3


(4.53)

que l’on peut également réécrire en faisant apparaître le ratio des nombres de Weber critique et turbulent :

ηBU(d, ξ? ; fBV ) = exp
−WeT

cr(ξ
? ; fBV )

WeT
b (d)

 . (4.54)

On rappelle que le nombre de Weber turbulent est défini par (4.7), le nombre de Weber critique étant
quant à lui défini ici par :

WeT
cr(ξ

? ; fBV ) =̂ 12
(

fBV
2/3

+
(
1 − fBV

)2/3 − 1
)
ξ?
−11/3
. (4.55)

Contrairement au modèle de fragmentation homogène de Prince et Blanch (1990), le nombre de Weber
critique dépend ici des diamètres de bulle et de tourbillon par l’intermédiaire de ξ?.

• Fréquence de fragmentation

D’après sa définition (4.30) et le changement de variable ξ? =̂ de/d, la fréquence de fragmentation prend
la forme suivante :

φBU(d ; fBV ) =

∫ ξ?max

ξ?min

φEA(d, ξ?) ηBU(d, ξ? ; fBV ) d dξ? . (4.56)

Comme Prince et Blanch (1990), Luo et Svendsen (1996) font l’hypothèse que seuls les tourbillons ayant
une taille inférieure ou égale à la taille de la bulle sont en mesure d’initier un événement de fragmentation
en cas de collision ; les auteurs proposent ainsi de prendre de,max = d, autrement dit ξ?max =1.

Concernant la borne inférieure de l’intégrale, Luo et Svendsen (1996) suggèrent de prendre la taille
minimale des tourbillons de la zone inertielle de la turbulence, celle-ci pouvant être approchée par
de,min ≈ CT L ν

3/4
c /ε 1/4

c avec 11,4 . CT L . 31,4 (Tennekes et Lumley, 1972) ; on en déduit que :
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ξ?min(d) ≈ CTL
ν

3/4
c

ε
1/4
c d

. (4.57)

Compte tenu de (4.50) et (4.53) la fréquence de fragmentation s’écrit finalement :

φBU(d ; fBV ) = 0,923
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c d −2/3Pβ(d)
∫ 1

ξ?min(d)

(
1 + ξ?

)2

ξ?
11/3

exp
−WeT

cr(ξ
? ; fBV )

WeT
b (d)

 dξ?. (4.58)

• Calcul du terme source

En injectant l’expression de la fréquence de fragmentation (4.58) dans la définition du terme source BUγ

(4.27), on arrive à l’expression suivante :

BUγ = 0,923
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c

∫ 1/2

0

∫ dmax

dmin

∫ 1

ξ?min(d)
d γ−2/3

(
fBV
γ/3

+
(
1 − fBV

)γ/3 − 1
)
Pβ(d)

(
1 + ξ?

)2

ξ?
11/3

× exp


−

12
(

fBV
2/3

+
(
1 − fBV

)2/3 − 1
)

WeT
b (d) ξ?11/3


dξ?dd d fBV (4.59)

où l’on a également tenu compte de la définition de ∆MBU
γ (4.28).

Le fait que la borne inférieure de l’intégrale en ξ? dépende de grandeurs locales de l’écoulement pose
problème. La valeur de ξ?min pouvant varier d’un point à l’autre de l’écoulement, mais aussi d’un écou-
lement à l’autre, on ne peut déterminer une expression analytique et universelle du terme source de
fragmentation. On va cependant supposer que ξ?min garde globalement le même ordre de grandeur pour
les écoulements que l’on va chercher à modéliser dans cette étude, à savoir quatre essais particuliers de
expérience DEBORA qui seront présentés au chapitre 5 (cf. paragraphe 5.3.1). Pour ces quatre essais, les
différentes grandeurs intervenant dans le calcul de ξ?min sont estimées comme suit (Garnier et al., 2001) :

• viscosité cinématique du liquide : νc ≈ 1,2 ·10−7 m2·s−1 ;

• taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente du liquide : εc ≈ 1,5 m2·s−3 ;

• diamètre moyen arithmétique des bulles : d10 ≈ 5 ·10−4 m.

En choisissant arbitrairement CTL≈21,4 , c’est-à-dire la valeur médiane de la gamme proposée par Ten-
nekes et Lumley (1972), on en déduit que ξ?min(d10) =̂ KLS ≈ 0,25, ce cœfficient pouvant éventuellement
servir de paramètre d’ajustement.

L’évaluation de l’intégrale triple apparaissant dans (4.59) est détaillée à l’annexe C.3. Après un série d’in-
terpolations, le terme source de fragmentation hétérogène peut finalement être approché par l’expression
suivante :

BUγ � 0,692 KBVγ
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c d γ−2/3
10

×

(
bγ11 + bγ12 σ̃

?2)
ηBU

10
1/2

+
(
bγ21 + bγ22 σ̃

?
)
ηBU

10
2
+

(
bγ31 + bγ32 σ̃

?
)
ηBU

10
15

 (C.30)

avec :

ηBU
10 =̂ exp

−
12

(
21/3 − 1

)
σ

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

10

 � exp
− 3,119

WeT
b (d10)

 (4.60)

Les valeurs des différents cœfficients d’interpolation KBVγ et bγi j apparaissant dans (C.30) sont données
dans le tableau 4.3 pour les deux PDF qui nous intéressent. Rappelons également que n peut être exprimé
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γ KBVγ PDF bγ11 bγ12 bγ21 bγ22 bγ31 bγ32

1 0,249
Q2 0,169 0,357 3,948 -0,074 14,361 0,317
C2 0,138 0,458 3,965 -0,116 14,288 0,480

2 0,100
Q2 0,130 0,639 3,409 1,340 12,347 5,613
C2 0,062 0,892 3,217 1,703 11,369 7,543

Tab. 4.3 – Valeurs des cœfficients d’interpolation du terme source BUγ pour le modèle de
fragmentation hétérogène de Luo et Svendsen (1996) (KLS =0,25).

comme une fonction des premières densités de moments grâce à une relation géométrique propre à
chaque type de PDF : la relation (2.56) pour la PDF Q2 et la relation (A.5) pour la PDF C2.

4.4 Conclusion

La modélisation de la coalescence et de la fragmentation de bulles est un des points essentiels de
cette étude car ces deux phénomènes impactent directement la distribution des taille de bulles. On a
pu voir que la physique de ces deux phénomènes n’était toujours pas parfaitement comprise, comme
en témoigne la grande variété de modèles qui existent aujourd’hui dans la littérature, ainsi que le grand
nombre d’hypothèses qu’il est nécessaire de formuler pour espérer fermer ces modèles. Dans ce chapitre,
nous nous sommes uniquement intéressés à la modélisation de la coalescence et fragmentation turbulente
de bulles ; les principales hypothèses qui y ont été formulées sont rappelées ci-dessous.

[H13] Les événements de coalescence sont supposés binaires, c’est-à-dire qu’il font intervenir unique-
ment deux bulles mères pour une bulle fille.

[H14] Les écoulements visés par cette étude étant turbulents, on suppose les collisions par agitation
turbulente prédominantes par rapport aux autres sources de collisions.

[H15] L’influence du changement de phase sur les mécanismes de coalescence et fragmentation est
supposée négligeable.

[H16] Les événements de fragmentation sont supposés binaires, c’est-à-dire qu’il font intervenir unique-
ment deux bulles filles pour une bulle mère.

[H17] Les écoulements visés par cette étude étant turbulents, on suppose la rupture par les contraintes
turbulentes du liquide comme la principale source de fragmentation de bulles.

[H18] Seuls les tourbillons de taille comparable à une bulle sont susceptibles de déformer significative-
ment celle-ci.

[H19] La turbulence du liquide est supposée isotrope à l’échelle des bulles.

[H20] Les bulles ont toutes un diamètre compris dans la zone inertielle du spectre de turbulence.

Deux modèles de coalescence ont été adaptés à notre formalisme de modélisation de la polydispersion
en taille, les modèles de Prince et Blanch (1990) et de Kamp et al. (2001), ainsi que deux modèles de
fragmentation, un modèle homogène (Prince et Blanch, 1990) et un modèle hétérogène (Luo et Svendsen,
1996). Les termes sources de coalescence et fragmentation résultants impliquent des intégrales doubles
ou triples qui, bien que non solvables analytiquement, ont pu être déterminées grâce à une méthode
approchée inspirée de celle utilisée par Kamp dans sa thèse (1996).

Finalement, au regard de la complexité des modèles utilisés, des expressions plutôt simples on pu
être obtenues pour les différents termes sources. Ces expressions présentent en outre l’avantage d’être
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indépendantes de la forme de la PDF utilisée pour caractériser la polydispersion en taille de la population
de bulles (PDF Q2 ou C2).

Les différents modèles de coalescence et fragmentation décrits dans ce chapitre seront confrontés au
chapitre 8 à l’aide d’une simulation numérique d’un essai de la base de données DEBORA.
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Chapitre 5

Changement de phase

Ce cinquième chapitre aborde la fermeture des termes sources liés au changement de phase dans le
cadre de la modélisation des écoulements bouillants sous-saturés, 1 et plus particulièrement de l’ex-

périence DEBORA. Celle-ci consite en un écoulement à bulles ascendant dans une conduite verticale ;
la paroi du tube étant en partie chauffée les bulles de vapeur y sont créées par nucléation pariétale (cf.
Garnier et al., 2001).

On traitera dans ce chapitre uniquement du changement de phase dans le cœur de l’écoulement ;
pour un écoulement sous-saturé, celui-ci se résume principalement à de la condensation de vapeur. La
nucléation des bulles de vapeur ne sera donc pas traitées ici : la température du liquide étant inférieure à
sa température de saturation dans la majeur partie de l’écoulement, la naissance des bulles est supposée
être localisée uniquement près des parois chauffées, c’est-à-dire là où le liquide est localement surchauffé.
Cette nucléation hétérogène sera traitée comme une condition aux limites du système.

Ce chapitre est divisé en trois parties. Après une première partie donnant quelques généralités sur la
condensation d’une bulle de vapeur dans un liquide sous-saturé, la fermeture proprement dite des termes
liés au changement de phase sera abordée à la section 5.2 en essayant une nouvelle fois de prendre en
compte au maximum la polydispersion en taille de la population de bulle ainsi que la polydispersion
en vitesse qui en découle. Enfin, dans une troisième section on tentera d’évaluer l’influence de la prise
en compte de la polydispersion sur la modélisation du flux de chaleur moyen entre le liquide et les
interfaces des bulles, ce flux jouant un rôle prépondérant dans la modélisation du taux de changement de
phase moyen.

5.1 Condensation d’une bulle de vapeur dans un liquide sous-saturé

Intéressons-nous tout d’abord au problème de la condensation d’une bulle de vapeur dans un liquide
sous-saturé.

Cette problématique a déjà été l’objet de nombreuses études théoriques, expérimentales ou numé-
riques (p. ex. Zuber, 1961 ; Florschuetz et Chao, 1965 ; Theofanous et al., 1969 ; Akiyama, 1973 ; Chen
et Mayinger, 1992 ; Legendre et al., 1998). Celles-ci s’accordent sur le fait que la condensation d’une
bulle de vapeur est contrôlée principalement par deux mécanismes :

1. Par écoulement sous-saturé on entend un écoulement où le liquide porteur présente une température moyenne sur la
section droite de la conduite inférieure à sa température de saturation.
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Fig. 5.1 – Condensation d’une bulle de vapeur au repos
plongée dans un liquide sous-saturé (Theofanous et al.,
1969) : évolution du diamètre de bulle en fonction du

temps pour différents régimes thermiques.

a) les échanges de chaleur à l’interface de la bulle ;

b) l’inertie du liquide lorsque celui-ci prend la place de la vapeur condensée.

Theofanous et al. (1969) ont résolu le problème de la condensation d’une bulle de vapeur au repos plon-
gée dans un liquide sous-saturé, et ce pour différents régimes de condensation : un régime thermique
(heat transfer solution) où la condensation est uniquement contrôlée par les échanges de chaleur à l’in-
terface, un régime inertiel (inertia solution) où la condensation est uniquement contrôlée par l’inertie du
liquide, ainsi que trois régimes mixtes intermédiaires. La figure 5.1 tirée de leurs travaux montre l’évolu-
tion du diamètre de la bulle de vapeur pour ces différents régimes. Il apparaît clairement sur cette figure
que les temps caractéristiques des régimes thermique et inertiel ne sont pas du tout du même ordre de
grandeur.

Comme reporté dans les différentes études précédemment citées, et notamment celle de Zuber (1961),
la condensation d’une bulle suit le régime inertiel si le liquide environnant est fortement sous-saturé.
Dans le cas contraire où la température du liquide est assez proche de la température de saturation, le
régime inertiel ne prédomine plus que dans les premiers instants de la condensation, le régime thermique
devenant rapidement le mécanisme moteur du processus (Akiyama, 1973 ; Legendre et al., 1998).

Suite à leur travaux expérimentaux, Chen et Mayinger (1992) ont déterminé un critère permettant
de distinguer quel régime de condensation est prédominant en fonction des caractéristiques thermophy-
siques du système. D’après ces auteurs :

• lorsque Jac & 100, la condensation d’une bulle est pilotée par l’inertie du liquide environnant ;

• lorsque Jac . 80, la condensation est pilotée par les échanges de chaleur à l’interface de la bulle ;
avec Jac le nombre de Jakob du liquide. Ce nombre adimensionnel représente le rapport de la chaleur
sensible du liquide sur la chaleur latente :

Jac =̂
ρc

ρd

Cpc

(
θsat − θc

)

Lv
(5.1)

où Lv désigne la chaleur latente de vaporisation du fluide.
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5.2 Détermination des termes sources liés au changement de phase

Les écoulement bouillants que l’on souhaite modéliser dans cette étude présentent globalement un
nombre de Jakob de l’ordre de l’unité (cf. Garnier et al., 2001). On peut donc légitimement faire l’hypo-
thèse d’une condensation uniquement pilotée par les échanges de chaleur à l’interface des bulles.

5.2 Détermination des termes sources liés au changement de phase

Dans le cadre précisé plus haut, on se propose de déterminer les termes sources de notre modèle à deux
fluides hybride qui sont liés au changement de phase hors nucléation. On va voir que des expressions po-
lydisperses de ces termes sources peuvent être obtenues ; en plus de dépendre des paramètres statistiques
de la fonction de distribution en taille de la population de bulles, ces expressions particulières tiendront
également compte de la dépendance en diamètre de la vitesse terminale des bulles.

Comme ce fut le cas au chapitre précédent lors de la détermination des forces hydrodynamiques
moyennes, on va s’intéresser en premier lieu aux transferts de masse et d’énergie à l’interface d’une
bulle particulière de la population. Les termes sources moyens seront ensuite obtenus à l’aide d’une
moyenne de population faisant intervenir la fonction de distribution des bulles.

• Condition de saut et bilan thermique à l’interface d’une bulle

Le but de ce paragraphe est de déterminer une expression pour le flux surfacique de transfert de masse
de la phase dispersée ṁd à l’interface d’une bulle test.

Pour ce faire, revenons rapidement à l’équation de saut d’enthalpie donnée au premier chapitre. Cette
relation valable en tout point de l’interface de la bulle test s’écrit (cf. équation 1.12) :

ṁd
(
id − ic

)
+ ṁd

(v 2
d

2
− v 2

c

2

)
− ṁd

(
vd · vI − vc · vI

)

+
(
τd · nd

)
·
(
vd − vI

)
+

(
τc · nc

)
·
(
vc − vI

)
− qd · nd − qc · nc = 0. (5.2)

Puisque l’on suppose le changement de phase principalement piloté par les échanges de chaleur à l’inter-
face, on peut négliger les termes d’énergie mécanique (énergie cinétique et dissipation visqueuse) devant
les flux de chaleur et la chaleur latente de vaporisation. Aussi, on arrive à une condition de saut simplifiée
largement utilisée dans la littérature (p. ex. Achard, 1978 ; Ishii et Hibiki, 2006) :

ṁd
(
id,I − ic,I

)
− qd · nd − qc · nc � 0. (5.3)

où l’on a rajouté les indices I pour se souvenir que cette relation n’est valable qu’à l’interface de la bulle.
Notons que si l’on suppose en outre que l’interface de la bulle est à la température de saturation (H7),
les enthalpies id,I et ic,I peuvent alors être remplacées par les enthalpies de saturation correspondantes,
notées respectivement Id,sat et Ic,sat. 2

Comme énoncé à la fin du premier chapitre, la bulle est supposée avoir une température homogène
égale à la température des interfaces (hypothèse H6). Aussi, on peut supposer que la cinématique de
condensation de la bulle est pilotée par l’échange de chaleur interface/liquide. Le flux surfacique qd ·nd

permettant uniquement de maintenir la température de la bulle à la température de saturation, il agit quasi
instantanément, laissant le seul flux qc · nc contrôler l’évolution du taux de transfert de masse ṁd. Par
conséquent, le flux surfacique qd ·nd ne sera pas pris en compte dans le calcul de ṁd.

2. La différence entre Id,sat et Ic,sat n’est autre que la chaleur latente de vaporisation du fluide.
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Finalement, l’intégration de l’équation de saut (5.3) sur toute la surface de la bulle, en se souvenant que
ṁd est supposé être régulièrement réparti sur toute cette surface, permet d’arriver à la relation :

ṁd � − ΦI→c

π d 2
(
id,I − ic,I

) � − ΦI→c

π d 2 Lv
(5.4)

où Lv désigne la chaleur latente de vaporisation et ΦI→k le flux de chaleur interface/phase k défini tel
que :

ΦI→k =̂ −
∮

qk · nk dS. (5.5)

La modélisation de ce flux est abordée dans le prochain paragraphe.

• Modélisation du flux de chaleur interface/liquide

Le flux de chaleur interface/liquide peut être modélisé en introduisant un cœfficient de transfert ther-
mique, lui-même modélisé à l’aide d’un nombre de Nusselt :

ΦI→c =
Nuc λc

d
π d 2

(
θsat − θc

)
(5.6)

où Nuc désigne le nombre de Nusselt du liquide, λc et θc respectivement la conductivité thermique et la
température du liquide et θsat la température de saturation.

Commentaires bibliographiques

Pour modéliser Nuc, on trouve dans la littérature de nombreuses corrélations analytiques ou empiriques
(Zeitoun et al., 1995 ; Park et al., 2007). On en retiendra quatre particulières régulièrement citées ; celles-
ci sont données dans le tableau 5.1.

La corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b) a été développée pour caractériser l’évaporation d’une
goutte d’eau au repos par convection forcée dans un écoulement d’air surchauffé. Les travaux théoriques
de Rückenstein (1959) se sont focalisés quant à eux sur la croissance d’une bulle de vapeur dans un
écoulement potentiel de liquide surchauffé. Les corrélations d’Akiyama (1973) et de Chen et Mayinger
(1992) ont par contre été développées pour la configuration qui nous intéresse, à savoir la condensation
d’une bulle de vapeur dans un liquide sous-saturé. Si Akiyama (1973) s’est uniquement intéressé à des
bulles de vapeur d’eau, Chen et Mayinger (1992) ont quant à eux ajusté les cœfficients de leur corrélation
en utilisant différents fluides (eau, éthanol, propanol et fréon R113), ce qui en fait a priori la corrélation
la plus fiable et la mieux adaptée à notre cas de figure.

Bien que largement utilisée dans les modèle moyennés, ces corrélations sont critiquable sur un point :
elles ne tiennent pas compte d’un quelconque effet collectif, c’est-à-dire de la présence éventuelle d’autres
bulles de vapeur à proximité de la bulle test. L’influence des autres bulles de la population sur le taux de
condensation de notre bulle test peut être illustrée par au moins deux mécanismes : d’une part, la proxi-
mité des couches limites thermiques autour des bulles joue sur la température du liquide environnant et,
d’autre part, la turbulence de sillage des bulles environnantes améliore le brassage du liquide sous-saturé
et ainsi l’extraction de la chaleur des bulles.

Si Rückenstein (1959) recommandait déjà de considérer l’effet collectif, la complexité engendrée par la
prise en compte de ce phénomène dans les modèles analytiques ou dans l’exploitation de données ex-
périmentales n’a pour l’instant pas permis l’émergence d’un grand nombre de corrélations multi-bulles.

3. Corrélation utilisée par défaut dans le code NEPTUNE_CFD (cf. Laviéville et al., 2006).
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Auteurs Nombre de Nusselt Domaine de validité

Ranz et Marshall (1952a,b) 3 Nuc = 2 + 0,55 Re
1/2

b Pr
1/3
c 0 < Reb < 200

Rückenstein (1959) Nuc =

√
4
π

Re
1/2

b Pr
1/2
c 0 < Reb < 1600 − 1800

Akiyama (1973) Nuc = 0,37 Re0,6
b Pr

1/3
c Non disponible

Chen et Mayinger (1992) Nuc = 0,185 Re0,7
b Pr0,5

c 0 < Reb < 10 000
2 < Prc < 15
1 < Jac < 80

Tab. 5.1 – Liste de corrélations pour le nombre de Nusselt du liquide.

On peut toutefois citer la corrélation de Zeitoun et al. (1995) qui proposent d’inclure le taux de présence
αd dans le nombre de Nusselt ; malheureusement, les auteurs utilisent un taux de présence moyenné sur
la section de l’écoulement (modèle monodimensionnel) incompatible avec notre modélisation tridimen-
sionnelle.

Les récents progrès de la simulation numérique des écoulements diphasiques à l’échelle locale permet
cependant d’envisager une nouvelle catégorie de modèles de condensation multi-bulles, à savoir les mo-
dèles développés à l’aide de calculs DNS (Bois et al., 2010 ; Bois, 2011). Cet outil numérique permet en
effet d’accéder à la représentation locale et complète de l’écoulement dans des configurations relative-
ment complexes. Bois (2011) propose ainsi d’écrire les corrélations multi-bulles sous la forme :

Nu∗c = Nuc
(
1+ ϕ(αd)

)
(5.7)

permettant de ce fait au nombre de Nusselt multi-bulles Nu∗c de tendre vers un nombre de Nusselt pour
une bulle isolée lorsque le taux de présence de la phase dispersée tend vers 0 ; reste toutefois à déterminer
la forme de la fonction du taux de présence des bulles. Suite à différents calculs DNS, Bois (2011) a pu
montrer que la proximité des autres bulles de la population était responsable d’une augmentation du taux
de transfert de masse d’une bulle de l’ordre de 20% pour la gamme 4% ≤ αd ≤ 7.5%. Bois concède
toutefois que des travaux complémentaires sont nécessaires pour confirmer cette tendance, élargir sa
gamme de validité et arriver à écrire une corrélation de Nusselt multi-bulles générale.

En l’absence de corrélation fiable prenant en compte l’effet collectif, on se limitera ici à l’utilisation
des corrélations présentées dans le tableau 5.1. Bien que les domaines de validité et d’application de
ces corrélation ne soient pas toujours en adéquation avec la gamme d’écoulements bouillants visés par
cette étude, on supposera qu’elles permettent néanmoins d’obtenir des approximations raisonnables du
nombre de Nusselt recherché.

Nombre de Nusselt fonction de la taille de bulle

Les différentes corrélations du tableau 5.1 donnent le nombre de Nusselt du liquide comme une fonction
de deux autres nombres adimensionnels :

a) le nombre de Reynolds de bulle, Reb, déjà rencontré au précédent chapitre :

Reb =̂
‖∆v‖ d
νc

(3.1)

où la norme de la vitesse relative ‖∆v‖ peut être approchée par la composante axiale de la vitesse
terminale de bulle ∆vz dans le cas d’un écoulement ascendant (cf. équation 3.17) ;
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b) le nombre de Prandtl du liquide, Prc, qui correspond au rapport de la diffusion visqueuse sur la
diffusion thermique dans le liquide :

Prc =̂
Cpc µc

λc
(5.8)

où Cpc désigne la chaleur spécifique à pression constante du liquide et µc sa viscosité dynamique.

De façon à pouvoir aisément confronter les différentes corrélations du tableau 5.1, on utilisera une for-
mulation paramétrée du nombre de Nusselt :

Nuc = c0 + c1 Rec2
b Pr c3

c . (5.9)

Une expression de Nuc fonction du diamètre de bulle peut être déterminée en remplaçant dans le nombre
de Reynolds de bulle ‖∆v‖ par l’expression approchée de la vitesse relative axiale, à savoir les relations
(3.26), (3.29) et (3.31) selon le régime de traînée de la bulle. On obtient les expressions suivantes.

a) Bulles sphériques (d < dD12
rac < dD23

rac ) :

Nuc1(d) = c0 + c1




5
9

(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
g d 3

ν 2
c


4/7

︸                                ︷︷                                ︸
Reb1(d)



c2

Pr c3
c . (5.10a)

b) Bulles ellipsoïdales (dD12
rac < d < dD23

rac ) :

Nuc2(d) = c0 + c1


2

(
1 − αd

ϕD(αd)

) (
1 − ρd

ρc

)
ζ

d
g d 3

ν 2
c


1/2

︸                                    ︷︷                                    ︸
Reb2(d)



c2

Pr c3
c . (5.10b)

c) Cap-bubbles (dD12
rac < dD23

rac < d) :

Nuc3(d) = c0 + c1




1
2

(
1

1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
g d 3

ν 2
c


1/2

︸                                 ︷︷                                 ︸
Reb3(d)



c2

Pr c3
c . (5.10c)

Comme pour le calcul des forces hydrodynamiques moyennes, la prise en compte simultanée de ces trois
régimes de condensation va être possible grâce à la forme intégrale de la moyenne de population.

• Détermination des termes de transfert moyens

On se propose à présent de déterminer les termes de transfert moyens liés au changement de phase que
nous avons rencontrés aux chapitres 1 et 2, à savoir :

a) le terme source de l’équation de bilan surMγ que l’on dénommera taux de changement de phase
géométrique moyen (cf. équation 2.44) :

Γγ =̂
2 γ
ρd

n
{
ṁd dγ−1

}
(5.11)

b) le terme source du bilan moyen de masse, aussi appelé taux de changement de phase moyen
(cf. équation 1.85c) :

Γ =̂ π n
{
ṁd d 2

}
(5.12)
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5.2 Détermination des termes sources liés au changement de phase

où l’on a vu que le flux surfacique de transfert de masse ṁd s’exprimait comme une fonction du diamètre
de bulle (cf. équations 5.4 et 5.6).

Taux de changement de phase géométrique moyen

En combinant les relations (5.4) et (5.6) ainsi que les expressions des différents nombre de Nusselt, le
taux de changement de phase géométrique moyen peut s’écrire sous la forme :

Γγ =− 2 γ
ρd

λc

(
θsat − θc

Lv

)
n

c0

IPC
γ0︷                 ︸︸                 ︷

∫ dmax

dmin

β γ−2 Pβ(β) dβ + c1 Pr c3
c



IPC
γ1︷                              ︸︸                              ︷

∫ dD12
rac

dmin

β γ−2 Reb
c2

1 (β) Pβ(β) dβ

+

∫ d
D23
rac

dD12
rac

β γ−2 Reb
c2

2 (β) Pβ(β) dβ
︸                                ︷︷                                ︸

IPC
γ2

+

∫ dmax

d
D23
rac

β γ−2 Reb
c2

3 (β) Pβ(β) dβ
︸                                ︷︷                                ︸

IPC
γ3



 . (5.13)

Le calcul des différentes intégrales est détaillé à l’annexe D ; on arrive finalement à l’expression suivante :

Γγ = − 2 γ
ρd

λc Nuc
∗∗
γ

d 2
10

(
θsat − θc

Lv

)
Mγ (D.8)

où Nuc
∗∗
γ désigne un nombre de Nusselt géométrique donné respectivement par les équations (D.9a) et

(D.9b) pour les lois Q2 et C2.

Taux de changement de phase moyen

En suivant la même démarche que précédemment, le taux de changement de phase moyen s’écrit :

Γ =− π λc

(
θsat − θc

Lv

)
n

c0

d10︷             ︸︸             ︷
∫ dmax

dmin

β Pβ(β) dβ + c1 Pr c3
c



IPC
31︷                         ︸︸                         ︷

∫ dD12
rac

dmin

β Reb
c2

1 (β) Pβ(β) dβ

+

∫ d
D23
rac

dD12
rac

β Reb
c2

2 (β) Pβ(β) dβ
︸                           ︷︷                           ︸

IPC
32

+

∫ dmax

d
D23
rac

β Reb
c2

3 (β) Pβ(β) dβ
︸                           ︷︷                           ︸

IPC
33



 (5.14)

où l’on retrouve les mêmes termes intégraux que pour Γγ avec cette fois-ci γ = 3 (cf. annexe D). En se
servant des relations géométriques (B.9), on peut déterminer une expression de Γ proportionnelle à la
concentration d’aire interfaciale :

Γ = − λc Nu∗∗c
d10

(
θsat − θc

Lv

)
aI (5.15)

où Nu∗∗c désigne un nombre de Nusselt polydisperse dépendant de la forme de la loi choisie pour modéliser
Pβ :
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NucQ2 =

(
5

σ̃? 2+ 5

) c0 + c1 Prc3
c

(
Re

c2

110 ϕQ2(c?31,d
?
min , d

D12?
rac )

+ Re
c2

210 ϕQ2(c?32, d
D12?
rac , dD23?

rac ) + Re
c2

310 ϕQ2(c?33, d
D23?
rac ,d ?

max)
) (5.16a)

NucC2 =

(
σ̃?− 5

)2

5
(
σ̃? 2− 2 σ̃?+ 5

)
c0 + c1 Prc3

c

(
Re

c2

110 ϕC2(c?31,d
?
min , d

D12?
rac )

+ Re
c2

210 ϕC2(c?32, d
D12?
rac , dD23?

rac ) + Re
c2

310 ϕC2(c?33, d
D23?
rac ,d ?

max)
) (5.16b)

avec les cœfficients :



c?31 = 12
7 c2 + 1 (5.16c)

c?32 = c2 + 1 (5.16d)

c?33 = 3
2 c2 + 1. (5.16e)

Dans ces équations, Re110, Re210 et Re310 correspondent respectivement au nombre de Reynolds de bulle
Reb1, Reb2 et Reb3 définis avec d =d10.

Rappelons que d ?
min et d ?

max sont des fonctions de σ̃? différentes pour les deux PDF ; elles sont données
respectivement par les systèmes (2.66) et (A.12) pour les lois Q2 et C2. Les diamètres de raccord dD12

rac et
dD23

rac sont quant à eux donnés respectivement par les relations (3.32) et (3.33), leur forme sans dimension
dD?

rac étant simplement obtenue en divisant les expressions originales par le diamètre moyen d10.

5.2.1 Autres fermetures

Penchons-nous à présent sur les termes sources liés au changement de phase apparaissant dans les
bilans moyens d’enthalpie et de quantité de mouvement présentés au premier chapitre.

• Échange d’énergie aux interfaces

D’après la relation (5.5), l’échange d’énergie entre le liquide et les bulles apparaissant dans les bilans
moyens d’enthalpie (1.113) peut être exprimé comme suit :

Π∗ + ΓI∗ = − n {ΦI→c} + Γ Ic,sat (5.17)

où, pour rester cohérent avec les hypothèses faites pour établir la relation (5.4), on a choisi de modéliser
le flux Γ I∗ par le produit Γ Ic,sat, les interfaces étant supposées être à saturation.

En appliquant l’opérateur de moyenne de population à la relation (5.4), on obtient une relation reliant le
flux de chaleur interface/liquide moyen au taux de changement de phase moyen :

Πc =̂ n {ΦI→c} = −Lv Γ (5.18a)

= − λc Nu∗∗c
d10

(
θsat − θc

)
aI (5.18b)

et on en déduit que :
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Π∗ + ΓI∗ = Γ
(
Lv − Ic,sat

)
= − λc Nu∗∗c

d10

(
Id,sat

Id,sat − Ic,sat

) (
θsat − θc

)
aI (5.19)

où le nombre de Nusselt polydisperse Nu∗∗c est donné par les relations (5.16).

• Force de recul

On rappelle que la force de recul, notée Γ V∗, apparaît au second membre des équations de quantité de
mouvement moyennes (1.102a) et (1.102b) écrites au premier chapitre.

La vitesse V∗ étant forcément comprise entre Vc et Vd, différents auteurs (Young, 1995 ; Bdzil et al.,
1999 ; Lhuillier, 2003) proposent de modéliser V∗par l’expression suivante :

V∗=
Vc + Vd

2
. (5.20)

Comme le souligne Lhuillier (2003), cette expression particulière pour V∗ permet limiter l’influence de
la vitesse relative des deux phases dans le changement de phase, ce dernier étant supposé être piloté
essentiellement par le déséquilibre thermodynamique des deux phases.

5.2.2 Conclusion sur la fermeture des termes liés au changement de phase

Dans cette section, la fermeture des termes sources liés au changement de phase a été effectuée pour
le cas particulier des écoulements bouillants sous-saturés.

Le flux surfacique de masse à l’interface d’une bulle a pu être déterminé en simplifiant la condition
de saut d’enthalpie à l’interface en faisant quelques hypothèses propres aux écoulement bouillants visés
par cette étude.
[H21] Le changement de phase est piloté par les échanges de chaleur aux interfaces des bulles (Jac< 80 ;

Chen et Mayinger, 1992).

[H22] Le flux de chaleur interface/vapeur est quasi instantané, laissant le flux de chaleur interface/liquide
piloter la cinématique de changement de phase.

Nous avons ainsi pu montrer que le taux de changement de phase moyen était directement propor-
tionnel au flux de chaleur interface/liquide moyen, ce flux de chaleur pouvant quant à lui être déterminé
en introduisant un nombre de Nusselt. Différentes corrélations empiriques ou analytiques ont proposées
pour modéliser ce nombre adimensionnel. De façon à pouvoir confronter plusieurs corrélations de la
littérature, nous avons utilisé ici une écriture paramétrée du nombre de Nusselt, fonction des nombres de
Reynolds et de Prandtl comme la grande majorité des corrélations de la littérature.

À l’instar des forces hydrodynamiques moyennes déterminées au chapitre précédent, les termes sources
liés au changement de phase ont pu être écrits en prenant en compte la polydispersion en taille de la po-
pulation de bulles ainsi que la polydispersion en vitesse qui en découle, et ce grâce à la forme particulière
de la moyenne de population.

5.3 Évaluation de l’influence de la polydispersion en taille sur le change-
ment de phase

Dans la section précédente, on a vu que le taux de changement de phase moyen Γ dépendait directe-
ment du flux de chaleur interface/liquide moyen, d’où l’importance de ce dernier dans la modélisation
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des écoulements bouillants sous-saturés. Une expression polydisperse de ce flux de chaleur moyen a pu
être déterminée, celle-ci dépendant entre autres des paramètres statistiques de la fonction de distribution
en taille des bulles.

On se propose à présent d’évaluer l’influence de la polydispersion en taille sur le changement de phase
par l’intermédiaire de ce flux de chaleur moyen. En combinant les équations de la section précédente,
celui-ci peut se mettre sous la forme :

Πc =̂ n {ΦI→c} = π n λc
(
θsat − θc

)∫ dmax

dmin

β Nuc(β) Pβ(β) dβ (5.21)

le nombre de Nusselt étant une fonction du diamètre de bulle par l’intermédiaire du nombre de Reynolds.

L’influence de la polydispersion sur Πc va être évaluée en comparant différentes expressions de ce flux
obtenues en utilisant successivement une PDF empirique, les lois Q2 et C2, et différentes distributions
monodisperses pour modéliser Pβ(β).

Avant toute chose, commençons par décrire l’expérience DEBORA qui nous servira de référence
expérimentale.

5.3.1 Présentation de l’expérience DEBORA

L’expérience DEBORA a été développée au CEA Grenoble afin d’étudier les écoulements bouillants
sous-saturés dans les conditions des Réacteurs à Eau Pressurisés (REP) (Cubizolles, 1996 ; Manon, 2000 ;
Garnier et al., 2001).

• Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est consitué d’un tube vertical de diamètre interne égal à 19,2 mm divisé en
trois section distinctes :

a) une section d’entrée adiabatique de longueur égale à 1 m ;

b) une section uniformément chauffée par effet Joule longue de 3,5 m ;

c) une section de sortie adiabatique d’environ 0,5 m.

Un schéma du dispositif expérimental est donné à la figure 5.2.

Le fréon R-12 a été choisi comme fluide simulant afin de reproduire les conditions d’écoulement dans
un sous-canal réacteur d’un REP (P∼150 bar et θ∼300 °C), mais à pression et à température plus basse
(cf. tableau 5.2). Le fluide est injecté à l’état liquide en bas de la section d’essai puis s’écoule le long du
tube de manière ascendante. Dans la section chauffée, des bulles de vapeur sont générées par nucléation
sur les parois et se condensent dans le cœur de l’écoulement au contact du liquide sous-saturé.

Une sonde optique positionnée en fin de longueur chauffée permet de mesurer les profils diamétraux des
grandeurs géométriques du milieu diphasique (taux de présence de la vapeur et distribution en diamètre
des bulles), l’écoulement étant supposé axisymétrique. Une bi-sonde optique est utilisée afin de détermi-
ner la vitesse moyenne du gaz. Des mesures de température et de pression sont également effectuées à
l’entrée et à la sortie de la section d’essai.

À la vue de l’ensemble des résultats disponibles, quatre essais ont été sélectionnés dans la banque d’essais
proposée par Garnier et al. (2001) ; leur paramètres de contrôle sont donnés dans le tableau 5.2.
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Section de mesure de
la pression et de la
température de sortie

Section de mesure
de la sonde optique

Tube chauffant

Longueur = 3,5 m
Rext = 10,6 mm
Rint = 9,6 mm

Direction de
l’écoulement

1 m

Section de mesure de
la pression et de la
température d’entrée

Fig. 5.2 – Schématisation de la section d’essai de l’expérience DEBORA
(adapté de Manon, 2000).

No de
l’essai

Pression
(bar)

Débit massique
entrant

(kg·m−2·s−1)

Température
d’entrée

(°C)

Flux de chaleur
en paroi

(kW·m−2)

1 14,59 2027 28,52 73,161
2 14,59 2030 31,16 72,054
3 26,15 2003 62,73 73,890
4 26,15 1985 70,53 72,722

Tab. 5.2 – Paramètres de contrôle des quatre essais DEBORA sélectionnés
(Garnier et al., 2001).
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• Détermination expérimentale de la fonction de distribution des tailles de bulles

Le contenu de ce paragraphe est tiré en grande partie des thèses de Cubizolles (1996) et Manon (2000),
documents auxquels pourra se référer le lecteur intéressé par plus de détails sur la méthode expérimentale
et le traitement des données obtenues.

En chaque point de mesure d’abscisse radiale r, une fonction de distribution des temps vapeur, notée
Htv , est mesurée par la sonde optique. À l’aide d’une méthode de régression non linéaire, cette fonction
de distribution est ensuite approchée par la fonction analytique suivante (Garnier et al., 2001) :

Htv(tv ; r) �
(
b1(r) t 3

v + b2(r) b 2
4 (r) t 2

v + b2(r) tv
)

e− b3(r) t 2
v − b 2

4 (r)tv (5.22)

où b1, b2, b3 et b4 sont les cœfficients d’interpolation et tv désigne le temps vapeur, c’est-à-dire le temps
passé par la sonde dans la vapeur par rapport au temps d’échantillonage. La distribution en diamètre de
la population de bulles est ensuite déduite deHtv à l’aide de la relation :

Hβ(β ; r) = − 2
πVb(r)

∂

∂β


Htv(

β
Vb(r) ; r)

β

 (5.23)

où Vb désigne la vitesse moyenne des bulles obtenue en chaque point de mesure. L’application de cette
formule de transformation donne :

Hβ(β ; r) =
(
B3(r) β3 + B2(r) β2 + B1(r) β

)
e−B5(r) β2−B4(r) β (5.24a)

avec les cœfficients :


B1(r) =
−4 b1(r) + 4 b2(r) b3(r) + 2 b2(r) b 4

4 (r)

πV 4
b (r)

(5.24b)

B2(r) =
4 b2(r) b3(r) b 2

4 (r) + 2 b1(r) b 2
4 (r)

πV 5
b (r)

(5.24c)

B3(r) =
4 b1(r) b3(r)

πV 6
b (r)

(5.24d)

B4(r) =
b 2
4 (r)

Vb(r)
(5.24e)

B5(r) =
b3(r)

V 2
b (r)

(5.24f)

La fonction de densité de probabilité des tailles de bulles est obtenue en normalisantHβ :

Pβ(β ; r) =
Hβ(β ; r)∫
Hβ(β ; r) dβ

. (5.25)

Un exemple de PDF expérimentale obtenue sur DEBORA est présenté sur les figures 5.3 et 5.4.

5.3.2 Calcul du flux de chaleur interface/liquide moyen

Dans un soucis de simplification, et au regard des distributions en taille des bulles obtenues sur
DEBORA, on se limitera ici à la prise en compte du premier régime de traînée pour le calcul du nombre
de Nusselt du liquide, les bulles restant globalement suffisamment petites pour être supposées sphériques.
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0.0 0.4 0.8 1.2 1.6
d (m) ×10−3

0.5
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P β(
d)

×103

d10
d20
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d30

d31

d32

d43

PDF expérimentale

Fig. 5.3 – Exemple de fonction de distribution des tailles de
bulles obtenue sur DEBORA et diamètres moyens correspon-

dants (Essai no 1, point de mesure no 15, r/R = 0,7).
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Fig. 5.4 – Exemple de fonction de distribution des tailles de
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et C2 ayant les même densités de moments M1, M2 et M3

(Essai no 1, point de mesure no 15, r/R = 0,7).
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CHAPITRE 5 – CHANGEMENT DE PHASE

En conséquence, Πc s’obtient simplement en injectant l’expression de Nuc1 (5.10a) dans la définition
(5.21) ; on obtient après quelques manipulations :

Πc = π λc
(
θsat − θc

)
c0

M1︷                ︸︸                ︷
n
∫ dmax

dmin

β Pβ(β) dβ

+ c1 Pr c3
c

(
5
9

(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
g
ν 2
c

)4
7 c2

n
∫ dmax

dmin

β
12
7 c2+1 Pβ(β) dβ

︸                        ︷︷                        ︸
M 12

7 c2+1

 (5.26)

où l’on voit apparaître les densités de moment d’ordre 1 et d’ordre 12
7 c2+1.

Choisissons à présent la corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b) pour modéliser Nuc ; les paramètres
de la corrélation sont c0 =2, c1 =0,55, c2 = 1/2 et c3 = 1/3 ; Πc s’écrit désormais :

Πc = π λc
(
θsat − θc

) 2M1 + 0,55 Pr
1/3
c

(
5
9

(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
g
ν 2
c

)2/7

M13/7

 . (5.27)

où il nous reste à déterminer les deux densités de momentsM1 etM13/7, différentes selon la fonction de
distribution choisie pour représenter Pβ.

• Fonction de distribution expérimentale

Le calcul des différentes densités de moment ne pouvant être obtenu de façon analytique pour la fonction
de distribution expérimentale, celles-ci sont déterminées en utilisant une méthode d’intégration numé-
rique (cf. Hoffman, 2001, chapitre 5).

• Fonction de distribution monodisperse

Une distribution monodisperse se résume à une simple distribution de Dirac centrée sur un certain dia-
mètre moyen dpq ; la densité de moment d’ordre γ correspondante est triviale :

Mγ = n
∫
βγ δ(β − dpq) dβ = n d γ

pq . (5.28)

On en déduit l’expression monodisperse de Πc :

Πc = π λc
(
θsat − θc

)
npq

2 dpq + 0,55 Pr
1/3
c

(
5
9

(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
g
ν 2
c

)2/7

d 13/7
pq

 . (5.29)

où npq désigne la densité numérique de bulles correspondant au taux de présence αd et à un diamètre de
bulles moyen unique dpq. Celle-ci est simplement obtenue par le ratio du volume total des bulles sur le
volume d’une seule bulle, soit :

npq =
αd
π
6 d 3

pq
. (5.30)

Les résultats obtenus pour les différents diamètres moyens du tableau 2.1 (page 47) sont présentés à la
figure 5.5. Les erreurs moyennes des différents Πc monodisperses par rapport au flux obtenus avec les
densités de moments de la PDF empirique sont quant à elles données dans le tableau 5.3 pour chaque
essai.
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Fig. 5.5 – Flux de chaleur interface/liquide moyens obtenus avec la fonction de distribution des
tailles de bulles expérimentale et différents diamètres moyens. Πc a été ici divisé par le nombre de

Jakob pour s’affranchir de la sous-saturation (θsat − θc).

No de
l’essai

Erreur
d10 (%)

Erreur
d20 (%)

Erreur
d21 (%)

Erreur
d30 (%)

Erreur
d31 (%)

Erreur
d32 (%)

Erreur
d43 (%)

1 75,76 46,76 22,79 27,46 8,80 −3,53 -19,48
2 64,85 40,90 20,65 24,57 8,51 −2,33 -16,72
3 64,56 40,55 20,28 24,09 8,01 −2,92 -17,48
4 53,41 33,59 16,77 19,97 6,55 −2,63 -15,07

Tab. 5.3 – Erreurs relatives moyennes obtenues sur Πc pour différents diamètres moyens par rapport
aux résultats obtenus avec la fonction de distribution des tailles de bulles expérimentale.
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CHAPITRE 5 – CHANGEMENT DE PHASE

À la vue de ces résultats, il apparaît que le diamètre de Sauter d32 donne les meilleurs résultats sur les
quatre essais DEBORA étudiés (erreur moyenne de l’ordre de 3 %). Ce résultat va donc dans le sens
des modèles monodisperses à une équation d’aire interfaciale où les termes d’échanges entre phases sont
calculés à l’aide du diamètre de Sauter (d32 = 6αd/aI) (p. ex. Yao et Morel, 2004).

• Fonction de distribution quadratique

D’après les différentes relations géométriques données au chapitre 2 (cf. paragraphe 2.3.3), il est néces-
saire de connaître trois densités de moments pour arriver à déterminer les paramètres d’une loi quadra-
tique Q2.

Par conséquent, on choisit de conserver les trois densités de moments expérimentales suivantes : M3,
c’est-à-dire le taux de vide αd,M2, autrement dit la concentration d’aire interfaciale aI , ainsi queM1.
La densité numérique de bulles n est quant à elle déterminée comme une fonction de ces trois densités
de moments à l’aide de la relation géométrique propre à la loi Q2 (2.56). ConnaissantM1,M2 et n, on
peut donc en déduire les paramètres dmin et dmax de notre loi Q2 à l’aide des relations (2.54), l’expression
de la PDF étant donnée par la relation (2.51). On obtient ainsi une PDF Q2 ajustée sur la fonction de
distribution expérimentale (cf. figure 5.4).

Les densités de moments de la PDF Q2 nécessaires au calcul de Πc peuvent être déterminées analytique-
ment grâce à la relation (2.52) :



MQ2
1 = nQ2

dmax + dmin

2
(5.31)

MQ2
13/7

= nQ2
49

(
10 d 34/7

max − 17 d 27/7
max dmin + 17 dmax d 27/7

min − 10 d 34/7
min

)

1530
(
dmax − dmin

)3 . (5.32)

Les flux de chaleur Πc ainsi obtenus sont représentés sur la figure 5.6 ; les erreurs moyennes par rapport
aux flux obtenus avec la fonction de distribution expérimentale sont données dans le tableau 5.4.

Les résultats obtenus avec la loi Q2 sont excellents (erreur moyenne inférieure à 1 %) prouvant ainsi
l’efficacité de cette loi à représenter l’influence de la polydispersion en taille de la population de bulles
dans l’évaluation de Πc, et ce bien que son allure symétrique soit moins représentative de la distribution
en taille empirique que par exemple la loi C2.

• Fonction de distribution cubique

En suivant la même démarche qu’au paragraphe précédent on peut déterminer une loi C2 ajustée sur la
PDF empirique (cf. figure 5.4) : l’expression de la PDF C2 est donnée par la relation (2.73), ses para-
mètres dmin et dmax par (A.2) et la densité numérique de bulles correspondante par la relation géométrique
approchée propre à la loi C2 (A.5). Les densités de moments de la PDF C2 nécessaires au calcul de Πc

sont quant à elles déterminées grâce à la relation (2.74) :



MC2
1 = nC2

2 dmax + 3 dmin

5
(5.33)

MC2
13/7 = nC2

49
(
140 d 41/7

max − 287 d 34/7
max dmin + 697 d 2

max d 27/7
min − 820 dmax d 34/7

min + 270 d 41/7
min

)

31 365
(
dmax − dmin

)4 . (5.34)
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Fig. 5.6 – Flux de chaleur interface/liquide moyens obtenus avec la fonction de distribution des
tailles de bulles expérimentale, le diamètre moyen d32 et les PDF Q2 et C2. Πc a été ici divisé par

le nombre de Jakob pour s’affranchir de la sous-saturation (θsat − θc).

No de
l’essai

Erreur
d20 (%)

Erreur PDF
Q2 (%)

Erreur PDF
C2 (%)

1 −3,53 -0,58 -0,06
2 −2,33 0,38 0,86
3 −2,92 -0,27 0,43
4 −2,63 0,18 0,57

Tab. 5.4 – Erreurs relatives moyennes obtenues sur
Πc avec le diamètre moyen d32 et les PDF Q2 et C2
par rapport aux résultats obtenus avec la fonction de

distribution des tailles de bulles expérimentale.
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Les flux de chaleur Πc obtenus avec ces deux densités de moments sont donnés sur la figure 5.6 et les
erreurs moyennes par rapport aux flux obtenus avec la fonction de distribution expérimentale dans le
tableau 5.4.

Les résultats obtenus avec la loi C2 sont de qualité comparable à ceux obtenus avec la loi Q2 (erreur
moyenne inférieure à 1 %). L’utilisation de la loi C2 ne se justifie pas forcément car elle n’amène pas
d’amélioration visible des résultats sur la prédiction de Πc et donc du taux de changement de phase
moyen Γ. La PDF C2 pourra toutefois se montrer plus réaliste dans la prédiction d’autres phénomènes
comme par exemple les forces hydrodynamiques moyennes.

5.3.3 Conclusion

Cette courte étude sur l’influence de la polydispersion sur le flux de chaleur interface/liquide moyen
aura permis de mettre en évidence que la diamètre de Sauter, largement utilisé dans les modèles moyen-
nés, était le diamètre moyen le plus représentatif de la population de bulles pour évaluer le flux de chaleur
Πc avec une approche monodisperse.

On a également pu voir que l’utilisation d’une approche polydisperse où la distribution des tailles de
bulles est modélisée par une loi Q2 ou une loi C2 permettait d’améliorer la prédiction du flux de chaleur
moyen obtenu avec l’approche monodisperse d32. Cela prouve donc la pertinence et l’efficacité de ces
deux lois, somme toute relativement simples, à représenter l’influence de la polydispersion en taille sur
le changement de phase (hors nucléation) dans les écoulements bouillants sous-saturés.

5.4 Références

Achard, J.-L. : Contribution à l’étude théorique des écoulements diphasiques en régime transitoire.
Thèse de doctorat, Université Scientifique et Médicale, Institut National Polytechnique de Grenoble,
1978.

Akiyama, M. : Bubble collapse in subcooled boiling. Bulletin of the Japan Society of Mechanical
Engineers, 16(93):570–575, 1973.

Bdzil, J.B., Menikoff, R., Son, S.F., Kapila, A.K. et Stewart, D.S. : Two-phase modeling of deflagration-
to-detonation transition in granular materials: A critical examination of modeling issues. Physics of
Fluids, 11(2):378–402, 1999.

Bois, G. : Transferts de masse et d’énergie aux interfaces liquide/vapeur avec changement de phase :
proposition de modélisation aux grandes échelles des interfaces. Thèse de doctorat, Institut National
Polytechnique de Grenoble, 2011.

Bois, G., Jamet, D. et Lebaigue, O. : Towards Large Eddy Simulation of two-phase flow with phase-
change: Direct Numerical Simulation of a pseudo-turbulent two-phase condensing flow. Proceedings
of the 7th International Conference on Multiphase Flow (ICMF 2010), Tampa, FL USA – May 30-June
4, 2010.

Chen, Y.M. et Mayinger, F. : Measurement of heat transfer at the phase interface of condensing bubbles.
International Journal of Multiphase Flow, 18(6):877–890, 1992.

Cubizolles, G. : Étube stéréologique de la topologie des écoulements diphasiques à haute pression.
Thèse de doctorat, École Centrale Lyon, 1996.

122



5.4 Références

Florschuetz, L.W. et Chao, B.T. : On the mechanics of vapor bubble collapse. Journal of Heat Transfer,
87:209–220, 1965.

Garnier, J., Manon, E. et Cubizolles, G. : Local measurements on flow boiling of Refrigerant 12 in a
vertical tube. Multiphase Science and Technology, 13:1–111, 2001.

Hoffman, J.D. : Numerical Methods for Engineers and Scientists. Marcel Dekker, Inc., 2e édition, 2001.

Ishii, M. et Hibiki, T. : Thermo-Fluid Dynamics of Two-Phase Flow. Springer, 2006.
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Chapitre 6

Tentative de prise en compte
de la polydispersion en vitesse

Dans ce chapitre, nous allons étudier la faisabilité d’une prise en compte de la polydispersion en
vitesse de la population de bulles dans la méthode des moments. Ce chapitre restera ouvert et doit

en ce sens être vu comme une première approche de la modélisation de ce phénomène dans la méthode
des moments.

Rappelons que seule la polydispersion en vitesse directement liée à la polydispersion en taille sera
abordée et non pas la polydispersion due à la turbulence de l’essaim de bulle. On a en effet fait l’hypothèse
d’une monodispersion de vitesse pour une taille de bulle donnée (cf. section 2.2.6), autrement dit, pour
une taille de bulle donnée, à un instant donné et à une position donnée, on suppose qu’il existe une vitesse
unique caractéristique de la taille de bulle w, la dispersion autour de cette vitesse étant nulle.

La plupart des travaux déjà existant sur ce type de polydispersion, et notamment sur la fermeture de
la vitesse caractéristique w, portent sur des écoulements très dilués à fines gouttes ou à particules solides
(Rani et Balachandar, 2003 ; Mossa, 2005 ; Marchisio, 2007). Contrairement aux écoulement gaz/gouttes
ou gaz/particules où la phase dispersée est la plus lourde, les écoulements à bulles se caractérisent par
une phase dispersée plus légère que le fluide porteur. En conséquence, il apparaît indispensable de retenir
la force de portance en plus des seules forces de traînée et de volume prises en compte dans les travaux
précédemment cités.

Pour les écoulements qui nous intéressent, la fermeture de la vitesse caractéristique w se doit donc
de prendre en compte au moins deux caractéristiques importantes vues au chapitre 3 : la variation de la
traînée et donc de la vitesse de bulle avec la taille de bulle ainsi que l’effet de la force de portance qui
pousse les plus petites bulles vers la paroi tout en emmenant les plus grosses au centre de la conduite.

6.1 Transport des densités de moments et vitesse caractéristique de bulle

Dans le deuxième chapitre, nous avons vu que la méthode des moments nécessitait le transport de
deux moments particuliers, à savoirM1 etM2, les densités de moments d’ordres 1 et 2 de la fonction de
distribution en taille des bulles. Rappelons l’équation de transport de la densité de moment d’ordre γ :
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∂Mγ

∂t
+ ∇·

(
MγWγ

)
= Γγ

︸︷︷︸
changement

de phase

− n
γ

3 ρd

∫
βγ

(
∂ρd

∂t
+ w(β) ·∇ρd

)
Pβ(β) dβ

︸                                               ︷︷                                               ︸
compressibilité du gaz

+ COγ + BUγ

︸         ︷︷         ︸
coalescence et
fragmentation

(6.1)

où la vitesse de transport Wγ, aussi appelée vitesse géométrique d’ordre γ, est définie par la relation
(2.43) qui peut être réécrite sous la forme suivante :

MγWγ = n
∫
βγ Pβ(β) w(β) dβ. (6.2)

Comme le montre cette définition, les différentes densités de moments ont la particularité d’être trans-
portées à des vitesses différentes, traduisant ainsi la dépendance en diamètre de la vitesse de chaque bulle
et donc la polydispersion en vitesse de la population de bulles.

La vitesse caractéristique w intervient dans deux termes de l’équation (6.1) : la vitesse de transport et
la contribution de la compressibilité du gaz. La caractérisation de la polydispersion en vitesse passe en
conséquence par la détermination de la vitesse caractéristique de bulle w. Celle-ci peut être exprimée à
l’aide de la relation :

w(β) =̂ ũ + ∆v(β) (6.3)

où ∆v désigne la vitesse relative de bulle par rapport au liquide environnant caractérisé par une vitesse
ũ. Dans cette relation, la vitesse du liquide vu par la bulle ũ peut être déterminée en utilisant un modèle
de Langevin (cf. Minier et Peirano, 2001 ; Oesterlé, 2006) ; ce type de modèle étant assez lourd et dif-
ficile à mettre en œuvre, on préférera utiliser les notations de Simonin (1996) qui décompose ũ en une
vitesse moyenne, la vitesse moyenne phasique du liquide Vc, et une fluctuation ũ′définie autour de cette
moyenne :

w(β) =̂ Vc + ũ′ + ∆v(β) (6.4)

Le problème de fermeture de w est ainsi déplacé sur les quantités ũ′et ∆v.

Compte tenu de cette dernière relation, l’équation de transport de Mγ (6.1) peut être réécrite de la
façon suivante :

∂Mγ

∂t
+ ∇·

(
MγVd

)
= Γγ − γ

3 ρd
Mγ

(
∂ρd

∂t
+ Vd ·∇ρd

)
+ COγ + BUγ

+ ∇·
Mγ

(
Vd − Vc

)
− n

∫
βγ Pβ(β) ∆v(β) dβ



+
γ

3 ρd

Mγ

(
Vd − Vc

)
·∇ρd − n

∫
βγ Pβ(β)

(
∆v(β) ·∇ρd

)
dβ



− ∇·
(
n
∫
βγ Pβ(β) ũ′ dβ

)
− γ

3 ρd
n
∫
βγ Pβ(β)

(
ũ′ ·∇ρd

)
dβ (6.5)

où l’on a choisit la vitesse moyenne des bulles comme vitesse de transport.

L’avant dernier terme du second membre de cette équation de bilan peut être assimilé à un flux diffusif
de la densité de moment d’ordre γ. Si des fermetures pour ce terme existent pour la densité de moment
d’ordre 3 (cf. Simonin, 1996 ; Oesterlé, 2006), aucune fermeture n’est à ce jour disponible pour les deux
densités de moments qui nous intéressent. À l’instar de ce qui a été accompli pour la densité de moment
d’ordre 3 (Deutsch et Simonin, 1991 ; Deutsch, 1992 ; Simonin et al., 1993), on pourrait envisager de
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développer des fermetures dédiées au cas des colonnes à bulles pour les deux derniers termes du second
membre de (6.5), et ce à partir de résultats de DNS diphasique (p. ex. Magdeleine, 2009 ; Magdeleine
et al., 2010). Cela n’ayant malheureusement pas pu être effectué dans le cadre de cette thèse, les deux
derniers termes de (6.5) seront négligé en première approximation.

Concernant les cinquième et sixième termes du second membre de (6.5), ils traduisent le fait que
la différence des vitesses moyennes diffère de la moyenne des différentes vitesses relatives de bulles,
caractérisant ainsi la polydispersion en vitesse de la population. L’intégrale intervenant dans chacun de
ces deux termes peut être déterminée analytiquement si l’on sait se donner une expression pour la vitesse
relative ∆v, ce qui va être tenté dans la prochaine section.

6.2 Vitesse relative de bulle

La fermeture de ∆v(β) dans le cadre général nous paraissant trop complexe, nous nous restreignons
au cas particulier d’un écoulement à bulles ascendant en conduite verticale de section circulaire, l’écou-
lement étant en outre supposé axisymétrique.

L’idée est maintenant d’écrire des fermetures pour la vitesse relative de bulle en étudiant indépen-
damment ses composantes axiale et radiale notées respectivement ∆vr et ∆vz. La composante azimutale
de la vitesse relative n’est pas utile ici, compte tenu de l’hypothèse d’axisymétrie que nous avons faite.

6.2.1 Vitesse relative axiale

La vitesse relative axiale a déjà été déterminée au chapitre 3 (cf. paragraphe 3.1.3). En supposant la
bulle principalement soumise à la poussée d’Archimède et à la traînée axiale, on arrive à l’expression
suivante :

∆vz(d) �

√
4
3

g
(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
d
CD(d)

. (3.18)

En première approximation on ne considérera que le premier régime de traînée, c’est-à-dire le régime à
bulles sphériques, la vitesse relative axiale étant ainsi donnée par la relation approchée (3.26) que l’on
rappelle ici :

∆vz(d) �


5
9

g
(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

)
4/7 

d 5

νc


1/7

. (6.6)

6.2.2 Vitesse relative radiale

Radialement, la force motrice est la force de portance, la traînée agissant comme un frein. Quelque
soit le signe de CL, la composante radiale de la traînée sera toujours opposée à la la composante radiale
de la portance. On peut donc écrire le bilan simplifié suivant l’axe er :

π

6
ρc d 3 CL(d) ∆vz(d)

(
∂ ũr

∂z
− ∂ ũz

∂r

)
=
π

8
ρc d 2 CD(d) ‖∆v(d)‖∆vr(d). (6.7)
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À nouveau, il nous faut connaître les composantes de la vitesse du liquide vu par la bulle. En utilisant la
décomposition ũ =̂ Vc + ũ′ vue plus haut, on peut écrire :

π

6
ρc d 3 CL(d) ∆vz(d)

(
∂Vc,r

∂z
− ∂Vc,z

∂r
+
∂ ũ′r
∂z
− ∂ ũ′z
∂r

)
=
π

8
ρc d 2 CD(d) ‖∆v(d)‖∆vr(d) (6.8)

À l’instar de ce que l’on a fait au chapitre 3, la partie fluctuante de la force de portance peut être remplacée
par une force de dispersion turbulente pour laquelle on propose la modélisation suivante :

FTD =̂ − CTD ρc
π

6
d 3 Kd ∇αd (6.9)

où Kd désigne l’énergie cinétique d’agitation des bulles et CTD un cœfficient de proportionnalité supposé
de l’ordre de 1. Le bilan (6.8) s’écrit désormais :

π

6
ρc d 3 CL(d) ∆vz(d)

(
∂Vc,r

∂z
− ∂Vc,z

∂r

)
=
π

8
ρc d 2 CD(d) ‖∆v(d)‖∆vr(d) +

π

6
ρc d 3 CTD Kd

∂αd

∂r
(6.10)

Compte tenu du fait que pour les écoulements ascendants ‖∆v(d)‖ � ∆vz (cf. équation 3.17), on en déduit
l’expression suivante pour ∆vr :

∆vri(d) =
4
3

d
CL

i (d)
CD(d)

(
∂Vc,r

∂z
− ∂Vc,z

∂r

)
− 4

3
d
CTD

CD(d)
Kd

∆vz(d)
∂αd

∂r
(6.11)

où les différents cœfficients de portance CL
i sont donnés par (3.38), le premier cœfficient de traînée par

(3.25) et la vitesse relative axiale correspondante par (6.6).

L’énergie cinétique d’agitation des bulles Kd peut quant à elle être exprimée à l’aide d’une formule
de Tchen (Oesterlé, 2006) :

Kd = Kc
1+ b 2 St

1+ St
(6.12)

où b désigne un paramètre de masse ajoutée défini par : 1

b =̂
ρc/ρd

(
1+ CVM

)
(
1+ ρc/ρd CVM

) (6.13)

et St désigne le nombre de Stokes donné par :

St =̂
τb

τLt
(6.14)

avec τb le temps de relaxation de la bulle lié aux forces de traînée et de masse ajoutée et τLt l’échelle tem-
porelle intégrale lagrangienne de la turbulence. D’après Oesterlé (2006), ces deux temps caractéristiques
peuvent être déterminés à l’aide des relations suivantes :

τb =
4
3
ρd

ρc

(
1+ ρc/ρd CVM

) d
CD(d) ∆vz(d)

(6.15)

τLt =
3
2
Cµ Kc

εc
(6.16)

1. On rappelle que pour une bulle sphérique CVM = 1/2, ce qui donne b =
3 ρc

2 ρd+ρc
. Si en outre ρd� ρc, alors b � 3.
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6.3 Conclusion

oùCµ est un cœfficient du modèle K−ε utilisé pour modéliser la turbulence du liquide et dont les équations
seront données dans le prochain chapitre (classiquement Cµ= 0,09).

6.2.3 Calcul des termes source de l’équation de bilan géométrique

Compte tenu des résultats précédents, les intégrales intervenant les cinquième et sixième termes du
second membre de (6.5) peuvent être déterminées analytiquement :

−∇·
(
n
∫
βγ Pβ(β) ∆v(β) dβ

)

= −

∂

∂r
+

1
r


n

∫
βγ ∆vr(β) Pβ(β) dβ


︸                          ︷︷                          ︸

Iγr

− ∂

∂z

n
∫
βγ ∆vz(β) Pβ(β) dβ


︸                          ︷︷                          ︸

Iγz

. (6.17)

− n
γ

3 ρd

∫
βγ Pβ(β)

(
∆v(β) ·∇ρd

)
dβ

= − γ

3 ρd


∂ρd

∂r
n
∫
βγ ∆vr(β) Pβ(β) dβ

︸                       ︷︷                       ︸
Iγr

+
∂ρd

∂z
n
∫
βγ ∆vz(β) Pβ(β) dβ

︸                       ︷︷                       ︸
Iγz

 (6.18)

où l’on retrouve les deux mêmes intégrales à calculer. Ne relevant que d’un simple mais non moins
fastidieux exercice calculatoire la détermination de ces deux intégrales ne sera pas détaillée ici.

6.3 Conclusion

Ce court chapitre aura permis de montrer comment la polydispersion en vitesse pouvait être intégrée
dans la méthode des moments moyennant certaines hypothèses simplificatrices.

La prise en compte de la polydispersion en vitesse nécessite de connaître une expression donnant
la vitesse caractéristique de bulle, celle-ci influençant l’équation de bilan des densités de moments en
diamètre par l’intermédiaire la vitesse de transport et le terme source de compressibilité du gaz. En
exprimant cette vitesse caractéristique comme une fonction de la vitesse moyenne du liquide, de la vitesse
relative de bulle et d’une fluctuation de vitesse, les densités de moments peuvent toutes être transportées à
la même vitesse moyenne. En contrepartie apparaissent au second membre des termes sources impliquant
la fluctuation de vitesse ainsi que les vitesses relatives de bulles macroscopique et microscopique.

Nous avons vu que les fermetures pour ces derniers termes pouvaient être déterminées analytique-
ment sous réserve de faire des hypothèses sur la géométrie de l’écoulement. Les termes résultants sont
néanmoins assez lourds à manipuler, surtout si l’on cherche à prendre en compte à la fois les différents
régimes de traînée et ceux de portance comme c’est le cas dans le reste de ce document. Les fermeture
des termes sources faisant intervenir la fluctuation de la vitesse du liquide vu par une bulle restent quant
à eux encore à déterminer, à l’aide de calculs DNS par exemple.

Au regard des nombreuses simplifications nécessaires à la fermeture des termes sources caractérisant
la polydispersion en vitesse d’une population de bulles et des nombreuses incertitudes restant encore à
clarifier concernant ces fermetures, on peut conclure qu’une description complète de la polydispersion en
vitesse dans le cadre de la méthode des moments n’est pas chose aisée et est encore loin d’être aboutie.

En conséquence, on supposera dans la suite de cette étude que la polydispersion en vitesse des popu-
lations de bulles considérées sera suffisamment faible pour pouvoir négliger en première approximation
les quatre derniers termes du second membre de (6.5).
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Test et validation du
modèle de polydispersion

par simulation numérique





Chapitre 7

Présentation des équations de
NEPTUNE_CFD

Ce chapitre présente les équations du code de calcul NEPTUNE_CFD utilisé pour tester le modèle de
polydispersion présenté dans les précédents chapitres.

Le code NEPTUNE_CFD fait partie de la plate-forme d’outils thermohydrauliques développée dans
le cadre du projet NEPTUNE. Ce projet quadripartite impliquant le CEA, EDF, l’IRSN et AREVA-NP a
pour objectif de développer les outils numériques multi-échelles et multi-physiques pour la modélisation
et la simulation des réacteurs nucléaires de prochaine génération (cf. Guelfi et al., 2007).

D’un point de vue physique, le code NEPTUNE_CFD est basé sur le modèle à deux fluides à une
pression développé initialement par Ishii et al. (1975 ; 2006), ce modèle ayant été ensuite généralisé de
façon à pouvoir traiter un grand nombre de phases. 1 Actuellement, le code permet de traiter trois types
d’écoulements multiphasiques, à savoir les écoulements gaz/particules, les écoulements stratifiés et les
écoulements à bulles auxquels on s’intéresse ici.

Le système d’équations résolu par le code pour simuler cette dernière famille d’écoulement est com-
posé de six équations principales :

a) deux équations de masse ;

b) deux équations de quantité de mouvement ;

c) deux équations d’énergie.

En complément de ces six équations qui seront présentées à la section 7.1, deux autre types d’équations
sont résolues par le code, à savoir :

d) des équations permettant de caractériser la turbulence de la phase porteuse ;

e) des équations de bilan géométriques permettant de déterminer la topologie de l’écoulement, équa-
tions indispensables à notre modèle de polydispersion.

Ces équations complémentaires seront présentées à la section 7.2

Un mot également sur la méthode numérique utilisée dans NEPTUNE_CFD pour résoudre le système
d’équations aux dérivées partielles ; celui-ci est résolu grâce à une méthode des volumes finis colocalisés,
l’algorithme de résolution étant basé sur une méthode elliptique à pas fractionnaires (cf. Méchitoua et al.,
2003).

1. On se limitera toutefois à la description des équations d’un simple système diphasique.
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Notons qu’à partir de maintenant les symboles d’opérateurs de moyenne seront omis dans un soucis
d’allègement de l’écriture. Toutes les variables devront donc être interprétées comme des grandeurs
caractérisant l’évolution macroscopique de l’écoulement.

7.1 Équations principales

Les équations de bilan ont été implantées dans le code sous forme non conservative. En pratique,
l’équation exploitée dans le code est également divisée par le taux de présence de la phase traitée αk de
façon à gérer le problème des phases résiduelles. 2 Afin de ne pas perdre en lisibilité, les équations de
bilan du code de calcul ne seront toutefois pas présentées sous cette dernière forme.

7.1.1 Bilans moyens de masse

Les bilans de masse résolus dans le code NEPTUNE_CFD sont les équations (1.85) de notre modèle
hybride (Pouvreau, 2003 ; Laviéville et al., 2006) :



∂

∂t

(
αc ρc

)
+ ∇·

(
αc ρc Vc

)
= −Γ (7.1a)

∂

∂t

(
αd ρd

)
+ ∇·

(
αd ρd Vd

)
= Γ. (7.1b)

L’expression implantée dans le code pour modéliser le taux de changement de phase moyen Γ sera
détaillée plus loin.

7.1.2 Bilans moyens de quantité de mouvement

Les bilans moyens de quantité de mouvement que nous avons établis au chapitre 1 ont été dissymé-
trisés, caractérisant ainsi la dissymétrie géométrique des deux phases pour un écoulement dispersé ; on
rappelle ici ces équations sous forme non conservative :



αc ρc
DcVc

Dt
= −αc∇pc+ ∇·

(
αc

(
τc + τT

c

))
+ αc ρc g −M∗− Γ

(
V∗− Vc

)
(7.2a)

αd ρd
DdVd

Dt
= −αd ∇pc+ ∇·

(
αd τ

T
d

)
+ αd ρd g + M∗+ Γ

(
V∗− Vd

)
. (7.2b)

où l’on a négligé la contrainte σc
∗ (cf. équation 1.102d), celle-ci n’ayant pas été fermée dans cette étude.

Les bilans moyens de quantité de mouvement résolus par NEPTUNE_CFD sont des versions sim-
plifiées du modèle à deux fluides d’Ishii et Hibiki (1975 ; 2006) ; ils sont par conséquent parfaitement
symétriques pour les deux phases (Pouvreau, 2003 ; Laviéville et al., 2006) :



αc ρc
DcVc

Dt
= −αc∇P + ∇·

(
αc

(
τc + τT

c

))
+ αc ρc g −M∗ (7.3a)

αd ρd
DdVd

Dt
= −αd ∇P + ∇·

(
αd

(
τd + τT

d

))
+ αd ρd g + M∗. (7.3b)

La comparaison des deux systèmes d’équations mène aux remarques suivantes.

2. Cela permet d’éviter que les différents membres des équations de bilans deviennent nuls lorsque αk tend vers 0.
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a) Les derniers termes du second membre des équations de bilan (7.2) faisant intervenir la vitesse de
recul V∗sont absents des équations du code de calcul (7.3). Ces deux termes ont donc été implantés
dans le code en prenant l’expression (5.20) pour quantifier V∗.

b) Le tenseur des contraintes visqueuses dans la phase dispersée τd est présent dans le bilan de quan-
tité de mouvement (7.3b), alors qu’il n’apparaît pas dans l’équation de bilan correspondante de
notre modèle. Ce terme a par conséquent été supprimé de l’équation de bilan résolue par le code.

c) La pression moyenne P résolue par le code peut être identifiée à la pression moyenne du liquide
pc apparaissant dans notre modèle.

En conséquence, les équations de bilan de quantité de mouvement résolues pour cette étude avec
NEPTUNE_CFD sont les suivantes :



αc ρc
DcVc

Dt
= −αc∇P + ∇·

(
αc

(
τc + τT

c

))
+ αc ρc g −M∗− Γ

(
V∗− Vc

)
(7.4a)

αd ρd
DdVd

Dt
= −αd ∇P + ∇·

(
αd τ

T
d

)
+ αd ρd g + M∗+ Γ

(
V∗− Vd

)
(7.4b)

où les expressions des différentes forces moyennes vue au chapitre 3 ont été implantées pour modéliser
la force moyenne entre phases M∗ selon la relation :

M∗= MD + ML + MVM + MW + MTD . (7.5)

Quelques mots encore sur la modélisation du tenseur visqueux moyen τc. Celui-ci est modélisé en
supposant les deux fluides newtoniens, l’expression implantée dans NEPTUNE_CFD étant la suivante :

τc = µc
(
∇Vc +>∇Vc

)
− 2

3
µc∇·Vc 1 (7.6)

ce qui revient à négliger le tenseur d’extra-déformations interfaciales (cf. Ishii, 1975). Les modélisations
des tenseurs des contraintes turbulentes τT

c et τT
d sont quant à elles abordées au paragraphe 7.2.2.

7.1.3 Bilans moyens d’énergie

Commençons par rappeler les équations de bilan (1.113) sur l’enthalpie moyenne de chaque phase tel
qu’elles ont été établies au premier chapitre :



αc ρc
Dc Ic

Dt
= −∇·

(
αc

(
qc + qT

c

))
+ αc

Dc pc

Dt
+ αc Dc − Π∗ − Γ

(
I∗− Ic

)
(7.7a)

αd ρd
Dd Id

Dt
= αd

Dd pd

Dt
+ Π∗ + Γ

(
I∗− Id

)
(7.7b)

Contrairement à notre modèle hybride, la grandeur choisie dans NEPTUNE_CFD pour caractériser
l’énergie d’une phase est son enthalpie totale moyenne, notée Hk et définie comme la somme de l’en-
thalpie moyenne et de l’énergie cinétique du mouvement moyen : 3

Hk =̂ Ik+
Vk

2

2
. (7.8)

Pour obtenir une équation de bilan sur Hk, nous avons donc besoin des équations de bilan sur les énergies
cinétiques du mouvement moyen, celles-ci étant obtenues par le produit scalaire des bilans moyens de

3. Notons que, définie ainsi, Hk ne correspond pas à la moyenne de l’enthalpie totale puisqu’elle ne prend pas en compte
l’énergie cinétique turbulente de la phase k (cf. Lhuillier et al., 2010).
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quantité de mouvement (7.2) par les vitesses moyennes phasiques correspondantes :


αc ρc
Dc

Dt

(
Vc

2

2

)

= −αcVc ·∇pc + Vc ·∇·
(
αc

(
τc + τT

c

))
+ αc ρc Vc · g − Vc ·M∗− Γ

(
Vc ·V∗− Vc ·Vc

)
(7.9a)

αd ρd
Dd

Dt

(
Vd

2

2

)

= −αd Vd ·∇pc + Vd ·∇·
(
αd τ

T
d

)
+ αd ρd Vd · g + Vd ·M∗+ Γ

(
Vd ·V∗− Vd ·Vd

)
(7.9b)

L’addition de ces bilans moyens d’énergie cinétique aux bilans d’enthalpie moyenne (7.7) correspondants
nous donne finalement les bilans moyens sur Hk :



αc ρc
Dc Hc

Dt
= −∇·

(
αc

(
qc + qT

c

))
+ αc

∂ pc

∂t
+ Vc ·∇·

(
αc

(
τc + τT

c

))
+ αc Dc + αc ρc Vc · g

− Vc ·M∗− Π∗ − Γ
(
I∗− Hc

)
− Γ

(
Vc ·V∗− Vc

2

2

)
(7.10a)

αd ρd
Dd Hd

Dt
= αd

∂ pc

∂t
− αd

Dd

Dt

(
pc − pd

)
+ Vd ·∇·

(
αd τ

T
d

)
+ αd ρd Vd · g

+ Vd ·M∗+ Π∗ + Γ
(
I∗− Hd

)
+ Γ

(
Vd ·V∗− Vd

2

2

)
(7.10b)

Au premier chapitre, nous avions en outre fait l’hypothèse que la température à l’intérieur des bulles était
homogène et égale à la température de saturation (cf. hypothèses H6 et H7), de sorte que l’on pouvait se
passer de l’équation de bilan sur l’énergie moyenne de la phase dispersée.

En raison de son traitement symétrique des deux phases, le code NEPTUNE_CFD résout forcément
deux équations d’enthalpie totale moyenne, une pour chaque phase ; elles s’écrivent (Pouvreau, 2003 ;
Laviéville et al., 2006) :



αc ρc
Dc Hc

Dt
= −∇·

(
αc

(
qc+ qT

c

))
+ αc

∂P
∂t

+ Πc − Γ
(
I∗c − Hc

)
+ Q̇c (7.11a)

αd ρd
Dd Hd

Dt
= −∇·

(
αd

(
qd + qT

d

))
+ αd

∂P
∂t

+ Πd + Γ
(
I∗d − Hd

)
+ Q̇d (7.11b)

où Q̇k désigne une éventuelle source de chaleur volumique dans la phase k dont on s’était jusqu’à présent
affranchi dans nos développements.

En comparant les équations théoriques (7.10) et les équations (7.11) implantées dans NEPTUNE_CFD,
les observations suivantes peuvent être formulées.

a) Un grand nombre de termes, notamment d’origine mécanique, a été négligé par l’équipe de déve-
loppement du code devant les échanges d’énergie induits par le changement de phase.

b) Le code NEPTUNE_CFD ne faisant pas de distinction entre les pressions des deux phases, la
dérivée matérielle de la différence des pressions moyennes apparaissant dans (7.10b) n’apparaît
donc pas dans (7.11b).

c) Les flux de chaleur diffusifs (moléculaire et turbulent) n’ont pas été pris en compte dans l’équation
de notre modèle pour la phase dispersée, la prise en compte d’un phénomène de diffusion de
chaleur d’une bulle à une autre de la population ne apparaissant pas pertinente.

d) En prenant en compte la fermeture (5.20) pour caractériser V∗, les termes d’échanges
±Π∗ ± Γ

(
I∗+ Vk ·V∗

)
disparaissent lorsque l’on somme les deux bilans (7.10) pour obtenir le
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bilan d’enthalpie totale du mélange. La philosophie du code NEPTUNE_CFD est quelque peu
différente : pour garantir le bilan d’enthalpie du mélange il faut que :

Γ
(
I∗d − I∗c

)
+ Πc + Πd = 0. (7.12)

En remplaçant la différence
(
I∗d − I∗c

)
par la chaleur latente de vaporisation Lv on obtient la relation

suivante :

Γ = −Πc + Πd

Lv
(7.13)

qui correspond à notre relation de saut macroscopique (5.18a) lorsque Πd, l’échange de chaleur
moyen entre les interfaces et le gaz, est négligeable (hypothèse faite au chapitre 5).

L’expression permettant le calcul du taux de changement de phase Γ utilisée dans NEPTUNE_CFD
est l’expression (7.13), Πc étant modélisé à l’aide de l’expression polydisperse (5.18b). Les bulles étant
supposées rester à saturation, Πd est quant à lui modélisé de telle sorte que l’on obtienne un retour à la
saturation de la vapeur sur l’intervalle du pas de temps numérique :

Πd =̂ n {ΦI→d} =
αd ρd Cpd

∆t

(
θsat − θd

)
(7.14)

où Cpd désigne la chaleur spécifique à pression constante de la vapeur et ∆t le pas de temps. Concernant
les termes moyens I∗c et I∗d , ils sont modélisés dans NEPTUNE_CFD par les enthalpies de saturation
correspondantes, les interfaces étant supposées à la température de saturation.

Un dernier mot sur la modélisation des flux de chaleur moyens qk et qT
k . Le premier de ces deux

termes est modélisé selon une loi de Fourier classique :

qk = −λk ∇θk (7.15)

où θk désigne la température moyenne de la phase k ; une loi similaire est supposée pour le flux turbulent :

qT
k = −λT

k ∇θk = −Cpk µ
T
k

Pr T
k

∇θk (7.16)

où λT
k est une conductivité thermique turbulente reliée à la viscosité dynamique turbulente µT

k par le biais
d’un nombre de Prandtl turbulent Pr T

k (Pr T
k = 0,9). La modélisation de µT

k dans NEPTUNE_CFD sera
abordée au paragraphe 7.2.2.

7.2 Équations complémentaires

Dans cette section, on se penche sur l’écriture des équations et termes sources supplémentaires, à
savoir les équations de bilan des densités de moments géométriques ainsi que la modélisation de la
turbulence et de la nucléation pariétale.

7.2.1 Équations de bilan des densités de moments géométriques

Dans NEPTUNE_CFD, les équations de bilan des deux densités de moments géométriques néces-
saires à la fermeture de notre modèle de polydispersion, à savoir M1 et M2, sont résolues comme des
scalaires passifs. La résolution de ces équations est découplée des équations précédentes, autrement dit,
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pour un pas de temps donné, elles sont résolues après la résolution couplée en taux de présence phasique,
en quantité de mouvement, en enthalpie totale et en pression.

Rappelons l’expression de l’équation de bilan géométrique finalement résolue dans notre modèle :

∂Mγ

∂t
+ ∇·

(
MγVd

)
= Γγ − γ

3 ρd
Mγ

(
∂ρd

∂t
+ Vd ·∇ρd

)
+ COγ + BUγ (7.17)

où les termes sources relatifs à la polydispersion en vitesse de la population de bulles n’ont pas été pris
en compte, comme annoncé à la fin du chapitre 6.

Pour des raisons numériques, la variables résolue dans NEPTUNE_CFD n’est pas directementMγ,
mais une variable intermédiaire notée Xγ et définie telle que (Pouvreau, 2003 ; Laviéville et al., 2006) :

Xγ =̂
Mγ

αd ρd
. (7.18)

l’équation de bilan correspondante pouvant aisément être déduite de l’équation (7.17). Sous forme non
conservative, celle-ci s’écrit :

αd ρd
Dd Xγ

Dt
= Γγ − ΓXγ − αd

γ

3

(
∂ρd

∂t
+ Vd ·∇ρd

)
Xγ + COγ + BUγ (7.19)

Les différents modèles de coalescence et fragmentation déterminés au chapitre 4 ont été implantés dans
le code pour modéliser COγ et BUγ. Comme ce fut le cas pour le taux de changement de phase moyen
Γ, le terme source Γγ doit également être légèrement corrigée par rapport à l’expression déterminée au
chapitre 5, et ce de façon prendre en compte le flux de chaleur Πd calculé dans NEPTUNE_CFD :

Γγ = − 2 γ
αd λc Nuc

∗∗
γ

d 2
10

(
θsat − θc

Lv

)
Xγ +

γ

3
αd ρd Cpd

∆t

(
θd − θsat

Lv

)
Xγ (7.20)

où le nombre de Nusselt géométrique Nuc
∗∗
γ est donné par les relations (D.9a) et (D.9b).

7.2.2 Modélisation de la turbulence

• Turbulence dans le liquide

Différents modèles sont disponibles dans NEPTUNE_CFD pour modéliser la turbulence de la phase
liquide. Dans cette étude nous avons choisi d’utiliser un modèle K− ε spécialement adapté aux écoule-
ments à bulles, modèle basé sur les travaux de Morel (1997).

Le tenseur des contraintes turbulentes dans le liquide, également appelé tenseur de Reynolds, est modélisé
à l’aide de l’hypothèse de Boussinesq :

τT
c = µT

c

(
∇Vc +>∇Vc

)
− 2

3
µT

c∇·Vc 1 − 2
3
ρc Kc 1 (7.21)

avec µT
c une viscosité dynamique turbulente modélisée telle que :

µT
c = ρc Cµ K 2

c

εc
(7.22)

où Cµ est une constante du modèle de turbulence dont la valeur communément admise est Cµ=0,09 ; Kc

désigne l’énergie cinétique turbulente du liquide et εc son taux de dissipation.
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L’évolution de Kc et εc est obtenue par la résolution des équations de bilan suivantes :



αc ρc
Dc Kc

Dt
= −αc τ

T
c : ∇Vc + ∇·

(
αc

µT
c

Sc K
c
∇Kc

)
− αc ρc εc + PIK − Γ

(
K∗c − Kc

)
(7.23)

αc ρc
Dc εc

Dt
= −Cε1αc

εc

Kc
τT

c : ∇Vc + ∇·
(
αc

µT
c

Sc εc
∇εc

)
− Cε2 αc ρc

ε 2
c

Kc
+ PIε − Γ

(
ε∗c − εc

)
(7.24)

où Scc désigne le nombre de Schmidt turbulent du liquide, nombre adimensionnel permettant de quanti-
fier le rapport de la diffusivité turbulente sur la diffusivité moléculaire :

Scc =̂
µT

c

ρcDc
(7.25)

où Dc désigne le cœfficient de diffusion moléculaire du liquide. Sc K
c et Sc εc ainsi que Cε1 et Cε2 sont des

constantes du modèle (Sc K
c =1, Sc εc =1,3, Cε1=1,44 et Cε2 =1,92).

Les premiers termes des seconds membres de (7.23) et (7.24) modélisent la production de turbulence par
les gradients de la vitesse moyenne du liquide, les deuxièmes termes des seconds membres au transport
de la turbulence par le liquide et les troisièmes termes à la dissipation de la turbulence. Les avant-derniers
termes de chaque second membre sont quant à eux des termes purement diphasiques et correspondent à
la production ou la destruction de turbulence par la présence des bulles dans le liquide ; ces deux termes
sont respectivement modélisés par :



PIK = −MD ·
(
Vd − Vc

)
(7.26)

PIε = Cε3

εc

Kc
PIK (7.27)

où Cε3 est une constante (Cε3 =1,2). Concernant les deux derniers termes des équations (7.23) et (7.24),
Yao et Morel (2002) proposent de prendre K∗c = Kc et ε∗c =εc en raison du manque d’informations pour
modéliser ces deux quantités. Cela a pour conséquence d’éliminer les termes issus du changement de
phase de ces deux équations de bilan.

Les équations de bilans du modèle K−ε diphasique ne diffèrent finalement de celles d’un modèle K−ε
monophasique que par la présence des termes supplémentaires liés à la présence des bulles PIK et PIε.

• Turbulence des bulles

La turbulence des bulles est caractérisée par le tenseur cinétique défini au chapitre 2 (cf. équation 2.33b).
Ce tenseur est modélisé dans NEPTUNE_CFD à l’aide un modèle algébrique, le modèle de Tchen (Oes-
terlé, 2006). Les hypothèses sous-jacentes à ce modèle nous étant peu claires, il n’a toutefois pas été
utilisé dans cette étude. Le tenseur cinétique, et donc la turbulence des bulles, n’ont ainsi pas été pris en
compte.

7.2.3 Modélisation de la nucléation pariétale

Dans l’expérience DEBORA que l’on cherche à modéliser, nous avons vu que la paroi de la section
d’essai était chauffée (cf. paragraphe 5.3.1). Une couche de liquide en contact avec cette paroi étant ame-
née à une température supérieure à la température de saturation du fluide, des bulles de vapeur peuvent
s’y former. Détaillons à présent comment ce phénomène est pris en compte dans NEPTUNE_CFD
(cf. Laviéville et al., 2006).
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• Écriture des termes sources de nucléation

La prise en compte de la nucléation dans les équation de bilan intervient par l’intermédiaire d’une contri-
bution supplémentaire au taux de changement de phase moyen Γ, mais uniquement dans les cellules du
maillage en contact avec la paroi. Pour ces cellules particulières, le terme source du bilan moyen de
masse s’écrit :

Γ =̂ ΓPC + ΓNU
w (7.28)

où ΓPC correspond à la contribution du changement de phase hors nucléation, modélisé dans notre cas
à l’aide de la relation (7.13), et ΓNU

w à la contribution de la nucléation des nouvelles bulles de vapeur à
la paroi. Sur le même principe, une contribution de la nucléation pariétale est aussi ajoutée au second
membre des équations de bilan géométriques :

Γγ =̂ ΓPC
γ + ΓNU

γ,w . (7.29)

En considérant que les bulles nucléées naissent toutes à un même diamètre Dn, la fonction de distribution
des bulles naissantes peut être assimilée à une distribution de Dirac centrée sur Dn. Les termes sources
de nucléation ΓNU

w et ΓNU
γ,w peuvent ainsi être définis comme suit :

ΓNU
w =̂

Scel,w

Vcel

∫ ∞

0
ρd
π

6
β3 ns δ(β − Dn) φNU(β) dβ =

Scel,w

Vcel
ρd
π

6
ns φ

NU(Dn) D 3
n (7.30)

ΓNU
γ,w =̂

Scel,w

Vcel

∫ ∞

0
βγ ns δ(β − Dn) φNU(β) dβ =

Scel,w

Vcel
ns φ

NU(Dn) D γ
n (7.31)

où φNU désigne une fréquence de nucléation, que l’on peut se représenter comme la fréquence à laquelle
les bulles se détachent de la paroi. ns désigne la densité de sites de nucléation qui sont actifs, autrement
dit le nombre de site de nucléation actifs sur la surface pariétale en contact avec le fluide ; ns a donc
la dimension d’une densité numérique surfacique. Les termes sources ΓNU

w et ΓNU
γ,w étant définis sur les

volumes des cellules concernées par la nucléation, ils font intervenir le ratio de la surface pariétale en
contact avec la cellule du maillage considérée Scel,w et du volume de cette cellule Vcel afin de ramener
leur dimension à celles de grandeurs volumiques.

La densité numérique de sites actifs de nucléation et la fréquence de détachement des bulles sont rensei-
gnées dans NEPTUNE_CFD à l’aide de relations données par Kurul et Podowski (1990) :

φNU(d) =

√√
4
3

g
(
ρc − ρd

)

ρd d
(7.32)

ns =

(
210

(
θw − θsat

))1,8
(7.33)

où θw désigne la température de la paroi. Notons que la fréquence de détachement donnée par (7.32)
ne tient pas compte du temps de croissance des bulles, celui-ci étant supposé négligeable par Kurul et
Podowski (1990) devant le temps d’attente entre deux détachements. On remarquera également que la
constante intervenant dans l’expression donnant ns n’est pas sans dimension.

Le diamètre de nucléation, également appelé diamètre de détachement, est quant à lui estimé à l’aide de
la corrélation d’Ünal (1976) :

Dn = 2,42 ·10−5 P 0,709 a√
bϕV

(7.34a)
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avec :


a =
λw

(
θw − θsat

)

2 ρd Lv
√
π aw

(7.34b)

b =
ρc

(
θsat − θc

)

2
(
ρc − ρd

) (7.34c)

ϕV =



(
Vc

V0

)0,47

si Vc > V0 = 0,61 m·s−1

1 sinon
(7.34d)

où P désigne la pression moyenne du mélange diphasique et λw et aw désignent respectivement la conduc-
tivité thermique et la diffusivité thermique du matériau composant la paroi. θc et Vc correspondent quant
à eux à la température et à la norme de la vitesse du liquide au voisinage de la paroi.

Cette corrélation a été légèrement modifiée par les développeurs de NEPTUNE_CFD afin d’éviter que
la diamètre de détachement ne tende vers l’infini lorsque θc tend vers θsat. Ainsi, la constante b de la
corrélation est remplacée par :

b∗ =
Φw

2
(
ρc − ρd

)
Sncr Cpc Vc

(7.35)

lorsque le nombre de Stanton Sn dépasse la valeur critique Sncr = 6,5 ·10−4, ce nombre adimensionnel
étant défini par :

Sn =̂
Φw

ρc Cpc Vc
(
θsat − θc

) (7.36)

où Φw désigne le flux de chaleur surfacique pariétal.

• Flux de chaleur et température de paroi

Le modèle de nucléation implanté dans NEPTUNE_CFD est basé sur la théorie de Kurul et Podowski
(1990), selon laquelle le flux de chaleur pariétal Φw se divise en trois contributions distinctes (cf. figure
7.1) : 4

Φw = Φc + Φv + Φq . (7.37)

La définition et la modélisation de ces trois flux est détaillée ci-dessous.
a) Le flux monophasique Φc transfère de la chaleur vers le liquide uniquement et est proportionnel à

la fraction de la paroi non affectée par la présence des bulles nucléées :

Φc = Ac hlog
(
θw − θc

)
(7.38)

où hlog désigne un cœfficient de transfert thermique par convection forcée dans la couche limite
thermique etAc désigne la fraction de la surface de la paroi en contact avec uniquement du liquide ;
cette dernière est déterminée à l’aide des relations suivantes :


Ac+Aq = 1 (7.39a)

Aq = min
1 , πD 2

n ns
 (7.39b)

4. Notons que ces trois flux sont des flux par unité de surface pariétale.
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Flux
monophasique

Φc

Flux de
vaporisation

Φv

Flux de
quenching

Φq

Fig. 7.1 – Schématisation de la répartition du flux
de chaleur en paroi, selon la théorie de Kurul et Po-

dowski (1990) (adapté de Laviéville et al., 2006).

où Aq correspond à la somme des aires d’influence de chaque bulle nucléée par unité de surface
pariétale.

b) Le flux de vaporisation Φv correspond au flux de chaleur nécessaire à la formation de la vapeur des
bulles nucléées :

Φv = ρd
π

6
D 3

n ns φ
NU

(
id,I − ic,I

)
� ρd

π

6
D 3

n ns φ
NU
Lv (7.40)

où l’on retrouve le diamètre et la fréquence de détachement des bulles nucléées et la densité de
sites actifs définis précédemment.

c) Le flux de conduction instationnaire, ou quenching en anglais, Φq correspond au flux de chaleur
supplémentaire lié au brassage de la couche limite thermique par les bulles qui se détachent et
s’éloignent de la paroi :

Φq = Aq τq φ
NU

2 λc
(
θw − θc

)

√
π ac τq

(7.41)

où ac désigne la diffusivité thermique du liquide et τq désigne le temps d’attente entre le départ
d’une bulle et le début de la croissance d’une nouvelle bulle. En supposant la croissance d’une bulle
infiniment rapide devant ce temps caratéristique, Kurul et Podowski (1990) prennent τq� 1/φNU .

Ces différentes définitions font apparaître le lien reliant le flux de chaleur pariétal Φw et la température
de paroi θw. Si l’on choisit la température de la paroi comme une condition à la limite, le calcul de Φw

via la relation (7.37) est direct. Dans le cas contraire où l’on préférerait imposer le flux en paroi, θw ne
peut être obtenue que par le biais d’une résolution itérative du système composé des relations (7.37) à
(7.41), ce qui sera le cas dans nos calculs.

Notons également que, pour les cellules du maillage en contact avec la paroi, le flux de chaleur pariétal
est ajouté au second membre de l’équation de bilan d’énergie du liquide (7.11a) par l’intermédiaire de la
source de chaleur volumique suivante :

Q̇c = Φw
Scel,w

Vcel
. (7.42)
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7.3 Conclusion

Les équations de bilan implantées dans NEPTUNE_CFD ainsi que les modèles de turbulence et de
nucléation pariétale propre au code de calcul ont été présentés dans ce chapitre.

Le modèle polydisperse a pu être intégré en partie dans le code : les termes sources polydisperses
remplacent les expressions monodisperses initialement codées et deux équations de bilans géométriques
sont résolues en plus des équations habituelles.

Quelques aménagements ont tout de même dû être effectués pour que notre modèle soit compatible
avec la structure du code. Le premier est bien sûr la résolution d’une équation de bilan d’énergie factice
pour la phase dispersée qui a entraîné une légère modification des termes sources de masse Γ et Γγ. Les
autres aménagements de notre modèle polydisperse sont la réécriture des équations de bilan géométriques
en fonction d’une nouvelle variable géométrique et la modification des équations de bilan de quantité de
mouvement par l’ajout de la force de recul et la suppression du tenseur des contraintes visqueuses de la
phase dispersée.

Notons également que l’influence de la polydispersion de vitesse sur le transport des différentes den-
sités de moments géométriques n’a pas été prise en compte, ces dernières étant toutes transportées à la
vitesse moyenne de la phase dispersée.
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Chapitre 8

Simulation numérique
de l’expérience DEBORA

Ce dernier chapitre aborde la simulation de l’expérience DEBORA avec le modèle polydisperse pré-
senté dans les chapitres précédents et implanté dans le code de calcul NEPTUNE_CFD. Une pré-

sentation détaillée de l’expérience DEBORA ayant déjà été effectuée au chapitre 5 (cf. paragraphe 5.3.1),
on ne reviendra pas dessus dans ce chapitre.

La simulation de l’expérience DEBORA via les quatre essais déjà retenus précédemment (cf. tableau
5.2 page 115) va se dérouler en trois temps. Tout d’abord, on présentera dans la section 8.1 le paramé-
trage général du modèle numérique. Les différents modèles de fermetures présentés dans les chapitres
précédents seront confrontés dans cette première section afin de déterminer la meilleure combinaison de
modèles pour la simulation de DEBORA. Les résultats des simulations des quatre essais DEBORA rete-
nus avec notre modèle polydisperse Q2 seront ensuite présentés et analysés dans la section 8.2 ; on pourra
alors évaluer la capacité de notre modèle à modéliser les écoulements bouillants sous-saturés. Enfin, dans
la section 8.3 seront confrontés le modèle polydisperse Q2, les différents modèles polydisperses implan-
tés auparavant dans le code NEPTUNE ainsi qu’une approche monodispersée. Cette dernière section
permettra donc de conclure sur l’apport du modèle Q2.

Notons que ce chapitre ne traitera que la modélisation de la polydispersion en taille avec la loi Q2, la
loi C2 n’ayant pas pu être implantée dans le code de calcul par manque de temps. La loi C2 étant en de
nombreux points similaire à la loi Q2, son intégration dans le code sera néanmoins assez facile à mener.
Les aménagement du code nécessaires à l’implantation de la loi Q2 étant les mêmes que pour la loi C2,
il ne reste finalement à coder que les formes des différents modèles de fermetures (forces moyennes,
coalescence/fragmentation et taux de changement de phase) et le conditionnement géométrique propres
à la loi C2.

Un dernier mot sur la présentation des résultats ; la majorité des planches de résultats sera placée à
l’annexe E, et ce afin de ne pas surcharger le présent chapitre.

8.1 Paramétrage du modèle numérique

Cette première section décrit le paramétrage de notre modèle numérique de l’expérience DEBORA.
On présentera dans un premier temps le domaine de calcul, ses conditions aux limites et sa discrétisation
spatiale, puis, dans un second temps, on confrontera les différents modèles de fermetures présentés dans
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les chapitres précédents afin d’en déterminer le jeu le plus représentatif de la physique de l’expérience
DEBORA.

8.1.1 Domaine et grilles de calcul

La section d’essai de l’expérience DEBORA (cf. figure 5.2) est modélisée par un simple tube cylin-
drique vertical. Les écoulements observés dans DEBORA pouvant être considérés comme étant axisy-
métriques (Manon, 2000 ; Garnier et al., 2001), un domaine cylindrique bidimensionnel a été choisi. Les
frontières du domaine de calcul sont les suivantes (cf. figure 8.1) :

• axe de la conduite : r = 0,192 mm ;

• paroi latérale de la conduite : r = 9,6 mm ;

• entrée de la conduite : z = 0 ;

• sortie de la conduite : z = 5 m.

L’abscisse radiale du premier point du domaine ne pouvant être nulle pour des raisons propres au code
de calcul, elle e été fixée arbitrairement à 1/50 du rayon de la conduite.

• Conditions aux limites

Précisons à présent les conditions aux limites du domaine de calcul. Celles-ci sont de cinq types différents
(cf. figure 8.1).

Axe de la conduite

Les conditions aux limites sur les différentes grandeurs au niveau de l’axe de la conduite sont une consé-
quence de l’hypothèse d’axisymétrie de l’écoulement. Elles consistent en l’annulation des composantes
radiales des vitesses des deux phases au niveau de l’axe ; il en va de même pour les dérivées par rapport
à la coordonnée radiale des différentes grandeurs.

Entrée de la conduite

Les différentes variables imposées en entrée de la conduite sont détaillées ci-dessous.

a) Le taux de présence des deux phases : le fluide injecté dans DEBORA étant à l’état liquide uni-
quement, on a logiquement imposé αc =1 et αd =0.

b) La vitesse des deux phases : la même vitesse a été appliquée aux deux phases, celle-ci étant suppo-
sée purement verticale ; la valeur renseignée a été déduite du débit massique entrant expérimental
donné pour chaque essai dans le tableau 5.2 (page 115).

c) La température des deux phases : la température du liquide a été imposée à la température expéri-
mentale (cf. tableau 5.2 page 115), celle de la vapeur étant fixée à la température de saturation.

d) L’énergie cinétique turbulente du liquide : aucune mesure de la turbulence n’est effectuée sur
DEBORA, mais, à partir de corrélations empiriques, les expérimentateurs estiment l’ordre de gran-
deur des fluctuations de vitesse à environ 10 % de la vitesse débitante. En supposant en outre une
turbulence isotrope en entrée (v′c,r =v′c,θ=v′c,z =v′c), on peut évaluer Kc grâce à la relation suivante :

Kc =̂
1
2

(
v′c,r v′c,r + v′c,θ v′c,θ + v′c,z v′c,z

)
�

3
2

(
v′c
)2 ≈ 0,015 V 2

c (8.1)

où Vc désigne la vitesse débitante du liquide imposée à l’entrée de la conduite.
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e) Le taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente du liquide : pour la même raison que Kc,
εc est estimé à l’aide d’une relation approchée :

εc ≈
(
v′c
)3

Λ
(8.2)

où Λ désigne l’échelle intégrale de la turbulence. Pour un écoulement turbulent en conduite, celle-
ci peut être estimée à l’aide d’une relation proposée initialement par Hinze (1959) :

Λ ≈ κR (8.3)

où κ désigne la constante de von Kármán (κ = 0,41) et R le rayon de la conduite. On en déduit
que dans l’expérience DEBORA, le taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente peut être
approché par :

εc ≈
(
0,1 Vc

)3

κR
≈ 0,254 V 3

c . (8.4)

f) Les densités de moments géométriques : aucune bulle n’étant présente à l’entrée de la conduite,
une valeur nulle est imposée en entrée pour les deux densités de moments.

Toutes ces conditions aux limites sont de type Dirichlet.

Sortie de la conduite

Seule la pression du système est imposée en sortie, la valeur choisie étant bien sûr celle de l’essai expé-
rimental simulé (cf. tableau 5.2 page 115).

Paroi adiabatique

Les sections non chauffées de la paroi sont supposées adiabatiques : un flux de chaleur nul y est donc
imposé (condition à la limite de type Neumann).

Les parois étant en outre supposées imperméables, les composantes normales à la paroi des vitesses
liquide et gaz sont également annulées. Les composantes tangentielles des vitesses sont quant à elles
renseignées par une loi de paroi.

Paroi chauffante

En plus des conditions sur les vitesses décrites dans le paragraphe précédent, un flux de chaleur est
imposé sur cette section de la paroi (condition à la limite de type Neumann), la valeur renseignée étant
celle indiquée dans le tableau 5.2 (page 115).

Temps physique simulé

Le code NEPTUNE_CFD est un code de calcul instationnaire ; la solution stationnaire de l’écoulement
est donc atteinte à l’issue d’une phase de calcul transitoire. Par ailleurs, le flux de chaleur en paroi
nécessite d’être imposé progressivement au début du calcul afin d’éviter un changement trop brusque des
conditions initiales et garantir ainsi la convergence du calcul.

Après quelques tests, il a été décidé de simuler 20 s de temps physique dont 5 s sont dédiées à l’applica-
tion progressive du flux de chaleur en paroi, ce jeu de paramètres permettant d’atteindre l’état stationnaire
pour les différents écoulements simulés.
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Axe de symétrie

Entrée

Sortie

Paroi adiabatique

Paroi chauffante

1 m

3,5 m

0,5 m

9,6 mm

r

z

Fig. 8.1 – Schématisation de la grille de calcul et des différents
types de conditions aux limites

Nom Nombre de cellules Dimensions d’une cellule Facteur de forme
selon r selon z total ∆r (mm) ∆z (mm) ∆z/∆r

Maillage 1 10 80 800 0,9408 62,5 66,4
Maillage 2 20 400 8000 0,4704 12,5 26,6
Maillage 3 30 800 24000 0,3136 6,25 19,9
Maillage 4 40 1600 64000 0,2352 3,125 13,3

Tab. 8.1 – Caractéristiques géométriques des différents maillages utilisés.
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• Discrétisation spatiale du domaine de calcul

Le domaine de calcul a été discrétisé selon une grille structurée d’éléments rectangulaires. Différents
raffinements ont été réalisés ; les caractéristiques géométriques des différents maillages sont données
dans le tableau 8.1.

Un des premiers tests à effectuer est la sensibilité en maillage du modèle numérique. Les quatre maillages
décrits dans le tableau 8.1 ont ainsi été confrontés à un même calcul de référence dont le paramétrage est
donné ci-dessous.

• Essai : DEBORA 1

• Maillage : Maillage 1 / Maillage 2 / Maillage 3 / Maillage 4

• PDF : loi Q2

• Forces moyennes :
– traînée : CD

Q2, modèle d’Ishii et Hibiki (2006)
– portance : CL

Q2, modèle de Tomiyama (1998)
– masse ajoutée : CVM∗∗ , modèle de Zuber (1964)
– paroi : non
– dispersion turbulente : CTD =1

• Coalescence et fragmentation :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001)
– fragmentation homogène : modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,65

• Changement de phase : corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b).

Notons que l’on ne prendra pas en compte la force de paroi dans nos différents calculs, cette force ne
semblant pas applicable aux écoulements présentant de la nucléation en paroi. 1

La figure 8.2 regroupe les résultats obtenus avec les quatre maillages sur les profils radiaux des quatre
grandeurs suivantes :

a) le taux de vide αd ;

b) l’aire interfaciale aI ;

c) la composante axiale de la vitesse moyenne du gaz Vd ;

d) la température moyenne du mélange diphasique θm =̂αd θd + (1 − αd) θc.

Les profils radiaux ont été relevées en fin de section chauffée, c’est-à-dire au même endroit que les
données expérimentales (z=4,485 m).

Mis à part le premier maillage qui semble vraiment trop grossier, les trois autres maillages semblent
converger vers une même solution. Si la convergence semble atteinte avec le Maillage 2 sur le taux de
vide et la vitesse moyenne du gaz, il en va autrement pour l’aire interfaciale à proximité de la paroi. Ce
problème connu par les développeurs du code NEPTUNE_CFD a été attribué au modèle de nucléation en
paroi. On remarquera également que les résultats sur la température du mélange diphasique convergent
également plus difficilement au niveau de l’axe du tube ; l’écart entre les résultats du Maillage 2 et ceux
du Maillage 4 n’est cependant que de 0,3 °C au maximum.

À la vue des temps CPU 2 des différents calculs (cf. tableau 8.2), on utilisera le Maillage 2 pour le pa-
ramétrage des fermetures de notre modèle polydisperse, ce maillage représentant le meilleur compromis

1. Comme énoncé au chapitre 3, l’existence de cette force est liée au drainage du film liquide entre une bulle et la paroi.
Si des bulles sont nuclées à la paroi, la configuration de l’écoulement et la physique sous-jacente sont bien différentes des
hypothèses qui ont permis à Antal et al. (1991) d’établir l’expression de la force de paroi.
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Fig. 8.2 – Test de sensibilité en maillage du modèle numérique de DEBORA ; les caractéris-
tiques des maillages utilisés sont données dans le tableau 8.1.

Maillage Nombre de cellules Nombre de
processeurs

Temps CPU
selon r selon z total

1 10 80 800 4 2 min 41 s
2 20 400 8000 4 48 min 47 s
3 30 800 24000 4 4 h 45 min 59 s
4 40 1600 64000 4 22 h 58 min 43 s

Tab. 8.2 – Temps CPU des calculs effectués pour le test de sensibilité en
maillage.
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entre précision des résultats et rapidité du calcul. On supposera donc que ce maillage sera suffisamment
précis pour capter les grandes tendances nécessaires au choix des différents modèles de fermetures. Le
Maillage 3 sera quant à lui utilisé dans la prochaine section lorsqu’une solution plus précise sera recher-
chée.

8.1.2 Choix des modèles de fermeture du modèle polydisperse Q2

Le paramétrage numérique du modèle étant effectué, nous allons à présent nous intéresser au pa-
ramétrage physique de notre modèle et chercher à déterminer le jeu de modèle de fermetures le plus
représentatif de la physique de l’expérience DEBORA.

Deux familles de fermetures vont être explorées dans ce paragraphe : les différents modèles de coa-
lescence et de fragmentation présentés au chapitre 4, ainsi que les différentes corrélations du nombre de
Nusselt vues au chapitre 5.

• Modèles de coalescence et de fragmentation

Intéressons-nous à la modélisation des phénomènes de coalescence et de fragmentation de bulles ; les
différents modèle présentés au chapitre 4, à savoir deux modèles de coalescence et trois modèles de
fragmention, vont à présent être testés et confrontés à l’expérience DEBORA. Les acronymes suivants
seront utilisé sur les différents graphiques à venir pour désigner les différentes combinaisons de modèles
possibles :

• PB+LS :
– coalescence : modèle de Prince et Blanch (1990) ;
– fragmentation : modèle de Luo et Svendsen (1996) ;

• K+LS :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001) ;
– fragmentation : modèle de Luo et Svendsen (1996) ;

• PB+PB65 :
– coalescence : modèle de Prince et Blanch (1990) ;
– fragmentation : modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,65 ;

• K+PB65 :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001) ;
– fragmentation : modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,65 ;

• PB+PB79 :
– coalescence : modèle de Prince et Blanch (1990) ;
– fragmentation : modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,79 ;

• K+PB79 :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001) ;
– fragmentation : modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,79.

Pour confronter ces différents modèles à l’expérience, nous allons nous tourner vers l’essai DEBORA 4
(cf. tableau 5.2 page 115). Parmi les quatre essais retenus pour cette étude, cet essai présente la plus faible
sous-saturation du liquide au centre de la conduite (Garnier et al., 2001) ; le changement de phase y est

2. Le temps CPU, de l’anglais Central Processing Unit, désigne le temps mis par l’outil de calcul pour effectuer une
simulation ; il constitue ainsi une indication du coût de la simulation.
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Fig. 8.3 – Évolution radiale (z=4,485 m) des différents termes
sources de l’équation de bilan surM1 pour l’essai DEBORA 4.
Résultats obtenus avec le modèle de coalescence de Kamp et al.
(2001), le modèle de fragmentation de Prince et Blanch (1990)

(Ke =0,65) et la corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b).
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Fig. 8.4 – Évolution radiale (z=4,485 m) des différents termes
sources de l’équation de bilan surM2 pour l’essai DEBORA 4.
Résultats obtenus avec le modèle de coalescence de Kamp et al.
(2001), le modèle de fragmentation de Prince et Blanch (1990)

(Ke =0,65) et la corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b).
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donc supposé être largement dominé par les phénomènes de coalescence et de fragmentation. Cette as-
sertion est confirmée par les figures 8.3 et 8.4 3 représentant l’évolution radiale en fin de section chauffée
des quatre termes sources des équations de bilan sur les densités de moments d’ordre 1 et 2 (cf. équation
7.17) : on y voit clairement que le changement de phase joue un rôle mineur. Le paramétrage du modèle
numérique utilisé pour ce test des modèles de coalescence et de fragmentation est le suivant :

• Essai : DEBORA 4

• Maillage : Maillage 2

• PDF : loi Q2

• Forces moyennes :
– traînée : CD

Q2, modèle d’Ishii et Hibiki (2006)
– portance : CL

Q2, modèle de Tomiyama (1998)
– masse ajoutée : CVM∗∗ , modèle de Zuber (1964)
– paroi : non
– dispersion turbulente : CTD =1

• Coalescence et fragmentation :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001) / modèle de Prince et Blanch (1990)
– fragmentation : modèle de Luo et Svendsen (1996) / modèle de Prince et Blanch (1990) avec
Ke =0,65 / modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,79

• Changement de phase : corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b).

Comparaison des termes sources de coalescence et de fragmentation

La figure 8.5 montre l’évolution radiale en fin de section chauffée du terme source BU2 obtenu avec les
différentes combinaisons de modèles de coalescence et de fragmentation. Cette figure met en évidence
le fait que, quelque soit le jeu de modèles utilisé, la fragmentation de bulles est localisée uniquement
à proximité de la paroi (à partir de r/R = 0,8), suivant ainsi le profil du taux de dissipation de l’énergie
cinétique turbulente (cf. figure 8.7).

Globalement, le modèle de Luo et Svendsen (1996) modélise moins d’événements de fragmentation que
les deux autres modèles, excepté dans la zone proche de la paroi où le modèle de Prince et Blanch (1990)
avec Ke = 0,79 est celui autorisant le moins d’événements de fragmentation. On remarquera également
que le terme source de fragmentation est peu dépendant du modèle de coalescence associé.

La figure 8.6 donne quant à elle l’évolution radiale en fin de section chauffée des différents termes
sources CO2. Cette figure montre que le terme source de coalescence dépend assez fortement du modèle
de fragmentation choisi. Cela peut être expliqué par l’augmentation de la densité numérique de bulles due
à la fragmentation qui augmente la probabilité des collisions entre bulles et donc celle des phénomènes
de coalescence.

Il apparaît également sur cette figure que l’intensité du terme source de coalescence décroît au voisinage
de la paroi, une trop forte turbulence du liquide ne permettant pas aux bulles de rester en contact suffi-
samment longtemps pour coalescer. Le modèle de Kamp et al. (2001) montre d’ailleurs une plus grande
sensibilité à ce phénomène que le modèle de Prince et Blanch (1990).

Comparaison des résultats numériques et expérimentaux

Intéressons-nous à présent aux résultats obtenus avec les différents modèles de coalescence et de frag-
mentation sur les grandeurs principales de l’écoulement que sont :

3. Sur ces figures, G1 et G2 désigne les termes sources de compressibilité du gaz, c’est-à-dire le deuxième terme du second
membre de (7.17).
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Fig. 8.5 – Évolution radiale (z=4,485 m) du terme source de
fragmentation de l’équation de bilan surM2 pour les différentes
combinaisons de modèles de coalescence et de fragmentation.
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Fig. 8.7 – Évolution radiale (z=4,485 m) du taux de dissipation
de l’énergie cinétique turbulence pour les différentes combinai-

sons de modèles de coalescence et de fragmentation.

a) le taux de vide αd ;

b) l’aire interfaciale aI ;

c) la composante axiale de la vitesse moyenne du gaz Vd ;

d) la température moyenne du mélange diphasique θm =̂αd θd + (1 − αd) θc.

e) le diamètre de Sauter d32 ;

f) les paramètres de la loi Q2 d10 et σ̃ ;

Les résultats obtenus avec NEPTUNE_CFD sont confrontés aux résultats expérimentaux sur les figures
E.1 à E.4 (pages 202 à 205).

La comparaison des résultats numériques et expérimentaux sur les figures E.1 à E.3 montre que le modèle
de coalescence de Kamp et al. (2001) donne de meilleurs résultats que le modèle de Prince et Blanch
(1990) sur le profil radial du taux de vide et surtout sur celui du diamètre de Sauter ; ce dernier est en effet
systématiquement et fortement sous-évalué avec le modèle de coalescence de Prince et Blanch (1990).
La température du mélange est systématiquement surévaluée quelque soit le jeu de modèles utilisé, cette
tendance étant légèrement moins accentuée avec le modèle de coalescence de Kamp et al. (2001).

La figure E.4 montre quant à elle que les résultats les moins bons sur αd et aI sont obtenus en prenant
le modèle de fragmentation de Prince et Blanch (1990) et Ke = 0,65. Les modèles de fragmentation de
Luo et Svendsen (1996) et Prince et Blanch (1990) avecKe =0,79 donnent des résultats similaires, l’aire
interfaciale étant toutefois mieux évaluée près de la paroi avec le deuxième modèle.

Finalement, à la vue de toutes ces observations, on choisira dans la suite de cette étude de modéliser la
coalescence avec le modèle de Kamp et al. (2001) et la fragmentation avec le modèle de Prince et Blanch
(1990) en prenant Ke =0,79.

• Corrélation du nombre de Nusselt

Ce paragraphe s’intéresse à la fermeture du flux de chaleur moyen entre les interfaces et le liquide et donc
du taux de changement de phase hors nucléation. Nous avons vu au chapitre 5 que ce flux moyen était
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Fig. 8.8 – Évolution radiale (z=4,485 m) des différents termes
sources de l’équation de bilan surM1 pour l’essai DEBORA 1.
Résultats obtenus avec le modèle de coalescence de Kamp et al.
(2001), le modèle de fragmentation de Prince et Blanch (1990)

(Ke =0,79) et la corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b).
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Fig. 8.9 – Évolution radiale (z=4,485 m) des différents termes
sources de l’équation de bilan surM2 pour l’essai DEBORA 1.
Résultats obtenus avec la modèle de coalescence de Kamp et al.
(2001), le modèle de fragmentation de Prince et Blanch (1990)

(Ke =0,79) et la corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b).
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8.1 Paramétrage du modèle numérique

modélisé en faisant intervenir un nombre de Nusselt renseigné à l’aide d’une corrélation empirique ou
analytique. Quatre corrélations ont été proposées précédemment (cf. tableau 5.1 page 109) ; nous allons à
présent chercher à déterminer laquelle de ces quatre corrélations est la plus représentative du changement
de phase dans DEBORA.

Pour confronter les différentes corrélations à l’expérience, nous allons nous tourner vers l’essai DEBORA
1 (cf. tableau 5.2 page 115), qui, parmi les quatre essais retenu pour cette étude, présente la plus forte
sous-saturation du liquide au centre de la conduite (Garnier et al., 2001) et donc l’essai où la condensation
est a priori la plus significative. Les figures 8.8 et 8.9, représentant l’évolution radiale des quatre termes
sources de l’équation de bilan sur les densités de moments 1 et 2, montrent en effet que le changement
de phase domine largement les phénomènes de coalescence et de fragmentation au centre de la conduite
(de r/R=0 à r/R=0.5).

Le paramétrage du modèle numérique utilisé pour ce test des corrélations de Nusselt est le suivant :

• Essai : DEBORA 1

• Maillage : Maillage 2

• PDF : loi Q2

• Forces moyennes :
– traînée : CD

Q2, modèle d’Ishii et Hibiki (2006)
– portance : CL

Q2, modèle de Tomiyama (1998)
– masse ajoutée : CVM∗∗ , modèle de Zuber (1964)
– paroi : non
– dispersion turbulente : CTD =1

• Coalescence et fragmentation :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001)
– fragmentation : modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,79

• Changement de phase : corrélations de Ranz et Marshall (1952a,b) / Rückenstein (1959) / Akiyama
(1973) / Chen et Mayinger (1992).

Les résultats obtenus avec les quatre corrélations sur les grandeurs principales de l’écoulement sont
confrontés aux résultats expérimentaux sur la figure E.5. Les différentes corrélations y sont désignées
par les acronymes suivants :

• RM52 : corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b) ;

• R59 : corrélation de Rückenstein (1959) ;

• A73 : corrélation de Akiyama (1973) ;

• CM92 : corrélation de Chen et Mayinger (1992).

Comme on peut le voir sur cette figure, les données expérimentales ne couvrent pas tout le rayon de la
conduite, trop peu de gaz étant présent dans le cœur de l’écoulement pour en permettre la mesure. Le
modèle numérique présente pour sa part un bon comportement dans cette zone où la vapeur est résiduelle,
les résultats numériques extrapolant les résultats expérimentaux manquants de façon satisfaisante.

Concernant les différentes corrélations de Nusselt testées, la première observation que l’on peut tirer de
la figure E.5 (page 206) est que les corrélations de Ranz et Marshall (1952a,b), d’Akiyama (1973) et
de Chen et Mayinger (1992) donnent des résultats similaires sur les grandeurs αd, aI , Vd et θm. Avec
ces trois corrélations, Le taux de vide est correctement prédit, mais l’aire interfaciale est surestimée. À
l’opposé, la corrélation de Rückenstein (1959) prédit correctement l’aire interfaciale mais pas le taux de
vide qu’elle sous-estime.
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Cette divergence des résultats numériques et expérimentaux, soit sur aI , soit sur αd, font que le diamètre
de Sauter est largement sous-estimé par les quatre corrélations. 4 La valeur près de la paroi est cependant
correctement prédite ce qui laisse supposer que la nucléation est correctement traitée.

En ce qui concerne la température du mélange diphasique et celle de la paroi (figure E.5(d)), elles sont
correctement prédites quelle que soit la corrélation de Nusselt utilisée : θm est surestimée d’environ 1 °C,
soit environ 2 %, et θw est surestimée d’environ 3,5 °C, soit environ 6 %.

Finalement, on ne retiendra pas la corrélation de Rückenstein (1959), en raison de sa tendance à sous-
estimer αd. Les résultats étant similaires pour les trois autres corrélations, notre choix se portera sur
la corrélation de Chen et Mayinger (1992) pour la suite de cette étude, son domaine de validité et son
champ d’application étant plus en adéquation avec l’expérience DEBORA que ceux des corrélations de
Ranz et Marshall (1952a,b) et d’Akiyama (1973) (cf. tableau 5.1 page 109).

8.2 Simulation et analyse des différents essais DEBORA

Dans cette section, les quatre essais DEBORA retenus précédemment (cf. tableau 5.2 page 115)
vont être simulés afin de tester la capacité de notre modèle polydisperse à représenter les écoulements
bouillants sous-saturés.

Le paramétrage du modèle numérique utilisé dans cette section est le suivant :

• Essai : DEBORA 1 / DEBORA 2 / DEBORA 3 / DEBORA 4

• Maillage : Maillage 3

• PDF : loi Q2

• Forces moyennes :
– traînée : CD

Q2, modèle d’Ishii et Hibiki (2006)
– portance : CL

Q2, modèle de Tomiyama (1998)
– masse ajoutée : CVM∗∗ , modèle de Zuber (1964)
– paroi : non
– dispersion turbulente : CTD =1

• Coalescence et fragmentation :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001)
– fragmentation : modèle de Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,79

• Changement de phase : corrélation de Chen et Mayinger (1992).

Avant de passer à une analyse plus détaillée des différents résultats, vérifions tout d’abord la validité de
notre hypothèse de haut Reynolds ( 0,1Reb(d) 3/4 � 1), hypothèse formulée au chapitre 3 pour simplifier
l’expression de la vitesse relative de bulle du premier régime de traînée (cf. section 3.2.1). Cette vitesse
relative intervenant également dans le taux de changement de phase moyen via le nombre de Nusselt,
elle est de tout première importance. La figure 8.10 montre l’évolution radiale du nombre de Reynolds
moyen 5 pour les quatre essais simulés ; la zone hachurée correspondant à la gamme de nombres de
Reynolds non autorisée par notre hypothèse de haut Reynolds, on voit que l’hypothèse de haut Reynolds
est respectée pour les quatre essais.

4. On rappelle que le diamètre de Sauter est donné par le relation d32 =
6αd
aI

.

5. Le nombre de Reynolds moyen est ici défini par la relation Re10 =̂
‖Vd−Vc‖ d10

νc
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Fig. 8.10 – Nombre de Reynolds moyen obtenu pour les diffé-
rents essais en fin de longueur chauffée (z=4,485 m).

8.2.1 Comparaison des résultats numériques et expérimentaux

Les résultats des différents calculs sur αd, aI , Vd, θm, θw et d32 sont comparés aux résultats expérimen-
taux sur les figures E.6 (page 207), E.8 (page 209), E.10 (page 211) et E.12 (page 213). On rappelle que
les différents profils sont relevés en fin de longueur chauffée (z=4,485 m).

Une comparaison des résultats obtenus sur les quatre essais montre que la vitesse moyenne de la
vapeur est assez bien prédite pour les quatre essais : si le profil radial expérimental n’est pas retrouvé
avec précision, le profil de vitesse obtenu par la simulation reste dans la zone d’incertitude des résultats
expérimentaux.

La température du mélange est quant à elle systématiquement surévaluée d’environ 1 ou 2 °C et la
température de paroi l’est d’environ 4 ou 5 °C. Ces écarts peuvent être mis sur le compte d’incertitudes
portant sur les propriétés thermophysiques du fréon R-12 sous-saturé, les tables donnant ces propriétés
implantées dans le code de calcul résultant d’extrapolations en liquide sous-saturé.

Une autre tendance qui se dégage des calculs des quatre essais est qu’il semble assez difficile de
retrouver à la fois un bon profil de taux de vide et un bon profil d’aire interfaciale. Cette divergence
résulte en une mauvaise estimation du diamètre de Sauter, toujours sous-évalué, excepté peut-être pour
l’essai 4 où la concordance simulation/expérience est un peu meilleure. Concernant αd et aI , les mêmes
tendances sont retrouvées pour les essais 1 et 4, à savoir un taux de vide globalement correctement prédit,
mais surestimé près de la paroi et une aire interfaciale largement surestimée sur tout le profil radial. L’aire
interfaciale est en revanche assez bien prédite pour l’essai 2, mais le taux de vide y est sous-estimé sur
la majorité du profil. Notons également que la décroissance du taux de vide près de la paroi n’est pas
retrouvée par la simulation. Enfin, en ce qui concerne l’essai 3, le taux de vide et l’aire interfaciale
sont largement surestimés (de plus d’un facteur 2). La surestimation globale du taux de vide pour cet
essai laisse entendre, soit une production de vapeur trop importante et donc un mauvais comportement
du modèle de nucléation, soit une condensation pas assez importante et une corrélation de Nusselt peu
adaptée à l’essai. Remarquons toutefois que pour cet essai le rapport de αd et aI donne une meilleure
approximation du diamètre de Sauter que pour les essais 1 et 2.
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Les figures E.7 (page 208), E.9 (page 210), E.11 (page 212) et E.13 (page 214) montrent l’évolution
radiale à l’altitude z = 4,485 m des fonctions de distribution en taille des bulles pour les différents essais
DEBORA calculés. Comme le laissait présager la large sous-estimation du diamètre de Sauter pour les
essais 1 et 2, le diamètre maximal des bulles obtenu par la simulation est lui aussi largement sous-estimé,
tout comme l’écart type de la fonction de distribution. L’évolution radiale globale de la fonction de
distribution semble néanmoins retrouvée par la simulation : l’écart type de la PDF étant moindre au centre
de la conduite et à proximité de la paroi. La correspondance entre les PDF numériques et expérimentales
est bien meilleure pour les essais 3 et 4, même si le diamètre maximal est systématiquement sous-estimé
par la simulation.

8.2.2 Évolution axiale de l’écoulement

On se propose à présent de s’intéresser à ce qui se passe en amont de la section de mesure expéri-
mentale, données uniquement accessibles par la simulation. Aussi, en plus du profil correspondant à la
section de mesure expérimentale (z=4,485 m), trois autres profils radiaux ont été extraits des résultats de
la simulation. Ces derniers ont été pris en z=4 m, z=3 m et z=2 m. 6

Les différents profils obtenus pour αd, aI , Vd, θc, θw, d32 ainsi que pour d10 et σ̃ sont donnés sur les
figures E.14 (page 215), E.16 (page 217), E.18 (page 219) et E.20 (page 221) pour les quatre essais
DEBORA simulés. Logiquement, le taux de vide et l’aire interfaciale, et donc le nombre de bulles dans
la conduite, augmentent avec la position axiale dans la conduite. Il en va de même pour la température du
liquide, celui-ci se réchauffant progressivement le long de la section chauffée. La température de paroi
n’évolue par contre que très peu : une augmentation maximum de 2 °C est observée entre notre position
la plus basse et la section de mesure pour l’essai 1.

Notons qu’en vapeur résiduelle, le profil de la vitesse moyenne Vd présente des singularités. Ces sin-
gularités sont dues à une explosion fictive du diamètre de Sauter lorsque αd et aI tendent simultanément
vers 0. Le diamètre d32 intervenant notamment dans les expressions des forces moyennes, il influe sur le
bilan moyen de quantité de mouvement et donc Vd.

Concernant les diamètres moyens, on remarque que d32 comme d10 tendent vers une même valeur
en paroi, caractérisant ainsi la monodispersion des bulles nucléées. Cela est également confirmé par les
figures E.15 (page 216), E.17 (page 218), E.19 (page 220) et E.21 (page 222) montrant l’évolution spa-
tiale de la fonction de distribution en taille des bulles. La fonction de distribution part d’une distribution à
écart type réduit autour du diamètre de nucléation au bas de la colonne, l’écart type augmentant ensuite à
proximité de la paroi avec l’altitude, sans doute à cause des phénomènes de coalescence et de fragmenta-
tion de bulles (on a vu que ces phénomènes étaient surtout localisé à proximité de la paroi). Radialement,
l’écart type et le diamètre moyen augmentent en s’éloignant de la paroi avant éventuellement de diminuer
si la condensation est assez forte pour le permettre.

Il apparaît également sur ces différentes figures que la loi Q2 a souvent tendance à se confondre avec
une loi Q1, autrement dit à avoir un diamètre minimal nul. La présence de condensation y est sans doute
pour beaucoup, ce phénomène faisant forcément tendre le diamètre minimal des bulles vers un diamètre
nul. L’intérêt de la loi Q2 est surtout visible au bas de la colonne où le diamètre minimal n’est pas
toujours nul et surtout sur l’essai 3 (cf. figure E.19 page 220) qui illustre bien la capacité de la loi Q2 à
dégénérer vers une distribution monodisperse quelconque.

6. On rappelle que le début de la section chauffée est situé à l’altitude z=1 m.
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8.3 Comparaison du modèle polydisperse Q2 aux autres modèles implan-
tés dans NEPTUNE_CFD

Cette dernière section a pour objectif d’évaluer le modèle polydisperse Q2 par rapport à d’autres
modèles déjà implantés dans NEPTUNE_CFD. Les différents modèles qui seront confrontés au modèle
Q2 sont les suivants.

Modèle polydisperse à deux équations de densités de moments de Morel et Laviéville (2009)

• PDF : loi log-normale (LN)

• Forces moyennes : forces exprimées en fonction du diamètre de Sauter

• Coalescence et fragmentation :
– coalescence : modèle de Kamp et al. (2001)
– fragmentation : non prise en compte, incompatible avec la loi log-normale

• Changement de phase :
– corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b)
– prise en compte de la dépendance en diamètre de la vitesse relative de bulles dans le nombre de

Nusselt.

Modèle polydisperse à une équation d’aire interfaciale de Ruyer et Seiler (2009)

• PDF : loi quadratique à un paramètre (Q1)

• Forces moyennes : forces moyennes polydisperses

• Coalescence et fragmentation : modèles propres (cf. Ruyer et Seiler, 2009)

• Changement de phase :
– corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b)
– pas de prise en compte de la dépendance en diamètre de la vitesse relative de bulles dans le

nombre de Nusselt.

Modèle monodisperse à une équation d’aire interfaciale de Yao et Morel (2004)

• PDF : distribution de Dirac centrée sur le diamètre de Sauter

• Forces moyennes : forces exprimées en fonction du diamètre de Sauter

• Coalescence et fragmentation : modèles propres (cf. Yao et Morel, 2004)

• Changement de phase :
– corrélation de Ranz et Marshall (1952a,b)
– pas de prise en compte de la dépendance en diamètre de la vitesse relative de bulles dans le

nombre de Nusselt.

Les différents modèles comparés n’auront donc pas tout à fait les mêmes fermetures. Le paramétrage du
modèle polydisperse Q2 sera celui utilisé à la section 8.2, les différents calculs étant effectués avec le
Maillage 2 (cf. tableau 8.1).

La comparaison des trois modèles polydisperses est donnée sur les figures E.22 à E.25 (pages 223 à
226). La différence entre les trois modèles est particulièrement visible sur l’essai 4 (figure E.25), autre-
ment dit l’essai le plus sensible aux modèles de coalescence et de fragmentation. L’absence de modèle
de fragmentation dans le modèle polydisperse LN résulte logiquement en une surestimation assez impor-
tante de la taille des bulles et donc une sous-estimation de l’aire interfaciale. Le modèle polydisperse Q1
sous-estime également l’aire interfaciale en paroi, mais de façon moins importante que le modèle LN.
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Concernant le taux de vide, il semble mieux prédit par le modèle polydisperse Q2, tout comme la tem-
pérature du mélange diphasique. Un dernier mot sur les diamètres moyens d32 et d20, ceux-ci semblent
en revanche mieux estimés par le modèle LN, bien que la meilleure valeur en paroi soit obtenue avec le
modèle Q2.

En ce qui concerne les trois autres essais DEBORA simulés, les mêmes tendances y sont retrouvées,
à savoir un comportement similaire des modèles polydisperses Q1 et Q2 et un modèle polydisperse LN
prédisant mieux les diamètres moyens mais pas forcément les autres grandeurs moyennes de l’écoule-
ment. Tous ces calculs ne permettent malheureusement pas de tirer de conclusion claire : aucun modèle
polydisperse n’émerge comme étant le modèle donnant les meilleurs résultats sur toutes les grandeurs de
tous les essais. Si le modèle Q2 ne donne pas toujours les meilleurs résultats, il apparaît comme étant un
modèle polydisperse assez polyvalent sur les différents essais simulés.

Les figures E.26 à E.29 (pages 227 à 230) permettent de comparer le modèle polydisperse Q2 et
le modèle monodisperse à une équation d’aire interfaciale implanté dans NEPTUNE_CFD. Il apparaît
clairement que le modèle Q2 donne de meilleurs résultats que le modèle monodisperse, et ce pour les six
grandeurs comparées sur les essais 1,2 et 3. L’essai 3 fait figure d’exception, les résultats sur les profils
de taux de vide et d’aire interfaciale étant moins mauvais avec l’approche monodisperse.

Si le modèle polydisperse semble globalement améliorer la qualité des résultats numériques par rap-
port à l’approche monodisperse de Yao et Morel (2004), on rappelle néanmoins que les modèles de
fermetures des deux approches diffèrent quelque peu. Une conclusion définitive sur l’apport de notre
approche polydisperse par rapport à une approche monodisperse équivalente ne peut donc être tirée.

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, plusieurs essais DEBORA ont été simulés à l’aide du modèle polydisperse déve-
loppé dans ce document et implanté dans le code NEPTUNE_CFD. Dans un premier temps, le paramé-
trage du modèle numérique aura permis de choisir desquels entre les différents modèles de fermeture
proposés dans les précédents chapitres apparaissait comme les plus adaptés à la physique des écoule-
ments sous-saturés observés dans l’expérience DEBORA.

Trois modèles de fragmentation ont ainsi été testés, notre choix s’est porté sur le modèle de Prince et
Blanch (1990) avec Ke =0,79. Bien que plus élaboré du point de vue de la physique puisqu’il prend en
compte la caractère hétérogène du processus, le modèle de Luo et Svendsen (1996) n’a pas été retenu ici.
Ce modèle donne des résultats similaires au modèle de Prince et Blanch (1990) finalement retenu, mais
il semble engendrer trop de fragmentation près de la paroi. Il faut dire que la constante KLS intervenant
dans le modèle de Luo et Svendsen (1996) a été ajustée sur les paramètres de DEBORA de façon quelque
peu grossière et nécessiterait sans doute quelques ajustements. Le modèle de coalescence de Kamp et al.
(2001) a pour sa part montré de meilleures performances que le modèle de Prince et Blanch (1990) et a
donc été choisi pour notre étude numérique.

Concernant le changement de phase, quatre corrélations caractérisant le nombre de Nusselt du liquide
ont été testées. On a pu voir que les corrélations de Ranz et Marshall (1952a,b), Akiyama (1973) et Chen
et Mayinger (1992) donnait des résultats similaires, et meilleurs sur le profil du taux de vide que les
résultats obtenus avec la corrélation de Rückenstein (1959). La corrélation de Chen et Mayinger (1992)
a finalement été choisie pour sa gamme de validité et son champ d’application plus en adéquation avec
les essais DEBORA simulés que celle des autres corrélations.

La simulation des quatre essais DEBORA avec le modèle polydisperse Q2 a montré que, mis à part
pour l’essai 3, les grandeurs moyennes sont globalement assez bien retrouvées par la simulation : c’est le
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cas pour le taux de vide, la vitesse moyenne du gaz et dans une moindre mesure l’aire interfaciale. Une
surestimation systématique de la température du mélange diphasique de quelques degrés a également pu
être observée, surestimation attribuée notamment aux incertitudes portant sur les propriétés thermophy-
siques du fréon R-12 en liquide sous-saturé.

Ces simulations ont mis en évidence qu’il était difficile d’obtenir simultanément une bonne estima-
tion des profils radiaux de taux de vide et d’aire interfaciale, induisant de ce fait une mauvaise estimation
systématique du diamètre de Sauter. Cela peut éventuellement être expliquée par la mise en défaut de
l’hypothèse de sphéricité dans la réalité. En plus d’avoir été formulée lors de l’écriture de notre modèle
polydisperse, cette hypothèse simplificatrice est aussi formulée par les expérimentateurs de DEBORA
pour le traitement de leurs données expérimentales. 7, 8 En supposant le taux de vide correctement prédit
et si les bulles n’étaient pas sphériques dans la réalité, le modèle numérique et les résultats expérimen-
taux présenteraient tous les deux une erreur systématique sur l’aire interfaciale. La combinaison de ces
deux erreurs pourrait ainsi expliquer notre difficulté à obtenir des données expérimentales et numériques
concordantes sur αd et aI simultanément.

La comparaison des fonctions de distribution obtenues par l’expérience et la simulation a également
montré que le diamètre de Sauter, et plus généralement le diamètre maximal des bulles probables, était en
général sous-estimé dans nos simulations. Cette tendance pourrait être expliquée par des termes sources
de fragmentation trop puissants ou des termes sources de coalescence trop faibles. Une autre explication
de cette sous-estimation pourrait être de nature géométrique. En effet, la loi Q2 montre une tendance à
favoriver les petits diamètres de bulles pour compenser sa symétrie de forme donnant la même part aux
diamètres inférieurs et supérieurs à d10. Visible sur la figure 2.3 (page 50), cette compensation géomé-
trique permet à la loi Q2 de se rapprocher de la réalité expérimentale où les fonctions de distributions sont
très rarement symétriques et présentent généralement un pic de probabilité décalé vers les plus petites
bulles. L’utilisation d’une loi dissymétrique comme la loi C2 pour modéliser la fonction de distribution
des bulles pourrait éventuellement corriger cette tendance.

Enfin, la comparaison de notre modèle polydisperse aux autres modèles implantés dans
NEPTUNE_CFD a pu montrer que le modèle Q2 n’améliorait pas de façon significative la modélisa-
tion de DEBORA. Même si ce modèle n’est pas toujours celui permettant de se rapprocher au mieux
des résultats expérimentaux, il semble faire néanmoins preuve d’une certaine polyvalence sur les quatre
essais simulés.
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Cette thèse fait partie intégrante d’un projet à long terme donc l’objectif est l’amélioration de la modé-
lisation moyennée des écoulements bouillants sous-saturés et plus particulièrement des écoulements

à bulles. C’est dans ce but que nous avons développé un nouveau modèle moyenné prenant en compte la
polydispersion en taille et en vitesse de la population de bulles.

Un modèle moyenné spécialement adapté aux écoulements à bulles

Parmi la grande diversité des écoulements diphasiques, les écoulements à bulles présentent la par-
ticularité d’avoir une topologie déjà connue puisqu’une des deux phases est dispersée en un ensemble
d’inclusions de formes semblables. Le modèle moyenné polydisperse présenté dans la première partie
de cette thèse s’appuie ainsi sur une approche moyennée hybride mixant un modèle classique, le modèle
à deux fluides, et un modèle dérivé de la théorie cinétique spécialement adapté aux écoulements à phase
dispersée.

Si le premier modèle cité présente l’avantage de pouvoir traiter la phase continue comme la phase
dispersée, les termes d’échanges entre phases qu’il fait intervenir ne sont pas très intuitifs, d’où une fer-
meture difficile. Même si elle ne permet pas de traiter la phase continue, l’approche moyenne dérivée de
la théorie cinétique est par contre beaucoup plus naturelle pour traiter la population de bulles ; les termes
d’échanges qu’elle engendre sont ainsi beaucoup plus faciles à interpréter et donc à fermer. Afin de tirer
parti des avantages de chacune de ces deux approches, le modèle moyenné hybride présenté dans le pre-
mier chapitre de cette thèse, peut être vu comme un modèle à deux fluides dont les termes d’échanges
moyens entre phases sont écrits à l’aide d’un formalisme statistique issu de la théorie cinétique. On a pu
voir cependant que le lien entre les deux approche n’était pas trivial, et nécessitait l’emploi de formules
de transformation reliant les différentes quantités moyennes.

Le deuxième chapitre de cette thèse a permis d’introduire la notion de fonction de distribution de la
population de bulles, fonction indiquant en un point et à un instant donnés comment sont distribuées les
bulles selon différents paramètres caractéristiques de leur état (dans notre cas la taille et la vitesse). Les
moyennes de population introduites au premier chapitre pouvant être redéfinies en faisant intervenir une
telle fonction. La prise en compte de la polydispersion en taille et en vitesse de la population de bulles
dans les termes d’échange est donc assurée si l’on sait se donner la fonction de distribution des bulles.

L’évolution spatio-temporelle de cette dernière a été obtenue en utilisant la méthode des moments.
Dans cette méthode, plutôt qu’une équation de bilan sur la fonction de distribution elle-même difficile à
fermer, ce sont des équations de bilan sur les différentes densités de moment de la fonction de distribution
qui sont résolues. Cette dernière est ensuite modélisée par une expression mathématique présupposée et
choisie telle que ses paramètres soient des fonctions des différentes densités de moments résolues. Les
équations de bilan supplémentaires sur les densités de moments peuvent être déduites de l’équation de
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Liouville-Boltzmann tirée la théorie cinétique des gaz. Cette équation de la mécanique statistique permet
d’introduire aisément les différents phénomènes de variation de l’inventaire de la population de bulles
que sont par exemple la coalescence et la fragmentation de bulles.

En supposant la polydispersion en vitesse uniquement liée à la polydispersion en taille par l’intermé-
diaire des forces entre phases, la fonction de distribution des bulles a été modélisée comme le produit
d’une fonction de distribution en taille et d’une distribution de Dirac en vitesse centrée sur la vitesse
moyenne des bulles ayant un même diamètre. Suite à différents travaux portant sur l’application de la
méthode des moments aux écoulements à bulles, deux nouvelles lois mathématiques ont été développées
pour la modélisation de la fonction de distribution en taille des bulles : une loi quadratique à deux para-
mètres (loi Q2), et une loi cubique à deux paramètres (loi C2). Ces deux lois ont été écrites afin de pallier
les défauts des lois utilisées précédemment : d’une part, elles présentent un support borné, de façon à être
en mesure de traiter la fragmentation des bulles, et, d’autre part, elles sont fonctions d’au moins deux
paramètres et peuvent de ce fait dégénérer vers une distribution monodisperse quelconque. Ces deux lois
ne dépendant que de deux paramètres, seulement deux équations de moments nécessitent d’être résolues
en plus des équations du modèle hybride.

Fermetures polydisperses du modèle

La deuxième partie de cette thèse a traité des fermetures de notre modèle polydisperse, fermetures
spécifiques aux écoulement à bulles bouillants sous-saturés. Grâce au formalise développé dans la pre-
mière partie, on a pu voir que les termes de transferts moyens à fermer s’écrivaient comme de simples
intégrales sur les différentes tailles de bulles possibles. En conséquence les termes d’échanges moyens
de quantité de mouvement ont pu être écris en prenant en compte les différents régimes de traînée et de
portance possibles, ceux-ci étant fonctions de la taille des bulles ; des forces moyennes polydisperses ont
ainsi été obtenues.

En ce qui concerne la modélisation des phénomènes de coalescence et de fragmentation de bulles, plu-
sieurs modèles ont été intégrés dans notre modèle polydisperse, à savoir deux modèles de coalescence,
les modèles de Prince et Blanch (1990) et de Kamp et al. (2001), ainsi que deux modèles de fragmen-
tation, le modèle homogène de Prince et Blanch (1990) et le modèle hétérogène de Luo et Svendsen
(1996). Les différentes intégrales obtenues ont pu être approchées grâce à une méthode d’interpolation
inspirée de celle utilisée par Kamp et al. (2001) et adaptée au cas particulier des loi Q2 et C2 afin de tirer
parti de leurs propriétés géométriques particulières.

Les différents termes d’échanges moyens liés au changement de phase hors nucléation ont été écrits
comme des fonctions du nombre de Nusselt, celui-ci étant renseigné par une corrélation empirique ou
analytique. Quatre corrélations ont été retenues dans cette étude : les corrélations de Ranz et Marshall,
de Rückenstein, d’Akiyama et de Chen et Mayinger, ces corrélations dépendant du nombre de Prandtl
du liquide et du nombre de Reynolds de bulle. En plus de la dépendance en diamètre explicite du nombre
de Reynolds de bulle, celui-ci a également pu être écrit comme une fonction des différents régimes de
traînée par l’intermédiaire de la vitesse relative de bulle. Les différents termes d’échanges moyens liés
au changement de phase que nous avons écrits ici ont donc une réelle dimension polydisperse, puisque
dépendant entre autres des paramètres statistiques de la population de bulles.

Toujours dans la deuxième partie de la thèse, une fermeture des termes sources induits par la polydis-
persion en vitesse dérivée de la polydispersion en taille a également été tentée. Si les différents termes
sources ont pu être clairement identifiés, ils n’ont malheureusement pas pu être complètement fermés par
manque d’informations.
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Test et validation du modèle

La dernière partie de cette thèse aura permis de tester le modèle polydisperse développé grâce au
concours de la simulation numérique. Le modèle polydisperse basé sur la loi quadratique à deux para-
mètres a ainsi été implanté dans le code de calcul NEPTUNE_CFD de façon à pouvoir simuler plusieurs
essais de la banque de donnée DEBORA.

Dans un premier temps, l’étude numérique aura permis de choisir les fermetures les plus adaptées à
la modélisation des écoulements bouillants sous-saturés du type DEBORA. Les modèles de Kamp et al.
(2001) et Prince et Blanch (1990) avec Ke =0,79 ont ainsi semblé présenter le meilleur compromis pour
modéliser respectivement les phénomènes de coalescence et de fragmentation de bulles. La corrélation
de Chen et Mayinger (1992) a quant à elle été choisie pour la modélisation des termes sources de chan-
gement de phase, plus pour sa gamme de validité et son champ d’application, que pour la qualité des
résultats obtenus, ces derniers étant similaires pour les corrélations de Ranz et Marshall, d’Akiyama et
de Chen et Mayinger.

La simulation avec le modèle polydisperse Q2 des quatre essais DEBORA retenus aura montré que les
grandeurs moyennes sont globalement assez bien retrouvées par la simulation. Des biais systématiques
ont été toutefois observés, sur la température du mélange diphasique par exemple, mais aussi sur le couple
aire interfaciale/taux de vide pour lequel il est apparu qu’il était difficile d’obtenir une bonne estimation
de ces deux quantités simultanément. La mise en défaut de l’hypothèse de sphéricité a été avancée pour
tenter d’expliquer cette erreur systématique, hypothèse que, d’une part nous avons utilisé comme point
de départ de tous nos développements, et qui, d’autre part a été posée par les expérimentateurs pour
traiter les données expérimentales.

Enfin, la confrontation du modèle polydisperse Q2 aux modèles dont nous disposions a montré que
le nouveau modèle développé dans ce manuscrit ne permettait pas d’obtenir des résultats sensiblement
meilleurs que ceux obtenus avec les modèles précédemment implantés dans le code.

Perspectives

Si ce dernier point est finalement assez décevant au regard de tous les efforts déployés dans cette thèse
pour arriver à écrire un modèle polydisperse plus complet et plus fiable que les modèles précédemment
développés, plusieurs axes de développements peuvent néanmoins être envisagés pour tenter d’améliorer
la modélisation de la polydispersion pour les écoulements à bulles.

Tout d’abord, l’implantation du modèle polydisperse C2 dans le code NEPTUNE_CFD devrait être
menée à son terme afin de pouvoir tester les capacités de cette autre loi ; sa forme dissymétrique est
en effet plus en phase avec les formes des distributions de taille de bulles habituellement obtenues par
l’expérience. Les différentes simulations effectuées dans notre chapitre 8, ont cependant semblé montrer
que les modèles de fermeture avaient plus d’influence sur la qualité des résultats que la forme de la
loi utilisée pour modéliser la fonction de distribution. Une autre piste d’amélioration serait donc de
travailler sur la constante KLS du modèle de fragmentation de Luo et Svendsen (1996) : soit estimer
plus précisément la constante en fonction de l’écoulement simulé, soit la calculer à chaque instant et en
chaque point de l’écoulement. Quelque soit la piste choisie, cela nécessiterait de recalculer l’intégrale du
terme source de fragmentation, soit pour chaque écoulement simulé, soit à chaque instant et en chacun
des points du domaine.

D’autres perspectives sont également apparues au cours de cette thèse. La première est la prise en
compte complète de la polydispersion de vitesse pour les écoulements à bulles ; les différents termes à
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fermer ont été identifiés dans cette étude, mais leur fermeture proprement dite a été laissée à une pro-
chaine étude. L’exploitation de travaux DNS comme ceux de Magdeleine et al. (2010) pourrait permettre
d’y parvenir. Une autre piste évoquée au chapitre 5 de cette thèse est l’utilisation d’une corrélation de
Nusselt prenant en compte l’effet collectif des bulles pour améliorer la modélisation du taux de change-
ment de phase. Ce type de corrélation restant à écrire, l’utilisation de travaux DNS seraient là aussi d’une
grande aide, comme a pu récemment le montrer Bois dans sa thèse (2011).

Enfin, d’un point de vue plus général, la modélisation de la polydispersion pourrait être envisagée
avec une méthode QMOM ou DQMOM (McGraw, 1997 ; Marchisio et Fox, 2005 ; Marchisio, 2007),
où la fonction de distribution des bulles est modélisée par une somme pondérée de différentes distribu-
tions de Dirac (approximation par quadrature). Ces deux méthodes peuvent donc être vue comme des
méthodes hybrides entre une méthode des classes et une méthode des moments à loi présupposée. Les
paramètres dont l’évolution est résolue, directement ou indirectement, par ces deux méthodes sont les
poids associés aux différentes distributions de Dirac ainsi que les abscisses de ces dernières ; l’allure de
la fonction de distribution reconstruite peut donc évoluer en temps et en espace. Différents travaux sur
les méthodes QMOM et DQMOM ont été publiés récemment (Fox, 2009 ; Bruyat et al., 2010 ; Le Lostec
et al., 2010 ; Passalacqua et Fox, 2010), montrant ainsi et les performances et surtout la maturité acquise
aujourd’hui par ces deux méthodes. 1 Néanmoins, ayant été développées essentiellement pour les écou-
lements gaz/particules ou les sprays, de nombreuses fermetures devront sans doute être revues pour que
les méthodes QMOM et DQMOM soient également applicables aux écoulements à bulles.
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Annexe A

Loi cubique à deux paramètres

Cette annexe présente la loi C2, une loi cubique à deux paramètres pouvant être utilisée pour caracté-
riser la polydispersion en taille d’une population de bulles dans le cadre de la méthode des moments (cf.
chapitre 2, section 2.3). Rappelons l’expression de cette loi telle qu’elle a été présentée au paragraphe
2.3.3 :

PβC2(β ; x, t) =̂



12
(
dmax(x, t) − β

)2 (
β − dmin(x, t)

)

(
dmax(x, t) − dmin(x, t)

)4 pour dmin(x, t) ≤ β ≤ dmax(x, t)

0 ailleurs

(2.73)

où les deux paramètres dmin et dmax correspondent respectivement aux diamètres minimal et maximal
pour lesquels PβC2(β) = 0. Cette loi étant normalisée par définition, elle vérifie la propriété (2.30).

A.1 Propriétés géométriques

Le calcul des premières densités de moment en diamètre par la relation (2.74) donne :



M0 = n (A.1a)

M1 =
n
5

(
2 dmax + 3 dmin

)
(A.1b)

M2 =
n
5

(
d 2

max + 2 dmax dmin + 2 d 2
min

)
(A.1c)

M3 =
n
35

(
4 d 3

max + 9 d 2
max dmin + 12 dmax d 2

min + 10 d 3
min

)
(A.1d)

l’inversion de ce système permettant d’obtenir l’expression de dmin et dmax en fonction des premières
densités de moments :



dmin =
M1

n
− 2

√
M2

n
−

(M1

n

)2

(A.2a)

dmax =
M1

n
+ 3

√
M2

n
−

(M1

n

)2

. (A.2b)
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À partir des relations (A.1), on peut obtenir une relation géométrique reliant les différentes densités
de moments entre elles :

n2M3 + 2M 3
1 − 3M1M2 n − 2

7

(
M2 n −M 2

1

)3/2
= 0. (A.3)

La résolution de cette équation permet d’obtenir une relation nous donnant n en fonction des autres
densités de moments, relation essentielle dans le formalisme de la méthode des moments. Cela étant
impossible analytiquement, il a été supposé pour contourner le problème que n pouvait s’exprimer sous
une forme similaire pour les lois Q2 et C2, à savoir :

n =
M 3

2

M 2
3

f (Y?) (A.4)

où l’on rappelle queY?est une fonction adimensionnelle deM1,M2 etM3 donnée par (2.57), la relation
donnant n en fonction des autres densité de moment pour la loi Q2 étant donnée par (2.56). Une résolution
numérique de l’équation (A.3) pour différents triplets

M1,M2,M3
 montre que l’on peut finalement

approcher la fonction f (Y?) par un polynôme de degré 4 (cf. figure A.1) :

n �
M 3

2

M 2
3

(
1,828 Y? 4 − 7,040 Y? 3 + 10,175 Y? 2 − 6,545 Y? + 1,583

)
× 103 . (A.5)

A.2 Formulations alternatives de la loi C2

A.2.1 Diamètre moyen arithmétique et écart type

Une formulation alternative de la loi C2 peut être écrite en utilisant son diamètre moyen arithmétique
d10 et son écart type σ̃ comme paramètres plutôt que dmin et dmax. À partir des définitions de d10 et de σ̃
(2.40) et (2.41), on obtient :



d10 =
2 dmax + 3 dmin

5
(A.6a)

σ̃ =
dmax − dmin

5
(A.6b)

système que l’on peut aussi écrire sous la forme :
{

dmin = d10 − 2 σ̃ (A.7a)

dmax = d10 + 3 σ̃. (A.7b)

En injectant ces relations dans la définition de la loi C2, on obtient finalement :

PβC2(β) =



12
625

1
σ̃4

(
β − d10 − 3 σ̃

)2 (
β − d10 + 2 σ̃

)
pour dmin ≤ β ≤ dmax

0 ailleurs.
(A.8)

Les densités de moments exprimées en fonction de ces nouveaux paramètres sont obtenues de la même
manière :
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Fig. A.1 – Calcul numérique et interpolation de la relation géo-
métrique donnant n en fonction des autres densités de moments

pour la loi C2.



M0 = n (A.9a)

M1 = n d10 (A.9b)

M2 = n
(
d 2

10 + σ̃ 2
)

(A.9c)

M3 = n
(
d 3

10 + 3 d10 σ̃
2 +

2
7
σ̃ 3

)
. (A.9d)

A.2.2 Écart type adimensionnel

On définit l’écart type adimensionnel σ̃? tel que :

σ̃? =̂
dmax − dmin

dmax + dmin
=

5 σ̃
2 d10 + σ̃

. (A.10)

En injectant σ̃? dans l’expression de PβC2, on obtient :

PβC2(β?) =



3
4

1
d10

(
C?3 β? 3+ C?2 β? 2+ C?1 β?+ C?0

)
pour d ?

min ≤ β? ≤ d ?
max

0 ailleurs
(A.11a)

avec les cœfficients adimensionnels :

C?3 ( σ̃?) =

(
σ̃? − 5

5 σ̃?

)4

(A.11b)

C?2 ( σ̃?) =

(
σ̃? + 3
σ̃?

) (
σ̃? − 5

5 σ̃?

)3

(A.11c)

C?1 ( σ̃?) = −
(
σ̃? + 1
σ̃?

) (
σ̃? − 3
σ̃?

) (
σ̃? − 5

5 σ̃?

)2

(A.11d)
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C?0 ( σ̃?) = −
(
σ̃? − 1
σ̃?

) (
σ̃? + 1
σ̃?

)2 (
σ̃? − 5

5 σ̃?

)
. (A.11e)

On rappelle que le diamètre de bulle adimensionnalisé β? est donné par β?=
β

d10
, les diamètres minimal

et maximal adimensionnels de la loi C2 sont quant à eux donnés par les relations :


d ?
min = 5

(
1 − σ̃?
5 − σ̃?

)
(A.12a)

d ?
max = 5

(
1 + σ̃?

5 − σ̃?
)

(A.12b)

où l’on retrouve une forme similaire aux diamètres minimal et maximal adimensionnels obtenus pour la
loi Q2.

A.3 Conditionnement géométrique des densités de moments de la loi C2

À l’instar de la loi Q2, le paramètre σ̃? permet de caractériser les deux configurations géométriques li-
mites de la loi C2, à savoir un diamètre minimal nul ou un écart type nul. Ces deux configurations peuvent
en outre être traduites en terme de conditions sur les densités de moments de PβC2 par l’intermédiaire du
paramètre géométrique adimensionnelY?.

Lorsque le diamètre minimal est nul, on peut écrire :


dmin =
M1

n
− 2

√
M2

n
−

(M1

n

)2

= 0 (A.13a)

dmax =
M1

n
+ 3

√
M2

n
−

(M1

n

)2

=
5
2

d10 (A.13b)

la première équation pouvant être mise sous la forme :

n =
5
4
M 2

1

M2
. (A.14)

En injectant cette relation dans l’équation (A.3), on obtient la valeur suivante pourY?:

Y? =
M 2

2

M1M3
=

7
8
. (A.15)

La condition de nullité de l’écart type se traduit quant à elle par la relation :

n =
M 2

1

M2
. (A.16)

En injectant cette relation dans l’équation (A.3), on obtient la seconde valeur limite pourY?:

Y? =
M 2

2

M1M3
= 1. (A.17)

Comme pour la loi Q2, le conditionnement géométrique de la loi C2 se réduit finalement à un simple
conditionnement sur le paramètre géométrique adimensionnelY?:
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A.3 Conditionnement géométrique des densités de moments de la loi C2

0,875 ≤ Y?≤ 1. (A.18)

Notons que la gamme de validité deY?est plus large pour la loi C2 que pour la loi Q2. 1

1. Pour la loi Q2, on a 0,9 ≤ Y?≤ 1.
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Annexe B

Calcul des forces moyennes polydisperses

Dans cette annexe, on se propose de détailler les calculs qui permettent d’établir les forces hydrody-
namiques moyennes présentées au chapitre 3. Avant toute chose, définissons les fonctions ϕQ2 et ϕC2 : 1

ϕQ2(γ, d?1 , d
?
2 ; σ̃?) =̂

∫ d?2

d?1

PβQ2(β?) β? γ d10 dβ?

=
3
4

∫ d?2

d?1

(
Q?2 ( σ̃?) β? 2+ Q?1 ( σ̃?) β?+ Q?0 ( σ̃?)

)
β? γ dβ?

=
3
4

Q
?
2 ( σ̃?)

(
d?2 − d?1

)γ+3

γ + 3
+ Q?1 ( σ̃?)

(
d?2 − d?1

)γ+2

γ + 2
+ Q?0 ( σ̃?)

(
d?2 − d?1

)γ+1

γ + 1


(B.1a)

ϕC2(γ, d?1 , d
?
2 ; σ̃?) =̂

∫ d?2

d?1

PβC2(β?) β? γ d10 dβ?

=
3
4

∫ d?2

d?1

(
C?3 ( σ̃?) β? 3+ C?2 ( σ̃?) β? 2+ C?1 ( σ̃?) β?+ C?0 ( σ̃?)

)
β? γ dβ?

=
3
4

C
?
3 ( σ̃?)

(
d?2 − d?1

)γ+4

γ + 4
+ C?2 ( σ̃?)

(
d?2 − d?1

)γ+3

γ + 3

+C?1 ( σ̃?)

(
d?2 − d?1

)γ+2

γ + 2
+ C?0 ( σ̃?)

(
d?2 − d?1

)γ+1

γ + 1

 (B.1b)

où β? est un diamètre adimensionnel défini tel que :

β? =̂
β

d10
. (B.2)

Notons que ces deux fonctions ne sont plus valables si γ∈{−1,−2,−3}.

B.1 Force de traînée moyenne

La force de traînée moyenne telle que définie au paragraphe 3.2.1 s’écrit :

1. On rappelle que les cœfficients Q?i et C?i sont des fonctions de σ̃? données respectivement par (2.65) et (2.78).
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ANNEXE B – CALCUL DES FORCES MOYENNES POLYDISPERSES

MD = − π
8
ρc

c
∥∥∥Vd − Vc

∥∥∥
(
Vd − Vc

)

× n


∫ dD12

rac

dmin

CD
1 (β) β 2 Pβ(β) dβ

︸                        ︷︷                        ︸
ID

1

+

∫ d
D23
rac

dD12
rac

CD
2 (β) β 2 Pβ(β) dβ

︸                         ︷︷                         ︸
ID

2

+ CD
3

∫ dmax

d
D23
rac

β 2 Pβ(β) dβ
︸                     ︷︷                     ︸

ID
3

 . (3.35)

Avant de passer au calcul des intégrales ID
i , on effectue le changement de variable (B.2). On définit

ainsi les diamètres adimensionnalisés d ?
min, dD12?

rac , dD23?
rac et d ?

max ; on obtient :

ID
1 = d 2

10 CD
1 (d10)

∫ dD12?
rac

d ?
min

Pβ(β?) β?11/7 d10 dβ? (B.3)

ID
2 = d 2

10 CD
2 (d10)

∫ d
D23?
rac

dD12?
rac

Pβ(β?) β?3 d10 dβ? (B.4)

ID
3 = d 2

10 CD
3

∫ d ?
max

d
D23?
rac

Pβ(β?) β?2 d10 dβ? (B.5)

où l’on voit apparaître les fonctions ϕI définies plus haut. Le calcul des intégrales ID
i donne donc pour

la loi Q2 :

ID
1 = d 2

10 CD
1 (d10) ϕQ2( 11

7 ,d
?
min , d

D12?
rac ) (B.6a)

ID
2 = d 2

10 CD
2 (d10) ϕQ2(3, dD12?

rac , dD23?
rac ) (B.7a)

ID
3 = d 2

10 CD
3 ϕQ2(2, dD23?

rac ,d ?
max). (B.8a)

Des expressions similaires sont obtenues pour la loi C2 : il suffit en effet de remplacer ϕQ2 par ϕC2, les
variables de ces deux fonctions restant inchangées :

ID
1 = d 2

10 CD
1 (d10) ϕC2( 11

7 ,d
?
min , d

D12?
rac ) (B.6b)

ID
2 = d 2

10 CD
2 (d10) ϕC2(3, dD12?

rac , dD23?
rac ) (B.7b)

ID
3 = d 2

10 CD
3 ϕC2(2, dD23?

rac ,d ?
max). (B.8b)

Par ailleurs, en manipulant les relations donnant les moments en diamètre des PDF en fonction de
leurs paramètres (respectivement les relations 2.61 et A.9 pour les lois Q2 et C2), on arrive à déterminer
des relations géométriques donnant d 2

10 :

a) pour la loi Q2 :

d 2
10 =

aI

n π
5

σ̃? 2 + 5
(B.9a)

b) pour la loi C2 :

d 2
10 =

aI

n π

(
σ̃? − 5

)2

5
(
σ̃? 2 − 2 σ̃? + 5

) (B.9b)

où l’on rappelle que aI correspond à la concentration d’aire interfaciale.
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B.2 Force de portance moyenne

Finalement, en combinant toutes ces relations, on arrive à l’expression classique de la force de traînée
moyenne :

MD = − 1
8
ρc

caI CD
∗∗

∥∥∥Vd − Vc
∥∥∥
(
Vd − Vc

)
(B.10)

où CD∗∗ est un cœfficient de traînée polydisperse dépendant notamment de la forme mathématique choisie
pour modéliser Pβ :



CD
Q2 =

5
σ̃? 2 + 5

CD
1 (d10) ϕQ2( 11

7 ,d
?
min , d

D12?
rac )

+ CD
2 (d10) ϕQ2(3, dD12?

rac , dD23?
rac ) + CD

3 ϕQ2(2, dD23?
rac ,d ?

max)
 (B.11a)

CD
C2 =

(
σ̃? − 5

)2

5
(
σ̃? 2 − 2 σ̃? + 5

)
CD

1 (d10) ϕC2( 11
7 ,d

?
min , d

D12?
rac )

+ CD
2 (d10) ϕC2(3, dD12?

rac , dD23?
rac ) + CD

3 ϕC2(2, dD23?
rac ,d ?

max)
 (B.11b)

où l’on rappelle que d ?
min et d ?

max sont des fonctions de σ̃? données respectivement par les systèmes (2.66)
et (A.12) pour les lois Q2 et C2.

B.2 Force de portance moyenne

La force de portance moyenne telle que définie au paragraphe 3.2.2 s’écrit :

ML = − π
6
ρc

c
(
Vd − Vc

)
∧ ∇ ∧ Vc

× n

CL
1

∫ dL12
rac

dmin

β 3 Pβ(β) dβ
︸                   ︷︷                   ︸

IL
1

+

∫ d
L23
rac

dL12
rac

CL
2 (β) β 3 Pβ(β) dβ

︸                        ︷︷                        ︸
IL

2

+ CL
3

∫ dmax

d
L23
rac

β 3 Pβ(β) dβ
︸                    ︷︷                    ︸

IL
3

 . (3.40)

En effectuant le même changement de variable que pour le calcul de la force de traînée moyenne, le
calcul des intégrales IL

i donne pour la loi Q2 :

IL
1 = d 3

10 CL
1 ϕQ2(3,d ?

min , d
L12?
rac ) (B.12a)

IL
2 = d 3

10

(
− 0,092 33 Eo(d10) ϕQ2(5, dL12?

rac , dL23?
rac ) + 0,5597 ϕQ2(3, dL12?

rac , dL23?
rac )

)
(B.13a)

IL
3 = d 3

10 CL
3 ϕQ2(3, dL23?

rac ,d ?
max). (B.14a)

où les diamètres de raccord dL12?
rac et dL23?

rac ont été adimensionnalisés à l’aide de la relation (B.2). Comme
pour la force de traînée moyenne, les expressions de IL

1 , IL
2 et IL

3 pour la loi C2 sont obtenues en
remplaçant simplement ϕQ2 par ϕC2, les variables fonctionnelles restant inchangées :

IL
1 = d 3

10 CL
1 ϕC2(3,d ?

min , d
L12?
rac ) (B.12b)

IL
2 = d 3

10

(
− 0,092 33 Eo(d10) ϕC2(5, dL12?

rac , dL23?
rac ) + 0,5597 ϕC2(3, dL12?

rac , dL23?
rac )

)
(B.13b)
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IL
3 = d 3

10 CL
3 ϕC2(3, dL23?

rac ,d ?
max). (B.14b)

À nouveau, on peut déterminer des relations géométriques nous donnant d 3
10 en manipulant les ex-

pressions donnant les moments en diamètre des PDF en fonction de leurs paramètres (respectivement les
relations 2.61 et A.9 pour les lois Q2 et C2) :

a) pour la loi Q2 :

d 3
10 =

6 αd

n π
5

3 σ̃? 2 + 5
(B.15a)

b) pour la loi C2 :

d 3
10 =

6 αd

n π

7
(
σ̃? − 5

)3

25
(
3 σ̃? 3 − 21 σ̃? 2 + 21 σ̃? − 35

) (B.15b)

où l’on rappelle que αd correspond au taux de présence des bulles.

Finalement, on arrive à l’expression classique de la force de portance moyenne :

ML = − ρc
cαd CL

∗∗
(
Vd − Vc

)
∧ ∇ ∧ Vc (B.16)

où CL∗∗ est un cœfficient de portance polydisperse dépendant notamment de la forme mathématique choi-
sie pour modéliser Pβ :



CL
Q2 =

5
3 σ̃? 2 + 5

0,288 ϕQ2(3,d ?
min , d

L12?
rac ) − 0,092 33 Eo(d10) ϕQ2(5, dL12?

rac , dL23?
rac )

+ 0,5597 ϕQ2(3, dL12?
rac , dL23?

rac ) − 0,27 ϕQ2(3, dL23?
rac ,d ?

max)
 (B.17a)

CL
C2 =

7
(
σ̃? − 5

)3

25
(
3 σ̃? 3 − 21 σ̃? 2 + 21 σ̃? − 35

)

×
0,288 ϕC2(3,d ?

min , d
L12?
rac ) − 0,092 33 Eo(d10) ϕC2(5, dL12?

rac , dL23?
rac )

+ 0,5597 ϕC2(3, dL12?
rac , dL23?

rac ) − 0,27 ϕC2(3, dL23?
rac ,d ?

max)
 (B.17b)

où d ?
min et d ?

max sont des fonctions de σ̃? données respectivement par les systèmes (2.66) et (A.12) pour
les lois Q2 et C2.

B.3 Force de paroi moyenne

La force de paroi moyenne telle que définie au paragraphe 3.2.4 s’écrit :

MW = − π
3
ρc

c n

CW
1

∫ dmax

dW
rac

β 2 Pβ(β) dβ
︸                    ︷︷                    ︸

IW
1

+
CW

2

2 yw

∫ dmax

dW
rac

β 3 Pβ(β) dβ
︸                      ︷︷                      ︸

IW
2


∥∥∥V‖

∥∥∥2 nw (3.52)
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B.3 Force de paroi moyenne

À l’aide du changement de variable (B.2), on en déduit les expressions des intégrales IW pour la loi
Q2 :

IW
1 = d 2

10 CW
1 ϕQ2(2, dW?

rac ,d
?
max) (B.18a)

IW
2 = d 2

10

CW
2

2 y?w
ϕQ2(3, dW?

rac ,d
?
max) (B.19a)

où dW?
rac et y?w ont été adimensionnalisés à l’aide de la relation (B.2). Les expressions des intégrales IW

pour la loi C2 sont obtenues en remplaçant simplement ϕQ2 par ϕC2 :

IW
1 = d 2

10 CW
1 ϕC2(2, dW?

rac ,d
?
max) (B.18b)

IW
2 = d 2

10

CW
2

2 y?w
ϕC2(3, dW?

rac ,d
?
max) (B.19b)

Grâce aux relations (B.9) nous donnant d 2
10, on peut finalement écrire la force de paroi moyenne

comme suit :

MW = − 1
3
ρc

caI CW
∗∗

∥∥∥V‖
∥∥∥2 nw (B.20)

où CW∗∗ désigne un cœfficient de distance à la paroi polydisperse dépendant notamment de la forme
mathématique choisie pour modéliser Pβ :



CW
Q2 =

5
σ̃? 2 + 5

CW
1 ϕQ2(2, dW?

rac ,d
?
max) +

CW
2

2 y?w
ϕQ2(3, dW?

rac ,d
?
max)

 (B.21a)

CW
C2 =

(
σ̃? − 5

)2

5
(
σ̃? 2 − 2 σ̃? + 5

)
CW

1 ϕC2(2, dW?
rac ,d

?
max) +

CW
2

2 y?w
ϕC2(3, dW?

rac ,d
?
max)

 (B.21b)

où d ?
min et d ?

max sont des fonctions de σ̃? données respectivement par les systèmes (2.66) et (A.12) pour
les lois Q2 et C2.
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Annexe C

Calcul des termes sources de
coalescence et fragmentation

On a vu au chapitre 4 que les intégrales doubles ou triples des termes sources de coalescence et
fragmentation pouvaient être approximées par des combinaisons de fonctions simples suite à différentes
interpolations. Dans cette annexe, on se propose de détailler quelque peu les calculs qui permettent
d’arriver aux expressions approchées des termes sources.

C.1 Détermination des termes sources de coalescence

Commençons par rappeler la forme des termes sources de coalescence établis à la section 4.2 et que
l’on va chercher à déterminer maintenant.

a) Modèle de Prince et Blanch (1990) :

COγ = 0,139 n2 ε
1/3
c

" dmax

dmin

((
d 3

1 + d 3
2

)γ/3− d γ
1 − d γ

2

) (
d1+ d2

)2
√

d 2/3
1 + d 2/3

2

× exp
(
− 1,29

√
ρc

σ
ε

1/3
c d 5/6

eq (d1, d2)
)
Pβ(d1) Pβ(d2) dd1 dd2 . (4.25a)

b) Modèle de Kamp et al. (2001) :

COγ = 0,453 Ct n2 ε
1/3
c

" dmax

dmin

((
d 3

1 + d 3
2

)γ/3− d γ
1 − d γ

2

) (
d1+ d2

)7/3

× exp

− 1,11Ct

√
ρc

σ
ε

1/3
c

(
d1+ d2

2

)1/3 
deq(d1, d2)

CVM
1,2 (d1, d2)


1/2

× Pβ(d1) Pβ(d2) dd1 dd2 . (4.25b)

Pour calculer ces termes intégraux, on effectue en premier lieu un changement de variables en intro-
duisant les diamètres adimensionnels d?1 , d?2 et d?eq définis par :

d?i =̂
di

d10
. (C.2)

Le terme source peut ainsi être réécrit en introduisant des efficacités de collision monodisperses ηCO
10 .
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ANNEXE C – CALCUL DES TERMES SOURCES DE COALESCENCE ET FRAGMENTATION

a) Modèle de Prince et Blanch (1990) :

COγ = 0,139 n2 ε
1/3
c d γ+13/3

10

" d ?
max

d ?
min

((
d?1

3
+ d?2

3)γ/3− d?1
γ − d?2

γ
) (

d?1 + d?2
)2

√
d?1

2/3
+ d?2

2/3

×
(
ηCO

10

)ŋ(d?1 ,d
?
2 ) Pβ(d?1 ) Pβ(d?2 ) dd?1 dd?2 (C.3a.1)

avec :


ηCO
10 = exp

(
− 1,29

√
ρc

σ
ε

1/3
c d 5/6

10

)
= exp

(
− 0,912

√
WeT

10

)
(C.3a.2)

ŋ(d?1 , d
?
2 ) =

(
2 d?1 d?2
d?1 + d?2

)5/6

(C.3a.3)

où l’on a définit un nombre de Weber turbulent moyen :

WeT
10 =̂ WeT

b (d10) =
2 ρc ε

2/3
c d 5/3

10

σ
. (C.3a.4)

b) Modèle de Kamp et al. (2001) :

COγ = 0,453 Ct n2 ε
1/3
c d γ+13/3

10

" d ?
max

d ?
min

((
d?1

3
+ d?2

3)γ/3− d?1
γ − d?2

γ
) (

d?1 + d?2
)7/3

×
(
ηCO

10

)ŋ(d?1 ,d
?
2 ) Pβ(d?1 ) Pβ(d?2 ) dd?1 dd?2 (C.3b.1)

avec :


ηCO
10 = exp


− 1,25Ct√
CVM

10

√
ρc

σ
ε

1/3
c d 5/6

10


= exp

(
− 0,987Ct

√
WeT

10

)
(C.3b.2)

ŋ(d?1 , d
?
2 ) =

√√√√ CVM
10

CVM
1,2 (d?1 , d

?
2 )

d?1 d?2(
d?1 + d?2

)1/3 (C.3b.3)

CVM
10 =̂ CVM

1,2 (d10, d10) � 0,803. (C.3b.4)

Comme mentionné au chapitre 4, on peut remarquer que l’on obtient dans les deux cas la même effica-
cité ηCO

10 à une constante près, et ce bien que l’approche de la modélisation du mécanisme de coalescence
diffère selon le modèle utilisé.

Détaillons à présent le calcul du terme de source de coalescence avec le modèle Kamp et al. (2001) et
la PDF Q2, 1 soit le calcul de (C.3b) en remplaçant Pβ(d?i ) par l’expression adimensionnelle de la PDF
Q2 (2.64). On obtient ainsi :

COγ = 0,255 Ct n2 ε
1/3
c d γ+7/3

10 ICO
γ ( σ̃?, ηCO

10 ) (C.4)

avec ICO
γ une intégrale double fonction des deux paramètres sans dimension σ̃? et ηCO

10 : 2 ,3

1. Les calculs de COγ en utilisant le modèle de coalescence de Prince et Blanch (1990) et/ou la PDF C2 étant similaires, ils
ne seront pas détaillés ici.

2. En plus d’être sans dimension, ces deux paramètres présentent l’avantage d’avoir une valeur comprise entre 0 et 1.
3. On rappelle que Q?0 , Q?1 et Q?2 sont des fonctions de σ̃? données par (2.65)
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C.2 Détermination du terme source de fragmentation homogène

ICO
γ ( σ̃?, ηCO

10 ) =

" 1+σ̃?

1−σ̃?

((
d?1

3
+ d?2

3)γ/3− d?1
γ − d?2

γ
) (

d?1 + d?2
)7/3(

ηCO
10

)ŋ (d?1 ,d
?
2 )

×
(
Q?2 d?1

2
+ Q?1 d?1 + Q?0

) (
Q?2 d?2

2
+ Q?1 d?2 + Q?0

)
dd?1 dd?2 (C.5)

Cette intégrale ne pouvant être résolue analytiquement, on va employer une méthode approchée sem-
blable à celle utilisée par Kamp dans sa thèse (1996) et dont la méthodologie est détaillée ci-dessous.

1) Pour les deux valeurs de γ qui nous intéressent (γ = 1 et 2), on résout numériquement l’intégrale
ICO
γ pour différents couples

σ̃?, ηCO
10

, de façon à obtenir une tabulation de la valeur de ICO
γ en

fonction de σ̃? et ηCO
10 .

2) Pour différentes valeurs de σ̃?, on interpole les valeurs tabulées par rapport à ηCO
10 selon une loi

puissance (cf. figure C.1) :

ICO
γ ( σ̃?, ηCO

10 ) � cγ1( σ̃?) ηCO
10

cγ2( σ̃?)
(C.6)

où les cœfficients d’interpolation cγ1 et cγ2 dépendent de la valeur de σ̃?.

3) On interpole ensuite les cœfficients cγ1 et cγ2 par rapport à σ̃?, également selon des lois puissances
(cf. figure C.2) :


cγ1( σ̃?) � cγ11 + cγ12 σ̃

? cγ13 (C.7a)

cγ2( σ̃?) � cγ21 + cγ22 σ̃
? cγ23 . (C.7b)

4) Puis, on en déduit une expression mathématique approchée permettant d’évaluer ICO
γ :

ICO
γ ( σ̃?, ηCO

10 ) �
(
cγ11 + cγ12 σ̃

? cγ13
)
ηCO

10

(
cγ21+ cγ22 σ̃

?cγ23
)
. (C.8)

Finalement, le terme source de coalescence peut être approché par l’expression suivante :

COγ � 0,255 Ct n2 ε
1/3
c d γ+7/3

10

(
cγ11 + cγ12 σ̃

? cγ13
)
ηCO

10

(
cγ21+ cγ22 σ̃

?cγ23
)

(C.9)

où les valeurs des différents cœfficients d’interpolation sont données dans le tableau C.1 pour les deux
modèles de coalescence et les deux PDF qui nous intéressent.

C.2 Détermination du terme source de fragmentation homogène

Comme on l’a montré au paragraphe 4.3.2, le modèle de fragmentation homogène de Prince et Blanch
(1990) appliqué à notre formalisme donne le terme source suivant :

BUγ = 0,222
(
21−γ/3 − 1

) (
1 − αd

)
n ε 1/3

c

×
∫ dmax

dmin

∫ d

Ke d

d γ

d 4
e

(
d + de

)2
√

d 2/3
+ d 2/3

e exp
− WeT

cr σ

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

 Pβ(d) dde dd . (4.44)

En suivant le même raisonnement que pour le calcul du terme source de coalescence, on effectue le
changement de variables (C.2) et on introduit les diamètres adimensionnels d? et d?e . Le terme source de
fragmentation s’écrit désormais :
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Fig. C.1 – Calcul numérique et interpolation de l’intégrale ICO
2

en fonction de ηCO
10 et pour différentes valeurs de σ̃? Modèle de

coalescence de Kamp et al. (2001) avec la PDF Q2.
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Fig. C.2 – Calcul numérique et interpolation des cœfficients d’in-
terpolation c21 et c22 en fonction de σ̃?. Modèle de coalescence

de Kamp et al. (2001) avec la PDF Q2.

γ PDF cγ11 cγ12 cγ13 cγ21 cγ21 cγ23

PB
90

1
Q2 -7,448 -1,755 2,159 1,000 0,142 2,035
C2 -7,460 -2,182 2,597 1,000 0,174 2,390

2
Q2 -4,158 -2,136 2,230 1,000 0,215 1,940
C2 -4,176 -2,724 2,725 1,000 0,267 2,287

K
C

C
F0

1 1
Q2 -6,635 -1,615 2,155 0,888 0,255 1,611
C2 -6,647 -2,007 2,597 0,890 0,312 1,917

2
Q2 -3,705 -1,928 2,224 0,887 0,297 1,585
C2 -3,720 -2,458 2,720 0,889 0,370 1,890

Tab. C.1 – Valeurs des cœfficients d’interpolation du terme source COγ

pour les modèles de coalescence PB90 (Prince et Blanch, 1990) et KCCF01
(Kamp et al., 2001).
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BUγ = 0,222
(
21−γ/3 − 1

) (
1 − αd

)
n ε 1/3

c d γ+1/3
10

×
∫ d ?

max

d ?
min

∫ d?

Ke d?

d?γ

d?e
4

(
d?+ d?e

)2
√

d?
2/3

+ d?e
2/3

(
ηBU

10

)ŋ(d?) Pβ(d?) dd?e dd? (C.10a)

avec :


ηBU
10 =̂ exp

−
WeT

cr σ

2 ρc ε
2/3
c d 5/3

10

 = exp
−WeT

cr

WeT
10

 (C.10b)

ŋ(d?) =̂ d?
−5/3 (C.10c)

où l’on rappelle que le nombre de Weber turbulent moyen WeT
10 est donné par la relation (C.3a.4).

À nouveau, seul le calcul du terme source avec la PDF Q2 sera présenté ici, l’expression obtenue en
prenant la PDF C2 pouvant facilement en être déduite. En remplaçant Pβ(d?) par l’expression adimen-
sionnelle de la PDF Q2 (2.64), on peut écrire le terme source de fragmentation sous la forme suivante :

BUγ = 0,167
(
21−γ/3 − 1

) (
1 − αd

)
n ε 1/3

c d γ−2/3
10 IBU

γ ( σ̃?, ηBU
10 ) (C.11)

avec IBU
γ une intégrale fonction des deux paramètres sans dimension σ̃? et ηBU

10 : 3

IBU
γ ( σ̃?, ηBU

10 ) =

∫ 1+σ̃?

1−σ̃?

∫ d?

Ke d?

d?γ

d?e
4

(
d?+ d?e

)2
√

d?
2/3

+ d?e
2/3

(
ηBU

10

)ŋ(d?)

×
(
Q?2 d?2

+ Q?1 d?+ Q?0
)

dd?e dd? (C.12)

L’évaluation de cette intégrale double peut être effectuée de la même façon que celle du terme source de
coalescence. Pour des raisons numériques, plutôt que d’interpoler directement IBU

γ préférera cependant
interpoler l’intégrale ĨBU

γ définie telle que :

ĨBU
γ ( σ̃?, η̃ BU

10 ) = σ̃? IBU
γ ( σ̃?, ηBU

10 ) (C.13a)

=

∫ 1+σ̃?

1−σ̃?

∫ d?

Ke d?̃
σ?

d?γ

d?e
4

(
d?+ d?e

)2
√

d?
2/3

+ d?e
2/3

(
η̃ BU

10

)̃ŋ(d?)

×
(
Q?2 d?2

+ Q?1 d?+ Q?0
)

dd?e dd? (C.13b)

avec :


η̃ BU
10 =̂ exp

− WeT
cr

2 WeT
10

 =

√
ηBU

10 (C.13b)

ŋ̃(d?) =̂ 2 d?
−5/3

= 2 ŋ(d?). (C.13c)

On procède ensuite comme indiqué ci-dessous.

1) Pour les deux valeurs de γ qui nous intéressent (γ = 1 et 2), on résout numériquement l’intégrale
ĨBU
γ pour différents couples

σ̃?, η̃ BU
10

.

2) Pour différentes valeurs de σ̃?, on interpole les valeurs tabulées par rapport à η̃ BU
10 selon une loi

polynomiale (cf. figure C.3) :

ĨBU
γ ( σ̃?, ηBU

10 ) � bγ1( σ̃?) η̃ BU
10 + bγ2( σ̃?) η̃ BU

10
3
. (C.14)
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Fig. C.3 – Calcul numérique et interpolation de l’intégrale IBU
2

en fonction de η̃ BU
10 et pour différentes valeurs de σ̃?. Modèle

de fragmentation de Prince et Blanch (1990) avec la PDF Q2 et
Ke =0,65.
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Fig. C.4 – Calcul numérique et interpolation des cœfficients d’in-
terpolation b21 et b22 en fonction de σ̃?. Modèle de fragmenta-
tion de Prince et Blanch (1990) avec la PDF Q2 et Ke =0,65.

γ PDF bγ11 bγ12 bγ13 bγ21 bγ21 bγ23

K e
=

0,
65 1

Q2 1,587 -0,165 0,690 3,653 0,065 -1,079
C2 1,658 -0,519 1,032 3,537 0,672 -1,707

2
Q2 1,480 0,408 1,502 3,780 -0,635 -1,288
C2 1,658 -0,610 2,728 3,623 0,300 -2,454

K e
=

0,
79 1

Q2 0,703 -0,073 0,306 1,617 0,029 -0,478
C2 0,734 -0,230 0,457 1,566 0,297 -0,756

2
Q2 0,655 0,181 0,665 1,673 -0,281 -0,570
C2 0,734 -0,270 1,208 1,604 0,133 -1,087

Tab. C.2 – Valeurs des cœfficients d’interpolation du terme source BUγ pour le
modèle de fragmentation homogène de Prince et Blanch (1990).
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3) On interpole ensuite les cœfficients bγ1 et bγ2 par rapport à σ̃?, également selon des lois polyno-
miales (cf. figure C.4) :


bγ1( σ̃?) � bγ11σ̃

?+ bγ12 σ̃
?2

+ bγ13 σ̃
?3 (C.15a)

bγ2( σ̃?) � bγ21σ̃
?+ bγ22 σ̃

?2
+ bγ23 σ̃

?3
. (C.15b)

4) On en déduit une expression permettant d’évaluer ĨBU
γ :

ĨBU
γ ( σ̃?, η̃ BU

10 )

�
(
bγ11σ̃

?+ bγ12 σ̃
?2

+ bγ13 σ̃
?3)

η̃ BU
10 +

(
bγ21σ̃

?+ bγ22 σ̃
?2

+ bγ23 σ̃
?3)

η̃ BU
10

3
. (C.16)

5) Enfin, on en déduit une expression mathématique approchée permettant d’évaluer IBU
γ :

IBU
γ ( σ̃?, ηBU

10 )

�
(
bγ11 + bγ12 σ̃

?+ bγ13 σ̃
?2)

ηBU
10

1/2
+

(
bγ21 + bγ22 σ̃

?+ bγ23 σ̃
?2)

ηBU
10

3/2
. (C.17)

Finalement, le terme source de fragmentation homogène s’écrit :

BUγ � 0,167
(
21−γ/3 − 1

) (
1 − αd

)
n ε 1/3

c d γ−2/3
10

×

(
bγ11 + bγ12 σ̃

?+ bγ13 σ̃
?2)

ηBU
10

1/2
+

(
bγ21 + bγ22 σ̃

?+ bγ23 σ̃
?2)

ηBU
10

3/2
 (C.18)

où les valeurs des différents cœfficients d’interpolation sont données dans le tableau C.2 pour les deux
PDF et pour différentes valeurs du cœfficient Ke.

C.3 Détermination du terme source de fragmentation hétérogène

Le terme source de fragmentation hétérogène écrit au paragraphe 4.3.2 et que l’on cherche maintenant
à approcher est le suivant :

BUγ = 0,923
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c

∫ 1/2

0

∫ dmax

dmin

∫ 1

ξ?min(d)
d γ−2/3

(
fBV
γ/3

+
(
1 − fBV

)γ/3 − 1
)
Pβ(d)

(
1 + ξ?

)2

ξ?
11/3

× exp


−

12
(

fBV
2/3

+
(
1 − fBV

)2/3 − 1
)

WeT
b (d) ξ?11/3


dξ?dd d fBV (4.59)

Pour évaluer l’intégrale triple, commençons tout d’abord par effectuer un changement de variable sur
la deuxième intégrale. Comme précédemment, on pose d? =̂ d/d10, et en prenant en outre ξ?min(d10)≈0,25
(cf. paragraphe 4.3.2), le terme source s’écrit :

BUγ = 0,923
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c d γ+1/3
10 IBU

γ (C.19)
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avec :

IBU
γ =̂

∫ 1/2

0

∫ d ?
max

d ?
min

∫ 1

KLS/d?
d? γ−

2/3
(

fBV
γ/3

+
(
1 − fBV

)γ/3 − 1
)
Pβ(d?)

(
1 + ξ?

)2

ξ?
11/3

× exp


−

12
(

fBV
2/3

+
(
1 − fBV

)2/3 − 1
)

WeT
10 d?5/3 ξ?

11/3


dξ?dd?d fBV . (C.20)

On introduit également la probabilité de fragmentation homogène, notée η̃ BU et définie en prenant
fBV = 1/2, ainsi que la probabilité de fragmentation monodisperse, notée η̃ BU

10 et définie en prenant d = d10

et ξ? = 1. Ces deux grandeurs comprises entre 0 et 1 sont données respectivement par :


η̃ BU =̂ exp

−
12

(
21/3 − 1

)

WeT
10 d?5/3 ξ?

11/3

 (C.21a)

ηBU
10 =̂ exp

−
12

(
21/3 − 1

)

WeT
10

 (C.21b)

avec :

η̃ BU =
(
ηBU

10

) d?
−5/3 ξ?

−11/3

. (C.21c)

Compte tenu de la définition (C.21a), l’intégrale IBU
γ s’écrit maintenant :

IBU
γ =

∫ d ?
max

d ?
min

∫ 1

KLS/d?
d? γ−

2/3 Pβ(d?)

(
1 + ξ?

)2

ξ?
11/3

×
∫ 1/2

0

(
fBV
γ/3

+
(
1 − fBV

)γ/3 − 1
) (
η̃ BU

) fBV
2/3

+(1− fBV )2/3−1

21/3−1 d fBV

︸                                                                     ︷︷                                                                     ︸
ĨBV
γ

dξ?dd?. (C.22)

où l’intégrale selon fBV , notée ĨBV
γ , peut être résolue numériquement pour différente valeurs de η̃ BU

comprises entre 0 et 1. En interpolant les résultats selon une loi puissance (cf. figure C.5) on arrive à
l’expression approchée suivante :

ĨBV
γ � KBVγ η̃

BU bγ
. (C.23)

En vertu de la relation (C.21c), on peut donc réécrire IBU
γ sous la forme :

IBU
γ =

3
4
KBVγ

d10

∫ 1+σ̃?

1−σ̃?

∫ 1

KLS/d?
d? γ−

2/3
(
Q?2 d?2

+ Q?1 d?+ Q?0
)
(
1 + ξ?

)2

ξ?
11/3

(
ηBU

10

) bγ

d?
5/3 ξ?

11/3 dξ?dd? (C.24)

où l’on a également remplacéPβ(d?) par l’expression adimensionnelle de la PDF Q2 (2.64).3,4 L’intégrale
double résultante dépend uniquement des deux paramètres adimensionnels σ̃? et ηBU

10 et peut donc être
déterminée à l’aide de la même méthode approchée que celle utilisée pour le calcul du terme source de
fragmentation homogène. Pour ce faire, on définit :

4. Le calculs de IBU
γ en utilisant la PDF C2 étant similaire, il ne sera pas détaillé ici.
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Fig. C.5 – Calcul numérique et interpolation de l’intégrale ĨBV
γ en

fonction de η̃ BU (modèle de fragmentation de Luo et Svendsen
(1996) avec KLS = 0,25).

ĨBU
γ ( σ̃?, ηBU

10 ) =̂

∫ 1+σ̃?

1−σ̃?

∫ 1

KLS/d?̃
σ? d? γ−

2/3
(
Q?2 d?2

+ Q?1 d?+ Q?0
)
(
1 + ξ?

)2

ξ?
11/3

(
ηBU

10

) bγ

d?
5/3 ξ?

11/3 dξ?dd?

(C.25)

puis on suit la démarche ci-dessous.

1) Pour les deux valeurs de γ qui nous intéressent (γ = 1 et 2), on résout numériquement l’intégrale
ĨBU
γ pour différents couples

σ̃?, ηBU
10

.

2) Pour différentes valeurs de σ̃?, on interpole les valeurs tabulées par rapport à ηBU
10 avec la fonction

suivante (cf. figure C.6) :

ĨBU
γ ( σ̃?, ηBU

10 ) � bγ1( σ̃?) ηBU
10

1/2
+ bγ2( σ̃?) ηBU

10
2

+ bγ3( σ̃?) ηBU
10

15
. (C.26)

3) On interpole ensuite les cœfficients bγ1, bγ2 et bγ3 par rapport à σ̃?, également selon des lois
polynomiales (cf. figure C.7) :



bγ1( σ̃?) � bγ11σ̃
?+ bγ12 σ̃

?3 (C.27a)

bγ2( σ̃?) � bγ21σ̃
?+ bγ22 σ̃

?2 (C.27b)

bγ3( σ̃?) � bγ31σ̃
?+ bγ32 σ̃

?2
. (C.27c)

4) On en déduit une expression permettant d’évaluer ĨBU
γ :

ĨBU
γ ( σ̃?, ηBU

10 ) �
(
bγ11σ̃

?+ bγ12 σ̃
?3)

ηBU
10

1/2

+
(
bγ21σ̃

?+ bγ22 σ̃
?2)

ηBU
10

2
+

(
bγ31σ̃

?+ bγ32 σ̃
?2)

ηBU
10

15
. (C.28)

5) Enfin, on en déduit une expression mathématique approchée permettant d’évaluer IBU
γ :
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Fig. C.6 – Calcul numérique et interpolation de l’intégrale IBU
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en fonction de ηBU
10 et pour différentes valeurs de σ̃?. Modèle

de fragmentation de Luo et Svendsen (1996) avec la PDF Q2 et
KLS = 0,25.
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Fig. C.7 – Calcul numérique et interpolation des cœfficients d’interpolation b21 et b22 en fonction
de σ̃?. Modèle de fragmentation de Luo et Svendsen (1996) avec la PDF Q2 et KLS = 0,25.

γ KBVγ PDF bγ11 bγ12 bγ21 bγ22 bγ31 bγ32

1 0,249
Q2 0,169 0,357 3,948 -0,074 14,361 0,317
C2 0,138 0,458 3,965 -0,116 14,288 0,480

2 0,100
Q2 0,130 0,639 3,409 1,340 12,347 5,613
C2 0,062 0,892 3,217 1,703 11,369 7,543

Tab. C.3 – Valeurs des cœfficients d’interpolation du terme source BUγ pour le modèle de
fragmentation hétérogène de Luo et Svendsen (1996) (KLS = 0,25).

194



C.3 Détermination du terme source de fragmentation hétérogène

IBU
γ (d10, σ̃

?, ηBU
10 )

�
3
4
KBVγ

d10


(
bγ11 + bγ12 σ̃

?2)
ηBU

10
1/2

+
(
bγ21 + bγ22 σ̃

?
)
ηBU

10
2
+

(
bγ31 + bγ32 σ̃

?
)
ηBU

10
15

 .

(C.29)

Le terme source de fragmentation hétérogène s’écrit finalement comme suit :

BUγ � 0,692 KBVγ
(
1 − αd

)
n ε 1/3

c d γ−2/3
10

×

(
bγ11 + bγ12 σ̃

?2)
ηBU

10
1/2

+
(
bγ21 + bγ22 σ̃

?
)
ηBU

10
2
+

(
bγ31 + bγ32 σ̃

?
)
ηBU

10
15

 (C.30)

où les valeurs des différents cœfficients d’interpolation pour les deux PDF qui nous intéressent sont
données dans le tableau C.3.
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Annexe D

Calcul du taux de changement
de phase géométrique moyen

Cette annexe, détaille l’obtention du taux de changement de phase géométrique moyen, Γγ, établi au
chapitre 5. Celui-ci est donné par la relation (5.13) rappelée ci-dessous :

Γγ =̂ − 2 γ
ρd

λc

(
θsat − θc

Lv

)
n

c0 IPC
γ0 + c1 Prc3

c

(
IPC
γ1 + IPC

γ2 + IPC
γ3

) (D.1a)

avec les définitions :


IPC
γ0 =̂

∫ dmax

dmin

β γ−2 Pβ(β) dβ (D.1b)

IPC
γ1 =̂

∫ dD12
rac

dmin

β γ−2 Reb
c2

1 (β) Pβ(β) dβ (D.1c)

IPC
γ2 =̂

∫ d
D23
rac

dD12
rac

β γ−2 Reb
c2

2 (β) Pβ(β) dβ (D.1d)

IPC
γ3 =̂

∫ dmax

d
D23
rac

β γ−2 Reb
c2

3 (β) Pβ(β) dβ (D.1e)

Détaillons à présent le calcul des quatre intégrales IPC
γ0 , IPC

γ1 , IPC
γ2 et IPC

γ3 .

D.1 Calcul des différentes intégrales

L’intégrale IPC
γ0 est particulière car elle est égale au rapport de la densité de moment d’ordre (γ−2) sur

la densité de moment d’ordre 0. Pour les deux ordres qui nous intéressent dans le cadre de la méthode
des moments (γ=2 et 1), il vient que :



IPC
10 =

M−1

M0
=

1
d10

∫ d ?
max

d ?
min

Pβ(β?)
β?

d10 dβ? =̂ IPC
10

?
(D.2)

IPC
20 = 1. (D.3)
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où l’on a effectué le même changement de variable qu’à l’annexe B pour le calcul des forces moyennes
polydisperses (β? =̂ β/d10). Le calcul de l’intégrale IPC

10
? donne ainsi :

a) pour la PDF Q2 : 1

IPC
10

?
=

1
d10

3
4

∫ 1+σ̃?

1−σ̃?

Q?2 (̃σ?)β? + Q?1 (̃σ?) + Q?0 (̃σ?)
1
β?

 dβ?

=
1
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4 σ̃? 3

2 σ̃? −
(
σ̃? 2− 1

)
ln

∣∣∣∣∣∣
σ̃?− 1
σ̃?+ 1

∣∣∣∣∣∣

 (D.4a)

b) pour la PDF C2 : 1

IPC
10

?
=

1
d10

3
4

∫ 5 (1−σ̃?)
5−σ̃?

5 (1−σ̃?)
5−σ̃?

C?3 (̃σ?)β? 2 + C?2 (̃σ?)β? + C?1 (̃σ?) + C?0 (̃σ?)
1
β?
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=
1

d10

3
20 σ̃? 4

2 σ̃?
(
2 σ̃? 2− 3 σ̃?− 3

)
+ 3

(
σ̃?− 5

) (
σ̃?− 1

) (
σ̃?+ 1

)2
ln

∣∣∣∣∣∣
σ̃?− 1
σ̃?+ 1

∣∣∣∣∣∣

. (D.4b)

Le calcul des intégrales IPC
γ1 , IPC

γ2 et IPC
γ3 s’effectue en suivant la même démarche que pour le calcul

des forces hydrodynamiques moyennes (cf. annexe B). Aussi, après avoir appliqué le changement de
variable β? =̂ β/d10, l’intégrale IPC

γ1 s’écrit :

IPC
γ1 = d γ−2

10 Re
c2

110

∫ dD12?
rac

d ?
min

Pβ(β?) β? c?
γ1 d10 dβ?

= d γ−2
10 Re

c2

110 ϕ∗∗(c
?
γ1,d

?
min , d

D12?
rac ) (D.5a)

avec :


c?γ1 =̂ 12
7 c2 + γ − 2 (D.5b)

Re110 =̂ Reb1(d10) =


5
9

(
1 − αd

) (
1 − ρd

ρc

) g d 3
10

ν 2
c


4/7

(D.5c)

et où l’on voit apparaître la fonction ϕ∗∗ définie au début de l’annexe B pour les deux types de PDF (cf.
équations B.1a et B.1b). En suivant la même démarche, l’intégrale IPC

γ2 peut se mettre sous la forme :

IPC
γ2 = d γ−2

10 Re
c2

210

∫ d
D23?
rac

dD12?
rac

Pβ(β?) β? c?
γ2 d10 dβ?

= d γ−2
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rac , dD23?

rac ) (D.6a)

avec :


c?γ2 =̂ c2 + γ − 2 (D.6b)

Re210 =̂ Reb2(d10) =

2
(

1 − αd

ϕD(αd)

) (
1 − ρd

ρc

)
ζ?

g d 3
10

ν 2
c


1/2

(D.6c)

où la longueur capillaire adimensionnelle est définie par ζ? =̂ ζ/d10. Enfin, le calcul de l’intégrale IPC
γ3

donne :

1. On rappelle que les cœfficients Q?i et C?i sont des fonctions de σ̃? données respectivement par (2.65) et (2.78).
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D.2 Écriture finale du terme source

IPC
γ3 = d γ−2
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avec :


c?γ3 =̂ 3
2 c2 + γ − 2 (D.7b)
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) (
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) g d 3
10

ν 2
c


1/2

. (D.7c)

D.2 Écriture finale du terme source

Compte tenu des résultats précédents, le taux de changement de phase géométrique moyen peut se
mettre sous la forme générale suivante :

Γγ = − 2 γ
ρd

λc Nuc
∗∗
γ

d 2
10

(
θsat − θc

Lv

)
Mγ (D.8)

où Nuc
∗∗
γ désigne un nombre de Nusselt géométrique défini par :

a) pour la loi Q2 :
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b) pour la loi C2 :
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) (D.9b.2)

où l’on s’est servi des relations géométriques (B.9) pour éliminer n dans les expressions de Nuc
∗∗
2 .

On rappelle également que d ?
min et d ?

max sont des fonctions de σ̃? données respectivement par les systèmes
(2.66) et (A.12) pour les lois Q2 et C2.
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Annexe E

Résultats des différents calculs DEBORA

Dans cette annexe sont regroupées les différentes planches de résultats issues de la simulation de
l’expérience DEBORA traitée au chapitre 8.
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DEBORA – Essai 4

Fig. E.1 – Comparaison des données expérimentales de l’essai DEBORA 4 et des résultats nu-
mériques obtenus avec le modèle de fragmentation de Luo et Svendsen (1996) et les deux mo-
dèles de coalescence. Données expérimentales et numériques relevées à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.2 – Comparaison des données expérimentales de l’essai DEBORA 4 et des résultats
numériques obtenus avec le modèle de fragmentation de Prince et Blanch (1990) (Ke =0,65) et
les deux modèles de coalescence. Données expérimentales et numériques relevées à l’altitude

z=4,485 m.
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DEBORA – Essai 4

Fig. E.3 – Comparaison des données expérimentales de l’essai DEBORA 4 et des résultats
numériques obtenus avec le modèle de fragmentation de Prince et Blanch (1990) (Ke =0,79) et
les deux modèles de coalescence. Données expérimentales et numériques relevées à l’altitude

z=4,485 m.
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Fig. E.4 – Comparaison des données expérimentales de l’essai DEBORA 4 et des résul-
tats numériques obtenus avec le modèle de coalescence de Kamp et al. (2001) et les diffé-
rents modèles de fragmentation. Données expérimentales et numériques relevées à l’altitude

z=4,485 m.
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Fig. E.5 – Comparaison des données expérimentales de l’essai DEBORA 1 et des résultats
numériques obtenus avec différentes corrélations de Nusselt. Données expérimentales et nu-

mériques relevées à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.6 – Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour l’essai
DEBORA 1 à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.7 – Comparaison de la PDF expérimentale et de la PDF Q2 obtenue avec la simulation pour
l’essai DEBORA 1 et pour différentes positions radiales. Données expérimentales et numériques

relevées à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.8 – Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour l’essai
DEBORA 2 à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.9 – Comparaison de la PDF expérimentale et de la PDF Q2 obtenue avec la simulation pour
l’essai DEBORA 2 et pour différentes positions radiales. Données expérimentales et numériques

relevées à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.10 – Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour l’essai
DEBORA 3 à l’altitude z=4,485 m.

211



ANNEXE E – RÉSULTATS DES DIFFÉRENTS CALCULS DEBORA

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.40

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.50

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.56

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.62

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.67

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.71

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.75

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.79

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.83

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.86

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.92

d32Pβ
Expérience
Simulation

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
d (m) ×10−3

0

2

4

6

P β
et

d 3
2

×103 r/R = 0.96

d32Pβ
Expérience
Simulation

DEBORA – Essai 3

Fig. E.11 – Comparaison de la PDF expérimentale et de la PDF Q2 obtenue avec la simulation pour
l’essai DEBORA 3 et pour différentes positions radiales. Données expérimentales et numériques

relevées à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.12 – Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour l’essai
DEBORA 4 à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.13 – Comparaison de la PDF expérimentale et de la PDF Q2 obtenue avec la simulation pour
l’essai DEBORA 4 et pour différentes positions radiales. Données expérimentales et numériques

relevées à l’altitude z=4,485 m.
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Fig. E.14 – Comparaison des résultats numériques obtenus pour l’essai DEBORA 1 pour
quatre positions axiales différentes
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Fig. E.15 – Fonctions de distribution en taille des bulles obtenues pour trois positions radiales et
quatre positions axiales différentes pour l’essai DEBORA 1.
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Fig. E.16 – Comparaison des résultats numériques obtenus pour l’essai DEBORA 2 pour
quatre positions axiales différentes
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Fig. E.17 – Fonctions de distribution en taille des bulles obtenues pour trois positions radiales et
quatre positions axiales différentes pour l’essai DEBORA 2.
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Fig. E.18 – Comparaison des résultats numériques obtenus pour l’essai DEBORA 3 pour
quatre positions axiales différentes
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Fig. E.19 – Fonctions de distribution en taille des bulles obtenues pour trois positions radiales et
quatre positions axiales différentes pour l’essai DEBORA 3.
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Fig. E.20 – Comparaison des résultats numériques obtenus pour l’essai DEBORA 4 pour
quatre positions axiales différentes.
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Fig. E.21 – Fonctions de distribution en taille des bulles obtenues pour trois positions radiales et
quatre positions axiales différentes pour l’essai DEBORA 4.
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Fig. E.22 – Comparaison des différents modèles polydisperses implantés dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 1 (z=4,485 m).
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Fig. E.23 – Comparaison des différents modèles polydisperses implantés dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 2 (z=4,485 m).
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Fig. E.24 – Comparaison des différents modèles polydisperses implantés dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 3 (z=4,485 m).
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Fig. E.25 – Comparaison des différents modèles polydisperses implantés dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 4 (z=4,485 m).
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Fig. E.26 – Comparaison du modèle polydisperse Q2, du modèle monodisperse implanté dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 1 (z=4,485 m).
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Fig. E.27 – Comparaison du modèle polydisperse Q2, du modèle monodisperse implanté dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 2 (z=4,485 m).
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Fig. E.28 – Comparaison du modèle polydisperse Q2, du modèle monodisperse implanté dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 3 (z=4,485 m).
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Fig. E.29 – Comparaison du modèle polydisperse Q2, du modèle monodisperse implanté dans
NEPTUNE_CFD et des résultats expérimentaux de l’essai DEBORA 4 (z=4,485 m).
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Annexe F

Article présenté
à la conférence ICAPP 2011

Cette annexe retranscrit l’article présenté à la conférence ICAPP 2001 (International Congress on
Advances in Nuclear Power Plants) qui s’est tenue à Nice (France) du 2 au 5 mai 2011.
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Abstract – In this paper we present a model which takes into account the multi-size aspect of a
bubble population in a two-phase flow. Several methods exist in the literature to deal with such
problematic. For its relative simplicity, the method of moments is here used in addition to a classical
two-fluid model. It consists in determining the evolution of the topological and statistical quanti-
ties of the two-phase flow by solving additional transport equations on the bubble size distribution
moment densities. These so-called geometrical equations involve all phenomena responsible for
the changes in the bubble size distribution, namely coalescence and break-up but also dispersed
phase compressibility and phase change. To close the bubble size distribution appearing in different
source terms of the geometrical equations, a two-parameter quadratic expression is here proposed.
The simplicity of this quadratic law allows to derived quite easily the geometrical equation source
terms and implies to solve only two additional equations. The resulting multi-size model is therefore
easy to implement and numerically efficient. Numerical simulation of a DEBORA test case (upward
bubbly boiling flow in a vertical tube) has been performed with the NEPTUNE_CFD code to test the
ability of the multi-size model to represent sub-cooled boiling bubbly flows.

I. INTRODUCTION

Two-phase bubbly flows occur in various industrial
systems, such as petroleum, chemical or nuclear energy-
producing industries. Design optimization or safety anal-
ysis in these domains often involve an accurate prediction
of the local flow structure, as spatial distribution of phases
or morphology of exchange surface areas between phases.
The present work focuses on the modeling of sub-cooled
boiling bubbly flows encountered in the context of nuclear
power plant safety studies. The multi-size aspect of such
bubbly flows is of particular interest since the flow structure
is directly related to inter-phase transfers (e.g. heat and mass
transfers, coalescence and break-up phenomena) .

Several methods are available to deal with multiple sizes
in bubbly flows. A classic approach is the so-called multi-
group method (MGM)1,2 in which the bubble size spectrum
is discretized in a finite number of bubble groups. Three
equations (mass, momentum and energy) are solved for each
bubble group, the bubble group diameter being known and
remaining constant during the simulation. Minimal and
maximal diameters of the bubble size spectrum are pre-
sumed and also remain constant. This is clearly a weakness
of the method because the results are inevitably sensitive to

the spectrum segmentation adopted to represent the bubble
size distribution (BSD).3 Moreover, as the MGM consists in
solving three equations for each bubble group, a substantial
number of equations need generally to be solved in order to
obtain a reasonable BSD representation. This often involves
prohibitive computational costs for dealing with real cases
of particular interest.

An alternative to the MGM is the so-called method of
moments (MOM),4 which is based on the idea of track-
ing only lower-order moment densities of the BSD, rather
than the BSD itself. The main advantage of this method is
its numerical efficiency, since only few BSD moment den-
sities need generally to be solved in addition to the usual
mass, momentum and energy equations. However, the mo-
ment density transport equations need to be written in a
closed form, that is, involving only functions of the moment
densities themselves. As a consequence, the BSD must be
closed. Two main categories of BSD closure methods can be
cited: the use of a quadrature approximation,5,6,7 or a pre-
sumed expression (e.g. Laguerre polynomials or distribution
laws).4,8,9,10

The second alternative has been chosen in the present
study. BSD modeling with a presumed log-normal law has
been widely addressed in the context of various flow struc-
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tures (drops, bubbles, as well as solid particles).8,9,11 Unfor-
tunately, the inability of this law to deal with bubble break-
up phenomenon do not allow to use it in the context of bub-
bly flow modeling we are interested in. To cope with this
difficulty, a two-parameter quadratic BSD is presented here.
Of course, a quadratic-shaped BSD is not always represen-
tative of experimentally observed BSD, but the evolution of
bubble population statistics (e.g. average size, standard de-
viation) is generally more essential than an exact represen-
tation of the BSD itself. Besides, it has been shown that an
exact representation of the BSD is not always necessary to
obtain results of a reasonable accuracy.3

The paper is organized as follows. In the next sec-
tion, the additional geometrical equations of the multi-size
model are presented. Then, a two-parameter quadratic law
is proposed for modeling the BSD of the bubble population.
In section IV., closure relationships for the particular case
of sub-cooled boiling bubbly flows are derived by taking
into account the multi-size aspect of the bubble population.
Finally, the NEPTUNE_CFD code is used to evaluate the
present model and a validation test case with the DEBORA
experimental database (upward sub-cooled boiling bubbly
flow in a vertical pipe) is presented in a last part.

II. GOVERNING EQUATIONS

In this study, a two-fluid approach is used to model
the multi-phase system, that is, both phases are described
by three averaged balance equations (mass, momentum and
energy).12,13 Two-fluid equations used in this study are the
ones implemented in the NEPTUNE_CFD code.14,15

In addition to these six equations, an equation on the
interfacial area concentration (IAC), sometimes called geo-
metrical equation, is generally written to take into account
the flow structure variation.15 To take into account the poly-
dispersion in size of a bubbly flow, more than a single
IAC equation is however necessary. Additional geometri-
cal equations have to be derived, what is generally carried
out using the kinetic theory.9,16

II.A. Kinetic theory and ensemble averaging

For bubbly flows, geometrical equations can be written
as well using the two-fluid approach as using a kinetic the-
ory approach.17 Both methods are equivalent in this partic-
ular case, but the dispersed aspect of the bubble population
makes a kinetic theory approach more relevant. The main
advantage of this kind of model is clearly a best readabil-
ity and understanding of the averaged quantities and closure
terms.

In kinetic theory, we consider a bubble population asso-
ciated to a particular realization of the two-phase flow. Mak-
ing the assumptions that bubbles are spherical and that all of
them behave similarly in the flow, we introduce the BSD

P(d). This normalized function represents the probability
of a bubble to have a diameter between d and d + dd, at a
given time t and in the spatial range dx about a position x.
Based on this BSD, ensemble averaging of a quantity ψ(d)
is given by:

〈
ψ(d)

〉
=̂

�
ψ(d) P(d) dd. (1)

II.B. Moment densities and their transport equation

The multi-size aspect of the bubble population is ad-
dressed here through the MOM, we chose because of its rel-
ative simplicity. This method consists in solving additional
balance equations on some moment densities of the BSD.
The γth order moment density of P(d) is defined as:

Mγ =̂ n

�
dγ P(d) dd = n

〈
dγ
〉

(2)

where n stands for the bubble number density.
Some moment densities are related to geometrical and

statistical quantities of the bubble population. Actually, by
defining the IAC aI as the bubble surface ensemble aver-
age and the void fraction αd as the bubble volume ensemble
average, the following relationships are derived:

aI =̂ n
〈
π d2

〉
= πM2 (3)

αd =̂ n
〈π

6
d3
〉

=
π

6
M3. (4)

Rigorously, these definitions of aI and αd are different to
those derived with the two-fluid model, but for slightly non-
homogeneous bubble distributions they are equivalent.17,18

In addition to aI and αd, an infinity of mean diameter can
be written using the following definition:19

dpq =̂

(Mp

Mq

) 1
p−q

(5)

from which the commonly used Sauter mean diameter d32
can be deduced (d32 = 6 αd/aI).

The transport equation of Mγ obeys to a Liouville-
Boltzmann-type equation and reads:9,11

∂Mγ

∂t
+∇ ·

(
Mγ V d

)

= n
2 γ

ρd

�
dγ−1 ṁd(d) P(d) dd

− γ

3 ρd

(
∂ρd
∂t

+ V d · ∇ ρd
)
Mγ

+ ΦCOγ + ΦBUγ + ΦNUγ (6)

where ρd denotes the dispersed phase density, V d the av-
eraged velocity of the dispersed phase and ṁd the bubble
mass gain per unit surface due to phase change at the bubble
interface. In this equation, the first term of the right-hand
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side corresponds to the phase change contribution, the sec-
ond one to the vapor compressibility and the last three terms
to the coalescence, break-up and (wall) nucleation contribu-
tions respectively. All of these terms are closed in section
IV.

In the next section, a two-parameter expression is pro-
posed for modeling P(d). Both of these parameters be-
ing analytically related to some moment densitiesMγ , the
system is close by solving two additional balance equation,
namely onM1 andM2.

III. BUBBLE SIZE DISTRIBUTION APPROXIMATION

III.A. Two-parameter quadratic BSD

By following Ruyer & al.10, a quadratic shaped-BSD is
here assumed. The one-parameter quadratic law introduced
by these authors to model P(d) has its median diameter and
standard deviation analytically related. To avoid this unreal-
istic BSD behavior, the following two-parameter quadratic
law, let us say the Q2 law, is proposed:

P(d) =





3

4
√

5 σ̃

(
1−

(
d− d00√

5 σ̃

)2
)

for dmin ≤ d ≤ dmax
0 otherwise.

(7)

d00 and σ̃ respectively denote the median mean diameter and
the standard deviation of P(d) and are defined as:

d00 =̂
M1

M0
(8)

σ̃ =̂

√
M2

M0
−
(M1

M0

)2

. (9)

In the definition of P(d), dmin and dmax stand for the min-
imum and maximum diameter respectively; they are given
by:

dmin = d00 −
√

5 σ̃ (10)

dmax = d00 +
√

5 σ̃. (11)

By using the Q2 law expression for P(d), the following
relationships relating d00 and σ̃ to the lower-order moment
densities of P(d) can be derived:

M1 = n d00 (12a)

M2 = n
(
σ̃2 + d200

)
(12b)

M3 = n d00
(
3 σ̃2 + d200

)
. (12c)

Rearranging these equations leads to a geometrical re-
lationship giving n:

n =
1

36 π

a3I
α2
d

5
(
5 + 3 σ̃? 2

)2

(5 + σ̃? 2)
3 (13)

where aI and αd have been introduced through (3) and (4)
and σ̃? denotes a non-dimensional standard deviation de-
fined as:

σ̃? =̂

√
5 σ̃

d00
. (14)

III.B. Numerical conditioning of the Q2 law

Two limit cases must be avoided so that the Q2 law
keeps a consistent behavior, namely dmin < 0 and σ̃ < 0.
Taking into account both of these limit cases and rearrang-
ing (8), (9), (10) and (12) leads to the following condition
on the moment densities:

0.9 <
π

6

M2
2

M1 αd
< 1. (15)

Respect of this condition implies the following interval def-
inition for σ̃?:

0 < σ̃? < 1 (16)

In other words, the limit case σ̃?= 0 is equivalent to σ̃ = 0
(i.e. single-size assumption) and the limit case σ̃? = 1 is
equivalent to dmin = 0 (i.e. one-parameter quadratic law of
Ruyer & al.10).

IV. CLOSURE RELATIONSHIPS

This section describes the closure of the different source
terms of (6).

IV.A. Coalescence and Break-up

A very large amount of coalescence and break-up mod-
els can be found in literature. Unfortunately, the physics
underlying these phenomena is often speculative, what can
sometimes lead to self-contradictory models.

Although numerous sources of bubble coalescence and
break-up have been reported,20,21 only turbulent induced co-
alescence and break-up events are addressed hereafter. In
case of turbulent flows we are interested in, these kinds of
events are assumed to be predominant with respect to the
other sources of coalescence and break-up15.

IV.A.1. Bubble coalescence

Binary turbulence induced coalescence is here consid-
ered. Such coalescence event then involves a couple of col-
liding bubbles with different diameters, let us say d1 and d2.
The coalescence source term of (6) is modeled by summing
the coalescence contributions of all combinations of collid-
ing bubble couples {d1; d2}:

ΦCOγ =
1

2

� dmax

dmin

∆MCO
γ (d1, d2)φCO(d1, d2) dd1dd2 (17)
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where φCO denotes the elementary coalescence frequency
and ∆MCO

γ corresponds to the decrease inMγ due to one
coalescence event. The factor 1/2 in (17) avoids double
counting of the same coalescence event. By assuming con-
servation of the gas volume during the coalescence process,
∆MCO

γ reads:

∆MCO
γ =

(
d31 + d32

)γ/3
− dγ1 − dγ2 . (18)

The coalescence frequency can be written as the product of a
collision frequency φCL and a coalescence probability ηCO

(also sometimes called collision efficiency):

φCO(d1, d2) = φCL(d1, d2) ηCO(d1, d2). (19)

We chose here to use the model of Kamp & al.9 for the
modeling of φCL and ηCO:

φCL(d1, d2) = 2

√
8π

3
n2 P(d1)P(d2)

(
d1 + d2

2

)2

× Ct√
1.61

(
εc
d1 + d2

2

)1/3
(20)

ηCO(d1, d2) = exp

(
−Kη√

6

Ct√
1.61

(
εc
d1 + d2

2

)1/3

×
√

3 ρc deq
Cvm σ

)
(21)

where ρc and εc respectively denote the density and the dis-
sipation rate of the turbulent kinetic energy of the continu-
ous phase and σ the surface tension. In this model, Kη is a
constant set equal to 2 by the authors and deq stands for an
equivalent bubble diameter defined as:

deq =̂
2 d1 d2
d1 + d2

. (22)

Ct denotes the ratio between the bubble velocity fluctuations
and the liquid velocity fluctuations and can be expressed,
among others, as a function of d00. Cvm corresponds to the
virtual mass coefficient of two touching spheres and can be
expressed as a function of the ratio d1/d2. Detailed expres-
sions of both of these coefficients can be found in the origi-
nal paper of Kamp & al.9

Coalescence source term ΦCOγ can be rearranged as:

ΦCOγ = 0.2546 Ct(d00) d
γ+ 7

3
00 n2 ε

1/3

× ICOγ (ηCO00 , σ̃?) (23)

where ICOγ stands for the double integral over all bubble
sizes of all terms depending on d1 and d2. This integral
is function of the two non-dimensional parameters σ̃? and
ηCO00 , the latter being defined as:

ηCO00 =̂ exp

(
−Kη

Ct√
1.61

(εc
2

)1/3√ρc
σ
d

5/6
00

)
. (24)

Fig. 1. Computed and fitted values of the integral −ICO1 .

Fig. 2. Computed and fitted values of the coefficients
−c11 and −c12.

A similar numerical method of Kamp & al.’s one is used
here to estimate ICOγ . In Fig. 1, −ICO1 is plotted against
ηCO00 , for several values of σ̃? and for γ = 1.

Similar computation for γ = 2 shows ICOγ can be well
approximated by a polynomial expression:

ICOγ (ηCO00 , σ̃?) ∼= cγ1(σ̃?)ηCO00 + cγ2(σ̃?) ηCO00

2
(25)

where cγ1 and cγ2 are polynomial functions of σ̃? (see Fig.
2 for the case γ = 1):

cγ1(σ̃?) = cγ11 + cγ12 σ̃
? (26a)

cγ2(σ̃?) = cγ21 σ̃
? 2 + cγ22 σ̃

? 3 (26b)

whose coefficients are given in Table I.

TABLE I
Values of the coalescence source term integral coefficients

γ cγ11 cγ12 cγ21 cγ22

1 -7.0431 1.9557 -4.3631 1.0821
2 -3.7261 0.5477 -2.6682 0.1248
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IV.A.2. Bubble break-up

For the sake of simplicity, we only focus on the mod-
eling of homogeneous binary bubble break-up, that is, the
break-up of one bubble into two daughter bubbles of equal
size. Non-homogeneous binary break-up will be addressed
in a future work, using a similar approach to the one of Luo
& Svendsen22.

The break-up source term of (6) is modeled by summing
the contributions onMBU

γ of all breaking bubbles:

ΦBUγ =

� dmax

dmin

∆MBU
γ (d) φBU(d) dd (27)

where φBU denotes the elementary break-up frequency and
∆MBU

γ corresponds to the increase inMγ due to one break-
up event. By assuming conservation of the gas volume dur-
ing the break-up process, ∆MBU

γ reads:

∆MBU
γ = dγ

(
21−

γ
3 − 1

)
. (28)

Several authors consider that the turbulent induced bub-
ble break-up occurs through collision of bubbles with tur-
bulent eddies of the liquid. Prince & Blanch20 therefore
proposed to model the break-up frequency similarly to the
coalescence one:

φBU(d) = φCLe (d) ηBU(d). (29)

where φCLe denotes the collision frequency of bubble with a
turbulent eddy and ηBU the probability this collision results
in a break-up event. According to these authors, φCLe and
ηBU are given by:

φCLe (d) =

� de,max

de,min

√
2
π

4
n P(d) Fe(de)

(
d+ de

2

)2

× ε1/3c
√
d

2/3
+ d

2/3
e dde (30)

ηBU(d) = exp

(
− Wecr

We(d)

)
(31)

where We denotes the turbulent bubble Weber number:

We(d) =
2.0 ρc ε

2/3
c d5/3

σ
. (32)

The critical Weber number Wecr appearing in (31) can be es-
timated by balancing the natural frequency of a bubble with
the characteristic frequency of the turbulent flow:23

Wecr =
2 ι (ι+ 1) (ι− 1) (ι+ 2)

π2
(

(ι+ 1) ρdρc + ι
) ≈ 2.4

∣∣∣
ι=2

(33)

where ι stands for the bubble oscillation mode.

In (30) , Fe denotes the distribution function in size of
the turbulent eddies in the liquid and can be approximated
by:15,22

Fe(de) = 0.8
(

1− αd
)
d−4
e . (34)

Assuming that only equal-sized eddies or marginally smaller
ones can cause a break-up event, de,max is chosen equal to
d and de,min has been set to 0.65·d by Yao & Morel15 (ad-
justment with experimental data of the DEBORA database).

Finally, break-up source term ΦBUγ can be rewritten as:

ΦBUγ = 0.1666
(

21−
γ
3 − 1

)
n
(

1− αd
)
d
γ−2/3
00 ε

1/3
c

× IBUγ (σ̃?, ηBU00 ) (35)

where IBUγ stands for the integral over all bubble sizes of all
terms depending on d. This integral is function of the two
non-dimensional parameters σ̃? and ηBU00 , the latter being
defined as:

ηBU00 =̂ exp

(
− Wecr

We(d00)

)
. (36)

IBUγ can be estimated similarly to ICOγ :

IBUγ (ηBU00 , σ̃?) ∼= bγ1(σ̃?) ηBU00

1/2

+ bγ2(σ̃?) ηBU00

3/2
(37)

where bγ1 and bγ2 are polynomial functions of σ̃?:

bγ1(σ̃?) = bγ11 σ̃
? + bγ12 σ̃

? 2 (38a)
bγ2(σ̃?) = bγ21 + bγ22 σ̃

? (38b)

whose coefficients are given in Table II.

TABLE II
Values of the break-up source term integral coefficients

γ bγ11 bγ12 bγ21 bγ22

1 3.6795 -1.5726 4.4491 -1.8453
2 4.0258 -0.6557 4.6578 -2.7944

IV.B. Phase change

The different closures proposed in this section are writ-
ten in the framework of sub-cooled boiling bubbly flows.
In this case, the phase change can be divided schematically
into two contributions: the nucleation of new bubbles near
the walls and the condensation of these bubbles in the sub-
cooled bulk liquid.
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IV.B.1. Bulk phase change

Bulk phase change source term of the Mγ transport
equation (6) involves the interfacial rate of phase change of a
single bubble ṁd. An expression for ṁd can be determined
from the local instantaneous interfacial balance of total en-
ergy integrated on the surface of a spherical bubble:11,12

ṁd =
− q id − q ic

π d2
(
H i
d −H i

c

) (39)

where Hi
d and Hi

c denote the vapor and liquid enthalpies
at bubble surface respectively; they are generally assumed
to be equal to corresponding saturation enthalpies. In this
equation q ik stands for the heat flux between the bubble sur-
face and phase k.

We assume that the bubbles are small enough so that all
the vapor inside them is at the same temperature as the bub-
ble surface, namely the saturation temperature. the bubbles
are small enough to be always at the saturation temperature.
The heat exchange between the vapor inside the bubble and
the interface can therefore be neglected (q id = 0).

As for q ic , a classical modeling is to introduce a Nusselt
number:

q ic =
Nuc λc
d

π d2
(
θsat − θc

)
(40)

where θsat denotes the saturation temperature and λc the
liquid thermal conductivity. Numerous correlations can be
found in the literature to model the condensation Nusselt
number Nuc.24 After several tests, we chose the correlation
of Chen & Mayinger:25

Nuc = 0.185 Re0.7b Pr0.5c (41)

where Prc stands for the liquid Prandtl number:

Prc =̂
ρc Cpc νc

λc
. (42)

and Reb stands for the bubble Reynolds number:

Reb =̂
d∆V

νc
. (43)

Cpc denotes the liquid heat capacity at constant pressure, νc
the liquid kinematic viscosity and ∆V the bubble relative
velocity.

An usual approximation of this relative velocity is
the norm of the averaged velocity difference |V d − V c|.
By making some assumption on the flow configuration, a
diameter-dependent expression for ∆V can however be de-
rived. Thus, for a mostly ascendant flow, the balance be-
tween buoyancy and drag forces acting on a single bubble
leads to the following diameter-dependent bubble terminal
velocity:

∆V (d) ∼=
√

4

3
g

(
1− αd

)(
1− ρd

ρc

)
d

CD(d)
(44)

where the gas volume fraction αd has been introduced
through the mixture density ρm = αd ρd +(1− αd) ρc . In
equation (44), CD(d) denotes the bubble drag coefficient
given by:12

CD(d) =
24

Reb

(
1 + 0.1 Re

3/4
b

)
≈ 24

10
Re

1/4
b (45)

where we assumed 0.1 Re
3/4
b � 1 to simplify CD.

Finally, rearranging all of these equations leads to the
following bulk phase change source term for (6):

n
2 γ

ρd

�
dγ−1 ṁd(d) P(d) dd

= − 2 γ
λc
ρd

aI
π d 2

32

(
θsat − θc
H i
d −H i

c

)

× Nu+

c,γ(d00, σ̃) γ = 1, 2 (46)

where Nu+

c,1 and Nu+

c,2 are polydisperse Nusselt numbers.

IV.B.2. Wall nucleation

In our context of sub-cooled boiling flow, the nucleation
of new vapor bubbles is assumed to be only located near
the duct walls. Therefore, only a thin layer of fluid in con-
tact with the heated walls are concerned by wall nucleation
source terms.

An homogeneous single-size wall nucleation is as-
sumed here. Corresponding source terms is given by:

ΦNUγ = Dγ
d φ

NUnNU (47)

where φNU denotes the bubble departure frequency and
nNU the density of active nucleation sites. Modeling of
φNU and nNU is carried out with the model of Kurul &
Podowski,26 whereas the bubble departure diameter Dd is
modeled with Ünal’s correlation.27

V. NUMERICAL SIMULATIONS OF A BOILING
BUBBLY FLOW

The multi-size model described above has been im-
plemented in the three dimensional multiphase CFD code
NEPTUNE_CFD.14 Experimental tests of the DEBORA
database have being chosen to evaluate numerical results.

Several multi-size models have already been imple-
mented in NEPTUNE_CFD. Morel & al.3 carried out a com-
parative study of the performance of these multi-size mod-
els: a multi-group method and two MOM based models
(log-normal and one-parameter quadratic law BSD model-
ing). This study was performed on an adiabatic experiment.
Morel & Laviéville11 also work of the modeling of boiling
flows with a MOM based on a log-normal BSD modeling,
whereas Ruyer & Seiler28 carried out a similar study with
a one-parameter quadratic BSD. Both of these latter studies

Annexe F – Article présenté à la conférence ICAPP 2011

237



Proceedings of ICAPP 2011
Nice, France, May 2-5, 2011

Paper 11274

Fig. 3. Comparison of experimental (subscript exp) and numerical (subscript num) results
(r/R = 0 stands for the duct center and r/R = 1 for the heated wall)

used the DEBORA database as experimental reference. The
work presented in this paper is therefore the continuation of
all of these studies.

V.A. Experimental and numerical details

The DEBORA experiment is carried out at the CEA
Grenoble (Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Éner-
gies Alternatives, Grenoble, France). It consists in a vertical
pipe having an internal diameter equal to 19.2 mm inside
which some liquid flows upwardly.

A part of the tube wall of 3.5 m long is electrically
heated. As a consequence, numerous vapor bubbles are nu-
cleated onto the heated wall surface and condense in the core
of the flow, where the liquid is sub-cooled. At the end of the
heated section, the radial profiles of the void fraction, bub-
ble diameter and vertical bubble velocity are measured by
means of an optical probe and the mixture temperature is
measured by means of a thermocouple. In order to simulate
the pressurized water reactor conditions under low pressure,
the R-12 has been adopted as the working fluid. More de-

tails on the DEBORA experiment can be found in the paper
of Garnier & al.29

A specific DEBORA experimental test case, whose con-
trolling parameters are detailed in Table III, has been chosen
for this study.

TABLE III
Controlling parameters of the DEBORA selected test case

Pressure
(bar)

Inlet mass
flow rate
(kg·m-2·s-1)

Liquid inlet
temperature
(◦C)

Wall to fluid
heat flux den-
sity (kW·m-2)

14.59 2027 28.52 73.161

The flow being assumed axi-symmetric, a two-
dimensional axi-symmetric computation grid has been used.
After a mesh convergence test, a grid characterized by 400
axial meshes and 20 radial meshes has been chosen.

V.B. Results and discussion

Results of the simulated DEBORA test case are pre-
sented on Figure 3 and compared to experimental data at
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the end of the heated section. The turbulent dispersion co-
efficient has been used as an adjustment parameter on the
void fraction profile. For the selected test case, we set
CTD = 1.25.

Whereas the void fraction αd, Fig. 3(a), is very well rep-
resented, the interfacial area concentration aI , Fig. 3(b), is
overestimated. This discrepancy results in a large underes-
timation of the Sauter mean diameter (d32 = 6αd/aI), Fig.
3(c). The overestimation of aI can be imputed to the co-
alescence and/or break-up models: the coalescence source
terms are too weak and/or the break-up source terms are too
strong, what leads to bubbles over-all too small.

Anyways, despite this point, the simulation is in good
agreement with the experimental data. The vapor velocity,
Fig. 3(d), is indeed also very well represented and the mix-
ture temperature, Fig. 3(e), is only 1◦C overestimated, what
could be attributed to some uncertainties on the R-12 ther-
mophysical properties.

VI. CONCLUSIONS

A two-parameter quadratic BSD (Q2 law) has been pro-
posed for modeling the size spectrum of a bubble population
in a two-phase bubbly flow. The MOM, which consists in
solving moment density transport equations to deduce the
evolution of the BSD itself, has been used to link this BSD to
a classical two-fluid model. The form of the moment density
transport equations derived makes these equations can be
implemented as simple additional scalar transport equations.
In addition, since only two of such equations are needed to
close the system, this method appears to be quite simple to
implement and numerically efficient. Thus the multi-size
model proposed here is particularly convenient for dealing
with CFD simulations where large computation domains are
tackled.

A particular asset of the Q2 law is its simple polynomial
expression. The different mechanisms involved in the geo-
metrical equation source terms (phase change, bubble coa-
lescence and break-up) can easily be computed, either ana-
lytically or using polynomial interpolations. Although it was
not presented here, the simplicity of the Q2 law also allows
to derived polydisperse hydrodynamic forces, as shown by
Ruyer & al.10 for their one-parameter quadratic BSD. This
is particularly interesting when all the bubbles have not the
same hydrodynamic behavior in the flow. This can be ob-
served when the BSD width is large, in other words when
small bubbles coexist with much larger ones.

Numerical simulation carried out with the NEP-
TUNE_CFD code showed the ability of this multi-size
model to deal with sub-cooled boiling flows. Although nu-
merical results are in good agreement with experimental data
of the DEBORA database, it appears that the coalescence
and/or break-up models may not be realistic enough, what
results in an overestimation of the IAC. Improvement of the

break-up source term can be envisaged by considering the
non-homogeneous aspect of the mechanism: most of the
time, a bubble breaks into two bubbles whose diameters are
different.22 Taking into account of other source of coales-
cence and break-up events (e.g. buoyancy-driven, laminar
shear, wake entrainment. . . ) could also improve the IAC
prediction.
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NOMENCLATURE

aI interfacial area concentration
Cpk heat capacity at constant pressure of phase k
d bubble diameter
d00 median diameter
d32 Sauter mean diameter
Dd wall nucleation bubble departure diameter
H i
k enthalpy at the bubble interface of phase k
Mγ γth order moment density of P
ṁd bubble mass gain per unit surface due to phase

change
n bubble number density
Nu Nusselt number
P bubble size distribution
Pr Prandtl number
q ik heat flux between the surface of a single bubble and

phase k
R duct radius
r position along the duct radius
Re Reynolds number
t time
V k averaged velocity of phase k
We Weber number
x position vector

Greek symbols
αk volume fraction of phase k
εk dissipation rate of the turbulent kinetic energy of

phase k
η efficiency
ι bubble oscillation mode
λk thermal conductivity of phase k
νk kinematic viscosity of phase k
φ frequency
Φγ source term of theMγ transport equation
ρk density of phase k
σ surface tension
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σ̃ standard deviation
θk averaged temperature of phase k

Subscripts

b bubble
c continuous phase
cr critical
d dispersed phase
e turbulent eddy
eq equivalent
m mixture
max maximum
min minimum
sat saturation

Superscripts

BU break-up
CL collision
CO coalescence
exp experimental
num numerical
NU nucleation
+ polydisperse
? non-dimensional

Acronyms

BSD bubble size distribution
CFD computational fluid dynamics
IAC interfacial area concentration
MGM multi-group method
MOM method of moments
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Oesterlé, B. : Écoulements Multiphasiques – Des fondements aux méthodes d’ingéniérie. Lavoisier.
Hermes Science Publication, 2006.

Oolman, T.O. et Blanch, H.W. : Bubble coalescence in stagnant liquids. Chemical Engineering Com-
munications, 43:237–261, 1986.

Oseen, C.W. : Neuere Methoden und Ergebnisse in der Hydrodynamik. Akademische Verlagsgesell-
schaft, Leipzig, 1927.

Palermo, T. : Le phénomène de coalescence – Étude bibliographique. Revue de l’Institut Français du
Pétrole, 46(3):325–360, 1991.

Paloposki, T. : Drop size distributions in liquid sprays. Thèse de doctorat, Helsinki University of
Technology, 1994.

Park, H.S., Lee, T.H., Hibiki, T., Baek, W.P. et Ishii, M. : Modeling of the condensation sink term in an
interfacial area transport equation. International Journal of Heat and Mass Transfer, 50:5041–5053,
2007.

Passalacqua, A. et Fox, R.O. : Numerical simulation of turbulent gas-particle flow in a riser using a
quadrature-based moment method. Proceedings of the 7th International Conference on Multiphase
Flow (ICMF 2010), Tampa, FL USA – May 30-June 4, 2010.

Pouvreau, J. : Formes des lois de fermeture de la version 0.0 de Neptune 3D-local. Rapport technique
DTP/SMTH/LMDS/2003-018, Nept_2002_L1.2/6, CEA, 2003.

Prince, M.J. et Blanch, H.W. : Bubble coalescence and break-up in air-sparged bubble columns. AIChE
Journal, 36(10):1485–1499, 1990.

249



RÉFÉRENCES BIBLIOGRAPHIQUES

Rani, S.L. et Balachandar, S. : Evaluation of the equilibrium Eulerian approach for the evolution of
particle concentration in isotropic turbulence. International Journal of Multiphase Flow, 29:1793–
1816, 2003.

Ranz, W.E. et Marshall, W.R. : Evaporation from drops: Part II. Chemical Engineering Progress, 48
(4):173–180, 1952a.

Ranz, W.E. et Marshall, W.R. : Evaporation from drops: Part I. Chemical Engineering Progress, 48
(3):141–146, 1952b.

Reeks, M.W. : Eulerian direct interaction applied to the statistical motion of particles in a turbulent fluid.
Journal of Fluid Mechanics, 97(3):569–590, 1980.

Reeks, M.W. : On a kinetic equation for the transport of particles in turbulent flows. Physics of Fluids A
– Fluid Dynamics, 3(3):446–456, 1991.

Reeks, M.W. : On the continuum equations for dispersed particles in nonuniform flows. Physics of
Fluids A – Fluid Dynamics, 4(6):1290–1302, 1992.

Riou, X. : Contribution à la modélisation de l’aire interfaciale en écoulement gaz-liquide en conduite.
Thèse de doctorat, Institut National Polytechnique de Toulouse, 2003.

Risso, F. : The mechanisms of deformation and breakup of drops and bubbles. Multiphase Science and
Technology, 12:1–50, 2000.

Ross, S.L. : Measurements and models of dispersed phase mixing process. Thèse de doctorat, University
of Michigan, 1971.

Roumy, R. : Structure des écoulements diphasiques eau-air. Étude de la fraction de vide moyenne et des
configurations d’écoulement. Rapport technique R-3892, CEA, 1969.

Ruyer, P. et Seiler, N. : Advanced model for polydispersion in size in boiling flows. La Houille Blanche
– Revue Internationale de l’Eau, 4:65–71, 2009. ISSN 0018-6368.

Ruyer, P., Seiler, N., Beyer, M. et Weiss, F.-P. : Bubble size distribution modelling for the numerical
simulation of bubbly flows. Proceedings of the 6th International Conference on Multiphase Flow
(ICMF 2007), Leipzig, Germany – July 9-13, 2007.

Rückenstein, E. : On heat transfer between vapour bubbles in motion and the boiling liquid from which
they are generated. Chemical Engineering Science, 10:22–30, 1959.

Saboni, A., Alexandrova, S., Gourdon, C. et Chesters, A.K. : Interdrop coalescence with mass trans-
fer: Comparison of the approximate drainage models with numerical results. Chemical Engineering
Journal, 88:127–139, 2002.

Sagaut, P. : Introduction à la simulation numérique des grandes échelles pour les écoulements de fluide
incompressible, volume 30 de Mathématiques et Application. Springer, 1998.

Schwartz, L. : Méthodes Mathématiques pour les Sciences Physiques. Hermann, 1965.

Sevik, S. et Park, S.H. : The splitting of drops and bubbles by turbulent fluid flow. Journal of Fluids
Engineering – Transactions of the ASME, 95(1):53–60, 1973.

250



Références bibliographiques

Shimizu, K. et Crow, E.L. : History, genesis and properties. Crow, E.L. et Shimizu, K., éditeurs : Log-
normal Distributions: Theory and Applications, volume 88 de Statistics: Textbooks & Monographs,
chapitre 1, pages 1–26. Marcel Dekker, Inc., 1988.

Simonin, O. : Continuum modelling of dispersed turbulent two-phase flows. Combustion and turbulence
in two-phase flows, Von Karman Lecture Series 1996-02. Von Karman Institute for Fluid Dynamics,
1996.

Simonin, O., Deutsch, E. et Minier, J.P. : Eulerian prediction of the fluid/particle correlated motion in
turbulent two-phase flows. Applied Scientific Research, 51:275–283, 1993.

Simonin, O., Février, P. et Laviéville, J. : On the spatial distribution of heavy-particle velocities in
turbulent flows: From continuous field to particulate chaos. Journal of Turbulence, 3(40):1–18, 2002.

Tchen, C.M. : Mean value and correlation problems connected with the motion of small particles sus-
pended in a turbulent fluid. Thèse de doctorat, University of Delft. Martinus Nijhoff, The Hague,
1947.

Tennekes, H. et Lumley, J.L. : A First Course in Turbulence. The MIT Press, Cambridge, Massachusetts,
1972.

Theofanous, T.G., Biasi, L., Isbin, H.S. et Fauske, H.K. : Nonequilibrium bubble collapse: A theoretical
study.Proceedings of the 11th National Heat Transfer Conference, Minneapolis, Minnesota – 3 August
1969, Heat Transfer Minneapolis, Chemical Engineering Science Symposium Séries 66. American
Institute of Chemical Engineers, 1969.

Tomiyama, A. : Struggle with computational bubble dynamics. Multiphase Science and Technology, 10
(4):369–405, 1998.

Tsouris, C. et Tavlarides, L.L. : Breakage and coalescence models for drops in turbulent dispersions.
AIChE Journal, 40(3):395–406, 1994.

Ünal, H.C. : Maximum bubble diameter, maximum bubble-growth rate during the subcooled nucleate
flow boiling of water up to 17.7 MN/m2. International Journal of Multiphase Flow, 19:643–649,
1976.

Valentas, K.J., Bilous, O. et Amundson, N.R. : Analysis of breakage in dispersed phase systems. Indus-
trial and Engineering Chemistry Fundamentals, 5(2):271–279, 1966.

Wang, T., Wang, J. et Jin, Y. : A novel theoretical breakup kernel function for bubbles/droplets in a
turbulent flow. Chemical Engineering Science, 58:4629–4637, 2003.

Wu, Q., Kim, S., Ishii, M. et Beus, S.G. : One-group interfacial area transport in vertical bubble flow.
International Journal of Heat and Mass Transfer, 41(8-9):1103–1112, 1998.

Yao, W. et Morel, C. : Prediction of parameters distribution of upward boiling two-phase flow with two-
fluid models. Proceedings of the 10th International Conference on Nuclear Engineering (ICONE10),
Hyatt Regency Crystal City, Arlington, VA USA – April 14-18, 2002.

Yao, W. et Morel, C. : Volumetric interfacial area prediction in upward bubbly two-phase flow. Interna-
tional Journal of Heat and Mass Transfer, 47:307–328, 2004.

Young, J.B. : The fundamental equations of gas-droplet multiphase flow. International Journal of
Multiphase Flow, 21(2):175 – 191, 1995. ISSN 0301-9322.

251



RÉFÉRENCES BIBLIOGRAPHIQUES

Zaichik, L.I. : An equation for the particle velocity probability density function in inhomogeneous
turbulent flow. Fluid Dynamics, 31(2):261–267, 1996.

Zeitoun, O., Shoukri, M. et Chatoorgoon, V. : Interfacial heat transfert between steam bubbles and
subcooled water in vertical upward flow. Journal of Heat Transfer, 117:402–407, 1995.

Zhang, D.Z. et Prosperetti, A. : Averaged equations for inviscid disperse two-phase flow. Journal of
Fluid Mechanics, 267:185–219, 1994a.

Zhang, D.Z. et Prosperetti, A. : Ensemble phase-averaged equations for bubbly flows. Physics of Fluids
A – Fluid Dynamics, 6(9):2956–2970, 1994b.

Zuber, N. : The dynamics of vapor bubbles in nonuniform temperature fields. International Journal of
Heat and Mass Transfer, 2(1-2):83–98, 1961.

Zuber, N. : On the dispersed two-phase flow in the laminar flow regime. Chemical Engineering Science,
19:897–919, 1964.

252





UNIVERSITÉ DE GRENOBLE

Doctorat d’Université, spécialité Mécanique des fluides, Énergétique, Procédés

Thèse soutenue publiquement le 19 décembre 2011 par

Didier ZAEPFFEL

Modélisation des écoulements bouillants à bulles polydispersées

Cette thèse porte sur l’amélioration de la modélisation des écoulements à bulles, et plus particulièrement des
écoulements bouillants, dont la compréhension et la prédiction est essentielle pour de nombreuses applications in-
dustrielles. L’axe de recherche choisi ici est la prise en compte du caractère polydisperse de la population de bulles,
autrement dit du fait que toutes les bulles n’aient ni la même taille, ni la même vitesse. Divers mécanismes peuvent
être cités pour expliquer l’existence de la variété de tailles de bulles ; dans notre cas on peut principalement citer
la coalescence et la fragmentation de bulles, la cinématique de changement de phase ou encore la compressibilité
du gaz à l’intérieur des bulles. De cette polydispersion en taille découle également une polydispersion en vitesse,
puisqu’il est bien connu que la vitesse de déplacement d’une bulle est fonction de sa taille.

Un modèle moyenné spécialement adapté aux écoulements à phase dispersée est présenté dans ce manuscrit, mo-
dèle que l’on pourra caractériser de polydisperse puisque prenant en compte une fonction de distribution en taille et
en vitesse des bulles. Deux lois mathématiques particulières, une loi quadratique et une loi cubique, sont proposées
dans ce manuscrit pour modéliser la fonction de distribution en taille des bulles, son évolution spatio-temporelle
étant obtenue à l’aide la méthode des moments. Ces deux lois ayant une expression mathématique relativement
simple, les différents termes d’échanges entre phases ont pu être fermés dans un cadre polydisperse. Ce modèle
moyenné polydisperse a été implanté dans le code de calcul NEPTUNE_CFD, puis testé en tentant de reproduire
par la simulation l’expérience DEBORA du CEA Grenoble, expérience dédiée à l’étude des écoulements bouillants
sous-saturés.

Mots-clés : Modélisation, écoulements diphasiques, bulles, polydispersion, méthode des moments, coalescence,
fragmentation, changement de phase, simulation numérique.

Modelling of boiling bubbly flows using a polydisperse approach

The objective of this work was to improve the modelling of boiling bubbly flows.We focused on the modelling of
the polydisperse aspect of a bubble population, i.e. the fact that bubbles have different sizes and different velocities.
The multi-size aspect of a bubble pupolation can originate from various mechanisms. For the bubbly flows we are
interested in, bubble coalescence, bubble break-up, phase change kinematics and/or gas compressibility inside the
bubbles can be mentionned. Since, bubble velocity depends on bubble size, the bubble size spectrum also leads to
a bubble velocity spectrum.

An averaged model especially dedicated to dispersed flows is introduced in this thesis. Closure of averaged inter-
phase transfer terms are written in a polydisperse framework, i.e. using a distribution function of the bubble sizes
and velocities. A quadratic law and a cubic law are here proposed for the modelling of the size distribution function,
whose evolution in space and time is then obtained with the use of the moment method. Our averaged model has
been implemented in the NEPTUNE_CFD computation code in order to simulate the DEBORA experiment. The
ability of our model to deal with sub-cooled boiling flows has therefore been evaluated.

Keywords: Modelling, two-phase flows, bubbles, polydisperse approach, moment method, coalescence, break-up,
phase change, numerical simulation.
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