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Chapitre O

Introduction

Le but de ce travail est la description d’une base explicite du cone diamant pour
diverses classes d’algébres de Lie semi simples g. Le cone diamant appelé aussi algébre
de forme réduite est une premiére étape pour une description des modules nilpotents du
facteur nilpotent dans la décomposition d’Iwasawa de ’algébre g.

On sait que, si g est une algébre de Lie semi simple complexe, tous les g modules de
dimension finie sont semi simples, la théorie des modules simples est trés bien connue
et en particulier trés explicite pour les algébres classiques. Par exemple, dans le cas de
I'algébre 5((2), de base (X, H,Y') avec les relations de commutation usuelles :[H, X]| = X,
[H,Y] = =Y et [X,Y] = 2H, ces représentations sont caractérisées par leur dimension
a + 1, on peut les réaliser dans l'espace V* des polynomes a deux variables x et v,
homogénes de degré a sur lequel s[(2) agit par

1
X =0, H= 5(33833 —y0,), Y =y0,.

Notons V la somme de tous les s[(2) modules simples. Cet espace est muni d’une
structure naturelle d’algébre associative et commutative. On appelle cette algébre 1’al-
gebre de forme de s[(2). Cette algébre est tout simplement P'algébre Clx, y].

Si maintenant n est une algébre de Lie nilpotente, il semble raisonnable de décrire
ses modules de dimension finie nilpotents c’est & dire tels que chaque élément X de n
est représenté par un endomorphisme nilpotent. Cependant ce probléme est beaucoup
plus difficile : dans le cas le plus simple, celui de 'algébre abélienne n = C, ceci revient
a la théorie des matrices nilpotentes, dont la classification est donnée par la collection
de leurs blocs de Jordan (& une permutation pres).

Le théoréeme d’Engel nous dit que le seul n module nilpotent simple est le module
trivial, de plus les modules nilpotents sont en général ni semi simples ni indécomposables.
Méme en se restreignant aux modules monogénes, le probléme reste extrémement difficile,
surtout pour une algébre de Lie nilpotente quelconque. Dans le cas de n = CX, cela
revient a se restreindre aux matrices X ayant un seul bloc de Jordan, disons de taille
a+1. C’est a dire a l'opérateur J, agissant sur 'espace C,[y] des polynémes en la variable
y de degré au plus a, qui est isomorphe au module V|, restriction & n du s[(2) module
ve.

Ceci est général, si n est le facteur nilpotent n™ de la décomposition d’Iwasawa d’une
algébre de Lie semi simple complexe g, tout module nilpotent monogeéne de n apparait
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comme un quotient d’'un V*|; bien défini.

Dans le cas de n = CX, la structure d’algébre quei est naturellement associée a
la description des modules nilpotents monogénes de n est bien star Palgébre Cly] =
Clz,y]/(x — 1). Cette algebre est le cone diamant ou 'algébre de forme réduite de s((2).
C’est un quotient de 'algeébre de forme de s[(2) et un n module indécomposable, union
de tous les modules V¢|, et muni de la stratification V°|, C V4|, si b < a. Dans le cas de
s[(2), la base naturelle {y"} du cone diamant respecte cette stratification.

Si g est une algébre de Lie semi simple quelconque, la théorie des modules simples de
dimension finie de g a été 'objet de trés nombreux livres et articles, citons par exemple
[FH], [H], [Kn], [LT], [S], [V],... Soit {ai,...,as} un systéme de racines simples pour
g, soit {wy,...,we} les poids fondamentaux correspondants. On sait que les g modules
simples sont caractérisés par leur plus haut poids A = > apwy, qui est une combinaison
linéaire a coefficients entiers positifs des poids fondamentaux. Notons V* un tel module
simple de plus haut poids .

La somme directe V de tous ces modules V* est munie d'une structure d’algébre asso-
ciative et commutative qui provient de la transposition de I'injection naturelle VA * —;
VA ® VX, On appele V, qui résume en quelque sorte la théorie des modules simples de
g, 'agébre de forme de g. Cette algébre est unitale et engendrée par 'espace &, V¥+. De
plus, elle est quadratique, c’est a dire qu’on peut la définir par générateurs et relations,
en utilisant uniquement des relations homogénes de degré 2 entre vecteurs de @, V«r.

Pour les algébres g qu’on étudiera, g est 'algébre de Lie d’un groupe algébrique de
matrices G et algébre de forme de g se réalise comme l'algébre C[G]N" des fonctions
réguliéres sur GG, invariantes par multiplication & droite par les éléments du sous groupe
NT de G d’algébre de Lie nt.

Un probléme combinatoire classique est alors de décrire explicitement cette algébre,
en particulier d’en donner une base, formée d’une union de bases de chaque V*. Dans
le cas des algébres de Lie semi simples classiques, cette construction est basée sur la
notion de tableaux de Young particuliers dits tableaux de Young semi standards. Pour
tout poids entier dominant A = Y ajwy, une base de V* est donnée par 'ensemble des
tableaux semi standards de forme A, c’est a dire ayant a; colonnes de hauteur k.

Pour fixer les générateurs de V, on choisit des vecteurs v,, de plus haut poids dans
chaque V¥ et on définit le cone diamant (ou l'algébre de forme réduite) de g comme
lalgébre quotient V,.q = V/(v,, — 1, k = 1,...,¢). Ce quotient est un n module, en
général indécomposable, union des modules V*|, obtenus par Paction de n sur V* et
muni de la stratification V= 0rwr ¢ Y2 @@k gi b, < ay, pour tout k.

Le but de notre travail est d’expliciter une base du cone diamant, pour différentes
classes d’algébres classiques, en sélectionnant, parmi les tableaux de Young semi stan-
dards, une nouvelle classe de tableaux que nous appelons tableaux de Young quasi stan-
dards. Bien entendu, on demande que cette base respecte la stratification de V4.

Ce probléme est résolu pour le cas de 1'algébre de Lie spéciale linéaire sl(m). Rappe-
lons briévement cette construction (JABW]).
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On note S$* le sl(m) module simple de plus haut poids A. On sait que S“! est réalisé

comme la représentation naturelle sur C™ dont la base canonique est {e1,...,en} et
S“* comme A*C™ (k =1,...,m — 1). Le module S-*«* est le sous module du produit
tensoriel

Sym™(C™) @ Sym™(A*C™) ® - - - ® Sym*m= (A"~ 1C™)

engendré par ®(v,, )% si v, est un vecteur de plus haut poids de AFC™.
Réalisons maintenant cette algeébre de forme comme une algébre de fonctions sur

SL(m).
Une base de S** est donnée par I’ensemble des fonctions sous determinants obtenues
en considérant les lignes 7; < --- < i et les colonnes 1,..., k notées :
k . .
52(1)%(9) =det (g;i1,...,0k;1,..., k)
= (ej, A= Aej,ger N+ A gey)
ot g € SL(m) et (eq,...,ey) est la base canonique de C™. On note ces fonctions par
une colonne :
g
0 |
5i1 ..... e | -
ik

On note le produit usuel des fonctions 6 comme un tableau formé d’une juxtaposition
de colonnes (qu’on peut ranger en utilisant un ordre naturel). On apelle ces tableaux
des tableaux de Young. On suppose toujours que les colonnes sont rangées par hauteurs
décroissantes.

Une réalisation concréte de 1'algébre de forme de sl(m) est :

s =@ & ~clsLm)V ~clP L /pr
AEA

ot PL est I'idéal des relations de Pliicker, qui sont des relations quadratiques de la forme,
pour tout p > g > r,

_ s (9) (p) (9)
O - i17i27~~-77;p j17j27---7jq + Z j:(s({il,‘..7ip}\A)U{j1,...7jr}5AU{jr+1,...,jq}'
AcC{i, ... 0}
HA=r

Depuis le 19°"¢ siécle (|[W1], [K],...), une base de Ialgébre de forme de sl(m) est
indéxée par 'ensemble des tableaux de Young semi standards.

Rappelons qu’un tableau semi standard est un tableau rempli par des entiers inférieurs
ou égaux a m qui sont croissants de gauche a droite le long de chaque ligne et strictement
croissants de haut en bas le long de chaque colonne et tels que la hauteur de chaque
colonne est strictement inférieure a m.

Dans cette présentation, le cone diamant de s[(m) s’obtient simplement par restriction
des fonctions polynomiales N* invariantes sur SL(m) au sous groupe N~ =f N* :

St =8°/(61) 1) = CloY

..... O

.....

L’idéal PL,.q est engendré par les relations de Piicker réduites, c’est a dire les relations
de Piicker dans lesquelles on supprime les colonnes 5§k)k
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Définition 0.0.1.

On considére un tableau 7' semi standard tel qu’il existe un entier k tel que la premiére
1
2

colonne de T' est k et T posséde une colonne de hauteur k.

Ut 1

On dit qu’on pousse T si on décale les k premiéres lignes de T vers la gauche et on
1

2
supprime le haut trivial [~ | de la premiére colonne. On note P;(T) le tableau ainsi

k|
obtenu.
Le tableau T' est dit quasi standard s’il n’existe aucun k tel que Py(T) soit semi

standard. Dans le cas contraire, 1" est dit non quasi standard.
Le résultat principal dans [ABW] est :

Théoréme 0.0.1.
Les tableaux de Young quasi standards forment une base de 'algébre de forme réduite,
qui décrit la stratification de ce N module indécomposable.

Remarquons qu’on peut présenter la notion de poussage d’un tableau 7" en utilisant
le jeu de taquin de Schiitzenberger, qu’on peut shématiser comme la transformation
suivante sur un tableau de Young ayant une case marquée (voir le chapitre 1), en notant
les entrées ¢; ; de T" avec des notations matricielles,

i1 |
ts,l R * ts,i—i—l ‘ R ‘
topr| - [tognd o]
tsit1 = sy, toivl < loy1,i
R 4
i | i |
ts,l c.e ts—l—l,i ts,i—l—l e ‘ t5’1 Ce ts,i—l—l * ‘ Ce ‘

t5+171 e * t5+1’i+1 R ‘ t5+171 Ce ts-i—l,i Ce ‘
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Si on place, dans le tableau 7', non quasi standard ‘en k’, la case pointée succes-
sivement en (k,1),(k —1,1),...,(1,1), le jeu de taquin utilisé %k fois donne le tableau
P(T). Si ce tableau est quasi standard, on s’arréte, sinon, on répéte I'opération jusqu’a
obtention d’un tableau quasi standard. Dans (JAK]), nous avons montré que le jeu de
taquin établit ainsi une bijection entre ’ensemble des tableaux semi standards de forme
A = > agwy et I'ensemble des tableaux quasi standards de forme p = > bywy, avec
br < ax pour tout k (voir section 1.4.2). On termine la preuve du théréme en utilisant
les relations de Pliicker réduites pour montrer que chaque tableau semi standard est une
combinaison linéaire de tableaux quasi standards de forme plus petite.

Le chapitre 2 de cette thése est un travail en collaboration avec B. Agrebaoui et
D. Arnal (JAAK]). L’objet de ce travail est de donner description analogue a sl(m)
de T'algeébre forme réduite pour les algébres de Lie semi simples de rang deux. Cette
construction se base sur le plongement de chacune de ces algébres de Lie sl(2) & sl(2),
sl(3), sp(4) et go dans sl(m) respectivement pour m=4,3,4,7 d’'une fagon qu’elle hérite
la décomposition triangulaire de sl(m).

Si on note par g une algébre semi simple de rang deux et par GG son groupe de Lie,
sous groupe analytique de SL(m), l'algébre de forme S, de g est par définition :

Sy =EPS) =cCla".
A

De fait, Sy s’identifie & Sym(C™ @ A2C™)/PL ou PL est l'idéal engendré par des
relations quadratiques. On appelle encore ces relations les relations de Pliicker, mais il
apparait des relations de Pliicker internes, reliant des éléments de C™ ou des éléments
de A2C™ entre eux. Ces relations existent pour g = sl(2) @ s[(2), sp(4), go, puisque les
représentations C™, A2C™ (m = 4, 7) ne sont pas irréductibles dans ce cas, et les relations
externes, comme pour sl(m).

Dans [ADLMPPrW/, la notion de tableaux semi standards pour les algébres de rang
deux est définie.

Théoréme 0.0.2.
L’ensemble des tableaux de Young semi standards de forme A est noté par Sy(A). On a

si(2)@si(2) () { tableaux semi standards usuels T de forme A\ avec des entrées dans

{1,2,3,4} tels que [2], [3], I I I I ne sont pas des colonnes de T }

o Suz(N) = {tableaux semi standards usuels 7" de forme A\ avec des entrées dans
{1.2.3}},
o Sep)(A) = { tableaux semi standards usuels 7" de forme A\ avec des entrées dans

{1,2,3,4} tels que n’est pas une colonne de T et aprés la colonne suivante ne

peut étre n1n1 .

o S;,(\) = { tableaux semi standards usuels 7' de forme X\ avec des entrées dans
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{1,2,3,4,5,6,7} tels que la colonne |4 | apparait au plus une fois, les colonnes ,

I I I I I I n’apparaissent pas, plus les restrictions données

par la tabble

Colonne T% de T | Alors la colonne suivante T de Tme peut pas étre...
1 1] |1
6| |7

HH B
5) 7

2

6

2.5 7

1.[2].[3]. [4.
m,a,m,H,,

4.

Dans le chapitre 1, nous présenterons briévement la construction de [ADLMPPrW]|.
Nous considérons maintenant la restriction des fonctions de Sy au sous groupe *NT,
Palgébre de forme réduite S est :

Sted = CIGIVT /(81" — 1,815 — 1) ~ C[N"].

Comme pour sl(m), pour définir les tableaux de Young quasi standards pour chaque g,
on part d’un tableau 7" semi standard pour g, si le haut de la premiére colonne (k cases)
est trivial, on essaie de pousser les k premiéres lignes vers la gauche. Ceci fait, on peut
obtenir des colonnes non admissibles, c’est & dire des colonnes qui sont des tableaux semi
standards pour s[(m) mais pas pour g. On tansforme alors chacune de ces colonnes en la
colonne admissible correspondante, c’est a dire le plus grand tableau semi standard pour
g apparaissant dans la relation de Pliicker interne contenant notre colonne. On regarde
enfin si le nouveau tableau obtenu est semi standard. Si ce n’est pas le cas, on dira que
le tableau T est quasi standard. Cette généralisation immédiate du cas de sl(m) donne

—_

(@)

~J

==

\IE \]E \]I[\D‘ \1|»—t‘ CD|[\:>‘ O:Ir—\‘ C)‘(|b—*‘ »-l;|>—t‘ E

le résultat sauf pour gy ou, de plus, on doit accepter la colonne que 'on remplace

ar . Rappelons que :
p pp q



Cas de sl(3) :

Soit T' = a1[ ‘[abp ap1] =+ [Ap+q]

p

un tableau de Young semi standard. T est dit

quasi standard Sl

® a; > 1 ou il existe 1 = 1, ..., p tel que a;11 > b;.
Notre résultat s’énonce ainsi :

Théoréme 0.0.3.

1. Cas de s[(2) @ sl(2) :
Un tableau semi standard pour sl(2) x s[(2) est quasi standard si et seulement s'il
est quasi standard pour s[(4).

2. Cas de sp(4) :
Un tableau semi standard pour sp(4) est quasi standard si et seulement s’il est
quasi standard pour sl(4).

3. Cas de gs :

Soit T = a1[ [%p Gpi1] *** |Opql un tableau de Young semi standard. T est

dit quas1 standard sl :

e a; >1ouilexistei=1,...,p tel que a;1 1 > b; ou a; 11 = b; # 4.
Les tableaux quasi standards ainsi définis forment une base du cone diamant des algébres

sl(2) x s1(2), sp(4) et go.
Dans le troisiéme chapitre (JAK]), on construit le cone diamant symplectique, c’est a
dire le cone diamant de sp(2m). Soient (e, ..., €m,€m, ..., e7) une base de C*™ et

Q:Zei/\eg

la forme symplectique. On regarde sp(2m) comme une sous algebre de s[(2m). Les repré-
sentations fondamentales, notées S“*', sont les sous modules de AFC?™, (k= 1,...,m)
de plus haut poids les poids fondamentaux wy, poids du vecteur e; A - - - Aeg. Un systéme
de générateurs de S+ est donné par les fonctions ’colonnes’ suivantes définies sur le
groupe SP(2m) :

0 i (9) = (eh Ao A€l ger Ao Ager) (k< m, g € SP(2m)).

Ces fonctions ne sont pas indépendantes. Par exemple, si A = {p; < ps < -+ < ps},
D ={q <--- < q} sont des parties de {1,...,n}, on pose

e;)ﬁ—e(*)/\ Ae()AeL)A~--Ae%).

Sik=t+s+2<mn,ona

n

=1
= ("ge’ 5 N Qeq. ) = 0.
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On montre que ce sont les seules relations homogeénes de degré 1 ce sont donc les
relations de Pliicker internes de sp(2m).

De Concini en 1979 a développé la notion de tableaux semi standards pour sp(2m)
(|DeCl]). En 1994, une autre description combinatoire des bases cristallines symplectiques,
en termes de tableaux semi standards symplectiques, a été présentée par M. Kashiwara
et T. Nakashima (voir [KN]). En réalité, ces deux constructions sont équivalentes, une
bijection explicite a été donnée par J. T. Sheats ([Sh]). Dans la suite, nous allons adapter
la version des tableau semi standards symplectiques de De Concini.

Définissons d’abord les colonnes semi standards symplectiques.

Définition 0.0.2.
Soit A, D C {1,...,m} tels que k = #A + #D < m. Posons

A 50
D P15+ Ps:qts--,q1’

sitA={pr<pe<---<ps}, D={q1 <--- < q}. Posons = AND = {iy,... i}

On dit que la colonne % est semi standard symplectique si {1,...,m} \ AU D

contient au moins un élément j > i,, deux éléments j,j" > i,_1, etc. ..

On montre (|[DeC|) que les colonnes semi standards symplectiques de hauteur k
forment une base du module fondamental S+,

LA . . . .
Soit D une colonne semi standard symplectique. On note I = AND, J = {j1,..., 4.}

la plus petite partie, pour l'ordre lexicographique, de {1,...,m}\ AU D telle que #.J =

#1111 < J1ye ..y 1 < Jr. On appelle double de la colonne % le tableau :

Sl
Ql
lfey

dble ( ou B=(A\I)UJ et C=(D\I)U.J.

) =

Alors dble( % ) est un tableau de Young semi standard pour sl(2m) avec 'ordre choisi

sur les indices : 1 <2< ---<m<m<--- < 1.

Par définition (voir [DeC]), un tableau semi standard symplectique T' = (C4,...,C),)
est un tableau dont toutes les colonnes sont semi standards symplectiques et tel que
dble(T) = (dble(C),...,dble(C})) est semi standard pour s[(2m). Notons maintenant
SN le sp(2m) module simple de plus haut poids A = Y agwy. Clest le sp(2m) module
engendré par le vecteur de poids A dans

Symal (S<w1>) R ® Syman (S<Wn>)
Comme pour s[(2m), om montre que 1'algébre de forme de sp(2m) est :
S = @ sW ~ C[sPEm)N"

ou N7 est le sous groupe de SP(2m) formé des matrices unipotentes supérieures. De
Concini a montré que les tableaux de Young semi standards symplectiques forment une
base de cette algebre.
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En restreignant les fonctions 6 & N— =' N*, on obtient I'algébre de forme réduite

S de sp(2m) :

red

=59/ <ol ~1>, k=12 m

Une premiére description du cone diamant symplectique est donnée par :

Théoréme 0.0.4.
i) S est un N* module indécomposable.

ii) Si'e)d est 'union des Sffﬁ, stratifiée par :
p<A = sWcsi
iii) Tout n™ module monogéne localement nilpotent est un quotient d’un des Sfﬁf.

iv) On a S

red

- SZn) red/J<.> ol

Sty a= P SN <o -1 k<n>.
A=(A1,...,An,0,...,0)

et J(® et I'idéal engendré par les relations de Pliicker internes.

On introduit alors la notion de tableau quasi standard pour sp(2m), qu’on appelle
tableau quasi standard symplectique :

Définition 0.0.3.
Soit 7" un tableau de Young semi standard symplectique.

On dit que T est quasi standard symplectique si dble(T') est quasi standard pour
sl(2m).

Remarquons qu'un tableau de Young 7' semi standard symplectique peut étre quasi
standard pour s[(2m) sans que son double le soit. En voici un exemple

213
T- 3]2

2
5| = dble(T) =

N[N [
Wl |~
DO [CO [

T est semi standard pour sp(6), quasi standard pour s[(6) mais dble(T) n’est pas quasi
standard pour s[(6), donc T' n’est pas quasi standard pour sp(6).

Sheats dans [Sh| a défini et étudié une variante du jeu de taquin qu’il a appelé jeu de
taquin symplectique (voir chapitre suivant). On montre que le jeu de taquin symplectique
permet de pousser les tableaux non quasi standards symplectiques, exactement comme le
jeu de taquin permettait de pousser les tableaux non quasi standards. En répétant cette
opération jusqu’a l'obtention d’un tableau quasi standard symplectique, on définit une
application de I’ensemble SS™ des tableaux semi standards symplectiques dans I'union
des ensembles QS des tableaux quasi standards symplectiques de forme g, p < .
Grace aux propriétés du jeu de taquin symplectique, on a :
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Théoréme 0.0.5.

Cette application
S9N UMCAQSW

est bijective.

D’autre part, en appliquant les relations de Pliicker aux tableaux de Young non quasi
standards symplectiques, nous prouvons :

Théoréme 0.0.6.

Tout tableau semi standard symplectique de forme X est une combinaison linéaire de
tableaux quasi standards symplectiques de forme p < .

L’ensemble des tableaux quasi standards symplectiques est donc une base de S,
adaptée a la stratification des n™ modules SWV|,+.

Dans le quatriéme chapitre ([Kh]), nous considérons la super algébre de Lie sl(m|1).
Comme pour le cas des algébres de Lie, tout module simple de dimension finie d’une super
algébre de Lie est caractérisé par son plus haut poids A mais I’ensemble de ces poids n’est
plus dénombrable. Par conséquent, on ne peut pas décrire la somme directe de tous les
modules simples V* & partir d’un ensemble dénombrable de tableaux de Young.

De plus, si tout module de dimension finie d’'une algébre de Lie semi simple est
complétement réductible, cette propriété n’est pas valide pour les super algébres de Lie.

Pour ces raisons, nous nous restreignons ici aux représentations tensorielles cova-
riantes de notre algébre sl(m|1).

Soit (ey,...,em+1) la base canonique de V = C™!. Les représentations fondamentales
pour sl(m|1) sont les modules A"V, r = 1,2,..., notés aussi S“r), avec comme vecteur
de plus haut poids :

e, e Neg,...,eg Ao Nepor (r<m)

1N NEmy e AN e N et A A €t (r=m+k>m)

'

(k fois).
Les modules simples S dans I'algébre tensorielle T((Cm“) ont pour plus haut poids les
poids :

)\:ijwj (b] GN),
7j=1

m m—1
A= ijwj + Witk = Z bjwj + (b + k + 1wy (b; € Nk > 0).
j=1 Jj=1

Nous définissons donc l'algébre de forme de sl(m|1) par :

s= s

AENcon
= @ S(A)@é @ S(A)
AeAD), k=1 xealk),

— é MK
k=0
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Aeow ={A =" bjw;; b e N}UJ{A =) bjw; + wogs by € N}
7j=1

= AQuJAY

cov*
k=1

Le notion de tableau de Young semi standard pour sl(m|n) a été introduite par Berele
et Regev (voir [BR]) et King et Welsh (voir [KW]).

Définition 0.0.4.
Posons [ = I U It, ot I; = {1,2,...,m} et It = {m + 1}. Un tableau de Young T*
de forme A est semi standard pour sl(m|1) si et seulement si :
i) Le remplissage de T? se fait par des entiers de I,
ii) L’ensemble d’entiers dans [ forme un tableau T*, pour un certain u < A, dans
T,
iii) Les entiers dans I sont strictement croissants du haut en bas le long de chaque
colonne de T*,
iv) L’ensemble d’entiers dans I sont croissants du gauche a droite le long de chaque
ligne de T*,
v) Les entiers dans [7 sont croissants du haut en bas le long de chaque colonne de
T\,
vi) Les entiers dans [7 sont strictement croissants de gauche a droite le long de chaque
ligne de T\,

Dans [BR] et [KW], Berele-Regev et King-Welsh considérent des relations entre deux
colonnes, dites relations de Garnir, plus générales que les relations de Pliicker, au lieu
d’échanger une partie de r ¢léments des entrées de la premiére colonne avec les r premiers
éléments de la seconde, on échange deux parties de r éléments prises parmi les entrées
des deux colonnes. Dans le cas de la super algébre de Lie sl(m]1), il faut graduer ces
relations pour tenir compte de la parité des entrées des colonnes.

Ainsi un tableau semi standard T a au plus une colonne de hauteur plus grande que
m, la premiére colonne. Notons |T'| la hauteur de la premiére colonne de 7.

Le résultat principal de Berele-Regev [BR] et King-Welsh [KW] est :

Théoréme 0.0.7.
1) Le module S est le quotient de I'algébre symétrique S(®S©)) par I'idéal engendré
par les relations de Garnir.
2) Une base pour S est donnée par la collection des tenseurs er pour tout tableau de
Young T semi standard.

Pour sl(m|1), nous prouvons dans [Kh|, que les relations de Garnir sont équivalentes
aux relations de Pliicker graduées. On a donc aussi

S = S(eS“)/PL.

Définissons maintenant l’algébre de forme réduite pour sl(m|l) de la méme facon que
pour sl(m).
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Définition 0.0.5.
L’algébre de forme réduite S,.q pour sl(m|1) est le quotient de l'algébre de forme S
par l'idéal engendré par les éléments :

§9) 1

7"'7.j -

Notons 7 la projection canonique de S sur S,.4, et posons :

1Ly

(O = 7(1), 9 =7 (85 nner) (> 0).
Introduisons le facteur nilpotent n = n™ de la décomposition triangulaire de sl(m|1)).
L’algébre S,.q est un n module, qui est décrit par :

Proposition 0.0.1.

o

1) L’espace (S;eq)o des vecteurs u dans S,¢4 lels que ntu = 0 est exactement @ Ct®),
k=0
2) Comme n module, S,.4 est la somme directe @ M® de modules indecomposables,
k=0

ou :
MW® =7 (Vect(T, |T|=m+k)),sik>0,
et
MO =7 (Vect(T, |T|<m)).
3) Pour tout A, les n modules S et 7(S™) sont isomorphes.
4) Pour tout p < A\ dans AD) et tout k, 7(SW) est un sous module de 7(SM) et
m(SWHem+r)) est un sous module de 7(SAFwm+x)),

Afin de construire une base pour S,.q, nous définissons les tableaux de Young quasi
standards pour sl(m|1) exactement comme pour sl(m).

Définition 0.0.6.
Soit T' un tableau semi standard pour sl(m|1) telqu’il existe s tel que la premiére
1

S
colonne de T est C' = ; et T posséde une colonne de hauteur s.
s+1,1

te
On dit qu’on pousse T si on décale les s premiéres lignes de T vers la gauche et

supprime la sous colonne

On note Ps(T') le tableau ainsi obtenu. Si Ps(T) est semi standard, on dit que 7" n’est
pas quasi standard en s. S’il n’existe aucun tel s, on dit que T est un tableau quasi
standard.
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Lemme 0.0.2.

Il y a une bijection de 'ensemble SS) de tous les tableaux de Young semi standards
de forme A et la réunion disjointe Li,<,@S,, de tous les tableaux de Young quasi standards
Y

Théoréme 0.0.8.
Les tableaux de Young quasi standards definissent une base pour S,.4.
Plus précisement, pour tout k, pour tout A dans AEQ,, on a :

m(T), T e QS® 1 <A} est une base pour 7(SW
m

ou QS,(ﬁ) est 'ensemble des tableaux quasi standards de forme p et si k& > 0 tel que
(k)
JURS Acov.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Algébres de Lie semi simples

Définitions 1.1.1.
1) Une algebre de Lie g est un espace vectoriel sur un corps K muni d’une application

bilinéaire [.,.] : g X g — g, appellée crochet de Lie et vérifiant :
i) [X,)Y]=—[YV,X], VX,Y € g, ceci est équivalent a [X, X] =0V X € g lorsque
Car(K) # 2.

i) [X,[Y,Z]|+[Y,[Z, X]]+[Z,[X,Y]] =0, VX,Y,Z € g : identité de Jacobi.

2) Un idéal a de g est un sous espace tel que [X, A] € a pour tout A € a et tout
X eg.

3) g est dite commutative si [X,Y] = 0 pour tout X et tout Y de g.

4) g est dite semi simple si tout idéal commutatif de cette algébre de Lie est nul.

Dans cete thése, on ne considére que les algébres de Lie sur C. L’exemple fondamental
d’algebre de Lie est 'espace noté gl(V') des endomorphismes d’un espace vectoriel V' sur
C muni du crochet [X,Y] = XY —Y.X.

Définition 1.1.1.
1) Soient g et g’ deux algébres de Lie.
Un homomorphisme d’algébres de Lie de g dans g’ est une application linéaire

g — ¢ veérifiant : [7(X),7(Y)] =#([X,Y]) V X,Y €g.

2) Une représentation p : g — gl(V) est un homomorphisme d’algébres de Lie. Dans
ce cas, on dit que V est un g-module.

3) Deux représentations p : g — gl(V) et p' : g — gl(V’) sont dites équivalentes
s’il existe une bijection linéaire f :V — V' telle que pour tout X de g, p/(X) o
f=fop(X).

4) La représentation p est dite irréductible (ou simple) si V' # {0} et V' ne posséde
pas de sous espaces invariants non trivial.

4) La représentation p est dite complétement réductible si elle se décompose comme
somme directe de représentations irréductibles.

5) La représentation p est dite indécomposable si on ne peut pas écrire V sous la
forme V = W; @& Wy avec W7 et W5 sont des sous espaces invariants non triviaux.

1=
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1.1.1 Rappels sur la structure et la théorie des modules simples

Définition 1.1.2.
Soit g une algébre de Lie semi simple.
Une sous algébre de Cartan de g est une sous algébre nilpotente h égale a son nor-

malisateur N'(h) = {X € g,[X,p] C h}.

Définitions 1.1.2.
Soit g une algébre de Lie semi simple, h est une sous algébre de Cartan de g et h* le dual
de h.
1) Soient V un g-module et A € h*. On note : Vy ={v e V/ hw=Ah)vV heb}.
Si Vy, # {0}, on dit que X est un poids de V' et V), est le sous espace de poids associé
a A. On note P(V') I'ensemble de poids de V.
2) Pour a € h*, on pose : g, = {z € g/[h,z] = a(h)z ¥ h € h}. On appelle racine de
g toute o € h* — {0} tel que g, # {0}. On note A = {a € h*/g, # 0} I'ensemble
des racines de g.
3) Un sous systéme IT = {ay,...,a,} de A est dit systéme de racines simples de g si
IT est une base de bh* telle que chaque 3 € A peut étre représentée sous la forme :
0= Z ko, 0 ol k,, € Z sont tous positifs ou tous négatifs. un tel systéme existe
a,; €11
toujouis.
4) On appelle réseau de poids le réseau Q) := ZII := ZA et on note @, := NA.
On note A" := AN Q. (resp. A~ := AN (—Q)) 'ensemble des racines positives
(resp. des racines négatives) de g, nT = @pen+ ga €6 N7 = Daea- go- Chaque g,
est de dimension 1. on choisit pour chaque a de A un vecteur non nul X, € g,.

L’algébre de Lie g admet la décomposition triangulaire suivante :
g=n"@®hon’.

Rappel
Soit g une algébre de Lie semi simple sur un corps K. Soient X,Y € g, on définit une
forme bilinéaire symétrique sur g par :

K: gxg — K
(X,)Y) — K(X,Y)=tr(adx oady)

K est appelée la forme de Killing de g. On montre que K est non dégénérée sur g et
méme que K /p.p est aussi non dégénérée.

Remarque 1.1.1.
Puisque K/pxp est non dégénérée, il existe un isomorphisme naturel de h* dans f. Pour
chaque a € h* correspond 'unique élément H, de h tel que :

«(H) = K(H, H,) pour tout H de b.
On pose ha = m.ﬂa

Définition 1.1.3.
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1) A € b* est dit poids entier dominant de g si A(h,,) € ZT V «; € II. On note A
I’ensemble des poids entiers dominants.

2) Les poids w; € h* vérifiant w;(ha;) = 0;;, V «; € II sont appelés les poids fonda-
mentaux de g.

3) On dit que le poids A € @ est le plus haut poids d’'un g-module irréductible V si
AeP(V)etVueP(V),ona:p=A—aotac@,.

Remarque 1.1.2.

La relation o < X si et seulement si A = p ou A — p appartient & Q" est une relation
d’ordre sur P(V). “\ est le plus haut poids de V” est équivalent a “\ est le plus grand
élément de P(V') pour <.

Théoréme 1.1.1.

e Soit g une algébre de Lie semi simple. Il y a une bijection entre ’ensemble A des
poids entiers dominants et ’ensemble des g-modules irréductibles de dimensions
finis, & équivalence prés.

e Tous les modules de dimension finie sont complétement réductibles.

e Si V est un module de dimension finie, V' est la somme directe de ses sous espace
de poids : V = @ Vi

HEP(V)

Pour chaque A de A, notons VV* un module simple de plus haut poids A. On notera
simplement (X,v) — X.v I'action de g sur V*. On montre que la dimension du sous
espace de poids A dans V* est 1.

Fixons un vecteur de plus haut poids vy € V* (vy # 0). on montre que vy est
caractérisé par la condition : vy est un vecteur de poids de V* et ntvy = 0.

Si V* et V# sont deux modules simples de plus haut poids ), x dans A, on peut
construire un nouveau module V* ® V* en posant :

Xveow)=Xv)ewt+rv® (Xw) V X €g.

Il est facile de voir que ce module a un plus haut poids A + u et que 'espace de poids
A+ p dans VA ® V# est engendré par vy ® v,. Dans la décomposition de V* @ V# en
modules irréductibles, le module V**# apparait donc une fois et une seule. Soit W le
supplémentaire invariant naturel de VA*# dans VA@V*# (W est la somme des composantes
isotypiques de VA ®@V*, de type différent de celui de V™). On définit ainsi des injections
naturelles iy, : VA — VA @ Vi

Si V' est un module de dimension finie, le dual V* de V est aussi un module sur g,
pour 'action définie par :

(Xv*,w) = —(v*, Xw) (v eV5weV).
Si (v;) est une base de V' formée de vecteurs de poids : v; € V), sa base duale (v}) est

aussi formée de vecteurs de poids : v; € (V*)_,,. On montre que si V' est irréductible,
V* I'est aussi.
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1.1.2 Algébre de forme

La théorie des modules simples de dimension finie de g est trés bien connue et assez
explicite ([FH], [H], [V],...). Cette théorie peut se résumer a la description de ce qu’on
appelle 'algébre de forme V de g. Construisons cette algébre. Posons d’abord :

V.=V

AEA

Les injections iy, : VA* — VA @ V# définissent une comultiplication

0:V, —V,®V, telle que (v,) = Z Uy ® Uy

Apu=v

Cette comultiplication est coassociative et cocommutative. C’est a dire : (§®id)od=(id®
d)od et Tod=d ou T est la volte 7(v ® w)=w  v.
En transposant, on définit :

V= EB (V*)* et une multiplication m : V@V — V

qui est associative et commutative. On appellera V I'algébre de forme de g.

Remarque 1.1.3.
e sion a réalisé chaque V* avec une base de vecteurs de poids (v;) telle que vo=vy,
(V*)* admet, pour base la base duale (v}) et on choisit v5 tels que la multiplication
m vérifie :
m(v}y ® vy)= vi.up=vy,, VA, peE A
Dans ce cas, v} est un vecteur de plus bas poids de (V*)*, il engendre 'espace
(V*)*, de poids —M.
e En tant que g module, V est équivalente a V,. Plus précisement, comme les modules
(VA)* sont simples, on peut écrire (VA)*=V* ou VA=(VY), et V, = @(V’\l)*,
)\/
V= @(V’V). A partir de maintenant, on utilisera ces notations.
)\/
Un probléme combinatoire classique est alors de décrire explicitement cette algébre,
en particulier d’en donner une base, formée d’une union de bases de chaque V*. Dans le

cas des algébres de Lie semi simples classiques, cette construction est basée sur la notion
de tableaux de Young particuliers dits tableaux de Young semi standards.

1.2 Facteur nilpotent

1.2.1 Modules localement nilpotents

Dans la suite, on notera v_, un vecteur de plus bas poids de V*, V* est engendré par
laction de nt sur le vecteur v_y. On notera Vn’l I'espace V* vu comme un nt module
monogene.

On sait que le n™ modules V) est monogene, engendré par action de n' sur v_,
([V]). On dit que V. est un module monogene.
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Rappelons que 'algébre enveloppante U(g) d’une algébre de Lie g est 'algébre asso-
ciative unitaire engendrée par n solution du probléme universel suivant :
Pour toute algébre associative A et toute application linéaire ¢ de g dans A telle
que :
p([X,Y]) = o(X)p(Y) = p(Y)p(X) (XY €n’),

il existe un morphisme d’algébre ¢ : U(g) — A tel que ¢(X) = ¢(X) pour tout X de g.

En particulier tout n* module est un U (n") module et réciproquement. On en déduit
que tout n™ module monogéne V', engendré par action de n™ sur un vecteur v, est
équivalent a un quotient :

V =UnT)/Ann(v)

ou Ann(v) = {u € U(n") tel que uv = 0}.

D’autre part Vn); est un module localement nilpotent dans le sens suivant : pour tout
vecteur w de VX, pour tout X de n', il existe un entier a tel que X*™w = 0.

Si g est une algébre de Lie semi simple, un cadre naturel d’étude de ses modules est
celui des modules complétement réductibles, en particulier les modules de dimensions
finies. Dans ce cadre, on s’attache a décrire aussi complétement que possible les modules
irréductibles, leur connaissance suffit alors pour décrire tous les modules considérés.

Si n' est une algébre de Lie nilpotente, il semble plus naturel d’étudier les modules
localement nilpotents. Malheureusement ces modules ne sont en général pas compléte-
ment réductibles et on peut d’abord essayer de définir une classe de modules permettant
d’appréhender les modules localement nilpotents de dimension finie.

En fait pour le facteur nilpotent n* d’une algébre de Lie semi simple g, une telle
classe est fournie par les modules Vn’l.

En effet, d’abord ces modules sont caractérisés par le poids A. On sait (|V]) que les
nombres entiers \(h,,) sont caractérisés par :

%

Xo)zi(hai)l)_/\ 7é 0 et Xo):(hai)-i_lv_/\ =0.

De plus 'annulateur de v_, dans 'algébre enveloppante U(g) de g est connu ([V]), c’est :

l l .
Annyg(vn) = D U@)X o, + D U@) (hay + Mha,)1) + D U(g) X",
=1

i=1 i=1

Puisque ([V], p-319), U(g) = U(g)n~ @URT) + ' UB) (ha, — AM(hy,)-1), on en déduit
que dans algébre enveloppante de n™, "annulateur de v_y est

I
Anny ey (v-)) = Anngg) (v_x) NUW™T) = ZU(HJF)XQE}I%)H,

=1

Soit maintenant V' un n™ module localement nilpotent de dimension finie quelconque.
On peut toujours décomposer V' en une somme finie de modules monogénes W'.

Si W est localement nilpotent et monogéne, engendré par 'action de n™ sur v, on
définit les nombres entiers a; par :

Xiv#0 et Xyt =0,
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puis le poids Ay par A\w (h;) = a;, (i=1,...,7).

On a alors : Annym+)(v-x,, ) C Annymty(v) et donc W =U(n")/Annyn+y(v) est un
quotient du module VAV = U (n+)/Annyury (- )-

Tout module localement nilpotent monogéne est donc un quotient d’un module Vnﬁ
bien déterminé.

La description des modules localement nilpotents monogénes de n* commence donc
par celle des modules V.. Comme si p et A sont deux poids de A tels que o < A, alors :

Annu nt) U >\ ZL{ ha S+ Zu ng(ha = Annu(nﬂ(v_u).
V! est naturellement un quotient de Vn’l.

1.2.2 Algébre de forme réduite

L’objet qui correspond a ’algébre de forme sera construit a partir des (V )* et aura

une stratification naturelle :

o (VA siop <A

ce qu’on écrira un peu abusivement (Vn‘i/) C (V) si g/ < XN avec les notations de la
remarque 1.1.3.

Introduisons donc une nouvelle algébre V,..4, quotient de I'algébre de forme V et que
I'on appellera 'algébre de forme réduite de g. V,..4 ne sera plus la somme directe des
(Vnﬁ)* mais en fait un n™ module indécomposable, union de tous ces modules, avec la
stratification naturelle : (V% )* C (VA)* si et seulement si g < A

Le probléme combinatoire est maintenant de décrire une base de I'algébre de forme
réduite, adaptée a la stratification, c’est & dire une base union de bases des Vn’}, la base
de V% contenant toutes celles des V.

D. Arnal, N. Bel Baraka et N. J. Wildberger ([ABW]) ont donné une description pour
V.,ea pour l'algébre de Lie spéciale linéaire sl(m), pour tout m > 2.

Dans cette thése, nous construisons un tel modéle combinatoire de ’algébre de forme
réduite a été construit pour le cas des algébres de Lie semi simples de rang deux :
s[(2) @ sl(2),s(3),sp(4) et go et pour celui des algebres de Lie symplectiques sp(2n) en
utilisant des tableaux de Young bien particuliers dits tableaux de Young quasi standards
(JAAK], JAK]).

1.3 Algébre de forme de sl(m), m > 2

Les notations et les résultats de cette partie s’inspirent de ’article de D. Arnal, N.
Bel Baraka et N. J. Wildberger (JABW]).

Considérons lalgébre de Lie sl(m, C)=sl(m) des matrices carrés d’ordre m de traces
nulles, elle est 'algébre de Lie du groupe de Lie SL(m,C) formé des matrices carrés
d’ordre m avec un déterminant égal a 1.
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1.3.1 Tableaux de Young semi standards

Définition 1.3.1.
1)Un diagramme de Young ou diagramme de Ferrer de taille d € N et profondeur p € N
est un p-uplet de naturels D = (dy, ... ,d,) satisfaisant :

dy>dy> .. >dyet Y di=d.

On présente généralement un diagramme de Young D = (d;, ... ,d,) par un tableau a p
lignes dont la jéme est composée par d; cases.
2)Soit (ay, ag, ..., a,) une suite finie. Un tableau de Young est la donnée d’un diagramme

de Young D et d’un remplissage de D c’est a dire qu’on place dans chaque case un a;.

Définition 1.3.2.

Un tableau de Young dont la forme D de taille d est dit semi standard si le remplissage
est croissant de gauche a droite le long de chaque ligne et strictement croissant de haut
en bas le long de chaque colonne de D.

Dans ce travail, on considére essentiellement des suites de la forme (1,2,...,n) ou
(1,2,...,n,m,n—1,...,1).

Exemple 1.3.1.
Pour la suite (1,2,3), 'ensemble des tableaux de Young semi standards sur un dia-
gramme D = (2, 1), est formé par les deux tableaux suivants :

1] [1]2] [1]3] [1]1] [1]2] [1]3] 22\et23\
21 2] 2] 73] T3] 3] |3 3]

Remarque 1.3.1.

Dans (JADLMPPrW]), la notion de tableaux semi standards pour les algébres de Lie
semi simples de rang deux : s[(2) x s[(2), sl(3), sp(4) et go, est définie. Expliquons leur
construction pour g = sl(3).

On regarde les représentations fondamentales V" et V;” comme des espaces engen-
drés par une succesion d’action de X_, et X_ g5 (« et 3 sont les deux racines simples de
s[(3) ol «v est la racine courte pour sp(4) ou ga).

Par exemple :

Puis nous représentons ce dessin par I'ensemble ordonné suivant :
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[1]

B
yo Ty B

1

a
Y3 T Ya

[2]

]

Ainsi § agit sur la colonne en changeant 2 en 3 et o en changeant 1 en 2.

On associe, pour chaque représentation fondamentale, un ensemble partiellement
ordonnéP tel que chaque vecteur de base (chaque colonne) soit indexée par un idéal
de P (un sous ensemble I de P est un idéal si a € I et b < a implique b € I). On
appelle posets fondamentaux ces ensembles, on les note Fy; pour V¥ et P,y pour V2.
Par exemple pour s[(3) :

On colorie chaque sommet de P et Fy; avec une couleur o ou 3. On définit aussi
une fonction chaine sur chaque poset, adaptée au choix des couleurs. Par exemple, pour
s((3), chaque sommet de P, o et de P ; forme a lui seul une chaine de numéro donné par
Pordre total du poset. On associe pour chaque poset fondamental le réseau distributif
formé par des idéaux, ce qui décrit la base de la représentation. Par exemple :

LO,I .

@

(8)
B

(@)

En utilisant les fonctions chaines, on construit de facon unique, pour tout a, b € N,
un ensemble P, ; tel que les idéaux de F,; permettent d’indéxer une base de Vg‘“"”l’w?

Par exemple on représente P; ; avec ces fonctions chaines, pour le cas de sl(3), comme
suit :
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G

s Cs.
o

(0% 03,
5

Avec cette indexation, on agit sur le tableau de Young correspondant au vecteur de
plus bas poids pour construire par induction tous les tableaux semi standards avec a
colonnes de hauteur 1 et b colonnes de hauteur 2. Puisque 'algébre de forme est définie
par des relations quadratiques, il suffit d’appliquer ces étapes pour P, 1, Py 2 et Ps g, pour
obtenir la séléction des tableaux de Young semi standards pour g, (voir chapitre 2).

Nous allons décrire trés explicitement comment ’ensemble des tableaux de Young
semi standards construits sur la suite (1,2,...,m) et n’ayant pas de colonne de hauteur
m décrit la base recherchée de I'algebre de forme de sl(m).

1.3.2 Représentations fondamentales de s((m)

Une sous algébre de Cartan h de sl(m) est donnée par 'espace des matrices diago-
nales :

b = {H = diagoily "'7’{/m)/ Rj € C V] =1 s ey M etZ/{j = O}
j=1

On définit les formes linéaires 6; sur h en posant 6;,(H) = k;. L’ensemble A des racines
a de sl(m) est alors :

Ainsi AT = {0,—0; i < j} et n* est l'algébre de Lie des matrices triangulaires supérieures
avec des 0 sur la diagonale. On choisit I'ensemble de racines simples : I = {a; = 6,1 —
0;, 1<i<m}.

On peut réaliser naturellement les sl(m) modules simples comme des sous modules
de I'action naturelle de sl(m) sur 'espace des tenseurs.

Pour 1 < k < m, laction naturelle de s[(m) sur A*C™ définit des modules irréduc-
tibles de plus haut poids wy = 01 + - - - + 6. On vérifie directement que ces modules sont



24 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

les représentations fondamentales de sl(m). Si (eq, ..., en) est la base canonique de C™,
alors e; A es A ... Aey est un vecteur de plus haut poids dans V< = AFC™.
On a vu que chaque s[(m) module simple est caractérisé par son plus haut poids

m—1
A= E AW
k=1

ot les a;, sont des entiers naturels. Notons ce module irréductible V*, ¢’est le sous module
de l'algébre symétrique S(/\ C™) de A C™ engendré par le vecteur vy, = e @ (e1 Aea)™ ®
(e1 Ao Aem_1)¥=1. vy est un vecteur de plus haut poids de V* C S(A\C™).

On a vu que I'ensemble des modules simples est en bijection avec I'ensemble A des
poids entiers dominants, et que l'application A — (ay,...,a,_1) est une bijection de A
sur N1,

Le déterminant de la sous matrice de g € SL(m) obtenue en ne considérant que les
lignes i1,...,4 et les colonnes jy,..., jx est noté det (g;iy, ..., j1,--.,Jx). Une base
de S“* est donnée par I'ensemble des fonctions sous déterminant suivantes :

6ff)lk(g) =det (g;i1,...,0k;1,..., k) ok <m, etiy <ig<--+ <ig.

On note cette fonction par une colonne :

i
1
5(k) _ 12
ST S i
Uk
Siipz=1,19=2,...,i; = k, la colonne sera dite triviale.

Le groupe SL(m) agit sur ces colonnes par 'action réguliére gauche :

----------

Par construction, cette action coincide avec I'action naturelle de SL(m) sur AFC™. La
colonne triviale est le vecteur de poids wy, on la choisit comme le vecteur de plus haut
poids de S“*, ce module est maintenant défini univoquement (pas a un opérateur scalaire
preés).

On notera un produit de fonctions § comme un tableau formé d’une juxtaposition de
colonnes :

41 .2 e
Zl ’1/1 “ .. ’1/1 ‘
2

T Tz

ik,
. 4l
i i’

tels que : k1 > ky > ... > k, et si k;j=k;y; alors : < : pour lordre

j 1
U, Uk,

lexicographique inverse. Le tableau ainsi obtenu est appelé un tableau de Young.



1.3. ALGEBRE DE FORME DE G£(M), M > 2 25

Ainsi, ensemble des tableaux de Young forme une base de 'algébre symétrique :
S(/\ <mcm) — S(cm D /\QCm DD /\m—lcm)
Z ga ((Cm) R - ® Sam_l(/\mfl(cm).

A yeeey am—1

Si A=>" apwy, le module S* est alors équivalent au sous-module de S(/A C™) engendré
par Paction de sl(m) sur les tableaux de Young T* de forme A\=(ay,...,a,, 1) i.e. ayant
a1 colonnes triviales de hauteur 1,...,a,,_1 colonnes triviales de hauteur m — 1.

1.3.3 Realisation de I’algébre de forme de sl(m)

Soit NT le groupe des matrices m x m triangulaires supérieures avec des 1 sur la
diagonales (N est bien sur le sous groupe de Lie de SL(m) d’algeébre de Lie n™). En
utilisant la méthode de Gauss, on peut mettre toute matrice g de SL(m) telle que

5£k)k(g) # 0 pour tout k sous la forme :

(5" (9) . 0 ]
315(9)
51" (9)
t !/
g=n i n
5%,2,...1,371—1(9)
5§m_3z)—2(9)

7777

m—1
5%,2 ..... 371—1(9)_

ou n et n' sont des matrices de N.

En raisonnant sur les degrés des fonctions polynomes, on voit que C[SL(m)]N" est
un sl(m) module somme directe de modules simples de dimensions finies. Un élément f
de C[SL(m)]N" est un vecteur de plus haut poids si et seulement si

1
m—1
55,2 ..... )mfl(g)

C’est donc une fonction rationnelle de g. En prenant le monome de plus haut degré de

P, de la forme
b m
)" AN 1 b
cte ((51 ) ﬁ W ,
0y 012, m—1

on voit que son poids est

flg) = £t g) ) = P <5§”<g>, .

) ou P est une fonction polynoéme .

A= (bl — bg)(x)l -+ (bQ — bg)(x)g 4+ ...+ (bm,1 — bm)wm,l.

Comme c’est un poids dominant alors by > by > ... > b,,. Finalement, P est un monome
en les fonctions (ﬁk) x et la fonction f est un multiple de tableaux T avec a; = by —

.....

b27' < m—1 = b—1 — bp.
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Réciproquement, il est clair que pour tout (ay,...,a,_ 1), la fonction T* est dans
C[SL(m)]" et est un vecteur de plus haut poids. En agissant avec des éléements de n~
sur f, on en déduit que C[SL(m)]"" est une fonction polynomiale en les fonctions 61(1‘3)%

Par construction, cette algébre est donc un quotient de I’algébre S(/\ C™) puisqu’en
tant que sl(m) module, elle est engendrée par les fonctions T?, c’est la somme directe
des S*.

D’autre part, dans C[SL(m)]N", on a par définition 7. 7% = T*** et le produit dans
Palgébre de forme S* de SL(m) est caractérisé par la prpriété vy.v; = v}, ,. on en déduit

Pégalité entre S* et C[SL(m)]N"
S* = C[SL(m)N"

en tant qu’algébre et que sl(m) module.

La théorie classique des tableaux de Young semi standards dit que ces tableaux
forment une base de I'espace S°®. Rappelons cette construction. Les tableaux de Young
remplis par (1,...,m) forment une base naturelle de S(/\ <"C™). En se restreignant aux
tableaux dont les colonnes sont de hauteurs strictement inférieures & m, on obtient une
base de l'algébre de polynoéme C[éz(f)%]

L’algébre de forme est un quotient de cette algébre par un idéal.
On peut vérifier directement que les fonctions 555“)% satisfont les relations de Pliicker
qui sont les relations homogénes quadratiques suivantes

p
(e Ao Aei) (e Ao Aes )+ (1) (ej, Aey, A= NE A Aey,).(e5, Nejy A+ Aey,).
(=1

pour tout p > q.
En fait on peut montrer que I'idéal par lequel on veut quotienter (C[éi(i)

i) est lidéal
engendré par ces relations de Pliicker.

Théoréme 1.3.1.
On a l'isomorphisme d’algébres suivant :

o (k)
ot PL est I'idéal engendré par les relations Pliicker.

Exemple 1.3.2.
Pour le cas de s[(3), on a une seule relation de Pliicker :

EF‘+§F‘—EF‘—0 (%)

L’algeébre de forme S°, lorsque m = 3, est une algébre quotient de S(A <3C3). La base
de S*® est obtenue en éliminant les tableaux‘ non semi standards. C’est a dire exactement
2|1

3

En utilisant I'ordre lexicographique, colonne par colonne en commencant par la der-
2|1]

3 .

ceux qui contiennent le sous tableau

niére, on voit que le plus grand de ces tableaux est
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Un supplémentaire de l'idéal PL est alors formé par les tableaux qui ne contiennent
pas g 1‘ c’est a dire exactement les tableaux semi standards. Ce raisonnement est

valable pour tout m.

Décrivons laction du groupe nilpotent N~ =' N7 sur le vecteur de plus haut poids
vy dans S*. Pour s[(3), on note o = a; et 3 = ay les deux racines simples et nous
choisissons, comme base pour h*, les racines simples negatives. L’action de X_, sur le

vecteur poids est shématisé comme suit : -

Ainsi, avec la convention ci dessus, nous dressons les diagrammes de poids correspondants
a Stz pour a +b <2
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0.
SY 0
5 .8
n
a
Swz2 . o
WO
- ¢
5 vﬁ
212
n o
12
; 1 a 313 a 212
A . B 33
11 n 112
SQwQ . 3 B 2 3
11
212
1]3] 213
13 - 3 ‘
b 8
Switwz . 1 2‘
1] 3] 2]
o ko
1]3]
] 2]
b
oY
1 1‘
5
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1.3.4 Bases de Groebner et tableaux semi standards

Définition 1.3.3.
Soit k un corps algébriquement clos et soit x1, ..., x, n variables .
1) Un sous ensemble I C k[z1, ..., z,]| est un idéal s’il vérifie :
iy 0el.
ii) Si f,gel,alors f+ge€l.
iii) Si f€lethceklxy,..,x,), alors fh € I.
2) Un ordre monomial sur k[zq, ..., x,] est une relation > sur N” vérifiant :
i) > est un ordre total sur N".
i) Sia>pfetyeNralorsa+y>0+7.
iii) Tout sous ensemble non vide de N™ a un plus petit élément pour >.

En posant 2 > 2° si et seulement si & > 3, un ordre monomial est aussi un ordre
sur les monomes de k[zy, ..., x,].

Exemple 1.3.3. (Ordre lexicographique) :

Soient v = (71, ..., Yn) €t ¢ = ({1, -+, () € N™. On dit que 7y >, ( si le premier entier
non nul v; — §;(pour ¢ = 1,...,n) est positif.

Définition 1.3.4.

Soit f un polynéme non nul dans k[xy, ..., z,] et soit > un ordre monomial.

Le plus haut monome (par rapport a notre ordre) apparaissant dans f est appelé : terme
de plus haut degré de f et est noté LT'(f).

Définition 1.3.5.

On fixe un ordre monomial . Un sous ensemble fini G = {¢1,...,g:} d'un idéal I
est dit base de Groebner de I si I'idéal engendré par les monomes LT'(g;) coincide avec
I'idéal engendré par tius les LT(f), f € I : (LT(¢1),...,LT(gs)) = (LT(I)) Cela est
équivalent a dire : G est une base de Groebner de [ si et seulement si le terme de plus
haut degré de tout élément de I est divisible par 'un des LT (g;) oni= 1,...,s.

Proposition 1.3.4.
On fixe un ordre monomial. Alors tout idéal I C k[xy,...,x,] autre que {0} posséde
une base de Groebner.

Définition 1.3.6.

Un sous ensemble fini G = {g1,...,gx} d’un idéal I est dit base de Groebner réduite
de I si et seulement si le le terme de plus haut degré de tout élément de [ est divisible
par un des termes de plus haut degré de g;, (i= 1,...,k) et si pour chaque g; , aucun
monome de g; n’est divisible par le terme de plus haut degré d’un g;, avec j # 1.

Soit (g1, - - ., gr) une base de Groebner réduite de I. Tout polynome f de klzy, ..., z,]
s’écrit alors d’une facon unique f=g + h avec g € I et aucun des mondémes de k n’est
divisible par un des LT'(g;).

Proposition 1.3.5. ([CLO])
Soit k[z1,...,x,] muni d’'un ordre monomial.
1) Tout idéal I admet une base de Groebner réduite (gy, ..., gx) et une seule.
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2) Une base de lespace vectoriel k[z1, ..., z,]/I est donnée par 'ensemble des mo-
nomes qui ne sont pas divisibles par aucun des LT(g;).

Soit T" un tableau de Young non semi standard avec deux colonnes :

_ s (9)
T = §i1,...,ip6j1 ..... ja
avec p > q, iqg < Jgoe oo brp1 < Jro1ylr > Jp. En écrivant la relation de Pliicker pour r sur
T, on obtient un élément de I de la forme

Qr =T + Z +7' (les 7" ont tous la méme forme que T).
T'<T

Si tous les T” sont semi standards on s’arréte, sinon on répéte cette construction pour
chacun des 7" non semi standards. Finalement, on obtient une relation :

=T+ Y T

T"<T

otl les T” ont la méme forme que 1" et sont tous semi standards.
On montre que Gyeq = {Q5?, T non semi standard avec deux colonnes} est la base
de Groebner réduite de PL pour 'ordre monomial défini ainsi :

forme(T") < forme(T")
T<T si ou

forme(T') = forme(7T") et T < T" pour Pordre lexicographique inverse.

Corollary 1.3.6.
L’ensemble des tableauzr de Young semi standards est une base de l’espace vectoriel

(k) Qe
cp® )L =s".

En effet un tableau de Young est semi standard si et seulement s’il ne contient aucun
sous tableau a deux colonnes non semi standard ou si et seulement si c’est un monome
qui n’est divisible par aucun des monomes T—LT(Q%?) pour T non semi standard avec
deux colonnes.

Dans le cas de sl(3), 'expression Qmé 1‘ est la relation (x) et la base de I'algébre

3
de forme est constituée par les tableaux semi standards.

1.4 Algébre de forme réduite pour sl(m)

Pour construire 1'algébre de forme réduite pour sl(m) a partir de 1’algébre de forme,
on restreint les fonctions polynomiales N invariantes sur SL(m) au sous groupe N ™.
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1.4.1 Définition

Définition 1.4.1.
On appelle algébre de forme réduite, et on note S

.
red?’

. ° k + _
e =5/ (61, — 1) = CISL(m)]""|N".
Cette algébre est bien ’algébre de forme réduite puisqu’on montre que :

Théoréme 1.4.1.
En tant qu’algébre, S?., est 'algébre C[N ] des fonctions polynomiales sur le groupe

le quotient :

N~. C’est aussi le quotient de 'algébre symétrique sur les fonctions 51(57)% non triviales
(i, > k) par I'idéal des relations de Pliicker réduites, c’est a dire des relations de Pliicker
dans lesquelles on suprime les colonnes triviales.
En tant que n* module, S, est indécomposable et c’est I'union des modules V? =
S2,, stratifiée par :
p< A8, CSQJF.

1.4.2 Tableaux quasi standards et base de 1’algébre de forme
réduite
Définition 1.4.2.

On considére un tableau 7' semi standard tel qu’il existe un enier k tel que la premiére

1
2

colonne de T' est k et T posséde une colonne de hauteur k.

Tht1

On dit qu’on pousse T si on décale les k premiéres lignes de T vers la gauche et on
1

2
supprime le haut trivial [~ | de la premiére colonne. On note P;(T) le tableau ainsi

Lk ]
obtenu.
Le tableau T est dit quasi standard s’il n’existe aucun k tel que Py(T') est semi

standard. Dans le cas contraire, T est dit non quasi standard.

Exemple 1.4.1.
La relation de Pliicker réduite pour s[(3) est :

2| _ [1]2] _
+ o =0.

Cette relation n’est pas homogéne, elle contient un seul tableau non quasi standard :
le dernier. On peut en déduire qu’un tableau semi standard 7" sans colonne triviale est
1[2
3

quasi standard pour sl(3) si et seulement s’il ne contient pas le tableau ‘ comme

sous tableau.
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Notons SS* (resp. @S*) I'ensemble des tableaux de Young semi standards (resp.
quasi standards) de forme A.

Le résultat principal de [ABW]| est que les tableaux quasi standards décrivent I’algébre
de forme réduite S, de sl(m). Avec D. Arnal (JAK]), nous avons donner une autre preuve
de ce résultat en appliquant le jeu de taquin de Schiitzenberger sur les tableaux de Young
non quasi standards.

Rappel : jeu de taquin de Schiitzenberger

Soient S et T' deux tableaux de Young vides de forme pn = form(S) = (b1, ..., bp_1) <
A= form(T) = (ay,...,am—1). On place S dans le coin en haut a gauche de 7. Un coin
intérieur de S est une case (z,y) de S telle que, immédiatement a droite et immédiatement
en dessous de cette case, il n’y a pas de case de S. Un coin extérieur de T" est une case vide
(',y") qu’'on peut ajouter & T de telle facon que T'U{(z’, ')} soit encore un tableau de
Young (ses colonnes sont de hauteurs décroissantes et commencent a la premiére ligne).

On laisse le tableau S vide et on remplit le ‘tableau tordu’ 7'\ S de forme A\ u
par des entiers ¢;; < m de facon semi standard : pour tout ¢ et tout j, t;; < t(y1); et
tij < ti(j4+1), si les cases correspondentes sont dans T\ S. On choisit un coin intérieur de
S et on l'identifie par une étoile : [x|. On dira qu’on a un tableau tordu 7"\ S pointé. Par
exemple,

4
)

W
~J| S| W| Do

est un tableau tordu pointé.
Le jeu de taquin consiste a déplacer cette case dans 7. Aprés un certain nombre
de déplacements, le tableau T est devenu un tableau 7" dans lequel la case pointée est a
la place (7, ). Alors :
i) Sila case (i,j + 1) existe et si la case (i + 1, j) n’existe pas ou t(11); > tij+1), on
pousse [ x| vers la droite, ¢’est a dire, on remplace 7" par le tableau 77 ot en (4, j),
on met |t;;41) |, on met []en (4,7 + 1), on ne modifie pas les autres entrées de 7".
ii) Sila case (74 1,7) existe et si la case (7,7 4 1) n’existe pas ou t(i11); < ti(j+1), on
pousse [x| vers le bas, c’est & dire, on remplace 7" par le tableau 77 ou en (4, ),
on met |t(;41); | on met [x]en (i + 1,7), on ne modifie pas les autres entrées de 7"

iii) Si les cases (i 4+ 1,7) et (¢,7 + 1) n’existent pas, on supprime la case [x]. La case
(i,7) n’est plus une case de T” mais le tableau formé des cases de T” et de la case
(i,7) est un tableau de Young. La case (4,7) est un coin extérieur de 77.

Exemple 1.4.2.

214 214 214 214 214
*| 3|6 3|x|6 3156 3156 3156 ”
T = — — — — = T,
415 415 4| % 4|7 4|17
517 517 517 o | x )

Soit maintenant un tableau 7" non quasi standard et s le plus grand entier tel que T n’est
pas quasi standard en s c’est a dire tels que le haut S de sa premiére colonne est trivial :
ts1 = s, pour tout j, on a f(,41); < ts;+1) et 1T posséde une colonne de hauteur s. En



1.5. SUPER ALGEBRES DE LIE 33

appliquant le jeu de Schiitzenberger & T\ S pointé en (1, s), la case pointée se déplace
toujours vers la droite et sort au bout de la deniére colonne de hauteur s. On obtient un
tableau de forme p C A. En itérant, on voit que le jeu de taquin établit une application
bijection
SSA — |—|M§)\ QS“

D’autre part, grace aux relations de Pliicker réduites, on peut exprimer chaque tableau
non quasi standard 7" en une somme de tableaux quasi standards de formes plus petites
que 1. Aisi, nous montrons que Ll,<) QS* est un systéme générateur de Sﬁ+ dans S?, ;.

Théoréme 1.4.2. ([ABW))

L’ensemble ()S® des tableaux quasi standards forme une base de S?_;, qui décrit la
stratification de ce n*t-module indécomposable.

La réunion Ll,<, QS* forme une base de S, .

Exemple 1.4.3.

Dans le cas de sl(3), on retrouve ainsi le diagramme des poids de S*=C[N~] décrit
par N. J. Wildberger. L’aspect de ce diagramme a amené N. J. Wildberger a appeler
I'espace S°® le cone diamant de s((3). On parlera ainsi du céone diamant de sl(m), m > 3
pour désigner 'algébre de forme réduite et de méme pour d’autres algébres de Lie.

1]2 2[3]
111 313 3] |2]2

313 33

1.5 Super algébres de Lie

1.5.1 Rappels sur la structure et la théorie des modules simples

Définition 1.5.1.

Une super algebre de Lie g est un espace vectoriel Zo-graduée : g=g5 ® g7 sur C muni
d’une opération bilinéaire [.,.] de g x g dans g, dite super crochet de Lie, telle que :
Va € go, Vb € gg, Ve € g, Vo, B € Zy :

1) [0.] € o
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i) [a,b]=—(—1)*%[b, a],
i) [a, [b, c]]=[[a, b], c] + (=1)*"[b, [a, c]]. (Super identité de Jacobi)

Exemple 1.5.1.
On définit la super-algébre de Lie (sur C) g = gl(m,n) : on considére I'ensemble des
matrices (m + n)(m +n) de la forme :

X = ( é fé ) , ot A €gl,(C),D € gl,(C),B e Hom(C",C™),C € Hom(C™,C")

muni de la Z/27Z-graduation suivante :
A0
i/ ={ (3 ) A€ s (©.0 e @]},

gl(m/n)y = {( g g ) ,Be€ Hom(C",C™),C € Hom((Cm,C”)}.

On définit alors un crochet de Lie sur g pour tous éléments homogénes u et v (c’est-
a-dire u est dans gy et v dans g,)) par [u,v] == uv — (—1)PPM gy, que I'on prolonge
par bilinéarité. Ce crochet est super-anti-symétrique et vérifie la version Z/2Z-graduée
de la super identité de Jacobi (c’est-a-dire pour tout w, v, w homogéne dans g, on a
[u, [v, w]] + (—1)P@EEFPE) [y [, )] + (—1)P@E@OFPED [y 4, v]] = 0).

On remrque que : gl(m/n); = gl,,(C) & gl,,(C).

Sur gl(m/n), on définit la supertrace par : str(X) = tr(A) — tr(D). Alors la super
algébre de Lie sl(m/n) est définie par :

sl(m/n) = {X € gl(m/n) : str(X) = 0}.

Définition 1.5.2.
Une super algébre de Lie g est simple si elle n’a pas d’idéaux (gradués ou pas) autres

que {0} et g.

On rappelle qu'un idéal d’une super algébre de Lie est un idéal Z,-gradué s’il est un
espace vectoriel muni d’une Zs-graduation.

La super algébre de Lie sl(m/n) est simple si m # n. Dans le cas ot m = n, sl(m/n)
contient la matrice identité Iy,,. Alors Cls,, est un idéal gradué de sl(m/n). L’algébre
quotient sl(m/n)/Cly, est aussi une super algébre de Lie simple.

Définitions 1.5.1.
On considére une super algébre de Lie g=g; @ g7. La sous algébre gy de g est une
algébre de Lie.
1) Une sous algébre de Cartan b de gg (voir la sous-section 1.1.1) est dite sous algébre
de Cartan de g. La dimension de h est dite rang de g.
2) Considérons l'espace dual h* du sous algébre de Cartan h. Cet espace dual contient
des éléments « tels que :

0=EPg.. ong.={zcg|ha]=ah)zheb}.

e L’ensemble A = {o € h* — {0}] go # {0}} est appelé systéme de racines.
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e Une racine « est dite paire (resp. impaire) si g, Ngg # 0 (resp. go N g7 # 0).

L’ensemble de toutes les racines paires (resp. impaires) est noté Ag (resp. Ag).

e Un sous systéme [I={ay,...,a,}, oi r est le rang de g, de A est dit systéme

de racines simples de g si Il est une base telle que toute racine ( s’écrit comme

une combinaison linéaire de racines simples : = Z k;a; (ou les coefficients k; sont
a; €11

tous positifs ou tous négatifs).

Si k; > 0 (resp. k; < 0) pour tout 7, la racine (3 sera dite positive (resp. négative).

On note A*, AT, AT (resp. A~, AZ, AT) les ensembles des racines positives (resp.

négatives) dans A, Ag, Ar.

Comme pour le cas des algébres de Lie, la super algébre de Lie g admet la décompo-
sition triangulaire suivante :

g=n"@®hent ount= @ga.

a€EATE

1.5.2 Cas de sl(m/n)

Nous considérons, dans la suite de ce chapitre, la super algébre de Lie sl(m/n). Une
sous algebre de Cartan h est de dimension m +n — 1 et est engendrée par :
ha; = By — Eip1i01, 1510 <m,
ham = Epm + Em—l—l,m-i—l;
et ha,; = Emijmes = Bmyjrimeg, 157 <n,
ol E;; est la matrice ayant 1 a la (4, j)“"° position et 0 ailleur.
Soit {€1,...,€m,01,...,0,} une base de 'espace dual h* de b i.e.

pour Xz(é g), ona :¢:X —a; etd;: X —dj;.

On remrque que :
m n

Zei—Z(Sj:O.

i=1 j=1
Le systéme de racines simples est :

II = {Oél = €1 —€9,0p = €2—€3,...,0, = Em—(sl, Omy1 = (51—52, ey Omyn—1 = 5n—1_5n}-
Avec ce choix, on a :
AT ={e —0;]1 <i<m,1<j<nj.

La supertrace nous permet de définir une forme bilinéaire invariante non dégénérée sur
sl(m/n), B(X,Y)=str(XY) appellée forme de Killing. La restriction a b de la forme B
reste non dégénérée, on en déduit un produit scalaire non dégénéré (.,.) sur h* déterminé
explicitement par :

(€i,€5) = i, (€,65) =0, (05,05) = —04

ou 0;; est le symbole de Kronecker.
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Définition 1.5.3.

Soit A Densemble des poids entiers dominants, ce sont ceux qui le sont pour gg,
c’est-a-~dire les poids A € h* tel que (A, a) est dans N pour tout « dans Ag.

Pour A et p dans A, on dit que A est inférieur a p (noté A < p) si u — A est une
combinaison linéaire a coefficients positifs de racines positives.

Tout poids A € h* s’écrit :

m n

)\:Z)\iﬁﬂLZdej avec i)\i—iujzo.
i=1 j=1

i=1 j=1

On pose a; = A\; — Ay pour 1 < 7 < m, a, = Ay, + 1 €t iy = Y — fj41 pour
1 <j < n.Un poids X est dans A si a; € N pour ¢ < m et a,,4; € N pour j < n.

1.5.3 Représentations tensorielles covariantes de sl(m/1)

Rappel sur les représentations de super algébres de lie g :

Définition 1.5.4.

Soit M = Mg @ M7 un espace vectoriel Z/2Z-gradué. La donnée d’un morphisme de
super algébres de Lie p : g — gl(M) munit M d’une structure de g module. On dit
aussi que p est une représentation de g sur M (ou que M est une représentation de g).

Définition 1.5.5.
i) Une représentation non nulle M sera dite simple (ou irréductible) si elle n’admet
pas de sous représentation non triviale.
ii) Une représentation M telle qu’il existe des sous représentations irréductibles M,
telles que M = @ M; sera dite complétement réductible.
iii) Un module que 'on ne peut pas décomposer en somme directe de modules non
triviaux sera dit indécomposable.
Un sl(m/1) module de dimension finie n’est pas toujours complétement réductible.

Nous considérons I'action naturelle de sl(m /1) sur I'algébre tensorielle T(C™!1).

D’abord ce sl(m/1) module est complétement réductible. On note V = C™. Les
représentations fondamentales de s[(m /1) sont les modules A"V, (r = 1,2, ...), le produit
extérieur est antisymmeétrique gradué :

si (e1,...,emy1) est la base canonique de R™!,

ejNep=—ey Ne; (j<k<m), Emi1 N Cmi1 = €mi1 A €mit.

En fait, A"V est un sl(m/1) module simple de vecteur de plus haut poids :
er,erNeg,...,eg Ao Neyog  (r<m)

N ANl A ANem Aemii Ao AN e (r=m+k>m)

v~

(k fois)
et avec plus haut poids : ‘ ,
wj ="l e 4t 6) — (gt ) + 2501, (< m)

m
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Wtk = %(61 +...t+en)+ %:_11)51 = (k+ Dwp, (k>0).
Définition 1.5.6.
On pose p = % Z o — % Z (. Dans la ed-base, p s’écrit explicitement :
aeAg BEAT*

m

, m
p= §Z(m—22)ei+3 1.

i=1
Si A est un poids entier dominant de sl(m/1) alors \ est dit :
i) typique si (A4 p,3) #0, pour tout § € AT

i) atypique s'il existe § € AT tel que (X + p, 5) = 0.
Les sl(m/1) modules simples sont les modules avec plus haut poids :
A= Z bjwj, (bj € N): atypique si et seulement si b, =0,
j=1

ou

m m—1
A= ijwj + Witk = Z bjw; + (b +k+ Dwy,, (b; € NJk>0): typique.
j=1 7j=1
Considérons les vecteurs de plus haut poids correspondants :
v,\:H (er Ao Aej)h
j=1

dans S(>_7, NC™1) et
m
U)‘:H (el/\__,Aej)bj<€1/\.../\em/\€m+1/\---/\em+1)
j=1

dans S(3°7L, NC™/T 4 AmFRC™T),
On pose :

Aeow ={A =" bjw;; b e N}U [ J{A =) bjw; + wogs by € N}
j=1 k=1

j=1
=AU JAG.
k=1

Nous définissons le module simple SV comme le sous module dans S(> ATC™/1)
engendré par vy et le module de forme S de sl(m/1) comme la somme des S*.

s= P s

AEAcon
- P S(M@é @ s»
AeAD), k=1 xealk),

:éﬂwk
k=0
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1.5.4 Relations de Garnir

Le module de forme S est le quotient de 1’algébre symmétrique S(®S“)) par I'idéal
engendré par les relations de Garnir. Décrivons ces relations.

Soient C' = (v1,...,vp) et D = (wy,...,wq) deux suites finies de vecteurs dans
V5 @ V7. Nous supposons que P > () et nous posons :

CVD=(v,...,up,wi,...,wq) = (U, ..., upsq)-
Soient uc, up et ucyp les vecteurs de la forme
uoyp = ucup = (Ug A ... Aup).(ups1 A ... Nupig).
Pour tout o dans le groupe des permutations Sp¢, nous définissons :

U(cvD); = g%vD(ug—l(l) VANIAN Uo-fl(P)>.(uo-fl(P+1) VANIAAN U/o-fl(P_;'_Q)),

avec ¢, p = H (—1)lelluel ou |u,| est le degré de ug, et & est la version graduée
1<a<b<P+Q
o(a)>o(b)
de o.

Dans les relations de Garnir, nous utilisons des permutations particuliéres o. Soit
p<P,g< @ onnote X =v;A...ANv, et Y =w A...\w, Une sous suite & r
éléments X' C X est une suite (v, v4,,...,0;,) telle que i3 < iy < ... < 7. On note
s,(X) I'ensemble de telles suites.

Sir < inf(p,q) et X' = (v, Vig, .., 05.) = (Wiy, Uiy, ..., u;.) dans s,.(X), Y =
(Wi, Wiy, ..., wj.) = (Wpsjy, Uptjp, .., Upy;,) dans s.(Y), on définit une permutation
X' <Y’ dans Spy, par :

X' Y = (i1,P+j1)(ia, P+ 32) ... (i, P+ j,)

- (1 e i1 e iy . P P41 .. P+j1 ... P4+jp ... P+Q)
=1 P4ji o PHjr o PPHL o id iy o PHQ)

Par définition, la relation de Garnir sur un vecteur uc.up associée a X et Y est :

inf(p,q)
Gxy(ucup) = Y (=1 > &5 wovn)g y
r=0 X'esr(X)

Y'es (Y)
King et Welsh montrent que :

Théoréme 1.5.1.
L’algébre de forme de sl(m/1) est le quotient de S(®©S“)) par I'idéal engendré par
les érelations de Garnir.
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Chapitre 2

Diamond representations for rank two
semisimples Lie algebras

B. Agrebaoui, D. Arnal and O. Khlifi,

Published in Journal of Lie theory.

Abstract

The present work is a part of a larger program to construct explicit combinatorial
models for the (indecomposable) regular representation of the nilpotent factor N in the
Iwasawa decomposition of a semisimple Lie algebra g, using the restrictions to N of
the simple finite dimensional modules of g. Such a description is given in Arnal, D., N.
Bel Baraka, and N.-J. Wildberger, Diamond representations of sl(n), Annales Mathé-
matiques Blaise Pascal 13 (2006), 381-429 for the case g = sl(n). Here, we perform the
same construction for the rank 2 semisimple Lie algebras (of type A; x Ay, Ay, Cy and
(). The algebra C[N] of polynomial functions on N is a quotient, called the reduced
shape algebra, of the shape algebra for g. Bases for the shape algebra are known, for
instance the so-called semi standard Young tableaux give an explicit basis (see Alverson,
L.-W., R.-G. Donnelly, S.-J. Lewis, M. McClard, R. Pervine, R.-A. Proctor, and N.-J.
Wildberger, Distributive lattice defined for representations of rank two semisimple Lie
algebras, SIAM J. Discrete Math. 23 (2008/09), no. 1, 527-559). We select among the
semi standard tableaux, the so-called quasi standard ones which define a kind basis for
the reduced shape algebra. .

2.1 Introduction

We study the diamond cone of representations for the nilpotent factor Nt of any
rank 2 semisimple Lie algebra g. This is the indecomposable regular representation onto
C[N~], described from explicit realizations of the restrictions to N* of the simple g-

A1
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modules V.

In [ABW], this description is explicitly given in the case g = sl(n), using the notion
of quasi standard Young tableaux. Roughly speaking, a quasi standard Young tableau is
an usual semi standard Young tableau such that, it is impossible to extract the top of
the first column, either because this top of column is not ‘trivial’, i.e. it does not consist
of numbers 1,2, ...k, or because, when we extract this top by pushing to the left the k
first rows of the tableau, we do not get a semi standard tableau.

Let us come back for the case of rank 2 Lie algebra g. The modules V* have well
known explicit realizations (see for instance [FH]). They are characterized by their highest
weight A\ = aw; + bws, integral combination of fundamental weights. In [ADLMPPrW]|,
there is a construction for a basis for each V?, as the collection of all semi standard
tableaux with shape (a,b). The definition and construction of semi standard tableaux
for g uses the notion of grid poset and their ideals. It is possible to perform compositions
of grid posets, the ideals of these compositions (of a grid posets associated to V“' and b
grid posets associated to V“?) give a basis for VA iE A = awy + bws.

Here, we realize the Lie algebra g as a subalgebra of sl(n) (with n = 4,3,4,7), and
we recall the notion of shape algebra for g, it is the direct sum of all the simple modules
V2, but we see it as the algebra C[G]N" of all the polynomial functions on the group
G (corresponding to g), which are invariant under right action by elements in N*. This
gives a very concrete interpretation of the semi standard tableaux for g as a product of
determinant functions for submatrices.

The algebra C[N ] is the restriction to N~ of the functions in C[G]. But it is also a
quotient of the shape algebra by the ideal generated by -1, — 1. We call this

quotient the reduced shape algebra for g. To give a basis for this quotient, we define,
case by case, the quasi standard tableaux for g. They are semi standard Young tableaux,
with an extra condition, which is very similar to the condition given in the sl(n) case. We
prove that the quasi standard Young tableaux give a kind basis for the reduced shape
algebra.

We study the diamond cone of representations for the nilpotent factor N* of any rank 2
semisimple Lie algebra g. This is the indecomposable regular representation onto C[N ],
described from explicit realizations of the restrictions to N T of the simple g-modules V.

In [ABW], this description is explicitly given in the case g = sl(n), using the notion
of quasi standard Young tableaux. Roughly speaking, a quasi standard Young tableau is
an usual semi standard Young tableau such that, it is impossible to extract the top of
the first column, either because this top of column is not ‘trivial’, i.e. it does not consist
of numbers 1,2, ... k, or because, when we extract this top by pushing to the left the k
first rows of the tableau, we do not get a semi standard tableau.

Let us come back for the case of rank 2 Lie algebra g. The modules V* have well
known explicit realizations (see for instance |[FH|). They are characterized by their highest
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weight A\ = aw; + bws, integral combination of fundamental weights. In [ADLMPPrW]|,
there is a construction for a basis for each V?, as the collection of all semi standard
tableaux with shape (a,b). The definition and construction of semi standard tableaux
for g uses the notion of grid poset and their ideals. It is possible to perform compositions
of grid posets, the ideals of these compositions (of a grid posets associated to V“* and b
grid posets associated to V“2) give a basis for VA if X = aw; + bws.

Here, we realize the Lie algebra g as a subalgebra of sl(n) (with n = 4,3,4,7), and
we recall the notion of shape algebra for g, it is the direct sum of all the simple modules
V2, but we see it as the algebra C[G]Y " of all the polynomial functions on the group
G (corresponding to g), which are invariant under right action by elements in N*. This
gives a very concrete interpretation of the semi standard tableaux for g as a product of
determinant functions for submatrices.

The algebra C[N ] is the restriction to N~ of the functions in C[G]. But it is also a
quotient of the shape algebra by the ideal generated by -1, — 1. We call this

quotient the reduced shape algebra for g. To give a basis for this quotient, we define,
case by case, the quasi standard tableaux for g. They are semi standard Young tableaux,
with an extra condition, which is very similar to the condition given in the sl(n) case. We
prove that the quasi standard Young tableaux give a kind basis for the reduced shape
algebra.

We study the diamond cone of representations for the nilpotent factor Nt of any rank 2
semisimple Lie algebra g. This is the indecomposable regular representation onto C[N ],
described from explicit realizations of the restrictions to N* of the simple g-modules V*.

In [ABW], this description is explicitly given in the case g = sl(n), using the notion
of quasi standard Young tableaux. Roughly speaking, a quasi standard Young tableau is
an usual semi standard Young tableau such that, it is impossible to extract the top of
the first column, either because this top of column is not ‘trivial’, i.e. it does not consist
of numbers 1,2,... k, or because, when we extract this top by pushing to the left the k
first rows of the tableau, we do not get a semi standard tableau.

Let us come back for the case of rank 2 Lie algebra g. The modules V* have well
known explicit realizations (see for instance [FH]). They are characterized by their highest
weight A = aw; + bws, integral combination of fundamental weights. In [ADLMPPrW]|,
there is a construction for a basis for each V*, as the collection of all semi standard
tableaux with shape (a,b). The definition and construction of semi standard tableaux
for g uses the notion of grid poset and their ideals. It is possible to perform compositions
of grid posets, the ideals of these compositions (of a grid posets associated to V*' and b
grid posets associated to V“?) give a basis for V* if A\ = aw; + bws.

Here, we realize the Lie algebra g as a subalgebra of sl(n) (with n = 4,3,4,7), and
we recall the notion of shape algebra for g, it is the direct sum of all the simple modules
V2, but we see it as the algebra C[G]N" of all the polynomial functions on the group
G (corresponding to g), which are invariant under right action by elements in N ™. This
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gives a very concrete interpretation of the semi standard tableaux for g as a product of
determinant functions for submatrices.

The algebra C[N~] is the restriction to N~ of the functions in C[G]. But it is also a
quotient of the shape algebra by the ideal generated by — 1, — 1. We call this

quotient the reduced shape algebra for g. To give a basis for this quotient, we define,
case by case, the quasi standard tableaux for g. They are semi standard Young tableaux,
with an extra condition, which is very similar to the condition given in the sl(n) case. We
prove that the quasi standard Young tableaux give a kind basis for the reduced shape
algebra.

2.2 Semi standard and quasi standard Young tableaux
for SL(n)

2.2.1 Semi standard Young tableaux

Recall that the Lie algebra sl(n) = sl(n,C) is the set of n x n traceless matrices, it
is the Lie algebra of the Lie group SL(n) of n x n matrices, with determinant 1.
1 *
Denote Nt the subgroup of all the upper triangular matrices n* = . . Let
0 1
us consider the algebra C[SL(n)]N" of polynomial functions on the group SL(n), which
are invariant under the right multiplication by the subgroup N*. The group SL(n) acts

on this space by multiplication on the left by the transpose of g : (¢9.f)(g1) = f(*991),
for any f in C[SL(n)]¥", any g in SL(n).

Example 2.2.1.
k<nand 1<i <ig<---<i; <n. We define :

i1

02

Oiriy =[ . |2 SL(n) — C

ik

g — det(submatriz(g, (iy...ig, 1...k)))

i.e. for an element g € SL(n), we associate the polynomial function which is the deter-
minant of the submatrix of ¢ obtained by considering the k first columns of g and the
rows i1,..., 1.

If k is fixed, SL(n) acts on the vector space spanned by all columns 6;, ;,
AFC™.



2.2. SEMISTANDARD AND QUASI STANDARD YOUNG TABLEAUX FOR SL(N)45

Thus we look for Sym*(A C") = Sym®*(C" ® A°C" & - -- @ A" 'C"). A natural basis
for this algebra is given by the Young tableaux

i,
i,

i It
such that &y > ky > ... > k, and : < : for the lexicographic ordering if

i it

kj kj
kj = kj+1'

Recall now that the fundamental representations of sl(n) are the natural ones on

C",..., A" IC" with highest weights wi,..., Wp_1.

It is well known that each simple s{(n)-module has a highest weight A and the module
is characterized by its highest weight. The highest weights are exactly the elements

A=aw; + -+ ap_1wn_1

where ay, ..., a,_; are nonnegative integral numbers. Note S* (or Ty, . ,._,) this module,

it is a submodule of the tensor product

-----

Sym™(C") @ Sym*(A*C") @ - -- @ Sym® (A"~ 'C").

The direct sum S*® of all the simple modules S* is the shape algebra of SL(n). As an
algebra, it is isomorphic to C[SL(n)]N" (see [FH]).

Now, we have a natural mapping from Sym*(C*®---®A"'C") to C[SL(n)]N" which
is just the evaluation map :

S (gt 0T (9)
1 ZkQ
Zk'1

But, thanks to the Gauss method, each N right invariant monomial function on SL(n)

is a product of functions d;, _,, thus :

Proposition 2.2.2.
The map from Sym*(\C") = Sym*(C"@--- @ A" 'C") to S* = C[SL(n)|N" is onto.

Definition 2.2.3.

Let T be a Young tableau. If T contains a; columns with heighti (i =1,...,n—1), we
call shape of T the (n — 1)-uplet \(T') = (a1, ..., an_1). We consider the partial ordering
on the family of shapes defined by :

= (b1,...,bp_1) <A=(a1,...,an_1) if and only if by < ay, ..., b1 < a, 1.
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Definition 2.2.4.
A Young tableau of shape X\ is semi standard if its entries are increasing along each
row (and strictly increasing along each column).

Theorem 2.2.5.
1) The algebra S* = @, S*, is isomorphic to the quotient of Sym®(\C") by the ker-
nel PL of the evaluation mapping. This ideal is generated by the Pliicker relations

P
iy 0j1.jy — 251'1.“3‘1...11,52‘5]'2.‘.3'(, =0 (p>q).
s=1

2) If X\ = aywy + -+ + Gp_1wn_1, a basis for S is given by the set of semi standard
Young tableauz T of shape .

Example 2.2.6. The s[(3) case
We have one and only one Pliicker relation :

1]3] 211 [1]2] _
EE o =0

Then to obtain a basis for the algebra S®, we reject exactly the non semi standard Young

tableaux : the tableaux which contain g 1 as a subtableau.

We look at the action of the nilpotent group N T onto the lowest weight vector vy in
S?*. This action generates the representation space S*. The semi standard Young tableaux
with shape \ is a weight vector basis for S*.

The Cartan subalgebra b of sl(n) is the (n — 1) dimensional vector space consisting
of diagonal, traceless matrices H = (h;;). The usual basis (o, ..., a,-1) of h* is given
by simple roots a; = 7; — 7,41 where 7;(H) = h;.

Now, h* is an Euclidean vector space with a scalar product given by the Killing form.
We can thus draw pictures in the real vector space hp generated by the ;.
Let us do that for s[(3). We note a = a; and 3 = ay. The action of X, (resp. Xp)

on a weight vector is pictured by an arrow . (resp. 5 ).
a

Example 2.2.7.
With the convention above, we get the following weight diagrams of I, ;, for s((3), for
a+b<2:
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FQQZ 0
I'ip: VO
n
o
Fo,li ﬁ
VB
Q
FZO 6 »ﬁ
vt 2
1]2
11 >043394 212
3 3 5 303
11 N 112
I‘02 ﬂ 23
1]1
212
1]3] 213
3 o 3‘
b K
I 1]2]
1[1] L, el 2[2]
3] 1]3] 3]
8 2]
b
11‘ ™
5
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2.2.2 Quasi standard Young tableaux for sl(n)

Now we are interested by the restriction of polynomial functions on SL(n) to the
subgroup N~ = 'N*. This restriction leads to an exact sequence (see [ABW])

n—1)— C[SL(n)N" — C[N~] — 0.

(< wy > denotes the ideal generated by the wy). Or :

-----

0—( di.k—1 ) + PL = PLpg — Sym*(/\C") — C[N"] — 0.

For instance, in SL(3), the Pliicker relation becomes in PL,.q a relation among semi

standard tableaux : . ‘
2 1{2]
B+ = - s =0.

Now, we look for a basis for C[N~], by selecting some semi standard Young tableaux.

Definition 2.2.8.

The column 619, 1 is said trivial. Suppose T is a Young tableau whose first column
has a trivial top : 01, kiyis,...ir, 00d there is a column with height k. We say we push
T iof we shift the k firsts rows of T to the left and we delete the top of the first column
which spill out. Denote P(T') the new tableau obtained. If P(T') is a semi standard Young
tableau, we say that T is non quasi standard. Else, T is quasi standard.

Example 2.2.9. The sl[(3) case
The tableaux

2[1] 1]3]
3 0 2 and B

are non quasi standard tableaux, but the tableaux

and

are quasi standard.

To find a basis of C[N~], adapted to its N™ module structure, we restrict ourselves
to quasi standard Young tableaux.

Theorem 2.2.10.
The set of quasi standard Young tableauz form a basis for the algebra C[N~].

To be more precise, if we denote 7 the canonical mapping :
m: §"=C[SL(n)N" — C[N7]=Sym*(/\ C")/PLica;

the algebra of polynomial functions on N~ is an indecomposable N T-module, called the

diamond representation of N, each module S*|y+ is occurring in C[N~] as the image
by m of S*.
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Proposition 2.2.11.
A parametrization of a basis for the quotient w(S*) = S|+ is given by the set of
quast standard Young tableaux of shape < A.

Example 2.2.12.
For the Lie algebra s[(3), we get the picture :

2
3]3 3] [2]2

2.3 Principle of our construction. Fundamental repre-
sentations

The purpose of this article is to address in the same way the rank two semisimple
Lie algebras. Let us first recall the definition of semi standard Young tableaux for the
algebras A; x A;, Ay, C5 and Gs. In the present section, we define the semi standard
tableaux with one column.

Let us realize the rank two semisimple Lie algebras as subalgebras of sl(n) for n = 4,3,
4,7 in such a way that the simple coroots X, and Xz (a denotes the ‘short’ simple root
and (3 denotes the ‘long’ simple root) are matrices such that :

t —— first row of tX,
(t,s) — two first rows of tX, + sXp

()
are one-to-one.

Explicitly, we choose the following realizations :
A x Ay =5sl(2) x s1(2)

Let (g1,92) € sl(2) x s[(2) where g; = (CCLZ Z’) such that a; + d; = 0. We thus modify
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the natural realization of the Lie algebra A; x A; as :

aq bl 0 0 aq 0 0 b1

X — C1 d1 0 0 N 0 a9 bg 0
0 0 (05} b2 0 Co dg 0 ’

0 0 (&) dg C1 0 0 dl

(we acts on the basis vectors with the permutation (2,4,3)). Then

1 0 00
_ 01 0O
N~ = 0y 10 , x,y e C
z 0 0 1
AQZE[(3)I
Let g € s1(3) i.e
aq b1 C1
g=|as by ¢ such that a; + by + c3 = 0.
as b3 Cs
then
1 00
N~ = x 1 0], z,y,2€C
z y 1

With this parametrization, we immediately see the Pliicker relation in PL, .4 :

13] (9) + (9) — (9) =2+ (xy —2) —yz = 0.

02 = 5]3(4) :

The natural realization of the Lie algebra sp(4) is given by X = (é _B: A) where A,

B, C are 2 x 2 matrices, and ‘B = B, 'C = C. We modify this realization by permuting
the basis vectors 3 and 4 :

a b u v a b v wu
yo|c¢ d v w R d w v
xr Yy —a —c y z —d —b
y z —b —d xr Yy —c —a
Then the group N~ becomes :
1 0 0 O
. x 1 0 0
N~ = p; " L ol ®y e uE C
y z—zu —z 1
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@ :

The natural realization of the Lie algebra G is given by :
W

AV —i(5)
X=| -'W 0 —
i) W A

where V', W are 3 x 1 column-matrices, j(U) is the 3 x 3 matrix of the exterior product
in C3: j(U)V=UAV and A is a 3 x 3 matrix such that tr(A4) = 0.

To imbed N~ in the space of lower triangular matrices, we effect the permutation
(1 2 34567

79145 6 3) on the vector basis. Then, we obtain the Lie algebra of N~

0 0 0 0 0 0 O\)
—T 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 0
nm =< v2z V2y V2z 0 0 00
b —z 0 —vV2zx 0 0 0
—c z —\/§y —a 0 0
L\ 0 c b —v2z —y x 0/ )
and the following corresponding group : N~ is the set of matrices :
1 0 0 0 0 0 O
x 1 0 0 0 0 O
Y a 1 0 0 0 0
z —v2azx + \/§y —/2x 1 0 0 O 7
b —ax?® + xy — ‘/752 —x2 V2 1 0 0
c axy + f —y? zy+ L2 /2y —a 1 0
—yb—xc—% g ab 2yz %ixz—b -z —y+ar —x 1

with a, b, ¢, x, y, z in C.

In each case, we now consider the Young tableaux with 1 column and 1 or 2 rows,
corresponding to particular subrepresentations in C" (n = 4, 3, 4, 7) and A*C", which
are isomorphic to the fundamental representations I'y  and I'g; of the Lie algebra. This
selection of tableaux can be viewed as the consequence of some ‘internal’ Pliicker rela-
tions for our Lie algebra.

Ay x Ay =5l(2) x sl(2) :
The I'; o representation occurs in C*, we find the basis , and 2 internal Pliicker

relations
=0, =0.

The T representation occurs in A2C*, we find the basis and and 4 internal

Pliicker relations

__[1]4]
I—OI—OI Eand—i.
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Thus we get the following Young semi standard tableaux with 1 column, for s[(2) x s((2) :
1
1],/4 . d .
A2 = 5[(3) :

By definition, there is no internal Pliicker relations for A,, the semi standard Young
tableaux with 1 column are :

1 1 2
,,,,and.
CQZEP(4)I

The T'y o representation occurs in C*, we find the basis [1], [2], [3] and [4]

The Ty representation is the quotient of A?C* by the invariant symplectic form. Then
we have 1 internal Pliicker relation which is written as follows :

2| _
i+ B o

Thus we choose the Young semi standard tableaux with 1 column, for sp(4) :

1 1 1 2 3
777777, and.

This choice does not coincide with the choice made in [ADLMPPrW]|, but it is more
coherent with the G5 construction and more convenient for the description of quasi

standard tableaux.
& :

The 'y o representation occurs in C7, we find the basis [1],|2], |3], ,[5],[6] and
7]

The T representation is the quotient of A?C” by a seven dimensional module. Then we
have 7 internal Pliicker relations which are :

V2 =0, B V2 =0, B V2 =0, = V215 =0,
6]
2
— =0, 12 =0 and — — = 0.

6] 6]

Indeed, in view of the lower triangular matrices in G, with 1 on the diagonal, we directly
find these relations for the corresponding functions on N~. Moreover, these relations
are covariant under the action of the diagonal matrices, they are thus holding for the
corresponding functions on the lower triangular matrices in GG, with any nonvanishing
diagonal entries, thus by N invariance, they hold on Gs.

Therefore we choose the Young semi standard tableaux with 1 column, for G5 :

[1].[2].13].[4] [5],[6]. 17,

IIIIIIIIIIIIIandI

This choice does coincide with the choice made in [ADLMPPrW]|.
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2.4 Semi standard Young tableaux for the rank two
semisimple Lie algebras

Following [ADLMPPrW], there is a construction of semi standard Young tableaux
for I'y 4, for any a and b, knowing those of I'y; and I'; o. In fact, by a general result of
Kostant (see [FH] for instance), each non semi standard Young tableau contains a non
semi standard tableau with 2 columns. Thus, it is sufficient to determine all non semi
standard tableaux with 2 columns. (In fact we shall get conditions for 1 or 2 successive
columns 7@ and TV in the tableau T)).

We begin to look the fundamental representations I'o; and I'yo for the rank two
semisimple Lie algebras as spaces generated by a succession of action of X_, and X_g
on the highest weight vector.

Al x Ay
The fundamental representations look like :

S
=

We associate to these drawings the following two ordered sets (respectively) :

a 5}
@ :

The fundamental representations look like :

a
. o

A

&
ﬁl

of

Then, we associate to these drawing the two following ordered sets (respectively) :
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1]
2]
= 3
Y(&x I
3
=
\4v] I
4
=
& _
2]
4 4]
§
3]
4]

GQ :
For the G case, we give just the two following ordered sets associated to the two funda-
mental representations of G :
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1]
2]
B
H
3]
\ge% YU
1]
4]
' 5 v
1
5]
-
Y& o 5‘ .

e

[~
[~

Y(x

[~

L

6]
7]

We can now realize these chosen paths as the family L of ideals of some partially ordered
sets P (which are called posets). An ideal in P is a subset I C P such that if u € P and
v < u, then v € I. With our choice, we take the following fundamental posets denoted
P,y and F; and we associate for each of them the correspondent distributive lattice of
their ideals respectively denoted L; o and L ;.

A1><A13

PI,O: P()JZ
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Lo Lo
(a) ()
« s
(2) (2)
%
Do Fox
a s
B a
@ [0
B
Lo Lo
(6% ﬁ a
ﬁ [0
« g P
3 a
(e o
3 o P
() " s
Q o
(2) (3)
B

For the Ay and G, cases, we just draw the fundamental posets P and P, (for
more details, see [ADLMPPrW]).

&

o
jas
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@ o B
« 3 a
B o
a Q
B

We shall generalize this construction for all irreducible representations. We want to
define the poset P,; associated to the representation I',; in such a way that L, gives
us the possible paths in I' .

We need some definitions (see [ADLMPPrWw]).

Definitions 2.4.1.
1) Let (P, <) be a partially ordered set and v,w € P such that v < w. We define the
interval [v,w] as the set

[v,w|={z € P:v<z<w}
We say that w covers v if [v,w] = {v, w}.

2) A two-color poset is a poset P for which we can associate for each vertex in P a
color a or 3. The function v — color(v) is the color function .

3) We are going to select and numbered some chains in P. To do this, we define a
chain function :
chain : P — [[1,m]]

such that :
i) for 1 <i<m, chain™'(i) is a (possibly empty) chain in P.
i) ¥ u,v € P, if v covers u then either chain(u) = chain(v) or chain(u) =

chain(v) + 1.

We represent the function chain as follow :
If chain(u) = chain(v) + 1 = k + 1 then we draw :
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Ch
(%

U Ciga

and if chain(u) = chain(v) = k then we draw :

Ch

(%

Examples 2.4.2.
For the C5 case, we shall choose :

P 0,1 - E Ch
u p e
vy
U3 @ G
, . 5

For the G5 case, we choose :

Poy : o “
g G
, o
a Gy
« B : Cy
3 a
o
o Cs
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These pictures represent the fundamental posets with the function color and the
function chain. They are uniquely defined with the grid property.

Definition 2.4.3.

A two-color grid poset is a poset (P, <) together with a chain function chain and
a color function color such that : if uw and v are two wertices in the same connected
components of P and satisfying :

i) if chain(u) = chain(v) + 1 then color(u) # color(v),

ii) if chain(u) = chain(v) then color(u) = color(v).

Remark 2.4.4.
On the fundamental posets, there is an unique chain map such that the result are

the two-color grid posets. This choice corresponds to our drawing for each P, where
a+b=1.

Let us consider now the definition for posets P,;, a +b > 1.

Definition 2.4.5.
A grid is a two-color grid poset which has moreover the following max property :
i) if w is any mazimal element in the poset P then,

chain(u) < infiep chain(z) + 1,
ii) if v#u is another maximal element in P then,
color(u) # color(v).

Remark 2.4.6.
The fundamental posets are grid posets.

From now one, we identify two grid posets with the same poset, the same color func-
tion and two chain maps : chain(u) and chain'(u), if there is k such that chain’ (u) =
chain(u) + k for any w.

Definition 2.4.7. Given two grid posets P and (), we denote by P < Q) the grid poset
with the following properties :
i) The elements of P <@ is the union of elements of P and those of Q.
ii) P is an ideal of P<Q i.eif u € P and v <u in P<Q then v € P, the functions
color and chain of P are the restriction of the functions color and chain of P < Q)
(up to a renumbering of chains ).
iii) (P<Q)\P with the restriction of functions color and chain on P<Q is isomorphic
to Q (up to a renumbering of chains p).
iv) The following holds :

if u (resp. v) is a mazximal element in P (resp. in Q), then chain(u) < chain(v),

and

if u (resp. v) is a minimal element in P (resp. in Q), then chain(u) < chain(v).
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If P < @ exists, thus P < @ is uniquely determined by these conditions, up to a
renumbering of chain.

Remark 2.4.8.
Gliven three grid posets P, ), and R then :

(P<1Q)<R~P<a(Q<R).
We denote this P<Q< R .

Starting with the grid posets P and Fy; defined for the rank two semisimple Lie
algebra, for any natural numbers a and b, there exists one and only one grid poset

Pa,b: P071<...<]P071<l P170<]...<]P170.

b A

Now, given the grid poset P,;, we otain a basis of I',;, by building the corresponding
distributive lattice L, of ideals in F,; and labelling the vertices of L, as follows :

we start with the heighest weight Young tableaux of shape A : b columns and a

columns . We put this tableau on the vertex of L, corresponding to the total ideal P, .
Now, we reach any vertex in L, ; by following a sequence of edges « or 3. By construction,
we know if this edge corresponds to a vertex in Fpy; or in P, . if the corresponding vertex
is in a P g-component in F,;, we act with the edge on the first possible column with
size 1. And if it is in a P, -component in P, ;, we act with the edge on the first possible
column with size 2.

Now, we just draw the Ls, L1 1 and Loy pictures for each rank two Lie algebra and
we call semi standard tableaux the obtained basis. We summarize the result here :

Proposition 2.4.9.
Let a, b be 2 natural numbers, and let X\ = (a,b). The set of semi standard tableauz
for the Lie algebras of type ‘type’ with size X is denoted Spype(N). Then we get :

o Suxa (A= { usual semi standard tableauz T of shape X\ with entries in {1,2,3,4}
)
such that , , , , and are not a column of T ¢.

o Su(N)= { usual semi standard tableauz T of shape X\ with entries in {1, 2, 3}}

o So,(\) = { usual semi standard tableauz T of shape N with entries in {1,2,3,4}

such that s not a column of T and appears at most once in T}.

e Sg,(\) = { usual semi standard tableauz T of shape N with entries in {1,2,3,4,5,6,7}
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such that the column appears at most once in T, I I I I I

and are not a column in T plus the restriction given by the following table}.

Column T® of T | Then the succeeding column TG+ of T cannot be...
1
| SRR
1
5 ’ 5/7 (6|7 |7
1
6 ” 6| 7] 16| |7
2]
6 ’ 6| |7
n
2]
2 2B
3
7 7707
4]
7 [4], 7

2.5 Shape and reduced shape algebras

For any rang two semisimple Lie algebra, we denote G the corresponding matrix
group, we can repeat the argument in [ABW] for the decomposition of the G module
C[G)N" (for the left action). This module is completely decomposable as a sum of finite
dimensional irreducible modules, the highest weight are biinvariant polynomial functions
(from the right by N, for the left by N~) with possible weight aw; + bws, for each pair
(a,b) there is one and only one such function, namely :

a b
0707 5-
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From this, we deduce that as a G’ module, C[G]N" = @44 Moreover, C[G]V" is an
algebra, called the shape algebra of G.

Definition 2.5.1.
The shape algebra S¢; of G is by definition the algebra C[G]N".

Then by construction, the set of semi standard tableaux forms a basis of the shape
algebra and we get :

C[G]N" =S¢ ~ Sym*(AC?) / PL
where PL is the ideal generated by all the Pliicker relations (internal or external).

From now one, we consider the restriction of the functions in Sg to the subgroup N—.
We get a quotient of Sg which is, as a vector space, the space C[N~]. Indeed, with the
restriction of the functions §; and d; ; to N, it is easy, case by case to get the variables
x, y for Ay x Ay, x, y, z for A, x, y, z, u for Cs, a, b, ¢, x, y, z for Gs.

The quotient has the form

cleM / < 0 —1, 8a—1 >~ C[N].

Definition 2.5.2.
We call reduced shape algebra and denote Si$¢ this quotient, Sgs® ~ C[N~].

Since the ideal defining the quotient is N T invariant, we get a structure of N module
on this space C[N~]. This structure is simply the regular action :

(. f)(ny) = f('n"ny).

Starting with the lowest weight vector in any T';, C C[G]N", which is 626 and acting

n“n—1mn
with N, we generate exactly I',, thus the canonical projection mapping

TS — STGed
induces a bijective map of N* module from I, p|n+ onto m(T'qp).

Now, since the highest weight vector 66}, is the constant function 1 in SF?, the N+
module S7¥ is indecomposable and 7(Ty ) C 7(Fyy) if @ < a and b < b.

Finally, we have, as N* module,

Sel=J 7(Cup) and 7(Tep)= |J 7(Tww)

a,b a’'<a, b<b

This Nt module is called the diamond cone for G. We now look for a basis for the
diamond cone, which will be well adapted to this layering of C[N~] = Sg.



2.6. QUASI STANDARD YOUNG TABLEAUX 63
2.6 Quasi standard Young tableaux

Let us give now the definition of quasi standard Young tableaux for each rank two
semisimple Lie algebra, generalizing the sl(n) case construction. With our choice of
semi standard Young tableaux for the A; x A; and C5 case and the choice given in
(JADLMPPrW]) in the G5 case, we define the quasi standard Young tableaux in the
same way as for sl(n) :

We start from a semi standard Young tableau for a rank two semi simple Lie algebra

1

and we apply the strategy of pushing the rows to extract case or column as for

sl(n). This method gives the wanted basis for S[$?, except for G, where we moreover

4] e 1L
shall replace the column by .

The set of quasi standard tableaux for the Lie algebras of type ‘type’ with shape
A will be denoted QSyy,.(A). For more details, we use a case-by-case argument. Let us
begin by the A, case (see section 2).

& :

We found in section 2 the following characterization for quasi standard Young ta-
bleaux.

a  Jaglaped]

bl‘ \bp
tandard (T € QSA2 )) if and only if :

° a; > 1 or ¢ =0 or there is ¢ =1, ..., p such that a;;; > b;.

Let T = ‘aﬁq‘ € Sa,(N) for A = (gq,p). T is said quasi s-

A1 X Al :
There is no external Pliicker relation in this case, thus we just cancel the trivial
columns and | 1|in the semi standard Young tableaux for A; x A;. Thus we get :
OS 4,54, (A) ={T € Sa,xa,(N), T without any trivial column},

or

let T =

a] — Jaglaped]

bl‘ \bp
standard (T e QSAlel( )) if and only if :

‘ap-HI‘ € Sa,xa,(A) for A = (q,p). T is said quasi
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and
e a; > 1or q=0orthereis:=1,...,p such that a;.1 > b;.
We can present the diamond cone by the drawing :

4]
3]
o
Gy
Let us put :
QSC2<)\) = {T € SCQ(/\) and T € QSA3(/\)}
Or
Let T = Zl‘ ‘Zp‘apﬂ‘ ‘%M‘ € Sc,(A) for A = (¢,p). T is said quasi s-
| o,

tandard (T e Q802 )) if and only if :

® a > 1 or ¢ =0 or there is ¢ =1, ..., p such that a;;1 > b;.

Example 2.6.1.
For A = (2,1), we get the following family of quasi standard tableaux with shape A :

113[3] [1]3]4] [1]4]4] [1]4]4] [2]2]2] [2]2]3]

3] 3 " 13 " 4] " 4] "4 ’
05c,(2,1) = | [238) [2124) [2[3[4) [2[ala) [B[ST3] [3[sle]

;4|4\ : : ; ; ;

(14 )

Theorem 2.6.2.
For any A = (a,b), a basis for m(Lap) is parameterized by the disjoint union

] QSe,(d.v).
a’'<a, b'<b
The family of quasi standard Young tableaux forms a basis for the reduced shape algebra
Sese.
Proof : -
Let us use the Pliicker relations. For Cs, since % + = 0, these external relations

are exactly the following :

S EU R Y 1 R P F 1
2 Y
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sl2| _ |2[3] _ [1]4] _,
4] 4] 4] 7
3|1 [1]3] | [1]4] _
AN A '
2|1 [1]2] 1]4]
4 " R
113  [1]2]  [1]1 _0
2|4 314 414]
We consider now STCej as the quotient of the polynomial algebra in the variables :
_ _ _ I e Pl i _ |3
X_7Y_7Z_7U— ;V— 1 ,W—&Ild T—

by the ideal PL,.q generated by the reduced Pliicker relations :
PLrca =< -W—-XU+Z,TX-VZ-WY, T-WZ+UY,V-WX+Y, T-UV-W?> .

Using the monomial ordering given by the lexicographic ordering on (X, Z, Y, W,V
U,T), we get the following Groebner basis for PL,., :

{W2+UV—T,WT+WYU+ZUV—ZT,—T—YU+ZW,—WY+XT—ZV,

W+XU-2Z,-V-Y+XW}.
The leading monomials of these elements, with respect to our ordering are :

W2, ZUV , ZW , XT , XU , XW.

Thus a basis for the quotient S7¥¢ is given by the Young tableaux without any trivial
column and not containing one of the following subtableaux :

1[1 1[213] [1]3] [3]2] [1i]2] [1]2]
4l4] 7314 {4 4] 3] ‘

The remaining Young tableaux are exactly the quasi standard Young tableaux.
Indeed, “T" is semi standard without any trivial column” is equivalent to “7T" does not

contain any trivial column and does not contain i le nor i 2‘ 7,
Moreover the remaining tableaux i.e ; i 3‘ , i 3‘ , ; 2‘ ,and 411 2‘ are by

definition non quasi standard. Now, if 7" is a semi standard non quasi standard tableau,
without any trivial column, 7" contains a minimal semi standard non quasi standard
tableau without trivial column. Looking at all the possibilities for such minimal tableau
with 2 columns, we get

1]2]  [1]2] 1]3]
' 7 and4 .
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But there is also such minimal tableau with three columns. By minimality, such tableau
has two columns of size 2 and one column of size 1, T" being non quasi standard, the first

column of T is or CIfit s then we get the non quasi standard tableaux :

and

with u > 2 or v > 3.

These non quasi standard tableaux are not minimal. Thus the first column of T is ,

since 1" is minimal, its second column cannot be nor . Therefore T is

or

The tableau 1 i is quasi standard for any v. The tableau ;) Z 2‘ is non quasi
standard, nonminimal, the tableau :1)) i 3‘ is non quasi standard minimal.

Finally, if T" is any semi standard Young tableau containing a non quasi standard
tableau, T is itself non quasi standard.
This proves that the monomial basis for the quotient coincides with the set of our quasi
standard Young tableaux.

Here is the drawing for a part of the diamond cone of sp(4)
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i[3] 3]3]
3] 4
1]3]
4
4] 3[4
oj§ o
2
4
1]4]
2[4]
0 o 1
4
212
b
Gy
Definition 2.6.3. Let T = Zl“ “Zp a”“‘ ‘apﬂ‘ be a semi standard Young ta-
110,

bleau of shape )\ (q,p) for Gy. We say that T is quasi standard if :

and
e a; >1o0rq=0 orthereisi=1,..,p such that a;.1 > b; or a;;1 = b; # 4.

Let T = al‘ ‘ap ap“‘ ‘ap+q‘
51‘ ‘bp

be a semi standard Young tableau of shape A\ =
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(q,p) for Gs. We say that T is quasi standard if :

® a; > 1 or q =0 or there isi=1,....,p such that a;,1 > b; or a;s1 = b; # 4.

Let us denote by OQSg, (g, p) the set of quasi standard tableaux with shape (g, p), by
SN OS:,(q,p) the set of semi standard, non quasi standard tableaux with shape (g, p).
We first compute the cardinality of QSg, (¢, p).

Let us define two operations on T' € SN QSs,(q, p).

a) The ’push’ operation :

Let us denote T' = Zl“ “Zp %H‘ ‘apﬂ‘ € SNQSq,(q,p).
| by
_
o If = ,Weput
P(T) = aQ‘ ‘ap ap+1‘ ‘apﬂ‘
bo| -+ |b,

elfa;=1,¢g>0and forany : =1,...,p, ;31 < b; or a;; 1 = b; = 4, we put

P =

b) The ’rectification’ operation :

The tableau P(T) is generally non semi standard. We define the rectification R(P(T))
of P(T) as follows :
we read each 2 column of P(T') and we replace any wrong 2 column by a corresponding
acceptable one, following the table (1) :
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Wrong column | acceptable column

] [m]w] [o]a] []e] [ofeo] [o]n] [eo]ro] [«]s]
oe] [a]=] [w]e] [o]=] [o]w] [~]eo] [&]=] [~]—]

Proposition 2.6.4.
For any T € SN'QSc,(q,p), R(P(T)) belongs to Sg,(q,p — 1) USa,(q — 1,p).

Proof :
If = , it is evident that R(P(T)) belongs to Sg,(q,p — 1). For the second
1

case, using a computer, we consider case by case, all the possibilities for 3 successive
columns in 7" and the corresponding result in P(7"). We have to consider 3 cases :

o Y al‘al+1‘al+2‘ ...‘ i} ... a2+1 al+2 ...‘ i} ... a;Jrl a;+2 ...‘
} bi\bi+1\bi+z\---\ el by | b ‘ v, b;H---\

o ai\ai+1\&i+2\ ‘ P a¢+1\ ai+2‘ ‘ R a;ﬂ‘ a;+2\ ‘
. bz‘bz—l—l‘ bz ‘bz-l-l‘ b; ‘b;Jrl‘

N ai‘aiﬂ‘aiw‘ ‘ P "'ai+ﬂaz’+2\ ‘ R -~~a;+1\a§+2‘ ‘
T b b |

We verify, in each case, that the result is : R(P(T)) € Sg,(¢ — 1,p).
Indeed, for example in the third case, all tableaux 7" in Sg, (2, 1) such that as < by define
the following tableaux R(P(T)) :



70 CHAPITRE 2. RANK TWO SEMISIMPLES LIE ALGEBRAS

1)2] [af1] [1]2] [1]3] [1[3] [1l4] [1]4] [1]5] [1]s] [1]e] |1]6]
1 - o < 1 B ) B - B S O 1 B N <1 I ) I
L7 [1]7] [1]2] [1]3] [1[3] [1[4] [1]4] [1]5] [i]s] [1]6] [1]6]
3 4 T T e ) el 5 6] T[5) 6]
7] [1]7] [2]2] [2]3] [2[3] [2]4] [2]4] [2]5] [2]5] [2]5] [2]6]
£ - £ B £ £ B ) O 5% I (S S I N 51
2l6] [2]6] [2]7] [2]7] [2]7] [3]3] [3[4] [3]5] [3]5] [4]5] [3]6]
6/ "7 ") el Tl 6] el 6] 7 T e
3le] [4]e] [3][7] [3]7] [4]7] I[5]|5] [5]6] [6]6] [5]7] [6]7] [1]2]
0 1 1 O 1 I O 1 I B 4 I P
1)) [1]3] [1]4] [1]5] [1]e] [1]7]

2] 2] 20 T2 2] (2

All these tableaux are in Sg,(1,1).

Now we define a mapping f from Sg,(q,p) into |_| OSq, (¢, p) as follows.
p'<p
a'<q
Let T be in Sg,(q,p), if T is quasi standard, we put f(T') = T, if T is not quasi
standard, we put 77 = R(P(T)). If T" is quasi standard, we define f(T') = T". If it is not
the case, we put 7" = R(P(T")), if T" is quasi standard, we put f(7") = 7" and so one...

Proposition 2.6.5.
The map f is a one-to-one mapping from Sg,(q,p) onto |_| QSa, (', p').

p'<p
a'<q
Proof :
We just define the inverse mapping of f. Let T be in Sg,(¢’,p’). Suppose that ¢ < q.
We first compute R™*(T) i.e we replace each 2-column of T in the “acceptable columns”
in the table (1) by the corresponding wrong columns. Let

~1 _ al‘ ‘ap’ ap’ﬂ‘ ‘ap“rq/
R™(T) 51‘ ‘bp/

the resulting tableau. Then we ‘pull’ the resulting tableau, that is we define :

. ‘ap’+q/

PURNT) =T =

We verify, case by case as above, that the resulting tableau 7" is in Sg,(¢' + 1,p'). If
¢ + 1 < q, we repeat this operation.
Finally, we get a tableau 7”7 = (P~'o R"1 o ..o (Pt o R°N)T) € Sg,(q,p). If p' < p,
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we add to T” p — p/ trivial 2-columns . By construction, the mapping ¢ so defined

from |_| OSq, (¢, p') to Sa,(q,p) is the inverse mapping of f.
p'<p
a'<q
Let us recall the projection mapping 7 : Sq, = ®pq L'gp — Sgej. We show that if
P <p, qd <gq, then n(I'y ) C I',,. Now, our proposition proves by induction on p and
q that :
uQSG2 (Q7p) = dim(ﬂ(Fq,p) / Z W(FQ'»P'))

(',9")<(p,q)
where (p',¢') < (p,q) means p’ <p, ¢ <qand (p',¢) # (p,q).

Proposition 2.6.6.
The set QSq,(p, q) is a basis for a supplementary space W, , in mw(I'y,) to the space

Z T(Lyr )

(r"q")<(p,9)
Proof :
Since the number of quasi standard tableaux is the dimension of our space, it is enough
to prove that the family OS¢, (¢, p) is independent in the quotient 7(I'; ) / Z T(Ty )
(r",a")<(p,q)

Suppose this is not the case, there is a linear relation Z a;T; between some T} in
i

9S¢,(q,p) which belongs to Z 7(I'y ) that means, there is a S in the ideal

(r',a")<(p,q)
PL,cq of reduced Pliicker relations, a family (77) of tableaux in U <@g Sa,(q', ')

and b; € R such that : Z a;T; = Z bjT; + S. This means
i J
(D aTi=)_ bT)) In-=0. (1)
{ J

But now the action of the diagonal matrices H € b in G, are diagonal in C[J; ;, d;]. Thus
we decompose the preceding expression in a finite sum of weight vectors with weight
i € b*. The relation (1) holds for any weight vector, thus we get a nontrivial relation :

(5wt S0 b =0 ) (o 01 =0
i j i j
The first relation means there is S, in the ideal PL,.q such that :
Z CLZ‘E - Z bjjg == S'u.
i J
S, being in PL,.4 can be written as :

5,3 L+ Y (g ~1)+ X ([ ~1)
k l

m
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where PLj are Pliicker relations which are homogeneous, with weight u, with respect to

the b action. Let us put
U=y Y um- Y P
i j k

U is a linear combination of Young tableaux U = ), ¢,Uy, it is homogeneous with weight
w. If we delete the trivial columns of each the U, tableau, we get a tableau U, of weight

W — awy — bw,y, if there is a columns and b columns . Now to delete these columns

corresponds exactly to the restriction of the corresponding polynomial functions to N—.
Denoting by ' the restriction to N—, we get :

U'=> alU;=0.
1

For any (a,b), we put M, = {{, such that U; has weight ;1 — aw; — bw,} then for any
(a,b), by homogeneity,
Z C@Ug =0.

€M, 4
Fi
inally, , )
UZZ() Z CgUg() = 0.
a,b LeM(q )

This proves our proposition.
O
Finally we can compute the semi standard non quasi standard minimal tableaux for
(G5, without any trivial column :

( 3\
1[2] [1]2] [1]2] [1]3] [1[3] [1[3] [1]4] [1]4] [1]4] [1]5]

51 I O - B S 1) B (- € I 1 N T
1[5 [1]e] [1]2[3] [1]2]4] [1]2]3] [1]2]4] [1]2]5] [1]2]5]

7 7l 7 sls] 7 3l5) T (3le] [3]6] [3]3] 3|7
1]2]6] [1]2]4] [1]2]4] [1]2]5] [1]3]4] [1]3]5] [1]2]5] [1]2]é6]
317] 7 l4l5] 7 |4le]  [4]e] l4]6] 46| O l4|7] 4|7 7
113]5] [1]3]6] [1]2]5] [1[3]s] [1]2]5] [1]2]6] [1]3]5] [1]3]6]
al7] 7 l4|7] |5l6] |5l6] [5l7] l5l7] 5|7 l5l7]
1[4|5] [1]4]6] [1]3]6] [1[4]6] [1]5]6] [1][2]3]5] [1][2]3]6]

sl7) 7 1sl7] lel7] lel7] ' lel7] " [3]5l6]  [3]6]7]
1[2]4]6] [1]2]5]6] [1]2]3]5] [1]2]4]5] [1]2]3]6] [1]2]4]6]
slel7] 7 [3]6][7] 7 [3[5]7] " [3]sl7] [3[s]7] 7 [3][5]7]
1[2]4]5] [1]2]4]6] [1]2]4]7] [1]2]4]6] [1]2]5]6] [1]3]4]6]
Al5[7] 7 l4als]7] 7 l4als|7] l4lel7] C 4fe6]7] 7 [4]e]7]
113[5]6] [1]2]5]6] [1][3]5]6] 213]5]6]

L[4]6]7] 7 [5]6]7] " [5]6]7] ' [3]5]6]7 )




w
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Now, for GG, the picture of a part of the diamond cone is as follows :

66] 67]

6 3]e 7 1]6 L] 56
I - 7]
2[6] | |
E 17
T Ggelc T T e
6 34 L — 2] L7] 5T
o 6 T l B 3]s ] 7 L7
L2 - 7 L]
T 7 o [ Nalon oTo]
3] 6 1 7] L8] L7 2 7]
1]6] 1]s] — 2[s5] ¢ S
3 2 3]i 1 6]i P ! 7‘ L=
- [¢] 5] -

[=]-]
- [e]+]
]

=[]
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Chapitre 3

Le cone diamant symplectique

D. Arnal Et O. Khlifi.

Accepté pour publication dans le Bulletin des Sciences Mathématiques.

Abstract The diamond cone is a combinatorial description for a basis in a inde-
composable module for the nilpotent factor n™ of a semi simple Lie algebra. After N.J.
Wildberger who introduced this notion for sl(3), this description was achevied in [ABW]
for sl(n) and in [AAK] for the rank 2 semi-simple Lie algebras.

In the present work, we generalize these constructions to the Lie algebras sp(2n). The
symplectic semi standard Young tableaux were defined by C. de Concini in [DeC|, they
form a basis for the shape algebra of sp(2n). We introduce here the notion of symplectic
quasi standard Young tableaux, these tableaux give the diamond cone for sp(2n).

Résumé. Sin' est le facteur nilpotent d’une algébre semi simple g, le cone diamant de g est
la description combinatoire d’une base d’un n* module indécomposable naturel. Cette notion a
été introduite par N. J. Wildberger pour sl(3), le cone diamant de sl(n) est décrit dans [ABW],
celui des algébres semi simples de rang 2 dans [AAK].

Dans cet article, nous généralisons ces constructions au cas des algébres de Lie sp(2n). Les
tableaux de Young semi standards symplectiques ont été définis par C. de Concini dans [DeC],
ils forment une base de I'algébre de forme de sp(2n). Nous introduisons ici la notion de tableaux
de Young quasi standards symplectiques, ces derniers décrivent le cone diamant de sp(2n).

3.1 Introduction

Soit g une algébre de Lie semi simple complexe de dimension finie et

g=bh+> g"=h+)> CX,

acd acd

==
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sa décomposition en sous-espaces radiciels.

La théorie des modules simples de dimension finie de g est trés bien connue et assez
explicite. Ayant fixé un systéme de racines simples A, on note ®* I’ensemble des racines
positives, n™ = >~ .. g% on sait quun tel module simple V* est caractérisé a équiva-
lence prés par son plus haut poids A qui est entier et dominant. Soit A I'ensemble des
poids entiers dominants. Cette théorie peut se résumer a la description de 'algébre de

forme de g. Cette algebre est I'espace

V=

AEA

muni d’une multiplication associative et commutative naturelle (voir [FH]).

Un probléme combinatoire classique est alors de décrire explicitement cette algébre,
en particulier d’en donner une base, formée d’une union de bases de chaque V. Par
exemple dans le cas ot g = sl(n), on note S* le module V* et S® 'algébre de forme de
sl(n). Cette algébre s’identifie & une algébre de fonctions polynomes sur le groupe de Lie
SL(n), et on connait depuis le 199" siécle une telle base. On peut I'indexer par I’ensemble
SS*® des tableaux de Young semi standards, remplis par des coefficients dans {1,...,n}
et dont les colonnes sont de hauteur inférieure & n : chaque tableau définit naturellement
une fonction polynéme, produits de sous déterminants sur SL(n), ces fonctions forment
une base de S°, les tableaux de forme A\ définissant une base de V.

Dans la suite, on notera v_, un vecteur de plus bas poids de V*, V* est engendré par
Paction de n™ sur le vecteur v_,. On notera V\ I'espace V* vu comme un n* module
monogeéne. Ces modules monogénes sont en fait maximaux et caractérisés par les nombres
entiers naturels a, (o € A) tels que

Xty y#0 et Xy =0 (a€A).

La description des modules monogénes nilpotents de n™ semble donc se résumer a la
description d’une nouvelle algébre V.4, quotient de I'algébre de forme V et que l'on
appellera I'algébre de forme réduite de g. Cette algébre ne sera plus la somme directe
des Vn); mais en fait un n* module indécomposable, union de tous ces modules, avec la
stratification naturelle : V2 C V2 si et seulement si p < A

Le probléme combinatoire est maintenant de décrire une base de I'algébre de forme
réduite, adaptée a la stratification, c’est a dire une base union de bases des Vnﬁ, la base
de Vnﬁ contenant toutes celles des Vi si p < A

Supposons de nouveau que g = sl(n). Ce cas a été étudié dans [ABW]. L’algébre de
forme réduite, S, est isomorphe a I'algébre C[N*] des fonctions polynomes sur le groupe
NT = expn®. Une base adaptée de cette algébre est donnée par ’ensemble QQS® des ta-
bleaux de Young appelés quasi standards. La base de Vnﬁ étant donnée par ’ensemble
des tableaux de Young quasi standards de forme inférieure ou égale & A\. Autrement dit,
I’ensemble des tableaux de Young quasi standards de forme A forme une base d’un sup-

plémentaire de Zu < VL dans Vnﬁ. En reprenant la terminologie de N. J. Wildberger,
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on dit qu’on a décrit le cone diamant de sl(n), [W1].

Récemment, avec B. Agrebaoui, nous avons réalisé la méme construction combina-
toire pour les algebres de rang 2 : 5[(2) x 5[(2), s((3), sp(4) et go. Nous avons ainsi décrit
leur cone diamant en utilisant pour chacune d’elles la bonne notion de tableau de Young
quasi standard (JAAK]).

Le but de cet article est de traiter de la méme facon les algébres de Lie symplectiqes
sp(2n). Pour ces algébres, on peut définir la classe des tableaux de Young semi standards,
ce qui donne une base de I'algébre de forme S de sp(2n).

On regarde d’abord sp(2n) comme une sous algébre de Lie de l'algébre sl(2n), de
telle facon que, avec des notations évidentes,

bsp(?n) = bs[(?n) N 5]3(271), 11;;(271) = 11:[(2”) N 5p(2n)

On se limite alors aux s[(2n) modules simples S* qui correspondent aux tableaux de
Young n’ayant pas de colonne de hauteur > n, la restriction de S* a sp(2n) contient
exactement un sp(2n) module simple S™ de plus haut poids Albepean - On décrit ainsi
exactement ’ensemble des sp(2n) modules simples et il existe deux combinatoires, celles
de de Concini et celle de Kashiwara-Nakashima qui permettent de sélectioner, parmi les
tableaux de Young semi standards de forme ), une base de V. On dira que ces tableaux

sont les tableaux semi standards symplectiques, voir [DeC], [KN].

Dans cet article, on va définir la notion de tableau de Young quasi standard sym-
plectique et montrer que, comme dans le cas de sl(n) ou des algébres de rang 2, les
tableaux quasi standards symplectiques de forme A forment une base d’un supplémen-

taire de > ) Sf‘?z(zm dans Sg(%). On obtiendra ainsi une base de I'algebre de forme
réduite de sp(2n). Cette algebre, notée S{*) est isomorphe a C[Ngyam] et sa structure

+
de Map(2n)

cone diamant des algébres sp(2n).

module indécomposable est bien décrite par notre base. On aura ainsi décrit le

3.2 Tableaux de Young semi et quasi standards pour
sl(n)

Dans cette section, on va rappeler les définitions, les notations et les résultats de I'ar-
ticle [ABW] qui étudie le cas des algébres sl(n). On esquissera aussi une nouvelle preuve
du résultat principal de ce travail, en utilisant le jeu de taquin de Schiitzenberger. C’est
cette preuve qui sera généralisée pour sp(2n).

3.2.1 Tableaux de Young semi standards pour sl(n)
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L’algébre de Lie sl(n) est 'ensemble des matrices complexes carrées d’ordre n et de
trace nulle. Le groupe de Lie correspondant, SL(n), est I’ensemble des matrices carrées
d’ordre n et de déterminant 1.

L’ensemble h des matrices diagonales H = diag(k1,...,k,) (avec >, k; = 0) est
une sous algébre de Cartan de sl(n). On définit les formes linéaires 6; sur h en posant
0;(H) = k;. On choisit 'ensemble des racines simples A = {o; = 6,01 — 6;, 1 <i < n}.
Pour 1 < k < n, 'action naturelle de sl(n) sur A¥C™ définit des modules irréductibles de
plus haut poids wy = 61 + - - - + 0. Ces modules sont les représentations fondamentales
de sl(n).

Chaque sl(n) module simple est caractérisé par son plus haut poids

n—1
A= E QWi
k=1

ot les a;, sont des entiers naturels. Notons ce module irréductible S*, ¢’est un sous module
de
Sym®™(C") @ Sym™(A’C") @ - - - @ Sym*1(A"~'C").

La théorie classique des sl(n) modules simples dit que ’ensemble des modules simples
est en bijection avec I’ensemble A des poids entiers positifs, et que 'application A —
(a,...,a,) est une bijection de A sur N"~1.

Soit (ey,...,e,) la base canonique de C". Le déterminant de la sous matrice de g
obtenue en ne considérant que les lignes 7y,...,7; et les colonnes 7j1,...,Jq est noté
det (g;41,...,0k;j1,---,Jk). Une base de S“* est donnée par ’ensemble des fonctions
sous déterminant suivantes :

5i(f) . (g) =det (g501, ... 051, ..., k)
stk

= (ej, N---Nej,ger N+ A gey)

i)

ou g € SL(n), et iy <ig < -+ <.
On note cette fonction par une colonne :

5 =

1] 4eeeylf

i

Siiy=1,19=2,...,i = k, la colonne sera dite triviale.
Le groupe SL(n) agit sur ces colonnes par 'action réguliére gauche :

77777

Par construction, cette action coincide avec I'action naturelle de SL(n) sur A*C™. La
colonne triviale est le vecteur de poids wy, on la choisit comme le vecteur de plus haut
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poids de S, ce module est maintenant défini univoquement (pas a un opérateur scalaire
prés).

On notera un produit de fonctions 6 comme un tableau, formé d’une juxtaposition
de colonnes qu’on appellera tableau de Young. Un tableau de Young vide 7" est une suite
finie de colonnes c, ..., ¢,. Chaque colonne verticale c; est formée de ¢; cases vides. Ces
cases sont repérées par un double indice : pour la colonne ¢;, ce sont les cases (1, j),.. .,
(¢;,7). On suppose 1 </, < ... </ <n—1. La forme du tableau form(T) est le n —1
uplet (aq,...,a,—1) s'il y a a; colonnes de hauteur 1,.. ., a,_; colonnes de hauteur n — 1.
On remplit le tableau avec des entiers ¢;; placés dans les cases vides.

Ainsi, 'ensemble des tableaux de Young forme une base de 'algébre symétrique :
= Z Sym™(C") @ - - ® Sym" (A" 1C").

A1;-.-50n—1

Si A = > apwy, le module S* est alors équivalent au sous-module de Sym®(/\ C") en-
gendré par I'action de sl(n) sur le tableau de Young T* ayant exactement a; colonnes
triviales de hauteur 1, ..., a,_1 colonnes triviales de hauteur n — 1.

Soit Nt le groupe des matrices n x n triangulaires supérieures avec des 1 sur la
diagonales. On montre que 'algébre des fonctions polynomiales en les coefficients de
g € SL(n) N7 invariantes par multiplication & droite est engendrée par les fonctions
52(1]“)% Cette algébre est donc un quotient de I’algébre Sym®(/A C"). En tant que sl(n)
module, elle est engendrée par les fonctions T?, c’est la somme directe des S*.

Définition 3.2.1.
L’algébre de forme de SL(n) est le sl(n) module :

S.:@ S/\

A€A

vu comme le quotient de Sym®(/\ C") défini ci-dessus.

Un tableau de Young de forme A = (ay,...,a,_1) est dit semi standard si son rem-
plissage se fait par des entiers < n qui sont croissants de gauche a droite le long de
chaque ligne et strictement croissants de haut en bas le long de chaque colonne.

La théorie classique des tableaux de Young semi standards dit que ces tableaux
forment une base de I'espace S°. Plus précisément :

Théoréme 3.2.1.
1) On a les isomorphismes d’algébre :

S* ~ CISL)Y ~C 1/pr -
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L’idéal PL est I'idéal engendré par les relations Pliicker : pour p > ¢ > r,

0= 5(10 5(‘1) + Z :Ed(p? ‘ ' . 5(f1)

1177'27 7’Lp J15J25-- 7.](1 ({7’17"'7’Lp}\A)U{.]17"'7‘77‘} Au{j’l"‘rlr“:jq}'
AC{i1,.ip}
#A=r
2) SiA=aw;+ - +a, 1wp_1 = (ay,...,a,_1), alors une base de S* est donnée par
I’ensemble des tableaux de Young semi standards de forme .

3) La relation d’ordre sur les poids u < A corespond a la relation d’ordre partielle
br < ay pour tout k si u = (by,...,bg) et A= (a,...,a).

Exemple 3.2.1. Pour le cas de s[(3) (n = 3), on a une seule relation de Pliicker :

3] | [2[1] _ [af2] _
3 3

L’algebre de forme S°, lorsque n = 3, est une sous algébre de Sym®(/ C?), on a vu
comment définir une base de cette derniére, formée de tableaux de Young. La base de S°

est obtenue en éliminant les tableaux‘non semi standards. C’est & dire exactement ceux
211

3

qui contiennent le sous tableau

3.2.2 Tableaux de Young Quasi standards pour sl(n)

Pour construire ’algébre de forme réduite a partir de 'algébre de forme, on restreint
les fonctions polynomiales Nt invariantes sur SL(n) au sous groupe N~ = ‘NT.

Définition 3.2.2.

On appelle algébre forme réduite, et on note S°_,, le quotient :

red’
*a =8 1),

Théoréme 3.2.2.
En tant qu’algebre, S}, est 'algébre des fonctions polynomlales sur le groupe N~

C’est aussi le quotient de l'algébre symétrique sur les fonctions (5 i, TIOT tr1v1ales
(1, > k) par I'idéal des relations de Pliicker réduites, c’est a dire des relations de Pliicker
dans lesquelles on suprime les colonnes triviales.
En tant que n* module, S, est indécomposable et c’est P'union des modules V2 =
S?., stratifiée par :
<\ = S/:‘F C Sﬁ+

Définition 3.2.3.

On considére un tableau semi standard 7" = (¢;;). Si le haut de la premiére colonne
de T (les s premiéres lignes) est trivial, si 7' contient une colonne de hauteur s et si pour
tout j pour lequel ces entrées existent, on a tj11) < t(s41);, on dit que 7" n’est pas quasi
standard en s. S’il n’existe aucun tel s, on dit que T" est quasi standard.
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Exemple 3.2.2.

La relation de Pliicker réduite pour s[(3) est :

2| _ [1]2] _
+ o =0

Cette relation contient un seul tableau non quasi standard : le dernier.

Notons SS* (resp. @S*) Pensemble des tableaux de Young semi standards (resp.
quasi standards) de forme A.

Le résultat principal de [ABW] est que les tableaux quasi standards décrivent le
cone diamant de sl(n). Donnons une preuve de ce résultat utilisant le jeu de taquin de
Schiitzenberger.

Soient S et T deux tableaux de Young vides de forme p = form(S) = (by,...,b,) <
A= form(T) = (ai,...,a,—1). On place S dans le coin en haut a gauche de 7. Un coin
intérieur de S est une case (z,y) de S telle que, immédiatement & droite et immédiatement
en dessous de cette case, il n’y a pas de case de S. Un coin extérieur de T" est une case vide
(2',y') qu’on peut ajouter & T de telle fagon que T'U {(z’,3')} soit encore un tableau de
Young (ses colonnes sont de hauteurs décroissantes et commencent a la premiére ligne).

On laisse le tableau S vide et on remplit le ‘tableau tordu’ 7'\ S de forme A\ u
par des entiers ¢;; < n de fagon semi standard : pour tout ¢ et tout j, t;; < f(41); et
tij < ti(j+1), si les cases correspondentes sont dans 7"\ S. On choisit un coin intérieur de
S et on l'identifie par une étoile : [x]. On dira qu’on a un tableau tordu 7"\ S pointé. Par
exemple,

2 4
* 3 5
4 6
5 7

est un tableau tordu pointé.

Le jeu de taquin consiste & déplacer cette case dans 7. Aprés un certain nombre
de déplacements, le tableau T est devenu un tableau 7" dans lequel la case pointée est a
la place (i, 7). Alors
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Si la case (i, j 4 1) existe et si la case (i 4 1, j) n’existe pas ou t(11); > ti(j+1), on
pousse [ %] vers la droite, ¢’est a dire, on remplace 7" par le tableau 77 ou en (4, j),
on met |t;;41) |, on met [x]en (4,7 4+ 1), on ne modifie pas les autres entrées de 7".

Sila case (i 4+ 1,7) existe et si la case (i, j + 1) n’existe pas ou t(41); < ti(j+1), on
pousse [x| vers le bas, c’est & dire, on remplace 7" par le tableau 77 ou en (4, ),
on met |t;41y; , on met [x]en (i +1,7), on ne modifie pas les autres entrées de 7".

Si les cases (i +1,j) et (¢, + 1) n’existent pas, on supprime la case [x]. La case
(i,7) n’est plus une case de T” mais le tableau formé des cases de T” et de la case
(1,7) est un tableau de Young. La case (i,7) est un coin extérieur de 77.

Exemple 3.2.3.

2 | 4 2 | 4 2 | 4 2 | 4
* | 3|56 3| x| 5 315 | % 3|5 99
T = —_— — — =T
4 | 6 4 | 6 4 | 6 4 | 6
517 5|7 517 5 | 7
2 | 4 2| 4 2 | 4 2 | 4 2 | 4
* | 3|6 3| x| 6 315 |6 315 |6 315 |6 99
T = — — — — = T17.
4 | 5 4 | 5 4 | % 4 |7 4 |7
517 5| 7 517 5 | % 5

Appelons S” le tableau de Young vide obtenu en supprimant la case pointée de
S et W = form(S”). Le tableau T \ S” est encore semi standard. Si (7, j) est le coin
intérieur pointé de S et (7, 57) le coin extérieur pointé de 77, on pose (T7\S”, (i",57)) =
Jdt(T \ S, (i,7)). On peut inverser cette application.

Appelons inversion 'opération qui consiste a prendre un tableau de Young semi stan-
dard T\ S de forme form(T \ S) = A\ u, & le plonger dans le plus petit rectangle
le contenant (c’est a dire le rectangle de largeur r et de hauteur ¢;), puis a retourner
ce rectangle et a remplacer chacune des entrées t;; du tableau tordu ainsi obtenu par
n+ 1 —t;; et x par . Le tableau obtenu 7"\ " = (7" \ S) est encore un tableau semi
standard tordu. Si on pointe un coin extérieur de 7', la case | x| est dans un coin intérieur
de S’, et réciproquement. Alors

jdt—l(T” \S”’ (i77’j77)) — O_O]dto O_(T?? \5777 (i??)j??)).
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Par exemple le jeu de taquin appliqué ci dessus s’inverse ainsi sin =7 :

2| 4 * |3

(T, (4,2) =11 o(T,(4,2) =

4 7 2 3 5
5 * 4 6

1 3 2 4

jdt o o(T, (4,2)) =|_| > | * gojdtoo(T, (4,2) =" 1"
2 5 * 4 5
4 6 5 7

Le jeu de taquin est donc une application bijective

jdt U SS(A\ p) x {coins intérieurs de p} —
A\p
— U SS(A”\ ) x {coins extérieurs de \”}.
AT\

Considérons maintenant un tableau 7' = (¢;;) non quasi standard et s le plus grand
entier tel que T' n’est pas quasi standard en s. Le haut de sa premiére colonne est trivial :
ts1 = s, pour tout j, on a t(s41); < lej4+1) et T posseéde une colonne de hauteur s.

On ajoute a ce tableau une colonne triviale, de hauteur n — 1, dont on vide le sous
tableau S formé des s cases supérieures.

On pointe S en son unique coin et on applique le jeu de taquin. La case pointée se
déplace toujours vers la droite et ’sort” au bout de la derniére colonne de hauteur s. La
ligne s a juste été décalée d’une case vers la gauche. On obtient un tableau de premiére
colonne vide sur les s — 1 premiéres cases et triviale sur les n — s cases restantes. On
supprime cette colonne. Si s > 1, le tableau 7" obtenu n’est pas quasi standard en s — 1,
et peut étre en s, mais il est ‘quasi standard en tout ¢ > s’. On peut donc recommencer
ce procédé et obtenir finalement un tableau quasi standard 7. Il est aisé de vérifier que
cette procédure réalise une bijection entre I’ensemble des tableaux semi standards de
forme A et I'union des tableaux quasi standards de forme plus petite que A.

SSA AE— l—lﬂﬁ/\ QS“

D’autre part, on ordonne les tableaux de Young en disant que T' < S si form(T) <
form(S) et form(T) # form(S) ou si form(T) = form(S), mais qu’en lisant T" et S
colonne par colonne, de droite a gauche et de bas en haut, le premier couple d’entrées
différentes vérifie s; ; < t; ;.

Soit toujours T" un tableau non quasi standard en s et quasi standard en tout ¢ > s,
de forme A. Si la colonne numéro ¢ de T" a une hauteur supérieure ou égale a s, et si
0T est le tableau obtenu en permutant les s premiéres cases des colonnes numéro 1 et
¢ de T, on vérifie qu’en appliquant la relation de Pliicker succesivement sur les colonnes
numéros 7,7+ 1, 1 <17 < £, on obtient une relation

T=0T+)5,

J
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oit S; < T pour tout j (bien sir ‘T > T). Lorsque la hauteur de la colonne numéro
¢ est s, on obtient une colonne triviale qui disparait dans le quotient S; ;. On appelle
(0°T)" 1e tableau dans lequel on supprime cette colonne. On a (9°T) < T. On montre
donc par récurrence que Ll <) QS* est un systéme générateur de Sﬁ+ dans S?_,.

Comme ce systéme de générateurs a pour cardinal la dimension de ce module, on a

prouveé :

Théoréme 3.2.3. ([ABW])

L’ensemble @)S*® des tableaux quasi standards forme une base de S
stratification de ce nT-module indécomposable.

La réunion U,<y QS* forme une base de SﬁJ,.

reqs dqui décrit la

3.3 Tableaux de Young semi standards symplectiques

Cette section est consacrée a rappeler la définition des tableaux de Young semi stan-
dards symplectiques. Cette notion a été développée en 1979 par C. De Concini (voir
[DeC]). En 1994, une autre description combinatoire des bases cristallines symplectiques,
en termes de tableaux semi standards symplectiques, a été présentée par M. Kashiwara
et T. Nakashima (voir [KN]). En réalité, ces deux constructions sont équivalentes, une
bijection explicite a été donnée par J. T. Sheats ([Sh]). Dans la suite, nous allons adap-
ter la version des tableau semi standards symplectiques de De Concini en se référant au
travail de J. T. Sheats.

Rappelons aussi que R.G. Donnelly a donné une construction explicite de 1'action
des éléments de sp(2n) sur les bases de De Concini et de Kashiwara-Nakashima pour les
représentations fondamentales S+ ([D]).

3.3.1 Modules fondamentaux et colonnes symplectiques

Utilisant lordre 1 < 2 < -+~ < n < @ < --- < 1, on équipe C?" de la base
(€1,...,€n,€m, ... e1) et de la forme symplectique

Q:Zej/\ef.

Le groupe de Lie symplectique SP(2n) est le groupe des matrices complexes 2n X 2n
laissant 2 invariante. Son algébre de Lie sp(2n) est simple de type C,,, c’est I'espace des
matrices :

A B
X = , A B, C, De Mat(n,n), D=-"AB="B,C=°C

C D
ou ° est la symétrie par rapport a la deuxiéme diagonale.

Une sous algébre de Cartan b de sp(2n) est la sous algébre des matrices diagonales
H = diag(k1,...,Kn, —Fn,...,—K1). On pose 0;(H) = k; et on choisit le systéme de
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racines simples suivant :
A:{ozi:@-—eiﬂ, 1= 1,2,...,71—1, 067,1220”}.

Remrquons que notre choix de racines simples est tel que, pour sp(2n), la sous algébre
nt = 3" _,9% est I'espace des matrices de sp(2n) qui sont strictement triangulaires
supérieures. On note N le sous groupe analytique de SP(2n) correspondant.

L’ensemble A des poids entiers dominants est isomorphe & N”, en effet, \ est entier
dominant si et seulement si A = > agwg, ou les a; sont des entiers positifs ou nuls, et
wy = 01+ - - + 6 sont les poids fondamentaux de sp(2n). Etudions d’abord ces modules
fondamentaux.

Théoréme 3.3.1. (|[FH])

Si k > 2, considérons la fonction de contraction naturelle ¢, définie par :

~

or(vr A+ Aoy) :ZQ(vi,vj)(—l)i”’lvl/\--~/\@-/\---/\vj/\-~-/\vk.
i<j

Le noyau de o est un sous sp(2n) module de A*C?" isomorphe au module fonda-
mental S®* de sp(2n) de plus haut poids w.

Les sp(2n) modules irréductibles fondamentaux S+ sont ainsi réalisés dans des sous
espaces des sl(2n) modules fondamentaux S“*, pour k = 1,... n.
Tout sp(2n) module simple S™ est le sous module du produit tensoriel

Sym™ (S<“’1>) ® Sym®? (S<w2>) R ® Sym“”(S<“’”>)

engendré par le vecteur de plus haut poids.
Comme pour SL(2n), considérons les fonctions 'colonnes’ suivantes définies sur SP(2n) :

60 () = (el Ao Aelger A Ager) (B <m, g€ SP(2n)).
Ces fonctions ne sont pas indépendantes. Par exemple, si A, D C {1,...,n}, si A =

{p1 <p2<---<ps}, D={q <--- <@}, on pose

) _ * (*) (%)
eAE—ep*l)/\---/\ez(,s)/\eqT N Neg
Sik=t+s+2<n,ona
(€ip A geqmy) = D H € mpomy 960k))

i=1
= <tge:@ ANQeq ) =0.

Du théoréme précédent, on déduit que ce sont les seules relations homogénes de
degré 1 entre ces fonctions. On appellera ces relations les relations de Pliicker internes
de sp(2n).
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Définition 3.3.1.
Soit A, D C {1,...,n} tels que k = A + D < n. Posons

b1
A :
R
qdi D15--3Ps5Gt5-5G1
D :
¢

siA={p<po<---<ps}, D={qs <---<q}. Posons [ = AND = {iy,...,i}.

On dit que la colonne est une colonne semi standard symplectique si {1,...,n}\AUD
contient au moins un élément j > i,, deux éléments j,j" > i, 1, etc. ..

On montre ([DeC]) que les colonnes semi standards symplectiques forment une base
du module fondamental S, 4

On considére maintenant une colonne semi standard symplectique D On note [ =
AND, J={j,...,J-} laplus petite partie, pour 'ordre lexicographique, de {1,... ,n}\
AU D telle que #J = #I, i1 < ji,. .., iy < jr. On pose (dble se lit ‘double’) :

A A B
C=(D\I)UJ, B=(A\I)UJ, dble( D)= oD
Alors dble( % ) est un tableau de Young semi standard pour ’ordre choisi sur les indices :

1<2<--<n<m<---<1.

Exemple 3.3.1. Supposons n = 4, pour sp(8), une colonne semi standard symplectique
et son double est

A 112
A A B

=12, die(p)=7 p =23

D Sl

3.3.2 Modules simples et tableaux semi standards symplectiques

Soit A = > ajwy, un poids entier dominant. Le module simple correspondant S est
le sous module engendré par ‘le’ vecteur de poids A\ dans

Symal <S<w1>) ® e ® Syma" (S(w’n>)
Il est donc engendré par les tableaux de Young de forme
A= (ag,...,a,,0,...,0)

dont toutes les colonnes sont semi standards symplectiques. Une base de SV a été dé-
terminée par G. de Concini (|DeC]).
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Définition 3.3.2.

Soit T" un tableau de forme A dont toutes les colonnes sont semi standards symplec-
tiques. Le tableau dble(T') est le tableau obtenu en juxtaposant les doubles des colonnes
de T.

On dit que T est un tableau semi standard symplectique (ou semi standard pour
sp(2n)) si dble(T) est un tableau semi standard (pour s[(2n)).

Alors

Théoréme 3.3.2. (|DeC])
L’ensemble SS™ des tableaux de Young semi standards symplectiques de forme X
est une base du sp(2n) module simple S™.

Exemple 3.3.2.
Pour n = 3 (cas de sp(6)), et A = wy + ws, le tableau suivant est semi standard
symplectique :

en effet dble (T') =

|

|
|

1
2
2

3.4 Algébre de forme et algébre de forme réduite

Considérons la somme de tous les sp(2n) modules simples :

Sl — @ S

AEA

L’ensemble S5 de tous les tableaux semi standards symplectiques est donc une
base de ce module.

Comme pour toute algébre de Lie semi simple, cette somme peut étre munie d’une
multiplication qui en fait une algébre commutative. Pour sp(2n), on peut réaliser cette
structure explicitement, exactement comme pour s[(2n).

Notons C[SP(2n)]¥" Pespace des fonctions polynomiales sur SP(2n) qui sont inva-
riantes par multiplications & droite par les matrices de NT. C’est un SP(2n) module
pour 'action a gauche :

(9.)(g1) = f(gq) (g9, 1 € SP(2n), f e C[SP2n)N").

Comme c’est aussi une somme de modules de dimension finie, il se décompose en somme
de modules irréductibles SV, Ses vecteurs de poids dominant f* sont des fonctions
polynomiales invariantes sous la multiplication a droite par N et & gauche par !N ™.
Par la méthode du pivot de Gauss, ces fonctions sont caractérisées par leur valeur sur
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les matrices diagonales de SP(2n) :

57 (q) Ol (9) 1
o) = (dmg@w(g),..., Len®) ot )
5" ) 6 (9) 5 (g)
5(71—1) () Pn
(1) p1 1..(n-1)\Y
S e (89() (— )
2 e () “i

(la derniére somme est finie). En faisant agir f sur cette fonction, on voit que la somme
ne contient qu’un terme et que

A= (p1 —pa)wi + (P2 — p3)wa + -+ + (Ppn—1 — Pn)Wn—1 + Pn.

Comme A est dominant entier, les py sont entiers et vérifient p;y > ps > -+ > p, > 0.
Pour chaque X de A, I'espace des fonctions f* est de dimension 1, ou :

ClSP2n)V" ~ P SH =s.

AEA
Cette identification fait de S une algébre commutative.

Définition 3.4.1.
On appelle algébre de forme de sp(2n) I'algébre S munie de la multiplication définie
ci-dessus.

Grace aux résultats précédents, on a :

Propriétés 3.4.1.
de I'algébre de forme de sl(2n) par 1'idéal J(* engendré par les relations de Pliicker in-
ternes.

On peut donc écrire :

ou PL est I'idéal des relations de Pliicker externes sur les couples de colonnes de hauteur
< n (relations homogénes de degrée deux) et des relations de Pliicker internes (homo-
génes de degré un).

Comme pour SL(n), en restreignant les fonctions (5g) . (r<n)aN-='N* on
définit 1’algébre forme réduite pour sp(2n).

Définition 3.4.2.

On appelle algébre de forme réduite de sp(2n) et on note St

req 1€ quotient :

St =8/ <6® 1> k=1,2...n

-----

Théoréme 3.4.1.
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i) Sf;fi est un nt module indécomposable.

ii) Si’e)d est 'union des Sfl’\f, stratifiée par :

U<\ = Sffi)CSfﬁ.

iii) Tout n™ module monogéne localement nilpotent est un quotient d’un des Sfﬁ‘g.

iv) On a Sﬁ;g =S, Ted/ﬂ') oil
Sty red = P <o, -1 k<n>.
A=A An,0,.0.40)
Preuve :

Les preuves de i), ii) et iii) sont identiques a celles de [ABW] pour le cas de sl(n).

iv) Le diagramme suivant

¢
° (o) _ Qe
St - S =87, Ja®
™l 7
¢1
(n) red (n) /<5(li>“,lc_17 k<n> red / 6(”6‘)“’ 1, k<n>
= S;ed/J(o)

est commutatif ¢’est a dire m o ¢ = ¢; o m1. On a donc bien qu?d = Szn) red/J<.>.

3.5 Tableaux de Young quasi standards symplectiques
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A partir de maintenant, on notera aussi f(A, D) la colonne semi standard symplec-

A
tique . Rappellons nos notations I = AN D, J est la plus petite partie ‘a droite de

D
I’ dans le complémentaire de AUD et B=(A\I)UJ,C=(D\I)UJ.

Inversement, si B et C sont connus, on peut retrouver I, J, A et D. En effet on a
alors J = BN C et I est la plus grande partie a gauche de J dans le complémentaire de
B U C, ayant le méme nombre d’éléments que J.

Soit donc B et C' deux parties de {1,...,n}. Posons J = BNC = {j; < -+ <
Jr} et définissons I comme la plus grande partie {i; < iy < --- < i,}, pour Pordre
lexicographique, de Z \ (B U C) telle que i; < jj pour tout k. On pose enfin :

A
A=(B\J)UI, D=(C\J)UI et g(B,C)=f(A D)=

D

Définition 3.5.1.
Soit T un tableau de Young semi standard symplectique. Nous dirons que T est quasi
standard symplectique si dble(T') est quasi standard (pour sl(2n)).

Notons SS™ T’ensemble des tabeaux semi standards symplectiques de forme A\ =
(ay,as,...,a,) ayant a; colonnes de hauteur 1, ..., a, colonnes de hauteur n. De méme,
notons QS Tensemble des tableaux quasi standards symplectiques de forme A et
NQSW I'ensemble des tableaux semi standards non quasi standards symplectiques de
forme \.

Remrquons qu’un tableau de Young 7" peut étre quasi standard pour sl(2n) sans que
son double le soit. En voici un exemple

— dble(T) =] . |. |-

|

1
2
2

w|
[N}

T est quasi standard mais dble(T) ne l'est pas.

On dira qu'un tableau 7" semi standard symplectique est poussable en s, et on notera
T € NQSs si dble(T) = (t; ;) a la propriété ¢, 11 < tsi1,;, pour tout j pour lesquels ces
deux entrées existent. On remrque d’abord que chaque colonne de T, élément de NQ.S,
se décompose.

Lemme 3.5.1.
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A A B
Soit T" un tableau de NQS;, ¢ = une colonne de 7' et dble(c) = son

D C D
double. Supposons s < #A. Soit o un nombre entier tel que by < o < agyq (Si s = #A,
on choisit o > b, seulement). Pour toute partie X de [1,n], on pose X=% = X N[1,q] et
X% = XN]a,n|. Alors

As@ Asa  B<a
1. La colonne est semi standard pour sp(2«) et son double est
D= " D™
A>a
2. La colonne , indexée par [a + 1,n] U [m,a + 1], est semi standard pour
5>a
A>a B>a
sp(2(n — «)) = sp(2]ar, n]) et son double est
6>a E>O¢
Preuve
Par hypothése, by, < a < asy1 (bs < a si s = #A) et [5* = AS* N D= donc les
éléments jy, . .., j, qui sont dans le complémentaire de (AUD) et dans [1, o] comprennent

les éléements de J N ([1,a]\ (AS*U D=%), donc il y en a suffisamment pour que la colonne

As@
soit semi standard pour sp(2a). Par construction, J=% est la plus petite partie

_Sa

de [1,a] \ (AS®* U D=?), de cardinal #I=“ et qui contienne 1 élément plus grand que le
premier élément de /=% un deuxiéme élément plus grand que le deuxiéme élément de
I etc ..., donc

Ase ASe pse
dble( ) =

D= = D™
On en déduit que si [7% = [\ IS% et J>* = J\ J=%, alors J~ a le méme cardinal
que 7%, chaque élément de [~ est majoré par un élément de J~% et J~% est la plus
petite partie de [+ 1,n] \ A”* U B~* ayant cette propriété. Ceci achéve la preuve du
lemme.

O



94 CHAPITRE 3. LE CONE DIAMANT SYMPLECTIQUE

On notera une telle colonne

Ase

A>a
c = fga(A§a7Dga) W f>a(A>a,D>a) —

>«

—<a

On notera aussi :

c= gSa(BSa, Cga) W g>a(B>a’ O>a),

Ase pge

A>e B>a
dble(c) =

—>a  =>a

C

—<a =<«

C D

De méme, si ¢ est une colonne de hauteur k& qui n’est pas quasi standard en s et
s>#A alors k—s+1=#A+#D — s+ 1 < #D. On choisit « tel que ¢;_s < a <
di—s+1, la colonne f<¥(A<* D<) est semi standard pour sp(2(a — 1)), et la colonne
fZ%(AZ2%, D=%) est semi standard pour sp(2(n — a + 1)), indexée par [a,n]. Le double
de ces colonnes est comme ci-dessus. On notera la colonne c :

A<oz

Az
c= f<a<A<a,D<a) W fza(Aza, Dza) —

D>

—<a
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On notera aussi :
c = g<oz(£g<oz7 C<a> W 92a(32a7 02a>’

A<a B<a

Aze Bz«
dble(c) =

o =2

C

—<a =<«

C

Lemme 3.5.2.
Avec les hypothéses du lemme précédent, on pose A’ = A\{as} et f(A', D) = g(B',C")
(dans sp(2n)). Alors
bs ¢ AUB UC'UD.
Ou
f(A,, D) — f<bS <A1<b37 D<bs) W f>bs (A>bs7 D>bs)

— g<bs (B,<b5, Cl<bs) W g>bs (B>b5, C>b5).

Preuve
Cas 1 a, = b,
Comme f=bs(ASbs D=bs) est une colonne symplectique, alors a, n’appartient pas
a ISP, Donc I<bs = [S0s = ['Sbs ot J<bs = J<bs — J'<bs Par suite b, n’appartient
pas & B'<bs b, ¢ B onab, ¢ AUD etb, ¢ .
Cas 2 a, < b,
Cela veut dire b, € J=, plus précisément

1=t ={ay, <---<a,} et JS={b, <---<b, =b}

On a deux sous-cas : ® Si t, = s, en enlevant a;, = a, de A, on enléve a, de I=b :
I'sts =[50\ {a,} et donc b, de J'<bs cest a dire by ¢ AU B'UC" U D.

e Sit, < s, alors par construction, a, ¢ <" en supprimant a, pour construire A’
on a a € [1,b5] \ (A’ U D) et donc J= devient J'<b = {b,,,...,b,,_,,as} (Vordre
n’est peut étre pas préservé). Donc by ¢ A’U B'UC’' U D.

Finalement puisque f>% (A>% D>%) = ¢g>%(B>% (%) et que b, n’appartient pas a D,
on a A<% = A'<bs et la derniére relation :
P D) = f (A, D) 204, D)
_ <bs 1<bs 1<bs >bs >bs >bs
=g(B',C").

Sis>#A posonst=k—s+1=#A+#D — s+ 1, alors
f(A, D) = g(B,C) = g~"(B~%,C~") v g=% (B=",C="),
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siC"=C\{a}, et g(B,C") = f(A', D), alors d; n’appartient pas & BUC'U A" U D',
O>dt — C/>dz et

g(B, C/) — g<dt (B<dt7 C’<dt) W g>dt (B>dt7 Cl>dt)
— f<dt (A<dt D<dt) S| f>dt(Al>dt Dl>dt)_

Lemme 3.5.3.
Soit f(A’, D) la colonne du lemme précédent. On garde les notations de ce lemme.
— Soit u > b, u ¢ B>, B” = B'U{u} et C” = (", alors :

g(B” 7 Cm) — g<b5 (B/<bs7 C«/<bs) W g2b3({u} U B>bs, C«>bs)
_ f<b5 (14<bS D<b5) m bes (A”st DvaS)
— f(AW’ D”)‘

— Supposons que A>% = (). Soit v > b,, v ¢ D>’ soit A7 = A’ et D" = D' U {v},
alors :
f(A”,D”) — f<bs(A<bs,D<bs) W beS(Q,D>bS U {U})
— g<b5 (B/<bs7cl<bs) &ngbs (w’ D>b5 U {U})
— g(B”?C??).

— Supposons que A”% = D>’ = (). Soit v < by, v &€ D=, soit A” = A" et D" =
D U {v}, alors :
f(14a77 Dn) _ beS(A<bS, D<bs U {’U})
— g§b5 (B77§b57 Cmgbs)
— g(B”,C”)‘

Preuve

Dans le premier cas, puisque la colonne ¢>%(B>% C>%) est semi standard pour
sp(2]bs, n]), la colonne ¢g=% ({u} U B>, C>b) est semi standard pour sp(2[b,, n]). En ef-
fet, si u > b, 'ensemble J">% devient J”>bs = J'>bs ou J">b = J">b U {u}, mais dans ce
dernier cas, I’ajout de I'indice b, garantit que la colonne reste semi standard. Si u = by,
alors J”2b = J>b et on n’a pas besoin de 'indice b, pour construire 72 = [">%s Ceci
prouve le premier cas.

Dans le cas 2, si v > by, il n’y a rien & prouver, si v = by, on doit prendre f=2% A la
place de f>?s.

Dans le cas 3, f(A”, D7) est semi standard puisqu’on ajoute, en méme temps que v, un
indice (b,) aprés les indices de la colonne semi standard f<% (A< D<) de sp(2[1, bs|).
O

Si maintenant s > #A, on pose comme plus haut ¢t = k£ — s + 1 et on considére la
colonne

g(B, Cl) _ g<dt(B<dt, C<dt) W g>dt(B>dt, Cdt) — f(A,, D/)
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Soit v < dy, v ¢ D% et A” = A, D" = D' U {v} alors le méme argument que le cas 1
ci dessus donne :

f(A”, Dn) — f<dt (A<dt’D<dz) W fzdt (A/>dz7 D/>dz U {U})
— fﬁdt (Awgdz D” Sdt) W f>dz (A/>dt D/>dt)
_ gﬁdt (Bn <ds Cmgdt) W g>dt (B/>dt C/>dt)
_ g(B”,Cm).

Exemple 3.5.4.
On considére le tableau dans sp(18) :

1| als |7
2 | 5 T 7
3 6 5 1
715 |3
=, e NQSs.
i
K
l
1
A
On note ¢ = la premiére colonne de 7', alors
D
1] 4
2| s
3|6
A B 7|7
dble(c) = =|.1,
C D 5| s
6 | 3
5|2
4|1

Avec les notations des lemmes précédents, on a: s =3 < #A et by = a =6 < a.y1.

A = A>o

La colonne =3 |est semi standard pour sp(12) et = ! est semi standard

E>a E

—<a
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pour sp(2 x [7,9]). Pour cet exemple, A’ = A\ {3}, et f(A’, D) est la colonne dont le
double est

1 4
2 5
7 7

dble(f(A', D)) =| ]2

9|8
5|3
1|2
3|1
1|4
2 | 5 7|7

dble(f<6<A<6,D<6)) — ’ : dble(f>6(A>6,D>6>> —

o]
wl

|
V]
©|
ool

|
=

[’entier b3 = 6 n’est ni dans
ASUB<SUC<SuUD<®={1,2}U{4,5}U{3,4,5} U{1,2,3}
ni dans
AU B**uC*®u D> = {7,8 U {7,9} U {9} U {8}

Le but de cet article est de montrer que I'ensemble des tableaux quasi standards
symplectiques forme une base de 'algébre de forme réduite qui respecte sa structure de

nt module indécomposable. Nous rappelons d’abord le jeu de taquin symplectique défini
par J. T. Sheats dans [Sh]|.

3.5.1 Jeu de taquin symplectique

Rappelons maintenant la définition du jeu de taquin symplectique de J. T. Sheats [Sh].

Soit 7'\ S un tableau de Young tordu de forme A\ p. On définit le double de 7"\ S
en doublant les cases vides de S et en doublant les bas remplis des colonnes comme
ci-dessus. On dit que 7'\ S est semi standard si dble(T"\ S) ainsi défini est un tableau
tordu semi standard. Voici un exemple :

1 2 1 2 2 3
3 4 3 4 4 4

T\S=| 1312  dble(T\S)= ilss|e
1 3132 |1

|
|

ENERE

=
=
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Pour chaque colonne ¢; = f(A4;,D;) = g(B;,C;) de T'\ S, on note la case @ de cette
colonne et dans dble(T"\ S), la colonne j devient deux colonnes. Les cases de ces colonnes
sont notées

aij | Bij

Lorsqu’on pointe un tableau semi standard tordu 7'\ S en un coin intérieur de S, par

convention on double la case [x| qui devient | . | . |

Le jeu de taquin symplectique consiste a partir d'un tableau semi standard tordu
pointé et a déplacer la case pointée de la facon suivante : supposons que la case pointée
soit en (4,7). On note les parties remplies des colonnes de T par ¢; = f(A;,D;) =
9(B;, C}), alors

1 Si (i,j + 1) n’est pas une case de T ou si B;41); < u(j41), on permute la case

pointée [ x| de T'\ S avec la case immédiatement en dessous, les autres cases

restent inchangées,
2 Si(i+1, j) n’est pas une case de T ou si B;11); > @ (j+1), on déplace horizontalement

la case pointée [x| suivant la régle suivante :
(i) si a; j+1 est non barré, on remplace la colonne ¢; ainsi

cj=9(B;,C;) — ¢ =g(BjU{aij},C))
(la case pointée disparait) et la colonne ¢, ainsi

cir1 = [(Ajr1, Dip1) — = f(Aja \{aij} Djva)

et la case [x]en (i,7 + 1), les autres colonnes sont inchangées.

(i) si «; j41 est barré, on remplace la colonne ¢; ainsi
¢; = f(A;,D;) — ;= f(A;,D; U{aijn})
(la case pointée disparait) et la colonne ¢, ainsi

¢jr1 = 9(Bj11,Cip1) — = 9(Bjy1, Cjpn \{aijy1})

et la case [x]en (i,7 + 1), les autres colonnes sont inchangées.

3 Sini (4,54 1), ni (¢4 1,7) n’est une case de T, le jeu s’arréte.

Exemple 3.5.5. Reprenons le tableau :

3 4
T\S=|"]7]"

[l

ENCHERE
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Le jeu de taquin donne successivement :

1|2 12|23 1|2 12|23
3| 4 34|44 4 | 4 4 |4 |4|4
* | 3 | 9 * |~ | 2| 3| 3| 9 a1 | x| 9 a2 1 a | | x| 3| 9
312 13|32, |14 2 | by | 4] 4 3|2
3|1 3|32 |71 3|1 3|32 |1
2 2|2 2 2|2
1 1|1 T |1
1] 3 113
4| 4 4| 4
I N
113 | | |23
3|1 3|1
2 2
T 1

Ensuite, on peut recommencer avec le tableau obtenu :

1] 3 1]2]3]s 1] 3 1]2]3]s
4|4 sl lalalala o * |4 olo|*|*|ala
|3 |13 [3]|3 s |3[3]| . [3]3|3]|Ss
3|1 3132 |1 2|1 2122 |1
2 2|2 1 1|1
1 1|1 0 0|0

1] 3 1|3
o 4|~ 0 4
— L2138 — | 313
2|1 2|1
1 1
0 0

Dans cet exemple, on voit que le nombre 0 peut apparaitre (cf. [Sh]). En fait J. T.
Sheats a montré qu’il ne peut apparaitre que dans la premiére colonne, et qu’elle apparait
en méme temps que 0.

3.5.2 Jeu de taquin et tableaux non quasi standards

Appliquons le jeu de taquin & un tableau semi standard symplectique T qui n’est pas
quasi standard symplectique en s, c’est a dire que 1" appartient & NQS, et posséde une
colonne de hauteur s.
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On ajoute a gauche de T une colonne triviale ¢y de hauteur n dont on vide les s
premiéres cases (on note Tj \ S le tableau obtenu). On pointe le coin inférieur de S et
on applique le jeu de taquin.

Propriétés 3.5.6.

Lorsqu’on applique le jeu de taquin symplectique a Ty \ S, les étoiles se déplacent
toujours horizontalement de la gauche vers la droite, I'indice 0 n’apparait pas et le tableau
obtenu a pour premiére colonne la colonne triviale ¢y a qui on a vidé les s — 1 premiéres
cases. Si s > 1, le tableau 7" formé par les colonnes suivantes est semi standard, non
quasi standard en s — 1 et posséde une colonne de hauteur s — 1.

Preuve

Par construction, la colonne ¢y \ S se double en (¢o \ S)(co \ ), a droite de [x], il y
a (s n’est pas barré) et au dessous . Le premier pas du jeu de taquin consiste
simplement & permuter les cases | x| et [s]|des colonnes 0 et 1. En particulier, 0 n’apparait
pas et la premiére colonne a la forme annoncée. La colonne ¢; = f(Ay, D) = g(By,Ch)
devient ¢, = f(A}, Dy), pointée en s.

Supposons qu’aprés un certain nombre de pas, la case pointée soit toujours sur la
ligne s, dans la colonne ¢ + 1, on fait les hypothéses suivantes :

(H1) Les i premiéres colonnes de notre nouveau tableau, notées ¢”1, ..., ¢”; sont de
la forme f(A”;,D”;) = g(B”;,C”;), le tableau ¢’y ...¢”"; est dans NQS,_;.

(H2) La colonne ¢ + 1 est devenue ¢/, elle contient une étoile a la ligne s, dans
dble(T), on a ts_l,Q(H_l) < ts,2i+1-

Les colonnes suivantes ¢ + 2,... n’ont pas été modifiées, on les note ¢; (j > i+ 1). On
représente cette situation par le shéma suivant :

(e) | (chyy) | (civ2)

Les étoiles se déplacent vers la droite
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Sis < #A;. 0, dans ce cas, on a, grace au lemme 2, la situation suivante :

dble(c,’i+1) dble(cit2)
Gs—1,it1 e 1,i41
* * as‘i+2
dble =
bst1,it1
ou
Ct—1,i+1

Le déplacement suivant est horizontal.

Si s > #A;.2, dans ce cas, on a, grace au lemme 2 ou a la remrque qui le suit, la
situation suivante :

dble(ci 1) dble(cit2)

dle=| » + |eorn

gtfl,i«#l

Le déplacement suivant est horizontal.

Au pas suivant le tableau formé des colonnes 0, ...,i + 1 est dans NQS,_1
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Si s < #A;,0, dans ce cas, on a, grace au lemme 3, la situation suivante :

dble(c”;) dble(c)yq)
as—_1i41 bl i1 (< bsit)
dble =
as,it1 | (bsit1 S)a’si41 b5 iv1(= as,it2)

Ce qui nous donne les deux inégalités demandées a”s_1 ;41 = a5_1,+1 < 05 = @541

99 7
et b7 s 1i11 = bs—1i41 < bsip1 < a4

Si #A;0 < s < #A,.1, dans ce cas, on a, grace au lemme 3 et & la remrque qui le
suit, la situation suivante :

dble(c” ;) dble(ci 1)

Qs—1,i+1 bl 1,41 (< bsig1)

dble =

as,it1 @4it1 @t ip1(=Crit2)

Ce qui nous donne les deux inégalités demandées a”5_1 ;41 = as_141 < 0”5 = G541
99 -
et b7 141 < it1-
Si #A;.1 < s, dans ce cas, on a, grace au lemme 3 et a la remrque qui le suit, les
+ y ’ ’ )

deux situations suivantes :

dble(c”;) dble(cjy )

as_1,it1 bl 1,401 (< bsig1)

dble =

Ctit1 i1 @t ip1(=Criq2)

Ce qui nous donne les deux inégalités demandées a”s_1 ;41 < €"¢; et 05141 < T ¢iq1-
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Ou bien

dble(c”;) dble(cerl)

1,1 A 1,1 (< deig1)

dble =

Crit1 | (deyiv1 )T¢ir1 @ pit1 (=Tt ig2)

Qe qui nous donne_les deux inégalités demandées ¢ vy1 11 < d7vq1i401 < diip1 < Crip1 =
79 7 ="
d’viet d’ o1 < diigr < piga-

U

Soit 7" un tableau de SS<*> qui n’est pas quasi standard. Soit s un entier tel que
T € NQS, et T posséde une colonne de hauteur s. On notera ceci : T € NQS:>.
Supposons T ¢ NQS;:~*>, pour tout ¢t > s. On ajoute a 7' une colonne triviale avec s
cases vides ¢y \ .S, on applique le jeu de taquin symplectique, on retire la premiére colonne
(triviale avec s — 1 cases vides) et on obtient un tableau 7" € ]\TQSS_Af[SMS*H> ou [s]
désigne le n-uplet (0,...,1,...,0), le 1 étant & la 5™ place. On notera T" = sjdty(T).
Il est possible que 1" soit dans NQSf’\f[SMS*lb. Cependant 7" ne peut pas étre dans
NQSEFE> v t > s,

Lemme 3.5.7.

Pour tout ¢t > s, si T n’est pas dans NQ.S;, alors T"=sjdts(T) n’est pas non plus dans
NQ@S;.

Preuve

En effet, si T' n’a pas de colonne de hauteur ¢, 77 n’en n’a pas non plus. Si 7" a une
colonne de hauteur ¢ et n’est pas dans NQ.5;, le double de T est tel que pour chaque ¢ il
existe un ‘blocage’ de la forme ¢, ; > t;11 ;_1. Montrons que ce blocage ne disparait pas au
cours du jeu de taquin symplectique. Supposons qu’a la colonne ¢; de T, on ait s < #A.
Si on ajoute une entrée barrée @, on a vu que la partie de la nouvelle colonne dble(c”;)
située en dessous de la ligne s est le double de f(A<P, D<), c’est & dire coincide avec la
nouvelle colonne dble(c;) située en dessous de la ligne s. S’il y avait un blocage, il n’a pas
disparu. Si on ajoute une entrée u qui n’est pas barrée, on est dans la situation suivante
(la parenthése signifie que la ligne correspondante peut exister ou ne pas exister), si
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u = bg, on obtient ¢”’; = ¢; et aucun blocage ne disparait, si u > b, et u ¢ C,

A<b$ B<bs
Qs b
A>b3 B>bg
dbl(c;) =
6>bs E>bs
(bs @)
6<bs E<bS
A<b5
Uu
A>b5
—  dble(c”;) =
6>bs
(@
6<bs

—

dble(c) =

B<bs

105

le seul changement éventuel, en dessous de la ligne s, est le remplacement de b, par @;.
Ce remplacement n’appporte aucun nouveau déblocage. Enfin si u > by appartient a
C, on a u = ¢4, par construction u est le plus petit élément de J;”2%, on a, avec nos
notations, D% = D'Zb\ {u} U{v = d”}}, le seul changement des colonnes en dessous
de s, & part le changement éventuel de b, en @, est la partie comprise entre les ligne
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barrées d’indices a et b. Plus précisément, cette partie devient :

Ea—&—l da+1 Ea—&—l dzz—i—l
Ea Ea Ea Ea— 1
—
Co+1 Cpt1 Cot1 Cp
G Gy Gy d,

On voit apparaitre des blocages entre ces deux colonnes entre les lignes a et b. Aucun
ancien blocage ne disparait. Le méme argument s’applique si s > #A.
[
On peut maintenant répéter le jeu de taquin symplectique sur 7" = sjdts(T). Si
T" n’est pas quasi standard (c’est en particulier le cas si s > 1), il existe s’ < s tel
que T" € ]\TQAS”;,)‘\[S}U[S_l]> et TV ¢ NQS;’\\[S]U[S_Ib, pour tout ¢’ > s, on construit
T = sjdty(T"), etc...Au bout d’un nombre fini d’opérations, on obtient un tableau
¢(T) quasi standard : o(T) € QS<F>, et on définit ainsi une application ¢ de SS<>
dans L, cAQS<H.

Théoréme 3.5.1.
L’application ¢ est bijective de SS<*> sur L, QS<">.

Preuve

D’aprés le théoréme 7.3 de [Sh], on sait que le jeu de taquin symplectique sjdt est
injectif et que son application inverse est de la forme o osjdtoo ol o est le retournement
d’un tableau, accompagné du changement des entrées barrées en non barrées et des non
barrées en barrées. L’application sjdt, déplace I’étoile vers la droite jusqu’a la derniére
case de la ligne s. On répéte cette opération pour réaliser . On obtient un tableau (7))
de forme 1 et des étoiles succesives & droite de ce tableau qui remplissent le tableau tordu
de forme A\ p de bas en haut et de droite a gauche (on remplit les lignes successivement
en commencant par la derniére et dans chaque ligne de droite a gauche).

Si maintenant 7' est un tableau quelconque de SS<F~ avec u C A, on lui ajoute a
gauche autant de colonnes triviales qu’il y a de cases sur la premiére ligne de A\ i (disons
d colonnes), et le tableau tordu de forme A\ p en haut a droite, on remplit ce tableau
tordu par des étoiles numérotées comme ci-dessus, et on applique le jeu de taquin inverse.
On obtient par construction un tableau 6(7") de forme (AUd[n]) \ (A\ i), puisque d’aprés
le théoréme 7.3 de [Sh], les chemins successifs des étoiles ne se croisent pas (au sens de
[Sh]) : les derniéres étoiles sont sur la premiére ligne de notre tableau, le jeu de taquin
inverse les rameéne succesivement, dans l'ordre décroissant le long de la premiére ligne,
le plus a gauche possible. Les étoiles suivantes sont sur la ligne 2. Elles ne peuvent pas
passer par la ligne 1, puisque les chemins ne se croisent pas. Elles reviennent donc, le
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plus & gauche possible, le long de cette ligne, etc...A cause de la forme de notre tableau,
0 n’apparait jamais. En effet pour que 0 apparaisse, il faut qu’a un moment donné il
y ait 1 & gauche de 1'étoile et 1 au dessus de 1'étoile, donc il y a une case & gauche de
ce 1 qui contient nécessairement 1. Mais alors la colonne & gauche de 'étoile et celle
au dessus de I’étoile forment un tableau qui n’est pas semi standard, ceci est impossible
d’aprés [Sh]. Le tableau 6(T') obtenu est donc semi standard et par construction ses d
premiéres colonnes sont des bas de colonnes triviales. Ensuite, on compléte le tableau
0(T) en complétant les d premiéres colonnes en des colonnes triviales. On supprime les
d premiéres colonnes triviales et on obtient un tableau 1(7") semi standard de forme A.

D’aprés [Sh, ¢(¢¥(T)) =T, ¢ est bijective.
0

Exemple 3.5.8. Cas de sp(8)

1

2 3|3 2 2 3 4 | 4|3
T = —— double (T) =

3|3 3 14|43

3 4| 3

Puisque 4 < 4 < 3, le tableau T € NQS"""" _ En oubliant 'ajout initial et le retrait
final des colonnes triviales, on a successivement :

1|3 1] 3 1] 3 1] 3 1|4
_ _ . _
33| 4|3 4|3
* |3 i 1 3
3 3 3 2
1 4 1 4 4
- _ _
— 4 4 — 4 —
3 3 3
2 2 2
Inversement, on a :
1 1 1 *5 *4 1 4 1 1 1 1
3 *3 *2 a *1 2 3 3 2 3 3
21213 — —
3 3 3 *1 *2 *3 3 2 2 3 2 2
4 4 1 *4 *5 1 1 1 *5 1 1 1
2 4 1 2 1 4 2 1 4
3 3 3 3 3 3 3 3 3
— — —
4 2 2 *3 4 2 2 4 *3 2 2

N
=l
=
IN]
=
=l
N
=
=

*q
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2 1 s 2 1 2 2 1 1
3 3 3 3 3 3 3
— — 3 3 3 — 3 3 3
4 | 2 | *3 2 *2 4| 2 2 3 | *2 2 2
1 T T 1 T 1 301 1
3 1 1 3 1 1 3 1 1
4 3 3 *1 4 3 3 3| x 3 3
— — —
3 7 | *2 2 3 1 2 3| 3 2
3 T T 3 T 1 3 T T
3|2 |12 1|11 3 1|1 |1]1]3 11| 3
P 7 =z o 2 =5 = =
N 3133 Z 3 | 3 sl 2]2]2|3]3]_,[2]|3]3
3132 3|13]|3 33|33 3|3
31|71 4| 4|3 4| 4|3 3

Comme pour SL(n), on réalise le dernier pas de notre preuve en appliquant les
relations de Pliicker internes et externes aux tableaux 77 € NQS<*>. On ordonne les
tableaux de Young suivant l'ordre habituel : deux tableaux T et S vérifient S < T si
la forme p = (by,...,b,) de S est plus petite que la forme A = (aq,...,a,) de T pour
lordre lexicographique ou, si ces deux formes sont les mémes si, lorsqu’on lit ces deux
tableaux colonne par colonne, de droite a gauche et dans chaque colonne de bas en haut,
le premier couple d’entrées différentes vérifie ¢; ; < s; ;.

On fait une récurrence sur cet ordre total. On suppose que tout tableau S tel que S <
T s’écrit modulo les relations de Pliicker et les relations 5@5 — 1 = 0, comme une
combinaison linéaire de tableaux quasi standards U; tels que U; < S.

Soit maintenant s le plus grand entier tel que T est dans NQS:*>. Pour tout £ tel que
la colonne ¢, ait une hauteur > s, on note 85T un tableau ayant la méme forme que T,

dont les colonnes numéros £+ 1,¢+ 2, ... sont celles de T, le bas de la colonne numéro ¢
(les entrées des lignes s+1,...) est le bas de la colonne numéro ¢ de T" et les s premiéres
entrées de la colonne numéro ¢ sont 1,2,...,s. Remrquons que 8fT >T.

On fait une récurrence sur /. On suppose que, modulo les relations de Pliicker, il
existe des tableaux afT et des tableaux S; < T, de méme forme que T, tels que

T=Y dT+> 5.
J k

Considérons un des tableaux 6;T
Cas 1 :t5410> 15041

Grace a la relation de Pliicker sur les colonnes numéros ¢, +1, le tableau 8J‘fT s’écrit :

4 (+1 /
OT =0T+ 9.

S'<T

Ou 8f+1T est obtenu en permutant les s premiéres lignes des colonnes numéros ¢ et £+ 1
de 8fT .
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Cas 2 : {4110 <5041 €t tsy1¢ est non barré.

Dans ce cas, puisque T € NQS<*>, tooy1 est non barré, .1, apparait dans la
colonne numéro ¢, on applique une relation interne, sur la colonne numéro ¢ et sur ce
couple d’entrées, on obtient :

OT = > Ui+ > Sy

i>ts 041 1<tsot1

on remrque que les tableaux \S;; sont plus petits que 1" et d’apres le lemme 3, dans chaque
Uij, ust1,0 > tse+1, en appliquant le cas 1, on peut écrire :

AT =T+ > S

S'<T

Cas 3 : t5110 <5041 €t tsy1 est barré.

Alors I'entrée t, 41 est barrée, on note t5,41 = U, alors 'entrée v apparait dans la
colonne ¢+ 1, on applique la relation interne sur la colonne numéro £+ 1 et sur ce couple

d’indice, on obtient :
¢
T =3 Uy+) Sy
1> 1<v
on remarque que les tableaux S;; sont plus petits que 7" et d’aprés le lemme 3, dans
chaque Ujj, us 41 < tsi10, de plus uy p41 =ty o41, pour tout s’ > s. En appliquant le cas

1, on peut écrire :
12 A (41 /
AT =D o'T+ > S
i s'<T

Donc par récurrence, on a bien, pour tout ¢ tel que la colonne ¢, de T" ait au moins

S cases,
T= 0T+> S,
i k

avec Sy < T pour tout k. On écrit cette relation pour la premiére colonne de hauteur s
de T, on obtient des tableaux 8fT ayant une colonne triviale, on supprime cette colonne

triviale grace a la relation 6%‘2 _____ . = 1, on obtient des tableaux (9{T') < T. Donc T
est une combinaison linéaire de tableaux S < T', par induction, ¢’est une combinaison
linéaire de tableaux quasi standards de forme p C A.

) <p> A Py + <A> <A>
L’ensemble U,y QS est un systéme générateur du N* module SnJ;(Q ) C Sy,
5 n

ce module a pour dimension le cardinal de SS<*>, le systéme U,y QS<"> est donc une
base de ce module.

Théoréme 3.5.2.
Tout tableau de SS<*> est une combinaison linéaire de tableaux de U,cy QS<.

L’ensemble QS<*> est une base de S<*~, adaptée a la stratification des Nt-modules
S<>\>

SO
"sp(2n)
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Chapitre 4

Diamond cone for sl(m/1)

0. Khlifi,

submitted in Journal of pure and Applied Algebra.

Abstract

The diamond cone S,.; for a semisimple Lie algebra g is a quotient of the shape
algebra S of g. If n is the nilpotent factor of the Iwasawa decomposition of g, we get a
indecomposable n-module. if g = sl(m) or sp(2m), particular basis in S,.4, were defined,
using the notion of quasi standard Young tableaux.

In the present paper, we define the diamond cone for the Lie superalgebra sl(m/1),
starting with the covariant tensor representations of sl(m/1). The diamond cone is no
more indecomposable, but we give basis for each its indecomposable component, using
quasi standard Young tableaux for sl(m/1).

4.1 Introduction

As a sl(m) module, the shape algebra S® for sl(m) is the direct sum of all simple
finite dimensional sl(m) module V* (X is the highest weight in V*). As an algebra, it is
a quotient of the symmetric algebra on the sum of fundamental modules A7C™.

In [ABW], a quotient S, of S* called the reduced shape algebra or the diamond cone
for sl(m) is defined. It is no more a sl(m) module, but it is a indecomposable module for
the Lie algebra n of the strictly upper triangular matrices. To be more precise, it is the
union of all the V*, considered as n modules, with the stratification V* C VA if u < X
as a weight. A basis in S?_, is defined in [ABW], by using special Young tableaux, called
quasi standard Young tableaux. We shall briefly recall this construction in section 2.
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In this paper, we consider the Lie super algebra sl(m/1) and its nilpotent factor
n. Any simple finite dimensional module is characterized by its highest weight A, but
there is a non countable set A of such highest weights. Thus we cannot use combina-
torial objects like Young tableaux to describe the direct sum of all the simple modules
V(A). Moreover, a finite dimensional module is not necessarily semi simple. Thus define
a structure of algebra on this vector space is not easy.

We propose here to restrict ourselves to the so called covariant tensor rzpresentations
for 5(m/1). These simple madules happen in the algebra T[C™/!], their highest weights
are elements of a well defined set A, = u;gOAé’;% and their direct sum is isomorphic to
the quotient of the symmetric algebra S(>° A7C™1) on the sum of AJC™!. Therefore,

we call this quotient the shape algebra S for sl(m/1).

A vector basis for S is labelled by the semi standard Young tableaux for sl(m/1)
(see [KW]). Indeed the set of Young tableaux forms a natural labelling for a basis in
S(3° AIC™Y), we quotient this algebra by the ideal generated by the so called Garnir
relations (see [KW]). We keep only semi standard Young tableaux to get a basis in the
quotient S.

Denote vy the highest weight vector in S, for the highest weight A. Here we consider
the quotient of the shape algebra S by the ideal generated by all the vectors vy — 1, for
A € AY). We denote this quotient S,.q and call it the reduced shape algebra for sl(m/1).
It is a direct sum > p- , M® of indecomposable n modules. For each k, M® is the union
of the n modules V?, for \ € AR In M®) we have the stratification V# c V* if and
only if u < \.

We define then the notion of quasi standard Young tableaux, exactly as for sl(m) :
they are semi standard Young tableaux 7' such that, we cannot extract a ‘trivial’ column
and get a semi standard tableau P(T"), by pushing one step to the left the s first rows
of T' (see section 6). Then we prove the quasi standard tableaux give a natural labelling
for a basis of S,.4, well adapted to the stratification of the n module S,..q4.

4.2 Semi and quasi standard Young tableaux for sl(m)

We consider the Lie algebra sl(m) = sl(m,C) of m x m traceless matrices, it is the
Lie algebra of the Lie group SL(m) of m x m matrices, with determinant 1.

Recall that the fundamental representations of s[(m) are the natural ones on C™,. .,

A™IC™ with highest weights wy, ..., wn_1.

It is well known that each simple s[(m)-module has a highest weight A and the module
is characterized by its highest weight. The highest weights are exactly the elements

A= aiwi + -+ Qp—1Whm—1
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where ay,...,a,_1 are non negative integral numbers. Note S* this module, it is a sub-
module of the tensor product

Sym™(C™) @ Sym™(A*C™) ® - - - @ Sym =1 (A™~1C™).

Let (ey,...,en,) the canonical basis of C™. The determinant of the submatrix g €
SL(m) obtained by considering the rows iy, ..., and columns jj ..., ji is denoted by
det(g; i1, ... ik j1, - - -5 Jk)- A basis of S¥* is given by the set of subdeterminant functions :

5i(k) i (9) =det (g5i1,.. . ik 1, k).

Tyeers

where g € SL(m) and iy < i < -+ < i;. We can naturally associated to each  variable
a column with £ labelled boxes :

i1

o =

ik

If k is fixed, SL(m) acts on the vector space spanned by all columns 5§f)

by

1111

(g0 ) =3 (tgd).

We denote the product of d-functions as a tableau called Young tableau consisting of a
juxtaposition of columns with a natural ordering. Thus a basis for the symmetric algebra

Sym*(/\C™) = Sym*(C™ & A’C" @ --- & A™'C™)
= ) Sym“(CM) - @ Sym - (A"TIC™)

is given by the set of Young tableaux. We say that a tableau with a; columns of size 1,
.., @m—1 columns of size m — 1, has a shape \. The collection of tableau with shape
A= (ay,...,an_1)is a basis for Sym™ (C™) @ - -- @ Sym*=—1(A™~1C™).

Denote NT the subgroup of all the unipotent upper triangular matrices. All the
polynomial N7 right invariant functions on SL(m) are polynomial functions in the 6-
variables, then the algebra of theses functions is a quotient of Sym®*(A C™). As a sl(m)
module, this algebra is the direct sum of all the S*.

Definition 4.2.1.
The shape algebra for SL(m) is the sl(m)-modules

S‘:@ S*.
A

The quotient defined above gives the algebra structure.

Definition 4.2.2.
A Young tableauz of shape X\ is semi standard if its entries are increasing along each
row (and strictly increasing along each column).
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Theorem 4.2.3.
1) The algebra S* = @, S, is isomorphic to the quotient of Sym*(/\C™) by the
ideal PL generated by the Pliicker relations :

forp>q>r,
_ s (@) (») (@)
0= 62’1,%'2 ----- ip5j17j2 ----- Jq + Z ié({il ----- ip \NAU{j1,., jr}(SAU{jH-l ----- Ja}”
AC{Zl ..... ’Lp}
H#A=r

2) If \ = a1wi + -+ + Qp_1Wm_1, @ basis for S* is given by the set of semi standard
Young tableaux T of shape .

Example 4.2.4. For sl(3), we have only one Pliicker relation :

1]3] 2]1] 1]2]
— =0.
2l B[
A basis for S*® is obtained removing the non semi standards tableaux. They are exactly
those containing the subtableau ; 1‘ .

4.2.1 Quasi standard Young tableaux for sl(m)

Let us now restrict all our polynomial functions to the subgroup N~ =* NT of SL(m).
First the restriction C[SL(m)]N"|y- is canonically isomorphic to C[N~].

Definition 4.2.5.
We call reduced shape algebra the quotient :

.....

Proposition 4.2.6.

S;ed 2((_‘:[;S'L(’ITL,(C)]]\H_ /< 5(1’) —1>= C[(S(p) )

,,,,,

=C[oP . sy <Dl/pr

.....

red

where PL,cq 1s the ideal generated by the reduced Pliicker relations i.e. the Pliicker rela-

tions where we suppress the trivial columns (5%7_)._4) .

Definition 4.2.7.
Let T' be a semi standard Young tableau such that there is k such that its first column

begins by
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We say that we "push”" T if we shift the k firsts rows of T' to the left and we delete

1

2

the column — which spill out. We denote by Py(T) the new tableau obtained. A tableau

k
T is said quasi standard if T is a semi standard Young tableau and there is no k such
that Py(T) is a semi standard tableau.

Example 4.2.8.
The reduced Pliicker relation for sl(3) is :

2] _ [1]2] _
+ T =0.

In this relation, there is one non quasi standard tableau : the last one.

On the other hand, the algebra C[N~] is a NT indecomposable module, union of all
the Nt modules SA|N+ with a stratification S“|N+ C SA|N+ if and only if pp =Y bjwj, A =
Y- a;w; and b; < a; for all j. To find a basis of C[N~] adapted to the representations of
N7, we restrict ourselves to quasi standard Young tableaux.

Theorem 4.2.9.
1) The set of quasi standard Young tableaux form a basis for the algebra S?,,.
2) Let p, \ be two shapes, we say pp < X if p = (by, ..., b;m_1), A= (a1,...,am_1) and
b; < aj for all j.

A parametrization of a basis for the quotient S)‘|N+ is given by the set of quasi
standard Young tableaux of shape pu < \.

Example 4.2.10.
For the Lie algebra s[(3), we get the picture :

1]2 2[3]
11 313 3] [2]2

33 33
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4.3 The special linear Lie superalgebra s((m/1)

A complex Lie superalgebra g is a Z, graded linear vector space, g = gy @ gy over

C with a bilinear operation [.,.] from g x g into g, called Lie superbracket, such that
Va € go, Vb € gg, Ve € g,Vo, 8 € Zy -
1) [aa b] S Ja+85

ii) [a,8] = —(=1)*"[b, dl,

iii) [a, [b,c]] = [[a, 0], c] + (=1)*°[b, [a, c]].
The simplest example of the Lie superalgebra is given by gl(m/n), with m,n € N.
Its natural matrix realization takes the form :

A B
glim/n) =< X = JAE Myysm, B € Mysn,C € Mysm, D € Myyp 7,

C D

where M, , is the set of all p x ¢ complex matrices. The even subspace gl(m/n); and the
odd subspace gl(m/n); are defined by :

\

A 0
g[(m/n)6 = 7A € mem; D e Mnxn )
0 D
> ,
0 B
gl(m/n)7 = , B € Mysn, C € Mysm
C 0

The bracket is determined in the natural matrix represe)ntation by :
[X,Y] = XY — (-1)*YX, VXcg,andVY € gy,

where the juxtaposition in the right hand side denotes matrix multiplication.
For a matrix in gl(m/n) the supertrace is defined as str(X) = tr(A) —tr(D). So one
can define the subalgebra sl(m/n) :

sl(m/n) = {X € gl(m/n) : str(X) = 0}.

A Cartan subalgebra b of sl(m/n) has dimension m + n — 1 and is spanned by :
hi = By — Eip1i01, 1 <14<m,

hm = Lmm + Em—&—l,m—i—h

and hm+j = Em+j7m+j - Em+j+1,m+j+17 1 S] <n,
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where E; ; is the matrix with entry 1 at position (7, j) and 0 elsewhere.
The dual space h* of the Cartan subalgebra is described in the basis of forms €;(i =
1,...,m)and §;(j =1,...,n) where ¢ : X — q;; and §; : X — d;;.

For the rest of the paper, we consider only the case n = 1. Then recall that sl(m/1)
consist of those element of gl(m/1) with zero supertrace. Thus :

m

ZEi—(sl:O.

=1

The roots o and corresponding root vectors e(a) of sl(m/1) are given by :
€ — € < e(e —¢j) = By (1<i,5 <m),

61—51 <—>6(6i—(51) :Ei,m—i—l (1 <1 Sm),

—€; + (51 e 6(—61' + (51) = Em+1,i (1 S 7 S m)
Denote by A the set of all roots, by Ay (resp. Ag) the set of even (resp. odd) roots and
by e(a) the corresponding root vector. Then :

Ay = {E(e — €j>> 1 <4d,j <mj},

and

AT = {:i:(EZ — 61)71 S ) S m}
A set of simple roots in A may be chosen as follows :

M={a; =€ — €3, a0 = €3 —€3,..., 0y, = €, — 1}

This choice is often referred to as the "distinguished basis", for which there is only one
odd simple root oy, ([Kh|). With this distinguished choice, the element of h* are partially
ordered by :

ApEN A> e A—p=>Y ka; with k; > 0.
i=1
This partial ordering > can be extended to a total ordering > compatible with > i.e. A >
w1 implies A = u. The most natural example of such total ordering is the lexicographical
ordering with respect to the simple roots.

The even and odd positives roots are given respectively by :
Ag:{ei—ej,1§i<j§m},

and
Let us put n* = span{e(a),a € A}, with AT = AT UAT and A~ = —A*. Then

sl(m/1) has the root space decomposition
siim/1)=n" @ hdn",

where n~ and n* are nilpotent subalgebras. Le. they are Lie superalgebras for the res-

triction of the bracket, [nf,nl'] = 0, n is a nilpotent Lie algebra and the adjoint action

of n¥ or nI is through nilpotent mappings.
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On sl(m/1), the form given by : B(X,Y) = str(XY) is invariant non-degenerate. Its
restriction to b is also non-degenerate then B defines a non-degenerate inner product (,)
on b*, explicitly determined by :

(Ei, 6]’) = 5ij> (%51) =0, (51751) = —1,

where 9;; is the usual Kronecker symbol.
A weight A\ € b* can be written as

i=1 i=1

Put a; = A\; — A\jyq1 for i < m and a,, = A\, + 13-

A weight ) is called integral dominant if a; € N for ¢ # m. The set of integral domi-
nant weights is denoted by A.

4.3.1 Highest weight representation

From the theory of reductive Lie algebras, it follows that for every integral dominant
weight A there exists a unique (up to isomorphism) finite dimensional simple s{(m/1)g
module V5(\) with highest weight A. Let vy, be a highest weight for V5(\).

Definition 4.3.1.
For any X € A, the Kac module V() is the induced module

+ %()\)7

n-
1

V() =Ind5™0  Vo(A) = U(sl(m/1)) @gnn) o

sl(m/1)5 @nt
where U(sl(m/1)) is the universal enveloping superalgebra of s(m/1). The sl(m/1) mo-
dule V' (X) is finite dimensional but it is not always an irreducible module. Since V(\)
is a highest weight module, it contains a unique mazimal submodule M(X\) such that the

quotient module :
V(A)/M(X)

is a finite dimensional simple sl(m/1) module with highest weight \. We denote this
quotient module by V() or SW.

Kac (|K]|) proved the following result :

Theorem 4.3.2.

FEvery finite dimensional simple sl(m/1) module is isomorphic to a module of the type
V(X)) = V(N /M(X\) where X is an integral dominant weight.

Moreover, any finite dimensional simple sl(m/1) module is characterized by its inte-
gral dominant weight \.
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1
Put p = % Z a—3 Z 6. Explicitly in the ed-basis,

+ +
a€Ag BeEAT

im 23 el—l——él

l\')lr—t

If A is a dominant weight of sl(m/1) then A is said :
i) typical if (A +p, ) #0, forall 3 € AT

ii) atypical if there exist § € AT such that (A + p, 3) = 0.

Theorem 4.3.3.

Let )\ be a dominant weight. The Kac module V(X) is an irreducible sl(m/1) module
if and only if its highest weight X is typical.

In this case, we call V(\) = V() a typical module, otherwise V/(\) # V()) is called

atypical module.

4.3.2 Covariant tensor representations

We consider here the natural action of s{(m/1) on the tensor algebra T(C™'). This
sl(m/1) module is completely known (|BR|, [M],...). Let us recall the main results.

First this module is completely reducible. Put V = C™. Let us call fundamental
representation for sl(m/1) the modules A"V, (r = 1,2,...), the exterior product being
antisymmetric graded :

if (€1,...,€m41) is the canonical basis for R™/,

ejNey=—ex Ne; (j<k<m), Emi1 N €mi1 = €mi1 N €mait.

In fact, A"V is a simple s[(m/1) module with highest weight vector :

er,e1 Neg,...,eqr Ao Nepo1 (r<m)
AN Ny et A ANep ANepii A ANepr (r=m+k >m)
(k times)

and highest weight : '

Wi = mm?:l_l (61 +...+ Ej) m+1 (€J+1 +.o.t Em) + mLJrl(Sl’ (‘7 < m)

Otk = B (et ) + IS = (ko D, (k2 0),
Denote them :

ATV =S,
Since (w;+p, €m_1—061) = 0, the simple modules S©), (j < m) are atypical. The modules
Swm+k) (k> 0) are typical : (Wmik + p,65 —61) =m —j+k+1>0 for all j.
Looking for simple s[(m /1) submodules in T(C™!), we decompose it in

o0

T(C") @ Clems1 A - .. Aemyr)

-~

k=0
(k times)
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and T(C™) in simple gl(m) modules, proving that the simple modules S sitting in
T(C™') have highest weight

A=) bw, (b €N): atypical if and only if b, =0

A= Z bjw; + Wtk = Z bjwj + (by, + k + Lwy,, (b; € Nk > 0) : (typical).
j=1

As sl(m/1) modules Sk+wn) and SE@m+k) are isomorphic. We keep however the
notation A™*V = S«@m+r) for convenience.

We consider only the corresponding highest weight vector :

m
H 61/\ /\6]
in (37, NC™1) and
m
Hel/\ ANt A AN em Aempr A A emyr)

in S(Y7L, AT AmHRCTT),

Put :

Acow = {N = Z bjw;; b EN}UU{/\_Z bjwj + Wmsk; by € N}
~ 280 A%,

We define the simple modules S® as the submodule in S(}_ A"C™!) generated by vy
and the shape module S for 5[(m /1) as the sum of the S*. We shall define its multiplication
later one.

We note :
5= @ s
)\eACOU
- @ e @ o
AGAE?,)U k=1 /\eAEIf,L

— é M)
k=0

4.4 Young tableaux for sl(m/1)
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4.4.1 Young tableaux

The natural basis for A"V = S is given by the tensor ei, N ... Ne; with i, <1y if
a < band i, <1, if i; < m. Denote these vectors by a column with height r and entries
i1, ...,% : We write

C: and GC:GiIA...AeiT.

ir

We say this column is semi standard (for sl(m/1)).
In (JKW]), King and Welsh introduce Young tableaux i.e tableaux made as a succes-
sion of such columns.

Definition 4.4.1. (Young tableaux)

A Young tableauz T is a finite jurtaposition of semi standard columns with decreasing
heights. We suppose the columns C and C' with same height r in T to be ordered from
left to right following the inverse lexicographic ordering :

i1 4

. A P . o /
C: : 28 befo'reO - : LfZT—Z,,,,,...7Z7n_j =1 T’—j—l'

T—j and ZT’—]—]. <1

. -/
i i

Denote Y the vector space with basis all the Young tableaux. It can be viewed as
the algebra S(@°2, S&)), without grading. We call shape of the tableau T’ the numbers
bi,ba, ..., b, ... of its columns with height 1,2, ... r .... We say that the shape u =
(a1,...,a.,...) is smaller than A and write p < X if a, < b, for all r.

To each Young tableau 7" with columns C,C,...C,, we associate the tensor er =
ec, ®--~®€Cp-

4.4.2 Semi standard Young tableaux

Definition 4.4.2. (Semi standard Young tableauz)

Let [ = I3 U I, where I = {1,2,...,m} and It = {m + 1}. A tableau T* is semi
standard for sl(m/1) if and only if :

i) each entry is taken from the set I,

i) the entries from the set Is form a tableau T*, for some u < \, within T*,

iii) the entries from the set Iy are strictly increasing from the top to bottom down
each column of TH,
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iv) the entries from the set Iy are non decreasing from the left to right across each
row of TH,

v) the entries from the set I1 are non decreasing from top to bottom down each co-
lumn of TA\.

vi) the entries from the set I are strictly increasing from left to right across each
row of TA\,

The main result of Berele-Regev and King-Welsh is :

Theorem 4.4.3.  (Basis for S)

A basis for S is given by the collection of the tensor er for all semi standard Young
tableaux T

To be more precise, King and Welsh use the so called Garnir relations between two
columns C and C’. Consider C,C" as the filling of empty columns Cpiy, C-

empty :

Ch T c Y1

_ _ / - ;.
Cempty - o C = R Cempty - e ¢ =

Cp Tp cl Yq
The C, and Cj are empty boxes. Let X C {C4,...,C,} and Y C {C],...,C;} such that
#(XUY) > p.

Consider the permutation groups Sxyuy,Sx,Sy for X UY, X and Y respectively.
Sx x Sy is a canonical subgroup of Sxyy. Define :
G(X, Y) = SXuy/SX X Sy.

Any o in Sxyuy acts on the tableau C'C” by permuting the entries in the boxes element
of X UY : for instance if X = {C4,...,C,}, Y ={C}} and ¢ is C; < (] then we write :

xq T;
x1 Y1 2 Y2
g =
Yq Y1
Tp : Yq
Tp

We use in fact a graded graded version of this action by multiplying o(C'C") by the sign
of the graded permutation of X UY. In our example if degree of xj (resp. y;) is |z

(resp. |y;|), we put :

1 Y1 z1 Y1

G - (_1)(\y1|+ImiI)(Ia:p|+|a:p71|+--.+|a:i+1\)+\y1|lxi\ o

Yq : Yq

Tp Tp
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Then the map (o, CC") — g(CC") is an action of the group S(X UY), trivial on
SX X Sy.
By definition, the Garnir relations are :

Gxy(CC)= Y elo)F(CC)

ceG(X)Y)

where £(0) is the usual sign of the permutation o.

Then :

Theorem 4.4.4.
1) For any pair of columns C,C", for any X C Cempry, Y C Cpppy, such that #X U
Y > #Oempty7

erﬂy(CC/) = O.

2) The shape module S is the quotient of the Young algebra Y = S(®S“) by the
tdeal generated by all the Garnir relations.

4.5 Garnir and Pliicker relations

Let us first describe the Garnir relations.

Let V = V5@ V4 be a graded vector space. Let C' = (vq,...,vp) and D = (wy, ..., wq)
be two finite sequence of vectors in V.

We suppose P > () and put C'V D = (vy,...,vp,w1,...,wqo) = (U1,...,Upsq)-
Taking account of the grading, we consider the following action of Spi g on C'V D :

(C V D)U = (ugfl(l), ... 7UO-71(P+Q))7
(CV D) =24,p(CVvD), = ]] (=1)lwelwl(c v D),.
1<a<b<P+Q
o(a)>a(b)

(We can verify (|[KW]) that (C'V D)z = ((C'V D)s)7).
The Garnir relations take place in S(AV'). We consider vectors with the form :
ucyp = ucup = (U1 A ... Aup).(ups1 A ... ANupig).
For any o in Spiq, we define :
Uevn)y, = EovpUe—1(1) Ao Atg=1(p)).(Ug—1(pp1) A - A Ug—1(p1Q))-

In the Garnir relations, we use particular permutations o.
Let p<P,g<Q,pit X =1 A...Av, A=vp i Ao Avp, Y =wi AL A wy,
B = wgp1 A ... Awg so that ue = ux A ua, up = uy N\ up.
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A subsequence with 7 elements X’ C X is a sequence (v;,,;,,...,v;.) such that
i1 < iy < ... <1, Denote s.(X) the set of such subsequences.

If r < inf(p,q) and X' = (vi),0ip, ..., 0;.) = (Wiy, Uiy, ..., u;) 18 in s.(X), Y/ =
(Wi, Wiy oo, W) ) = (Wpgjys UWptjps - - - > Upys,) 0 S (Y), we define the permutation X' <
Y'in Spy, by :

X/HYI:(Zl,P—F]l)(ZQ,P—i—]Q)(ZT,P—FJT)

(1 e 1 e e .. P P+1 .. P4j1 ... Pje .. P+Q)
1..P+j1 ... P+jp .. PP+l ... i1 o ip .. PHQ/ -

By definition, the Garnir relations on the vector uc.up associated to X and Y is :

inf(p,q)
Gxy(ucup) = Y (=1)"G%xy(uc.up)
r=0
inf(p.q)
= Z (_]‘)T Z gg\;—D)Y u(CVD)X/Hyl'
r=0 X'esr(X)

Y'esr(Y)

Proposition 4.5.1. (/[KW])

Let us keep all our notations.
For any X, any Y such that p+ q > P, we have,in S,

Gx,y(uc.uD) = O

Proof

In [KW], the Garnir relations is proved with the following form :

G/X7Y(UC’~uD) == Z E(U)gg’\/Du(CVD)U
S SXUy/SxXSy

where Sx, Sy, Sxuy are the canonical imbedding of the group of permutations of X, Y,
X UY into Spiq.

Put p = #X and ¢ = #Y. By the graded symmetry properties of uc and up, we can
suppose : X = (uy,...,up) and Y = (upy1,. .., Upiq)-

For any o in Sx_y, we associate the subsequence X’ C X, Y’ C Y as follows :
the elements in X’ are the u; such that 1 <i <pand c7'(i) > P,
the elements in Y are the u; such that P+1<j < P+g¢gand c7'(j) < P.

Then we have #X' = #Y’ and 0 € (X' < Y’).Sx.Sy and this defines a map from

inf(p,q)

Sxuy/Sx x Sy onto | | s.(X) x 5,(Y).

r=0
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Moreover looking for the coefficient for ¥ in (1 + ¢)PT7 = (1 + ¢)P(1 + )7, we get :

P+q inf(p.a) | p q
#Sxuy/Sx X Sy = = Z
D = r r
inf(p.q)
=# || s(X)xs.(Y).
r=0

Thus the mapping is a bijection, since we use actions of Sxyy,

G/X7Y(’LL0.UD) = GX7y(uc.uD).

O
For sl(m), the shape algebra was defined as the quotient of S(AC™) by the ideal
generated by the Pliicker relations. Let us now define the graded Pliicker relations for

sl(m/1). With our notations, for all ¢ > 1, if Y = (up41,...,upsq), the relation is :
Uc.up = Py(uC.UD) = Z gngYU(CVD)X/Hy‘
X'€sq(C)

To be complete we prove now the equivalence between the graded Pliicker and the Garnir
relations.

Theorem 4.5.2. We keep our notations.
1) Goy(uc.up) =0 for any Y # 0 is equivalent to uc.up = Py (uc.up) for any Y.

2) If Goy(uc.up) =0 for any Y # 0 then Gxy(uc.up) =0 for any X, any Y such
that #(X UY) > P.

Proof
1) we have :
q
Gxy(uc.up) = (—1)" Z EonD U(CVD) sy
r=0 X'€s,(C)
Y'esr(Y)

Thus for ¢ =1, we get Y = (u,+1) and
Gey(uc.up) = uc.up — Z g)c(\//?))Y“(CvD)x/Hy
X'€s1(C)

= Uc.up — Py(Uc.uD).

This proves the equivalence between the graded Pliicker and the Garnir relations
for ¢ = 1.
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Suppose the equivalence proved for #Y = 1,...,¢ — 1 and consider the case Y =

(UPs1s -+ UPsq)
For any r < ¢, for any Y/ = (upij,,...,upyj,) C Y, we define the permutation 7,
as follows :
we put : B = D\Y' = (upyr,,-- - UPiko_, )
D =Y'VvDB = (uP+j1, ceey Up4g, UPykyy - - )
D
and 771 =
D/

We get, ucvp = €4y ptcovp and :

=Tr ~X'Y! o
€ovp E €cvD WCVD)yi vy = PY'(UC-UD/)

X'€s,(C)
= Uc.Upr = 'égVDuC.uD
Or :
qg—1
Gey(uc.up) = uc.up + Z (—=1)" Z uc.up + (—1)?*Py (uc.up)
r=1 Y'es (V)

= uc.Up (1 — (D +(DH+.. .+ (-1t (qﬁl))
+ (—=1)?Py(uc.up)
= (=1 Py (uc.up) — uc.up).
This proves, for any Y such that #Y = ¢, the equivalence between Gey (uc.up)=0
and Py (uc.up)=uc.up.

2) Let us now suppose that Gey (uc.up) = 0 holds for any Y # (. This proves the
Garnir relations for X = (uy, us,...,up) and Y = (upy1,...,upy,) for any q.
Suppose by induction this implies the vanishing of the Garnir relations for X, Y,
with #X = p/, #Y = ¢, for any (p/,¢’) such that p' + ¢ > p + ¢ and any (p/,¢’)
such that p’+¢ =p+q and p' > p.

Suppose now p + ¢ > P and consider Gxy (uc.up) for X = X, = (uy,...,up),
X =Xp1=(u,...,upp1) and Y = (upyq, ..., upsq). We have :

0 :GXP_H,Y(UC’-UD)

=Y (=07 Y a2 wevn) .y

r20 X'€sr(Xpt1)
Y'esr(Y)

_ § r E : ~X'Y!
- (_1) 8C\/l) U(C\/D)X/Hyl

r20 X'€sr(Xpt1)upt1¢X’

Y'es (Y)
r ~X'Y!
+§ <_1) E €ocvD WCUD)xr iy
r>0 X/GST(XP+1),UP+1GX/

Y'€sr(Y),uptq€Y’

+ Z<_1)r Z g)C(VBY U’(CVD)X'HY/'

r>0 X'€sr(Xpt1)upr1€X’
Y'esr(Y)upyqY’
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The first sum in this expression is exactly G,y (uc.up).

Let us put u =u ie.
p C1VD; (CVD)(’LLP+1)<—>(UP+Q)
(uh 7up7uP+q7up+27"'7uP)
(UP+17 sy UPqg—1, Uptl,y - - - 7UP+Q)'
Put Xy = (uy, ..., up, uerq) and Yy = (up41,...,uUpsqg—1). Then in the second sum,

we put X| = X' \(up+1) and Y{ = Y’\(upy,). The second sum is :

~{up+1)<—> upq) XY/
C\/D 6C'1\/D1 (01VD1)X1<_>Y1"

X{€sr—1(X1)uptq¥Xa
Yl’esr,l (Yl)

Finally, in the third sum, we put Y/=Y"in s,(Y7) and X| = X'\ (ups1) U (upsq)

(upiq is the last term of the sequence X7). Thus X| € s,(X;) and upy, € X;.
The term wcvp)y. .y becomes u . But if we,vp

( )XY ((CIVDl)XiHYl’) (tp1) > (wpsq) (C1vD1)
i8 wcrvpy), Upy1 and upy, are in Dy and :

~upt1)—=(upiq)

u = (_1) D! UcyvD
C1vD CivD (C1VD1) x1 syt
(( 1 1)x1Hy1/>(up+l)<_>(uP+q) 1V 19°Y]
thus in the third sum we get :
XY _ ) (upyg) X oY) Hupia) e (upig)
€cvp (Uc-up)yi sy = Ecup fovpy v

u
((ClVDl)X/ <—>Y/) (up+1)<—>(up+q)

_Flupr)o(upig) Xio]

= —€cvp c1vDy W(C1.D1) X1yt
Then the third sum is :
1) )Zq /
Up+1) > (Uptq 1\ § : ~X| oY
€ovp ( 1) 5()1le (CIVDl)XiHY{'
r=1 X{EST(Xl),uerqEXl
YIIEST(Y1)

Now, we get :

0 = GXP+1’y(uC.uD)

= Gy, v (ug.up) — Eort P Gy v (ue, up,).

By induction, Gxy(uc.up) = 0.

4.6 Quasi standard Young tableaux

Quasi standard Young tableaux are defined for sl(m/1) exactly as for sl(m).

Xi<—>Y1’
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We call trivial column for sl(m/1) a column of the form :

Definition 4.6.1.

Let T be a semi standard Young tableau such that there is s such that its first column

t1,1

t1,1

1s C'=| .. |with cs =|  |1s trivial.

to1

We push T by shifting the s firsts rows of T to the left and deleting the trivial subco-

t1,1

lumn

ts,l

Let Py(T') be the new obtained tableau. We say that T is quasi standard if there is no
s such that cs is trivial and Ps(T) is a semi standard tableau.

Lemma 4.6.2.

There is a bijection mapping f from the set SSy of all semi standard Young tableaux
with shape X\ and the disjoint union U,< @S, of all quasi standard Young tableauz with
shape 1 < .

Proof

Let T be a semi standard tableau with shape \. If T is quasi standard, we put
g(T) = (0,T). If it is not the case, we choose the largest s; such that cg, is trivial and
P, (T) is semi standard, we put :

gl(T) = (6817 PSl (T))

If P, (T) is quasi standard, we put g(7') = ¢1(T), if it is not the case, we choose the
largest so such that cg, is trivial and P, (Ps, (7)) is semi standard, we put :

gQ(T) = (0810827 PSz(Psl (T)))
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If s5 > sy, this implies that T" has the form :

1 1 t1,k t1,k+1
2 2 to to ki1
tsq,1 tsy,2 tsq,k tsy k41
tso,1 tsy,2 tso,k tog, k41
tsot1,1 | tsp41,2 tsot+1,k | tsg+1,k+1
1
2 . - . . . .
therefore —— is trivial and ¢5,41% < tsy k+1 OF tsy41k = tsyk+1 = m + 1. This implies

tsg,1
P,,(T) is semi standard and s; is not maximal.

Thus s; > s9 and the tableau c, cq, is semi standard with all its columns trivial, we say
it is a trivial semi standard tableau.

If P, (Ps,(T)) is quasi standard, we put g(T') = go(T). If it is not the case, we repeat
the procedure until to get a quasi standard (possibly empty) tableau (P;, o Ps,_, 0...0
P, )(T) and put g(T) = ¢.(T) = (¢sy .- - Cs,, (Ps, 0 Ps,_, 0...0 P, )(T)) = (U, V).

g(T) is a pair consisting of a semi standard trivial tableau U with shape A\ v and a
quasi standard tableau V' with shape p < A

Remark 4.6.3.

If there is k > 0 such that a column of height m + k happens in T, there is only one
such column, the first one, it is in p.

Finally we put f(T) =V.

Conversely, for any quasi standard tableau V' with shape p < A, we consider the
trivial tableau U with shape A\ p and define T' = h(V') as the tableau with shape A
obtained by bording U with V.

For instance,
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2|3

m=3,A=w; +2ws +ws, it =w; +ws and V =1,

Then )\\HZQWQ, U: and T:h<V): 4

Repeating the argument of lemma 8.4 in (JABW]), we prove that T is semi standard and
f(T) =V. Thus f is a bijection mapping from 5SS\ onto L,<xQ.S,,. O

If T is a semi standard Young tableau, we define |T'| as the height of its first column.
4.7 Reduced shape algebra

Let us define the reduced shape algebra for sl(m/1) similarly as the reduced shape
algebra for sl(m).

Definition 4.7.1.
The reduced shape algebra S,.q for sl(m/1) is the quotient of the shape algebra S by
the ideal generated by the elements :

o j—1=H -1 G <m).

Since by definition the action of n™ vanishes on the 59 ) S,eq is a nT modules.

Denote 7 the canonical projection from S to S,.4. Put :

77777

+0) — (1), k) — o <5§”;+kinm+1 m+1> for k£ > 0.

Proposition 4.7.2.

1) The space (Syeq)o of all vectors u in S,eq such that nTu = 0 is exactly @ ct®,
k=0

2) Asnt module, S,cq is the direct sum @M(k) of indecomposable modules, where :
k=0

M® =7 (Span(T, |T|=m+k)) ifk>0,
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and M©) = 7 (Span(T, |T| < m)).

8) For any A, the n™ module SY and 7(SN) are isomorphic.

4) Foranyp < \in AQ), and any k, 7(SW) is a submodule of 7(SW) and m(SHFwm+r))
is a submodule of w(SATwm+r)),

Proof

1) As a n™ module, S is locally nilpotent :
Vv eSYae AT 3 nsuch that e?v = 0.

Thus, the Engel theorem ([S]) says that any non vanishing submodule or quotient of a
submodule in S contains non trivial vectors u such that n*tu = 0.

If M is a locally nilpotent n*t module, we put :

My ={x € M,n"x =0} and M; = {x € M,n"z € My}.

By using the usual weight decomposition, it is clear that Sy is the vector space spanned

by the highest weight vectors vy € SW :
So= > Cu.
AEAcou

Similarly " Ct®) = ZC((S?EM) mi1) € 7(So) C (Srea)o- If the family (¢®))

seesmom—41,.
: k
is not free, there are complex numbers a; such that Zakégfznmﬂ .m41 belongs to

kerm N Sy. Since the semi standard tableaux form a basis for S, we can write the finite
sum :

(m+k) _ (m+k) ()
§ ak51,2,...,m,m+1 ,,,,, mil = E 51,2,...,m,m+1 ..... m+1 § 51,2 ..... i 1 § b)\ijkv)\ijk
k i

k

where vy, are trivial tableaux such that |vy | < m.
Or, for any k,

m

— (4)

ar = Z (51,2 ..... i 1) Z bAiijAijk

Jj=1 i

- Z b>\z’jk (Ukijk-‘rwj - U&jk)
,J

- Z(b&jk—wj - bAijk)’U/\ijk'
i,3

(with the convention by, —,,; = 0 if A — w; is not in Ag,,).

Thus :
ap = — Z b)\i].k and 0= Z (b)\i].k_wj - b)\ijk)
for any A # 0. Therefore Zi,j/x\ijk:m- = —ay, for any N, this is impossible except if
A = 0.
Put
W® = {4 € S such that 7(v) € (Syeq)o and |v| = m + &k} (k> 1)
and

WO = {v € S such that w(v) € (S;eq)o and |v| < m}.
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They are n™ submodules of S, we have WO( = Span (5%%,” mi1,...mr1Vx ) - Consider

now v in Wl(k). Let us prove there is v' in kern such that v — ¢/ is in Wo(k). Since

m(vy) = 7(1), this will prove that 7(W®) = 7(W¥) = Ct™. This will achieve the proof
of 1).
Let vy be a trivial tableau with |vy| < m. We define 0;v, as follows :
if vy does not contain any column with height j, (A(h;) =0), djuy =0
if vy contains columns with height j, (A(h;) # 0), we modify only the last box of

the j""-row by replacing this box | ; | by .
We get a semi standard tableau such that :

€a; (aﬂ))\> =

Ux if = ]
Now, for any j, we can write :

(m+k) (r)
€a;V = 51,2, momA+1,.. m+1 § :a)\jrsv/\ﬁ's <5172,~~-ﬂ" -1

r,s

- Y aw (. -0+ Y w0, 1)

vy has a vy does not have a
j—column j—column
_ E : § : (r) § : )
= eaj( auajvu) + bl,Ul, (5172 _____ r 1 + b]‘l}j 51,2,--‘,j —1).
w v#j

Thus, > b,v, is in the range of e,;, but this is possible only if b, = 0 for any v.
Now, for any j, we can write :

r<m
Z Z ax reaja ) (5§7:2), o 1) + Z ax ]v,\e%ﬁ 5(]) esd
MA(Rj)#£0 T<m A/A(h;)=0
£ 3 Yo (1) 3 e
AA(hj)=0 1] A/A(h;)=0

The first line is in ey, (S) but the second one is in supplementary space in Sy for e, (S)
thus it vanishes and Z/\//\ _o @,V = 0 and there is w; in ker :

Z Z ay,0jUx (5Y2)r — 1>

A/ A(hj)#0 r<m

such that ey, (w;) = 0if i # j and ey, (w;) = eq,v.

J
Finally, Z w; = v’ is the vector we are looking for.
J
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2) If the n* submodules M® N Z MW contains a non trivial vector killed by n™, this

1k
vector is a multiple of t*) and we get :

t®) =3 "

14k

But this is impossible, the sum ) M® is direct and S,oq = @ M®).
k=0
If N is a non trivial submodule of M®) it contains the unique vector killed by n' :
t®) thus M™® is indecomposable.

3) Let A be an element of A,,. If the restriction of 7 to SW is not injective, there is
a non vanishing vector in ker(m|gx) killed by n*. Thus vy € kerm but 7(vy) is t(© if
IA| < m and t®) if |A| > m. In any way, 7(v)) # 0.

4) The relation u, A € A((;Iéq), and p < A is equivalent to say there is dominant integral
weight v in AY) such that \ = p+v. In'S, the multiplication by v” send S® into SW.
In the quotient, this operation becomes the identity mapping. 0

Theorem 4.7.3.

The quasi standard tableaux define a basis for S,.q.
To be more precise, we have for all k, for all X in A£’§2,,

{m(T), T € QSS“), 1 < A} is a basis for m(SV)

where QS,(P s the set of quasi standard tableaur with shape p and if k > 0 such that
(k)
e Acov-

Proof

Let us prove that {n(T), T € QS,(f), i < A} generates m(SW).

Let T be a semi standard tableau of shape A. If T" is quasi standard, we keep it. If it
is not the case, there is s such that :

1 t1,2

2 tao

T = s ts,2
ts+1,1

tcy,2
tog,1

And s is the largest index for which Py(T) is still semi standard. Let r be strictly smaller
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than the length of the s'-row of T'. Put :

t1,2 t1,r 1 t1,rt1

ts,2 ts,r s tortl

r
8 T = | ts+11 tst1,r—1 | tst1,r

tcy,2

tcy 1

Suppose that we have, modulo the Pliicker relations,
T=00T+)Y a;T; withT; <T.

Then since P(T) is semi standard, ts, 11 < tsi1, OF tspp1 = tsp1, = m+ 1 and topq 41
does not exist. Writing the Pliicker relations for s and the columns r and r 4+ 1 in 0"T),
we get :

OT = b T+ 3 a/T)

with T; < T if t5,41 < tsy1, and if 5,41 = €511, = m + 1. then we have in O™ T the
columns :

m + 1 7
with LTy = ti,rJrl-
m+ 1 s
m+ 1
m+ 1

Writing the Pliicker relations for s and these two columns, we get :
OHT = by 0T+ Y afTh.

the first term is the sum of all the tableaux where the » + 1"*-column contains exactly

(s —j) ‘m+ 1. In the other tableaux T}, the r + 1"~ column contains more than (s — j)
‘m+1 thus T; <T.

Now if r is the length of the st"-row of T', 0"T contains a trivial column with height
s, this column becomes 1 in S,.; and thus disappears. In S,.4, we can write :

T =bP(T)+ Y al)
Ty<T

By reducing T; to semi standard tableaux smaller than 7', we can repeat this computation

and write T as a linear combination of quasi standard tableaux with shape y < A in
Ao 0
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4.8 An example : the sl(2/1) case

For the Lie algebra s[(3), the picture of a part of the diamond cone was given in
section 2.

For the the Lie superalgebra sl(2/1), we give here a part of the indecomposable
module M®) for k =0 and k = 2.

2|3]
3]
2[2]
3.
B
0

The module 7(S“V)) is atypical.

‘ ]c,olooloo )

]wlc‘,oloo‘ b

EED=E

The module 7(S®1%4) is typical.
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