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Résumé

Limportance des systemes temps-réels embarqués dans les sociétés industrialisées mod-
ernes en font un terrain d'application privilégié pour les méthodes formelles. La prépondérance
des contraintes temporelles dans les spéci cations de ces systemes motive la mise au point de
solutions spéci ques. Cette thése s'intéresse a une classe de systémes temps-réels incluant ceux
développés avec la chaine d'outils OASIS, développée au CEA LIST. Nos travaux portent sur
la notion de délai de bout-en-bout, que nous proposons de modéliser comme une contrainte
temporelle concernant I'in uence du ot d'informations des entrées sur celui des sorties. A n
de répondre a la complexité croissante des systéemes temps-réels, nous étudions l'applicabilité
de cette notion nouvelle au développement incrémental par raf nement et par composition. Le
raf nement est abordé sous I'angle de la conservation de propriétés garantes de la correction du
systeme au cours du processus de développement. Nous délimitons les conditions nécessaires
et suf santes a la conservation du délai de bout-en-bout lors d'un tel processus. De méme,
nous donnons des conditions suf santes pour permettre le calcul du délai de bout-en-bout de
maniére compositionnelle. Combinés, ces résultats permettent d'établir un formalisme permet-
tant la preuve du délai de bout-en-bout lors d'une démarche de développement incrémentale.

Abstract

Real-time embedded systems are at the core of modern industrialized societies. They are a
privileged target for the application of formal methods. The importance of real-time constraints
in the speci cation of these systems requires the design of ad-hoc solutions. This work consid-
ers a class of real-time systems including those developed using OASIS, a tool-chain targeting
hard real-time embedded systems developed at CEA LIST. We study the notion of end-to-end
delay, which we propose to model as a constraint bearing directly on the in uence of the input
information ow over the output information ow . In order to cope with the growing complex-
ity of real-time embedded systems, we study the possibility to apply this new notion of delay
to the incremental development of such systems, by using both stepwise re nement and com-
position operators. We de ne the necessary and suf cient conditions to the preservation of the
end-to-end delay by stepwise re nement. Similarly, we give suf cient conditions to compute
the end-to-end delay in a compositional fashion. Together, these results permit to establish a
formalism allowing to prove end-to-end delay properties in stepwise development methodolo-
gies.



Résumé de la thése d'llias Garnier

Limportance des systemes temps-réels embarqués dans les sociétés industrialisées modernes en font
un terrain d'application privilégié pour les méthodes formelles. La prépondérance des contraintes tem-
porelles dans les spéci cations de ces systémes motive la mise au point de solutions particuliéres, dis-
tinctes des outils logiciels et théoriques traditionnellement utilisées en véri cation. Le systéme OASIS,
développé au CEA LIST, propose un socle semi-formel apte au développement de systemes temps-réels
embarqués. Nos contributions sont les suivantes :

— la dé nition d'un formalisme permettant la véri cation de contraintes temporellebalg-en-

bout,

— la proposition de solutions pour la véri cation de ces contraintes dans le cadre d'une démarche de

développement incrémental par raf nement et par composition.

La méthode suivie pour répondre a ces besoins est exposée ci-apreés. Nous avons montré que les
machines de Moore sont un modéle mathématique apte a représenter les systémes OASIS. Inspiré par
les méthodes utilisées dans le champ de la sécurité des systemes d'information, le délai de bout-en-bout
d'un systéme est directement dé ni comme le temps de transfert de l'information a travers ce systéme,
permettant ainsi de prendre en compte a la fois les aspects temporels et fonctionnels du délai de bout-
en-bout. Cette notion nouvelle a été baptiséadiai de séparabilitédont nous avons plus précisément
mis en évidence I'existence de variantes dipimisteset pessimistesselon les hypotheses faites sur
I'environnement du systéme.

Le probléme du développement incrémental fut divisé en deux sous-problémes : le développement
incrémental paraf nementd'un systéme donnée, et le développement par composition de sous-systémes
en un systéme plus complexe. La notion classiqusimhalationa été utilisée pour modéliser le raf ne-
ment. Nous avons montré la non-conservation de toutes les variantes du délai de séparabilité par raf-
nement, suite a quoi nous avons recherché et dé ni les sous-ensembles de cas les plus généraux dans
lesquels il est possible de préserver le délai de séparabilité par raf nement.

A n de permettre le développement compositionnel, nous avons transposé des travaux existants (por-
tant sur la structure d'algébre de processus des machines de Mealy) a notre cas. Ceci nous a permis de
dé nir un ensemble minimal et complet d'opérations de composition. La conservation du délai de sépara-
bilité dans le cas de composition séquentielle a alors pu étre étudiée en détail. Nous avons montré qu'en
général, le délai de séparabilité n'est pas conservé. Nous avons alors dé ni une propriété plus faible, la
réactivité (équivalente au fait d'avoir un délai de séparabilité optimiste ni), et nous avons identi é tous
les cas ol cette propriété est conservée par composition séquentielle. Cela nous a permis de proposer une
classe restreinte de cas ou il est possible de donner des résultats de conservation du délai de séparabilité,
et donc du délai de bout-en-bout.

En conclusion, nous avons proposé une nouvelle approche pour véri er une propriété fondamentale
de tous les systémes temps-réels embarqués : le délai de séparabilité. Les propriétés de cette notion par
raf nement et par composition ont été étudiées dans le détail, et des solutions aux problémes rencontrées
ont été proposees. Une perspective a court terme pour nos travaux consiste en la véri cation de leur
applicabilité. A cette n, il est indispensable d'implémenter un outil de véri cation automatique, en
mettant a prot certains résultats d'approximation développés plus haut. Une perspective a plus long
terme est de procéder a une étgdeantitativedu ot d'information, basée sur la théorie de l'information
de Shannon : Dans le cas de systémes traitant des informations de nature critique, il semble en effet
désirable qu'une certaine quant#é moinsde ces informations soit traitée.
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The whole point of a message is that it should contain some-
thing new.

Claude Shannon

Introduction

Les sociétés industrialisées sont caractérisées par la remplacement progressif des hommes
par des machines dans les taches de production d'énergie et de biens. L'informatisation a mar-
gué une nouvelle étape dans cette quéte de productivité : aux techniciens chargés de la surveil-
lance des processus industriels se substituent graduellement des systemes semi-automatiques,
dits decontrdéle-commandeCes systémes ont de surcroit la particularité d'étre en interaction
directe avec le monde physique, et d'utiliser une échelle de temps calibrée sur le processus
a contrbler. lls sont donc quali és de systememps-réelsDu fait des risques écologiques
et économiques liés a ces processus industriels, ces logiciels doivent avoir le plus haut degré
de abilité. Il est généralement admis que cet objectif nécessite des méthodes de conception
adaptées.

Nous distinguons plusieurs éléments nécessaires a la constitution d'une telle méthodologie.
Le point de départ est toujours la donnée d'spéci cationdu systéme, ce qui suppose comme
préalable d'en avoir umodéle Une des conditions exigée pour la abilité est que le logiciel
résultant du processus de développement satisfasse la spéci cation. Outre la garantie de correc-
tion que doit apporter la méthodologie, elle doit aider le concepteur a faire face a la complexité
de satache en l'aidant a la segmenter. Deux approches classiques peuvent étre mises en oeuvre.

— Une segmentation spatiale, par I'assemblage progressdrdeosantsnodulaires. Cette

partition permet d'aider la compréhension, la conception et la véri cation du systeme.
Par exemple, chaque sous-systeme peut se voir assigné un traitement particulier (calcul,
communication ...). Dans le cadre des systemes temps-réel embarqués, cette segmenta-
tion sert également l'impératif de abilité et de robustesse par la mise en place de meé-
canismes d'isolation et de tolérance aux fautes. En n, elle aide partiellement a prendre
avantage des architectures multi-coeurs en découplant les calculs indépendants.

— Un découpage temporel permettant de faire converger graduellement I'objet en cours de

développement vers un systéme fonctionnelrpnements successifg0, 69].

Nous proposons ldélai de séparabilitéune notion mélant contrainte temporelle et fonc-
tionnelle, comme une des principales forces pouvant structurer le développement d'un systéme
temps-réel. A n de mieux situer cet apport, nous commencons par effectuer un état de l'art
recouvrant les points évoqués plus haut.

1.1 Modélisation des systemes temps-réels
A n d'exprimer les propriétés attendues d'un systéme de contrdle-commande, il faut pou-

voir en décrire les caractéristiques d'intérét vis-a-vis de I'environnement dans lequel il est censé
fonctionner. Lors d'une démarche purement descriptive, il peut suf re d'énoncer ces propriétés

11
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en langage naturel. Mais lorsque le but est ultimement de prouver la correction du systéme, il
convient d'en avoir un modéle mathématique.

Les systemes temps-réels sont étroitement liés a la réalité physique. Les modeles les plus
précis sont donc obtenus en les plongeant dans le monde du continu, et en décrivant les relations
entre leurs entrées, leurs sorties et certaines variables physiques (dont le temps) ; par exemple
par la donnée d'équations différentielles. La preuve que le modéle physique exhibe bien les
propriétés deésirées peut étre accomplie formellement. Cette approche permet de surcroit I'util-
isation de méthodes de simulation numérique pour prédire le comportement du systeme voir
méme d'en générer l'implémentation (par exemple avec Simulink [53]). Cependant, le code
généré ainsi n'a a priori aucune garantie formelle de correction.

En effet, il survient nécessairement durant I'implémentation un passage du monde continu
au monde discret des calculateurs. Le point crucial est la représentation du temps dans un tel
contexte. En général, le modeéle de temps discret est obtenu en effectuant des hypotheses simpli-
catrices sur le modeéle physique. Par exemple, un systeme temps-réel constitué d'entités se dé-
placant a des vitesses ou la relativité a une in uence ne pourrait pas étre correctement représenté
par une simple horloge commune a toutes les entités. En revanche, cette hypothese simpli ca-
trice peut étre effectuée si le concepteur se contente du cadre de la physique newtonienne. Une
autre hypothése concerne la vitesse de propagation des informations entre les entités constituant
le systéme temps-réel : si ce temps de communication est négligeable par rapport a la dynamique
du systeme physique, le concepteur pourra utiliser un mag@lehroneou une unique horloge
discréte commune a toutes les composantes du systéme régit des communications supposées
instantanées. En n, des approximations a plusieurs niveaux peuvent étre imaginés pour ac-
commoder différentes contraintes, comme les systemes “globalement asynchrones-localement
synchrones”.

Ce processus nous mene a traduire la description continue du systeme dans un modele
formel discret Pour peu que les hypotheses faites soient raisonnables, ce modéle discret peut
étre considéré comme déle a la spéci cation originelle. Dans nos travaux, nous nous concen-
trons sur le processus de développenagmésdiscrétisation.

1.2 Modeles formels discrets

Le choix d'un modeéle formel discret dépend bien entendu des hypotheses faites lors du
passage du continu au discret. Ce parameétre n'est cependant pas suf sant pour choisir une
représentation adaptée a nos besoins. Les aspects suivants doivent étre pris en compte lors de
ce choix :

— l'aptitude du modéle considéré a représenter un systéme synchrone ou asynchrone tem-

porisé ;

— les propriétés de compositionnalité et d'expression de la concurrence;;

— l'applicabilité du paradigme de développement par raf nement;

— l'existence de techniques de véri cation automatique pour les propriétés d'intérét.

Les termes deystémes synchronesasynchronesnt des sens particuliers dans le contexte
des modéles formels discrets. A n de mieux jauger ces modeéles, précisons leurs signi cations
respectives.

— Les systemes synchrones sont caractérisés par une échelle de temps discréte et globale.

Les communications entre les composantes du systeme sont soit immédiates, soit re-
tardées d'un retard borné et connu (a n d'éviter les problemes de causalité). Un calcul
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synchrone est une suite d'étapes calculamé&ctiondu systeme en fonction de I'entrée
courante. Le calcul de la réaction est supposé instantané.

— Les systemes asynchrones sont constitués de processus évoluant indépendamment les
uns des autres, et communicant soit par synchronisations ponctuelles soit par envois de
messages. Leurs extensions temporisées les dotent de moyens de mesurer le temps. lls
sont aptes a modéliser des situations ou le délai de communication n'est pas négligeable
et non-déterministe, comme certains systemes distribués.

1.2.1 Machines a états et réseaux de Petri

Les machines a états nis sont des outils fondamentaux de l'informatique théoriques. De
nombreuses variations en ont été proposées, a n de modéliser les aspects temporels et les calculs
réactifs et non-terminants, avec différents degrés d'expressivité.

Cette famille de formalismes présente le défaut de produire des modeles souvent dif ciles
a manipuler, en particulier lorsque ils atteignent une taille non triviale. Le raf nement d'une
machine a état passe généralement par la notion formetigragation

1.2.1.1 Automates temporisés

Les automates a états nis classiques n'‘ont aucune autre notion de temps que celui de la
séquence des transitions effectuées. Qui plus est, les modéles familiers étudiés en théorie des
langages ne considérent que des exécutions nies, ce qui semble incompatible avec le comporte-
ment d'un systeme réactif. R. Blichi, dans un autre contexte que I'étude des systemes réactifs,
fut le premier a traiter le cas de séquences d'exécutions in nies [24].

A n d'exprimer des contraintes temporelles quantitatives, Alur et Dill [7] ont proposeé les
automates temporisés, une extension des automates de Biichi avec un nombre ni (mais arbi-
traire) d'horloges en temps continu. Les transitions portent des gardes pouvant faire intervenir
ces horloges dans des contraintes de type linéaire simple. Les horloges peuvent également étre
remises a zéro. L'exécution concurrente de plusieurs processus est modélisée par le produit
d'automates. L'ensemble des exécutions possibles du systeme est alors représenté par tous les
entrelacements des exécutions de chaque composante. Le probleme de l'inclusion de langage
est indécidable dans le cas général, cette relation ne peut donc pas étre utilisée comme raf-
nement, a moins de renoncer a l'automatisation de sa véri cation. Il est par contre possible
d'utiliser une relation de simulation [25].

D'autres problémes de véri cation sur les automates temporisés sont décidables. La forme
restreinte des gardes sur les horloges et le fait que le temps progresse uniformément pour toutes
les horloges permet de montrer la décidabilité de I'atteignabilité d'un état, par une approxima-
tion nie de I'espace d'états [7]. Les systemes synchrones sont parfaitement modélisables dans
ce cadre [19], mais I'expressivité des automates temporisés est peu mise a prot. Ce formal-
isme est par contre tres bien adapté a la modélisation de systémes temporisés asynchrones [22].
Des outils permettent de véri er par model-checking des propriétés de slreté ou des propriétés
encodées dans des logiques temps-réel [60] (voir les outils UPPAAL [58], Kronos [70] et IF
[23]).
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1.2.1.2 Réseaux de Petri

Les réseaux de Petri sont des modeles calculatoirement plus puissants que les automates a
états nis (cf. leur équivalence avec les systemes d'addition de vecteurs). La modélisation de
processus concurrents y est directe. Diverses extensions ont été proposées, y compris des vari-
antes temporisées [61], dont certaines dans I'esprit du modele de Alur et Dill [63]. En pratique,
des restrictions des réseaux de Petri sont utilisées a n d'en restreindre I'espace d'état et de pou-
voir appliquer des méthodes de véri cation automatique. Les réseaux de Petri dans leur variante
temporisée ont été utilisés avec succes pour la modélisation de systémes asynchrones [61].

1.2.1.3 Machines de Moore et de Mealy

Un modéle de machine a états qui sera d'une importance particuliére dans ce manuscrit
est celui proposeé par Moore en 1956 [56]. Ce modele est proche des machines de Mealy, pro-
posées a la méme époque. Les machines de Moore et de Mealy présentent des caractéristiques
communes :

— ce sont defransducteursassociant a tout mot d'entrée un mot de sortie ;
— elles sont originellement déterministes ;
— contrairement aux automates nis “classiques”, elles ne permettent pas les transitions
invisibles (-transitions).
Les machines de Mealy se distinguent des machines de Moore par le fait que la valeur de
sortie en un instant donné est fonction de leur entrée au méme instant; alors que le formalisme
proposé par Moore ne fait dépendre la sortie que de I'état courant.

Depuis leur redécouverte lors de I'avenement du modéle de calcul synchrone, ces types de
machines ont été appliqués a la conception compositionnelle de systémes synchrones, comme
en témoigne le langage ARGOS [51]. Ces modeles ont également été étudiés dans le cadre de
la véri cation automatique de propriétés fonctionnelles et de sireté par exploration de I'espace
d'état (model-checking[28]. L'expression de processus concurrents passe par l'opération de
produit synchrone, mais contrairement au cas des automates temporisés, il ne peut y avoir d'en-
trelacement des exécutions : les composantes du systéme progressent de facon parfaitement
synchrone. Certaines extensions originales des machines de Mealy ont été proposées, en parti-
culier en imposant aux données une structure de treillis [18]. Ceci permet de dé nir une relation
de simulation apte a servir de relation de raf nement.

1.2.2 Langages de programmation formels

Les modeles proposés préecédemment sont aptes a modéliser les systémes synchrones ou
asynchrones, mais restent relativement bas-niveau. lIs ne peuvent en particulier pas étre utilisés
lors de la phase d'implémentation proprement dite. A n de pouvoir produire une implémen-
tation correcte il est indispensable que le langage de programmation repose lui-méme sur un
socle formel. Tous les langages présentés ici permettent I'expression de processus concurrents.
Les techniques de véri cation reposent en général sur la génération d'une machine a états cor-
respondant au programme analysé, via la sémantique opérationnelle du langage utilisé.
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1.2.2.1 Langages synchrones

Approche réactive. Esterel [14] est un langage synchrone impératif largement utilisé pour la
programmation de systémes temps-réels. Il n'est pas un langage stactd sensudu fait

des problémes de causalité induits par ses primitives de gestion de signaux. Il a en cela motivé
la naissance d'un modéle de programmation libéré de cet inconvénient. Le langage Reactive
C [20] étend le langage C avec un ensemble de primitives réactives orthogonales au langage
héte et n'induisant pas de boucle de causalité. Cependant, son langage hote fait que Reactive
C n'est pas strictement synchrone. Ce modele a ensuite donné naissance au langage SL [21].
Plus récemment a été proposé ReactiveML [50], une extension réactive du langage fonctionnel
OCaml.

Approche ots de données. Lors de la discrétisation du modéle physique du systeme temps-
réel, les variables dépendantes du temps sont transposées en séquences in nies d'échantillons,
etles relations (i.e. les équations différentielles) entre ces variables sont implémentables comme
des fonctiongausalesur ces ots de données. Les langages Lustre [38] et Signal [8] permettent
d'implémenter de telles fonctions.

Approche OASIS. La chaine OASIS [32] comprend le langage de programmation PsyC. Un
programme PsyC est constitué d'un ensemble statique d'agents communiquant soit par envoi
de messages, soit par ot de donnée. Une instruction particuliére permet a chaque agent de
préciser explicitement les instants formels auxquels son état observable est mis a jour. Du fait
de son utilisation de C, le langage PsyC doit étre classé parmi la famille des langages semi-
formels. L'approche OASIS constitue le point de départ de nos travaux.

1.2.2.2 Algéebres de processus

Les algebres de processus tiennent leurs noms du fait que leurs syntaxes incluent des opéra-
teurs de composition (séquentielle, paralléle, ...). Des formalismes comme CCS [54] et CSP
[41] ont été concus dans le but de modéliser et d'étudier les aspautsirrentsdans les sys-
temes informatiques, et en particulier les synchronisations entre taches. Les premiers modeles
ne disposaient pas de notion téenpsautre que I'ordre relatif imposé par les synchronisations.

Par la suite, plusieurs extensions temporisées ont vu le jour.

Algeébres synchrones. Une extension synchrone de CCS nommée SCCS a été proposée par
Milner en 1983 [55]. Austry et Boudol proposent la méme année une vision complémentaire (et
expressivement equivalente) a SCCS avec l'algebre Meije [10], dont la composition parallele
est asynchrone, mais qui dispose d'opérations de synchronisation. Ces deux derniers modéles
sont dédiés a I'étude de leurs propriétés intrinseques. L'algébre CoReA, proposée dans [17], est
tournée vers la modélisation des systemes synchuisgiués L'auteur observe qu'un temps
de communication nul est inapte & modéliser les communications entre agents distribués. L'au-
teur propose de se reposer sur un modeéle synchiailole, ou les communications prennent un
délai d'exactement une unité de temps. Cette algebre peut alors servir de couche de coordination
pour des agents programmeés dans un langage synchrone fort.

La grande variété d'algébres de processus a motivé la recherche d'un modéle libéré des
variations syntaxiques, et inspiré des techniques de sémantique dénotationnelle [2]. Abramsky
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adopte en 1996 une approche algébrique, exprimée dans le cadre de la théorie des catégories,
qui cherche aéduireun formalisme a partir des qualités observables du systeme. Cet auteur
propose en particulier une algébre de processus synchrone nommée, SBf samment ex-

pressive pour encoder les langages synchrones Lustre, Esterel et Signal [3].

Algebres asynchrones. D'autres auteurs ont proposé d'étendre les algebres de processus non-
temporisées avec des constructions permettant de spéci er des contraintes quantitatives simi-
laires a celles trouvées dans les automates temporisés. Des représentants de cette famille sont
CCSrtet Timed CSP [57].

Propriétés des algebres de processusCes langages sont pour la plupart complets au sens

de Turing et ne se prétent pas bien a la véri cation automatique. Les algébres de processus ont
permis d'inspirer de nombreux autres formalismes pour I'expression de la composition et les
mécanismes de synchronisation ainsi que par I'étude précise des propriétés de congruence de
différentes notions d'équivalences comportementales. Comme dans le cas des machines a états,
le raf nement peut étre abordé par I'utilisation des pré-ordres de simulation.

1.3 Spéci cation

Lors de la phase de conception d'un systéme de contrble-commande, la spéci cation et
le modéle continu sont traduits et décomposés manuellement en un ensemble de contraintes
de nature diverses. L'exigence la plus importante dans le champ des systemes de contréle-
commande est que l'asservissement du processus physique réalisé par ledit systéme soit correct.
En d'autres termes, le systeme doit calcudergu'il faut, eten temps vouluCette dichotomie
introduit dans le domaine discret les deux classes de spéci cdtiansonnellegttemporelles

1.3.1 Spéci cations fonctionnelles

La véri cation de la correction des programmes n'est pas spéci que a l'informatique em-
barquée. Pour la classe des programmes transformationnels et non-réactifs, il s'agit de s'assurer
gu'un programme calcule bien la fonction désirée (au sens mathématique). Il s'agira par exem-
ple de la correction d'un algorithme de tri ou d'une passe de compilation.

Un programme réactif est constitué d'une suite potentiellement in nie de calculs nis.
Cependant, I'étude de spéci cations existantes (par exemple le cas d'étusieat-boiler
d'Abrial [4]) montre que les propriétés fonctionnelles y étant exprimées sont souvent de nature
plus simple que dans le cas transformationnel, comme le fait qu‘'une variable donnée reste dans
un domaine particulier.

1.3.2 Spéci cations temporelles

Nous distinguons parmi les spéci cations temporelles celles d'ordre quantitatif de celles
d'ordre qualitatif.



1.4. CONCEPTION INCREMENTALE 17

Contraintes quantitatives. A n que le processus physique controlé par le systeme temps-
réel se déroule normalement, le systéme doit pouslagerveret réagir en un temps qui soit

assez court pour permettre le maintien de ce processus sous controle. Cela induit des con-
traintesquantitativessur l'intervalle temporel séparant les deux états du systéme correspondant
a l'observation et a la réaction associée. La dé nition effective de ces états est du ressort du
concepteur.

La durée effective de ces temps dépend de I'application : dans le cas du contrdle d'une
réaction chimique lente, il sera super u d'activer le systéme a chaque milliseconde. Ce sera
au contraire primordial lors du contréle-commande d'une fusée. Dans tous les cas, le respect
scrupuleux de ces contraintes est constitutif de la correction globale du systeme. Dans le cas
de systemes constitués de plusieurs sous-systemes communicants, la contrainte temporelle est
teintée d'une composangpatiale Une donnée en entrée du systéme peut en effet étre traitée
successivement par plusieurs taches fonctionnant en parallele avant d'étre disponible en sortie.
Nous parlerons alors dmntraintes de bout-en-baut

Contraintes qualitatives. L'autre type de spéci cation temporelle, moins spéci que au temps-

réel, impose des contraintes de précédence sur certains états du systeme. Par exemple, certains
logiciels embarqués effectuent un auto-tesintde procéder au démarrage effectif du systéeme

de contr6le-commande. Ce type de contrainte est particulierement prégnant lors de la spéci ca-
tion de protocoles de communication, et ne sera pas abordé plus avant.

1.4 Conception incrémentale

Le développementincrémental de systémes temps-réels a motivé la conception de nombreux
ensembles d'outils.

1.4.1 Conception incrémentale par raf nement

Avant d'explorer I'état de I'art en la matiére, nous rappelons les quelques principes qui sous-
tendent ces méthodes. Nous pouvons distinguer cing éléments clefs : le langage de spéci cation,
le langage d'implémentation, la relation de satisfaction entre spéci cation et implémentation, la
relation de raf nement de spéci cation, et en n la relation de raf nement d'implémentation.

Le langage de spéci cation permet d'édicter le comportement du systeme ou du sous-
systeme. Le langage d'implémentation propose comme son nom l'indique une représentation
concrete voire exécutable du systeme. La relation de satisfaction s‘assure qu'une implémenta-
tion se comporte comme précisé dans sa spéci cation. En n, les relations de raf nement per-
mettent de rajouter des détails et de compléter les parties manquantes du systeme.

A n de constituer une méthode de développement utile, certaines propriétés de cohérence
doivent étre véri ées par ce quintuplet. Si une implémentatiaatisfait une spéci catiors,
tout raf nementl ®de l'implémentation doit satisfaire cette spéci catiBnDe fagon covariante,
l'implémentationl doit satisfaire toute spéci catioB®elle queS est un raf nement d&* De
plus, le raf nement doit étre compositionnel : une modi cation locale doit avoir un impact local.

Plusieurs formalismes ont été proposés a cet effet. Un des plus expressifs est Event-B, qui
est basé sur le formalisme de la théorie des ensembles. Limplémentation est une machine a états
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non-déterministe, et le raf nement est une forme de simulation. Un programme C ou ADA est
automatiquement généré lorsque l'implémentation devient (par raf nement) déterministe.

Une extension notable du modele d'Alur et Dill [7] sont [Esned I/O automat§45s, 31].
Ce formalisme a été créé a n de modéliser la composition et le raf nement de systémes tempo-
risés. Il propose de surcroit une opératiomdetientpermettant de déduire automatiquement
la spéci cation la plus générale dans une spéci cation globale lacunaireTibesd Interfaces
[6] présentent la particularité de proposer une notion de satis abilité optimiste : une implémen-
tation est correcte fliexisteun contexte dans lequel elle respecte sa spéci cation.

1.4.2 Conception incrémentale par composition

Le formalisme BIP [11] permet la modélisation de systemes hétérogenes (par exemple, de
systemes GALS) et dispose d'un outil de génération automatique de code. Dans le cas asyn-
chrone, la détection automatique d'inter-blocages peut étre effectuée a l'aide de I'outil D-Finder
[12]. Une des perspectives de développement de BIP consiste a prouver formellement la cor-
rection de la génération de code et a interfacer le générateur avec un compilateur certi é.

La suite d'outils SCADE permet le développement de systemes synchrones par I'utilisation
d'un modele ot de donnée reposant sur le langage Lustre, et par la conception hiérarchique de
machines a états. Elle inclut entre autres un simulateur d'exécution, un analyseur WCET et un
outil de model-checking a n de véri er aussi bien les propriétés temporelles que fonctionnelles
[1]. L'outil Syndex est dédié aeo-designde systémes temps-réel embarqués sur machines
paralléles. Le programme y est représenté par un graphe représentant les ots de données entre
des processus [66].

1.5 Plates-formes logicielles pour le temps-réel

Une fois le développement achevé, I'exécution correcte du systéeme discrétisé repose sur
I'acces aux ressources de la machine héte, a commencer par une horloge matérielle. Cet accés
peut étre direct ou passer par un support d'exécution logiciel. Le choix de ce support d'exécu-
tion in ue fondamentalement sur le degré de slreté du systeme pris dans son ensemble. Notre
support d'exécution est fourni par le systeme d'exploitation OASIS.

1.5.1 Plates-formes pour les systemes asynchrones

L'approche dominant encore aujourd'hui le développement de systemes temps-réels em-
barqués repose sur l'utilisation de systemes d'exploitation spécialement congus pour permettre
I'exécution de taches temps-réel. Quelques exemples de tels systémes sont VxWorks, Linux +
RTAI et QNX. Les taches elles-mémes sont programmeées dans des langages comme C ou ADA,
en utilisant les primitives fournies par le systeme sous-jacent pour implémenter les contraintes
temporelles édictées par la spéci cation. Le systeme d'exploitation s'assure que les primitives
appelées par la tadche sont bien exécutées et la coordination entre taches est effectuée a l'aide de
primitives de synchronisation généralistes, comme les sémaphores.

Dans le cas ou le systeme d'exploitation permet I'exécution parallele de tdches (comme
Linux ou VxWorks), cette approche permet la conception de systémes pouvant tirer parti des
nouvelles architectures multi-coeurs et ainsi fournir la puissance de calcul requise par les ap-
plications. Néanmoins, l'utilisation de langages de programmation tels que C fait apparaitre le
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risque d'erreurs dans les manipulations de pointeurs, de dépassement arithmétique, de dépasse-
ment de tableaux, de mauvaise gestion des ressources ... De plus, l'utilisation de primitives de
synchronisation et de communication trop générales introduit la possibilité de comportements
incorrects. Un exemple classique est celui des inter-blocages induits par une mauvaise utilisa-
tion des sémaphores. Ces problémes ont motivé le développement des modeéles formels et des
techniques de véri cation présentés ici.

1.5.2 Plates-formes pour les systemes synchrones

La principale technique de compilation pour les langages synchrones consiste en la généra-
tion d'un automate ni. Il est ensuite du ressort du concepteur de calibrer la durée d'un pas de
I'norloge synchrone sur le processus physique asservi. Plusieurs techniques d'exécution sont
envisageables :

— la génération directe de circuits logiques matériels implémentant la machine a état,

— I'exécution directe sur une cible matérielle standard,

— l'exécution en mode utilisateur sur un systéme d'exploitation temps-réel.

Cependant, un programme synchrone compilé en un unique automate est dif cilement exé-
cutable sur plusieurs coeurs de calcul. Certains travaux récents cherchent a permettre I'exploita-
tion de ces ressources de calcul [26].

1.5.3 Approches mixtes

Une partie de ces problemes est résolue par I'utilisation d'outils particuliers, comme la
suite d'outils OASIS qui permet la mise au point de systemes temps-réel embarqués pouvant
prendre avantage des architectures multi-coeurs. OASIS permet également la véri cation durant
I'exécution du respect de certaines contraintes temporelles par I'application embarquée, grace
a son socle formel synchrone. Les taches sont programmées dans un langage dédié étendant C
avec des instructions de synchronisation par le temps, et des primitives de communication par
ots de données et par messages. L'exécution d'un programme OASIS est déterministe dans
le temps. Cette approche permet donc de pro ter des architectures multi-coeurs sans risque
d'inter-blocage. Ceci ne répond pas, néanmoins, au besoin d'une méthode de développement
spéci que au domaine ni a la véri cation avant exécution du respect de la spéci cation par le
systéme.

1.6 Travaux connexes

Nos travaux sont fortement inspirés des analyses sur la sécurité du ot de l'information. Ces
approches considéerent principalement les systemes transformationnels et ont pour but de s'as-
surer que des données privées (comme un mot de passe) au sein d'un programme ne sont pas
inférables par une attaque extérieure. La propriété correspondante est noamgerférence
[37] et repose sur I'étude de dépendances fonctionnelles entres les données privées et un en-
semble d'observables modélisant le pouvoir de I'attaquant. Le cas réactif a été considéré entre
autres par [16] dans le contexte de la sécurité des navigateurs web. Dans [9], une analyse du
ot d'information a été entreprise dans le cadre d'une variante synchrone de CCS. Ces travaux
se rapprochent des notres en ce qu'ils considérent des systémes non-déterministes, et se basent
sur la notion de bisimulation pour dé nir la non-interférence. Nous procédons a une démarche
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duale : nous cherchons a construire des systemes réactifs synchrones en garantissant I'existence
d'un ot d'information entre les entrées et les sorties.

Dans son article fondate@edanken Experiments on Sequential Machjiék E. F. Moore
expose un moyen ddistinguerdeux états I'un de l'autre par le biais d'expériences. Cette no-
tion d'états distinguables est trés proche de notre notion de séparabilité. Le délai de séparabilité
sera intuitivement lié & la longueur de I'expérience permettant de prouver que deux états sont
distinguables. Cette approche porte aujourd'hui le norreded'automateft7, 67]. Son objec-
tif général est de formaliser les moyens par lesquels il est possible d'extraire de l'information
depuis une machine en observant sa réaction a certaines séquences d'entrées.

Les machines de Moore et de Mealy dé nissent des fonctiansalessur les ots de don-
nées. Cette notion de causalité exprime le fait que I'état observable d'une machine au temps
n'est fonction que des entrées aux temPg et de I'état initial. La génération automatique
de fonction causales sous la forme de machines a états a partir de spéci cations logiques a fait
I'objet de quelques travaux (voir par exemple [39]). La notion que nous proposons peut étre
considérée comme un enrichissement de la causalité, ou le temps précis entre une donnée en
entrée et sa conséquence observable est spéci é.

Les circuits digitaux ont fourni un modéle d'étude de la sémantique des langages synchrones
(pour Esterel, voir par exemple I'état de I'art de [64])). Or, les circuits sont également soumis a
des contraintes temporelles fortes. En particulier, I'analyse du délai de bout-en-bout induit par
un circuit est largement pratiquée sous I'appellaticandlyse temporelle statiqy#5]. Le délai
total est alors calculé comme le nombre maximums de délais logiques sur tous les chemins entre
les entrées et les sorties. Par vertu de I'équivalence entre programmes synchrones et circuits
digitaux, il est en principe possible d'appliquer cette analyse a des programmes.

Une approche pragmatique a I'analyse du délai de bout-en-bout dans les systemes temps-
réels multi-tdches a été proposée dans la thése de Tanguy Le Berre [46]. Ce dernier propose de
modéliser une tache par les dates de mise a jour de ses variables (correspondantes aux ots de
données en entrée et en sortie). Ceci permet de prendre en compte des taches non périodiques.
Il est ainsi possible de calculer l'intervalle temporel minimal entre une entrée en un point du
systeme et une sortie dans une autre tache, en prenant en compte les communications entre
taches. L'auteur propose une méthode pour analyser ce délai de fagcon automatique. Nous nous
distinguons de ces travaux par le fait que nous prouvons une dépendance fonctionnelle effective
entre une entrée et une sortie.

Le terme deséparabilitéest également utilisé dans d'autres domaines, pour désigner certains
types d'espaces topologiques ainsi que dans I'étude des systemes d'addition de vecteur. Ces
utilisations sont sans rapport avec les développements contenus dans ce manuscrit.

1.7 Contribution proposeée

Limportance capitale de la correction du comportement temporel des systemes temps-réel
embarqués motive un examen critique des solutions existantes au probléme de la spéci cation
et de la véri cation des contraintes de bout-en-bout. Nous avons vu que ces contraintes quanti-
tatives sont équivalentes a la donnée d'un intervalle temporel entre d'une part le passage dans
un état correspondant & la lecture d'une donnée et d'autre pagdtvation d'une réponse

Dans les approches classiques, qu'il s'agisse de systemes synchrones ou asynchrones, cette
notion de réponse observable est reduite a I'occurrence d'un évenemgnnkeolisant par
exemple par la mise a jour d'une variable. Dans tous les cas, il s'agit d'une approximation d'un
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processugtendu dans le tempke transformation de données entre les entrées et les sorties du
systeme. Nous avancons qu'il est possible de se passer de cette approximation.

En conséquence, nous proposons de substituer a la notion classique de contrainte temporelle
une contrainte mélant aspects fonctionnels et temporels : I'existence d'un ot d'information
entre les entrées et les sorties du systeme. Nous appelons cette nouvelle contdgiatiedie
séparabilité

Modéle formel. Nos développements ont pour cadre les systemes OASIS, pour lesquels nous
déterminons comme modele formel une variante des machines de Moore. Notre modele se
distingue de celui d'origine par les aspects suivants :

— an de modéliser les systemes en cours de développement, nos machines ne sont pas

déterministe ;

— qui plus est, elles disposent de multiples ports d'entrées et de sorties.
Nous montrons la validité du choix des machines de Moore comme modéle en dé nissant une
sémantique opérationnelle a grand pas pour une restriction raisonnable du langage PsyC (dans
le cas déterministe).

Spéci cation. La notion de séparabilité est dé nie sur ces machines comme une adaptation
du concept delépendance fonctionnell€es dépendances fonctionnelles reposent dans notre
cas sur une notion de preuves de non-bisimilarité, qui nous permet de décliner le délai de sé-
parabilité en une variante pessimiste et une variante optimiste, selon que I'on sgainatt

ou savoirpossiblel'occurrence d'une réponse observable a une entrée particuliere. Nous dé-
dions le reste du manuscrit a I'étude des propriétés du délai de séparabilité dans le cadre d'une
méthodologie de développement par raf nement et par composition.

Raf nement. Nous faisons le choix classique de la relation de simulation comme relation

de raf nement. Des conditions suf santes a la conservation du délai de séparabilité sont don-
nées pour cette relation. Un formalisme de développement se basant sur ces résultats est alors
propose, ou les données peuvent également étre raf nées. A n de permettre la véri cation ef-
cace du délai de séparabilité entre des ports d'entrées et de sorties précis, nous étudions une
technique d'abstraction de machine et nous dé nissons les conditions sous lesquelles elle est
applicable.

Composition. A n d'étudier le délai de séparabilité sous composition, nous adoptons une
approche minimaliste inspirée des algébres de processus, et plus particulierement de certains
travaux de Samson Abramsky [3]. Une attention plus particuliére est apportée a la composition
séquentielle de machines de Moore. Comme pour le raf nement des conditions suf santes pour
garantir la conservation du délai de séparabilité sont données. Combinés, ces résultats forment
une nouvelle approche pour I'étude et le développement des contraintes de bout-en-bout.

1.8 Plan du manuscrit

Le chapitre 2 (p. 23) est consacré a la dé nition de notre cadre d'étude, constitué par une
variante non-déterministe des machines de Moore. Le pré-ordre de simulation sur les machines
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de Moore est dé ni, et le délai de séparabilité est introduit. Les propriétés de conservation du
délai de séparabilité sont étudiées.

L'applicabilité des techniques d'abstraction est étudiée dans le chapitre 3 (p. 51). Quelques
résultats de conservation du délai de séparabilité sont prouvés, ainsi que des résultats sur la
possibilité d'analyser le délai de séparabilité dans le cas ou la machine dispose de plusieurs ports
d'entrée et de sortie. Ces résultats sont appliqués a la proposition d'un formalisme permettant
le raf nement de machines préservant le délai de séparabilité.

Les propriétés de compositionnalité du délai de séparabilité sont étudiées dans le chapitre
4 (p. 93). Apres avoir dé ni quelques opérations de composition, la composition séquentielle
de machines est montrée comme ne préservant pas le délai de séparabilité, et des conditions
suf santes a sa préservation sont démontrées. Une approximation compositionnelle du délai de
séparabilité en est déduite.

Nous effectuons une revue critique de nos travaux et présentons des perspectives de recherche
en conclusion (Chapitre 5 p. 115).

En annexe (p. 121), nous établissons un lien formel entre nos travaux et la plate-forme
OASIS par la dé nition d'une sémantique opérationnelle pour le langage PsyALGOL, inspiré
de PsyC.



Machines de Moore et délai de separabilité

Ce chapitre a pour objet une dé nition du délai de séparabilité d'un état d'une machine de
Moore. Nous commencgons par poser des dé nitions générales dont celle de machine de Moore.
Nous poursuivons par la dé nition dans ce modéle formel d'une notion de délai de séparabilité
dont nous exposons diverses propriétés.

2.1 Préliminaires

Nous rappelons quelques dé nitions mathématiques liées a la théorie des langages formels.

2.1.1 Dé nitions mathématiques
2.1.1.1 Dé nitions générales

1. L'ensemble singleton est noté “te (aisomorphisme pres).

2. Larelation identité estnotéd. SiIR; b A B etR, bB C, la composition relationnelle
est notédR{;R>, b A C.

3. Sif >A B etg>B C sontdeux fonctions, leur composition est najéé >A C.

4. Sif >A B etg>C D, l'extension du produit cartésienaux fonctions est notée
‘f;ge>A C B D:f;ge "xjye( “fxe;gyee.

5. SoitA B le produit cartésien dA et B. Les deux fonctions de projection associées

seront notées :
A A B A
g A B B:

2.1.1.2 Alphabets et langages

Soit un ensemble . Nous pouvons construire a partir dedeux ensembles particuliers :
celui des mots nis * et celui des mots in nis ' . Dans les deux cas, est appel@lphabet

1. * est le monoide libre, c'est-a-dire I'ensemble des séquemies d'éléments de .
L'élément neutre de * est le mot vide, noté.

2. Lalongueur d'un motv est notéesvSavecSS 0.

3. correspond aux mots nis de longueur non-nulle.

23
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4. ' est I'ensemble des séquendasies d'éléments de . ' est dé ni formellement
commeN , C'est-a-dire comme I'ensemble des fonctions associant a tout entier na-
turel (i.e. l'indice dans la suite) un symbole de

5. Nous dé nissons I'ensemble des mots nis et in nis commé + .
6. Siw >

a

est un mot, nous notons so®me symbolav i , oui varie entrelD et S 1.

7. Siw > * estun mot, I'ensemble de ses pré xes nis est npté x"we. Cet ensemble
contientw si et seulement sv est ni.

8. SiL b * est un ensemble de mots, la partieldeonstituée des mots de tail@inimale
est notéeMinimarlLe :

MinimalLe “w >L S w*L; SYB WS¢

2.1.2 Types de données : le monoide

Nous supposons la préexistence de quelques types de données basiques, au premier rang
desquels gurent les entiers nimt ainsi que les booléermol :

int “min_int;:::;max_inte;
bool “tt o ff e

SoitBasic “int;bool;:::s cet ensemble de types de base. L'ensemble des types de données
est le monoiddype 'D; ;legénéré paBasic et fermé par produit cartésien. L'élément
neutre de ce monoide et “te (aisomorphisme prés). Nous travaillerons également avec les
isomorphismes correspondants a la commutatiaté» ( “b; e, a I'associativité a;"b; e (
""a;br;ce et al'absorption de I'élément neutte;te ( a.

Les éléments d® serviront d'alphabets d'entrée et de sortie dans la dé nition de notre
modele synchrone. Les isomorphismes cités plus haut pourront étre étendus aux éléments du
modele que nous allons dé nir et serviront alors a restructurer les interfaces des machines (voir
chapitre 3, Sec. 3.3 p. 72).

2.2 Modele formel de systemes synchrones

Notre propos est ici de donner un modele des systemes synchrones qui soit suf samment
expressif pour encoder le modéle proposé par OASIS [32] (cf. Annexe A). Apres avoir donné
une dé nition informelle du comportement des systémes a modéliser, nous en donnerons une
description sous forme de machine a états.

2.2.1 L'abstraction synchrone faible

Le modele synchrone repose sur une notion d'horloge logique permettant d'orchestrer les
calculs. A chaque temps logiqtischague composante du systéme calcule a partir de ses entrées
et de son état interne une réaction et un nouvel état interne. Dans le modele synchrone fort, cette
réaction est directement visible au temipse qui peut causer des problemes de causalité (voir le
cas d'Esterel dans [13]). La gure ci-dessous illustre le modéle synchrone fort par deux étapes
de calcul d'un “processus” synchrone isolé.
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Une premiére solution a la non-causalité est d'exclure les programmes non-causaux, par exem-
ple par une analyse statique du code. Une autre fagon de procéder est d'affaiblir le modeéle en
ne rendant visible les réactions du tempgi'au tempg 1. Ceci interdit par construction les
dépendances cycliques entre entrées et sorties. Ce modele synchrontaddedit est utilisé

dans le langage SL [21] et ses descendants, comme Reactive ML [50]. Il est également au coeur
de l'algebre de processus CoReA [17] et du langage PsyC inclus dans OASIS, comme le mon-
tre I'étude de sa sémantigue opérationnelle (cf. Annexe A). Ce modéle est illustré par la gure
suivante.

2.2.2 Description de systemes faiblement synchrones comme machines a
états

Nos travaux portent sur une variété particuliere de transducteurs synchrones permettant
d'implémenter le modéle synchrone faible. Nous dé nissons nos systemes synchrones comme
des machines a états connues sous le nomaishines de Moorgs6].

Dé nition 1 (Machine de Moore)SoitIn un alphabetd'entréeet Out un alphabet desortie
Une machine de Moors! surln etOut est la donnée de :

— un ensemble ni d'états not®,

— un ensemble d'arck b Q In Q tel que pour tout état) et toute donné@& >In,

I'ensemble des arc¥ g;in; q® > E Sg®> Qe est non-vide (condition dmtalité),

— une fonctiorout Q Out associant a tout état un symbole de sortie,

— unensemblal'états initiauxQ; b Q.
Une telle machine est notd¢ “In;Out; Q; out,E;Q;e SiQ; ~qge, nous le noterons di-
rectement parin; Out; Q; out; E; g e Nous noterong 2 gpour”p;a; >E. L'ensemble des
machines ayant pour alphabet d'entriée et alphabet de sorti®ut sera notéMoore In; Out .

Dans son article fondateur, Moore [56] dé nit des machidégerministes pour tout état
g>Q et toute entréén >In, I'ensemble des arcs q;in; q® >E+ est de cardinal égal & La
dé nition ci-dessus permet des machimemn-déterministedJn systéme en cours de dévelop-
pement est représenté par une machine de Moore non-déterministe qui lit des dorimées de
produit des données da@sut.
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Exemple 2.1 : Sinous prenongn  booletOut int, un exemple de systeme (en I'occurrence
déterministe) est celui convertissant la valduen entrée en valedren sortie et convertissant
ff en0. La machine correspondante &6t bool;int; Q;out; E; g.e:

Q "o
out " ( O;0( 1°
E 7o ff ohe; O tt ; O Oh tt s Ope; Ty Opee

Cette machine admet la représentation graphique donnée en Fig. 2.1.
& e I

FIGURE 2.1 — MachinéVi 4

Etant donné un mot en entrée et un état de départ, il est possible d'effectuséquence
d'exécution produisant un ensemble de mots en sortie. L'espace d'état effectif de la machine
estQ Out, ouQ en est la composantachéeet Out la composant®bservable La notion
classique de langage reconnu peut étre encodée en Gant "REJECT; ACCEPT - tel
queACCEPT soit produit si et seulement si le mot entrant est reconnu.

Dé nition 2 (Séquence d'exécution, langage de sort®9it un mot d'entréev >In*. Nous
dé nissons les séquence d'exécution d'une machine de Mbbre "In;Out; Q; out, E; goe
associée a un met comme les séquences appartenant a I'ensemble :

Exv o;webQ ~In  Qe¥;
ou ce dernier est dé ni par I'égalité suivante :
Exu go;we  “gp:w O :op:w 1:gp::: Siq " g 1>E-:

Le langage généré par la lecture dedepuisq est I'ensemble des mots générés a partir de
chaque séquence d'exécution par applicatiorode:

LY, "gp;we  ~out gpe:out’ greiout e i i Spiag:Chiayipias i >Exy " Cp; Wee :

Exemple 2.2 : Nous donnons un exemple de séquence d'exécution pour la madhidennée
en Fig. 2.1. Soitv  tt:ff:ff:tt un mot d'entrée. Puisqud 5 est déterministe, il n'existe qu'une
unigue séquence d'exécution pomr. oy:tt:o:ff:0,:ff:gu:tt:q,. Le langage de sortie associé est
réduit a un unigue mot :

L, "Ghiwe  ~out cpe:out’ e :out G :0Ut he :out cpee
"0:1:1:0:1e:

Noter que l€) initial du mot de sortie est constant et indépendant de I'entrée.
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2.2.3 Relations d'équivalence sur les états

Différentes notion d'équivalences peuvent étre considérées pour les états d'une machine,
avec différents degrés de précision. Dans les travaux qui suivent, le choix d'une relation 0d'équi-
valence s'avere crucial dans la dé nition du délai de séparabilité (cf. Sec. 2.3.4 p. 38). Une étude
comparative de ces relations d'équivalences a été entreprise dans [68]. Selon cette étude, la re-
lation d'équivalence identi ant le moins d'états dans notre cadre est la bisimilarité, que nous
dé nissons ci-apres.

2.2.3.1 Simulation et bisimulation

Nous commengons par dé nir la notion de simulation, qui est a la base de la notion de
bisimulation et qui sera un outil fondamental de notre étude. Nous considérerons dans les dé -
nitions qui suivent une machid “In; Out; Q; out, E; Q;e

Informellement, un étadp est capable de simuler un autre é&atorsque toute séquence
d'exécution partant de, peut étre copiée depuis. Nous donnons deux dé nitions équivalentes
de la simulation, a n de mieux lillustrer.

Dé nition 3 (Simulation) SoitR b Q Q une relation sur les états dd . Nous dé nissons les
conditions nécessaires et suf santes pour usoit une relation de simulation.

Dé nition 3.1 R est une relation de simulation si et seulement si, pour tout coupiey,* >R,
la propriété suivante est véri ée :

out'qpe out' e ,
La>in | ®>Q m B >E O 8>QiB >E,” (R >R:
Cette dé nition est la transposition de la description informelle donnée plus haut.
Dé nition 3.2 1l est possible de donner une autre dé nition de la simulation, comme un mor-
phisme entre systemes de transitions. Observons que I' ensemblesElbBi@s In  Q
peut étre vu par associativité de comme une relatioe b Q “In Qe ouE b
"Q Ine Q. Nous dirons alors qu® est une relation de simulation si et seulement
Si:
"R LE«b”"E;R !+, out;oute’Re b ld:
Si il existe une relation de simulatid® telle que™q; & >R, alors nous le noterong; ng G,
ou plus simplemert; n g selon nos besoins.

Remarquons que nos machines ayant potentiellement plusieurs états initiaux, il est direct de
représenter des relations de simulation entre machines en calculant I'union de ces machines.

Exemple 2.3 : La gure 2.2 montre deux machines telles qu'il existe une relation de simulation
R entre les étatgy etpa. La relation en question est montrée par les eches en pointillé :

R " 0Oa;pa®; Ggipsee:

La gure illustre le fait que la dé nition impose que pour tout chenpinR * ga B O, il doit
exister un autre chemipn B p®R ! q tel quep R ay, i.e. tel que le diagramme commute.
Par exemple, le diagramnpg R 1 ga 5) O, est fermé papa ) pe R 1cg.
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FIGURE 2.2 — Exemple de relation de simulation

FIGURE 2.3 — Exemple de relation de bisimulation

La notion de bisimulation est dé nie a partir de la notion de simulation et la bisimilarité est
dé nie comme l'union de toutes les bisimulations. Les dé nitions sont classiques, mais adaptées
a notre cadre particulier.

Dé nition 4 (Bisimulation) SoitR b Q Q une relation de simulation sur les états ble Si

R 1est également une relation de simulation, alBrest une relation de bisimulation. L'union
de toutes les bisimulations est notée est une relation d'équivalence. Nous pouvons dé nir
explicitement le fait qu& soit une bisimulation, comme dans le cas de la simulation :

" qu;pe >R; ) a>In; out'qpe  out’gpe,
L@>Qq D >E O SEaD ¢>E,” @ >R,
' @>Q;p D >E O §Eq B ¢™>E,” @B >R:

Exemple 2.4 : La gure 2.3 montre un exemple de machine ou les &tagt g sont bisimilaires

(cette machine sera montrée équivalente a la madlineen Fig. 2.1 p. 26). La relation de
bisimulationR est illustrée sur la gure par les eches en pointillé :

R 7 0h Q) O b Oy Opee
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T

FIGURE 2.4 — Quotient par bisimulation

2.2.3.2 Extension aux séguences d'exécution

Ces relations d'équivalence s'étendent naturellement aux séquences d'exécution. Supposons
gue nous ayons la relation de simulatignn . Alors il est possible de faire correspondre a
toute séquence d'exécutionn ; >Exy, " 0p; we une séquence d'exécutionn, >Exy,” p; We,
avec :

run, " Pew 0:ghw 1:giw 2 siw S 1:g)S

run, " ew 0w 1:gw 2 :iwSwS 1:g5°
et telles que i;g} n d,. La preuve suit par application directe de la dé nition de simulation.
Par extension, nous noterons cette situatiom,; n run, dans le cas des séquences d'exé-

cution prises individuellement et plus généralemex, o; we n Exy, ¢p;we. Le cas de la
bisimulation est semblable.

2.2.4 Quotient par bisimulation et dépliage d'une machine

Il nous sera utile de travailler sur les machines en ignorant les différences entre les états
jugés équivalents pour la bisimilarité. Dans la suite, nous supposons l'existence d'une machine
M  In;Out; Q; outE; Q;e

2.2.4.1 Quotient par bisimulation

Le quotient par une relation de bisimulatiBrdeM est la machine :
M~R "In;Out;Q R; out¥E*¥R"Q;e

dé nie par:
- QR CIbQSip;g>d;pRq,; p>C;q>0; " pRre,
— out®Cle out'ge;q>d,
— E® TCly;in; A ST;in;qee >E , qp>Ad; , g >0ye, et
- R'Q° T pRpeSq>Q;e.
Par constructiony ~R est bisimilaire a .
Exemple 2.5 : La machine en Fig. 2.3 a pour quotient la machine en Fig. 2.4.

2.2.4.2 Dépliage d'une machine depuis un état

Le dépliage d'une machine depuis un gtaist un arbre (de profondeur in nigjructurelle-
ment égala tout dépliage d'un étag tel quep g. Une dé nition de ces arbres (dans un
contexte légerement différent) peut étre trouvée dans [68] p. 47, ou encore dans [3] ou ils sont
appelésarbres de synchronisation
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FIGURE 2.5 — Dépliage dM 4.

Dé nition 5 (Dépliage) Soientin; Out >D deux types de données. L'ensemble des dépliages
surln; Out est'ensembld re€ In; Out ¢, qui est la plus grande solution de I'équation :

Tree'In;Oute Out 3 4, "In  Tre€ In;Out ee
Le dépliage d'un état) d'une machinévl est dé ni récursivement par la fonctiddy, :

Uum Q Tre€ln;Oute _
Uu “g Sout'ge; §%in; Uy "q® S §B =>EY «:

(Noter que formellement, un dépliage est un ensemble non bien-fondé [5]).

Un exemple de dépliage de la machiMg (donnée en Fig. 2.1 p. 26) est donné en Fig. 2.5.
A n de faciliter la lecture de ce dépliage, nous notons le nom des états de la machine d'origine
dans chaque noeud.

Proposition 2.6 (Dépliages comme représentants canoniques des classes de bisimilarité)
proposition suivante est véri ée :

P q Uv"pe Un'cre

Cette proposition importante af rme que pour tous éfatsg, nous avongly, “pe Uy "Q°
et réciproguement. Les dépliages sont donc des représentants canoniques des classes d'équi-
valence d'états pour la bisimilarité. Une preuve (dans le cas similaire des machines de Mealy)
peut étre trouvée dans [3] p. 12 ; et dans le cas général dans [5]. De plus, il est direct de constru-
ire a partir de tout dépliage une machine a nombre in ni d'états. Les dé nitions données pour
les machines sont donc applicables aux dépliages.

2.3 Délai de séparabilité d'un systeme synchrone

Lors de la conception d'un systeme temps-réel embarqué, le respect des contraintes tem-
porelles est primordial. Nous pouvons illustrer cet enjeu en considérant le comportement du
modele physiqu& d'un systéme temps-réel, avec pour entrée une impulsion au teflpss
nous attendons naturellement a ce que l'effet de cette impulsion ne soit pas observable immédia-
tement en sortie : le temps de propagation du signal est non-nul. Ceci est illustré en Fig. 2.6. La
réponse impulsionnelle d&& est (dans cet exemple) observable suintervalle t  o;t 1 .

En pratique, cet intervalle est également fonction de la nesse de nos instruments de mesure,
mais en supposant que la précision soit suf sante, nous pouvons utiliser le temps de réponse
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FIGURE 2.6 — Réponse impulsionnelle

“au plus tét"t o comme une mesure du “temps de réaction'Sde Si ce temps n'est pas
compatible avec la dynamique du processus physique contréle, le systeme pourra étre considéré
comme incorrect.

Nous cherchons a donner une caractérisation semblable dans le cas de systémes discrets im-
plémentés par des machines de Moore non-déterministes. Le premier probleme est qu'il n'existe
pas de caractérisation évidente de ce qu'est une “réponse” a une entrée : un programme informa-
tique peut émettre une suite de données construite de facon arbitraire (en particulier, sans aucun
rapport avec ses entrées). Cette idée est illustrée en Fig. 2.7, qui montre un systéeme discret syn-
chrone (par exemple composé de machines de Moore) calculant a partir d'une séquence d'en-
tréesmp; my; my; i une séquence de sortias 0;; 0;;: .. La gure suggere qu'une donnée en
entrée particulieren; peut “in uer” sur la valeur des sortiess; 0s; 0 : : : d'indices arbitraires.

Le délai de séparabilité d'un systeme (dans un état particulier) peut alors étre dé ni comme
le nombre de ticks de I'horloge logique entre une entrée lue sur cet état et une régomse
cative, c'est-a-dire fonctionnellement dépendante. Il est important de distinguer ce délai de
séparabilité du concept demps de réactiotel qu'il est compris dans le cadre de I'étude des
systémes synchrones. Pour le modéle synchrone fort, le temps de réaction est égal a 0 (cas
des machines de Mealy) et a 1 pour le modéle synchrone faible (cas des machines de Moore).
Notre notion de délai de séparabilité est inspiré du temps de réaction “physique”. Ce délai se
décompose en deux notions distinctes : le liecagsalitéentre I'évenement en entrée et celui
de sortie et ladélai (en temps logique) entre ces deux évenements. Cette section se propose
d'arriver par une démarche systématique a une dé nition formelle du délai de séparabilité. Nos
travaux sont également liés aux recherches portant sur I'analyse du ot d'informations [27]. Le
but est dans ces travaux de prouver que certaines dopri¢éssd'un programme (par exemple
un mot de passe) ne sont pas déductibles du comporterbsatvabledudit programme, méme
par des canaux d'information détournés (non-terminaison, temps d'exécution .. .).
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FIGURE 2.7 — Délai de séparabilité d'un systeme synchrone

Comme dit dans l'introductiomotre but est de montrer qu'il existe bel et bien un |ot
d'information entre les entrées et les sorties d'une machine, de borner le temps dg trans-
fert de cette information a travers cette machine et d'étudier le comportement de cette
notion lors du développement par composition et par raf nement.

Deux outils formels ont déja été utilisés pour étudier ce type de propriété@nkinterférence
[37] et l'utilisation de la notion d&ntropie de Shannof65]. Nous nous inspirons principale-
ment de la notion deon-interférencequi est en fait une forme de dépendance fonctionnelle.
Une étude basée sur l'entropie de Shannon sera discutée dans les perspectives de recherche, en
conclusion.

2.3.1 Dépendance fonctionnelle et causalité

Nous illustrons notre démarche par un premier exemple. Noter que la méthode utilisée ici
est trées semblable a celle adoptée par Moore [56]. Soit un état de sygt@isgosant d'une
partie observabl®bservablége et d'une partie cachédidden”ge. Nous supposerons pour
la simplicité de I'exemple que le systeme déterministeLe systeme évolue sous l'action de
deux fonctionsA et B, agissant symboliquement comme des boutons poussoirs.

Soit également un observateur ignorant touHdéden™ge et n'ayant comme moyens d'ac-
tion que, d'une part, faire évoluer le systeme en utiligaouB et et d'autre part observer I'état
du systeme au cours du temps.

Test de réactivité. Dans cette expérience, I'observateur a pour tache de déterminer si presser
A plutét queB a une conséquence observable sur le futur du systeme. Une solution naive est
de véri er si le nouvel état observable est différent du précéedent.

Entrée q B Oa
Etat observable o o=

Si o ~ 0% l'observateulO considérera que le systeme semble bien avoir répondu a I'entrée
A. Deux objections peuvent étre faites a cette conclusion hative.

1. Le systeme dans I'étgtavait peut-étre préva lI'avancede rendre observabte®
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2. il n'y a pas de raison pour que l'effet observable survienne immédiatement apres avoir
pressé le bouton.

A n d'arriver a une solution correcte, le principal point a prendre en compte est que I'état
observable n'est pas seulement fonction du bouton pressé mais également de I'état interne.
Pour répondre a la premiére objection, nous allons augmenter le pouvoir de l'observateur et
lui permettre de procéder a la méme expérience simultanémenfaeE8 (ceci correspond a
I'expérience multiplele [56]).

g8 &

Entrée q B Oa
(o] g==

Etat observable o o

Si 0®~0®%n en déduit que le systeme a bel et bien distingué entre le bAutbfe bouton
B. Cette expérience est donc plus informative que la précédente.

Dans le cas contraire, savoir qog& 0®fie nous permet de tirer aucune conclusion sur le
comportement interne du systéme. La seconde objection nous dit que I'effet observable de cette
entrée peut survenir aprés un nombre arbitraire de transitions.

Une réponse intuitive est d'itérer I'expérience gjret gg jusqu'a observer un effet ob-
servable (i.e. une différence entre les états observables), mais I'état observable devient alors
corrélé aux autres choi& ou B effectués pendant I'expérience. Supposons que nous itérions
I'expérience une fois de plus.

Entrée 9B o D ¢
Etat observable o o= o
Entrée q 8 ® D B
Etat observable o o=

Ici, x ety sont a priori quelconques. Quelles que soient les valeuxsalg, o, est soit une
constante, soit une conséguence observable de la premiére expériédnagdtdipressé, soit de
x (ces deux derniéres éventualités ne sont pas mutuellement exclusives). Deanéstesoit
une constante, soit une conséquencs gsoit dey.

Six ~y il estimpossible d'en dire plus, mais i y eto, ~ o, alors noussavonsque
“0y; 0y* est bien une conséquence observable du fait d'avoir initialement phesad3 . Nous
pouvons généraliser ce résultat : si il existe une suite nie d'expériences (c'est-a-dire un mot
sur”A; B ¢) permettant de distinguer les étgiset g, alorsg prend bien en compte son entrée
initiale. En termes plus formelg,est “réactif” sigy etgg ne sont pas bisimilaires (ce qui dans
le cas déterministe est équivalent & ce qu'ils n‘aient pas les mémes traces). Si nous replagons
cet exemple dans le cadre de I'exemple en Fig. 2.7, nous pouvons déterminer I'in uence de
I'entree m, sur les sortiesy en faisant varier le contenu ae; uniqguementet en observant
guelles portions de la trace de sortie sont affectées par ces variations.

2.3.2 Reéactivité d'un systeme synchrone

L'étude précédente montre la nécessité de falins qu'examiner la simple présence ou ab-
sence d'un “message” : il faut également en étudier le contenu. A n de déterminer si un systeme
répond a une entrée, il faut analyser la variabilité de I'ensemble de ses transitiftortion de
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(a) Fonction non-constante (b) Fonction constante

FIGURE 2.8 — Etat vu comme fonction

la valeur de I'entréeet montrer que la fonction ainsi calculée est non-constante. Cette section
est dédiée a la dé nition d'une notion de réactivité d'un systeme synchrone modélisé par une
machine de Moore non-déterministe. Dans cette section, nous travaillerons sur une machine
M  “In;Out; Q; out E;ge

Cas des fonctions totales. Avant d'introduire la notion de réactivité, nous allons brievement
I'éclairer par son étude sur un cas simple, celui des fonctions totales. Nous procéderons ensuite
a une dé nition adaptée aux machines de Moore.

SoientA etB deux ensembles ét>A B une fonctiontotale quelconque. Il est aisé de
déterminer sf est constante : si en I'appliquant a tout son doma&inen obtient un ensemble
image réduit a un point, la fonctidnI'est. De fagon duale, si il existe deux entré&hstinctes
a; ~a, telles qud "a;» ~f "a,e, alorsf est non-constante. Nous appelons cette paire d'entrées
"a;; ap* paire séparante

Cas d'un état d'une machine de Moore. Nous allons procéder a une démarche similaire au
cas des fonctions totales pour nos systemes synchrones : grr&atera réactif si et seulement
si il est non-constant. La correspondance entre la notiématit celle donctionmérite d'étre
explicitée. A tout etat| correspond une fonctiof, associant toute entrée a un ensemble d'états
directement atteignables :

Eq In 3 Qe

Ejas  “o*S §B q>E-:
La gure 2.8(a) montre un étag vu comme une fonction associant a l'enti@el'ensemble
d'étatsE, a;e  “py; po; Pse etal'entréen; 'ensemble d'etatE, a» ;e . Cette fonction
est donc non-constante. La gure 2.8(b) montre le cas d'une fonction qui associe a toutes ses
entrées le méme ensemble d'état; cette fonction est donc constante.

La non-constancele g peut alors s'écrire comme I'existence d'une telle paire d'entrées
"aj;a* >1In  In telles que les ensembles d'étdéig a;e et E, ape soient différents. Cette
notion n'est cependant pas suf sante : deux états distigcts g peuvent étre jugééquiva-
lentspar une certaine relation (équivalence de traces, bisimilarité). Le choix d'une telle relation
correspond a la capacité d'observation que I'on se donne sur les machines (cf. I'exemple du
test de réactivité en Sec. 2.3.1 p. 32). Dans tous les cas, ce parameétre est pris en compte en
quotientant les ensembl&g”a;* etE, ay* par la relation d'équivalence choisie.

Dans nos travaux, nous donnons a notre observateur hypothétique la capacité de distinguer le
comportemenbranchantdes machines de Moore. En d'autres termes, nous utilisons la bisimi-
larité comme relation d'équivalence. Ceci est également justi € par le fait que la bisimilarité est
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la plus précise relation d'équivalence sur les états qui n'in ue pas sur ce que calcule la machine
par quotient de I'espace d'état. Deux états seront donc considérés distincts si et seulement si ils
sont non bisimilaires, ce que nous dé nissons ci-apres.

Non-bisimilarité La dé nition naturelle de la non-bisimilarité est la simple négation logique
de la relation de bisimilarité, notée Ceci revient a af rmer I'existence deontre-exemplea

la bisimilarité. A n d'obtenir des informations plus précises sur le nombre de transitions néces-
saires pour prouver la non-bisimilarité, nous donnons une dé nition explicite de ces contre-
exemples.

Proposition 2.7 (Preuve de non-bisimilarité)Soientp;q > Q deux états quelconques. Nous
dé nissonsc eX p; e comme ensemble de tous les contre-exemples a la bisimilami@ttg
Chaque contre-exemple est construit inductivement par les regles d'inférence suivantes :

out™pe x out"ge c exXq;p
SYM ——

BASE — ~
c exp;cr c exp;c
ga>In; §p=>Q;8p B p=E;! >Q:qB ™>E O ¢ expZq®
IND
c expar

L'équivalence suivante est véri ée :

pzq c exp;e:

Démonstration.La preuve procéde par calcul de la négation logique sur la dé nition de la
bisimulation (Def. 4 p. 28). Il faut noter que la caractérisation inductive des contre-exemples
ci-dessus n'est possible que parce que nous travaillons sur des machines a états nis et alphabets
nis et donc avec un facteur de branchement ni pour les transitions. H

Exemple 2.8(Non bisimilarité): La gure 2.9 montre deux étatg, et ¢y tels quepg z .

En l'occurrence, il existe au moins deux preuves distinctes de ce fait, comme indiqué par les
chemins en gras. Les arbres de dérivation correspondants (simpli €s pour plus de lisibilité) sont
les suivants :

3x8 5
— BASE
D ps;ud 6 c exps; G
= IND
P prpD o C expi e -
C expo; e
3x1 5
— BASE
p9{5 p11;0bi5 Ch1, C ex P11, Chi®
~ IND
e D po;e D b C ex po; e -
PoD peh D G; C ex s Gp* -
C expo; e

Noter que les machines illustrées dans cet exemple sont déterministes. La bisimilarité corres-
pond ici a I'équivalence de traces.
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FIGURE 2.9 — Exemple d'états non bisimilaires.

La notion de non-bisimilarité va nous permettre de dé nir successivement les notions de
réactivité, de paires séparantes, de séparateurs puis de délai de séparabilité.

Dé nition 6 (Réactivité d'un état, paires séparantd$pus noterons le fait qug>Q est réactif
par reactivége. Le prédicatreactiveest dé ni ainsi :

§q Chuq ququZ' ¢

reactivéqe 8aj;a, >Inja; ~ap ,
§q 0l Gz

La paire d'entrées a;; a,* est diteséparanteL'ensemble des paires séparantescest noté
SepPairsge.

2.3.3 Effets observables d'une entrée

La notion d'effet observable découle d'une étude approfondie de la réactivité. La propriété
de réactivité découle de I'existence de contre-exemples a la bisimilarité. L'étude de ces contre-
exemples permet de dé nir une notion d'effet observable, correspondant a une variation com-
portementale localisée dans le temps. Nous commencons par dé nir les séquences d'exécution
séparantes.

Dé nition 7 (Séquences d'exécution séparante&ientp; q deux états tels qup z g. Nous
avons donc exp;cr. Soith >c ex p; o une preuveparticulierede la non-bisimilarité dep
etq. Nous dé nissonSepEXhe comme I'ensemble des séquences d'exécution séparartes de
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par induction surh.

out’pe x out ge

Y h= O SepEghe ™~ p;cre
c exXpr BASE p p; o
c exaq;
Y h= ﬂsww
C exp;cr

O SepEfhe ™ seq; segeS §=>c exq;p; seq;seqgs >SepExhse

§a>In; 8p™>Q;8pB p>E;! >Q;qB ¢™>E O c expZq® |

Y h= i
c exp;c

ND

O SepExhe T giain; piaire S §%c eX p¥g®;8°ry;roe >SepEXh%e
p®pe

Par extension, I'ensemble des séquences d'exécution séparamesgkest I'union des séquences
SepEXhe pour toute preuve de non-bisimilarite>c exp;cr :

SepEXp; ¢ SepEXhe

h>c ex p;ge

Depuis tout arbre de dérivation prouvantex p; ¢e, nous pouvons donc extraire une paire
(au moins) de séquences d'exécution nies :

Ind Ind Base
P p & p 8 B p
y4 y4 z

9 o & o & B q

Chacune de ces paires de séquences d'exécutions correspond a un chemin entre la racine d'un
contre-exemple et une feuille de ce méme contre-exemple. Par construction, la paire d'états -
nale”pn; g,* est telle queut p,* X out g,*, ce que nous nommeroeffet observableDe plus,

chaque paire de séquences d'exécution séparantes est étiquetée paragraymota, 1 que

nous appelleronsiot séparateurNous poursuivons en dé nissant formellement ces notions.

Dé nition 8 (Effets observables, séparateurs)

1. Sip etqsont tels queout"pe x out'ge soit véri é, alors “out pe;out’gee est un effet
observable.

2. Sip etqsont tels qu'il existe un coupla,;rqe > SepEXp; o de séquences d'exécution
séparantes, alors les derniers symboles de sodig' r, $,S 1«;0ut’ry $4S 1+ sont
un effet observable deetq.

3. Chaque séquence d'exécution séparante est étiquetée par un mot d'entrée appelé sépara-
teur. L'ensemble des séparateursplet g est notéS p; ¢r. Nous pouvons faire des dis-
tinctions plus nes sur ces séparateurs. En particulier, le fait qu'un mot soit un séparateur
ne garantit que kxistencale séquences d'exécution séparantes. L'ensemble des sépara-
teurs pour lesquels toutes les séquences d'exécution induites sont séparantes est noté
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S"p; or (lire “séparateurs effectifs”, en anglaisrhust-separatofs Ces ensembles sont

dé nis par :
Sp;or "W S 8 SEX p;we;r, SEX Q;wWe; 1y roe >SepEXp; ope
S'p;or "W Siri >EX p;we; | ro >EX Q;We; ;10 >SepEXp; ope

On a de facon triviale la relation :
S'p;er bSp;or:

4. Un séparateur est minimal si et seulement si aucun de ses pré xes n'est un sépara-
teur. Nous noterons ces séparateurs minimiliximal S™p; gee pour les séparateurs et
Minimal S”p; e pour les séparateurs effectifs.

Noter que notre dé nition de expermet d'avoir des différences de symboles de sortie pour
chaque regle de dérivation ghs seulement sur les feuilléSeci nous permet de considérer de
multiples effets observables générés au cours du temps par une méme entrée.

Exemple 2.9 : La gure 2.10 montre un dépliage d'un état de namit . Depuis cet état sont
atteignables (par la paire séparafitie ffe > SepPairsinit ¢) deux étatsy et po. Le fait que

ces deux états soient non-bisimilaires est prouvé par I'existence de trois séquences d'exécution
séparantes :

®D q PoB py
oD ub o PoD P D Pps
bD D U G | PoD PD paDd Ps

Les séparateurs dp etpy sont donc tt; ff:tt; ff:ff:tte, et appartiennent de surcroiSag; poe.
En revanche, les mots de I'ensemffiene sont pas des séparateurs.

FIGURE 2.10 — Séparabilité

2.3.4 Délai de séparabilité

Le délai de séparabilité d'un état représente une estimation du temps nécessaire a une don-
née en entrée pour avoir un effet observable en sortie d'une machine de Moore. Cette dé nition
informelle s'accommode de multiples interprétations.
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D'une maniere générale, calculer le délai de séparabilité étathquelconque procede par
le calcul du délai de séparabilité pour chaque paire séparante et par agrégation de ces délais de
séparabilité intermédiaires a I'aide d'une opération a dé nir (minimum ou maximum, ...). De
plus, calculer le délai de séparabilité pour une paire séparante particuliére nécessite de calculer
le délai de séparabilité entre les deux ensembles d'états atteignables par cette méme paire, ce
qui n'est possible qu'en dé nissant comment étendre le délai de séparabilité entre états a des
ensembles.

Dans cette section, plutét que de choisir une notion de délai de séparabilité de facon arbi-
traire, nous allons proposer un spectre de dé nitions cohérentes. Nous procéderons tout d'abord
par I'étude du délai de séparabilité entre deux états, puis entre deux ensembles d'états. En n,
nous étudierons comment calculer le délai de séparabilité d'un état a partir des délais de sépara-
bilité pour chaque paire séparante.

2.3.4.1 Délai de séparabilité entre deux états

Puisque nous travaillons en temps logique, le temps auquel un effet observable se produit
est sonindice dans les traces de sortie associées. A partir du temps d'occurrence des effets
observables, au moins deux notions de délai de séparabilité peuvent étre construites.

— Nous pouvons adopter une approche optimiste et considérer la longueur de la plus courte

séquence d'exécution jusqu'au premier effet observable.

— L'approche pessimiste est de considérer la profondeur maximale pour laquelle l'occur-

rence d'un effet observable est garantie.

La Fig. 2.11 montre des représentations abstraites des différences observables sur des dé-
pliages de machines de Moore qui illustrent les notions exposées ci-dessus. La gure 2.11(a)
présente le cas de machines de Moore pour lesquelles la premiére différence observable est at-
teignable aprés 10 transitions. La gure 2.11(b) le fait qu'il est possible que certaines séquences
d'exécution n'entrainent I'occurrence d'aucun effet observable.

Dé nition 9 (Délai de séparabilité optimistepoientp; qdeux états tels qup z g. Le délai
de séparabilité optimiste dp et g, noté septime”p; ¢, est dé ni comme la longueur de la
plus petite séquence d'exécution induispotentiellementin effet observable, c'est-a-dire la
longueur du plus petit séparateur geetq :

septime " p; o MIN"SWS & >S'p;cpe:

Les gures 2.11(c) et 2.11(d) illustrent la seconde notion : toutes les séquences d'exécu-
tion permettent I'occurrence d'un effet observable et il est possible de considérer la séquence
d'exécution sans effet observable la plus longue comme le délai de séparabilité de I'état initial.
Exprimé tel quel, le délai de séparabilité pessimiste n'est pas directement exprimable en termes
de séparateurs.

Dé nition 10 (Délai de séparabilité pessimisteoientp; qdeux états tels que z g. Le délai
de séparabilité pessimiste geet q est notéseptime”™p; e et est dé ni de facon duale au cas
optimiste. Il s'agit de la longueur de la plus longue séquence d'exécution n'induaganin
effet observable :

septime”™p; @ max SvS SW=pre x"we; wSp; cpe



40 CHAPITRE 2. MACHINES DE MOORE ET DELAI DE SEPARABILITE

(a) Séparabilité optimiste - 1 (b) Séparabilité pessimiste - 1

(c) Séparabilité optimiste - 2 (d) Séparabilité pessimiste - 2

Chaque gure représente un dépliage, ou chaque point représente un état atteignable depuis la
racine. Les états mis en évidence symbolisent ceux dont la valeur de sortie est fonction de la
valeur d'entrée lue a la racine. Les deux dépliages présentés sont étudiés dans les cas des délais
optimistes et pessimistes. L'étude du cas pessimiste illustre le fait que tous les chemins doivent
garantir un effet observable.

FIGURE 2.11 — Délai de séparabilité
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2.3.4.2 Délai de séparabilité induit par une paire séparante

La section 2.3.2 montre que toute paire séparante induit un couple d'ensembles d'états at-
teignables. Il est possible d'étendre les notions de délai de séparabilité sur les états (dé nies
précédemment) aux ensembles d'états par diverses méthodes.

Dé nition 11 (Délai de séparabilité induit par une paire séparante)
Soit q un état et soif a;;a* > SepPairsge une paire séparante. Nous rappelons que par
dé nition, Eq"as  “q®=S §8B q=E-.

— Le délai de séparabilité optimiste correspondantg a,* est :
septimgaz;a*  min “septime” oy; the Sth >Eq are, p >Eq axee :

— Le délai de séparabilité pessimiste correspondatd;aaye est :
septimg”a;; a* max”septime” oq; e Sth >Eq a0, p >Eq apee :

Le délai de séparabilité optimiste induit par une paire séparante correspond au minimum
des délais de séparabilité pour toutes les paires d'états atteignables depuisqupagteette
paire séparante. De facon duale, le délai de séparabilité pessimiste est le maximum des délais
de séparabilité pour toutes les paires d'états atteignables par cette paire séparante. Dans le cas
pessimiste, il suft donc qu'un seul couple d'états atteignable ait un délai in ni pour que la
paire séparante ait elle aussi un délai in ni.

2.3.4.3 Délai de séparabilité d'un état

Le délai de séparabilité pour un état se déduit de maniére similaire.

Dé nition 12 (Délai de séparabilité d'un état)

1. Le délai de séparabilité optimiste d'un étpést :

septim@™ge min~septime a;; a* S a;; ax* >SepPairsges :
2. La variante pessimiste est :

septim@”™ge max”~septime”a;; a* S a;; a* >SepPairsge. :

Nous pouvons dé nir les conditions nécessaires et suf santes a ce que Ipdssiinistae
Soit pas in ni. La dé nition ci-dessus nous permet d'af rmer que le délai pessimiste est ni si
et seulement si toutes les paires séparantes induisent un délai de séparabilité ni. La dé nition
11 p. 41 nous indique qu'une paire séparardg a,* induit un délai ni si et seulement si
toutes les paires d'étaisp; p* >E &y E4 aye atteignables par elle induisent un délai ni.
En n, le délai d'une paire d'étatsq;; pe est ni si et seulement si tous les mots d'entrée in nis
sont pré xés par un séparateur 0g; cpe. Le délai de séparabilité pessimiste induit donc des
contraintes considérables sur les états considérés.
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Machine simulée Machine simulante

FIGURE 2.12 — Contre-exemple a la conservation des séparateurs non-effectifs par simulation

2.4 Effets observables par simulation et simulation inverse

Dans cette section, nous supposons l'existence d'une makhineln; Out; Q; out; E; goe
Considérons des étads, p; p1; P2 >Q tels quep; N etp, N . SoitP b Q  Q une propriété
guelconqgue, nous pouvons étudier sa conservation dans deux situations duales :

— par simulation : sSP”py; po°, est-ce qu® " qy; e ?

— Par simulation inverse : 81" qy; e, est-ce qué "py; poe ?

Plus précisément, nous allons étudier la conservation de certains ensembles de mots générant
des effets observables, a commencer par les séparateurs.

2.4.1 Simulation

Le cas de la simulation est direct : les séparateurs ne sont en général pas conserves.

Proposition 2.10(Non-conservation des séparateurs par simulatiSiyv >S"p;; p.¢, alors il
est possible de construigg; g, tels quep; N ¢, P2 N G etw >SS ¢; Ge.

Démonstration.ll suft de compléter les dépliages du et p, de facon a ce gu'ils deviennent
€gaux. La gure 2.12 montre un exemple d'une telle opération. La preuve que dans chaque cas,
pi N g est directe. H

Un corollaire de cette proposition est que la propriété de réactivité et le délai de séparabilité

ne sont pas conservés non plus.

2.4.2 Simulation inverse

Nous nous intéressons maintenant au cas de la simulation inverse. Nous étudions les sépara-
teurs puis les paires séparantes.
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2.4.2.1 Conservation des séparateurs effectifs

Il s'avere que le plus grand ensemble de séparateurs conservé par simulation inverse corres-
pond aux séparateurs effectifs.

Proposition 2.11(Conservation et optimalité des séparateurs effect#sltS, q; p* I'ensem-
ble des séparateurs préserves par simulation :

Sn"th;C* "W>ST0h; Gt S PN Ch;y P2 N ;W >S TPy Poee
La proposition suivante est véri ée :
S S0 e

Démonstration.

1. Lapreuve d&"qi; e b S,"or; ape suit du fait que toutes les séquences d'exécution d'un
séparateur effectif sosEparantesUne propriété de la simulation inverse est de restrein-
dre I'ensemble des séquences d'exécution. Les séparateurs effectifs sont donc conservés
par simulation.

2. Nous prouvons maintenaBt™ q;; e b S" ;. Soitw >S,," ¢} e, i.e.W >S ;e et
' pL N0 P2 N W >S pg; poe. Nous raisonnons par I'absurde : supposernsS ™ q;; .
Ceci implique l'existence d'une paire de séquences d'exécutionséparantes

“rung;runye SEX q;we  EX p;we:

A l'aide de cette hypothése, nous allons montrerwugest pas préservé par simulation,

par analyse par cas swt De cette contradiction découlera la proposition initiale.

— (Cas de base) Le cas est contradictoire ave® >S"¢; e, W>S (¢ Ge.

— (Cas inductif) Nous avons a:w® avec8q B O3 8 B o gF o Nous pouvons
construire des étagy n ¢ etp, n ¢ tels quep; B gret p, B g soient les uniques
transitions pan. Puisqueg® o w >S py; pee et la propriété initiale est prouvee.

O

Exemple 2.12 :La Fig. 2.13 montre un exemple de non-conservation de séparateurs non-
effectifs. Cette gure montre deux dépliages montrant des états candidats tgts que et

p> N . Dans la machine simulante, les étgtset g ont pour séparateur potentiel le nit

avec comme séquences d'exécution séparaptésr, et p:A:r4. La simulation permet d'ef-
facer ces transitions et le dépliage de la machine simulée est tpl @sé équivalent .

2.4.2.2 Mots induisant un effet observable et conservés par simulation inverse

Nous nous intéressons maintenant au cas de mots d'entrée arbitraires. En particulier, nous
voulons caractériser le plus grand ensemble de mots d'entrée garantissant I'occurrence d'un
effet observable (a un temps potentiellement variable) et qui conserve cette propriété par simu-
lation inverse. Il s'avére que ces mots sont précisément ceux qui induisent des langages de
sortie disjoints. Dans cette section, nous donnons une dé nition de cet ensemble en termes de
séparateurs et prouvons la propriété de conservation par simulation.
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Machine simulée Machine simulante

FIGURE 2.13 — Contre-exemple a la conservation des séparateurs non-effectifs par simulation
inverse

Etant donnés deux états; @ > Q, les mots d'entrée induisant des langages de sortie dis-
joints sont dé nis par :

Disj “th;p* "WS L ogwe L¥piwe ge:

Il est aisé de voir que pour tout >Disj “qy; pe et tout suf xe quelconqusuffix >In*, nous
avonsw:suffix >Disj "q; pe. De facon duale, pour tomt >Disj “qy; e il existe un pré xe
de taille minimaleprefix >Disj "q; e tel que tout pré xe strictement plus petit n'induit pas
de langages disjoints. Nous appelons ces mots irréductibles des “pseudo-séparateurs”.

Dé nition 13 (Pseudo-séparateurs, dé nition directelensemble des pseudo-séparateurs, noté
S:"qp; e, est dé nipar :
S ;e “W>Disj T e Swo>InF i wy >In cw o wowy O wo >Disj " Gpee

Par dé nition, nous avonBisj “th;p*  “Wa:Wg SNa >S;"0h; G W, >InFe. Nous allons
donner une dé nition des pseudo-séparateurs ne reposant pas sur I'enggjblg;; g et

qui nous permettra de montrer leur conservation par simulation. Nous commencons par dé nir
inductivement I'ensembl&;"qy; e :

Pseubpo-MusT PSEUDG-IND o
W>S"0h; e W>S 1B, | P1NG;| P2 NG 8WA; Wa, W WaAWg , Wa >SSt pr; poe

W >S;"0; G W >S;"0y; G

L'ensembleS;”or; e correspond aux séparateurs qui par simulation inverse sont toujours pré-
Xés par un séparateur. Les mots de cet ensemble garantissent donc bien la possibilité d'un effet
observable. Si I'espace d'états ainsi que les alphabets sont nis alors nous pouvons dé nir cet
ensemblénductivementpuisque la relation de simulation inverse est bien fondée. En d'autres
termes, toute simulation inverse est une composition nie de simulations inverses “atomiques”,
car etant donnée une machine a états nis, il n'est possible de supprimer qu'un nombre ni
d'arcs. Le fait que les pseudo-séparateurs sont conserves par simulation inverse et garantissent
I'occurrence d'un effet observable est exprimé par la proposition suivante.
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Proposition 2.13(Caractérisation des pseudo-séparateurs en terme de séparateurs)
L'inclusion suivante est véri éeS; oy; tpe b S;” o pe.

La preuve consiste & montrer que tout pseudo-séparateur est également un séparateur. Cette
preuve repose de facon cruciale sur la minimalité des pseudo-séparateurs, sans quoi nous ne
pourrions pas prouver que les feuilles des contres-exemples étiquettés par ce pseudo-séparateur
sont bien des effets observables (considérer I'exemple d'un mot d'entrée induisant des mots
de sortie disjoints dés son premier symbole, les symboles restants ne produisant pas d'effets

observables).

Démonstration.Soitw >S;"q; p*. Nous procédons par analyse par cas sur la natuwe de
I Siw>S"o; e, la preuve est terminée (casBUDO-MUST).

I Dans le cas contraire, nous commencons par mowmees; q; e O W >S ;e
par induction sur la séquenee ug;w  w 0 :u;;w w0 :w 1 :uy::: des suf xesu;
de taille décroissante de. Nous maintenons au cours de l'induction un enseriblde
couples de séquences d'exécution généréesvpar:::w i 1 depuis respectivement
. et g et qui générent des mots identiques. Initialem&yt, ™ ;e (SEQuences
d'exécution de longuewn).
Y (Cas de base.) Nous avons w SWS 2. Soit un couple quelconque de séquences

d'exécutions ddR gs:
0 2
(o'} B D P1;
0 2
(o) B D Po:
Par invariant ddRg,5 ces séquences induisent les mémes mots de sortie. A n de satis-
faire I'nypothésewn >S;, la propriété suivante est nécessairement véri ée :

u>S"py; pee:

Dans le cas contraire, les langages de sortie induite/p&rseraient pas disjoints. Nous
pouvons donc af rmep; z p, pour tous les états naux des séquences d'exécution de

RS\/S
Y (Cas inductif.) Soitu; le sufxe courant. Soit un couple quelconque de séquences
d'exécution deR; :
0 i1
ql’éfVD - EED P1;
0 i1
02&) :30) Po:

Considérons une transition quelconquéfb pE Prouvons l'assertion suivante :
i 0 i 0 A
_SPRSMED pRipERED pFO  pfzpf
P12 @
Pour chaque couplg$ pJ*, deux cas peuvent se présenter :

. Siout"p$ x out”p%, la preuve est conclue par application de la regisB
. Sinon, nous avonsut'p® out p%. Il doit donc nécessairement exister un pré xe

deu; tel que la lecture de ce pré xe depuip§ pS* génére des langages disjoints.
La preuve suit donc par application de I'hypothese d'induction, avec les séquences

d'exécution suivantes daig 1 :
<q1ﬁ30 2 ph QZ%O ipse >Ry g

IN
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I\ I\ I\
/T \\ :’T \\ :’T \\ I'T \I I'T \I

(a) Paire séparants; B (b) Absence de paire séparante

FIGURE 2.14 — Perte d'une paire d'entrée séparante

Nous avons done/ >S;"th; e O w >S gy gpe. Soientp, n o etp; n ¢ deux états.

Par simulation inverse, les langages restent disjoints. De ce fait, il existe un prélee

w tel queu >S;"py; p2¢ permettant de clore la preuve. Le cas symétrique est direct et est
omis.

]

Puisque la bisimilarité implique I'équivalence de traces, la propriété que les langages de sor-
tie des états considérés soient différents implique la non-bisimilarité. Les pseudo-séparateurs in-
duisent une propriété encore plus forte : les langages de sortie produits par un pseudo-séparateur
sontdisjoints Ceci provient du fait qu'un pseudo-séparatgarantit 'occurrence d'un effet
observable, quels que soient les choix non-déterministes effectués par la machine considérée.

2.4.2.3 Conséquences sur la préservation des paires séparantes

La proposition 2.11 p. 43 montre que les séparateurs ne sont en général pas conservés par
simulation inverse. Ce résultat s'étend directement aux paires séparantes, comme montré dans
la gure 2.14. La proposition 2.13 sur la conservation des pseudo-séparateurs nous permet de
conclure que pour tout étgtune paire séparantea; ; a,* deqest conservée par toute simulation
inverse si et seulement si les conditions énoncées dans la dé nition qui suit sont veéri ées.

Dé nition 14 (Paires séparantes stablek)}ensemble de paires séparantes conservées par
simulation inverses sera nomrpaires séparantes stabkdsera notéSepPairg g :

“ay;ar>SepPairs’gr | gl g a4, qF @ O §w>S"q; g

2.4.2.4 Conséquences sur la préservation du délai de séparabilité

Les résultats précédents nous donnent des conditions nécessaires et suf santes a la conserva-
tion des séparateurs et des paires séparantes par simulation inverse. Nous appliquons maintenant
ces derniers résultats a I'étude de la préservation des différentes notions de délai de séparabilité
par simulation inverse.

Délai de séparabilité optimiste. Soient les étatsy;p > Q tels queq, z . Le délai de
séparabilité optimiste dg etq, est par dé nition :

septim@ " qu; e MIN"SWS & >S ;) Gpee :
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Nous avons vu que seuls les pseudo-séparateurs (dont les séparateurs effectifs) garantissent la
possibilité d'un effet observable aprés simulation inverse. Nous pouvons donc af rmer que le
délai de séparabilité optimiste d'un couple d'étais gp* ne peut croitre par simulation inverse

au dela de la longueur de son plus court pseudo-séparateur :

' b >Q:pinth, ponp O septime™pi;pe* B min"SWS & >S, oy gpee

La proposition 2.13 montre en effet que tout pseudo-séparateur donne lieu par simulation in-
verse a un pré xe pseudo-séparateur.

Cependant, ces propriétés ne se transposent pas directement au délai de séparabilité. En
effet, il est direct de montrer que I'ensemble des états atteignables depuis un état quelconque se
réduit par simulation inverse, ce qui implique que des paires d'égte,* dotées de pseudo-
séparateurs peuvent tout simplement disparaitre. Les conclusions suivantes peuvent étre tirées
de ces observations et des résultats précédents.

— En regle générale, le délai de séparabilité optimiste d'une paire sépaaardags n'est

pas conservé par simulation inverse.

— Si nous considérons une paire separatable”a;; a,* > SepPairg ge, alors nous pou-

vons borneseptime”a;; a;* par le haut.
Nous rappelons que le délai de séparabilité optimiste d'uncgtadteseptime"ge est dé ni
comme sulit :

septim@™ge min~septime”a;; a* S a;; a* >SepPairsges :

Les résultats portant sur les paires séparantepsgegéenéralisent par conséquent directement
au délai de séparabilité optimiste d'un égat
— En généralseptime”ge n'est pas conservé et peut devenir in ni.
— Il existe une paire séparante staldeg; a,» >SepPairg g si et seulement sieptime”ge
est ni. Nous pouvons alors le majorer :

¢ §"ay; ay* > SepPairg o, £
! png;septimg”ps Bmax} S §Ch;q2>Q;§q{51 ql;qu ¢ >E; §:
o w >Minimal' S;"q; pee v

Noter que le fait de prendre les pseudo-séparateurs de tailles minimales n'est utile que
pour obtenir un majorant plus n.

Délai de séparabilité pessimiste. Soient les étatsy; o > Q tels queq z . Le délai de
séparabilité pessimiste existe si et seulement si tous les mots d'entrée in nis induisent un effet
observable en temps ni (Def. 10 p. 39). Puisque les séparateurs ne sont pas conservés par simu-
lation inverse, le délai de séparabilité pessimiste n'est comme sa variante optimiste pas conservé
par simulation inverse. Nous pouvons cependant identi er les circonstances sous lesquelles il
devient possible de montrer certains résultats de conservation.

Les pseudo-séparateurs garantissent I'occurrence d'un effet observable en un temps borné
par leur longueur (Sec. 2.4.2.2 p. 43). Nous pouvons tenter de les utiliser pour implémenter une
restriction du délai de séparabilité pessimiste conservée par simulation inverse. Nous dirons que
deux étatp etq sontfortement séparablesotép* q, si et seulement si tous les mots d'entrée
sont pré xés par un pseudo-séparateur. Posons la dé nition correspondante :

pe g “tw>In'; 8w®>prefix “we; w=>S,."p; cpe :
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Nous pouvons calculexeptime”™qy; pe Sipe (:
septime* oy, cpe Max WS & >S; o] Cpee

En utilisant la caractérisation inductive des pseudo-séparateurs (p. 44), nous voyons immédia-
tement que le délai de séparabilité pessimiste ainsi dé ni ne peut que décroitre de fagcon mono-
tone par simulation inverse :

'pup>Q:pina, pong O septime*py; poe Bseptime* oy pe:

A n d'appliquer cette restriction au délai de séparabilité d'un état est nécessaire de I'éten-

dre aux paires séparantes. Un obstacle a cette extension est que des paires séparantes peuvent
disparaitre ou apparaitre par simulation inverse. Les paires sépastaiiles(Def. 14 p. 46),
sous-ensemble des paires séparantes, ne peuvent qu'apparaitre. Dans ces deux cas, nous ne
pouvons donc pas borner le délai de séparabilité pessimiste d'un état, méme en appliquant la
restriction montrée ci-dessus. Dans la suite du manuscrit et en particulier lors de I'opération

de raf nement la dé nition de délai de séparabilité pessimiste sera amendée de facon a étre
relative a un ensemblg&e de paires séparantes stables.

2.5 Synthese

Nous avons dans ce chapitre choisi les machines de Moore comme modéle de nos systemes
synchrones faibles. La bisimilarité a été dé nie comme relation d'équivalence sur ces machines.

Nous avons ensuite dé ni la notion de délai de séparabilité, qui permet de raisonner sur
le temps (en terme de nombre de transitions) nécessaire a une machine pour traiter une infor-
mation. Cette notion de délai de séparabilité est fondée d'une part sur la notion classique de
dépendance fonctionnelle et d'autre part sur la notion de non bisimilarité. Cette notion de délai
de séparabilité a été raf née en une variante optimiste et une variante pessimiste.

Finalement, nous avons étudié la conservation du délai de séparabilité par les relations de
simulation et de simulation inverse, qui seront utilisées pour dé nir I'abstraction et le raf ne-
ment de machines au chapitre suivant. Une premiére conclusion de cette étude est que l'infor-
mation contenue dans le caractere branchant d'une machine n'est pas préservée par simulation
ni par simulation inverse. Nous avons vu que dans certains cas, il est possible de sur-approximer
le délai optimiste d'un état apres l'opération de simulation inverse en en considérant une res-
triction.
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Notation Description | Référence

Ensemble des contre-exemples a la biSim”arit@jeProp 2.7p.35

¢ expic etq.
reactivége Propriété de réactivitthbn-constancedeq \ Def.6p. 6
SepPairsge Paires séparantes de \ Def. 6 p. 6

Paires séparantesablesde g, basées sur I'existence
SepPairg ge de pseudo-séparateurs pour tous les états atteignablek 14 p. 14
par la paire séparante.

Séquences d'exécution séparante, correspondant a un

SepEXp; cr chemin sur un contre-exemple a la bisimilaritépdet | Def. 7 p. 36
q
) Séparateurs dp et g. Mots étiquetant les séquenc
Spia d'exécution séparantes geet . Det. 8 p- 37
- Séparateurs effectifs gieetq. Séparateurs dont tout
S les séquences d'exécution sont séparantes. et 8 p- 37
.. Pseudo-séparateurs geet g. Mots minimaux in-
Se P duisant des langages de sortie disjoints. Def. 13 p. 44
septimg”p; ¢ | Délai de séparabilité optimiste geet q. \ Def.9p. 9
septime"p; ¢ | Délai de séparabilité pessimiste pletq. \ Def. 10 p. 10

FIGURE 2.15 — Tableau récapitulatif des principales notations utilisées dans le chapitre.
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Relation de simulation pour I'abstraction et le
raf nement

Nous commencons par donner quelgues dé nitions préliminaires portant sur les ensembles
ordonnés. Nous proposons ensuite une méthode de spéci cation de propriétés fonctionnelles
simples par l'utilisation dabstractions de donnéesyant des structures de treillis. Ces abs-
tractions de données sont utilisées comme alphabet pour une variante des machines de Moore
gue nous appelomaachines sur treillisNous étudions les conditions sous lesquelles il est pos-
sible d'analyser le délai de séparabilité sur ces machines et sous lesquelles il est conserveé par
concrétisation des données.

Toujours dans le cadre des machines sur treillis, nous étudions le délai de séparabilité dans
le cas général, c'est-a-dire entre gestsd'entrée et de sortie particuliers — notions que nous
dé nissons également. En n, tous ces résultats et ces techniques sont mis en oeuvre dans un
formalisme de développement incrémental ou I'opération de raf nement est précisément la re-
lation de simulation des machines sur treillis. Nous insistons sur le fait que l'abstraction de
données ne correspond pas a une démarche inverse au raf nement : nous nous servons de cette
méthode (issue du domaine de la véri cation automatique) pour proposer un formalisme de
développement plus riche.

3.1 Rappel de notations sur les ensembles ordonnés et les ma-
chines

3.1.1 Ensembles ordonnés

Ordre partiel, pré-ordre, ordre total.  Soit A un ensemble quelconque. Toute relation ré e-
xive, transitive et antisymétrigue, b A A est unaelation d'ordreet " A; | peest alors appelé
ordre partielou poset Si | X;y >A;x | o y-y |l x alors A;l oeest unordre total Si la
relation n'est pas antisymeétriqué; | oeest unpré-ordre

Fonctions monotones sur un pré-ordre. Soient’A; | peet 'B; | gedeux pré-ordres et soit
f A B une fonction totale. Nous dirons gfieest monotone si elle satisfait la propriété :

Xlay O f7xelgf ys:

51
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Ordre produit. Si"A;l peet B; | gesont deux ordres partiels, I'ensemifle B peut étre
ordonné par brdre produitl o, g dé ni comme :

“ag el A g Tag; e aglaay, blg by

Cette opération est généralisable a tout produit ni de posets. En particuli8r Isi e est un
poset, I'ensemble des mofst est muni d'un ordre produit pour les mots de méme longueur :
:W1W2>An;W1|A¢W2 : |,W1| |AW2i .

Treillis. Untreillis est un ordre parti€elA; | edisposant d'une opération de borne supérieure
@ >A A A etd'une opération de borne inférieudg >A A A commutatives et asso-
ciatives. Dans un treillis, nous avons I'équivalercie, b a@ b b Larelation d'ordre

| o peut donc étre déduite @@ ou An. Un treillis estbornési il est doté d'un élément minimal
noté— et d'un élément maximal noté-Une telle structure est notéA; | o; @ ;A —x,—a€

Construction de treillis particuliers.  Une construction importante est celle qui a tout ensem-
ble A associe le treillis des parties #e Cette construction sera notée a. :
Tra. ¥ Ae;D;8;9;A; ge:

A n de modéliser les types de données, nous aurons également besoin de dé nir I'extension
aux treillis du produit cartésien, de facon similaire a I'ordre produit. Soient deux treillis :

Ta Ala@ A —=,—€ Tg B;lg, @;As;,—5;,—s€
Le treillis produitesfTa g A B;la ;@ B;Ax B, —&,—B®, —A,—B*€O0U:

@ g ag; e ay; bpee A @ ag; b @ bye
An g T ag; e " ay; pee "a; An ap; b Ag e

Cette opération est généralisable a tout produit ni de treillis, et en particuliemeisde
méme longueur. Soif, un treillis tel que dé ni précédemment. Le treillis correspondant aux
mots de longueun est :

Ta ATIR @G AL —A—AB R REE

dont les composantes sont dé nies comme suit :

Wy |} ws 8n;ji@;wii Wi, wyn law,n;
w; @ W, W11 @\Wy i ;
wy A} Wp W 11 AaWs i

Il existe un tel treillis pour toute longueur > N. Nous ferons référence a cette collection de
treillis parT*.

3.1.2 Extensions syntaxiques

Nous procédons ala dé nition d'une extension purement syntaxique des machines de Moore
permettant |'utilisation de variables, d'assignements et de déréférencements. Cette extension
n‘augmente pas lI'expressivité de notre formalisme et est orthogonale aux considérations sur
I'abstraction traitées dans ce chapitre.
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3.1.2.1 Environnements

Soit V un ensemble dénombrable de noms de variable¥. SiV est un ensemblai de
variables, urenvironnementy " vg;ag®; Vi, are; ;e est une relation fonctionnelle asso-
ciant a chaque variablg >V un élémeng; d'un ensemblds,,. Formellement, v >L s E,.
Six >V, nous notons y " Xe la valeur associée a la variable

3.1.2.2 Affectation de variable

Soit y un environnement/ >V une variable ek une donnée. Nous notonsy X ( a
la mise a jour de la variabbe par la valeura dans . Cette construction véri e la propriété
suivante :
vX(a“xe a, | xx%Xx>V; yX( a"x® "x%:

3.1.2.3 Machines avec variables

Soit In un alphabetd'entréeet Out un alphabet deortie Une machine de Moore avec
variablesM surln etOut est la donnée de :

— un ensemble nid'état®

— un ensemble nide variableg >V,

— unensembledards bQ In Q,

— une fonction de sortieut Q L, E, Out,

— une fonctiortransfer E L .y Ev L ysy Ev,

— un environnement initial§ >L ., E.,

— un état initialgp >Q.

La fonction de transfert associée a une séquence d'exécution est la composition des fonc-
tions de transfert correspondant aux transitions empruntées. Le mot en sortie est calculé con-
jointement & partir de I'état et de I'environnement en chaque point. Etant donné wumiatt,
une séquence d'exécution est un mot de la forme :

"oy Jew Ol Lewllq Zew2 i

Avec :

transfef” qp;w O ; qp°;
transfef” qu;w 1 ;pe;

0
\
1
\%

<N

i1 an . P -
v- transfef"g,wi ;g 1°; |
Dans les exemples utilisant les machines avec variables, les fonctions de transfert associées
aux arcs pourront étre données comme des suites d'instructions dans un pseudo-langage algo-

rithmique.

3.2 Abstraction

La puissance de calcul est une ressource bornée, et la spéci cation autant que la véri cation
automatique ont pour frontiére la taille excessive de l'espace d'états du systeme en cours de
réalisation. Une solution classique est d'approximer le systeme en question. Cette perte d'in-
formation entraine une précision moindre des analyses automatiques. En contrepartie, il de-
vient possible de véri er en temps raisonnable ce qui n'était auparavant pas envisageable, et
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une vision “globale” du systéme est permise. Ceci est d'une importance particuliére lors d'une
démarche de développement par raf nement, partant d'une version “abstraite” du systéme et
arrivant a une version concrete, composée de machines de Moore déterministes.

Cette méthode par approximation n'a de sens que si nous sommes capables de montrer que

les propriétés d'intérét sont bien préservées par I'abstraction (I'analyse doit cestecte.

Un cadre formel général pour produire des analyses correctes par abstraction a été proposé par
Cousot et Cousot [29]. Une adaptation au cadre des systemes concurrents a été par la suite
proposée dans [49]. Nous proposons une application de cette technique a I'analyse du délai de
séparabilité, selon le plan exposé ci-dessous.

— Nous exposons brievement le concept mathématique de correspondance de Galois (Sec.
3.2.1), permettant la dé nition des fonctionsatbstractionet deconcrétisatiorentre pre-
ordres (et donc entre treillis).

— En guise de premiére application des correspondance de Galois, nous introduisons la no-
tion d'abstraction de type de donngermettant d'approximer les alphabets des machines
(Sec. 3.2.2 p. 55).

— Nous proposons lemachines sur treillisune extension des machines de Moore non-
déterministes leur permettant de travailler sur les abstractions de types de données (Sec.
3.2.3 p. 60). Nous dé nissons une relation de simulation adaptée a ces machines. Une
fonction deconcrétisatiordes machines sur treillis vers les machines concretes (dé nies
au chapitre 2) est donnée.

— Enn, nous prouvons laorrectionde I'analyse du délai de séparabilité sur machines sur
treillis (Sec. 3.2.4 p. 65) : effectuer I'analyse du délai de séparabilité sur une machine sur
treillis sur-approxime le délai de séparabilité des machines concrétes correspondantes.

3.2.1 Abstraction et correspondances de Galois

Les méthodes d'abstraction procédent généralement en trois étapes. Initialement, on dé nit
une abstraction sur lefonnéegpar une fonction associant a chaque valeur concréete une valeur
abstraite correspondante. Par la suite, une sémantique opérationnelle prenant en compte l'incer-
titude induite par I'abstraction est donnée pour le modele de calcul considéré. Ceci correspond
a donner une abstraction de I'espace d'états. Finalement, il est prouvé que cette nouvelle sé-
mantique préserve les propriétés d'intérét. Les relations entre données concretes et abstraites
d'une part et espace d'états concret et abstrait d'autre part sont classiquement données comme
des correspondances de Galois [33]. La preuve de correction de l'abstraction en est grandement
facilitée.

Soit S un ensemble quelconque. Une notion naturélgproximationd'éléments des est
de considérer les parties & Ainsi, une partie® 7s;;S,;:::¢ b S correspond a une valeur
non-déterministe inconnug >P. Mais en pratiqgue, manipuler des parties d'ensembles est cal-
culatoirement colteux. Dans certains cas, il existe une ou plusieurs représerahsivages
de I'ensemble des parti€s Se, munies de la méme structure de treillis mais disposant d'opéra-
tions ef caces, au prix d'une perte de précision. Lorsqu'il est possible de montrer qu'a toute
partieP b S on peut associer umaeilleure abstractionil existe une correspondance de Galois
[33] entre I'ensemble des parties concret et I'abstraction.



3.2. ABSTRACTION 55

Dé nition 15 (Correspondance de GalaisyoientPc  "C;lceetPy "A;l pedeux pré-
ordres. Une correspondance de Galois erfg et P, est un couple de fonctions monotones
C Aet A Ctellesque:

A

lc>C;)a>A; "claa clec “a:

La fonction est la fonction dabstractioret la fonction est celle deconcrétisationNous
écrirons”™ ; ¢ > Galois"P¢;Pae pour noter une telle correspondance. Cette situation est
représentée en Fig. 3.1. Noter que ces dé nitions s'étendent directement au cas des ordres
partiels et donc des treillis.

FIGURE 3.1 — Correspondance de Galois

Les correspondances de Galois sont fermées par composition, grace a la préservation de la
monotonie des fonctions sous-jacentes par composition. Il existe également un élément neutre,
ce qui dote I'ensemble des correspondances de Galois d'une structure de monoide.

Dé nition 16 (Monoide des correspondances de Gald&)ient™ ;; ;¢ >Galois'Pa;Pg* et
" 5, ¢ >Galois"Pg;Pce deux correspondances de Galois. Alors nous avons :

A

2X 1, 1X 2° >Ga|0iSAPA;Pc‘;

et I'associativité de cette opération provient directement de l'associativité de la composition de
fonctions. L'élément neutre est la famille de correspondanagsde > Galoisy.x pour tout
pré-ordre’ X; | x e

3.2.2 Abstraction de type de donnée

L'ensemble des types de données concrets est dé ni comme un monoide ayant pour généra-
teurs les types de donnéesBlasic (cf. Sec. 2.1.2 p. 24). Nous allons dé nir 'ensemble des
types de donnée abstraits de facon similaire, en associant a chaque type de donnée basique une
abstraction sous forme d'un treillis. Nous procéderons alors a la dé nition d'un ensemble de
types de données comme le monoide ayant pour générateurs ces treillis et fermé par produit de
treillis.

A n d'illustrer les dé nitions concernant les correspondances de Galois et d'initier le pro-
gramme énonceé ci-dessus, nous commencgons par introduire quelques exemples classiques d'ab-
stractions de types de données.
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3.2.2.1 Exemple d'abstraction sur les booléens

Soitbool ~tt ;ff ¢ le type des booléens. Sdit oo, 3" bool;b; 8;9; bool; ge le treillis
des parties associéol. SoitB  ~tt ;ff ;—;Use un ensemble ordonné par la relation:

~

I X;Xlg—w,UpglgX:

Cette relation d'ordre est illustrée par le diagramme qui suit, ou seule la partie “non-transitive

de la relation est donnée.

Les fonctions d'abstraction et de concrétisation sont dé nies ci-dessous :

B O° —5 | g"Uge g
BAbOO|° B BA—B' bool
g bre b g b b "b>7tt ;ff ee

Nous déduisons de la relation d'ordre les opérations de bornes supérieure et inférieure :

Us @ x x@ Us X |5 As X X As X
s@Xx XxX@-s v UAXx xA U Us
b @b - b A by Us b >bool

SoitTs 'B;lg; @;As;—s; Usele treillis résultant. Le lemme suivant exprime le fait que ce
treillis constitue bien une abstraction des booléens.

Lemme 3.1.La propriété suivante est véri é€”: g; g* >Galois" Ts poop; Ta*.

Démonstration.ll suft de montrer X b g~ g"Xee pour toute partieX > 3" bool. Nous
avons®” boole g ; “tte; “ff e; "tt ;ff e» . Le résultat suit par application directe des dé ni-
tions des fonctions de concrétisation et d'abstraction dans chaque cas. O

3.2.2.2 Exemple d'abstraction sur les entiers : les signes

Soitint le type des entiers nis. Sof6 = ; ; 0;—s;—s* I'ensemble de signes (positif,
négatif, nul, signe inconnu, aucun signe). Cet ensemble est ordonné par la flefation

~

I X;X1ls—s, Uslsx:

Cette relation d'ordre est décrite par le diagramme qui suit.
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N
N

La correspondance de Galois est dé nie entre I'ensemble des parties ( nies) d'entiers et les
signes. Les fonctions d'abstraction et de concrétisation sgit s, dé nies ainsi :

g Xe X b 1;max_int s —s* int

s~ Qe 0 s—s* 0

g Xe X b min_int; 1 ) 1;max_int
s ge —s s e min_int; 1
g Xe —s si autre cas s Qe " 0e

Les opérations de bornes supérieure et inféri@ret As peuvent étre déduites directement
de la relation d'ordré 5. Soit le treillisTs  "S;l 5; @;As; —; Use

Lemme 3.2.La propriété suivante est véri é€”: g; s* >Galois™ Ts . ; Tse.

Démonstration.Soit X b int un ensemble d'entiers nis. La preuve d€ b s~ g Xee
procede par analyse par cas. Nous montrons l'inclusion dans un de ces cas, les autres étant simi-
laires. Si g"X e , hous avons nécessairem&nb 1;max_int .Or, " 1;max_int .
Par transitivité X b g~ g " Xee, O

3.2.2.3 Exemple d'abstraction sur les réels : les intervalles

Nous donnons un dernier exemple d'abstraction sur un ensemble qui n'est pas un type de
donnée. Considérons I'ensemble des hombres Relscelui des nombres rationneéls Tout
nombre réet >R peut étre encadré par deux nombres rationmgls, >Q tels queng Br Bn;.

Soitl ~ x;y >Q QX By ~U,;— lI'ensemble des intervalles sur les rationnels étendu
par un élément minimdl} et un élément maximak-. Les opérations du treillis associé sont
dé nies ci-dessous :

ab@ cd min~a;c; max'b;c ;
abA cd max~a;c; min"b; ¢ ;
abl, cd cBa, bBd;

LU x;

XXy =

La correspondance de Galois est dé nie entre I'ensemble des parties nies de réels et les inter-
valles. Un exemple de fonction d'abstraction est le suivant, pourtouRR :

| "X e min“Xe ; max Xe
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Cette abstraction encadre la paXigoar la partie entiere inférieure de son minimum et la partie
entiére supérieure de son maximum. Bien entendu, des fonctions plus précises peuvent étre
imaginées. La fonction de concrétisation associée ésg;be  “r >R SaBi Bbe. Le treillis
résultant est le suivantl;, 1 :1,:@:A ;— U e

Lemme 3.3. La propriété suivante est veriee™: |; |* >Galois'T: -gr.; T *.

Démonstration.La preuve est similaire au cas des abstractions précédentes et est oniise.

3.2.2.4 Monoide des abstractions de types de données

Les abstractions montrées précédemment concernent des types de données atomiques (en-
tiers, booléens). Nous dé nissons ici les abstractions de types de donnBepateutilisation
du produit de treillis sur les abstractions correspondant a chaque type de donnée atomique.
SoitC D; D, ::: D,>D untype de donnée concret tel gdg>Basic. A chaqueD;,

tels que :
T Al @A —+—e

Supposons de surcroit que ces treillis soient en correspondance de Galois avec les types de
données concrets composante par composante :

11>1;n ;8 §; j*>Galois" T« p,.; Tie:

Nous pouvons alors construire uabstractiondu type de donné€ D; D, ::: Dy,
comme montré par le lemme suivant.
Lemme 3.4(Abstractions de types de donnéeSpient les fonctions :

¥ Ce A Ay i Ap; Ar A, it A, 3 Cs;
dé nies par les équations suivantes :

“X e ~ 1" 1AX00; 2" 2")(..;;;:; nA n”Xno;

Al ane Tdy; i dae SN di > Tajee
Ces fonctions forment une correspondance de Galois :

oo e >Galois Te o Ty it Tpe:

Démonstration.Observons tout d'abord que ces fonctions sont monotones. Considérons les
ensembleX etY telsqueX bY b3 Ce. Par dé nition de la relation de I'ordre produit, nous
avons "Xe | “Yesi ;7 {"Xee | 7 ;"Yee, Cette derniére propriété découle directement
de la monotonie des fonctions. La preuve de la monotonie desuit le méme principe.

SoitX b3 Ce etmontronsX b = “Xee. Aprés application des dé nitions et simpli ca-
tion, le but se traduit en :

X bw\dl; N dn'S:|, di > iA iA iAXooo. :

Or, linclusion {("Xe b {7 ;7 {"Xeee suit par propriété de la correspondance de Galois
" i; i*. Ceci nous permet de conclure la preuve par application de la dé nition du produit
cartésien. O
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Ce lemme justi e la terminologie suivante : nous appellerons tout tréiflig,;:::; T, sa-
tisfaisant les conditions édictées ci-dessusalisraction de type de donné@ui plus est, nous
appellerongorrespondances de Galois concrelescouples i; j*>Galois™T= p,.; Ti liant
les abstractions de types de données aux types concrets.

Exemple 3.5(Correspondances de Galois concréteEpnbstractionTg est en correspondance
de Galois concréete avéle 0. . LeS abstractionss (signes) efl; (intervalles) sont en corres-
pondance de Galois concrete avegy,. .

3.2.2.5 Abstraction de langages

Nous avons vu en Sec. 2.4.2.2 p. 43 que certains séparateurs peuvent étre caractérisés par le
fait que leurs langages de sortie sont disjoints. Ceci motive quelques dé nitions sur les langages
dont les symboles sont tirés d'abstractions de types de données. Nous dé nissons successive-
ment des extensions abstraites des mots puis des langages et en n I'opération d'intersection
sur langages abstraits. Dans ce qui suit, nous considérons une abstraction de type de donnée
T "A;l; @A ——e PuisqueT est une abstraction de type de donnée, il existe une corres-
pondance de Galois; <« entreT et l'ensemble des parties d'un type de donnée coreret

" e>Galois’Tr . Te:

Nous pouvons I'étendre en une correspondance entre le treillis desTrhasle treillis des
parties de mots concrets de longuaut.e lemme qui suit exprime cet état de fait.

Lemme 3.6(Abstraction de mot)Soient les fonctions de concrétisation :
e “vSli>0n 1;vi o> Twies;
et d'abstraction :
X e "Xoor TXqeiin "Xpq%0uX; Tvi Sv>Xee:
Ces fonctions forment une correspondance de Galois :
© F te >Galois T il The:
Démonstration.La preuve est similaire a celle du lemme 3.4. O

Nous appellerons toute séquence A* (cf. p. 52) est unabstraction de masur I'alphabet
abstraitA.

Exemple 3.7(Abstraction de mot) Considérons l'alphabet abstrait des sigiigs>D . Soit
W : : unmotsur cetalphabet. Nous avons :

e “pinip S P pe> 1, max_int , 8§ n> min_int; 1e:

Noter que si une abstraction de nvotcontient le symboléJ & un indice quelconque, nous
obtenons par concrétisatioi”ws g. Dans la suite, nous considérerons les abstractions de
langages équivalentes modulo I'existence de tels mots.

A partir de la notion d'abstraction de mot il semble naturel de dé nir les abstractions de
langage comme des ensembles de ces mots. Un ensemble d'abstractions de mots sera par ex-
emple obtenu apres lecture d'un mot par une machine de Moore sur treillis non-déterministe
(cf. Sec. 3.2.3 p. 60). Cependant, les opérations ensemblistes sur ces ensembles d'abstractions
de mots n'ont plus leur sens usuel. Nous avons en particulier besoin de dé nir l'intersection
d'abstractions de langages.
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Dé nition 17 (Intersection d'abstractions de langageSpientL, b A* etL, b A* deux abs-
tractions de langages. Leur intersection abstraite est calculée comme suit :

Ll_LZ "WV Wy AT W 8wy SLq W SLpe;
oU AF est I'extension dé a l'ordre lexical (cf. Sec. 3.1.1 p. 52).

Exemple 3.8 : Considérons I' abstraction des entiers par leurs siggeSoitL; =~ :—; 0:—%e
etsoitL, ~ :0%; :0%e.L, estlelangage des mots dont le premier élément est positif ou nul,
etL, est celui des mots dont le premier symbole est non-nul et dont les autres symboles sont
nuls. Nous obtenons :

L, L, ™ Le AL 7 :0Fe; "O—Ee AL T :0Fe;
T ke AL " :Qfe; "O—Le AL " :OFee
"Us :0f; 0% 0.0
~ 0% 0:0%

3.2.3 Abstraction de I'espace d'état de machines de Moore

Cette section propose une notion d'abstraction de machine construite comme une relation de
simulation paramétrée par une abstraction de type de donnée. La dé nition des machines abs-
traites et la correspondance de Galois associée doivent étre pesées avec soin : d'elles dépendent
les propriétés qui seront conservées par abstraction. Nous commencgons par dé nir les machines
de Moore sur treillis et les différentes notions qui s'y rapportent.

3.2.3.1 Machines de Moore sur treillis

Une machine de Moore sur treillis est structurellement identique a une machine de Moore
a l'exception prés que les alphabets d'entrée et de sortie ont une structure de treillis. Posons
Tln ;TOut >D .
Tin Iy 1 @A e (entrées)
Tout "Out; | o; @; As;— o€ (SOrties)

Dé nition 18 (Machine de Moore sur treillis)SoitM  "In; Out; Q; out; E; Qoeune machine
de Moore dont les alphabets d'entrée et de sortie ont des structures de trillisst une
machine de Moore sur treillis si I'ensemble des akesépond a la contrainte de totalité sur
treillis, donnée ci-aprés :

1 9>Q;+ "aS§B >E-

L'ensemble des machines sur les treillis et To,: est noté par extensiavoore T, ; Tout®.

Exemple 3.9 : La gure 3.2 montre quelques exemples de machines de Moore sur treillis.
La premiére, en Fig. 3.2(a), montre la machine la plus simple. Réduite a un unique état, elle
produit pour toute séquence d'entrée potentiellement n'importe quelle séquence de sortie. La
seconde, en Fig. 3.2(b), illustre l'intérét des abstractions de types de données pour ce qui est de
la représentation compacte d'ensembles de transitions de cardinaux importants. Cette machine

associe a chaque entrée positive ou nulle le signe “+”, et a chague entrée négative le signe “-”.

Le non-déterminisme introduit par la structure de treillis des données impose d'adapter la
notion de séquence d'execution. Un symbole en entrée sera accepté par un arc si et seulement
si son “intersection” (i.e. sa borne inférieure) avec I'étiquette de I'arc considéré est non-vide.
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O |

(a) Machine triviale (b) Machine calculant le signe

FIGURE 3.2 — Exemples de machines sur treillis

Dé nition 19 (Séquence d'exécution abstrait&Jous dé nissons les séquences d'exécution
d'une machine sur treillisM  “In; Out; Q; out; E; qpe associée a un mat >In* comme les
séquences appartenant a I'ensemBles q;we bQ ~ In  Qe*, avec:

EX s"p;we “pagihianip:il SHi>N;wi A axU , 8¢ B g 1>E-:
Le langage de sortie est :
L*¥ qp;we  ~out’ gpe:out gpe:out’ gpe 111 Spianithiasite i >EX “gp;wee
Nous pouvons généraliser cette dé nition a un ensemble delmiois * en entrée :

L* qp; Le L*"qp; we:

w>L

3.2.3.2 Relation de simulation pour les machines sur treillis

Au | d'un processus de développement incrémental, le besoin du concepteur en termes
de langages de spéci cations peut varier. En particulier, I'expression de contraintes plus nes
entraine l'utilisation de langages plus expressifs. Les abstractions sont liées entre elles par une
relation d'ordre correspondant a leysgecisionsrelatives, et nous exploitons cette structure
a n de permettre l'utilisation d'abstractions de plus en nes lors du processus de raf nement
(cf. Sec. 3.4 p. 84). Pour cela, il nous sera nécessaire de disposer d'une notion de simulation
adaptée a des machines dont les alphabets appartiennent a des abstractions de types de données
différentes.

Soient les abstractions de types de donige3s; Tc; To >D suivantes.

Ta Inal A @A = —a€ | Ts ‘Ing;lg;@;As;—w;—8€ | (ENntrées)
Tc Outc;l¢; @;Ac;—:;—ce| To Outp;lp; @;Ap;—;—pe| (sorties)

Dans la suite, nous considérons deux machines :

M, Ina; Outc; Qy;outy; Eq; e
M, ‘Ing; Outp; Qz; 0uty; Ey; Be
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— e

(a) Machine concréte (b) Machine abstraite

FIGURE 3.3 — Abstraction de machines concrétes

Les alphabets d'entrée et de sortie de ces deux machines sont chacun reliés par une corres-
pondance de Galois :

A

Oin ins n*>Galois"Ta; Tge;
Oout " out; ou®>Galois"T¢; Tpe:

Cette dé nition est une transposition directe de celle donnée en Sec. 2.2.3. Cependant, une
différence notable avec la relation de simulation “concrete” est que cexmnsconsidérer ici
des relations de simulation entre les espaces d'états de machines distinctes.

Dé nition 20 (Relation de simulation abstraite$oitR b Q; Q, une relation sur les états de
M, et M,. Nous dirons qudR est unerelation de simulation abstraite et seulement si, pour
tout couple d'étatSaq; p* >R :

S:Cﬁqulg ¢*>E O §03%C12iSZ B>E, aila i a, g5 >Re,
| G Ge >Riouty"che | ¢ out OUt Cpee:

Cette situation sera notég Z;, .., :r G- Siil existe une telle relatioR t.q."¢;; p* > R, nous
dirons queg, simuleq;, ce que nous noteromg 7y, 4., G- LOrsque le contexte le permettra,
nous écrirons simplement Z ¢.

Exemple 3.10 : La gure 3.3 présente un exemple de machines en situation de simulation ab-
straite. La machine concréte procéde au calcul du carré de chaque entrée. L'état observable
initial est0. La relation de simulation et qp; poe; " t1; p1** . Nous prouvons ce fait par décom-
position.
— Commencons par prouver qge Z p;. Soit la relationR; ™ q; p1** . Les transitions
partant deg, sont dans I'ensemblég, 3) . >E Sn >inte. Véri ons que chacune de

ces transitions est simulée par la transitie® p; :
1. enentrée, nous avons de fagon dirédéte>In;in > §"—s;
2. en sortie, nous avong 1 > 1;max_int , ce qui nous permet d'af rmer que
s X2 1 etdoncx? 1> " ;
3. les états atteignables restent dRqsLa relationR; est bien une relation de simu-
lation.

~

— SoitlarelatiorRy ™ p;poes R31. Chaque transition de I'ensemﬁlq,é? o >E Sn >

inte est simulée par la transitign D p;, carg Z p;. De plus,0> s"0-. La relationR,
est bien une relation de simulation,cgtZ po.

Proposition 3.11. Comme la relation de simulation sur les machines concretes, la relation de
simulation abstraite forme un pré-ordre.
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Démonstration.La ré exivité de Z provient directement de la ré exivité des relations d'ordre

| des abstractions de types de données. La transitivité de la simulation abstraite découle d'une
part de la transitivité de la composition des correspondances de Galois (Def. 16) et d'autre part
de la propriété correspondante de la simulation classique. ]

Le pré-ordre de simulation abstraite sera le cadre de notre étude du délai de séparabilité
relativement aux notions d'abstraction (cf. Sec. 3.2.4 p. 65) et de raf nement (Sec. 3.4 p. 84).

3.2.3.3 Fonction de concrétisation de machines sur treillis

A n de lier les résultats de ce chapitre aux cas des machines concrétes (Chapitre 2), nous
allons mettre en évidence I'existence d'une fonction du pré-ordre de simulation abstraite vers
le pré-ordre de simulation concret préservant leur structure. Cette fonction prend la forme
d'une fonction associant une machine concréte a toute machine sur treillis. Considérons les
abstractions de types de donndgsTg; Tc; Tp >D posées en Sec. 3.2.3.2 p. 61.

Supposons ces deux couples d'abstractions de types de données reliés entre eux par deux
correspondances de Galois :

On > Galois'Tp;Tge;
Oout > Galois™T¢;Tpe:

Supposons en n I'existence de types concretsOut >D tel queT, et Tz soient en corres-
pondance de Galois avec le treillis des partiesrdest de méme pour les données en sortie :

ha >Galois T |.; Ta®; hg >Galois™ T+ |,.; Tg*;
he >Galois T gyt.; Tee; hp >Galois T gyt.; Tp ®:

Cette situation est résumée en Fig. 3.4(a). Nous pouvons alors associer a toute machine de
Moore sur treillis une machine de Moore sur des alphabets concrets, de sorte que la structure de
pré-ordre soit conservée. En essence, cela nous permet d'af rmer que les développements que
nous effectuons avec les machines sur treillis correspondent bien a des développements sur des
machines de Moore simples, et cela nous autorise a nous servir des résultats sur la conservation
du délai de séparbilité démontrés a la n du chapitre précédent. La proposition suivante capture
cette intuition.

Proposition 3.12(Existence d'une fonction des machines abstraites vers les machines de Moore)
Il existe une fonction depuis le pré-ordre de simulation abstraite vers le pré-ordre de simulation
préservant la relation de pré-ordre :

8k1 >M0oOréTa; Tce Moor€ln;Oute;
8k, >MooréTg; Tpe MoorélIn;Oute;
: Ml >M00réTA;Tc‘;: M2 >M00réTB ;TD‘;

M]_ng ‘Jout M2 O k1AM1°nk2AM2°:
La situation est représentée en Fig. 3.4(b).
Nous effectuons la preuve dans le cas simpliéTau Tz etTc Tp. La preuve dans le

cas général est similaire. Nous avons dgic “id;ide, goyt “id;ide,ha hg = n; in°®
ethc hp 7 ou; ou®. De plus, les fonctionk; etk coincident k; k, K.
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Démonstration.Nous commencons par dé nir la fonctida du pré-ordre de simulation ab-
straite vers le pré-ordre concret. Shit  "In 4; Outc; Q;out; E; goe une machine sur treillis.
La fonctionk associe a tout état abstrait un ensemble d'états concrets, et a toute transition un
ensemble de transitions concretes :
k“"Me “In;Out; Ko™ ge; outy; ke q;in; g%; Qo€
g “q;in;q®>E
Dans le cas des états, la fonction de concrétistipagit en créant une copie de I'état d'origine

pour chaque valeur concréte correspondant au symbole de sortie, comme dans I'exemple qui
suit.

L'image d'un arcq p g®par ke est alors naturellement calculé comme I'ensemble d'arcs
concrets entr&y" g etko”g®. Les composantes desont dé nies comme suit :

ko™ ™~ g;output >Q Out Soutput > oy out gees ;
out,"q;output output;

¢ . q(>kQAqo; £
ke"q;in; o® , “doinput R | >ko o®;  §;

a input > |,7ine y

Qo kq"tpe:

Il nous reste a prouver gue préserve la relation de simulation. Soient deux machines sur
treillis :

M1 “Ina;Outc;Qq;0outy;Eq; .06 My “Ina; Outce; Qo outy; Ep; g o€

et soient deux étaty, > Q; ¢ > Q- tels queqy Z . Par dé nition, g, a pour image pak
I'ensemble d'étatS™ g ; output;* Soutput; > o~ out gpeee . Qui plus est, toute transition de la

machine concréteq; ; output; e 230k "o output$® est obtenue comme image d'une transition
(o] 151 gFavecinputy > |, in1*. Pour toute telle transitiogy ESl o il existe par simulation
abstraite une transitiomp £2 o Par application de la fonction de concrétisation, il existe dans
les transitions concrétes obtenues lpdepuisg £2 ogg°un ensemble de transitions :

~A

" (p; outputye;input ;" o outputJeee

permettant de conclure. O

Exemple 3.13(Application de la fonction de concrétisationl.a gure 3.2.3.3 montre un ex-
emple d'application de la fonction de concrétisation. La machine sur treillis, constituée de deux
étatsq; g1, calcule a chaque instant une fonction conservant le signe de I'entrée. La fonction
de concrétisation associggun ensemble d'étafS ¢p;i* S > min_int; 1 totalement con-
nectés par tous les arcs de l'ensentydéqy; min _int; 1 ; e, et similairement poug,. Les
ensembles d'arcke"p; O;max_int ;e et ke qp; min_int; 1 ;e sont représentés syn-
thétiguement, pour des raisons de lisibilite.
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(a) Correspondances de Galois abstraites et @mnfonction du pré-ordre de simulation ab-
crétes straite vers le pré-ordre concret

FIGURE 3.4 — Fonction entre les pré-ordres de simulation abstraite et de simulation concrete

3.2.4 Délai de séparabilité sur machines sur treillis

Nous devons donner une notion de délai de séparabilité qui soit adaptée aux machines sur
treillis décrites plus haut. Les dé nitions qui suivent sont congues pour permettre la preuve de la
conservation de propriétés des machines sur treillis vers les machines concrétes par I'opération
de concrétisation. De la sorte, nous voulons montrer que le cadre des machines sur treillis est
adapté a lI'analyse du délai de séparabilité. Dans la suite, nous considérons deux abstractions de
types de données :

T 1@ A e (entrées)
To  Oilo@;As——0€ (sorties)
ainsi qu'une machine sur cestreilfs "I;O; Q; out; E; goe Observons également que puisque

T, etTo sont des abstractions de types de données, il doit exister deux types de données concrets
In; Out >D tels qu'il existe deux correspondances de Galois :

N

In, In® > GaIOiSAT3A|n.;T|';
out; out® > Galois'T= gy.; To®:

N

3.2.4.1 Séparabilité abstraite

Dans cette section, nous proposons des notions de séparabilité adaptées au cadre des ma-
chines sur treillis, et nous montrons que ces notions impliquent les propriétés correspondantes
sur les machines concretes. Nous commencons par dé nir une sous-approximation abstraite des
contre-exemples a la bisimilarité, analogue a celle proposée en Sec. 2.3.2.

Proposition 3.14(Sous-approximation de la non-bisimilaritdyous dé nissons inductivement
un ensemble ex b Q Q de contre-exemples a la bisimilarité de deux états. Les régles sont
données ci-dessous, ptet qsont universellement quanti ées.

ABS-SYM
ABS-BASE c ex q;p

out'pe A, outgr U, O ¢ ex'p;or c ex p;ep

ABS-IND
§a, >1; 8p™>Q;8pF P>E;! >Qilagli ;g8 >E O ¢ ex piq®
c ex " pTq®
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(b) Concrétisation de machine de Moore

FIGURE 3.5 — Concrétisation d'une abstraction de machine de Moore
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La propriété suivante est véri ée par ex :
cex'pir O pe>ko peit Gk >ko ar; Py Z Gk
Cette propriété est prouvée en construisant a partir de tout contre-exemple abstrait de; o
un ensemble de contres-exemples concrets.

Démonstration.Nous procédons par induction surex “p;cr.
Y (Cas ABs-BASE.) Nous avonut™pe A, out'ge  U,. Soientp, >Kg pe etk >Kg e
deux états concrets. Nous allons prouver quépge X out”gc* en montrant :

out Out'pss oy out'ge g:
. Nous commencgons par montrer la proposition suivante :
L by ou @Al ouwas  ou b
Par monotonicité deg,, nous obtenons :
out AP b ouas, ouw aAb b oy b
Supposons gu'il existe uatel quecb oy aAbe. Par transitivité, nous avons :
cb ouas, cb oy be:
Par propriété des correspondances de Galois, ceci entraine :
OutAC. | od , OutAC' I o] b:

Par dé nition deA,, aA,bl oy~ c*. Nous obtenons par une nouvelle application de la
propriété des correspondances de Galgigs" aAb* b ¢, ce qui montre queg,;~aAb»
est la borne inférieure deetb, c'est-a-dire :

out @A, br out as out br:

. La propriété o, Uy,s g est directement obtenue de la dé nition des correspon-
dances. Nous avons au nal :

out OUt'pe Ajout'gee oy out’pee  oupout’ e 0w Ut g

Ceci conclut la preuve pour le casA-BASE.
Y (Cas ABs-IND.) Nous avons comme hypothese :

§a, >1; 80>Q; 88 pP>E;! d>Qil gyl 2,98 >E O ¢ ex “pigE:
Soientkg pe, kKo p® etk ge les ensembles d'états concrets respectivement associes a
p, p®etq. L'arc p§° p<correspond a lI'ensemble d'arcs concrets suivants :

ke"p& p% 7 peinput; p® Spc >ko pr , pE>ko %, input > 1 "apes :

De méme, chaque aq;@q g*tel queay | | a, correspond a I'ensemble d'arcs concrets
suivants :

kEAq‘Ea)q d¥ " o;input; gl Sk >koTge , gF>ko g® , input > |, "agee :
Par hypothése d'induction, nous avons dans tous legXas{= Pour tout arqy %“t pe

et tout aray BB o5 nous pouvons donc construire par la regle (Def. 2.7 p. 35) une
preuve degy z ¢. Le cas de laregle Bs-Sywm est direct.
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]

A partir de la sous-approximation de la non-bisimilarité dé nie plus haut, nous pouvons
proposer une notion de paire séparante abstraite, dé nie de facon semblable a sa contrepartie
concréte. A n de garantir que toute paire séparante absfrait@,* corresponde a un ensemble
de paires séparantes concretes, nous imposons que les symbetiag soient disjoints.

Dé nition 21 (Paires séparantes abstraiteSpit q > Q un état. L'ensemble des paires sé-
parantes abstraites dgest notéSepPairs ge et est dé ni comme suit :

¢ aAa U, £
S >Q:8aD o >E;
SepPairs"ge | “ag;axe >l ' | ay;] q2>Q;q13 >E O c ex oo - §
8 >Q;8q5 o >E;
o ol ag! >Qq8 >E O ¢ ex ange v

La preuve gu'une paire séparante abstraite induit par concrétisation un ensemble de paires
séparantes concretes est un corollaire direct de la proposition 3.14.

La dé nition de séparabilité abstraite donne lieu a la notion usuelle de séquence d'exécution
séparante, et les différents types de séparateurs qui y sont liés. La méthode de dé nition de ces
séquences d'exécution séparantes est en tous points semblable au cas concret (Def. 7 p. 36),
nous en omettons donc les détails.

Dé nition 22 (Séquences d'exécution séparantes et séparateurs ahsBait)tp; g>Q deux
états et soit ex "p; ¢r I'ensemble des contre-exemples abstrait a la bisimilaritg deg. Nous
supposons cet ensemble non-vide. A tout contre-exdmple ex “p;c, Nnous pouvons as-
socier I'ensemble des séquences d'exécution séparantes induiths gg@ani comme l'ensem-
ble des chemins sur I'arbre de dérivatidn et notéSepEx"he. L'ensemble des séquences
d'exécution séparantes geetq est alors dé nie comme suit :

SepEX"p;r SepEX"he:

h>c ex “p;ge

Chaque séquence d'exécution séparante abstraite induit un mot apfdéateur abstrait
L'ensemble des séparateurs abstraitsplet g est notéS “p; ¢e. Comme dans le cas concret,
nous pouvons distinguer les séparateurs abstraits effegtifp; c» et les pseudo-séparateurs
abstraitsS, "p; cr.

S"pier T WSTire >SepEXTp;er , 11 >Ex "p;we;rp >ExX Tq;wee
S'pier TWS i >EX “piwe;} rp >Ex "g;we;"r1; 10 >SepEXp; e
S'per Minimal'w S E"p;we  L¥"q;we ge

Corollaire 3.15 (Conservation des séparateursne conséquence directe de la proposition

3.14 est que pour tous états abstrgitsy et séparateur abstraitv > S “p;cp, si ¥ we est
I'ensemble de mots concrets correspondant, alors :

Pk >Ko e G Ko ae; FTwe b STp; gee:
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En d'autres termes, les séparateurs abstraits sous-approximent les séparateurs concrets. L'in-
clusion est également véri ée dans le cas des séparateurs effectifs :

| P >Ko™pe; Gk >ko ae; *7S “prape b STpi; gee:

L'inclusion n'est pas véri ée dans le cas des pseudo-séparateurs, a cause de leur condition de
minimalité.

3.2.4.2 Delai de séparabilité abstrait

Les séparateurs abstraits nous permettent a nouveau de transposer la notion de délai de
séparabilité dans le cadre des machines sur treillis. Les dé nitions des délais de séparabilité op-
timiste et pessimiste sur les machines abstraites sont semblables aux dé nitions du cas concret.
Commencons par étudier le délai de séparabilité abstrait dans le cas optimiste.

Délai de séparabilité optimiste abstrait. Soientg;; g >Q deux états tels que ex "qi; Gpe.
Le délai de séparabilité optimiste abstrait@t gy, notéseptime, ™oy ; ¢p*, est dé ni comme la
longueur du plus petit séparateur abstraitdet o, :

septimg " gy; e MIN"SWS & >S “qp; pee:
Le délai de séparabilité d'un étgt>Q est alors dé ni comme dans le cas concret, en calculant
le minimum du délai sur I'ensemble des paires séparantes abstraies de
¢ septimg"cy; (e | 8" ay; a* > SepPairs g, £
septimg~ge  min | 8bi Iy a1 & §:
o q8 q>E , B % >E y

Nous pouvons montrer que le délai de séparabilité optimiste abstrait sur-approxime le délai de
séparabilité optimiste concret.

Proposition 3.16(Sur-approximation du délai de séparabilité optimiste concfet)délai sur-
approxime sa contrepartie concréte :

| Ok >Ko " ge; septime” gk B septime,"qe:

Démonstration.Nous allons commencer par prouver que les paires séparantes abstraites sous-
approximent les états atteignables par les paires séparantes des états concrets. A n de prouver
gue le délai de séparabilité abstrait majore le délai concret, il faut et il suft de montrer que
le délai de séparabilité de toute paire séparante abstraite est minoré par le délai de séparabilité
d'une paire séparante concréte.

Soit "a;; a,* > SepPairs"ge une paire séparante quelconque. L'ensemble des paires con-
cretes y étant associé est :

in_an @ T X1;Xo® X1 > n @ Xa > iy agee
La propriété a prouver peut s'écrire :

§7X1;X20 > |n " ay; ape; Septime”Xq; Xp* Bseptime~ay; aye:
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Nous choisissons un étgqt >Q,"ge; et une pairéxy;X,* > |, ay; ay* arbitrairement Soient

Q1 "G kP G1>ke"Eer Qu "G Sk EF Gz >k Eee

les états concrets atteignables respectivement pairx,. Nous devons prouver :

RSN ¢ byl a;hy | a; £

min ceSEPIM® 13 Giz® | G > Q1 i Bmin; septimg”o; cpe g8 @ >E, §:
G2 >Qz ! & i

a qu @ ¥

Nous pouvons a nouveau procéder en montrant que tout él&mptine " o;; e est minore
par un élémenseptime”o.1; G.2¢. Par dé nition de la concrétisation de machines sur treillis,
toute transitiong B G appartient a l'image d'une tran5|t|ocq1€) gl a,i>"12).

Or, par le corollaire 3.15, tout séparateur abstrait de deux@tais>Q induit un ensemble de
séparateurs concrets de méme longueur pour tous les cogples:..¢. De ce fait, nous avons
dans le pire des cas I'égalis@ptime ™ gc1; G septimg” o, e, ce qui clos la preuve. [

Délai de séparabilité pessimiste abstrait. Soientp; qdeux états tels que ex “p;cr. La dé-

nition du délai de séparabilité pessimiste abstraitpdet q est a nouveau une adaptation du

cas concret (Def. 10 p. 39). Dans le cas concret, nous avons dé ni les conditions nécessaires et
suf santes a ce que le délai de séparabilité pessimiste soit ni (Sec. 2.3.4.3 p. 41). Ces condi-
tions inspirent une sur-approximation du délai de séparabilité pessimiste abstrait. Ce dernier est
ni si tous les mots d'entrée in nis induisent des langages abstraits disjoints. Nous notons cette
conditionpe (:

pe q Lw >l 8w™>prefix “we; w=>S,"p; ¢r:
Cette condition est préservée par concrétisation, comme le montre le lemme suivant.
Lemme 3.17.Soientp; q>Q deux états abstraits. La propriété suivante est veri ée :
Pe a1 Pc>KQTPeil G > P G

Démonstration.

. Supposonpe Q. Soientp, >k pe etgc >ko " pe deux états concrets. Nous raisonnons
par I'absurde a n de prouves, ¢ . Supposons qu'il existe un mot d'entréein ni ne
générant pas de langages disjoints pnuet g. |l existe donc au moins deux séquences
d'exécution in nies :

0 1 0 1
Px pk;oéy{) pk;lﬁ) N 0 qco’éab qcléb

telles que) i; out' pci* out gci*. Par dé nition de la fonction de concrétisatiéa, il
doit exister deux séquences correspondantes dans la machine abstraite :

p pd mb g q)@ q115L S

telles quel i;w i >a A b ,” out'pe A, out"ge ~Uye. Ceci est en contradiction avec
I'hypothésepe g, ce qui prouve l'implication.
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. Soientpc > ko pe; ok > ko ge deux états concrets tels qpe ¢ o. Nous prouvons
pe qgparlabsurde. Si" pe ¢r, alors il existe un motv et au moins deux séquences
d'exécution abstraites in nies :

P po'&)o pl'&)l P2t
0 1
g Op% ql% (0730

telles que! i; out"pi» A, out'ge ~U,. En utilisant cette propriété en conjonction avec
la dé nition de la fonction de concrétisation, nous pouvons construire deux séquences
d'exécutions concrétes :

P« Pxo 551 Px: 1 35) P2l
0 1
Gk %;0&) Ck;l&) (0 Ve R

telles qug i;pki >Ko pie et} i AQ;out’pie out g.*. Ceci est en contradiction avec
I'hnypothésepy ¢ «, ce qui acheve de prouver le lemme.
O

Nous notons le délai de séparabilité pessimiste abstrait de deup étgfsarseptimg”p; cr,
et le dé nissons par analyse par cas.
septimg™p; ¢r 2 si"pe o
septimg”p; ¢ max”~SwS SW=>pre X" we; WS “p;pe Sipe  Q:
Nous pouvons alors prouver un résultat de sur-approximation du délai de séparabilité pes-

simiste, comme pour le cas optimiste. La preuve repose sur le fait que les pseudo-séparateurs
abstraits induisent des pseudo-séparateurs concrets plus courts.

Proposition 3.18(Sur-approximation du délai de séparabilité pessimiste con@etgnt deux
étatsp; q> Q. Le délai de séparabilité pessimiste dieux étatsalculé apres abstraction sur-
approxime le délai concret :

| Pk >ko P G >ko T ge; septime”py; e Bseptime " p; cr:
Démonstration.Si " pe+ ¢, septimg”p; ¢ 2 et la sur-approximation est triviale. Sinon,
tous les mots d'entrée sont des pseudo-séparateurs abstraits. [Rowg " pe et g > ko e
deux états concrets quelconques. A n de prouver la proposition, il suft de montrer que l'exis-
tence de tout pseudo-séparateur abstrait implique I'existence d'un pseudo-séparateur concret de

px et g de longueur inférieure ou égale. Soit un mot> | # induisant des langages abstraits
disjoints. Il est direct de montrer que toute concrétisation |, “we est telle que :

L¥p;ve L¥ggve g

Il existe donc un pré xe de de taille minimale tel que >S;"px; g de taille nécessairement
inférieure aw, ce qui achéve de prouver la proposition. O

A n d'étendre la sur-approximation du délai de séparabilité aux états, il resterait a montrer
gue le délai de séparabilité pessimiste de toute paire séparante concrete est sur-approximee par
une paire séparante abstraite. Ce n'est pas le cas : étant donnéaqmn@tatne paire d'entrées
non-séparante peut donner lieu par concrétisation a des paires séparantes concretes dont le délai
de séparabilité pessimiste est supérieur a celui calculé sur la machine sur treillis. La preuve de
conservation ne s'étend donc pas aux états.

Nous pouvons résumer les résultats de cette section comme suit :
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— il est possible de prouver le délai de séparabilité optimiste d'un ensemble de machines
concréetes en calculant une abstraction de ces machines;

— le cas pessimiste semble requérir un compromis avec les dé nitions, par exemple en ac-
ceptant de ne considérer qu'un sous-ensemble particulier des paires séparantes.

3.3 Reéduction du délai de séparabilité contextuel au cas sim-
ple par abstraction

Toutes les notions présentées jusqu'ici considérent les entrées-sorties de maniére globale.
Cela revient a supposer que ces systemes ont un seul port d'entrée et un seul port de sortie. Se
limiter a un tel mécanisme est insuf sant en pratique : il est courant pour un systéme temps-réel
gue les données transitant par des entrées et sorties distinctes aient des contraintes temporelles
différentes. Par exemple, la prise en compte de certaines données peut étre optionnelle. Spéci er
une contrainte de délai de séparabilité dans ce cas sur-contraindrait le systeme. Il est utile de
pouvoir raisonner a une granularité plus ne, en considérant seulement certaines composantes
choisies sur les données en entrée comme en sortie. Cela pose immédiatement la question du
statut des autres composantes, c'est-a-direahtexte En n, il n'est pas envisageable d'un
point de vue calculatoire d'énumérer tous ces contextes pour calculer le délai de séparabilité. Il
nous faut rechercher une solution a cet obstacle.

Cette section est dédiée dans un premier temps a la dé nition des notions de ports, de con-
texte et de délai de séparabilité contextuel (Sec. 3.3.1 et 3.3.2), préliminaires a I'étude d'une
méthode d'abstraction procédant par effacement (Sec. 3.3.1.2 & 3.3.4) et permettant de prouver
certains résultat d'approximation du délai de séparabilité (Sec. 3.3.5).

3.3.1 Ports d'entrée-sortie et notion de contexte

Nous avons dé ni les éléments contenus dans les ots d'entrée et de sortie de nos machines
comme des n-uplets. Une notion naturelle de port est de sélectionner certaines composantes
particulieres de ces n-uplets. Cela revient a encoder un port par une fonction de projection sur
les données, ou les données sélectionnées par la projection sont par dé nition les données sur
le port considéré.

3.3.1.1 Deé nition de la notion de port comme fonction de projection

Dans la dé nition des types de données pour les machines concretes (Sec. 2.1.2 p. 24), il
est fait référence a I'existence d'isomorphismes correspondants a l'associativité, la commuta-
tivité et I'absorption de I'élément neutre. Les ensembles des ports d'entrée et de sortie sont
alors toutes les fonctions de projection possibles sur les données et les machines, modulo ces
isomorphismes. Ceci nous permet de réduire notre étude au cas exposé ci-apres.

Dé nition 23 (Ports d'entrée-sortie)SoitA B le produit cartésien de deux ensembfegt
B. Les deux ports suk B sont les deux projections,"a;l» aet g"a;b b

Il est possible d'étendre cette dé nition a des machines (concrétes ou sur treillis) a l'aide
de deux fonctions de projections correspondant respectivement a un port d'entrée et un port de
sortie.
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Dé nition 24 (Projections de données¥oientln; Out; X;Y des ensembles nis quelconques
et soitM  In  X;Out Y;Q;E;out,Q;eune machine. Nous dé nissons l'effacement des
composanteX etY dansM, dont la signature est :

M In;Out Mooréeln X;Out Ye Mooréln;Oute;
par I'équation suivante :
M In;Out "Me “In;0Out;Q; M In;Out "E%;M In;Out ~oute;Q;e0uU :

—L In;Out "Ee T p; n'ine; g Sp;in;qe >E- et

— L In;Out ~out gee out out" gee.
Exemple 3.19 : La gure 3.6 montre un exemple d'application d'une fonction de projection.
SoitM >Mooré€ln; In,;Out; Out,e la machine montrée en Fig. 3.6(a). Nous avons donc
i1;j1 >Inq,02;)2 >INy, a3; b ¢ >0ut; etay;by; ¢, >0ut,. Nous calculons la projection de
M sur la premiére composante en entrée et sur la seconde composante en sortie, nommément
L Ing;Out, " Me. Le résultat est montré en Fig. 3.6(b).

(a) Machine avant projection

(b) Machine aprés projection
FIGURE 3.6 — Exemple de projection sur une machine

Notons que la projection de donnée peut également étre dé nie sur les dépliages (dé nis au
chapitre 2, Sec. 2.2.4 p. 29). Considérdns Toys >D deux abstractions de types de données :

Tin n @A T e

Tou Outlo; @ A ——€
T In 5@ A T e
Tout Out ;1o @ ;A ;— ;=" €

Supposons que les equivalendgs T, T,, etTow Ty, T oy SOiENt véri ées. Cela
revient a partitionner chaque donnée en entrée en deux composantes, que nous désignerons
“actives” et “passives”.

Dé nition 25 (Ports actifs et passifsSoient une paire de ports d'entréd |, ; Aoy ® €t une
paire de ports de sortieP, ; Poyt® :

An Tin T, Pn Tmn T, (ports d'entrée)
Aocut Touww T oy Pou Tou T oy | (ports de sortie)
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Supposons que ces ports forment une partitiongleet Toy :
X: A X Pin"xee id;  X: Aout X*;Pou xee id:

Les portsA |, etAoy: sont appelés portactifs respectivement en entrée et en sortie. Les ports
Pin etPoy, complémentaires des précédents, sont désignéspestsfs

Les ports entre lesquels nous allons considérer le délai de séparabilité seront précisément les
portsactifs Les ports complémentaires de ces derniers seront les gesssfs Intuitivement,
nous serions tentés d'af rmer que les données sur les ports passifs n'in uent pas sur le com-
portement du reste de la machine et d'effacer purement et simplement les données sur les ports
passifs. Nous verrons dans la suite que ce n'est pas le cas.

Etant donnés ces ports actifs et passifs, les isomorphismes de commutativité et d'associativité
sous lesquels nous travaillons nous permettent d'associer a toute mchiMoore In; Out ¢
une machine :

M 0[—:>M00re'~-|-|n Tln ;TOut TOut'

telle queM M ® Nous dirons que l'interface de la machiNe®estbien structuréecar elle
met en évidence les ports sur lesquels nous voulons déterminer le délai de séparabilité.

A nd'alléger la notation de la projection de donngeln; Out , nous omettrons les parametres
In; Out lorsque ces parametres sont précisément les ports actifs d'une machine. Dans la suite,
nous ne traiterons que le cas des machines dont les ports sont bien structurés, sans perte de
généralité.

Soit une machine sur treillis a l'interface bien structurée :

M “In In ;Out Out ;Q;outE;qe

Nous dé nissons uontextecomme un mot in ni appliqué aux ports passifs d'une machine de
Moore depuis un état particulier, suivi d'une restriction de l'interface aux ports actifs. An de
donner une dé nition plus synthétique, nous considérons des systemes sous forme de machines
dépliées (cf. Chapitre 2 Sec. 2.2.4 p. 29).

Dé nition 26 (Application d'un contexte a un étatpoientg>Q un état quelconque ét, "ge
le dépliage deM a partir deg. Soitcw a:cw®>"In «' un mot in ni pour les ports passifs
deM . Nous dé nissons l'application du contextey au dépliagely, “ge, notéeC Uy “ge; cwe,

par :

C Uy "qo; a:cws GAOutAouf‘qoo;w Ain"ine;C Uy g%; cwee CIESNQ%E; i
Pinhoine AI a-y
Cette dé nition calcule la restriction d'une machine de Moore aux transitions compatibles
avec le mot de contexte. Par commodité, pour toutatat noteraC q; cw en lieu et place de
C Uy ge;cwe.

3.3.1.2 Effacement des données sur les ports passifs comme abstraction

La notion de projection dé nie précédemment peut étre vue comme une fonction d'abstrac-
tion de machines. Informellement, le systeme de transitions étiqueté associé a toute machine
M a pour espace d'état le produit cartésf@n Out, si Q est I'espace d'état dsl et Out son
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alphabet de sortie. Effacer une partie des donnéedsurevient a quotienter I'espace d'état du
systeme de transition étiqueté sous-jacent par la relation d'équivalence induite par la fonction
d'effacement. Nous formalisons cette idée dans le cadre des machines sur treillis. Les actions
d'effacer les composantds, etT, , peuvent s'écrire :

In Tln Tln Tln Amn;
In

Out TOut TOut T out Aou:
Out

Ces opérations induisent deux correspondances de Galois entre le treillis @fpduf,, et
Tn d'une part etentrd,, T,, etT,, dautre part. Les fonctions de concrétisation sont les
suivantes : o
In In: N —x¢;
out out: “out;—ye:
Il est facile de véri er que ces fonctions dé nissent des correspondances, c'est-a-dire que :

"y ome>Galois"T,, T,,;T,°

out; ou® >Galois" Ty,  Tou Tou®

A

puisque "a;b | a "a;b | "a;—s L'extension aux machines de Moore de cette abstrac-
tion de données est précisément I'opération de projettia® nie plus haut.

La forme de la fonction de concrétisation suggére que plutét que calculer explicitement une
projection, nous pouvons nous contenter des fonctions d'abstraction suivantes :

In Tln Tln Tln Tln “in;xeing —<

Out TOut TOut T out TOut out; Xs. out; —v .

Dans les développements qui suivent, nous utiliserons pour plus de clarté la premiere variante,
sauf ou mentionné explicitement.

3.3.2 Notions contextuelles de délai de séparabilité et de séparateur

Nous pouvons maintenant procéder a I'extension des dé nitions sur le délai de séparabilité
au cadre de machines dotées de multiples ports. Il existe au moins deux fagons de généraliser
le délai de séparabilité, correspondant a quanti er universellement ou existentiellement sur les
données provenant des ports passifs. BokMooreé T, T, Ty, Tou* Une machine telle
gue dé nie précédemment.

Dé nition 27 (Délai de séparabilité contextuelpoitq > Q un état. Le délai de séparabilité
optimiste dej entre les portsl,,, etT,, est calculé comme le minimum sur tous les contextes
du délai de séparabilité optimiste.

ut

septimg”"T,,; Tou:G°  Min~septimg"C g; cwe Scw>"In o'« :

Le delai de seéparabilité pessimiste entre les pyiset T, est calculé de fagon duale, comme
le maximum sur tous les contextes du délai de séparabilité pessimiste :

septimg™T,,; Tou; @  mMax septimg”C g;cwe Scw>"In o'
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Les séparateurs se contextualisent de la méme fagon que le délai de séparabilité. Soient
0i; @ >Q deux états. Nous dé nissons une notion contextuelle de séparateur .

Dé nition 28 (Séparateur dans un contexte particuli&ditcw > "In ' un contexte. L'ensem-
ble des séparateurs dey; p* >Q Q dans le contextew est :

CS "(u;pe;cwe "W SV >S "Clgp;cwe; Ctp; CWees
Les ensembles des séparateurs effectifs et des pseudo-séparateurs dans le corftese
C’S "oh; pe; cwe et C'S, " p; Gpe; CWe) sont dé nis similairement.

Les séparateurs existentieont ceux dont la propriété d'étre des séparateurs n'est valide
gue dans certains contextes. La notiorsdparateur universealorrespond aux mots qui conser-
vent la propriété d'étre des séparateurs dans tous les contextes.

Dé nition 29 (Séparateurs existentiels et universelsgnsemble des séparateurs existentiels
de"op; e >Q Qest§8-S “r; e et est dé nipar:

8-S "th; e "WS 8W;W>C'S “(q; pe; CWee :
L'ensemble des séparateurs universelSgec* est notd -S “¢y; e et est dé ni par :
1-S ;e "WS cw; w>C'S Ty e CWee

Les ensembles des séparateurs effecdfS (| -S ) et des pseudo-séparateus-%;;| -S;)
sont dé nis de facon similaire.

3.3.3 Force relative des séparateurs

Cas des séparateurs. A n d'obtenir une méthode de véri cation ef cace, il est utile d'étudier

la force relative de ces dé nitions, a n d'établir des relations de sur et sous-approximation.
Nous comparons également les dé nitions ci-dessus a l'action d'effacer les données sur les
ports passifs. Il se trouve que dans le cas des séparateurs non-effectifs, il n'existe pas de lien
clair avec l'effacement. SoM >Moore€T,, T,,;To, T ou® Une machine telle que dé nie
précédemment :

In

M  “In In ;Out Out ;Q;out,E; goe

La proposition suivante décrit les relations d'inclusions entre les sensembles de séparateurs
existentiels, universels et apres effacement.

Proposition 3.20(Force relative des séparateurSpient ¢; p* >Q Q. Posons les projections
sur les ports actifs :

projs L "Uw cyee;

projz L Uy cpee:
L' inclusion suivante est véri ée :

| W>S "proji; proje; 8cw; W>C’S "¢ pe; CWe:

De plus,] -S "qi; e etS “proji; proj,* sontincomparables.
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Cette proposition af rme que les séparateurs calculés apres projection sur-approximent les
séparateurs existentiels. Aucun lien avec les séparateurs universels n'apparait.

Démonstration.
I Nous prouvong w >S “proj,; proj,*; 8cw; w>CS “; pe; CWe.
Soitw >S “proj; proj,e. Cecirevient a écrire :

W>S "L e L T opee:

Nous procedons par induction smpour montrer I'existence d'un contexte permettant
de séparetqy; ipe.

Y Lecasw  estdirect, puisque tous les mots in nis sont des contextes valides.

Y Par utilisation de la dé nition des séparateurswur a :w® nous avons :

~ = ~ A N
§q=>Q;8q B o=L "E-;! ®>Qilalia;gb ¢*™>L"Es O c ex o®q®
Thje TL20-T 0y T2 Lee:
Par dé nition de I'effacement, nous obtenons de la proposition précédente :

§a >In ;§q 868 * >E;! >Qil g | a;
q 8D =>E O c ex L %L g%
Thje TL2e-T0je T2 dee

Par hypothese d'induction, il existevtel quew®=>C"S “¢f g ; cw® et nous trouvons
CW a cw*®
| Lefaitque] -S "qu;p* BS “proji; proj,* est montré par le contre-exemple en Fig. 3.7.
Nous utilisons des machines concrétes, mais le résultat s'étend directement au cas des
machines abstraites. Ce contre exemple montre deux machines d'états initiaux respec-
tivementq, etpo et de signaturéMooré X  bool ;Y ¢, ouX etY sont des ensembles
quelconques et od; x d,. Ces états montrent I'existence d'un ensemble de séparateurs
universels (en l'occurrencé,S "qi; e X ) qui he sont pas conserves par projection.
| Enn, le fait que S “proji;proj,* b | -S “qu; e est montré par le contre-exemple en
Fig. 3.8, qui montre deux machines telles qu'un séparateuttjsur les projections ne
soit pas un séparateur universel. En l'occurretice'est pas un séparateur dg po dans
le contextel:w ouw est quelconque.
O

La proposition précédente s'intéresse au cas général. Etudions maintenant le cas particulier
des séparateurs effectifs. Nous observons que les séparateurs des machines de Moore apres
effacement sont inclus dans les séparateurs effectifs universels, ce qui nous permettra de sous-
approximer ces derniers ef cacement.
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// \\ // \\
SATw) /AT W)

(a) Etats de départ (b) Etats dans le contextew
// \\ // \\ // \\ // \\ // \\ // \\
AT WO W), SO AN QN QN
(c) Etats dans le contextew (d) Etats apreés projection

FIGURE 3.7 — Contre-exemple|a-S "q;; e b S “proj; projoe.

(a) Etats avant projection

it tt it tt
// \\ // \\ // \\ // \\ // \\

ST ST ST ST ST
(b) Etats aprés projection

t t

JOTwWN OTwW, OTwW), W)
(c) Etats dans le contexfew

FIGURE 3.8 — Contre-exemple & “proj;; proj,e b} -S “aqi; ¢pe.
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Proposition 3.21(Force relative des séparateurs effectifs)inclusion suivante est véri ée :
S "proji; projze b | -S "ch; Gpe:
Démonstration.Nous prouvons l'inclusio®, “proj1; projze b | -S “oy; e parinduction, de la

méme facon que précédemment. Le cas deWwaseest direct. Dans le cas inductif, nous avons
W a w®=>S§ "proj;; proj,e. Par dé nition des séparateurs effectifs, pour taysa; | | a ,

| > > ad F>LE, @F >LE. O ¢ ex L gL g

Par dé nition de I'effacement, nous avons :

Lxiy >In g BB o®>L "E- , o BD° >L"Es O c ex % "q¥ L q8Z
Soitcw a :cw®un contexte quelconque. En xart y a , nous trouvons:

G BED ° q®>L"Ee, D " ¢®>L"Ee O ¢ ex %o "L "qRZ:

Par hypothése d'inductiom®>| -S "o o5*. En utilisant la propriété ci-dessus, nous concluons
W > -S "0h; . O

Le cas des séparateurs effectifs est donc plus intéressant : il est possible de sous-approximer
les séparateurs effectifs universels en calculant les séparateurs effectifs aprés effacement. Cela

nous permet d'éviter de calculer l'intersection abstraite de tous les séparateurs effectifs pour
tous les contextes.

Cas des pseudo-séparateurs.Les pseudo-séparateurs ne véri ent pas de chaine d'inclusion
semblable aux séparateurs simples, mais nous pouvons montrer une propriété plus faible : si
apres effacement il existe un pseudo-séparatede deux états, alors ces deux états générent
bien des langages disjoints pour ce méme wataisw peut perdre la propriété d'étre de taille
minimale et donc d'étre un pseudo-séparateur. Ceci est exprimé dans la proposition suivante.

Proposition 3.22(Force relative des pseudo-séparateurgs pseudo-séparateurs apres pro-
jection garantissent des langages disjoints pour tous les contextes sur les états avant projection.

8w >S,"proji; projze | cw;8w=>prefix “we; W=>Disj "C t; cwe; Ctp; CWee

Démonstration.Nous raisonnons par I'absurde. Posons comme hypotess " proj ;; proj ..
Soit cw un contexte tel que pour tout pré x&®de w, w®induise des langages non-disjoints.
Nous pouvons en particulier pose®® w. Ceci est encore équivalent a I'existence d'une
séquence d'exécution induite par générant le méme mot de sortie. En effectuant I'opéra-
tion de projection, cette séquence est conservée ce qui entvafi®e” proj1; proj,*. De cette
contradiction, nous déduisons la proposition initiale. O

3.3.4 Force relative des paires séparantes

Nous appliguons une méthodologie semblable a celle utilisée pour étudier la force relative
des séparateurs a n de caractériser les propriétés conservées par les paires séparantes lors de
l'opération d'effacement. Comme dans le cas des séparateurs, nous dé nissons les paires sé-
parantes en modulant la quanti cation sur les contextes et nous étudions pour chaque variante
Si ces paires sont conservées par effacement. Nous travaillerons sur une machine a l'interface
bien structured! >Moor€T, T, To, T ou® COMmMe décrite précedemment.

In?
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3.3.4.1 Cas des paires séparantes simples

Nous pouvons sous-approximer les paires séparantes dans le cas existentiel en travaillant
apres effacement. Ce fait est une conséquence du résultat de sous-approximation des séparateurs
potentiels.

Proposition 3.23. Soitq > Q un état et soif a;;a,* > SepPairs"L “gee. Alors il existe un
contextecw tel que™ay; a* > SepPairs"C q; cwse .

Démonstration.Construisons un contextsv permettant de pouver la proposition. Nous avons
par dé nition deSepPairs™L “qee :

8q >Q;8q8 g >L"Ee;! b1 aj-;qig g >L"E* O c ex"L ge;L gee

Thje TL2e-T0jje T2 dee

Par dé nition de la projection,
Sa ;8 >Q;8qeBB “ g >E;l g I, aj-;qﬁ%E'Te q>E O c ex"L gL gee:

Par la proposition 3.20, il existe un contexte tel que :

c ex C'g;cwie;Cg,cwee:
Nous en déduisons I'existence d'un ensemble de contextes :

™8 1wy S ay;axe >SepPairs"C g; cwe Z:
O
Nous avons montré plus haut que les séparateurs potentiels universels ne sont pas compa-

rables avec les séparateurs potentiels sur projection. Ce résultat négatif se transfére aux paires
séparantes universelles.

Proposition 3.24. Il existe une machine abstraitd dotée d'un état tel que la propriété
suivante soit véri ée :

§8"a;; a* >SepPairs’L “gee; 8cw; " a;; axe >SepPairs"C g; cwe :

Démonstration.La preuve suit directement du contre-exemple montré en Fig. 3.8. p. 78. En
effet, si une paire d'étafay; * peut perdre des séparateurs par projection, elle peut également
perdre la propriété d'étre séparable. O

3.3.4.2 Cas des paires séparantes stables

Dans le cas abstrait, la dé nition des paires séparantes stables est similaire a sa contrepartie
concréte (Def. 14 p. 46). Nous rappellons que les paires séparantes stables sont celles qui ont la
propriété d'étre conservées par simulation inverse (i.e. concrétisation).
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Dé nition 30 (Paires séparantes abstraites stabl&s)tM >Mooré T, ; Towt* €tqun état de
M. Lapaire”a;;a,* > T, T, estune paire séparante abstragtablesi et seulement si :

bl ani bl ! 4e>QiqB 4, a8 @ O Sw>S, qge
L'ensemble des paires séparantes stableq dst notéSepPairs ge.

Une propriété des paires séparantes stables est qu'elles sont sous-approximeées par l'opéra-
tion d'effacement sur les machines, ce qui ouvre la possibilité de s'en servir apres abstraction.

Proposition 3.25. Soitq > Q un état et soifay; a,* > SepPairg™L "gee . Alors pour tout con-
textecw, "a;; a,* > SepPairs"C"q; cwe .

Démonstration.Considérons la dé nition des paires séparantes stables donnée plus haut. Posons
bl a, bl a, q; g >Q quelconques. Par dé nition de I'effacement, nous obtenons :
' x;y >In ;q@rﬁ(e ¢ >L "Ee, q%’e ®>L"Ee O 8w>S,"L gL "gpee:

Pour tout séparatewv >S, "L "tpe; L “pee, la proposition 3.22 nous permet d'af rmer I'exis-
tence d'un pré xew®> prefix "we induisant des langages disjoints et donc d'un pseudo-
séparateuw; >S,"C ¢y; cw®; Ctp; cw®e . Pour tout contextew a :cw® nous pouvons donc
écrire :

qéﬂ% ) & >E , qfﬁ% ° @ >E O 8w;>S,"Cqy;cwe; CTtp; Cwee
Ceci nous permet de conclure quew; a;; ax* >SepPairs"C"q; cwe . O

Dans cette section, nous avons apporté un ensemble de résultats de conservation et de non-
conservation de propriétés de séparabilité en fonction des deux parametres suivants :

— le type de quanti cation sur les contextes,

— l'opération d'effacement des données sur les ports passifs.

3.3.5 Délai de séparabilité et effacement

Les propositions précédentes nous permettent d'énoncer certains résultats d'approximation
du délai de séparabilité par effacement. Lorsque c'est possible, ceci nous offre la possibilité
de réduire la complexité de l'analyse du délai de séparabilité de facon proportionnelle a la
réduction de la taille de l'espace d'états. Les résultats présentés dans cette section sont donc
d'une importance centrale.

3.3.5.1 Délai de séparabilité optimiste

Dans le cas optimiste, il est possible de donner une estimation conservative du délai de
séparabilité en procédant a l'effacement des données sur les ports passifs.

Théoréme 3.26Sur-approximation du délai de séparabilité optimiste par effacement)

septimgT,,; Toy; O Bseptimg™L "gee:
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Ce théoréme découle informellement des éléments suivants.
— L'ensemble des paires séparantes apres effacememicest dans celles avant efface-
ment;;
— pour chaque paire séparante, les états atteints apres effacement sous-@msembide
ceux atteints avant effacement;;
— pour chacune de ces paires d'états, les séparateurs apres effacement sont a nouveaux un
sous-ensemble des séparateurs avant effacement.
Par conséquent, le délai de séparabilité aprés effacement est supérieur ou égal a celui avant
effacement.

Démonstration.Le délai contextuel optimiste est calculé comme un minimum sur tous les con-
textes. Nous devons donc montrer qu'il existe un contexte In ' tel que:

septime,"C"q; cwe B septimg"L “gee :

En appliquant les dé nitions de délai de séparabilité, le but se réécrit en :

¢ septimg"au; e | 8" ay; a* >SepPairs™L “gee; £
§cw;septime"C"q; cwe B min | 8by a1 & §
o a8 a>L"Ee, qB g>L E-

Considérons deux transitioru}sii_})l o, etq £ ¢ telles quec ex "L "que; L “pee Soit véri é.
Soitw >S "L "que; L “pee le séparateur dey; e de taille minimaleaprés effacemenPar la
proposition 3.20 p. 76 :

8cw™>S “Cq; cw%; C gp; cwe

Nous avons doneeptimg"C ¢p; cw®; C gp; cw®e B septime™L “ope; L “pee. Par utilisation
de la proposition 3.23 p. 80, il existe un ensemble de contextes :

~a :cW'S 3y; axe > SepPairs’C q; a cwSes ;

ce qui achéeve de prouver le but. O

3.3.5.2 Délai de séparabilité pessimiste

De fagon duale au délai de séparabilité contextuel optimiste, le délai contextuel pessimiste
est calculé comme le maximum du délai de séparabilité pessimiste pour tous les contextes.
De ce fait, I'abstraction consistant a effacer les données sur les ports passifs ne permet pas de
calculer de sur-approximation du délai contextuel pessimiste. Le contre-exemple en Fig. 3.9
montre initialement un dépliage dans leqdek d, etds x ds. Les données sur les ports passifs
sont notéesa etb . Avant effacement, les paires séparantes Joat; a,*; by ; bpee dans tous
les contextes. Apres effacement, la paibg b,e n'est plus séparante car les états atteignables
parb; eth, sont les mémes. Le délai de séparabilité apres effacement ne tient pas compte de
cette paire et est égalGaalors que le maximum sur tous les contextes du délai de séparabilité
pessimiste est égalla

Le probléme de I'abstraction proposée initialement est qu'elle sous-approxime I'ensemble
des paires séparantes. Puisque le délai optimiste est calculé comme un minimum sur un ensem-
ble de délais de séparabilité de paires séparantes, sous-approximer cet ensemble calcule bien
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(a) Avant effacement (b) Aprés effacement

FIGURE 3.9 — Non-conservation du délai de séparabilité pessimiste

une sur-approximation du délai de séparabilité optimiste de I'état. Cependant, ceci n'est pas
applicable au délai pessimiste, qui procéde par le calcul siarimumNous devons amender

notre méthode d'abstraction a n de tenir compte de cela. La méthode que nous proposons con-
siste en ne pas effacer les données des ports passifs sur les arcs directement successeurs de
I'état dont nous voulons approximer le délai de séparabilité pessimiste, ce qui revient a ne pas
approximer les paires séparantes.

Théoréme 3.27(Sur-approximation du délai de séparabilité pessimiste par effacement partiel)
SoitM T, T,.:Tou T ous Q;out,E;goeune machine sur treillis et soff > Q un état.
Nous dé nissons soeffacement partighoté” T,,; T, surson dépliagé “ge :

In

C TiniTow U G S “out'gee;8%in; L "U gSe Sq8 q>EVYe:

In?

L'effacement partiel véri e la propriété suivante :
Septim%ATln ;TOut  O° Bseptim%AM Tln ;TOut ) Qe

Démonstration.Considérons une paire séparaidg; a,* > SepPairs"C"q; cwe dans un con-
texte quelconquew a :cw et montrons que son délai est majoré par une paire séparante apres
projection. Puisque le délai est ni, nous avons nécessairetagrd,* >SepPairg Cq; cwe :

qfiﬁ ) o >E , qé% © u>E O C;cw®e Clop:cwS:
Le délai de séparabilité de,; a,* est égal a :
max'SwS & >S,"C oy ; cWF; C'p; cwies ;

ou ¢y et g sont atteignables pdmy; axe. Soit Wnax > S, C th; cw®; Cp; cw®e le pseudo-
séparateur de longueur maximale pgutans le contextew. Nous procédons par analyse par
cas sur la valeur deeptimg”™C T, ; To,, ~Q°°.

— Siilestin ni, alors la preuve est directement terminée.

— Sinon, nous avons par dé nition de I'effacement partielgur

qfﬁ%eq1>E,q§ﬁecb>EO L hee L e

Considérons a nouveau le délai de séparabilit§ ax op, cette fois ci apres effacement.
Considérons I'ensembMV  “Wpay :Suffix Ssuffix >"In ¢'e des mots in nis pré-
XS par Wnax . Par dé nition dee , il existe pour toutwey >W un pré xe wi,, tel
que :

Whe >S; L "aue; L "gpee:
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La proposition 3.22 p. 79 nous permet d'af rmer I'existence pour twfl; d'un pré xe
Whe > prefix “wi, e tel quew,, >S,"C qy; cw®; C'p; cw®e . Procédons a nouveau a
une analyse par cas sur la longueumdg .

— Si S\/greS@B\/max Salors nous avons une contradiction avec le fait que

Wmax >S; "C tp; cW®; Ctp; cw e :

— Sinon, nous avorsv,. SC8nax Sce qui nous permet d'af rmer que le délai de sépara-
bilité apres effacement majore bel et bien le délai de séparabilité avant effacement.
O

Ces résultats nous donnent quelques moyens de calculer des approximations de délai de
séparabilité en nous restreignant au cas non-contextuel, plus simple. Cependant, nous avons
vu que l'abstraction utilisée pour sur-approximer le délai de séparabilité pessimiste est impar-
faite, du fait que I'effacement sous-approxime les paires séparantes. Nous résolvons le prob-
léeme en n'approximant pas les paires séparantes de I'état considéré. Il faut noter que toute
sur-approximation de I'ensemble des paires séparantes est une solution valide. D'un autre coté,
la portée de ce résultat est diminuée par le fait que le délai de séparabilité pessimiste n'est pas
conserveé par concrétisation (Sec. 3.2.4.2 p. 70).

3.4 Raf nement

La complexité des systéemes que nous voulons développer motive la création d'une méthodo-
logie de conception incrémentale. Chaque étape du développement doit permettre d'apporter
des preuves de correction, ou tout au moins des preuves de cohérence avec la spéci cation.
Ces étapes élémentaires doivent pouvoir exprimer deux axes de développement : I'ajout de dé-
tails algorithmiques sur le fonctionnement de chaque machine, et la structuration du systeme
global en un réseau de machines communicantes. Cette section montre comment utiliser les
outils formels dé nis jusqu'a présent pour dé nir le raf nement. Nous allons décrire chacune
des composantes de notre formalisme : les “langages” de spéci cation et d'implémentation, la
relation de satisfaction et les relations de raf nement proprement dites.

3.4.1 Langage de spéci cation et d'implémentation

Nous choisissons les machines de Moore abstraites comme moyens d'exprimer a la fois spé-
ci cation et implémentation. Ce procédé est commun a d'autres formalismes basés sur d'autres
modeles de machines a états [45]. Cependant, nos machines de spéci cation voient leurs états
enrichis de contraintes de délai de séparabilité. Dans la suite, nous supposons l'existence d'une
machineM T, ; Tou; Q;0ut; E; goe

Dé nition 31 (Contrainte de délai de séparabilitdyous avons dé ni en Sec. 3.3.1.1 p. 72 la
notion deportsd'entrée-sortie. Une contrainte de délai de séparabilité est un tripted; t;ge
ou :

— | estun port d'entrée;

— O est un port de sortie;

— t >N est un entier,

— g>Q estun état déA .
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Une telle contrainte signi era qu'un@mplémentatiorde g doit avoir sur les ports désignés un
délai de séparabilité abstrait (optimiste ou pessimiste, selon la méthode choisie) inférieur ou
égal at. SoitConstraintg I'ensemble des contraintes de délai de séparabilitéNur

Les contraintes de délai de séparabilité nous permettent de construire un exemple de langage
de spéci cation.

Dé nition 32 (Spéci cation et implémentation)

1. Puisque le délai de séparabilité est calculable, la satisfaction d'une contrainte de délai de
séparabilité est un probleme décidable. Nous pouvons donc construire un calcul propo-
sitionnel ayant pour atomes des contraintes de délai de séparabilité. L'ensemble des for-
mules y est dé ni classiguement, comme une fermeture par conjonction et disjonction
(d'autres opérateurs sont bien sar possibles) :

M Constraintgy So, 1So- 1.

Une spéci cation est un coupléM; specouspec> . La composant®! est la spéci-
cation fonctionnelleet la composantepecest la spéci catiortemporelle

2. Une implémentation deM; spece sera une simple machind ®>Moor€ T, ; Tou® Sa-
tisfaisant les spéci cations. La relation de satisfaction est décrite ci-apres.

3.4.2 Relations de satisfaction

Une relation de satisfaction a pour but de lier une spéci cation a un ensemble d'implémen-
tations la respectant. Comme dé ni plus haut, dans notre cadre une spéci cation est un couple
"M; eouM estla spéci catiorfonctionnelleet specest la spéci cation temporelle. Ces deux
Spéci cations n'ont pas le méme statut : nous ne contraignons pas la spéci cation fonctionnelle
a respecter la composante temporelle. De ce fait, la relation de satisfaction peut étre exprimée
d'une part comme une relation de satisfaction fonctionnelle et d'autre part comme une relation
de satisfaction temporelle. La spéci cation et la véri cation de propriétés fonctionnelles n'é-
tant pas le coeur de notre sujet, nous ne ferons dans ce manuscrit que proposer une solution
classique, la simulation, sans étudier en détail ses propriétés (cela sera fait indirectement lors de
I'étude du raf nement). Nous nous concentrerons alors sur la relation de satisfaction temporelle.

SoientTn ; Touw; T, TS, >D  des abstractions de types de données telles qu'il existe :

gin >Galois™T, %, Tine; dou >Galois™T S Tou®:

In

Dé nition 33 (Relation de satisfaction fonctionnelle§oit” M; speceune spéci cation telle que
M  "In;Out; Q; out; E; goe Considérons une autre machiNe® “In TOut€Q®out®E 2qfe
Un étatg™> Q%satisfait la spéci cation fonctionnelldonnée par un étaj>Q si et seulement si

" oou O Par extensiony ®satisfaitM si et seulement si il existe une relation de simulation
R telle que S ope >R, c'est-a-dire ssiffZ,, .4, G- A N que notre traitement reste générique,
cela sera noté-uncSato qpe et FuncSatM M e.

La structure de monoide de nos alphabets nous permet différentes approches quant a l'inter-
prétation des contraintes de délai de séparabilité. Comme montré en Sec. 3.3, il est possible de
considérer les séparateurs valides sur au moins un contexte (quanti cation existentielle) ou sur
tous les contextes (quanti cation universelle). Nous allons étudier la satisfaction des délais de
séparabilité optimiste et pessimiste dans ces deux approches.
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3.4.2.1 Satisfaction du délai de séparabilité

Nous nous placons dans les hypotheses de la Def. 33, munis d'une spéci ddtispece
et d'une implémentatio ® |l existe donc une relation de simulatithb Q® Q entre les
états deM ®et ceux deM . La relation de satisfaction temporelle entre I'implémentatibfiet
la spéci cationspecest dé nie ci-dessous.

Dé nition 34 (Relation de satisfaction temporelld)e fait qu'une implémentation satisfasse

une spéci cation temporelle est nokd ®a spec Cette relation est classiquement dé nie par
induction sur la formulespec Nous pouvons considérer une notion de satisfaction optimiste et
une notion de satisfaction pessimiste, en lien avec les différentes notions de délai de séparabilité
étudiées dans ce manuscrit.

M® a 0, 1 M® jetM®
Me® 3 0- 1 M &3 oOUM(Bé. 1
M® a 'I;0;t;ge | g=>R ge;septimg L |;0 "~ g% Bt (cas optimiste)
Me a “1;0;t;ge I ™R "ge;septimg™C 1;0 " g®e B t (cas pessimiste)

3.4.3 Prouver le délai de séparabilité par raf nement

A n de tirer parti des résultats sur I'abstraction de machines (cf. Sec. 3.2), nous nous plagons
dans le cadre de la relation de simulation abstraite. Nous choisissons la relation de simulation
inverse comme relation de raf nement. Posons I'existence de deux madilinetsM ®telles
gue décrites en Def. 33. .

Dé nition 35 (Raf nement) Soitq>Q un état deM etq™>Q>un état deM ® Nous dirons que
g*af ne qsi et seulement $°Z;,, .q... -

A n de pouvoir prouver des propriétés incrémentalement, notre méthodologie doit apporter
au développeur la garantie que les propriétés prouvées a certaines étapes de la conception sont
conservéepar l'opération de raf nement. Dans cette section, nous montrerons que la relation de
raf nement (ici, la simulation abstraite inverse) conserve le délai de séparabilité, sous certaines
hypotheses. La conservation des propriétés fonctionnelles ne sera pas traitée.

Nous nous plagons dans le cadre posé par la dé nition du raf nement (Def. 35), c'est-a-dire
en supposant l'existence de deux machikest M diées par deux correspondances de Galois,
comme édicté plus haut.

3.4.3.1 Cas du délai de séparabilité optimiste

Nous avons prouvé dans le cas concret (Sec. 2.4.2 p. 42) que les séparateurs non-effectifs ne
sont en général pas conserveés par simulation inverse. Ce résultat s'étend au délai de séparabilité
optimiste dans les cas concrets et abstraits. Le fait de raf ner un systéme ne garantit donc pas
en général la conservation du délai de séparabilité optimiste des états (et donc par extension la
relation de satisfaction n'est pas conservée).

Cependant, nous avons prouvé qu'il existe un ensemble de mots garantissant I'occurrence
d'un effet observable et conservés par simulation inverse : les pseudo-séparateurs (cf. Sec.
2.4.2.4 p. 46). Rappelons que dans le cas concret, le délai de séparabilité d'un état est préserve
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si et seulement si I'état en question est doté d'une paire séparante stable. Le délai de séparabilité
peut alors étre borné :

| O;1 pnqg;septimg”pe B max™septimeay; ay* S a; a* > SepPairg ges

Il nous reste a étendre ce résultat aux machines abstraites. Nous commencons par montrer |'exis-
tence d'un majorant permettant de sur-approximer le délai de séparabilité optimiste d'un état et
de tous ses raf nements possibles.

Proposition 3.28(Majoration du délai de séparabilité optimiste abstra@pitq > Q un état
d'une machineM telle que dé nie plus haut. Dé nissons le majorant optimi€tpt :

;S § a;;a* >SepPairg oe; 8y | ag; b | ap; 8o >Q;

Opt'ge maxce - '
Pt X q115‘ o >E, qg ®>E O w;>Minimal'S; oy gpee '

Pour tout étatp >Q>deM % |la propriété suivante est véri ée :

PZy, 6on 4 O  septimg pe BOpt ge:

Démonstration.Considérons le tripletaq;; p; wse tel que Sv:Ssoit le pseudo-séparateur de
longueur maximale pouy. Etudions maintenant un étpttel quep Z q. Les paires séparantes
stables sont conservées par simulation inverse, nous pouvons donc af rmer I'existence de deux
transitionsp B p. etp B p. telles quec; | & , ¢, | a,. Par simulation abstraite, il existe

deux transitions 51 grFetq £ ogFavecp; Z o p. Zogetd; | a;, dy | a,. Par la maximalité
de Sv:Snous avons :

| w>Minimal' S, ap; pee ; septime o og* BB 9v;: S

A n de conclure, nous avons besoin de prouver qua/ st S, og®, alors il existe un mot
we>prefix “we tel quew®=>S, "p;; p.». Comme montré dans le cas concret (Sec. 2.4.2.2 p. 44),
cette propriété caractérise les pseudo-séparateurs (la preuve de cette caractérisation dans le cas
abstrait est identique a celle du cas concret). O

Ceci motive une restriction de la relation de satisfaction, a n de garantir sa conservation par
raf nement dans le cas optimiste.

Dé nition 36 (Relation de satisfaction temporelle stable, cas optimiftEcons nous dans les
hypothéses de la Def. 33 p. 85, munis d'une spéci cation fonctionielkt d'une implémen-
tation M *telles queFuncSatM ®M «. La relation de satisfaction temporelle stable est dé nie
comme suit, pour le cas optimiste :

MR*1;0;t,qe  %d>Q%(Zy, 4o, 9 O Opt'™M 1;0 (% BtZ:

3.4.3.2 Cas du délai de séparabilité pessimiste

Contrairement au cas optimiste, le délai de séparabilité pessimiste de deux états est con-
servé par raf nement. Toutefois, cette propriété est perdue lorsque nous considérons le délai de
séparabilité d'un unique état, c'est-a-dire le délai de séparabilité calculé en fonction des paires
séparantes. En effet, de nouvelles paires séparantes peuvent naitre dans les états raf nés. An
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d'illustrer cela, il suft d'observer I'exemple montrant la non-conservation du délai de sépara-
bilité pessimiste par effacement (Fig. 3.9 p. 83) : nous avons montré que I'effacement est une
abstraction ; I'opération réciproque est donc une simulation inverse. L'exemple dans la gure
susmentionnée montre bien l'apparition de nouvelles paires séparantes.

A n de pouvoir garantir la conservation du délai de séparabilité pessimiste, nous ne de-
vons plus quanti er sur toutes les paires séparantes a chaque étape de raf nement, mais plut6t
xer initialement un ensemble de paires séparantes pour lesquelles nous pourront prouver un
résultat de préservation. Des solutions arbitrairement plus nes peuvent étre imaginées, mais
I'idée centrale reste de paramétrer la relation de satisfaction temporelle par un ensemble de
paires séparantes tel que nous puissions continuer a garantir le majorant temporel initial. Nous
commencons par dé nir le délai de séparabilité paramétré par un ensemble de paires séparantes.

Dé nition 37 (Délai de séparabilité pessimiste paramét&)itM  “In; Out; Q; out; E; goe
une machine sur treillis e > Q un état deM . SoitF b SepPairs™ge un sous-ensemble des
paires séparantes. Le délai de séparabilité pessimist& sest calculé en restreignant les états
séparables a ceux atteignables par les paire§de

S septime”ch; Gpe | §"ay; 80 >F; 80 >Q; 8y | agibp | a;
septimg-"ge maxce 5 5 i
qb & >E, ab @ >E

Une propriété dont la démonstration est directe est que la restriction a un sous-ensemble des
séparateurs sous-approxime le délai de séparabilité pessimiste. Il convient donc de justi er cette
méthode en la replacant dans le cadre du développement de systémes temps-réels embarqués.
En particulier, nous devons justi er du fait que cette méthode ne compromet pas la sdreté du
systeme. Se restreindre a un ensemble xé de paires séparantes revient a désigner a l'avance les
données particulieres sur lesquelles le systeme doit étre réactif. Il se peut que d'autres données
provoquent une réaction du systéme en un temps ne respectant pas la spéci cation, mais cela ne
peut poser de probléme quelsireste du systénse repose sur les effets observables produits
par ces données “non contrdlées” pour constituer des chemins de calcul critiques.

En d'autres termes, nous pouvons ignorer certaines paires séparantes durant le dévelop-
pement par raf nement si nous empéchons les effets observables générés par ces paires sé-
parantes d'étre pris en compte par le reste du systéme. Ces pré-conditions a la correction de la
démarche par raf nement posées, nous pouvons prouver la conservation du délai de séparabilité
pessimiste restreint & un sous-ensemble des paires séparantes.

Proposition 3.29. SoitF b SepPairg”ge un ensemble de paires separantes stables gSaQ*
un état quelconque dd ® La propriété suivante est véri ée :

pzq O septimg."pe Bseptimg."qe:

Démonstration.Soitseptime_"ge tel que dé ni en Def. 37.
Y Siseptimg_"ge 2 , le but suitimmédiatement.
Y Sinon, considérons la paire sépardrdg;; agpe permettant d'atteindre le coupley; ope
d'etats tel queseptimg”a; (o soit maximal (et dans ce cas, ni). Nous avons donc la
propriétég, ¢ . Par dé nition, nous avons également :

septimg™ay; e mMax WS SW*>pre X" we; WS “p;cpe:
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Parla contrainte, = o, le mot de longueur maximale induisant le terspptime ™o ; G*
est également un pseudo-separateur.\#&pte pseudo-séparateur de longueur maximale
pour”ds; tpe.
Considérons maintenapttel quep Z g et considérons la paire séparaindg,; ap,* per-
mettant d'atteindre les étaps; p, >Q%nduisantseptime " py; p2* maximal, ainsi quev,
le pseudo-séparateur de longueur maximale ppuip,. Par dé nition de la simulation,
il existea; | ap, eta, | ap, ainsi que deux transition:',sﬁ1 o=>E etq@2 o>E telles
quep; Z gfetp, Z off En n, soit wyele pseudo-séparateur de longueur maximale pour
"o . La caractérisation inductive des pseudo-séparateurs (Sec. 2.4.2.2 p. 44) nous per-
met d'af rmer que 8v,S Bv&.S Or, par maximalité dev,, nous avonsv,S BviS Nous
pouvons donc conclure par transitivité (BgS B S ce qui acheve de prouver la propo-
sition.

O

Nous proposons également une notion de satisfaction temporelle stable pour le cas pes-
simiste. Contrairement au cas optimiste, cette relation de satisfactiopligjue pada satisfac-
tion temporelle dans le cas général.

Dé nition 38 (Relation de satisfaction temporelle stable, cas pessimiSt@)M une spéci -
cation fonctionnelle e¥l “une implémentation, telles q@ncSatM ® M. SoitF b Ty, T,
un ensemble de paires d'entrées. La relation de satisfaction tempetalde pour le délai de
séparabilité pessimiste, est dé nie comme suit.

"M®Fea*l;0;t;qe ' >R g;septimg."M ;0 "R Bt:

A n d'obtenir une relation de satisfaction qui soit utilisable dans le cadre d'un formalisme
de développement par raf nement, nous devons donc procéder en sélectionnant un ensemble
particulier de paires séparantes priori, ce qui en pratique peut se révéler dur, tant sur le plan
méthodologique que calculatoire.

3.4.4 Exemple

Nous illustrons le processus de raf nement par I'implémentation progressive d'une machine
calculant un délai de trois unités de temps (rappelons que par essence, une machine de Moore
induit un délai d'au moins une unité de temps). Nous présenterons en paralléle aux machines
successivement raf nées, les programmes correspondant qui seront donnés dans un langage
inspiré de PsyC, le langage de programmation de la suite OASIS [32]. Ceci nous permettra
d'illustrer l'intérét de contrdler les propriétés de la machine a états sous-jacente au texte du
programme. Les portions de programmes indé nies seront notééslpasyntaxe et la séman-
tiqgue opérationnelle de ce langage sont dé nies en Annexe A. Nous imposons que le résultat
doit étre une machine appartenaritlaore bool; boole. Noter que nous n'utilisons pas les ré-
sultats sur I'extension du délai de séparabilité au cadre multi-ports. En n, nous considérerons
le délai de séparabilité dans sa variante optimiste.

Spéci cation. Nous ne spéci ons aucun comportement fonctionnel particulier. La spéci ca-
tion temporelle se traduit en une contrainte de délai de séparabitamiges de temps sur tous
les états de la machine, entre I'unique port d'entrée et I'unique port de sortie (nous omettrons



90 CHAPITRE 3. SIMULATION POUR LABSTRACTION ET LE RAFFINEMENT

les annotations de ports, qui sont super ues ici). Nous partons d'une spéci cMign3; qpee
ou M; est la machine suivante, qui est la plus générale possible étant donnée la spéci cation.

N

Cette machine correspond a tous les programmes possibles dont I'exécution se poursuit indé -
niment.

Premiere étape. Nous xons la valeur observable initiale de la machin garbitrairement.

advanceél; tt e;

while tt do »Q—-&
advancél; Ys

done

Deuxieme étape. Nous implémentons la mémoire tampon par deux variakjes x ;.

Xg tt;
X, tt;

advancél, tt o;
whie tt do O

advanceé 1; 'xqe;

X1 Xg;
X1 Qel
done

Il est direct de montrer qu& Z po eta; Z po, ce qui suft a montrer la satisfaction fonction-
nelle. A n de prouver la satisfaction temporelle, nous devons montrer goeirq, I'existence

d'un paire séparante pour laquelle le délai de séparabilité est inférieur ou égal a 3. Etudions le
dépliage dey.

Ce dépliage montre clairement g8epPairs"qye g, ce qui impliqueseptimg"cpe 2 . Qui

plus est, le programme est déterministe, ce qui induit I'impossibilité de raf ner plus avant. La
raison est que nous avons fait une erreur lors du raf nement du programme source en interver-
tissant les variables, etx; lors de la mise a jour de la mémoire tampon. La version correcte
est donnée ci-dessous.
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Xg tt;
X, tt;

advancél; tt o; / / /
while tt do

\
advancé 1; 'Xgpe*;
Xo IX1:
J
X1 0eb
done

La correction de ce dernier raf nement est montrée en chaque état par I'existence de la paire
séparantétt; ffe et de I'ensemble de séparatetnsol’ (en d'autres termes,tous les mots de
longueur 2 sont des séparateurs). La nature déterministe du programme résultant permet de
véri er ce fait par simple examen des traces de sortie.

3.5 Synthese

Ce chapitre a exposé I'utilisation de la relation de simulation a n de mieux concevoir et
analyser les systémes synchrones.

Nous avons introduit une notion de machine abstraite faisant usage de données tirées de
treillis, a n de spéci er a haut niveau certaines contraintes fonctionnelles simples. Les notions
de délai de séparabilité ont été étendues a ce cadre et des résultats de conservation permettent
de garantir la correction du systeme nal vis-a-vis de la spéci cation.

La notion d'abstraction a également été utilisée a n d'étudier comment analyser en pratique
le délai de séparabilité entre des ports d'entrée et de sortie particuliers. Nous avons montré que
le fait d'effacer les données sur les ports non considérés est une forme particuliére d'abstraction
et nous avons dé ni des conditions suf santes a l'analysabilité du délai de séparabilité par cette
méthode.

En n, nous avons appliqué la notion de simulation inverse au développement par raf ne-
ment de machines de Moore. Nous avons a nouveau montré qu'une restriction du délai de
séparabilité est préservée par simulation, ce qui entraine la corrpati@onstructiordes sys-
temes concrets résultants.
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Composition et délai de séparabilité

Nous avons étudié au chapitre précédent comment construire des systémes incrémentale-
ment par raf nement, tout en garantissant la conservation du délai de séparabilité. Ce chapitre
propose de compléter cette démarche par une étude de la conservation de certaines propriétés
de séparabilité lors de leompositionde systémes. L'objectif est de permettre de raisonner de
faconmodulairesur le délai de séparabilité de certaines parties du systeme.

Nous commencons par dé nir quelgues opérations de composition de machines : la compo-
sition séquentielle, la composition parallele et la boucle de rétroaction. Nous procédons alors
a une étude détaillée du comportement des effets observables lors de I'opération de compo-
sition séquentielle. Les résultats négatifs de cette étude nous menent a proposer une methode
approchée permettant de recouvrer un comportement modulaire au prix d'une certaine perte
d'information. Pour plus de simplicité, nous travaillerons dans ce chapitre sur les machines de
Moore concrétes.

Le type de situation que nous voulons étudier est illustré par la gure suivante.

Etant donné un ensemble de sous-systénds et C tous dotés de leurs délais de séparabilité
(ici, respectivement,, Tg et T¢), nous voulons déterminer un moyen simple de calctiler
Dans notre contexte, cet objectif de simplicité peut prendre plusieurs signi cations :

— le calcul deT ne doit idéalement reposer que sur les délaisTg ; Tc,

— la complexité doit croitre linéairement avec la taille du systéme lors du développement.

4.1 Algebre de processus basée sur les machines de Moore
Nous construisons une algébre de processus autour des machines de Moore. Cette algébre

est dé nie par un ensemble d'opérateurs de composition permettant de structurer des ensembles
de machines de Moore communicantes. Nous nous distinguons en particulier d'Argos [51, 52]

93
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par le fait que ce dernier est basé sur les machines de Mealy et repose donc sur le modéle
synchrone fort. De plus, Argos permet la conception hiérarchique de systemes synchrones, ce
gue nous he proposons pas.

Nous avons opté pour une dé nition minimaliste inspirée des travaux d'Abramsky sur ['é-
tude des algébres de processus dans le cadre de la théorie des catégories [2]. Nous travaillerons
dans un cadre ensembliste plus classique, mais cette af liation justi e nos trois opérations de
composition : composition parallele non-communicante, composition séquentielle et boucle de
rétroaction [2].

4.1.1 Composition séquentielle de machines

SoientM; etM,4 deux machines :

M; \|n;U;Qf;Ef;0Utf;q;fe;
Mg "U; Out; Qq; Eg; outy; gg €&

La composition séquentielle dé; etM, est intuitivement la “mise en série” des machiives
etMy. Il s'agit d'une composition parallele communicante, ou la communication s'effectue de
maniere non-blocante dé; versM,. Intuitivement,M; traite le ot d'entrée, puis le résultat
est transmis M 4. Graphiqguement, cette composition peut étre décrite ainsi :

In U

M JM Out

Dé nition 39 (Composition séquentielle).a composition séquentielldy XM procéde en
redirigeant la sortie deM; a I'entrée deM,. La machine composée est :

Mg XMt "In; Out; Q gx ; Egx ; OUtyx ; "Gt 5 G °€;
dont les composantes sont dé nies ci-dessous :

Qox Qr Qg _

ng N ¢ “fe
Egx GG D PeSy D *>Er , D q@>Ege
OUlpe GGy OUl Gy

Exemple 4.1(Composition séquentielle) La gure 4.1 présente un exemple de composition
séquentielle. La machinkl; (déja présentée plus haut en Fig. 4.1(a)) associe |'efitiaun
booléenff et I'entier 1 au booléertt. La machineM, (Fig. 4.1(b)) est un détecteur de front
descendant. Leur composition est présentée en Fig. 4.1(c).

Une propriété désirable de la composition séquentielle est I'associativité.

Lemme 4.2(Associativité de la composition séquentiell®our toutA;B;C;D >D et pour
toutes machine#; > Mooré A;B+;My MooréB;Ce;M, MooreC;De, I'équivalence
suivante est véri ée :

M XMg XMj AMh XMg.XMf:

Démonstration.La preuve est directe, par bisimulation. ]
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S

(a) MachineM¢ (b) MachineM

(c) MachineM gxs

FIGURE 4.1 — Exemple de composition séquentielle
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4.1.2 Composition paralléle de machines

L'opération de composition parallele que nous utilisons n'induit pas de communication :
elle correspond a leur simple “juxtaposition” synchrone. Le choix inverse est possible, comme
montré par exemple dans les travaux de Clarke et al. [28].

Nous avons vu dans la dé nition d@ (Sec. 2.1.2 p. 24) que nos types de données sont
des produits cartésiens d'ensembles nis. Cette structure peut étre étendue aux ensembles de
machines par homomorphisme et c'est I'opération de ce monoide qui fera of ce de composition
paralléle.

Dé nition 40 (Composition parallele)Soientin; ; Out; ; In g; Outy quatre ensembles. Soient
M:  Ing; Oute; Qr; Er; out; g eetMy  “Ing; Outy; Qg; Eg; OUly; g.g€deux machines.
La composition paralléle procede en appariant les transitions respectivie agM 4 de fagon
synchrone. La machine composée est :

Mi OMgy “Iny IngOuty  Outy; Qf ay; Ef ey OUL 63 "Gt 5 Qg *€:

Qr &y Q Q _ ‘
Ev oy “qige BT qRepSg B TE , g B’ qp>Ege
outi &y G ; Op® “out; "o +; outy" ggee:

L'opération de composition paralléle est illustrée par le schéma suivant :

v

v

Exemple 4.3(Composition parallele) La gure 4.2 montre le résultat de la composition pa-
rallele des machind¥l; (en Fig. 4.1(a)) eM, (en Fig. 4.1(b)). Le résultat a un nombre d'états

et de transitions égal au produit de ses composantes. On reconnait dans la gure en question la
machineM; dupliquée a chaque “étage” (un étage par etailge

L'associativité du produit d® induit celle de la composition parallele.

Proposition 4.4 (Associativité ded). Pour tousA;B;C;D;E;F >D et pour toutes machines
M; >Moor€ A;Be, My >Moore C; D+, M, >Moore E; F »,

M; O"Mg OMpe "My OMge OMy,:

Démonstration.La preuve procede de facon directe, par bisimulation, en utilisant I'associativité
deD directement sur les données en sortie et sur les arcs. O

La classe d'équivalence pour la bisimilarité des élémentsidere 1; 1« fait of ce d'élé-
ment neutre pour la composition paralléle. Nous pouvons conclure de l'associatidét die
I'existence d'un élément neutre que I'ensemble des machines est un monoide pour la composi-
tion parallele.
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[ ]
|

FIGURE 4.2 — Exemple de composition parallelel; g

4.1.3 Boucle de rétroaction

Si nous nous limitions aux opérations de composition séquentielle et paralléle, le systéeme
nal résultant de telles compositions aurait une structure de graphe acyclique dirigé. L'obser-
vation de systéemes existants montre la nécessité de pouvoir dé nbadetesde rétroaction,
permettant a un sous-programme de renvoyer des données en amont dans le ot de calcul (un
exemple simple est un intégrateur numérique). C'est pourquoi nous dé nissons une opération
de boucle de rétroaction, notsedbackCette opération procede en redirigeant a chaque tran-
sition les sorties du tempsaux entrées du temps 1 sur une paire de ports donnée de méme

type.
Dé nition 41 (Boucle de rétroaction)Soientin; Out; U >D et soit une machine :
M In U;Out U;Q;E;outge

L'opération permettant de connecter la sortie s I'entrée surU est la boucle de rétroac-

tion feedback™M e  In;Out; Q¢ ; Efp;0Utyy; g > Ee dont les composantes sont dé nies
ci-dessous :
Qrb Q
- “a: ~ "que
Efb C]'é QOESJE% ch
outy, " ge In_out"gee:

Cette opération de composition est représentée dans la gure suivante.
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Exemple 4.5 : Il est intéressant de voir que la composition séquentielle peut étre exprimée par
I'utilisation de la composition paralléle et de la boucle de rétroaction. Considérons les machines
M; >Mooré€ bool;”0; 1= etMy >Moor€™ 0; 1+; bools montrées en Fig. 4.1. Leur composition
parallele, montrée en Fig. 4.2 p. 97, bty >Moor€ bool ™ 0;1+;70;1+ boole. Modulo la
commutativité deD, nous pouvons écrir®l; g, > Moorébool ™ 0;1s;bool ~ 0;1e . Alors,

la machinefeedback,, M;ge calculée en redirigeant la sortie de booléens sur l'entrée est
exactement la machind g en Fig. 4.1(c).

4.1.4 Notes sur la structure de I'ensemble des machines

Dans cette section, nous avons dé ni une algebre de processus synchrones inspirée des
travaux d'Abramsky [3]. Ce dernier propose une algébre de processus dans un langage caté-
gorique, ou les morphismes sont des machines de Mealy et les objets des ensembles de mots
particuliers. Cette catégorie est dotée d'une structure monoidale donnée par la composition pa-
rallele et la composition de morphismes est analogue a la composition séquentielle que nous
avons dé ni plus haut. L'opérateur de feedback correspond a une structure additionnelle ap-
peléetrace[43]. Un théoreme général lui permet d'af rmer que cet ensemble de primitives est,
en un senszomplet: toutes les diagrammes constitués de machines connectées entre elles peu-
vent étre exprimeés par l'utilisation de ces primitives et de quelques isomorphismes structurels :
commutativité, associativité, duplication de ports, effacement de ports, absorption de l'identité
pour la composition parallele. 1l est important de noter que la construction d'Abramsky fonc-
tionne parce que les machines de Mealy sont capables d'exprimer la fonction identité sur les
traces (condition nécessaire a la bonne formation d'une catégorie), ce dont les machines de
Moore sont incapables.

Notre ensemble de primitives n'est en ce sens pas complet, mais puisque ni les primitives
structurelles évoquées plus haut ni la fonction identité n‘ont d'impact sur le délai de séparabilité,
nous n‘avons pas cherché a enrichir notre algebre de fagon a la doter de la structure adéquate.

4.2 Effets observables sous composition séquentielle

Dans le premier chapitre, nous avons dé ni une notion d'effet observable pour les machines
de Moore. Dans cette section, nous étudions le comportement des effets observables lors de la
composition séquentielle de machines de Moore et ses conséquences sur le délai de séparabilité.
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@DH%%Q

MachineM; MachineM 4 MachineM g XM
(a) Exemple de non-compositionnalité

P

MachineM & MachineM §®
(b) Exemple de séparateur disparaissant

FIGURE 4.3 — Contre-exemples a la conservation de la réactivité par composition séquentielle

Nous avons vu que la réactivité est une propriété des états (cf. Def. 6 p. 36). Lors de la com-
position séquentielle de deux machines, nous devrons donc considérer la réactivité de I'état re-
sultant en fonction des états le composant. A n d'illustrer la dynamique des effets observables,
nous étudions quelques exemples ou la propriété de réactivité est perdue. Ces exemples suivent
le méme raisonnement montrant que la composition de deux fonctions totales non-constantes
peut étre constante.

Plus précisément, ils illustrent deux conditions nécessaires a n que la propriété de réactivité
soit conservée :

— un effet observable doit étre “pris en compte” par une paire séparante d'un état récepteur;

— la paire séparante réceptrice doit exister dans le contexte induit par la machine émettrice.

La gure 4.3(a) montre la composition de deux machines de Moore réadivest M
dont la composition n'est pas réactive. Dans ce premier exemple, une condition suf sante an
d'obtenir une machine composée réactive serait que I'effet observaple (induit par un
séparateur de longueur 0) produit gardansM; soit “pris en compte” par la machind,
c'est-a-dire qué 0; 1+ soit une paire séparante de Ce n'est pas le cas et le résultat de la
composition est une machine constante.

L'exemple montré en Fig. 4.3(b) illustre une situation plus complexe et montre que la con-
dition, qui était suf sante sur I'exemple précédent, ne I'est pas en géneéral. Dies M % les
étatspy etq, pris isolément sont réactifs. Cette propriété est perdue lorsque ils sont composés :
les données en sortie des éfaf®t p, iImposent ap et un contexteréduit au mo0. Dans ce
contexte, le mot séparatelide ¢y etz n'existe pas et ces états ne sont plus distinguables I'un
de l'autre. Ainsig etz ne sont plus séparables et le résultat est la machine constante vue plus
haut. Le fait qu'un effet observable dé*corresponde a une paire séparantd/igen‘est donc
pas suf sant pour garantir un effet observable en sortie. La composition séquentielle restreint le
langage d'entrée du systéme en position réceptriceNigj, Cela signi e que les séparateurs
peuvent d'une maniere générale disparaitre et apparaitre de facon arbitraire.



100 CHAPITRE 4. COMPOSITION ET DELAI DE SEPARABILITE

Ces contre-exemples con rment l'intuition : il n'existe pas de moyen général de garantir
et de composer des dépendances fonctionnelles. A n de pouvoir contourner cet obstacle, nous
devons déterminer les conditions nécessaires et suf santes pour qu'une composition d'états soit
réactive. Ce probléme se traduit ainsi : étant données deux madiinesMoore In; U ¢ et
Mg >Moor€ U; Oute, et deux paires d'états composép; gy* > Qgx , ~Pr ; Pg* > Qgx , quelles
sont les conditions nécessaires et suf santes pouf qu&y® z ~ pr ; Pg* ?
Il apparait de fagcon directe que si nous avans pr etqy z py, alors nous obtiendrons
G;0%° Pr;pge- Une condition nécessaire est donc guez pr ou gy z Py, Mais c'est pas
une condition suf sante. Dans la suite, nous allons étudier en détail la structure d'un contre-
exemple a la bisimilarité des états composgs gy et™pr; pge, et en particulier la fagon dont
ces contre-exemples soonstruitsa partir des contre-exemples a la bisimilaritécgeet py
d'une part, et dey, etpy d'autre part.
A cette n, nous dé nisons la notion deandidat de preuve de non-bisimilarigui sont des
arbres ayant le potentiel d'étre des contres-exemples mais dont la structure est trop lache. Nous
étudierons sous quelles conditions ces candidats deviennent de véritables contres-exemples, et
nous nous servirons de ces résultats pour étudier la construction d'une preuve de non-bisimilarité
pour des états composeés.
Dans la suite, nous nous plagons dans le cadre de la composition séquentielle, comme dé nie
en Def. 39 p. 94.

~

4.2.1 Notion de candidat de preuve de non-bisimilarité

Considérons une machiik "In; Out; Q; E; out; qpeet soienp; q>Q deux états quelcon-
gues. Dans le chapitre 2, nous avons proposé une caractérisation logique explicite des contre-
exemples a la bisimilarité de deux étatet q (Prop. 2.7 p. 35). Ces contre-exemples, qui sont
donc degpreuvesde la non-bisimilarité dg et g, sont dé nis inductivement. Chaque contre-
exemple est urarbre de dérivationparticulier construit a l'aide des trois regle &g, Sym
et IND. La structure exacte de chaque contre-exemple est dé nie en interprétant les prémisses
de chaque régle dans le cadre d'une logique constructive. Cependant, le présent manuscrit n'a
pas pour but d'effectuer une présentation détaillée de ces concepts et nous ne justi erons pas
nos constructions autrement que par I'exemple. Le lecteur voulant plus de détails pourra par
exemple se référer a [36].

Rappelons que la notation utilisée dans la suite :

M B~ xe

X>A

correspond a l'ensemble des fonctions de domAieedont le codomainB ~xe varie selon |'ar-
gumentx de la fonction en question. Dans les développements qui suivent, nous aurons en parti-
culier besoin de fonctions associant a des transitions, des candidats de preuve non-bisimilarité.
Nous dé nissons ici la structure générale d'un arbre candidat de preuve de non-bisimilarité, in-
ductivement. Les sections qui suivent utiliseront ces arbres candidats pour construire des arbres
preuvedle la non-bisimilarité de deux états lors d'une composition séquentielle.

Dans la dé nition qui suit, noter que la seule réelle différence avec les contres-exemples
dé nis au chapitre 2 (outre les détails de formalisation) est que les feuilles, constituées par le
cas de base, ne produisent pas forcément des sorties différentes.
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Dé nition 42 (Arbre candidat) Soient deux états>Q etq>Q. L'ensemble des arbres candi-
dats poump etq est noté€Candidateg "p; cp.
Y (Cas de basg¢Nous avonBASE p; ¢r > Candidateg "p; cr.
Y (Cas symétriqué.Pour touth >Candidateyq; p, nous avon$yM~he > Candidateg "p; cr.
Y (Cas inductif) L'arbre de dérivation est construit selon la prémisse de la régle. Soit
pB p=>E une transition et soit :

s> M Candidateg " p*qg*
qB q®

une fonction associant a toute transitiqr@ g™=>E un arbre candidat poup®etg® Nous
avons alors :
IND"pB p®se > Candidateg "p; cr:

Puisque lI'espace d'états et les alphabets sont nis, nous représentons explicitement chaque
fonctions par son graphe. Nous pouvons noter que pour tout couple dfétet, toute preuve
de non-bisimilarité est un arbre candidat particulier, c'est-a-dire :

h>c exp; O h>Candidateg p;cp:
La réciproque n'est pas vraie, car le cas de base de construction des arbres candidats n'impose
pasout™pe X out ge.

Exemple 4.6 : La gure 4.4 illustre la construction d'une preuve de non-bisimilarité pour le
cas inductif. Cette gure représente deux etats compopep, et " ; gy tels qu'il existe

un arc particulier pr ; pg® p' “pE pR ayant pour propriéte la possibilité d'associer a tout

arc”™ o ; oge D' “g ; ¢ une preuve de non-bisimilarité de ex” p® ¢®;"q ; gye . En termes
d'arbres candidats, cette gure correspond a I'élément :

in¢

IND™ pr;pg* ®  “pfpge: s*;

in¢

ou s est précisément la fonction associant a tout"a@cgye B
appartenanta ex” p® ;" g ; djee.

“d ;dy* un contre-exemple

Feuilles d'un arbre candidat. Par dé nition, I'ensemble des feuilles d'un arbre candidat est
I'ensemble des couples d'étataBE" p; ¢ atteignables depuis la racine.

Dé nition 43 (Feuilles d'un arbre candidatNous nous plagons dans le contexte de la Def. 42
sur les arbres candidats. $i>Q etq>Q sont deux états ¢t >Candidateg "p; ¢ est un arbre
candidat, I'ensemble des feuilles deest notdeaveshe et est dé ni récursivement si.

leave3BASE p; cpe T p e
leaveSSYM ™ hee leaveshe
leaveSIND pB p®see leavess qB .

D e
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FIGURE 4.4 — lllustration de la construction d'une preuve de non-bisimilarité, cas inductif

Conditions sous lesquelles un arbre candidat est une preuve de non-bisimilarité.
Le lemme suivant permet d'établir les conditions pour qu'un arbre candidat soit une preuve de
non-bisimilarité.

Lemme 4.7. Nous nous placons a nouveau dans le contexte de la Def. 42 sur les arbres can-
didats. Soienp > Q et q > Q deux états. Pour tout arbre candidat > Candidateg "p; ¢p
guelconque, nous avons :

I p2g® >leaveshe; §h®>c exp®g® O ¢ eXp;rxg:

En d'autres termesh est une preuve de non-bisimilarité si toutes les feuillet dent telles
gue les états correspondants soient non-bisimilaires.

Démonstration.La preuve suit par dé nition de exet la preuve dans le sens restant procede
par une induction directe st O

Ce lemme permet de prouver qu'il est possible d'étendre un arbre candidat en preuve de
non-bisimilarité en prouvant que toutes ses feuilles contiennent des états non-bisimilaires.

Corollaire 4.8. Un cas particulier du lemme précédent est celui ou tous les états des feuilles
d'un arbre candidat produisent des sorties différentes.

pzq I© p*g®>leaveshe;out’p® x out'g*:

Ces résultats n'ont rien de surprenant : ils procédent de la dé nition méme des arbres can-
didats, qui sont précisément des preuves de non-bisimilarité sans conditions sur les feuilles.

4.2.2 Conditions nécessaires et suf santes a la réactivité d'un état com-
posé

Les états resultants d'une composition séquentielle sont issus du produit cartésien des états
de chaque composante. Etant donnés deux états composés, nous allons montrer comment toute
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preuve de non-bisimilarité pour ces deux états est construite a partir de preuves de non-bisimilarité
pour les états d'origine. Nous commencgons par dé nir des ensembles d'arbres candidats parti-
culiers, appelés respectivemgmé-compositiongt post-compositiondNous montrons que ces

arbres candidats sont effectivement des preuves de non-bisimilarité. En n, nous prouvons la
réciproque de la proposition précédente, c'est-a-dire le fait que toute preuve de non-bisimilarité
pour deux états composés s'exprime comme préecompositionou une post-composition

Nous supposons I'existence de types de donhédd; Out >D, ainsi que de deux machines :

M In;U; Qy; Ef;0Uti ;g &
M, "U; Out; Qq; Eg; 0uty; gg €&

Leur composition séquentield g Mg XM a pour composantes :
Mg In;Out; Q gx ; Egx ; OUlgy ; "Gt ; Gg *€:

Soientpy ; g >Qr etpy; gy >Qq respectivement deux etatsilie et deux états dil 4. Ces quatre

états correspondent a deux états compopepy® > Qgx et ¢ ;g > Qg dans la machine
composed g . Nous étudions dans cette section les conditions sous lesquelles une preuve de
non-bisimilaritéh; >c exps; g * donne lieu a une preuve de non-bisimilarité pour les états
composesps ; pge et" G ; gy, et de méme pour une preulig>c ex py; gy*. Rappelons que la
composition séquentielle est illustrée par la gure qui suit :

In M U JMq Out

Ceci justi e la terminologie depré et post-compositionitilisée dans la dé nition quelque peu
technique qui suit. En termes informels, une pré-composition d'une preuve de non-bisimilarité
h>c exXpy; que correspond a l'action de déecorermavec des chemins d'exécution i com-
patibles avec la structure die Tous les chemins de I'arbre que constitue une pré-composition
doivent donc étre des séquences d'execution validesMgnéVi¢ . Les post-composition sont
la contrepartie des pré-compositions, sur des preuves e€p;; G .

De plus, nous rappellons que la notatdn B correspond a l'unioisjointedes ensembles
A etB. Ceci nous sert a interpréter de fagon constructive la disjonction logiguB .

Dé nition 44 (Pré-composition et post-composition de preuves de non-bisimilaties) en-
sembles d'arbres candidats appelées pré et post-compositions sont dé nis par récursion mutuelle.
Y Soithg >c eX py; gz* une preuve de non-bisimilarité popy etqg,. L'ensemble des pre-
compositions déng par deux étatg; etqg est notePreChg; px; ¢ ». Par construction,
nous avonsPreChg; pr; ¢« b Candidateg ,, ~ pr;Pg®; "G ; Ggee . PreChg;pr ;¢ » est
dé ni par induction surhy :

PreC BASE pg; 0g*; Pr ;G * "BASET Pt Pg*; "G ; Ggeee
PreCIND‘pgi5g Pg S PG e g siout'pre Xing
PreCINDAng")]g PSS, pr i G o

in s

> IND<Apf;pg-’clr)]f pEpR;pree | pr B pE>E;, pre>PreCse

PreCsg B° 9@ p® o=
ou PreCse M

Aqf;qg.b”f S “PostCh{ pg o Sh*>c exX p® g
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Y Soiths >c eX pr; G * une preuve de non-bisimilarité popy et . L'ensemble des post-
compositions ddi; par deux étatgy et g, est notéPostC hy ; py; gge. Comme pour la
pré-composition, nous avoidstC hy ; pg; gye b Candidateg ., = pr; Pg*; G ; Gyee -
PostC hy ; py; 0y* est dé ni comme suit :

PostC BASE p ; G *; Pg; 0y°
> |ND<“pf;pg-{5nf PP PR ; post pgiﬁﬁ' Py>Eg, post>PostGg

“PostCh pg of* Sh*>c ex p of3e
ou PostG M

4 oD’ Rt “PreChg p g Sh>c ex'pg; g

PostC IND"™ B P S*; Py; G®
. I
> |ND<Apf;pg-’cH)]f “p p3e; poste pgﬁ))uffﬁ PF>Eg, post>PostCse

PosStCS'g B o; pE o
ou PostC se M

gD ~qzan  PreChE pR o Sh>c expg e
Intuitivement, cette dé nition décrit les pré-compositions et post-compositions comme des
“mille-feuilles” constitués de morceaux de contres-exemples provenante&éps ;¢ ¢ et de
Cc eXpg; ye. Le théoreme suivant af rme en substance que toute preuve de non-bisimilarité
pour des états d'une composition séquentielle est décomposable en éléments de preuves de
non-bisimilarité des états d'origine, soit comme une pré-composition, soit comme une post-
composition.

Théoréme 4.9Propagation des effets observables par composition séquentielle)
Soient pr ; pg* >Qgx €17 ; gy* > Qg deux etats composeés. L'equivalence suivante est veri-
ee:

"8ht >c eX'pr; g ¢;PostChs; py; qy* X g*
C ex pr;Pg*; ;0% X -
"8hy >Cc expy;qye; PreChg;pr; G x ge

Nous commengons par un apercu informel de la preuve de ce théoreme.

— Lapreuve dans le sens (droitegauche) procede par le simple fait que les pré-compositions
et les post-compositions sont des arbres candidats dont les feuillesysas@oduisent
des sorties différentes. Cette propriété est suf sante pour en faire des contres-exemples a
la bisimilarité, comme montré par un lemme précédent.

— Dans l'autre sens, nous procédons a une induction sur un contre-exemple exemple quel-
conque d& ex” pr;pg; G ; e, €t nous en épuisons tous les cas.
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Démonstration.
I Nous commencgons par prouver :

§hy >C exXpr;q*;PostChr;pg;ge O ¢ X priPy*; G ;0o X g :

Nous montrons que tout elémemt> PostC hy ; pg; gy est effectivement un élément de
Cc eX pr;pgs; G ; yee. Observons d'abord que par dé nition é®stG nous avons :

h >Candidates pr ; pge; "G ; Ggee:

L'ensemble des feuilles deest calculé paeaveshe. Par dé nition dePreCetPostC les
feuilles sont toutes de la fornkeavesPreC BASE pg; Gg*; Pri G e ™ PriPg®; G ; Gy -
Puisqueout™pge X out”gye, nous avons par dé nition de la composition sequentielle :

out™pr ; pg* X out G ; Qe

Par application du Lemme 4.7, nous pouvons condiurec ex” pr;pg*; G ;Qee. La
preuve que les pré-compositions sont également des preuves de non-bisimilarité pour les
états composeés est similaire et est omise. Ceci clot la premiere partie de la preuve.

I Lapreuve de :

8hy >c exXpr;Ge;PostChe;pg e O  C X pripg*; G ;s X3

est similaire au cas précédent.
I 1l nous reste a prouver I'implication suivante :

i "8hy >c expr; g *;PostChy; pg; gy X g°
c eX pr;pPg®; G ;e O -
"§hy>c exX'py; gye; PreChg; pr;ge X ge:
Nous procédons par induction sur I'hypothésec ex” pr; pge; " 6 ; gy*e .
Y (Cas de base.) Nous avoms BASE™ pr;pge; "G ; @gee . Par dé nition de la composi-

tion sequentielle, nous avoosit”pge X out” gye. Il existe donc une preuve de la forme
BASE pg; y* >C eX pg; §y*, Ce qui nous permet de conclure :

PreCBASE pg; Qy®; Pr ;G * X O
Y (Cas inductif.) Nous traitons le cas suivant :
h IND™pripe B PR pR;se:
Comme illustré en Fig. 4.4, ce cas induit I'existence d'un ensemble de preuves :
“hij >c exX”pRpR; g gpe

Nous procédons par analyse par cas sur les éléments de cet ensemble.
. Sitous les éléments sont de la forile  PostChi ; p& gy avech; >c exp®q e,
nous pouvons construire directement une prdyvec expr ;g ¢ telle que :

in¢

hi IND'pr B pPte; avec:

inf . .

"gidee ST e D g ;g >Egy

ins in¢

t>¢ 8 d( s"giqe 8
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. De méme, si tous les éléments sont de la folthe PreChl;p®d » et tels que
hy >c ex pg 0j*, NOUS pouvons construire une prete>c ex pgy; G* telle que :

hy IND pg p' Py te;

out est construite de fagcon symétrique au cas precédent.

. Enn, il nous reste a traiter le cas ou les pré-compositions et post-compositions co-
existent. Nous procédons par analyse par cas (se référer a la gure 4.4 pour une
meilleure compréhension).

— Si, pour toute transitiogy 5f g >E;, il existe une transitiomy i?)tljiliigf c{, >Eqg
pour lesquelle®il >c ex” p® pR; ;g soit telle que :

h!  PostCh};p§ dye;
alors nous pouvons directement déduire de I'existendl#f' da proposition :

ig;a D' q>E O pfzg;
ce dont nous déduisons l'existence d'une prelivec expr; g ¢ telle que :

il’lf

hi IND'pr B pfte, PostChe;pr; e xg:

— Dans l'autre cas, il existe une transition B d > E¢ telle que pour toute

transitionc 5350 ¢, >Eg, nous ayons par éliminatidi  PreChi; p® ¢ ». Si
out"pre out ¢ ¢, nous en déduisons l'existence d'une prebyec ex py; e,
de facon similaire au cas précédent. Sinon, nous en déduisons que nous somme
dans le ca$y BASE pr; G ¢ et le but suit par application du cas de base pour
PostC BASE Py ; G *; Py; Oy® -
Le cas de la fermeture par symétrie (reglevS est omis car direct.
O

Nous pouvons maintenant tirer quelgues conclusions de cette étude détaillée de la non-

bisimilarité dans la composition séquentielle.

— Hors existence de pré-compositions et post-compositions, la réactivité n'est pas préservée
par la composition séquentielle. Ces résultats s'étendent au délai de séparabilité, qui n'est
pas conservé dans le cas général.

— En termes de méthode de véri cation, cela signi e que pour véri er que la composition
de deux machines réponde bien a une spéci cation de réactivité en temps borné, il faut en
toute généralité effectuer une recherche exhaustive sur I'espace d'état et les séparateurs.
Dans la section qui suit, une méthode plus restreinte mais compositionnelle permettant
de simpli er ce processus de véri cation est proposeée.

4.3 Effets observables sous la boucle de rétroaction

Bien que nous n'ayons pas procédé a une analyse détaillée du comportement des effets
observables sous I'opération de boucle de rétroaction, nous conjecturons que la démarche adop-
tée dans le cas de la composition séquentielle est transposable au cas présent. Nous avons en
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effet vu dans I'exemple 4.5 p. 98 qu'il est possible d'encoder la composition séquentielle comme
une composition parallele suivie d'une boucle de rétroaction : la composition séquentielle et la
boucle de rétroaction sont clairement liées. Une piste que nous n'avons pas exploré est de mon-
trer que toute boucle de rétroaction in uant sur le délai de séparabilité peut étre transformée en
une composition séquentielle.

4.4 Sous-approximation de la reactivité

Cette section propose une solution a certains des problémes rencontrés précédemment, a
savoir :

1. le fait que les séparateurs ne garantissent pas d'effet observable,
2. la non-compositionnalité de la réactivité et des effets observables.

Nous procédons en restreignant notre attention aux cas ou la réactivité, qui est une propriété
en temps branchant des états, peut étre réduite a une propriété en temps linéaire. Nous montrons
ensuite la compositionnalité de cette approche, ainsi que son bon comportement sous l'opération
de raf nement.

4.4.1 Sur-approximation et linéarisation des effets observables

Supposons l'existence d'une machike In;Out; Q; E; out;ge Soitg > Q un état de
M . Nous allons dé nir une fonction associant a chaque temps logique (relativenu i
sur-approximation des effets observables potentiellement générgoparimporte quel état
atteignable depuig. A n d'obtenir une méthode compositionnelle, nous devons nous assurer
gue cette sur-approximation sera stable par composition. Noteq qeedoit pas étre néces-
sairement réactif.

Nous avons vu en Def. 8 p. 37 que les effets observables sont générés aux feuilles des
preuves de non-bisimilarité. Un effet observable est donc nécessairement une différence entre
deux mots de sortie générés par le méme mot d'entrée depuis deux états distincts. Nous pouvons
donc sur-approximer les effets observables par les différences entre les mots de sortie. Nous
commencons par dé nir I'ensemble des états atteignablégramsitions.

Dé nition 45 (Etatst-atteignables)Soitq > Q un état ett un entier. L'ensemble des états
atteignables en transitions est dé ni par induction sur. Nous désignerons ces états comme
t-atteignables depuig, ce qui sera formellement notéachableq; te.

reachableq;0e Qe
reachableg;t 1 reachableg®te

B q=e

Une sur-approximation brutale des effets observables dont I'occurrence survieités
de temps aprés I'étag est de considérer tous les couples de symboles de sortie possibles
pour les états-atteignables. En considérant 0;1;2;:::, nous obtenons une ségence de sur-
approximation des effets observables depuis un état donné. Si lI'espace d'état est ni, cette
sur-approximation est représentable de facon nie.
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Dé nition 46 (Linéarisation des effets observables d'un ét&)itq>Q un état deM ett >N
un entier représentant un temps logique relatd.&oientS ~out’ g Sg >reachableq; te
les symboles de sortie potentiellement générés aptemsitions. La sur-approximation des
effets observables au temps logidumour p et q est notédEseqp; g;t et est dé nie ainsi :

OEseqgqg;t* S S Id;

ou Id est la relation identité (les éléments de la forfi@gas ne pouvant étre des effets obser-
vables).

4.4.2 Sous-approximation et linéarisation des paires séparantes

A n d'obtenir une méthode compositionnelle, il nous faut résoudre deux problémes :

— déterminer un moyen de réduire la propriété de réactivité d'un état au fait que la sur-
approximation des effets observables est inclue dans une sous-approximation adéquate
des paires séparantes;

— faire en sorte que l'occurrence d'un effet observable associé a une paire séparante ne
dépende pas du contexte et soit donc garanti pour toute entrée.

La sous-approximation évoquée ci-dessus sera calculée comme l'intersection d'un certain
type de paire séparante pour tous les états atteignables en un temps donné. Considérons main-
tenant deux états composgs ; pg* > Qgx €t ¢ ; gy* > Qgx tels queh; >c exX'pr; g e avec
hy  BASE pr; G *. Nous voulons dé nir une condition suf sante assurant que l'effet observ-
able induit paih; est bien pris en compte pht,, c'est-a-dire papy etg,. Nous commengons
par noter que prendre l'intersection des paires séparanigsadp, n'est pas suf sant, comme
illustré par I'exemple qui suit.

Exemple 4.10 : Etudions les états en Fig. 4.5, dans lesquels seules les données en sorties sont
décrites et ou les noms des états sont omis. Les E&®sont symétriques et ont tous les deux

"A; B comme paire séparante. Toutefdig; B « n'est pas une paire séparante pounlondes

deux états.

(a) Etat 1 (b) Etat 2 (c) Union des états 1 et 2

FIGURE 4.5 — Union d'états

Transposons cette situation a notre cas d'étude. Soient :

P "pgeSogEcﬁl%. pg~ et Q ~CEESJQE0)1IJ-JI|3'. R~
les ensembles d'états (quotientés par bisimilarite) atteignables dgjpas out p; » (resp. at-
teignables depuig; parout™ ¢ ¢). Le fait que™out py »; out’ ¢ *» >SepPairsp,e  SepPairsgye
n'est pas contradictoire avét Q, i.e. avec l'absence d'effet observable. Nous développons
donc une notion de paire séparante valide pour un ensemble d'états, et qui garantisse la compo-
sitionnalité. Nous les désignons “paires fortement séparantes”.
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Dé nition 47 (Paire fortement séparante pour un ensemble d'ét8@tS b Q un ensemble
d'états. L'ensemble des paires fortement séparanteS @st notéStrongSepPaifSe, et est
dé ni ainsi :
"a;; a* > StrongSepPaifse
| 0% >SS EE>Qal >E, o E 0 o

Nous pouvons maintenant dé nir une linéarisation des paires fortement séparantes d'un état
ga un tempg.

Dé nition 48 (Linéarisation des paires séparantes stables d'un &at)g >Q un état ett un
entier. Notre sous-approximation des paires séparantes au tesgrs noteeSSPsel; te, et
calculée comme suit :

SSPsetg;t* StrongSepPaifseachableq; tee :

4.4.3 Critére de réactivité

Dans cette section, nous supposons l'existence de deux machines :

M In;U;Qr Eouty gy &
Mg "U; Out; Qq; Eg4; 0Uty; Gy €&

ainsi que de leur composition séquentielle
Mge MgXM; In; Out; Q gx ; Egx ; OUtgy ; "Gt ; Gig *€:

A l'aide des fonction®©Eseet SSPsegnous pouvons établir un critere permettant de sous-
approximer la réactivité d'un eétat composg; gy : si les effets observables de au tempd
sont inclus dans les paires séparantes stablggaletempg, alors la composition est réactive.
Ce critere est exprimé par le théoreme suivant.

Théoréme 4.11(Réactivité approchéeBoientg >Q; etqy >Qg deux états etey ; oy* > Qgx
leur composition séquentielle. La propriété suivante est véri ée :

"I t>N;OEseqq ;te b SSPsetp,; te, reactivég e 0 reactivé ¢ ; gpe:

Démonstration.Dans l'intérét de la concision, nous omettrons la preuve des cas symétriques
dans ce qui suit. Nous devons montrer I'existence d'une paire sepaene pour ¢ ; ge.
La propriété correspondante est :

86 >Que: GGy B " ke >Eger 17 e >Qur
e & "B >Egr O “qhighe 2 f e
Nous avons comme hypothése de départ :
| t >N; OEseqq ;te b SSPsetyy; te, reactivéc e:

Choisissons une paire séparante quelcongue,* >SepPairsg ¢. Par dé nition, nous avons :

8¢ >Qi;q B ¢ >Ei | #>Qiiq & ¢>E O dzd:
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Nous pouvons donc af rmer I'existence d'un contre-exemiple>c ex ¢f'; ¢’ pour tous les
“gf; ¢?+. Il nous reste a montrer I'existence d'une post-compositiohdeNous commencons
par construire un arbreandidatpost >Candidateg, ,, ™ g'; oé-;Aof; e+, puis nous montrons
comment |'étendre en une post-compositiorhgeen utilisant I'hypothese de départ pour rem-
placer les feuilles dpost par des arbres preuves de non-bisimilarité.

1+ Construction dgost . Nous calculongost par récursion suh¢, a lI'aide d'une fonction
decorateprenant en argument une preuve de non-bisimilaritd/suet deux états d@y :

post  decoratéhy; q5; ofe:

Cette fonction étiquettarbitrairementh; par des états d@ atteignables depuig et .

decorateBASE™pr ; G *; Pg; %° BASE™ pr;Pg*; "G ; Ggee
decoratéSyM " hge; pg; 0y° SymM™ decorat€ hge; oy; Py*BASE™ pr;pg®; "G ; Oge
decoratéIND py B’ p®Bse; py; g° IND™ pr;pge B "p® ps; 5%

out”pr
avec py £)35 pF>Ey quelconque, et
in¢ in ¢

S®* "D TgBqR ( decoratés®g D of*; pf R

2+ Extension dgpost et conclusion Nous construisons un élément BestC hy ;cbl;cg- par
induction sumpost (le cas symétrique est omis).
Y (Cas de base.) Nous avopsst  BASE™ ¢f'; gle; “of; g3+ avech; BASE'q'; ¢fe. Par
dé nition de OEsegnous déduisons :

8t; “out’g'e; out"gfes >OEseqq ; te:
L'application de I'hypothese de départ nous donne :
“out’gte; out ¢fee >SSPsetgy; te;

i.e."out gls; out" gfes >StrongSepPaif3 0: G5e . Par dé nition, nous obtenons (les cas
symétriques sont traités de facon identique) :

out"gle out"g?e .
82 >Qyt DD o2 >Ey, | d¥>QuBED E>Eq O e o
Puisqueg® « %, nous avons directemeBhF>c ex q; q2¢ et plus particulierement :
| P1; P2 >Qr; PreChg pr; p2e X g (Ici apparait I'indépendance vis-a-vis du contexte.)

Nous pouvons donc af rmer (par dé nition deostG dans le cas inductif) qu'il existe :
IND” G e B “o®; ffe;se >PostChy ; ¢t B;
oudf B o >E; est une transition quelconque.
Y (Cas inductif.) Nous avons :

post IND™ ¢; G B "o Re; s
Par application de I'nypothese d'induction sur les états atteignablgmphr ces derniers
sont non bisimilaires. Nous pouvons directement en deduirgasie >PostC hy ; ¢f; ife,

ce qui conclut la preuve.
O
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4.5 Compositionnalité de la sous-approximation

Dans la section précédente, nous avons dé ni un ensemble de conditibsantespour
s'assurer de la réactivité d'un état composé et permettant d'éviter I'exploration de l'espace
d'état de la machine composée. Cet ensemble d'informations est donné dans notre cas par les
fonctionsOEseqet SSPsegcalculant respectivement la séquence des effets observables et la
séquence des paires fortement séparantes.

Déterminer ces fonctions a partir des machines est aussi colteux en termes calculatoires
gue de décider directement de la réactivité des états composés. Une approche qui recalculerait
a chaque composition les fonctio¥Eseget SSPsec partir de I'espace d'état composé ne
présenterait aucun avantage. A n d'offrir une approche compositionnelle, il nous faut impéra-
tivement pouvoir recalculeDEseget SSPseqour les états composés a partir des fonctions
correspondantes de chague composante.

Nous nous placons dans les hypotheses de la Section 4.4.3 p. 109, en admettant I'existence
de machined; ;M4 et de leur composition séquentieNéyx . Le théoreme suivant exprime
gue notre formalisme exhibe la propriété de compositionnalité recherchée.

Théoreme 4.12Compositionalité de la linéarisatianpoientgs >Q; etgy >Qq deux états de
respectivemeritl; etMg, et" o ; gy* > Qgx UN état compose tels que les conditions nécessaires
a l'application du Théoreme 4.11 soient véri ées, c'est-a-dire. :

i t >N; OEseqq ;te b SSPsetp,;te, reactivéq o:

Les deux propriétés suivantes sont alors véri ées :

1. 1 t;701;0p° >OEseq ¢ ;qge; t* O~ 0150, > OEseqqy; te,

2.1 t;"ay; @ >SSPsety; te O © ay; @y >SSPseq ¢ ; g te.

En d'autres termes, la sur-approximation des effets observableg dge est incluse dans
celle deq,. Réciproquement, les paires fortement séparantep dent comprises dans celles
de” o ; gye.

Démonstration.Soitt >N quelconque.

1. Poson$o;; 0;* > OEseq ¢ ; gye; te. Par dé nition deOEseq|il existe deux étatsg’; gle
et of; g+ atteignables depuigy ; gz* ent transitions. Nous pouvons obtenir par simple
projection de la seconde composante deux séquences d'exécutions correspondantes dans
Mg, ce qui implique o;; 0, > OEseqq; te.

2. Supposonsa;; a,* > SSPselyy ; te. Nous avons par dé nition d8SPseq

| of; ¢ >reachablex ;te; 8g% >Q;
¢8 o} >E | F>Q R F>Er O e of-
¢ o >E | F>Qi D F>E O o oF:
Soient"qf'; ¢ > Qqx et” ;i > Qgx deux états composés atteignables gansitions
depuis™ ¢ ; gye. Il nous faut prouver :

8 0%, e > Qg ; gl B "o >Ege 1 o 0B > Qg ;
"R B g O “qiefee” f:cfe -

8 0%, e > Qua; gl gle F "o >Ege 1 oo > Qg ;
"R B gl O Cadigdes of gk
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Il suft de montrer g « q‘% o - q@ch . qF; ofte. Soitw >In' un mot in ni
quelconque. Par hypothése, s:w®ols >S;"g®;®s. Considérons deux séquences
d'exécution quelconques induites ar

e B NS e
“F; o chg;l;ch;l,ﬁ)o :::Acff;ss,q"g;sa:

Par dé nition des pseudo-séparateurs, il existe un indiet querutAq‘%”-;out“qug”--
est un effet observable. Par hypothese de depart, cet effet observable est inclus dans les
paires fortement séparantes%d%;I ; qog”-. Nous en déduisons :

: q(g;351;q(§;351 >Qg;
-ss&’ii%%gg 1351 ~ss&%ss' 351 A 351 351
tH S a3 >Eg O ag=*te o
ce qui nous permet de conclure digg; g+~ oF; ofe.
]

4.6 Conservation de la sous-approximation par simulation
inverse

Nous avons vu au Chapitre 3 que l'opération de raf nement est une instance de la rela-
tion de simulation inverse, comme étudiée au Chapitre 2, Sec. 2.4 p. 42. An d'intégrer le
développement de systemes temps-réels par compositions successives dans une démarche de
développement par raf nement, deux conditions doivent étre véri ées :

1. les propriétés d'intérét (réactivité ou temps de séparabilité) doivent étre conservées par
raf nement,

2. le raf nement doit également préserver les structures et informations permettant la com-
positionnalité.

Le premier point a été l'objet de I'étude de la section 3.4. Le second point est I'objet de
cette section. La compositionnalité de la sous-approximation de la réactivité présentée dans les
sections précédentes repose sur les deux fonc@irseget SSPsegassociées a chaque état.
Nous montrons que ces deux fonctions sont préservées par raf nement et n‘ont pas besoin d'étre
recalculées a partir de I'espace d'état de la machine. Ce fait est exprimé par le lemme suivant.

Lemme 4.13(Préservation d®Eseqet SSPsegar simulation inverse)Soit une machine :
M  “In;Out; Q; E; out;pe
etq>Q un état quelconque. La propriété suivante est véri ée :
' *n q;} t >N; OEseqg*te b OEseqq;te, SSPsetq;te b SSPsety*te:

Démonstration.Soit g®tel queg®n g ett >N un instant logique quelconque. Nous prouvons
OEseqqg>®te b OEse(q;te puisSSPse(q;t* b SSPse(g®te.
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1+ Preuve déDEseqq®te b OEseqq;te. Soit"0;; 0, > OEseqq®te. Par dé nition, il existe
deux étatsy et @ atteignables e transitions tels que; out' e eto, out gpe. Par dé-
nition de la simulation, il existe des séquences d'exécution correspondantes degui®us
avons don€o;; 0,* >OEseqq;te.

2+ Preuve de&SSPsetp;te b SSPsetg®te. Soit "a;;a* > SSPsety;te. Nous avons par dé-
nition de SSPsetQ;t* :

| oi;p >reachableg;te;! B >Q B ®>E , & >E O o o

Il est aisé de prouver queachableg®te~ b reachableg;te~ (la simulation restreint les
séquences d'exécutions possibles). Qui plus est, les pseudo-séparateurs sont précisément la plus
grande classe de mots garantissant un effet observable pour toute ertésest/és par raf-

nement Par conséquent, nous obtenons directermeni,e >SSPsetg®te. O

Nous pouvons directement déduire de ce lemme la préservation de la compositionnalité par
raf nement.

Proposition 4.14. Soient les machinddl;, My et Mg comme dé nies en Sec. 4.4.3. Soient
g >Qr etgy >Qq deux etats elq ; gye >Qgx leur composition séquentielle. Supposons que
les hypotheses nécessaires a prouver la réactivitégdeye soient veri ées :

| t >N; OEseqq ;te b SSPsetyy; te, reactivéc e:
Ces hypothéses sont préservées par raf nement :
L NG g n g t>N; OEseqq™ te b SSPsetite, reactiveg:
Démonstration.La preuve procéde par simple application du Lemme 4.13. O

Notons pour conclure que la méthode approchée que nous proposons est extremement bru-
tale et présente en pratique un faible intérét, puisque elle impose des restrictions drastiques sur
le comportement des états : tous les états que I'on veut garantir réactifs doivent en quelque sorte
étre réceptifs a tous les effets observables possibles. Il faut noter que l'intérét de cette section
réside non pas dans l'application directe de son contenu, mais dans la perspective de proposer
de méthodes approchées arbitrairement plus nes. La lecon a tirer de ces développements est
gue pour garantir le délai de séparabilité de facon compositionnelle, il faut avoir a I'avance une
bonne approximation de ce que la machine doit calculer, a n de donner des contraintes les plus
précises possibles sur les paires séparantes et les effets observables. Finalement, il s'agit d'un
compromis absolument classique, et presque tautologique : plus la spéci cation est précise et
localisée, moins le systéme risque d'étre surcontraint. Ceci est particulerement vrai avec le délai
de séparabilité, une spéci cation par elle-méme tres contraignante sur les aspects fonctionnels
et temporels.

4.7 Synthese

A n de permettre I'étude du développement par compositions successives, nous avons deé ni
trois primitives : la composition séquentielle, la boucle de rétroaction et la composition paral-
lele. Ce chapitre a permis I'étude des propriétés de la composition séquentielle et plus parti-
culierement le comportement de la propriété de réactivité par composition séquentielle. Nous
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avons montré par quelgques contre-exemples la non-conservation de la réactivité par cette opéra-
tion. Nous avons ensuite donné les conditions nécessaires et suf santes a la réactivité d'un état
composeé, en montrant comment toute preuve de non-bisimilarité dans une machine composée
s'écrit en termes de preuves de non-bisimilarité de ses composantes.

Nous avons ensuite proposé une solution au probleme de la non-compositionnalité de la
réactivité. Notre méthode repose sur une linéarisation des effets observables et des paires sé-
parantes, a n de réduire la véri cation de la réactivité a une forme d'inclusion de langages.
Cette méthode a été montrée apte a la conception incrémentale, dans la mesure ou les linéari-
sations pour les états composés peuvent étre déduites directement des linéarisations de chaque
composante. En n, nous avons montré la conservation de ces mémes linéarisations par raf ne-
ment.

A partir d'un ensemble de contraintes induites par la compositionnalité et le raf nement,
nous avons deé ni une sous-approximation de la réactivité. Le point d'achoppement est le cal-
cul des fonction®OEseget SSPsecur la machine initiale. En pratique, ce calcul ne peut étre
effectué que lorsque le ot d'information est déja exprimé dans la machine. L'exemple de sous-
approximation que nous avons donné dans ce chapitre n'est pas facilement utilisable durant les
premiéres phases de développement. Il représente un point extréme dans le spectre des sous-
approximations, et peut servir de point de départ pour des variations plus subtiles et plus a méme
d'étre mises en oeuvre.

Une approche raisonnable serait par exemple de laisser au concepteur le soin de préciser
guels sont les états devant étre réactifs, et pour ces derniers, de préciser en plus du délai de
séparabilité, un ensemble de paires séparantes devant étre préservées. En n, plutét que de
chercher la conservation du délai de séparabilité pour toute simulation inverse, la relation de
raf nement pourrait étre restreinte de facon a ne pas permettre la supression des paires sé-
parantes spéci ées. Ceci rejoint les considérations sur la conservation du délai de séparabilité
dans le cas pessimiste, évoquées a la n du chapitre 3 en Sec. 3.4.3.2 p. 87.



Conclusion

L'objectif de cette thése était de concevoir un formalisme de développement par composition
et par raf nement permettant de prouver des contraintes temporelles sur des systémes congus
avec OASIS. Nous procédons a un examen critique de nos résultats et proposons quelques
perspectives de recherche.

5.1 Reésultats

Le point de départ fut de décider d'un modele formel apte a représenter les systemes dévelop-
pés avec OASIS. Une étude observationnelle de ces systémes nous a permis de les classer dans la
famille des systemes synchrones faibles. Une sémantique opérationnelle a également été dé nie
pour PsyC. Les systemes OASIS étant représentables par des machines de Moore, le probleme
originel a été ainsi circonscrit a I'étude de ces machines. Dans le chapitre 2, nous avons par la
suite identi é le délai de séparabilité d'un état comme le temps de trajet d'une information en
entrée a travers la machine depuis cet état. A n de donner a nos résultats un caractere général,
nous avons également considéré l'information contenue dans la structure branchante de nos
machines de Moore non-déterministes, et pas seulement l'information contenue dans les traces
d'entrée/sortie. En n, une étude de la conservation du délai de séparabilité a montré que cette
information n'est en général pas conservee par la relation de simulation. Des conditions néces-
saires et suf santes a la conservation du délai de séparabilité sont déduites de ces résultats.
La conclusion de cette étude préliminaire montre que seuls les mots induisant des langages de
sortie disjoints (appelés ici pseudo-séparateurs) permettent de garantir un effet observable pour
une entrée initiale. Or, cette propriété sur les langages de sortie ignore totalement la structure
branchante des machines. Linformation contenue dans la structure branchante des machines
n'‘est donc pas conservée par simulation, ce qui rétrospectivement est naturel.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié les propriétés d'une variante des machines de Moore
non-déterministes ou les données ont une structure de treillis, dans le dessein de nous en
servir comme formalisme de spéci cation haut-niveau. Nous avons donné les conditions sous
lesquelles le délai de séparabilité sur ces machines permet d'approximer correctement le délai
de séparabilité d'une machine simple. Par la suite, nous avons prouvé un résultat nous per-
mettant d'étendre I'étude du délai de séparabilité au cas de machines ayant plusieurs entrées
et plusieurs sorties et ce de facon ef cace. Ces résultats sont collectés dans un formalisme de
développement incrémental par raf nement ou cette derniére relation est dé nie comme étant
la simulation. La preuve de préservation du délai de séparabilité par raf nement est apportée en
considérant uniquement les pseudo-séparateurs dans le calcul de ce délai.

Le chapitre 4 achéve notre étude du délai de séparabilité par l'investigation des propriétés
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conservées par composition. Nous avons dé ni les opérations de composition séquentielle (ou
composition paralléle communicante), de composition paralléle non-communicante et de boucle
de rétroaction sur les machines de Moore non-déterministes. Une étude détaillée de la conser-
vation du délai de séparabilité sous I'opération de composition séquentielle a été entreprise,
montrant sa non-conservation. Ces résultats sont appliqués a la dé nition de contraintes sur
les machines permettant de garantir la préservation du délai de séparabilité par composition
séquentiellest raf nement. Ces contraintes reposent sur la réduction du probleme d'origine a
un probléme de véri cation d'inclusion de langage.

5.2 Perspectives

Nous entrevoyons de nombreux axes de recherche potentiels. Nous en proposons quelques-
uns, certains directement liés au contenu de ce manuscrit et d'autres plus généraux.

A tres court terme, il nous semble primordial de traiter un exemple d'application de taille
raisonnable. Nos expériences préliminaires montrent que cette tache est dif cilement réalisable
sans support logiciel [35, 34]. De plus, au cours de notre étude, nous ne nous sommes pas
intéressés au fait de donner des bornes de complexité précises pour des problemes cependant
décidables, comme le fait de savoir si deux états sont séparables en un Nélas conjectur-
ons que ces problémes sont de complexité exponentielle en la taille de I'espace d'état et en
Nous avons répondu aux problemes de non-conservation du délai de séparabilité par abstrac-
tion ou par raf nement en cherchant des sous-approximations de la notion de séparabilité. Il
serait intéressant de procéder a I'étude duale, c'est a dire chercher les notions d'abstraction et
de raf nement qui préservent le délai de séparabilité général. En n, il est en théorie possible
de générer automatiquement du code PsyC (pour OASIS) a partir d'une machine de Moore
déterministe. Cependant, les machines de Moore sont beaucoup trop basiques pour permettre
la génération de code ef cace. PsyC permet I'échange de données entre taches par ots de
données et par envois de messages; et les transitions temporelles peuvent étre de plus d'une
seule unité de temps. Générer du code PsyC directement a partir d'une machine de Moore en-
trainerait probablement un trop grand nombre d'appels a la couche systeme d'OASIS. Deux
solutions sont a priori envisageables : effectuer certaines analyses a n d'optimiser la génération
de code, ou enrichir le formalisme a n de pouvoir directement exprimer les communications a
haut-niveau.

De facon plus générale, nous nous sommes cantonnés au cas de systemes synchrones partic-
uliers. Il serait intéressant d'étendre dans un premier temps nos dé nitions au cas des machines
de Mealy (ce devrait étre direct), de facon a pouvoir traiter le modéle synchrone fort. En n,
I'idée de considérer les effets observables d'une entrée sur les sorties semble applicable a tout
modéle des systémes réactifs, y-compris les modeles asynchrones, comme par exemple les auto-
mates temporisés. A cet effet, il nous apparait important de généraliser nos outils. Une perspec-
tive de recherche particulierement pertinente et intéressante serait d'établir des liens formels
entre nos développements et la théorie de l'information de Shannon. Une machine de Moore
déterministe peut effectivement étre considérée comme un canal de communication bruité. Dans
le cas non-déterministe, nous postulons qu'une partie de nos développements peut étre utilisée
pour dé nir I'entropie de Shannoantre une entrée et une sortie (au sens large), ce qui per-
mettrait de quanti emumériquemente nombre de bits de I'entrée effectivement utilisés pour
produire la sortie. Ceci ouvre la possibilité de véri er qu'un systeme de contrble commande
utilise au moinsune certaine quantité d'information.
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Sémantique opérationnelle

Le point de départ de notre étude a été le langage PsyC, utilisé au sein d'OASIS pour pro-
grammer les processus synchrones nomagésts Le langage PsyC ajoute au langage C prin-
cipalement trois éléments : une notion de temps formelle, une approche multi-tache et la pos-
sibilité de communiquer entre ces taches. Parmi ses traits caracteéristiques, hous pouvons noter
les suivants.

— Le programme est structuré en un nombre statiquement dé ni d'agents s'exécutant de

facon concurrente.

— Chaque agent est programmé dans un sous-ensemble de C dépourvu de récursion. L'allo-
cation “dynamique” de mémoire ne peut se faire que par I'utilisation d'un tas statiquement
alloué et de taille xe. La récursion est interdite.

— L'exécution de chaque agent est temporellement découpée en intervalles spéci és par
l'utilisateur par l'instructionadvance(t) out est la taille de l'intervalle temporel entre
I'instruction advance(t)considérée et larécédentenstructionadvance En d'autre ter-
mes, un bloc de code :

advancegx) ;
codeA;
advancg10)
permet a codeA de s'exécuter dans une fenétre temporellekes d'horloge. Le respect
de ces contraintes temporelles est véri € dynamiquement par le systeme d'exploitation.

— Les agents communiquent par variables temporelles ( ot de données) ou par messages
dont le contenu est daté.

— Les exécutions ne terminent pas.

Ces éléments nous ont servi de point de départ pour dé nir une sémantique formelle pour
PsyALGOL, une simpli cation de PsyC en conservant les principaux traits inspirée d'une res-
triction d'ldealized Algol [62] au premier ordre (puisqu'il n'y a pas de fonctions ni de procé-
dures).

A.1 Syntaxe et typage des agents

A.1.1 Notations

Une variablex est libre dans une expression si elle n'est “pas déclaré&’eSti une expres-
sion,FV e est I'ensemble des variables libres dans cette expression. On utilisera la notation
R~y E pour dénoter I'expressioB ou toutes les occurrencélres dey sont remplacées par
R.
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A.1.2 Types

Les types sont les suivants :

int Sool
comm Svar( ) Sexp( )

On identi era les types atomiques avec les ensembles qu'ils représentent. On dé nit égale-
ment des valeurs par défaut pour les types atomiques :

defaulty 0
default bool ff

Les types correspondent a des valeurs, le tyae( ) a des références (“pointeurs”) sur
des valeurs de type et le typeexp( ) correspond a une expression retournant une valeur de
type . Le typecomm est le type des commandes ne retournant pas de valeur. Ceci est une
approximation : en lieu et place @®@mm, on peut enrichir la classeavec un type singleton
unit (correspondant a une valeur unique qui seskip) et dé nir comm exp(unit). Cette
équivalence sera utilisée pour la regle de typagea¥e dans la suite.

A.1.3 Syntaxe et regles de typage pour les agents

Un systéme est composé d'un ensemble d'agents communicants. Un agent est un pro-
gramme réactif de type synchrone. Les intevalles temporels séparant chaque activation sont
Spéci és par le programmeur. A chaque activation, il lit les données en entrées (produites par
les autres agents) et rend disponible les données calculées précédemment. Les données sont de
deux genres : des données consommables a volonté (nommées “variables temporelles”, VT en
abrégé) et des messages consommables une fois exactement. En PsyC, le fait de ne pas consom-
mer un message pendant sa fenétre de validité est considéré comme une erreur détectée durant
I'exécution.

A.1.3.1 Interface d'un agent

Linterface d'un agent est formée de son interface en entrée et de son interface en sortie.

Interface en entrée. Linterface en entrée est constituée des signatures pour un ensemble ni
de VT et un ensemble ni de boites aux lettres (BAL) pour les messages.

Soitl” vte le nombre de variables temporelles en entréé aisge le nombre de BAL. A
chaque VT en entrée est associée un typé oti > 1;1" vte est l'indice associé a la variable
temporelle. De méme, a chaque BAL est associée un tyB¥ (oui > 1;1” msge estl'indice
associé a la boite).

Interface en sortie. Linterface en sortie est constituée des signatures pour un ensemble ni
de VT, et un ensemble ni de ports de sortie pour les messages.

SoitO"vte le nombre de variables temporelles en sorti€ansge le nombre de ports de
sortie. A chaque VT en sortie est associée un typJ&' oui > 1;0°vte . De méme, a chaque
port est associé un typg“™? aveci > 1;0"msge .
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A.1.3.2 Reégles de formation et de typage des agents

La dé nition des termes est donnée de facon inductive a I'aide de regles d'inférences portant
sur des jugements de la formedM |, signi ant “dans le contexte , le programmeéV a le
type ”. Uncontexte estdelaforme; 1;:::;X, «, etserta associer a des variabtes
leur type ;. On suppose l'existence déar, un ensemble dénombrable de variables.

@skip comm X X X >Var
b>"tt ;ff e n>N
@b exp(bool) @n exp(int)
@V var( ) ;X var( o) @C exp( 1)
av exp() @newx oinC exp(1)
@V var( ) DE exp() @Ay comm DA
gV E comm BAo; A1
DA exp(bool) DAy DA, DA exp(bool) JAp comm
@if Agthen A elseA; @while Ag do A1 done
@A exp( "My o DA vi. exp(
@advancén; Aq;:::; Ao yt.® cOomm nAoO dget exp( i"“’t) i > 1;1" vte

QA eXp( iOUthg)
@send”A;ns comm i> 1;0"msge ;n>N Otake; exp(\"™?)  i> 1;1" msge

@count; exp(int) i > 1;1” msge

Un termeA estbien typédans si il existe un arbre de dérivation utilisant les regles ci-
dessus et dont la racine esdA . SoitProg™ e« I'ensemble des termes bien typés dans le
contexte etProg l'ensemble des termes tels qu'il existe un contexte permettant de bien les
typer.

Notons que l'instructioradvancede PsyALGOL est différente de celle de PsyC. En PsyC,
advanceest uniquement paramétrée par la taille de l'intervalle temporel, alors qu'en PsyAL-
GOL elle est également paramétrée par le nouvel état observable des variables temporelles de
I'agent. Nous décrirons plus en détails pourquoi notre présentation est équivalente a celle de
PsyC lors de la dé nition de la sémantique opérationnelle.

A.2 Seémantique opérationnelle des agents

A.2.1 Préliminaire a la dé nition de la sémantique opérationnelle

Nous allons désormais procéder a la dé nition de la sémantique opérationnelle du langage.
Il s'agit de rajouter a un langage impératif simple et idéalisé, les traits synchrones apportés par
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le modeleOASIS. On omet les procédures, sans perte d'expressivite.

Certaines particularités doivent étre soulignées pour comprendre la formalisation donnée
ci-dessous. L'évaluation d'un fragment de programme réactif en PsyALGOL peut se dérouler
de trois maniéres distinctes :

1. Le fragment peut s'évaluer et terminer son exécution, donnantaleer.
2. Le fragment peut diverger (par exemple, une boucle in nie savance.

3. Le fragment peut s'évaluer sans jamais terminer mais rester “productif”(boucle in nie
avecadvancs.

Ces trois possibilités sont capturées dans la sémantique opérationnelle a petits pas (“small-
step structured operational semantics”, Plotkin [59]), mais cette sémantique est beaucoup
moins pratique a utiliser que la sémantique naturelle (“big-step”, Kahn [44]). Dans le cas de
la sémantique naturelle, les chsl'une part et2; 3 d'autre parts, doivent étre dé nis de fagon
différente (Cousot & Cousot [30], Leroy & Grall [48]). Certaines regles d'inférence devront
étre interprétées de maniéneluctive(casl), d'autres de maniere coinductive (cast 3).

Qui plus est, le fait qu'une exécution normale puisse ne jamais se terminer rend nécessaire
l'utilisation d'une notion d'observable autre que la simple valeur de retour. Nous utiliserons une
notion detrace potentiellement in nie pour caractériser le résultat de I'exécution d'un agent.

Le point le plus complexe de la modélisation que nous donnons est la gestion des messages,
dont nous donnons ici une description informelle. Cette description justi era la dé nition de
certaines opérations sur les boites aux lettres, qui seront utilisées lors de la dé nition de la
sémantique, section A.2.3.

Lors de I'envoi d'un message avec la commasdad”A; ne, l'utilisateur spéci e le FIFO
de sortiei, la valeur a envoyer (produit de I'évaluation 4¢ et untemps d'apparition n. Ce
temps est donné relativement au point d'activation spéci é padi/anceprécédant I'évalua-
tion desend Rien n'empéche l'utilisateur de dé nir le programreend”v; 3+;send”v; 1e - en
d'autres termes, l'ordre d'évaluation ne correspmaga I'ordre d'envoi des messages ...

Qui plus est, un message peut devenir viséMant le prochairadvance comme dans l'ex-
pressiorsend”vy; 3¢; advanceé5; v,e. On serait tenté de penser que la primithendeffectue
unadvancecaché, mais ce n'est pas exact : les variables temporelles ne sont mises a jour qu'aux
advanceet pas ausend Sans les messages, la dé nition de la trace d'un agent PsyC se dé nit
comme un “homomorphisme” : la trace est calculée directement selon la structure de I'arbre
d'évaluation. Ce n'est plus le cas avec les messages. Il faut inclure dans les agents un moyen de
se souvenir quels sont les messages devenant visibles a telle ou telle date.

Cette complexité, inhérente a I'objet que nous tentons de modéliser, rend la dé nition d'une
sémantique opérationnelle relativement dif cile. Nous allons modéliser ces envois de messages
ainsi : a chaqusend la valeur et la date de visibilité sera stockée dans une le d'attente (cf.
con guration d'un agent). A chaquadvance les messages censés étre visibles avardadaet
vancesont en quelque sorte “pré xés” a la trace de l'agent, comme si ils avaient été envoyés
avant. Les autres messages voient leur date de visibilité décroitre de la valadwdate

A.2.2 Représentation de I'état d'un programme PsyALGOL en cours d'exé-
cution

L'exécution d'un programme PsyALGOL requiert plusieurs éléments, en plus de I'expres-
sion PsyALGOL a réduire. Nous dé nissons ici chacune de ces composantes :
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— I'état de ses variables internes,
— la valeur des variables temporelles en entrée et en sortie,
— I'ensemble des messages recus ainsi que ceux non encore rendus visibles.

A.2.2.1 Représentation des variables déclarées et substitutions

Les variables déclarées du programme sont représentées par une fonction associant leur
valeur a leur nom. Cette fonction est appeléetame UnV -storeest une fonction de la forme :

st V int8bool

ouV " Var est un ensemble des variables formant le domairst.d&oit Store™V e« I'ensemble
desV-stores Si st > Store”Ve, on notes | x le store obtenu en restreignant le domaine
des et”s Sx ( ne celui ous est mis a jour en associantxala valeurn (ou en écrasant
I'ancienne valeur d). Si st > Store"Ve et x >V, st"xe est la valeur associéexa Par
exempleS “x( 3;y( tt;z( 10 estun'x;y;ze store.OnaSly “"x( 3;z( 10
et’SS( ffe "x( Zy( ff;z( 10.

A.2.2.2 Représentation des les de messages

Notre dé nition de la sémantique opérationnelle des agents nécessite I'utilisation de les
d'attentes (FIFOs). Une le d'attente sur un ensemble suppdgdou proviennent les éléments)
est un mot ni sur lI'alphabet . On dénotd=IFO "~ * 'ensemble des les d'attentes sur
. La le d'attente vide est > *. Les les de messages contiendront des couplaste
constitués du message en lui-mémeet d'une duréd >Z. Soit un ensemble quelconque
Nous dé nissons quelques fonctions sur les leskld=-O "~ Ze.

Insertion d'un message dans une le. La fonction d'insertion d'un message dans une le se
contente d'ajouter le symbole muni de sa date de visibilité en téte de le.

insert Z FIFO~ Ze FIFO~ Ze
inserfm;t;se s’ m;te

Extraction d'un message dans une le. L'extraction d'un message est symétrique a l'inser-

tion.
extract FIFO~ FIFO™ -«

extract e indé nie
extract m:se "m;se

Effacement des messages ne répondant pas a un prédicatNous pouvons dé nir une fonc-
tion d'ordre supérieur effacant tous les éléments d'une le ne répondant pas a un prédicat donné
en argument. Cette fonction est dé nie par récursion sur la le.

lter ~ Z Be FIFO~ Z+ FIFO~ Le
lter “pred; o
Iter “pred;"m;te:se “m;te: Iter “pred; s sipred m;te

lter “pred;"m; te:se lter “pred:; s sinon
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A.2.2.3 Traces

Nous allons dans la suite de ce document dé nir la trace générée par un agent, c'est-a-dire
la suite de ses observations. La dé nition de ces traces est donnée ici.

A chaquetick, on observe d'un agent I'état de ses variables temporelles et les messages
devenus visibles. Chaque message n'est visible dans une trace que pendant une unité de temps
(méme si en pratique il pourra rester plus longtemps dans la boite aux lettres de I'agent récep-
teur).

Nous allons également dé nir une opération de fusion sur les traces nies, qui servira a
donner la sémantique de I'envoi de messages (voir la dé nition de la sémantique opérationnelle
pouradvance.

Alphabet des traces de sortie. L'alphabet est un couple contenant d'une part les valeurs
courantes des variables temporelles et d'autre part les messages visibles dans chaque port
d'émission de message. L'alphabet pour les variables temporelles esty@tiéest dé ni par :

vt M iOUtVt :
i>1,0"vte
D ~ ¥ outvt !
Un symbole de ; est donc un vecteurt “vq; Vo;:i:; Vory.® OUV; > | . L'alphabet des

messages est noté,sg, dé ni par I'union disjointe de leurs ensembles d'origines pour chaque
BAL de sortie :
t .
msg o) iou msg .
i>1;,0"msge

msg €St constitué d'élémentsj ;"me >Nis 10-msge 10, 0m > M9 Puisque plusieurs
messages peuvent étres émis sur des ports de sortie arbitraires au méme temps logique, nous
devons considérer a chaque temps logique une séquence de tels messages (l'ordre d'envoi des
messages est pris en compte dans PsyC). L'alphabet des traces est alors dé ni comme un couple
constitué d'un symbole de,; et d'une séquence Sufysg :
.

tr vt msg *
Cette dé nition donne lieu a un alphabet in ni a cause de la seconde composante mais nous
verrons qu'en pratique, la longueur des les de messages en sortie est bornée. Une trace est un
mot ni ou in ni sur cet alphabet .

Messages contenus dans une trace Nous aurons besoin d'accéder aux messages contenus
dans une trace. En l'occurrence, il s'agit de collecter la seconde composante de chaque symbole
et de concaténer le tout. La fonction correspondante est dé nie récursivement sur les traces
nies :

messages . hsg
messagése
messagesvt; se:tre s:messages

A.2.2.4 Représentation du systeme extérieur a l'agent

En OASIS, un agent ne s'exécute pas isolément. Il échange des données avec les autres
agents par le biais du systéme d'exploitation dédié. Ce passage par le systéme d'exploitation est
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un artefact de I'implémentation. Comme nous l'avons montré dans ce manuscrit, un ensemble
communicant d*“agents” peut étre creé a l'aide d'un nombre minimal de primitives de com-
position. Dans la dé nition de la sémantique opérationnelle de PsyALGOL, nous modélisons
I'environnement du programme en cours d'évaluation par un objet dé ni ci-dessous.

Soient les alphabets d'entrég, et de sortie o correspondant a l'interface du programme
en cours d'exécution :

invt inmsg .
in M i O i 1
i>1;1" vte i>1;1” msge

out vt :tmsg tr

Un contexte interagissant avec cet agent est un objet appartenant a un erSentbbd
solution de I'équation [42] :

A

Context in out Contexte:

Cette spéci cation décrit un programme ou les interfaces d'entrée et de sortie du programme

considéré ont été inversées. Noter que ce programme faisant of ce d'environnement peut lui-

méme étre issus d'une composition d'autres sous-programmexxXSoi ontext un contexte.

La signature d'un contexte supporte deux opérations, correspondant aux fonctions de projection.

obs Context in next Context o, Context
obs cxe 1 cxe  nextout; cxe 5" Se" oute

La fonctionobsrenvoie I'état observable du contexte, correspondant par dé nition a I'entrée du
programme en cours d'évaluation. La fonctimextcalcule le contexte au tick d'horloge suivant
a partir de la réaction du programme en cours d'évaluation.

En pratique, un agent peut progresser de plusieurs ticks d'horloge d'un seul coup. Nous
étendons la fonctionextde facon a accepter des traces ( nies et non-vides). La dé nition de
next, est par induction sur les traces. Elle accepte une trace det génére en sus de I'état du
systéme une trace de, de méme longueur (le troisieme argument est un simple accumulateur,
initialement égal a).

next, + Context F Context }
nexg ~X:t; syst; acce next, "t; next x; syste; accobs systes
next ~X: ;S;acce " next x;se;accobs systee

A.2.2.5 Con guration d'un programme

Nous allons dé nir une relation d'évaluation sur les programmes. Un programme & un point
d'exécution donné sera muni de @an guration, représentant I'état mémoire du systéme. Une
con guration est un quintuplet :

“st; cx; inbox; ou%vts; outboxe

dont les composantes sont décrites ci-dessous.
1. st >Store est unstore représentant I'état des variables du programme ;
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2. cx >Context est le contexte dans lequel se déroule I'exécution;

3. inbox est la boite aux lettres en entrée, représentée par un FIFO contenant des couples
(valeur, temps avant péremption) ;

4. ou%vts est I'état des variables temporelles du programme en sortie ;

5. outbox est une le d'attente & priori non bornée stockant les messages envoyés et en
attente d'étre consommeés.

Soit Config I'ensemble des con gurations. Les composantes 2, 3, 4 ne sont modi ées que
lors de I'exécution d'uradvance A n d'alléger les notations, nous utiliserons la notation (par
exemple) st; X eou X recouvre les composantes 2ia 5.

A.2.3 Sémantique opérationnelle “big-step”

Dans la suite, les régles inductives n'ont qu'une seule barre et celles coinductives en ont
deux (on suit la convention de [48]). S¥t int 8 bool 8~ skipe I'ensemble des valeurs. Nous
allons dé nir deux relations: b "Config Proge ~ Config Ve et b Config Prog

ou relie une expression dans une con guration donnéewakaur et sa con guration nale,
et ou dénote I'évaluation in nie d'une expression a partir d'une con guration donnée. Cette

évaluation in nie recouvre aussi bien les exécutions productives que divergentes.

Reégle d'évaluation des constantes. La reglecoNsT est une feuille de I'arbre d'évaluation.
Elle exprime que toute constante s'évalue en elle-méme, sans générer de valeur observable.

CONST

conf dc conf Jc~ c>V

Reégles d'évaluation du séquencement. Une mise en séquenéeg); A; peut s'évaluer de trois
manieres distinctes.
— Sil'évaluation deA, puis celle déA; termine, alors I'évaluation d&g; A; termine égale-
ment. La trace résultante est la concaténation des deux traces générées par I'évaluation
deAg etA;. Elle est nécessairement nie.

SEQ
conf @A, conf®dskip~tg conf®JA; conf®@v~,

conf 3Aq; A1 conf®@v~iyity

— Si I'évaluation deA, est in nie, il est impossible d'évaluef;. Le résultat est la trace
générée par I'évaluation d,.

SEQ-2 O

688888888830
conf 3Aq; A1 ~Tp
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— Si I'évaluation deA, est nie et que I'évaluation dé\; est in nie, le résultat est la con-
caténation de la trace nie générée par I'évaluatiorAde la trace générée par I'évalua-

tion deA;.
SEQ2 1
conf @A, conf* dskip~tg conf®3A; -~T;

Régles d'évaluation de la boucle. Dans le cas de la boucle, les divergences peuvent se pro-
duire lors de I'évaluation de la condition et lors I'évaluation du corps de la boucle. Il y a donc
cing cas au total. Les deux premiers cas sont ceux des boucles dont I'évaluation termine.

WHILE-TT
conf @A, confSJtt ¢,

conf®dA; conf*®skip~t; conf ®*@while Ap do A; done conf ®%Fskip-t,
conf @while Ap do A; done conf®%Fskip~tq:t;:t,

WHILE-FF
conf @A, confSaff <,

conf @while Ag do A; done conf®dskip~tg

Les trois autres en cas sont les variantes non-terminantes.

WHILE-2 -COND

AnaaaananaananaaaRanan

conf @while Ao do A; done ~T,

WHILE-2 -BODY
conf @A, conf®Jtt g confgA; -~T;

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA a

conf @while Ao do A; done ~t5:Ty

WHILE-? -ITER
conf @A, confSJtt ¢,

conf®dA,; conf*®skip~t; conf *®while Ao do A; done ~T,

a

conf @while Ap do A; done gt T,

Regles d'évaluation du branchement conditionnel. Le cas du branchement conditionnel est
similaire a celui de la boucle. Les évaluations in nies peuvent se produire soit lors de I'évalua-
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tion de la condition, soit lors de I'évaluation des branches.

IF-TT
conf @Ay, confXdtt ¢, conf®3A; conf®®v-t,

conf @if Agthen A, elseA, conf®@v~ty:ty

IF-FF
conf @A, conf®Dff t, conf® A, conf®@v-,

conf @if Agthen A; elseA, conf®@v~,:ts

Q000000000000000a0030
conf @if Agthen A, elseA, ~Tj

IF-2 71T
conf @A, conf®att 4 confgA; -~T;

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA a

conf @if Apthen A elseA, ~t,:T;

IF-2  FF
conf 3A, conf®Dff +, conf®dA, ~T,

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA a

conf @if Apthen A elseA, ~t,:T,

Régles d'évaluation des instructions ayant trait aux variables. Les variables isolées sont
évaluées de la méme maniére que les constantes.

VAR

conf @x conf Ox~

La constructiomew x in A déclare une variable de noxnet de type dans l'expression
A. La valeur de la variable est initialisée a la valeur par défaut pour le type storest est
étendu par la variable pour la seule évaluation d&. Si I'évaluation deA ne termine pas, le
résultat est la trace potentiellement in nie généréelar

NEW
st X ( default ¢;Xe @A T stEX® Gv+t

“st: X e @new x in A " stA x; X @dv~+

NEw-2
st X ( default ¢; Xe@A ~T

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAANA a

“st: X e@newx in A ~T

L'assignationV A évalueA puisV. Il est direct de prouver que le type d'une expression est
invariant par réduction. Le systéme de type nous assure donc que si leurs exécutions terminent,
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A a pour résultat une constantg de typeexp( ) etV est une variable de typevar( ). Il est
donc cohérent de procéder a la mise a jour de la variaple la valeuwv, . Dans le cas ou l'une
ou l'autre de ces évaluations est in nie, I'évaluation de I'expression entiére ne termine pas.

ASSIGN
conf @A conf®Jva-~tp conf®3V ~ st®K Sty

conf @V A 7 st®X ( vae; X EDskip~ta:ty

AsSsSIGN?  rhs
conf A ~Ta

AAAAAAAAAAAA

AssiGN2  |hs
conf JA conf®Dva~ta conf®aVv ~Ty

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA a

conf a3V A ~a Ty

Le déréférencemetV procede a I'évaluation d'une expressignen une variable, et a l'acces
a la valeur de cette variable a travers le store.

DEREF
conf @V ~ st®X @ Ox-~ty

conf AV ~ st®X ® Bst®xe~ty

DEREF2

AAAAAAAAANA

[€33833885))
conf @dv -~Ty

Régles d'évaluation des instructions synchrones. Les regles précédentes sont classiques. La
particularité de PsyALGOL tient dans ses instructions synchrones & commencer par l'instruc-
tion advancequi est la seule a générer les traces. A n de justi er nos dé nitions plus avant,
nous donnons quelques détails sur son fonctionnement dans le langage PsyC. Ce langage dé nit
les variables temporelles comme un sous-ensemble particulier des variables du programme, util-
isables comme telles. L'état observable d'un agent est constitué de la séquence des valeurs de
ces variables temporelles, échantillonnées a chaduance Il est donc équivalent de donner
explicitement a chaque instructi@dvanceun vecteur de valeurs a rendre observable. C'est
précisément I'approche que nous avons adoptée dans PsyALGOL. L'état observable d'un pro-
gramme PsyC comprend également les messages émis. Les dates de visibilité de ses messages
ne coincident pas avec les instructi@dvance mais restentelativesa ces dernieres. Nous
prenons ce fait en compte dans notre sémantique opérationnelle.

E;, dont les valeurs sont rassemblées sous la forme d'un v “Vyi;:iii; Voo pour for-
mer une partie du nouvel état observable du programme. Les messages visiblegadvantk
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en cours d'évaluation sont ajoutés a la trace de sortie. La regle correspondante est dé nie ainsi :

ADVANCE
confo @E; conf; Qv+,

confo 1 DEo ~ Sto;CXp;inboxp; Outvisy; outboxoe @vo~to
confo @advancén; Eq;:::;Epoe final @skip~t;:::toitagy

Commencgons par dé nir la tra générée par #idvance Cette trace est constituée par la
valeur des variables temporell@stvis, et par les messages detbox, devenant visibles avant
I"advanceconsidéré. Nous commencgons par générer la trace dépourvue de messages :

Tyt outvisg”
outvisg:outvisy :: :ou%v%so n fois

La séquence des message®dthox, devenant visibles est la restriction detbox, aux mes-
sages dont la date de visibilité est inférieume :a

Sent lter " m;te ( t Bn; outboxpe
Myt T motoe T my te

Ces messages doivent étre rajoutés a n de former la trace nalé,q,. Nous dé nissons une
fonction intermédiair@aipdatepermettant d'ajouter un message;te a une trace :

update msg Z ¢ @ ¢

updatém;t;tre i indé nie sii CH& S
updatém;t;tre i tr i siixteti @S
updatém;t;tre t 1 “vt;miseou"vt;se  trt 1

Latrace nalet,q, résulte de l'application successive de cette fonction aux messag@enda
partir de la trace,, :

taqy Updaté my;ty;updaté my q;tg 1; :::updatémy;ty; updatémy;ty;tygee [:iee:

Il nous reste a calculer la con guration nafénal . Commencons par le nouvel état de I'envi-
ronnement :
“CXt;tine  NeX “tagy; CXo; °:

Par dé nition denext,, cx; est le nouvel état de I'environnement,ieput est la “trace de
sortie” de ce méme environnement calculé a particxig en lisantt,q,. Par symeétriet;, est
également une portion du ot d'entrée du programme en cours d'exécution. Extrayons de ce
ot les messages envoyés au programme :

Received messagési,
[ I

Ces messages sont concaténés a l'ancienne séquence des messages en entrée :

inbox; inboxg:riira::iir:
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Pour les messages en sortie, la nouvelle le d'attente est calculée de fagcon complémentaire a
Sent:
outbox Iter " m;te ( t An; outboxoe:

Nous dé nissons la con guration naléinal comme l'agrégation de ces résultats :
final  “sto;cXs;inboxs ; ou%vts; outbox e

Chaque composante est dé nie ci-dessous :
— stp est le store nal apres évaluation de I'expressieg;
— cx est I'environnement extérieur au programme;
- inbox; est la le d'attente des messages en entrée dans le nouvel état du programme ;

— OUtVIS,k “Vi;:::;Voe estle vecteur de valeurs issues de 'évaluatiokde : E,, ;

— outbox estla le d'attente des messages en sortie.
Dans le cas ou I'évaluation d'une des expressiensst in nie, l'instructionadvancen'est pas
calculée. Cela donne a la reglevaNCE la forme suivante.

ADVANCE-2 -]
conf @E; conf; @vi~1, T confj 1 BE; T j BO

conf @advanceén; Ej;:::;Epe  ~tqiiiiiy 11T, n A0

La sémantigue opérationnelle de quelques autres instructions reste a dé nir. Ces instructions
permettent d'accéder au contenus des les d'attentes de messages ainsi qu'aux valeurs des
variables temporelles en entrée. Cette derniere opération est réalisée par l'instyattidant
le comportement est dé ni dans la regierUT. Cette regle correspond simplement a la lecture
de I'état observable du contexte.

INPUT

‘st;ex; X edget st syst; X e@pi; “piyinput’ cxeee~ i > 1;17 vte

Deux instructions sont utilisées pour respectivement envoyer et lire les messagdSA; ne
ettake;. A n d'envoyer un message, il est nécessaire de préciser la boite a lettre de sortie ainsi
gue le délai avant l'apparition du message.

SEND
conf A X *®outhoXedv~

conf @send”A;ne X %inserfv; n;outbox®e @skip~t i > 1;0"msge

Dans le cas ou I'évaluation d® ne termine pas, I'envoi de message n'est pas effectué.

SEND-2
conf A -~Ta

conf @send”A;ne ~T,p i > 1;0"msge

Contrairement aux variables temporelles, les messages ne sont accessibles qu'une seule fois.

TAKE

“X;inbox; Y ed@take;, “X;inbox®Yedv~ i > 1;1” msge
extracfinboxe “v;inbox%
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En n, il est nécessaire de pouvoir accéder au nombre courant de messages en attente.

TAKE

"X;inbox;Y e @count, " X;inbox;Y e @iBboxS~ i > 1;1” msge

A.3 Remarques de conclusion

La complexité de la sémantique opérationnelle donnée plus haut est caractéristique d'un
langage pensé pour une utilisation dans un cadre industriel. Les primitives d'envoi et de récep-
tion de messages mélées aux traits synchrones rendent la formalisation relativement ardue. Qui
plus est, notre formalisation ignore certains aspects du fonctionnement de PsyC.

— Il est possible de prendre plus de messages qu'il n'y en a dans la le de réception. En
PsyC, l'extraction des messages n'est possible que via une construction ad-hoc du lan-
gage, empéchant ce comportement erroné.

— Lesvariables temporelles sont dotées d'un historique permettant d'accéder a leurs valeurs
passées sur une profondeur nie. Ceci est encodable en PsyALGOL.

— Des restrictions syntaxiques sur les bornes des boucles permettent de s'assurer que la con-
sommation mémaoire (en particulier pour les boites aux lettres) est bornée et statiquement
calculable.

A n de faire le lien avec les développements de ce manuscrit, nous pouvons remarquer que
la sémantique opérationnelle de PsyALGOL procéde a une décomposition des sauts temporels
provoqués par les instructiomglvancé n; _« en générant pour ces instructions des traces de
longueurn et en consommant autant de données en entrée. Les échanges de données entre
le programme et son contexte (c'est-a-dire les autres programmes) sont effectués sur cette base
temporelle, de fagon synchrone. La nature synchrone faible est montrée par kdrégiee ou
la trace de sortie est génér@eantla phase de communication avec le contexte. Un programme
PsyALGOL calcule une fonction déterministe sur des séquences de données potentiellement
in nies et est implémentable par une machine de Moore (a états nis si I'arbre de dérivation
admet une représentation nie).



