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Introduction

La lutte contre le bruit à l'origine des nuisances sonores est un sujet d'importance
majeure pour les sociétés d'aujourd'hui, surtout avec le développement des industries
aéronautiques, automobiles et ferroviaires.

Pour minimiser le bruit généré dans des systèmes comme les turboréacteurs
d'avions, les ventilateurs, les compresseurs et les silencieux d'échappement des au-
tomobiles, plusieurs études ont été réalisées ces dernières années a�n d'identi�er les
sources de bruit et de modéliser avec précision les milieux de propagation des ondes
acoustiques. Dans la plupart de ces systèmes, avant de rayonner vers l'extérieur, le
bruit est canalisé par des guides de géométries plus ou moinscomplexes (coudes,
changement de section, présence d'obstacles) qui peuvent contenir des �uides dont
le mouvement peut être plus ou moins rapide en fonction des applications (gaine de
ventilation, lignes d'échappement) et plus ou moins complexes (turbulent, laminaire,
pulsé etc).

Dans cette étude, on s'intéresse à la résolution par la méthode des éléments �nis
de la propagation acoustique dans des guides traités en présence d'écoulement. Les
sources acoustiques sont supposées connues et on s'intéresse à leurs rayonnements
dans des milieux guidés en négligeant le couplage entre les phénomènes acoustiques
et aérodynamiques qui concerne plutôt, l'analogie de Lighthill [4,5].

L'étude de la propagation acoustique dans les guides est un sujet ouvert sur
lequel plusieurs travaux ont été menés. Dans certains travaux [6�8], on considère
souvent des guides droits et un champ de vitesse uniforme avec ou non un traite-
ment acoustique sur les parois. Dans ce cas, la propagation acoustique dans le guide
est gouvernée par l'équation des ondes convectée. C'est un modèle qui permet d'avoir
souvent des solutions analytiques. Dans certains cas (guides à section variable, écou-
lement autour d'un obstacle), on considère un champ de vitesse irrotationnel dont
l'équation de propagation obéit au formalisme de potentielde vitesse [9�11].

Un autre type d'écoulement mais qui n'entre pas dans le cadrede notre étude
est l'écoulement cisaillé adopté par des auteurs comme Pridmore-Brown [12], Mun-
gur et Gladwell [13], Hersh et Catton [14] et Pagneuxet al [15]. Contrairement à
l'écoulement uniforme où il y a uniquement un e�et de convection sur les ondes
acoustiques, l'écoulement cisaillé a pour e�ets la convection et la réfraction.

Cependant, pour des problèmes de propagation dans des guides à géométries et
champs de vitesse complexes, la plupart des modèles acoustiques reposent sur les
Equations d'Euler Linéarisées (EEL). Les EEL sont résoluespar des méthodes numé-
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riques comme la méthodes des éléments �nis. Une alternativeaux EEL est l'équation
de Galbrun [16] basée sur une représentation mixte Lagrange/Euler. Le modèle de
Galbrun a pour inconnue principale le déplacement et permetde prendre en compte
aisément les conditions aux limites dans les problèmes d'interaction �uide-structure.

Nous avons adopté dans ce travail l'approche basée sur l'équation des ondes
convectée pour les guides uniformes et le formalisme de potentiel de vitesse pour
les guides non uniformes pour deux raisons. Premièrement, la méthode de résolu-
tion numérique des problèmes de propagation acoustique dans les guides que nous
allons développer repose sur une représentation modale à inconnue scalaire qui est
la pression acoustique. Deuxièmement, la propagation acoustique dans des guides à
section lentement variable en présence d'un écoulement potentiel se raccorde bien
avec l'écoulement uniforme lorsque le guide redevient uniforme.

Par ailleurs, une partie importante de nos travaux est consacrée à l'étude de
l'atténuation et de l'absorption des ondes acoustiques. Leplus souvent, la méthode
utilisée consiste à revêtir les surfaces internes des guides par des matériaux absor-
bants. Ces matériaux absorbants peuvent être classés en deux types principaux. Les
matériaux absorbants qui se caractérisent en général par une impédance locale com-
plexe que l'on introduit dans les conditions aux limites surles parois du guide et les
matériaux poreux. Tous ces traitements acoustiques sont dépendants de la fréquence
des ondes acoustiques. Il est à noter que les phénomènes de convection et de réfrac-
tion des écoulements ont une in�uence particulière sur l'atténuation acoustique. En
e�et, il est montré dans [17] que l'atténuation des ondes sonores est plus importante
dans le sens contraire de l'écoulement que dans le sens de l'écoulement.

Le volet le plus important de notre travail concerne l'étudedes conditions limites
transparentes. En e�et, a�n d'éviter certains phénomènes liés aux e�ets d'extrémités
(ré�exion, rayonnement à la sortie des guides), les guides sont souvent considérés
in�nis. Ainsi, l'étude par la méthode des éléments �nis de lapropagation acoustique
dans ces guides nécessite de les borner par des frontières arti�cielles sur lesquelles
des conditions de non ré�exion doivent être écrites.

Une technique souvent utilisée est la méthode des éléments �nis de frontière BEM
(Boundary Element Method). Cependant la BEM nécessite une fonction de Green
et est mieux adaptée pour les problèmes de propagation d'ondes en espace in�ni et
en milieu homogène.

En propagation guidée, pour une résolution par la méthode éléments �nis du
problème, une condition limite transparente e�cace est de considérer une condition
aux limites issue d'un développement sur une base des fonctions propres du guide. La
condition limite transparente de type opérateurDirichlet-to-Neuman (DtN) [18�23]
s'inscrit dans cette optique.

Une autre condition limite transparente appelée couches absorbantes parfaite-
ment adaptées PML (Perfectly Matched Layers) a été développée récemment par
Béranger [24] pour les problèmes transitoires en électromagnétisme. Par la suite,
elle a été utilisée en acoustique par de nombreux auteurs [1,25�27].



3 INTRODUCTION

Dans cette étude, notre objectif est d'écrire une conditionlimite transparente
basée sur un opérateur DtN pour des guides axisymétriques traités en présence
d'un écoulement uniforme en régime harmonique. L'opérateur DtN est basé sur
une décomposition de la pression acoustique sur une base desmodes transverses
du guide. Une partie importante de l'étude est donc consacrée à la recherche des
modes. Cela permettra notamment de faire une étude des courbes de dispersion et
du comportement asymptotique des modes. L'étude des modes permettra également
d'établir une relation d'orthogonalité des modes, indispensable pour l'écriture de
l'opérateur DtN. En e�et, la décomposition modale nécessite la détermination de
coe�cients modaux et des coe�cients de normalisation des modes du guide.

Pour le traitement acoustique, on considère d'abord le cas des guides traités avec
des matériaux absorbants d'impédance localeZ 2 C. Ces matériaux absorbants sont
formés par des cavités disposées en nids d'abeilles combinées à des plaques perforées.
Ils possèdent de très bonnes propriétés mécaniques (légers, résistants à l'érosion
et aux hautes températures) et sont très utilisés pour l'absorption acoustique en
aéronautique.

On étudie ensuite le cas des guides traités avec des matériaux poreux. Les ma-
tériaux poreux sont utilisés comme absorbants dans l'industrie automobile et le
domaine du bâtiment. Leur utilisation dans l'aéronautiquereste limitée du fait des
conditions extrèmes (vitesse et température importantes). Ils sont constitués d'un
réseau de pores et d'un �uide saturant, généralement de l'air. Les matériaux poreux
sont en général classés en deux catégories : les matériaux poreux à structure élas-
tique et les matériaux poreux à structure rigide. Pour la dernière catégorie, on consi-
dère le matériau poreux comme un �uide équivalent avec des paramètes équivalents
complexes (masse volumique dynamique équivalente et module de compressibilité
dynamique équivalent).

Plan de la thèse

La thèse se compose de cinq chapitres :

Le premier chapitre fait une synthèse des travaux e�ectués dans le domaine
de la propagation guidée. On rappelle les di�érents modèleset les méthodes de ré-
solution adoptés. Pour des guides uniformes, des solutionsmodales sont possibles,
alors que dans le cas des guides à géometries complexes, l'utilisation de techniques
numériques devient indispensable. On examine l'in�uence de l'écoulement et des
di�érentes sortes de traitements acoustiques des parois sur la propagation acous-
tique dans le guide, on présente les conditions limites transparentes utilisées dans
la méthode des éléments �nis et en�n on écrit un opérateur DtNpour un guide
axisymétrique rigide.

Le deuxième chapitre et le troisième chapitre sont consacrés à la résolu-
tion par la méthode des éléments �nis de la propagation acoustique dans un guide
cylindrique axisymétrique in�ni traité avec des matériauxabsorbants à réaction lo-
calisée. Ces chapitres constituent une généralisation d'une précédente étude e�ectuée
dans un guide bidimensionnel [28]. L'étude est faite dans lechapitre 2 en l'absence
d'écoulement et nous montrons comment écrire une conditionlimite transparente
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de type opérateur DtN sur les frontières arti�cielles du guide. En e�et, en présence
de l'absorbant, le problème aux valeurs propres n'est plus auto-adjoint et les modes
du guide ne sont plus orthogonaux au sens du produit scalaireusuel. L'écriture de
l'opérateur DtN peut se faire néanmoins en introduisant unerelation de biortho-
gonalité entre les modes. On étudie ensuite le problème en présence d'écoulement
uniforme dans le chapitre 3. Dans ce cas encore, les modes ne sont pas orthogo-
naux et il devient di�cile d'écrire une condition limite tra nsparente. Pour pouvoir
écrire l'opérateur DtN, une relation d'orthogonalité asymptotique est développée.
Des résultats numériques sont présentés pour des guides uniformes in�nis traités en
présence ou non d'écoulement. On termine le chapitre 3 par une application de notre
méthode de résolution au cas d'un guide in�ni non uniforme enprésence d'écoule-
ment potentiel.

Le quatrième chapitre présente une bibliographie sur les matériaux absor-
bants en acoustique utilisés dans la suite de l'étude. On commence le chapitre par
une description des matériaux absorbants à réaction localisée caractérisés par une
impédance locale. On aborde ensuite le cas des matériaux absorbants à réaction
non localisée (matériaux poreux) et on termine le chapitre par une description des
di�érents modèles de matériaux poreux et les paramètres lescaractérisant.

Dans le chapitre 5 , nous écrivons un opérateur DtN pour un guide in�ni traité
avec des matériaux absorbants à réaction non localisée modélisés par un �uide équi-
valent. La principale di�culté pour ce type de con�guration est la prise en compte
des conditions de continuité à l'interface des deux milieuxdans la recherche des
modes et dans la formulation variationnelle du problème. Enl'absence d'écoule-
ment, ces conditions de continuité sont faciles à prendre encompte et il est possible
d'établir une relation de biorthogonalité qui fait intervenir les masses volumiques
du �uide et du poreux. En présence d'écoulement, des dérivées tangentielles appa-
raisent dans la condition de continuité du déplacement à l'interface des deux milieux.
Il n'existe plus dans ce cas de relation de biorthogonalité.

Des exemples de con�gurations de guides traités avec des matériaux poreux sont
présentés avec des simulations numériques.

Nous terminons la thèse par une conclusion de l'étude réalisée et par des pers-
pectives.



Chapitre 1

Généralités sur la propagation
acoustique guidée

1 Introduction

Les bruits à l'origine de nuisances sonores se propagent souvent en espace libre,
comme le bruit du tra�c routier, des avions ou des trains, ou dans des espaces
grands devant la surface de rayonnement comme le cas des machines industrielles.
Avant d'être rayonnées vers l'extérieur, il est fréquent que les ondes acoustiques se
propagent dans des systèmes con�nés. Ces systèmes sont en général constitués de
conduits de formes plus ou moins complexes comme les lignes d'échappement des
automobiles, les gaines de ventilation, les circuits hydrauliques, les nacelles des tur-
boréacteurs des avions. L'étude de la propagation acoustique guidée, qui fait l'objet
de nos travaux, constitue encore aujourd'hui, un sujet important dans la commu-
nauté acoustique dont les objectifs sont de prédire et de mieux comprendre les
phénomènes physiques mis en jeu (atténuation, absorption,convection, di�raction,
réfraction ...) en fonction des nombreux paramètres qui peuvent intervenir dans de
telles situations (écoulement, matériaux absorbants, température ...).

L'objectif de ce premier chapitre est de faire une synthèse des di�érents travaux
réalisés dans ce domaine et d'en présenter les principaux modèles et résultats.

Dans le contexte particulier des guides d'ondes, il est fréquent de les considérer
in�niment longs a�n de s'a�ranchir des phénomènes physiques liés aux e�ets d'ex-
trémités (ie. ré�exion et rayonnement à la sortie d'une conduite par exemple). Ainsi,
même si les guides in�nis n'ont pas de réalité physique, leurétude permet de mettre
en évidence des phénomènes physiques importants tels que les notions de coupure ou
d'atténuation et de déterminer des fonctions de transfert des systèmes acoustiques
plus complexes tels que les silencieux. La dernière partie de ce chapitre est donc
consacrée à la synthèse bibliographique décrivant les techniques de modélisation des
guides in�nis et en particulier aux conditions limites transparentes utilisées dans la
méthode des éléments �nis.

5
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2 In�uence de l'écoulement

La théorie de la propagation des ondes acoustiques dans les guides rectilignes
est bien connue dans les �uides au repos et les résultats qui en découlent consti-
tuent souvent la base de méthodes modales pour des problèmesplus complexes. La
méthode de recherche des modes consiste à écrire l'équationd'onde avec les condi-
tions aux limites imposées sur les parois. Dans le domaine fréquentiel, on se ramène
à l'équation de Helmholtz dont les solutions sont cherchéespar séparation des va-
riables [29,30].

Pour les systèmes industriels comme les sou�eries, les conduits de ventilation,
les réacteurs d'avions ou les silencieux d'échapppement, l'écoulement constitue un
paramètre important qu'il faut prendre en compte dans les études acoustiques. À ce
stade, il est important de préciser qu'il existe deux grandes catégories de problèmes
lorsque l'on s'intéresse à l'acoustique en écoulement : lesproblèmes liés à la produc-
tion du bruit par l'écoulement et ceux qui concernent les mécanismes de propagation
du son dans les écoulements, la source de bruit étant alors supposée connue. Dans
le cadre de nos travaux, la génération du bruit par les écoulements turbulents, qui
a largement été étudiée sur la base de la théorie de Lighthill[4,5] dès 1952, ne sera
pas considérée.

L'étude de l'in�uence d'un écoulement moyen a fait l'objet de beaucoup d'atten-
tion depuis les années 1950. L'un des premiers à s'intéresser à ce sujet est Pridmore-
Brown. Ses travaux constituent une référence dans les années 1960 et sont la base de
nombreux travaux dans les années 1980. Pridmore-Brown [12]a étudié en 1958 par
une approche modale, l'in�uence de l'écoulement cisaillé sur la propagation acous-
tique dans un guide rectiligne uniforme rigide (voir Figure1.1).

                      !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

                       !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

y

couche limite

vitesse V(y)Fluide

x

paroi rigide

0

L

axe du guide

gradient @V
@y

Figure 1.1 � Pro�l d'écoulement cisaillé proposé par Pridmore-Brown pour un guide
rectangulaire uniforme

Dans son approche, Pridmore-Brown propose une équation de propagation des
ondes dans laquelle la couche limite à la paroi est prise en compte par un gradient
de vitesse qui ne dépend que de la variabley en négligeant la viscosité du �uide :

1
c2

@2p
@t2

= (1  M 2)
@2p
@x2

+
@2p
@y2

 
2M

c
@2p

@x@t
+ 2� 0c

dM
dy

@v
@x

(1.1)
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où p, v et c désignent respectivement la pression acoustique, la vitesse particulaire et
la célérité du son,� 0 représente la densité du milieu supposée constante. Le nombre
de MachM est donné par :M (y) = V(y)=c, avecV(y) la vitesse moyenne d'écoule-
ment du �uide parallèle à l'axe du guide. En considérant des solutions harmoniques
de la forme :

p = F (y)ei !
c (�x  ct) (1.2)

v = G(y)ei !
c (�x  ct) (1.3)

il obtient une équation aux valeurs propres dans la section du guide donnée par :

d2F
dy2

+
2�

1  M�
dM
dy

dF
dy

+
! 2

c2

h
(1  M� )2  � 2

i
F = 0 (1.4)

où F et G sont liées par l'équation de conservation de la quantité du mouvement :

dF
dy

= i� 0! (1  �M )G (1.5)

! est la pulsation et � est un nombre d'onde complexe (constante de propagation)
dans la directionx.

L'auteur propose une solution analytique à cette équation en considérant dans un
premier temps un gradient de vitesse constant. La solution trouvée de cette première
approximation est valide asymptotiquement et est basée surune méthode proposée
par Langer [31]. La méthode de Langer permet de résoudre l'équation d'onde à une
dimension à l'aide de fonctions développées asymptotiquement sous forme d'une
série (au premier ordre).

Pridmore-Brown propose ensuite un pro�l d'écoulement turbulent qui suit une
loi de puissance :M (y) = M0(y=L)1=7, où M0 est la valeur deM pour y = L. Ce-
pendant, la solution obtenue par la méthode de Langer n'est plus valable près des
parois en raison d'une singularité au niveau de la couche limite (y = 0, M = 0).

Mungur et Gladwell [13] ont repris la méthode de Pridmore-Brown en l'amélio-
rant au voisinage de la paroi. Ils ont notamment proposé une méthode de résolution
numérique de l'équation de Pridmore-Brown basée sur le schéma de Runge-Kutta
d'ordre 4. Cette méthode a permis de résoudre le problème de la singularité près des
parois. Peube et Jallet [32] ont étendu la méthode de Pridmore-Brown aux guides
cylindriques en présence d'écoulement laminaire.

En 1971, Hersh et Catton [14] ont montré l'e�et d'un écoulement cisaillé sur
la propagation acoustique en s'appuyant sur les travaux de Pridmore-Brown. Ils
ont étudié l'e�et de l'écoulement aussi bien sur la propagation en amont (ie. sens
contraire à l'écoulement) que la propagation en aval (ie. sens de l'écoulement),
contrairement à Pridmore-Brown qui s'est limité à la propagation aval. Leur étude
montre que la présence de la couche limite a pour e�et de réfracter l'onde vers le
centre du guide pour une propagation amont, et de réfracter l'onde vers la paroi pour
une propagation aval. Ces e�ets dépendent notamment de l'épaisseur de la couche
limite par rapport à la longueur d'onde.



Chapitre 1 - Généralités sur la propagation acoustique guidée 8

Une méthode alternative à la méthode de Runge-Kutta a été proposée par Un-
ruh et Eversman [33]. C'est une technique de résolution numérique de l'équation de
Pridmore-Browm basée sur la méthode des résidus pondérés deGalerkin. Ces tra-
vaux abordent également l'in�uence d'une paroi traitée parun matériau absorbant.

Agarwal et Bull [34] ont résolu numériquement l'équation des ondes dans un guide
circulaire en présence d'un écoulement turbulent plus réaliste pour la propagation
amont et aval. Les résultats numériques obtenus montrent qu'en plus des e�ets de
réfraction liés aux gradients de vitesse déjà mis en évidence par Hersh et Catton,
l'écoulement cisaillé a pour e�et de rendre le mode plan dispersif.

Les auteurs ont également mis en évidence l'augmentation des fréquences de cou-
pures pour leur pro�l d'écoulement comparé à celles d'un écoulement uniforme.

Plus récemment, Pagneuxet al [15] ont étudié théoriquement et expérimentale-
ment l'in�uence d'un écoulement parallèle cisaillé sur la propagation multimodale
des ondes acoustiques dans un conduit circulaire. Le modèlethéorique est basé sur un
développement asymptotique à faible nombre de Mach de la solution de l'équation de
Pridmore-Brown. Ce développement permet d'expliciter desexpressions simples des
nombres d'onde axiaux, des modes transverses et des fréquences de coupures pour
n'importe quel pro�l de la vitesse moyenne. Les résultats montrent que le mode
fondamental n'est pas sensible à la forme spéci�que du pro�ld'écoulement moyen
contrairement aux modes d'ordre élevé. L'étude expérimentale est réalisée également
à faible nombre de Mach (M < 0:05) en considérant deux modes propagatifs. Les
auteurs ont obtenu un bon accord entre les résultats théoriques et expérimentaux.

Boucheronet al [35] ont étudié analytiquement l'in�uence d'un écoulementmoyen
laminaire à nombre de Mach et de Reynolds faibles sur la propagation acoustique
dans des guides rigides circulaires. Leur solution est basée sur celle proposée par
Gogate et Munjal [17] pour des con�gurations axisymétriques en la généralisant à
d'autres modes de propagation. Tous ces auteurs utilisent un pro�l d'écoulement
unidirectionnel variant suivant la section du guide. En e�et, pour un écoulement
laminaire cisaillé (voir Figure 1.1) ou turbulent permanent dans un guide rectiligne
de section droite constante, la vitesse moyenne dépend uniquement de la coordonnée
transversale.

Il est courant de négliger l'in�uence de la viscosité dans l'écoulement en utilisant
l'hypothèse de �uide parfait, l'écoulement devient alors uniforme dans la section du
guide :

V(x; y) = v0 = constante (1.6)

L'équation de propagation se réduit alors à l'équation de Helmholtz convectée :

@2p
@y2

+ (1  M 2)
@2p
@x2

+ 2iMk
@p
@x

+ k2p = 0 (1.7)

où k = !=c désigne le nombre d'onde. La présence d'un écoulement uniforme permet
d'exprimer aisément les modes du guide qui sont les mêmes queceux d'un guide ri-
gide puisque seuls interviennent les e�ets de convection. La présence de l'écoulement
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uniforme permet également d'obtenir souvent des solutionsanalytiques. L'écoule-
ment uniforme est souvent employé comme une première approximation en vue de
traiter des con�gurations plus complexes. Par exemple la propagation acoustique
dans un guide lentement variable en présence d'écoulement potentiel se raccorde
bien avec l'écoulement uniforme lorsque le guide redevientuniforme.

Harel et Pérulli [6] ont examiné l'e�et d'un écoulement uniforme sur la propa-
gation acoustique dans des guides rigides et traités par un matériau absorbant. Ils
ont montré notamment que dans le cas d'un écoulement subsonique et d'un écoule-
ment supersonique, les modes qui se propagent en amont ont une longueur d'onde
inférieure à ceux qui se propagent en aval.

Eversman et Beckemeyer [7] ont étudié la propagation acoustique dans un guide
en présence d'une couche limite très mince aux parois. Les résultats obtenus montrent
que la formulation d'un problème de propagation acoustiquedans un guide en pré-
sence d'un écoulement à couches limites très minces est semblable à la formulation
du même problème de propagation acoustique dans un guide en présence d'un écou-
lement uniforme.

Cependant, en présence d'écoulement uniforme, certaines di�cultés peuvent sur-
venir notamment près des parois traitées où il y a en général une couche limite. En
e�et, Rienstra et Vilenski ont montré dans [8] que la propagation acoustique dans
un guide traité en présence d'un écoulement à couches limites minces présente des
instabilités le long des parois. Ils montrent que ces instabilités disparaissent lorsque
l'on augmente l'épaisseur de la couche limite (� ) selon un critère liant � à la pulsa-
tion ! .

Dans le cas des guides à géométries complexes, l'écoulementn'est plus unidi-
rectionnel et il n'est plus possible d'établir une équationde propagation pour la
pression seule. Il est donc nécessaire d'utiliser les équations de Navier-Stokes qui se
réduisent aux équations d'Euler linéarisées quand on néglige les e�ets de viscosité
pour l'acoustique :

 i!� + div(� v0) + div(� 0v) = 0 (1.8)

� 0

h
 i! v + ( v:grad )v0 + ( v0 :grad )v

i
+ � (v0:grad )v0 + grad p = 0 (1.9)

 i!s + ( v:grad )s0) + ( v0:grad )s = 0 (1.10)

 i!� + k2p + ( v:grad )p0 + ( v0:grad )p = 0 (1.11)

où v, � , p et s désignent respectivement les variables perturbées de la vitesse acous-
tique, de la masse volumique, de la pression et de l'entropie(v0 , � 0, p0 et s0 sont
des grandeurs moyennes),c0 est la célérité du son.

Les équations (1.8), (1.9), (1.10) et (1.11) désignent respectivement l'équation de
conservation de la masse, l'équation de conservation de la quantité du mouvement,
l'équation de conservation de l'énergie et l'équation d'état. Le champ de vitesse est
désormais un paramètre du problème de propagation acoustique qu'il faut calculer
au préalable.

Plusieurs auteurs ont proposé des modèles basés sur ces équations linéarisées.
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C'est le cas de ces travaux récents [36�38].

Astley et Eversman [39] ont étudié par la méthode des éléments �nis, le problème
des valeurs propres dans un guide uniforme traité en présence d'un écoulement
cisaillé. Les résultats obtenus montrent que l'on peut atteindre un bon niveau de
précision avec peu d'éléments de Lagrange.

Cependant, les auteurs constatent que des modes parasites apparaissent parmi
les modes d'ordre élevé pour un petit nombre d'éléments. Pour résoudre ce problème
de modes parasites, il faut augmenter le nombre d'éléments et faire un choix adé-
quat des fonctions d'interpolation. Dans un autre article [40], Astley et Eversman
ont remplacé les éléments Lagrangiens par des éléments Hermitiens et en combinant
avec une technique dite de �condensation�. Cela permet non seulement d'éliminer les
modes parasites, mais il permet également d'augmenter la précision et d'appliquer
la méthode à des géométries axisymétriques.

Redon [36] a étudié par la méthode des éléments �nis la propagation acoustique
en espace con�né en présence d'écoulement non isotherme. Les premiers résultats
proposés par l'auteur concernent le cas simple d'un milieu au repos. La méthode est
ensuite appliquée aux cas particuliers d'écoulements laminaires et turbulents a�n
d'analyser les phénomènes de réfraction et de convection. Par la suite, l'auteur réa-
lise l'étude d'un résonateur à deux cols dans lequel les champs moyens de vitesse et
de température ne s'obtiennent plus à partir d'expressionsanalytiques, mais par un
calcul aérodynamique.

Une alternative aux équations d'Euler linéarisées est le modèle de Galbrun [16].
Galbrun a procédé à une reformulation des équations d'Eulerlinéarisées basée sur
une représentation mixte Lagrange-Euler des variables acoustiques.

En e�et, dans la représention d'Euler, une particule �uide est représentée par sa
position x à l'instant t, la vitessev(t) étant l'inconnue d'Euler. Alors qu'en repré-
sentation Lagrangienne, la particule est représentée par sa position X 0 à l'instant
de référencet0, l'inconnue de Lagrange étant la trajectoire de la particule. La des-
cription de Lagrange est surtout utilisée en mécanique du solide où les particules
subissent des mouvements moins importants. Par contre, en mécanique des �uides
où les déplacements des particules sont importants, la description d'Euler est le plus
utilisée. Pour cette raison, l'équation de Galbrun décritepar Poirée [41] et utilisée
par Legendre [42] fut longtemps négligée :

� 0
d2�
dt2

 r (� 0c2
0div� ) + ( div� )r p0  t r � :r p0 = 0 (1.12)

où � est le déplacement de Lagrange. Le déplacement� étant l'inconnue principale
dans le modèle de Galbrun, les conditions aux limites dans les problèmes d'interac-
tion �uide-structure sont généralement plus naturelles etle nombre d'inconnues est
réduit par rapport aux équations d'Euler.

Certains auteurs ont adopté ce modèle pour la résolution desproblèmes de propa-
gation acoustique dans des guides en présence ou non d'écoulement uniforme [42,43]
et cisaillé [44�48].
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Bonnet-Ben-Dhia et al [43] ont mis en ÷uvre la méthode des éléments �nis
pour résoudre l'équation de Galbrun dans un conduit rigide avec un écoulement
uniforme. La principale di�culté pour l'utilisation de l'é quation de Galbrun dans
la méthode des éléments �nis concerne le fait que le problèmeest mal posé car
l'équation de Galbrun et les conditions aux limites associées ne dé�nissent pas un
problème elliptique et leur discrétisation par des éléments �nis nodaux conduit à un
problème mal posé. Pour pallier ce problème, Bonnet-Ben-Dhia et al [46] ont proposé
une méthode basée sur une formulation variationnelle régularisée du problème qui
assure la convergence des éléments �nis nodaux.

Une autre méthode introduite dans les années 1980 par Nédelec [49] et utilisée
par Peyret [50] pour résoudre l'équation de Galbrun, consiste à utiliser les éléments
d'arêtes. Cependant, l'étude de Peyret s'est limitée au cassans écoulement. Une
troisième méthode a été proposée par Treyssède [51] pour résoudre les problèmes
de stabilité découlant de la discrétisation de l'équation de Galbrun par la méthode
des éléments �nis classiques. Sa méthode dite d'éléments �nis mixte est basée sur la
condition inf-sup.

Peyret et Elias [45] ont étudié la propagation acoustique dans les conduits traités
en présence d'un écoulement cisaillé. Les résultats obtenus sont en bon accord avec
les solutions provenant d'approches modales [13].

Nous venons de citer quelques travaux qui portent sur les e�ets de l'écoulement
sur la propagation acoustique dans les guides. Un autre facteur qui in�ue sur la
propagation acoustique guidée est la température. On trouve dans la littérature de
nombreux travaux traitant ce phénomène [36,52,53].

3 In�uence de la température sur la propagation
acoustique guidée

La prise en compte de la température dans l'étude de la propagation acoustique
dans les guides est intervenue à partir des années 1970 par des auteurs comme Kapur,
Cummings et Mungur [54], Kapur et Mungur [53], Nayfeh et Sun [52].

Kapur, Cummings et Mungur [54] ont étudié la propagation d'ondes dans des
chambres de combustion en prenant en compte les inhomogénéités causées par les
gradients de température et de densité, le but de leur étude étant de prédire l'im-
pédance acoustique de tranfert (quotient de la pression acoustique à la sortie de la
chambre de combustion par la di�érence de la vitesse à l'entrée et la sortie) pour le
premier mode (mode plan en l'absence d'absorbant).

Par la suite, Kapur et Mungur [53] ont fait une analyse de la propagation du son
dans un conduit annulaire ou circulaire traité en présence d'un écoulement hélicoïdal.
Ils ont établi une équation de propagation qui prend en compte les gradients trans-
verses de température et d'écoulement hélicoïdal. Les solutions de cette équation
sont cherchées dans les directions axiale et angulaire et l'équation tridimensionnelle
des ondes est réduite à une équation di�érentielle ordinaire de second degré. Cette
étude constitue en quelque sorte une généralisation des travaux de Mungur et Plum-
bee [55] concernant l'étude de la propagation acoustique dans des guides en présence
d'écoulements cisaillés.
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De leur côté, Nayfeh et Sun [52] ont repris l'équation de Pridmore-Brown en y
introduisant un gradient transverse de température. Leur travail permet de décrire
l'e�et combiné d'un écoulement et d'un gradient de température transversal sur
l'atténuation du son dans un guide bidimensionnel. Ils établissent l'équation ci-
dessous pour la pression acoustiquep :

d2p
dy2

 
h 2ku0

0

u0k  !
 

T0
0

T0

i dp
dt

+
hM 2

c (u0k  ! 2

T0
 k2

i
p = 0 (1.13)

où u0 et T0 désignent respectivement la vitesse et la température moyenne, M c est
le nombre de Mach au centre du guide etu0

0 et T0
0 sont les dérivées respectives deu0

et de T0 par rapport à y :

u0
0 =

du0

dy
; T0

0 =
dT0

dy
(1.14)

Les résultats de cette étude montrent qu'en refroidissant les parois, le son est
canalisé vers celles-ci dans les deux sens de propagation (en amont et en aval). Ils
concluent que l'e�et d'un gradient de température moyenne sur le taux d'atténua-
tion des trois premiers modes est aussi important que celui d'un gradient de vitesse
moyenne.

Plus tard, Gervais et Peube [56], ont étudié l'e�et d'un écoulement laminaire et
d'un gradient de température sur la propagation acoustiquedans un guide bidimen-
sionnel rigide. Ils montrent que le gradient de températurea pour e�et d'augmenter
la vitesse de phase des modes longitudinaux et transverses,alors que le gradient de
vitesse a pour e�et d'augmenter uniquement la vitesse de phase des modes trans-
verses. Ils montrent également que près des parois froides,le mode fondamental
(premier mode) est fortement réfracté. Ce phénomène s'accentue quand le nombre
de Mach augmente. Ces observations sont con�rmées par les travaux de Bihhadi [37]
et Redon [36].

Nous avons présenté quelques e�ets des gradients de température sur la popaga-
tion acoustique dans les guides. Nous examinons maintenantl'in�uence des parois
absorbantes sur la propagation guidée.

4 In�uence de l'absorbant : conditions limites sur
les parois

La réduction du bruit est devenue une priorité surtout avec le développement
croissant des moyens de transports. Deux méthodes de suppression ou de réduction
du bruit, une active et l'autre passive, sont étudiées par les chercheurs. La méthode
active consiste à générer un son de même amplitude que le son àsupprimer, mais de
phase opposée. Cette technique est généralement di�cile à mettre en ÷uvre en pra-
tique et nécessite une dépense supplémentaire d'énergie. La méthode passive consiste
à absorber l'énergie sonore avec des matériaux absorbants placés sur la paroi. On
s'intéresse dans cette étude, à l'absorption acoustique des matériaux absorbants.
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On distingue deux types de matériaux absorbants : les matériaux à réaction lo-
calisée et les matériaux à réaction non localisée. Les matériaux à réaction localisée
sont tels que deux points voisins n'interagissent pas entreeux. Ces matériaux sont
souvent constitués de plaques perforées associées à des structures en nids d'abeilles
dont chaque cellule se comporte comme un résonateur. Ils sont utilisés dans l'in-
dustrie aéronautique au niveau des turboréacteurs où les contraintes thermiques ne
permettent pas l'usage de matériaux usuels. Ce caractère local permet de représen-
ter les matériaux dans les modèles physiques par une condition limite locale sous
la forme d'une impédance complexeZ au niveau d'une paroi. Cette représentation
locale constitue une bonne approximation pour modéliser laprésence des matériaux
absorbants sur les parois.

Harel et Perulli [6] ont étudié la propagation acoustique dans un guide traité
(avec une impédance locale) en présence d'un écoulement uniforme. Ils ont montré
que l'onde subit un amortissement proportionnel à la partieréelle de l'impédance
acoustique de la paroi.

Nayfeh et al [57] ont fait en 1975, une synthèse des travaux sur la propagation
acoustique dans les guides en présence d'écoulements en y incluant les e�ets de la
température et des traitements acoustiques sur les parois aussi bien avec des maté-
riaux à réaction localisée qu'avec des matériaux absorbants à réaction non localisée.

Craggs [58] a proposé un modèle d'éléments �nis pour les silencieux dissipatifs
à chambre d'expansion en l'absence d'écoulement. Il étudieles pertes par transmis-
sion TL (Transmission Loss) d'un silencieux en présence d'un traitement à réaction
localisée sur les parois de la chambre d'expansion. L'impédance acoutique locale est
calculée à partir de relations empiriques [59]. Les résultats montrent que le trai-
tement acoustique de la chambre d'expansion augmente fortement les pertes par
transmission en particulier aux fréquences hautes où l'absorption est excellente. En
outre, aux fréquences basses où il y a moins d'absorption, ily a une amélioration
globale par rapport à une chambre non traitée.

Rienstra [60] a étudié la propagation acoustique dans un guide cylindrique traité
par un matériau à réaction non localisée. Il propose des méthodes de résolution de
l'équation de Helmhotz en considérant trois con�gurationsde l'absorbant. Pour la
première con�guration, le matériau absorbant est un matériau poreux homogène et
l'auteur détermine le champ acoustique par des méthodes modales. La deuxième
con�guration concerne un matériau poreux dont les propriétés varient lentement
suivant la direction axiale. Une solution de type modale pure n'étant pas possible
en général, Rienstra utilise une méthode multi-échelle pour déterminer le champ
acoustique dans le guide. Pour la dernière con�guration, letraitement acoustique
est un ensemble de partitions annulaires rigides à l'intérieur desquelles se trouve le
matériau poreux. L'ensemble se comporte comme un matériau absorbant à réaction
localisée suivant l'axe du cylindre, mais reste un matériauabsorbant à réaction non
localisée circonférentiellement. Dans cette con�guration, une méthode modale est
possible également.

Certains auteurs se sont intéressés aux conditions limitessur les parois des guides
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traités. On sait que dans le cas d'un guide à parois rigides lavitesse normale est
nulle à la paroi et la condition aux limites à considérer est la condition de Neumann
homogène :

v:n = 0 (1.15)

Dans le cas d'un guide à parois absorbantes, on peut se demander quelles sont
les grandeurs continues à l'interface entre le �uide et la paroi absorbante. Pendant
longtemps, la vitesse normale a été considérée continue, cette condition n'est valable
que si le �uide est au repos. Cette hypothèse reste vraie en présence d'un écoulement
présentant une couche limite (Mungur et Plumbee [55]). En présence d'un écoule-
ment uniforme, il y a discontinuité de la vitesse tangentielle entre les deux milieux,
il faut alors utiliser la continuité du déplacement à l'interface.

Myers [61] a dé�ni une condition à la limite de paroi qui reliela composante
normale de la vitesse au déplacement normal pour un guide à paroi absorbante en
présence d'un �uide non visqueux en écoulement quelconque :

v:n =
d(� :n )

dt
 (� :n )n :(n :r v0) (1.16)

où v, n , � et v0 désignent respectivement la vitesse particulaire, la normale ex-
térieure à la paroi et la vitesse moyenne. L'opérateurd=dt représente la dérivée
particulaire donnée par :

d
dt

=
@
@t

+ v0:r (1.17)

En régime harmonique, la condition de Myers s'écrit :

v :n =
�

 i! + v0:r
�

(� :n )  (� :n )n :(n :r v0) (1.18)

Cette condition limite constitue aujourd'hui la référencepour l'étude de la propa-
gation acoustique dans les guides en présence d'un absorbant du type impédance
locale. Cependant, pour une résolution du problème de propagation acoustique dans
le guide par la méthode des éléments �nis, l'application de la condition de Myers
dans un guide non uniforme en présence d'un écoulement potentiel pose un certain
nombre de di�cultés lors de l'écriture de la formulation variationnelle associée à
ce problème de propagation. En e�et, il est montré dans [9] par Eversman qu'ap-
pliquée sans simpli�cation, la condition aux limites de Myers nécessite les dérivées
normale et tangentielle des composantes normale et tangentielle respectives de la vi-
tesse moyenne, ainsi que la dérivée de la densité et de l'admittance le long de la paroi.

Gogate et Munjal [17] ont proposé une solution analytique dela propagation
acoustique dans des guides traités en présence d'écoulement laminaire. Ils constatent
notamment que l'écoulement laminaire augmente l'atténuation des ondes en propa-
gation en amont et la diminue en propagation en aval.

Les matériaux absorbants à réaction non localisée sont des matériaux poreux
constitués d'une phase solide (squelette) saturée d'un �uide généralement de l'air.
Depuis les années 1950, de nombreux modèles de matériaux poreux ont été déve-
loppés. Les premiers modèles ont été proposés par Zwikker etKösten [62], suivi
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du modèle de Biot [63, 64]. Nous y reviendrons plus en détailsdans le chapitre 4.
Les matériaux absorbants à réaction non localisée sont utilisés pour absorber le son
dans diverses situations. Ils sont communement utilisés dans les silencieux d'échap-
pements et dans les circuits d'air conditionné.

Astley et Cummings [65] ont développé une méthode d'éléments �nis pour l'étude
du champ acoustique dans des guides à parois traitées avec des matériaux absorbants
à réaction non localisée en présence d'un écoulement uniforme. Ils ont notamment
appliqué leur méthode sur un guide rectangulaire dont les quatre parois sont tapis-
sées de �bres de verre. Les résultats numériques et les mesures sont en bon accord.
Ils constatent également qu'en basses fréquences, les modes sont moins atténués en
propagation aval qu'en propagation amont. Par ailleurs, leur méthode d'élements �-
nis peut être appliquée à n'importe quel type de section transverse (circulaire, ovale)
pourvu que le guide soit de section uniforme.

D'autres études ont été par la suite ménées par Cummings et Chang [66,67] dans
le cas d'un guide traité en présence d'un écoulement uniforme aussi bien à l'intérieur
du guide que dans le matériau absorbant à réaction non localisée (matériau poreux).
Ils ont montré dans [66] que la présence de l'écoulement dansl'absorbant peut avoir
un e�et substantiel sur la propagation du mode fondamental.Ils ont notamment
constaté qu'il y a une augmentation du taux d'atténuation surtout en propagation
amont. Ces e�ets sont dus au fait que la présence de l'écoulement dans l'absorbant
augmente la partie réelle de la résistivité du matériau poreux. A partir de ces ré-
sultats, les auteurs ont étudié dans [67] la perte par transmission (TL ) dans un
silencieux d'échappement. Ils montrent que la présence de l'écoulement dans l'ab-
sorbant in�ue sur le TL de façon signi�cative.

Peat et Rathi [68] ont proposé une formulation générale d'éléments �nis pour
analyser le champ acoustique dans un guide axisymétrique entouré d'un volume de
matériaux poreux ou �breux. Ils constatent que le champ de vitesse dans le �uide in-
duit un champ acoustique non homogène, non linéaire et anisotrope dans l'absorbant
même si celui-ci est un matériau homogène isotrope. Ils comparent leurs résultats
avec ceux de Cummings et Chang [66,67] pour lesquels des solutions analytiques et
expérimentales sont disponibles.

De leur côté, Kakoty et Roy [69] ont proposé un modèle de propagation acous-
tique dans un guide rectangulaire dont les quatre côtés sonttraités par un matériau
absorbant à réaction non localisée en présence ou non d'un écoulement uniforme. Il
s'agit d'un modèle théorique qui permet de prédire l'atténuation des modes que les
auteurs calculent à l'aide de la méthode de Newton-Raphson.Ils comparent avec
succès leurs résultats avec ceux de Astley et Cummings [65].

5 Conditions limites transparentes

La résolution par la méthode des éléments �nis des équationsde propagation
acoustique dans un domaine in�ni, nécessite de borner ce dernier par des fron-
tières arti�cielles. La principale di�culté est de trouver une condition limite de non
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ré�exion de l'onde sur ces frontières arti�cielles de tellesorte que la solution du
problème dans le domaine borné soit la restriction à celui-ci de la solution dans le
domaine in�ni.

Ces conditions sont en général appeléesconditions limites transparentes ,
NRBC (Non-Re�ecting Boundary Condition) ou ABC (Absorbent Boundary Condi-
tion).

Au cours des dernières décennies, plusieurs techniques numériques ont été déve-
loppées pour résoudre des problèmes de propagation interneet externe en espace
in�ni. On peut citer la méthode des éléments �nis de frontières ou BEM (Boun-
dary Element method), la DRBEM (Dual Reciprocity Boundary Element Method)
qui est une évolution de la BEM utilisée notamment par Perrey-Debain [70] et
Perrey-Debainet al [71] pour l'étude de la propagation externe. On peut citer éga-
lement les couches PML (Perfectly Matched Layer), les opérateurs DtN (Dirichlet-
to-Neumann) développés par Givoli et Keller [18] et les éléments in�nis [72,73].

5.1 Couches absorbantes parfaitement adaptées : PML

Les couches absorbantes parfaitement adaptées ou PML (Perfectly Matched
Layer) ont été formulées pour la première fois par Bérenger [24] comme conditions
limites transparentes pour résoudre les équations de Maxwell en régime transitoire.
Cette méthode a été largement développée en électromagnétisme [24,74,75], mais a
été par la suite employée dans d'autres domaines comme l'aéroacoustique [44], (voir
aussi les travaux de Bécacheet al [1, 76], de Legendre [42], de Poernomo [28] et de
Hu [25�27]).

La Figure (1.2) ci-dessous montre le schéma de principe pourun guide cylindrique
axisymétrique in�ni tronqué en z = 0 et z = L par des couches PML d'épaisseure.

La construction des conditions limites transparentes à l'aide des couches PML
consiste à placer de part et d'autre du guide in�ni tronqué (aux frontières arti�cielles
�  et �+ ) des couches d'épaisseure dans lesquelles les ondes seront atténuées.
L'idée de construire des couches absorbantes à partir d'un modèle physique avec
amortissement avait déjà été proposée avant les travaux de Béranger en 1994, toute-
fois le changement d'impédance entre le domaine physique etles couches absorbantes
était responsable de ré�exions parasites. L'intérêt des couches PML est qu'elles sont
parfaitement adaptées de sorte qu'elles sont parfaitementtransparentes. Il est im-
portant de préciser que les couches PML ne peuvent pas être réalisées à partir de
modèles physiques d'absorption et que la solution obtenue dans les couches n'a pas
de réalité physique.

Dans le domaine spatial, le principe des couches PML est équivalent à un chan-
gement de variables complexes. Ainsi, pour passer de l'équation de propagation dans
le domaine physique aux équations de propagation dans les domaines PML, il faut
procéder à la transformation suivante (pour des couches PMLsuivant la direction
z) [24] :

@
@z

! �
@
@z

(1.19)
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Figure 1.2 � Schéma de principe d'un guide cylindrique axisymétrique tronqué avec
des couches PML

où � est un nombre complexe tel queIm (� ) < 0 et Re(� ) > 0 avec � = 1 dans le
domaine physique. Les PML de Béranger [24] consistent à choisir � comme :

� =
1

1 + i� (z)
!

(1.20)

où � est un réel positif dépendant dez. Soient� n les constantes de propagation dans
le domaine physique, alors les constantes de propagation dans les domaines PML
sont données par :

� n;� =
� n

�
(1.21)

Ainsi, si Im (� ) < 0 et Re(� ) > 0, tous les modes propagatifs dans le domaine
physique (Figure 1.3 à gauche) deviennent évanescents dansles couches PML (Figure
1.3 à droite).

Les PML sont facile à mettre en ÷uvre et très performantes en général. De plus,
l'atténuation complète dans les couches PML permet d'utiliser une condition limite
simple, du type paroi rigide par exemple au bout des couches.

Après avoir été introduites pour les problèmes d'évolutionen électromagnétisme
par Béranger, Hu [25] a utilisé les couches PML pour des problèmes d'aéroacoustique
basés sur les équations d'Euler linéarisées. Cependant, enprésence d'écoulement,
Hu [26, 27] a mis en évidence des instabilités liées aux signes des vitesses de phase
et de groupe.

En e�et, il est montré par Hu [27] qu'il existe des vitesses degroupe positives
mais des vitesses de phase négatives dans le sens de l'écoulement. L'auteur a donc
proposé un modèle de PML en présence d'un écoulement uniforme en employant une
transformation spatio-temporelle des coordonnées avant l'application de la méthode
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Figure 1.3 � Constante de propagation� n et � n;� , Bécacheet al 2003 [1]

des couches PML.

Bécacheet al. [1] ont montré que la formulation initiale proposée par Bérenger
pose des problèmes en présence de modes amonts inverses pourl'équation de Helm-
holtz convectée. On rappelle que les modes amonts inverses sont des modes tels que
les vitesses de phase et de groupe sont de signes opposés. Ainsi, l'application du
changement de variable (1.19) fait apparaitre le mode amontinverse dans la par-
tie négative du plan complexe (cercle plein) de la Figure 1.4à gauche. L'auteur a

Figure 1.4 � Constante de propagation� n et � n;� , Bécacheet al 2003 [1] présence
d'un mode amont inverse

proposé une nouvelle transformation pour les couches PML qui permet de rendre
tous les modes dans ces couches évanescents. La méthode consiste à reformuler la
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transformation précédente (1.19) par :

@
@z

! �
@
@z

+ i� (1.22)

où

� =
kM

1  M 2
(1.23)

est choisi de telle sorte que tous les modes �s'évanouissent� dans les couches PML
(voir Figure 1.4 à droite).

Les couches PML sont une condition limite transparente e�cace, surtout lors-
qu'on a des inconnues vectorielles, mais présentent des instablilités numériques dont
l'étude reste ouverte.

Une alternative à l'utilisation des couches PML comme condition limite trans-
parente pour des propagations d'ondes en espace guidé et pour une résolution par
éléments �nis, est de considérer une condition aux limites exacte basée sur un déve-
loppement sur une base des fonctions propres du problème.

5.2 Opérateur Dirichlet-to-Neumann

L'opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) est une condition limite transparente
exacte développée en 1989 par Keller et Givoli [18] pour l'équation de Helmholtz
sur une frontière arti�cielle circulaire ou sphérique.

Comme les autres techniques susmentionnées, cet opérateurpermet dans le cadre
de la résolution des problèmes de propagation acoustique dans des guides in�nis par
la méthode des éléments �nis, de tronquer le domaine in�ni par des frontières arti-
�cielles tout en ayant une ré�exion nulle de l'onde sur ces frontières. Il est basé sur
une décomposition modale de la pression sur la frontière arti�cielle.

L'opérateur DtN présente plusieurs avantages par rapport aux autres conditions
limites transparentes. Il est exact si on considère une décomposition en série in�nie
de la pression sur la frontière, même si dans la pratique il est nécessaire de tronquer
la série, le choix d'un nombre de modes conditionnant une bonne convergence. Il
permet de réduire la taille du maillage par rapport aux PML.

Cependant, il n'est pas toujours aisé d'expliciter l'opérateur DtN, surtout en
présence d'un absorbant et d'un écoulement même uniforme. Ceci est du au fait
que la décomposition de la pression sur la base des modes nécessite un calcul de co-
e�cients modaux. Il faut donc une relation d'orthogonalité entre les modes du guide.

Poernomo [28] a montré que l'opérateur est simple à déterminer pour un guide
rigide puisque les modes étant orthogonaux au sens du produit scalaire usuel, le
calcul des coe�cients modaux est trivial. Des di�cultés apparaissent par contre
en présence d'un matériau absorbant car le problème n'est plus auto adjoint [23].
Néanmoins, une relation de bi-orthogonalité existe pour untraitement acoustique
seul. Cela permet donc d'exprimer l'opérateur DtN cherché.
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En revanche, en présence d'un matériau absorbant et d'un écoulement, il n'existe
plus de relation de bi-orthogonalité pour la pression seule. Une relation d'orthogo-
nalité asymptotique est alors introduite pour expliciter l'opérateur DtN.

6 Position du problème

Par cette étude bibliographique succinte, nous constatonsque l'opérateur DtN
est appliqué dans la littérature uniquement pour des guidesrigides [19] et des guides
traités par des matériaux absorbants de type impédance locale [28].

Dans ce travail, notre objectif est dans un premier temps de généraliser la mé-
thode pour des problèmes 3D axisymétriques, d'étudier l'erreur de convergence en
fonction du nombre de modes, et de l'appliquer en présence d'écoulement poten-
tiel. Ensuite nous l'appliquons pour des problèmes de propagation acoustique dans
des guides à parois traitées par des matériaux absorbants à réaction non localisée
caractérisés par des �uides équivalents.

Dans la suite, on rappelle les résultats importants sur la propagation acoustique
dans les guides axisymétriques a�n d'expliquer le principede construction d'une
condition limite transparente basée sur un opérateur DtN dans le cas simple d'un
guide rigide.

6.1 Rappels sur la propagation acoustique dans les guides
axisymétriques rigides

Le domaine d'étude est un guide cylindrique axisymétrique in�ni. L'équation de
propagation des ondes acoustiques est établie à partir des équations de la mécanique
des �uides dans le cadre général de la thermodynamique des milieux continus. On
adopte les hypothèses classiques de l'acoustique linéaire.

Les contraintes visqueuses et les phénomènes de conductionthermique sont sup-
posés négligeables du point de vue acoustique. Toutes les grandeurs physiques que
nous utilisons sont des fonctions des variables d'Euler. Le�uide contenu dans le
guide est soit au repos, soit en mouvement uniforme subsonique axisymétrique.

En présence d'un écoulement uniforme, la propagation du sonobéit à l'équation
d'onde convectée. En coordonnées cylindriques, elle est donnée par :

� p  
1
c2

0

d2p
dt2

= 0 (1.24)

où p désigne la pression acoustique,c0 est la vitesse acoustique (célérité du son).
L'opérateur � est le Laplacien en coordonnées cylindriques :

� =
@2

@r2
+

1
r

@
@r

+
1
r 2

@2

@�2
+

@2

@z2

On dé�nit la dérivée seconde particulaire par :

d2

dt2
=

@2

@t2
+ 2v0

@
@t

+ v2
0

@2

@z2
(1.25)
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où v0 désigne la vitesse moyenne. En régime harmonique (e i!t ), l'équation (1.25)
devient :

d2

dt2
=  ! 2  2i!v 0 + v2

0
@2

@z2
(1.26)

L'équation de propagation acoustique (1.24) s'écrit :

@2p
@r2

+
1
r

@p
@r

+
1
r 2

@2p
@�2

+ (1  M 2)
@2p
@z2

+ 2iMk
@p
@z

+ k2p = 0 (1.27)

aveck = !=c 0 le nombre d'onde etM = v0=c0 le nombre de Mach (M < 1).
On cherche la solution de l'équation (1.27) à variables séparées sous la forme :

p(r; �; z ) = ' (r )�( � )	( z) (1.28)

En reportant l'expression (1.28) dans l'équation (1.27) ona :

' 00

'
+

1
r

' 0

'
+

1
r 2

� 00

�
+ (1  M 2)

	 00

	
+ 2 iMk

	 0

	
=  k2 (1.29)

	 ne dépendant ni der ni de � , la somme ne peut être constante que si les fonctions
à variables indépendantes sont elles-mêmes constantes. Oncherche 	( z) sous la
forme :

	( z) = Azei�z (1.30)

L'équation (1.29) devient :

' 00

'
+

1
r

' 0

'
+

1
r 2

� 00

�
= (1  M 2)� 2 + 2Mk�  k2 (1.31)

En multipliant l'ensemble par r 2 et par un raisonnement identique que pour	( z),
on peut choisir �( � ) sous la forme :

� 00

�
=  m2 ) �( � ) = A � eim� + B � e im� (1.32)

L'équation (1.31) s'écrit �nalement :

@2'
@s2

+
1
s

@'
@s

+ (1  
m2

s2
)' = 0 (1.33)

Où s = kr r . On dé�nit l'équation de dispersion par :

k2
r = k2  (1  M 2)� 2  2Mk� (1.34)

L'équation (1.33) est une équation de Bessel dont les solutions sont une combinaison
des fonctions de BesselJm (kr r ) et de NeumannNm (kr r ) d'ordre m.

' (r ) = aJm (kr r ) + bNm (kr r ) (1.35)

La fonction de Neumann tend vers l'in�ni lorsquer tend vers zéro, donc pour avoir
une solution bornée au centre du guide, il faut choisirb= 0. D'où :

' (r ) = aJm (kr r ) (1.36)
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En reportant les solutions (1.30), (1.32) et (1.36) dans l'équation (1.29), la solution
générale s'écrit :

p(r; �; z ) = aAzJm (kr r )
�

A � eim� + B � e im�
�

ei�z (1.37)

Dans le cas d'un guide cylindrique à paroi rigide, la condition limite sur la paroi
impose que la dérivée de la fonction de Bessel soit nulle :J 0

m (kr R) = 0 où R désigne
le rayon du cylindre. Dans ce cas, les nombres d'ondeskr ne peuvent prendre que
des valeurs discrètes notéeskmn , (m; n) 2 N2 [29].

L'équation de dispersion (1.34) devient :

k2 = k2
mn + (1  M 2)� 2 + 2Mk� (1.38)

Le tableau (Tab. 1.1) montre les valeurs dekmn pour m = 1; 2; 3 et n = 1; 2; 3.

mn n 0 1 2 3
0 0 3.83 7.02 10.17
1 1.84 5.33 8.54 11.71
2 3.05 6.71 9.97 13.17
3 4.20 8.02 11.35 14.59

Tableau 1.1 � Zéros de la dérivée première de la fonction de Bessel

Le champ acoustique dans le guide n'est pas forcément axisymétrique, mais c'est
une fonction harmonique de la variable azimutale� avecm l'ordre du mode angulaire,
l'étude peut donc se ramener dans le plan (r ,z) (voir Figure 1.5). Dans toute la
suite de l'étude, on ne considérera que les solutions axisymétriques (m = 0), on
se limitera donc aux fonctions de Bessel d'ordre0, ' (r ) = aJ0(k0n r ). La condition
limite sur l'axe de symétrie au centre du guide (r = 0) est une condition de Neumann
homogène :

@p
@n

= 0 sur  0

car
d'
dr

jr =0 = ak0nJ 0
0(r = 0) =  ak0nJ1(r = 0) = 0
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Figure 1.5 � Guide cylindrique axisymétrique in�ni

6.2 Écriture d'un opérateur DtN pour un guide cylindrique
axisymétrique rigide

Nous explicitons dans cette section la méthode pour écrire une condition limite
transparente basée sur un opérateur Dirichlet-to-Neumann(DtN) dans le cas simple
d'un guide axisymétrique in�ni rigide.

Considérons la propagation acoustique dans un guide cylindrique axisymétrique
in�ni de rayon R contenant un �uide en mouvement uniforme subsonique axisymé-
trique de vitessev0 suivant ez .

A�n de résoudre ce problème par la méthode des éléments �nis,il est nécessaire
de travailler dans un domaine borné. On dé�nit donc deux frontières arti�cielles
(�  et �+ ) sur lesquelles il convient d'imposer des conditions limites transparentes
(voir Figure 1.6).

Dans notre étude, ces conditions aux limites transparentessont basées sur l'écri-
ture d'un opérateur DtN, explicité à partir d'une décomposition modale de la pres-
sion acoustique sur les frontières�  et �+ . Comme on l'a vu précédemment, en ne
considérant que des solutions axisymétriques (ie.m = 0), la propagation est décrite

S+S-

r

0
G0

v0

R

z

G1

r

0
G0

v0
q

R

z

1G

L

W W

Figure 1.6 � Guide cylindrique axisymétrique tronqué

par l'équation de Helmholtz convectée (la pression dépend alors uniquement der et
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de z) :
@2p
@r2

+
1
r

@p
@r

+ (1  M 2)
@2p
@z2

+ 2iMk
@p
@z

+ k2p = 0 (1.39)

L'opérateur DtN est dé�ni sur les frontières� � par la dérivée de la pression :

@p
@n

=  T � (p) (1.40)

Les conditions aux limites sur la paroi rigide 1 et au centre de symétrie du guide
 0 s'écrivent :

@p
@n

= 0 sur  0 [  1 (1.41)

où n désigne la normale extérieure. A l'aide de la méthode de séparation des va-
riables, on choisit des solutions de la forme :

pn (r; z) = ' n (r )ei� n z (1.42)

où � n désigne la constante de propagation suivant l'axez. Pour déterminer les opé-
rateurs DtN sur les frontières�  et �+ , on décompose la pression sur les modes
transverses' (r ) du guide :

8 z > L p (r; z) =
1X

n=0

An ' n (r )ei� n (z L ) (1.43)

où An sont des coe�cients modaux à déterminer. La détermination de ces coe�cients
nécessite une relation d'orthogonalité entre les modes. Pour un guide rigide, il est
connu que le problème aux valeurs propres est auto-adjoint.Les modes propres du
guide sont orthogonaux au sens du produit scalaire usuel surL2(
) :

(' n ; ' m ) =
Z R

0
' n ' m rdr (1.44)

où ' représente le complexe conjugué de' . On sait aussi que les modes forment
une base complète qui justi�e le développement (1.43). Il nereste donc qu'à déter-
miner les modes dans une section droite transversale du guide. Ils sont solutions du
problème aux valeurs propres suivant :

d2'
dr2

+
1
r

d'
dr

+ ( k2  � 2)' = 0 r 2 ]0; R[

@'
@r

= 0 pour r = 0 et r = R

Pour des solutions axisymétriques (m = 0), les modes transverses sont sous la forme :
' n(r ) = anJ0(k0n r ) (n 2 N), où k0n représente les nombres d'ondes transversaux et
les coe�cients an représentent l'amplitude du mode d'ordren.

Pour un souci de clarté, les nombres d'ondes transversauxk0n sont notés dé-
sormais� n . Ils correspondent aux valeurs qui annulent la dérivée de lafonction de
Bessel d'ordre0 en r = R. La fonction de Bessel d'ordre0 véri�e la condition limite
au centre quelle que soit la valeur de� n . On obtient une équation de dispersion
donnée par :

k2 = � 2
n + (1  M 2)� 2

n + 2Mk� n
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Les modes se présentent en deux familles de modes [29] :

p�
n (r; z) = ' �

n (r )ei� �
n z (1.45)

Le signe �+� indique la propagation aval et le signe �-� la propagation amont. On
déduit facilement la distinction entre les modes propagatifs (� �

n 2 R) et les modes
évanescents (� �

n =2 R). On note également que :' +
n (r ) = '  

n (r ) = ' n (r ) et � +
n =

 �  
n .
Comme les modes sont orthogonaux, on peut alors calculer lesamplitudesan des

modes pour qu'ils forment une base orthonormée. On trouve :

' 0(r ) =
p

2=R ; n = 0

' n (r ) =

p
2

J0(� nR)R
J0(� n r ) ; n � 1 (1.46)

Pour déterminer les opérateurs DtN, nous allons calculer d'abord les coe�cients
modauxAn . Pour ce faire, on se sert du produit scalaire mentionné plushaut (1.44).
Sur la frontière �+ (z = L), on a :

p+ (r; z = L) =
+ 1X

n� 0

A+
n ' n (r ) (1.47)

En faisant le produit scalaire dep+ et d'un mode ' m , il vient :

(p+ ; ' m )�+ =
Z R

0

+ 1X

n� 0

A+
n ' n (r ) �' m (r )rdr

=
+ 1X

n� 0

A+
n

Z R

0
' n (r ) �' m (r )rdr (1.48)

Si n = m, puisque les modes sont orthonormés, on a :(' n ; ' n )�+ = 1, alors on en
déduit les coe�cients modauxA+

n :

A+
n = ( p+ ; ' n)�+

L'équation (1.43) devient :

p+ (r; z) =
+ 1X

n� 0

(p+ ; ' n )�+ ' n(r )ei� +
n (z L ) (1.49)

On trouve alors la dérivée de la pression sur�+ :

@p+ (r; L )
@z

=
+ 1X

n� 0

i� +
n (p+ ; ' n)�+ ' n (r ) (1.50)

Finalement l'opérateur DtN se déduit de (1.50) par :

T+ (p) =  
+ 1X

n� 0

i� +
n (p+ ; ' n )�+ ' n(r ) (1.51)

Par un raisonnement identique, on trouve l'opérateur DtN suivant les z décroissants :

T  (p) =
+ 1X

n� 0

i�  
n (p ; ' n )�  ' n(r ) (1.52)
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6.3 Exemple d'application

Pour illustrer l'e�cacité de la condition limite transpare nte, nous présentons le
cas simple de résolution par éléments �nis d'un problème de propagation acoustique
dans un guide cylindrique semi in�ni axisymétrique rectiligne rigide de rayonR = 1
et de longueurL = 5 (� E est situé àz = 0 et �+ à z = 5) comme indiqué sur la
�gure 1.7.

Une condition de Dirichlet du typep = g est imposée sur la frontière� E et une
condition limite transparente est écrite sur la frontière�+ . En considérant un guide
semi in�ni, il est possible de calculer une solution analytique que nous utiliserons
comme solution de référence pour la solution obtenue par éléments �nis.

Le maillage (voir �gure 1.8) est réalisé à l'aide de la bibliothèque d'éléments �nis
MODULEF [77]. Il s'agit d'un maillage non structuré composéde 1230éléments de
type P2 (éléments de Lagrange quadratiques). Toutes nos simulations sont réalisées
avec la bibliothèque numérique MELINA [78].

S+

r

0
G0

v0

R

G1

L

W

z

SE

Figure 1.7 � Guide cylindrique axisymétrique

Figure 1.8 � Maillage du guide axisymétrique
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L'équation de propagation et les conditions aux limites sont données par :

@2p
@r2

+
1
r

@p
@r

+ (1  M 2)
@2p
@z2

+ 2iMk
@p
@z

+ k2p = 0 sur 
 (1.53)

@p
@n

= 0 sur  0 [  1 (1.54)

@p
@n

=  T � (p) sur � + (1.55)

p = g sur � E (1.56)

où g est un mode imposé (g = ' n (r )). A�n de résoudre ce problème par la méthode
des éléments �nis, il convient d'écrire la formulation variationnelle associée. On
multiplie l'équation (1.53) par une fonction test régulière  2 H 1(
) telle que = 0
sur � E et on intégre sur
 :

Z




� @2p
@r2

+
1
r

@p
@r

+ (1  M 2)
@2p
@z2

+ 2iMk
@p
@z

+ k2p
�

 rdrdz = 0 (1.57)

En appliquant le théorème de Green pour les termes d'ordre 2,on trouve :
Z




�
 

@p
@r

@ 
@r

+ (1  M 2)
@p
@r

@ 
@z

+ 2iMk
@p
@z

 + k2p 
�

rdrdz (1.58)

+
Z

 0 [  1 [ �+

@p
@n

 rd � = 0

En appliquant les conditions aux limites (1.54) et (1.55), la formulation variationnelle
est donnée par :

trouver p 2 H 1(
) , telle que8 2 H 1(
) et  = 0 sur � E :
Z




� @p
@r

@ 
@r

+ (1  M 2)
@p
@z

@ 
@z

 2ikM
@p
@z

  k2p 
�

rdrdz (1.59)

+(1  M 2)
Z

�+
T+ (p) rd � = 0

La Figure 1.9 montre la répartition de la pression dans le guide axisymétrique
lorsque le premier mode (' 0(r )) est imposé sur la frontière� E (z = 0) sans écoule-
ment (Figure 1.9-a,-c) ) et avec un écoulement uniformeM = 0:3 (Figure 1.9-b,-d))
pour k = 5. L'opérateur DtN sur �+ est calculé avec les dix premiers modes. Les
solutions obtenues par la méthode des éléments �nis et de l'opérateur DtN (Figure
1.9-a) et Figure 1.9-b)) sont en bon accord avec les solutions analytiques (Figure
1.9-c) et Figure 1.9-d)). L'erreur relative en normeL2(
) entre les deux solutions
est respectivement égale à0:0494 %et 0:0509 %.

Sur la Figure 1.10, on impose maintenant le deuxième mode (' 1(r )) sur la fron-
tière � E du guide axisymétrique pourk = 5. L'opérateur DtN est encore calculé
avec les dix premiers modes. Ici encore les solutions numériques (Figure 1.10-a) et
Figure 1.10-b)) sont identiques aux solutions analytiques(Figure 1.10-c) et Figure
1.10-d)). L'erreur relative est égale à0:0180 %et 0:0179 %respectivement.

Par ailleurs, on remarque que les solutions en présence d'écoulement uniforme
présentent une longueur d'onde supérieure à celles en l'absence d'écoulement. Ce
phénomène est dû à la convection.
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a) Solution avec DtN b)

c) Solution analytique d)

Figure 1.9 � Partie réelle de la pression pourk = 5, avec le premier mode imposé
(' 0(r ) = J0(� 0r ) sur �  ) : (à gauche) Sans écoulementM = 0, (à droite) avec
écoulement uniformeM = 0:3

a) Solution avec DtN b)

c) Solution analytique d)

Figure 1.10 � Partie réelle de la pression pourk = 5, avec le deuxième mode imposé
(' 1(r ) = J0(� 1r ) sur �  ) : (à gauche) Sans écoulementM = 0, (à droite) avec
écoulement uniformeM = 0:3

7 Conclusion

Dans cette première partie de notre étude, nous avons présenté une étude biblio-
graphique sur la propagation acoustique guidée en présenced'un �uide en mouve-
ment. Nous avons notamment mis en évidence certains paramètres pouvant in�uen-
cer la modélisation de ce problème.

Pour des guides droits, le problème de propagation acoustique peut être résolu
par des approches modales. Par contre pour des con�gurations complexes, il faut
avoir recours à des méthodes numériques comme la méthode deséléments �nis, qui
permettront de prendre en compte de façon satisfaisante lesconditions aux limites.

Dans le cas de la propagation des ondes acoustiques dans les guides in�nis,
plusieurs conditions limites transparentes ont été proposées dans la littérature pour
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borner le domaine. Parmi toutes ces méthodes, nous retenonsl'opérateur DtN qui
est une condition limite transparente basée sur une décomposition modale de la
variable perturbée. Toutefois, la plupart des applications de cette condition limite
transparente proposées dans la littérature concernent lesguides rigides ou des guides
2D traités avec des matériaux absorbants à réaction localisée caractérisée par une
impédance locale.

Il nous parait donc intéressant de généraliser cette méthode pour des con�gu-
rations axisymétriques en présence d'écoulement et d'examiner le cas des guides
traités avec des matériaux absorbants à réaction non localisée caractérisée par un
�uide équivalent.
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Chapitre 2

Guides in�nis axisymétriques traités
par un matériau absorbant à
réaction localisée sans écoulement

1 Introduction

Le but de ce chapitre est d'écrire une condition limite transparente de type
opérateur DtN dans un guide cylindrique in�ni traité avec unmatériau absorbant
à réaction localisée d'impédanceZ 2 C en l'absence d'écoulement. Il constitue
donc une suite de la méthode développée dans le chapitre 1 pour le cas du guide
cylindrique rectiligne rigide.

Comme nous l'avons vu, une partie importante de la méthode repose sur une
recherche des modes et un calcul des coe�cients modaux. Pourun guide rectiligne
rigide, il est facile d'expliciter l'opérateur DtN puisqueles modes transverses sont
orthogonaux au sens du produit scalaire usuel.

Une précédente étude réalisée par Poernomo Sari [28] pour des problèmes plans
avait permis d'écrire un opérateur DtN pour des guides traités. Cette étude montre
que le problème aux valeurs propres n'est plus auto-adjointpour un guide traité avec
un matériau absorbant d'impédanceZ même en l'absence d'écoulement. L'opéra-
teur DtN est néanmoins établi en exploitant la relation de biorthogonalité qui existe
entre les modes [79]. Dans ce chapitre, nous généralisons les travaux de Poernomo
Sari pour expliciter l'opérateur DtN pour des problèmes axisymétriques.

On commence le chapitre par l'écriture de l'équation de propagation et les condi-
tions aux limites adéquates du problème étudié. On décrit ensuite les étapes essen-
tielles conduisant à l'écrire de l'opérateur DtN pour le guide traité et on termine le
chapitre par des résultats de simulations numériques.

31
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2 Dé�nition du problème

On considère un guide cylindrique rectiligne axisymétrique in�ni de rayon R et
d'axe z. Sa paroi Z (r = R) est recouverte d'un matériau absorbant caractérisé par
une impédanceZ (Z 2 C). Comme dans le chapitre 1, la géométrie étant supposée
à symétrie de révolution, on se ramène à un problème 2D dans leplan (r ,z) (voir
Figure 2.1).

Gz

r

0
G0

q

R

W

z

Figure 2.1 � Guide cylindrique axisymétrique à paroi absorbante en l'absence d'écou-
lement - représentation 2D dans le plan (r ,z)

En l'absence d'écoulement et en ne considérant que les solutions axisymétriques
(ie. m = 0, cf. Chapitre 1) la propagation des ondes acoustiques harmoniques (ie.
e i!t ) est régie par l'équation de Helmholtz homogène suivante :

� p + k2p = 0 dans 
 (2.1)

où � désigne le Laplacien en coordonnées cylindriques axisymétriques :

� =
1
r

@
@r

+
@2

@r2
+

@2

@z2

La condition limite sur l'axe de symétrie du guide est donnéepar [80] :

@p
@n

= 0 sur  0 (2.2)

Quant à la condition limite à la paroi  Z , elle s'exprime en fonction de l'impédance
Z 2 C de l'absorbant :

@p
@n

= ik
p
Z

sur  Z (2.3)

3 Problème aux valeurs propres

On s'intéresse ici à la recherche des modes acoustiques dansla section transversale
du guide. On cherche une solution axisymétrique de l'équation (2.1) à l'aide de la
méthode de séparation des variables :

p(r; z) = ' (r )ei�z (2.4)
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où le mode transverse' (r ) est solution de :

d2'
dr2

+
1
r

d'
dr

+ ( k2  � 2)' = 0 r 2]0; R[ (2.5)

d'
dr

=
ik'
Z

r = R (2.6)

d'
dr

= 0 r = 0 (2.7)

L'équation (2.5) est une équation de Bessel dont la solutionest une fonction de
Bessel d'ordre0 (' (r ) = aJ0(�r ), m = 0) et � désigne la constante de propagation.

Le nombre d'onde transversal� ne correspond plus aux zéros de la dérivée des
fonctions de Bessel d'ordre 0 (J 0

0) comme dans le cas du guide rigide. En e�et, la
condition limite (2.6) à la paroi (r = R) du guide conduit à :

 �J 0
0(�R ) =

ikJ 0(�R )
Z

(2.8)

Le calcul des nombres d'ondes transversaux� n n'est plus trivial, ils sont solutions
de l'équation transcendante suivante qui dépend de l'impédanceZ :

 � n
J1(� nR)
J0(� nR)

=
ik
Z

(2.9)

Remarque : Bien que l'impédanceZ des matériaux soit une fonction de la fré-
quence dans les problèmes physiques, nous la considérons constante dans la suite de
ce travail.

Dans cette étude, on détermine� n numériquement par la méthode de Newton-
Raphson. Cependant, la méthode de Newton-Raphson nécessite des valeurs initiales
de � n que l'on calcule par la méthode des éléments �nis appliquée dans la section
droite du guide. Les constantes de propagation� n sont déterminées à l'aide de
l'équation de dispersion déduite de (2.5) (cf. chapitre 1, page 21) :

� 2
n = k2  � 2

n (2.10)

La Figure 2.2 montre les courbes des constantes de propagation � n dans le plan
complexe en l'absence d'écoulement pourk = 5 respectivement pour un guide rigide
et un guide à paroi absorbante d'impédanceZ = 1:5(1  i ).

On rappelle que deux situations existent pour le guide rigide :

� Si k2 > � 2
n , la constante de propagation� n est réelle (voir Figure 2.2-a) :

� �
n = �

p
k2  � 2

n (2.11)

le mode d'ordren est dit propagatif dans la direction desz croissants :� n = � +
n (res-

pectivement décroissants :� n = �  
n ). Il existe notamment un nombre �ni de modes

propagatifs. On rappelle que les valeurs propres� n sont les zéros de la dérivée de la
fonction de BesselJ0 (voir Tableau 2.1). Par ailleurs, le mode plan tel que :� 1 = k
est toujours propagatif.
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� Si k2 < � 2
n , alors la constante de propagation est imaginaire pure

(voir Figure 2.2-a) :
� �

n = � i
p

� 2
n  k2 (2.12)

Le mode d'ordren pour � n = � +
n (respectivement pour� n = �  

n ) est dit évanescent
dans la direction desz croissants (respectivement décroissants). Il existe une in�nité
de modes évanescents. Dans le cas oùk = � n , on dé�nit la fréquence de coupure du
mode d'ordren (n > 1) par :

f cn =
� nc0

2�
(2.13)

Pour le guide traité les valeurs propres� n sont complexes (Tableau 2.1), tous les
modes sont atténués. On constate toutefois que pour un nombre d'ondek �xé (ici
k = 5) et au délà d'un ordre n donné (ici n = 2), la partie imaginaire de � n

devient grande devant sa partie réelle, le mode est alors fortement atténué ce qui
correspond à un phénomène de pseudo-coupure (Figure 2.2). Les modes propagatifs
et les modes évanescents présentent respectivement une faible partie imaginaire et
une faible partie réelle contrairement au cas du guide rigide où� n est soit réelle pure
soit imaginaire pure.

n Guide rigide Guide traité
� n � +

n � n � +
n

1 0.0000 - 0.0000i 5.0000 + 0.0000i 1.7147 - 0.3899i 4.7150 + 0.1418i
2 3.8317 - 0.0000i 3.2122 + 0.0000i 4.2840 - 0.3397i 2.6574 + 0.5476i
3 7.0155 - 0.0000i 0.0000 + 4.9212i 7.2598 - 0.2205i 0.3039 + 5.2677i
4 10.1734 - 0.0000i 0.0000 + 8.8599i 10.3398 - 0.1582i 0.1807 + 9.0509i
5 13.3236 - 0.0000i 0.0000 + 12.3499i 13.4499 - 0.1226i 0.1320 + 12.4861i
6 16.4706 - 0.0000i 0.0000 + 15.6933i 16.5724 - 0.0998i 0.1047 + 15.8002i
7 19.6158 - 0.0000i 0.0000 + 18.9679i 19.7012 - 0.0841i 0.0870 + 19.0561i
8 22.7600 - 0.0000i 0.0000 + 22.2040i 22.8335 - 0.0727i 0.0745 + 22.2794i
9 25.9036 - 0.0000i 0.0000 + 25.4165i 25.9681 - 0.0640i 0.0652 + 25.4822i
10 29.0468 - 0.0000i 0.0000 + 28.6132i 29.1043 - 0.0571i 0.0580 + 28.6716i

Tableau 2.1 � Constantes de propagation pour un guide rigideet un guide traité :
k = 5, Z = 1:5(1  i )
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a) Guide rigide b) Guide traité, Z = 1:5(1  i )

Figure 2.2 � Constantes de propagation� n pour k = 5 en l'absence d'écoulement :
o modes propagatifs suivant lesz croissants ; x modes propagatifs suivant lesz
décroissants

En�n, il faut noter que pour le guide rigide et le guide traitéen l'absence d'écou-
lement, les modes propres sont identiques dans les deux sensde propagation, alors
que comme le montre la Figure 2.2, les constantes de propagation sont opposées :

� +
n = �  

n = � n (2.14)

� + =  �  
n

3.1 Comportement asymptotique des modes

Dans le cas 2D rectangulaire, on observe que les modes d'un guide dont la paroi
est traitée par un absorbant, se comportent asymptotiquement comme ceux d'un
guide rigide [81]. On observe le même phénomène pour un guideaxisymétrique. En
e�et, on sait que pour un guide axisymétrique à paroi rigide,la vitesse normale est
nulle à la paroi :

v:n = 0 (2.15)

ce qui se traduit par une dérivée normale de la pression nulleà la paroi (@p=@n= 0)
que l'on véri�e facilement en observant l'allure des modes transverses sur la Figure
2.3-a, y compris les modes d'ordre élevé dont on visualise l'allure près de la paroi
sur la Figure 2.4-a.

Pour un guide axisymétrique traité, la condition limite estdonnée dans l'équation
(2.3) :

@p
@n

=
ik
Z

p (2.16)

qui dépend de l'impédanceZ . La vitesse normale et la dérivée normale de la pression
ne sont plus nulles à la paroi du guide, ce que l'on véri�e aisément sur la Figure
2.3-b. Néanmoins, quand on observe l'allure des modes d'ordre élevé près de la paroi
absorbante (Figure 2.4-b), on constate que la dérivée normale de la pression redevient
nulle, ce qui signi�e que les modes se comportent asymptotiquement comme ceux
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du guide rigide. On montre facilement ce résultat à partir del'équation (2.9). En
e�et, comme

lim
n! + 1

j� n j = + 1 (2.17)

on déduit que :

lim
n! + 1

J1(� nR)
J0(� nR)

= 0 (2.18)

et commeJ1(� nR) =  J 0
0(� nR), cela implique que pour les modes d'ordre élevé, les

� n correspondent aux zéros de la dérivée de la fonction de Bessel J0.
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Figure 2.3 � Partie réelle de la pression dans un guide cylindrique pour k = 5
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Figure 2.4 � Zoom du 100ème mode pourk = 5
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3.2 Vitesse de phase et atténuation des modes

A�n de bien comprendre l'e�et de l'absorbant sur les modes, nous étudions main-
tenant la vitesse de phase et l'atténuation acoustique de l'onde. La vitesse de phase
d'une onde est la vitesse à laquelle la phase de l'onde se propage, elle est aussi ap-
pelée la célérité [29, 82]. Pour un mode d'ordren, elle est dé�nie suivant l'axeOz
par :

c� n =
!
� n

=
!

p
k2  � 2

n

(2.19)

On a donc pour un guide rigide et pour le mode plan tel que� 1 = 0 :

c� 0 =
!
� 0

=
!
k

= c0

La célérité du sonc0 représente la vitesse de phase de l'onde plane dans un milieu
homogène.

Pour un guide rigide, la vitesse de phasec� n est toujours supérieure àc0, mais
tend vers c0 lorsque! tend vers l'in�ni (voir Figure 2.5-a). Elle est in�nie pour !
égale à la pulsation de coupure! c = 2�f c (2.13). Cela s'explique par le fait que pour
un guide rigide, la constante de propagation� n est purement réelle pour les modes
propagatifs et purement imaginaire pour les modes évanescents.

Par contre, dans le cas d'un guide à paroi traitée, la constante de propagation
� n est toujours complexe et présente pour les modes propagatifs, une faible partie
imaginaire et pour les modes évanescents, une faible partieréelle (voir Figure 2.2).
Cela se traduit sur la courbe de la vitesse de phase par un phénomène de pseudo-
coupure (voir Figure 2.5-b). Les vitesses de phase ne tendent plus vers l'in�ni, les
courbes dec� n présentent des maxima.

Par ailleurs, pour un mode donné, la partie imaginaire de la constante de pro-
pagation est proportionnelle à l'atténuation du mode. Ainsi, plus le matériau est
absorbant, plus l'atténuation des modes propagatifs est élevée.

La Figure 2.6 présente la partie imaginaire de la constante de propagation� n

en fonction de! pour un guide rigide et un guide traité avecZ = 1:5(1  i ). On
constate que les constantes de propagation des deux guides présentent des parties
imaginaires presque identiques, surtout pour les modes d'ordre élevé. La di�érence
des deux courbes se situe au niveau des premiers modes. En e�et, pour le guide
rigide on remarque sur la Figure 2.7-a que la partie imaginaire est nulle à partir de
la fréquence de coupure alors que pour le guide traité, puisque tous les modes sont
atténués, il existe une partie imaginaire faible mais qui tend vers 0 lorsque! tend
vers l'in�ni comme l'indique la Figure 2.7-b.
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Figure 2.5 � Vitesse de phasec� n en fonction de la pulsation! en l'absence d'écou-
lement
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Figure 2.6 � Atténuation des modes (partie imaginaire de� n ) en fonction de la
pulsation ! en l'absence d'écoulement

4 Relation d'orthogonalité des modes du guide

Pour écrire une condition limite transparente basée sur un opérateur DtN, il est
nécessaire de calculer les coe�cients modaux qui apparaissent dans la décomposition
modale de la pression acoustique. Pour ce faire, comme nous l'avons présenté dans le
chapitre 1, on utilise une relation d'orthogonalité. Cette relation est classique dans le
cas d'un guide rigide puisque le problème aux valeurs propres est auto-adjoint. Avec
absorbant, une situation di�érente se présente du fait que la condition à la paroi
traitée fait intervenir l'impédance du matériau absorbant. Il est donc nécessaire
d'examiner la relation qui existe entre les modes.

Considérons un mode d'ordren, pn (r; z) = An ' n(r )ei� n z, où ' n (r ) est le mode
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Figure 2.7 � Zoom sur la partie inférieure de la courbe des parties imaginaires de� n

transverse du guide, solution de l'équation aux valeurs propres suivante (2.5) :

d2' n

dr2
+

1
r

d' n

dr
+ ( k2  � 2

n )' n = 0 r 2]0; R[ (2.20)

d' n

dr
=

ik' n

Z
r = R (2.21)

d' n

dr
= 0 r = 0 (2.22)

En multipliant la première équation de (2.20) par�' m (où �' m est le conjugué de' m )
et en intégrant entre0 et R, on a :

Z R

0

� d2' n

dr2
+

1
r

d' n

dr
+ ( k2  � 2

n )' n

�
�' m rdr = 0 (2.23)

En intégrant par parties et en prenant en compte les conditions aux limites on
trouve :

Z R

0

d' n

dr
d �' m

dr
rdr  (k2  � 2

n )
Z R

0
' n �' m rdr  

ikR' n (R)
Z

�' m (R) = 0 (2.24)

En échangeant les rôles dem et n et en conjuguant, on trouve cette fois :
Z R

0

d�' m

dr
d' n

dr
rdr  (k2  �� 2

m )
Z R

0
�' m ' nrdr +

ikR �' m (R)
�Z

' n (R) = 0 (2.25)

En soustrayant (2.25) et (2.24), on obtient la relation suivante :

ikR (
1
�Z

+
1
Z

)' n (R) �' m (R)  (� 2
n  �� 2

m )
Z R

0
�' m ' n rdr = 0 (2.26)

D'après (2.26), le problème aux valeurs propres n'est plus auto-adjoint [79], donc
les modes ne sont plus orthogonaux au sens du produit scalaire usuel. On remarque
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cependant que si on échange les rôles dem et n et sans conjuguer, l'équation (2.26)
devient :

(� 2
n  � 2

m )
Z R

0
' m ' n rdr = 0 (2.27)

On dé�nit donc une nouvelle relation d'orthogonalité entreles modes basée sur la
relation (2.27) :

(' n ; ' m )�
� =

Z

�
' n ' m rdr = 0 pour m 6= n (2.28)

Cette relation est aussi appelée relation de biorthogonalité pour les problèmes non
auto-adjoints [79].

Remarque : Si Z est très grande ou imaginaire pure, on se ramène au cas du
guide rigide :

(� 2
n  �� 2

m )
Z R

0
�' m ' n rdr = 0 (2.29)

5 Normalisation des modes

On rappelle que pour construire l'opérateur DtN pour le guide traité, il faut
normaliser les modes transverses' n (r ). Pour un mode transverse d'ordren, ' n (r ) =
anJ0(� n r ), on calcule sa norme d'après la relation d'orthogonalité (2.28). D'après
Abramowitz et Stegun [83], on trouve :

(' n ; ' n)�
� =

Z R

0
' n ' n rdr = 1 = a2

n
R2

2
[J 2

0 (� nR) + J 2
1 (� nR)] (2.30)

Les coe�cients de normalisationan sont donc donnés par :

an =
1
R

s
2

J 2
0 (� nR) + J 2

1 (� nR)
(2.31)

Cette normalisation n'est possible que si :

J 2
0 (� nR) + J 2

1 (� nR) 6= 0 (2.32)

Les valeurs discrètes� c
n racines de l'équation (2.32) sont associées à des valeurs

critiques de l'impédanceZ c
n qui avaient déjà été discutées dans le cas 2D [23, 28].

Comme dans le cas cartésien, on note que la fonction

S(� n ) = � n
J1(� nR)
J0(� nR)

+
ik
Z

dont les racines sont solutions de (2.9) a pour dérivée :

S0(� n ) =
� nR

J 2
0 (� nR)

h
J 2

0 (� nR) + J 2
1 (� nR)

i

Cela implique queS(� c
n ) = S0(� c

n ) = 0 . Les valeurs propres critiques� c
n sont donc

des racines doubles [84] de l'équation (2.9) et l'équation (2.32).
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Pour déterminer les impédances critiques pour un nombre d'onde k donné, on
calcule d'abord les racines de (2.32) et on déduitZ c

n à l'aide de l'équation transcen-
dente (2.9).

La recherche des impédances critiques est ici plus compliquée que dans le cas
d'un guide 2D ordinaire, car les modes s'expriment par des fonctions de Bessel. Les
fonctions de BesselJ0 et J1 étant continues surR, posons :� nR = x + iy .

Il faut donc résoudre

hc(x; y) = J 2
0 (x + iy ) + J 2

1 (x + iy ) = 0 (2.33)

On sait que les fonctionsJ0 et J1 sont respectivement paire et impaire, mais leurs
carrés sont paires. Cela implique que la somme des carrés deJ0 et J1 est aussi paire.

Donc, si le couple(x; y) est solution de (2.33), alors les couples( x; y), (x;  y)
et ( x;  y) sont aussi solutions de (2.33). On peut donc se limiter àx � 0 et y � 0.

Pour déterminer les zéros de l'équation (2.33), on choisitx et y de telle sorte que
la fonction hc soit proche de0. Ces valeurs dex et de y sont ensuite ra�nées par
la méthode de Newton-Raphson pour trouver les valeurs exactes pour lesquelles la
fonction hc s'annulle.

Les impédances critiquesZ c
n sont ensuite calculées à l'aide de la relation trans-

cendante ( 2.9) :

Z c
n =  ik

J0(� c
nR)

� c
nJ1(� c

nR)
(2.34)

Le tableau ci-dessous (Tableau 2.2) indique les parties réelles et imaginaires de� c
n

et des impédances critiques calculées pour un nombre d'ondek = 5 et pour les
intervalles suivants dex et de y choisis pour que la fonctionhc soit proche de0 :
x 2 [0; 25] et y 2 [0; 5]. Pour ces intervalles dex et de y, on obtient sept impédances
critiques décroissantes (voir Figure 2.8).

n Re(� c
n ) Im (� c

n ) Re(Z c
n) Im (Z c

n )
1 2.980382 1.279603 -1.416523 0.608173
2 6.175153 1.618717 -0.757636 0.198602
3 9.341961 1.818873 -0.515672 0.100401
4 12.498507 1.961460 -0.390432 0.061273
5 15.650104 2.072310 -0.313981 0.041576
6 18.798912 2.163011 -0.262498 0.030203
7 21.945980 2.239772 -0.225484 0.023012

Tableau 2.2 � Valeurs propres critiques� c
n et impédances critiquesZ c

n pour k = 5
et R = 1

Ces valeurs de l'impédance rendent impossible la normalisation des modes trans-
verses' n , nous choisironsZ de telle sorte à pouvoir calculer les coe�cientsan et
par la suite pouvoir déterminer les opérateurs DtN.
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Figure 2.8 � Impédances critiquesZ c
n pour k = 5

6 Détermination de la condition limite transparente

On cherche à écrire une condition limite transparente baséesur un opérateur
DtN. Considérons maintenant le guide in�ni représenté sur la Figure 2.9-a tel que

 1 = f 1 < z < + 1 ; 0 < r < R g dans lequel est placée une sourcef 2 L(
 1 )
à support compact. Pour permettre la discrétisation par la méthode des éléments
�nis, le domaine est tronqué par des frontières arti�cielles �  et � + représentées sur
la Figure 2.9-b. On dé�nit les conditions aux limites sur cesfrontières par :

@p
@n

=  T �
Z (p) (2.35)

où T �
Z (p) désignent les opérateurs DtN sur� � . La détermination de la condition

r

0
z

r

0

zSource Source

R R

 0

 Z


 1

�  �+

 0




 Z

a) b)

Figure 2.9 � Guide cylindrique axisymétrique traité : a) Guide in�ni et b) guide
tronqué

limite transparente se fait comme dans le cas d'un guide rigide. L'opérateur DtN
étant basé sur une décomposition modale (car les modes forment toujours une base
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complète [79] comme dans le cas rigide) de la pression acoustique sur les frontières
� � qui tronquent le domaine physique, la relation de biorthogonalité (2.28) qui a
permis de normaliser les modes du guide permettra égalementde déterminer les
coe�cients modaux issus de cette décomposition. En aval de la frontière �+ , on a :

8 z � L; p+ (r; z) =
+ 1X

n=0

A+
n ' n (r )ei� +

n (z L ) (2.36)

En particulier en z = L, on a :

p(r; z = L) =
+ 1X

n=0

A+
n ' n(r ) ; 0 � r � R (2.37)

En formant le produit de p et d'un mode transverse' n (r ) et en utilisant la relation
de biorthogonalité (2.28), on obtient les expressions des coe�cients modaux A+

n :

A+
n = ( p; ' n)�

� (2.38)

En remplaçant A+
n dans (2.36) et en dérivant par rapport àz, il vient :

@p
@z

(r; z = L) =  T+
Z (p) =

+ 1X

n=0

i� +
n (p; ' n)�

� ' n(r ) (2.39)

D'où, on déduit l'opérateur DtN sur �+ :

T+
Z (p) =  

+ 1X

n=0

i� +
n (p; ' n)�

� ' n (r ) (2.40)

Par un raisonnement similaire, on trouve sur�  :

T  
Z (p) =

+ 1X

n=0

i�  
n (p; ' n)�

� ' n (r ) (2.41)

7 Tests numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats obtenus par la méthode des
éléments �nis de problèmes de propagation acoustique dans un guide cylindrique
axisymétrique traité par un matériau absorbant d'impédance localeZ .

7.1 Exemple 1 : Guide axisymétrique rectiligne

Comme premier exemple on considère le cas simple d'un guide cylindrique axi-
symétrique rectiligne semi in�ni traité par un matériau absorbant d'impédance
Z = 1:5(1  i ). En appliquant un mode ' n (r ) sur la frontière �  et une condi-
tion limite transparente sur la frontière �+ , il est facile de comparer la solution
numérique à la solution analytique :

pn (r; z) = ' n (r )ei� n z (2.42)
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Figure 2.10 � Guide cylindrique axisymétrique in�ni tronqué en présence d'un ab-
sorbant

Le guide tronqué présente les dimensions suivantes :R = 1 et L = 5 (voir Figure
2.10). L'équation de propagation et les conditions aux limites sont données par :

� p + k2p = 0 
 (2.43)
@p
@n

=
ik
Z

p  Z (2.44)

@p
@n

= 0  0 (2.45)

p = g �  (2.46)
@p
@n

=  T+
Z (p) �+ (2.47)

où g désigne un mode' n (r ) imposé.
Pour écrire la formulation variationnelle associée au problème (2.43), considérons

 2 H 1(
) une fonction test régulière telle que = 0 sur �  . En multipliant cette
équation par  et en intégrant sur le domaine
 , on a :

Z




�
� p + k2p

�
 rdrdz =

Z



f  rdrdz (2.48)

Soit :
Z




�
� p r + k2p r

�
drdz =

Z



f  rdrdz (2.49)

En appliquant le théorème de Green, l'intégrale précédentedevient :
Z




�
 r p:r  r + k2p r

�
drdz +

Z

 0 [  Z

@p
@n

 rd  +
Z

� +

@p
@n

 r d � = 0 (2.50)

où @p=@n= r p:n.
En introduisant les conditions aux limites (2.44), (2.45) et les conditions limites

sur la frontière �ctive �+ (2.47), la formulation variationnelle est donnée par :
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trouver p 2 H 1(
) tel que 8 2 H 1(
) et  = 0 sur �  , on a :

Z




� @p
@r

@ 
@r

+
@p
@z

@ 
@z

 k2p 
�

rdrdz +
Z

�+
T+

Z (p) rd � +
ik
Z

Z

 Z

p rd  = 0 (2.51)

Le maillage est réalisé à l'aide de la bibliothèque d'éléments �nis MODULEF [77].
Il s'agit d'un maillage non structuré composé de4916éléments de type P2 (éléments
de Lagrange quadratiques). Les simulations numériques sont réalisées avec la biblio-
thèque MÉLINA [78].

Les Figures (2.11) et (2.12) montrent la répartition de la pression dans le guide
axisymétrique lorsque le premier et le deuxième mode transverse sont imposés res-
pectivement sur la frontière�  . L'opérateur DtN sur la frontière �+ est calculé
avec20 modes. On constate que les solutions obtenues par la méthodedes éléments
�nis et l'opérateur DtN sont très proches des solutions analytiques (voir équation
2.42). Pour les deux cas, l'erreur relative en normeL2(
) entre les solutions numé-

Figure 2.11 � Partie réelle de la pression pourk = 5, Z = 1:5  1:5i , premier mode
(' 1(r ) = J0(� 1r )) imposé sur�  : (à gauche) solution avec éléments �nis et DtN,
(à droite) solution analytique

Figure 2.12 � Partie réelle de la pression pourk = 5, Z = 1:5 1:5i , deuxième mode
(' 2(r ) = J0(� 2r )) imposé sur�  : (à gauche) solution avec éléments �nis et DtN,
(à droite) solution analytique

riques et analytiques est respectivement égale à0:2615 %et 0:1965 %. Cela montre
que l'opérateur DtN constitue une très bonne condition de non re�exion de l'onde
pour un guide in�ni tronqué. Pour un guide traité, puisque tous les modes sont at-
ténués, si la frontière �ctive �+ sur laquelle est écrit l'opérateur DtN se situe à une
distanceL su�samment grande par rapport à �  , il n'est pas nécessaire d'utiliser
une condition limite transparente, l'onde étant complètement atténuée. Par contre,
si L est très petite, alors les modes ne sont pas complètement atténués, il est donc
indispensable d'utiliser une condition limite transparente pour éviter une re�exion
de l'onde.
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7.2 Exemple 2 : Guide axisymétrique non uniforme

On présente maintenant, le rayonnement d'une source acoustique sphérique pla-
cée au centre d'un guide cylindrique axisymétrique in�ni tronqué par les frontières
�  et �+ sur lesquelles sont écrites des conditions limites transparentes. C'est un
exemple de problème que l'on rencontre dans les systèmes industriels qui en général
présentent des géométries complexes.

7.2.1 Équation de propagation et formulation variationnel le

Considérons une portionl d'un guide non uniforme recouvert d'un matériau
d'impédanceZ inséré entre deux tronçons in�nis de section constante tronquées par
les frontières�  et �+ (voir Figure 2.13). Si l'on s'intéresse au rayonnement d'une
sourcef à support compact, l'équation de propagation et les conditions aux limites
sont données par :

� p + k2p = f 
 (2.52)
@p
@n

=
ik
Z

p  Z (2.53)

@p
@n

= 0  0 (2.54)

@p
@n

=  T �
Z (p) � � (2.55)

S+

G0

S

Gz

r

zSource

W
 

l

Figure 2.13 � Géométrie du problème

En s'inspirant de l'exemple précédent, la formulation variationnelle associée au
problème de rayonnement de la sourcef est donnée par :

trouver p 2 H 1(
) tel que 8 2 H 1(
) , on a :
Z




� @p
@r

@ 
@r

+
@p
@z

@ 
@z

 k2p 
�

r drdz +
Z

�+
T+

Z (p) r d � (2.56)

 
Z

�  
T  

Z (p) r d � +
ik
Z

Z

 Z

p r d  =  
Z



f  rdrdz

Ne disposant pas de solutions analytiques, les solutions numériques calculées par
la méthode des éléments �nis et de l'opérateur DtN seront comparées à des solutions
provenant de l'utilisation de couches PML.
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7.2.2 Propagation acoustique dans les couches PML

On considère le guide présenté sur la Figure 2.13 dans lequelrayonne la sourcef .
On place maintenant de part et d'autre des frontières �ctives �  et �+ des couches
PML d'épaisseure = 1 comme indiqué sur la Figure 2.14.

On rappelle que les couches PML sont utilisées dans cette étude uniquement
pour comparer les résultats trouvés avec les opérateurs DtN.

r

Source
z


+ � + L�+�  L �  
  



 Z   Z +

 Z

 0 

Figure 2.14 � Guide axisymétrique in�ni non uniforme tronqué

Dans les domaines PML (domaines
 � ), l'équation de propagation s'écrit à
partir de l'équation de propagation dans le domaine physique 
 en remplaçant les
dérivées par rapport àz, @=@zpar �@=@zoù � est un nombre complexe. Les conditons
aux limites sur les parois absorbantes Z � et sur l'axe du guide 0� sont les mêmes
que celles sur Z et  0 respectivement. En outre, comme l'onde est atténuée dans
les couches PML, on considère les frontières� � L rigides.

Dans les couches PML, l'équation de propagation et les conditions aux limites
s'écrivent :

1
�

@2p
@r2

+
1
�r

@p
@r

+ �
@2p
@z2

+
k2

�
p = 0 sur 
 � (2.57)

@p
@n

=
ik
Z

p sur  Z  [  Z + (2.58)

@p
@n

= 0 sur  0 [  0+ (2.59)

@p
@n

= 0 sur �  L [ � + L (2.60)

Par ailleurs, la continuité de la pression et de la vitesse normale doit être assurée à
l'interface du domaine physique
 et des domaines PML :

p(r; 0 ) = p(r; 0+) sur �  (2.61)

p(r; L  ) = p(r; L +) sur � + (2.62)

�
@p
@z

(r; 0 ) =
@p
@z

(r; 0+) sur �  (2.63)

�
@p
@z

(r; L  ) =
@p
@z

(r; L +) sur �+ (2.64)
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La formulation variationnelle en présence des couches PML est la somme de la
formulation variationnelle du domaine physique
 et de celles des domaines PML

 � . La formulation variationnelle du domaine physique
 est celle donnée par :

trouver p 2 H 1(
) tel que 8 2 H 1(
) , on a :
Z




� @p
@r

@ 
@r

+
@p
@z

@ 
@z

 k2p 
�

r drdz  
Z

�+

@p
@z

 r d � (2.65)

+
Z

�  

@p
@z

 r d � +
ik
Z

Z

 Z

p r d  =  
Z



f  rdrdz

La formulation variationnelle dans les domaines PML est établie en procédant
de la même manière que dans le domaine physique. On multipliel'équation (2.57)
par  et on intégre sur
 � . On intègre par parties les termes d'ordre 2 et on prend
en compte les conditions limites. La formulation variationnelle est donnée par :

trouver p 2 H 1(
) , telle que8 2 H 1(
) :
Z
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� 1
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@p
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@r

+ �
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@z
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k2

�
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�
r drdz  

ik
Z

Z

 Z �

1
�

p r d  (2.66)

 �
Z

�  

@p
@z

 r d � + �
Z

�+

@p
@z

 r d � = 0

La formulation variationnelle globale est la somme des deuxformulations variation-
nelles (2.65) et (2.66). En tenant compte des conditions de continuité aux interfaces
(2.61), (2.62), (2.63) et (2.64), la formulation variationnelle globale s'écrit :

trouver p 2 H 1(
) , telle que8 2 H 1(
) :

Z
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rdrdz +
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Z
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1
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f  r drdz (2.67)

Pour les simulations numériques, le domaine d'étude formé des domaines PML
et du domaine physique est maillé avec2984éléments P2 (éléments triangulaires de
Lagrange d'ordre 2).

Les Figures (2.15) et (2.16) montrent la répartition de la pression numérique dans
le guide non uniforme traité pour des nombres d'ondek = 5 et k = 9 respectivement.
Pour les solutions par la méthodes des éléments �nis et de l'opérateur DtN (Figures
2.15-a et 2.16-a), l'opérateur DtN est calculé avec les20 premiers modes.

Les solutions avec l'opérateur DtN sont en bon accord avec celles provenant de
l'utilisation des couches PML. L'erreur relative en normeL(
) entre les solutions
est respectivement égale à0:001046et 0:000197. On remarque que l'onde rayonnée
est atténuée près de la paroi Z . On remarque également une répartition symétrique
de la pression par rapport à la source.
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a) Solution avec DtN

b) Solution avec PML

Figure 2.15 � Partie réelle de la pression pourk = 5, Z = 1:5  1:5i : a) solution
avec DtN, b) Solution avec les couches PML,� = 0:48(1 i )

a) Solution avec DtN

b) Solution avec PML

Figure 2.16 � Partie réelle de la pression pourk = 9, Z = 1:5  1:5i : a) solution
avec DtN, b) Solution avec les couches PML,� = 0:64(1 i )
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8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle méthode pour la modélisation
d'une condition limite transparente dans les problèmes de propagation acoustique
dans des guides cylindriques axisymétriques in�nis à paroirecouverte d'un matériau
absorbant à réaction localisée.

La détermination numérique des modes dans un guide cylindrique axisymétrique
avec une paroi absorbante en l'absence d'écoulement nous a permis d'écrire de nou-
velles conditions limites transparentes basées sur les opérateurs DtN. Ces opérateurs
sont faciles à expliciter pour un guide à paroi rigide, mais deviennent complexes pour
des guides traités. Dans le cas d'un guide traité sans écoulement, les modes ne sont
plus orthogonaux au sens du produit scalaire usuel mais, il existe une relation de
biorthogonalité qui permet d'expliciter les opérateurs DtN.

Dans le prochain chapitre, la méthode exposée ici sera appliquée aux guides
axisymétriques traités par un matériau absorbant d'impédance Z en présence d'un
écoulement uniforme.



Chapitre 3

Guides in�nis axisymétriques traités
avec écoulement uniforme

1 Introduction

Dans de nombreuses applications industrielles (gaines de ventilation, silencieux
d'échappement, turboréacteurs d'avion etc.), le �uide ne peut pas être considéré
au repos. On sait alors que l'écoulement est un paramètre quijoue un rôle impor-
tant sur la propagation des ondes acoustiques dans les guides en raison des e�ets
de convection et de réfraction qu'il induit. Les e�ets d'un traitement acoustique
peuvent également être modi�és par la présence d'un �uide enmouvement.

Dans ce chapitre, notre objectif est d'écrire une conditionlimite transparente
basée sur un opérateur DtN pour les guides traités en présence d'un écoulement
uniforme. On s'intéresse à un guide cylindrique in�ni traité qui constitue la géné-
ralisation des travaux de Poernomo Sari [28]. L'étude concerne d'abord les guides
rectilignes de façon à considérer l'écoulement uniforme etutiliser le modèle de l'équa-
tion de Helmholtz convectée pour décrire la propagation desondes acoustiques.

À la �n du chapitre, nous verrons que le cas des guides non rectilignes peut
également être examiné en considérant un écoulement irrotationnel et le formalisme
du potentiel des vitesses acoustiques.

2 Problème étudié

On s'intéresse ici au rayonnement d'une sourcef 2 L2(
 1 ) à support compact
placée dans un guide cylindrique in�ni de rayonR : 
 1 = f 1 < z < + 1 ; 0 <
r < R g (voir Figure 3.1-a). Le guide est recouvert d'un matériau absorbant d'im-
pédanceZ en r = R et le �uide est animé d'un mouvement uniforme de vitessev0

suivant ez . En raison de la symétrie cylindrique du problème, la sourcereprésentée
par un demi disque est placée sur l'axe du guide, elle correspond donc ici à une
source sphérique.

Comme précédemment, l'utilisation de la méthode des éléments �nis nous amène
à tronquer le domaine physique
 1 par deux frontières verticales�  et �+ placées
respectivement enz = 0 et z = L situées de part et d'autre de la source (Figure

51
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3.1-b). La modélisation du problème dans le domaine de calcul tronqué 
 nécessite
alors l'utilisation de conditions limites transparentes sur les frontières�  et �+ ,
elles sont à nouveau décrites par un opérateur DtN que nous explicitons dans la
suite.

r

0
z

r

0

zSource Source

R R

L

v0v0

 0

�  

 0

 Z

axe de symétrie

�+



f

Paroi absorbante  Z


 1

a) problème réel b) problème tronqué

Figure 3.1 � Guide cylindrique axisymétrique in�ni tronqué à paroi absorbante avec
écoulement uniforme

Le régime est supposé harmonique (e i!t ) et la solution angulaire est encore
supposée axisymétrique (ie.eim� avecm = 0). Le problème de rayonnement acous-
tique de la sourcef dans le domaine
 est alors décrit par l'équation de Helmholtz
convectée suivante :

@2p
@r2

+
1
r

@p
@r

+ (1  M 2)
@2p
@z2

+ 2ikM
@p
@z

+ k2p = f (3.1)

où M = v0=c0 désigne le nombre de Mach.
La condition de symétrie sur l'axe du guide est décrite par une condition de

Neumann homogène (ie.@p=@n= 0 pour r = 0) et la condition au niveau de la
paroi absorbante Z en présence d'un écoulement est maintenant décrite par la
condition de Myers [61]. Dans le cas d'un guide droit dont l'axe est parallèle àz,
elle s'exprime sous la forme :

@p
@n

=  
i

kZ

�
 ik + M

@
@z

� 2
p (3.2)

En e�et, la vitesse acoustique normale sur la paroi s'exprime en fonction de la dérivée
particulaire du déplacement normal. Pour un guide droit parcouru par un �uide en
mouvement uniforme, on a simplement :

v:n = c0

�
 ik + M

@
@z

�
(� :n ) (3.3)

D'après l'équation de conservation de la quantité du mouvement, on a :

� 0c0

�
 ik + M

@
@z

�
(v:n ) =  

@p
@n

(3.4)

En remplaçant v:n par son expression (3.3) dans l'équation (3.4) on trouve :

� 0c0

�
 ik + M

@
@z

� 2
(� :n ) =  

@p
@n

(3.5)
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Par ailleurs, sur la paroi, le déplacement est lié à la pression par :

p =  i!Z 0(� :n ) (3.6)

D'après les équations (3.5) et (3.6), on trouve donc la condition aux limites sur  Z :

@p
@n

=  
i

kZ

�
 ik + M

@
@z

� 2
p (3.7)

où Z = Z0=c0� 0. Cette condition s'exprime par des dérivées tangentiellesde la pres-
sion et comme nous le verrons par la suite, cela va rendre l'écriture des opérateurs
DtN plus compliquée que dans le cas du guide sans écoulement.

Finalement, les conditions aux limites du problème s'écrivent :

@p
@n

= 0 sur  0 (3.8)

@p
@n

=  T �
ZM (p) sur � � (3.9)

@p
@n

=  
i

kZ

�
 ik + M

@
@z

� 2
p sur  Z (3.10)

L'écriture de l'opérateur DtN repose sur la décomposition modale de la pression,
nous allons donc nous intéresser aux modes du guide.

3 Recherche des modes

On considère un guide axisymétrique rectiligne et comme dans le cas sans écou-
lement, on recherche les modes dans la section transversaledu guide par la méthode
des variables séparées. On cherche les solutions sous la forme :

p(r; z) = ' (r )ei�z (3.11)

où ' (r ) = aJ0(�r ). En dehors de toute source (f = 0), le problème aux valeurs
propres est quadratique et s'écrit :

d2'
dr2

+
1
r

d'
dr

+
h
k2  (1  M 2)� 2  2Mk�

i
' = 0 r 2]0; R[ (3.12)

d'
dr

=
i

kZ

�
M�  k

� 2
' r = R (3.13)

d'
dr

= 0 r = 0 (3.14)

On en déduit l'équation de dispersion :

k2 = � 2 + (1  M 2)� 2 + 2kM� (3.15)

où � est maintenant solution d'une nouvelle équation transcendante qui dépend de
� et de Z :

 �
J1(�R )
J0(�R )

=
i (� 2 + � 2)

kZ
(3.16)
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On peut noter que cette équation est assez similaire à celle trouvée dans le cas
cartésien [28] :

 � tan (�h ) =
i (� 2 + � 2)

kZ
(3.17)

les fonctions circulaires étant remplacées par les fonctions de Bessel.
La résolution de l'équation transcendante (3.16) se fait avec l'équation de disper-

sion (3.15) de manière couplée. On décompose les solutions en deux familles suivant
le signe de la partie imaginaire des constantes de propagation � n . Ainsi, pour les
couples (� n , � n ) solutions de (3.15) et (3.16), les modes se propagent vers l'aval
(respectivement vers l'amont) quandIm (� n ) > 0 (respectivementIm (� n ) < 0). Ces
couples sont notés (� +

n , � +
n ) (respectivement (�  

n , �  
n )) tels que :

p�
n (r; z) = ' �

n (r )ei� �
n z (3.18)

où les' �
n sont les modes transverses du guide avec

' �
n (r ) = a�

n J0(� �
n r ) (3.19)

où les a�
n sont les coe�cients de normalisation des modes. Les� �

n et les � �
n sont

encore cherchés numériquement par la méthode de Newton-Raphson à l'aide des
équations (3.15) et (3.16). Un exemple de constantes de propagation obtenues pour
k = 5, Z = 1:5(1  i ) et M = 0:4 est représenté sur la Figure (3.2).
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Figure 3.2 � Constantes de propagation� n pour un guide recouvert d'un matériau
absorbant d'impédanceZ = 1:5(1 i ), en présence d'un écoulement uniformeM =
0:4, pour k = 5 : (o) pour � +

n et (x) pour �  
n

Comme dans le cas du guide traité sans écoulement, tous les modes sont atténués,
les constantes de propagation ont toujours une partie imaginaire non nulle, ce qui
signi�e qu'il n'existe plus de phénomène de coupure comme dans le cas rigide.
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On note également que les constantes de propagation amonts et avals sont di�é-
rentes sous l'e�et de la convection. Ce qui se traduit par un décalage des constantes
de propagation par rapport à l'axe des ordonnées sur la Figure 3.2.

Remarque : On rappelle que ce décalage vaut kM=(1  M 2) pour un guide
rigide en présence d'un écoulement uniforme.

De plus les nombres d'ondes transversaux amonts� +
n et avals�  

n sont également
di�érents, la position par rapport à la source des frontières �ctives qui tronquent le
domaine physique
 � sera donc importante pour le choix des modes dans le décom-
position modale.

Examinons maintenant le comportement asymptotique des modes. Ici encore
nous avons :

lim
n! + 1

j� n j = + 1 (3.20)

On déduit immédiatement d'après (3.16) :

lim
n! + 1

j
J1(� nR)
J0(� nR)

j = + 1 (3.21)

J1 étant borné, il vient :
lim

n! + 1
J0(� nR) = 0 (3.22)

Les modes transverses du guide étant de la forme' n (r ) = anJ0(� n r ), on retrouve
le résultat établi dans le cas cartésien [81] qui montre que les modes d'ordre élevé
se comportent comme les modes d'un guide à �paroi parfaitement molle� (ie. p = 0
sur la paroi molle). La Figure 3.3 montre l'allure des quatrepremiers modes et deux
modes d'ordre élevé. On véri�e que la dérivée normale de la pression (ie. la vitesse
normale) n'est pas nulle à la paroi du guide pour les premiersmodes. Par contre
l'allure des modes d'ordre élevé montre que la pression devient nulle à la paroi (
Figure 3.4).

Analysons à présent la vitesse de phase et l'atténuation desmodes en présence
d'absorbant et d'un écoulement uniforme. On rappelle que pour un mode d'ordre
n, la vitesse de phase ou célérité de l'onde acoustique est dé�nie par : c� n = !=� n .
Ainsi, comme nous l'avons expliqué dans le cas du guide traité sans écoulement, les
constantes de propagation� n étant toujours complexes, ceci implique quec� n est
toujours dé�nie et bornée quel que soit l'ordre du mode et quel que soit ! comme
indiqué sur la Figure 3.5-a, contrairement au cas d'un guiderigide où c� n devient
in�nie pour ! égale à la pulsation de coupure.

De plus en présence d'un écoulement uniforme, sous l'e�et dela convection, les
constantes de propagations avals� +

n présentent des parties réelles négatives au delà
d'un ordre n donné (voir Figure 3.2). Cela se traduit par des vitesses de phase
négatives (ie.c� n < 0) comme le montre les Figures 3.5-b et 3.6. Ce phénomène
s'accentue lorsque le nombre de Mach augmente (Figure 3.7).
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Figure 3.3 � Partie réelle de la pression dans un guide cylindrique traité en présence
d'écoulement uniforme :M = 0:4; k = 5 ; Z = 1:5(1  i )
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Figure 3.4 � Partie réelle de la pression dans un guide cylindrique traité en présence
d'écoulement uniforme : zoom du 100ème mode,M = 0:4; k = 5 ; Z = 1:5(1  i )

Par ailleurs, on constate qu'en présence d'un absorbant et d'un écoulement uni-
forme les constantes de propagation ont des parties imaginaires plus grandes que
dans le cas d'un absorbant seul (voir Figure 3.8). Cela veut dire que l'écoulement
augmente l'atténuation des modes.








































































































































































































