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Résumé

Ce mémoire porte sur 1’étude des surfaces minimales et de courbure moyenne constante
dans les espaces homogenes de dimension 3.

Nous établissons les formules de Sym-Bobenko pour les surfaces de courbure moyenne
constante 1/2 de H? x R et minimales du groupe de Heisenberg, et donnons des exemples
de construction de telles immersions par la méthode DPW. Nous montrons également
que des propriétés de symétrie passent aux correspondances de type surfaces soeurs et
cousines, ce qui entraine I'existence de graphes entiers de courbure moyenne constante
1/2 a bout vertical dans H? x R qui ne sont pas de révolution.

Nous reprenons ensuite ’étude des bouts verticaux d’immersions de courbure moyenne
constante 1/2 dans H? x R. Nous munissons une famille de graphes entiers d'une structure
de variété lisse et en déduisons un analogue pour H? x R d’un théoréme de A. E. Treibergs
pour l'espace de Minkowski. Nous nous intéressons également aux déformations des
anneaux de révolution. Une conséquence directe est ’existence d’anneaux immergés qui
ne sont pas de révolution. Nous construisons notamment des anneaux dont les bouts n’ont
pas le méme axe.

Enfin, nous décrivons les invariants de Neether correspondant aux isométries des espaces
homogenes pour les surfaces minimales et de courbure moyenne constante. Nous utilisons
le formalisme de la géométrie de contact qui permet I’écriture de formules explicites en
toute généralité, et nous étudions 1I’évolution des formes de Noether sous 'action des
isométries des espaces homogenes. Nous calculons ces invariants dans le cas des anneaux

déformés de H? x R, et dans celui des anneaux horizontaux du groupe de Heisenberg.

MoTS-CLE : Surfaces & courbure moyenne constante, Espaces homogenes, Systémes inté-
grables, Formules de Sym-Bobenko, Compactification de métriques, Espaces de modules,

Structure de contact, Invariants de Neether.






Abstract

SURFACES IN 3-DIMENSIONAL HOMOGENEOUS SPACES.

The present dissertation deals with the study of minimal and constant mean curvature
surfaces in 3-dimensional homogeneous spaces.

In a first part, we establish Sym-Bobenko formule for constant mean curvature 1/2
surfaces in H? x R and minimal surfaces in the Heisenberg group, and give examples
of construction of such immersions using the DPW method. We also show that certain
symmetry properties are shared by sister or cousin surfaces, which implies the existence
non rotational entire graphs of constant mean curvature 1/2 in H? x R with a vertical
end.

In a second part, we treat in more details the study of vertical ends of constant mean
curvature 1/2 immersions in H? x R. We endow a particular family entire graphs with
a structure of smooth manifold and deduce an analogue in H? x R to a theorem by
A. E. Treibergs in the Minkowski space. We are also interested in deforming rotational
annuli. A direct consequence is the existence of immersed non rotational annuli, and in
particular we construct annuli with ends that do not have the same axis.

Finally, we describe the Noether invariants corresponding to isometries of the ambient
homogeneous space for minimal and constant mean curvature surfaces. To do so, we use
the formalism of contact geometry which allows general and explicit formulae. We then
study the evolution of Neether form under the action of isometries in homogeneous spaces.
We compute these invariants in the case of deformed annuli in H? x R, and in the case of

horizontal annuli in Heisenberg group.

KEYWORDS : Constant mean curvature surfaces, Homogeneous spaces, Integrable sys-
tems, Sym-Bobenko formulse, Metrics compactification, Moduli spaces, Contact structure,

Neether invariants.
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Introduction

En géométrie euclidienne, une surface minimale est un minimum local de la fonctionnelle
d’aire, et I’on peut montrer que cette condition revient a la nullité de la courbure moyenne
— i.e. la moyenne des courbures principales. Plus généralement, les surfaces de courbure
moyenne constante (CMC) peuvent étre vues comme les points critiques de la fonctionnelle
d’aire sous une contrainte de volume. L’étude de telles surfaces a donné lieu a une théorie
riche et variée. Ces constructions se généralisent simplement aux espaces homogeénes,
i.e. admettant un groupe d’isométries agissant transitivement sur les points. Ce sont
les variétés riemanniennes les plus simples que ’on puisse considérer et elles sont liées
aux géométries de Thurston. Parmi les exemples simplement connexes on peut noter les
espaces de courbure constante R3, S? et H?, les espaces S? x R, H? x R, le groupe de
Heisenberg Nils, le revétement universel de PLSy(R) et 'espace Sols.

Dans ce mémoire, nous étudions les surfaces minimales et CMC dans les espaces
homogenes de dimension 3 selon trois angles généraux :

— Quels moyens a-t-on pour construire des surfaces ?

— Ces surfaces sont-elles déformables et sous quelles conditions ?

— Quelles sont les conditions géométriques nécessaires a leur existence ?

Un outil propre a la construction et I’étude des surfaces minimales de R? est la
représentation de Weierstrass. On peut utiliser les formules de Sym-Bobenko comme

substituts intéressant a cette représentation.

Chapitre [2| : Formules de Sym-Bobenko

Les formules de Sym-Bobenko sont connues dans les espaces R?, S H3 [4] et I'espace
de Minkowski L2 de dimension 3 [34]. Elles sont basées sur deux propriétés. La premicre

est le fait qu’étant donnée une immersion, il existe une action du cercle S' permettant de
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construire une famille a un parametre, dite famille associée a I'immersion. La seconde
est que le groupe d’isométries de ’espace ambiant agit transitivement sur les repéres
orthonormés, ce qui permet de décrire une immersion conforme par son repére mobile. La
famille des reperes mobiles de la famille associée a une immersion est appelée repére étendu,
et une formule de Sym-Bobenko est I’expression de 'immersion a partir des données du
repere étendu.

Dans les espaces homogenes de groupe d’isométries de dimension 4, le groupe des
isométries n’agit plus transitivement sur les reperes orthonormés ; on « manque de symétrie »
pour construire des repéres mobiles. Néanmoins, pour les immersions de H? x R et Nils
de courbures moyennes critiques — & savoir les immersions CMC-1/2 dans H? x R et
minimales dans Nilz, on montre qu’il existe une famille associée (Proposition. Et le lien
connu [11], 20, 21] entre les immersions CMC-1/2 de type espace dans L3, les immersions
CMC-1/2 dans H? x R et les immersions minimales dans Nilz, nous permet d’utiliser le
repére mobile dans I3 pour écrire les formules de Sym-Bobenko des immersions CMC-1/2
de H? x R et minimales de Nils (Equations et (2.4)).

Une premiere application de ces formules est la construction d’exemples (Section
2.4.1) — il suffit de construire un repeére étendu. La méthode DPW [23| [7], qui utilise des
outils issus de la théorie des systémes intégrables, associe de fagon univoque une donnée
holomorphe a un repere étendu. Mais cela nécessite des méthodes de décomposition dans
des espaces de dimension infinie, et de ce fait, ’'obtention d’exemples explicites de surfaces
s’avere souvent difficile. Les formules de Sym-Bobenko permettent également d’établir
une « transmission » de certaines propriétés de symétrie d’une immersion a toutes les
immersions des familles associées dans les trois espaces L2, H? X R et Nil3 (Théoréme .
On en déduit notamment 'existence de graphes entiers verticaux dans H? x R qui ne sont
pas de révolution (Théoréme [2.8)).

Le résultat d’existence du Théoréme 2.8 est fondamentalement non-constructif. Pour
comprendre la géométrie de ces surfaces et leurs éventuelles déformations, on utilise une

approche différente, basée sur ’étude de 1'opérateur courbure moyenne.

Chapitre |3| : Surfaces CMC-1/2 dans H? x R & bouts verticaux

Dans H? x R il existe, a isométrie prés, un unique graphe entier CMC-1/2 de révolution,

I’hyperboloide, dont le bout est vertical. Notre étude porte sur les surfaces CMC-1/2 de
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H? x R dont les bouts sont des graphes a distance horizontale bornée de 1’hyperboloide
avec une certaine asymptotique. La propriété clé de ces surfaces est que leur opérateur
courbure moyenne peut étre compactifié (Théoréme i.e. étendu au bord a l'infini de
H?2. Cela revient en fait & étendre la métrique induite par la surface au bord de H?, et donc
a considérer ces surfaces comme des surfaces a bord sur un espace compact. L’information
sur les déformations possibles de ces surfaces est contenue dans le linéarisé de 'opérateur
courbure moyenne compactifié, dit opérateur de Jacobi compactifié, et plus précisément
dans son noyau.

La propriété de compactification permet de munir une famille de graphes entiers
CMC-1/2 d’une structure de variété de dimension infinie. On en déduit un équivalent dans
H? x R d’un théoréme de A. E. Treibergs [35, [10] (Théoréme . Un point important
est que dans le cas de cette famille des graphes entiers, on peut considérer de « grandes
déformations » parce que ’on comprend explicitement le noyau de 'opérateur de Jacobi
compactifié.

Nous appliquons également cette méthode au cas des anneaux verticaux CMC-1/2
de H? x R, en déformant les exemples de révolutions. On est ici restreint & de « petites
déformations » car on ne peut déterminer le noyau de I'opérateur de Jacobi compactifié
que pour les anneaux de révolution, sous la forme d’une propriété de non dégénérescence
(Proposition . On obtient des exemples d’anneaux qui ne sont généralement pas
congrus a des anneaux de révolution (Proposition , répondant ainsi a une question de
M. Elbert, B. Nelli et R. Sa Earp [I§]. Nous donnons également une construction d’anneaux
verticaux sans axe, a savoir dont les bouts sont « asymptotiquement de révolution » — i.e.

asymptotes a des anneaux de révolution — et non alignés (Théoréme [3.19)).

Les constructions des graphes entiers et anneaux (Propositions et font
apparaitre des contraintes sur le comportement asymptotique des surfaces. Ces contraintes
sont en fait de nature géométrique et liées aux isométries de I'espace ambiant. La théorie
des formes de Neether donne un cadre général a ce type d’invariant dans les espaces

homogenes.

Chapitre [4) : Formes de Noether dans les espaces homogénes

Des invariants classiques pour les surfaces minimales de R? sont le flux et le torque. Le

flux est construit a partir des translations de I’espace et le torque a partir des rotations,
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et ces invariants sont porteurs d’informations sur la géométrie de la surface. Par exemple,
pour un caténoide minimal, le flux donne la croissance du caténoide et le torque la position
de son axe. Ils constituent un cas particulier d’invariants de Ncether. Le théoreme de
E. Neether sur les invariants différentiels associe, de facon constructive, une « symétrie »
d’un probleme variationnel a une classe de 1-formes fermées. Le probléeme variationnel
qui nous occupe est celui des surfaces minimales et CMC dans les espaces homogenes, et
les isométries de I'espace sont des symétries du probléme en ce sens que l'image d’une
solution par un isométrie est encore solution — autrement dit, les isométries préservent la
courbure moyenne.

Nous utilisons le formalisme de la géométrie de contact [30, 8] qui offre un cadre
unifié pour traiter des espaces homogenes, et 'on obtient une formule générale explicite
(Proposition donnant la forme de Neether associée a un champ de Killing, les isométries
infinitésimales étant des champs de Killing.

On étudie ensuite plus en détail les formes de Noether dans les espaces E3(k,7) et
Solz, et notamment leur comportement sous ’action des isométries ambiantes car si les
isométries préservent la courbure moyenne, des solutions images I'une de 'autre par une
isométrie n’ont généralement pas les mémes invariants de Noether. On en déduit des
conditions (nécessaires) simples pour qu'une surface soit invariante sous l’action d’une
isométrie donnée.

On donne enfin des exemples explicites de calculs des invariants de Noether pour les
bouts verticaux CMC-1/2 dans H? x R étudiés au Chapitre , ainsi que pour les caténoides
horizontaux construits par B. Daniel et L. Hauswirth dans Nils [I3]. Tout comme le flux
et le torque pour les surfaces minimales de R3, I'invariance homologique des quantités
calculées permet d’établir des relations et des contraintes entre les différents parametres

caractérisant ces exemples.



Chapitre 1

Surfaces minimales et CMC dans les

espaces homogenes

Dans ce chapitre, nous fixons quelques notations et donnons une description succincte
des espaces homogenes qui nous intéressent.

Nous rappelons également les conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité pour
des surfaces minimales ou CMC dans trois espaces homogenes particuliers, a savoir I'espace
de Minkowski I3, H? x R et le groupe de Heisenberg Nils.

Enfin, nous citons le résultat de B. Daniel sur 'existence d’une correspondance de
type Lawson entre surfaces minimales et CMC des E3(k, 7). Cette correspondance est

sous-jacente aux idées développées au Chapitre

1.1 Espaces homogenes ambiants

1.1.1 L’espace de Minkowski
On consideére 'espace de Minkowski de dimension k£ + 1, avec k > 2 :
LA = ({(wo, .o me) € RV ()i = dat + -+ + daf — dag) |

Dans la suite, on s’intéresse uniquement aux dimensions 3 et 4 : on étudie les surfaces
CMC-1/2 de type espace dans I3 (Section [1.2.1]) et 'espace L* sert de cadre au modele
de Minkowski de H? x R (Section [1.1.3). De plus, 'espace L? est naturellement identifié a
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la sous-variété {z3 = 0} de L.

Au Chapitre , on est amené & considérer le modéle matriciel suivant de L* :

T3 +1rg X1+ 1To

(zo,...,23) € LY < 3000 + -+ + 1303 = ( ‘ ‘ ) e M, (C), (1.1)
1 —1r2 T3 — 12

- i 0 0 1 0 i\ 10
vec 0= , 01 = y 02 = 03 = ’
°“ o —i oo T loio > lo 1

et la métrique lorentzienne est donnée par la trace :

~

(X,Y)s = 5 (XV),

Pour XY € M5(C), on note [ X, Y] le commutateur de X et Y, et | X,Y[= XY +Y X.

Si X =09+ -+ + 2303, on a les « projections » suivantes :

1 1
1{007[X700]}:$101+$202 et —§]X700[2I003-

1.1.2 Les espaces E3(k, T)

On note E3(k, 7) les espaces homogenes de dimension 3 simplement connexes dont le
groupe d’isométries est de dimension 4 — engendré par trois translations et une rotation. Ils
sont caractérisés par des parameétres réels k et 7 tels que k — 472 # 0. Le modele considéré
dans ce mémoire est celui dont I’ensemble support est 2, x R C R?, de coordonnées

génériques (w = x + %2, x3), OU :

a0 — C sik>0
: D(2|x|7Y?) sik <0

et dont la métrique est définie par :

2 1 K

o) = Ndw|® + (TA(zedry — x1dxs) + da avec A= -——— et K =-—.

() = Nldwf? + (TA@aday — mdas) + das) Tl .

Ces espaces sont des fibrations riemanniennes de la base €1, pour la projection naturelle
E3(k,7) — Q, sur les deux premieres coordonnées. Le paramétre x s’interpréte comme la

courbure de la base et 7 comme celle de la fibration.



1.1. Espaces homogenes ambiants 17

On note V la connexion de Levi-Civita sur E3(k, 7) et (E}, Fs, E3) le repére canonique.

Il définit un produit vectoriel sur E?(x, 7) si on le suppose orienté dans le sens direct.

La caractérisation du repere canonique dépend de la valeur de 7. Si 7 # 0, on a :

1 0 0 0
E, = 3 (cos(aﬂr:g)agc1 + Sin(ng)(?@) + T(:Cl sin(ox3) — xg cos(a:zzg))a—xg,
1 0 0 0
E, = 3 <— sin(axg)a—x1 + COS(UIg)axz> + T(Il cos(oxs) + 2 sin(aarg)) Fr
et FE3= 87333 avec 0 = %,
et la connexion est telle que :
VElEl = 0 VE2E1 = —TEg VE3E1 = (0 — T)EQ
VElEg == TE3 VE2E2 =0 VE3E2 == (T — O')El

VE1E3:—TE2 VE2E3:TE1 VE3E3:0.

L’espace E3(k, ) a donc la géométrie des spheres de Berger si k > 0, celle du groupe de
Heisenberg si k = 0, et celle du recouvrement universel de PSLy(R) si k < 0 — dans ce
dernier cas néanmoins, le modele décrit correspond au recouvrement universel de PSLy(R)

privé d’une fibre.

Le modele que I'on utilise pour le groupe de Heisenberg Nils proprement dit, est ’espace
normalisé E3(0,1/2). 1l est intéressant, pour le Chapitre , d’écrire les coordonnées d’un

point de Nils sous forme matricielle :

T3 T1 + 12

(Jil,xg,xg) € Nily «+— 2101 + 2909 + 2303 = ( )
1 — 12 T3

) S MQ((C), (12)

ce qui permet de manipuler des données de Nils en cohérence avec le modele ([1.1)). Il est &
noter cependant que cette écriture ne respecte pas la métrique du groupe de Heisenberg ;

¢’est uniquement un « jeu »formel d’écriture sur les coordonnées des point de Nils.

Si 7 =0, et donc k # 0, E3(k,0) est un espace produit. Le repére canonique est :

19 19 0

B =——o ——C et Ey=—
! )\8371’ 2 )\8%2 ¢ 3 (91:3’
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et les termes non-nuls de la connexion sont :

vElEl == 2/£/I2E2 VE2E1 == —QH/.I'IEQ
VE1E2 = —2/1,513'2E1 VE2E2 = 2/1’:6‘1E1.

La géométrie de E3(k,0) est donc celle de H?(k) x R si k < 0, avec H?(x) espace de
courbure constante négative égale a k, et celle de S*(k) x R si k > 0, avec S*(k) espace

de courbure constante positive égale a k.

1.1.3 Modéeles pour H? x R

Dans la description précédente des E3(k, 7), 'espace H? x R correspond a E*(—1,0).

Mais si ’on traite de H? x R en particulier, on utilise d’autres standards de modéles.

Celui qui correspond & une normalisation de E3(—1,0) est le modele du disque de

Poincaré. 11 s’agit de "homothétique de E3(—1,0) de telle sorte que la base soit le disque

unité D :
H? xR = ({(w,z3) €D xR}, (-,-)p = L\dw]%da;g : (1.3)
(1 —w[?)?
Dans ce modele, le repere canonique s’écrit :
1—|w]* 9 1—|w? 0 0
FL=———— FE=——-— ¢ FE;=—
! 2 81'17 2 2 (95,52 ¢ 3 81'3’

et la connexion est définie par :

VElEl = —:L‘QEQ VE2E1 = ZL‘lEQ
Vg By =20FE, Vg by=—x1F,

les autres termes étant nuls.

Ce modele est notamment utilisé & la Section [2.4.1] pour représenter des exemples
de surfaces, ou encore plus largement au Chapitre [3 En effet, il permet d’exprimer
simplement le bord a l'infini de H? x R comme étant S! x R, avec S* le cercle unité, ce

qui est intéressant dans I’étude des comportements asymptotiques.

Le deuxiéme modele que 'on considére est le modéle de Minkowski. On voit H? x R
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comme un sous-espace de L*, précisément le produit cartésien de la nappe supérieure de

la pseudo-sphere de rayon —1 par R :
H? x R = {(mo,...,xg) €L4‘ o]+ a5 — a5 =—1et 29 > 0}, (1.4)

muni de la métrique induite. Une trivialisation globale du fibré tangent a L* adaptée a ce
modele est la suivante :

Ty

2 1T
EO = Xo€o + T1€1 + Tola, E1 = T1€9 + (1 + ) e + 2

1+$0

e
1+l’0 2

2

xXr
1 2 t Fa =
61+< + 1—|—ZL‘0> €y € 3 €3,

T1T2
Ey = 2969 +
2 2€0 1+

Zo

puisqu’en un point de H? x R, (Ey, Es, E3) est le repére canonique exprimé dans ce modele.
Ce modele est utile, par exemple, a la Section [1.2.3| car il permet de définir simplement
'application de Gauss hyperbolique des surfaces CMC-1/2 dans H? x R. La contrepartie

est que les surfaces sont alors des sous-variétés de codimension 2.

On utilise également le modele de Minkowski au Chapitre [2| pour exprimer la formule
de Sym-Bobenko (2.3) a 'aide du modeéle matriciel (I.1]), vu que dans ce modele H? x R

est une sous-variété de L2

Les différents modeles de H? x R viennent évidemment des modeéles de H?, vu comme
H? x {0} avec la métrique induite encore notée (-, -) p. L’isométrie riemannienne entre les

modeles de Poincaré et Minkowski de H? est la suivante :

1

. 2
@PM Tw e HPoincaré = 1 — |U)|2

(1 + ’U)’Q, 2Rew, 2Im 'U}) S HIQ\/Iinkowski'

On utilise également la projection stéréographique entre ’hémisphére nord S% de la sphére

unité euclidienne de dimension 2 et le disque unité :

1
Ops:weDr ——— (2Rew,2Imw, 1 — |w|?) € S2,
ps i W E ( ew,2Imw |w ) <
pour munir S% d’une métrique hyperbolique.

Dans un soucis de clarté, on se sert systématiquement de ces bijections isométriques

pour ne voir les applications a valeurs dans H? que dans le modeéle du disque de Poincaré.
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1.1.4 L’espace Sol;

Le dernier espace homogene auquel nous nous intéressons est le groupe de Lie Sol; :
Sols = ({(xl,xg, x3) € R3} () = e3dr] + e * 3 dal + dm§> ,

dont le groupe d’isométries est de dimension 3, engendré par trois translations.

On peut également définir un repére canonique (FE4, Es, F3) sur Sols, donné par :

0 0 0
Ey=e™_—, Ey=¢™— et FHy=——
! c 8:1317 2 ¢ 81‘2 ¢ 5 81’37

d’ou l'expression suivante des termes non nuls de la connexion de Levi-Civita V dans ce

repere :
VElEl = —E3 VEZEQ - E3
Vi Bs=E  Vig,Ey=—E

1.2 Conditions d’intégrabilité

Pour I'étude locale des surfaces, on note ¥ une surface de Riemann connexe, simplement

connexe, et z = u + tv une coordonnée complexe sur .

1.2.1 Surfaces CMC-1/2 de type espace dans LL*

Soit f : 3 — L3 une immersion conforme, de type espace et CMC-1/2, pour laquelle
h = —(f,ep)s : ¥ — R désigne la fonction hauteur. On note p le facteur conforme, N
la normale unitaire, soit (N, N)3 = —1, et ¢ = —(N,eq)3 : ¥ — R~\] — 1, 1] la fonction
d’angle de N. On considére enfin la différentielle de Hopf Qdz? = (f., N,)3dz* de f. Les

relations de compatibilité s’écrivent comme suit :

21Q2
(log p).: = g _ 2P , (1.5)
T
Q: =0, (1.6)
_ _pp
h,. = (logp).h, + oQ et h,; = R (1.7)
1 2 4|h,|?

Z:th+thz ot !2302—1. (1.8)
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On peut montrer que 'intégrabilité du systeme est assurée par les équations de Gauss

et de Codazzi , les autres égalités permettant alors de définir le reste des données.
L’étude étant locale, quitte a changer 'orientation sur f, on se ramene a ¢ > 0. Ainsi,

la normale N prend ses valeurs dans H?. On note alors G = ©p}, o N 'application de

Gauss. C’est une application harmonique [1] et la métrique induite par G' sur H? est :

— 2 p 4|Q|2 2 - 7=2

(dG,dG)p = Qdz* + it |dz|* + Qdz*. (1.9)
p

Suivant [20], I'application harmonique G admet des données de Weierstrass puisqu’il existe

p: X —]0, +oo[ satisfaisant ([1.9), et 'on dit que {Q, p} sont les données de Weierstrass

de G.

1.2.2 Surfaces dans les E?(x, 7)

On peut étudier certaines propriétés des surfaces — non nécessairement CMC — dans
les E3(k,7) en toute généralité (pour plus de détails voir [I9]). Nous considérons une
immersion conforme f : ¥ — E3(x,7) CMC-H et de normale unitaire N. On note p le
facteur conforme, ¢ = (N, E3) : ¥ —]—1, 1] la fonction d’angle de N, A = (f,, E3) : & — C
la partie verticale de f,, et pdz? = —(f,, V. N)dz? la différentielle de Hopf de f. On dit
que {p, ¢, H,p, A} sont les données fondamentales de f [19]. La différentielle d’Abresch-

Rosenberg s’exprime en fonction de ces données :
Qdz* = (2(H +iT)p — (k — 472)A2) dz>.

On peut montrer qu’alors les relations nécessaires et suffisantes a I'existence de f ne

sont plus seulement les équations de Gauss et Codazzi, mais les quatre relations suivantes :

QE 207
A, = %(H%—ir), (1.10)
o2n_
0, = —(H —ir)A— L4,
p
4|AP
u =1- 902.

p
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On déduit des trois dernieres une équation qui complete ((1.10) pour définir A :

A, = (log p). A+ ¢p.

Pour les surfaces minimales du groupe de Heisenberg Nily = E3(0, 1/2), la différentielle
d’Abresch-Rosenberg est Qdz* = (ip + A?)dz? et le systéme précédent s’écrit

Q= =0, (1.11)
(—iA): = ij, (1.12)
LR I A )
(5) -3 250 (113
4|1p4|:1—<p2. (1.14)

On peut également exprimer ’équation supplémentaire de caractérisation de A comme :
. 9 : 1
(—iA). = (log(py”)) (—iA) - @ (1.15)

et I’équation de Gauss relative a f est :

4| A)? 2|Q|?
A7) | 2P
P P

P . — ‘ _

(logp)az = =3 (1 - ip(Az — Az) —i(pzA — 0. A). (1.16)
De plus, pour une étude locale, on se raméne & ¢ > 0, soit N & valeurs dans S%. On
note alors G = O55 o N l'application de Gauss, qui est harmonique [I2], et admettant

{—Q, p*} pour données de Weierstrass puisqu’elle induit la métrique suivante sur H? :

2 2
(4G, dGyp — —Qd=2 + (P6- 4 9N 102 — gaz
4 P>

1.2.3 Surfaces CMC-1/2 dans le modéle de Minkowski de H? x R

Le raisonnement général de la Section s’applique également a H? x R = E3(—1,0).
Néanmoins, la construction d’une application harmonique & valeurs dans H?, dite applica-

tion de Gauss hyperbolique, n’est pas aisée dans ce modele. On lui préfere le modele de
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Minkowski de H? x R (pour plus de précisions voir [20]).

Nous considérons donc f = (F,h) : ¥ — H? x R C L* une immersion conforme
CMC-1/2, avec F : ¥ — H? C L3 projection sur la base et h : ¥ — R hauteur le
long de la fibre. On note de nouveau p le facteur conforme, N la normale unitaire — et
dans ce cas (N,N)y =1 —, ¢ = (N, E3)y : ¥ — [—1,1] la fonction d’angle de N et
pdz? = —(f., N.)4dz? la différentielle de Hopf de f.

La situation ici est légerement différente des précédentes puisque les surfaces sont
de codimension 2 dans L. Une conséquence est que la famille classique adaptée a la
surface (fy, fv, IV) ne constitue plus une base orthogonale de I’espace tangent. On remarque

cependant que :
(df,F),=0 et (N,F);=0,

ce qui fait de (fy, f,, N, F') une base orthogonale de I'espace tangent adaptée a la surface.
Une autre conséquence au fait de travailler en codimension 2 est 'existence d’équations

de compatibilité surnuméraires [20].

La différentielle d’Abresch-Rosenberg de f est Q = p + h? et comme 7 = 0, on a

A = h,, d’ou 'expression suivante des conditions d’intégrabilité :

Q: =0, (1.17)
2
pp
hzg — T, 11
1 (118)
1 1 2
<> = —h.+ —%hg, (1.19)
v), 2 pe
4|h,|?
Ahel® _ 1— % (1.20)
P

De méme que pour le groupe de Heisenberg, on peut montrer que :

1
h,, = (log(pgoZ))Z h. + ;Q, (1.21)
et que I'équation de Gauss s’écrit :

(og p)ox = —5 -+ = (1Q ~ Q12 - Qn2) +

N

2PN
(1 p ) : (1.22)
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Egalement, pour une étude locale, on suppose que la projection F' est réguliere, d’ou
@ > 0. La construction de I'application de Gauss hyperbolique difféere des constructions

précédentes. On consideére le vecteur de type lumiere y € N3 N {xy > 0} tel que :
1
X = ;(F_'_N) = (K71)7

ot N* = {z € L*| (x,z), = 0} désigne le cone de lumiére de L. Tl est alors clair que K est
a valeurs dans H? et I'on définit I'application de Gauss hyperbolique par G = Op1, 0 K.
On peut vérifier que G est une application harmonique dans H? [20] et que la métrique

induite sur H? est bla bla bla bla bla bla bla :

pe’ 40P
4 pp?

(dG,dG)p = —Qdz" + ( ) |dz|* — Qdz?,

donc G admet {—Q, pp?} pour données de Weierstrass.

On peut également voir K comme le point aboutissant de la demi-géodésique de
I'espace hyperbolique H? C IL* issue de (F,0) et dirigée par N. Alors G est le projeté
stéréographique de K par rapport au point (—1,0,0,0) (pour plus de détails voir [20]).

1.3 Correspondance de Daniel
Un résultat central dans I’étude des immersions minimales et CMC dans les E3(k, 7)

est la correspondance de type Lawson, dite correspondance de Daniel :

Théoréme 1.1 (Daniel, 2007 [I1]). Soient E; = E3(k1,71) et By = E3(kq, 7o) des variétés
homogénes définies comme précédemment et telles que k1 —4T2 = ko—473. On considére des
immersions conformes CMC f, : ¥ — E; et fo : ¥ — Eo, dont on note {p1, 1, Hi,p1, A1}

et {p2, 2, Ha, p2, As} les données fondamentales respectives avec :
m+ Hi =713+ H;.

Soit enfin 6 € R tel que Hy+179 = eia(Hl +ity). Alors fy et fy sont localement isométriques

si et seulement si leurs données fondamentales vérifient :

pr=p1, 2=, pa=ep et Ay=e" A,
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ou J désigne la structure complexe de T'>.. Lorsque ces conditions sont réalisées, les
immersions sont dites immersions soceurs et ['on a de plus la relation suivante entre les

différentielles d’Abresch-Rosenberg, notées respectivement Q1 et Qo :

Q2 = 620]@1-

En particulier, dans le cas du lien entre les surfaces CMC-1/2 de H? X R et les minimales

de Nils, on obtient :

Corollaire 1.2. En supposant Ey = Nily et Ey = H2 xR, et avec Hy = 0 et Hy = 1/2, on
obtient = —7/2. On en déduit la correspondance suivante pour les données fondamentales

d’immersions définies comme précédemment :
(Nll3) {IO7 Q0,0,p,A} — {p79071/27_7'p7 _ZA} (H2 X ]R)

De plus, les différentielles d’Abresch-Rosenberg sont opposées 'une de autre.

Le Théoreme et plus particulierement le Corollaire entre H? x R et Nils, sont
tres utiles dans ’étude des graphes CMC. On peut notamment citer leur utilisation dans la
résolution du probléme de Bernstein pour les surfaces minimales de Nilz [21]. Dans notre
propos, nous nous servons de ces résultats dans la preuve par les formules de Sym-Bobenko
de existence de graphes entiers CMC-1/2 & bout vertical dans H? x R qui ne sont pas de
révolution (Théoréme [2.8).






Chapitre 2

Formules de Sym-Bobenko

2.1 Introduction

Une formule de Sym-Bobenko est 'expression d’une immersion en fonction d’une
famille a un parametre de reperes mobiles, dite repére étendu. Cette idée fut initialement
utilisée par A. Sym [33] dans le cas de surfaces de l'espace euclidien de courbure (de
Gauss) strictement négative. A. 1. Bobenko a ensuite tres largement généralisé la méthode,
notamment aux cas des surfaces CMC dans les espaces forme R3, S? et H? [3, 14, [5],
et T. Taniguchi a établi une formule de Sym-Bobenko pour les surfaces CMC de type
espace dans L3 [34]. Dans le méme temps, les travaux de J. Dorfmeister, F. Pedit et
H. Wu [15] — généralisés en toute dimension a ’espace de Minkowski par D. Brander,
W. Rossman et N. Schmitt [7] — permettent de voir les formules de Sym-Bobenko comme
des représentations de type Weierstrass pour les surfaces CMC, puisque les repeéres étendus

proviennent de données holomorphes.

Nous souhaitons obtenir de telles formules dans les espaces homogenes autres que
les espaces forme, mais la méthode classique ne peut s’y appliquer. En effet, le groupe
d’isométries n’agit plus transitivement sur les reperes orthonormés; il y a « trop peu »
d’isométries pour pouvoir définir un repere mobile. Néanmoins, dans les cas particuliers
des immersions CMC-1/2 dans H? x R et minimales dans Nil; — qui sont de courbures
moyennes critiques dans ces espaces —, on peut utiliser le repere mobile d’une immersion
CMC-1/2 de type espaces dans L3 adéquate pour obtenir des formules de type Sym-
Bobenko.
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Dans la Section , nous rappelons certains résultats relatifs aux CMC-1/2 de type
espace dans L2. Outre la formule de Sym-Bobenko elle-méme, dont on donne une pré-
sentation légerement différente de [34], deux résultats (Propositions et [2.2)) sont
particulierement intéressants car ils permettent de réduire les données initiales nécessaires
a la détermination du repere mobile aux données de Weierstrass de I'application de Gauss.

La Section est consacrée a 1'établissement des résultats dans H? x R et Nils. Nous
montrons, en utilisant les conditions d’intégrabilité des Sections [1.2.2] et [[.2.3] qu’étant
donnée une immersion CMC-1/2 dans H? x R ou minimale dans Nils, il existe une famille
4 un parametre indexée par S' qui lui est associée (Proposition . Nous établissons
ensuite les formules de Sym-Bobenko proprement dites, a savoir les égalités et .
L’existence de la famille associée peut étre vue a posteriori comme une conséquence des
formules de Sym-Bobenko.

Enfin, & la Section [2.4] nous donnons des exemples simples de construction de surfaces
dans H? x R et Nil3 a 'aide de la méthode DPW [7]. Nous établissons également une
propriété des familles & un parametre liées a des surfaces symétriques et en déduisons
I'existence de graphes verticaux CMC-1/2 immergés dans H? x R dont le bout est vertical
et qui ne sont pas de révolution (Théoréme .

2.2 Résultats dans ’espace de Minkowski

L’idée sous-jacente aux formules de Sym-Bobenko dans les espaces forme est que la
normale permet de « déterminer » I'immersion. Dans 'espace de Minkowski, on peut

rendre cette idée plus précise a ’aide des deux résultats suivants :

Proposition 2.1 (Taniguchi, 1997 [34]). L’ensemble des classes d’applications harmo-
niques dans H? modulo les isométries de H? est en correspondance bijective avec l’ensemble
des classes d’immersions conformes, de type espace et CMC-1/2 dans L3, modulo les

isométries de L3 préservant l'orientation.

Proposition 2.2 (Fernandez—Mira, 2007 [20]). Des applications harmoniques a valeurs
dans H? admettant les mémes données de Weierstrass déterminent des surfaces CMC-1/2

dans L? qui sont isométriques.

Autrement dit, a translation pres et une fois choisie une orientation, des données de

Weierstrass déterminent complétement une immersion CMC-1/2 de type espace dans 3.
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Soit donc G : ¥ — H? une application harmonique ou de facon équivalente ses données
de Weierstrass {Q, p}.
On se place dans le modele matriciel (1.1]) avec L3 = {x3 = 0} et l'on considere la

famille (U;);cr de champs de matrices solution du systeme :

(log p). i/p —(log p)= @e—zit

. 1
A B L VP dz

VP —iy/p  (logp)z (2.1)

\I/t(Z = 0) = 03
On en déduit une famille d’immersions conformes, de type espace, CMC-1/2 et isométriques
fE=(hE, FF): ¥ — L3, de parametre conforme p :

ov
fE = —267'\1/;1 + 20,0005 L, (2.2)

pour laquelle ¥, est un repere mobile, a savoir :

(e =pTeor ¥, (f1)e = pW020; ' et NS = U000, "

2.3 Résultats dans H? x R et Nil;

2.3.1 Familles & un parameétre indexées par S!

Un résultat classique pour les CMC-1/2 de type espace dans I3 est le suivant :

Proposition 2.3. Soient p : X —]0,4+o00[ et Q : X — C vérifiant les équations (1.5]) et
(1.6). Alors pour tout t € R, il existe une immersion f; : ¥ — L3 conforme, de type espace,
CMC-1/2 et dont l'application de Gauss admet {**Q, p} comme données de Weierstrass.

On dit que e** est le parameétre spectral.

Cette famille est certes celle établie par la formule de Sym-Bobenko ([2.2)), mais on
peut également prouver son existence de fagon indépendante en construisant directement
les immersions, puisque les conditions d’intégrabilité et (1.6) sont satisfaites.

On peut de méme faire agir le cercle S! sur la différentielle d’Abresch-Rosenberg

d’immersions dans H? x R et Nils, et établir I'existence de familles & un parameétre :



30 Chapitre 2. Formules de Sym-Bobenko

Proposition 2.4. Soient py : ¥ —|0,4+00] et Qo : X — C vérifiant les équations (1.5)) et
(1.6). Alors pour tout t € R, il existe des immersions conformes de X2, CMC-1/2 dans
H? x R et minimale dans Nily, de méme application de Gauss (hyperbolique) admettant

{e*"Qo, po} comme données de Weierstrass.

Preuve. Fixons t € R. On vérifie qu’il existe une application A : ¥ — C telle que :

, / 4|1A? / 4|A|?
Az = (10g PO)Z A + 862ZtQ0 1+ | | et AZ = @ I+ | | ’
Po 4 Po

avec € = —1 pour H? x R et ¢ = 1 pour Nils. Une telle construction vient des équations

(1.21)) et (1.18) pour H? x R, et (1.15)) et (1.12]) pour Nils. Comme Qg et po vérifient ((1.5))
et (1.6, on a :

A 4|Al? 20 4| A2
2it _
g - )
(log po), A+ ce™ Qo /1 + 1+
Po . 4 £o

z

d’ou l'existence de A, et 'on définit :

2it 2 Po
Q=e¥Qo, p=po+4AP et o= |0
0 P £o | | 2 00 4| |2

Les équations de compatibilités (1.17)—(1.20]) et (1.11))—(1.14]) sont donc vérifiées, assurant

I'existence des immersions. O

Pour les espaces forme et I3, les familles d’immersions indexées par S sont isométriques
et issues de I'action d’un parameétre spectral. Dans les E3(k, 7), la correspondance de
Daniel produit des familles d’immersions isométriques, mais les immersions n’existent
pas dans un méme espace. L’action de S' mise ici en valeur dans H? x R et Nils est
donc intéressante puisqu’elle est la réalisation de I'action d’un parametre spectral sur des

immersions d’un méme espace.

2.3.2 Les formules de Sym-Bobenko dans H? x R et Nils

Les groupes d’isométries de H? x R et Nil3 n’agissant pas transitivement sur les repéres,

il est impossible de définir un repere mobile et d’adapter la méthode classique.
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On peut néanmoins utiliser un repére mobile de L3 adéquat pour obtenir les formules
de Sym-Bobenko, puisque les coordonnées d’immersions CMC-1/2 de type espace dans
L3, CMC-1/2 dans H? x R et minimales dans Nilz sont liées.

Proposition 2.5 (Fernandez—Mira, 2009 [21]). Soient fL, f7 et fN des immersions
conformes respectivement CMC-1/2 de type espace dans L2, CMC-1/2 dans H? x R et
minimale dans Nily. Supposons que pf (p)? = pN (V)2 = pl et QH = —QN = QL. Alors

on a d’une part :

(1.5) <= (1.22) < (1.16) et (1.6) <= (1.17) < (L.11),
et d’autre part, o = N =1/t Wl = —AN = hL et FN = FL 4 isométrie de R* pres.

Corollaire 2.6. La donnée d’une surface CMC-1/2 de type espace dans I3 assure l’exis-
tence de surfaces CMC-1/2 dans H? x R et minimale dans le groupe de Heisenberg de

memes données de Weierstrass.

Le corollaire [2.0] est une conséquence directe de la Proposition [2.4] Les formules de
Sym-Bobenko dans H? x R et Nils sont ensuite construites a partir des résultats précédents.

Reprenons I'application harmonique G : ¥ — H? de données de Weierstrass {Q, p}.

Dans I’espace H? x R

Il existe une immersion f# = (FH hf) : ¥ — H? x R conforme, CMC-1/2 et
d’application de Gauss hyperbolique G¥ = G, dont I’expression dans le modele matriciel

(1.1) — pour le modele de Minkowski de H? x R — est la suivante :

oV,

H—i
f_at

-1
\1171_/2, JO
t=m/2

— WU, 0002 Wy

+ } \I’ﬂ/QUQ\IJT_r/IQ, 0'()[ (0‘3 - \I/()O'[)\Ifal) . (23)

En effet, une telle immersion f¥ s’exprime également :

2
P = P ((hfr/z)z(foL)z + (hﬁ/z)z(foL)Z) + 907Lr/2N0L et hff = h7Lr/2’
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et I. Fernandez et P. Mira [20] ont montré que les relations de compatibilité (1.17)—(1.20])

sont vérifiées avec :

1 P
H L 2 H H H
pl=p+Al(hln).l5 ¢ = , QF =—Q et A" =(RE,)..

& oLy \ o+ 4l(hE ). /2

Dans le groupe de Heisenberg

De méme que pour H? x R, il existe une immersion f~ = (FN AY) : ¥ — Nil;
conforme, minimale et d’application de Gauss GV = G, qui s’écrit comme suit dans le
modele (1.2) :

1162w, o, ’ 1
N = ] vt 0[ 2 ( Uit ool + = |00, [Woeoo ¥y, oo
2| o |, ot |,_, 2[ |
1 ov 1[0¥
700 [ 3; \1/61700 + \11000\1151] + — [3; \I/a ,00 — \11000\11 ] 00- (2'4)
t=0

En effet, on a bien F'N = FL et la hauteur AV vérifie :
WY = i(hb), — % (FNEN — FNFN),

ce qui correspond aux formules de compatibilité de B. Daniel [12]. Les données fondamen-

tales sont alors :

1 .
PN =prAlh)P PN = = s QY= et AN =i(hb)..

@ p+4(hg)=I*"

2.4 Applications

2.4.1 Production d’exemples par la méthode DPW

On reprend dans H? x R et Nil des exemples donnés dans 1'espace de Minkowski par
D. Brander, W. Rossman et N. Schmitt [7].

Pour commencer, on rappelle la « recette » DPW. Les constructions détaillées sont
faites notamment dans [23, [I5] pour le cas euclidien et dans [7] pour 'espace de Minkowski.

Sur une surface de Riemann simplement connexe ¥, munie d'une coordonnée locale
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complexe w, on définit un potentiel holomorphe &, i.e. une 1-forme sur ¥ & valeurs dans
I'algebre de Lie sl,(C) de SLy(C) dépendant d’'un parameétre spectral A € St :

5 _ Z Cgk)\Zk 0 n 0 an_l/\Zlcfl
k>0 0 copA* bop_1 AZF1 0

ol les agy_1dw, boy,_1dw et copdw sont des 1-formes holomorphes sur ¥ et a_; ne s’annule

dw,

jamais.
On choisit 9 telle que ¥ ~'dyy = £. Sur un certain ouvert ¥ C 3, on peut effectuer une
décomposition d’Iwasawa 1) = ¥ R avec U, R convenables, et notamment R prolongeable

holomorphiquement (en A) sur D avec :

)01/4 0
R = 0 s +O(\) et p>0.

En fait, ¥ est I’ensemble des points ou une telle décomposition existe et, sur X, on a :

- 4b_,
N (logp)w 4A"'a_1y/p 1| —(logp)w ) -
(U7 dV' = - | 404 dw + = VP dw.

4 =X\ —(logp)w o
NG (log p) a=1yp (logp)w

On pose dz = —4ia_jdw, A\ = e~ Q = —b_,/(4a_1) et la solution du systéme (2.1)) est :

v e—it/2 0 o eit/2 0
t 0 oit/2 0 it/

Le premier exemple que 1’on construit vient du potentiel £ = A\~to;dw. On obtient :

( chIm(ez)  —e"shIm(e"z)
\I/t =

—e't shIm(e'z) chIm(e'z)

) avec z € C,

d’ou l'on tire apres reparamétrisation :

ushov

,chu) et fN(z):<u+ishv,2>.

—shu+ichushwv
1+ chuchv

s=c )=

La Figure , page , représente 'image de Uimmersion %, décrite par R. Sa Earp [16].



34 Chapitre 2. Formules de Sym-Bobenko

Et Pimmersion fV, invariante par translations le long de 1, a été étudiée dans [22].

Pour le second exemple, on prend comme potentiel 26 = A\~!(o; — i03)dw. On obtient :

1 2 '
U, = ———— ‘8_ 1 avec |z| #2 et e =signe(2 —|z|).
Sa— |2P) \—iez 2

On en déduit apres reparamétrisation :

2z 1+ |2)? 4z
Y=D, fH= 2 t fN=|—%,0].
- <1+|z|2’ —pp) T e

De méme, ces immersions sont bien connues (voir [I7] pour f# et [22] pour fV).

Construire des exemples de surfaces avec la méthode DPW s’avere difficile dans la
pratique. En effet, le point central est la décomposition d’Iwasawa, et cette décomposition
n’est explicite que pour des potentiels £ « simples ». Néanmoins, une résolution numérique

est possible dans un certain nombre de cas [7].

2.4.2 Familles équivariantes

Lorsqu’une surface — CMC-1/2 de type espace dans L3, CMC-1/2 dans H? x R ou
minimale dans Nil; — admet de la symétrie, il est possible de trouver une paramétrisation
conforme équivariante pour cette symétrie. Cette équivariance se retrouve alors dans les
propriétés de I'application de Gauss (hyperbolique) et concerne donc toutes les familles

d’immersions construites a partir de cette application harmonique :

Théoréme 2.7. Soit f: X — M une immersion conforme, CMC-1/2 de type espace si
M =13, CMC-1/2 si M = H? x R ou minimale si M = Nil. On décompose f selon la
fibration naturelle de M en notant F' la projection sur la base et h la hauteur.

Supposons [ équivariante pour la rotation d’angle 6 € R fixé autour d’une fibre de M.

On peut toujours se ramener d la fibre {x; = xo = 0}, d’ot :
F(e2) =e“F(2) et h(e?z) = h(z).

Alors Uapplication de Gauss (hyperbolique) de f est elle-méme équivariante et ses données
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FIGURE 2.1 — Surface de Sa Earp dans le modele (1.3)) du disque de Poincaré de H? x R

Image P. Romon
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de Weierstrass {Q, p} vérifient :
Q) = e9Q(2) et plei®z) = pl2). (25)

Réciproquement, soit G : ¥ — H? une application harmonique de données de Weiers-
trass {Q, p} vérifiant la propriété , pour un 6 € R donné. Alors les immersions
CMC-1/2 de type espace dans L3, CMC-1/2 dans H? x R et minimale dans Nily d’appli-
cation de Gauss G sont équivariantes pour la rotation d’angle 6.

Les résultats précédents restent vrais si la propriété d’équivariance est relative a une

symétrie par rapport a un plan géodésique vertical, que l'on peut toujours supposer étre
{zo = 0}, d savoir F(z) = F(z) et h(z) = h(z).

Preuve. On montre le résultat pour M = L3, les autres cas étant similaires. Soit donc
une immersion f : ¥ — L3 conforme, de type espace et CMC-1/2, équivariante pour
la rotation d’angle 6. On considére f = (b, F) : & — L définie par h(z) = h(e?z) et
F(z) = e ®F(ez) pour tout z € X, et dont on note N = (&, P) la normale. On en

déduit :
TN b h.(e"z) PN b hz(e”z)
J(2) =€ (e”Fz(eiaz)) o Jilz)=e (ei‘)Fz(e”z)) ’

donc p(z) = p(ez), §(z) = @(e?z) et P(z) = e ®P(ez). Comme f est équivariante,
ona f=f, donc N = N et l'application de Gauss hyperbolique ©5},(N) est elle-méme
équivariante. Ainsi, les données de Weierstrass vérifient bien la propriété ({2.5)).

Pour la propriété réciproque, on sait que pour tout ¢ € R, la forme de Maurer-Cartan

a; = U, 1dV, de la solution ¥, du systéme (2.1)) vérifie :

1 0 ) e’ 0 e 0 ) 1 0
1,0 1,0/ i 0,1 0,1/ i
o (2) = a7 (e7 2 et o (z2) = o (e z e
@) (0 ) all >(0 1) @) (0 1) il )(0 )

On définit alors pour tout ¢ € R "application D SN My (C) par :

T,(2) = ((1) 6(39) Ty (e2) ((1) 63‘9>'

Il est clair que \Tlt(z =0) =03 = V(2 = 0) et la forme de Maurer-Cartan &, = \Tlt_ld\f’t
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de ¥, s’exprime comme suit en fonction de a; :

1 0 ) e’ 0 e~ 0 ) 1 0
~1,0 1,0/ 40 0,1 0,1/ 40
o (z) = a7 (e7 2 et o (z2) = o (e z e
() (0 ) al >(O 1) ) (0 1) il >(O )

Ainsi, ¥, = Uy, ce qui signifie :

eiG e—i@
() = (0 2) (2 ( ; f) ,

et la forme des équations de Sym-Bobenko permet de conclure. 0

Le fait que ’équivariance soit commune aux différentes familles d’immersions permet
d’établir le résultat suivant sur Pexistence de bouts verticaux CMC-1/2 dans H? x R qui
ne sont pas de révolution, a partir de 'absence de symétrie d’'un graphe CMC-1/2 de type

espace dans L? convenablement choisi :

Théoréme 2.8. [l existe des graphes entiers CMC-1/2 dans H?> x R, d’image S inclus

dans le demi-espace H? x R, , admettant un bout vertical et qui n'est pas de révolution.

Preuve. D’apres [35], pour toute fonction v de classe C? sur S?, il existe un graphe entier

o, convexe et CMC-1/2 de type espace dans I3 tel que :

T

o(x) =|z|+7 <|x|> +e(x) avec ‘w|li>njoog(x) = 0.
On note fL' = (F* h%): ¥ — LL? une paramétrisation conforme de I'image de o.

On choisit v de telle sorte que 'immersion f¥ ne soit pas congruente & une surface
de révolution. Donc ni I'immersion fV : ¥ — Nily construite par la formule (2.4)), ni son
immersion sceur fH4 = (FH2 hf): Y — H? x R — que l'on voit dans le modele du disque
de Poincaré — ne sont congruentes a des surfaces de révolution.

Comme la métrique induite par f¥ est compléte, fV est un graphe entier d’aprés [21],
donc fH également, puisque la correspondance de Daniel restreinte aux graphes entiers
minimaux de Nil; est une bijection sur les graphes entiers CMC-1/2 de H? x R [21]. De
plus, on sait que b = hY = g o FL, d’apres la Proposition 2.5 Ainsi, h” est minorée,
donc hf > 0 a translation verticale pres, et h diverge lorsque |F¥| — 1, donc f admet

un bout vertical. O






Chapitre 3

Surfaces CMC-1/2 dans H? x R a

bouts verticaux

Ce travail a fait l'objet d’un article

en collaboration avec L. Hauswirth [9].

3.1 Introduction

Plusieurs familles de surfaces minimales dans R? peuvent étre munies d’'une structure
de variété lisse. Le cas des surfaces compactes (a bord) a été largement étudié et a conduit
a d’importants résultats (voir par exemple [0, [36, [37]). Pour les surfaces non compactes,
la structure de variété vient d’une propriété de compactification de 'opérateur courbure
moyenne. J. Pérez et A. Ros [29], et R. Kusner, R. Mazzeo et D. Pollack [25] on montré
que les familles de surfaces proprement plongées dans R? et minimales ou CMC admettent
une telle compactification.

Nous traitons ici le cas des surfaces CMC-1/2 dans H? x R. Pour ce faire, on consideére
comme surface modéle le graphe entier CMC-1/2 de révolution, ’hyperboloide Sy, et
I'on étudie ses déformations. Dans le modele du disque de Poincaré de H? x R de

coordonnées polaires (p, §), une paramétrisation de Sy en tant que graphe vertical est :

2

1 1 10
(0.0) € [0,1[xS" > (pe o

)eWxR,
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avec comme métrique induite exprimée en coordonnées polaires :

4 2—p2 0
9= 7543 :
(L=pP\ 0 1-p°

Par compactification de 'opérateur courbure moyenne, on entend une extension convenable
de T'opérateur a des fonctions définies jusqu’au bord a l'infini {p = 1} de H2. Une telle
compactification découle d’une extension de la métrique induite g de la surface modele, a
savoir un changement conforme de métrique étendant ¢ au bord a l'infini de H2. Mais
un tel procédé ne marche pas dans le cas qui nous occupe, puisque les termes de g ont
différentes vitesses d’explosion lorsque p — 1; la métrique ainsi obtenue ne peut que
dégénérer sur le bord a l'infini de H?. Pour pouvoir compactifier la métrique induite, nous

utilisons donc une paramétrisation conforme de la surface modele Sy, soit I'immersion :

1472
1— 172

XO:(T,Q)E]D)'—)<F(7“,9),2 >€H2xR ou F(r,0)=

On montre (Proposition [3.1) qu'un graphe normal borné de classe C? sur Sy peut étre

écrit comme :

oy L+ r?
2

XnZ(T,Q)GQRH<F(T‘,9),26n )EHQXR,

avec R €]0,1[, Qr = {R <r < 1} et n € C*(Qg) réguliere sur le bord {r = 1}.
A la Section , on étudie la famille & des surfaces — non nécessairement CMC — dans

H? x R dont les bouts admettent, aprés symétrie éventuelle par rapport au plan H? x {0},
une paramétrisation de la forme X" sur un domaine Qg avec n € C>%(Qg). On s’intéresse
particuliérement a la compactification au bord a I'infini de H? de leur opérateur courbure
moyenne (Théoréme . Une raison de l'existence de cette propriété de compactification
est que la métrique induite par une immersion de la forme X" précédente est équivalente

pour r — 1 & la métrique induite par 'immersion modéle X,

A la Section , on considere 'ensemble G des surfaces dans § qui sont des graphes
entiers CMC-1/2, complets contenus dans le demi-espace H? x R* . G admet une structure
de variété de dimension infinie (Théoreme [3.9)), et localement dans G une surface est

caractérisée par son comportement asymptotique, a translation verticale pres. Cela nous



3.2. La famille S 41

permet d’établir un résultat (Théoreme qui est un analogue a H? x R d’un théoréme
de A. E. Treibergs pour I'espace de Minkowski de dimension 3 [35, [10]. Précisément, étant
donnée v € C*>(S') vérifiant une condition de fluz, il existe un graphe entier vertical
CMC-1/2 complet paramétré sur D par X" avec n € C>*(D) tel que n|op = 7.
Finalement, a la Section [3.4] nous étudions les petites déformations des anneaux
immergés CMC-1/2 de révolution introduits par R. Sa Earp et E. Toubiana [17, 26]. Ces
anneaux nous intéressent car ils ont une propriété de non dégénérescence (Proposition
, qui permet un controle des fonctions de Jacobi. En utilisant de nouveau une
paramétrisation conforme des exemples de révolution, nous les déformons de telle sorte
qu’en général les déformations ne sont asymptotes a des exemples de révolution, ce qui
répond a une question posée par M. Elbert, B. Nelli et R. Sa Earp [I§]. De plus, la
souplesse de construction de ces déformations nous permet de construire un anneau
dont les bouts ne sont pas alignés, en translatant horizontalement le bout supérieur d’un
exemple de révolution (Théoréme [3.19)). Cela montre que contrairement au cas de référence
des surfaces minimales plongées de R?, de courbure totale finie et dont les bouts sont

horizontaux [29], la notion d’axe n’est pas pertinente en général pour les anneaux verticaux

CMC-1/2 dans H? x R.

On note D = {z € C‘|z| < 1} le disque unité fermé, (r,#) les coordonnées polaires sur
D et ds% la métrique de Poincaré sur H2.

Pour tout R €]0,1[, on note Qr C D le domaine extérieur Qr = {R <r <1} et
Qp = D. On considere 'ensemble D = {Qr | 0 < R < 1} des domaines admissibles. Le
bord a l'infini de H? est souvent identifi¢ a S!.

Pour Q € D, les espaces CH*(Q) et CI*(Q), avec k > 0 et 0 < a < 1, sont respec-
tivement ’espace de Holder usuel et le sous-espace des fonctions nulles sur le bord 0f2.
Enfin, on considére les espaces L?(-) muni du produit scalaire naturel (-, -)z2(y de norme

de Hilbert associée notée | - |f2(.).

3.2 La famille S

Considérons I'application F': D — H? définie par :

1+6r%+7rt 4r(141?) 4r(1 +1r?)

2r
F(r,@)z( =22 " (1= 2% cos@,m o

e
L+7r2 7

sin@) ou F(r,0)=
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dans les modeles de Minkowski et du disque de Poincaré de H? respectivement. F' est un
C!-difféomorphisme sur H? et 1'on appelle coordonnées graphe dun graphe vertical dans
H? x R, la paramétrisation du graphe dont la projection sur H? est F.

La famille S est définie comme 1’ensemble des surfaces immergées de H? x R, donc
chaque bout admet — & symétrie par rapport au plan H? x {0} prés — des coordonnées
graphe de la forme :

X7 (r,60) € Q o (F(r, ), 2677(“9)1”2

— 2

) € H? x R, (3.1)

pour un domaine extérieur Q € D et n € C>*(€). Les bouts des surfaces dans S sont des
bouts verticauz [18], i.e. des disques topologiques compacts pointés sans point asymptotique
a hauteur finie, dirigés « vers le haut ou vers le bas ».

L’hyperboloide Sy est clairement dans &, de méme que les graphes normaux bornés
de classe C** sur Sy, pour lesquels on contrdle également la distance horizontale & Sy a

I'infini :

Proposition 3.1. Un graphe normal S = expg, ((N) au-dessus de Sy, avec N normale
unitaire a Sy pointant vers le haut et ¢ € C**(D), est dans S. En d’autres termes, il existe
Q€D etneC>(Q) tels que S admette des coordonnées graphe comme en (3.1)). De plus,

la valeur asymptotique de n est :
1
nlop = §C |op-

Preuve. On utilise le modeéle de Minkowski (1.4)) de H? x R. L’application F s’écrit :

1
F(r,0) = (chx(r, 0),sh x(r,0) cos b, sh x(r, ) sin 0) avec  x(r,0) =2log (1 + 7”) )

—r
et un calcul simple donne :

2 0 0
N = _77“2 <sinh X@— + cosh x cos § — + cosh x sin ¢
Lo

1+7r 0y

0 1—-72 0
8x2 1—1—7“2{%3'

Donc S est I'image de I'immersion :

2r( 2r¢ 2r¢ . 1+ 72 1—r?
(Ch (X— 1—1—7”2> ;sh (X_ 1+r2>COSQ’Sh (X_ 1—|—r2> Sme’21—r2 + 1+7"2C '
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Pour que les coordonnées graphe souhaitées existent, il suffit de montrer que pour r

suffisamment proche de 1, il existe un unique 7 tel que :

_ 2r
X(T7 0) = X(T7 0) - m((ra 0) (32)
On calcule alors :
0 2r 4 2 [1—1 4 ,
or <X(T’9) B 1+7"2C(r’9)) T 112 1 4g2 <1+T2C+T€r> 1 =2 + O —r7).

Si r est suffisamment proche de 1, Papplication r — x — 2r(/(1 + 7?) est strictement
croissante (uniformément en ), ce qui assure I’ existence et ['unicité de .

(lop est la distance algébrique normale a l'infini entre S et Sy, et également la distance
horizontale a I'infini puisque N est asymptotiquement horizontale. Considérons un plan
horizontal H? x {z} intersectant S et Sy. Les rayons hyperboliques de S et Sy & hauteur

x et dans la direction 6, respectivement notés pg(S)(z,0) et pu(Sp)(x,d) sont :

-n
:UzZe”chpmS)Q(x’Q) — pH(S)(:r;,G):2argchxe :210g:c—277+0<$12>
et x:2chpm502)(x,9) = pH(SO)(x,Q):2argch§:2loga:+0(12),
x

donc la distance algébrique hyperbolique horizontale entre S et Sy dg (.S, So)(x, ) & hauteur

z et dans la direction 8 est :

dua(S, So) (x,6) = pua(So) (x,6) — pu(S)(x,6) = 2+ O ( ! ) ,

22
ce qui établit I’égalité (|ap = 27|sp & l'infini. O

Deux propriétés de la famille S nous intéressent ici. La premiere décrit le comportement

de S sous l'action des isométries :

Proposition 3.2. La famille S est globalement invariante sous l’action des isométries
de H? x R.

Preuve. Dans le modele ((1.3) du disque de Poincaré, on considére une surface S € S,

définie sur 2 € D et de coordonnées graphe (F,h), et 'on note (F,h’) les coordonnées
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graphe de son image S’ sous l’action d’une isométrie 1) de H? x R. En utilisant I’écriture

(3.1), on remarque que :

2e _
h=—"_ avec n € C**(Q).

V1= IFP?

Il suffit de traiter les cas ot ¥ est soit une isométrie de H? préservant la hauteur le long de

la fibre soit une translation verticale. Si 1) est une translation verticale de o € R, on a :

2e’l N1 —? 1
- +xo=2exp<ﬂ+1og<1+fcoe r))

Ji-IFF RN

éventuellement apres restriction & un domaine €2’ € D pour lequel hlg > —x0.

Si 1 se raméne & une isométrie de H? préservant 'orientation de H?, il existe wy € D

et g € R tels que :
w + Wy

— 100
W(w) 71_‘_%“)6 )
Siy)f =FtoyloF, alors:
o= hoy = 9oV’ e 11 —wolF| 2
J1—lpLo FP V1= lwol2) /1—|FP2

exp | n o + log |1~ wof] 2
= ex Y—_— | | ——,
J—wl) ) Ji- PP

et S’ € S. En remplacant F par F, on obtient le résultat pour 1 isométrie de H? renversant

l'orientation. O

Notons que la valeur 7|sp est invariante par translation verticale. La seconde propriété
de la famille qui nous intéresse S concerne ’extension de l'opérateur courbure moyenne

en un opérateur sur les fonctions C*>® au-dessus de domaines fermés :

Théoréme 3.3. Soient Q € D et a € C>*(Q). On note avec des indices 1,2 les quantités
relatives aux coordonnées r,0 respectivement. Alors, pour tout £ € C**(Q) les courbures
moyennes H(a + €) et H(a), de XT¢ et X® respectivement, vérifient :

9(a)|(H(a+€) = H(a)) = 3 Ayj(r,0,a, DE)é; + B(r,0,a,6,DE),  (3.3)
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avec |g(a)| déterminant de la métrique induite par X, A;; et B des fonctions C** sur D

qui sont analytiques réelles en leurs variables, et A = (A;;) matrice coercive sur D.

Preuve (voir 'annexe Section pour les détails). On note do? la métrique F*ds, i.e. :

> 16 (1 —1r?)? 0
S (1 —r2)d 0 r2(14+172))

Les propriétés différentielles d’une surface dans H?* x R de coordonnées graphe (F, h) sont
précisément celles du graphe de la fonction h dans 'espace D x R muni de la métrique

do? + dx3. D’apres J. Spruck [32], la courbure moyenne H(a + £) s’écrit :

Voh(a+§)

L.
H(a+£):2dlva< W(atd

) avec Wi(a+¢&) = \/1 + |Vsh(a+§)2,

les quantités étant calculées relativement & do?. Siles (I'};) sont les symboles de Christoffel

associés a do?, on a :

H(a+¢&) = Zg”a—irf (%ha—l—ﬁ Zrkak &—irf)

2+5

avec comme symboles de Christoffel non nuls :

2r Ay 14 3r2
1 _ 2 _ 2
F11—17_7&» F12_1—r2<1+ >(1_7")>

4r2(1 4 r2
4r3(1 + r?)? 1+ 3r2
t L=—" 14+ ——"  (1—7].
¢ 2 (1 —r2)3 + 4r2(1 4+ 7’2)< ™)

La métrique induite g(a) s’écrit :

64r2e2® 1+ r2 1+ 72)2 4e—2a
e 1 R U (e ) o

(1 —r2)4 2r 1672 1+7r
167(1 + r?)e?® 14172
g12(a) = ((1_2)1,@ [1 + a7
167r2(1 + r?)2e?e -2 a’ oo
t = oy 22
€ gQQ(CL) (1 — T2)4 + 47,2( r ) )

et W{(a) s’exprime W (a) = +/|g(a)|/|o|-
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Le calcul détaillé dans I’annexe (Section donne Pexpression (3.3)) avec la régularité

souhaitée, et asymptotiquement, on a :
AH =e ¢ -+ 0(1 — 7”2>, A12 = A21 = O(l — T2) et A22 = ¢ + O(]. — T‘Q),

ce qui établit la coercivité de A. O

L’opérateur 1 +— /g(a) (H(n) — H(a)) est qualifié de compactification de la courbure
moyenne parce que sa construction repose sur une compactification de la métrique induite
g(a). En effet, cet opérateur est elliptique si et seulement si g(a) peut étre prolongée en

une métrique sur D, avec 1'égalité suivante :

-1 67@ 0 1 2 a
AT = .= o )|g(a) +O0O(1 —7r%) avec ~*=alsp.
gla

3.3 Structure de variété sur la famille G

Soit G I'ensemble des graphes entiers CMC-1/2, éléments de S et contenus dans le
demi-espace H? x R*. On utilise (3.1) pour décrire une surface de G en coordonnées

graphe :
1+r?
1—1r2

X" = (F, 2¢" ) avec 1 € C**(D),

et la fonction n|sp : S' — R, définie géométriquement, est la valeur d [’infini de la surface.
On considére un graphe entier CMC-1/2 S dans G, de coordonnées graphe X avec

a € C>*(D) et on note v* = algp sa valeur a l'infini. Un calcul simple montre que la

composante verticale ¢* > 0 de la normale unitaire, N* a X* s’exprime comme :

e 41 —r?

o~ T 3.4
W= T (3.4)

olt n® est une fonction C'* positive sur D telle que n®|sp = 1/2.

Lemme 3.4. La différentielle de l'opérateur H : n € C>*(D) — H(n) € C**(D) au point

a est : |
v € €3 (D), DH(a)-n= 5L (%),

na

avec L opérateur de Jacobi de X°.
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Preuve. Si (X™) est une famille différentiable telle que 1y = a et n; € C**(D), on a

classiquement :
d dxm 1 1+ 72 dn,
—| Hnp) = L< ,Na> =—L <26“g0“ — ,
dt|,_, 2 dt |,_, 2 1L—r? dt|_,
et l'expression (3.4)) de ¢* permet de conclure. O

En utilisant le Théoreme [3.3], on définit 1’opérateur courbure moyenne compactifié

1 —
H:nel* D) —/lg( ( 2 —) C*(D).
n e a+ 2n'n) 5) € (D)
L’ opérateur de Jacobi compactifié est L = DH(0) : C>*(D) — C%*(D) et en appliquant le

Lemme [3.4] on obtient :
L =4/lg(a)|L.

On note L la restriction de L & Cg**(ID), et 'on considére K = ker Ly, K+ I'orthogonal
de K dans C%*(D) et Ki- = KN ¢y (D).
Soit enfin y, : C3%(S) — C%%(D) tel que jiq(7) est 1extension harmonique sur D (pour

comme :

le laplacien plat) de la fonction v — 7* sur le bord dD. Cet opérateur contient dans la

suite 'information sur le comportement asymptotique.

Soient u, v € C>*(D). Pour R €]0, 1], L satisfait une identité de Green sur {r < R} :

ov ou
/{rgR} (uLv — vLu)dA = /{TR} (uf)y - U8V> ds,

avec dA et ds mesures correspondant a la métrique induite par X sur {r < R} et {r = R}

respectivement, et ol v est la co-normale avecd - /Ov dérivée co-normale. On note que :

o 1
dA =/|g(a)|dA, ds=/g(a)dd et v= —(922(@))(11 _912(G)X§),

g22(a)|g(a)l

avec dA mesure de Lebesgue sur R?. En prenant la limite lorsque R — 1, on obtient un

identité de Green pour L sur D :

/ﬁ (ufv — Ufu) dA = /027T e " (ug: - g:f) ‘,:1 db. (3.5)
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Un résultat standard montre que la restriction Lg est un opérateur de Fredholm
d’indice nul (voir notamment [24]). Précisément, K = Ry® et Ly (Cg’o‘(ﬁ)) = K+. On
peut alors montrer qu’il n’existe pas de solution u € C>%(D) a I’équation :

Lu=0onD et ulsp=1. (3.6)

En effet, si une telle solution u existait, on aurait :

_ _ _ 2m o a 2 "
0= /7 (gp“Lu — uLgo“) dA = / e 90“@ — u@gp do = / e "de,
D 0 or or )i _, 0

par application de I'identité de Green (3.5 a ¢® et u, ce qui est impossible.

3.3.1 Déformations générales

Soient I et ITx. les projections orthogonales sur K et K+ respectivement. Suivant
B. White [36], on montre :

Lemme 3.5. Soit ® : C>*(S') x R x Ky — K= Uapplication définie par :
B(v, A, ) = s o H(pa(7) + A" + 7).

Alors D3®(72,0,0) : Ky — K+ est un isomorphisme.

Preuve. Un calcul simple donne D3®(~*,0,0) = [Ix. o ZO‘KS_ et I'on sait que Kt est

I'image de Ly. Donc D3®(7¢,0,0) = ZO'KOL est bien un isomorphisme sur K. O

On applique alors le théoreme des fonctions implicites a @, ce qui assure I'existence d’un
voisinage U, de (77,0) dans C*>*(S') x R et d’une unique application lisse o : U, — Ky
telle que :

o(1%,0) =0 et Y(y,\) € Uy (7, A,0(7,1)) =0.

On définit les applications 7, : U, — C>*(D) et k, : U, — K comme :
(1, ) = a+2n (1a(7) + A" +0(1, 1)) et ka(v,A) = Tk o H (pa(7) + A" +0(7,A)).

Si une surface de S admet X"} comme coordonnées graphe, on dit que {7, A} sont les

données de la surface par rapport a S ou a.
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Lemme 3.6. L’application n, satisfait les propriétés suivantes :
1. 7,(7*,0) = a.
2. Y(7,A) € U, 1a(7, M) |om = 7.
3. Dona(7*,0) : A € R = 2X\n%p® € C>*(D).
Preuve. Le Point 1 vient de la définition de u, et de I'unicité dans le théoreme des fonctions

implicites, et le Point 2 résulte d’un calcul direct. Pour le Point 3, il est suffisant de

montrer que Dyo (v, 0) = 0. Pour ce faire, on écrit :

d L . ) o a
-4 tzocb(v t,0(7% ) =Tl 0 Lo(9* + Dao(,0) - 1) = Lo(Dao(7%,0) - 1).
Ainsi, Dyo(v%,0) -1 € KN K+ ={0}, d'olt Dyo(y*,0) = 0. O

Soit S’ € G de coordonnées graphe X®. Supposons qu'il existe une surface dans S de
données {~, A} et {7/, N'} par rapport a S et S’ respectivement. Alors, cette surface admet
des coordonnées graphe X () et X" O'A) e n,(y,\) = nu (7, N') — ce qui donne :

7/ =~ et )\/ _ 1 <77a(’y7 /\) —a

% [F2m) 2n%

wl)et) e
L2(D)
L’égalité des valeurs a l'infini vient du Lemme (3.6 Point 2, et I'expression de )\ est

simplement la projection le long de ©® .

Le lemme [3.6/ Point 2 montre également que la valeur & I'infini d’'une surface X% ne
dépend pas de A, ce qui signifie qu’il existe un famille a 1 parametre de surfaces admettant

la méme valeur & l'infini. Cette famille est en fait celle des translatées verticales de X (A

Proposition 3.7. Soit (v, \) € U,. La surface X"=ON) existe pour tout N € R et coincide

avec XN 4 translation verticale prés.

Preuve. Quitte a changer a en n,(7, A), on peut supposer, d’apres (3.7)), que v = v* et
A = 0. Si m est la borne inférieure de la fonction hauteur de S sur D, les coordonnées
graphe de la translatée de S par la translation verticale de = € R peuvent s’écrire X% si

et seulement si z > —m, et auquel cas :

, l m e 41 —r?
a =a+lo T—.
& 2 1+1r2
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Il est clair que d'|sp = algp, d’ont pe(a’) = 0. 11 suffit done de montrer que la coordonnée A
de (a/ — a) € C3*(D) le long de n®p® est, pour la variable z, une bijection de | — m, +o0]

sur R. L’expression de X est la suivante :

1 a—a 1 ©° e 1 —r?
T e L (prl
032y \ 200 o 2Tl Ram /o nt 2 1412

qui est effectivement bijective de | — m, +o00[ sur R. U

Le fait de devoir se limiter & des translations verticales x > —m est clairement
un artefact de 1’écriture sous forme exponentielle. Cela permet par contre de borner

inférieurement les surfaces considérées.

3.3.2 Déformations CMC-1/2

La valeur de la courbure moyenne d'une déformation X" de S est déterminée par

kq de par ’égalité suivante :

a K,
puisque  ri,(7,A) = i 0 H (pa(7) + Ap® + 0 (7, \))
et (.M 0(7.N)) = e o H(pa(y) + A" + 0 (7. 1)) = 0.

En particulier, la construction de I'opérateur courbure moyenne compactifié H, dont les

points critiques sont des immersions CMC-1/2, donne :

Y9 N) € Uuy H(ma(1 ) = 5 = sal3,0) =0.

On consideére U, = 1,1 ({0}) N U, et V, C G l'ensemble des surfaces dont les données
sont dans U,. D’apres la Proposition , il existe un sous-ensemble T', C C?*(S!) tel que
U, =T, xR.

Proposition 3.8. T, est une sous-variété réelle-analytique de codimension 1 de C**(S')
telle que I'espace tangent a Ty en ¢ est lorthogonal (e~} 4 e=2" dans C>*(S') pour

le produit scalaire de L*(S'). De plus, T, est un sous-espace fermé de :

{vec (S |le e = e [ § -
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Preuve. 11 est clair que T', est une sous-variété lisse de C*>*(S') et que sa codimension est

le rang de Dk, (7%, 0). On calcule :

_ 1 _
Dokg(~%,0) - 1 Ro(74,t) =Tl o L (WDgna(”ya, 0) - 1) =TIg o Lo(¢*) = 0.

T dt

t=0

Donc le rang de Dr,(7%,0) est celui de Dik4(7%,0), et I'on a rg D1k, (7%,0) < dim K = 1.
Il suffit donc de mettre en évidence une courbe v € C>%(St) telle que Dykq(7%,0) -y n'est
pas identiquement nulle. On peut prendre v = 1. En effet :

d

Dl"’ia(’yaao) 1= %

1
Din,(v*,0) - 1.
ona 11a(7*, 0)

Ka(t,0) =Tl o Lu = Lu avec u =
t=0
On a u|gp = 1, d’apres le lemme [3.6{ Point 2. Et comme ’équation ([3.6]) n’a pas de solution,

D1kq(7*,0) - 1 n'est pas identiquement nulle.

On considere un chemin lisse 7; de I', avec 79 = v et des vecteurs tangents notés ;.

On a:

_ _ 1
Ka(74,0) =llgoLlv = Lv avec v = —Din,(v*0)-5o,

0 = Dka(v*,0)-(%0,0) -
=0 2n

T dt

et en appliquant I'identité de Green (3.5)) a ¢ et v, on obtient :

0= /ﬁ (gpafv — vﬂp“) dA = /027r e 7" <g0“(3: — U@@cﬁ“) ‘ o
r=1

21
== /0 ’3/06_27ad6 = 27T<’3/0, 6_2va>L2(S1). (38)

Ainsi (e72")1 est bien I'espace tangent a I', en 72, sa codimension étant 1.

Pour un ¢ fixé, soient v, = 744 le chemin reparamétré et a’ = 1,(~, 0). Il existe € > 0
tel que 7, € T'w pour tout |s| < ¢, donc le chemin de surfaces X7 (=0 peut étre décrit
par un chemin de données {7%, \.} dans U, |s| < e, avec A\j = 0 et des vecteurs tangents
notés ’?’S. Par construction, on sait que ’%’0 = %,;. Le résultat s’applique a {v, A/},
d’ou :

e aeny = ~2050, ¢ uzry = O

pour tout ¢, et donc la norme |e™ |21 est constante.
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Pour montrer que I, est fermé, on consideére v dans la fermeture I'y, et un chemin lisse
(7e) tel que y9 =~ 71 =7 et v € ', pour tout 0 <t < 1. Pour ¢ € [0, 1], il existe une
immersion X; de valeur a l'infini 74, et d’apres la Proposition [3.7, on peut supposer que la
hauteur minimale de X; est exactement 1, pour empécher les immersions de s’échapper a
Iinfini. Il suffit de montrer que X; converge lorsque t — 1 vers un graphe vertical X; sans
point asymptotique a hauteur finie. Le fait que X; admette v comme valeur a I'infini est
alors direct, puisque les surfaces sont en fait considérées comme des surfaces a bord, a
cause de la propriété de compactification.

Soit d = 2 max {|%| ‘0 <t< 1}, la plus grande distance a Sy a U'infini, et considérons
f = el Comme développé au début de la Section , un anneau de révolution Apg
immergé, a distance algébrique —log 8 = —d — 1 de Sy a l'infini. Précisément, cela signifie
qu’a l'infini la distance hyperbolique entre Ag et un X, arbitraire est supérieure a 1, et que
le bout de chaque X, est contenue dans la partie mean-convexe de Agz. Quitte a translater
Apg verticalement (ce qui préserve le comportement asymptotique), on peut supposer que
Ag N (H? x R* ) est plongé et que X est strictement incluse dans la partie mean-convexe
de Ag. On utilise Ag comme barriere extérieure, et il reste seulement a montrer que les X,
sont totalement contenues dans la partie mean-convexe de Ag pour tout ¢ € [0, 1], pour
obtenir 'existence de X;.

Pour de petites valeurs du parametre t, X; est strictement incluse dans la partie
mean-convexe de Ag, puisque le processus est lisse. Par I’absurde, supposons qu’il existe
une premiere valeur ¢y €]0, 1] pour laquelle la distance hyperbolique entre Xy, et Ag est
nulle. Par construction de Ag, le contact n’est pas a l'infini, de telle sorte que I'on puisse

appliquer le principe du maximum a Ag et X, ce qui est absurde. 0

3.3.3 Applications

Théoreme 3.9. La famille G peut étre munie d’une structure de variété lisse de dimension

infinie modelée sur l'espace C*>*(S') x R.

Preuve. 11 suffit de montrer que pour toute surface S € G de coordonnées graphe X,
une carte locale au voisinage de S est donnée par I'application S’ € V, — (v, \) € U, ou
{7, A} sont les données de S’ par rapport a a. Cette propriété se déduit directement des
relations (3.7)). U
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A. E. Treibergs a montré [35] qu’étant donnée une courbe v € C%(S'), il existe un
graphe entier vertical, complet et CMC-1/2 dans I3 qui est asymptotiquement & distance
~ du cone de lumiere. Précisément, cette surface est le graphe d'une fonction f: R? — R

telle que :
f(x) = x|+~ (é,) +e(x) avec lim e(z) =0.

|z| =400

La structure de G permet de montrer une version C*>* de ce résultat dans H? x R.

Théoréme 3.10. Soient S une surface dans G de coordonnées graphe X et v € C>*(S!)
telle que |e™ |21y = e |12s1). 1l existe une surface de G admettant v comme valeur d
linfind.

En particulier, si S = Sy il existe un graphe entier vertical, complet et CMC-1/2 asympto-

tiquement d distance normale y de Sy, pour tout v € C*>*(S') de norme L*(S') unitaire.

Preuve. Soient 7; le chemin de C**(S') défini pour tout 0 < ¢ < 1 par :
Ve = 1 log ((1 —t)e " 4 te_27> :
2

et 7 l'ensemble des t € [0, 1] pour lesquels ~; est la valeur a I’ infini d’une surface de G.
On sait que T n’est pas vide, vu que 0 € 7. D’apres la Proposition et le fait que

e L2(s1y = || 12(s1) pour tout ¢, il est clair que T est connexe, d'ou 1 € T. O

Corollaire 3.11. Pour toute surface dans G de coordonnées graphe X%, on a :

o= {y eS|l e = le " |e |-

3.4 Déformations d’anneaux CMC-1/2

R. Sa Earp et E. Toubiana ont montré [I7] que — & une isométrie de H? x R prés —
un anneau vertical CMC-1/2 de révolution est un bi-graphe, symétrique par rapport au
plan H? x {0}. La partie graphique supérieure d’un tel anneau admet des coordonnées
graphe (F, hg), avec § € R, B # 1 et hg défini par :

VB—1
VB+1

dt pour r >

2log(1%7) cht — 3
hﬁ(T’ :/
|log A] Vv2Bcht —1— 2

=5
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On note Ag cet anneau, qui est plongé si 0 < 8 < 1 et seulement immergé pour g > 1.

On a le développement asymptotique suivant lorsque r — 1 :

11
hg(r) = \/Bl_dl—:

ce qui signifie que la restriction de (F, hg) au domaine extérieur g, est dans S de valeur

+ O(1),

a 'infini constante égale a —log 3. La méthode développée a la Section devrait donc

pouvoir étre adaptée a ’étude des déformations de ces anneaux.

On commence par modifier légérement les notations. Fixons 3 € R% avec § # 1;
I'anneau Az est désormais notre surface modele. Pour déformer cet anneau de révolution,
on a besoin de coordonnées conformes pour assurer une compactification de la courbure

moyenne. Une telle paramétrisation de Ag, en coordonnées cylindriques, est la suivante :

X%:(5,0) € O <F(r(s),9>,€(s)h§ (r(s))) avec QF =] — T, T[xS, (3.9)
4 /1 dt
B (2~ B3 (RS- )

ZZ = 18 ; 1 \/<r2(s) - R%) (REQ - TQ(S)) et 7(0) = Rg.

T

e(s) = signe(s),

On identifie les fonctions sur Ag aux fonctions sur Q7 et 'on appelle paramétrisation

cylindrique d'un anneau déformé I'immersion suivante :
X":(5,0) € Q' (F(r(s),9),8(5)6"(5’9)%(7“(3))) avec 1 € CH(QF).

Le déterminant de la premiere forme fondamentale est |g(n)|, la courbure moyenne H ()
et les valeurs & I'infini sont le couple (n(T, ), (=T, )) € (C**(Sh))%

3.4.1 Non dégénérescence des anneaux de révolution

De méme qu’a la Section on a besoin de comprendre les fonctions de Jacobi pour
controler les déformations. On porte donc une attention particuliere a ’étude des anneaux

de & qui sont non dégénérés dans le sens suivant :

Définition 3.12. Une surface immergée dans H? x R est dite non dégénérée si les seules

fonctions de Jacobi nulles sur le bord de la surface proviennent des isométries de H? x R.
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””/;
=
\Y
—_

F1GURE 3.1 — Courbes génératrices des anneaux de révolution
(Modele du disque de Poincaré)
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D’apres la preuve de la Proposition et la forme des bouts, il est clair que si un
anneau de S est non dégénéré, alors I'espace des fonctions de Jacobi nulles au bord est de
dimension 1, engendré par la composante verticale de la normale unitaire. Autre remarque
intéressante, comme le rang de 'opérateur de Jacobi est localement constant, de « petites »
déformations d’anneaux non dégénérés sont encore non dégénérées. Ainsi, la méthode
utilisée a la Section [3.3] peut étre strictement transposée a ’étude des déformations dans

de petits voisinages d’exemples non dégénérés.
Proposition 3.13. L’anneau Ag est non dégénéré pour toute valeur de 3.

Preuve. Si L est 'opérateur de Jacobi de Ag, son compactifié L s’écrit A + ¢(s) dans
paramétrisation conforme (3.9), ot A représente le laplacien plat et ¢ € C°([—T,T]). De
plus, Ag étant symétrique par rapport au plan H?, la fonction ¢ est paire. Comme une
fonction de Jacobi est 2w-périodique en 6, en utilisant une décomposition en série de
Fourier, on se ramene a résoudre une famille de problémes de Dirichlet sur C*([—T, T1)
pour n € N :

u” + (q(s) — n2)u =0 et u(-T)=u(T)=0. (D,,)

On fait deux observations immédiates :

— Pour tout n € N, les parties paire et impaire d’une solution de sont également

solutions de . On peut donc seulement considérer les solutions paires et impaires.

— La composante verticale ¢ de la normale unitaire a Az est une solution impaire de

(Do) qui ne s’annule pas sur |0, T7[.

Soit n € N. Une solution impaire de (D,)) est proportionnelle a . Sinon, d’apres le
théoréme de comparaison de Sturm avec ¢ — n? < ¢, ¢ devrait s’annuler une fois sur |0, 7.
L’équation n‘admet pas de solution paire. Supposons qu'une telle fonction existe.
D’apres le théoreme de comparaison de Sturm, cette fonction ne s’annule pas sur | — 7, 7|
puisqu’elle ne peut s’annuler en 0 et que ¢ ne s’annule qu’en 0, et donc n? est la premiére
valeur propre de 'opérateur elliptique :

pe

@‘FQ(S),

ce qui contrevient a l’existence de . U
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3.4.2 Petites déformations CMC-1/2

Définition 3.14. Un anneau vertical CMC-1/2 et dit 3-déformable pour 8 € RY ~ {1},
s’il est non dégénéré, s’il admet une paramétrisation cylindrique de la forme X? avec

b € C>*(0P), et si ses valeurs a l'infini, notées 7* = (7%,7%) = b|sqs, vérifient :
_~b —~b
e 2y = €7 |2

Soit A un anneau [-déformable. On utilise les notations de la Définition [3.14] De

nouveat, la composante verticale ¢° de la normale unitaire & A s’écrit sous la forme :

b e 1 1

_ b _
© 7€h5(7”)$ avec n’agﬁ—g,

et 'on définit 'opérateur courbure moyenne compactifié comme a la Section [3.3] :

1 _
e (@) = /lg( ( (b+2 ) 04 ((PF),
neC> ) = + 2nbn) — 5 € C™(QP)

L’opérateur de Jacobi compactifié est encore L = DH(0), Ly désigne sa restriction a
CS’Q(W) et K, K+, K sont définis comme précédemment. L’hypothése de non dégéné-
rescence sur A entraine Ly = Ry’ Enfin, p : (C**(S"))? — C?*(Q8) désigne la fonction

harmonique sur Q8 de valeurs v — 4% sur 99°.

L’opérateur de Jacobi compactifié satisfait une identité de Green similaire a 'identité
de Green ({3.5). Soient u,v € C2(QP) et et désignons par dA la mesure de Lebesgue sur

Q8. On a la relation suivante :

2 _b ov ou
_ e PP i
ﬁ/ﬂ e (uas v@s) |5:T dh. (3.10)

De nouveau, on peut montrer qu'il n’existe pas de solution u de classe C>® sur Q8 &
I’équation :
Lu=00n Q8 et wulggs = (1,—1). (3.11)

En effet, en raisonnant par 'absurde, si une telle solution existait, I'identité de Green
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3.10) appliquée a ¢’ et u donnerait :
ppliq @

O = /97 (apbfu — ufgpb> dZ = |€—’Yf’,_ |%2(§1) + |€_’yli |%2(Sl)7

ce qui est absurde.

Soient [1x et Il 1 définis comme a la Section [3.3.1} Le lemme [3.5| reste vrai pour des

raisons évidentes :

Lemme 3.15. Soit ® : (C>*(S"))? x R x K3 — K+ lapplication définie par :
(I)(’Ya )\7 0) = 1_[KL o F(Nb(’y) + )‘Spb + 0)'

Alors D3®(72,0,0) : K- — K+ est un isomorphisme.

On peut de nouveau appliquer le théoreme des fonctions implicites a ®, qui établit
I'existence d’un voisinage U, de (7°,0) dans (C>%(S'))? x R et d'une unique application

lisse o : Uy, — K- telle que :
¥(7,2) € Uy, (7, \,0(7,1)) =0.

On définit de fagon similaire les applications 7, : U, — cla(m) et Ky : Uy — K par :

(7, A) = b42n" (1(7) + A"+ 0 (1, A)) et mp(7,A) = T o H (jup(7) + A" +0 (7, X))

De plus, si un anneau, admet X" comme paramétrisation sur QF, on dit que {7, A}

sont les données de 'anneau par rapport a A ou b.

Les propriétés de n, sont semblables a celles de 7, a la Section |3.3.1}

Lemme 3.16. L’application ny a les propriétés suivantes :
1. m(v*,0) = b.
2. V(7 A) € Uy, mo(7: Mo = 7-
3. Domyp(7%,0) 1 X € R = 2Anby? € C>(QF).

Soit A’ un anneau S-déformable de paramétrisation cylindrique X¥. On suppose qu'il

existe un anneau de données {v, A} et {7’, X'} par rapport & A et A’ respectivement. Cette
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surface peut étre décrite par Xm0 et X ('A) ot 'on obtient :

1 <nb(% A) =V

I = et N =
~ 7 ont

— (%), sob'> : (3.12)

|90bl |%2 (Q8) L2(98)

Le Point 2 du Lemme [3.16] montre que les valeurs a l'infini sont encore indépendantes

du parametre \. La raison est la méme que précédemment :

Proposition 3.17. Soit (v,)\) € U,. La surface X™ON) eziste pour tout X' € R et

coincide avec XN ¢ translation verticale pres.

On s’intéresse désormais aux déformations X de A qui sont CMC-1/2, autrement
dit les déformations telles que xy(y,A) = 0. On considére Uy, = r; '({0}) N Uy et V, C S
I’ensemble des anneaux dont les données sont dans U,. D’apres la Proposition [3.17, on
sait qu'il existe un ensemble Ty, C (C**(S'))? tel que U, = T, x R.

Proposition 3.18. T, est une sous-variété de (C>*(S'))?, analytique réelle de codimension

1, contenue dans ’ensemble :
{(r0:7-) € (@8N [le |y =l [r2en) } -

Preuve. Ty, est clairement une sous-variété lisse de (C*>*(S'))? et 'on sait que sa codimension

est le rang de Dky(7?,0). De nouveau, on a Dory(7°,0) = 0 puisque :

Dglﬁb<")/b,0) -1

— /1 —
=7 kp(7°,t) =g o L (MDQUb(7b7 0) - 1) = Ilx o Lo(¢") = 0.

t=0

Donc le rang de Drky(v?,0) est celui de Dyry(1%,0). Soit v = (1,—1) € (C**(S!))% On

calcule :

d S 1
== Iib<(t, —t),O) =golu=Lu avec u= —Diny(1* 0)-(1,—1).

Dyry(7°,0)-y ) onb
=

Le Point 2 du Lemme montre que u|gp = (1, —1). Comme "équation (3.11)) n’a pas
de solution, D;ry(1°,0) - (1, —1) n’est pas identiquement nul, d’ott rg D r,(7°,0) = 1.

Considérons un chemin lisse v; = ((74)s, (7-):) dans 'y avec 79 = 7 dont on note
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Ay = ((»y;r)t, (fy,)t) le vecteur tangent a t. On a :

) — 1 )
0 = Drp(",0) - (40, 0) kp(7,0) = Lv  avec v = ﬁDm(vfi 0) - (50, 0),

t=0

T dt

et 'on applique l'identité de Green (3.10) & ¢’ et v :
2T . 2T .
0= [ (¢"To—oLg")dA =[5 [ =g —f5 [ ()" do
(P To—oL"dA= /5 | (71)oe VA [ e

= 2m\/8 (<<mo, 6—271>L2(Sl) S Gan e—M)mSl)) . (3.13)

Pour ¢ fixé, on reparametre le chemin en v, = 7544 et on pose b’ = (7, 0). 11 existe
e > 0 tel que 7, € Ty pour tout |s| < e. Donc le chemin de surfaces X9 peut étre

décrit par un chemin de données {7%, \.} dans Uy, |s| < e, avec A\j = 0 et comme tangent
vy =4 en s = 0. Le résultat (3.8)) s’applique a (7., \,), soit :

d . .
21— (e 2 e (r=)e)2 — =2(74 )t _ —2(y-)e —
dt <|€ |L2(S1) le |L2(S1)> <(7+)ta € >L2(Sl) <(7—)ta e >L2(Sl) 0,
pour tout ¢, et ainsi :
_ . A b _Ab
e Fary = e [Fa@ry = le M Loy — |7 Fa@r) = 0,

puisque 'anneau A est S-déformable. ([l

La condition sur les valeurs a l'infini permettant de caractériser I'y traduit en fait la

conservation du flux vertical dans I'anneau déformé.

3.4.3 Anneaux sans axe

Pour les surfaces minimales de R?, on peut définir deux invariants vectoriels de Noether
associés aux isométries, a savoir le flux — associé aux translations — et le torque —
associé aux rotations. Dans le cas d’'un bout minimal caténoidal de croissance @ > 0
et d’axe vertical {x; = u,zo = v}, le flux et le torque sont respectivement (0,0, 27«)
et 2ra(v, —u,0). En d’autres termes, la croissance et la position de I'axe du bout sont

déterminés par la composante verticale du flux et la composante horizontale du torque.
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Dans H? x R, les invariants de Ncether se construisent de facon similaire mais le
torque n’est plus vectoriel, puisque seules restent les rotations autour de ’axe vertical.
Dans le cas d'un bout vertical de révolution de parametre 5 > 0, le flux est vertical de
composante [ et le torque est nul, quelque soit la position de I'axe de révolution. Le fait
que la position de I’axe ne soit plus traduite dans les invariants de Neether, laisse a penser
que la construction d’anneaux CMC-1/2 a bouts verticaux devrait étre plus souple quant

aux contraintes de position des axes des bouts.

Théoréme 3.19. Il existe des anneaur CMC-1/2 dans H? x R a bouts verticauz, dont les
bouts sont asymptotes a des exemples de révolution — au sens ou la distance horizontale

tend vers 0 uniformément lorsque r tend vers 1 — d’axes verticauz différents.

Preuve. Fixons § > 0, § # 1. Dans le modele du disque de Poincaré, la translation
horizontale de wy = ee'® € D* change la valeur & l'infini supérieure de I'anneau de
révolution Ag en : ot
|1 — eeilé—t0)]
2(0) =tog (1)
Un calcul direct montre que |e™7|.21) = 1. Donc pour € suffisamment petit, I'anneau CMC-
1/2 paramétré par X m0((10).0) existe. Les bouts de cet anneau sont bien asymptotiquement

de révolution, puisque les valeurs a l'infini sont celles d’exemples de révolution. O

3.5 Annexe : Preuve détaillée du Théoréme [3.3

On considere la métrique produit do? + dz3 sur D x R avec :

do* = F*dsy et F:(r,0) eDw— e € H?,

1+ 72

dans le modele (|1.3)) du disque de Poincaré. Pour alléger les notations, on utilise les indices
1,2 pour des quantités relatives respectivement aux coordonnées r, f sur ID. La matrice de

la métrique do? est alors o = (0y;) diagonale avec :

16 16r2(1 4 12)?2 16r(1+r2)\”
(1= 2y ————> avec |o|=|—""7"

= —————— t =
011 € 022 (1 _ 7"2)4 (1 _ r2)3
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Les symboles de Christoffel (Ffj) associés a la métrique do? pour la connexion de Levi-

Civita sont Classiquement définis par :
Fk = *1 E 0 k. 0;0 + 0;0 — Opp0
ij 92 ( 1V im 7Y im m ij) )

ce qui revient, pour les termes non nuls, a :

2r 4r 1+ 3r2

4r2(1 4 r2
4r3(1 + r?)? 1+ 3r2
¢ T = LTy O g2y
¢ 2 (1 —r2)3 4r2(1 4+ 7’2)< ™)

Fixons 2 € D. Une surface S € § définie sur €2 de coordonnées graphe :

2
nl—l—'r
1—r2’

(r,0) € Q— (F(T, 0), h(n)) avec 1 €C*(Q) et h(n) =2e

peut étre vue comme le graphe d’une fonction hA(n) : Q — R avec la métrique do? sur €.

Comme établi par J. Spruck [32], la métrique g(n) = (g;;(n)) induite par h(n) s’écrit :

9i(n) = o5 + 0;h(n)0;h(n)

: 6472e” 1472 (141723 4e=2n
1.€. 911(77) = m l1+2r771(1—7“2)+16ﬂ nf‘f'm (1—7"2)2 ,

167 (1 + r2)e 1+ 72 )
gi2(n) = (1= r2) ne |1+ i m(l—r%)
167%(1 + r?)%e ) 3
t = g 2] )P
€ 922<7]> (1 _ 7,2)4 e + 47”2( r )

Le déterminant |g(n)| de la métrique induite est donc :

32r2(1 + r2)en\”
a0l = (2 ) v
(1 +T2)2 2 4e= 2\2
o (1 ) 0

1 2
avec w?(n) =1+ ;_T (1 — 7“2) +
T

77% 2\4
1-— .
+16r4( ™)
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Relativement a la métrique do? sur D, la courbure moyenne H(n) de S s’écrit :

2H(n):divg<VW}é7g))> i) S0 (awh - ST )
1

- S Hy (),
ou W(n) désigne :
5 2ren
W) = 1+ [Voh(n)E = e gu().

On pose 1 = a + & avec a, £ € C2%(Q) et I'on calcule les développements limités des
Hij(a+¢). Pour Hyj(a+ &), on a:

e Oy (a+6) = ¢ "9 (a+ &) (9uh(n) ~ Tdih(n))

. e "w*(a) a (L4721 —r?) o2 (2% _
- w2<a+5>H“< )+ St g (¢

&i(1— )+Ru(1—7“2)2>+

2
2(11:7;)911(@ + &),

1+2

avec Ry = Ry(r,0,a,&, DE) est définie sur Q U 0D, identiquement nulle si £ = 0 et

analytique réelle en ses variables. Pour His(a + &), on écrit :

e O Hp(a+€) = g0 +€) (dohla+€) ~ Thoh(a+¢))
e w*(a) 2(1+172) |,

= mfflz(a) + Rip(1 — 7"2)3 + =2 g (a+&)&o,

avec de nouveau Ris = Ria(r, 0, a,&, DE) définie sur Q U dD, nulle si £ = 0 et analytique

réelle en ses variables. Et pour Hay(a + &), on obtient :

e—(a+§)H22(a +&) = e—(a+€)g22(a +6) (amh(a +&) — Fégﬁlh(a + f))

e "w?(a) 1+4r? 1+4+r°
Cwrarg T 2w<+s>{ R

2 4 —2a 1 219
T(llJ:L?):Z)Q)& T i 77 (% — 1)] (1—12) + @+
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1+3r% Y\ 5 6(143r?) 4e2
3 T a2 4 )y RO
* <a1+ r(1+7"2)2>§1 " ( “w 7‘(1+T2)2a1+ (1+r2)2° &

4e~2 1+ 3r? o 212 ~
+W<a1+w> (6 —1) (1—T) +R22(1—T)
2(1+12) o

2 9 (a8,

avec Ry = Ros(1,0,a,&, DE) définie sur Q U JD, nulle si £ = 0 et analytique réelle en ses

variables. Le développement limité de la courbure moyenne H(a + &) est alors :

w?(a) (147*)g7(a+¢€) (L+7%)(1—1?)
H(a+¢§) = wg(a+§ +Z§j: 2rw(a + €) &ij + 8r2wd(a + &) {251
41 ITT l:sg% +3 <2a1 + (111%)> €+ W(62£ — 1)] (1—72)
| 4122 1+3 6(1 + 312
e [ (o g+ (s
4672(1 B 4 2 4672a
ar e ))gl (1+r2)2<a1
+ m>(e-2€ - 1)} (1- 7~2)2} T Ru(1—r2),

avec de nouveau Ry = Ry(r,0,a,&, DE) définie sur Q U 9D, identiquement nulle si £ = 0

est analytique réelle en ses variables.

On exprime ensuite le développement limité de w™3(a + &) a Uordre 4 en (1 —r?), en
fonction de w(a) et & :

2\2
31 +r >) [25% s

16r2wi(a

1 {1_?,(1“2)51(1_7"2)4r

wia+§)  wi(a)

220 14+ 2)3

_ (1_T_72>2(€2§ — 1)] (1 — r2)2 _ 3(27;;’;()60 [55:13 — 6a1€% +3 (ai
) —2a 6 —2a

_ (1_7_712>2(€25 — 1)) &+ (1j_r2)2a1(62£ _ 1)] (1 . 7,2)3}
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avec R, = Ry (r,0,a,&, DE) définie sur Q2 U 0D, nulle si £ = 0 et analytique réelle en ses

variables. Finalement, on obtient :
1 1
H(a+¢) = H(a) + ——=)_ Aj;&i; + ———=B,
lg(a)l i |9(a)l

(1412 (L+7%) gm(a+l 2
e = gl s 0 = 2 ol T

(1+7r?) /7 (1+7%) gio(a+&) B
A = 2rwa+€ g™+ 8) = 2rwa+€) fig(a)] = 0=

(147?) (1+7%) gula+§) _
o e = 2wa+£V R e R s I

De plus, A;; = Aij(r,0,a,,D¢) et B = B(r,0,a,&, D) sont définis sur Q U ID et
analytiques réels en leurs variables, la matrice A = (A;;) est coercive sur QU D, et B est

identiquement nulle si & = 0.






Chapitre 4

Formes de Noether dans les espaces

homogenes

4.1 Introduction

Le théoréme de Neether [27] décrit un isomorphisme entre I’algebre de Lie des généra-
teurs infinitésimaux des symétries variationnelles associées a un probleme variationnel et
un espace de lois de conservation pour les équations d’Euler-Lagrange concernées. On
peut notamment ’appliquer au probleme variationnel des surfaces minimales ou CMC
dans un espace homogene avec comme symétries les isométries de I'espace. En particulier,
pour les surfaces minimales dans 1’espace euclidien, le théoreme de Noether conduit aux
notions de flux et de torque. Autrement dit, dans ce cas le théoréeme de Ncether permet
de mettre en évidence des invariants géométriques des surfaces et I'on peut par exemple
en déduire des conditions d’alignement sur les bouts caténoidaux verticaux [31].

Nous nous intéressons aux formes de Ncether des surfaces minimales et CMC dans
les espaces E3(k, 7) et Sols correspondant aux isométries de 1’espace ambiant. De méme
que pour le cas euclidien, ces formes permettent de construire des invariants géométriques
propres a la surface. Le probleme peut étre traité en coordonnées en considérant ’espace
des jets [28] ou plus abstraitement en utilisant des outils de géométrie différentielle
extérieure [8, 30]. Nous choisissons cette seconde approche, sans coordonnées, qui donne

lieu a un traitement plus général.

La Section est consacrée a 1’étude générale des invariants de Noether sur des
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surfaces CMC dans une variété riemannienne de dimension 3. Nous donnons notamment
une formule explicite des formes de Ncether relatives a des champs de Killing, ce qui
s’applique en particulier aux générateurs infinitésimaux des isométries, lorsque la variété
ambiante est un espace homogene.

Aux Sectionset 4.4 nous détaillons les cas des E3(k, 7) et de Solz. Apres avoir décrit
les générateurs infinitésimaux des isométries dans ces espaces, nous calculons explicitement
les formes relatives a ces isométries et nous décrivons le comportement de ces formes sous
I’action des isométries.

Enfin, & la Section [£.5] nous donnons des exemples de calcul d’invariants de Neether
pour les bouts CMC-1/2 verticaux dans H? x R étudiés au Chapitre , et les anneaux
horizontaux de Daniel-Hauswirth dans Nils [I3]. Le fait que les invariants de Neether soient
des invariants homologiques permet d’obtenir des relations entre les différents parametres

de construction des surfaces.

4.2 Etude générale

4.2.1 Structure de contact

Soit (M (e )) une variété riemannienne de dimension 3. On considere la fibration
suivante :
FM =5 ¢ =5 M,

ou la variété de contact C est le fibré unitaire UM de M — ou de fagon équivalente la
grassmannienne des 2-plans orientés tangents a M — et F'M celui des repeéres orthonor-
maux. L’étude étant locale, on se place dans une carte de M de point générique noté x.
Un élément de C est alors un couple (z,¢q) avec ¢y € S? et un élément de FM s’écrit
(x,e) ou e = (eq, €1, €z) est une famille orthonormale pour (-, -),. Enfin, les projections 7’

et m sont respectivement :
'(x,e) = (x,e0) et 7(z,e0) = .

Dans la suite, on travaille dans F'M pour la simplicité des calculs, mais les quantités
définies sont en fait basiques, i.e. qu’elles sont les relevés de quantités définies sur C. Par

souci de clarté, on note de fagon identique une forme et ses relevés. De méme, on ne
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distingue pas dans la notation le générateur infinitésimal d’une action sur M est ses
prolongements a C ou F'M, a savoir les générateurs infinitésimaux des prolongements

naturels de ’action.

Si e = (eg, €1, €2) est un repere sur M, on note (6°, 61, 6?) la base duale des 1-formes.

On considere également les éléments (w!)o<ij<2 de Q'(FM) tels que :

d0° = —O AOT +WEAO% dOt = W) AB° —wi A6
do* = —wi AO° +wy N0 et w;-:—wj.

2

Les formes de structure 6°, 6, 62, w?, w) et w2 sont indépendantes et engendrent Q' (FM).

Proposition 4.1. Soit 0° € Q'(C) définie comme suit :
V(x,e0) € C, Y(u,&) € TiaeC, H?MO)(U,f) = (€0, U)y.

Si I est le sous-fibré en ligne de T*C engendré par 6°, alors (C,I) est une structure de

contact. On dit que 0° est la forme de contact.

L’idéal différentiel de contact T C Q*(C) est 'idéal — pour le produit extérieur —
engendré par {6°,d6°}. Si l'on reléve e en un élément (eg, €1, e2) de FM, de base duale
(6°,6',6?), alors la forme §° sur F'M coincide avec le relevé de la forme de contact, d’ott
I’abus de notation.

Si f: ¥ — M est une immersion, il existe un relevé legendrien N : ¥ — C de f a C, ce
qui signifie exactement que N vérifie N*0° = 0 et f = o N. Il est & noter que le relevé
N est unique au signe prés et que c’est un vecteur normal & f, par construction de 6°. De
plus, la condition N*0° = 0 entraine N*df° = 0, et donc de facon générale N*Z = {0}.

4.2.2 Lagrangiens des surfaces minimales et CMC

L’étude étant locale, on suppose X compact, éventuellement & bord. On définit la

fonctionnelle A comme :

A(X) :/EN*AO avec Ag = eguvolyy,
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ot volys est la forme volume sur M. On dit que Ag est le lagrangien de la fonctionnelle. En
fait, A est la fonctionnelle d’aire, puisqu’une expression de Ay dans F'M est Ay = 0 A 62,
la forme volume s’écrivant voly, = 0° A 6 A 62.

Soit n : ¥x] — e,e[— C, ¢ > 0, une application lisse telle que ny = N, et 1, est
legendrienne pour tout ¢ et coincide avec N en dehors d'un compact de 2, de valeur sur
0% constante en t. Si V; € X(N*C) est la variation infinitésimale en ¢, alors V; est nulle
sur 0% et :

SAWV) = [ Lvlmie) = [ (d(VisniAo)) + Vil dAo)) = [ Viosnidio).
> b 2
d’apres Stokes. On calcule :
dAho = d(6" N ) = 0" A (—wi A0 — W) A G?),

et Pon pose Uy = —wg A 01 — W A 0% Clest Uopérateur d’Euler-Lagrange associé Ag. On

en déduiten t =0 :

SA() = [ (Va0 oo = [ (Vo) ecoN "o,

puisque 750 = N*¢° = 0. Ainsi, N est un point critique de A, si et seulement si
5 A(Vy) = 0, ce qui revient & avoir N*W, = 0, puisque (V;1(n;60°))|1=o peut prendre des
valeurs arbitraires [8]. La contrainte N*Wy = 0 est la condition d’Euler-Lagrange.

On déduit aisément de cette condition que les points critiques de A correspondent aux
immersions minimales dans M. En effet, soit f : ¥ — M une immersion, point critique de

A, de relevé legendrien N : ¥ — C. On remarque que :
—N*w] A N*0* + N*wi A N*0* = N*d0° = 0.
D’apres le lemme de Cartan, il existe des fonctions (h;j)1<; <2 telles que h;; = hj; et :
N*wW = hiy N*0' + ha N*0* et N*wi = —h1aN*0" — hoy N*02.
Les hi; ne sont autres que les coefficients de la seconde forme fondamentale de f, d’ot :

N*Wg = —(hy1 + haa)N*"Ag = —2H(f)N" A,
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ou H(f) est la courbure moyenne de f.

Dans la suite, nous fixons H une constante, éventuellement nulle. Pour le probleme
variationnel associé aux immersions CMC-H dans M, on ajoute un multiplicateur de

Lagrange traduisant la contrainte de volume lorsque H # 0. Commengons par le lemme :

Lemme 4.2. Dans toute variété riemannienne (M, g) de dimension n, il existe localement
et de facon non unique, un champ de vecteurs = € X(M), dit champ de volume, de

divergence 1 sur M.

Preuve. Une preuve basique est la suivante. On se place dans une carte locale de M de
coordonnées (z!,...,z"). Pour un champ de vecteurs = de coordonnées (Z*,...,Z") dans

la base canonique du tangent a M, la divergence div,; = est définie par :
(divy Z)voly, = Levoly,  soit  divy 2 = <,/ ”Z>
= 1 \/ axl

ol |g| est le déterminant de la métrique g. On peut, par exemple, choisir = qui soit

solution, pour tout 7, de 'EDO linéaire :

E 1 9gl\ o _ 1
+ o ==,
ox; 2|g| Oz; n

pour obtenir un = convenable. U

L’utilisation d’un champ de volume releve plus de l'intermédiaire de calcul que de
la nécessité théorique, et il devrait étre possible de développer une formulation du
raisonnement sans y avoir recours. En effet, on remarque d’'une part que le champ
de volume n’apparait pas dans 'expression des formes de Noether relatives a des champs
de Killing (Proposition [4.5)), et d’autre part, on peut construire des formes de Necether
alors qu’il n’existe pas de champ de volume défini globalement sur la variété — ce qui est

notamment le cas des sphéres de Berger a la Section [£.3]

Proposition 4.3. Soit = un champ de volume sur M. Le lagrangien A défini sur C par :
A=Ao+2HN avec AN == voly, (4.1)

est associé au probleme variationnel des immersions CMC-H de M.
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Preuve. De méme que pour le cas minimal, on peut calculer 'opérateur d’Euler-Lagrange,
a savoir la 2-forme ¥ sur C telle que dA = 6° A . On obtient ¥ = ¥, + 2HA, d’ott :

N*W = 2(H — H(f))N*Aq,
et la condition d’Euler-Lagrange N*W = 0 entraine H(f) = H. O

On définit enfin le systéme d’Euler-Lagrange comme étant I'idéal différentiel £ C Q*(C)
engendré par {6°, d6°, U}. Pour déterminer une forme de Noether relative & une immersion
minimale ou CMC f : ¥ — M, il suffit donc de calculer une classe de formes sur C modulo

I'idéal £ et relever un représentant a Q'(%).

4.2.3 Symétries et formes de Noether

On appelle symétrie a divergence prés du probleme variationnel de lagrangien A défini
par (4.1)), tout élément S € X(C) pour lequel il existe une classe &5 € H'(C) vérifiant
LsA =dp mod&, pour p € ®g arbitraire. Le théoreme de Neether s’énonce alors :

Théoréme 4.4 (Neether, 1918 [27]). A toute symétrie d divergence prés S correspond de

maniére univoque une classe de 1-formes us € H*(C)/E définie par :

ps = SaA — ¢ dans H'(C)/E avec ¢ € Pg.

De plus, si N : ¥ — C est le relevé legendrien d’un point critique de A — i.e. une
immersion CMC-H —, alors le tiré en arriere N*ug est une forme fermée sur X et la
quantité :

os(c) = /CN*,uS

est I'invariant de Noether ou quantité conservée associé a S le long du cycle ¢ € Hy(X).

La fermeture de N*ug est la loi de conservation mentionnée précédemment. On peut

préciser 'expression de la forme de Noether dans le cas des champs de Killing :

Proposition 4.5. Soit S € X(M) un champ de Killing. Alors le prolongement de S a C
est une symétrie du probléme variationnel. Si F' € X(C) est le prolongement d’un potentiel

vecteur de S — i.e. d’un champ F € X(M) tel que roty, F = S —, alors la forme de
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Neether correspondante g s’écrit :
s = Sihg — 2HF”  dans H'(C)/E,

et cette expression ne dépend pas du choix du potentiel vecteur.

Preuve. Comme S est un champ de Killing sur M, on a div,; S = 0. Il existe donc bien
un champ F € X(M) tel que S =roty F. On a de plus LsA = 2HLsA’ mod &, avec par
définition LgA" = d(SIA") + SadA’. Or, si x désigne 'opérateur de Hodge, on sait que :

SLdA = Svoly = xS° = «2dF” = dF”,
puisque S = roty; F' = (xdF®)%. Ainsi :
LsA =2Hd(SIA + F*) mod &,
et S est bien une symétrie. La forme de Noether associée a S est alors :
ps = So — 2H (SN + F?) = Suhg — 2HF®  dans H'(C) /€,

comme souhaité. O

Corollaire 4.6. Si M est un espace homogéne, les prolongements des générateurs in-
finitésimaux de familles a un paramétre d’isométries sont des symétries a divergence

pres.

Soit f: ¥ — M une immersion (orientée) CMC-H. On choisit son relevé legendrien
N : 3 — C de telle sorte qu’il coincide avec la normale unitaire a f. Alors le tiré en arriere
N*ug est bien défini dans H'(X) et s’écrit :

N'pus = N'pg — 2HN iy avec ug = (S,*df) et us=(F.df),  (42)

puisque df = e10' + €202, On dit que p% est la partie minimale de la forme de Noether et
W sa partie CMC.
Dans le cas des espaces E3(k,7) et Soly (Sections et 4.4), on note o;(-), avec

1=1,2,3, R, les invariants de Noether correspondant aux isométries. Le flux a travers un
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cycle ¢ € Hi(X) est alors le vecteur o(c) = (01(0), oo(c), O'3(C>), et le torque est og(c).

Si S(t) est un groupe a un parametre d’isométries de générateur infinitésimal S, alors
d’apres , déterminer la forme de Ncether pug correspondante en restriction a f revient
a calculer S et un de ses potentiels vecteur F'.

Ensuite, si §'(t) est également un groupe a un parametre d’isométries, on compare
la forme pg en restriction a f et la forme notée pug(S’'(t)) en restriction a I'immersion
S'(t) o f, sachant que :

ps(S'(8)) = (dS'(t)™" - S(S()), xdf) — 2H(dS'(t) ™" - F(S(t)), df ).

4.3 Dans les E*(x,7)

4.3.1 Isométries et rotationnel

Un champ de volume naturel est = = x3Fj3. 1l est a noter que dans le cas des spheres

de Berger (k > 0 et 7 # 0), il n’existe pas de champ de volume défini globalement.
Le groupe d’isométries de E3(x, 7) est de dimension 4. Il est engendré par trois groupes

a un parametre de translations et un de rotations :

Ftw 4 K/'tay
Si(t = —— — arct
1( )(w,xg) (1—Iﬂ}ltw,x3+garc an(l—ﬁlt$1+|1_ﬁltw|>>7

So(t)(w, x3) = (M x3 — 4 arctan ( Al )) )

1+ ir'tw’ o 1 — K'teg + |1 + ir'tw|

, K
Ss3(t)(w,x3) = (w, x5 +t) et Sg(t)(w,x3) = (we’t,a:g,) avec 0= .
T

Des générateurs infinitésimaux de ces groupes sont respectivement :

0 0 0
_ 1(..2 2 /
S = (1 + K (z] — x2)) pr. + 2K xlxga—@ + szaxg,
/ 0 1(..2 2 9 d
Sy =2k :lega—xl + (1 — K'(x] — :BQ)) pr TIlamg,
0 0 0
53—871‘3 et SR__:C2@7371+$187;[2.

Soit X € %(E?’(/@, 7')) que 'on décompose en X = X'E, + X2FE, + X3 FE5. L’expression
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de son rotationnel dépend de 7. Si 7 # 0 :

rot X = (dX*(E) — dX?(Es) — 0X') By + (dX"(Es) — dX*(Ey) — 0X?) Ej
+ (dX?(By) — dX(Bp) — 27 X%) B,
etsiT=0,ona:
rot X = (dX*(Ey) — dX*(E3)) By + (dX'(Es) — dX*(Ey)) By

+ (dXP(Ey) — dX'(By) + 28/ (22X — 21X7)) E.

Pour les translations horizontales et la rotation, des potentiels vecteur sont, si k # 0 :

1 1 1 A
Fy = =St + \vyFs, Fy=—-Sl —\u B3 et Fp=—Sh+ —Es,
o o o 2K!

ou l'exposant -"* désigne la partie horizontale, et si kK = 0 :

F1 = (Txll’z — JIg)EQ, F2 = (T[L’ll’g -+ ZE3)E1 et FR = 131[E3E1 + I2I3E2.

Le cas de la translation verticale est discriminé par 7 :

1
——F;3 siT#0
F: 27’
’ zQE +x1E si 0.
—_— [— 17’:
g M T

4.3.2 Evolution sous l’action des isométries

Si 7 # 0. On a le comportement suivant des formes de Neether :

1 —K't? 2t
(1) = i (S =, m(Sal0) = 1ot + 1
et ui(Sg(t)) = costuy — sintus,
1 —k't? 2t
T 1+l Ty ee
et po(Sgr(t)) = costug + sintuy,

(26'nR + Tp3)

p2(S1(1))

(2K pur +TH3),  pa(Sa(t)) = p2(Ss(t) = pa,
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p3(S1(t)) = p3(Sa(t)) = p3(Ss(t)) = p3(Sr(t)) = s,

1 — x/t? t
pr(Si1(t) = 15 ,tQMR‘l- T (2 — Ttuz),
1 — K't? t
1r(Sa(t)) = T e T T e (1 +7tus) et pr(Ss(t)) = pr(Sr(t)) = pr.

Proposition 4.7. Soit f : X — E*(k,7), 7 # 0, une immersion minimale ou CMC. On
a les assertions suivantes :
(i) Supposons f invariante sous l'action d’une translation Si(t) (resp. Sq(t)). Alors
po = p3 = 0 (resp. pp = pu3 = 0) si Kk = 0, et uy = kpr + 273 = 0 (resp.
p1 = kg + 273 =0) si k # 0.
(ii) Supposons f invariante pour une rotation Sg(t). Si ¢ est un cycle homologue a

son image Sg(t) - ¢, alors py = s = 0.

Si 7 = 0. Les formes de Noether évoluent comme précédemment pour les translations

horizontales et la rotation :

1 —K't? 4kt
Si(t)) = pu1(S3(t)) = So(t
m(S1(1) = m(Ss(t) = m,  m(St)) = T Zsm + s e,
et p1(Sgr(t)) = costpy —sintus,
1—K't? 4K/t
Si(t)) = — SH(t)) = Si(t)) =
p2(S1(t)) et T T et p2(S2(1)) = p2(Ss(t)) = pa,
et ua(Sg(t)) = costus + sintuy,
1 — K'42 ¢ 1—K't? t
Si(t)) = S(t) = ——5phr— 3
IMR( 1( )) 1—|—/€’t2#R+ 1_‘_5%2#27 MR( 2( )) 1+/€/t2NR 1—|—/€It2’u1

et pr(S3(t)) = pr(Sr(t)) = g

Pour la forme correspondant & Ss, la partie minimale évolue comme précédemment et la

partie CMC vérifie :

1 t
! t — / d
M3(81( )) |1 _ K/tw|2:u’3 + 2)\|1 _ l‘{,/tw|2 <SQ7 f>7
1 t
(St = ' (8.4
t3(5:(1)) |1+i/@’tw\2u3 2)\\1+i/<e’tw]2< v df),

15(Ss(t)) = py et ps(Sr(t)) = s
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Proposition 4.8. Soit f : ¥ — E3(k,0) une immersion minimale ou CMC. On a les

assertions suivantes :
(i) Supposons f invariante sous l'action d’une translation Si(t) (resp. So(t)). Alors

pi2 = pp =0 (resp. j = g =0).
(ii) Supposons f invariante pour une rotation Sg(t). Si ¢ est un cycle homologue a

Sr(t) - ¢, alors py = pg = 0.

4.4 Dans Sol;

4.4.1 TIsométries et rotationnel
De méme que pour les E3(k,7), un champ de volume naturel est = = x3F;.

Le groupe d’isométries de Sols est de dimension 3, engendré par les trois groupes a un

parametre de translations suivants :

Si1() (w1, 22, m3) = (w1 + 1,2, 23),  Sa(t) (21, T2, 3) = (21,22 + 1, 73)

et S3(t)(z1, 22, 13) = (e "2y, ', 23 + 1).

Des générateurs infinitésimaux sont respectivement :

0 0 0 0 0
— et Sg = —X1— +To—

S = an T o or 000 T o

Soit X € X(Sols), de coordonnées (X!, X? X?3) dans le repére canonique. Son rota-

tionnel s’écrit :

rot X = (dX3(Ey) — dX?(Es) + X?) By + (dX'(Es) — dX*(Ey) + X') B,
+ (dX?*(By) — dX'(E»)) Es.

On en déduit des expressions des potentiels vecteur :

—x3 3
F1 = 1'2E3, F2 = —ZL‘lEg et F3 = _-T262 E1 + xl; EQ - JflfL‘QEg.




78 Chapitre 4. Formes de Neether dans les espaces homogenes

4.4.2 Evolution sous D’action des isométries

Les expressions des formes de Neether sont plus simples dans le cas de Sols que pour

les E3(k, 7). On obtient directement :

p(Si(t) = i (Sat)) = et (Ss(t)) = €',
(12(S1(1) = pa2(Sa(t) = pa et pa(Sa(t)) = e~ o,
H3(S1(1)) = ps —tpa,  ps(Sa(t)) = ps +tpe et p3(Ss(t)) = pa.

Proposition 4.9. Soit f : ¥ — Sols une immersion minimale ou CMC. Si f est invariante
sous laction d’une translation horizontale Sy(t) (resp. Sa(t)), alors py =0 (resp. o =0).

Et si f est invariante pour une translation verticale S3(t), alors py = pus = 0.

4.5 Exemples

4.5.1 Bouts verticaux CMC-1/2 dans H? x R

On calcule les invariants de Noether pour les bouts verticaux CMC-1/2 dans H? x R

étudiés au Chapitre [3] On reprend pour ce faire les notations qui y sont adoptées, et

notamment les modeles (1.3)) et (1.4) de H? x R de la Section [1.1.3]

On considere € €]0, 1], 8 > 0 et I'on étudie le bout vertical de coordonnées graphes
(F,ehg) sur Q. € D avec n € C**(Q;_.). Cette notation générique, déja utilisée a la
Section pour les anneaux comprend également les graphes entiers (5 = 1).

Les modeles de H? x R utilisés different du modele des E?(x, 7) dont nous nous sommes
servi pour construire les formes de Neether. On note (E,, Ejp, E3) le repére orthonormal
des coordonnées cylindriques de H? x R, soit dans le modele du disque de Poincaré (1.3)) :

1—p%0

E, = — et Fy=
P 26pe ’

1—p22
2p 06’

au point w = pe?. Les générateurs infinitésimaux des isométries s’expriment alors :

14+6r24r*

(1= sin 9E9> , Sy =2 (sin@Ep +

1 6 2 4
S =2 (COSQEP— o ) ,

(1= 2 cos Oy
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4r(1 + r?)?

SgZE3 et SR (1—7“2)

E97

en un point F'(r,0), et les potentiels vecteur s’écrivent :

8r(1+r?)? 87“(1 +1r?)?
Fl = WSIH&E& F2 (1 — 7’2)2 COS 0E3,
2r (1+472)?
F; = E t Fr=-2—-"=F
3T 142 ¢ f (1—r2)2 >

On choisit de calculer les invariants sur un cercle {r =ry} avec 1 —e < ry < 1. En

faisant ro — 1, on obtient :

o] = éS\ﬁ/27r {(k; — 7y) €os 0 + 7,7 sin e]e—me,
027r
0y = S\ﬁfo [(k‘ — 7y) sin @ — 7,y cos H]G”dé’,

1 2m
o3 =2 (1 — 5‘6_7‘%2(Sl)> et op= Z/o Yr (’yf - 6\%6_27) o,

ou l'on a posé v = bl,—1, ¥ = by|r=1 €t v9 = by|,=1, et ou k est le terme constant du

développement asymptotique de hg :

1 1+4+7r

h
T B1—r

+k+0(1—r).

Dans le cas des graphes entiers, avec § = 1, les invariants sont tous nuls puisque

I’homologie est triviale. Cela permet notamment de préciser le Corollaire |3.11] :

Proposition 4.10. Tout élément de G est asymptote a un déformé de I’hyperboloide, en

ce sens que la distance horizontale tend vers O lorsque r — 1.

Preuve. Avec les notations du Chapitre , la valeur a l'infini v € C**(S') d’une surface
S € G vérifie |e77|2s1) = 1, puisque o3 = 0. Donc, d’apres le Théoreme m il existe une
déformation S” de 'hyperboloide Sy admettant v comme valeur & I'infini. En particulier,

la distance horizontale entre S et S’ tend vers 0 lorsque r — 1. U

Dans le cas des anneaux, [ # 1, les deux bouts doivent avoir les mémes invariants de

Neether. La conservation de o3 est d’ailleurs la condition permettant la construction de
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I', & la Proposition [3.18
On peut s’interroger sur les trois autres invariants oy, 0y, 0. Pour un anneau (-

déformables, la conservation de oy, 09,0z découle forcément de celle de o3, d’apres le

Théoreme B.10L

4.5.2 Caténoides horizontaux dans Nil;

On suit les notations de B. Daniel et L. Hauswirth [13] en considérant les coordonnées
(y1, Y2, y3) sur Nilg avec :
T1X2

=1, Y2=1x2 et ys=ux3+ 5

La métrique sur Nilz est alors dy} + dy3 + (y1dys — dys)? et le changement de base sur
I’espace tangent s’écrit :
0 0 xy O 0 0 r; O 0 0

— = = et —— = ——.
ayl 8:61 2 81'37 ayg 8.1'2 2 81’3 ¢ 8y3 8373

Dans ces coordonnées, 'immersion f = (F,h) : C — Nil3 décrivant le caténoide C, de

parametre o > 0 s’exprime comme :

G'(u)

Fi(u,v) = cos (u) sh A(u,v) — ¢ sin p(u) ch A(u, v),
a

«

Fafu0) = < A, 0) = ) - ot

et h(u,v)= ¢ (G/(u) - 1) cos p(u) ch A(u,v) — 1 (C + G’(u)) sin p(u) sh A(u, v),

« (67 « «

avec C, p, 5, A, G définis comme dans [13], a savoir C' = sin(26)/(2a), ¢ est solution de
I'EDO :
¢ = a® + cos(20) cos® ¢ — C? cos® p,

[ et G sont définies respectivement par :

C? cos? ¢ — cos(20)

/

o= )

{ B = Ccos? p ot G =
p(0) =0 G(0) =0
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A = av + fB(u) et le parametre 6 est préalablement choisi comme solution de 1’équation :

1 20C%t?* — acos(20) + C*t%,/ P(t)

-1 (1 =) P(t)(a+ \/%)

On se place sur la courbe convexe fermée C, N {y, = t} de période 2U, naturellement

dt =0 avec P(t)=a*+ cos(20)t* — Ot

paramétrée par :
w € [0,2U] = (Fi(u,v),t, h(u,v)) € Nil,

avec comme expression de A sur la courbe :

Alu,v) = %t ¥ Bu) + %G(u).

Une base orthonormale (eq, e5) de I'espace tangent a C, est :

€1 = COos i — sin i
' S08?/1 S05’93

1 0 0 0
— — [—sinpshA> + 2 4+ (R - hA)-2-
et e chA( sin s o +(9y2+( | —Ccosps )ays),

avec e; tangent a la courbe C, N {y, = t}.

Si S est le générateur infinitésimal d’'une famille a un parametre d’isométries, on a :

2 2 2U
g = CJ(;G ch A(S,ex)du dott oy = é/ (C* + G")(S,ch Aey)du.
0

Les générateurs infinitésimaux Sy, Sy, S3, Sk s’expriment comme suit le long de la courbe,
dans les coordonnées (y1, Y2, y3) :
0 0 0 0 0 0 F2—12 0

=241 % -9 g2 o Gp=—t2 4L 4 .
Yoy oy T oy T Oy f Ay oy, 2 dys

Un calcul direct montre que :

1 U

=G (C* + G"™)(sing + tcosp)sh A du.
0

Comme o7 est un invariant homologique, il est indépendant de ¢, donc o7 = 0 et les
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relations suivantes sont satisfaites :

2U 2U
/ (C? + G™)sin g AWFTeCW/C gy — / (C? + G™)sin g e AW—aCGW/Cqy,
0 0

2U 2U
= / (C? + G™) cos @ PFaCGW/C oy — / (C? + G™) cos ¢ e PW=aGW/Cy, — 0,
0 0

De méme, on a 03 = o = 0 puisque :

1 v
05=—7 | (C? 4+ G"™)cosp sh A du

2
et JR_C’/ + G") [2(2+cosg0FlshA)+t<

) sh A} du.

Enfin, pour o2 on obtient :
12U
o9 = 6/ (C* + G™)(1 + cosp Fysh A)du,
0

et I'indépendance en ¢t donne :

1 U 1 a2
oy =—— [ (C2+G?) (1 - GCOS“”) du.
0 2a

En utilisant les relations entre G et ¢ données dans [13], on déduit :

cos(26,,)

S G(U) - 20U

09 =
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