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Résumé

Ce mémoire porte sur l’étude des surfaces minimales et de courbure moyenne constante

dans les espaces homogènes de dimension 3.

Nous établissons les formules de Sym-Bobenko pour les surfaces de courbure moyenne

constante 1/2 de H2 ×R et minimales du groupe de Heisenberg, et donnons des exemples

de construction de telles immersions par la méthode DPW. Nous montrons également

que des propriétés de symétrie passent aux correspondances de type surfaces sœurs et

cousines, ce qui entraîne l’existence de graphes entiers de courbure moyenne constante

1/2 à bout vertical dans H2 × R qui ne sont pas de révolution.

Nous reprenons ensuite l’étude des bouts verticaux d’immersions de courbure moyenne

constante 1/2 dans H2×R. Nous munissons une famille de graphes entiers d’une structure

de variété lisse et en déduisons un analogue pour H2×R d’un théorème de A. E. Treibergs

pour l’espace de Minkowski. Nous nous intéressons également aux déformations des

anneaux de révolution. Une conséquence directe est l’existence d’anneaux immergés qui

ne sont pas de révolution. Nous construisons notamment des anneaux dont les bouts n’ont

pas le même axe.

Enfin, nous décrivons les invariants de Nœther correspondant aux isométries des espaces

homogènes pour les surfaces minimales et de courbure moyenne constante. Nous utilisons

le formalisme de la géométrie de contact qui permet l’écriture de formules explicites en

toute généralité, et nous étudions l’évolution des formes de Nœther sous l’action des

isométries des espaces homogènes. Nous calculons ces invariants dans le cas des anneaux

déformés de H2 × R, et dans celui des anneaux horizontaux du groupe de Heisenberg.

Mots-clé : Surfaces à courbure moyenne constante, Espaces homogènes, Systèmes inté-

grables, Formules de Sym-Bobenko, Compactification de métriques, Espaces de modules,

Structure de contact, Invariants de Nœther.





Abstract

Surfaces in 3-dimensional homogeneous spaces.

The present dissertation deals with the study of minimal and constant mean curvature

surfaces in 3-dimensional homogeneous spaces.

In a first part, we establish Sym-Bobenko formulæ for constant mean curvature 1/2

surfaces in H2 × R and minimal surfaces in the Heisenberg group, and give examples

of construction of such immersions using the DPW method. We also show that certain

symmetry properties are shared by sister or cousin surfaces, which implies the existence

non rotational entire graphs of constant mean curvature 1/2 in H2 × R with a vertical

end.

In a second part, we treat in more details the study of vertical ends of constant mean

curvature 1/2 immersions in H2 × R. We endow a particular family entire graphs with

a structure of smooth manifold and deduce an analogue in H2 × R to a theorem by

A. E. Treibergs in the Minkowski space. We are also interested in deforming rotational

annuli. A direct consequence is the existence of immersed non rotational annuli, and in

particular we construct annuli with ends that do not have the same axis.

Finally, we describe the Nœther invariants corresponding to isometries of the ambient

homogeneous space for minimal and constant mean curvature surfaces. To do so, we use

the formalism of contact geometry which allows general and explicit formulæ. We then

study the evolution of Nœther form under the action of isometries in homogeneous spaces.

We compute these invariants in the case of deformed annuli in H2 × R, and in the case of

horizontal annuli in Heisenberg group.

Keywords : Constant mean curvature surfaces, Homogeneous spaces, Integrable sys-

tems, Sym-Bobenko formulæ, Metrics compactification, Moduli spaces, Contact structure,

Nœther invariants.
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Introduction

En géométrie euclidienne, une surface minimale est un minimum local de la fonctionnelle

d’aire, et l’on peut montrer que cette condition revient à la nullité de la courbure moyenne

— i.e. la moyenne des courbures principales. Plus généralement, les surfaces de courbure

moyenne constante (CMC) peuvent être vues comme les points critiques de la fonctionnelle

d’aire sous une contrainte de volume. L’étude de telles surfaces a donné lieu à une théorie

riche et variée. Ces constructions se généralisent simplement aux espaces homogènes,

i.e. admettant un groupe d’isométries agissant transitivement sur les points. Ce sont

les variétés riemanniennes les plus simples que l’on puisse considérer et elles sont liées

aux géométries de Thurston. Parmi les exemples simplement connexes on peut noter les

espaces de courbure constante R3, S3 et H3, les espaces S2 × R, H2 × R, le groupe de

Heisenberg Nil3, le revêtement universel de PLS2(R) et l’espace Sol3.

Dans ce mémoire, nous étudions les surfaces minimales et CMC dans les espaces

homogènes de dimension 3 selon trois angles généraux :

– Quels moyens a-t-on pour construire des surfaces ?

– Ces surfaces sont-elles déformables et sous quelles conditions ?

– Quelles sont les conditions géométriques nécessaires à leur existence ?

Un outil propre à la construction et l’étude des surfaces minimales de R3 est la

représentation de Weierstrass. On peut utiliser les formules de Sym-Bobenko comme

substituts intéressant à cette représentation.

Chapitre 2 : Formules de Sym-Bobenko

Les formules de Sym-Bobenko sont connues dans les espaces R3, S3, H3 [4] et l’espace

de Minkowski L3 de dimension 3 [34]. Elles sont basées sur deux propriétés. La première

est le fait qu’étant donnée une immersion, il existe une action du cercle S1 permettant de
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construire une famille à un paramètre, dite famille associée à l’immersion. La seconde

est que le groupe d’isométries de l’espace ambiant agit transitivement sur les repères

orthonormés, ce qui permet de décrire une immersion conforme par son repère mobile. La

famille des repères mobiles de la famille associée à une immersion est appelée repère étendu,

et une formule de Sym-Bobenko est l’expression de l’immersion à partir des données du

repère étendu.

Dans les espaces homogènes de groupe d’isométries de dimension 4, le groupe des

isométries n’agit plus transitivement sur les repères orthonormés ; on « manque de symétrie »

pour construire des repères mobiles. Néanmoins, pour les immersions de H2 × R et Nil3
de courbures moyennes critiques — à savoir les immersions CMC-1/2 dans H2 × R et

minimales dans Nil3, on montre qu’il existe une famille associée (Proposition 2.4). Et le lien

connu [11, 20, 21] entre les immersions CMC-1/2 de type espace dans L3, les immersions

CMC-1/2 dans H2 × R et les immersions minimales dans Nil3, nous permet d’utiliser le

repère mobile dans L3 pour écrire les formules de Sym-Bobenko des immersions CMC-1/2

de H2 × R et minimales de Nil3 (Équations (2.3) et (2.4)).

Une première application de ces formules est la construction d’exemples (Section

2.4.1) — il suffit de construire un repère étendu. La méthode DPW [23, 7], qui utilise des

outils issus de la théorie des systèmes intégrables, associe de façon univoque une donnée

holomorphe à un repère étendu. Mais cela nécessite des méthodes de décomposition dans

des espaces de dimension infinie, et de ce fait, l’obtention d’exemples explicites de surfaces

s’avère souvent difficile. Les formules de Sym-Bobenko permettent également d’établir

une « transmission » de certaines propriétés de symétrie d’une immersion à toutes les

immersions des familles associées dans les trois espaces L3, H2×R et Nil3 (Théorème 2.7).

On en déduit notamment l’existence de graphes entiers verticaux dans H2×R qui ne sont

pas de révolution (Théorème 2.8).

Le résultat d’existence du Théorème 2.8 est fondamentalement non-constructif. Pour

comprendre la géométrie de ces surfaces et leurs éventuelles déformations, on utilise une

approche différente, basée sur l’étude de l’opérateur courbure moyenne.

Chapitre 3 : Surfaces CMC-1/2 dans H2 × R à bouts verticaux

Dans H2×R il existe, à isométrie près, un unique graphe entier CMC-1/2 de révolution,

l’hyperboloïde, dont le bout est vertical. Notre étude porte sur les surfaces CMC-1/2 de
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H2 × R dont les bouts sont des graphes à distance horizontale bornée de l’hyperboloïde

avec une certaine asymptotique. La propriété clé de ces surfaces est que leur opérateur

courbure moyenne peut être compactifié (Théorème 3.3) i.e. étendu au bord à l’infini de

H2. Cela revient en fait à étendre la métrique induite par la surface au bord de H2, et donc

à considérer ces surfaces comme des surfaces à bord sur un espace compact. L’information

sur les déformations possibles de ces surfaces est contenue dans le linéarisé de l’opérateur

courbure moyenne compactifié, dit opérateur de Jacobi compactifié, et plus précisément

dans son noyau.

La propriété de compactification permet de munir une famille de graphes entiers

CMC-1/2 d’une structure de variété de dimension infinie. On en déduit un équivalent dans

H2 × R d’un théorème de A. E. Treibergs [35, 10] (Théorème 3.10). Un point important

est que dans le cas de cette famille des graphes entiers, on peut considérer de « grandes

déformations » parce que l’on comprend explicitement le noyau de l’opérateur de Jacobi

compactifié.

Nous appliquons également cette méthode au cas des anneaux verticaux CMC-1/2

de H2 × R, en déformant les exemples de révolutions. On est ici restreint à de « petites

déformations » car on ne peut déterminer le noyau de l’opérateur de Jacobi compactifié

que pour les anneaux de révolution, sous la forme d’une propriété de non dégénérescence

(Proposition 3.13). On obtient des exemples d’anneaux qui ne sont généralement pas

congrus à des anneaux de révolution (Proposition 3.18), répondant ainsi à une question de

M. Elbert, B. Nelli et R. Sa Earp [18]. Nous donnons également une construction d’anneaux

verticaux sans axe, à savoir dont les bouts sont « asymptotiquement de révolution » — i.e.

asymptotes à des anneaux de révolution — et non alignés (Théorème 3.19).

Les constructions des graphes entiers et anneaux (Propositions 3.8 et 3.18) font

apparaître des contraintes sur le comportement asymptotique des surfaces. Ces contraintes

sont en fait de nature géométrique et liées aux isométries de l’espace ambiant. La théorie

des formes de Nœther donne un cadre général à ce type d’invariant dans les espaces

homogènes.

Chapitre 4 : Formes de Nœther dans les espaces homogènes

Des invariants classiques pour les surfaces minimales de R3 sont le flux et le torque. Le

flux est construit à partir des translations de l’espace et le torque à partir des rotations,
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et ces invariants sont porteurs d’informations sur la géométrie de la surface. Par exemple,

pour un caténoïde minimal, le flux donne la croissance du caténoïde et le torque la position

de son axe. Ils constituent un cas particulier d’invariants de Nœther. Le théorème de

E. Nœther sur les invariants différentiels associe, de façon constructive, une « symétrie »

d’un problème variationnel à une classe de 1-formes fermées. Le problème variationnel

qui nous occupe est celui des surfaces minimales et CMC dans les espaces homogènes, et

les isométries de l’espace sont des symétries du problème en ce sens que l’image d’une

solution par un isométrie est encore solution — autrement dit, les isométries préservent la

courbure moyenne.

Nous utilisons le formalisme de la géométrie de contact [30, 8] qui offre un cadre

unifié pour traiter des espaces homogènes, et l’on obtient une formule générale explicite

(Proposition 4.5) donnant la forme de Nœther associée à un champ de Killing, les isométries

infinitésimales étant des champs de Killing.

On étudie ensuite plus en détail les formes de Nœther dans les espaces E3(κ, τ) et

Sol3, et notamment leur comportement sous l’action des isométries ambiantes car si les

isométries préservent la courbure moyenne, des solutions images l’une de l’autre par une

isométrie n’ont généralement pas les mêmes invariants de Nœther. On en déduit des

conditions (nécessaires) simples pour qu’une surface soit invariante sous l’action d’une

isométrie donnée.

On donne enfin des exemples explicites de calculs des invariants de Nœther pour les

bouts verticaux CMC-1/2 dans H2×R étudiés au Chapitre 3, ainsi que pour les caténoïdes

horizontaux construits par B. Daniel et L. Hauswirth dans Nil3 [13]. Tout comme le flux

et le torque pour les surfaces minimales de R3, l’invariance homologique des quantités

calculées permet d’établir des relations et des contraintes entre les différents paramètres

caractérisant ces exemples.



Chapitre 1

Surfaces minimales et CMC dans les

espaces homogènes

Dans ce chapitre, nous fixons quelques notations et donnons une description succincte

des espaces homogènes qui nous intéressent.

Nous rappelons également les conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité pour

des surfaces minimales ou CMC dans trois espaces homogènes particuliers, à savoir l’espace

de Minkowski L3, H2 × R et le groupe de Heisenberg Nil3.

Enfin, nous citons le résultat de B. Daniel sur l’existence d’une correspondance de

type Lawson entre surfaces minimales et CMC des E3(κ, τ). Cette correspondance est

sous-jacente aux idées développées au Chapitre 2.

1.1 Espaces homogènes ambiants

1.1.1 L’espace de Minkowski

On considère l’espace de Minkowski de dimension k + 1, avec k ≥ 2 :

L
k+1 =

({
(x0, . . . , xk) ∈ R

k+1
}
, 〈·, ·〉k+1 = dx2

1 + · · ·+ dx2
k − dx2

0

)
.

Dans la suite, on s’intéresse uniquement aux dimensions 3 et 4 : on étudie les surfaces

CMC-1/2 de type espace dans L3 (Section 1.2.1) et l’espace L4 sert de cadre au modèle

de Minkowski de H2 ×R (Section 1.1.3). De plus, l’espace L3 est naturellement identifié à
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la sous-variété {x3 = 0} de L4.

Au Chapitre 2, on est amené à considérer le modèle matriciel suivant de L4 :

(x0, . . . , x3) ∈ L
4 ←→ x0σ0 + · · ·+ x3σ3 =


x3 + ix0 x1 + ix2

x1 − ix2 x3 − ix0


 ∈M2(C), (1.1)

avec σ0 =


i 0

0 −i


 , σ1 =


0 1

1 0


 , σ2 =


 0 i

−i 0


 et σ3 =


1 0

0 1


 ,

et la métrique lorentzienne est donnée par la trace :

〈X, Y 〉4 =
1
2

tr(XY ).

Pour X, Y ∈M2(C), on note [X, Y ] le commutateur de X et Y , et ]X, Y [= XY +Y X.

Si X = x0σ0 + · · ·+ x3σ3, on a les « projections » suivantes :

1
4

[
σ0, [X, σ0]

]
= x1σ1 + x2σ2 et − 1

2
]X, σ0[ = x0σ3.

1.1.2 Les espaces E3(κ, τ)

On note E3(κ, τ) les espaces homogènes de dimension 3 simplement connexes dont le

groupe d’isométries est de dimension 4 — engendré par trois translations et une rotation. Ils

sont caractérisés par des paramètres réels κ et τ tels que κ− 4τ 2 6= 0. Le modèle considéré

dans ce mémoire est celui dont l’ensemble support est Ωκ × R ⊂ R3, de coordonnées

génériques (w = x1 + ix2, x3), où :

Ωκ =





C si κ ≥ 0

D(2|κ|−1/2) si κ < 0
,

et dont la métrique est définie par :

〈·, ·〉 = λ2|dw|2 +
(
τλ(x2dx1 − x1dx2) + dx3

)2
avec λ =

1
1 + κ′|w|2 et κ′ =

κ

4
.

Ces espaces sont des fibrations riemanniennes de la base Ωκ pour la projection naturelle

E3(κ, τ)→ Ωκ sur les deux premières coordonnées. Le paramètre κ s’interprète comme la

courbure de la base et τ comme celle de la fibration.
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On note ∇ la connexion de Levi-Civita sur E3(κ, τ) et (E1, E2, E3) le repère canonique.

Il définit un produit vectoriel sur E3(κ, τ) si on le suppose orienté dans le sens direct.

La caractérisation du repère canonique dépend de la valeur de τ . Si τ 6= 0, on a :

E1 =
1
λ

(
cos(σx3)

∂

∂x1

+ sin(σx3)
∂

∂x2

)
+ τ

(
x1 sin(σx3)− x2 cos(σx3)

) ∂

∂x3

,

E2 =
1
λ

(
− sin(σx3)

∂

∂x1

+ cos(σx3)
∂

∂x2

)
+ τ

(
x1 cos(σx3) + x2 sin(σx3)

) ∂

∂x3

et E3 =
∂

∂x3

avec σ =
κ

2τ
,

et la connexion est telle que :

∇E1
E1 = 0 ∇E2

E1 = −τE3 ∇E3
E1 = (σ − τ)E2

∇E1
E2 = τE3 ∇E2

E2 = 0 ∇E3
E2 = (τ − σ)E1

∇E1
E3 = −τE2 ∇E2

E3 = τE1 ∇E3
E3 = 0.

L’espace E3(κ, τ) a donc la géométrie des sphères de Berger si κ > 0, celle du groupe de

Heisenberg si κ = 0, et celle du recouvrement universel de PSL2(R) si κ < 0 — dans ce

dernier cas néanmoins, le modèle décrit correspond au recouvrement universel de PSL2(R)

privé d’une fibre.

Le modèle que l’on utilise pour le groupe de Heisenberg Nil3 proprement dit, est l’espace

normalisé E3(0, 1/2). Il est intéressant, pour le Chapitre 2, d’écrire les coordonnées d’un

point de Nil3 sous forme matricielle :

(x1, x2, x3) ∈ Nil3 ←→ x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 =


 x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x3


 ∈M2(C), (1.2)

ce qui permet de manipuler des données de Nil3 en cohérence avec le modèle (1.1). Il est à

noter cependant que cette écriture ne respecte pas la métrique du groupe de Heisenberg ;

c’est uniquement un « jeu »formel d’écriture sur les coordonnées des point de Nil3.

Si τ = 0, et donc κ 6= 0, E3(κ, 0) est un espace produit. Le repère canonique est :

E1 =
1
λ

∂

∂x1

, E2 =
1
λ

∂

∂x2

et E3 =
∂

∂x3

,
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et les termes non-nuls de la connexion sont :

∇E1
E1 = 2κ′x2E2 ∇E2

E1 = −2κ′x1E2

∇E1
E2 = −2κ′x2E1 ∇E2

E2 = 2κ′x1E1.

La géométrie de E3(κ, 0) est donc celle de H2(κ) × R si κ < 0, avec H2(κ) espace de

courbure constante négative égale à κ, et celle de S2(κ)× R si κ > 0, avec S2(κ) espace

de courbure constante positive égale à κ.

1.1.3 Modèles pour H2 × R

Dans la description précédente des E3(κ, τ), l’espace H2 × R correspond à E3(−1, 0).

Mais si l’on traite de H2 × R en particulier, on utilise d’autres standards de modèles.

Celui qui correspond à une normalisation de E3(−1, 0) est le modèle du disque de

Poincaré. Il s’agit de l’homothétique de E3(−1, 0) de telle sorte que la base soit le disque

unité D :

H
2 × R =

(
{(w, x3) ∈ D× R} , 〈·, ·〉P =

4
(1− |w|2)2

|dw|2 + dx2
3

)
. (1.3)

Dans ce modèle, le repère canonique s’écrit :

E1 =
1− |w|2

2
∂

∂x1

, E2 =
1− |w|2

2
∂

∂x2

et E3 =
∂

∂x3

,

et la connexion est définie par :

∇E1
E1 = −x2E2 ∇E2

E1 = x1E2

∇E1
E2 = x2E1 ∇E2

E2 = −x1E1,

les autres termes étant nuls.

Ce modèle est notamment utilisé à la Section 2.4.1 pour représenter des exemples

de surfaces, ou encore plus largement au Chapitre 3. En effet, il permet d’exprimer

simplement le bord à l’infini de H2 × R comme étant S1 × R, avec S1 le cercle unité, ce

qui est intéressant dans l’étude des comportements asymptotiques.

Le deuxième modèle que l’on considère est le modèle de Minkowski. On voit H2 × R



1.1. Espaces homogènes ambiants 19

comme un sous-espace de L4, précisément le produit cartésien de la nappe supérieure de

la pseudo-sphère de rayon −1 par R :

H
2 × R =

{
(x0, . . . , x3) ∈ L

4
∣∣∣ x2

1 + x2
2 − x2

0 = −1 et x0 > 0
}
, (1.4)

muni de la métrique induite. Une trivialisation globale du fibré tangent à L4 adaptée à ce

modèle est la suivante :

E0 = x0e0 + x1e1 + x2e2, E1 = x1e0 +

(
1 +

x2
1

1 + x0

)
e1 +

x1x2

1 + x0

e2,

E2 = x2e0 +
x1x2

1 + x0

e1 +

(
1 +

x2
2

1 + x0

)
e2 et E3 = e3,

puisqu’en un point de H2×R, (E1, E2, E3) est le repère canonique exprimé dans ce modèle.

Ce modèle est utile, par exemple, à la Section 1.2.3 car il permet de définir simplement

l’application de Gauss hyperbolique des surfaces CMC-1/2 dans H2 × R. La contrepartie

est que les surfaces sont alors des sous-variétés de codimension 2.

On utilise également le modèle de Minkowski au Chapitre 2 pour exprimer la formule

de Sym-Bobenko (2.3) à l’aide du modèle matriciel (1.1), vu que dans ce modèle H2 × R

est une sous-variété de L4.

Les différents modèles de H2 × R viennent évidemment des modèles de H2, vu comme

H2 × {0} avec la métrique induite encore notée 〈·, ·〉P . L’isométrie riemannienne entre les

modèles de Poincaré et Minkowski de H2 est la suivante :

ΘPM : w ∈ H
2
Poincaré 7→

1
1− |w|2

(
1 + |w|2, 2 Rew, 2 Imw

)
∈ H

2
Minkowski.

On utilise également la projection stéréographique entre l’hémisphère nord S2
+ de la sphère

unité euclidienne de dimension 2 et le disque unité :

ΘPS : w ∈ D 7→ 1
1 + |w|2

(
2 Rew, 2 Imw, 1− |w|2

)
∈ S

2
+,

pour munir S2
+ d’une métrique hyperbolique.

Dans un soucis de clarté, on se sert systématiquement de ces bijections isométriques

pour ne voir les applications à valeurs dans H2 que dans le modèle du disque de Poincaré.
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1.1.4 L’espace Sol3

Le dernier espace homogène auquel nous nous intéressons est le groupe de Lie Sol3 :

Sol3 =
({

(x1, x2, x3) ∈ R
3
}
, 〈·, ·〉 = e2x3dx2

1 + e−2x3dx2
2 + dx2

3

)
,

dont le groupe d’isométries est de dimension 3, engendré par trois translations.

On peut également définir un repère canonique (E1, E2, E3) sur Sol3, donné par :

E1 = e−x3
∂

∂x1

, E2 = ex3
∂

∂x2

et E3 =
∂

∂x3

,

d’où l’expression suivante des termes non nuls de la connexion de Levi-Civita ∇ dans ce

repère :
∇E1

E1 = −E3 ∇E2
E2 = E3

∇E1
E3 = E1 ∇E2

E3 = −E2

1.2 Conditions d’intégrabilité

Pour l’étude locale des surfaces, on note Σ une surface de Riemann connexe, simplement

connexe, et z = u+ iv une coordonnée complexe sur Σ.

1.2.1 Surfaces CMC-1/2 de type espace dans L3

Soit f : Σ→ L3 une immersion conforme, de type espace et CMC-1/2, pour laquelle

h = −〈f, e0〉3 : Σ → R désigne la fonction hauteur. On note ρ le facteur conforme, N

la normale unitaire, soit 〈N,N〉3 = −1, et ϕ = −〈N, e0〉3 : Σ → Rr] − 1, 1[ la fonction

d’angle de N . On considère enfin la différentielle de Hopf Qdz2 = 〈fz, Nz〉3dz2 de f . Les

relations de compatibilité s’écrivent comme suit :

(log ρ)zz̄ =
ρ

8
− 2|Q|2

τ
, (1.5)

Qz̄ = 0, (1.6)

hzz = (log ρ)zhz + ϕQ et hzz̄ =
ρϕ

4
, (1.7)

ϕz =
1
2
hz +

2Q
ρ
hz̄ et

4|hz|2
ρ

= ϕ2 − 1. (1.8)
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On peut montrer que l’intégrabilité du système est assurée par les équations de Gauss (1.5)

et de Codazzi (1.6), les autres égalités permettant alors de définir le reste des données.

L’étude étant locale, quitte à changer l’orientation sur f , on se ramène à ϕ > 0. Ainsi,

la normale N prend ses valeurs dans H2. On note alors G = Θ−1
PM ◦ N l’application de

Gauss. C’est une application harmonique [1] et la métrique induite par G sur H2 est :

〈dG, dG〉P = Qdz2 +

(
ρ

4
+

4|Q|2
ρ

)
|dz|2 +Qdz̄2. (1.9)

Suivant [20], l’application harmonique G admet des données de Weierstrass puisqu’il existe

ρ : Σ→]0,+∞[ satisfaisant (1.9), et l’on dit que {Q, ρ} sont les données de Weierstrass

de G.

1.2.2 Surfaces dans les E3(κ, τ)

On peut étudier certaines propriétés des surfaces — non nécessairement CMC — dans

les E3(κ, τ) en toute généralité (pour plus de détails voir [19]). Nous considérons une

immersion conforme f : Σ → E3(κ, τ) CMC-H et de normale unitaire N . On note ρ le

facteur conforme, ϕ = 〈N,E3〉 : Σ→]−1, 1[ la fonction d’angle deN , A = 〈fz, E3〉 : Σ→ C

la partie verticale de fz, et pdz2 = −〈fz,∇fz
N〉dz2 la différentielle de Hopf de f . On dit

que {ρ, ϕ,H, p, A} sont les données fondamentales de f [19]. La différentielle d’Abresch-

Rosenberg s’exprime en fonction de ces données :

Qdz2 =
(
2(H + iτ)p− (κ− 4τ 2)A2

)
dz2.

On peut montrer qu’alors les relations nécessaires et suffisantes à l’existence de f ne

sont plus seulement les équations de Gauss et Codazzi, mais les quatre relations suivantes :

Qz̄ = 0,

Az̄ =
ρϕ

2
(H + iτ), (1.10)

ϕz = −(H − iτ)A− 2p
ρ
A,

4|A|2
ρ

= 1− ϕ2.
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On déduit des trois dernières une équation qui complète (1.10) pour définir A :

Az = (log ρ)zA+ ϕp.

Pour les surfaces minimales du groupe de Heisenberg Nil3 = E3(0, 1/2), la différentielle

d’Abresch-Rosenberg est Qdz2 = (ip+ A2)dz2 et le système précédent s’écrit :

Qz̄ = 0, (1.11)

(−iA)z̄ =
ρϕ2

4ϕ
, (1.12)

(
1
ϕ

)

z

=
1
2

(−iA)− 2Q
ρϕ2

(−iA), (1.13)

4|A|2
ρ

= 1− ϕ2. (1.14)

On peut également exprimer l’équation supplémentaire de caractérisation de A comme :

(−iA)z =
(
log(ρϕ2)

)
z

(−iA)− 1
ϕ
Q, (1.15)

et l’équation de Gauss relative à f est :

(log ρ)zz̄ = −ρ
8

(
1− 4|A|2

ρ

)
+

2|Q|2
ρ
− iϕ(Az̄ − Az)− i(ϕz̄A− ϕzA). (1.16)

De plus, pour une étude locale, on se ramène à ϕ > 0, soit N à valeurs dans S2
+. On

note alors G = Θ−1
PS ◦N l’application de Gauss, qui est harmonique [12], et admettant

{−Q, ρϕ2} pour données de Weierstrass puisqu’elle induit la métrique suivante sur H2 :

〈dG, dG〉P = −Qdz2 +

(
ρϕ2

4
+

4|Q|2
ρϕ2

)
|dz|2 −Qdz̄2.

1.2.3 Surfaces CMC-1/2 dans le modèle de Minkowski de H2×R

Le raisonnement général de la Section 1.2.2 s’applique également à H2×R = E3(−1, 0).

Néanmoins, la construction d’une application harmonique à valeurs dans H2, dite applica-

tion de Gauss hyperbolique, n’est pas aisée dans ce modèle. On lui préfère le modèle de
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Minkowski de H2 × R (pour plus de précisions voir [20]).

Nous considérons donc f = (F, h) : Σ → H2 × R ⊂ L4 une immersion conforme

CMC-1/2, avec F : Σ → H2 ⊂ L3 projection sur la base et h : Σ → R hauteur le

long de la fibre. On note de nouveau ρ le facteur conforme, N la normale unitaire — et

dans ce cas 〈N,N〉4 = 1 —, ϕ = 〈N,E3〉4 : Σ → [−1, 1] la fonction d’angle de N et

pdz2 = −〈fz, Nz〉4dz2 la différentielle de Hopf de f .

La situation ici est légèrement différente des précédentes puisque les surfaces sont

de codimension 2 dans L4. Une conséquence est que la famille classique adaptée à la

surface (fu, fv, N) ne constitue plus une base orthogonale de l’espace tangent. On remarque

cependant que :

〈df, F 〉4 = 0 et 〈N,F 〉4 = 0,

ce qui fait de (fu, fv, N, F ) une base orthogonale de l’espace tangent adaptée à la surface.

Une autre conséquence au fait de travailler en codimension 2 est l’existence d’équations

de compatibilité surnuméraires [20].

La différentielle d’Abresch-Rosenberg de f est Q = p + h2
z et comme τ = 0, on a

A = hz, d’où l’expression suivante des conditions d’intégrabilité :

Qz̄ = 0, (1.17)

hzz̄ =
ρϕ2

4ϕ
, (1.18)

(
1
ϕ

)

z

=
1
2
hz +

2Q
ρϕ2

hz̄, (1.19)

4|hz|2
ρ

= 1− ϕ2. (1.20)

De même que pour le groupe de Heisenberg, on peut montrer que :

hzz =
(
log(ρϕ2)

)
z
hz +

1
ϕ
Q, (1.21)

et que l’équation de Gauss s’écrit :

(log ρ)zz̄ = −ρ
8

+
2
ρ

(
|Q|2 −Qh2

z −Qh2
z̄

)
+
ρ

2

(
1− 2|hz|2

ρ

)2

. (1.22)
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Également, pour une étude locale, on suppose que la projection F est régulière, d’où

ϕ > 0. La construction de l’application de Gauss hyperbolique diffère des constructions

précédentes. On considère le vecteur de type lumière χ ∈ N3 ∩ {x0 > 0} tel que :

χ =
1
ϕ

(F +N) = (K, 1),

où N3 = {x ∈ L4| 〈x, x〉4 = 0} désigne le cône de lumière de L4. Il est alors clair que K est

à valeurs dans H2 et l’on définit l’application de Gauss hyperbolique par G = Θ−1
PM ◦K.

On peut vérifier que G est une application harmonique dans H2 [20] et que la métrique

induite sur H2 est bla bla bla bla bla bla bla :

〈dG, dG〉P = −Qdz2 +

(
ρϕ2

4
+

4|Q|2
ρϕ2

)
|dz|2 −Qdz̄2,

donc G admet {−Q, ρϕ2} pour données de Weierstrass.

On peut également voir K comme le point aboutissant de la demi-géodésique de

l’espace hyperbolique H3 ⊂ L4 issue de (F, 0) et dirigée par N . Alors G est le projeté

stéréographique de K par rapport au point (−1, 0, 0, 0) (pour plus de détails voir [20]).

1.3 Correspondance de Daniel

Un résultat central dans l’étude des immersions minimales et CMC dans les E3(κ, τ)

est la correspondance de type Lawson, dite correspondance de Daniel :

Théorème 1.1 (Daniel, 2007 [11]). Soient E1 = E3(κ1, τ1) et E2 = E3(κ2, τ2) des variétés

homogènes définies comme précédemment et telles que κ1−4τ 2
1 = κ2−4τ 2

2 . On considère des

immersions conformes CMC f1 : Σ→ E1 et f2 : Σ→ E2, dont on note {ρ1, ϕ1, H1, p1, A1}
et {ρ2, ϕ2, H2, p2, A2} les données fondamentales respectives avec :

τ 2
1 +H2

1 = τ 2
2 +H2

2 .

Soit enfin θ ∈ R tel que H2+iτ2 = eiθ(H1+iτ1). Alors f1 et f2 sont localement isométriques

si et seulement si leurs données fondamentales vérifient :

ρ2 = ρ1, ϕ2 = ϕ1, p2 = eθJp1 et A2 = eθJA1,
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où J désigne la structure complexe de TΣ. Lorsque ces conditions sont réalisées, les

immersions sont dites immersions sœurs et l’on a de plus la relation suivante entre les

différentielles d’Abresch-Rosenberg, notées respectivement Q1 et Q2 :

Q2 = e2θJQ1.

En particulier, dans le cas du lien entre les surfaces CMC-1/2 de H2×R et les minimales

de Nil3, on obtient :

Corollaire 1.2. En supposant E1 = Nil3 et E2 = H2×R, et avec H1 = 0 et H2 = 1/2, on

obtient θ = −π/2. On en déduit la correspondance suivante pour les données fondamentales

d’immersions définies comme précédemment :

(Nil3) {ρ, ϕ, 0, p, A} ←→ {ρ, ϕ, 1/2,−ip,−iA} (H2 × R)

De plus, les différentielles d’Abresch-Rosenberg sont opposées l’une de l’autre.

Le Théorème 1.1 et plus particulièrement le Corollaire 1.2 entre H2 × R et Nil3, sont

très utiles dans l’étude des graphes CMC. On peut notamment citer leur utilisation dans la

résolution du problème de Bernstein pour les surfaces minimales de Nil3 [21]. Dans notre

propos, nous nous servons de ces résultats dans la preuve par les formules de Sym-Bobenko

de l’existence de graphes entiers CMC-1/2 à bout vertical dans H2 ×R qui ne sont pas de

révolution (Théorème 2.8).





Chapitre 2

Formules de Sym-Bobenko

2.1 Introduction

Une formule de Sym-Bobenko est l’expression d’une immersion en fonction d’une

famille à un paramètre de repères mobiles, dite repère étendu. Cette idée fut initialement

utilisée par A. Sym [33] dans le cas de surfaces de l’espace euclidien de courbure (de

Gauss) strictement négative. A. I. Bobenko a ensuite très largement généralisé la méthode,

notamment aux cas des surfaces CMC dans les espaces forme R3, S3 et H3 [3, 4, 5],

et T. Taniguchi a établi une formule de Sym-Bobenko pour les surfaces CMC de type

espace dans L3 [34]. Dans le même temps, les travaux de J. Dorfmeister, F. Pedit et

H. Wu [15] — généralisés en toute dimension à l’espace de Minkowski par D. Brander,

W. Rossman et N. Schmitt [7] — permettent de voir les formules de Sym-Bobenko comme

des représentations de type Weierstrass pour les surfaces CMC, puisque les repères étendus

proviennent de données holomorphes.

Nous souhaitons obtenir de telles formules dans les espaces homogènes autres que

les espaces forme, mais la méthode classique ne peut s’y appliquer. En effet, le groupe

d’isométries n’agit plus transitivement sur les repères orthonormés ; il y a « trop peu »

d’isométries pour pouvoir définir un repère mobile. Néanmoins, dans les cas particuliers

des immersions CMC-1/2 dans H2 × R et minimales dans Nil3 — qui sont de courbures

moyennes critiques dans ces espaces —, on peut utiliser le repère mobile d’une immersion

CMC-1/2 de type espaces dans L3 adéquate pour obtenir des formules de type Sym-

Bobenko.
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Dans la Section 2.2, nous rappelons certains résultats relatifs aux CMC-1/2 de type

espace dans L3. Outre la formule de Sym-Bobenko elle-même, dont on donne une pré-

sentation légèrement différente de [34], deux résultats (Propositions 2.1 et 2.2) sont

particulièrement intéressants car ils permettent de réduire les données initiales nécessaires

à la détermination du repère mobile aux données de Weierstrass de l’application de Gauss.

La Section 2.3 est consacrée à l’établissement des résultats dans H2 × R et Nil3. Nous

montrons, en utilisant les conditions d’intégrabilité des Sections 1.2.2 et 1.2.3, qu’étant

donnée une immersion CMC-1/2 dans H2 ×R ou minimale dans Nil3, il existe une famille

à un paramètre indexée par S1 qui lui est associée (Proposition 2.4). Nous établissons

ensuite les formules de Sym-Bobenko proprement dites, à savoir les égalités (2.3) et (2.4).

L’existence de la famille associée peut être vue a posteriori comme une conséquence des

formules de Sym-Bobenko.

Enfin, à la Section 2.4, nous donnons des exemples simples de construction de surfaces

dans H2 × R et Nil3 à l’aide de la méthode DPW [7]. Nous établissons également une

propriété des familles à un paramètre liées à des surfaces symétriques et en déduisons

l’existence de graphes verticaux CMC-1/2 immergés dans H2×R dont le bout est vertical

et qui ne sont pas de révolution (Théorème 2.8).

2.2 Résultats dans l’espace de Minkowski

L’idée sous-jacente aux formules de Sym-Bobenko dans les espaces forme est que la

normale permet de « déterminer » l’immersion. Dans l’espace de Minkowski, on peut

rendre cette idée plus précise à l’aide des deux résultats suivants :

Proposition 2.1 (Taniguchi, 1997 [34]). L’ensemble des classes d’applications harmo-

niques dans H2 modulo les isométries de H2 est en correspondance bijective avec l’ensemble

des classes d’immersions conformes, de type espace et CMC-1/2 dans L3, modulo les

isométries de L3 préservant l’orientation.

Proposition 2.2 (Fernández–Mira, 2007 [20]). Des applications harmoniques à valeurs

dans H2 admettant les mêmes données de Weierstrass déterminent des surfaces CMC-1/2

dans L3 qui sont isométriques.

Autrement dit, à translation près et une fois choisie une orientation, des données de

Weierstrass déterminent complètement une immersion CMC-1/2 de type espace dans L3.
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Soit donc G : Σ→ H2 une application harmonique ou de façon équivalente ses données

de Weierstrass {Q, ρ}.
On se place dans le modèle matriciel (1.1) avec L3 ≡ {x3 = 0} et l’on considère la

famille (Ψt)t∈R de champs de matrices solution du système :





Ψ−1
t dΨt =

1
4




(log ρ)z i
√
ρ

−4iQ√
ρ
e2it −(log ρ)z


 dz +

1
4



−(log ρ)z̄

4iQ√
ρ
e−2it

−i√ρ (log ρ)z̄


 dz̄

Ψt(z = 0) = σ3

. (2.1)

On en déduit une famille d’immersions conformes, de type espace, CMC-1/2 et isométriques

fLt = (hLt , F
L
t ) : Σ→ L3, de paramètre conforme ρ :

fLt = −2
∂Ψt

∂t
Ψ−1
t + 2Ψtσ0Ψ−1

t , (2.2)

pour laquelle Ψt est un repère mobile, à savoir :

(fLt )u = ρΨtσ1Ψ−1
t , (fLt )v = ρΨtσ2Ψ−1

t et NL
t = Ψtσ0Ψ−1

t .

2.3 Résultats dans H2 × R et Nil3

2.3.1 Familles à un paramètre indexées par S1

Un résultat classique pour les CMC-1/2 de type espace dans L3 est le suivant :

Proposition 2.3. Soient ρ : Σ →]0,+∞[ et Q : Σ → C vérifiant les équations (1.5) et

(1.6). Alors pour tout t ∈ R, il existe une immersion ft : Σ→ L3 conforme, de type espace,

CMC-1/2 et dont l’application de Gauss admet {e2itQ, ρ} comme données de Weierstrass.

On dit que e2it est le paramètre spectral.

Cette famille est certes celle établie par la formule de Sym-Bobenko (2.2), mais on

peut également prouver son existence de façon indépendante en construisant directement

les immersions, puisque les conditions d’intégrabilité (1.5) et (1.6) sont satisfaites.

On peut de même faire agir le cercle S1 sur la différentielle d’Abresch-Rosenberg

d’immersions dans H2 × R et Nil3, et établir l’existence de familles à un paramètre :
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Proposition 2.4. Soient ρ0 : Σ→]0,+∞[ et Q0 : Σ→ C vérifiant les équations (1.5) et

(1.6). Alors pour tout t ∈ R, il existe des immersions conformes de Σ, CMC-1/2 dans

H2 × R et minimale dans Nil3, de même application de Gauss (hyperbolique) admettant

{e2itQ0, ρ0} comme données de Weierstrass.

Preuve. Fixons t ∈ R. On vérifie qu’il existe une application A : Σ→ C telle que :

Az = (log ρ0)z A+ εe2itQ0

√
1 +

4|A|2
ρ0

et Az̄ =
ρ0

4

√
1 +

4|A|2
ρ0

,

avec ε = −1 pour H2 × R et ε = 1 pour Nil3. Une telle construction vient des équations

(1.21) et (1.18) pour H2×R, et (1.15) et (1.12) pour Nil3. Comme Q0 et ρ0 vérifient (1.5)

et (1.6), on a :


(log ρ0)z A+ εe2itQ0

√
1 +

4|A|2
ρ0



z̄

=


ρ0

4

√
1 +

4|A|2
ρ0



z

,

d’où l’existence de A, et l’on définit :

Q = e2itQ0, ρ = ρ0 + 4|A|2 et ϕ =
√

ρ0

ρ0 + 4|A|2 .

Les équations de compatibilités (1.17)–(1.20) et (1.11)–(1.14) sont donc vérifiées, assurant

l’existence des immersions. �

Pour les espaces forme et L3, les familles d’immersions indexées par S1 sont isométriques

et issues de l’action d’un paramètre spectral. Dans les E3(κ, τ), la correspondance de

Daniel produit des familles d’immersions isométriques, mais les immersions n’existent

pas dans un même espace. L’action de S1 mise ici en valeur dans H2 × R et Nil3 est

donc intéressante puisqu’elle est la réalisation de l’action d’un paramètre spectral sur des

immersions d’un même espace.

2.3.2 Les formules de Sym-Bobenko dans H2 × R et Nil3

Les groupes d’isométries de H2×R et Nil3 n’agissant pas transitivement sur les repères,

il est impossible de définir un repère mobile et d’adapter la méthode classique.
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On peut néanmoins utiliser un repère mobile de L3 adéquat pour obtenir les formules

de Sym-Bobenko, puisque les coordonnées d’immersions CMC-1/2 de type espace dans

L3, CMC-1/2 dans H2 × R et minimales dans Nil3 sont liées.

Proposition 2.5 (Fernández–Mira, 2009 [21]). Soient fL, fH et fN des immersions

conformes respectivement CMC-1/2 de type espace dans L3, CMC-1/2 dans H2 × R et

minimale dans Nil3. Supposons que ρH(ϕH)2 = ρN (ϕN )2 = ρL et QH = −QN = QL. Alors

on a d’une part :

(1.5) ⇐⇒ (1.22) ⇐⇒ (1.16) et (1.6) ⇐⇒ (1.17) ⇐⇒ (1.11),

et d’autre part, ϕH = ϕN = 1/ϕL, hHz = −iAN = hLz et FN = FL à isométrie de R2 près.

Corollaire 2.6. La donnée d’une surface CMC-1/2 de type espace dans L3 assure l’exis-

tence de surfaces CMC-1/2 dans H2 × R et minimale dans le groupe de Heisenberg de

mêmes données de Weierstrass.

Le corollaire 2.6 est une conséquence directe de la Proposition 2.4. Les formules de

Sym-Bobenko dans H2×R et Nil3 sont ensuite construites à partir des résultats précédents.

Reprenons l’application harmonique G : Σ→ H2 de données de Weierstrass {Q, ρ}.

Dans l’espace H2 × R

Il existe une immersion fH = (FH , hH) : Σ → H2 × R conforme, CMC-1/2 et

d’application de Gauss hyperbolique GH = G, dont l’expression dans le modèle matriciel

(1.1) — pour le modèle de Minkowski de H2 × R — est la suivante :

fH =


 ∂Ψt

∂t

∣∣∣∣∣
t=π/2

Ψ−1
π/2, σ0


−Ψ0Ψ−1

π/2σ0Ψπ/2Ψ−1
0

+
]
Ψπ/2σ0Ψ−1

π/2, σ0

[ (
σ3 −Ψ0σ0Ψ−1

0

)
. (2.3)

En effet, une telle immersion fH s’exprime également :

FH =
2
ρ

(
(hLπ/2)z̄(f

L
0 )z + (hLπ/2)z(f

L
0 )z̄

)
+ ϕLπ/2N

L
0 et hH = hLπ/2,
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et I. Fernández et P. Mira [20] ont montré que les relations de compatibilité (1.17)–(1.20)

sont vérifiées avec :

ρH = ρ+ 4|(hLπ/2)z|2, ϕH =
1

ϕLπ/2

=
√

ρ

ρ+ 4|(hLπ/2)z|2
, QH = −Q et AH = (hLπ/2)z.

Dans le groupe de Heisenberg

De même que pour H2 × R, il existe une immersion fN = (FN , hN) : Σ → Nil3
conforme, minimale et d’application de Gauss GN = G, qui s’écrit comme suit dans le

modèle (1.2) :

fN =
1
2

]
∂2Ψt

∂t2

∣∣∣∣∣
t=0

Ψ−1
0 , σ0

[
− 1

2



(
∂Ψt

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

Ψ−1
0

)2

, σ0


+

1
2

[
σ0, [Ψ0σ0Ψ−1

0 , σ0]
]

− 1
2
σ0

[
∂Ψt

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

Ψ−1
0 , σ0 + Ψ0σ0Ψ−1

0

]
+

1
2

[
∂Ψt

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

Ψ−1
0 , σ0 −Ψ0σ0Ψ−1

0

]
σ0. (2.4)

En effet, on a bien FN = FL
0 et la hauteur hN vérifie :

hNz = i(hL0 )z −
i

4

(
FNFN

z − FNFN
z

)
,

ce qui correspond aux formules de compatibilité de B. Daniel [12]. Les données fondamen-

tales sont alors :

ρN = ρ+ 4|(hL0 )z|2, ϕN =
1
ϕL

=
√

ρ

ρ+ 4|(hL0 )z|2
, QN = −Q et AN = i(hL0 )z.

2.4 Applications

2.4.1 Production d’exemples par la méthode DPW

On reprend dans H2 × R et Nil3 des exemples donnés dans l’espace de Minkowski par

D. Brander, W. Rossman et N. Schmitt [7].

Pour commencer, on rappelle la « recette » DPW. Les constructions détaillées sont

faites notamment dans [23, 15] pour le cas euclidien et dans [7] pour l’espace de Minkowski.

Sur une surface de Riemann simplement connexe Σ, munie d’une coordonnée locale
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complexe w, on définit un potentiel holomorphe ξ, i.e. une 1-forme sur Σ à valeurs dans

l’algèbre de Lie sl2(C) de SL2(C) dépendant d’un paramètre spectral λ ∈ S1 :

ξ =
∑

k≥0




c2kλ

2k 0

0 c2kλ
2k


+


 0 a2k−1λ

2k−1

b2k−1λ
2k−1 0




 dw,

où les a2k−1dw, b2k−1dw et c2kdw sont des 1-formes holomorphes sur Σ et a−1 ne s’annule

jamais.

On choisit ψ telle que ψ−1dψ = ξ. Sur un certain ouvert Σ ⊂ Σ, on peut effectuer une

décomposition d’Iwasawa ψ = Ψ R avec Ψ, R convenables, et notamment R prolongeable

holomorphiquement (en λ) sur D avec :

R =


ρ

1/4 0

0 ρ−1/4


+O(λ) et ρ > 0.

En fait, Σ est l’ensemble des points où une telle décomposition existe et, sur Σ, on a :

(Ψ′)−1dΨ′ =
1
4




(log ρ)w 4λ−1a−1
√
ρ

4b−1√
ρ
λ−1 −(log ρ)w


 dw +

1
4



−(log ρ)w

4b−1√
ρ
λ

4λa−1
√
ρ (log ρ)w


 dw.

On pose dz = −4ia−1dw, λ = e−it, Q = −b−1/(4a−1) et la solution du système (2.1) est :

Ψt =


e

−it/2 0

0 eit/2


Ψ′


e

it/2 0

0 e−it/2




Le premier exemple que l’on construit vient du potentiel ξ = λ−1σ1dw. On obtient :

Ψt =


 ch Im(eitz) −e−it sh Im(eitz)

−eit sh Im(eitz) ch Im(eitz)


 avec z ∈ C,

d’où l’on tire après reparamétrisation :

Σ = C, fH(z) =

(
− sh u+ i ch u sh v

1 + ch u ch v
, ch u

)
et fN(z) =

(
u+ i sh v,

u sh v
2

)
.

La Figure 2.1, page 35, représente l’image de l’immersion fH , décrite par R. Sa Earp [16].
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Et l’immersion fN , invariante par translations le long de x1, a été étudiée dans [22].

Pour le second exemple, on prend comme potentiel 2ξ = λ−1(σ1− iσ2)dw. On obtient :

Ψt =
1√

ε(4− |z|2)


 2ε iz

−iεz̄ 2


 avec |z| 6= 2 et ε = signe(2− |z|).

On en déduit après reparamétrisation :

Σ = D, fH =

(
2z

1 + |z|2 , 2
1 + |z|2
1− |z|2

)
et fN =

(
4z

1− |z|2 , 0
)
.

De même, ces immersions sont bien connues (voir [17] pour fH et [22] pour fN).

Construire des exemples de surfaces avec la méthode DPW s’avère difficile dans la

pratique. En effet, le point central est la décomposition d’Iwasawa, et cette décomposition

n’est explicite que pour des potentiels ξ « simples ». Néanmoins, une résolution numérique

est possible dans un certain nombre de cas [7].

2.4.2 Familles équivariantes

Lorsqu’une surface — CMC-1/2 de type espace dans L3, CMC-1/2 dans H2 × R ou

minimale dans Nil3 — admet de la symétrie, il est possible de trouver une paramétrisation

conforme équivariante pour cette symétrie. Cette équivariance se retrouve alors dans les

propriétés de l’application de Gauss (hyperbolique) et concerne donc toutes les familles

d’immersions construites à partir de cette application harmonique :

Théorème 2.7. Soit f : Σ→M une immersion conforme, CMC-1/2 de type espace si

M = L3, CMC-1/2 si M = H2 × R ou minimale si M = Nil3. On décompose f selon la

fibration naturelle de M en notant F la projection sur la base et h la hauteur.

Supposons f équivariante pour la rotation d’angle θ ∈ R fixé autour d’une fibre de M .

On peut toujours se ramener à la fibre {x1 = x2 = 0}, d’où :

F (eiθz) = eiθF (z) et h(eiθz) = h(z).

Alors l’application de Gauss (hyperbolique) de f est elle-même équivariante et ses données
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Figure 2.1 – Surface de Sa Earp dans le modèle (1.3) du disque de Poincaré de H2 × R

Image P. Romon
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de Weierstrass {Q, ρ} vérifient :

Q(eiθz) = e−2iθQ(z) et ρ(eiθz) = ρ(z). (2.5)

Réciproquement, soit G : Σ→ H2 une application harmonique de données de Weiers-

trass {Q, ρ} vérifiant la propriété (2.5), pour un θ ∈ R donné. Alors les immersions

CMC-1/2 de type espace dans L3, CMC-1/2 dans H2 × R et minimale dans Nil3 d’appli-

cation de Gauss G sont équivariantes pour la rotation d’angle θ.

Les résultats précédents restent vrais si la propriété d’équivariance est relative à une

symétrie par rapport à un plan géodésique vertical, que l’on peut toujours supposer être

{x2 = 0}, à savoir F (z̄) = F (z) et h(z̄) = h(z).

Preuve. On montre le résultat pour M = L3, les autres cas étant similaires. Soit donc

une immersion f : Σ → L3 conforme, de type espace et CMC-1/2, équivariante pour

la rotation d’angle θ. On considère f̂ = (ĥ, F̂ ) : Σ → L3 définie par ĥ(z) = h(eiθz) et

F̂ (z) = e−iθF (eiθz) pour tout z ∈ Σ, et dont on note N̂ = (ϕ̂, P̂ ) la normale. On en

déduit :

f̂z(z) = eiθ


 hz(eiθz)

e−iθFz(eiθz)


 et f̂z̄(z) = e−iθ


 hz̄(eiθz)

e−iθFz̄(eiθz)


 ,

donc ρ̂(z) = ρ(eiθz), ϕ̂(z) = ϕ(eiθz) et P̂ (z) = e−iθP (eiθz). Comme f est équivariante,

on a f̂ ≡ f , donc N̂ ≡ N et l’application de Gauss hyperbolique Θ−1
PM(N) est elle-même

équivariante. Ainsi, les données de Weierstrass vérifient bien la propriété (2.5).

Pour la propriété réciproque, on sait que pour tout t ∈ R, la forme de Maurer-Cartan

αt = Ψ−1
t dΨt de la solution Ψt du système (2.1) vérifie :

α1,0
t (z) =


1 0

0 eiθ


α1,0

t (eiθz)


e

iθ 0

0 1


 et α0,1

t (z) =


e

−iθ 0

0 1


α0,1

t (eiθz)


1 0

0 e−iθ


 .

On définit alors pour tout t ∈ R l’application Ψ̂t : Σ→M2(C) par :

Ψ̂t(z) =


1 0

0 eiθ


Ψt(eiθz)


1 0

0 e−iθ


 .

Il est clair que Ψ̂t(z = 0) = σ3 = Ψt(z = 0) et la forme de Maurer-Cartan α̂t = Ψ̂−1
t dΨ̂t
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de Ψ̂t s’exprime comme suit en fonction de αt :

α̂1,0
t (z) =


1 0

0 eiθ


α1,0

t (eiθz)


e

iθ 0

0 1


 et α̂0,1

t (z) =


e

−iθ 0

0 1


α0,1

t (eiθz)


1 0

0 e−iθ


 .

Ainsi, Ψ̂t ≡ Ψt, ce qui signifie :

Ψt(eiθz) =


e

iθ 0

0 1


Ψt(z)


e

−iθ 0

0 1


 ,

et la forme des équations de Sym-Bobenko permet de conclure. �

Le fait que l’équivariance soit commune aux différentes familles d’immersions permet

d’établir le résultat suivant sur l’existence de bouts verticaux CMC-1/2 dans H2 × R qui

ne sont pas de révolution, à partir de l’absence de symétrie d’un graphe CMC-1/2 de type

espace dans L3 convenablement choisi :

Théorème 2.8. Il existe des graphes entiers CMC-1/2 dans H2 × R, d’image S inclus

dans le demi-espace H2 × R+, admettant un bout vertical et qui n’est pas de révolution.

Preuve. D’après [35], pour toute fonction γ de classe C2 sur S1, il existe un graphe entier

σ, convexe et CMC-1/2 de type espace dans L3 tel que :

σ(x) = |x|+ γ

(
x

|x|

)
+ ε(x) avec lim

|x|→+∞
ε(x) = 0.

On note fL = (FL, hL) : Σ→ L3 une paramétrisation conforme de l’image de σ.

On choisit γ de telle sorte que l’immersion fL ne soit pas congruente à une surface

de révolution. Donc ni l’immersion fN : Σ→ Nil3 construite par la formule (2.4), ni son

immersion sœur fH = (FH , hH) : Σ→ H2 × R — que l’on voit dans le modèle du disque

de Poincaré — ne sont congruentes à des surfaces de révolution.

Comme la métrique induite par fL est complète, fN est un graphe entier d’après [21],

donc fH également, puisque la correspondance de Daniel restreinte aux graphes entiers

minimaux de Nil3 est une bijection sur les graphes entiers CMC-1/2 de H2 × R [21]. De

plus, on sait que hH = hL = σ ◦ FL, d’après la Proposition 2.5. Ainsi, hH est minorée,

donc hH ≥ 0 à translation verticale près, et hH diverge lorsque |FH | → 1, donc fH admet

un bout vertical. �





Chapitre 3

Surfaces CMC-1/2 dans H2 × R à

bouts verticaux

Ce travail a fait l’objet d’un article

en collaboration avec L. Hauswirth [9].

3.1 Introduction

Plusieurs familles de surfaces minimales dans R3 peuvent être munies d’une structure

de variété lisse. Le cas des surfaces compactes (à bord) a été largement étudié et a conduit

à d’importants résultats (voir par exemple [6, 36, 37]). Pour les surfaces non compactes,

la structure de variété vient d’une propriété de compactification de l’opérateur courbure

moyenne. J. Pérez et A. Ros [29], et R. Kusner, R. Mazzeo et D. Pollack [25] on montré

que les familles de surfaces proprement plongées dans R3 et minimales ou CMC admettent

une telle compactification.

Nous traitons ici le cas des surfaces CMC-1/2 dans H2×R. Pour ce faire, on considère

comme surface modèle le graphe entier CMC-1/2 de révolution, l’hyperboloïde S0, et

l’on étudie ses déformations. Dans le modèle (1.3) du disque de Poincaré de H2 × R de

coordonnées polaires (ρ, θ), une paramétrisation de S0 en tant que graphe vertical est :

(ρ, θ) ∈ [0, 1[×S1 7→
(
ρeiθ,

2√
1− ρ2

)
∈ H

2 × R,



40 Chapitre 3. Surfaces CMC-1/2 dans H2 × R à bouts verticaux

avec comme métrique induite exprimée en coordonnées polaires :

g =
4

(1− ρ2)3


2− ρ2 0

0 1− ρ2


 .

Par compactification de l’opérateur courbure moyenne, on entend une extension convenable

de l’opérateur à des fonctions définies jusqu’au bord à l’infini {ρ = 1} de H2. Une telle

compactification découle d’une extension de la métrique induite g de la surface modèle, à

savoir un changement conforme de métrique étendant g au bord à l’infini de H2. Mais

un tel procédé ne marche pas dans le cas qui nous occupe, puisque les termes de g ont

différentes vitesses d’explosion lorsque ρ → 1 ; la métrique ainsi obtenue ne peut que

dégénérer sur le bord à l’infini de H2. Pour pouvoir compactifier la métrique induite, nous

utilisons donc une paramétrisation conforme de la surface modèle S0, soit l’immersion :

X0 : (r, θ) ∈ D 7→
(
F (r, θ), 2

1 + r2

1− r2

)
∈ H

2 × R où F (r, θ) =
2r

1 + r2
eiθ.

On montre (Proposition 3.1) qu’un graphe normal borné de classe C2 sur S0 peut être

écrit comme :

Xη : (r, θ) ∈ ΩR 7→
(
F (r, θ), 2eη(r,θ) 1 + r2

1− r2

)
∈ H

2 × R,

avec R ∈]0, 1[, ΩR = {R < r < 1} et η ∈ C2(ΩR) régulière sur le bord {r = 1}.

À la Section 3.2, on étudie la famille S des surfaces — non nécessairement CMC — dans

H2×R dont les bouts admettent, après symétrie éventuelle par rapport au plan H2×{0},
une paramétrisation de la forme Xη sur un domaine ΩR avec η ∈ C2,α(ΩR). On s’intéresse

particulièrement à la compactification au bord à l’infini de H2 de leur opérateur courbure

moyenne (Théorème 3.3). Une raison de l’existence de cette propriété de compactification

est que la métrique induite par une immersion de la forme Xη précédente est équivalente

pour r → 1 à la métrique induite par l’immersion modèle X0.

À la Section 3.3, on considère l’ensemble G des surfaces dans S qui sont des graphes

entiers CMC-1/2, complets contenus dans le demi-espace H2×R∗
+. G admet une structure

de variété de dimension infinie (Théorème 3.9), et localement dans G une surface est

caractérisée par son comportement asymptotique, à translation verticale près. Cela nous
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permet d’établir un résultat (Théorème 3.10) qui est un analogue à H2×R d’un théorème

de A. E. Treibergs pour l’espace de Minkowski de dimension 3 [35, 10]. Précisément, étant

donnée γ ∈ C2,α(S1) vérifiant une condition de flux, il existe un graphe entier vertical

CMC-1/2 complet paramétré sur D par Xη avec η ∈ C2,α(D) tel que η|∂D = γ.

Finalement, à la Section 3.4, nous étudions les petites déformations des anneaux

immergés CMC-1/2 de révolution introduits par R. Sa Earp et E. Toubiana [17, 26]. Ces

anneaux nous intéressent car ils ont une propriété de non dégénérescence (Proposition

3.13), qui permet un contrôle des fonctions de Jacobi. En utilisant de nouveau une

paramétrisation conforme des exemples de révolution, nous les déformons de telle sorte

qu’en général les déformations ne sont asymptotes à des exemples de révolution, ce qui

répond à une question posée par M. Elbert, B. Nelli et R. Sa Earp [18]. De plus, la

souplesse de construction de ces déformations nous permet de construire un anneau

dont les bouts ne sont pas alignés, en translatant horizontalement le bout supérieur d’un

exemple de révolution (Théorème 3.19). Cela montre que contrairement au cas de référence

des surfaces minimales plongées de R3, de courbure totale finie et dont les bouts sont

horizontaux [29], la notion d’axe n’est pas pertinente en général pour les anneaux verticaux

CMC-1/2 dans H2 × R.

On note D =
{
z ∈ C

∣∣∣|z| ≤ 1
}

le disque unité fermé, (r, θ) les coordonnées polaires sur

D et ds2
P la métrique de Poincaré sur H2.

Pour tout R ∈]0, 1[, on note ΩR ⊂ D le domaine extérieur ΩR = {R < r < 1} et

Ω0 = D. On considère l’ensemble D = {ΩR | 0 ≤ R < 1} des domaines admissibles. Le

bord à l’infini de H2 est souvent identifié à S1.

Pour Ω ∈ D, les espaces Ck,α(Ω) et Ck,α0 (Ω), avec k ≥ 0 et 0 < α < 1, sont respec-

tivement l’espace de Hölder usuel et le sous-espace des fonctions nulles sur le bord ∂Ω.

Enfin, on considère les espaces L2(·) muni du produit scalaire naturel 〈·, ·〉L2(·) de norme

de Hilbert associée notée | · |L2(·).

3.2 La famille S
Considérons l’application F : D→ H2 définie par :

F (r, θ) =

(
1 + 6r2 + r4

(1− r2)2
,
4r(1 + r2)
(1− r2)2

cos θ,
4r(1 + r2)
(1− r2)2

sin θ

)
ou F (r, θ) =

2r
1 + r2

eiθ,
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dans les modèles de Minkowski et du disque de Poincaré de H2 respectivement. F est un

C1-difféomorphisme sur H2 et l’on appelle coordonnées graphe d’un graphe vertical dans

H2 × R, la paramétrisation du graphe dont la projection sur H2 est F .

La famille S est définie comme l’ensemble des surfaces immergées de H2 × R, donc

chaque bout admet — à symétrie par rapport au plan H2 × {0} près — des coordonnées

graphe de la forme :

Xη : (r, θ) ∈ Ω 7→
(
F (r, θ), 2eη(r,θ) 1 + r2

1− r2

)
∈ H

2 × R, (3.1)

pour un domaine extérieur Ω ∈ D et η ∈ C2,α(Ω). Les bouts des surfaces dans S sont des

bouts verticaux [18], i.e. des disques topologiques compacts pointés sans point asymptotique

à hauteur finie, dirigés « vers le haut ou vers le bas ».

L’hyperboloïde S0 est clairement dans S, de même que les graphes normaux bornés

de classe C2,α sur S0, pour lesquels on contrôle également la distance horizontale à S0 à

l’infini :

Proposition 3.1. Un graphe normal S = expS0
(ζN) au-dessus de S0, avec N normale

unitaire à S0 pointant vers le haut et ζ ∈ C2,α(D), est dans S. En d’autres termes, il existe

Ω ∈ D et η ∈ C2,α(Ω) tels que S admette des coordonnées graphe comme en (3.1). De plus,

la valeur asymptotique de η est :

η|∂D =
1
2
ζ|∂D.

Preuve. On utilise le modèle de Minkowski (1.4) de H2 × R. L’application F s’écrit :

F (r, θ) =
(

chχ(r, θ), shχ(r, θ) cos θ, shχ(r, θ) sin θ
)

avec χ(r, θ) = 2 log
(1 + r

1− r

)
,

et un calcul simple donne :

N = − 2r
1 + r2

(
sinhχ

∂

∂x0

+ coshχ cos θ
∂

∂x1

+ coshχ sin θ
∂

∂x2

)
+

1− r2

1 + r2

∂

∂x3

.

Donc S est l’image de l’immersion :

(
ch

(
χ− 2rζ

1 + r2

)
, sh

(
χ− 2rζ

1 + r2

)
cos θ, sh

(
χ− 2rζ

1 + r2

)
sin θ, 2

1 + r2

1− r2
+

1− r2

1 + r2
ζ

)
.
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Pour que les coordonnées graphe souhaitées existent, il suffit de montrer que pour r

suffisamment proche de 1, il existe un unique r̃ tel que :

χ(r̃, θ) = χ(r, θ)− 2r
1 + r2

ζ(r, θ). (3.2)

On calcule alors :

∂

∂r

(
χ(r, θ)− 2r

1 + r2
ζ(r, θ)

)
=

4
1− r2

− 2
1 + r2

(
1− r2

1 + r2
ζ + rζr

)
=

4
1− r2

+O(1− r2).

Si r est suffisamment proche de 1, l’application r 7→ χ − 2rζ/(1 + r2) est strictement

croissante (uniformément en θ), ce qui assure l’ existence et l’unicité de r̃.

ζ|∂D est la distance algébrique normale à l’infini entre S et S0, et également la distance

horizontale à l’infini puisque N est asymptotiquement horizontale. Considérons un plan

horizontal H2 × {x} intersectant S et S0. Les rayons hyperboliques de S et S0 à hauteur

x et dans la direction θ, respectivement notés ρH(S)(x, θ) et ρH(S0)(x, θ) sont :

x = 2eη ch
ρH(S)(x, θ)

2
⇐⇒ ρH(S)(x, θ) = 2 argch

xe−η

2
= 2 log x− 2η +O

( 1
x2

)

et x = 2 ch
ρH(S0)(x, θ)

2
⇐⇒ ρH(S0)(x, θ) = 2 argch

x

2
= 2 log x+O

( 1
x2

)
,

donc la distance algébrique hyperbolique horizontale entre S et S0 dH(S, S0)(x, θ) à hauteur

x et dans la direction θ est :

dH(S, S0)(x, θ) = ρH(S0)(x, θ)− ρH(S)(x, θ) = 2η +O
( 1
x2

)
,

ce qui établit l’égalité ζ|∂D = 2η|∂D à l’infini. �

Deux propriétés de la famille S nous intéressent ici. La première décrit le comportement

de S sous l’action des isométries :

Proposition 3.2. La famille S est globalement invariante sous l’action des isométries

de H2 × R.

Preuve. Dans le modèle (1.3) du disque de Poincaré, on considère une surface S ∈ S,

définie sur Ω ∈ D et de coordonnées graphe (F, h), et l’on note (F, h′) les coordonnées
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graphe de son image S ′ sous l’action d’une isométrie ψ de H2 × R. En utilisant l’écriture

(3.1), on remarque que :

h =
2eη√

1− |F |2
avec η ∈ C2,α(Ω).

Il suffit de traiter les cas où ψ est soit une isométrie de H2 préservant la hauteur le long de

la fibre soit une translation verticale. Si ψ est une translation verticale de x0 ∈ R, on a :

h′ =
2eη√

1− |F |2
+ x0 = 2 exp

(
η + log

(
1 + x0

e−η

2
1− r2

1 + r2

))
1√

1− |F |2
,

éventuellement après restriction à un domaine Ω′ ∈ D pour lequel h|Ω′ > −x0.

Si ψ se ramène à une isométrie de H2 préservant l’orientation de H2, il existe w0 ∈ D

et δ0 ∈ R tels que :

ψ(w) =
w + w0

1 + w0w
eiδ0 .

Si ψ′ = F−1 ◦ ψ−1 ◦ F , alors :

h′ = h ◦ ψ′ =
2eη◦ψ′

√
1− |ψ−1 ◦ F |2

=


eη◦ψ′ |1− w0F |√

1− |w0|2


 2√

1− |F |2

= exp


η ◦ ψ′ + log


 |1− w0F |√

1− |w0|2




 2√

1− |F |2
,

et S ′ ∈ S. En remplaçant F par F , on obtient le résultat pour ψ isométrie de H2 renversant

l’orientation. �

Notons que la valeur η|∂D est invariante par translation verticale. La seconde propriété

de la famille qui nous intéresse S concerne l’extension de l’opérateur courbure moyenne

en un opérateur sur les fonctions C2,α au-dessus de domaines fermés :

Théorème 3.3. Soient Ω ∈ D et a ∈ C2,α(Ω). On note avec des indices 1, 2 les quantités

relatives aux coordonnées r, θ respectivement. Alors, pour tout ξ ∈ C2,α(Ω) les courbures

moyennes H(a+ ξ) et H(a), de Xa+ξ et Xa respectivement, vérifient :

√
|g(a)|

(
H(a+ ξ)−H(a)

)
=
∑

i,j

Aij(r, θ, a,Dξ)ξij +B(r, θ, a, ξ,Dξ), (3.3)
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avec |g(a)| déterminant de la métrique induite par Xa, Aij et B des fonctions C0,α sur D

qui sont analytiques réelles en leurs variables, et A = (Aij) matrice coercive sur D.

Preuve (voir l’annexe Section 3.5 pour les détails). On note dσ2 la métrique F ∗ds2
H

, i.e. :

σ =
16

(1− r2)4


(1− r2)2 0

0 r2(1 + r2)


 .

Les propriétés différentielles d’une surface dans H2 ×R de coordonnées graphe (F, h) sont

précisément celles du graphe de la fonction h dans l’espace D× R muni de la métrique

dσ2 + dx2
3. D’après J. Spruck [32], la courbure moyenne H(a+ ξ) s’écrit :

H(a+ ξ) =
1
2

divσ

(
∇σh(a+ ξ)
W (a+ ξ)

)
avec W (a+ ξ) =

√
1 + |∇σh(a+ ξ)|2σ,

les quantités étant calculées relativement à dσ2. Si les (Γkij) sont les symboles de Christoffel

associés à dσ2, on a :

H(a+ ξ) =
1

2W (a+ ξ)

∑

i,j

gij(a+ ξ)

(
∂ijh(a+ ξ)−

∑

k

Γkij∂kh(a+ ξ)

)
,

avec comme symboles de Christoffel non nuls :

Γ1
11 =

2r
1− r2

, Γ2
12 =

4r
1− r2

(
1 +

1 + 3r2

4r2(1 + r2)
(1− r2)

)

et Γ1
22 = −4r3(1 + r2)2

(1− r2)3

(
1 +

1 + 3r2

4r2(1 + r2)
(1− r2)

)
.

La métrique induite g(a) s’écrit :

g11(a) =
64r2e2a

(1− r2)4

[
1 +

1 + r2

2r
a1(1− r2) +

(1 + r2)2

16r2

(
a2

1 +
4e−2a

(1 + r2)2

)
(1− r2)2

]
,

g12(a) =
16r(1 + r2)e2a

(1− r2)3
a2

[
1 +

1 + r2

4r
a1(1− r2)

]

et g22(a) =
16r2(1 + r2)2e2a

(1− r2)4

[
e−2a +

a2
2

4r2
(1− r2)2

]
,

et W (a) s’exprime W (a) =
√
|g(a)|/|σ|.
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Le calcul détaillé dans l’annexe (Section 3.5) donne l’expression (3.3) avec la régularité

souhaitée, et asymptotiquement, on a :

A11 = e−a +O(1− r2), A12 = A21 = O(1− r2) et A22 = ea +O(1− r2),

ce qui établit la coercivité de A. �

L’opérateur η 7→
√
g(a)

(
H(η)−H(a)

)
est qualifié de compactification de la courbure

moyenne parce que sa construction repose sur une compactification de la métrique induite

g(a). En effet, cet opérateur est elliptique si et seulement si g(a) peut être prolongée en

une métrique sur D, avec l’égalité suivante :

A−1 =


e

γa

0

0 e−γa


 =

1√
|g(a)|

g(a) +O(1− r2) avec γa = a|∂D.

3.3 Structure de variété sur la famille G
Soit G l’ensemble des graphes entiers CMC-1/2, éléments de S et contenus dans le

demi-espace H2 × R∗
+. On utilise (3.1) pour décrire une surface de G en coordonnées

graphe :

Xη =

(
F, 2eη

1 + r2

1− r2

)
avec η ∈ C2,α(D),

et la fonction η|∂D : S1 → R, définie géométriquement, est la valeur à l’infini de la surface.

On considère un graphe entier CMC-1/2 S dans G, de coordonnées graphe Xa avec

a ∈ C2,α(D) et l’on note γa = a|∂D sa valeur à l’infini. Un calcul simple montre que la

composante verticale ϕa > 0 de la normale unitaire, Na à Xa s’exprime comme :

ϕa =
e−a

2na
1− r2

1 + r2
, (3.4)

où na est une fonction C1,α positive sur D telle que na|∂D = 1/2.

Lemme 3.4. La différentielle de l’opérateur H : η ∈ C2,α(D) 7→ H(η) ∈ C0,α(D) au point

a est :

∀η ∈ C2,α(D), DH(a) · η =
1
2
L
(
η

na

)
,

avec L opérateur de Jacobi de Xa.
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Preuve. Si (Xηt) est une famille différentiable telle que η0 = a et ηt ∈ C2,α(D), on a

classiquement :

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

H(ηt) =
1
2
L

〈
dXηt

dt

∣∣∣∣∣
t=0

, Na

〉
=

1
2
L

(
2eaϕa

1 + r2

1− r2

dηt
dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
,

et l’expression (3.4) de ϕa permet de conclure. �

En utilisant le Théorème 3.3, on définit l’opérateur courbure moyenne compactifié

comme :

H : η ∈ C2,α(D) 7→
√
|g(a)|

(
H(a+ 2naη)− 1

2

)
∈ C0,α(D).

L’opérateur de Jacobi compactifié est L = DH(0) : C2,α(D)→ C0,α(D) et en appliquant le

Lemme 3.4, on obtient :

L =
√
|g(a)|L.

On note L0 la restriction de L à C2,α
0 (D), et l’on considère K = kerL0, K⊥ l’orthogonal

de K dans C0,α(D) et K⊥
0 = K⊥ ∩ C2,α

0 (D).

Soit enfin µa : C2,α(S1)→ C2,α(D) tel que µa(γ) est l’extension harmonique sur D (pour

le laplacien plat) de la fonction γ − γa sur le bord ∂D. Cet opérateur contient dans la

suite l’information sur le comportement asymptotique.

Soient u, v ∈ C2,α(D). Pour R ∈]0, 1[, L satisfait une identité de Green sur {r ≤ R} :

∫

{r≤R}
(uLv − vLu)dA =

∫

{r=R}

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
ds,

avec dA et ds mesures correspondant à la métrique induite par Xa sur {r ≤ R} et {r = R}
respectivement, et où ν est la co-normale avec∂ · /∂ν dérivée co-normale. On note que :

dA =
√
|g(a)| dA, ds =

√
g22(a) dθ et ν =

1√
g22(a)|g(a)|

(
g22(a)Xa

1 − g12(a)Xa
2

)
,

avec dA mesure de Lebesgue sur R2. En prenant la limite lorsque R→ 1, on obtient un

identité de Green pour L sur D :

∫

D

(
uLv − vLu

)
dA =

∫ 2π

0
e−γa

(
u
∂v

∂r
− v∂u

∂r

)∣∣∣∣∣
r=1

dθ. (3.5)
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Un résultat standard montre que la restriction L0 est un opérateur de Fredholm

d’indice nul (voir notamment [24]). Précisément, K = Rϕa et L0

(
C2,α

0 (D)
)

= K⊥. On

peut alors montrer qu’il n’existe pas de solution u ∈ C2,α(D) à l’équation :

Lu = 0 on D et u|∂D = 1. (3.6)

En effet, si une telle solution u existait, on aurait :

0 =
∫

D

(
ϕaLu− uLϕa

)
dA =

∫ 2π

0
e−γa

(
ϕa
∂u

∂r
− u∂ϕ

a

∂r

)∣∣∣∣∣
r=1

dθ =
∫ 2π

0
e−2γa

dθ,

par application de l’identité de Green (3.5) à ϕa et u, ce qui est impossible.

3.3.1 Déformations générales

Soient ΠK et ΠK⊥ les projections orthogonales sur K et K⊥ respectivement. Suivant

B. White [36], on montre :

Lemme 3.5. Soit Φ : C2,α(S1)× R×K⊥
0 → K⊥ l’application définie par :

Φ(γ, λ, σ) = ΠK⊥ ◦H
(
µa(γ) + λϕa + σ

)
.

Alors D3Φ(γa, 0, 0) : K⊥
0 → K⊥ est un isomorphisme.

Preuve. Un calcul simple donne D3Φ(γa, 0, 0) = ΠK⊥ ◦ L0|K⊥

0
et l’on sait que K⊥ est

l’image de L0. Donc D3Φ(γa, 0, 0) = L0|K⊥

0
est bien un isomorphisme sur K⊥. �

On applique alors le théorème des fonctions implicites à Φ, ce qui assure l’existence d’un

voisinage Ua de (γa, 0) dans C2,α(S1)× R et d’une unique application lisse σ : Ua → K⊥
0

telle que :

σ(γa, 0) = 0 et ∀(γ, λ) ∈ Ua, Φ
(
γ, λ, σ(γ, λ)

)
= 0.

On définit les applications ηa : Ua → C2,α(D) et κa : Ua → K comme :

ηa(γ, λ) = a+2na
(
µa(γ)+λϕa+σ(γ, λ)

)
et κa(γ, λ) = ΠK ◦H

(
µa(γ)+λϕa+σ(γ, λ)

)
.

Si une surface de S admet Xηa(γ,λ) comme coordonnées graphe, on dit que {γ, λ} sont les

données de la surface par rapport à S ou a.
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Lemme 3.6. L’application ηa satisfait les propriétés suivantes :

1. ηa(γa, 0) = a.

2. ∀(γ, λ) ∈ Ua, ηa(γ, λ)|∂D = γ.

3. D2ηa(γa, 0) : λ ∈ R 7→ 2λnaϕa ∈ C2,α(D).

Preuve. Le Point 1 vient de la définition de µa et de l’unicité dans le théorème des fonctions

implicites, et le Point 2 résulte d’un calcul direct. Pour le Point 3, il est suffisant de

montrer que D2σ(γa, 0) = 0. Pour ce faire, on écrit :

0 =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Φ
(
γa, t, σ(γa, t)

)
= ΠK⊥ ◦ L0

(
ϕa +D2σ(γa, 0) · 1

)
= L0

(
D2σ(γa, 0) · 1

)
.

Ainsi, D2σ(γa, 0) · 1 ∈ K ∩K⊥ = {0}, d’où D2σ(γa, 0) = 0. �

Soit S ′ ∈ G de coordonnées graphe Xa′

. Supposons qu’il existe une surface dans S de

données {γ, λ} et {γ′, λ′} par rapport à S et S ′ respectivement. Alors, cette surface admet

des coordonnées graphe Xηa(γ,λ) et Xηa′ (γ′,λ′) — i.e. ηa(γ, λ) = ηa′(γ′, λ′) — ce qui donne :

γ′ = γ et λ′ =
1

|ϕa′|2L2(D)

〈
ηa(γ, λ)− a′

2na′
− µa′(γ), ϕa

′

〉

L2(D)

. (3.7)

L’égalité des valeurs à l’infini vient du Lemme 3.6 Point 2, et l’expression de λ′ est

simplement la projection le long de ϕa
′

.

Le lemme 3.6 Point 2 montre également que la valeur à l’infini d’une surface Xηa(γ,λ) ne

dépend pas de λ, ce qui signifie qu’il existe un famille à 1 paramètre de surfaces admettant

la même valeur à l’infini. Cette famille est en fait celle des translatées verticales de Xηa(γ,λ).

Proposition 3.7. Soit (γ, λ) ∈ Ua. La surface Xηa(γ,λ′) existe pour tout λ′ ∈ R et coïncide

avec Xηa(γ,λ) à translation verticale près.

Preuve. Quitte à changer a en ηa(γ, λ), on peut supposer, d’après (3.7), que γ = γa et

λ = 0. Si m est la borne inférieure de la fonction hauteur de S sur D, les coordonnées

graphe de la translatée de S par la translation verticale de x ∈ R peuvent s’écrire Xa′

si

et seulement si x > −m, et auquel cas :

a′ = a+ log

(
1 + x

e−a

2
1− r2

1 + r2

)
.
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Il est clair que a′|∂D = a|∂D, d’où µa(a′) = 0. Il suffit donc de montrer que la coordonnée λ

de (a′ − a) ∈ C2,α
0 (D) le long de naϕa est, pour la variable x, une bijection de ]−m,+∞[

sur R. L’expression de λ est la suivante :

λ =
1

|ϕa|2L2(D)

〈
a′ − a
2na

, ϕa
〉

L2(D)

=
1

2π|ϕa|2L2(D)

∫

D

ϕa

na
log

(
1 + x

e−a

2
1− r2

1 + r2

)
,

qui est effectivement bijective de ]−m,+∞[ sur R. �

Le fait de devoir se limiter à des translations verticales x ≥ −m est clairement

un artefact de l’écriture sous forme exponentielle. Cela permet par contre de borner

inférieurement les surfaces considérées.

3.3.2 Déformations CMC-1/2

La valeur de la courbure moyenne d’une déformation Xηa(γ,λ) de S est déterminée par

κa de par l’égalité suivante :

H
(
µa(γ) + λϕa + σ(γ, λ)

)
= κa(γ, λ) + Φ

(
γ, λ, σ(γ, λ)

)
= κa(γ, λ),

puisque κa(γ, λ) = ΠK ◦H
(
µa(γ) + λϕa + σ(γ, λ)

)

et Φ
(
γ, λ, σ(γ, λ)

)
= ΠK⊥ ◦H

(
µa(γ) + λϕa + σ(γ, λ)

)
= 0.

En particulier, la construction de l’opérateur courbure moyenne compactifié H, dont les

points critiques sont des immersions CMC-1/2, donne :

∀(γ, λ) ∈ Ua, H
(
ηa(γ, λ)

)
=

1
2
⇐⇒ κa(γ, λ) = 0.

On considère Ua = κ−1
a ({0}) ∩ Ua et Va ⊂ G l’ensemble des surfaces dont les données

sont dans Ua. D’après la Proposition 3.7, il existe un sous-ensemble Γa ⊂ C2,α(S1) tel que

Ua = Γa × R.

Proposition 3.8. Γa est une sous-variété réelle-analytique de codimension 1 de C2,α(S1)

telle que l’espace tangent à Γa en γa est l’orthogonal 〈e−2γa〉⊥ à e−2γa

dans C2,α(S1) pour

le produit scalaire de L2(S1). De plus, Γa est un sous-espace fermé de :

{
γ ∈ C2,α(S1)

∣∣∣|e−γ|L2(S1) = |e−γa|L2(S1)

}
.
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Preuve. Il est clair que Γa est une sous-variété lisse de C2,α(S1) et que sa codimension est

le rang de Dκa(γa, 0). On calcule :

D2κa(γa, 0) · 1 =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

κa(γa, t) = ΠK ◦ L
( 1

2na
D2ηa(γa, 0) · 1

)
= ΠK ◦ L0(ϕa) = 0.

Donc le rang de Dκa(γa, 0) est celui de D1κa(γa, 0), et l’on a rgD1κa(γa, 0) ≤ dimK = 1.

Il suffit donc de mettre en évidence une courbe γ ∈ C2,α(S1) telle que D1κa(γa, 0) · γ n’est

pas identiquement nulle. On peut prendre γ ≡ 1. En effet :

D1κa(γa, 0) · 1 =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

κa(t, 0) = ΠK ◦ Lu = Lu avec u =
1

2na
D1ηa(γa, 0) · 1.

On a u|∂D = 1, d’après le lemme 3.6 Point 2. Et comme l’équation (3.6) n’a pas de solution,

D1κa(γa, 0) · 1 n’est pas identiquement nulle.

On considère un chemin lisse γt de Γa avec γ0 = γa et des vecteurs tangents notés γ̇t.

On a :

0 = Dκa(γa, 0) ·(γ̇0, 0) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

κa(γt, 0) = ΠK ◦Lv = Lv avec v =
1

2na
D1ηa(γa, 0) · γ̇0,

et en appliquant l’identité de Green (3.5) à ϕa et v, on obtient :

0 =
∫

D

(
ϕaLv − vLϕa

)
dA =

∫ 2π

0
e−γa

(
ϕa
∂v

∂r
− v∂ϕ

a

∂r

)∣∣∣∣∣
r=1

dθ

=
∫ 2π

0
γ̇0e

−2γa

dθ = 2π〈γ̇0, e
−2γa〉L2(S1). (3.8)

Ainsi 〈e−2γa〉⊥ est bien l’espace tangent à Γa en γa, sa codimension étant 1.

Pour un t fixé, soient γ′
s = γs+t le chemin reparamétré et a′ = ηa(γt, 0). Il existe ε > 0

tel que γ′
s ∈ Γa′ pour tout |s| < ε, donc le chemin de surfaces Xηa(γ′

s,0) peut être décrit

par un chemin de données {γ′
s, λ

′
s} dans Ua′ , |s| < ε, avec λ′

0 = 0 et des vecteurs tangents

notés γ̇′
s. Par construction, on sait que γ̇′

0 = γ̇t. Le résultat (3.8) s’applique à {γ′
s, λ

′
s},

d’où :
d

dt
|e−γt|2L2(S1) = −2〈γ̇t, e−2γt〉L2(S1) = 0,

pour tout t, et donc la norme |e−γt|L2(S1) est constante.
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Pour montrer que Γa est fermé, on considère γ dans la fermeture Γa, et un chemin lisse

(γt) tel que γ0 = γa, γ1 = γ et γt ∈ Γa pour tout 0 ≤ t < 1. Pour t ∈ [0, 1[, il existe une

immersion Xt de valeur à l’infini γt, et d’après la Proposition 3.7, on peut supposer que la

hauteur minimale de Xt est exactement 1, pour empêcher les immersions de s’échapper à

l’infini. Il suffit de montrer que Xt converge lorsque t→ 1 vers un graphe vertical X1 sans

point asymptotique à hauteur finie. Le fait que X1 admette γ comme valeur à l’infini est

alors direct, puisque les surfaces sont en fait considérées comme des surfaces à bord, à

cause de la propriété de compactification.

Soit d = 2 max
{
|γt|

∣∣∣0 ≤ t ≤ 1
}
, la plus grande distance à S0 à l’infini, et considérons

β = ed+1. Comme développé au début de la Section 3.4, un anneau de révolution Aβ

immergé, à distance algébrique − log β = −d− 1 de S0 à l’infini. Précisément, cela signifie

qu’à l’infini la distance hyperbolique entre Aβ et un Xt arbitraire est supérieure à 1, et que

le bout de chaque Xt est contenue dans la partie mean-convexe de Aβ. Quitte à translater

Aβ verticalement (ce qui préserve le comportement asymptotique), on peut supposer que

Aβ ∩ (H2 × R∗
+) est plongé et que X0 est strictement incluse dans la partie mean-convexe

de Aβ. On utilise Aβ comme barrière extérieure, et il reste seulement à montrer que les Xt

sont totalement contenues dans la partie mean-convexe de Aβ pour tout t ∈ [0, 1[, pour

obtenir l’existence de X1.

Pour de petites valeurs du paramètre t, Xt est strictement incluse dans la partie

mean-convexe de Aβ, puisque le processus est lisse. Par l’absurde, supposons qu’il existe

une première valeur t0 ∈]0, 1[ pour laquelle la distance hyperbolique entre Xt0 et Aβ est

nulle. Par construction de Aβ, le contact n’est pas à l’infini, de telle sorte que l’on puisse

appliquer le principe du maximum à Aβ et Xt0 , ce qui est absurde. �

3.3.3 Applications

Théorème 3.9. La famille G peut être munie d’une structure de variété lisse de dimension

infinie modelée sur l’espace C2,α(S1)× R.

Preuve. Il suffit de montrer que pour toute surface S ∈ G de coordonnées graphe Xa,

une carte locale au voisinage de S est donnée par l’application S ′ ∈ Va 7→ (γ, λ) ∈ Ua où

{γ, λ} sont les données de S ′ par rapport à a. Cette propriété se déduit directement des

relations (3.7). �
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A. E. Treibergs a montré [35] qu’étant donnée une courbe γ ∈ C2(S1), il existe un

graphe entier vertical, complet et CMC-1/2 dans L3 qui est asymptotiquement à distance

γ du cône de lumière. Précisément, cette surface est le graphe d’une fonction f : R2 → R

telle que :

f(x) = |x|+ γ

(
x

|x|

)
+ ε(x) avec lim

|x|→+∞
ε(x) = 0.

La structure de G permet de montrer une version C2,α de ce résultat dans H2 × R.

Théorème 3.10. Soient S une surface dans G de coordonnées graphe Xa et γ ∈ C2,α(S1)

telle que |e−γ|L2(S1) = |e−γa|L2(S1). Il existe une surface de G admettant γ comme valeur à

l’infini.

En particulier, si S = S0 il existe un graphe entier vertical, complet et CMC-1/2 asympto-

tiquement à distance normale γ de S0, pour tout γ ∈ C2,α(S1) de norme L2(S1) unitaire.

Preuve. Soient γt le chemin de C2,α(S1) défini pour tout 0 ≤ t ≤ 1 par :

γt = −1
2

log
(
(1− t)e−2γa

+ te−2γ
)
,

et T l’ensemble des t ∈ [0, 1] pour lesquels γt est la valeur à l’ infini d’une surface de G.

On sait que T n’est pas vide, vu que 0 ∈ T . D’après la Proposition 3.8 et le fait que

|e−γt|L2(S1) = |e−γa|L2(S1) pour tout t, il est clair que T est connexe, d’où 1 ∈ T . �

Corollaire 3.11. Pour toute surface dans G de coordonnées graphe Xa, on a :

Γa =
{
γ ∈ C2,α(S1)

∣∣∣|e−γ|L2(S1) = |e−γa|L2(S1)

}
.

3.4 Déformations d’anneaux CMC-1/2

R. Sa Earp et E. Toubiana ont montré [17] que — à une isométrie de H2 × R près —

un anneau vertical CMC-1/2 de révolution est un bi-graphe, symétrique par rapport au

plan H2 × {0}. La partie graphique supérieure d’un tel anneau admet des coordonnées

graphe (F, hβ), avec β ∈ R∗
+, β 6= 1 et hβ défini par :

hβ(r) =
∫ 2 log( 1+r

1−r )

| log β|

ch t− β√
2β ch t− 1− β2

dt pour r ≥
∣∣∣∣∣

√
β − 1√
β + 1

∣∣∣∣∣ = Rβ.
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On note Aβ cet anneau, qui est plongé si 0 < β < 1 et seulement immergé pour β > 1.

On a le développement asymptotique suivant lorsque r → 1 :

hβ(r) =
1√
β

1 + r

1− r +O(1),

ce qui signifie que la restriction de (F, hβ) au domaine extérieur ΩRβ
est dans S de valeur

à l’infini constante égale à − log β. La méthode développée à la Section 3.3 devrait donc

pouvoir être adaptée à l’étude des déformations de ces anneaux.

On commence par modifier légèrement les notations. Fixons β ∈ R∗
+ avec β 6= 1 ;

l’anneau Aβ est désormais notre surface modèle. Pour déformer cet anneau de révolution,

on a besoin de coordonnées conformes pour assurer une compactification de la courbure

moyenne. Une telle paramétrisation de Aβ, en coordonnées cylindriques, est la suivante :

X0 : (s, θ) ∈ Ωβ 7→
(
F
(
r(s), θ

)
, ε(s)hβ

(
r(s)

))
avec Ωβ =]− T, T [×S1, (3.9)

T =
4

|β − 1|
∫ 1

Rβ

dt√
(t2 −R2

β)(R−2
β − t2)

, ε(s) = signe(s),

dr

ds
=
|β − 1|

4

√(
r2(s)−R2

β

)(
R−2
β − r2(s)

)
et r(0) = Rβ.

On identifie les fonctions sur Aβ aux fonctions sur Ωβ et l’on appelle paramétrisation

cylindrique d’un anneau déformé l’immersion suivante :

Xη : (s, θ) ∈ Ωβ 7→
(
F
(
r(s), θ

)
, ε(s)eη(s,θ)hβ

(
r(s)

))
avec η ∈ C2,α(Ωβ).

Le déterminant de la première forme fondamentale est |g(η)|, la courbure moyenne H(η)

et les valeurs à l’infini sont le couple
(
η(T, ·), η(−T, ·)

)
∈ (C2,α(S1))2.

3.4.1 Non dégénérescence des anneaux de révolution

De même qu’à la Section 3.3, on a besoin de comprendre les fonctions de Jacobi pour

contrôler les déformations. On porte donc une attention particulière à l’étude des anneaux

de S qui sont non dégénérés dans le sens suivant :

Définition 3.12. Une surface immergée dans H2 × R est dite non dégénérée si les seules

fonctions de Jacobi nulles sur le bord de la surface proviennent des isométries de H2 × R.
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✲

✻

0 1

0 < β < 1✟✟✟

β = 1

β > 1❍❍

Figure 3.1 – Courbes génératrices des anneaux de révolution
(Modèle du disque de Poincaré)
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D’après la preuve de la Proposition 3.2 et la forme des bouts, il est clair que si un

anneau de S est non dégénéré, alors l’espace des fonctions de Jacobi nulles au bord est de

dimension 1, engendré par la composante verticale de la normale unitaire. Autre remarque

intéressante, comme le rang de l’opérateur de Jacobi est localement constant, de « petites »

déformations d’anneaux non dégénérés sont encore non dégénérées. Ainsi, la méthode

utilisée à la Section 3.3 peut être strictement transposée à l’étude des déformations dans

de petits voisinages d’exemples non dégénérés.

Proposition 3.13. L’anneau Aβ est non dégénéré pour toute valeur de β.

Preuve. Si L est l’opérateur de Jacobi de Aβ, son compactifié L s’écrit ∆ + q(s) dans

paramétrisation conforme (3.9), où ∆ représente le laplacien plat et q ∈ C0([−T, T ]). De

plus, Aβ étant symétrique par rapport au plan H2, la fonction q est paire. Comme une

fonction de Jacobi est 2π-périodique en θ, en utilisant une décomposition en série de

Fourier, on se ramène à résoudre une famille (Dn) de problèmes de Dirichlet sur C2([−T, T ])

pour n ∈ N :

u′′ +
(
q(s)− n2

)
u = 0 et u(−T ) = u(T ) = 0. (Dn)

On fait deux observations immédiates :

– Pour tout n ∈ N, les parties paire et impaire d’une solution de (Dn) sont également

solutions de (Dn). On peut donc seulement considérer les solutions paires et impaires.

– La composante verticale ϕ de la normale unitaire à Aβ est une solution impaire de

(D0) qui ne s’annule pas sur ]0, T [.

Soit n ∈ N. Une solution impaire de (Dn) est proportionnelle à ϕ. Sinon, d’après le

théorème de comparaison de Sturm avec q−n2 ≤ q, ϕ devrait s’annuler une fois sur ]0, T [.

L’équation (Dn) n’admet pas de solution paire. Supposons qu’une telle fonction existe.

D’après le théorème de comparaison de Sturm, cette fonction ne s’annule pas sur ]− T, T [

puisqu’elle ne peut s’annuler en 0 et que ϕ ne s’annule qu’en 0, et donc n2 est la première

valeur propre de l’opérateur elliptique :

d2

ds2
+ q(s),

ce qui contrevient à l’existence de ϕ. �
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3.4.2 Petites déformations CMC-1/2

Définition 3.14. Un anneau vertical CMC-1/2 et dit β-déformable pour β ∈ R∗
+ r {1},

s’il est non dégénéré, s’il admet une paramétrisation cylindrique de la forme Xb avec

b ∈ C2,α(Ωβ), et si ses valeurs à l’infini, notées γb = (γb+, γ
b
−) = b|∂Ωβ , vérifient :

|e−γb
+|L2(S1) = |e−γb

−|L2(S1).

Soit A un anneau β-déformable. On utilise les notations de la Définition 3.14. De

nouveau, la composante verticale ϕb de la normale unitaire à A s’écrit sous la forme :

ϕb = ε
e−b

hβ(r)
1
nb

avec nb|∂Ωβ =
1
2
,

et l’on définit l’opérateur courbure moyenne compactifié comme à la Section 3.3 :

H : η ∈ C2,α(Ωβ) 7→
√
|g(b)|

(
H(b+ 2nbη)− 1

2

)
∈ C0,α(Ωβ).

L’opérateur de Jacobi compactifié est encore L = DH(0), L0 désigne sa restriction à

C2,α
0 (Ωβ) et K,K⊥, K⊥

0 sont définis comme précédemment. L’hypothèse de non dégéné-

rescence sur A entraine L0 = Rϕb. Enfin, µb : (C2,α(S1))2 → C2,α(Ωβ) désigne la fonction

harmonique sur Ωβ de valeurs γ − γb sur ∂Ωβ.

L’opérateur de Jacobi compactifié satisfait une identité de Green similaire à l’identité

de Green (3.5). Soient u, v ∈ C2,α(Ωβ) et et désignons par dA la mesure de Lebesgue sur

Ωβ. On a la relation suivante :

∫

Ωβ

(
uLv − vLu

)
dA =

√
β
∫ 2π

0
e−γb

+

(
u
∂v

∂s
− v∂u

∂s

)∣∣∣∣∣
s=T

dθ

−
√
β
∫ 2π

0
e−γb

−

(
u
∂v

∂s
− v∂u

∂s

)∣∣∣∣∣
s=−T

dθ. (3.10)

De nouveau, on peut montrer qu’il n’existe pas de solution u de classe C2,α sur Ωβ à

l’équation :

Lu = 0 on Ωβ et u|∂Ωβ = (1,−1). (3.11)

En effet, en raisonnant par l’absurde, si une telle solution existait, l’identité de Green
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(3.10) appliquée à ϕb et u donnerait :

0 =
∫

Ωβ

(
ϕbLu− uLϕb

)
dA = |e−γb

+|2L2(S1) + |e−γb
−|2L2(S1),

ce qui est absurde.

Soient ΠK et ΠK⊥ définis comme à la Section 3.3.1. Le lemme 3.5 reste vrai pour des

raisons évidentes :

Lemme 3.15. Soit Φ : (C2,α(S1))2 × R×K⊥
0 → K⊥ l’application définie par :

Φ(γ, λ, σ) = ΠK⊥ ◦H
(
µb(γ) + λϕb + σ

)
.

Alors D3Φ(γa, 0, 0) : K⊥
0 → K⊥ est un isomorphisme.

On peut de nouveau appliquer le théorème des fonctions implicites à Φ, qui établit

l’existence d’un voisinage Ub de (γb, 0) dans (C2,α(S1))2 × R et d’une unique application

lisse σ : Ub → K⊥
0 telle que :

∀(γ, λ) ∈ Ub, Φ
(
γ, λ, σ(γ, λ)

)
= 0.

On définit de façon similaire les applications ηb : Ub → C2,α(Ωβ) et κb : Ub → K par :

ηb(γ, λ) = b+ 2nb
(
µb(γ) +λϕb +σ(γ, λ)

)
et κb(γ, λ) = ΠK ◦H

(
µb(γ) +λϕb +σ(γ, λ)

)
.

De plus, si un anneau, admet Xηb(γ,λ) comme paramétrisation sur Ωβ, on dit que {γ, λ}
sont les données de l’anneau par rapport à A ou b.

Les propriétés de ηb sont semblables à celles de ηa à la Section 3.3.1.

Lemme 3.16. L’application ηb a les propriétés suivantes :

1. ηb(γb, 0) = b.

2. ∀(γ, λ) ∈ Ub, ηb(γ, λ)|∂Ωβ = γ.

3. D2ηb(γb, 0) : λ ∈ R 7→ 2λnbϕb ∈ C2,α(Ωβ).

Soit A′ un anneau β-déformable de paramétrisation cylindrique Xb′

. On suppose qu’il

existe un anneau de données {γ, λ} et {γ′, λ′} par rapport à A et A′ respectivement. Cette
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surface peut être décrite par Xηb(γ,λ) et Xηb′ (γ′,λ′), et l’on obtient :

γ′ = γ et λ′ =
1

|ϕb′|2L2(Ωβ)

〈
ηb(γ, λ)− b′

2nb′
− µb′(γ), ϕb

′

〉

L2(Ωβ)

. (3.12)

Le Point 2 du Lemme 3.16 montre que les valeurs à l’infini sont encore indépendantes

du paramètre λ. La raison est la même que précédemment :

Proposition 3.17. Soit (γ, λ) ∈ Ub. La surface Xηb(γ,λ′) existe pour tout λ′ ∈ R et

coïncide avec Xηb(γ,λ) à translation verticale près.

On s’intéresse désormais aux déformations Xηb(γ,λ) de A qui sont CMC-1/2, autrement

dit les déformations telles que κb(γ, λ) = 0. On considère Ub = κ−1
b ({0}) ∩ Ub et Vb ⊂ S

l’ensemble des anneaux dont les données sont dans Ub. D’après la Proposition 3.17, on

sait qu’il existe un ensemble Γb ⊂ (C2,α(S1))2 tel que Ub = Γb × R.

Proposition 3.18. Γb est une sous-variété de (C2,α(S1))2, analytique réelle de codimension

1, contenue dans l’ensemble :

{
(γ+, γ−) ∈ (C2,α(S1))2

∣∣∣|e−γ+|L2(S1) = |e−γ−|L2(S1)

}
.

Preuve. Γb est clairement une sous-variété lisse de (C2,α(S1))2 et l’on sait que sa codimension

est le rang de Dκb(γb, 0). De nouveau, on a D2κb(γb, 0) = 0 puisque :

D2κb(γb, 0) · 1 =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

κb(γb, t) = ΠK ◦ L
( 1

2nb
D2ηb(γb, 0) · 1

)
= ΠK ◦ L0(ϕb) = 0.

Donc le rang de Dκb(γb, 0) est celui de D1κb(γb, 0). Soit γ = (1,−1) ∈ (C2,α(S1))2. On

calcule :

D1κb(γb, 0)·γ =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

κb
(
(t,−t), 0

)
= ΠK◦Lu = Lu avec u =

1
2nb

D1ηb(γb, 0)·(1,−1).

Le Point 2 du Lemme 3.16 montre que u|∂D = (1,−1). Comme l’équation (3.11) n’a pas

de solution, D1κb(γb, 0) · (1,−1) n’est pas identiquement nul, d’où rgD1κb(γb, 0) = 1.

Considérons un chemin lisse γt = ((γ+)t, (γ−)t) dans Γb avec γ0 = γb dont on note
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γ̇t = ( ˙(γ+)t,
˙(γ−)t) le vecteur tangent à t. On a :

0 = Dκb(γb, 0) · (γ̇0, 0) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

κb(γt, 0) = Lv avec v =
1

2nb
Dηb(γb, 0) · (γ̇0, 0),

et l’on applique l’identité de Green (3.10) à ϕb et v :

0 =
∫

Ωβ
(ϕbLv − vLϕb)dA =

√
β
∫ 2π

0

˙(γ+)0e
−2γb

+dθ −
√
β
∫ 2π

0

˙(γ−)0e
−2γb

−dθ

= 2π
√
β

(〈
˙(γ+)0, e

−2γb
+

〉

L2(S1)
−
〈

˙(γ−)0, e
−2γb

−

〉

L2(S1)

)
. (3.13)

Pour t fixé, on reparamètre le chemin en γ′
s = γs+t et l’on pose b′ = ηb(γt, 0). Il existe

ε > 0 tel que γ′
s ∈ Γb′ pour tout |s| < ε. Donc le chemin de surfaces Xηb(γ′

s,0) peut être

décrit par un chemin de données {γ′
s, λ

′
s} dans Ub′ , |s| < ε, avec λ′

0 = 0 et comme tangent

γ̇′
0 = γ̇t en s = 0. Le résultat (3.8) s’applique à (γ′

s, λ
′
s), soit :

d

dt

(
|e−(γ+)t|2L2(S1) − |e−(γ−)t|2L2(S1)

)
=
〈

˙(γ+)t, e
−2(γ+)t

〉

L2(S1)
−
〈

˙(γ−)t, e
−2(γ−)t

〉

L2(S1)
= 0,

pour tout t, et ainsi :

|e−(γ+)t|2L2(S1) − |e−(γ−)t|2L2(S1) = |e−γb
+|2L2(S1) − |e−γb

−|2L2(S1) = 0,

puisque l’anneau A est β-déformable. �

La condition sur les valeurs à l’infini permettant de caractériser Γb traduit en fait la

conservation du flux vertical dans l’anneau déformé.

3.4.3 Anneaux sans axe

Pour les surfaces minimales de R3, on peut définir deux invariants vectoriels de Nœther

associés aux isométries, à savoir le flux — associé aux translations — et le torque —

associé aux rotations. Dans le cas d’un bout minimal caténoïdal de croissance α > 0

et d’axe vertical {x1 = u, x2 = v}, le flux et le torque sont respectivement (0, 0, 2πα)

et 2πα(v,−u, 0). En d’autres termes, la croissance et la position de l’axe du bout sont

déterminés par la composante verticale du flux et la composante horizontale du torque.
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Dans H2 × R, les invariants de Nœther se construisent de façon similaire mais le

torque n’est plus vectoriel, puisque seules restent les rotations autour de l’axe vertical.

Dans le cas d’un bout vertical de révolution de paramètre β > 0, le flux est vertical de

composante β et le torque est nul, quelque soit la position de l’axe de révolution. Le fait

que la position de l’axe ne soit plus traduite dans les invariants de Nœther, laisse à penser

que la construction d’anneaux CMC-1/2 à bouts verticaux devrait être plus souple quant

aux contraintes de position des axes des bouts.

Théorème 3.19. Il existe des anneaux CMC-1/2 dans H2×R à bouts verticaux, dont les

bouts sont asymptotes à des exemples de révolution — au sens où la distance horizontale

tend vers 0 uniformément lorsque r tend vers 1 — d’axes verticaux différents.

Preuve. Fixons β > 0, β 6= 1. Dans le modèle du disque de Poincaré, la translation

horizontale de w0 = εeiθ0 ∈ D∗ change la valeur à l’infini supérieure de l’anneau de

révolution Aβ en :

γ(θ) = log

(
|1− εei(θ−θ0)|√

1− ε2

)
.

Un calcul direct montre que |e−γ|L2(S1) = 1. Donc pour ε suffisamment petit, l’anneau CMC-

1/2 paramétré par Xη0((γ,0),0) existe. Les bouts de cet anneau sont bien asymptotiquement

de révolution, puisque les valeurs à l’infini sont celles d’exemples de révolution. �

3.5 Annexe : Preuve détaillée du Théorème 3.3

On considère la métrique produit dσ2 + dx2
3 sur D× R avec :

dσ2 = F ∗ds2
H

et F : (r, θ) ∈ D 7→ 2r
1 + r2

eiθ ∈ H
2,

dans le modèle (1.3) du disque de Poincaré. Pour alléger les notations, on utilise les indices

1, 2 pour des quantités relatives respectivement aux coordonnées r, θ sur D. La matrice de

la métrique dσ2 est alors σ = (σij) diagonale avec :

σ11 =
16

(1− r2)2
et σ22 =

16r2(1 + r2)2

(1− r2)4
avec |σ| =

(
16r(1 + r2)
(1− r2)3

)2

.
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Les symboles de Christoffel (Γkij) associés à la métrique dσ2 pour la connexion de Levi-

Civita sont classiquement définis par :

Γkij =
1
2

∑

m

σkl (∂iσjm + ∂jσim − ∂mσij) ,

ce qui revient, pour les termes non nuls, à :

Γ1
11 =

2r
1− r2

, Γ2
12 =

4r
1− r2

(
1 +

1 + 3r2

4r2(1 + r2)
(1− r2)

)

et Γ1
22 = −4r3(1 + r2)2

(1− r2)3

(
1 +

1 + 3r2

4r2(1 + r2)
(1− r2)

)
.

Fixons Ω ∈ D. Une surface S ∈ S définie sur Ω de coordonnées graphe :

(r, θ) ∈ Ω 7→
(
F (r, θ), h(η)

)
avec η ∈ C2,α(Ω) et h(η) = 2eη

1 + r2

1− r2
,

peut être vue comme le graphe d’une fonction h(η) : Ω→ R avec la métrique dσ2 sur Ω.

Comme établi par J. Spruck [32], la métrique g(η) = (gij(η)) induite par h(η) s’écrit :

gij(η) = σij + ∂ih(η)∂jh(η)

i.e. g11(η) =
64r2e2η

(1− r2)4

[
1 +

1 + r2

2r
η1(1− r2) +

(1 + r2)2

16r2

(
η2

1 +
4e−2η

(1 + r2)2

)
(1− r2)2

]
,

g12(η) =
16r(1 + r2)e2η

(1− r2)3
η2

[
1 +

1 + r2

4r
η1(1− r2)

]

et g22(η) =
16r2(1 + r2)2e2η

(1− r2)4

[
e−2η +

η2
2

4r2
(1− r2)2

]
.

Le déterminant |g(η)| de la métrique induite est donc :

|g(η)| =
(

32r2(1 + r2)eη

(1− r2)4

)2

w2(η)

avec w2(η) = 1 +
1 + r2

2r
η1(1− r2) +

(1 + r2)2

16r2

(
η2

1 +
4e−2η

(1 + r2)2

)
(1− r2)2

+
η2

2

16r4
(1− r2)4.
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Relativement à la métrique dσ2 sur D, la courbure moyenne H(η) de S s’écrit :

2H(η) = divσ

(
∇σh(η)
W (η)

)
=

1
W (η)

∑

i,j

gij(η)

(
∂ijh(η)−

∑

k

Γjij∂kh(η)

)

=
1

W (η)

∑

i,j

Hij(η),

où W (η) désigne :

W (η) =
√

1 + |∇σh(η)|2σ =
2reη

1− r2
w(η).

On pose η = a+ ξ avec a, ξ ∈ C2,α(Ω) et l’on calcule les développements limités des

Hij(a+ ξ). Pour H11(a+ ξ), on a :

e−(a+ξ)H11(a+ ξ) = e−(a+ξ)g11(a+ ξ)
(
∂11h(η)− Γ1

11∂1h(η)
)

=
e−aw2(a)
w2(a+ ξ)

H11(a) +
(1 + r2)(1− r2)

8r2w2(a+ ξ)

(
e−2a(e−2ξ − 1)

+
r

1 + r2
ξ1(1− r2) +R11(1− r2)2

)
+

2(1 + r2)
1− r2

g11(a+ ξ)ξ11,

avec R11 = R11(r, θ, a, ξ,Dξ) est définie sur Ω ∪ ∂D, identiquement nulle si ξ = 0 et

analytique réelle en ses variables. Pour H12(a+ ξ), on écrit :

e−(a+ξ)H12(a+ ξ) = e−(a+ξ)g12(a+ ξ)
(
∂12h(a+ ξ)− Γ2

12∂2h(a+ ξ)
)

=
e−aw2(a)
w2(a+ ξ)

H12(a) +R12(1− r2)3 +
2(1 + r2)

1− r2
g12(a+ ξ)ξ12,

avec de nouveau R12 = R12(r, θ, a, ξ,Dξ) définie sur Ω ∪ ∂D, nulle si ξ = 0 et analytique

réelle en ses variables. Et pour H22(a+ ξ), on obtient :

e−(a+ξ)H22(a+ ξ) = e−(a+ξ)g22(a+ ξ)
(
∂22h(a+ ξ)− Γ1

22∂1h(a+ ξ)
)

=
e−aw2(a)
w2(a+ ξ)

H22(a) +
1 + r2

2rw2(a+ ξ)



2ξ1 +

1 + r2

4r


3ξ2

1 + 3


2a1

+
1 + 3r2

r(1 + r2)2


ξ1 +

4e−2a

(1 + r2)2
(e−2ξ − 1)


(1− r2) +

(1 + r2)2

16r2


ξ3

1
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+ 3

(
a1 +

1 + 3r2

r(1 + r2)2

)
ξ2

1 +


3a2

1 +
6(1 + 3r2)
r(1 + r2)2

a1 +
4e−2a

(1 + r2)2
e−2ξ


ξ1

+
4e−2a

(1 + r2)2

(
a1 +

1 + 3r2

r(1 + r2)2

)
(e−2ξ − 1)


(1− r2)2 +R22(1− r2)3





+
2(1 + r2)

1− r2
g22(a+ ξ)ξ22,

avec R22 = R22(r, θ, a, ξ,Dξ) définie sur Ω ∪ ∂D, nulle si ξ = 0 et analytique réelle en ses

variables. Le développement limité de la courbure moyenne H(a+ ξ) est alors :

H(a+ ξ) =
w3(a)

w3(a+ ξ)
H(a) +

∑

i,j

(1 + r2)gij(a+ ξ)
2rw(a+ ξ)

ξij +
(1 + r2)(1− r2)

8r2w3(a+ ξ)



2ξ1

+
1 + r2

4r

[
3ξ2

1 + 3

(
2a1 +

1 + 3r2

r(1 + r2)2

)
ξ1 +

(5 + r2)e−2a

(1 + r2)2
(e−2ξ − 1)

]
(1− r2)

+
(1 + r2)2

16r2


ξ3

1 + 3

(
a1 +

1 + 3r2

r(1 + r2)2

)
ξ2

1 +

(
3a2

1 +
6(1 + 3r2)
r(1 + r2)2

a1

+
4e−2a

(1 + r2)2
e−2ξ +

4r2

(1 + r2)3

)
ξ1 +

4e−2a

(1 + r2)2

(
a1

+
1 + 3r2

r(1 + r2)2

)
(e−2ξ − 1)


(1− r2)2



+RH(1− r2)4,

avec de nouveau RH = RH(r, θ, a, ξ,Dξ) définie sur Ω ∪ ∂D, identiquement nulle si ξ = 0

est analytique réelle en ses variables.

On exprime ensuite le développement limité de w−3(a+ ξ) à l’ordre 4 en (1− r2), en

fonction de w(a) et ξ :

1
w3(a+ ξ)

=
1

w3(a)



1− 3(1 + r2)

4rw2(a)
ξ1(1− r2) +

3(1 + r2)2

16r2w4(a)


2ξ2

1 − a1ξ1

− 2e−2a

(1 + r2)2
(e−2ξ − 1)


(1− r2)2 − (1 + r2)3

32r3w6(a)


5ξ3

1 − 6a1ξ
2
1 + 3


a2

1

− 5e−2a

(1 + r2)2
(e−2ξ − 1)


ξ1 +

6e−2a

(1 + r2)2
a1(e−2ξ − 1)


(1− r2)3





+Rw(1− r2)4,
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avec Rw = Rw(r, θ, a, ξ,Dξ) définie sur Ω ∪ ∂D, nulle si ξ = 0 et analytique réelle en ses

variables. Finalement, on obtient :

H(a+ ξ) = H(a) +
1√
|g(a)|

∑

i,j

Aijξij +
1√
|g(a)|

B,

avec A11 =
(1 + r2)

2rw(a+ ξ)

√
|g(a)|g11(a+ ξ) =

(1 + r2)
2rw(a+ ξ)

g22(a+ ξ)√
|g(a)|

= e−a +O(1− r2),

A12 =
(1 + r2)

2rw(a+ ξ)

√
|g(a)|g12(a+ ξ) = − (1 + r2)

2rw(a+ ξ)
g12(a+ ξ)√
|g(a)|

= O(1− r2)

et A22 =
(1 + r2)

2rw(a+ ξ)

√
|g(a)|g22(a+ ξ) =

(1 + r2)
2rw(a+ ξ)

g11(a+ ξ)√
|g(a)|

= ea +O(1− r2).

De plus, Aij = Aij(r, θ, a, ξ,Dξ) et B = B(r, θ, a, ξ,Dξ) sont définis sur Ω ∪ ∂D et

analytiques réels en leurs variables, la matrice A = (Aij) est coercive sur Ω∪ ∂D, et B est

identiquement nulle si ξ = 0.





Chapitre 4

Formes de Nœther dans les espaces

homogènes

4.1 Introduction

Le théorème de Nœther [27] décrit un isomorphisme entre l’algèbre de Lie des généra-

teurs infinitésimaux des symétries variationnelles associées à un problème variationnel et

un espace de lois de conservation pour les équations d’Euler-Lagrange concernées. On

peut notamment l’appliquer au problème variationnel des surfaces minimales ou CMC

dans un espace homogène avec comme symétries les isométries de l’espace. En particulier,

pour les surfaces minimales dans l’espace euclidien, le théorème de Nœther conduit aux

notions de flux et de torque. Autrement dit, dans ce cas le théorème de Nœther permet

de mettre en évidence des invariants géométriques des surfaces et l’on peut par exemple

en déduire des conditions d’alignement sur les bouts caténoïdaux verticaux [31].

Nous nous intéressons aux formes de Nœther des surfaces minimales et CMC dans

les espaces E3(κ, τ) et Sol3 correspondant aux isométries de l’espace ambiant. De même

que pour le cas euclidien, ces formes permettent de construire des invariants géométriques

propres à la surface. Le problème peut être traité en coordonnées en considérant l’espace

des jets [28] ou plus abstraitement en utilisant des outils de géométrie différentielle

extérieure [8, 30]. Nous choisissons cette seconde approche, sans coordonnées, qui donne

lieu à un traitement plus général.

La Section 4.2 est consacrée à l’étude générale des invariants de Nœther sur des
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surfaces CMC dans une variété riemannienne de dimension 3. Nous donnons notamment

une formule explicite des formes de Nœther relatives à des champs de Killing, ce qui

s’applique en particulier aux générateurs infinitésimaux des isométries, lorsque la variété

ambiante est un espace homogène.

Aux Sections 4.3 et 4.4, nous détaillons les cas des E3(κ, τ) et de Sol3. Après avoir décrit

les générateurs infinitésimaux des isométries dans ces espaces, nous calculons explicitement

les formes relatives à ces isométries et nous décrivons le comportement de ces formes sous

l’action des isométries.

Enfin, à la Section 4.5, nous donnons des exemples de calcul d’invariants de Nœther

pour les bouts CMC-1/2 verticaux dans H2 × R étudiés au Chapitre 3, et les anneaux

horizontaux de Daniel-Hauswirth dans Nil3 [13]. Le fait que les invariants de Nœther soient

des invariants homologiques permet d’obtenir des relations entre les différents paramètres

de construction des surfaces.

4.2 Étude générale

4.2.1 Structure de contact

Soit
(
M, 〈·, ·〉

)
une variété riemannienne de dimension 3. On considère la fibration

suivante :

FM
π′

−→ C π−→M,

où la variété de contact C est le fibré unitaire UM de M — ou de façon équivalente la

grassmannienne des 2-plans orientés tangents à M — et FM celui des repères orthonor-

maux. L’étude étant locale, on se place dans une carte de M de point générique noté x.

Un élément de C est alors un couple (x, e0) avec e0 ∈ S2 et un élément de FM s’écrit

(x, e) où e = (e0, e1, e2) est une famille orthonormale pour 〈·, ·〉x. Enfin, les projections π′

et π sont respectivement :

π′(x, e) = (x, e0) et π(x, e0) = x.

Dans la suite, on travaille dans FM pour la simplicité des calculs, mais les quantités

définies sont en fait basiques, i.e. qu’elles sont les relevés de quantités définies sur C. Par

souci de clarté, on note de façon identique une forme et ses relevés. De même, on ne
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distingue pas dans la notation le générateur infinitésimal d’une action sur M est ses

prolongements à C ou FM , à savoir les générateurs infinitésimaux des prolongements

naturels de l’action.

Si e = (e0, e1, e2) est un repère sur M , on note (θ0, θ1, θ2) la base duale des 1-formes.

On considère également les éléments (ωij)0≤i,j≤2 de Ω1(FM) tels que :

dθ0 = −ω0
1 ∧ θ1 + ω2

0 ∧ θ2, dθ1 = ω0
1 ∧ θ0 − ω1

2 ∧ θ2,

dθ2 = −ω2
0 ∧ θ0 + ω1

2 ∧ θ1 et ωij = −ωji .

Les formes de structure θ0, θ1, θ2, ω0
1, ω1

2 et ω2
0 sont indépendantes et engendrent Ω1(FM).

Proposition 4.1. Soit θ0 ∈ Ω1(C) définie comme suit :

∀(x, e0) ∈ C, ∀(u, ξ) ∈ T(x,e0)C, θ0
(x,e0)(u, ξ) = 〈e0, u〉x.

Si I est le sous-fibré en ligne de T ∗C engendré par θ0, alors (C, I) est une structure de

contact. On dit que θ0 est la forme de contact.

L’idéal différentiel de contact I ⊂ Ω∗(C) est l’idéal — pour le produit extérieur —

engendré par {θ0, dθ0}. Si l’on relève e0 en un élément (e0, e1, e2) de FM , de base duale

(θ0, θ1, θ2), alors la forme θ0 sur FM coïncide avec le relevé de la forme de contact, d’où

l’abus de notation.

Si f : Σ→M est une immersion, il existe un relevé legendrien N : Σ→ C de f à C, ce

qui signifie exactement que N vérifie N∗θ0 = 0 et f = π ◦N . Il est à noter que le relevé

N est unique au signe près et que c’est un vecteur normal à f , par construction de θ0. De

plus, la condition N∗θ0 = 0 entraine N∗dθ0 = 0, et donc de façon générale N∗I = {0}.

4.2.2 Lagrangiens des surfaces minimales et CMC

L’étude étant locale, on suppose Σ compact, éventuellement à bord. On définit la

fonctionnelle A comme :

A(Σ) =
∫

Σ
N∗Λ0 avec Λ0 = e0yvolM ,
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où volM est la forme volume sur M . On dit que Λ0 est le lagrangien de la fonctionnelle. En

fait, A est la fonctionnelle d’aire, puisqu’une expression de Λ0 dans FM est Λ0 = θ1 ∧ θ2,

la forme volume s’écrivant volM = θ0 ∧ θ1 ∧ θ2.

Soit η : Σ×] − ε, ε[→ C, ε > 0, une application lisse telle que η0 = N , et ηt est

legendrienne pour tout t et coïncide avec N en dehors d’un compact de Σ, de valeur sur

∂Σ constante en t. Si Vt ∈ X(N∗C) est la variation infinitésimale en t, alors Vt est nulle

sur ∂Σ et :

δA(Vt) =
∫

Σ
LVt

(η∗
tΛ0) =

∫

Σ

(
d(Vty(η∗

tΛ0)) + Vty(η∗
t dΛ0)

)
=
∫

Σ
Vty(η∗

t dΛ0),

d’après Stokes. On calcule :

dΛ0 = d(θ1 ∧ θ2) = θ0 ∧ (−ω2
0 ∧ θ1 − ω0

1 ∧ θ2),

et l’on pose Ψ0 = −ω2
0 ∧ θ1 − ω0

1 ∧ θ2. C’est l’opérateur d’Euler-Lagrange associé Λ0. On

en déduit en t = 0 :

δA(V0) =
∫

Σ
(Vty(η∗

t θ
0))|t=0η

∗
0Ψ0 =

∫

Σ
(Vty(η∗

t θ
0))|t=0N

∗Ψ0,

puisque η∗
0θ

0 = N∗θ0 = 0. Ainsi, N est un point critique de A, si et seulement si

δA(V0) = 0, ce qui revient à avoir N∗Ψ0 = 0, puisque (Vty(η∗
t θ

0))|t=0 peut prendre des

valeurs arbitraires [8]. La contrainte N∗Ψ0 = 0 est la condition d’Euler-Lagrange.

On déduit aisément de cette condition que les points critiques de A correspondent aux

immersions minimales dans M . En effet, soit f : Σ→M une immersion, point critique de

A, de relevé legendrien N : Σ→ C. On remarque que :

−N∗ω0
1 ∧N∗θ1 +N∗ω2

0 ∧N∗θ2 = N∗dθ0 = 0.

D’après le lemme de Cartan, il existe des fonctions (hij)1≤i,j≤2 telles que hij = hji et :

N∗ω0
1 = h11N

∗θ1 + h12N
∗θ2 et N∗ω2

0 = −h12N
∗θ1 − h22N

∗θ2.

Les hij ne sont autres que les coefficients de la seconde forme fondamentale de f , d’où :

N∗Ψ0 = −(h11 + h22)N∗Λ0 = −2H(f)N∗Λ0,
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où H(f) est la courbure moyenne de f .

Dans la suite, nous fixons H une constante, éventuellement nulle. Pour le problème

variationnel associé aux immersions CMC-H dans M , on ajoute un multiplicateur de

Lagrange traduisant la contrainte de volume lorsque H 6= 0. Commençons par le lemme :

Lemme 4.2. Dans toute variété riemannienne (M, g) de dimension n, il existe localement

et de façon non unique, un champ de vecteurs Ξ ∈ X(M), dit champ de volume, de

divergence 1 sur M .

Preuve. Une preuve basique est la suivante. On se place dans une carte locale de M de

coordonnées (x1, . . . , xn). Pour un champ de vecteurs Ξ de coordonnées (Ξ1, . . . ,Ξn) dans

la base canonique du tangent à M , la divergence divM Ξ est définie par :

(divM Ξ)volM = LΞvolM soit divM Ξ =
n∑

i=1

1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g|Ξi

)
,

où |g| est le déterminant de la métrique g. On peut, par exemple, choisir Ξi qui soit

solution, pour tout i, de l’EDO linéaire :

∂Ξi

∂xi
+

(
1

2|g|
∂|g|
∂xi

)
Ξi =

1
n
,

pour obtenir un Ξ convenable. �

L’utilisation d’un champ de volume relève plus de l’intermédiaire de calcul que de

la nécessité théorique, et il devrait être possible de développer une formulation du

raisonnement sans y avoir recours. En effet, on remarque d’une part que le champ

de volume n’apparaît pas dans l’expression des formes de Nœther relatives à des champs

de Killing (Proposition 4.5), et d’autre part, on peut construire des formes de Nœther

alors qu’il n’existe pas de champ de volume défini globalement sur la variété — ce qui est

notamment le cas des sphères de Berger à la Section 4.3.

Proposition 4.3. Soit Ξ un champ de volume sur M . Le lagrangien Λ défini sur C par :

Λ = Λ0 + 2HΛ′ avec Λ′ = ΞyvolM , (4.1)

est associé au problème variationnel des immersions CMC-H de M .
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Preuve. De même que pour le cas minimal, on peut calculer l’opérateur d’Euler-Lagrange,

à savoir la 2-forme Ψ sur C telle que dΛ = θ0 ∧Ψ. On obtient Ψ = Ψ0 + 2HΛ0, d’où :

N∗Ψ = 2
(
H −H(f)

)
N∗Λ0,

et la condition d’Euler-Lagrange N∗Ψ = 0 entraine H(f) = H. �

On définit enfin le système d’Euler-Lagrange comme étant l’idéal différentiel E ⊂ Ω∗(C)
engendré par {θ0, dθ0,Ψ}. Pour déterminer une forme de Nœther relative à une immersion

minimale ou CMC f : Σ→M , il suffit donc de calculer une classe de formes sur C modulo

l’idéal E et relever un représentant à Ω1(Σ).

4.2.3 Symétries et formes de Nœther

On appelle symétrie à divergence près du problème variationnel de lagrangien Λ défini

par (4.1), tout élément S ∈ X(C) pour lequel il existe une classe ΦS ∈ H1(C) vérifiant

LSΛ ≡ dϕ mod E , pour ϕ ∈ ΦS arbitraire. Le théorème de Nœther s’énonce alors :

Théorème 4.4 (Nœther, 1918 [27]). À toute symétrie à divergence près S correspond de

manière univoque une classe de 1-formes µS ∈ H1(C)/E définie par :

µS = SyΛ− ϕ dans H1(C)/E avec ϕ ∈ ΦS.

De plus, si N : Σ → C est le relevé legendrien d’un point critique de Λ — i.e. une

immersion CMC-H —, alors le tiré en arrière N∗µS est une forme fermée sur Σ et la

quantité :

σS(c) =
∫

c
N∗µS

est l’ invariant de Nœther ou quantité conservée associé à S le long du cycle c ∈ H1(Σ).

La fermeture de N∗µS est la loi de conservation mentionnée précédemment. On peut

préciser l’expression de la forme de Nœther dans le cas des champs de Killing :

Proposition 4.5. Soit S ∈ X(M) un champ de Killing. Alors le prolongement de S à C
est une symétrie du problème variationnel. Si F ∈ X(C) est le prolongement d’un potentiel

vecteur de S — i.e. d’un champ F ∈ X(M) tel que rotM F = S —, alors la forme de
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Nœther correspondante µS s’écrit :

µS = SyΛ0 − 2HF ♭ dans H1(C)/E ,

et cette expression ne dépend pas du choix du potentiel vecteur.

Preuve. Comme S est un champ de Killing sur M , on a divM S = 0. Il existe donc bien

un champ F ∈ X(M) tel que S = rotM F . On a de plus LSΛ ≡ 2HLSΛ′ mod E , avec par

définition LSΛ′ = d(SyΛ′) + SydΛ′. Or, si ∗ désigne l’opérateur de Hodge, on sait que :

SydΛ′ = SyvolM = ∗S♭ = ∗2dF ♭ = dF ♭,

puisque S = rotM F = (∗dF ♭)♯. Ainsi :

LSΛ ≡ 2Hd(SyΛ′ + F ♭) mod E ,

et S est bien une symétrie. La forme de Nœther associée à S est alors :

µS = SyΛ− 2H
(
SyΛ′ + F ♭

)
= SyΛ0 − 2HF ♭ dans H1(C)/E ,

comme souhaité. �

Corollaire 4.6. Si M est un espace homogène, les prolongements des générateurs in-

finitésimaux de familles à un paramètre d’isométries sont des symétries à divergence

près.

Soit f : Σ→M une immersion (orientée) CMC-H. On choisit son relevé legendrien

N : Σ→ C de telle sorte qu’il coïncide avec la normale unitaire à f . Alors le tiré en arrière

N∗µS est bien défini dans H1(Σ) et s’écrit :

N∗µS = N∗µ0
S − 2HN∗µ′

S avec µ0
S = 〈S, ∗df〉 et µ′

S = 〈F, df〉, (4.2)

puisque df = e1θ
1 + e2θ

2. On dit que µ0
S est la partie minimale de la forme de Nœther et

µ′
S sa partie CMC.

Dans le cas des espaces E3(κ, τ) et Sol3 (Sections 4.3 et 4.4), on note σi(·), avec

i = 1, 2, 3, R, les invariants de Nœther correspondant aux isométries. Le flux à travers un
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cycle c ∈ H1(Σ) est alors le vecteur σ(c) =
(
σ1(c), σ2(c), σ3(c)

)
, et le torque est σR(c).

Si S(t) est un groupe à un paramètre d’isométries de générateur infinitésimal S, alors

d’après (4.2), déterminer la forme de Nœther µS correspondante en restriction à f revient

à calculer S et un de ses potentiels vecteur F .

Ensuite, si S ′(t) est également un groupe à un paramètre d’isométries, on compare

la forme µS en restriction à f et la forme notée µS(S ′(t)) en restriction à l’immersion

S ′(t) ◦ f , sachant que :

µS(S ′(t)) = 〈dS ′(t)−1 · S(S(t)), ∗df〉 − 2H〈dS ′(t)−1 · F (S(t)), df〉.

4.3 Dans les E3(κ, τ )

4.3.1 Isométries et rotationnel

Un champ de volume naturel est Ξ = x3E3. Il est à noter que dans le cas des sphères

de Berger (κ > 0 et τ 6= 0), il n’existe pas de champ de volume défini globalement.

Le groupe d’isométries de E3(κ, τ) est de dimension 4. Il est engendré par trois groupes

à un paramètre de translations et un de rotations :

S1(t)(w, x3) =

(
t+ w

1− κ′tw
, x3 +

4
σ

arctan

(
κ′tx2

1− κ′tx1 + |1− κ′tw|

))
,

S2(t)(w, x3) =

(
it+ w

1 + iκ′tw
, x3 −

4
σ

arctan

(
κ′tx1

1− κ′tx2 + |1 + iκ′tw|

))
,

S3(t)(w, x3) = (w, x3 + t) et SR(t)(w, x3) =
(
weit, x3

)
avec σ =

κ

2τ
.

Des générateurs infinitésimaux de ces groupes sont respectivement :

S1 =
(
1 + κ′(x2

1 − x2
2)
) ∂

∂x1

+ 2κ′x1x2
∂

∂x2

+ τx2
∂

∂x3

,

S2 = 2κ′x1x2
∂

∂x1

+
(
1− κ′(x2

1 − x2
2)
) ∂

∂x2

− τx1
∂

∂x3

,

S3 =
∂

∂x3

et SR = −x2
∂

∂x1

+ x1
∂

∂x2

.

Soit X ∈ X

(
E3(κ, τ)

)
que l’on décompose en X = X1E1 +X2E2 +X3E3. L’expression
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de son rotationnel dépend de τ . Si τ 6= 0 :

rotX =
(
dX3(E2)− dX2(E3)− σX1

)
E1 +

(
dX1(E3)− dX3(E1)− σX2

)
E2

+
(
dX2(E1)− dX1(E2)− 2τX3

)
E3,

et si τ = 0, on a :

rotX =
(
dX3(E2)− dX2(E3)

)
E1 +

(
dX1(E3)− dX3(E1)

)
E2

+
(
dX2(E1)− dX1(E2) + 2κ′(x2X

1 − x1X
2)
)
E3.

Pour les translations horizontales et la rotation, des potentiels vecteur sont, si κ 6= 0 :

F1 =
1
σ
Sh1 + λx2E3, F2 =

1
σ
Sh2 − λx1E3 et FR =

1
σ
ShR +

λ

2κ′
E3,

où l’exposant ·h désigne la partie horizontale, et si κ = 0 :

F1 = (τx1x2 − x3)E2, F2 = (τx1x2 + x3)E1 et FR = x1x3E1 + x2x3E2.

Le cas de la translation verticale est discriminé par τ :

F3 =





− 1
2τ
E3 si τ 6= 0

−x2

2
E1 +

x1

2
E2 si τ = 0

.

4.3.2 Évolution sous l’action des isométries

Si τ 6= 0. On a le comportement suivant des formes de Nœther :

µ1(S1(t)) = µ1(S3(t)) = µ1, µ1(S2(t)) =
1− κ′t2

1 + κ′t2
µ1 +

2t
1 + κ′t2

(2κ′µR + τµ3)

et µ1(SR(t)) = cos tµ1 − sin tµ2,

µ2(S1(t)) =
1− κ′t2

1 + κ′t2
µ2 −

2t
1 + κ′t2

(2κ′µR + τµ3) , µ2(S2(t)) = µ2(S3(t)) = µ2,

et µ2(SR(t)) = cos tµ2 + sin tµ1,
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µ3(S1(t)) = µ3(S2(t)) = µ3(S3(t)) = µ3(SR(t)) = µ3,

µR(S1(t)) =
1− κ′t2

1 + κ′t2
µR +

t

1 + κ′t2
(µ2 − τtµ3) ,

µR(S2(t)) =
1− κ′t2

1 + κ′t2
µR −

t

1 + κ′t2
(µ1 + τtµ3) et µR(S3(t)) = µR(SR(t)) = µR.

Proposition 4.7. Soit f : Σ→ E3(κ, τ), τ 6= 0, une immersion minimale ou CMC. On

a les assertions suivantes :

(i) Supposons f invariante sous l’action d’une translation S1(t) (resp. S2(t)). Alors

µ2 = µ3 = 0 (resp. µ1 = µ3 = 0) si κ = 0, et µ2 = κµR + 2τµ3 = 0 (resp.

µ1 = κµR + 2τµ3 = 0) si κ 6= 0.

(ii) Supposons f invariante pour une rotation SR(t). Si c est un cycle homologue à

son image SR(t) · c, alors µ1 = µ2 = 0.

Si τ = 0. Les formes de Nœther évoluent comme précédemment pour les translations

horizontales et la rotation :

µ1(S1(t)) = µ1(S3(t)) = µ1, µ1(S2(t)) =
1− κ′t2

1 + κ′t2
µ1 +

4κ′t

1 + κ′t2
µR,

et µ1(SR(t)) = cos tµ1 − sin tµ2,

µ2(S1(t)) =
1− κ′t2

1 + κ′t2
µ2 −

4κ′t

1 + κ′t2
µR, µ2(S2(t)) = µ2(S3(t)) = µ2,

et µ2(SR(t)) = cos tµ2 + sin tµ1,

µR(S1(t)) =
1− κ′t2

1 + κ′t2
µR +

t

1 + κ′t2
µ2, µR(S2(t)) =

1− κ′t2

1 + κ′t2
µR −

t

1 + κ′t2
µ1

et µR(S3(t)) = µR(SR(t)) = µR.

Pour la forme correspondant à S3, la partie minimale évolue comme précédemment et la

partie CMC vérifie :

µ′
3(S1(t)) =

1
|1− κ′tw|2µ

′
3 +

t

2λ|1− κ′tw|2 〈S2, df〉,

µ′
3(S2(t)) =

1
|1 + iκ′tw|2µ

′
3 −

t

2λ|1 + iκ′tw|2 〈S1, df〉,

µ′
3(S3(t)) = µ′

3 et µ′
3(SR(t)) = µ′

3.
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Proposition 4.8. Soit f : Σ → E3(κ, 0) une immersion minimale ou CMC. On a les

assertions suivantes :

(i) Supposons f invariante sous l’action d’une translation S1(t) (resp. S2(t)). Alors

µ2 = µR = 0 (resp. µ1 = µR = 0).

(ii) Supposons f invariante pour une rotation SR(t). Si c est un cycle homologue à

SR(t) · c, alors µ1 = µ2 = 0.

4.4 Dans Sol3

4.4.1 Isométries et rotationnel

De même que pour les E3(κ, τ), un champ de volume naturel est Ξ = x3E3.

Le groupe d’isométries de Sol3 est de dimension 3, engendré par les trois groupes à un

paramètre de translations suivants :

S1(t)(x1, x2, x3) = (x1 + t, x2, x3), S2(t)(x1, x2, x3) = (x1, x2 + t, x3)

et S3(t)(x1, x2, x3) = (e−tx1, e
tx2, x3 + t).

Des générateurs infinitésimaux sont respectivement :

S1 =
∂

∂x1

, S2 =
∂

∂x2

et S3 = −x1
∂

∂x1

+ x2
∂

∂x2

+
∂

∂x3

.

Soit X ∈ X(Sol3), de coordonnées (X1, X2, X3) dans le repère canonique. Son rota-

tionnel s’écrit :

rotX =
(
dX3(E2)− dX2(E3) +X2

)
E1 +

(
dX1(E3)− dX3(E1) +X1

)
E2

+
(
dX2(E1)− dX1(E2)

)
E3.

On en déduit des expressions des potentiels vecteur :

F1 = x2E3, F2 = −x1E3 et F3 = −x2e
−x3

2
E1 +

x1e
x3

2
E2 − x1x2E3.
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4.4.2 Évolution sous l’action des isométries

Les expressions des formes de Nœther sont plus simples dans le cas de Sol3 que pour

les E3(κ, τ). On obtient directement :

µ1(S1(t)) = µ1(S2(t)) = µ1 et µ1(S3(t)) = etµ1,

µ2(S1(t)) = µ2(S2(t)) = µ2 et µ2(S3(t)) = e−tµ2,

µ3(S1(t)) = µ3 − tµ1, µ3(S2(t)) = µ3 + tµ2 et µ3(S3(t)) = µ3.

Proposition 4.9. Soit f : Σ→ Sol3 une immersion minimale ou CMC. Si f est invariante

sous l’action d’une translation horizontale S1(t) (resp. S2(t)), alors µ1 = 0 (resp. µ2 = 0).

Et si f est invariante pour une translation verticale S3(t), alors µ1 = µ2 = 0.

4.5 Exemples

4.5.1 Bouts verticaux CMC-1/2 dans H2 × R

On calcule les invariants de Nœther pour les bouts verticaux CMC-1/2 dans H2 × R

étudiés au Chapitre 3. On reprend pour ce faire les notations qui y sont adoptées, et

notamment les modèles (1.3) et (1.4) de H2 × R de la Section 1.1.3.

On considère ε ∈]0, 1], β > 0 et l’on étudie le bout vertical de coordonnées graphes

(F, eηhβ) sur Ω1−ε ∈ D avec η ∈ C2,α(Ω1−ε). Cette notation générique, déjà utilisée à la

Section 3.4 pour les anneaux comprend également les graphes entiers (β = 1).

Les modèles de H2×R utilisés diffèrent du modèle des E3(κ, τ) dont nous nous sommes

servi pour construire les formes de Nœther. On note (Eρ, Eθ, E3) le repère orthonormal

des coordonnées cylindriques de H2 ×R, soit dans le modèle du disque de Poincaré (1.3) :

Eρ =
1− ρ2

2
∂

∂ρ
et Eθ =

1− ρ2

2ρ
∂

∂θ
,

au point w = ρeiθ. Les générateurs infinitésimaux des isométries s’expriment alors :

S1 = 2

(
cos θEρ −

1 + 6r2 + r4

(1− r2)2
sin θEθ

)
, S2 = 2

(
sin θEρ +

1 + 6r2 + r4

(1− r2)2
cos θEθ

)
,
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S3 = E3 et SR =
4r(1 + r2)2

(1− r2)2
Eθ,

en un point F (r, θ), et les potentiels vecteur s’écrivent :

F1 =
8r(1 + r2)2

(1− r2)2
sin θE3, F2 = −8r(1 + r2)2

(1− r2)2
cos θE3,

F3 =
2r

1 + r2
Eθ et FR = −2

(1 + r2)2

(1− r2)2
E3.

On choisit de calculer les invariants sur un cercle {r = r0} avec 1 − ε < r0 < 1. En

faisant r0 → 1, on obtient :

σ1 = 8
√
β
∫ 2π

0

[
(k − γr) cos θ + γrγθ sin θ

]
e−γdθ,

σ2 = 8
√
β
∫ 2π

0

[
(k − γr) sin θ − γrγθ cos θ

]
e−γdθ,

σ3 = 2π
(
1− β|e−γ|2L2(S1)

)
et σR =

1
4

∫ 2π

0
γr

(
γ2
r − 6

√
βe−2γ

)
dθ,

où l’on a posé γ = b|r=1, γr = br|r=1 et γθ = bθ|r=1, et où k est le terme constant du

développement asymptotique de hβ :

hβ =
1√
β

1 + r

1− r + k +O(1− r).

Dans le cas des graphes entiers, avec β = 1, les invariants sont tous nuls puisque

l’homologie est triviale. Cela permet notamment de préciser le Corollaire 3.11 :

Proposition 4.10. Tout élément de G est asymptote à un déformé de l’hyperboloïde, en

ce sens que la distance horizontale tend vers 0 lorsque r → 1.

Preuve. Avec les notations du Chapitre 3, la valeur à l’infini γ ∈ C2,α(S1) d’une surface

S ∈ G vérifie |e−γ|L2(S1) = 1, puisque σ3 = 0. Donc, d’après le Théorème 3.10, il existe une

déformation S ′ de l’hyperboloïde S0 admettant γ comme valeur à l’infini. En particulier,

la distance horizontale entre S et S ′ tend vers 0 lorsque r → 1. �

Dans le cas des anneaux, β 6= 1, les deux bouts doivent avoir les mêmes invariants de

Nœther. La conservation de σ3 est d’ailleurs la condition permettant la construction de
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Γb à la Proposition 3.18.

On peut s’interroger sur les trois autres invariants σ1, σ2, σR. Pour un anneau β-

déformables, la conservation de σ1, σ2, σR découle forcément de celle de σ3, d’après le

Théorème 3.10.

4.5.2 Caténoides horizontaux dans Nil3

On suit les notations de B. Daniel et L. Hauswirth [13] en considérant les coordonnées

(y1, y2, y3) sur Nil3 avec :

y1 = x1, y2 = x2 et y3 = x3 +
x1x2

2
.

La métrique sur Nil3 est alors dy2
1 + dy2

2 + (y1dy2 − dy3)2 et le changement de base sur

l’espace tangent s’écrit :

∂

∂y1

=
∂

∂x1

− x2

2
∂

∂x3

,
∂

∂y2

=
∂

∂x2

− x1

2
∂

∂x3

et
∂

∂y3

=
∂

∂x3

.

Dans ces coordonnées, l’immersion f = (F, h) : C→ Nil3 décrivant le caténoïde Cα de

paramètre α > 0 s’exprime comme :

F1(u, v) =
G′(u)
α

cosϕ(u) shA(u, v)− C

α
sinϕ(u) chA(u, v),

F2(u, v) =
C

α
A(u, v)− C

α
β(u)−G(u)

et h(u, v) =
C

α

(
G′(u)
α
− 1

)
cosϕ(u) chA(u, v)− 1

α

(
C2

α
+G′(u)

)
sinϕ(u) shA(u, v),

avec C,ϕ, β, A,G définis comme dans [13], à savoir C = sin(2θ)/(2α), ϕ est solution de

l’EDO :

ϕ′2 = α2 + cos(2θ) cos2 ϕ− C2 cos4 ϕ,

β et G sont définies respectivement par :




β′ = C cos2 ϕ

β(0) = 0
et




G′ =

C2 cos2 ϕ− cos(2θ)
α− ϕ′

G(0) = 0
,
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A = αv + β(u) et le paramètre θ est préalablement choisi comme solution de l’équation :

∫ 1

−1

2αC2t2 − α cos(2θ) + C2t2
√
P (t)

√
(1− t2)P (t)(α+

√
P (t))

dt = 0 avec P (t) = α2 + cos(2θ)t2 − C2t4.

On se place sur la courbe convexe fermée Cα ∩ {y2 = t} de période 2U , naturellement

paramétrée par :

u ∈ [0, 2U ] 7→
(
F1(u, v), t, h(u, v)

)
∈ Nil3,

avec comme expression de A sur la courbe :

A(u, v) =
α

C
t+ β(u) +

α

C
G(u).

Une base orthonormale (e1, e2) de l’espace tangent à Cα est :

e1 = cosϕ
∂

∂y1

− sinϕ
∂

∂y3

et e2 =
1

chA

(
− sinϕ shA

∂

∂y1

+
∂

∂y2

+ (F1 − cosϕ shA)
∂

∂y3

)
,

avec e1 tangent à la courbe Cα ∩ {y2 = t}.

Si S est le générateur infinitésimal d’une famille à un paramètre d’isométries, on a :

µS =
C2 +G′2

C
chA〈S, e2〉du d’où σS =

1
C

∫ 2U

0
(C2 +G′2)〈S, chAe2〉du.

Les générateurs infinitésimaux S1, S2, S3, SR s’expriment comme suit le long de la courbe,

dans les coordonnées (y1, y2, y3) :

S1 =
∂

∂y1

+ t
∂

∂y3

, S2 =
∂

∂y2

, S3 =
∂

∂y3

et SR = −t ∂
∂y1

+ F1
∂

∂y2

+
F 2

1 − t2
2

∂

∂y3

.

Un calcul direct montre que :

σ1 = − 1
C

∫ 2U

0
(C2 +G′2)(sinϕ+ t cosϕ) shA du.

Comme σ1 est un invariant homologique, il est indépendant de t, donc σ1 = 0 et les
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relations suivantes sont satisfaites :

∫ 2U

0
(C2 +G′2) sinϕ eβ(u)+αG(u)/Cdu =

∫ 2U

0
(C2 +G′2) sinϕ e−β(u)−αG(u)/Cdu

=
∫ 2U

0
(C2 +G′2) cosϕ eβ(u)+αG(u)/Cdu =

∫ 2U

0
(C2 +G′2) cosϕ e−β(u)−αG(u)/Cdu = 0.

De même, on a σ3 = σR = 0 puisque :

σ3 = − 1
C

∫ 2U

0
(C2 +G′2) cosϕ shA du

et σR =
1
C

∫ 2U

0
(C2 +G′2)

[
F1

2
(2 + cosϕ F1 shA) + t

(
sinϕ+ t

cosϕ
2

)
shA

]
du.

Enfin, pour σ2 on obtient :

σ2 =
1
C

∫ 2U

0
(C2 +G′2)(1 + cosϕ F1 shA)du,

et l’indépendance en t donne :

σ2 = − 1
C

∫ 2U

0
(C2 +G′2)

(
1− G′ cos2 ϕ

2α

)
du.

En utilisant les relations entre G et ϕ données dans [13], on déduit :

σ2 =
cos(2θ̃α)
αC

G(U)− 2CU.
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