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Abstract :

This thesis contains the research study of a multi-product lot-sizing and sequencing problem
for an imperfect production line. Two types of uncertainties were taken into account: the random yield
(because of defective items) and random lead time (due to machine breakdowns). The sequence
dependent set-up time between different products was also taken into account.

This problem came from the electronics industry, more precisely from the automated
manufacturing of several types of Printed Circuit Board. Since the plant was completely automated,
the considered production line (like the rest of the plant) worked most of the day without any other
staff but maintenance one, so it was necessary to consider a production schedule for the next 24 hours.
This schedule was repeated every day. The problem was to define the optimal quantities of products
to be manufactured (lot sizes) and the sequence of these lots to optimize a given factor. The problem
addressed belongs to three research domains: 1) optimal lot-sizing for the imperfect production
systems (or lot-sizing under uncertainty), 2) deterministic lot-sizing and scheduling, 3) scheduling
with set-up times or (and) costs. In the literature we can find many examples of problems belonging to
one or the intersection of two of these areas. But we did not find any work that deals with similar
problem to ours.

Since the problem is too complicated as it is, we looked for ways of modeling it, which would
have allowed us to solve it. We found three cases where the original problem could be decomposed
into several parts, each of which could be converted to a known problem of Operations Research.
Then we worked on the lot-sizing part of the decomposed problem. Meanwhile, we showed how other
parties could be resolved.

These kinds of problems are very important for a supply chain optimizing. Their solutions
help to organize an efficient production, which in turn allows to make significant financial gains to
company.
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Résume :

Les travaux de recherche effectués dans le cadre de cette thése concernent un probléme de
lotissement et de séquencement pour une ligne de production imparfaite. Deux types d'aléas sont pris
en compte : le rendement aléatoire (a cause des rebuts) et le temps d'exécution aléatoire (a cause des
pannes machines). Les temps de changement de série dépendant de la séquence des produits sont
également pris en compte.

Le probleme est issu de d'une fabrication automatisée (usine-automate) des circuits imprimés
et il a été posé lors de la conception du systeme de gestion de production de l'atelier fabriquant les
partons conducteurs de plusieurs types. Etant donné que l'usine était complétement automatisée,
I'atelier (comme le reste de l'usine) travaillait la plupart de la journée sans personnel autre que celui de
maintenance, alors il fallait construire un planning de production pour les 24 heures suivantes. Ce
planning devait étre répété chaque jour. Le probléme consistait a définir les quantités optimales de
produits a traiter (tailles de lots) et I'ordre de passage des lots dans une ligne de production afin
d'optimiser un critére.

Le probléme traité appartient a trois domaines de recherche: 1) lotissement optimale pour les
systemes de production imparfaits (ou lotissement sous incertitudes); 2) ordonnancement et
lotissement déterministe; 3) ordonnancement avec des temps ou (et) colt de changement de série (set-
up). Dans la littérature scientifique nous trouvons beaucoup d’exemples de problémes appartenant au
un ou a I’intersection de deux de ces domaines. Par contre, nous n’avons pas trouvé les travaux qui
traites de problémes identiques au notre.

Etant donné que le probléme est trop compliqué tel qu’il est, nous avons cherché des fagcons
de son modélisation qui nous permettrons le résoudre. Nous avons trouvé trois cas ou le probleme
initial peut étre décomposé en plusieurs parties, chacune entre lesquelles peut étre transformé dans un
probleme connu de la Recherche Opérationnelle. Ensuite nous avons travaillé que sur la partie
lotissement du probléme décomposé tout en montrant comment les autres partis peuvent étre résolus.

Les problémes de ce type sont trés importants pour I’optimisation d’une chaine logistique.
Ces résolutions aident d’organiser la production a la maniére efficace, que permet aux entreprises de

faire des gains financiers importants.
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Introduction générale

Alors que ’économie de marché est aujourd’hui plus que jamais la proie de la concurrence,
chaque entreprise se doit de trouver un moyen de produire des biens d'une qualité définie,
tout en restant a un prix qui soit le plus attractif possible. Dans cette démarche, toute
entreprise est soumise a certaines contraintes. Si 'on considere que la demande fait 1'offre,
il peut alors s’agir de satisfaire cette derniere, mais aussi de contraintes légales, de moyens,
ou encore liées au marché. L’optimisation est au coeur de toutes ces démarches et celle qui
nous intéresse tout particulierement aujourd’hui est liée aux problemes de planification d’une

chaine d’approvisionnement.

Il existe plusieurs définitions d'une Chaine Logistique (Supply Chain) dans la littérature
- voir, par exemple, Lee et Billington (1993) et Pochet et Wolsey (2006). Trois fonctions
différentes peuvent étres incorporées dans la définition de la chaine. L’approvisionnement de
matieres premieres, la fabrication et la distribution des produits finis. Il s’agit en définitif
d’une chaine d’entreprises inter-connectées ayant pour but de transformer des matieres pre-
mieres en produits qui pourront étre consommés par les utilisateurs finaux. Une chaine
logistique se compose donc de fournisseurs, de fabricants, de clients et d’autres personnes

qui leur sont associés (voir figure 1).

Production

Approvisionnement

Matieres
premieres

Distribution

F1GURE 1 — Chaine logistique

La gestion d’une telle chaine ou Supply Chain Management (SCM), est la pratique consis-
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tant a optimiser tous les composants de la chaine logistique dans un seul but, celui de livrer
aux clients, en temps et en heure, des produits d’'une qualité donnée au meilleur prix. Pour
plus d’informations, voir Giard (2003) et Axséter (2006).

Les diverses décisions concernant 1’optimisation de la Chaine Logistique peuvent étre

classées en plusieurs niveaux : stratégique, tactique, et opérationnel.

Les décisions stratégiques sont des décisions a long terme, elles concernent particulierement
I'implantation, la localisation des entrepots, la recherche de fournisseurs, ou encore les

stratégies de production.

Les considérations tactiques ont quant a elles une portée a moyen terme, et se reportent
plus particulierement a la planification de production, de distribution et de transport afin

de réduire le cout final.

Et enfin le niveau opérationnel qui prend en compte les décisions stratégiques et tactiques,
permet de s’adapter aux différents imprévus. Il s’agit ici d’ordres d’approvisionnement, d’or-

donnancement, etc.

Ce mémoire est consacré a 1’étude des problemes survenant aux niveaux tactique et
opérationnel, plus précisément aux problemes de lotissement et d’ordonnancement, lorsque

I'on définit les volumes de lots a fabriquer et leur ordre de fabrication.
Cette these est organisé en 5 chapitres.

Dans le chapitre 1, nous présentons la problématique générale de gestion des systemes de
production en décrivant brievement les principales étapes du processus de production. Nous
nous intéressons particulierement aux problemes de planification de la production, notam-
ment aux problemes de lotissement et d’ordonnancement. Ce chapitre contient également un
état de l'art sur les travaux qui traitent de problemes de lotissement et d’ordonnancement.
Nous présentons les modeles connus en les classant en fonction du nombre de produits a
fabriquer, de la structure de la ligne de production, et de divers facteurs aléatoires a prendre

en compte.

Le chapitre 2 formule les principales hypotheses du probleme de lotissement et de séquencement
sous aléas que nous allons étudier par la suite. A I'aide d’une simulation nous montrons les

gains possibles en temps et en niveau de service lorsqu’une optimisation est faite.

Les trois chapitres suivants traitent d’un probleme de lotissement et de séquencement en
utilisant des hypotheses différentes et s’appuyant sur des approches différentes, notamment

quant a la maniere d’appréhender les aléas.

Le chapitre 3 étudie un probleme de séquencement et de dimensionnement de lots dans
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le cas ou la ligne de production est composée d'une seule machine. Deux types d’aléas sont
pris en compte : le rendement aléatoire et le temps d’exécution aléatoire. Les temps de
changement de série dépendant de la séquence sont également pris en compte. Nous étudions
le probleme avec deux fonctions objectifs : le 1" objectif est de minimiser le temps total
de fabrication, a condition que toutes les demandes soient satisfaites (probleme P-TEMPS) ;
le second, est de minimiser le cout total linéaire d’insatisfaction de la demande, sous la
condition que I’horizon de planification soit limité (probleme P-CoUT). Nous montrons que
les décisions de séquencement et de lotissement peuvent étre prises séparément dans les deux
cas. Nous fournissons une démonstration de NP-difficulté de ces deux options du probléme,
quand la quantité de pieces défectueuses est aléatoire. Si le rendement et le temps total de
réparation sont des fonctions connues de la quantité de pieces lancées en fabrication, nous
montrons que le probleme P-TEMPS peut étre résolu en temps polynomial, alors que le
probléme P-CoUT reste NP-difficile. Nous présentons une approche FPTAS pour résoudre

un cas particulier du probleme P-CoUT.

Dans le chapitre 4 nous reprenons le cas particulier du probleme P-CoUT considéré dans
le chapitre précédent et présentons deux modeles de programmation linéaire en variables
mixtes. Les résultats d’expérimentations numériques et une comparaison des méthodes (avec
I'approche FPTAS également) sont fournis. Ensuite nous montrons que FPTAS ainsi qu'un

des modeles linéaires peuvent étre généralisés pour un cas de probleme P-CoUT plus général.

Le chapitre 5 s’intéresse au méme type de probleme de planification, mais dans le cas
ou les variables aléatoires sont données par leurs lois de distribution (probleme P-PROB).
L’objectif est de trouver la séquence et les tailles de lot dans le but de maximiser le niveau
de service pour un horizon de planification donné. Pour résoudre ce probleme NP-difficile,
nous utilisons une décomposition le ramenant a trois sous-problemes : une énumération, un
probleme de voyageur du commerce et le probleme de sac a dos. Nous nous intéressons a la
résolution de la partie lotissement (probleme P-PROB-P2(1)), c’est-a-dire du probleme de
sac a dos correspondant. Pour le résoudre nous proposons deux méthodes approchées : une
Recherche Locale et un Algorithme Génétique. Une comparaison de ces méthodes, ainsi que

leurs comparaisons avec une méthode exacte est présentée a la fin de ce chapitre.

Enfin nous présentons une conclusion sur le travail effectué et quelques perspectives de

notre recherche.







Chapitre 1

Travaux antérieurs et objectifs de

I’étude

Dans ce chapitre nous présentons un état de l’art concernant les problemes
de lotissement et d’ordonnancement. Nous allons commencer par expliquer
le fonctionnement d’un systéme de gestion de production en faisant un focus
sur le probléme de planification de production. Nous donnons un exemple de
classification selon différents parametres qui peut étre appliqué aux problémes
de ce type. Ensuite nous présentons des modéles classiques et puis citons les
publications en les classant en fonction des hypothéses utilisées. Ce cha-
pitre est organisé en trois parties : dans la premiére, nous présentons des
problemes de lotissement, dans la deuziéme partie des problémes d’ordonnan-
cement sont analysés, la troisieme partie est consacrée auzr travauxr ou les

décisions de lotissement et d’ordonnancement doivent étre prises ensemble.

1.1 Gestion de Production

La problématique de la gestion des systemes de production suscite de nombreux travaux

de recherche. Les chercheurs essayent de trouver des formulations pour des problemes indus-

triels afin de proposer des solutions nouvelles et efficaces, lesquelles arriveront par la suite

jusqu’aux entreprises pour contribuer a ’amélioration de leurs performances.

Globalement, un systeme de gestion de la production est organisé de la facon suivante

(voir Figure 1.1). L’étape de description comprend la définition de la structure physique
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Description du Systéme
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FIGURE 1.1 — Gestion de la production

du systeme de production, c.-a-d. la configuration de la ligne de production, le nombre de
produits, les ressources utilisées, etc. Par description des produits, nous entendons les infor-
mations sur les gammes opératoires de divers produits, c.-a-d. des séquences d’opérations, la
durée de traitement de produit de chaque type par chaque machine, ou bien encore I’ensemble

des machines sur lesquelles chaque opération peut étre effectuée.

La planification tient compte du carnet de commandes, du niveau des stocks (si I’on ne
travaille pas en Juste-A-Temps) et des pieces en cours de fabrication. La planification de la
production concerne le dimensionnement des lots des différents produits a fabriquer, le choix
des périodes ou ces lots doivent étre produits, des machines sur lesquelles la production doit

avoir lieu, 'affectation des taches aux machines, etc.

La stratégie Juste-a-temps (JAT) est de n’avoir que les produits nécessaires en quantité
demandée au moment voulu. JAT est un ensemble de techniques logistiques avec pour but
d’améliorer la productivité globale. Le principe est que la production est amorcée par la

demande.

Les problemes d’ordonnancement et de lotissement font partie (ou sont des sous-

6
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problemes) de la problématique de la gestion de production. Souvent un ou plusieurs criteres

sont optimisés, par exemple :

e minimiser le temps total de fabrication (Makespan) ;
e minimiser le temps de retard (moyen, maximum) et (ou) d’avance;

e minimiser divers cotits : cout de fabrication, de set-up, de stockage, de transport, etc.

L’ordonnancement d’un atelier est un des problemes classiques de gestion de production.
Il consiste a organiser dans le temps le fonctionnement d’un atelier (la réalisation de taches en
fonction des diverses contraintes). Un cas particulier d’ordonnancement est le séquencement,

qui consiste a trouver une séquence de passage de pieces dans un systeme de production.

Les méthodes de dimensionnement des lots (lotissement) sont développées pour pouvoir
décider si les pieces d’un produit doivent étre fabriquées a un moment donné, et le cas échéant,
en quelle quantité. Un Lot est un ensemble de produits du méme type, traités successivement

dans un systeme de production.

Lorsque la production est lancée, il faut essayer de respecter au mieux ce qui a été
décidé lors des phases de planification et d’ordonnancement. Cependant, dans la vie réelle,
I'exécution d'un projet ne peut pas toujours étre en parfaite conformité avec le planning
en raison de divers événements aléatoires. Souvent les événements aléatoires sont liés aux
problemes mécaniques d’atelier comme des pannes machines ou une maitrise insuffisante de
procédés, comme les rebuts, etc. Dans le cas d'une indisponibilité momentanée d’une res-
source, la répartition du travail parmi les autres ressources peut se faire grace a 'ordonnan-
cement dynamique. Dans d’autres cas, plus graves, les aléas peuvent générer des problemes

complexes, et il peut étre nécessaire de faire une nouvelle planification.

La complexité d'un probleme de planification dépend directement du systéme de pro-
duction considéré, par conséquent, la classification de ces problemes est principalement
basée sur les caractéristiques et parametres des systemes de production. Ci-dessous, nous

avons décrit les plus importants d’entre eux.

Le systeme de production peut étre mono-niveau ou multi-niveaux. Dans le premier cas,
le produit final est obtenu directement apres traitement de la matiere premiere, c.-a-d. un
seul stade de production est nécessaire. L’obtention d’un produit final dans un systéeme

multi-niveaux demande plusieurs stades de fabrication.

L’horizon de planification est la période de temps, durant laquelle la fabrication de
I'intégralité des pieces nécessaires sera effectuée. L’horizon de planification peut étre fini ou

infini. Dans la plupart des cas, si I’horizon de planification est fini, il est divisé en plusieurs
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périodes. Il y a deux types de problemes en fonction de la durée des périodes : small bucket et
big bucket. Dans le premier cas, une seule piece peut étre fabriquée lors d’une période, tandis
que dans le second cas, la durée des périodes étant assez importante, il est donc possible
de produire plusieurs articles au cours d’une période. Si I'horizon de planification n’est pas

divisé en périodes, nous avons a faire a un probleme mono-période.

Il existe deux types de demande : statique et dynamique. Une demande statique implique
que sa valeur reste invariable durant tout I’horizon de planification, alors que la valeur d’une
demande dynamique peut varier d’une période a l'autre. Si la valeur de la demande est
connue d’avance, nous avons affaire avec une demande déterministe, dans le cas contraire a
une demande stochastique. Lorsqu’il est question de la demande stochastique, la distribution
de la probabilité est souvent connue a partir d’'une analyse des demandes pour les périodes

passées.

Quand il n’y a pas de limitation de ressources, nous avons affaire a un probleme dit sans
contrainte de capacité. Il est possible d’avoir des limites de capacité du stock, de disponibilité
des machines, du volume de fabrication par période, des matieres premieres, etc. Dans ce

cas, les contraintes de capacité doivent absolument étre respectées.

Le nombre de produits finis dans le systeme de production est également une caractéristique
importante. De ce point de vue, il y a deux types de systemes de production : mono- et multi-

produits.

Souvent, quand on passe de la fabrication d’'un produit a I'autre, un cott et un temps
de changement de série (set-up) non négligeables sont ajoutés. Généralement, c’est le temps
(cotit) nécessaire pour la préparation des machines pour la fabrication des composants d’un
nouveau type, 'adaptation des équipements, etc. Souvent les problemes de planification

doivent tenir compte du temps (cout) de changement de série.

Dans cette these nous étudions un probleme de planification sous incertitudes (voir cha-
pitre 2). Le probléme consiste a définir les quantités optimales de produits a traiter (tailles
de lots) et l'ordre de passage des lots dans une ligne de production afin d’optimiser un
critere. Deux types d’incertitudes sont prises en compte : les aléas de rendement et le temps
d’exécution aléatoire. Dans le reste de ce chapitre nous fournirons un état de I'art traitant

divers problemes de lotissement et ordonnancement (déterministes et stochastiques).
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1.2 Lotissement

Depuis les travaux fondateurs de Wagner et Whitin, et Manne en 1958, plusieurs cher-
cheurs se sont intéressés aux problemes de lotissement sous ces différentes formes, en propo-

sant des modélisations, des formulations ainsi que des méthodes de résolution.

En général, 1'objectif d’'un probleme de lotissement est de déterminer la quantité de
pieces de chaque type (s’il y en a plusieurs) a fabriquer dans chaque période (dans le cas
multi-période) en tenant compte de la demande, des contraintes de capacité, de disponibilité,

etc.

Problemes Mono-période

L’un des plus anciens et fondamentaux modeles de lotissement est le Quantité Economique
de Commande (EOQ) introduit par Harris en 1913. Le but de ce probleme est de trouver la
quantité de commande (), qui minimise les cotts totaux de possession et de commande. Les

hypotheses de modele EOQ sont les suivantes :

e Production instantanée (capacité infinie, i.e. le lot entier est fabriqué simultanément) ;

Disponibilité immédiate ;

Demande déterministe et constante;

Cout de lancement est constante;

Il y a un seul type de produit en stock (mono-produit) ;

e Horizon de planification est infini.

Les notations pour ce modele sont les suivantes : D est la demande annuelle, s est le cotit
de lancement, h est le cout de stockage (pour une unité de produit et pour une année). Pour
trouver la valeur de ) optimale, il est nécessaire de minimiser le cotut moyen annuel total :

D . @Q

Y(Q)=s=+h

oty (1.1)

ou sD/Q est le cott de lancement et hQ)/2 est le colt de possession du stock. Figure 1.2
montre une représentation graphique de ces cotits. Pour résoudre ce probleme il faut mettre

la dérivée de la fonction de cout (1.1) a zéro. Nous obtenons :

Q= +/2sD/h (1.2)
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Coiit Total Y(Q)

" Codt de Stocka gehQ/2

Cofit de Lancement sD/Q

0 o op;fmale Quantité de C ommande Q

FIGURE 1.2 — Les cofits de modele EOQ

Le probleme EOQ a été beaucoup étudié dans la littérature. Il existe des nombreux ar-
ticles contenants de différentes méthodes pour trouver la quantité économique. Par exemple,
Grubbstrom (1996) a démontré que le probleme EOQ peut étre résolu en utilisant les dérivées
algébriques, ce qui permet d’éviter I'utilisation des dérivées et ouvre 'approche a d’autres
fonctions cotits. L’extension du probleme EOQ le plus étudié est EOQ avec backorders ou
ruptures de stock. Dans ce cas, par rapport au modele EOQ, deux nouvelles notations ap-
paraissent : le cott unitaire de rupture b et le nombre maximal de ruptures B (variable de
décision). La fonction objectif peut étre représentée de la maniere suivante :

(Q-B)* B

D

ou h% est le cout total de stockage et b% est le cout total de rupture. Grubbstrom et
Erdem (1999) ont démontrés que la méthode des dérivées algébriques peut étre utilisée pour

résoudre cette extension du probleme.

La Quantité E’conomique de Production (EPQ) est aussi une des extensions du modele
EOQ. Elle a été suggérée par Taft en 1918. La différence entre les deux modeles est le fait
que les demandes dans le probleme EPQ sont recues progressivement au cours du processus
de fabrication. Comme pour le probleme EOQ, nous cherchons un équilibre entre le cout

de possession et le cotit de production. En utilisant des notations du modele EOQ), le cout

10
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total est représenté par ’expression suivante :

Y(Q) = sg + h%(l —r) (1.4)

ou r est le taux de production. La solution optimale du probleme est :

o= 22\[ 75 15

Céardenas-Barrén (2001) applique la méme méthode (par dérivées algébriques) pour trou-

ver la solution optimale du probleme EPQ avec ruptures. Ronald et al. (2004) et Chang
et al. (2005) proposent des améliorations pour les méthodes d’optimisation de EOQ et
EPQ avec ruptures. Une approche similaire peut étre trouvée dans Wu et Ouyang (2003)
pour le probleme de vendeur-acheteur intégré, le but est d’obtenir la quantité économique

optimale pour 'acheteur et la quantité optimale des livraisons pour le vendeur.

Minner (2007) propose une autre méthode pour résoudre le probleme EOQ. Elle est basée
sur la comparaison des cotits pour les tailles de différents lots. Il a également démontré que
sa méthode peut étre appliquée pour les EOQ et EPQ avec backorders. Teng (2009) décrit
encore une autre approche pour résoudre les problemes ci-dessus, en utilisant une inégalité
arithmético-géométrique. Cette méthode part du principe que la moyenne arithmétique est

supérieure ou égale a la moyenne géométrique.

Les modeles EOQ et EPQ ont plusieurs hypotheses simplificatrices. Néanmoins, ces
modeles forment une bonne base pour faire face aux problemes réels. Nous trouvons également

un grand nombre d’extensions et modifications de ces modeles dans la littérature.

Problemes Multi-période

Les problemes EOQ et EPQ ont une demande constante et un horizon de planification
infini. En revanche, le modele de Wagner- Whitin (probleme de lotissement dynamique) sup-
pose la demande dynamique et 'horizon de planification T fini et divisé en plusieurs
périodes (jours, semaines, mois) : t = 1,2,...,T. Les notations restent les mémes, sauf que

les variables sont définies pour chaque période t, t =1,2,...,T :

e Cout de lancement s; ;
e Cotit de stockage h; ;

e Demande d; pour la période t.

11
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Le stock initial I est nul. I; est le niveau de stock a la fin de la période t,¢t = 1,...,T. Le but
est de trouver les quantités de pieces a fabriquer (Qq,Q2, ..., Q7) pour toutes les périodes

afin de minimiser le cout total :

T

Z (5:Q¢ + hyly)

=t (1.6)

[t:[tfl_th_dt) t:1727"'7T7
Iy=0, @, I, >0.
En générale, trois types d’approches peuvent étre appliquées pour 'optimisation :
, T

e |'utilisation du modele EOQ avec le niveau moyen de la demande, c.-a-d. D = # :

e |'approche de WAGNER-WHITIN qui permet de trouver une solution exacte pour cer-

tains cas spécifiques ;

e une méthode approchée, qui arrive a trouver des solutions de bonne qualité tout en

restant relativement simple.

L’algorithme de WAGNER-WHITIN est 'approche par programmation dynamique en uti-
lisant deux propriétés démontrées par Wagner et Whitin. Cet algorithme est largement utilisé
dans la littérature pour résoudre les problemes de lotissement dynamique. Evans (1985) a
proposé une implémentation informatique efficace de I'algorithme. On peut trouver quelques
autres exemples d’applications de I'algorithme dans Wagelmans et al. (1992), Potamianos
et Orman (1996), Potamianos et al. (1997). Fordyce et Webster (1984) ont proposé une

explication non-mathématique de ’algorithme de Wagner-Whitin.

Comme la plupart des approches exactes, ’algorithme de Wagner-Whitin a des difficultés
pour résoudre des probléemes de grandes tailles (voir, par exemple, Saydam et Evans (1990)
et Jeunet et Jonard (2000)), alors plusieurs approches heuristiques ont été développées. La
plus connue parmi elles est ’heuristique de SILVER-MEAL. C’est une méthode qui cherche a
minimiser le cotit moyen par période en fonction du nombre de périodes. Pour plus de détails
voir, par exemple, Omar et Deris (2001) et Hu et al. (2004). Nous pouvons mentionner
aussi I’approche Lot-pour-Lot, ou chaque commande comprend la quantité exacte des pieces

nécessaires pour chaque période.

Sinous ajoutons une contrainte de capacité finie de production, nous obtenons le probleme
de lotissement a capacité finie (CLSP). Ce probleme est également un probléme a plusieurs
périodes. Le but est de trouver un plan de production (les types et les quantités de produits

X a fabriquer pour chaque période) afin de minimiser le cotut total. La demande d;; pour

12
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chaque type de produit 7, ¢ = 1,...,n et pour chaque période ¢, t = 1,...,T est donnée.
Nous connaissons également R; la capacité disponible pour la période ¢, ¢t = 1,...,7. Un
cout de lancement fixe s; et un cott de production linéaire p; sont connus ainsi que le
cotut de stockage h;;, proportionnel a la quantité de pieces en stock et au temps de stockage.
Remarquons que malgré le fait que le colt de lancement (set-up) s; dépend du type de
produit et de la période, il est indépendant de la séquence des produits, ce qui n’est pas
toujours le cas dans les problemes réels. Les notations additionnelles pour ce probleme sont

les suivantes :

e stock [;; des produits de type i a la fin de la période ¢ (on suppose que I;; = ;7 = 0);

e variables binaires Yj; telles que

v 1, si le produit ¢ est traité pendant la période ¢
it =
0, sinon

e borne supérieure M;; pour la production du produit ¢ dans la période ¢,

T
My = dy
k=t

e consommation de ressource a; pour le produit i.

En prenant en compte tous les parametres définis ci-dessus, le probleme CLSP peut étre

formulé comme suit :

n T
Minimiser Z Z 8itYit + it Xie + hie Lt (1.7)

i=1 t=1

S.C. ZaiXitSRt, t:17...,T7
i=1

Xit + Lig—1 — Liy = di,
Xit < MY,
Y € {0,1}, X;; >0, I;; >0,
1=1,...,n, t=1,...,T

Le probleme CLSP est NP-difficile, voir Bitran et Yanasse (1982) et Chen et Thizy (1990).

Une analyse détaillée de ce probleme avec un état de ’art sur les méthodes de résolution se

13
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trouve dans Karimi et al. (2003). Etant donné que le probleme est NP-difficile, la plupart

des méthodes sont des heuristiques.

Pour terminer, nous allons citer un travail récent sur une extension de ce probleme.
Nascimento et al. (2010) abordent le probleme CLSP avec plusieurs sites de production
indépendants ot les transferts entre les sites sont autorisés. Ils proposent une approche de
type GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) ainsi qu'une procédure de

" path-relinking” pour trouver des solutions intéressantes.

Problémes de lotissement avec incertitudes

Le modele de lotissement probabiliste le plus connu est le modele de Newsboy ou News-
Vendor. Dans ce modele un parametre incertain - la demande - apparait. Dans la version
classique du probléme, un agent (newsvendor ou newsboy) acheéte une certaine quantité de
produits (magazines) au début de la période (le matin, par exemple). Pendant la journée,
il vend les produits sur le marché. La quantité de journaux (demande) vendus est aléatoire.
Alors si le vendeur a surestimé la demande, il perd de 'argent pour les journaux non ven-
dus, sinon il y a les opportunités perdues (manque a gagner). Le probléme est de trouver la

quantité X de produits optimale a acheter. Les hypotheses de ce probleme sont les suivantes :

e Une seule période;
e Un seul produit;

e Demande D incertaine avec une loi de distribution connue avec une densité de proba-
bilité f(D) et la fonction de répartition F(D);

La fonction du profit de vendeur est la suivante :

(P" — PYX — PP(D—X), siD>X
P'D+ P5(X —D)— P*X, siD < X

ou PV est le prix de vente d’une unité, P* est le prix d’achat, PP est le cott de pénurie par
unité manquée et P* est le prix unitaire de surplus (le prix auquel il peut rendre les invendus).
Il existe plusieurs extensions de ce modele, Khouja (1999) les a classifié dans 11 catégories
en fonction de : objectif, politique de prix, rendement aléatoire ou non, information connue
sur la demande, quantité de produits, nombre de niveaux, de périodes, etc. Dans le cadre de

cette these, nous nous intéressons aux cas avec plusieurs produits et rendements aléatoires
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(quantité de journaux qu’on obtient en commandant une quantité donnée).

En pratique, la plupart des problemes industriels comprend plusieurs produits et souvent
il faut prendre en compte des contraintes de capacité. Ainsi dans 'article de Lau et Hing-
Ling Lau (1995) une contrainte de capacité est introduite, c.-a-d. il y a une limite sur la
quantité des journaux que l'agent peut acheter chaque jour. Les auteurs ont proposé une
procédure basée sur "active set” méthode. Erlebacher (2000) a développé trois heuristiques
pour le méme extension du probleme de Newsboy. Dans la publication de Abdel-Malek
et al. (2004), nous trouvons comment obtenir la solution exacte, si la fonction de densité
de la probabilité est uniforme et une méthode itérative qui permet de trouver une solution
optimale (ou proche de I'optimum) pour le cas d'une fonction de densité générale continue.
Ces idées ont été reprises et développées dans Abdel-Malek et Montanari (2005). Une autre
méthode de résolution binaire peut étre trouvée dans Zhang et al. (2009) pour une fonction de
densité de la demande quelconque. Silver et Moon (2001) considérent une extension avec un
stock initial constituant des pieces convertibles, c.-a.-d. ces pieces peuvent étre transformées

dans n’importe quel type de produit final.

Le rendement aléatoire est un autre type d’incertitude, qu’il faut prendre en compte
pour le lotissement. Cette incertitude complique considérablement la planification, car la
quantité de produits en entrée et en sortie n’est pas la méme et cette différence n’est pas
connue avec certitude et peut conduire, par exemple, a des retards de livraison qui entrainent
des pénalités. Yano et Lee (1995) présente une revue de la littérature sur les problemes de

lotissement avec un rendement aléatoire.

Un autre probleme largement étudié dans la littérature est le Probléme de Lotissement
Multiple (Multiple Lot-Sizing Production to Order- MLPO). Grosfeld-Nir et Gerchak (2004)
fournissent une revue des modeles et des résultats analytiques pour MLPO. Pour ce probleme
le rendement est aléatoire et la demande doit étre satisfaite intégralement, alors plusieurs
lancements peuvent étre nécessaires pour 'atteindre. Il faut donc trouver la taille du lot
initial X minimisant le cott total de production. Il existe quelques hypotheses générales
pour le rendement Yy : la probabilité que Yy < X est égale a 1 et Yx est une fonction

croissante de X. Les autres notations et hypotheses sont donc suivantes :
e Un seul type de produit ;
e La demande D est fixée;

e Le cotut de set-up s est connu;

e Le cout unitaire de production p est également connu ;
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e P(y,n) est la probabilité que le rendement Y,, égal a y, si la taille de lot lancée est n,

P(y,n) =0siy>n.

Il est supposé que pour chaque nouveau lancement nous avons un cotut de set-up, alors
le cotuit de production d'un lot de taille X est égal a s + pX. Si, apres le lancement de
X composants, le rendement Yy est inférieur a D, le probleme se répete avec la demande
restante D' = D — Yy. Dés que la production totale est supérieure ou égale & D, le processus

s’arréte.
Le cotit total prévu peut étre calculé a 'aide de ’équation suivante :

Vb(n) =s+pn+ P(0,n)Vp(n) + ip(y,n)VD,y (1.9)

y=1

oun >1, Vp =min, Vp(n) = Vp(np) pour D > 1, et Vp =0 pour D < 0. La taille de lot
optimale et le colit peuvent étre calculés par une récursion.

Il existe plusieurs modeles pour estimer un rendement aléatoire. Les plus utilisés sont : le
processus de Bernoulli, le Rendement stochastique proportionnel et le Rendement Interrompu

géométrique :

1. Le processus de Bernoulli. Supposons sans perte de généralité que nous avons un
seul type de produits a fabriquer. Pour utiliser ce modele il faut que la probabilité p, qu'une
piece est de bonne qualité apres sa fabrication soit connue et soit la méme pour toutes
les pieces. La derniere hypothese signifie que la fabrication d’une piece est completement
indépendante de celle des autres. Considérant cela, nous pouvons en déduire les équations

suivantes :

e la probabilité d’avoir = pieces de bonne qualité a partir de n pieces traitées (loi bino-

miale B(n,p)) :
P(z,n) = (n)px(l — )"
x
e la probabilité d’avoir x pieces de bonne qualité quand la quantité de rebut est égale a
r (loi binomiale négative N B(r,p)) :

—1
P(z,r) = <xji1 >(1—p)rpx forr=0,1,2,...

e le nombre de pieces z a lancer afin d’avoir une piece de bonne qualité (distribution
géométrique NB(1,p)) :
P(x)=(1-p)"'p
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Voir des exemples dans Singh et al. (1988), Teunter et Flapper (2003), Dolgui et al. (2005).

2. Le rendement stochastique proportionnel est le cas le plus utilisé dans la
littérature. Dans ce cas le pourcentage o de pieces défectueuses (ou de pieces de bonne
qualité) est connu et est le méme quelle que soit la taille du lot. Si, par exemple, X est la

taille du lot, le rendement Yy (c.-a-d. le nombre de pieces de bonne qualité) est :
YX =aX

ou « est la fraction aléatoire des pieces de bonne qualité, indépendante de X. La valeur « a

une densité de probabilité ¢(-), une fonction de répartition G(-) et une moyenne u.

3. Le rendement Interrompu géométrique décrit un processus de dégradation. Avec
une probabilité de (1 — ) le processus passe hors de contrile. Si le processus est hors de
controle, la piece traitée et toutes les pieces suivantes de ce lot sont défectueuses. Autre-
ment dit, 6 représente la fiabilité du processus de production. En utilisant ce modele de

modé¢lisation nous pouvons obtenir la probabilité d’avoir y pieces de bonne qualité :
Plyn)=01-60)¢, y=0,1,2,...,n—1,

dans le cas y =n, P(n,n) = 0"

Salameh et Jaber (2000) ont étendu les modeles EPQ/EOQ pour pouvoir tenir compte
des articles de qualité imparfaite. Ils montrent que la Quantité Economique de Commande a
tendance a augmenter quand le pourcentage des composants imparfaits augmente. Maddah
et Jaber (2008) proposent un nouveau modele pour le méme probléme en utilisant la théorie
de renouvellements. Ce modele permet d’avoir des expressions analytiques pour le profit
espéré par unité de temps et pour la quantité optimale. Dans I'article (Eroglu et Ozdemir
(2007)), un modele EOQ avec des pieces défectueuses et des ruptures de stock a été examiné.
Le taux de composants défectueux dans un lot est une variable aléatoire uniformément
distribuée. L’influence du pourcentage de pieces défectueuses sur la solution optimale a été
étudiée. D’autres exemples de modélisation des aléas peuvent étre retrouvés dans : Yao
(1988), Grosfeld-Nir et Gerchak (1990), Gerchak et al. (1994), Agnihothri et al. (2000),
Wang et Gerchak (2000) , Haji et al. (2008), Li et al. (2008), etc.

Zhang et Guu (1998) étudient le probleme de lotissement multiple (MLPO) avec un
rendement suivant une loi de probabilité interrompue géométrique. Ils étudient en particulier
le comportement de la fonction cott et des tailles de lots optimales. Guu et Liou (1999)

travaillent sur le méme probleme et proposent un algorithme pour déterminer des tailles de
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lots optimales. Ils démontrent que leur approche est plus efficace que celle de Zhang et Guu
(1998). Dans le papier (Guu et Zhang (2003), I’étude précédente (Zhang et Guu (1998) a
été élargie en ajoutant deux facteurs : les couts de possession de stocks et un nombre fini de
set-up. Grosfeld-Nir et Gerchak (1996) ont étudié pour le probleme MLPO les propriétés
de la solution optimale en fonction de valeurs de parametres et de la fagon avec laquelle les
aléas sont modélisés.

Un exemple d’utilisation de la loi uniforme discréte P(y,n) = n+r1 est présenté dans
(Anily (1995). Plusieurs auteurs proposent des modeles avec une distribution quelconque,
c.-a-d. toute distribution peut étre utilisée. Zhang et Guu (1997) examinent les propriétés de
la fonction de cout pour un probléeme de lotissement multiple avec une demande constante

et la distribution de probabilité quelconque pour le rendement.

Certains modeles congus pour un rendement déterministe ont été généralisés pour le cas
de rendement aléatoire. Par exemple, le probleme de Newsvendor avec le rendement aléatoire
a été considéré dans (Abdel-Malek et al. (2008). Les auteurs ont appelé cette extension Gar-
dener problem. Un rendement aléatoire peut étre expliqué par le fait que le newsboy recoit
moins de journaux qu’il a commandé en raison de la météo. Dans les articles (Eroglu et Oz-
demir (2007) et (Maddah et Jaber (2008) le modele EOQ avec les pieces défectueuses et rup-
tures a été étudié. Liao et al. (2009) et Salameh et Jaber (2000) considerent le probleme EPQ
avec une production imparfaite. Gerchak et al. (1994) propose une formulation pour le lotis-
sement dans un systeme d’assemblage avec un rendement aléatoire. Les auteurs considerent

deux cas : avec les lois de probabilité de rendement identiques et non.

Les pannes "machines” sont une autre source d’aléas. Si une machine peut tomber
en panne, le temps de bon fonctionnement devient aléatoire. Généralement, le temps de
réparation est également aléatoire. Le temps total de réparation peut étre représenté par
une fonction du temps de production. Lin et Gong (2006) examinent I'effet des pannes ma-
chines sur le modele de Economic Production Quantity (EPQ). Dans leur article, le temps
de réparation apres chaque panne est constant, mais le temps entre deux pannes est une

variable aléatoire avec une loi de distribution exponentielle négative.

Souvent les problemes considérés dans la littérature contiennent plusieurs types d’incer-
titudes a la fois. Par exemple, Gerchak et al. (1988) étudient un modele de production avec
un rendement et une demande aléatoires. Les auteurs proposent une analyse complete du
probleme pour une seule période, des propriétés du probleme dans le cas de deux périodes
et une structure de solution pour les cas ou le nombre de périodes serait supérieur a 2. Ils

supposent que la demande pour chaque période est une variable aléatoire. Les demandes
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pour différentes périodes sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), avec une
densité de probabilité g(-) et une fonction de répartition G(-) communes. Le rendement est

de type stochastique proportionnel.

1.3 Ordonnancement

La théorie de 'ordonnancement est une branche de la recherche opérationnelle qui s’inté-
resse au calcul des dates optimales pour 'exécution de taches. Il est tres souvent nécessaire
d’affecter en méme temps les ressources nécessaires a 1’exécution de ces taches. Un probleme
d’ordonnancement peut étre considéré comme un sous-probleme de planification dans le-
quel il s’agit de décider de l'exécution opérationnelle des taches planifiées. L’objectif des
problemes d’ordonnancement est d’optimiser une fonction (par exemple le temps ou le cott
total de production). La classification des problemes d’ordonnancement la plus utilisée dans
la littérature est construite a partir de la configuration du systeme de production. Il existe
cinq types principaux de configuration des systemes de production : machine unique, ma-

chines paralléles, flow-shop, job-shop et open-shop.

La majorité des problemes d’ordonnancement suppose la présence de temps ou (et) cotts
de lancement (changement de série, installation ou set-up) non-négligeables. En général le
changement de série comprend les travaux nécessaires pour la préparation d’une machine
(ou d’une ligne entiere) pour produire des pieces d’'un certain type, 'adaptation des outils,
et 'acquisition des matieres. Un temps (cotit) de changement de série avec batching a lieu
lorsque des taches sont traitées par lots (palettes, conteneurs, cartons) et un temps (cotut) de
set-up précede le traitement de chaque lot. Ici un lot est un ensemble des pieces (taches) de
la méme famille. Deux taches (pieces) appartiennent a la méme famille si, par exemple, leurs
temps de fabrication sont les mémes pour toutes les machines de la ligne. Tandis que les
familles sont censées étre définies a 1’avance, la formation de lots est une partie du processus
de décision opérationnel. Le temps (cott) de set-up est dépendant de la séquence, si sa durée
(cotit) dépend du type de piece qui doit étre fabriqué et du type de piece précédent. Le
temps (cout) est indépendant de la séquence, si sa durée (cott) dépend uniquement du lot a
fabriquer. Dans un traitement sans lot, un temps (cott) de changement de série est engagé
avant le traitement de chaque piece. Le modele correspondant peut aussi étre considéré

comme un modele avec lots, dans lequel chaque lot est composé d’une seule piece.

Le papier d’Allahverdi et al. (1999) contient une revue de la littérature pour les problemes

d’ordonnancement avec le cout (temps) de set-up. Les auteurs classifient ces problemes sur
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la base de la configuration de systemes de production et du type de set-up (dépendant ou

indépendant de la séquence).

Dans le cas d’une seule machine, toutes les taches (produits) doivent étre traitées par
cette machine. Le probleme consiste donc a définir un ordre (séquence) des taches pour
le cas mono-période et a définir les taches et leur ordre pour chaque période, pour le cas

multi-périodes.

Les machines paralleles exécutent les mémes opérations, alors chaque tache peut étre
traitée par n’importe laquelle de ces machines. Le temps de traitement peut étre différent

pour différentes machines. Trois types de machines paralleles existent :

e Machines Identiques : le temps de traitement d’une tache est le méme quelle que soit
la machine (voir Min et Cheng (1999), Yalaoui et Chu (2002), Lee et al. (2006));

e Machines Uniformes: chaque machine a une vitesse de traitement ; la durée d’une tache
est proportionnelle & cette vitesse (voir Guinet (1995), Balakrishnan et al. (1999), Chou
et al. (2006));

e Machines Indépendantes : le temps du traitement de chaque tache est propre pour
chaque machine, et ils sont indépendants les uns des autres (voir dans Kim et al.
(2002), Chen et Wu (2006)).

Un Flow-shop est une ligne de production ou toutes les taches doivent étre traitées par
toutes les machines, lesquelles doivent étre visitées dans le méme ordre par toutes les taches.
Le probleme de minimisation du temps total de production sur flow-shop est NP-difficile, si le

nombre de machines est plus grand que 2, sauf quelques cas particuliers avec trois machines.

Dans une ligne de production Job-shop, chaque produit a sa propre séquence d’opérations,
c.-a~d. il n’y a pas d’obligation pour une piece d’étre traitée par toutes les machines de la
ligne. En revanche, la séquence de passage est fixée pour chaque piece. Les problemes de
type job-shop sont également NP-difficiles dans la plupart des cas. Open-Shop est un cas
spécifique de job-shop : la différence est que chaque piece doit étre traitée par un ensemble

de machines donné, mais 'ordre des opérations est absolument libre.

Nous nous intéressons aux problemes du type machine unique et a des lignes de production
du type flow-shop de permutation (séquence des taches est la méme pour toutes les machines).

Les sous-sections suivantes contiennent un état de 1’art pour ces deux types de problemes.
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Mono-machine

Un des problemes de base en ordonnancement des taches sur une seule machine (voir

Szwarc (1996)) a les hypotheses suivantes :

e Il y an taches (jobs);

e La machine ne peut traiter qu'un seul job a la fois;

e Chaque job k est disponible au temps zéro;

e Le temps de traitement du job k est égal a t; ;

e Tous les jobs ont la date d’échéance L commune et fixée;

e [’avance ainsi que le retard d’un job sont pénalisés : ay, - cott d’avance et ;. cout de
retard de job k, k=1,...,n.

Le probleme est de trouver les dates de fin Cy, k = 1,...,n de toutes les taches afin de
minimiser la fonction de pénalité :

n

Z(%Ek + BTk (1.10)
k=1
ou Ej, = max(0, L — Cy) est 'avance et T, = max(0,Cy — L) est le retard de la tache k. La

minimisation des cotts d’avance et de retard correspond a la stratégie Juste-a-temps.

Une revue des problemes d’ordonnancement déterministes avec la date d’échéance com-
mune pour les lignes de production contenant une seule machine ou des machines paralleles
a été fournie par Baker et Scudder (1990) et Gordon et al. (2002). Notamment nous pou-
vons voir que le probleme (1.10) pour certains cas est NP-difficile. Webster et Baker (1995)
ont proposé une revue de la littérature sur 'ordonnancement avec lots sur une machine. Ils
traitent trois modeles : 'ordonnancement avec disponibilité des pieces, I’ordonnancement
avec disponibilité des lots et le traitement des lots. D’autres exemples du probleme d’ordon-
nancement sur une seule machine peuvent étre trouvés dans (Kacem (2010)) et (Kacem et

Mahjoub (2009)).

Hoogeveen et Van de Velde (1996) proposent une approche de type Branch-and-Bound
pour le probleme ci-dessus pour le cas ou chaque job a sa propre date d’échéance L;, par
contre les cotits d’avance o et de retard 5, [ > « sont les mémes pour tous les jobs. D’autres
travaux sur ce probléeme peuvent étre cités, comme par exemple Kim et Yano (1994), Sourd et
Kedad-Sidhoum (2003), Sourd et Kedad-Sidhoum (2008), Kedad-Sidhoum et Sourd (2010),

etc. Dans le dernier travail mentionné, les résultats de calcul montrent que des solutions de
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bonne qualité, pour des problemes avec plus de 100 taches, peuvent étre trouvées en quelques

secondes.

Gupta et Smith (2006) examinent le probleme de la planification sur une machine afin de
minimiser le retard total avec le temps de changement de série dépendant de la séquence. Ils
présentent deux algorithmes, une heuristique de type recherche locale et une Greedy Rando-
mized Adaptive Search Procedure (GRASP). GRASP est une multi-start meta-heuristique
souvent utilisée pour les problemes d’optimisation combinatoire. Elle se compose de deux
phases : une phase de construction, suivie d'une phase d’amélioration. Dans la phase de
construction, une solution réalisable est trouvée. Dans la phase d’amélioration, il faut construire
I’ensemble des solutions-voisines et trouver la meilleure parmi elles, qui sera la solution ini-
tiale pour l'itération suivante. La procédure s’arréte quand un optimum local est atteint. Ce
processus (les deux phases) est répété un nombre de fois déterminé, et la meilleure solution

trouvée est signalée comme la solution finale.

Asano et Ohta (1999) présentent un probleme d’ordonnancement sur une machine avec
contraintes de temps d’achevement et les périodes d’inactivité. Les auteurs proposent un
algorithme heuristique qui optimise les débuts et les fins de facon & minimiser la somme du

cotuit de stockage et de rupture.

L’ordonnancement sur une machine unique est beaucoup discuté. Brucker et Kovalyov
(1996) minimisent le nombre de jobs en retard; Cheng et Kovalyov (2001) étudient le
probléeme de minimisation de consommation totale des ressources, et le probleme de minimi-
sation du retard maximum, ils considerent que le temps de set-up et le temps de fabrication
dépendent des ressources; Melouk et al. (2004) proposent une approche de recuit simulé
pour minimiser le Makespan ; voir aussi Cheng et Kovalyov (1995), Cheng et al. (2001), Ng
et al. (2004), etc.

Flow-Shop

Selon Bagchi et al. (2006), des problemes d’ordonnancement dans un flow-shop peuvent
étre classifié en deux principales catégories : cycliques et non-cycliques. Dans les problemes
non-cycliques, des jobs doivent étre ordonnés sur un horizon de planification afin d’optimiser
un critere, tel que le makespan ou la somme des retards. L’ordonnancement cyclique est lié
avec le terme minimal part set (MPS). Si, par exemple, a la fin de la période de planification
nous avons besoin de 20 pieces de type 1 et 30 pieces de type 2, alors le MPS contient 2

pieces de type 1 et 3 pieces de type 2. Le processus de production est une séquence des MPS.
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Chacune des deux catégories de flow-shops (cyclique et non-cyclique) peuvent étre divisées
en : no-wait, blocking, buffer illimité, buffer limité. Dans un flow-shop sans attente (no-wait),
chaque job doit étre traité des le début jusqu’a la fin sans interruption sur une machine ou
entre deux machines. Dans un flow-shop avec blocage (blocking), un job fini ne peut pas
quitter la machine, ou il a été traité jusqu’au moment ou la machine suivante est libre. Les
flow-shop des deux derniers types contiennent des buffers entre les machines, ou des pieces

peuvent étre stockées.

Le probleme de minimisation du Makespan (C}y,4,) dans un flow-shop (sauf la situation
quand m = 2) est NP-difficile (Garey et Johnson (1979)). Cheng et al. (2000) proposent
une revue des articles sur 'ordonnancement des flow-shops et expliquent les difficultés dans
les formulations et solutions de ces problemes. L’énumération compléte, les techniques de
Séparation et Evaluation (Branch and Bound) ou la Programmation dynamique peuvent
déterminer la séquence optimale pour des problemes de petites tailles, mais des approches

heuristiques sont nécessaires pour résoudre des problemes de tailles plus importantes.

Lee (1997) étudie un probléme d’ordonnancement d’un flow-shop avec deux machines avec
une contrainte de disponibilité pour une des deux machines. Il considere le cas ou les machines
ne sont pas toujours disponibles, par exemple, en raison d’une panne ou d’un entretien
préventif. Si au début d’une période, une machine continue a traiter les jobs inachevés dans la
période précédente, elle est considérée comme non-disponible au début de cette période. Dans
cet article, le probléeme a été simplifié : 'auteur a supposé que les périodes de non-disponibilité
sont données. L’approche a été généralisée dans Lee (1999) pour le cas ou la contrainte de
disponibilité est imposée sur deux machines. Espinouse et al. (1999) ont démontré que le
probleme est NP-difficile méme pour le cas d’une seule période d’indisponibilité sur une seule
machine et qu’il est NP-difficile dans le sens fort si le nombre de périodes d’indisponibilité
est aléatoire. Les auteurs ont également proposé un algorithme heuristique pour résoudre ce
probléeme. Une autre heuristique pour le méme probleme avec une contrainte de disponibilité
a été développée dans Cheng et Wang (2000), les auteurs démontrent que la borne supérieure

d’erreur est %

Nous nous intéressons aux problemes d’ordonnancement dans un flow-shop sans attente.
Les hypotheses du modele de base sont les suivantes :

e Temps de fabrication ¢;; des pieces sont déterministes et ils sont donnés a ’avance ;

e Traitement d’une piece ne peut pas étre interrompu ;

e L’ordre des opérations est fixé pour chaque piece i, i = 1,...,n, il est le méme pour

toutes les pieces;
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e Une picce ¢ peut ne pas étre traitée par une machine j, si ¢;; = 0;

e Une machine ne peut pas traiter plus qu’une piece a la fois.

Les fonctions objectif peuvent étre différentes, par exemple : la minimisation de la somme

de tous les temps d’achevement des jobs, la minimisation du Makespan, etc.

Allahverdi (2003) étudie le probleme d’ordonnancement dans un flowshop avec le but
de minimiser la somme de Makespan et Flowtime moyen (MFT). Le MFT est égal a la
somme des temps d’achevement des pieces, divisée par le nombre de pieces. Les méthodes

heuristiques ont été proposées pour le cas de 2 machines et m machines.

La transformation d’un probleme d’ordonnancement flow-shop en un probleme de Voya-
geur de Commerce ou VDC est une technique souvent utilisée dans la littérature. Le probleme
de minimisation du Makespan de permutation a été étudié par Saadani et al. (2005). Les
auteurs proposent une heuristique pour le cas du probleme ou les machines travaillent conti-
nuellement, sans interruption a partir du début de la premiere piece jusqu'a la fin de trai-
tement de la derniere. Kalczynski et Kamburowski (2007) traitent le méme probleme avec
une condition additionnelle : le flow-shop travaille sans attente. Les auteurs considerent deux

cas : 2- et multi-machines flow-shop.

Caricato et al. (2007) ont développé une approche basée sur la formulation VDC pour
le probleme de minimisation de makespan pour un flow-shop hybride. Un flow-shop hybride
est un flow-shop ou il y a des machines paralleles. Dans cet article des pieces sont groupées

dans des lots prédéfinis, le théorie de graphes est utilisée pour la modélisation.

Un état de 'art de problemes d’ordonnancement flow-shop qui peuvent étre modélisés
comme un probleme de VDC est présenté par Bagchi et al. (2006). Les auteurs montrent
que les approches basées sur une formulation VDC sont assez performantes pour résoudre

les problemes de ce type.

Ordonnancement avec des événements aléatoires

Un temps d’exécution aléatoire signifie, que le temps total d’exécution réel peut étre
différent du temps d’exécution planifié. Au niveau de la planification, pour minimiser les
conséquences des aléas, les entreprises utilisent généralement des stocks, et Material Requi-
rement Planning (MRP) pour les gérer. Un état de l'art sur les problemes de gestion de
production sous aléas avec utilisation de la stratégie MRP a été présenté dans Dolgui et
Prodhon (2007). Des exemples de problemes de ce type avec les méthodes de résolution cor-

respondantes peuvent étre trouvés dans de nombreux articles - Molinder (1997), Dolgui et

24



1.3. Ordonnancement

Ould-Louly (2002), Gurnani et Gerchak (2007), Louly et Dolgui (2009), etc.

La différence principale entre les problemes d’ordonnancement déterministes et probabi-
listes est la présence de facteurs incertains tels que les pannes machines, le temps de fabrica-
tion aléatoire. La prise en compte de plusieurs types d’incertitude a la fois est difficile. Dans
la littérature nous trouvons le plus souvent des modeles pour chaque type d’aléas séparément.
Deux types d’approches sont appliqués : [’ordonnancement statique ou l’'ordonnancement dy-
namique. Dans le cas "statique” le planning de traitement des pieces est déterminé avant le
début de la fabrication contrairement au cas ”dynamique”, ou le planning est construit au

fur et a mesure d’évenements qui arrivent.

Quand une machine est soumise aux pannes aléatoires, les périodes ou elle est disponible
pour la production alternent avec de périodes ou elle est indisponible. L’intervalle de temps
ou la machine marche sans interruption (panne), est appelé Uptime. Notons que quand une
panne arrive, 'uptime doit étre remis & zéro (réinitialisé). Le temps de réparation est appelé
Downtime. Alors nous pouvons décrire ce processus par la séquence Uy, Dy, ou Uy est le
k-eme uptime et Dy et le k-eme downtime de la machine. La durée de chaque Uy et Dy sont
des variables aléatoires. Un processus stochastique {N(t) : ¢ > 0}, qui représente le nombre
d’événements qui ont eu lieu avant le temps ¢, est souvent associé avec les uptimes. Dans
ce cas les événements sont des pannes. Souvent ce processus N(t) est appelé le processus de

comptage.

Donnons quelques exemples de la littérature. Un probleme de minimisation de Makespan
(la date de fin de traitement de la derniere piece) sur une machine a été étudié dans Kasap
et al. (2006). La machine est soumise aux pannes aléatoires, qui interrompent son fonction-
nement normal. Dans le probleme considéré, une tache doit étre retravaillée entierement, si

elle n’était pas terminée au moment d’arrivée d’une panne.

Les hypotheses du probleme sont donc les suivantes :

e Toutes les pieces j, j € J sont disponibles au temps zéro;

e Letemps Uptime est la variable aléatoire avec une distribution continue dans I'intervalle
[0, c];

e ; est le temps de traitement de piece j sur la machine;

e La variable aléatoire z; représente la période de temps durant laquelle la piece j occupe

la machine.
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Il est admis que ¢ > Y ._,t;. L’espérance mathématique de makespan est donnée par

jed

EC 0 = ZEzj, (1.11)

jeJ

ou Ez; est I'espérance mathématique de z;.

Adiri et al. (1989) ont démontré que si la panne est unique durant la période de pla-
nification, si le moment de son arrivée est connu avant le début de la fabrication, et si les
temps de fabrication des taches sont également donnés, alors déterminer s’il existe ou non

un ordonnancement avec flowtime inférieur ou égal a une valeur donnée est NP-complet.

Allahverdi et Savsar (2001) considerent un probleme d’ordonnancement dans un flowshop
avec deux machines. Le critere est de minimiser le makespan. Les temps de set-up, pas inclus
dans le temps de fabrication, sont pris en compte. Les machines peuvent tomber en panne.
Le processus de comptage N (t) et le temps de réparation peuvent suivre n’importe quelle

loi de probabilité.

Un probleme d’ordonnancement stochastique pour un flow-shop de permutation avec m
machines est traité par Gourgand et al. (2003). Les variables aléatoires sont les temps de
fabrication ¢; ;, ou ¢ est une tache et j est une machine. Les ¢; ; suivent la loi de probabilité
exponentielle Plt;; < t] =1—exp~" #4, ¢t > 0 avec un taux p;; connu. L’objectif est de mini-
miser le Makespan. Afin de résoudre le probleme d’évaluation des performances, les auteurs
proposent un algorithme récursif, basé sur une chaine de Markov. Alcaide et al. (2002) pro-
posent une procédure permettant de transformer le probleme de minimisation du Makespan
pour un flow-shop avec pannes machines dans une séquence finie de problémes sans panne
machine. Les durées des périodes de disponibilité ainsi que les durées des périodes d’indis-
ponibilité sont des variables aléatoires. Les auteurs proposent une approche pour construire
des ordonnancements réalisables pour les intervalles entre deux pannes. A partir de ces or-

donnancements réalisables, ils construisent un ordonnancement optimal.

1.4 Lotissement et ordonnancement

Des problemes de lotissement et d’ordonnancement avec des temps et/ou cotts de set-up
jouent un role important dans beaucoup d’industries. Il y a également un grand nombre
d’articles ou les problemes de lotissement et d’ordonnancement sont traités ensemble. Potts
et Van Wassenhove (1992) integrent les décisions de lotissement dans un probléme de plani-

fication avec batching. Le batching est appliqué pour éviter les set-up supplémentaires. Le
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lotissement est utilisé ici pour découper les taches quand elles sont composées de plusieurs
pieces identiques. Le fractionnement d’une tache conduit souvent a la diminution du temps
de fabrication. Cet article propose un modele général qui combine le batching, le lotissement
et 'ordonnancement ainsi qu’'une revue des travaux sur ce sujet. Drexl et Kimms (1997) pro-
posent une revue des modeles de lotissement et de séquencement et expliquent la différence
entre eux. Le focus est mis sur les modeles de temps continu et les modeles avec plusieurs

niveaux.

Potts et Kovalyov (2000) proposent une revue de littérature et de méthodes de résolution
sur les modeles qui integrent les décisions de planification et de batching. L’article de Zhu
et Wilhelm (2006) présente une revue de la littérature sur les problémes d’ordonnancement
et de lotissement avec des temps (cotuts) de set-up dépendants de la séquence. L’article de
I'état de I’art d’Allahverdi et al. (2008) est consacré a la méme thématique. Les résultats sont
classifiés selon la configuration de la ligne, 'application de batching ou non, la dépendance
ou 'indépendance des temps (couts) de set-up. Les méthodes communes des solutions sont
Branch and Bound, programmation linéaire, programmation dynamique, heuristiques et méta-

heuristiques.

Modeles déterministes

Le probleme de Lotissement et d’Ordonnancement Economique (ELSP) a été introduit
en 1958 par Jack Rogers, qui a étendu le modele EOQ au cas multi-produits, ou il faut

déterminer a la fois les tailles de lots et leur séquence.

Plus précisément, le probleme ELSP consiste a déterminer un plan de production pour
n (n > 2) produits sur une machine, qui a la fois minimise le cott et satisfait la demande
d; pour chaque type de produits 7, ¢ = 1,...,n. Des cotts a; et des temps de set-up s;
sont engagés pour chaque changement de type de produit traité sur la machine. Le cott de
stockage h; (pour chaque unité par unité de temps) est basée sur la quantité de produits
stockés. L’objectif est de déterminer la quantité des articles de chaque type a fabriquer pour

chaque période, ainsi que 'ordre de leur fabrication.

Soit p; le taux de production pour 4, Q; la quantité des pieces a fabriquer et 1 le temps
de production d'un lot de produit i, i = 1,...,n. Le temps % inclut le temps de fabrication

lui-méme et le temps de set-up :

d.
£t = s + —T;,

)

ou T; est la durée entre deux lancements consécutifs de produit ¢, ¢ = 1,...,n. Le cotut par
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unité de temps est égal a la somme des cotits moyens de set-up et de stockage :

a; | hi(pi — di)riT;
C,= 4 vt 1.12
T; " 2p; (1.12)

La solution du probleme est un ensemble 7" = {7},T5,...,T,}. Chaque T; doit étre
suffisamment longue pour pouvoir fabriquer toutes les pieces nécessaires de type ¢ avant le

début du prochain cycle. L’objectif est donc de trouver un ensemble 7" réalisable qui minimise

zn:(Jz- (1.13)

le cofit total :

L’ordonnancement 7' est réalisable si :

e au plus une piece est traitée par la machine a tout moment ;
e le temps total de chargement de la machine ne dépasse pas le temps disponible ;

e la demande est satisfaite pour chaque type de produits.

Elmaghraby (1978), Narro Lopez et Kingsman (1991) et Yao (2005) ont publié les états de
'art pour le probleme ELSP et ses extensions. Le probleme ELSP est NP-difficile (voir Hsu

(1983)), alors la plupart des méthodes dévéloppées pour le résoudre sont des heuristiques.

Deux méthodes heuristiques ont été proposées par Geng et Vickson (1988). Khouja et al.
(1998) montrent comment I’approche génétique peut étre appliquée a I'ELSP. Moon et al.
(2002) ont fourni un algorithme génétique hybride basé sur le TVLS (time-varying lot sizes ).
Ils essaient de trouver une longueur de cycle, une séquence de production, les durées de temps
de production, et la durée des temps d’inactivité, de sorte que la séquence de production
puisse étre complétée dans le cycle choisi tout en minimisant le cotit de set-up et de stockage.
Chatfield (2007) a fait une breve revue des méthodes existantes pour ce probleme et a proposé
une procédure nommée ” Genetic Lot Scheduling’, qui applique un algorithme génétique et
permet d’obtenir des solutions de bonne qualité. Pour d’autres exemples d’application des
algorithmes génétiques aux problemes de type ELSP et ses extensions, le lecteur est invité
a consulter Sarker et Newton (2002).

Un algorithme de recherche en temps polynomial qui garantit un optimum global a été
proposé dans Yao et Elmaghraby (2001) pour le probleme ELSP avec la politique puissance-
de-deur (un Algorithme génétique pour le méme cas du probleme peut étre trouvé dans
Sun et al. (2009). L’article Kovécs et al. (2009) présente une approche de programmation

mathématique et un modele MIP. La présence des temps de set-up et de capacité limitée a
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été prise en compte. Ici le but était de décider quels types de pieces seront fabriqués dans
chaque période, la séquence et la quantité de produits de chaque type pour satisfaire une

demande dynamique et minimiser le cotuit de set-up et de stockage.

Yao et Huang (2005) étudient un probleme ELSP pour les produits périssables, c.-a-d.
pour les produits qui ne peuvent pas étre en stock tres longtemps. Ce phénomene est assez
courant, surtout dans 'industrie alimentaire. Les auteurs proposent un algorithme génétique

hybride avec une procédure pour tester si I'optimum local est réalisable.

Un probleme de lotissement pour un flow-shop sans attente est étudié dans (Emmons et
Mathur (1995)). L’objectif est de minimiser le makespan pour n jobs de m types, ou n > m.
Des jobs du méme type ont le méme temps de fabrication sur les machines. Les auteurs ont
reformulé leur probleme en probleme de Voyageur du Commerce, ot chaque job correspond

a une ville.

Un autre probleme de lotissement multi-produit dans un flow-shop a été étudié par Ouen-
niche et Boctor (2001). Les demandes, les cotits, et les taux de production sont déterministes.
L’approche heuristique proposée résout d’abord le probleme de séquencement, ensuite les

problemes de lotissement et d’ordonnancement sont résolus simultanément.

Modeles stochastiques

Des évenements aléatoires peuvent arriver a n’importe quel moment du processus de
fabrication : le temps d’exécution aléatoire, les rebuts (rendement aléatoire), la demande
incertaine, les temps de livraison ou les délais d’approvisionnement aléatoires, etc. Dans cette
these nous nous intéressons au séquencement et lotissement quand les quantités fabriquées
et les temps nécessaires pour fabriquer les produits sont aléatoires. Nous avons constaté qu’il
n’y pas beaucoup de publications sur le probleme de lotissement et de séquencement sous

incertitudes. Ci-dessous nous citons les travaux que nous avons trouvés.

Sox et al. (1999) présentent ’état de 1’art en recherche sur le probleme de lotissement et
d’ordonnancement stochastique (SLSP) et ses extensions. Ce probleme consiste a déterminer
la planification de la production de plusieurs produits sur une machine quand la demande est
aléatoire, la capacité de production est limitée et les cotits (temps) de set-up sont importants.
Le probleme de Lotissement et d’Ordonnancement Economique Stochastique (SELSP) est
une autre extension du probleme ELSP. Elle est caractérisée par une demande aléatoire et
des temps de set-up et de fabrication également aléatoires. Winands et al. (2010) présentent

tous les travaux sur la SELSP depuis la publication de Sox et al. (1999).
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Dans le probleme ELSP classique, il est supposé que la ligne de fabrication est parfaite,
elle produit des pieces a un taux de production fixe et les produits finaux sont tous de bonne
qualité. Tang et Teunter (2006) ont développé une autre version du probleme ELSP pour
considérer le cas de présence de flux de retour. Les hypotheses suivantes ont été utilisées :
il n’y a pas de différence de qualité entre les pieces usinées et les pieces ré-usinées; des
retours sont collectés et stockés jusqu’au début du processus de ré-usinage; la proportion
(pourcentage) des retours [; de pieces de type i, i = 1,...,n est donnée. Les auteurs ont
proposé un algorithme exacte pour le cas ou le temps de cycle est commun pour un seul lot
de ré-usinage. L’inconvénient de cette approche est la complexité du modele MIP. Teunter
et al. (2009), pour le méme probleme, proposent quatre heuristiques assez efficaces. Haji

et al. (2008) traitent également un probleme ELSP avec rebuts et ré-usinage.

L’article Beraldi et al. (2006) est consacré a un probleme de dimensionnement de lots sur
les machines paralleles identiques. Il y a n types de produits, m machines, T' périodes et les
cotuts de set-up dépendant de la séquence. Le temps de fabrication est incertain en raison
de la variabilité des taux de production des machines. Il est supposé que chaque parametre
incertain est un processus stochastique en temps discret avec un espace probabiliste fini.
L’objectif est de minimiser le cout total de set-up tout en respectant la contrainte que la

demande pour chaque période doit étre satisfaite.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un état de I’art des problemes de lotissement et d’or-
donnancement. Les problemes ont été classifiés selon la quantité des périodes sur lesquelles la
planification doit étre effectuée, la quantité des machines sur la ligne de production, présence
ou absence des événements aléatoires. Les problemes que nous allons considérer dans les cha-
pitres suivants se trouvent a l'intersection des domaines suivants : le lotissement optimal pour

les systemes de production imparfaits et le séquencement avec batching.
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Problématique

L’objectif de ce chapitre est de présenter le probleme de planification que
nous allons étudier dans cette thése. Ce probléme consiste a définir les quan-
tités optimales de produits a traiter et 'ordre de leurs passages dans une ligne
de production afin d’optimiser un critere. En prenant un exemple et en utili-
sant un modéle de simulation, nous montrons la nécessité de développer des

méthodes d’optimisation pour ce type de probléme.

Dans ce qui suit nous décrivons un probleme de planification de production au jour le
jour. Le probleme est issu de I'industrie électronique, ou il fallait construire un planning de
production pour les 24 heures suivantes, ce planning étant répété chaque jour. Le probleme
consistait a définir les quantités optimales de produits a traiter (tailles de lots) et I'ordre
de passage des lots dans une ligne de production afin d’optimiser un critere. La ligne de
production considérée est destinée a traiter des pieces de plusieurs types, qui seront ensuite
envoyées dans l'atelier de montage des modules électroniques. L'un des criteres était donc
le taux de service de I'atelier de montage (pourcentage de commandes satisfaites). En effet,
I’absence d’'un composant pour le montage pouvait entrainer 'arrét de ’atelier de montage.
D’autres criteres étaient le temps total de fabrication et le cotlit total de retard. Une courte
description des ateliers de fabrication peut étre trouvée dans Dolgui et al. (2005) et I'annexe

A. Dans la suite de la these, nous nous limiterons a la ligne de fabrication des composants.
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2.1 Hypotheses du probleme

Nous traitons un probleme de lotissement et de séquencement pour n types de produits,
le probleme est donc de type multi-produits. La ligne de production est constituée de m
machines, chacune capable de traiter une seule piece a la fois. Chaque produit doit passer
par toutes les machines. La séquence d’opérations (machines) est la méme pour tous les
types de produits. Le temps de transfert d’'une piece d’une machine ¢ a la machine suivante
q + 1 est négligeable. Considérant ces hypotheses, nous pouvons conclure que la ligne de
production est un flow-shop sans attente et de permutation. Nous supposons qu’il n’est pas

possible de soustraire une piece de la production une fois qu’elle est engagée dans la ligne.

Rappelons qu'un flow-shop ou ”fabrication en ligne” est un ensemble de machines sur
lesquelles passent tous les produits dans le méme ordre. Ces machines sont habituellement
rangées en ligne, dans l'ordre dans lequel elles sont visitées (Figure 2.1). Le probleme classique
de ligne de type flow-shop est de trouver l'ordre de passage de n jobs tel que le Makespan

(Cmax) SOit minimisé.

B T i eV 0

FI1GURE 2.1 — Flow-shop

Deux produits différents peuvent avoir des temps de fabrication différents sur la méme
machine. S’il existe des temps d’exécution nuls (la piece n’étant pas traitée sur une machine

particuliére), on parle alors d'un flow-shop généralisé (Figure 2.2).

entrée sortie

o T T

FIGURE 2.2 — Flow-shop généralisé

&

Le fait que des produits de tous les types soient traités par le méme ensemble des machines
et dans le méme ordre, oblige a prendre en considération le temps de set-up entre la fabrication
de deux produits de types différents. En effet, la plupart des problemes de planification

considerent les temps (cotuts) de set-up. Il est logique de supposer que la machine ne puisse
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pas traiter de pieces (doit étre inactive) pendant ce temps-ci. De plus, nous supposons que

le set-up des machines ne peut étre démarré qu’'une fois la ligne de production est vide.

En regle générale, les machines dans la fabrication électronique ne sont pas parfaites, la
possibilité de rebut est donc toujours présente. Les aléas de rendement sont un phénomene
commun a beaucoup de systemes de fabrication, alors il doit étre pris en compte. Les
conséquences de ce phénomene sont nombreuses : pour des clients, par exemple, cela signifie
souvent ne pas recevoir la quantité commandée et(ou) ne pas la recevoir a I'heure. Les causes
du rendement aléatoire varient en fonction de l'industrie, du type de processus et d’autres
circonstances, mais il s’agit typiquement des imperfections liées a la ligne de production,
aux matieres, aux limitations de capacité des machines, et divers facteurs environnementaux

comme la température et I’humidité, etc.

Lorsque la fabrication est lancée, les pannes de certaines machines peuvent interrompre le
bon fonctionnement de la ligne. Parfois les pannes peuvent étre négligées (petite durée ou une
réparation immédiate), mais elles peuvent également créer des problemes complexes. Dans
ce cas il sera nécessaire d’arréter la production pour un temps de réparation et parfois méme
de faire une nouvelle planification. Nous supposons que des pannes ne peuvent survenir sur
les machines que lorsque ces derniéres sont occupées (il est considéré que pendant le temps
de set-up la machine "n’est pas occupée”). Nous supposons également que si une piece est
en cours de fabrication quand une panne arrive, le travail effectué sur cette piece n’est pas
perdu, c.-a-d. nous imposons un modele du type “preempt-resume” plutot que le modele
"preempt-restart” quand le travail effectué est perdu. Le planning doit étre effectué pour

une période de 24 heures, donc nous considérons que il n’y a pas de dégradation de machines.

Si une machine peut tomber en panne, le temps d’exécution devient aléatoire. Le délai
d’exécution est une période de temps entre le début de processus de production et son
achevement. Un délai d’exécution incertain signifie que le temps de fabrication réel peut étre

différent de celui qui a été prévu.

2.2 Notations et fonctionnement de la ligne

Dans cette section, nous donnons quelques exemples du probleme traité. Nous allons

utiliser les notations suivantes :

e le nombre de types de produits a fabriquer n;

e le nombre de machines sur la ligne de production m;
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e I'horizon de planification Ty (inutile, si 'objectif est la minimisation du Makespan) ;

e la demande d; en pieces pour chaque type de produits i, i =1,...,n;
e le temps de traitement t;, d'une piece de type ¢ sur la machine ¢, ¢ =1,...,m;
e le temps de préparation sg;, so; > 0, ¢ = 1,...,n, si la fabrication commence par une

piece de type i;

e le temps de set-up s; ; entre un lot de produit ¢ et un lot de produit j (rappelons qu'un
lot peut étre constitué d’une seule piece) ;

e la quantité totale x; de piece de type ¢, © = 1,...,n a lancer en fabrication - variables
de décision;

e l'ordre de passage 7 des produits dans la ligne - variable de décision;

e la quantité de picces de bonne qualité z? (ou rendement), que nous obtenons, si la

quantité totale de pieces de type ¢ lancée en production est x; ;

La solution du probleme est un planning, qui détermine la quantité de pieces a fabriquer

pour chaque lot et l'ordre de passage des lots dans la ligne de production (voir Tableau

(2.1)).

TABLE 2.1 — Une solution pour le probleme de planification

Numéro de lot | 1 2 3 4 5 6 7 8

Type de produit | 1 5) 3 8 2 7 4 6
Taille de lot | 5 12 4 9 1 41 23 4

Pour cette solution, le premier lot a fabriquer est le lot de produit 1 en quantité de 5

pieces, ensuite le lot de produit 5 de taille 12 et ainsi de suite.

Pour donner une illustration numérique, un exemple avec 8 types de produit et 4 machines
a été généré. L’horizon de planification Ty est égal a un jour (24 heures). Le tableau 2.2
représente le niveau de la demande d; pour chaque type de produit ¢, ¢ = 1,...,8 et le
temps unitaire de fabrication. Sans perte de généralité, nous supposons que le temps de
traitement unitaire ¢;, fourni par le tableau 2.2, ne dépend que du type de produit et est le

meéme pour toutes les machines sur la ligne, c.-a-d. t;p =t;, ¢ =1, ..., 4.

Le tableau 2.3 contient les temps de set-up. La valeur qui se trouve a 'intersection de la
ligne 7, 2 = 0,...,8 et de la colonne 7, j = 1,...,8 est le temps de set-up nécessaire pour
reconfigurer les machines pour la production des pieces de type j apres la fabrication d’un

lot de pieces de type i. Ce temps de set-up s;; est le maximum des temps de set-up des
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TABLE 2.2 — Les données d’une instance de probleme avec 8 lots

Numéro | Demande Temps unitaire
de Lot | d;(piece) t;(heure)

1 25 0,065

2 35 0,035

3 60 0,04

4 75 0,015

5 40 0,045

6 65 0,025

7 85 0,02

8 30 0,075

TABLE 2.3 — Le temps de set-up (en heures)

i\j |1 2 3 4 5 6 7 8
0 [021 029 033 023 037 032 029 0,36
1 |0 027 025 035 038 025 028 0,31
2 1031 0 024 021 028 037 033 028
3 1035 02 0 0,36 0,34 037 0,38 0,29
4 1023 039 033 0 0,32 037 031 024
5 1036 024 027 023 0 025 027 028
6 |027 037 021 032 038 0 0,31 0,29
7 1033 023 025 036 038 025 0 0,33
8 032 03 037 034 028 033 021 0

machines de la ligne. Enfin, si ¢ = j le temps de set-up est égal a zéro.

Considérons un lot de type 2 et supposons qu’il est le premier a étre fabriqué. Le temps
de set-up s 2, qui précede la fabrication égal a 0,29. Si nous ne prenons en compte ni rebuts,
ni pannes, la premiere piece finie va quitter la 4-eme machine dans sg 2+t x4 = 0,43 heures,
la deuxieme dans 0,43 + 0,035 = 0,465, et ainsi de suite.

Pour avoir la possibilité de faire une illustration d’un gain qui peut avoir lieu si 1’'on
cherche une séquence et des tailles de lots optimales, nous allons utiliser un modele de
simulation créé sous ARENA. Un gros avantage de la simulation est lié a la possibilité
d’utiliser n’importe quelle loi de distribution pour la modélisation des rebuts et des pannes,

ce qui est souvent impossible a faire de maniere analytique. Néanmoins, dans cette section
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nous supposons que les lois de distribution des pannes et des réparations sont exponentielles
négatives. Cela signifie que les pannes se produisent d’une manieére continue et indépendante
suivant un taux moyen constant. Les rebuts suivent la loi de Bernoulli. Cette hypothese a

été prise pour avoir des résultats compatibles avec nos modeles analytiques.

Nous avons besoin des données suivantes :

® p;, la probabilité quune piece de type 7 soit de bonne qualité apres son traitement sur

la machine g, oui=1,...,netqg=1,...,m;
e 1/u, le taux moyen de panne pour la machine ¢, ¢ =1,...,m;
e 1/r, le taux moyen de réparation pour la machine ¢, g =1,...,m;

TABLE 2.4 — Probabilités p;,, ¢ =1,...,net ¢=1,...,m

Lot Machine
1 2 3 4

1 094 09 094 0,97
2 0,99 092 094 0,95
3 098 0,99 097 0,99
4 095 09 098 0,97
5 092 099 097 0,95
6 098 095 091 0,98
7 093 098 099 0,89
8 0,88 0,98 097 0,97

TABLE 2.5 — Taux de pannes et de réparations des machines

Machine | MTTF, MTTR,
heures heures

1 410 0,9
2 120 0,6
3 350 0,4
4 230 0,7

Les valeurs de ces parametres sont dans les tableaux 2.4 et 2.5. Le premier tableau contient
les probabilités p;,. Le deuxieme tableau donne les Temps moyen de bon fonctionnement (ou

Mean Time To Failure en anglais) et les Temps moyen de réparation (ou Mean Time To
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Repair) pour chaque machine ¢, ¢ = 1,...,4. Nous les avons générés dans les intervalles
suivants : [100; 500] heures pour MTTF et [0, 3; 1] heures pour MTTR.

La moyenne des temps de bon fonctionnement (MTTF) est un parametre de fiabilité d’une
machine. Nous tenons a préciser ici que cette valeur n’integre pas le temps de réparation. Le
MTTF d’un outil est une variable aléatoire et ne peut étre estimée que pour une situation
concrete en prenant en compte l'utilisation de cet outil. L'unité de mesure du MTTF est

souvent I’heure. Un autre parametre, utilisé et 1ié au MTTF, est le taux de pannes A (Failure

1
MTTF"

rate en anglais ou FIT), A =

Le temps moyen de réparation (MTTR) est une mesure de base de la maintenance pour
des outils (machines, etc.) que 'on peut réparer, et représente le temps moyen nécessaire pour
réparer un outil. Mathématiquement, il s’agit du temps total de maintenance (réparations)

pendant une certaine période, divisée par le nombre de pannes arrivées pendant cette période.

2.3 Analyse du probleme

Pour faire nos démonstrations, nous allons considérer deux types de fonction objectif :
1) la minimisation du Makespan Cj,.., 2) la maximisation de la probabilité de satisfaire
la demande globale (i.e. 22 > d;, i =,...,n) sous la condition que la borne supérieure
de I’horizon de planification Ty soit donnée. Cette seconde option est connue sous le nom
de maximisation du niveau de service. Pour obtenir la probabilité de satisfaire la demande
pour une solution donnée (séquence des lots et leurs tailles), nous devons effectuer un grand
nombre de lancements du modele de simulation. Le résultat d’un lancement est 1 si nous
avons obtenu le nombre suffisant de pieces de tous les types et 0 autrement. La fréquence du

succes nous donne une estimation de la probabilité recherchée.

2.3.1 Dimensionnement de lots

Nous considérons une ligne a entrée automatique, c.-a-d. ou les pieces a traiter doivent
étre placées a 'avance dans le magasin de charge. Alors nous devons définir une séquence de

lots et leurs tailles. Ce plan de fabrication sera réalisé en régime automatique.

Pour commencer nous ne prendrons en compte que le processus de fabrication de pieces,
c.-a-d. nous supposons que la séquence de produits a été déja trouvée (nous considérons que

la séquence de lots 7 est 1,2,...,8).

Le probleme est donc le suivant : déterminer la quantité x; de pieces de chaque type
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TAILLE LOT PRODUITH TAILLE LOT PRODUIT2 TAILLE LOT PRODUITS
Frequency Frequency Frecuency
084 na- 0.8+
04 04 044
00 0.0+ 0.0
25 30 35 40 43 40 50 &0 [ 65 bl b
+—FCumulstive = Cell +—HCumulative - Cell H—HCumulative - Cell
(a) Lot de type 1 (b) Lot de type 2 (c) Lot de type 3
TAILLE LOT PRODUITA TAILLE LOT PRODUITS TAILLE LOT PRODUITS
Frequency Frequency Freguency
05 0.5 05
0.4 0.4 0.4
004 0.0 0.0
a0 a0 100 102 40 45 50 553 60 B2 70 a0 an 96
+—HCumulative - Cell +—+Cumulstive - Cell +—+Cumulative - Cel
(d) Lot de type 4 (e) Lot de type 5 (f) Lot de type 6
TAILLE LOT PRODUITT TAILLE LOT PRODUIT 8
Freguency Freguency
05 08
0.4 04
00 004
100 120 128 a0 40 0 54
+—HCumulative - Cell +—HCumulative -l
(g) Lot de type 7 (h) Lot de type 8

FI1GURE 2.3 — Histogramme de répartition des tailles de lots

i, 1 =1,...,n a lancer en fabrication pour optimiser un critere donné. Pour le critere C,, ..
le probléme consiste & déterminer la quantité z; de telle maniere, que 2% soit égal a d; ; pour
le critere de taux de service - les quantités x;, ¢ = 1,...,n maximisant la probabilité de

satisfaire toutes les demandes tout en respectant la valeur Tj,.

Dans la figure 2.3 nous présentons la répartition d’une valeur qui représente la taille de
lot, c.-a-d. la quantité des pieces qu’il faut lancer pour obtenir la demande d; pour chaque
type de produit ¢, ¢ = 1,...,n. La courbe présentée sur chaque graphe est la fonction de
répartition correspondante. Nous avons effectué 20000 lancements du modele de simulation.
Pour le lot de type 1 (voir la figure 2.3 (a)) la quantité des pieces nécessaire pour avoir d; = 25

pieces de bonne qualité varie entre 25 et 43. Dans approximativement 17% des cas, la taille
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de lot est égale a 30. Mais pour avoir une forte probabilité de satisfaire cette demande il faut
augmenter cette quantité jusqu’a 39-40 (voir la courbe des pourcentages cumulés). On peut

dire la méme chose pour tous les autres lots.

Frequency

20,0 25 25.0 26,5

FIGURE 2.4 — Histogramme représentant la répartition de la valeur de Makespan

TABLE 2.6 — Les tailles de lots le plus fréquentes pour I'exemple

Numéro de lot ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8

Type de produit 1 2 3 4 ) 6 7 8
Quantité a fabriquer | 31 43 64 8 48 78 106 37

Figure 2.4 présente un histogramme de la répartition des valeurs du Makespan pour
Iexemple que nous considérons. Nous pouvons constater que pour plus de 40% des cas,
la valeur de makespan est entre 20,5 et 21 heures. Si on prend les tailles x; les plus
fréquentes pour chacun des 8 lots (voir la figure 2.3), la solution obtenue est la suivante :
x = (31,43, 64, 86,48, 78,106, 37) (voir le tableau 2.6). En considérant le temps total de set-
up (qui est égal a 2,29 heures), le makespan moyen pour cette solution est égal a 20,741

heures.

Nous avons lancé le modele de simulation pour la solution présentée dans le tableau
2.6 afin de montrer qu’en changeant le critere d’optimisation nous obtenons des solutions
tres différentes. La valeur du niveau de service que nous obtenons pour la solution r =
(31, 43,64, 86,48, 78,106, 37) est égal & 0,0139. En revanche, en prenant une autre solution
avec les tailles de lots plus élevées, par exemple = = (39,54,72,100,58,92,123,49), et en
laissant la méme séquence de lots, nous obtenons le niveau de service 0, 9649. En méme temps
la valeur de Makespan pour cette nouvelle solution est égale a 23,1. Figure 2.5 montre la

convergence de la probabilité pour la solution présentée dans le tableau 2.7 avec la séquence
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1,000000

0,990000

0,980000

0,970000

0,950000

0,940000

0,930000

0,920000

0,910000

0,900000

1 10001

F1GURE 2.5 — Convergence de la probabilité pour une solution
de lots {8,4,6,1,7,5,2,3}.

TABLE 2.7 — Une solution
Numéro de produit ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8
Quantité a fabriquer ‘ 39 54 72 100 58 92 123 49

Montrons maintenant une autre propriété du probleme. Fixons les tailles de lot (pour
I'exemple que nous traitons dans ce chapitre, prenons celles présentées dans le tableau 2.7).

Passons a I’étude de 'influence des temps de set-up.

2.3.2 Séquencement

Pour n’importe lequel des deux criteres considérés, le temps de set-up total doit étre
minimisé, puisque cela diminue automatiquement le C,,,, et augmente le temps destiné a
la fabrication, c.-a-d. que nous pouvons augmenter les volumes des lots (pour le deuxieme

critere).

Le probleme est donc le suivant : déterminer la séquence de lots 7 minimisant le

temps total de set-up, ot © = (my,...,m,), m € {1,...,n} et m; # m; quand ¢ # j.

Soit V = {0,1,...,n} I'ensemble des sommets d'un graphe et £ = {e;;|1,7 € {1,...,n}}
'ensemble des arcs. La distance (ou le poids) associée a 'arc e; ; est égale au temps de set-up
entre un lot de type i et un lot de type j : €;; = s;; (voir tableau 2.3). Alors G = (V, E) est

un graphe orienté, asymétrique, puisque les distances e; ; et e;; peuvent étre différentes. Le
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tableau 2.3 est une matrice de distances. Ajoutons n arcs : ;o = min{s;;}, 4,5 € {0,1,...,n}
pour avoir un graphe complet (nous ajoutons la colonne 0 au tableau 2.3 qui représente des

distances).

Il y a deux possibilités : nous pouvons imposer que tous les temps de set-up satisfassent
'inégalité triangulaire (notre cas) ou pas. Rappelons, que l'inégalité triangulaire a la forme
suivante :

Sij + Sjk = Sik, (2.1)

out, j, k€ 0,1,....net i # 57 # k, c-a-d. la distance directe s; n’est jamais plus
grande qu’'un détour via un autre sommet (j dans cet exemple). Si l'inégalité triangulaire est
respectée, le probleme de minimisation de temps total de set-up est équivalent au probleme
de recherche d’un circuit Hamiltonien (celui qui contient tous les sommets du graphe) d’'un
poids minimal dans un graphe complet G, ou au probleme du Voyageur de Commerce
(VDC) métrique (imposé par (2.1)), qui est NP-difficile. L’analyse du probleme VDC peut
étre retrouvée dans Gutin et Punnen (2002). Pour notre cas, le probléme est asymétrique.
Comme nous sommes a la recherche d’un cycle, nous allons obtenir une solution du type
(71, Mo, T3y« .+, Tpy Tpt1, 1), OU tous les m;, @ = 1,...,n + 1 sont différents et chaque m; €
{0,...,n}. Apres avoir obtenu le cycle, nous pouvons supprimer l'arc eq, r, .., ot Tp41 = 0;
de maniere a ce que le cycle commence par le sommet 0. Puisque le cycle passe une seule fois
par chaque sommet, toutes les pieces du méme type doivent étre fabriquées dans le méme
lot.

En utilisant 'exemple ci-dessus, nous allons montrer un gain possible quand on choisit
une bonne séquence. Par exemple, pour la séquence de lots suivante (1,2,5,4,8,7,6,3) le
temps total de set-up est égal a 1,9 heures. Tandis que pour la séquence (8,4,6,1,7,5,2,3) le
temps de set-up est égal a 2,97 heures. Donc si la séquence de lots n’est pas optimisée, il est
possible de perdre jusqu’a 1,07 heures, correspondant & 4,46% d’un horizon de planification
de 24 heures.

Si I'inégalité triangulaire n’est pas vérifiée (nous avons affaire a une instance du probléeme
VDC non métrique), nous pouvons avoir des solutions optimales du probleme avec plus d'un
lot pour chaque type de produits. Dans sa définition, le probleme classique du Voyageur
de Commerce (métrique ou non) ne permet pas de visiter une ville plus d'une fois, mais
de nombreuses applications n’ont pas cette contrainte. Car, par exemple, une instance du
probleme de VDC symétrique non-métrique peut étre réduite a une instance métrique. Pour
cela il faut remplacer le graphe d’origine par un graphe complet dans lequel la distance s;;

entre deux villes 7 et j est remplacée par le plus cours chemin entre ¢ et j dans le graphe
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initial.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le probleme traité dans cette these. Nous avons
montré les différentes variantes de ce probleme obtenues en changeant les criteres. Les études
que nous avons effectuées en utilisant la simulation montrent qu’un gain important peut étre
obtenu si 'on cherche une séquence ainsi qu’une taille de lot optimale. C’est 1'objectif de

cette these.

Dans les chapitres suivants, pour différents criteres et différentes formulations de ce
probleme, nous montrerons qu’une décomposition est possible quand les problemes de séquen-
cement et de dimensionnement de lots sont considérés comme des problemes séparés et
indépendants. Les chapitres 3 et 4 contiennent une formulation déterministe (quand les va-
leurs aléatoires sont remplacées par leurs moyennes ou quantiles) du probleme sur une seule
machine. Le chapitre 5 inclura une formulation probabiliste utilisant des lois de probabilité

pour les variables aléatoires.
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Chapitre 3

Modele Déterministe : approche

FPTAS

Dans ce chapitre nous étudions la problématique de séquencement et de di-
mensionnement de lots sur une machine. La machine est imparfaite sous
deuz aspects : elle peut d’une part produire des pieces défectueuses et d’autre
part tomber en panne. Deux fonctions objectifs du probléeme sont considérées :
le 1¢" objectif est de minimiser le temps total de fabrication, a condition
que toutes les demandes soient satisfaites (probléme P-TEMPS); le second
est de minimiser le cott total de non-satisfaction de la demande, sous la
condition que l’horizon de planification soit limité (probléme P-CoUT). La
présence de temps de changement de série complique le probleme en ajoutant
des contraintes supplémentaires. Nous allons utiliser 'approche qui consiste
a remplacer les valeurs aléatoires par leurs caractéristiques déterministes
(moyens, centiles, etc.) et travailler sur des modéles déterministes. Pour ces
modeéles nous allons démontrer que les décisions optimales de lotissement et
de séquencement peuvent étre prises séparément pour les deux problemes. Il
est également prouvé que les deux problemes sont NP-difficiles, si la quan-
tité de pieces défectueuses est aléatoire. Ensuite, nous considérons un cas
particulier ot le pourcentage des articles défectueuxr est donné pour chaque
type de produits, et ou le temps de réparation dépend directement du temps
total de fabrication. Dans ce cas la, uniquement le probléme P-CoUT reste
NP-difficile. Nous proposons une méthode de résolution FPTAS pour ce cas
particulier du probléme P-CoUT. En utilisant des tests numériques, nous

étudions la performance de l'approche proposée.
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3.1 Description du systeme de production étudié

Le systeme de production que nous considérons dans ce chapitre contient une seule res-
source (ou machine). Cette machine est capable de traiter des pieces de différents types, mais
pas plus qu’une piece a la fois. Le temps de changement de série (dénommé ci-apres le temps
de set-up), dépendant de la séquence, sépare la fabrication de deux pieces de types différents.

La machine est imparfaite :
e clle peut fabriquer des pieces de qualité insatisfaisante ;
e clle peut tomber en panne.

Le nombre de pieces défectueuses pour chaque produit est donné par une fonction entiere
croissante de la quantité des pieces lancées. Le temps total de réparation est donné par une
fonction réelle croissante de quantités fabriquées des produits. Nous supposons qu’aucun
composant ne peut étre produit pendant le temps de changement de série ou le temps de

réparation, et que le temps de set-up et le temps de réparation ne peuvent pas se chevaucher.

Soit n le nombre de types de produit a fabriquer. Pour chaque type de produit i, i =

1,...,n nous disposons des données suivantes :

e d; - la demande pour les pieces de bonne qualité, d; > 0;

e ¢; - le cout unitaire de non-réalisation d'une piece, ¢; > 0;

e t; - le temps de fabrication dune piece, t; > 0;

e s, (s;:) - le temps de changement de série entre un lot de produit i et j (j et i),
si; >0, s5;,>0;

e sy, - le temps de préparation (sp; > 0) lorsque la fabrication commence par une piece
de type 7;

e fi(x) - représente le nombre de pieces défectueuses pour un lot de produit i, si ce
lot contient x composants, ou f;(0) = 0, et fi(x) < z pour chaque x = 1,2,... (f;,

i=1,...,n sont des fonctions entieres croissantes) ;

e T(xy,...,2,) - la fonction représentant le temps total de réparation durant la période
de production, ou z; correspond au nombre de pieces de type i. T'(-) est une fonction

réelle croissante et non négative.

Nous supposons que tous les parametres du probleme sont des variables entieres et le

temps de set-up satisfait 1’inégalité triangulaire, c’est-a-~dire :

Sijt+ Sik = Sik (3.1)

44



3.2. Des propriétés communes

pouri=0,1,...,n,7=1,....n,et k=1,...,n.

Les fonctions f;(+), i =1,...,n et T(-) peuvent étre obtenues par une analyse statistique
des données réelles ou a l'aide de la simulation. Le choix des caractéristiques statistiques
(moyenne, centiles, etc.) dépend des spécificités de chaque probleme ou application et doit
étre effectué par les utilisateurs. Dans la pratique, des valeurs moyennes sont souvent utilisées.
Dans ce cas, chaque fonction f; représente le pourcentage moyen de pieces défectueuses; la
fonction T' quant a elle représente le temps total de réparation pendant le temps total de
fabrication. Dans la section 3.3, nous expliquons les raisons pour lesquelles nous avons choisi
de considérer ce cas particulier des fonctions f;(-) et T'(-). Ci-apres nous allons appeler ce

cas " fraction défectueuse” conformément a la littérature en controle de qualité.

Dans ce chapitre, nous allons étudier deux problemes : P-TEMPS, ou l'objectif est de
minimiser le temps total de fabrication Ci. (autrement dit minimiser le Makespan) et
P-CoUT, ou l'objectif est de minimiser le coiit total de non-réalisation de la demande,

représenté par I'équation suivante :

n

> cimax{0,d; — (x; — fi(z:))} (3.2)

=1

sous la condition que la période de planification est limitée a Ty (la borne supérieure fixe).
Pour les deux problemes, les variables de décision sont les tailles de lots x = (z1,22...,2,)

et leur séquence m = (71, 7o, ..., Ty).

3.2 Des propriétés communes
Les deux propriétés suivantes sont vérifiées pour les problemes P-TEMPS et P-CoUT.

Propriété 3.1 Il existe une solution optimale pour chacun des deux problémes P-TEMPS et

P-CoUrt, dans laquelle toutes les piéces de méme type sont fabriquées en un seul lot.

Démonstration. Supposons qu'il existe une solution optimale s” contenant deux lots
différents pour les pieces d'un méme type. Sans perte de généralité supposons qu’il s’agit
des lots L} et sz du produit j (voir figure 3.1). Nous pouvons rassembler les deux lots en
ajoutant tous les composants du lot L? (qui doit étre traité plus tard) a la fin du lot L}.
Notons que le temps total de fabrication de toutes les pieces de type j ne changera pas. Soit

s! la solution obtenue apres le déplacement du lot L?.
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FI1GURE 3.1 — La solution optimale

Supposons que dans la solution initiale s° le deuxieéme lot de type j est précédé par un
lot L; de type i, et succédé par un lot L, de type k. Alors dans la nouvelle solution s!,
au lieu d’avoir des temps de set-up s;; + s;i, nous avons un temps de set-up s;;,. Tous les
autres temps de set-up ne changeront pas. En tenant compte de la regle de triangularité,
Sij + Sjk > Sik, nous pouvons conclure que ni la valeur du "Makespan” Ciax, ni le cotit total
d’insatisfaction de la demande ne vont augmenter. En conséquence la solution s construite
ci-dessus est une solution optimale pour n’importe lequel des deux problemes P-TEMPS et

P-CoUT. Le méme raisonnement peut étre appliqué a tous les autres lots (produits). 0O

Notons cependant que si I'inégalité triangulaire n’est pas vérifiée, il est possible d’avoir

des solutions optimales qui contiennent plus qu'un lot pour chaque type de produit.

Propriété 3.2 Il existe une solution optimale pour chacun des deux problémes P-TEMPS et
P-CoUT, pour laquelle les lots sont ordonnés suivant la séquence minimisant le temps totale

de set-up.

La preuve de cette propriété est évidente car la diminution du temps total de set-up ne

peut augmenter ni le temps total de fabrication, ni le cotut de la non-réalisation.

Dans le reste de ce chapitre, nous ne considérons que les situations pour lesquelles les

Propriétés 3.1 et 3.2 sont vérifiées.

3.3 Probleme P-TEMPS

Rappelons que 'objectif du probleme P-TEMPS est de minimiser la date de fin de fabri-
cation de la derniere piece, C\ax, sous la condition que les demandes soient satisfaites pour

tous les produits. Nous formulons le probleme P-TEMPS de la maniere suivante :
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Probleme P-TEMPS :

Minimiser C(m,x) = So.r, + Z Smi_1m; + Z tiz; + T(z) (3.3)
=2 i=1
sous la contrainte x; — fi(x;)) >d;, x, €N, i=1,...,n

ol Sy, est le temps de préparation de la machine pour commencer la fabrication du premier
lot de type my, m; € {1,2,...,n} Vi = 1,2,...,n, x; représente la quantité de pieces dans le
lot ¢ a fabriquer (taille du lot), et x le vecteur contenant les tailles de tous les lots. Rappelons

enfin que N est I’ensemble des entiers positifs.
Soit (7*, x*) la solution optimale pour le probleme (3.3). Etant donné que la part de la

fonction objective C(m, ) liée a la séquence des lots 7 choisie est S(7) := Sg.x, + E Sm;_1,m;» €F
Jj=2
que cette somme n’a aucune influence sur la faisabilité du vecteur x, nous pouvons renforcer

les propriétés 3.1 et 3.2 de la maniere suivante :

Propriété 3.3 Si les temps de set-up et de préparation sont strictement positifs, alors pour
chaque solution optimale du probleme P-TEMPS, toutes les pieces du méme type sont fa-

briquées en un seul lot.

Propriété 3.4 Pour chaque solution optimale du probleme P-TEMPS, le temps total de

set-up S(m) est minimisé.

Ici, de maniere analogue au chapitre 2, nous introduisons les temps de set-up artificiels
sio = 0, % = 1,...,n. La proprié¢té 3.4 implique que si nous recherchons une solution
optimale pour le probleme P-TEMPS, nous devons nécessairement minimiser la valeur S(7) =
S0,m T 2?22 Sr;_ym; Tt Sm,0- Dans la communauté de la recherche opérationnelle le probleme
de minimisation de la fonction S(7) est bien connu comme le probleme du Voyageur de
Commerce Asymétrique (voir chapitre 2). Nous avons n + 1 villes {0,1,...,n}, chacune est
représentée par le sommet d’un graphe complet, et les valeurs s; ; sont assignées aux arcs de

ce graphe représentant les distances de la ville ¢ a la ville j, Vi,j = {1,2,... ,n}.

Supposons que la séquence optimale 7 := (7, ma, ..., T,) a été retrouvée, le temps total
de set-up S(7*) a été calculé et tous les lots ont été renumérotés conformément a la séquence
trouvée. Alors nous pouvons supprimer le terme sor, + > 7, Sx;_, x; de 'équation (3.3) et

le probleme P-TEMPS peut étre réduit au probleme suivant, nommé P-TEMPS-TAILLES

(PTT).
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Probleme P-TEMPS-TAILLES :

Minimiser Ci(x) = Z tix; + T(x), (3.4)
i=1

s.c. m— filz;)) >dy, €Ny i=1,...,n

Le fait que la fonction T'(x) soit croissante nous permet de conclure que le probleme PTT

est équivalent aux n problemes suivants, nommés P;, 1 = 1,...,n, résolus simultanément.
Probleme P; : Minimiser x; sous la contrainte x; — f;(z;) > d;, onx; €N, i =1,... n.
Nous allons maintenant prouver, que pour n’importe lequel des problemes P;, i =1, ..., n,

décider §’il y a une solution réalisable, est un probleme NP-difficile, si la fonction f;(z;)
correspondante est représentée par une boite noire. Une boite noire pouvant étre considérée
comme un algorithme ou une formule qui calcule la valeur de f(x) pour la valeur de z
quelconque. Il n’est possible de voir que les entrées = et les sorties f(z) de cette boite, le

fonctionnement interne étant completement opaque.

Théoréme 3.1 Soit f(-) une fonction entiére croissante non négative représentée par une
boite noire. La fonction f(x) vérifie l'inégalité f(z) < x pour chaque x = 1,2, ... Le probléme
P qui consiste a décider si x — f(x) > d, = € N est NP-difficile.

Démonstration. Pour démontrer la NP-difficulté du probleme P nous allons utiliser le
probleme PARTITION, qui est NP-difficile (voir Garey et Johnson (1979)). Ce probleme peut

étre formulé de maniere suivante :

Probleme PARTITION : Soit aq,...,a, des entiers positifs, tels que Z;n:l a; = 2A.
Le probléme PARTITION consiste a déterminer s’il existe un vecteur z = (21,...,2m), 0U
2 €{0,1}, i =1,...,m, tel que 37" a;z; = A7

A partir d’une instance du probleme PARTITION nous pouvons construire une instance

du probleme P comme suit : soit d = 2™ — 1 et
0, sixe{0,1,...,d—1},

r—d+1, size{2d+1,2d+2,...},
() = i (35)
oux € {d,d+1,...,2d} et > ;" ajrj(x —d) # A,

r—d, size{d,d+1,...,2d} et 37" a;rj(zr —d) = A
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lci r(z—d) = (7"1 (x—d),... ,rm(x—d)> est la représentation binaire du nombre z — d,

r—de{0,1,...,d} en utilisant m bits comme suit © —d =" 2" ry_; 11 (x — d). Nous
pouvons vérifier que f(x) est une fonction en nombres entiers non négative et non décroissante

telle que f(z) < x pour x > 1.

La longueur du nombre d = 2™ — 1 en codage binaire ne dépasse pas m. En utilisant la
formule (3.5), nous pouvons calculer la valeur de f(z) en O(logx) pour z € {0,1,...,d—1}
et v € {2d+1,2d+2,...}. Siz € {d,d+1,...,2d}, la représentation binaire de r(z—d) peut
étre trouvée en O(m). L'utilisation de r(x—d) permet de calculer la valeur de f(x) en O(m)

aussi. Par conséquent, cette réduction est polynomiale en longueur de PARTITION (m).

La définition de la fonction f(x) implique qu’il existe z* € N tel que z* — f(z*) > d si et
seulement si v € {d,d +1,...,2d} et 37" a;rj(v*—d) = A, c-a-d. le probleme PARTITION

a une solution. 0O

La démonstration du théoreme 3.1 est basée sur la démonstration de Cheng et Kovalyov
(2002). Nous devons simplement tenir compte des particularités de notre probleme, c.-a-d.
le fait que f(z) est une fonction entiere croissante et non négative, et que f(z) < z pour
x> 1.

Les deux Corollaires suivants sont vérifiés :
Corollaire 3.1 Le probleme P; est NP-difficile pour chaque 1 =1,..., n.

Corollaire 3.2 Le probleme P-TEMPS-TAILLES est NP-difficile, méme sin =1 et sa fonc-

tion fi(x) est donnée par une boite noire.

Les problemes P; sont NP-difficiles en raison de lincertitude au niveau des fonctions
fi(z). En revanche, pour les fonctions f;(z) spécifiques il peut exister des approches efficaces

pour résoudre le probleme PTT. Nous considérons ci-dessous un tel cas.

Soit fi(x) = |ayx + @-x%j, ou oy et [B; sont des valeurs réelles non négatives telles que
fi(r) <z pour x > 1,7 = 1,...,n. Rappelons que [b] est la valeur entiere la plus grande
qui est inférieure ou égale a b. Le casou 3; =0, i =1,...,net fi(z) = |ax|,i=1,...,n,
peut étre utilisé pour modéliser la situation ou le pourcentage des pieces défectueuses pour
un produit est connu. Flapper et al. (2002) ont souligné que dans les systémes de produc-
tion l'incertitude dans le rendement existe souvent. Toutefois, ayant les données statistiques
adéquates, il est possible de faire une estimation fiable du rendement, et s’assurer qu’en
moyenne la quantité de pieces défectueuses peut étre présentée comme un pourcentage du

nombre total des pieces fabriquées. Ce pourcentage est assez stable. Inderfurth et al. (2005),
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Teunter et Flapper (2003), Inderfurth et al. (2006), Inderfurth et al. (2007), Chiu et al.
(2007) et Buscher et Lindner (2007) ont utilisé cette hypothese dans leurs travaux. Dans
la littérature en controle de qualité cette maniere de modéliser un rendement aléatoire est

connue sous le terme de fraction défectueuse (voir Gitlow (1989)).
Nous allons considérer le cas f;(z) = |a;z+Biz2 |, i =1,...,n. L'inégalité |z + B2 | <
r est équivalente a o;x + Bz-x% < x, si x est un nombre entier. Transformons la derniere

inégalité comme suit :
;T + &-xé <1< 3 <x%(1 — ) — 51‘) >0 (3.6)

Nous considérons que x € N, alors 2% est toujours positif et z2 (1—a;)—B; > 0 est valide pour
n'importe quelle valeur de z € {1,2,...}, si elle est vérifiée pour z = 1, c.-a-d., I'inégalité

1 — «a; > B; est valide. Par conséquent, nous allons exiger 0 < 3, <1—a; <1,i=1,...,n.

Pour résoudre le probleme P; il faut trouver la valeur de z; la plus petite possible respec-
tant la condition suivante :
1

ou z; € N, ce qui est équivalent a
1
o;r; + 511‘2-2 <z;i—d;+1
Examinons la fonction suivante :
1
gi(x;) = (1 —ay)z; — Bt —d; +1>0 (3.8)

Elle est convexe avec la valeur minimale au point

32
P41 — oy)?

min __

xz

. 2
Puisque 8; < 1—ay, i =1,...,n,alors z]"" = 4(£—a)2 < 1 et chaque solution entiere positive
de (3.8) doit satisfaire z; > z;7, ou z; est la solution positive de I'équation g;(z;) = 0. Nous

avons donc

o B B/A(d = D — ) + B+ 2(di — (1 — )
o 2(1 — o)

(3.9)

En tenant compte de I'explication ci-dessus, nous pouvons déduire que les tailles de lots
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* *

optimales pour le probleme PTT sont déterminées par le vecteur z* = (x7,...,x}), ou

zf +1, sixf estentier
x] = i=1,...,n (3.10)
[z, sinon

Ici [-] est Popérateur qui arrondit au plus petit entier supérieur. Pour le cas ”fraction

défectueuse”, ou 5; = 0,7 =1,...,n, nous avons

fi—_l +1, si di=l ot entier
R S e =1 3.11
€r; = di—1 . t=1...,n ( )
(=],  sinon
o

Nous concluons cette section avec la proposition suivante.

Proposition 3.1 Le probléme P-TEMPS-TAILLES peut étre résolu en O(n) si fi(x) = |a;x+
BZ‘ZL‘%J, ou «; et B; sont les nombres réels non négatifs, tels que 0 < B; < 1 —a; < 1,

1=1,...,n.

3.4 Probléeme P-CoUT

Dans le probléme P-coUT le coiit total de non-satisfaction de la demande doit étre
minimisé sous la condition que I'horizon de planification (des temps de set-up et des temps
de réparation inclus) soit inférieur ou égal a T,. Nous formulons le probleme P-CoUT de la

maniere suivante :

Probléme P-CoUT :
Minimiser W (x) := Zcﬂj max{0, dr, — (¥r, — fr;(7x,))} (3.12)
j=1

s. c. Qx):= 5o + stj_mj + thjx,rj +T(x)<Ty z, €N, i=1,...,n
=2 =1

Il n’y a pas d’obligation de satisfaire la demande pour la date Tj (la livraison peut étre
retardée). En utilisant 1'algorithme de programmation dynamique (voir Algorithme 3.1),
proposée par Held et Karp (1962) et développé pour le probleme du Voyageur du Commerce,
nous pouvons trouver la permutation optimale pour tous les ensembles de lots. La complexité
de cet algorithme est O(n?2").
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Dans cet algorithme, S(Y,%) est le temps minimal de set-up total (la valeur optimale de
set-up pour toute la séquence) pour fabriquer un ensemble de produit Y, a condition que
le produit ¢ € Y soit traité en dernier. Pour chaque ensemble Y, le temps de set-up cumulé
minimal S*(Y) peut étre calculé de la maniere suivante :

S°(Y) = min{S(Y.0)) (3.13)
1€
en O(|Y]). Toutes les valeurs S*(Y') peuvent étre calculées en O(n?2") temps. Enfin pour

I'ensemble Y des produits a fabriquer et le temps total de set-up S*(Y), la permutation

optimale 7*(Y") peut étre obtenue en O(n) par retour sur trace ou backtracking (en anglais).

Algorithme 3.1: Programmation dynamique

Initialisation :

Ye{l,...,n}

Y[=1

pour chaque (i =1;i<n;i<«+ i+ 1) faire
Y = {i}
S(Y, Z) <— 50,

fin

Récursion :

pour chaque ([Y|=2; Y| <n;|Y]|+«+ |[Y|+1) faire

| S(Y,i) = minjey\ (i3 {S(Y \ {7}, ) + 55}

© 0 NS Uk W =

e
- O

Dans le reste de cette section, nous allons considérer que la décision de sélection a été
effectuée (nous savons quels produits seront effectivement fabriqués). Nous supposons qu’'une
permutation optimale de leurs lots a été trouvée. Pour faciliter la présentation soit N =
{1,...,n} 'ensemble des produits sélectionnés pour la fabrication, alors nous avons la valeur
de S*(N) pour le temps cumulé de set-up. De maniére analogue, z; indique la taille du lot
de produit i, i = 1,...,n et x = (z1,...,x,) est le vecteur représentant les tailles de tous
les lots. En tenant compte de I’ensemble N, nous pouvons réduire le probléme P-CoUT au

probleme de lotissement suivant (désigné comme P-CoUT-TAILLES ou PCT par la suite).

Probléme P-COUT-TAILLES :

Minimiser W (z) := Zci max{0,d; — (x; — fi(z;))} (3.14)

=1

s.c. Qx) :ZQZCH-T(SU) <Ty, z; €N i=1,....n
i=1
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ou T1 = T[) - S*(N)

La fonction (3.14) minimise le cott total d’insatisfaction de la demande et la contrainte

associée limite la période de planification a 77.

Supposons que nous avons un seul produit a fabriquer, c.-a-d. |[N| = 1 et la fonction f(x)
est représentée par une boite noire. Alors le probleme de décider s’il existe une solution x au
probleme PCT telle que W (z) < 0 est équivalent au probleme de recherche d’une solution
réalisable du probleme P;, qui est NP-difficile (voir le théoreme 3.1). Par conséquent, la

proposition suivante est vérifiée.

Proposition 3.2 Probléme P-CoUT-TAILLES est NP-difficile méme sin =1 et la fonction

fi(z) donnée par une boite noire.

Comme dans la section précédente, nous allons étudier un cas particulier du probleme
PCT - "fraction défectueuse”. Dans ce cas, comme précisé auparavant, les fonctions repré-

sentant le nombre de pieces défectueuses et le temps total de réparation sont les suivantes :

filr) = |auz], i=1,...,n, et T(z)= Z%tixi (3.15)
i=1
ol «; et 7; sont des nombres réels, tels que 0 < v, < 1,0 < a; <1, pourz=1,...,n. Nous

appelons ce probleme P-CoUT-TAILLE-FD (ou PCT-FD), ou I'abréviation "FD” signifie

"fraction défectueuse”. Nous formulons le probleme PCT-FD comme suit :

Probléme P-CoUT-TAILLE-FD :

Minimiser W/4(z) .= Z c;max{0,d; — (x; — |ayx;])} (3.16)

=1
n

s.c. QF(x) ::Z(l—i-%)tixing, neN i=1,...,n

=1

La fonction (3.16) et la contrainte qui suit sont des versions modifiées des fonctions
(4.8) pour le cas "FD” du probleme. Maintenant nous allons démontrer que contrairement
au probleme PTT, pour lequel il est possible de trouver une solution optimale en temps
polynomial O(n), le probleme PCT-FD est NP-difficile.

Théoréme 3.2 Probléme PCT-FD est NP-difficile méme si a; = 1/3, d; = 2 et v; = 0,

1=1,...,n.

Démonstration. Notons que 7; = 0 signifie que nous ignorons les pannes. Nous allons
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utiliser de nouveau le probleme PARTITION (voir la formulation dans Théoreme 3.1). A

partir d’une instance du probléeme PARTITION nous construisons une instance du probleme
PCT-FD de la maniere suivante

n=m, T =3A,

Oéi:]_/?), dZ:2,
et

pour chaque

7 =0
ci:ti:ai

1=1,...,n

Nous allons donc démontrer que le probléeme PARTITION a une solution si et seulement
. . :

s’il existe une solution réalisable x, telle que W/4(z) < A, pour linstance du probleme
PCT-FD, construite ci-dessus

Condition nécessaire (”Si”). Supposons qu’il existe une solution réalisable x = (x,
du probléme PCT-FD telle que W/4(x) < A. Les fonctions W/? et Q7¢ deviennent

Wi (x

e Tp)

Zalmax{() 2~ (2, —[%J)} ot QF(z) Zaxl<T1

(3.17)
Séparons les indices i, 1 = 1 n en deux ensembles X; and X, comme suit
Remarquons que si x; € {2,3,...}, alors max{0,2 — (v; — [$])} = 0, car z; — |F| est
toujours supérieur ou égal a 2. Ceci implique que les inégalités suivantes
Wfd Zaz<A et Qfd ZCL@+QZ&1<3A
1€X1 1€X1 1€Xo
doivent étre vérifiées. Etant donné que X; U X, = {1 m} et Y iy ux, @ = 24, nous
obtenons
Qf(x) =

1€Xy

< (3.19)
ieXl Z‘GXl
Considérant que W/d(x)

> iex, @ < A, nous pouvons conclure que ).y a; = A
Alors I’ensemble X := X est la solution requise du probleme PARTITION

Condition suffisante (”Seulement Si”). Soit X est une solution du probleme PAR-
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TITION. Déterminons le vecteur z = (2, ...,x,) de la maniere suivante :
2,8t 1€ X
xr; = Jd=1,...,n (3.20)
1, sinon

Le cofit total de retard W/%(z) est

W) = 3 amax {0.2 - (- | 2])} = @21

= zm:al- max{0,2 — x;} = Zm:ai(Q —x;) = Z a; = A (3.22)
i=1 i=1

igX
et le temps total de fabrication est égal a
i=1 ieX igX

Ainsi le vecteur = est une solution réalisable de I'instance du probleme PCT-FD construite

ci-dessus. O

Dans la section suivante nous allons proposer une approche de type FPTAS pour résoudre

le probleme PCT-FD.

3.5 Fully Polynomial Time Approximation Scheme (FP-
TAS)

Nous commengons cette section par donner une définition formelle de FPTAS.

Définition 3.1

Un algorithme A est un FPTAS pour un probléme d’optimisation P, si pour un ensemble I
de données du probléme et une valeur € > 0 fixée, I'algorithme A peut trouver une solution
S du probleme P avec les parameétres I en un temps polynomial en fonction de % et de la

taille de 1. Cette solution est telle que
|ISO(I) — S| <eSO(I)

ott SO(I) est la valeur de la solution optimale du probléme P avec les données I.
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Soit L le plus grand dénominateur parmi les fractions irréductibles représentant les
nombres «; (les coefficients des fonctions de rendement) et ~; (les coefficients de fonction de
temps de réparation), i = 1,...,n. Et soit ppmax = max{maxi<;<,{c;, d;, t;}, L} le parametre
maximal. Alors la famille {A.} des algorithmes (1 + ¢)-approchés construit un FPTAS pour
le probleme PCT-FD. La complexité de chaque algorithme A, est limitée par un polynoéme
de n, 10g Pmax, €t 1/e. La méthode FPTAS nous permet de trouver deux choses : la solution

optimale et des solutions approchées.

Soit le vecteur z* = (z7,...,z}) la solution optimale du probleme PCT-FD. Rappe-
lons que z est la solution réalisable pour ce probleme si Q/4(x) < Ti. Par conséquent, si
Qfd(x(l)) > Ty pour le vecteur unitaire z(!) = (1,...,1), alors il n’y a pas de solution
réalisable pour le probleme PCT-FD. Nous supposons donc que Q/%(z(V)) < T. Soit h; la

taille de lot minimale, telle que la demande pour des pieces ¢ de bonne qualité soit satisfaite,

alors
hi =min{z | x € N,d; — x + |ayz| <0} =
d_l . d_l .
= 41, si ¥ est entier
e Tmo i=1,...,n
[fi__oﬂ, sinon
Si Qf4z™) < Ty, ot ™ = (hy,...,hy,), alors ¥ = (") est une solution optimale,

puisque W/?(z() = 0. Supposons que ce n’est pas le cas, c.-a-d. que la période de planifi-

cation T} est insuffisante pour satisfaire toutes les demandes, quand z = (.

Pour appliquer I'algorithme, nous avons besoin des bornes inférieure (BI) et supérieure
(BS) pour le coiit d’insatisfaction, telles que 0 < BI < W/4(z*) < BS. Etant donné que
Q7 (x(h)) > T1, I'inégalité W/4(z) > 0 est satisfaite pour chaque solution réalisable z, c.-a-
d. que au moins une piece d’un produit va manquer et W/%(z*) > min;<;<,{c;}. La borne
inférieure BI peut étre déterminée comme suit

BI := min{¢} >1 (3.24)

1<i<n

Pour trouver une borne supérieure B.S, nous utilisons 'algorithme 3.2.

Pour présenter FPTAS, nous allons formuler un probleme ”arrondi” ("rounded” en an-
glais), nommé P-Rou. Chaque algorithme exact pour le probleme P-ROU est un algorithme
(1 4+ ¢) approché pour le probleme PCT-FD (la démonstration est similaire a Kovalyov

(1996)). Soit § = max{1, <£L} un parametre d’échelle. Remarquons que si € = 0 ¢’est-a-dire
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Algorithme 3.2: Borne supérieure de cout d’insatisfaction

1 Générer une solution 1° = (29,29, ...,2%) o z¥ € [1,2] NN // solution

Y n
initiale

2 Caleuler Q74 (2%) =30 (1 + i) tia?

3  si(Q7Y2°) <) alors
4 tant que (Q/%(2°) < Ty) faire
5 pour chaque (i = 1; i <n; i + i+ 1) faire
6 si (20 < 27" alors
7 ‘ 2 2?+1
8 fin
9 fin
10 fin
11 sinon
12 tant que (Q/%(z°) > T) faire
13 pour chaque (i = 1; i <n; i + i+ 1) faire
14 si (¥ > 1) alors
15 |2l af -1
16 fin
17 fin
18 fin
19 fin

20  Calculer le coit d’insatisfaction de la demande pour la solution x°

0 = 1, alors la solution trouvée par FPTAS est une solution optimale du probleme PCT-FD.
Probleme P-RoU :

Minimiser w!®(x) := Z V}Z(;Z)J (3.25)

s.c.¢'x) < Ty, et x; € {ri0),r:(1),... ,TI(LBTSJ)},Z =1,...,n (3.26)
vi(z;) = ¢;maxq{0,d; — (z; — |x;])} (3.27)

ri(l) = min{z | = € Z,, P’?J <, 1=0,1,..., LBTSJ (3.28)
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Les inégalités
(I+1)0

C;

va(x)

< _ .
5 J_l et d; —r+ |ax] <

sont équivalentes. Etant donné que la partie gauche de la derniere inégalité est toujours une

valeur entiere, nous obtenons :

[+ 1) [+ 1))
di —z+ |z < (+1) —di— x4+ || < [( +1) -‘
Ci Gi
[+1)0
— [( +1) W+x—di>aim
Ci
La derniere inégalité nous donne les valeurs de z :
di — [T
> o =p 3.29
v > S (329)
Alors
0 max{1,h" + 1}, si b est entier
T =
max{1, fhgl)] },  sinon
B
[=0,1,..., {—SJ i=1,....n
4]
Tous les parametres du probleme P-ROU peuvent étre déterminés en O <n {%J ) =0 (nz%)

temps.

0

Soit le vecteur z” une solution optimale du probleme P-ROU et qu d( f) représentent

la valeur minimale de la fonction q}cd(m) = 30 (1 + y)tiw, ot & = (x,...,2;) tel que
{:l {%J = f. Le probleme P-ROU peut étre résolu par ’approche de programmation

dynamique 3.3.

La complexité de 'algorithme A, est O (:—; (f;—f) 2). Pour améliorer sa performance, nous
pouvons appliquer la procédure d’amélioration des bornes ( Bound Improvement Procedure ou
BIP) expliquée dans Tanaev et al. (1998) (traduction anglaise dans Chubanov et al. (2006)).
Cette procédure est adaptée pour un probleme de minimisation quelconque et permet de

trouver la valeur W° telle que 0 < W < W/d(z*) < 3W? en O (n®loglog £2) temps.

Soit W* la valeur minimale pour le cotit d’insatisfaction recherché. Nous allons également
utiliser la notation A.(BI, BS,¢) pour l'algorithme {A.}, ou BI est la borne inférieure, BS

est la borne supérieure de cout d’insatisfaction, et ¢ est la ”"précision” (la borne supérieure
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Algorithme 3.3: Algorithme A. :FPTAS pour le probleme PCT-FD

1 5+0
2  Initialisation :
3 si(f=0etj=0) alors
4 | Q=
5 sinon
6 | Q(f) =
7 fin
8 Récursion :
9 tant que (j < n) faire
10 J—J+1
11 pour chaque (f =0; f < LTSJ f <« f+1) faire
12 QI(f) = min{@ﬁ ( { J) (L+y)tjz; | z; €
{15(0), -1}
13 fin
14 fin

15  Solution optimale :
16 Calculer W/4(2%) = min {f | QI4(f)<Ty, f=0,1,..., {%J} // le

colit d’insatisfaction minimal
17  Trouver la solution optimale z° en utilisant la méthode de retour sur trace

pour lerreur de calcul). Nous pouvons appliquer la procédure BIP puisque l'algorithme
vérifie les propriétés suivantes :
e Pour chaque valeur positive de BI et BS, I'algorithme A.(BI, BS,¢) trouve une solu-

tion réalisable W4 telle que la condition suivante soit vérifiée :
WA < BI+BS si W*<BS

e Le temps de calcul de A.(BI, BS,¢) est limité par P(n, 25
L’approche complete avec la procédure BI P intégrée est présentée ci-dessous (Algorithme

3.4).

La famille des algorithmes { A.} contenant la procédure BI P constitue un FPTAS pour le
probleme PCT-FD. L’application de la procédure BI P permet de réduire considérablement

le temps de calcul de I’algorithme. Le théoreme suivant est vérifié.

59



Chapitre 3. Modele Déterministe : approche FPTAS

Algorithme 3.4: L’approche complete

1 Trouver BI et BS // en utilisant 1’equation (3.24) et 1’algorithme
3.2

2 WU« BI, j«1, a;«0
3 Trowver b; € N tel que (2%"'BI) < BS < (2% BI)
1 ke gk
5 Wk oki-1BT
6 Répéter :
7 Appliquer A.(W®*5) 20 (ki) 1)
8 si (W4 < 3WH)) alors
9 FO o« k)

10 si (k; = b;) alors

11 Quitter

12 fin

13 si (k; < b;) alors

14 Ajq1 £ Q5

15 bjv1 < k;

16 fin

17 sinon

18 si (k; = b;) alors

19 Quitter

20 fin

21 si (k; < b;) alors

22 Aj41 < Q;

23 bj+1 — k?j

24 fin

25 fin

26 j<+7+1

27  Appliquer A.(BI, BS,¢) avec € choisi

Théoreme 3.3 Il existe un FPTAS pour le probléeme PCT-FD avec le temps de calcul
O (’;’—; + n3loglog(>-7, cidl-)).
3.6 Expérimentations numériques avec FPTAS

Les objectifs des expériences numériques sont : 1) évaluer les temps de calcul de FPTAS

pour différentes combinaisons de parametres du probleme PCT-FD, et 2) analyser la qualité
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des solutions obtenues avec le FPTAS . Toutes les expérimentations ont été exécutées sur
un SUN UltraSPARC I1li avec 1593 Mhz CPU et 16Gb de RAM. Pour chaque instance du

probleme, les parametres ont été générés a partir d’'une distribution uniforme.

Nous avons fait varier certains parametres pour avoir des familles d’instances. Les inter-
valles de cette variation sont présentés dans le tableau 3.1. Notons que 77 =T — ratiox T™,
ou 1™ est le temps minimal, nécessaire pour le traitement de toutes les pieces d’une solution
optimale du probleme PTT-FD (voir 'equation (3.11)), qui sont les tailles de lots minimales
pour que la demande pour chaque type de produits soit satisfaite. Toutes les combinaisons
possibles des intervalles de valeurs des parametres donnent 36 familles d’instances. Nous
avons généré 10 instances pour chacune des familles, ce qui revient a 10 x 36 = 360 instances

pour chaque taille de probleme.

TABLE 3.1 — Les intervalles pour la génération des données initiales des instances

Parametre Intervalles
Demande d; [1;5] [1;20] [1; 100]
Cout d’insatisfaction ¢; | [1;1] [1;5] [1;20]
Taux de rebuts o [0,001;0, 3] [0,2;0,5]
Taux de réparation v; | [0,001;0,4]
T-ratio [0,75;0,9] [0,9;0,95]
Temps de fabrication ¢; | [10;50]

Le temps de calcul de FPTAS en mode exact est présenté dans la Figure 3.2. Nous avons
ajouté trois courbes de tendance pour évaluer la complexité expérimentale de ’algorithme
et pouvoir le comparer avec la complexité théorique (au pire des cas). La courbe grise avec
des noeuds représente le temps moyen de calcul de FPTAS pour le nombre de lots n €
{10, ...,150}, la courbe bleu est une courbe de régression polynomiale avec un degré maximal
égal a2 (C. de T. P2sur la figure) ; la courbe rouge C. de T. P3 est une courbe de régression
de degré 3; la courbe verte C. de T. Puissance représente la courbe de régression puissance.
Au-dessous du graphique nous affichons les équations correspondantes pour chaque courbe et
les coefficients de détermination R2. Pour les instances générées, les trois courbes de tendance

sont proches, mais la régression puissance a la valeur de R? la plus élevée.

La Figure 3.3 illustre le temps CPU de la procédure BIP par rapport au temps moyen de
calcul de FPTAS. Il y a trois courbes pour le BIP en fonction de la taille du probleme : le

61



Chapitre 3. Modele Déterministe : approche FPTAS

Temps CPU(sec)

120
100 , 7
/,
= —4— Temps CPU (sec)
80
s S T C.deT. P2
40 ........ C de T. p3
20
C.de T. Puissance
0 *{'ﬁﬁ___:’:_‘ T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
-20
Nombre de Lots, n
C.de T. Polynéme 2 C.deT. Polynéme 3 C.de T. Puissance
y=0,6598x%%-2,5517x y_P3=-0,0097x%+0,9503x*- 5,1669x + 6,5593 y =0,0761x%008
R?2=0,9758 R?=0,9772 R?=0,9915

FIGURE 3.2 — Temps de calcul de FPTAS (sec.) pour n € [10;150] en mode exact

Temps CPU (sec)
160,00
140,00 f
/ —E-FPTAS
120,00 /
p— M —e=rPTASsans BIP

80,00 // /J =—de=B|P (max)
60,00 / == B|P (moyen)
40,00 N A

// J / —4=BIP (min)
20,00

0,00 -

10 20 30 40 50 B0 7O 80 90 100 110 120 130 140 150

Nombre de Lots, n

FIGURE 3.3 — Temps de calcul (sec.) avce et sans BIP pour n € [10;150] en mode exact

temps minimal "BIP (min)” , moyen "BIP (moyen)” sur 360 instances et le temps maximal
"BIP (max)” pour chaque taille de probleme n, n € {10,20,...,150}. Nous constatons qu’il

y a des cas ou le temps de calcul de BIP prend une partie non négligeable du temps de calcul
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3.6. FEzxpérimentations numériques avec FPTAS

de I'algorithme en général. Il existe méme des cas ou cette partie prend 90% du temps total.
En méme temps, sans procédure BIP, FPTAS est beaucoup plus lent (voir la courbe orange
"FPTAS sans BIP”), 'utilisation de BIP donc est justifiée malgré son cott important en

terme de calcul.

Temps CPU (sec) Epsilon
120 —
/ —0,01
100 4 —003
—0,05
—0,07
80

m )/ =
m N o =
. ,//j / T

059

10 30 50 70 90 110 130 150

Nombre de Lots, n

FIGURE 3.4 — Temps de calcul de FPTAS (sec.) pour n € [10; 150]

Le temps de calcul de FPTAS (sec.) est présenté dans la figure 3.4. Pour chaque taille de
probléme (nombre de lots) n € {10,20,...,150}, 10 instances ont été générées et testées pour
les valeurs ¢, ¢ = 0,01; 0,03; 0,05; 0,07; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1.
Les courbes qui correspondent a € = 0,01; 0,03; 0,05 ne sont pas visibles, parce que dans
ces cas l'algorithme a trouvé des solutions exactes pour toutes les instances du probleme,
donc ces courbes sont cachées par la courbe € = 0. L’analyse de ces résultats montre que
le temps de calcul augmente quand le nombre de lots augmente et la borne supérieure &
d’erreur relative diminue. De plus, le nombre de lots semble avoir beaucoup d’influence sur
le temps de calcul. Pour des lots de taille petite (x; = 30 par exemple), 'influence de ¢ est
beaucoup moins importante (voir négligeable) que pour les grands lots (voir les chiffres dans
I’Annexe B.1).
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La figure 3.5 donne les erreurs relatives des solutions approchées obtenues avec FPTAS.
Les valeurs numériques sont dans le tableau B.2 de I’Annexe. Toutes les valeurs ont été
arrondies a la deuxieme décimale. A partir de la figure nous pouvons constater que les
erreurs relatives réelles (pour les instances testées) sont beaucoup plus petites que la borne

supérieure €.

Erreur relative (%) Epsilon
16,00% -_1
0.9
14,00%
0,8
12,00% ——0,7
—0,6
10,00% 0.5
- =04
8,00%
e (0,3
6,00% NN F N aaiaas 0,2
—0,1
4,00%
—0,07
2,00% —0,05
- —0,03
DrUD% T I-.-.lllll.l T T T 1 T T T 1 T T 1
—0,01

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Nombre de Lots, n

FIGURE 3.5 — Les erreurs relatives de FPTAS (sec.) pour n € [10; 150]

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié¢ deux problemes P-TEMPS et P-CoUT. L’objectif
était de trouver les quantités de pieces de chaque type a fabriquer et leur séquence afin
d’optimiser un critere : minimiser le makespan pour le probleme P-TEMPS et minimiser le
cout total d’insatisfaction pour les picces non-fabriquées pour le probleme P-CoUT. Nous
avons démontré que pour ces deux problemes les décisions de lotissement et de séquencement
peuvent étre prises séparément. Ensuite nous avons prouvé que les problemes de lotissement,

P-TEMPS-TAILLES et P-CoUT-TAILLES, sont NP-difficiles, si les fonctions représentant le
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nombre de picces défectueuses sont aléatoires. Le probleme P-CoUT-TAILLES est NP-difficile
méme dans le cas ou les pourcentages de pieces défectueuses dans un lot sont connus pour
chaque type de produit (cas "fraction défectueuse” ou FD). Nous avons montré qu’une
solution optimale du probleme P-TEMPS-TAILLES dans le cas FD peut étre trouvée en
O(n). Pour le probleme P-CoUT-TAILLES-FD, nous avons développé une approche FPTAS
avec le temps O (:—; +n?loglog(> 7, cibi)>. Les expérimentations numériques montrent que
I’algorithme FPTAS peut résoudre des problemes de grande taille en un temps raisonnable et
que l'erreur relative expérimentale est beaucoup plus petite que la borne d’erreur supérieure

E.
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Chapitre 4

Modele Déterministe : programmes

linéaires

Dans ce chapitre nous reprenons le probléme P-CoUT-TAILLES (ou PCT)
présenté dans le chapitre précédant. Nous proposons deuxr modéles linéaires
pour résoudre le cas “fraction défectueuse” du probleme PCT (ou le pour-
centage d’articles défectueur est donné pour chaque type de produit, et ou le
temps de réparation dépendra directement du temps total de fabrication). En
utilisant des tests numériques, nous étudions la performance des approches
proposées et les comparons a l'approche FPTAS, proposée dans le chapitre
précédent. Ensuite, en prenant une fonction plus générale pour la quantité
de piéces défectueuses, nous montrons comment ajuster la méthode FPTAS
ainsi qu’un des modéles linéaires pour résoudre ce nouveau probléme. Les
résultats numériques contenant les performances des deux méthodes pour ce

probléme sont présentés.

4.1 Modeles Linéaires pour le probléme P-COUT-TAILLES-
FD

Comme c’était évoqué précédemment, nous allons commencer par présenter deux modeles
linéaires pour le probleme PCT-FD. Toutes les hypotheses prises auparavant restent valides.

Rappelons la formulation du probleme :
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Probléeme P-CoUT-TAILLE-FD :

Minimiser W/%(z) := Z ¢; max{0,d; — (z; — |ouz;])} (4.1)
i=1

n

S.C. Qfd(.ilj) = Z(l +"}/1)tl$z S Tl; x; € N7 1= 1, ooy n

i=1
4.1.1 Modéle en variables entiéres
Pour obtenir le modele linéaire en variables entieres nous allons linéariser la fonction

objective. Comme il était montré auparavant, la solution optimale x* (les tailles de lots) du

probléeme (4.1), sans la contrainte sur la période de planification, peut étre trouvée comme

suit :
. dil 17, si 4=lest entier
:Ei: dll i Z:l’.__’n (42)
[ 1 sinon

Nous allons utiliser les valeurs x; comme les limites supérieures pour chaque taille de lot
x; recherchée, 1 =1,...,n:
1<z <af

Soit y; = |a;x;|. En transformant cette égalité nous avons y; < a;x; < y; + 1, d’olt nous

obtenons le systeme d’inégalités suivant :

o —y; >0,
i=1,...,n (4.3)
oy — 1y < 1,

Soit A\; = max{0,d; — (z; — |ayx;|)} = max{0,d; — (x; — y;)}. Cette derniere équation

peut étre remplacée par les deux inégalités suivantes :
Ai > di — (zi — yi)

A >0
ouie{l,...,n}.
Donc nous avons tout ce qu’il faut pour avoir un modele linéaire.

Modeéle Linéaire 1 :
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4.1. Modéles Linéaires pour le probléme P-COUT-TAILLES-FD

Fonction objectif :
n
Minimiser Zci)"' (4.4)
i=1
Sous contraintes :

n

Zti(1+7i)$i <T

i=1
ax; —y; >0, Vie{l,...,n}
o —y; <1l—e, Vie{l,...,n}

ol ¢ est une valeur positive, suffisamment petite pour ne pas influencer la solution du

probleme. Les intervalles de valeurs possibles, i € {1,...,n} :

Les définitions des types de variables a utiliser :

v,y €4, NER, Vie{l,...,n}

4.1.2 Modele avec des variables binaires

Pour formuler le deuxieme modele linéaire, nous introduisons des variables binaires A;; :

1, sila taille de lot ¢ égalea j , )
\ij = i=1,...,n, j=1,..., 2} (4.5)
0, sinon

Le Modele Linéaire 2 est donc le suivant :
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Fonction objectif :

Minimiser Z Zcz- max{0,d; — (7 — |cuj]) I Nij (4.6)

i=1 j=1

Contraintes :

Ziti (L+)jNi; <Th

i=1 j=1

Z/\Z'jzl,VZ.G{]_,...,n}
Jj=1

Types des variables :
Nij €{0,1}, Vie{l,...,n}, et j € {1,... 2]}

)

4.1.3 Expérimentations numériques - comparaison FPTAS avec

les deux modeles linéaires

Dans cette section nous allons comparer les performances des deux modeles linéaires
présentés ci-dessus, avec ceux de la méthode FPTAS. Les modeles linéaires ont été pro-
grammés en C++ et ont été résolus avec CPLEX v.11. Pour FPTAS nous prenons € = 0, c.-
a-d. nous l'utilisons en mode exact, puisque CPLEX a résolu toutes les instances de maniere
exacte. Dans ce qui suit le modele linéaire en variables entieres sera appelé CPLEX(Ent) et
le modele avec les variables binaires CPLEX(Bin).

Le tableau 4.1 présente les temps CPU moyens de calcul pour les trois méthodes, obtenus
en testant 360 instances pour chaque taille de lot. Nous pouvons constater que la méthode
la plus rapide pour I'ensemble des instances générées est CPLEX(Ent). Notre réalisation de

la méthode FPTAS est beaucoup plus lente que les modeles linéaires utilisés avec CPLEX.

Le tableau 4.2 présente les résultats pour le cas ot nous faisons varier le pourcentage
de rebut. Avec des valeurs de « plus petites, les modeles linéaires sont plus rapides. Pour
FPTAS, méme si la tendance générale parait étre la méme il y a 5 exceptions (en gras dans
le tableau).

Le tableau 4.3 montre I'évolution des temps de calcul des trois méthodes en fonction de
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TABLE 4.1 — Temps de calcul moyen de FPTAS, CPLEX(Ent) et CPLEX (Bin)

Nombre Temps CPU, sec
de lots | CPLEX CPLEX FPTAS
(Ent) (Bin)

10 0,02 0,04 0,10
20 0,03 0,07 0,45
30 0,03 0,10 1,48
40 0,04 0,13 2,66
50 0,04 0,16 4,51
60 0,05 0,19 7,15
70 0,06 0,22 11,01
80 0,06 0,25 18,11
90 0,07 0,30 24,91
100 0,08 0,32 53,52
110 0,09 0,35 40,53
120 0,10 0,39 66,40
130 0,11 0,42 87,22
140 0,13 0,48 90,17
150 0,13 0,51 109,05

la demande. Le temps de calcul le plus élevé correspond au plage de la demande [1;100]. En
passant de [1;100] a [1;5] le temps de calcul moyen de FPTAS a été réduit de 45,8 fois, le
temps de CPLEX(Ent) de 4,4 fois et le temps de CPLEX(Bin) de 22, 2 fois (pour n = 150
lots). L’approche FPTAS est plus sensible que les modeles linéaires au longueur de la plage

de la demande.
Les temps de calcul moyens pour les exemples ou le cout de non-réalisation unitaire est

soit égal a 1, soit généré dans un intervalle [1;20] ou [1;5] sont reportés dans le tableau
4.4. Pour l'algorithme FPTAS, nous pouvons constater une réduction du temps CPU assez
proportionnelle a la diminution de la borne supérieure du cotut unitaire de non-réalisation.
En revanche, le temps de calcul pour les modeles CPLEX(Ent) et CPLEX(Bin) restent
assez stables (la valeur moyenne du temps CPU change peu). Indiquons simplement qu’en
passant le cout unitaire de [1;5] & une valeur fixe de 1 pour CPLEX(Bin), le temps CPU
diminue pour les problemes de 20, 60, 70, 110, 120, 140 et 150 lots, et croit pour les
problemes de 30, 90 et 130 lots. Pour le modele CPLEX(Ent), le temps CPU reste le méme
jusqu’a 80 lots, et a partir de n = 90 lots le temps de calcul augmente quand le cotit unitaire

passe de [1;5] a 1.
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TABLE 4.2 — Temps de calcul moyen de FPTAS, CPLEX(Ent) et CPLEX(Bin) avec différents
intervalles de o

Nombre FPTAS , Alpha CPLEX (Ent), Alpha | CPLEX (Bin), Alpha
de lots | [0,001;0,3] [0,2:0,5] || [0,001;0,3] [0,2:0,5] [0,001;0,3] [0,2;0,5]
10 0,07 0,14 0,02 0,02 0,04 0,05
20 | 042 0,48 0,02 0,03 0,06 0,07
30 1,30 1,65 0,03 0,04 0,09 0,11
40 | 2,67 2,64 0,03 0,04 0,12 0,14
50 5,16 3,86 0,04 0,05 0,15 0,17
60 | 6,60 7.70 0,04 0,06 0,16 0,21
70 | 10,27 11,76 0,05 0,07 0,19 0,24
80 15,83 20,38 0,05 0,07 0,22 0,28
90 | 26,95 22,87 0,06 0,08 0,25 0,34
100 51,00 56,04 0,06 0,09 0,28 0,36
110 | 42,09 38,98 0,07 0,10 0,31 0,39
120 60,86 71,95 0,08 0,12 0,32 0,46
130 69,43 105,01 0,08 0,13 0,37 0,47
140 | 96,25 84,09 0,09 0,16 0,42 0,54
150 98,13 119,97 0,10 0,17 0,44 0,59
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4.1. Modéles Linéaires pour le probléme P-COUT-TAILLES-FD

Le dernier parametre que nous avons fait varier est le "T-ratio”, puisque si la valeur de
T est tres proche de la valeur de T™, nous pourrons fabriquer une grande partie des pieces
demandées et donc le cott total de retard sera relativement petit. Nous avons constaté, que
ce ratio n’influence pas (ou presque) le temps de calcul pour les modeles linéaires (voir le

tableau 4.5). En revanche, pour le FPTAS, ce parametre est critique.

TABLE 4.5 — Temps de calcul moyens pour FPTAS, CPLEX(Ent) et CPLEX(Bin) avec
différents intervalles de T-ratio

Nombre FPTAS CPLEX(Ent) CPLEX(Bin)
de T-ratio T-ratio T-ratio
lots [0,75;0,9] [0,9;0,95] || [0,75;0,9] [0,9;0,95] || [0,75;0,9] [0,9;0,95]
10 0,17 0,03 0,02 0,02 0,05 0,04
20 0,76 0,13 0,03 0,02 0,07 0,06
30 2,67 0,28 0,03 0,03 0,11 0,10
40 4,57 0,75 0,04 0,04 0,13 0,13
50 7,96 1,06 0,05 0,04 0,17 0,15
60 12,61 1,69 0,05 0,05 0,19 0,18
70 19,57 2,46 0,06 0,05 0,23 0,21
80 32,79 3,42 0,07 0,06 0,27 0,24
90 44,07 5,75 0,08 0,07 0,31 0,28
100 99,87 7,17 0,09 0,07 0,32 0,31
110 72,02 9,04 0,09 0,08 0,36 0,34
120 120,44 12,36 0,11 0,09 0,41 0,37
130 159,86 14,58 0,11 0,10 0,43 0,41
140 159,54 20,80 0,13 0,12 0,49 0,47
150 194,90 23,19 0,14 0,13 0,55 0,48

Enfin, dans le tableau 4.6 nous montrons les temps de calcul en fonction du nombre de lots
pour le cas ou la demande d; € [1;5], le cout unitaire dde non-réalisation ¢; est égal a 1, les
pourcentages de rebuts «; sont dans [0,001; 0, 3] et le T-ratio est dans Uintervalle [0, 9; 0, 95].
Pour les instances de petites tailles, 'approche FPTAS arrive a trouver la solution exacte
plus vite que CPLEX avec les modeles linéaires. Ce n’est plus le cas pour les exemples avec
un nombre de lots plus important. Notons quand méme, que les temps de calcul pour ces

jeux de données sont comparables pour les trois méthodes.

Pour la fonction f(z) (FD), qui représente le nombre de rebuts dans un lot de taille z, le
modele CPLEX (Ent) parait plus efficace du point de vue du temps CPU. Mais, comme nous
allons le montrer dans la section suivante, les approches FPTAS et CPLEX(Bin) peuvent
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Chapitre 4. Modele Déterministe : programmes linéaires

TABLE 4.6 — Temps CPU pour FPTAS, CPLEX(Ent) et CPLEX(Bin) quand d; € [1;5],
¢; =1, a; €10,001;0,3] et le T-ratio € [0, 9;0,95]

Nombre Temps CPU, sec

de lots | CPLEX CPLEX FPTAS
(Ent) (Bin)

10 0,012 0,014 0,000
20 0,018 0,016 0,010
30 0,016 0,026 0,010
40 0,018 0,026 0,022
50 0,010 0,030 0,032
60 0,020 0,032 0,054
70 0,020 0,038 0,056
80 0,022 0,036 0,096
90 0,026 0,042 0,118
100 0,030 0,044 0,148
110 0,030 0,052 0,316
120 0,030 0,058 0,394
130 0,030 0,054 0,412
140 0,030 0,058 0,518
150 0,036 0,058 0,806

étre généralisées a des fonctions f(z) plus générales.

4.2 Probléme P-CoUT-TAILLES : ajustement des méthodes

Dans cette section nous avons pour but '’adaptation des méthodes FPTAS et CPLEX(Bin)
au cas ol f(x) serait plus générale. Nous allons reprendre la fonction f!(z) = |az + Bzz],
qui a été présentée dans la section 3.3, et montrer que le schéma, développé pour résoudre le
probléeme P-CoUT-TAILLES-FD, peut étre appliqué, aprés quelques modifications, pour le
probleme P-CoUT-TAILLES avec la fonction f!(z) représentant le nombre de rebuts. Nous
allons également montrer, que le modele linéaire en variables binaires peut également étre
facilement adapté pour la résolution de ce probleme. Dans le reste de ce chapitre nous allons

utiliser la notation f!(x) au lieu de f(x).

Rappelons la formulation mathématique du probleme P-CoUT-TAILLES :
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Probléeme P-COUT-TAILLES :
Minimiser W (x) := Zci max{0,d; — (x; — fi(z:))} (4.7)
i=1

s.c. Qx) ::ZtixmLT(a:) <T, xzeNi=1....n
i=1

Soit fl(z) = |z + ﬁixéj la fonction représentant le nombre de rebuts, ou «; et [,
i=1,...,n sont des coefficients réels non-négatifs et T'(z) = Y"1, yitiz;, = (z1,...,2,),
0<~ <1, i=1,...,n la fonction représentant le temps total de réparation. En utilisant

ces notations nous pouvons reformuler le probleme ci-dessus de la maniere suivante :

Probléme P-CoUT-TAILLES-af3 :
- 1
Minimiser W (z) := Z ¢; max {0, di — (z; — oy, + ﬂzxfj)} (4.8)
i=1

S. C. Qaﬁ($) = thxszZ%tﬁz S Tl, x; € N, 1= 1,...,71

=1 i=1

Nous nous référons ici a ’analyse faite dans la section 3.3 quand nous avons discuté les
équations (3.6) - (3.10). En imposant la condition f'(z) < x, Vz > 1 sur la fonction f?,

nous obtenons 'inégalité qui doit étre vérifiée pour chaque pair de variable a; et [; :

0§5¢§1—0@<1, izl,...,n (49)

Les tailles de lots 7 minimum nécessaires, pour satisfaire la demande, peuvent étre

trouvées comme suit :

7 +1, sixf estentier
x; = 1=1,...,n (4.10)
[z, sinon

ou

o B BAdi = (1 — ) + B+ 2(d; — 1)(1 — i)
t 2(1 — a;)?

(4.11)

Dans la section 3.4, nous avons démontré (voir le théoreme 3.2) que le probleme PCT-FD
est NP-difficile, méme si a; = 1/3, la demande est la méme et fixée pour tous les produits

(d; = 2) et v = 0 (c.-a-d. la machine ne tombe pas en panne). Le probleme PCT-FD est
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Chapitre 4. Modele Déterministe : programmes linéaires

un cas particulier du probleme P-CoUT-TAILLES-a3 avec 3 = 0, alors la démonstration de
NP-difficulté de la section 3.4 est également valable pour P-CoUT-TAILLES-a3 (PCT-af3).

4.2.1 FPTAS pour le probléeme P-CoUT-TAILLES-af3

Un vecteur z est une solution réalisable pour le probleme PCT-af si Q*?(z) < T}. Par
conséquent, si Q**(x() > T} pour le vecteur unitaire () = (1,...,1), alors il n’existe
aucune solution réalisable pour ce probleme. Sans perte de généralité, nous supposons donc
que Q*?(zM) < Ty. Soit h; la taille minimale, telle que la demande pour les pieces de bonne
qualité soit satisfaite, alors h; = 2* (voir I'équation (4.10)). Si Q*%(z™™) < Ty, pour " =
(hi,hs, ..., hy,), alors la solution optimale est trouvée (avec le cout total d’insatisfaction de

la demande W5(z()) = 0). Supposons que ce n’est pas le cas.

Pour déterminer les bornes supérieure et inférieure pour le cout de retard, nous utilisons
la méme approche, que dans la section 3.4 pour le probleme PCT-FD. La borne inférieure
est Bl := minj<;<,{¢;} > 1. Pour calculer une borne supérieure BS, il faut appliquer

I’algorithme 3.2.

Supposons que les bornes Bl et BS ont déja été calculées. Alors, le probleme P-ROU

pour le probleme PCT-af peut étre formulé de la maniere suivante :

Probleme P-Rovu :

S aB . - ()
Minimiser w® = ;{ 5 J (4.12)
s.c. ¢*P(x) <, (4.13)
BS .
et z; € {ri(O),na),...,riqTJ)}, i=1,...,n (4.14)
ol
vi(z;) = ¢;max{0,d; — (z; — [auz + @'JU%J)}
et

r() = minfe [w e |22 | <y =0, |22

Les transformations et les équivalences suivantes sont vérifiées :

Lvi(;f)J <l
Lcl- max{0, d; — (xi(;_ Loz + @méj)}J <l <=
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max{0, d; — (zi — |owz + Bt )} < “tm —
d; — z; + |z + Pix %J (H;—)é —
di — z; + |z —l—ﬁix%j < [(l j:”ﬂ —
;T + Bix% <x;—d; + [(l —Zl)ﬂ —
(1— )z — @x1+“Hﬂw]—¢>o (4.15)

Soit y;(z;) = (1 — o)z, B,:E + [(Hl)ﬂ —d;. Pour notre probleme, z; € N, i =1,...,n,
alors ces fonctions y;(x;), i = 1,...,n sont convexes Vx; € N car :

) 1
yi(wi) = (1 — ) — B—

212
1

4x

yi (z;) = 8

3
2

De plus, comme y, (x;) > 0, le minimum est dans le point ;™" qui est calculé comme suit :

yila) = (1— ) — f—

im 87
lmin 2 < 1
T 1 — )2

Alors chaque solution z; d’inégalité (4.15) doit étre supérieure a la solution positive x; de

'équation y;(z;) = 0 avec les racines :

Pl = (4.16)

d’oul nous obtenons la valeur recherchée :

2 - 21— ([ 42] - dy + iy 2 - a1 - ([ 2] -

T

F=h 0o (4.17)
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Alors

max{1,h} +1}}, si h est un entier
max{1, [h/]}},  sinon

BS
4]

ri(l) =

l:0,1,...,{ J i=1,....n
Donc, nous avons obtenu tout ce qu’il faut pour appliquer I'algorithme FPTAS, ainsi

que la procedure BIP de la section 3.4, au probléeme P-CoUT-TAILLES-f3.

4.2.2 Modéele linéaire pour le probléme P-CoUT-TAILLES-o/3

A partir du modele CPLEX(Bin), présentée dans la section 4.1.2 nous pouvons obtenir
un modele lindaire pour le probléme P-CoUT-TAILLES-a/3. 11 suffit de remplacer la fonction

de rebut dans le critere.
Modele Linéaire - of :

Fonction objectif :

Minimiser i i c; max {O, d; — (j — Laij + BZ\/EJ ) } Aij (4.18)

i=1 j=1

Contraintes :

*
n

Z ti(L+%) N <Th
i—1 j=1

Z)‘ijzla VZE{L,TL}

j=1

*
3

Types des variables :

)\ijE{O,l}, ViE{l,...,n}, ]G{l,,l’:}

Dans ce qui suit, nous allons nommer ce modele CPLEX (af3).
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4.2.3 Expérimentations numériques pour le probleme PCT-af

Nous avons utilisé les mémes plages de données pour les parametres que dans le tableau
3.1, a 'exception de f3;, i = 1,...,n qui ont été générés dans l'intervalle 8; € [0,1 — o],
1 =1,...,n. De la méme maniere, que dans la section 3.6, nous avons généré 10 instances

pour chacune de 36 familles de données.

TABLE 4.7 — Temps de calcul moyens de CPLEX («3), FPTAS et BIP

Nombre Algorithme
de lots | CPLEX FPTAS BIP
(af)

10 0,05 0,11 0,01
20 0,07 0,45 0,06
30 0,10 1,49 0,18
40 0,13 3,22 0,40
50 0,16 6,23 0,71
60 0,19 9,70 1,23
70 0,23 10,91 1,90
80 0,27 17,63 2,75
90 0,30 33,92 3,92
100 0,33 34,24 5,26
110 0,36 56,57 7,10
120 0,40 55,12 9,26
130 0,46 67,79 11,69
140 0,47 90,60 14,55
150 0,51 117,51 17,46

Les temps de calcul de CPLEX(af), de FPTAS en mode exact, et de la procédure BIP
sont présentés dans le tableau 4.7. Nous pouvons constater, que les temps CPU de FPTAS et
de BIP sont tres proches des temps CPU correspondants pour le probleme PCT-FD. Nous

pouvons conclure la méme chose a propos de CPLEX (af3).

Pour FPTAS approché, la tendance est la méme que pour PCT-FD. Dans le tableau C.1
(dans I’annexe) nous présentons les temps de calcul de FPTAS pour € € {0; 0,01; 0,05;
0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 1}. La derniere ligne du tableau donne la valeur moyenne pour toutes
les instances. Notons que dans nos expériences, cette valeur est la méme pour ¢ = 0 et
e = 0,01, car ici avec € = 0,01 nous obtenons les solutions exactes pour toutes les instances.
Conformément au tableau C.2 (dans 'annexe), méme pour € = 0,5, 'erreur moyenne reste

tout a fait raisonnable (moins de 3%) avec le temps de calcul moyen relativement petit (8,17

81



Chapitre 4. Modele Déterministe : programmes linéaires

TABLE 4.8 — Temps moyen de FPTAS et de CPLEX(«f) pour différents intervalles de «

Nombre FPTAS CPLEX(af)
de Alpha Alpha
lots [0,001;0, 3] [0,2;0,5] [0,001;0, 3] [0,2;0,5]
10 0,133 0,087 0,042 0,049
20 0,345 0,561 0,064 0,076
30 1,429 1,548 0,088 0,114
40 3,016 3,429 0,119 0,144
50 4,516 7,948 0,144 0,175
60 6,942 12,466 0,170 0,218
70 10,623 11,197 0,191 0,259
80 16,618 18,646 0,223 0,321
90 33,832 33,999 0,257 0,342
100 925,324 43,164 0,284 0,374
110 67,480 45,670 0,308 0,417
120 64,177 46,069 0,347 0,455
130 72,960 62,628 0,381 0,535
140 89,027 92,171 0,426 0,512
150 130,542 104,468 | 0,404 0,615

Moyenne | 35,131 32,270 0,230 0,307

secondes) si on le compare au temps de calcul pour la recherche des solutions exactes (33,7

secondes).

Dans le tableau 4.8, nous présentons les résultats numériques pour le cas ou nous faisons
varier la valeur de a. Rappelons que pour le cas particulier du probleme considéré dans
cette section, la quantité de pieces défectueuses dans un lot dépend aussi du parametre [3.
Nous pouvons constater que quand on passe de [0,001;0,3] a [0,2;0, 5], les deux méthodes
analysées se comportent différemment : si le temps CPU de CPLEX(af) augmente dans
tous les cas, le temps moyen CPU de FPTAS diminue pour les tailles de probleme 10, 110,
120, 130, 150. Notons que, le temps total moyen est plus faible pour les valeurs de a dans

I'intervalle [0,2;0, 5], que quand elles sont dans 'intervalle [0,001; 0, 3].

Le tableau 4.9 montre ’évolution des temps de calcul des deux méthodes en fonction de
la demande (tous les autres parametres sont fixés). De la méme fagon que pour le probleme
P-CoUT-TAILLES-FD, la diminution des temps de calcul est importante pour les deux
méthodes, si on passe d’'une demande générée dans 'intervalle [1;100] & une demande dans

intervalle [1;5].

Les temps de calcul moyens pour le cas ou nous varions les plages de données pour le
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TABLE 4.9 — Temps de calcul moyen de FPTAS et CPLEX(«f) pour différents intervalles
de la demande

Nombre FPTAS, Demande Nombre CPLEX(af), Demande
de lots | [1;100]  [1;20] [1;5] de lots | [1;100]  [1;20] [1;5]
10 0,303 0,021 0,005 10 0,089 0,029 0,020
20 1,239 0,095 0,026 20 0,152 0,038 0,021
30 4,132 0,267 0,066 30 0,229 0,050 0,024
40 8,809 0,683 0,174 40 0,303 0,061 0,029
50 17,200 1,148 0,257 50 0,380 0,068 0,031
60 26,821 1,862 0,428 60 0,472 0,079 0,032
70 29,326 2,772 0,632 70 0,556 0,085 0,034
80 47,844 4,195 0,857 80 0,681 0,097 0,038
90 94,619 5,853 1,275 90 0,749 0,108 0,041
100 92,934 8,094 1,704 100 0,820 0,123 0,044
110 156,032 11,529 2,164 110 0,916 0,125 0,047
120 | 148211 14,125 3,034 120 | 1,009 0,142 0,052
130 182,703 16,578 4,102 130 1,178 0,144 0,052
140 247,230 19,809 4,758 140 1,208 0,150 0,049
150 320,344 26,526 5,645 150 1,333 0,147 0,049
Moyenne | 91,856 7,570 1,675 Moyenne | 0,672 0,096 0,038

TABLE 4.10 — Temps de calcul moyen de FPTAS et CPLEX(«f) pour différents intervalles
du cout de retard

Nombre FPTAS, Coit Nombre CPLEX(ap), Codt
de lots {1} [1; 5] [1;20] de lots {1} [1; 5] [1;20]
10 0,018 0,032 0,280 10 0,045 0,045 0,048
20 0,113 0,172 1,075 20 0,068 0,068 0,075
30 0,357 0,521 3,588 30 0,097 0,100 0,106
40 0,671 1,338 7,657 40 0,118 0,127 0,148
50 1,523 2,605 14,567 50 0,139 0,154 0,185
60 2,567 4,795 21,749 60 0,181 0,183 0,219
70 3195 6,106 234928 70 0218 0214 0,243
80 5,641 9,194 38,061 80 0,268 0,251 0,296
90 7,843 10,850 83,054 90 0,268 0,304 0,326
100 9,739 19,489 73,503 100 0,309 0,327 0,351
110 13,340 22,777 133,607 110 0,355 0,348 0,384
120 18,753 27,441 119,174 120 0,386 0,397 0,420
130 18,748 31,675 152,959 130 0,439 0,431 0,505
140 24481 44,140 203,176 140 0,446 0,470 0,491
150 33,519 65,441 253,555 150 0,466 0,504 0,559
Moyenne | 9,367 16,438 75,295 Moyenne | 0,253 0,262 0,290
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TABLE 4.11 — Temps de calcul moyen de FPTAS et CPLEX(«af) pour différents intervalles
de T-ratio

Nombre FPTAS, Ratio CPLEX(af), Ratio

de lots [0,75;0,9] [0,9;0,95] [0,75;0,9] [0,9;0,95]
10 0,194 0,025 0,046 0,046
20 0,812 0,094 0,071 0,070
30 2,656 0,321 0,103 0,099
40 5,844 0,600 0,138 0,124
50 11,390 1,074 0,168 0,151
60 17,610 1,798 0,202 0,187
70 19,290 2,530 0,237 0,213
80 31,287 3,977 0,282 0,262
90 62,349 5,483 0,319 0,279
100 61,246 7,242 0,338 0,320
110 104,035 9,115 0,380 0,345
120 97,129 13,117 0,409 0,393
130 119,199 16,389 0,479 0,437
140 160,261 20,937 0,493 0,444
150 211,832 23,178 0,546 0,473
Moyenne | 60,342 7,059 0,281 0,256

cout d’insatisfaction unitaire, sont présentés dans le Tableau 4.10. En regardant les valeurs
moyennes (derniere ligne) nous pouvons constater, que le temps CPU pour la méthode
CPLEX(a, ) change peu en fonction de cout de retard.

Dans le tableau 4.11, Uintervalle de T-ratio varie entre [0,75;0,9] et [0,9;0,95]. Plus
T-ratio est proche de 1, plus le temps de calcul pour FPTAS est petit.

Enfin, dans le tableau 4.12 nous présentons les temps CPU pour le cas quand la demande
d; € [1;5], le cotit unitaire d’insatisfaction ¢; est égal a 1 pour tous les types de produit, le
T-ratio est généré dans l'intervalle [0, 9; 0, 95]. Dans la partie gauche du tableau, les résultats
sont pour « € [0,001;0, 3], dans la partie droite pour o € [0,2;0,5]. Si nous regardons la
valeur moyenne (la derniere ligne du tableau), I'approche FPTAS est plus rapide quand
a € ]0,001;0,3]. En méme temps, pour plus de la moitié des instances (tailles de probleme
de 10 &4 90) le temps CPU pour « € [0,2;0, 5] est plus faible. Pour les instances avec o dans
I'intervalle [0,001;0, 3], FPTAS est en moyenne plus rapide pour n € [10;50] et pour les
instances avec «a € [0, 2;0, 5] pour n = [10;60].
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TABLE 4.12 — Temps CPU de CPLEX (af3) et de FPTAS pour d; € [1;5], ¢; = 1 et T-ratio
€ [0,9;0,95]

Nombre a € [0,001;0, 3] Nombre a € 0,2;0,5]
de lots CPLEX FPTAS de lots CPLEX FPTAS
(o) (af)
10 0,020 0,000 10 0,020 0,000
20 0,020 0,010 20 0,021 0,010
30 0,021 0,010 30 0,024 0,010
40 0,027 0,016 40 0,026 0,014
50 0,028 0,026 50 0,030 0,019
60 0,031 0,037 60 0,032 0,024
70 0,030 0,060 70 0,034 0,042
80 0,037 0,084 80 0,037 0,077
90 0,040 0,111 90 0,042 0,105
100 0,040 0,141 100 0,043 0,173
110 0,044 0,169 110 0,044 0,176
120 | 0,044 0,247 120 | 0,052 0,324
130 0,047 0,319 130 0,051 0,226
140 0,048 0,332 140 0,044 0,312
150 0,042 0,383 150 0,048 0,709
Moyenne | 0,035 0,130 Moyenne | 0,037 0,148
Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté deux modeles linéaires, CPLEX (Ent) et CPLEX(Bin),
pour le probleme P-CoUT-TAILLES-FD du chapitre précédent, ou CPLEX(Ent) est un
modele en variables entieres et CPLEX(Bin) est un modele en variables binaires. Nous
avons comparé les performances de ces deux modeles entre eux et avec l'algorithme FP-
TAS, présenté précédemment. Nous avons constaté que pour la fonction f(x) représentant
le nombre de rebuts dans un lot de taille = de type "fraction défectueuse”, le modele
CPLEX(Ent) est généralement plus efficace du point de vue du temps CPU. Mais pour
certaines familles d’instances, 'approche FPTAS est arrivé a trouver une solution opti-
male plus vite. Ensuite nous avons montré comment transformer les approches FPTAS
et CPLEX(Bin) dans le cas ou les fonctions f(z) sont plus générales. Nous avons terminé

ce chapitre par une comparaison des deux méthodes.
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Chapitre 5

Modele Probabiliste : décomposition

et algorithmes approchés

Dans ce chapitre nous examinons notre probléeme de lotissement et de
séquencement lorsque les aléas sont représentés sous forme de loi de distri-
bution (probléme P-PROB). L’objectif est de trouver la séquence et les tailles
de lots mazimisant la probabilité de satisfaction de la demande pour tous les
lots sous la contrainte d’un horizon de planification donné. Pour résoudre
ce probléeme NP-difficile, nous utilisons une méthode par décomposition,
permettant de traiter séparément les trois sous-problemes : d’énumération
pour trouver quel produit sera fabriqué en dernier, de séquencement pour
définir la séquence des autres lots et de lotissement pour définir les tailles
de lot. Comme nous l'avons démontré dans le chapitre 2, le probléme
de séquencement est équivalent au probléme de Voyageur du Commerce
Asymétrique et peut étre résolu par les approches correspondantes. Dans ce
chapitre, nous mettons donc ’accent sur la résolution de la partie lotisse-
ment du probléme initial P-PROB, et pour le résoudre nous proposons deux
méthodes approchées : Recherche Locale et Algorithme Génétique. La com-
paraison de leurs performances, ainsi qu’une comparaison avec une méthode

exacte proposée par Dolgui et al. (2005) est présentée a la fin de ce chapitre.

Nous rappelons que la ligne de production est de type flow-shop contenant m machines en
séquence. Nous allons garder tous les parametres définis dans le chapitre 2. Nous supposons

que ['inégalité triangulaire est satisfaite pour les temps de set-up, c.-a-d. pour chaque i, j et
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k=1,...,n l'inégalité suivante est vérifiée :
Sij + Sjk = Sik (5.1)

Tenant compte de ce fait, nous pouvons conclure que tous les composants de méme type

doivent étre fabriqués en un seul lot (voir les chapitres 2 et 3 pour les démonstrations).

Dans ce chapitre, 'objectif du probleme est de maximiser la probabilité d’avoir la quantité

voulue de pieces de bonne qualité pour tous les produits.

Comme nous 'avons déja expliqué dans le chapitre 2, ce type de probleme se pose dans
des ateliers de production électroniques, ot une ligne de fabrication traite des produits de
plusieurs types pour la chaine d’assemblage qui suit. La ligne étudiée doit approvisionner
le systeme d’assemblage en juste-a-temps (JAT), c.-a-d. tous les articles qui seront utilisés
pour le montage durant la période r + 1 doivent étre livrés d’ici la fin de la période en
cours r. Au début de la période r, nous connaissons le niveau de la demande d; pour tous
les types de produits nécessaires pour effectuer ’assemblage de la période r + 1. Donc a
chaque période r il faut prendre la décision de la quantité de composants de chaque type
a fabriquer pendant la période r pour pouvoir assembler toutes les pieces demandées a la
période r 4+ 1. Le probleme considéré doit donc étre résolu au début de chaque période de
fabrication, le modele utilisé est un modele mono-période. Dans ce type de production, il y a
un pourcentage de rebuts non négligeable, c.-a-d. qu’il est possible que la qualité de certains
produits soit non satisfaisante. Le controle de qualité est effectué apres la derniere opération
de la ligne (aucun controle de qualité intermédiaire), en outre, les machines sont souvent

arrétées en raison de pannes, il faut donc tenir compte des temps de réparation.
Pour atteindre I'objectif pour une telle ligne, nous devons optimiser :

e La séquence de lots m = (7, m9,...,m,) : le temps total d’exécution dépend essentiel-

lement de la présence des temps de set-up, dépendant eux-meémes de la séquence.

o Les tailles de lots x = (x1,29,...,2,) : a cause des rebuts et des pannes machines,
il est difficile de trouver les quantités de pieces exactes a lancer en fabrication pour
satisfaire la demande. L’augmentation du nombre des pieces a traiter pour un produit
quelconque augmente la probabilité d’obtenir la quantité de pieces désirée pour ce
produit, mais en méme temps, le temps restant pour la production des autres produits

et les réparations diminue, ce qui peut amener a une diminution de la probabilité totale.

Soit 2% - la quantité de pieces de bonne qualité pour le produit i, i = 1,...,n avant la

fin de I’horizon de planification, obtenue en lancant en fabrication z; pieces.
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En utilisant les notations ci-dessus, on peut formuler notre probleme comme suit :

Probleme P-PROB :

Magimiser P (2! >d;, i=1,...,n|(m,x)) (5.2)

sous la contrainte que 1’horizon de planification soit inférieur ou égal a Ty.

5.1

Modélisation Mathématique de P-PROB

5.1.1 Notations

Dans ce chapitre nous allons utiliser les notations suivantes :

nombre de types de produits a fabriquer n ;

nombre de machines sur la ligne de production m ;

horizon de planification T ;
demande d; pour le produit 7, 1 =1,...,n;
temps de traitement ¢; d’une piece de type ¢ sur n’importe quelle machine ¢ de la

ligne, ¢ = 1,...,m (nous simplifions ici la réalité ou t,, peuvent étre différents,

cette hypothese n’a rien de restrictif, elle est utilisée uniquement pour simplifier la

présentation) ;

temps de préparation so; > 0, i = 1,...,n, si la fabrication commence par une piece
de type 7;

temps de set-up s; ; entre un lot de produit ¢ et un lot de produit j (rappelons qu'un
lot peut étre constitué d’'une seule piece), i,7 =1,...,n;

probabilité p;, qu'une piece donnée de produit de type 7 soit de bonne qualité étant
traitée par la machine g, oui=1,....netg=1,...,m;

taux de panne 1/u, pour la machine ¢, ¢ =1,...,m;

taux de réparation 1/r, de la machine ¢, ¢ =1,...,m.

Donnons quelques explications complémentaires des notations utilisées. Prenons I’exemple

d’un lot (voir la figure 5.1), et sans perte de généralité supposons que le lot ¢ est le premier

a étre fabriquer. Le temps total de production pour ce lot contient :
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Stock de

1 products finis

X; T
xi _1 i
2 i L]
Sn: |
1+ Y0, L Lot Fepmims
0 . \ >
I
M, | [ o] --- [T T ]
M R ] (]
M, [T e [
M, ([ wiw =] ... [ = .
Temps  Tempsde Temps de
de set-up chargement cycle

Fi1GURE 5.1 — Un exemple de traitement d’un lot sur une ligne de 4 machines

e [e temps de préparation sy pour effectuer tous les réglages nécessaires pour la pro-
duction des pieces de type i. Pour le lot j qui suit, ce sera le temps de set-up s;;,
J# i

e [e temps de chargement : au moment sq;, la premiere piece du lot ¢ entre sur la premiere
machine M;. Au moment ¢;, elle passe sur la machine suivante Ms ; la deuxieme piece
du lot (sil y en a) entre alors sur la machine Mj, et ainsi de suite. La premieére piece
du lot ¢ quittera la ligne a sg; + mt;, la deuxieme piece sera finie a sg; + mt; + ;,
et ainsi de suite. Nous appelons le temps de chargement la durée entre le début du
traitement d'un lot et le moment ou la premiere piece entre sur la derniere machine,
c.-a-d. pour le lot i il est égal a (m — 1)t;, pour n lots le temps total de chargement est
(m—1)>"7" ,t;. Nous supposons que les réglages (set-up) ne peuvent pas étre effectués
pendant le temps de chargement, c.-a-d. toutes les machines de la ligne doivent étre

prétes pour la fabrication avant que le processus de chargement ne commence.

e e temps du cycle : s’il n’y a pas de rebuts ni de pannes machines, le temps de production
des x; pieces de lot 7 est égal a x;t;. Nous supposons que les pannes ne peuvent arriver

ni pendant le temps de set-up ni pendant le temps de chargement.

Un exemple de fabrication de lots avec des rebuts et des pannes est présenté dans la

figure 5.2. Comme nous pouvons le voir, si une panne arrive, la production s’arréte pour
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Stock de . _—
: - % 3 iecesenretard S Temps de réparation
products finis Rebuts Piéces enretard g3 ps de rep G
[I P1ec§s'de botime . Temps de set-up et de chargement
[ | qualité
Premuer lot | Dernier lot
S al B
ol | . :
34 . .
24 -
! 1
1
1T ] Temps
0 ' »
1 : ; : 1’6
Pannes Temps de réparation

FIGURE 5.2 — Une illustration avec des temps de pannes et de rebuts

la durée de réparation. Soit T le temps de sécurité prévu (c.-a-d. le temps réservé a toutes
les réparations des machines pendant la période [0,7p]). Notons que si le temps total de
réparation est supérieur au temps de sécurité prévu, un certain nombre de pieces du dernier
lot (ou le dernier lot entierement) ne vont pas étre fabriqués. Bien stir, cette remarque est
également valable pour I'avant dernier lot et ainsi de suite, mais nous pouvons nous limiter
qu’au dernier lot, car si aucune piece de ce lot n’est fabriquée (la condition nécessaire pour
regarder les autres lots) la probabilité que nous maximisons est nulle (quel que soit I’état

des autres lots).

Dans ce chapitre, nous supposons que les pieces défectueuses ne peuvent pas étre réparées,
elles doivent donc étre rejetées. Nous posons également 1'hypothese que les pannes et les

rebuts sont indépendants.

La valeur du temps de sécurité Ty pour une solution (m,z) donnée peut étre calculée
comme suit :

T (m,x) =Ty — <Som + Z S;_1m +(m—1) Ztﬂj + Z twjxﬂJ) (5.3)

= j=1

1

Jj=2 J

Ol Sox; + D i Sn;_1m; st le temps total de set-up, (m — 1)3 7, ¢, est le temps total
de chargement et Z?Zl tr,Tr; est le temps total de traitement des pieces. En augmentant
la taille d'un lot z; pour n’importe quel ¢, ¢ = 1,...,n, la probabilité P (xf > d; | xl) de
satisfaire la demande pour ce type de produit évidement va augmenter, mais le temps de
sécurité prévu diminuera. Si le temps de sécurité Ty est insuffisant pour 'achévement de

toutes les réparations, la fabrication du dernier lot ne sera pas finie pour la fin de la période

91



Chapitre 5. Modeéle Probabiliste : décomposition et algorithmes approchés

de planification Ty (voir la figure 5.2). Le temps de set-up non optimisé peut augmenter
considérablement le temps total de production, et cela réduit le temps de sécurité T prévu
et peut également provoquer le manque de temps pour la fabrication de toutes les pieces

planifiées.

5.1.2 Modélisation des aléas

Pour le probleme considéré, le critere retenu est le niveau de service global (probabilité
d’obtenir les quantités nécessaires de pieces pour tous les types de produit). Comme dans
les chapitres précédents, nous prenons en compte deux types d’incertitude a la fois : les
rebuts et les pannes, c.-a-d. nous avons un rendement aléatoire et un temps de travail effectif
aléatoire. Pour évaluer le niveau de service pour chaque solution tout en considérant ces
deux facteurs aléatoires, nous allons utiliser les méthodes de modélisation des incertitudes

expliquées ci-dessous.

Rendement aléatoire

Comme il a été mentionné ci-dessus, il n’y a pas de controle de qualité intermédiaire, alors
nous ne pouvons savoir si la qualité d’une piece est bonne ou non qu’apres son traitement
sur la derniere machine. La probabilité p; qu'une piece finie de type 7 soit de bonne qualité

peut donc étre calculée comme suit :
m
pi=]]pe i=1....n (5.4)
q=1

ou p;, est la probabilité qu'une piece donnée de type 4, traitée sur la machine ¢ est de bonne

qualité.

Nous supposons également que la qualité d’une piece t donnée est indépendante de la qua-
lité d’autres pieces du méme type. Nous pouvons donc utiliser le processus de Bernoulli, qui
est une séquence finie (notre cas) ou infinie d’événements aléatoires indépendants ~;, 72, . . .,

ou chaque 7; est égal soit a 1 (succes) ou a 0 (échec). La probabilité P(y; = 1) d’un succes

est connue et elle est la méme pour tous les 7;, j = 1,2,... Si I'événement 7} correspond
a la qualité de la j-éme piece de produit 7, ¢ = 1,...,n, alors P(%’: = 1) = p; pour chaque
1=1,...,net 5 =1,2,... En utilisant la [oi de probabilité binomiale nous pouvons calcu-

ler la probabilité d’obtenir exactement la quantité requise de pieces de bonne qualité pour
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chaque lot 7 sachant la taille z; du lot lancé :

Fldiyi,p) = P(al = d; | 2:) = (j’) P = oy (55)

)

xX; CC"

N N (2 . . . ’ 7
ot 2 est le nombre de succes et = Il —ay ©st le coefficient binomial (également noté
1 7 1)

i
comme Cy' dans la littérature). En utilisant cette loi de probabilité, nous pouvons calculer

la probabilité d’obtenir au moins d; pieces de bonne qualité a partir de x; pieces lancées :

T4

P(al>d; | x;) =Y Copl(l—p)" (5.6)

j=d;

Temps de travail effectif aléatoire

Pour modéliser le temps de travail cumulé, nous allons utiliser un Processus de Renou-
vellement. Les processus de renouvellement sont des processus aléatoires constitués de séries
d’événements, ou les durées des périodes entre deux événements consécutifs sont des valeurs
aléatoires positives indépendantes et de méme loi. Les processus de renouvellement sont sou-
vent appliqués pour la modélisation des appels téléphoniques (voir par exemple Andersson
(2000)), ou une désintégration radioactive des atomes, les temps de stockage aléatoires ou
encore pour une modélisation des files d’attente. Nous définissons le processus de renouvel-

lement pour notre probleme de la maniere suivante :

Définition 5.1

Soit &1, &, ... une séquence de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
(i.i.d.) et positives, telles que 0 < E[§;] < oo, ou E est une espérance mathématique. Soit
& le temps entre les (i — 1)-eme et i-éme pannes (voir la figure 5.3). Chaque Jy, est défini
comme le k-éme JUMP TIME et représente le moment de l’arrivée de la k-éme panne. Les
intervalles [Jy_1, Jx| appelés INTERVALLES DE RENOUVELLEMENT représentent les périodes
de bon fonctionnement de la machine. Logiquement, J,, = Zle &;. Alors le processus W (t)

tel que
W () =Y <y =max{k: Jy <t} (5.7)
k=1

, . 1, si Jk <t
est appelé un processus de renouvellement, ou I, <, =
0, sinon
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Nombre des
pannes

Ss

51 & IR AL
4+ 933 b ’—,7
3+ g T

Tempst

A A 4 J,Js

FIGURE 5.3 — Un processus de renouvellement (pannes machine)

En effet, le processus est appelé "renouvellement” parce qu’il "recommence tout a zéro”.
Ce modele (voir la définition 5.1) peut étre utilisé seulement si nous supposons que la machine
est réparée immédiatement apres chaque panne, ce qui n’est pas notre cas. Nous devons donc
tenir compte d'un autre processus W’ (t) de renouvellement qui représente les réparations
dont les durées sont aussi des variables aléatoires strictement positives indépendantes et de
méme loi. Soit 4, s, . .. une séquence de telles variables et E[i);] < oo, i = 1,2,... (voir la
figure 5.4). Ici chaque Ry est le moment de la fin de k-éme réparation, Ry = Zle(& +;) =
Je+ 38 b k=1,2,...

Nombre des
pannes
&s
s N e C
41 & Vs T
3T &Hoow,
2+ & v "(———’J
1T |:"" f Temps
ps i
0 | I I I i
Rl R2 Ry R4 R5

FIGURE 5.4 — Deux processus de renouvellement alternés

Nous avons donc deux processus de renouvellement alternés : (&1, 1), (&2, 12), . . .

L’idée principale de notre modélisation est la suivante : nous supposons que 1’horizon de
planification peut étre mathématiquement divisé en deux parties distinctes : la période de
bon fonctionnement, quand il n’y a pas de panne, et la période d’inactivité, pendant laquelle
toutes les réparations sont effectuées (voir la figure 5.5). Autrement dit, ce regroupement

rassemble tous les temps de production dans une période et tous les temps de réparation
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5.1. Modélisation Mathématique de P-PROB

dans une autre, ce qui rend possible le calcul des probabilités en utilisant les deux processus
de renouvellement. Par conséquent, dans la période de bon fonctionnement de la ligne, le
temps de réparation est considéré comme égal a zéro (réparations instantanées). De la méme
maniere, dans la période de réparation, le temps entre deux pannes est considéré comme égal

a zéro (défaillance immédiatement apres chaque réparation).

Periode debon fonctionnement ; Periode d’inactivité

o1 $ & g4 S

1
1
1
1
1
]

Eaiey - Ea Ea e
1
1
1

i ¥ ¥ Wy

. = = > Temps
f

FIGURE 5.5 — Modélisation des pannes machine et des réparations

Un processus de Poisson est un cas particulier des processus de renouvellement. En faisant

le lien avec notre probleme, un processus de Poisson a les propriétés suivantes :

e Le nombre d’événements pour un intervalle ne dépend pas du nombre d’événements

pour les autres intervalles de temps (il n’y a pas de mémoire) ;

e Le nombre d’événements (nombre des pannes) pour un intervalle de temps [0,¢] ne

dépend que de la longueur de cet intervalle et du taux de la loi de Poisson ;

e La loi de probabilité pour les durées entre deux événements successifs est une loi

exponentielle négative.

Nous supposons que W/ (¢) et W7 (t) sont des processus de Poisson (cette hypothese est

souvent faite dans le domaine de fiabilité).

Pour notre probleme nous avons m machines en séquence sur la ligne de production.
Alors pour modéliser les pannes, nous devons considérer pas un seul, mais une superposition

de m processus de Poisson (voir la figure 5.6).

Théoreme 5.1 Soit {Wé’f(t),t >0,qg=1,2,... ,m} les processus de Poisson indépendants

avec les intensités A, Aa, ..., A\py,. Alors la superposition
W () =Y w1 (5.8)
g=1

est un processus de Poisson avec l'intensité A = i + Ao+ ...+ A

Rappelons que pour notre probleme les temps moyens entre deux pannes (MTTF) est

égal a 1/u, pour chaque machine ¢, ¢ = 1,...,m. Tenant compte que dans nos notations
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X —une panne

=
X
X

£
X

N
7\

FIGURE 5.6 — Superposition de processus de Poisson

Uq 1= Ag, I'intensité des pannes U pour la ligne entiere est calculée comme suit :
m
U=> u, (5.9)
1=q

Il y a m machines sur la ligne et chacune a une durée moyenne de réparation (MTTR)
1/ry, ¢ = 1,2,...,m différente. Chaque événement (panne) dans le processus de Poisson
W7(t) appartient a I'un de ces m-types (numéro de machine) : type ¢ avec la probabilité
Py, ¢ =1,2,...,m. Alors nous allons partitionner le processus W7 (t) qui représente toutes les
réparations (voir la figure 5.7) en m processus de Poisson pour calculer le taux de réparation

pour toute la ligne a partir des taux de réparation des machines.

PP upf

I 7

1 ﬁ 5 LS
,

i Hpk

FIGURE 5.7 — Partition de processus de Poisson

Théoréme 5.2 (Nelson (1995)) Soit W7 le processus de Poisson avec l'intensité i, et
Wi, q = 1,2,...,m m processus obtenus par la partition de W" selon les probabilités
Py, q=1,2,....,m, ou py+py+...+p, =1 Alors W] sont des processus de Poisson
indépendants avec l'intensité ppy

Dans notre cas les probabilités p; sont égales a :

Uq Uq
— Y M _q9  m
K Z;‘n:ﬂ‘j U !
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Nous avons donc m processus de Poisson avec l'intensité u—U"rq chacun. L’intensité R du

processus cumulé W peut étre calculée comme suit :
"
R=>" rogr (5.10)

Les MTTF et MTTR de toute la ligne sont donc :

1 mo N LA
oo (&) e (S

Pour notre le modele mathématique nous avons besoin de quelques notations supplé-

mentaires :

e Le temps de fabrication planifié ¢ :

t =Ty — temps de set-up — temps de chargement =

=Ty — (30,7r1 + Z Sﬂlﬂ) - (m o 1) thﬁ
j=1

1=2

T%/ le temps réel de bon fonctionnement de la ligne, T% € [0,1];

TP le temps total de réparation pour les pannes qui arrivent durant la période [0, ¢];

la fonction de répartition du temps de réparation G(-);

e la fonction de répartition du temps entre deux pannes F(-).

Si nous réservons pour le temps de fabrication cumulé s unités de temps, alors pour les
réparations il reste ¢ — s unités de temps. En utilisant les lois de distribution exponentielles

négatives, nous aurons les fonctions de répartition suivantes :
G(t—s)=1—exp B9 et F(s)=1—exp V® (5.12)

ou t est le temps réservé pour la fabrication.

Revenons a la figure 5.5. En connaissant les lois de distribution de pannes et de réparations
nous pouvons calculer la probabilité d’avoir un certain nombre de pannes pour la premiere
période (période de bon fonctionnement) et la probabilité d’avoir un certain nombre de
réparations pour la seconde (période d’inactivité). Ainsi ce modele permet d’estimer la dis-

tribution de probabilités du temps total de bon fonctionnement de la ligne (cumulative
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working time) T* pour un temps de fabrication ¢ donné. En d’autres termes, nous pouvons
calculer la probabilité A(s,t) que le temps total de bon fonctionnement T% pour la période
[0,¢] soit plus petit que la constante s. Cette probabilité est égale a la probabilité que le
nombre des pannes au cours de la période de bon fonctionnement soit inférieur ou égal au
nombre de réparations lors de la période d’inactivité (voir Dolgui (2002)). La formule est la

suivante :

A(s,t) = P(T < ) = i{G*” —5) = GVt —s)} x FT(s) (5.13)

v=0

ou 'indice *v représente la v-eme intégrale de convolution de F' (ou ), qui peut étre calculée

comme suit :

F(s) = /OS F*v=U(s —y)dF(y), FOs)=1 (5.14)

Pour la loi de distribution exponentielle négative F*”(s) est égale a

F*(s) =1—exp V* {1—}—%4—@—1—...—1—%} (5.15)

Le méme type d’expression peut étre obtenu pour la fonction G*(-), en remplacant U pas
R et s par t — s. En substituant G*” et F*” dans I’équation (5.13) par les formules obtenues,
nous avons :

[e.o] l/

V— t .
A(s,t) = P(TY < 5) = exp~ (UstR(E=9) Z Z s) (5.16)
r=1 Jj=

1
=0

Comme nous pouvons voir dans I’équation (5.5), la somme du temps total réel de bon
fonctionnement et du temps réel de réparation est égale a la durée du temps de fabrication,

c-a-d. T 4+ T7eP = t, alors la transformation suivante est vérifiée :

A(s,t) = P(T" <s)=P(t—T" >t —s) =
1-P(t—T"<t—s)=1-P(IT"" <t—s) (517)

La valeur de (t — s) correspond au temps de sécurité Ty (voir I’équation (5.3)) prévu pour
les réparations. Nous allons calculer la probabilité de satisfaire la demande globale (pour
tous les lots) pour chaque solution (7, z) donnée. Alors, le temps de bon fonctionnement 7%/

prévu est égal au temps total de fabrication des pieces : Y | t;;.
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5.1.3 Modele mathématique du probleme

Fixons les (n — 1) premiers lots, alors le temps restant 7™ pour la production de dernier

lot est :

n n n—1
T (m,x) =Ty — <30,m +Y e (M= 1)) e Y tﬂjxﬂj> (5.18)
j=1 j=1

j=2
Ce temps sera utilisé pour la fabrication de ce dernier lot et pour toutes les réparations.

Nous ne considérons que des cas ot au moins d; pieces de chaque lot seraient fabriquées,
autrement la probabilité finale serait égale a zéro. Alors, en utilisant 7", la fonction objectif

peut étre transformée de la maniere suivante (Dolgui et al. (2005)) :

Probleme P-Prosnl :

n—1
Mazimiser P (:Ufrj > dy, | (7‘(’,.1')) = HP(wfrj > dr; | Tx,) X
j=1

P22 >dn, | @r, T" (m,2)) (5.19)

T

Notons que si la fonction objectif est représentée par I’équation (5.19), les probabilités de

satisfaire la demande pour les n — 1 premiers lots ne dépendent que du nombre de pieces

b

défectueuses. En revanche, la probabilité P (:1c7r

>dp,|Tx,, T (7, z)) d’obtenir tous les com-
posants nécessaires du dernier lot dépend du nombre de rebuts et du temps de réparation

des machines, et elle peut étre calculée comme suit :

Ty,

P(ab > dyy | 20, T (mm) = Y P(ah, > dy, | 2) x Pln, = 2| T (m,2)) (5.20)

Tn Tn

z=dr,

ou P(x,, =z|T"(m z)) est la probabilité d’avoir suffisamment de temps pour fabriquer
exactement z composants du dernier lot. A son tour, cette probabilité peut étre calculée

comme suit :
P(xy, =2z |T"(m,z)) = P(xy, >2z|T"(m,z)) — P(xy, >2+1|T" (7, z)) (5.21)

Ici P(xn, > 2z | T (m,x)) est la probabilité de fabriquer au moins z pieces de type m,, qui

est équivalente a la probabilité que le temps de réparation effective T"P ne dépasse pas la
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valeur 7. La fonction objective complete peut donc étre représentée comme suit :

n—1
P2}, > dn, | mj) = [[ P}, 2 dey | 2)) %

j=1
Z P (2 >d,, | 2) % (P(an >z | T”T(W,x)> - P(mwn >z+ 1| T"T(ﬂ,x)>) (5.22)
z=dn,

Notons que les problemes P-PROB et P-PROB1 sont équivalents. Dans ce qui suit nous
allons garder la notation P-PROB. Pour ces deux problemes la fonction objectif peut étre
exprimée par I'expression (5.22). Dans les sections suivantes nous décrivons les méthodes de

résolution de ce probleme.

5.2 Meéthode d’optimisation pour P-PROB

5.2.1 Calcul des bornes pour les tailles de lots

Dans cette section, nous montrons comment calculer des bornes inférieure et supérieure
pour les tailles des lots (Dolgui et al. (2005)). Ces bornes seront utilisées pour 1’évaluation

de chaque solution réalisable.

Supposons que nous avons une solution avec le niveau de service 3, c.-a-d. la probabilité
de satisfaire la demande globale est égale a (. Alors une autre solution est intéressante
uniquement si son niveau de service est supérieur ou égal a 3, c.-a-d. que le niveau de service

de chaque produit pris séparément doit étre supérieur ou égal a f3 :
Pz} >d; | z;) >

Le méme raisonnement s’applique quand un niveau de service minimal de la ligne est fixé
depuis le début, c.-a-d. nous avons a chercher des solutions avec le niveau de service global
plus grand que (ou égal a) ce niveau de service minimal fixé. Soit 3 ce niveau de service
donné, alors nous pouvons trouver les quantités minimales 27" de picces de chaque type a
lancer en fabrication :

7

en utilisant ’equation (5.6).
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Dans (5.23) 7™ est la taille du lot 4, telle que la probabilité de satisfaire la demande d;

soit supérieure ou égale a . Quand la valeur de [ est connue, une solution est considérée

min
7

comme réalisable si nous avons suffisamment de temps pour fabriquer au moins ™" pieces

de chaque type i =1,2,...,n.

max
2

De la méme fagon, la taille maximale x pour chaque lot peut étre calculée comme

suit :
' =min{z| P2} >dilz) >1-6, z=d;di+1,...} (5.24)

)

max
3

ou J est une valeur relativement petite, 0 > 0. La valeur de 2" est la taille minimale du lot 4

telle que la probabilité d’obtenir au moins d; composants de bonne qualité soit suffisamment

max
7

proche de 1. Dans un certain nombre de cas, la borne supérieure x peut étre améliorée

en utilisant la valeur z;*" suivante :

2" = min {2, 2" + Ty(m, 2™") /t; } (5.25)

[ 7 [}

olt x™" = (™" ... x™m). Nous utilisons cette condition complémentaire (5.25) puisque

max
K3

dans certains cas la valeur de x"® calculée suivant (5.24) peut étre trés grande. La valeur

™" + T, (m, ™) /t; représente la quantité maximale de composants de type i que nous

pouvons réellement fabriquer sous les conditions suivantes : les tailles des autres lots sont
min
J

aucune machine n’est tombée en panne.

les plus petites possibles (z7""), ou j =1,...,n, ¢ # j; il n'y a pas de temps perdu, c.-a-d.

5.2.2 Décomposition

Une approche de décomposition pour le probleme P-PROB a été proposée par Dolgui
et al. (2005). Ici, nous allons brievement la présenter sous une autre forme, et en utilisant
I'exemple du Chapitre 2. La décomposition nous permet de résoudre le probleme P-PROB
comme indiqué dans la figure 5.8, ou le premier niveau est une simple énumération. Au
deuxiéme niveau, nous avons un cas particulier du probleme du Voyageur de commerce(VDC)
et au troisieme niveau nous obtenons une modification du probléme de Sac ¢ Dos (Knapsack

problem en anglais).

Soit IT 'ensemble de toutes les permutations 7 sur {1,2,...,n} et X = X3 x Xox...xX,,.
Chaque X; = [z x;""] est 'ensemble de toutes les valeurs possibles de x;, c.-a-d. 'ensemble
des tailles de lot possibles pour le produit 7, i = 1,...,n. Soit (7%, z*) la solution optimale du
probleme initial (nommé P-PROB). Rappelons que la fonction objectif du probleme P-ProOB

est représentée par I’équation (5.22).
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Probleme
P-PROB

Probleme P-PROB-P(1) Probleme P-PROB-P(n)

i

v
h

v

P1(1)

P2(1) —>

P1(n) P2(n) —>

FIGURE 5.8 — Schéma de décomposition

Le premier niveau de décomposition consiste en la séparation du probleme P-PROB en

n sous-problemes équivalents P-PROB-P(i), i = 1,...,n. Pour le P-PROB-P(i) le dernier lot
dans la séquence 7* recherchée correspond au produit ¢, ¢ = 1,...,n (c.-a-d. 7 = 7). Nous
obtenons tous les n problemes P-PROB-P(i), i = 1, ..., n par une simple énumération.

Soit II(7) I'ensemble de toutes les permutations m = (my, 7o, . .., m,) tel que m, = 7. Alors

le probleme P-PROB-P(i) peut étre formulé de la fagon suivante :

Probléme P-ProB-P(i) :

™ Uy

n—1
Mazimiser P (xbj > dy,| (71',.73)) = H P2l > d,|z,) X P<xf > di\xi,T”T(ﬂ,x)> (5.26)
j=1

ou (mz) € II(7) x X.

La résolution de chaque probleme P-PROB-P(i) donne une solution optimale (séquence
et tailles de lot) pour le cas 7, = i, c.-a-d. quand i est le dernier lot a fabriquer. Lorsque
tous les problemes P-PROB-P(i) sont résolus (i = 1,...,n), n solutions ”optimales” sont
obtenues. Nous pouvons choisir la meilleure parmi elles, elle sera la solution optimale (7%, z*)
du probleme P-PROB.

Chaque probleme P-PROB-P(i), & son tour, peut étre décomposé en deux sous-probléemes :
P-ProB-P1(i) et P-PrROB-P2(i).

Donnons les définitions de ces problemes. Quand le dernier lot m,, = 7 est fixé, la séquence

des lots n’a d’influence que sur la valeur du temps de traitement total, c.-a-d. sur la proba-
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5.2.  Méthode d’optimisation pour P-PROB

bilité¢ P (xfl >dy | 2, T (7, x)) utilisé dans la fonction objectif. Alors la minimisation du
temps total de set-up va augmenter cette probabilité et n’aura aucun effet sur les autres
parties de la fonction objectif. Pour optimiser la séquence des lots, quand le dernier lot est

connu, il faut résoudre le probleme suivant :
Probléme P-ProB-P1(i) :
Trouver une séquence 7 pour

n—1
Mazimiser S (m) = Sor, + Z i1+ Smu_1iy T € () (5.27)

j=1

Ce probleme est équivalent au probleme du VDC. La minimisation de S (7) correspond
a trouver le chemin Hamiltonien le plus court dans un graphe orienté complet (si les arcs du

graphe sont évalués par le temps de set-up entre les deux produits correspondants).

Supposons alors que la séquence 7 qui minimise la somme (5.27) a été trouvée, et que
nous avons numéroté les lots conformément a cette séquence. Nous pouvons alors formuler

le probleme P-PROB-P2(i) correspondant.

Probleme P-PROB-P2(1) : Trouver les tailles de lots z* = (21, 22, ..., x,) pour :
Maximiser P (33;’ >d; | (77, 2)) = (5.28)
n—1
H P(avé7 >d;|xj) x P (me > d, |z, T (7, )
j=1

L’augmentation du nombre de pieces dans un lot j entraine I’augmentation de la proba-
bilité P(x% > d; | x;), mais diminue le temps 7" donc peut diminuer la probabilité finale.
Dolgui et al. (2005) ont montré comment transformer ce probleme en une modification du
probleme ”Sac a Dos” et ont proposé une approche de programmation dynamique pour le

résoudre (voir 'annexe D).

5.2.3 Un exemple

En utilisant 'exemple du chapitre 2, nous allons montrer un exemple de recherche de la
solution optimale pour chaque dernier lot fixé. La procédure de programmation dynamique
de Dolgui et al. (2005) a été utilisée (codée en C++, voir I'annexe D.2) pour résoudre les

sous-problemes P-PROB-P2(i), i = 1,...,n. Pour les sous-problemes P-PROB-P1(i) nous
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avons utilisé un algorithme génétique, qui a été lancé 50 fois pour chaque i = 1,...,n avec
400 générations dans chaque lancement. Le résultat retenu est la meilleure solution trouvée
parmi les 50 solutions obtenues. Le tableau 5.1 montre les meilleures séquences 7*¢ obtenues
pour chaque probleme P-PROB-P1(i). La derniére colonne contient le temps total de set-up

S(7).

TABLE 5.1 — Solutions 7** pour les probléemes P-PROB-P1(i)

Numéro dans la séquence Temps de
Problemes | 1 2 3 4 5 6 7 8 set-up(sec)
P1(1) 5 6 3 8 7 2 4 1 2
P1(2) 1 6 3 5 4 8 7 2 1,92
P1(3) 1 2 5 4 8 7 6 3 1,9
P1(4) 1 6 3 8 7 2 5 4 1,91
P1(5) 1 6 3 8 7 2 4 5 1,93
P1(6) 1 3 5 2 4 8 7 6 1,95
P1(7) 1 6 3 5 2 4 8 7 1,91
P1(8) 1 6 3 5 7 2 4 8 1,96

Le tableau 5.2 montre les solutions optimales pour chaque probleme P-PROB-P2(i), i =
1,...,n. La derniére colonne donne la probabilité de satisfaction de la demande (niveau
de service pour chaque probleme). Dans les colonnes 2 - 9, nous avons les tailles de lot

correspondantes.

TABLE 5.2 — Solutions z** pour des problemes P-PROB-2(i)

Numéro de lot Probabilité
Probléemes | 1 2 3 4 5 6 7 8 finale

P2(1) 41 54 72 100 58 92 123 46 0,969547
P2(2) 39 26 72 100 57 92 123 46 0,966277

(
P2(3) 39 54 73 99 57 92 123 46 0,964216
P2(4) 38 53 72 101 57 92 122 46 0,960182
P2(5) 39 54 72 100 60 92 123 46 0,968483
P2(6) 39 54 72 99 57 94 123 46 0,963894
P2(7) 39 54 72 100 57 92 125 46 0,965109
(

P2(8) 39 54 72 100 58 92 123 49 0,974574
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5.3. Résolution du probléme P-PROB-P2(1)

Remarquons que chaque probabilité obtenue dans la derniere colonne est le résultat
de D'application de 'approche de décomposition au probleme initial P-PROB, puis de la
résolution des problemes de VDC avec le dernier lot i fixé P-PROB-P1(i) et ensuite de la

résolution des problemes de lotissement P-PROB-P2(i), i = 1,... n.

Comme nous pouvons le voir, la meilleure séquence des lots (en gras dans le tableau 5.1)
avec la valeur du temps de set-up la plus faible, a été obtenue en supposant que un lot de
produit 3 est le dernier. Le temps total de set-up de cette séquence est égal a 1,9 heures.
Par contre, comme nous pouvons le constater dans le tableau 5.2, le niveau de service le plus
élevé a été obtenu pour P-PROB-P2(8) (en gras dans le tableau 5.2). Donc, la probabilité
(niveau de service) maximale est obtenue avec la séquence 7* en italique dans le tableau 5.1,

qui ne donne pas le temps de set-up le plus faible.

Par la suite, nous ne nous intéressons qu’a la résolution des problemes P-PROB-P2(i),
puisque il y a une quantité de travaux importante traitant des problemes de voyageur de
commerce. Nous supposons, que la séquence de lots 7* a été trouvée en utilisant une des

techniques connues. Tous les lots sont renumérotés conformément a la séquence trouvée.

5.3 Résolution du probleme P-PRrROB-P2(7)

Nous proposons deux méthodes pour les problemes P-PROB-P2(i) : recherche locale et

algorithme génétique.

5.3.1 Recherche Locale

La recherche locale est une méthode qui est souvent utilisée pour résoudre les problemes
combinatoires. La procédure commence par la création d’une solution initiale. Cette solution
peut étre obtenue de maniere aléatoire ou trouvée avec 'aide d’un algorithme heuristique.
Ensuite, en utilisant un critere de voisinage (qui dépend du probléeme considéré), 1’espace de
toutes les solutions-voisines doit étre construit. Apres avoir effectué une évaluation de toutes
les solutions de cet espace, la meilleure solution est choisie pour remplacer la solution initiale
a la prochaine itération. L’itération suivante commence et ainsi de suite. Le critere d’arrét
de la procédure peut étre : a) la limite du temps de calcul alloué est atteinte ; b) la meilleure

solution actuelle ne peut pas étre améliorée (un optimum local a été trouvé).

Rappelons que les variables de décision pour un probleme P-PROB-P2(i) sont les tailles de

lots z;, j =1,...,n—1. La taille effective du dernier lot est définie apres cette optimisation,
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Chapitre 5. Modeéle Probabiliste : décomposition et algorithmes approchés

parce qu’elle dépend de T™".

En prenant compte les réflexions ci-dessus, chaque solution peut étre représentée comme
un tableau de nombres entiers, ou chaque élément représente la taille de lot appropriée et la
longueur de chaque solution est égale & n — 1 (si nous avons n types de produit). Le tableau
5.3 présente un exemple d'une solution pour un probleme avec 8 lots, la taille initiale du

dernier lot est fixé a zP pour toutes les solutions traitées.

TABLE 5.3 — Exemple d’une solution pour un probleme avec 8 lots

Numéro de produit ‘ 1 2 3 4 5 6 7
Quantité a fabriquer ‘ 21 57 3 17 12 14

Pour générer une solution, nous appliquons I’algorithme glouton G1 présenté ci-dessous
(I'algorithme 5.1). L’idée principale est de prendre une solution initiale y°, ot toutes les tailles
de lots 3? sont mises & leurs valeurs minimales 2. Ensuite, en augmentant la taille de lot
avec la valeur de probabilité P(x% > d; | 4?) minimale, nous pouvons augmenter la probabilité
totale de satisfaire la demande pour la solution actuelle. Si nous avons réussi a augmenter
la probabilité, nous continuons ce processus de la méme fagon (nous changeons une valeur

dans chaque itération), sinon - I'optimum local a été trouvé et I’algorithme s’arréte.

Pour introduire 1’algorithme de recherche locale, nous avons besoin de la définition sui-
vante :
Définition 5.2
Soit y* et y* deux solutions arbitraires du probléme. Alors la distance d(y',y?) entre les

solutions y' et y? est la suivante :
n—1

d(y'v?) = |yt -yl (5.29)

s=1

Pour construire I’algorithme de recherche locale, prenons la derniére solution y?, obtenue
avec 'algorithme G1 et appliquons la procédure décrite dans I'algorithme 5.2.
5.3.2 Algorithme Génétique

Dans cette section, nous proposons un algorithme génétique (AG) pour résoudre les

problemes P-PROB-P2(i). Rappelons que l'objectif de ces problemes est de trouver les tailles
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5.3. Résolution du probléme P-PROB-P2(1)

Algorithme 5.1: Algorithme glouton G1
1 5+0
2 Créer y° = (y?,yg,...,yg_l) , ou yl=agrn j=1,....,n—1
// solution initiale

3 Calculer T (y°) =3"""t4? // le temps de fabrication pour y°

argmingey o1y (P (xf > d; | y?))

5 pO%P(fodi, izl,...,n|y0)
yW+1, si =10

min

6  Créer y' telle que:y! = { 0
y?,  sinon

7 g1

8 tant que (T7(y) <T—S(r)~(m—-1)0 1) et
P(ab>d;, i=1,....n|y) >p; ) faire

9 pj Pt >di, i=1,...,n|y)

10 I

min

argmingey o, gy (P (xf > d; | yf))

A . Il sii=10.
11 Créer /! telle que : y/ 7' = {y’. * ’ ST dmin 1,...,n—1
y], sinon
12 je 1
13 fin

de lot qui maximisent la probabilité (5.2.2). Les algorithmes génétiques ont été initialement
proposées par Holland (1975), Goldberg (1989). Pour une description générale de AG, voir
également Cox (2005), Said (2005), Leardi (2001). Il y a quelques articles présentant un
AG pour différents modeles de dimensionnement des lots. Par exemple, Lee et al. (1997)
proposent un AG pour la résolution d’'un probléme composé (lotissement et ordonnance-
ment simultanément) afin de minimiser le makespan. Dans Hernandez (1999), un algorithme
génétique est proposé pour un probleme de lotissement avec un seul produit, sans limita-
tion de ressources et mono-niveau. Dellaert et al. (2000) suggerent un algorithme génétique
avec un codage binaire pour résoudre un probléeme de dimensionnement de lots a plusieurs
niveaux. Gaafar (2006) a appliqué un AG a un probleme de lotissement déterministe avec

ordonnancement des lots.

Nous utilisons une procédure standard pour des algorithmes génétiques (voir la figure
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Algorithme 5.2: Recherche locale
Entrées : Solution y, obtenu avec G'1
Sorties : Maximum local

1 Créer l’ensemble N(y) des solutions-voisines pour la solution
y = (y1, e Yne1) comme suit :
={y| dly,y)=1, apir <y, <z i=1,...,n—1}
2 Evaluer toutes les solutions de 'ensemble N(y) // voir la section
5.3.2

si (3 y'GN() f&) > fly ))alors
Ymaa = Y tel que f(y') = max {f(y) |y € N(y)}
y <— ymax
Revenir au pas 1 de [’algorithme
sinon
‘ Quitter// maximum local a été atteint

fin

© 00O O R W

5.9) : i) la création d'un ensemble de solutions (population initiale), ii) application des
opérations de croisement et de mutation. Pour améliorer l'algorithme nous utilisons une
procédure de recherche locale a la fin de chaque itération. Notons que les algorithmes
génétiques hybrides avec une procédure de recherche locale intégrée sont appelés les al-
gorithmes Mémétiques (Moscato (1989)).

Codage des solutions et fonction d’évaluation (fitness)

Comme il a été expliqué dans la section précédente, chaque solution (chromosome) peut

étre représentée par un tableau de taille n — 1 (voir le tableau 5.3).

I1 faut définir une fonction d’évaluation (fonction fitness par la suite) pour pouvoir estimer
la performance de chaque solution. Nous cherchons a maximiser le niveau de service global,
alors pour calculer le fitness d’'un chromosome, nous devons utiliser I’équation (5.16), ou
une somme infinie est présente. Néanmoins, nous pouvons trouver des bornes inférieures et

supérieures pour obtenir une valeur approximative de cette probabilité comme suit (Dolgui

(2002)) :

L s\v T}
P (Trer < Ts5|Tm) = exp {— (UT'" + RT*) } x Z ( (RT") <Uj‘ ) ) (5.30)
v=0 ! j=0 ’

J]=
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5.3. Résolution du probléme P-PROB-P2(3)

¢

Création dela
Population Initiale

‘TP chromosomes

Selection des parents  |1-SP% chromosomes
pourle Croisement

‘ SP% chromosomes

. A 4
Croisement

Parents
Taux PC% >
‘ Enfants
Mutation L

Taux PM%

TP* chromosomes

v
Sélection des solutions
pour la génération suivante

lTP* chromosomes

Recherche Locale

TP* chromosomes
non

Meilleure solution
trouvée

FIGURE 5.9 — Schéma de 'algorithme Génétique (AG) proposé

P(T" <T*|T") =1—exp{— (UT"" + RT*)} x i <(U?b)y VZ_I <RT8>j> (5.31)

11 faut choisir une valeur L (le nombre d’éléments de la somme) assez grande pour obtenir

un écart assez faible entre les deux limites. Nous allons la choisir en utilisant 1’équation
suivante :

P (Trep < Ts|an) _pP (Trep < T5|T”T) < 2¢ (532)
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ol ¢ est une valeur suffisamment petite, ¢ > 0.

La valeur de fitness f(g) d’une solution g est donc la suivante :

n—1

flo) =TI P >di|g) x P (b > dy | 2277, T (9)) (5.33)

i=1
Notons que toutes les évaluations des solutions sont effectuées sous I’hypothese que z,, = z#P.

Pour diminuer le temps de calcul, apres la premiere génération du AG, nous initialisons la
matrice M (X, p), ot chaque ligned, i=1,...,n—1 contient les probabilités P(z? > d; | x;)

upp

pour chaque z; € [z, z;

: |, de la maniere suivante :

Mi][z; — "] = P(2b > d; | zy) (5.34)

1

Notons que la quantité d’éléments dans chaque ligne peut n’est pas étre la meme.

Création de la population initiale

Soit la taille de la population initiale égale a T'P. Pour avoir, des le début, quelques
solutions de bonne qualité, nous appliquons trois algorithmes heuristiques. Le premier (G1),
a été présenté dans la section 5.3.1. L’idée du deuxieme algorithme (G2) (voir algorithme 5.3)
est la suivante : nous créons une solution ¢°, ot chaque gene ¢?, ¢ =1,...,n est égal a ="
- la valeur maximale de la taille de lot correspondant. Ensuite, en diminuant la taille de lot,
pour lequel la probabilité de satisfaire la demande est maximale, nous espérons augmenter le
fitness de la solution ¢°. Si c’est le cas, nous continuons a diminuer les valeurs correspondantes

(une pour chaque itération), sinon l'optimum local a été atteint et I’algorithme s’arréte.

Le troisieme algorithme (G3) consiste a trouver la solution ”moyenne”
gmne — (g;nne’ o ’gzl_nle) ol glmne — L(x;mn + zzmax) /2J

Les trois algorithmes G1, G2 et G3 nous donnent 3 solutions (chromosomes). Les (TP —
3) chromosomes de la population initiale qui restent sont générés aléatoirement, en respectant
les limites inférieure 2" et supérieure z;*” pour chaque gene g;. Pour éviter les solutions

irréalisables, la condition suivante doit étre vérifiée :

n—1 n

D tigi+ taa™ < Ty = S(x%) = (m—1) Y t; (5.35)

i=1 i=1
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5.3. Résolution du probléme P-PROB-P2(1)

Algorithme 5.3: Algorithme glouton G2

1
2

© 0w N O

10

11

12

13

14

15

16
17

j<+<0
Créer " = (49, 95,...,9%_1), ou ¢! =™ i=1,....n—1// solution
initiale

Calculer T (¢°) = 3277 t,9° // 1le temps de fabrication pour ¢°

ID . < arg maxX;c(1,..n—1} (P (xf > d; | 9?))

max

pO%P(fodi, izl,...,n|go)

tant que (be(go) + by > T — S(r*) — (m—1) >0, tz’) faire
ID . < arg maX;ecqy, .. n—1} (P (552) > d; | 90))

max (2
fin
0_ L 70
Créer g' : g} = gi— L st 0=l 1=1,....,n—1
gY,  sinon
Jj<1

pj%P(fodi, i=1,...,n|¢

max

)
I ..« arg Ml o1y (P (mf > d; | gf))

j .. ;
. ; s +1, sii=1)
Créer ¢/t tel que g/t' = g'

(2 j .
g;, sinon

j—7+1
fin

Si la solution g est une solution réalisable, nous la comparons avec I’ensemble des solutions

déja générées pour éviter : 1) les clones, 2) les solutions qui sont trop proches les unes des

autres (la distance (5.29) est inférieure & une certaine valeur).
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Sélection et croisement

Pour construire les couples de parents pour le croisement, nous utilisons une sélection par
tournoi. Pour cela, nous choisissons au hasard deux chromosomes de la population courante.
Ensuite, celui qui a la valeur de fitness la plus grande, va devenir le premier parent, le second
chromosome est rejeté dans la population. Le deuxieme parent est choisi de la méme maniere.
Cette procédure doit étre répétée autant de fois que nécessaire pour obtenir SP% solutions

qui sont sélectionnées comme des parents pour le croisement.

Algorithme 5.4: Opération de croisement

Entrées : Couple de parents gP' et gP?

1 pour chaque (i=1; i<mn; i<+ i+ 1) faire
2 Générer une valeur s; € [0,1]; // probabilité que le géne i sera
changé
3 si (s; < PC/100) alors
4 g7 < min {g!", ¢*}
5 g7« max{g/", 9"}
6 g¢t + uniform g5, g;]
7 g¢% < uniform [g5°, g5
8 sinon
9 9" gl
10 92 gl
11 fin
12 fin

13 Ajouter g¢* et g5* dans la population

La probabilité de croisement est fixée a PC/100 (la méme pour chaque paire de parents
potentiels), cela veut dire qu’il n’est pas sur que chaque couple de parents choisi a I'étape
précédente va produire deux nouveaux descendants. Pour réaliser 'opération de croisement
nous générons aléatoirement une valeur s dans 'intervalle [0, 1]. Si 'inégalité s < PC/100
est vérifiée, 'opération de croisement est appliquée pour cette paire de parents. La procédure

de croisement pour une paire de parents gP' et gP? est donnée par I'algorithme 5.4.

Mutation

L’opération de mutation est appliquée a tous les enfants obtenus lors du dernier croise-

ment. La probabilité de mutation est égale & PM /100 pour chaque enfant. Soit le chromosome
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5.3. Résolution du probléme P-PROB-P2(1)

g = (g1,...,gn—1) un enfant nouvellement créé. Pour déterminer quels génes de ce chromo-
some vont muter, nous utilisons la méme probabilité PM /100 de mutation, c.-a-d. chaque
gene i, ¢=1,...,n— 1 du chromosome g a une probabilité PM de muter. L’opération de

mutation pour un chromosome g est présentée par I’algorithme 5.5.

Algorithme 5.5: Opération de mutation
Entrées : Un enfant g

1 pour chaque (i=1; i<mn; i< i+ 1) faire
Générer une valeur mu; € [0,1] // probabilité que le géne i

sera changé

3 si (mv; < PM/100) alors

4 Construire ’ensemble M des valeurs pour le géne i comme suit :
Mt =
(- N e - g2 U 2 - g

5 Choisir aléatoirement un élément m' de [’ensemble

6 gt = gi +m’

7 sinon

8 g™t < gi

9 fin

10 fin

Apres avoir effectué toutes les mutations, il faut évaluer les enfants créés avec la fonction
fitness, trier la population dans I'ordre décroissant de la valeur fitness et effectuer I'insertion

des enfants dans la population a ’aide des opérations "sélection” et "remplacement”.

Sélection et remplacement

Nous pouvons mettre a jour la valeur § en fonction de la meilleure solution dans la

population en cours : si la valeur de fitness f! de la meilleure solution est plus grande que le

min
i

niveau de service actuel, mettons 5 = f!, puis recalculons toutes les valeurs 27" en utilisant

'equation (5.23). En considérant les nouvelles valeurs de ™", nous vérifions que chaque
gene g; de toutes les solutions dans la population est toujours dans Uintervalle [z7", z7e].
Si ce n’est pas le cas (c.-a-d. Jg; < ") mettons g; < ™", A la fin de cette procédure
il faut mettre a jour la matrice M (X, p). Cela rend I’algorithme plus efficace puisque nous
diminuons en permanence les intervalles pour des tailles de lots et ne créons que des solutions

potentiellement intéressantes.
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La procédure de suppression de clone inclut I’élimination des solutions identiques et des
solutions qui sont tres proches les unes des autres. Pour atteindre ce dernier objectif, nous
calculons la distance entre chaque paire de solutions de la population (voir la définition 5.2).
Si cette distance est strictement inférieure a 3 pour une paire de solutions, nous en éliminons

une, celle qui a la valeur de probabilité la plus faible.

Si, apres cette démarche, le nombre de solutions dans la population est inférieure a TP,
nous régénérons (si ¢’est possible) la quantité requise de solutions, en respectant la ” distance”
entre elles. Des fois, surtout pour des problemes de petites tailles, il n’est pas possible de
trouver la quantité de solutions nécessaire, alors, apres avoir effectué 20 essais infructueux
pour générer une solution, nous diminuons le taille de la population. Si le nombre de solutions
dans la population est supérieur a TP, une stratégie de sélection par rang (ou d’élitisme) est

utilisée pour choisir les T'P solutions pour la prochaine génération.

La recherche locale

La procédure de recherche locale est généralement appliquée a la meilleure solution ob-
tenue dans la génération en cours. Nous utilisons une itération de l’algorithme présenté
dans la section 5.3.1. Si la meilleure solution actuelle n’a pas été changée depuis la derniere
génération et ne peut donc étre améliorée en utilisant la recherche locale (un maximum local
a été atteint), alors la recherche locale sera appliquée a la solution avec la deuxieme valeur

la plus élevée de fitness (la plus grande parmi les solutions restantes).

L’algorithme génétique s’arréte quand la limite de temps allouée est atteinte.

5.3.3 Résultats expérimentaux

Tous les tests ont été effectués sur un SUN UltraSPARC I11i avec 1593 Mhz CPU et 16Gb
de RAM. Tous les parametres des exemples testés ont été générés de maniere aléatoire basée
sur des distributions uniformes. Pour générer les problemes a tester, nous avons fait varier
les parametres suivants : demande d; i = 1,...,n, MTTF 1/u, ¢ =1,...,m, MTTR
1/r, ¢ =1,...,m et le T-ratio. Ce dernier est le ratio de la somme du temps destiné a la
fabrication des pieces et du temps de chargement par rapport a I'horizon de planification 7j.
Les intervalles des valeurs sont présentés dans le tableau 5.4, oui=1,...,net ¢=1,...,m.

L’horizon de planification Tj est égal a 24 heures.

Remarquons que toutes les combinaisons possibles des intervalles des valeurs de pa-
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TABLE 5.4 — Les intervalles pour la génération de données initiales des instances

Parametre Intervalles
Demande d; | [10; 50] [20; 30]
MTTR 1/r, | [0, 3;1] 0, 5;0, 6]
MTTF 1/u, | [50;500] [200; 300]
T-ratio 0, 5;0, 6] [0,7;0,8]

rametres donnent 16 familles d’instances. Nous avons généré 10 instances pour chacune

des familles, ce qui donne 10 x 16 = 160 instances pour chaque taille de probleme.

Nous avons fixé le temps total de set-up a 2 heures. La probabilité du niveau de service
minimal 3 est la méme pour tous les produits et elle est égale a 0, 7. Les probabilités p; d’avoir
une piece de bonne qualité pour le produit ¢, ¢ = 1,...,n sont générées dans l'intervalle

0,8;0,95].

Nous supposons que le temps total de fabrication (le temps de chargement inclus) sera
dans l'intervalle [a;Tp; aeTp] (il y a deux possibilités : soit [aq; as] = [0, 5;0, 6], soit [aq; as] =
[0,7;0,8]). Pour générer les valeurs t;, i = 1,...,n, nous sommes passé par les étapes sui-
vants :

e Générer la valeur du coefficient o dans U'intervalle [a; av]

e (Calculer le temps total approximatif de fabrication T, = o1y

e Calculer la valeur suivante :
Nyc = Zdi—l—n(m— 1)
i=1

Cette valeur représente la quantité totale de pieces de tous les types dont nous avons

besoin, plus un équivalent en pieces du temps de chargement pour tous les produits;

e Diviser T, par la quantité des pieces Ny,c, pour obtenir une valeur approximative du

temps de fabrication d'une piece tyicce = Ttap/NpC;
o Générer les valeurs t;, @ =1,...,n dans U'intervalle [0, 5 piece; 1, Htpicce]
Pour chaque instance générée, nous avons effectué 5 lancements de I’approche génétique.

Les parametres de I'algorithme génétique ont été choisis de fagon empirique en fonction des

résultats obtenus dans de nombreux tests. Ce sont les suivants :
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e La taille de la population initiale flexible, c.-a-d. dépendant de la taille du probleme
TP = 4/n;

e Le pourcentage des solutions sélectionnées pour le croisement SP = 50% ;

e La probabilité de croisement C'P/100 = 0.8;

e La probabilité de mutation PM /100 = 0.1.

Dans tout ce qui suit, nous allons utiliser les notations suivantes pour les approches
testées :

e AG - I'approche génétique avec la recherche locale et la taille de la population 4+/n ;

e RL - I'algorithme de recherche locale ;

e DP - l'algorithme de programmation dynamique.

Pour les problemes avec un nombre de lots relativement petit, nous pouvons comparer les
solutions obtenues par AG et RL avec les solutions exactes obtenues en utilisant ’algorithme
de programmation dynamique de (Dolgui et al. (2005)) (qui est présenté dans I'annexe D.1).

Les résultats expérimentaux pour les instances avec un nombre de lots n de 4 a 13, sont

présentés dans les tableaux 5.5, 5.6 et 5.7.

TABLE 5.5 — Quantité des instances résolues par DP

Nombre | Quantité Quantité non-résolue
de lots | résolue (sur 160) limite de temps probleme de mémoire

4 160 - -

5 160 - -

6 160 - -

7 143 15 2

8 58 - 102

9 44 1 115

10 32 - 128

11 29 - 131

12 21 1 138

13 15 - 145

Dans le tableau 5.5, nous montrons la quantité d’instances de chaque taille résolues de
maniere exacte par DP. Précisons que nous avons limité le temps de calcul de DP a 1 heure

(3600 secondes). Nous pouvons constater que :
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e l'approche DP est arrivée a résoudre toutes les instances des tailles de 4 & 6;
e 15 instances de taille 7 n’ont pas été résolues a cause de la limite de temps;

e a partir de la taille n = 8 I'approche n’arrive plus a résoudre des instances globalement

a cause d'un manque de mémoire.

TABLE 5.6 — Comparatif des temps CPU, n € [4,13]

Nombre Temps CPU DP Temps CPU
de lots | Min Moyen  Max AG RL
4 0,00 0,42 2,08 0,01 0,01
5 0,00 6,40 60,56 0,01 0,01
6 0,00 95,34 724,03 0,02 0,01
7 0,00 816,26 3591,29 | 0,02 0,01
(sur 143)
8 0,00 600,38 3506,12 0,03 0,02
(sur 58)
9 0,00 347,92 2239,07 | 0,03 0,02
(sur 44)
10 0,01 269,57 2001,53 | 0,05 0,02
(sur 32)
11 0,01 232,36 1828,68 | 0,06 0,02
(sur 29)
12 0,00 177,81 1198,31 0,06 0,03
(sur 21)
13 0,01 295,43 2547,10 | 0,08 0,03
(sur 15)

Dans le tableau 5.6, nous présentons les temps CPU des approches DP, AG et RL.
Pour le DP, nous présentons le temps CPU minimal, moyen et maximal pour les instances
résolues, dans le but de montrer que le temps de calcul varie beaucoup et dépend énormément
des données du probleme. Les temps CPU de AG et RL sont beaucoup moins élevés. Il faut
noter aussi que le temps CPU de 'approche génétique a été limité a 0, 2n secondes, ou n est
le nombre de lots du probleme, c.-a-d. la limite pour n = 4 lots est 0, 8 secondes, pour n = 5
une seconde, etc. Puisque le temps de calcul pour 'approche AG est connu a 'avance, le
temps de AG que nous avons mis dans le tableau 5.6 est le temps moyen (pour 5 lancements)

lorsque la meilleure solution a été trouvée.

Dans le tableau 5.7, nous affichons les quantités d’instances, qui ont été résolues de

maniére exacte avec les algorithmes approchés (colonnes 3 et 4), ainsi que la quantité d’ins-
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TABLE 5.7 — Qualité des solutions fournies par AG et RL

Nombre | Quantité | Sol. Exacte (quantité) Erreur Relative

de lots dinst. | AG RL AG RL
4 160 15 16 0,328% 0,488%
5 160 3 18 0,257% 0,482%
6 160 11 31 0,191% 0,390%
7 143 | 115 104 0,211% 0,725%
8 58 32 31 0,168% 0,807%
9 44 15 12 0,272% 1,066%
10 32 1 > 0,167% 0,800%
11 29 7 7 0,157% 0,989%
12 21 5 2 0,109% 0,789%
13 15 2 1 0,094% 0,774%

tances sur laquelle nous avons pu effectuer la comparaison (colonne 2). Malgré le fait que
les algorithmes approchés n’aient pas trouvé souvent les solutions exactes, la qualité des
solutions obtenues est trés bonne, surtout pour 'approche génétique (voir les colonnes 5 et
6, ot nous montrons les erreurs relatives (en %) pour les deux approches).

TABLE 5.8 — Temps de calcul moyen de AG et RL

Nombre AG RL

de Lots | Limite Meill. Sol Temps
10 2,000 0,045 0,021
20 3,999 0,185 0,071
30 5,998 0,546 0,153
40 7,996 1,018 0,313
50 9,993 1,936 0,500
60 11,990 2,677 0,764
70 13,988 3,903 1,139
80 15,983 5,081 1,551
90 17,979 7,339 2,222
100 19,973 8,959 2,729
110 21,970 11,370 3,786
120 23,964 13,475 4,431
130 25,953 16,281 5,375
140 27,944 18,988 6,505
150 | 29,931 21,623 8,112

Maintenant nous allons passer a la comparaison des algorithmes approchés : AG et RL
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pour des problemes de taille plus importante n € {10, 20, ...,150}. Le tableau 5.8 présente
les temps de calcul moyens de AG et RL. Pour I'approche génétique nous montrons deux
valeurs : 1) la valeur moyenne du temps utilisé (en considérant la limite de temps fixée) dans
la colonne 2; 2) la valeur du temps moyen pour trouver sa meilleure solution (voir colonne
3). Pour le RL c’est simplement la valeur moyenne de temps CPU (colonne 4). Comme nous
pouvons le voir, 'approche RL trouve son maximum local plus rapidement que ’approche

génétique.

TABLE 5.9 — Valeur de solution moyenne de AG et RL

Nombre | Moyenne des solutions
de Lots | AG RL

10 | 0,7326 0,7311
20 | 0,6270  0,6250
30 | 0,5541  0,5520
40 | 0,5283  0,52640
50 | 04614  0,4594
60 | 04398 04377
70 10,4223  0,4206
80 | 0,4206  0,4187
90 | 0,201  0,4273
100 | 0,3978  0,3960
110 | 0,4084  0,4069
120 | 03877  0,3862
130 | 0,3628  0,3615
140 | 0,3459  0,3447
150 | 0,3502  0,3492

Le tableau 5.9 contient les valeurs moyennes des solutions obtenues avec AG et RL.
Rappelons qu'une solution pour le probleme considéré est une probabilité, i.e. une valeur
entre 0 et 1. La valeur moyenne correspondante au génétique est toujours plus élevée que la
valeur de la recherche locale, ce qui veut dire que I'optimum local, trouvé par la recherche
locale n’est pas une solution optimale du probleme. Parmi les 2400 instances testées, la
solution moyenne des 5 lancements de AG est supérieure a la valeur de la solution de RL

pour 1267 instances et inférieure pour 6 instances uniquement.
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons examiné un probleme de lotissement et de séquencement sous
aléas, qui sont représentés sous forme de lois de distribution. L’objectif était de maximiser
le niveau de service global. Le probleme P-PROB est NP-difficile. Nous avons utilisé une
décomposition du probleme initial en trois sous-problemes : d’énumération, séquencement et
dimensionnement de lots. Le probleme d’énumération consiste a choisir la meilleure solution
en terme de probabilité parmi les n obtenues. Le probleme de séquencement est équivalent
au probleme de VDC. Le lotissement du probleme initial est une modification du probléeme
de Sac a Dos, auquel nous nous sommes intéressés dans ce chapitre. L’approche permettant
de trouver une solution exacte au probléeme (proposé par Dolgui et al. (2005)) est peu efficace
lorsque la taille du probleme est supérieure a 7, alors nous avons proposé deux méthodes
approchées : Recherche Locale et Algorithme Génétique. Ces méthodes permettent de trouver

une solution en un temps satisfaisant. La comparaison de leurs performances est fournie.
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Dans ce travail nous avons étudié un probleme de lotissement et de séquencement pour
une ligne de production imparfaite. Nous avons commencé par présenter la problématique
générale de gestion des systemes de production, puis les hypotheses du probleme que nous
avons considéré. Nous avons supposé que les machines sur la ligne de production sont impar-
faites. Deux types d’aléas sont pris en compte : le rendement aléatoire (a cause des rebuts)
et le temps d’exécution aléatoire (a cause des pannes machines). Les temps de changement

de série dépendant de la séquence des produits sont également pris en compte.

Nous avons traité d’abord deux versions déterministes du probleme pour deux criteres
différents : minimisation de Makespan sous la condition que la demande générale soit satis-
faite ( P-TEMPS ) et minimisation de cott total de retard avec un horizon de planification
donné (P-CouUTs). Nous avons démontré que pour ces deux sous-problemes, les décisions de
lotissement et de séquencement peuvent étre prises séparément I'une de I'autre. Ensuite nous
avons prouvé que les deux options du probleme P-TEMPS et P-CoUTS sont NP-difficiles, si
la quantité des piece défectueuses dans un lot est aléatoire méme s’il n’y a aucune panne.
Puis, nous avons supposé que le rendement et le temps total de réparation sont des fonctions
connues de la quantité de pieces lancées en fabrication. Dans ce cas, le probleme de minimisa-
tion du Makespan peut étre résolu en un temps polynomial, mais le probleme de minimisation
du cout total de retard reste NP-difficile. Ensuite nous avons proposé quelques méthodes de
résolution pour un cas du probleme P-CoUT dans lequel les fonctions de rendement et de

temps total de réparation ont une forme particuliere.

Nous avons présenté une méthode de résolution FPTAS qui permet de trouver une so-
lution (séquence des tailles de lots) exacte ainsi qu’une solution approchée avec une borne
supérieure d’erreur € donnée. Nous avons testé cette méthode pour plusieurs familles d’ins-
tances et constaté que : 1) pour les petites valeurs d’e 'algorithme trouve une solution exacte
2) pour € < 0,5 les erreurs relatives sont inférieures a 3%, ce qui est largement inférieur a

la limite € donnée. Ensuite nous avons présenté deux modeles de programmation linéaire
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en variables mixtes. Nous les avons comparés sur un ensemble de tests numériques. Nous
avons constaté qu’en général, pour les familles d’instances générées, les modeles linéaires avec
CPLEX sont plus rapides, mais il y a un groupe d’instances non négligeable pour lesquels
FPTAS trouve une solution optimale plus rapidement. L’avantage de la méthode FPTAS
est 1ié au fait que sa complexité est limitée a O (2—23” loglog(> 7, cibl-)>, tandis que la com-
plexité des modeles linéaires est exponentielle. Ensuite, nous avons considéré le probleme
avec une fonction plus générale représentant le nombre des pieces défectueuses. Nous avons
montré que 'approche FPTAS, ainsi que I'un des deux modeles linéaires sont assez flexibles
et peuvent s’adapter a cette nouvelle formulation du probleme. Les résultats expérimentaux

sont également présentés.

Ensuite nous avons présenté une étude du méme type de probleme, mais pour le cas ot des
variables aléatoires sont données par leurs lois de distribution et la ligne de production étudiée
est un flow-shop de permutation. Nous avons appelé ce probleme P-PROB, car 1'objectif
était de trouver la séquence et les tailles de lot maximisant la probabilité de satisfaire la
demande pour tous les produits dans un horizon de planification donné. Dans ce chapitre,
nous supposons que le rendement de chaque type de produit suit la loi de Bernoulli avec
une probabilité de succes donnée. La modélisation du processus de fonctionnement de la
ligne de production (les périodes de bon fonctionnement et les périodes d’inactivité a cause
des réparations) a été effectuée en utilisant des processus de renouvellement, ou le temps de
bon fonctionnement de chaque machine apreés la derniere réparation (MTTF) ainsi que le
temps d’une réparation suivent des lois de distribution exponentielles négatives. Nous avons
proposé une approche de décomposition, qui permet de résoudre le probleme initial en le
décomposant en trois niveaux : une énumération (P-PROB-P(i)), un probleme de voyageur
du commerce (P-PROB-P1(i)) et une modification du probleme de sac a dos (P-PROB-P2(i)).

Nous avons proposé deux méthodes - une recherche locale et un algorithme génétique
pour résoudre le sous-probleme de sac a dos, qui correspond au probleme de lotissement
multi-produits. La recherche locale atteint un maximum local assez rapidement, mais 1’algo-
rithme génétique est généralement plus performant. Nous avons effectué des expérimentations

numériques et les avons largement analysées.

Nous avons développé un modele de simulation permettant, a partir des données d’entrée
de notre probleme et d’une solution, d’obtenir par simulation de monte-carlo une approxima-
tion de la probabilité du niveau de service. Ce modele nous a permis de mieux appréhender

le comportement du systeme de production étudié.

L’une des ouverture qu’offre cette these pourrait étre exploitée d’une part en travaillant
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a la substitution de la fonction d’évaluation par le modele de simulation étudié, il serait
alors possible de repousser les limites de nos modeles d’optimisation approchée en prenant en
compte, par exemple, des lois de distribution autres qu’exponentielles, ou encore en intégrant
d’autres variables aléatoires telles que le temps de fabrication. En changeant des lois de
distribution dans ce modele de simulation, nous pourrions éventuellement mener une étude

de sensibilité des résultats par rapport au choix de ces lois.

D’autre part le développement d’une approche de 'optimisation au travers de la simula-
tion permettrait d’étendre le probleme considéré au cas ou une dépendance entre les pannes

et les rebuts existerait.

Nous pourrions également approfondir I’étude des différents résultats et afin de pouvoir
envisager les "bonnes pratiques” d’utilisation de ces différents modeles, ainsi que ’étude des

divers liens existant entre eux.

Il convient aussi de noter qu’étant donné la grande complexité du probleme traité,
nous avons proposé des méthodes de décomposition paramétrique. Dans ce contexte nous
avons trouvé trois cas ou le probleme initial pouvait étre décomposé en plusieurs parties
indépendantes. Dans de futures recherches il serait donc possible d’étudier les cas ou cette

décomposition n’est pas possible.

Enfin, une autre perspective intéressante serait la recherche d’'un algorithme permettant
de trouver une borne inférieure au cout d’insatisfaction de la demande pour le probleme P-
CoUT avec une garantie de résultat, qui donnerait la possibilité de créer un FPTAS fortement

polynomial.

Les incertitudes et les débouchés liés au fondement méme de la recherche en matiere de
simulation et d’ordonnancement, ouvrent invariablement un nombre grandissant de nouvelles
possibilités, de variables intégrable, complexifiant toutes équations. Cette these n’y fait pas

exception.

Si la finalité de la recherche ne consiste jamais qu’a améliorer et augmenter 1’état des
connaissances dans un domaine, la seule chose qu’il est concevable d’admettre sans crainte

est que cette derniere est perpétuelle.
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Annexe A

Les origines du probleme traité

Le probleme traité est issu de la fabrication automatisé (usine-automate) de circuits
imprimés, en particulier d'un atelier fabriquant des patrons conducteurs. Aujourd’hui les
circuits imprimés peuvent etre trouvés dans tous les appareils électriques et servent de
connecteurs entre leur divers composants (par exemple, les condensateurs, les résistances,
etc.). Le patron conducteur est un réseau des ”traces” visible a la surface de plaque (substrat,

voir figure A.1)

F1GURE A.1 — Un exemple de circuits imprimé

L’atelier considéré fournissait des patrons conducteurs de différents types pour I'atelier

de montage des modules électroniques. Considérant le fait que l'usine était completement
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automatisée, 'atelier (comme le reste de l'usine) travaillait la plupart de la journée sans

personnel autre que celui de maintenance, de telle sorte que :

e [’équipe du matin, composée du personnel de gestion de production était chargée de

définir le plan de fabrication pour les 24 heures suivantes ;

e Les équipes du soir et de nuit, composées uniquement du personnel de maintenance

(peu nombreux), ne permettait alors plus de changer le plan de fabrication.

Les circuits étaient stockés dans un systeme de magasin a charge automatique. Certaines
conditions particulieres sont a considérer. Cet entrepot a commande numérique était cher
et tres limité en nombre de pieces, il fallait donc travailler avec un stock limité de pieces et
considérer une durée maximale de rotation d’une journée. Pour ces raisons un systeme de

gestion de production juste a temps fut congu.

Voici quelque parametres du systeme : un atelier constitué d’un flow-shop de permutation
avec un taux de rebut important (de 20% a 40% en fonction du type de patron conducteur),
ainsi que des pannes assez fréquentes de certaines machines (Le MTTF pouvait varier de
100 a 1000 heures; le MTTR étant d’environ une demi-heure). Tableau A.1 contient plus

d’informations techniques.

TABLE A.1 — Fiche technique pour I'atelier de fabrication des patrons conducteur

Opération Temps MTBEF,
opératoire, heures
heures

Chanfreinage (de face) 0,1 1000
Percage 0,1 1000
Installation de bondons 0,13 100
Nettoyage de plaques de verre 0,1 1000
Controle de plaques 0,25 1000
Formation de topologie a base de laser | 2,25 360
Controle de topologie et de qualité 0,25 500

Un modele probabiliste de ce probleme a été décrit dans Dolgui (2002). Un modele de
programmation dynamique pour l'optimisation de taille de lots sur la base de ce modele

probabiliste a aussi été proposé dans Dolgui et al. (2005).
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Annexe B

PCT-FD : performances de FPTAS
approché
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Annexe C

PCT-af : performances de FPTAS
approché
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C.1 PCT-af : Temps de calcul moyen de FPTAS ap-

proché

TABLE C.1 — Temps de calcul moyen de FPTAS pour ¢ € {0; 0,01; 0,05; 0,1; 0,3; 0,5;
0,7; 1}

Nombre Valeur de e
de lots 0 0,01 0,05 0,1 0,3 0,5 0,7 1
10 0,11 0,11 0,06 0,04 0,02 0,02 0,01 0,01
20 0,45 0,45 0,35 0,24 0,12 0,09 0,08 0,07
30 1,49 1,49 1,13 0,75 0,38 0,29 0,25 0,22
40 3,22 3,22 2,61 1,68 0,87 0,63 0,55 0,48
50 6,23 6,23 5,13 3,46 1,55 1,13 0,98 0,86
60 9,70 9,70 8,51 5,59 2,72 2,02 1,69 1,51
70 10,91 10,91 10,91 7,92 4,09 3,00 2,56 2,28
80 17,63 17,63 16,91 13,03 6,41 4,47 3,81 3,33
90 33,92 33,92 29,78 17,93 8,53 6,27 5,47 4,75

100 34,24 3424 33,58 22,78 11,61 8,59 7,35 6,44
110 56,57 56,57 49,51 31,53 15,22 11,46 9,80 8,71
120 95,12 55,12 55,12 39,95 20,98 15,36 12,81 11,37
130 67,79 67,79 67,79 46,77 24,29 18,26 1546 13,93
140 90,60 90,60 90,60 64,14 31,63 22,95 19,03 17,44
150 117,51 117,51 111,62 82,93 40,23 27,96 23,77 20,99
Moyenne | 33,70 33,70 32,24 2258 11,24 8,17 6,94 6,16

132



Annezxes

C.2 PCT-af : Erreurs relatives des solutions approchées

de FPTAS
TABLE C.2 — Erreurs relatives des solutions approchées de FPTAS
Nombre Valeur de
de Lots | 0,01 0,05 0,1 0,3 0,5 0,7 1

10 0,00% 0,013%  0,072%  1,295%  4,370%  9,021%  16,112%
20 0,00% 0,021%  0,054%  0,848%  3,196%  7,252%  13,100%
30 0,00% 0,003%  0,070%  1,029%  4,221%  6,017%  15,628%
40 0,00% 0,006%  0,061%  0,609%  2,564%  6,918%  12,771%
50 0,00% 0,016%  0,108%  1,110%  3,559%  5,630%  14,405%
60 0,00% 0,000%  0,045%  0,939%  3,648%  5,235%  14,641%
70 0,00% 0,000%  0,022%  0,961%  1,678%  6,265%  9,936%
80 0,00% 0,001%  0,034%  0,384%  2,078%  5,989%  11,102%
90 0,00% 0,006%  0,055%  0,701%  2,586%  4,719%  13,039%
100 0,00% 0,006%  0,062%  0,786%  2,757%  4,727%  14,009%
110 0,00% 0,005%  0,041%  0,835%  3,187%  6,034%  13,630%
120 0,00% 0,000%  0,024%  0,736%  3,169%  4,089%  13,303%
130 0,00% 0,000%  0,038%  0,753%  1,193%  5,278%  8,753%
140 0,00% 0,000%  0,021%  0,876%  1,698%  5,812%  10,093%
150 0,00% 0,001%  0,030%  1,177%  2,063%  5,699%  10,465%
Moyenne | 0,00% 0,006%  0,049%  0,869%  2,798%  5,912%  12,732%
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Annexe D

Probleme P-PROB-P2(i)

D.1 Transformation de P-ProB-P2(i) en probleme de

Sac a Dos

Rappelons le probleme a résoudre :

Probléeme P-PrOB-P2(i) : Trouver la combinaison des tailles des lots 2* = (x1, 22, ..., z,),

qui va minimiser la probabilité suivante :

n—1

P(x? > d; | (7?”,:1))) = HP(wg’ > djlz;) X P(xb > dy | ImTW(W*ivx)> (D.1)

n
J=1

Nous allons montrer que ce probleme peut étre transformé en une modification du

probleme de Sac a Dos. Auparavant nous avons utilisé les notations suivantes :
n n—1
t=To—S(r)—(m—1)) t; et T"(x)=t—» tu;
i=1 i=1

Nous avons besoin des notations suivantes pour introduire le modele mathématique et

I’approche. Soit

man

o W™ et w les temps minimal et maximal de fabrication d'un lot de produit i,

1=1,...,n, qui peuvent étre calculés de la maniere suivante :

= izl (D.2)
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ou x™"

i=1,...,n (voir (5.24) et (5.25));

est la taille de lot ¢ minimale (voir (5.23)), et ;™" est la taille de lot ¢ maximale,

e V™" le temps minimale possible, nécessaire pour fabriquer les picces de i premiers
lots. C’est évident que ce temps minimal correspond au traitement des tailles de lots
( min min

oL, M) et peut étre exprimé par 1'équation suivante :

V;minzztjx;ninzzw;ninj i=1,...,n—1 (D.3)
j=1 Jj=1

o /% le temps maximale possible, que nous pouvons affecter au traitement des i pre-

miers lots. V%" est calculé comme suit :

TR RS SR 2 ) R TR
j=1

j=i+1

out— Z;L:Z 41 wgm'” est le temps qui reste de Ty apres la soustraction du temps total de
set-up, du temps de chargement et du temps minimale pour fabriquer les n — ¢ derniers

lots,2=1,...,n— 1.

En utilisant les notations ci-dessus, le probleme P-PROB-P2(i) se transforme en probléme
de recherche d'un vecteur w = (wy, ws, ..., w,) des temps affectés a la fabrication de chaque

lot, tel que la probabilité suivante soit maximisée :

P(w) = HP ((j’—) > d; | f—) <P ((f—) > d, | xzpp,T"%w)) (D.5)

ot w; € {w™™ wm™m +1,... wm*}. Ce dernier probleme est une modification du probleme

de Sac a Dos. Si le vecteur w* = (wi, w3, ..., w’) est la solution optimale pour ce probleme,
* * * * . wf w; wy : :

alors le vecteur x* = (af,z3,...,2%) = T T t—:) est la solution optimale pour le

probleme initial P-PROB-P2(i).

Soit V; = {V;', V2 ..., Vi?} I'ensemble de toutes les valeurs de temps possibles pour
fabriquer les premiers ¢ lots. L’approche par la programmation dynamique, proposée dans
Dolgui et al. (2005), est présentée dans 'algorithme D.1, ou la probabilité P(w) est la
probabilité maximale pour satisfaire la demande générale. Les tailles de lots peuvent étre

trouvées par retour en arriere.
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D.2 Une procédure de programmation dynamique

Algorithme D.1: L’algorithme DP pour le probleme P-PROB-P2(i)

—

O OO0 Otos W

S o S T G S Gy S g S g g
© 00O Uk Whh=O

[\
o)

NN NN
W N =

g1
‘/’1 c [‘/{mn’ ‘/{nax] . {w{mn7 wimn + t17 o ’w’inaa:}
pour chaque (i =1; i < |Vi]; i + i+ 1) faire

, i\ b i
Calculer Hi(V}) = P <<£> > d | ‘t/—ll)

t1

fin
Récursion :
tant que (j < n) faire
j—g+1
V; = {0}
pour chaque (V}k_l; k=1; k<|Vi4|; k+ k+ 1) faire
pour chaque (y= wi Yy <wit oy oy + t;) faire
Calculer v = V]’il +y
si v e [V V] alors
‘ Ajouter v dans l'ensemble V;
fin
fin
fin
pour chaque (i =1; ¢ < |V;| i+ i+ 1) faire
Calculer
1) = max {1 (v ) P () 2 a0 )
fin
fin

Calculer la probabilité
P(w) = maX{Hn,l(Vf_l) x P (mfl > dy, | 2Pt — Vnk_l) | VF € Vn,l}
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