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Résumé

Nous abordons dans cette theése les approches de la Programmation DC et DCA
en Data Mining (fouille de données). Plus particuliérement, nous nous intéressons
aux problémes de parcimonie en modélisation parcimonieuse de données. Le tra-
vail porte sur des recherches théoriques et algorithmiques et la principale approche
utilisée est la programmation DC et DCA.

Nous avons établi des propriétés intéressantes, des reformulations DC, voire qua-
dratiques, équivalentes pour ces problémes grace a de nouvelles techniques de péna-
lité exacte développées durant cette thése. Ces résultats donnent une nouvelle facette
et une nouvelle maniére de voir ces problémes de parcimonie afin de permettre une
meilleure compréhension et prise en main de ces problémes. Ces nouvelles techniques
ont été appliquées dans le cadre de la modélisation parcimonieuse pour le probléme
de la valeur propre maximale et dans le cadre de la modélisation parcimonieuse dans
les modéles de régression linéaire.

La structure simple des reformulations obtenues se préte bien a la programma-
tion DC et DCA pour la résolution. Les simulations numériques, obtenues avec DCA
et un algorithme combiné DCA et la procédure Séparation et Evaluation pour 1’'op-
timisation globale, sont tres intéressantes et trés prometteuses et illustrent bien le
potentiel de cette nouvelle approche.







Abstract

In this thesis, we investigate the DC Programming and DCA approaches in Data
Mining. More precisely, we are interested in the sparse approximation problems in
sparse modelling. The work focuses on theoretical and algorithmic studies, mainly
based on DC Programming and DCA.

We established interesting properties concerning DC and quadratic reformula-
tions for these problems with the help of new exact penalty techniques in DC pro-
gramming. These results give new insights on these sparse approximation problems
and so allow a better understanding and a better handling of these problems. These
novel techniques were applied in both contexts of sparse eigenvalue problem and
sparse approximation in linear models.

The simple and nice structure of the obtained reformulations are suitably adapted
to DC programming and DCA. Computational experiments are very interesting and
promising, illustrating the potential of the novel approach.
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Notations

Fo(X) représente la classe des fonctions f : X —] — oo, +00] convexes,
semi-continues inférieurement et propres.

DC(C) la classe des fonctions DC sur C.

Xc la fonction indicatrice de I'nsemble C,
xc(xz) =0,siz € C et xo(r) = +00 sinon.

Po la projection sur I’ensemble du sous ensemble C,
argmin f ensemble des minimiseurs de la fonction f

Vf gradient de f.

af sous-différentiel de f.

Amaz(A) la valeur propre maximale de la matrice A.

el,....e" les éléments de la base canonique de R™.
e le vecteur de R™ dont toutes les composantes sont égales a 1.
sign fonction signum.

supp(.) fonction support.

(.,.) produit scalaire usuel de R™.
|.| fonction valeur absolue.

I-1lo norme f.

norme ¢,,.

M,,.»(R)  ensemble des matrices réelles de m lignes et n colonnes.

M, (R) ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n.
S ensemble des matrices symétriques réelle d’ordre n.
St ensemble des matrices symétriques réelle semi-définie positive d’ordre n.

I matrice identité d’ordre n.
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AT
Je

Card E

matrice transposée de la matrice A.
complémentaire de ’ensemble J.

cardinal de ’ensemble E.
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Chapitre 1

Introduction

« We are to admit no more causes of natural things than such as are both true
and sufficient to explain their appearances. »

Isaac Newton
« Everything should be made as simple as possible, but not simpler. »

Albert Einstein

1.1 Contexte de ’étude

La modélisation parcimonieuse de données s’est développée au fil des années et
devient de plus en plus incontournable dans les domaines ot interviennent de trés
grandes quantités de données notamment en fouille de données et traitement de si-
gnaux et d’images, etc. Elle permet de supprimer les redondances sur les données
et de ne considérer que les caractéristiques les plus pertinentes en supprimant celles
qui sont superflues. Cette modélisation donne naisssance a des problémes mathéma-
tiques notamment des problémes d’optimisation contenant un terme de parcimonie
discontinu.

A premiére vue certains des problémes d’optimisation rencontrés ont des formu-
lations avec des structures pour lesquelles les méthodes classiques en optimisation
sont généralement inapplicables ou inefficaces. Face & cette situation des méthodes
d’approximation ont été proposées en remplacant le terme de parcimonie dans le
probléme d’optimisation original par des approximations afin d’obtenir un probléme
plus adapté pour la résolution. Nous distinguons généralement deux types d’approxi-
mations :

— approximations convexes afin d’utiliser des méthodes d’optimisation convexe,
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— approximations continues non convexes permettant d’utiliser des méthodes de
la programmation non convexe.
La question qui se pose immédiatement est de savoir si en résolvant le probléme
approché on résout le probléme original. Autrement dit, on cherche & savoir quand
est ce que les ensembles de solutions du probléme approché et du probléme original
coincident ? quels sont les liens ?

Sauf dans des cas trés spéciaux, les approximations proposées manquent de liens
rigoureusement établis entre le probléme original et le probléme approché. Une des
grandes difficultés est la reformulation équivalente de ces problémes afin d’obtenir
des problémes avec des structures plus adaptées aux outils d’optimisation mathé-
matique pour la résolution. Dans ce travail de thése nous nous intéressons a la
reformulation exacte et & la résolution de ces problémes d’optimisation et la princi-

pale approche utilisée est la programmation DC (Difference of Convex functions) et
DCA (DC Algorithms).

1.2 Vue d’ensemble du travail effectué

1.2.1 La Programmation DC et DCA en fouille de données

La fouille de données est un domaine émergent qui s’est développé depuis quelques
décennies avec 'appartition de grandes bases de données et a de nombreuses appli-
cations dans différents domaines des sciences appliquées. Elle consiste a rechercher
et extraire de l'information (utile et inconnue) stockée dans de grandes bases de
données.

Nous parlerons dans ce chapitre du role central de la programmation DC et
DCA dans la résolution des problémes d’optimisation non convexes rencontrés dans
différentes branches de la fouille de données (Apprentissage, classification, SVM,
Méthodes & noyaux, reconnaissance de formes, tomographie binaire,...) et nous pré-
senterons aussi ’état de I'art des méthodes DC pour les problémes de fouille de
données.

1.2.2 Programmation DC et DCA

La programmation DC (Difference of Convex functions) et DCA (DC Algo-
rithms) ont été introduits par Pham Dinh Tao a I’état préliminaire en 1985, et
ensuite intensivement développés par Pham Dinh Tao et Le Thi Hoai An depuis
1994 pour devenir maintenant classiques et de plus en plus utilisés par des cher-
cheurs et praticiens de par le monde, dans différents domaines des sciences ap-
pliquées. Leur popularité réside dans leur robustesse et performance comparées a
des méthodes existantes, leur adaptation aux structures des problémes traités et
leur capacité de résoudre des problémes industriels de grande dimension. La pro-
grammation DC et DCA ont été appliqués avec grand succés & de nombreux et
divers problémes d’optimisation non convexe (différentiables ou non) et dans divers
domaines : transport-logistique, télécommunication, génomique, finance, fouille de
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données, cryptologie, mécanique, traitement d’image, robotique et vision par ordina-
teur, pétrochimie, contréle optimal et automatique, problémes inverses et problémes
mal posés, programmation multiobjectif, problémes d’inégalités variationnelles, ...
pour ne citer qu’eux.

Nous détaillerons dans ce chapitre les bases théoriques et algorithmiques de la
programmation DC et DCA. Nous commencerons par quelques rappels d’analyse
convexe, ensuite nous présenterons la programmation DC, la notion de la dualité
et les conditions d’optimalité locale en programmation DC sur lesquelles est basé
I’algorithme DCA. Nous terminerons par les résultats de convergence de DCA et la
pénalisation exacte en programmation DC.

1.2.3 Technique de Séparation et Evaluation (SE) pour ’op-
timisation globale

La méthode de Séparation et Evaluation est une méthode d’énumération impli-
cite intelligente pour résoudre de maniére globale des problémes d’optimisation non
convexes continus ou combinatoires.

Nous détaillerons dans ce chapitre les bases théoriques et algorithmiques de la
technique de séparation et évaluation dans le cas de la programmation non convexe
continue. Nous y rappellerons différents résultats de convergence et de garantie d’op-
timalité globale. Nous présenterons aussi les différentes étapes pour la réalisation
d’une procédure SE et la technique de relaxation DC.

1.2.4 Modélisation parcimonieuse

Dans ce chapitre, nous introduirons différents types de problémes d’optimisa-
tion rencontrés en modélisation parcimonieuse. Nous y présenterons la formalisation
mathématique de la notion de parcimonie et y détaillerons les méthodes d’approxi-
mation utilisées. Nous verrons les différentes classes de problémes d’optimisation,
incluant cette notion, et aussi différents résultats et approximations concernant ces
classes de problémes de parcimonie rencontrés dans la littérature.

1.2.5 Modélisation parcimonieuse pour le probléme de la va-
leur propre maximale

Le probléme de la valeur propre maximale est un probléme bien connu et a de
nombreuses applications en sciences appliquées et en ingénierie. Une des applications
est 'analyse en composantes principales (ACP) en statistiques qui est un puissant
outil pour 'analyse de facteur et la modélisation de données. L’ACP consiste a
transformer des variables d’entrées liées entre elles en de nouvelles variables indé-
pendantes les unes des autres. Ces nouvelles variables sont nommées composantes
principales ou axes. Chaque composante étant une combinaison linéaire des variables
d’entrées.

Dans la pratique, les axes obtenus prennent toute la dimension du probléme c’est
a dire presque toutes leurs composantes sont non nulles. Ce qui pose des problémes
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d’interprétation et de redondance de l'information obtenue a partir de ces axes
la plupart des cas. Plusieurs techniques utilisant la notion de parcimonie ont été
développées dans la littérature afin de contourner ce probléme.

Dans ce chapitre nous considérerons deux formulations avec le terme de parci-
monie et nous proposerons des reformulations DC exactes de ces deux formulations
via de nouvelles techniques de pénalisation exacte. Nous présenterons également
des résultats numériques préliminaires avec DCA, dans le contexte de I’analyse en
composantes principales, qui illustrent bien le potentiel de cette nouvelle approche.

1.2.6 Modélisation parcimonieuse dans les modéles de régres-
sion linéaire

La modélisation parcimonieuse a émergé ces derniéres années dans les modéles
de regression en traitement de données notamment en traitement des signaux, des
images et fouille de données. La parcimonie permet de prendre en compte la com-
pressibilité des données a 'aide d’une représentation bien choisie. Elle est au coeur
de I’échantillonnage compressé (compressed sensing, sparse signal recovery,...).

Nous considérerons dans ce chapitre plusieurs formulations permettant de prendre
en compte cette notion de parcimonie dans les modéles de régression linéaire. Nous
y discuterons aussi des liens entre ces différentes formulations. Ensuite nous propo-
serons des reformulations DC et des reformulations quadratiques exactes a ’aide de
nouvelles techniques de pénalisation (différentes de celles de la section précédente).
Ces techniques nous ont permis d’obtenir des caractéristiques intéressantes et une
nouvelle approche concernant ces problémes de parcimonie. Nous terminerons par
des tests numériques préliminaires avec DCA et une méthode combinée DCA-SE
pour 'optimisation globale.

1.3 Quelques activités de recherches effectuées du-
rant la thése

1. Publications

— Mamadou Thiao, Tao Pham Dinh and Hoai An Le Thi, A Feature Selection
Method by DC Programming and DCA. Submitted (2011).

— Mamadou Thiao, Tao Pham Dinh and Hoai An Le Thi, Sparse Approxima-
tion by DC Programming. Submitted (2011).

— Mamadou Thiao, Tao Pham Dinh and Hoai An Le Thi, A DC Program-
ming Approach for Sparse Eigenvalue Problem. In proceedings of the 27th
International Conference on Machine Learning (ICML 2010), pp. 1063-1070
(2010).

— Mamadou Thiao, Tao Pham Dinh and Hoai An Le Thi, DC Programming
Approach for a class of Nonconvex Programs Involving LO Norm. Communi-
cations in Computer and Information Science, Springer, Vol. 14, pp. 348-357
(2008).
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2. Conférences Internationales

— Une méthode D.C. pour la Régression Logistique LO-régularisée. Roadef
2011 : 12e congrés annuel de la Société francaise de Recherche Opérationnelle
et d’Aide a la décision, 2-3-4 Mars 2011, Saint-Etienne, France.

— Mamadou Thiao, Sparse Fisher Discriminant Analysis by exact penalty tech-
niques in DC Programming. 24th European Conference on Operational Re-
search (EURO’10), July 11-14, 2010, Lisbonne-Portugal.

— Mamadou Thiao, A DC Programming approach for Sparse Eigenvalue Pro-
blem. 27th International Conference on Machine Learning (ICML 2010),
June 21-24, 2010, Haifa-Israel.

— Mamadou Thiao, A DC Programming approach for feature selection in Sup-
port Vector Machines learning. 23rd European Conference on Operational
Research (EURO’09), July 5-8, 2009, Bonn-Allemagne.

— Mamadou Thiao, DC Programming Approach for a class of Nonconvex Pro-
grams Involving LO Norm MCO’08. Modelling, Computation and Optimi-
zation in Information Systems and Management Sciences (MCO’08), Sep-
tember 8-10, 2008, Metz, France - Luxembourg.

3. Présentations en workshop et journées scientifiques

— Sparse Approximation by DC Programming. Workshop : Optimization and
learning : Theory, Algorithms and Applications, Metz, May 23-24, 2011.

— A DC Programming approach for sparse Eigenvalue Problem and L0 norm
reformulations. Workshop : Optimization and learning : Theory, Algorithms
and Applications, Metz, June 17-18, 2010.

— A DC Programming approach for feature selection in Support Vector Ma-
chines learning. Journées des doctorants de 1’école doctorale SPMII Février
2009, Rouen.
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Chapitre 2

La Programmation DC et DCA en
fouille de données

La fouille de donnée est un domaine émergent qui s’est développé depuis quelques
décennies avec 'appartition de grandes bases de données. Elle consiste a rechercher
et extraire de l'information (utile et inconnue) stockée dans de grandes bases de
données. Ce développement est dii a plusieurs facteurs : augmentation de la puissance
de calculs des ordinateurs; augmentation du volume des bases de données; 'accés
aux réseaux de taille mondiale, ces réseaux ayant un débit sans cesse croissant,
qui rendent la distribution d’information sur un réseau d’échelle mondiale viable;
la prise de conscience de 'intérét commercial pour 'optimisation des processus de
fabrication, vente, gestion, logistique, ....

Le processus de fouille de données comprend plusieurs étapes :

1. collecte des informations et organisation de ces informations dans une base de
données ;

2. nettoyage de la base de données : attributs sans valeur, ayant une valeur inva-
lide (bruit), ...; normalisation ;

3. sélection des attributs utiles;
4. analyse statistique des données (réduction de la dimension, projection, etc...);

5. identification du type de problémes (discrimination, clustering, etc...) et choisir
un algorithme ;

6. évaluation des résultats de ’extraction de connaissance
7. déploiement de I'application.

On s’intéresse aux étapes 4, 5 et 6 o1 'on utilise des méthodes mathématiques ap-
pelées aussi méthodes d’apprentissage statistique. Nous distinguons principalement
trois types de méthodes d’apprentissage : I'apprentissage supervisé, I'apprentissage
non-supervisé et I’apprentissage semi-supervisé.

Les méthodes d’apprentissage statistique se sont développées sur la base de la
théorie de Iapprentissage statistique de Vapnik-Chervonenkis (Vapnik [150, 151]).
L'une de ces méthodes, appelée Machine a Vecteur de Support ou SVM (Support
Vector Machine) Cortes et al.[31], permet de réaliser des estimations en classification
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(& deux classes ou plus) Burges [16] ou en régression Smola et Scholkopf [134]. De
telles méthodes permettent généralement de s’affranchir de contraintes statistiques
sur les données étudiées comme la normalité de la distribution.

La mise en ceuvre de ces méthodes d’apprentissage donne naissance a des pro-
blémes mathématiques. Ces problémes consistant le plus souvent & minimiser des
fonctionnelles, c’est a dire a résoudre des problémes d’optimisation. On peut distin-
guer deux phases d’évolution concernant ces problémes d’optimisation

— une premiére phase pionniére durant laquelle une trés grande partie de ces
problémes d’optimisation dans les modéles utilisés étaient convexes voire li-
néaires,

— une deuxiéme phase d’amélioration des modéles existants et de développement
de nouveaux modéles généralement non linéaires et/ou non convexes, afin de
pallier aux faiblesses des premiers.

Les limites des modéles convexes, voire linéaires, dans la modélisation de pro-
blémes de fouille de données de la vie courante sont le plus souvent a ’origine de ces
faiblesses dont 1'une des plus connues est le sur-apprentissage dans le cas de 1'ap-
prentissage. Dans le contexte de classification par exemple, le classifieur obtenu est
trés performant sur les échantillons utilisés, mais aura de la peine a généraliser les
caractéristiques des données. Il se comporte alors comme une table contenant tous
les échantillons utilisés lors de ’apprentissage et perd ses pouvoirs de prédiction sur
de nouveaux échantillons. Pour remédier & ces faiblesses, des modéles non-linéaires
et le plus souvent non convexes ont été développés dans la littérature. Ces der-
niers modéles, plus réalistes que les premiers, nécessitent la résolution de problémes
mathématiques ayant des structures pour lesquelles les méthodes de résolution clas-
siques sont généralement inefficaces, voire inapplicables. Une grande partie de ces
problémes peuvent étre formuler comme des problémes d’optimisation non convexes
et donc nécessitent des outils de I'optimisation non convexe (programmation non
convexe) pour leur résolution.

La structure de ces problémes non convexes se préte bien a la programmation DC
et DCA qui jouent ainsi un role central pour leur résolution. La programmation DC
(Difference of Convex functions) et DCA sont introduits en 1985 par Pham Dinh Tao
et intensivement développés par Le Thi Hoai An et Pham Dinh Tao depuis 1994. Ils
ont été utilisés avec succes, par des chercheurs et praticiens de par le monde, dans
différentes branches des sciences appliquées. Ce succés étant di a leur robustesse et
performance comparées a des méthodes existantes, leur adaptation aux structures
des problémes traités et leur capacité de résoudre des problémes industriels de grande
dimension.

Plusieurs algorithmes utilisés pour la résolution de problémes d’optimisation non
convexe rencontrés dans le domaine de 'apprentissage se révelent étre des cas spé-
ciaux de DCA : I'algorithme SLA (Successive Linearization Algorithm) ([14]) utilisé
dans le cas de la minimisation d’une fonction concave ainsi que l'algorithme CCCP
(Concave-Convex Procedure) ([164]).

Nous allons présenter dans la suite plusieurs travaux utilisant la programmation
DC et DCA au niveau des différents types d’apprentissage rencontrés en fouille de
données.
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2.1 Apprentissage supervisé

Etant donné un ensemble X de n observations x;,i = 1,...,n et un ensemble
Y de n mesures (labels) y;,7 = 1,...,n. L’apprentissage supervisé a pour objectif
d’estimer les dépendances entre X et Y.

Dans ce contexte, la programmation DC et DCA ont été appliqués dans divers
cadres : sélection de variables, sélection de noyaux,...

Une des premiéres applications de la programmation DC et DCA en fouille de
données concerne le probléme de sélection de variables qui est un probléme tres
important en apprentissage et plus particuliérement en apprentissage supervisé. Il
consiste a sélectionner un sous-ensemble de m variables parmi p (p > m) variables
disponibles par rapport a un critére de qualité donné. La sélection permet de sup-
primer les redondances sur les caractéristiques des données, d’en extraire les plus
pertinentes et d’éviter le sur-apprentissage. Ces méthodes de sélection sont classées
en trois grandes catégories (“filter”, “wrapper”, “embedded”) suivant le type du critére
de sélection et la facon dont il est pris en compte dans la procédure d’apprentissage
(Kovahi et John|76], Guyon et Elisseeff[57]). Les méthodes de sélection de la caté-
gorie “filter” évaluent 'importance des variables en utilisant un critére statistique
indépendant a priori du classifieur. Tandis que celles de la catégorie “wrapper”, in-
tegrent les performances prédictives du classifieur dans la procédure de recherche et
d’évaluation de la qualité des sous-ensembles de variables. Quant aux méthodes de
la catégorie “embedded”; elles combinent la sélection de variables et 1’estimation du
modeéle en une seule tache.

Les approches de la programmation DC pour la sélection de variables concernent
généralement cette derniere catégorie. Une des premiéres méthodes utilisant une
approche par la programmation DC est due & Bradley et Mangasarian [14] qui
ont proposé 'algorithme SLA (cas spécial de DCA) pour résoudre le probléme de
minimisation concave dans leur modéle de sélection. Plutard, Weston et al.[158| ont
proposé une nouvelle approche non convexe basée sur une fonction logarithmique et
le probléme d’optimisation obtenu est un programme DC. Récemment, les travaux
de Neumann et al.[113], Le Thi et al.[87, 92] et Wu et Liu [161] ont montré Uefficacité
et la robustesse de la programmation DC et DCA pour résoudre des problémes de
sélection de variables.

La programmation DC et DCA ont été aussi trés performants dans divers types
de problémes de classification : en classification biclasse dans I’approche “i-learning”
de Shen et al.[133] et aussi dans les modéles de séparation sphérique de données par
Astorino et al.[7] et Le Thi et al.[90]; et en classification multiclasse, ils ont été
appliqués dans approche “i-learning” de Liu et Shen [103], Liu et al.[104].

Ils ont été utilisés dans le modeéle de régression présenté par Quadrianto et al.[129]
et dans le modéle de sélection de noyaux de Ying et al.[163]. Il existe aussi une ap-
proche de sélection de noyaux utilisant une méthode cutting plane en programmation
DC Argyriou et al.[6].
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2.2 Apprentissage non-supervisé

Dans ce cas on ne dispose que d'un ensemble X de n observations z;,i = 1,...,n
et 'objectif est de décrire comment les données sont organisées et d’en extraire
des sous-ensembles homogénes. On distingue principalement deux catégories de mé-
thodes en apprentissage non-supervisé : les méthodes de partitionnement et les mé-
thodes hiérarchiques. La premiére catégorie consiste a construire plusieurs partitions
puis les évaluer selon certains critéres tandis que la deuxiéme consiste a créer une
décomposition hiérarchique des objets selon certains critéres.

La programmation DC et DCA ont été trés fructueux dans cette catégorie,
et d’importants travaux ont été effectués aussi bien pour les méthodes de par-
titionnement que pour les méthodes hiérarchiques Belghiti et al.[10], Le Thi et
al.[88, 84, 89, 86, 99].

2.3 Apprentissage semi-supervisé

Parmi les n observations xz;,7 = 1,...,n, seul un petit nombre d’entre eux est
labellisé. L’objectif est le méme que pour I'apprentissage supervisé mais on aimerait
tirer profit des observations non labellisées. Les méthodes les plus utilisées sont, sans
doute, les méthodes transductives a vecteur support (T'SV M ,S3V M) Vapnik [150],
Joachims [72|, Bennet et Demiriz [11], Fung et Mangasarian [49]|, Chapelle et al.
[25].

Ces méthodes consistent, le plus souvent, a minimiser des fonctions non convexes
ayant des structures trés adaptées a la programmation DC et DCA. De ce fait, la
programmation DC et DCA ont été intensivement utilisés pour la résolution de ces
problémes non convexes dans plusieurs travaux : Bennet et Demiriz [11|, Fung et
Mangasarian [49], Collobert et al.[30, 29], Chapelle et al. [25] et Wang et al.[153, 154].

2.4 Projection

Les méthodes de projection (aussi appelées méthodes de réduction de la di-
mensionnalité) consistent a effectuer la projection des données depuis leur espace
d’origine dans un espace plus petit. Le but est de visualiser ensuite ces projections
afin de mieux comprendre un jeux de données et éventuellement d’en extraire des
configurations. La méthode de projection la plus utilisée est sans doute ’analyse en
composantes principales (ACP). C’est une méthode d’analyse de données classique,
tres utilisée et trés connue en statistique et dans les sciences expérimentales. L’ACP
consiste a transformer des variables liées entre elles en de nouvelles variables indé-
pendantes les unes des autres et ces nouvelles variables sont nommées composantes
principales.

Dans la pratique, les composantes principales obtenues prennent toute la di-
mension de ’espace d’origine ce qui pose, le plus souvent, des problémes d’inter-
prétabilité. Pour pallier a ces problémes, des modéles parcimonieux ont été mis en
ceuvre afin de promouvoir des composantes principales parcimonieuses. Cependant,
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les problémes de parcimonie considérés ont des structures pour lesquelles les mé-
thodes d’optimisation classiques sont généralement inefficaces, voire inapplicables.
Une premiére approche utilisant la programmation DC et DCA a été proposée par
Sriperumbudur et al. [135] et récemment, Thiao et al.[139] ont montré que ces pro-
blémes de parcimonie peuvent étre reformulés sous forme DC et d’intéressants ré-
sultats ont été obtenus avec DCA.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté briévement la richesse des applications
de la programmation DC et DCA (que nous allons détailler dans prochain chapitre
3) en fouille de données. Ils ont été appliqués avec grand succés sur presque tous
les types de méthodes d’apprentissage statistique. Les différents résultats obtenus
montrent 'efficacité et la robustesse de la programmation DC et DCA pour résoudre
des problémes d’optimisation non convexe obtenus lors de la modélisation de pro-
blémes de la vie courante. Cette approche est aussi trés adaptée pour la modélisation
parcimonieuse de données que nous aborderons dans les chapitres 5, 6 et 7.
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Chapitre 3

Programmation DC et DCA

Nous détaillerons dans ce chapitre les bases théoriques et algorithmiques de la
programmation DC et DCA. Nous commencerons par quelques rappels d’analyse
convexe, ensuite nous présenterons la programmation DC, la notion de la dualité
et les conditions d’optimalité locale en programmation DC sur lesquelles est basé
Ualgorithme DCA. Nous terminerons par les résultats de convergence de DCA et la
pénalisation exacte en programmation DC.

La Programmation DC (Difference of Convex functions) est une des branches
de 'optimisation non convexe qui exploite la structure de fonctions qui s’écrivent
comme différence de fonctions convexes (fonctions DC) pour résoudre des problémes
non convexes. Elle utilise les puissants outils de ’analyse convexe pour établir d’im-
portantes propriétés et des conditions d’optimalité afin de résoudre ces problémes.
Elle constitue une généralisation de la programmation convexe dans le sens ou la
programmation convexe est un cas particulier de la programmation DC et que I’en-
semble des fonctions DC est stable par rapport aux opérations usuelles rencontrées
en optimisation. Nous distinguons principalement deux approches de résolution en
programmation DC : 'approche globale dans I’esprit de 'optimisation combinatoire
et 'approche convexe qui utilise une dualité dite DC et des conditions d’optimalité
locale.

1. La premiére approche s’intéresse uniquement a la conception d’algorithmes
permettant de calculer des solutions optimales globales dans 'esprit des pro-
cédures de Séparation et Evaluation, de coupes,... de I'optimisation combi-
natoire. Méme si cette approche permet d’obtenir des solutions globales en
théorie, elle ne permet pas d’atteindre la solution pour des problémes concrets
de grande dimension.

2. La deuxiéme quant a elle se base sur les outils de 'analyse convexe, la dualité
DC et les conditions d’optimalité locale. Cette deuxiéme plus connue sous le
nom Programmation DC et DCA (DC Algorithm) a été introduite par Pham
Dinh Tao en 1985 et intensivement développée par Le Thi Hoai An et Pham
Dinh Tao depuis 1994 pour devenir maintenant classique et de plus en plus
utilisée de par le monde. DCA est une méthode de descente primale duale trés
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simple & mettre en oeuvre, sans recherche de pas linéaire et qui ne travaille que
sur la décomposition DC. Il est basé sur les conditions d’optimalité locale et a
une convergence linéaire dans le cas général. DCA a été utilisé sur beaucoup
de problémes d’optimisation non convexes dans divers domaines des sciences
appliquées ou il s’est montré trés efficace comparer aux méthodes standard.
On pourra se référer a [1] pour voir toute la richesse et toute I'étendue de la
programmation DC et DCA.

Dans le premier paragraphe nous rappellerons quelques outils d’analyse convexe
indispensables pour la programmation DC. Nous définirons ensuite la classe des
fonctions DC et présenterons quelques propriétés de cette classe. Nous parlerons
ensuite de la programmation DC et de I'algorithme DCA. Et nous terminerons par
les techniques de pénalité exacte en programmation DC.

3.1 Quelques rappels d’analyse convexe

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler quelques notions et outils d’analyse
convexe fondamentaux pour la programmation DC. Nous abordons par exemple les
notions d’indicatrice d’'un ensemble, trés utile pour transformer un probléme d’op-
timisation avec contraintes en un probléme sans contraintes, d’ensemble convexe et
de projection sur un convexe. Nous parlons aussi des fonctions convexes et la notion
de sous-différentiel tres utile pour établir des conditions d’optimalités. On pourra
se référer aux ouvrages Rockafellar [130] et Hiriart-Urruty et Lemarechal|63] pour
plus de détails en analyse convexe. Dans la suite, X désigne 'espace euclidien R"
muni du produit scalaire usuel (z,y) = >°""  z;y; = 27y et de la norme associée
|z]|, = /{(x, x). Y désignera l'espace dual de X relatif au produit scalaire qui peut
étre identifié & X. L’analyse convexe moderne permet aux fonctions de prendre des
valeurs £00. On notera R = R U {£oc} qui est muni d’une structure algébrique
déduite de maniére naturelle, avec la convention (4+00) — (+00) = (+00).

Définition 3.1.1 (Fonction indicatrice d’un ensemble) Soit C C X un ensemble.
La fonction indicatrice de cet ensemble est notée xc et se définit par :

0, sixeC

(Vz € X), xo(2) := { 400, siz ¢ C.

Définition 3.1.2 (Distance a un ensemble) Soit C' C X un ensemble non vide.
La distance a cet ensemble est notée d¢o et se définit par :

dc X = [0, +OO[
u— infyeo Ju — .
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Définition 3.1.3 (Ensemble convexe) Soit C' C X un ensemble. Cet ensemble est
dit conveze si

Y((u,v) € C?) (YA €]0,1]) du+ (1 - A)v € C.

Définition 3.1.4 (Polyédre convexe) On dit qu’un sous ensemble C' C R", est
un polyédre convexe s’il est lintersection d’un nombre fini de demi-espaces de R™,
1.€.,

C’:m{xeR”:<ai,x>—bi§0,ai€Rn,bz~€R}.

=1

Théoréme 3.1.5 (Projection sur un convexe) Soit C' C X un ensemble convexe
fermé non vide et soit u € X. Il existe alors un point unique noté Po(u) € C' tel que

de(u) = |lu = Pe(u)ll.

On appelle Po(u) la projection de u sur C.

Définition 3.1.6 (Enveloppe convexe) Soit S C X. L’enveloppe conveze de S,
notée co(S), est Uintersection de tous les sous ensembles convexes de X contenant
S. En d’autes termes c’est le plus petit sous ensemble convexe de X contenant S.

Définition 3.1.7 (Combinaison convexe) Soient z', ...,z des points de X. Un point
x € X est dit combinaison conveze des points x* (1 < i < k) s’il peut s’écrire sous

la forme
k
r = Z At
i=1
les \; étant des réels vérifiant
k
A0, (1<i<k), > N=1
i=1

On vérifie aisément que ’ensemble des combinaisons convezes des points x', 1 <
i < k est convexe et fermé. C’est le plus petit convexe contenant les x*, c’est a dire
Uenveloppe convexe de la famille de points x%, 1 < i < k. On montre que c’est un
polyédre convexe.

Définition 3.1.8 (Point extrémal et sommet) Soit A une partie convezxe et fermée
de X. Un point x de A est dit extrémal si l’égalité

r=ty+(1—1t)z, yetz€ A, 0<t<l,

n’a pas d’autres solutions que x = y = z. Géométriquement cela signifie qu’il n’existe
pas de segment de droite non réduit a un point, contenu dans A et contenant le point
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x a4 son intérieur (c’est a dire de maniere telle que x ne soit pas une des extrémités
de ce segment).
Lorsque A est un polyédre convexe, un point extrémal est aussi appelé sommet.

Théoréme 3.1.9 Lorsque X est de dimension finie, co(S) est 'ensemble des points
de x € X s’écrivant comme combinaison convexe finie d’éléments de S, 1i.e.,

co(S) = {x:Z)\ixi: eSS >0i=1,..m; Z)‘izl}'

Définition 3.1.10 (Variété¢ affine) Soit C' C X un ensemble convexe non vide. La
variété affine engendrée par C' est notée aff C' et se définit par

alfl C = {Z)\Zlﬂ :ci EC, Z)\l_l,AlER},

ou seules les sommes finies sont prises en compte.

Définition 3.1.11 (Intérieur et intérieur relatif d’'un convexe) Soit C' C X un
ensemble convexe non vide. L’intérieur du convexe C est noté int C' et se définit par

int C={ueC:3p>0, Blu;p) C C},
ou B(u; p) désigne la boule de rayon p centrée en u. L’intérieur relatif de C' est noté
ir C' et se définit par
rC={ueC:3p>0, Blu;p)Naff C C C},

ou aff désigne la variété affine de C'.
On peut remarquer que int C' Cir C C C.

Définition 3.1.12 (Domaine d’une fonction) Soit f : X —] — 00, +00|. Le domaine
de la fonction f est l’ensemble, noté dom f, défini par

dom f={ze€ X: f(r) < +oo}.
On dit que f est propre si dom f # @ (i.e. elle n'est pas identiquement égale a

Uinfini).

Théoréme 3.1.13 (Fonction coercive) Une fonction f : X —] — 0o, +oo] est dite
coercive si elle vérifie :
lim f(z) = +oc.
l|z]j—o0
Définition 3.1.14 (Fonction convexe) Une fonction f : X —] — oo, +00] est dite
convexe si elle vérifie :

V((w,y) € X*) (YA€), 1) fQz+ (1= Ny) <Af(2)+ (1 =Nf(y). (3.1
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La fonction f est strictement convexe si l'inégalité (3.1) est stricte dés que (z,y) €

(dom f)? et x # y.

Définition 3.1.15 (Epigraphe) L’épigraphe d’une fonction f : X —] — oo, +00]
est noté Epi [ et se définit par :

Epi f ={(z,a0) e X xR: f(z) <a}.

La fonction f est convexe si et seulement si Epi f est un sous ensemble convexe de
X xR.

Définition 3.1.16 (Fonction fortement convexe) Une fonction f : X —| — 00, +o0]
est dite fortement convexe de module p (on dit aussi p-convexe) si

Y((z,y) € X7) (VA€]0,1]) fAa+(1-N)y) < Af(x)+(1—k)f(y)—>\(1—k)g lz =yl

en d’autres termes la fonction f — £ I|.]]* est convexe sur X.
Le module de forte convexité de f sur X, noté p(f, X), est défini par

p(f, X) =sup {p >0: f— g |]I* est convexe sur X}.

Ainsi la fonction f est fortement convexe si et seulement si p(f,X) > 0. On peut
aussi remarquer que toute fonction fortement convexe est strictement conveze.

Définition 3.1.17 (Sous-différentiel et sous-gradient) Soit f : X —| — 0o, +00]
une fonction propre et soit x° € X. Le sous-différenticl de f en x° est noté Of (z")
et se définit par

0f(@")={y e X: (Ve € X) f(z) = f(a") +y"(z —2)}.

Un élément de Of(z°) est appelé sous-gradient de f en 2°. Le domaine du sous-
différentiel de f, noté dom Of, est défini par

domof ={z € X: 0f(v) # @}.

Théoréme 3.1.18
— Of(x) est un sous ensemble convexe fermé de X.
— ir(dom(f)) C dom df C dom f.

Définition 3.1.19 (e-sous-différentiel et e-sous-gradient) Soit € un réel positif, soit
f: X =] — 00, +0o0| une fonction propre et soit z° € X. Le e-sous-différentiel de f
en 2° est noté 0. f(x°) et se définit par

Of(a”)={yeX: (Ve eX) f(z) > f(a°) +y"(z —2°) —€}.

Un élément de O.f(x°) est appelé e-sous-gradient de f en z°.




32 3. PROGRAMMATION DC ET DCA

Définition 3.1.20 (Fonction s.c.i.) Soit f : X —] — oo, +00] et soit 2° € X.
La fonction f est semi-continue inférieurement au point x° si

liminf f(z) > f(a).

z—a0

La fonction f est dite semi-continue inférieurement sur X si elle l’est en tout point
20 de X.

Soit f une fonction propre sur X, on appelle fermeture de f, notée f, la plus grande
fonction semi-continue inférieurement sur X et minorante de f.

Définition 3.1.21 (Classe I'o(X)) I'o(X) représente la classe des fonctions f :
X —] — 00, +00] convexes, semi-continue inférieurement et propres.

Théoréme 3.1.22
- Si f e Ty(X), alors
— [ est différentiable en 2° si et seulement si Of(2°) = {V f(2°)}.
— 2 € argmin{f(x): x € X} si et seulement si 0 € Of(2).
— Soita >0, fely(X) etzeX. Alors

D(af)(x) = adf(z).
— Soient fi,..., f, € [o(X) et x € X. Alors

Ofi + ..+ fp)(x) D Ofi(z) + ... + 9fp(z),

avec égalité si

ﬂ ir(dom f;) # @.

Dans cette derniére condition, on peut remplacer ir(dom f;) par dom f; si f;
est polyédrale, 1 = 1, ..., p.

Définition 3.1.23 (Fonction conjuguée) La fonction conjuguée d’une fonction f €
[o(X) est notée f* et se définit par

f(y) =sup{(z,y) — f(z): =z € X}.

Théoréme 3.1.24
— feTl(X) si et seulement si f* € I'o(X) et (f*)" = f.
- St f eTy(X), alors
— y € df(x) si et seulement si x € Of*(y).
— y € 0f(x) si et seulement si f(x) + f*(y) = (z,y).

Définition 3.1.25 (Fonction convexe polyédrale) Une fonction f : R"™ —]—00, +o0]
est dite convexe polyédrale si son épigraphe est un polyédre conveze de R™ 1.
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Théoréme 3.1.26 Soit f € To(R™). ALors f est une fonction conveze polyédrale si
et seulement si dom f est un polyédre convexe et

f(x) =sup{({a;,z) —b;: i=1,...,m}+ Xdom ().

Théoréme 3.1.27
— 51 f1 et fy sont convezes polyédrales, alors il en est de méme pour les fonctions

f1+ f2 et max(fi, fo).

— Si f € To(X) est conveze polyédrale, alors
— Of(x) est un polyédre convexe non vide pour tout x € dom f.
— [* Uest aussi et dom Of = dom f. De plus si f est finie partout, alors

dom f*=cof{a;: i =1,...,m},

m

f*(y) :min{z)\ibii y:i)\i(h,i/\i: 1,)\1' ZO, 1= 1,...,m}.
=1 =1

=1

3.2 Fonctions DC

Dans ce paragraphe, nous allons donner la définition d’une fonction DC et des
propriétés essentielles de I’ensemble des fonctions DC notamment sa stabilité par
rapport aux opérations usuelles en optimisation.

Définition 3.2.1 (Fonction DC) Soit C' un sous ensemble convexe fermé non vide
de X. Une fonction [ : C —]| — o0, +0o0] est dite DC sur C' si elle peut s’écrire sous
la forme

f(x) = g(x) = h(z), Vel

ot g et h sont deux fonctions convezres sur C. On dit alors que g — h est une décom-
position DC' de f.

Cette décomposition n’est pas unique. En effet étant donné une fonction ¢ convexe
finie sur C, nous avons (g + ¢) — (h + ¢) qui est aussi une décomposition DC de f.

Théoréme 3.2.2 Toute fonction DC admet une infinité de décompositions DC.

Définition 3.2.3 (Ensemble des fonctions DC') Soit Conv(C') I'ensemble des fonc-
tions convezes sur C. L’ensemble des fonctions DC sur C est noté DC(C) et se
définit par

DC(C) = Conv(C) — Conv(C).
Une caractéristique trés importante de 'ensemble DC(C) est sa stabilité par rap-
port aux opérations usuelles rencontrées en optimisation [3, 59, 147, 67|.

Théoréme 3.2.4 Si f=g—h, fi=9,—h; € DC(C),i=1,...,m, alors
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— Toute combinaison linéaire finie de fonctions DC' est une fonction DC, i.e.,

> Xifi € DC(C), YA €R.

— max;—i__, fi € DC(C) et min;—y__,, fi € DC(C), car
m
s, fo= s o Y bl
J=1j#i J=1
et

mln fi= Zgj— max [h; + Z g5l

J=1,j#i

- |fl € DC(C), car
|fI = 2max(g, h) — (g + h).

~ [T, f7eDC(C) ou fH(x) =max(0, f(z)) et f~(z) = max(0, —f(z)), car

f+ = max(g,h) - ha

[~ =max(g,h) —g.

- 1L~ fi € DC(C).

Une deuxiéme caractéristique importante est que DC(C') est I'espace vectoriel en-
gendré par Conv(C'), il contient I’ensemble des fonctions convexes sur C', ’ensemble
des fonctions concaves sur C', ainsi beaucoup de fonctions a la fois ni convexes et
ni concaves sur C'. Il contient aussi la quasi-totalité des fonctions rencontrées dans
les problémes concrets en optimisation non convexe. Et joue ainsi un role clé en
optimisation non convexe.

Théoréme 3.2.5 [62, 43, 147, 67|

— Toute fonction polynéme sur R™ est DC sur R™.

— DC(C) contient l’ensemble des fonctions sous-C* sur C' (une fonction f est
dite sous-C* sur C si elle est localement 'enveloppe supérieure d’une famille
de fonctions C* sur C').

— DC(C) contient aussi ’ensemble CY(C') des fonctions dont le gradient est
localement lipschitzien sur C.

— Si C est un sous ensemble compact convexe non vide de R", alors DC(C) est
dense dans C°(C), l'ensemble des fonctions continues sur C.
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3.3 Programmation DC

3.3.1 Programme DC

Définition 3.3.1.1 (Programme DC) On appelle programme DC tout probléeme d’op-
timisation de la forme

(Pge) inf{f(z) =g(z)—h(z): zeR"},

ot g et h sont des éléments de I'y(R™).

(Pyc) est un probléme d’optimisation sans contrainte. Cependant un probléme d’op-
timisation avec des contraintes convexes fermées C' de la forme

inf {f(z) =g(x) —h(z): z€C},

peut étre ramené sous la forme (P,.) en ajoutant la fonction indicatrice de C' a la
premiére composante de f, i.e.,

inf {F(z) =p(x) —h(zr): zeR"},

() = g(x) + xo(r),
Ces derniéres années on note des recherches trés actives en optimisation concernant
les classes de problémes d’optimisation suivantes :

1. sup{f(z): x € C}, ou f et C sont convexes.
2. inf{g(z) — h(z): = € R"}, ou g et h sont convexes.
3. inf{g(x) — h(z): x € C, g1(x) — hi(z) < 0},0ug,h, g1, hy et C sont convexes.

La raison est bien simple : La majorité des problémes d’optimisation de la vie réelle
sont de nature non convexes. De plus dans les modéles mathématiques industriels
les approches convexes montrent leurs limites et sont de plus en plus remplacées par
des approches non convexes qui sont plus réalistes.

Le probléme 1. est un cas special du probléme 2. dans lequel g est la fonction
indicatrice de C' et h = f et le probléme 2. (resp. probléme 3.) peut étre ramené a
la forme 1. (resp. 2.) en ajoutant une variable ¢,

inf {g(x) — h(z): z € R"} @ sup{h(z) —t: g(x) —t <0}

(resp. via la technique de pénalité exacte relative a la contrainte g;(x) — hy(z) < 0).
Il est clair que la complexité de ces probléemes croit de 1. & 3. et que la résolution
de I'un d’entre eux implique la résolution des deux autres. Le probléme 2. est le
programme DC présenté ci-dessus. Il présente une structure trés intéressante per-
mettant d’importants développements tant sur le plan théorique que sur le plan
pratique (algorithmique).

Cette structure a permis le développement d’une élégante théorie de dualité
Toland [142, 143] et de conditions d’optimalité et aussi d’intéressants algorithmes
de résolution dont le plus remarquable est, sans doute, I’algorithme DCA qui a
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été introduit par Pham Dinh Tao [119, 120, 121]| a I’état préliminaire en 1985, et
ensuite intensivement développé par Pham Dinh Tao et Le Thi Hoai An depuis 1994
[122, 80, 136, 123, 81, 93, 124, 101, 82, 96, 125, 83, 97, 98, 127|. Dans la suite du
chapitre, nous allons présenter la dualité, les conditions d’optimalité et 1’algorithme
DCA.

3.3.2 Dualité en programmation DC

Dans ce paragraphe, nous allons introduire briévement le concept de dualité en
programmation DC. Bien qu’établie depuis longtemps en analyse convexe, la notion
de dualité dans le cas non convexe a été proposée récemment avec les travaux [8, 117]
dans les cas Quasi-convexe et Anti-convexe et introduite par Toland [142, 143| dans
le cadre de la programmation DC comme une généralisation des travaux sur la
maximisation convexe de Pham Dinh Tao [118]|. Cette théorie de dualité DC est
trés riche et on pourra se référer aux travaux de Let Thi Hoai An [80] pour plus de
détails.

Considérons le programme DC

(Pae) a=inf{f(z) =g(z) —h(z): zeX},

ot g,h € I'y(X).
Comme h € I'y(X), on a (h*)* = h et donc

h(x) = (h*)"(x) = sup{(z,y) —h*(y) : y €Y}, Vo € X.

Ainsi
a =inf{f(z)=g(z) —sup{(z,y) —h"(y):y €Y} e X}
=inf{a(y):y €Y}

a(y) =inf{g(z) - [(z,y) —h*(y)] : x € X}
_ { h*(y) — g*(y), siy € domh*

+00, sinon .

avec

Avec la convention (+00) — (+00) = (+00), nous obtenons le probléme dual de (P,.),
noté (Dy.)

(Dae) a=inf{h*(y) —g*(y): ye€Y}.

Comme ¢* et h* appartiennent a I'g(Y), le probléme (Dy.) est un programme DC.
De plus, (Py.) et (Dg.) ont la méme valeur optimale a.. En outre, il existe une par-
faite symétrie entre (Py.) et (Dge), le dual de (Dy.) est exactement (Py.).

Les résultats suivants donnent quelques propriétés concernant les solutions des pro-
blémes (Py.) et (Dge).

Théoréme 3.3.2
— x* est une solution optimale globale de (Py.) si et seulement si

a=(g—h)(z") < (" =g )(y), Vy €Y.
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— y* est une solution optimale globale de (Dy.) si et seulement si
a= " —=g)y") < (9 —h)(z), Vo e X.

Théoréme 3.3.3 Soient g,h € ['o(X). Alors

! inf {g(x) — h(x): x €dom g} =inf{h*(y) —g¢"(y): y € dom h*}.

— Siy* est un minimum de h* — g* sur'Y, alors tout point x* € 0g*(z*) est un
minimum de g — h sur X.

— Six* est un minimum de g — h sur X, alors tout point y* € Oh(y*) est un
minimum de h* — g* sur'Y.

Le théoréme précédent donne une relation entre les solutions du probléme primal
Py. et de son dual Dy.. Il montre que la résolution de I'un implique la résolution
de I'autre. Ainsi pour résoudre P,., on pourra d’abord résoudre D,. et vice versa,
suivant que 1'un ou autre est plus « simple »a résoudre. Il existe méme des cas par-
ticuliers ou le probléme dual est convexe tandis que le probléme primal est non
convexe. [’exemple suivant illustre un tel cas.

Exemple 3.3.4 Soient n > 1, g(z) = e® et h(z) = nen, pour tout * € R. Le
probléme primal

(P) min{g(z) —h(z) =" —ne= : x € R}
est non convexe tandis que son dual
(D) min{r*(y) —g"(y) = (n = g"(y) : y € R}
est convexe. En effet, on a h(z) = ng(%) et
W (y) = sup {(,y) — h(a) s € R} = sup {(w,5) —ng (") s € R

Donc
T

h*(y) = nsup {<g,y> - 9(%) FAS R} =ng"(y).

3.4 Conditions d’optimalité en programmation DC

Il est bien connu en analyse convexe qu’une condition nécessaire et suffisante
pour que x minimise une fonction convexe f est

0 € df(x).

Cette condition bien que nécessaire et suffisante dans le cas convexe ne I’est plus dans
le cas non convexe. En programmation DC, une condition nécessaire et suffisante
d’optimalité globale utilisant le e-sous différentiel est donnée par le théoréme suivant.
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Théoréme 3.4.1 (Condition d’optimalité globale) Soient g, h € I'y(X) et f = g—h.
Alors x* est un minimum global de g — h si et seulement si

Och(x™) C Oeg(z™), Ve > 0.

Cette caractérisation est une traduction directe du théoréme 3.3.2 et est invérifiable
en pratique.

Remarque 3.4.2
1. Si f € I'p(X), on peut écrire ¢ = f et h = 0. La condition d’optimalité
précédente est identique a celle dans le cas convexe du fait que O.h(z*) =
{0} Ve > 0.
2. D’une maniére plus générale, considérons les décompositions DC' de f € T'y(X)
de la forme f =g — h avec g = f+ h et h € 'o(X) finie partout sur X. Dans
ce cas, la condition d’optimalité 0 € Jf(z*) équivaut & Oh(x*) C dg(z*).

Notation On note par P et D les ensembles de solution des problémes Py, et Dy,
respectivement.

Définition 3.4.3 (Programme DC polyédral) Un programme DC' est dit polyédrale
st l'une de ses composantes convezres g ou h est une fonction conveze polyédrale.

Définition 3.4.4 On appelle point critique ou point KKT généralisé, tout point
x* € X vérifiant

Oh(z*) N Og(z*) # .
Définition 3.4.5 Soient g et h deuz fonctions de I'o(X). Un point x* € dom(g) N
dom(h) est un minimum local de g — h sur X si et seulement si

9(x) = h(z) = g(z*) — h(z"), Vo € V(z7),

ou V(z*) désigne un voisinage de x*.

Théoréme 3.4.6 (Condition nécessaire d’optimalité locale) Si z* est un minimum
local de g — h, alors

Oh(x*) C Og(z™).

Cette derniére condition étant suffisante dés que h est polyédrale.

Théoréme 3.4.7 (Condition suffisante d’optimalité locale) Si x* admet un vosinage
V tel que
Oh(x) N dg(z*) # &, Vx € V Ndom g,

alors x* est un minimum local de g — h.

Théoréme 3.4.8 (Condition suffisante d’optimalité locale stricte) Si x* € int(dom h)
vérifie
Oh(x*) C int(dg(z")),
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alors x* est un minimum local strict de g — h.

Théoréme 3.4.9
1. Oh(z*) C Og(x*), Yz* € P et dg*(y*) C Oh*(y*), Yy* € D.

2. Transport de minima globaux :

[ U 8h(x*)] C D C dom h™.

T*eEP

La premiére inclusion devient égalité dés que g* est sous-différentiable dans D
(en particulier si D C ir(dom ¢*) ou si g* est sous-différentiable dans dom h*)
et dans ce dernier cas D C dom dg* N dom Oh™.

[ U 8g*(y*)] CP C domg.

y*eD

La premaiére inclusion devient égalité dés que h est sous-différentiable dans P
(en particulier si P C ir(dom h) ou si h est sous-différentiable dans dom g)
et dans ce dernier cas P C dom 0g N dom Oh.

3. Transport de minima locaux : Soit x* € dom Oh un minimum local de g — h.
Soient y* € Oh(z*) et V(x*) un voisinage de x* tel que g(x) — h(z) > g(z*) —
h(z*), Vo € V(z*) Ndom g. Si z* € int(dom h) vérifie

y* € int(dom g¥), et dg*(y*) C V(x*),

alors y* est un minimum local de h* — g*.

3.5 DCA (DC Algorithm)

Basé sur la dualité DC et les conditions d’optimalité locale, I’algorithme DCA
consiste & construire deux suites {xl } et {yl} candidates pour étre solutions des
problémes primal et dual respectivement, vérifiant

— les suites {g(z') — h(z")} et {h*(y') — g*(y")} sont décroissantes,

— la suite {a:l} (resp.{yl}) converge vers un point admissible du probléme pri-

mal Z (resp. un point admissible du probléme dual g) vérifiant la condition
d’optimalité locale et

T € dg*(9), g € Oh(z).
Etant donné un point 2° € dom g, appelé point initial, et un point ° € 9h(z°), les

suites {azl} et {yl} sont déterminées de sorte que z!*! (resp. yl“) est une solution
du probléme convexe (P) (resp. (D;41)) défini par

(P) min {g(x) —h(@) —(x -2y x e R"} ,
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Algorithm 1 DC Algorithm (DCA)
2% € dom ¢, [ + 0.
Répéter
1. Calculer y' € Oh(x'),
2. Calculer 27! € dg*(y'),

Jusqu’a la convergence.

(Di1) min{h*(y) —g"(y) — (y —'.a'™") - y € R}
L’interprétation de DCA est simple : & chaque itération, la seconde composante

h dans le probléme primal (Py.) est remplacée par sa minorante affine h(z) =

h(z') + (z — 2!, 9') au voisinage de z!, définie par un sous-gradient y' de h en !,

pour obtenir le probléme primal convexe (F;), dont I’ensemble des solutions n’est
rien d’autre que dg*(y'). Par dualité, une solution x'*! de (F}) est alors utilisée pour
définir le probléme convexe dual (D;;1), obtenu & partir (Dg.) en remplagant sa
seconde composante DC g* par sa minorante affine g7 (y) := ¢*(y') + (y — ¢!, z!™') au
voisinage de y', dont I’ensemble des solutions est exactement dh(z'*1). Le processus
est alors réitéré jusqu’a la convergence. Ainsi DCA utilise une double linéarisation
a l'aide des sous-gradients de h et ¢g*. En résumé, on peut décrire I'algorithme DCA
comme suit : partant d’un point z° € dom g,

y' € Oh(zh); 2 € ag*(y'), V1> 0.
De facon schématique
! — y' € Oh(ah)
e
Pt c ag*(yl) N yl—i—l c 8h($l+1).

Sur I'algorithme 1, nous résumons 'algorithme DCA.

3.5.1 Convergence de DCA

Lemme 3.5.1.1 (Existence des suites) Les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
1. Les suites {xl} et {yl} sont bien définies

2. dom dg C dom Oh et dom dg C dom Oh.

Lemme 3.5.1.2 (Bornitude des suites)

1. 8i g — h est coercive, alors la suite {xl} est bornée. Si de plus {xl} C
int(dom h), alors la suite {y'} est bornée.
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2. Si h* — g* est coercive, alors la suite {yl} est bornée. St de plus {yl} C
int(dom g¢*), alors la suite {z'} est bornée.

Théoréme 3.5.1.3 (Convergence de DCA)

1. Le suites {g(z') — h(z")} et {h*(y") — g"(y')} sont décroissantes et

— g(2') — h(2a"h) = g(at) — h(a!), si et seulement si y' € dg(at) N Oh(xh),
y' € Og(a'™) N Oh(z'™) et [p(g) + p(h)] ||z — &!|| = 0. De plus si g et
h sont strictement convexes sur X, alors x' = "1, Dans ce cas, DCA se
termine a la l-iéme itération (convergence finie de DCA).

— Ry — g* (¥ = b () — g*(y), si et seulement si 't € Oh*(y') N
dg*(y"), e+ € Oh*(y™") N Ag*(y™") et [p(h*) + p(g")] ||y — ¢'|| = 0. De
plus si h* et g* sont strictement convexes sur Y, alors y' = y'*'. Dans ce
cas, DCA se termine a la [-iéme itération (convergence finie de DCA).

2. Si [p(g) + p(h)] > 0 (resp. [p(h*) + p(g*)] > 0), alors la série {Hazl“ — sz2}

(resp. {Hyl“ — yle}) converge.
3. Si la valeur optimale v du probléme (Py.) est finie, alors
— les suites {g(z') — h(z")} et {h*(y") — g*(¥')} convergent,
— st de plus les suites {xl} et {yl} sont bornées, alors toute valeur d’adhérence
Z(resp. y) de la suite {xl} (resp. {yl}) est un point critique de g — h (resp.
h* —g*).
4. DCA a une convergence linéaire pour un programme DC dans le cas général.
De plus cette convergence est finie dans le cas polyédral.

Le théoréme précédent donne la convergence de la suite {ml} (resp. {y’}) générée
par DCA vers un point critique du programme P,. (resp. Dg.). Récemment, de
nouveaux résultats de raffinement de la qualité de convergence de toute la suite
générée vers un point critique ont été établis dans le cas de fonctions subanalytiques
[85]. Cependant, nous allons voir dans ce qui suit des conditions suffisantes pour que
toute valeur d’adhérence de {z'} (resp. {y'}) soit solution de Py, (resp. Dqc).

Rappelons que h; est la minorante affine de la fonction convexe h au voisinage
de 2! et que

hi(z) = h(z") + (z — 2', ") = (z, ") — h*(¢}),Vz € X.
On définit la fonction h!, par
K (z) =sup {hi(z): i=0,..,1} =sup{(z,y") —h*(y'): i=0,..,1}, Vo € X.
De maniére analogue, on définit la fonction (g*)! a partir de la fonction duale g}
gy =g () + -y a!) = (y,2") — g(a), Wy €Y,

(g (y) =sup{g;(y): i=0,...,1} =sup {(y,a:’> —gy):i=0,.., l} , Vyey.
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Sachant que toute fonction convexe propre s.c.i 6 est caractérisée comme le supré-
mum de ses minorantes affines, il s’avére donc plus judicieux d’utiliser h' (resp. (g*)!)
comme estimation minorante convexe de h (resp. g*) sur X (resp. Y), plutot que la
minorante affine h; (resp. gf).

Considérons maintenant les deux programmes non convexes

(P inf {g(z) — h'(z) : x € X},

(DY) inf {h*(y) = (g")'(y): yeY}.

Noter la différence par rapport aux sous problémes convexes (F)) et (D).

Théoréme 3.5.1.4
L g(a™Y) — h(2™h) = h*(y) — g*(y') si et seulement si hy(z'T!) = h(z!F1).
2. h*(y') — g*(v!) = g(a') — h(z!) si et seulement si g*(y') = g7 ().
3. g(a™t) — Wzt = g(a') — h(z!) si et seulement si hy(x'!) = h(z'*1) et
g W) =g ).
Parconséquent, si g(x'+1) — h(z!*1) = g(a') — h(x'), alors les deuz propositions
sutvantes sont vraies :
— ! (resp. y') est une solution optimale du probleme (P') (resp. (D')).
— Si h et W' coincident en une solution de (Py.) ou g* et (g*)! coincident en
une solution de (Dg.), alors %1 (resp. y') est également une solution de

(Pa) (resp. (Dac))).

Supposons que la valeur optimale de (P,.) est finie et que la suite {xl} générée par
DCA est bornée, alors pour toute valeur d’adhérence =*°, on a

g(z™) = h(z™®) = inf {g(z"*") — hy(z"") : i =0,...,00},
ol he est la minorante affine de A :
hoo(®) = h(2™) + (z — 2™,y>) = (z,y>) — K" (y™),Vz € X,

avec y> € Oh(z*°) un point limite de {y'}.
Par conséquent, le point £*° est une solution du programme DC

(P*) inf{g(x) —h>®(x): x € X},
ou la fonction convexe h™ est définie par
h>®(z) = sup {heo(z) : i =0,..,00} =sup {(z,y") —h*(y"): i =0,..,00}, Vz € X.

De maniére analogue, pour le programme dual (D), la minorante affine de g* est
donnée par

95 y) =g () + (y —y=,2%) = (y,2>) — g(2™),Vy €Y,
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et (¢*)> est définie par

(6")(y) =sup{g;(y): i=1,..,00} =sup{(y,2') —g(y'): i=1,...,00}, Vy €Y.

Ainsi, y* est solution du programme DC

(D) inf{h*(y) — (9")*(y): y €Y}.

Théoréme 3.5.1.5 Si la valeur optimale du probleme (Py.) (resp. (Dac)) est finie
et la suite {z'} (resp. {y'}) bornée, alors toute valeur d’adhérence > (resp. y>)
est une solution du probleme (P*) (resp. (D*)). De plus, les valeurs optimales sont
égales, c’est a dire,

g(x>) = b= (™) = h*(y™) — (9")7(¥™).

Si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

— les fonctions h et h™ coincident en une solution optimale de (Py.),

— les fonctions g* et (g*)>° coincident en une solution optimale de (D),
alors ™ et y> sont également des solutions optimales de (Py.) et (Dg.) respective-
ment.

3.5.2 Illustration géométrique de DCA

Tout d’abord il faut noter que DCA ne travaille qu’avec les composantes DC g
et h. A la [-iéme itération, DCA remplace la composante h par sa minorante affine

hi(w) = h(a!) — (& — 2!, o)
au voisinage de 2. Comme h est une fonction convexe, on a alors
h(z) > hy(z),Vo € X.
Parsuite,
fiz) = g(z) — [h(z") — (z — 2',¢")] > g(2) — h(z),Vz € X.

Donc f! est une fonction majorante de la fonction f et de plus lorsque ¢ et h sont
différentiables sur X, on vérifie facilement que

fla') = f@) et Vf'(a') = V[(a).

On considére la figure 3.1 (Niu [114]) ci-dessous sur laquelle on cherche a minimiser
une fonction DC f (courbe en noir) sur le domaine C' (en rouge au bas de la figure).
A la k-iéme itération, la courbe de f* (en bleu) peut étre vue comme un bol se
placant au-dessus de la courbe de f qu’elle touche au point (z*, f(z*)).




44 3. PROGRAMMATION DC ET DCA

FIGURE 3.1 — Interprétation géométrique de DCA

On peut voir sur la figure que f*(z) > f(z),Vz € C et f*(z*) = f(2*). DCA
construit d’abord la fonction f* a Iaide de z*, et ensuite minimise la fonction f*
sur C afin d’obtenir I'itéré suivant z**! et ainsi de suite pour obtenir 2**2... Une des
propriétés importantes de DCA qu’on peut observer ici est la décroissance f(z%) >
f(xF1). En réitérant le processus de construction de la suite z*, x*1 2**2 . on
observe la décroissance de la suite f(z¥), f(xF*1), f(2F+?),... vers la valeur f(x*) et
de plus la suite de point x*, 2#+1, 22 . s’accumule sur le point z*, ce qui illustre

bien la propriété de convergence de DCA.

Bien que dans cette illustration DCA génére une suite de points convergent vers
la solution optimale globale z*, le théoréme de convergence de DCA n’assure pas
la convergence vers une solution globale mais vers un point vérifiant les conditions
KKT généralisées (point critique). Cela va dépendre évidemment du point initial et
de la décomposition DC utilisée. Par exemple, il est facile de voir que si l'on avait
commencé DCA avec un point initial trés proche du minimum local entre z* et
xF*L (figure), la suite ne convergerait pas vers la solution z* mais vers ce minimum.
On dira qu’ici on a pu choisir une bonne décomposition et un bon point initial qui
ont permis & DCA de sauter le mauvais minimum pour converger vers x* (cette
faculté de sauter est particuliére a I’algorithme DCA contrairement & de nombreux
algorithmes itératifs en optimisation qui s’engouffrent directement vers le mauvais
minimum local en suivant la pente). Ce qui pose deux questions essentielles pour
appliquer DCA :
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1. Comment choisir le point initial 7
2. Comment choisir la décomposition DC?

Actuellement, ces questions restent ouvertes. Cela va dépendre évidement de la
structure du probléme étudié. En pratique, on préfére souvent une décomposition
dont les suites {xk} et {yk} générées par DCA sont plus facile a calculer (pas trop
coliteux en temps de calcul par exemple), en d’autres termes,

— la fonction h est choisie de sorte que dh soit facilement calculable,

— le sous programme convexe min { g(x) — <x,yk>} soit facile a résoudre, cela
est notamment trés important pour pouvoir résoudre des problémes de grande
dimension,

et un point initial aussi proche que possible d’une solution optimale globale.

Il est important de noter la richesse de la programmation DC et DCA, en par-
ticulier sur le plan algorithmique ou il a été démontré [125] qu’avec des décom-
positions DC convenables, on peut retrouver la plupart des algorithmes standards
en programmation convexe et non convexe. En particulier, les algorithmes CCCP
(Concave-Convex Procedure) [164] et SLA (Successive Linearization Algorithm) [14]
sont des cas spéciaux de DCA.

On ne pourrait terminer ce chapitre sur la programmation DC sans parler des
techniques de pénalisation plus particuliérement la pénalisation exacte qui est un
outil trés puissant en programmation DC.

3.6 Techniques de pénalité

Trés souvent en optimisation, on est confronté a des problémes avec contraintes
dont une ou plusieurs contraintes sont complexes et difficiles & prendre en compte
directement. La pénalisation est un concept simple qui permet de transformer un
probléme d’optimisation avec contraintes en un probléme ou une suite de problémes
d’optimisation sans contraintes. Elle permet aussi de transformer un probléme dont
certaines contraintes sont difficiles a& prendre en compte en un autre sans ces der-
nieres.

Du point de vue théorique, 'approche par pénalisation est parfois utilisée pour
étudier un probléme d’optimisation dont certaines contraintes sont difficiles & prendre
en compte, alors que le probléme pénalisé a des propriétés mieux comprises ou plus
simples & mettre en évidence. Si la pénalisation est bien choisie, si on a de la chance
les propriétés recherchées du probléme original peuvent étre obtenues directement
des propriétés du probléme pénalisé, dans ce cas on parle de pénalisation exacte,
sinon des passages a la limite parfois délicats permettent d’obtenir des propriétés
du probléme original, on parle de pénalisation inezxacte.

Du point de vue numérique, cette transformation permet d’utiliser des algo-
rithmes d’optimisation, trés efficaces mieux adaptés a la structure du probléme pé-
nalisé, pour obtenir la solution de problémes dont I’ensemble admissible peut avoir
une structure complexe. Ce n’est cependant pas une technique passe partout, car elle
a ses propres inconvénients : difficulté ou impossibilité de trouver une pénalisation
exacte, non exactitude, nécessité de minimiser une suite de fonctions,...
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Tout I'art de la pénalisation réside dans la recherche d’une fonction de pénalisa-
tion permettant d’obtenir une structure appropriée pour la résolution et possédant
des propriétés d’exactitude ou de passage a la limite pas trés difficiles. Cette re-
cherche nécessite des outils mathématiques théoriques et numériques trés approfon-
dis : analyse convexe, analyse numérique, calcul différentiel, calcul sous-differentiel,
algébre linéaire, géomeétrie,...

Les différentes techniques de pénalisation relévent souvent du principe suivant.
On remplace le probléme

min f(x)
(P) st. xze(C,
p(z) =0,

ol C est un sous ensemble fermé d’un espace vectoriel X et p : X — R une fonction
continue et positive ou nulle sur C' avec {z € C': p(z) =0} # &, par un ou des
probléme(s) de la forme

(P) { min  fi(z) = f(x) + tp(x)

st. zedl.

Le but de ce terme additionnel est de pénaliser la violation de la contrainte p(z) = 0.
Le scalaire ¢ > 0 est appelé paramétre de pénalisation. Les propriétés de f; vont
dépendre de la grandeur de ¢. On peut alors résoudre (P;) par une méthode d’opti-
misation adaptée.

Les questions qui se posent immédiatement sont

1. en résolvant (P;) résout-on (P) ? dans quelle condition sur C, f, p et t ¢
2. le passage a la limite permet-elle d’obtenir une solution de (P) ?

La réponse va dépendre évidemment de C', f, p et t.

3.6.1 Exemple

Voici un exemple de probléme simple ayant une solution optimale au point x = 0

o 3
{ min T+ 3z (3'2)

st. xe€{0,1}.
Ce probléme peut étre écrit sous les deux formes suivantes

min —x + 323
st. 0<z<l, (3.3)

min —x + 323
st. 0<x<l, (3.4)
p(r) == 2*(1 —z) = 0.
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Nous allons voir dans ce qui suit que la technique de pénalité appliquée a la
premiére forme est exacte tandis que la deuxiéme ne 'est pas.

Considérons (3.3) auquel on associe le probléme pénalisé
min  Oy(x) := —z + 32% + tq(x) (3.5)
st. 0<z<1, '

1

— dans le sens ou les

Dans ce cas la pénalisation est exacte au moins pour ¢ >

V3
deux ensembles de solutions sont identiques et se réduisent a {0}. En effet, pour

1521_1i et0<xr<1,ona
Vel

1
Ouz)=—2+32° +tz(1—2) > 2(-1+32°+(1— —=)t) >0 si 0 <z <

V3

1
Oz) = —x+32° +tx(l —2) > 2(-1+32*) >0 si o> —

V3

1
\/ga

et donc

@t(x) > @t(O) = O, V0 < x S 1,

c’est a dire 0 est 'unique solution du probléme pénalisé (3.5).
Maintenant considérons (3.4) auquel on associe le probléme pénalisé

{ min  O;(z) := —x + 323 + tp(z) (3.6)

st. 0<z<1.

On a O;(x) = —x + 323 +t2?(1 — z) = 2(—1+ 32® + tz(1 — x)). Pour tout ¢ > 0, on
a
lim —1+4 32° +to(l —z) = —1,

z—0t

donc il existe x; €]0, 1] tel que —1 + 3x? + t;(1 — z;) < 0. Ainsi,
@t(xt) = xt(—l + 3.73'? + tﬂft(l — ﬂft)) < @t(O)

Ce qui montre que 0 n’est jamais solution de ce probléme pénalisé et donc la pénali-
sation n’est pas exacte au sens que les ensembles de solutions ne sont pas identiques.
Cependant, il faut noter que méme si les ensembles de solutions ne sont pas iden-
tiques, les propriétés suivantes montrent que tout point d’adhérence de la suite de
solutions des problémes pénalisés est une solution du probléme non pénalisé.

3.6.2 Quelques propriétés

Théoréme 3.6.2.1 On note T; une solution de (P;). Alors, lorsque t > 0 croit,
p(zy) décroit, f(z,) et fi(z,) croissent.

Théoréme 3.6.2.2 Supposons que f soit continue et coercive. Soit C' un fermé, non
vide. On suppose que p : R — R est continue et positive sur C'. Alors, on a
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1. Vt >0, (P) a au moins une solution Ty,
2. la suite {T4},., est bornée,

3. tout point d’adhérence de la suite {Z;},,, est solution de (P).

Théoréme 3.6.2.3 (Pénalité exacte en programmation DC) Soit P et P, [’ensemble
des solutions des problemes (P) et (P;) respectivement.
On suppose C' un polyédre convexe non vide et borné ; f et p deux fonctions concaves
finies sur C', p positive ou nulle sur C. Alors il existe to > 0 tel que pour tout t > g,
les deux problemes sont équivalents au sens que Py = P et a(t) = «. Le paramétre
to est déterminé comme suit :

— Si l’ensemble des sommets V(C) de C' est contenu dans [’ensemble

{reC: p(z) <0},

alors to =0 et a(0) = «.

- Sia(0) < «, alors ty = max {O‘;(x()x) cxeV(O),p(x) > 0}. De plus

— a(t) = « si et seulement si t > 1
- Pn{zxelC: plx) <0} £ P, CPet>t
- P=Psit>t

Les théorémes précédents sont tres utiles pour transformer des problémes ayant
des contraintes non convexes en des problémes avec des contraintes convexes. Ces
résultats ont été trés fructueux en optimisation et ont permis de transformer des
problémes combinatoires en des problémes continus avec des contraintes convexes.
Permettant ainsi d’utiliser de puissants outils de 'optimisation continue notamment
la programmation DC qui est devenue incontournable au fil des années pour la ré-
solution de nombreux problémes d’optimisation non convexes.

De nouveaux résultats intéressants sur la pénalité exacte en programmation DC
ont été établis dans [100]. Nous verrons dans les chapitres suivants d’autres nouveaux
résultats de pénalité exacte, obtenus durant cette thése, qui nous ont permis de tran-
former des problémes de parcimonie en des problémes DC, voire quadratiques. Ces
résultats nous ont permis ainsi d’établir plusieurs propriétés théoriques et numé-
riques trés importantes pour la compréhension et la résolution de ces problémes de
parcimonie.
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Chapitre 4

Technique de Séparation et
Evaluation pour l’'optimisation
globale

L’objet de ce chapitre est de présenter la technique de Séparation et Fvaluation
pour [’optimisation globale dans le cadre de l'optimisation continue non convexe.
Apres un bref rappel du principe, nous détaillerons les différentes étapes de cette
technique et ensuite nous présenterons différents prototypes et les conditions de
convergence. Enfin, nous aborderons la technique de relazation DC pour le calcul
de minorantes.

4.1 Introduction

Considérons le probléme de minimisation d’une fonction f continue sur un com-

pact C' C R”
min, f(x)
(P) { st. xze(C.

Il est bien connu en analyse mathématique que si C' # &, le minimum et le maximum
de f sont atteints en des points de C'. Ainsi le probléme (P) admet toujours au moins
une solution. L’objectif est de trouver un point x* € C' tel que

f(z*) < f(x), Ve e C. (4.1)

Un tel point z*, est appelé solution optimale globale ou minimum global. Il faut
noter qu’il peut arriver qu'il existe plusieurs points de C' vérifiant (4.1) et ici il s’agit
d’en touver un et non pas tous.

Noter bien la différence avec la recherche de solution optimale locale qui consiste
a déterminer un point 2! € C tel qu'il existe un voisinage V (2°¢) de !¢ vérifiant

f(@') < f(x), Yo € C NV (ak). (4.2)

Toute solution optimale globale est aussi optimale locale. Cependant la réciproque
est fausse dans le cas général.
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Lorsque la fonction f et ’ensemble C' sont convexes, on dit dans ce cas que
le probléme est convexe, les solutions optimales globales et optimales locales sont
confondues et des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de type KKT
(Karush-Kuhn-Tucker) permettent la mise en oeuvre de méthodes algorithmiques
trés efficaces pour la résolution la plupart du temps.

Lorsque la fonction f est non convexe ou que ’ensemble C' est non convexe, on
dit que le probléme est non convexe et dans ce cas ’absence de conditions d’optima-
lité utilisables, voire méme ’absence de conditions d’optimalité (sauf dans certains
cas par exemple la minimisation d'une fonction quadratique sur une boule eucli-
dienne Pham Dinh et Le Thi [124] et la minimisation d’une fonction polynéme sous
contraintes polynomiales Lasserre [78]), rend le probléme difficile & résoudre. Au
point de vue de la complexité, le probléme est NP-difficile. Afin de contourner cette
absence de conditions d’optimimalité globales, des méthodes génériques d’énuméra-
tion implicite et intelligente ont été élaborées ces derniéres décennies :

— Séparation et Evaluation (Branch and Bound)

— Approximation Extérieure (Outer Approximation)

— Annexion Polyédrale (Polyhedral Annexation).

Ici nous nous intéressons a la méthode Séparation et Evaluation (SE) trés utile
en programmation DC. Plusieurs algorithmes trés efficaces combinant DCA, SE et
la relaxation DC (que l'on présentera en fin de chapitre) ont été présentés dans
[80, 94, 82, 128] par exemple.

4.2 La Méthode de Séparation et Evaluation

La méthode de Séparation et Evaluation est une méthode d’énumération impli-
cite intelligente pour résoudre de maniére globale des problémes d’optimisation non
convexes continus ou combinatoires

) { e 1

s.t. rzel.

Elle consiste en une division succesive d’un ensemble contenant C' en sous-ensembles
de plus en plus petits. A chaque sous-ensemble contenant une partie de C', on associe
une borne inférieure de la valeur de la fonction objectif sur cet ensemble afin d’éli-
miner les parties non prometteuses et de sélectionner un ensemble que 'on devrait
diviser par la suite. Durant le processus nous distinguons deux phases cruciales et
trés importantes : la phase de séparation et la phase d’évaluation.

4.2.1 Phase de séparation

Elle consiste a diviser successivement ’ensemble C' en sous-ensembles qui forment
une partition de ’ensemble C'. A chaque sous-ensemble est associé un sous-probléme
d’optimisation. Ainsi, en résolvant les sous-problémes et en prenant la meilleure
solution trouvée, on est assuré d’avoir résolu le probléme initial.
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4.2.2 Phase d’évaluation

Elle a pour but de déterminer 'optimum des sous-problémes de la phase de
séparation. Trés souvent en pratique, les sous-problémes sont difficiles & résoudre
et donc on se contente de déterminer une bonne borne inférieure pour chacun des
sous-problémes par des techniques de relaxation (relaxation continue, relaxation la-
grangienne, relaxation SDP, relaxation DC, etc). Si pour un sous-probléme donné
la borne inférieure obtenue est supérieure au cotit de la meilleure solution réalisable
(appelé borne supérieure) trouvée jusqu’a présent, alors on a ’assurance que le sous-
ensemble ne contient pas I'optimum et donc on le supprime.

Nous allons présenter dans la suite deux prototypes pour la mise en ceuvre d’une
procédure de Séparation et Evaluation (SE).

4.2.3 Un premier prototype

Définition 4.2.3.1 Soit M un compact dans R" et soit I un ensemble fini d’in-
dices. Un ensemble {M;, i € I} de sous-ensembles compacts est dit une partition de
M si

M: UiEIMi; MzﬂMj - 8M208MJ, Z,j € I, Z;éj

ot OM; représente la frontiere relative a M de M.

Dans la suite du chapitre, on notera par min f(S) la valeur minimum de f sur
I’ensemble S, c’est a dire,

min f(S) :=min{f(z): z € S}.

Nous allons d’abord présenter un premier prototype (Horst [65]) résumant le
schéma général de SE et ensuite nous donnerons des conditions garantissant la
convergence du prototype.

Prototype 1
Initialisation

1. Choisir un compact My D C, un ensemble fini d’indices Iy, une partition
Mo ={My;: i€ Iy} de My satisfaisant My; N C # @, i € I.

2. Pour chaque ¢ € [, déterminer
Coi C My; NC, Coy # 2

et
ap; = a(My,;) = min f(Cp,), 2% € arg min f(Co.).

3. Pour chaque i € [, déterminer

Boi = B(Mp;) < min f(C' N My,).
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4. Calculer

oy = rzreulgl ap (4.3)

2 € argmin { f(2°%), i € I} (4.4)

Bo = mln Bo,i (4.5)

Itération k=0,1,...
Etape 1 Supprimer tout Mj,; € My, vérifiant

Bri > i

ou pour lequel on sait que min f(C) ne peut avoir lieu dans My ;. Soit Ry, la
collection des éléments restants My, ; € M. Si Ry, = &, alors s’arreter : xF est
une solution.

Etape 2 Sélectionner Mj,;, € Ry ; choisir un ensemble fini d’indices Ji41 et construire
une partition
My, = {Mgy1:: 1 € Jea}

de My, telle que My, NC # @.
Etape 3 Pour chaque ¢ € Ji; déterminer

Cit1i C Myy1;,NC, Cropri # @

et

k+1,3

Op41,4 = 04<Mk+1,z) := min f(0k+1,i) € arg min f(Ck—i—l Z)

Etape 4 Pour chaque ¢ € Jy; déterminer Bi4q; tel que
Brir, < Brr1, < min f(S N Miga,).

Etape 5 Poser
M1 = (Ri \ My i,) U M,

Soit I, I'ensemble d’indices tels que

Mipr = { M1 1€ Iy}

est la partition actuelle.
Soient o114, Brr1.4, 281 les quantités correspondant & My 14,7 € Ty

Etape 6 Calculer

= 4.
Qpy1 = zg}gll Ukt 1,i (4.6)
'€ argmin { f(z""),i € L11} (4.7)
Br+1 = min Sia, (4.8)
ZGI}C+1

poser k=k-+1 et retourner a I’Etape 1.
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Remarque 4.2.3.2

1. Les éléments Cy;, 2% et By ;, dans le prototype, doivent étre choisis de sorte
que les bornes obtenues soient les plus serrées possible, avec un effort de calcul
raisonnable.

2. Pour chaque sous-ensemble M, ;, o ; et B ; représentent une borne supérieure
et une borne inférieure de la valeur minimum de f sur CNMj,; (min f(CNMy;))
respectivement. La suite {ay} représente une suite décroissante de bornes su-
périeures de la valeur minimum de f sur C' (min f(C)) et la suite {8} forme
une suite croissante de bornes inférieures de cette méme valeur min f(C).

3. Si pour un sous-ensemble M} ; la borne inférieure 5 ,; obtenue est supérieure
ou égale a la meilleure borne supérieure obtenue jusqu’a maintenant oy, (5;; >
ay,), alors la solution actuelle #* ne peut pas étre améliorée dans M;; et donc
cet élément est supprimé.

Conditions de la convergence
Par construction des suites {xk}, {Bk} et {ak}, on a

*eC k=0,1,.. (4.9)
ap > oy > min f(C) > Bri > B (4.10)
f@®) > f@*h), k=0,1,.... (4.11)

On dira que la méthode SE converge lorsque tout point d’accumulation de la suite
{2*} est une solution de (P).

Définition 4.2.3.3 Une estimation de borne est dite cohérente si, pour une suite
< - 2 2 2 - - - 9 \ .
décroissante quelconque qu,z’kq générée par la procédure de séparation, c’est a dire,

qu+1:iq+1 - quviq’
on a
ql,i_glo(akq’ikq — 5kq7ikq) =0. (412)

Puisque ﬁkq,z’kq < ap, < Qi s la condition (4.12) peut s’écrire

qlggo(oékq = Brgsin,) = 0,

qlirilo(akq’i’“q —ay,) = 0.

Par la monotonie et la bornitude des suites ay, et G, on a
(f(=*) = ax) = a, B = B, a > min f(C) > 5.
Définition 4.2.3.4 Une sélection est dite complete si pour chaque
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on a

inf f(MNC) > a.

Une sélection est dite borne-améliorante, si au moins apres chaque nombre fini d’ité-
rations, on a
My, € argmin {B(M): M € Ry} .

Théoréme 4.2.3.5 (Horst|68|, Horst et Tuy[65]) Supposons que l'opération d’esti-
mation de borne est cohérente dans le Prototype 1. Alors

1. st la sélection est compléte, alors

a = lim ap = lim f(2") = min f(C).
ko0 ko0

2. si la sélection est borne-améliorante, alors
f = lim B = min f(C).
k—o00

3. st la sélection est compléte, alors chaque point d’accumulation de {xk} résout
le probléme (P).

Dans le Prototype 1, il est nécessaire que M N C # @ pour chaque élément M
de la partition. Or, il s’avére que dans des cas concrets il n’'y pas de régles standard
pour savoir si M NC' est vide ou non. En effet, pour définir un ensemble M, souvent
un polyedre, il suffit de connaitre I’ensemble des sommets de M. Mais trés souvent,
cela ne suffit pas pour savoir si M N C' est vide ou non, méme pour des cas tres
simples. Cette difficulté limite I’applicabilité du Prototype 1. Dans ce qui suit, on
va présenter un deuxiéme prototype qui ne nécessite pas de savoir M NC # & pour
tous les ensembles M, mais seulement une partie tout en assurant la convergence de
I’algorithme.

4.2.4 Un deuxiéme prototype

Définition 4.2.4.1 Un ensemble M est dit réalisable si M N C' # @. Dans le cas
contraire on dit qu’il est non-réalisable. Il est dit incertain st nous ne savons pas Si
il est réalisable ou non.

Naturellement, un ensemble sera éliminé si on sait qu’il est non réalisable. Lorsque
les ensembles incertains sont admis, on exige que

—00 < B(M) <min f(MNC), siM est réalisable

—00 < B(M) < min f(M), siM est incertain.

En général, Cyy C M N C peut étre vide et il est possible que la borne a(M) = 0.
La variante suivante du prototype ci-dessous sera appliquée lorsqu’on ne peut pas
décider définitivement si M est réalisable ou non pour tous les ensembles de la par-
tition donnée. Noter que dans ce cas, les bornes supérieures ne sont pas toujours
disponibles. Nous allons présenter un prototype modifié avec la convention que le
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minimum sur un ensemble vide prend la valeur infinie.

Prototype 2 (Horst|64])
Initialisation

1. Choisir un compact My D C, un ensemble fini d’indices Iy, une partition

MO = {Mﬂ,i D1 E Io} de Mo.
2. Pour chaque ¢ € [, déterminer
Coi C My; N C, Co; # D

et
ag; = a(My;) == min f(Cp;), 2°" € argmin f(Cp ;).

Si Cp; n'est pas disponible (par des efforts réalisables), on pose Cy; = @.
3. Pour chaque i € Iy, déterminer fy; = B(M,,;) vérifiant

B(Mp;) < min f(C N My,), si My, est réalisable

B(Mp;) < min f(Moy,), st Mo, est incertain.

4. Calculer
— mi . 4.1
ap rzreulzl Qg (4.13)
2 € argmin { f(2°%), i € I} (4.14)
Bo = Illéllgl Bo,i (4.15)

Itération k=0,1,...
Etape 1 Supprimer tout Mj,; € M, vérifiant

Br,i > ou,

ou pour lequel on sait que min f(C) ne peut avoir lieu dans My ;. Soit Ry la
collection des éléments restants My, ; € M. Si Ry, = @, alors s’arreter : ¥ est
une solution.

Etape 2 Sélectionner My ;, € Ry ; choisir un ensemble fini d’indices Ji41 et construire
une partition

My, = {Mys1;: 1 € Jri1}

de My, . Appliquer des regles pour éliminer les sous ensembles qu’on sait non
réalisables.

Etape 3 Pour chaque ¢ € Ji 1 déterminer
Crt1i C M1, NC, Crpri # 9

et

oL

Qi1 = @(Mgi1;) == min f(Cri14), € argmin f(Chy1,).

Si Cl1, n'est pas disponible, on pose Cyi1,; = 9.
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Etape 4 Pour chaque i € Ji41 déterminer (541, tel que
Brir < Brt1i < min f(C'N Myi1,).

Etape 5 Poser
My = (R \ My,) U My, .

Soit Iy 'ensemble d’indices tels que
Mipr = { M1, 0 1 € I}

est la partition actuelle.
Soient ai1,i, Betr,i, ¥

Etape 6 Calculer

les quantités correspondant & Mjyy1,,% € Ijyq.

Qg1 = MiN appry (4.16)
1€l y1

Br+1 = min Sria, (4.17)
le]k+1

Si a1 < 00, alors on prend 25! € C tel que f(z*) = apy1.
Poser k=k+1 et retourner a 'Etape 1.

Convergence

Définition 4.2.4.2 Soit {qu} une suite d’ensembles générée par la procédure de
division. Une procédure de division est dite exhaustive si la suite de diamétres d(Mjy,)
associés a My, vérifie

lim d(Mj,) = 0.

q—00

Noter bien que pour une suite décroissante d’ensembles générés par une division
exhaustive, on a
Jim M, = (M, = {7}, T€R".
Définition 4.2.4.3 L’opération d’estimation de borne inférieure est dite fortement
cohérente si pour n’importe quelle suite décroissante {qu} d’ensembles générée par
une subdivision exhaustive telle que
lim qu = {f},

q—00

il existe une sous-suite {qu} de {qu} pour laquelle
lim 5(qu) = f(z).
gr00

Définition 4.2.4.4 L’élimination-par-non réalisabilité est dite certaine a la limite st
pour n’importe quelle suite décroissante {qu} d’ensembles générée par une division
erhaustive telle que

lim My, ={z

lim My, =12},
on a

zeC.
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On désigne Y I’ensemble des points d’accumulation de la suite y* de points corres-
pondant & [. Soit X* = argmin f(C) l'ensemble de solutions optimales de (P).

Théoréme 4.2.4.5 (Horst[64]) Soit le Prototype 2 vérifiant les conditions sui-
vantes :

1. la division est exhaustive ;

2. la sélection est borne améliorante ;

3. la borne inférieure est fortement cohérente ;
4. élimination est certaine a la limite.

Alors, on a
S :=lim By = min f(C)

et
Y c X"

4.2.5 Reéalisation

La réalisation d’un algorithme SE dépend du choix des opérations suivantes :
— Diviser My ;, .

— Sélectionner My ;, .

— Estimer les bornes inférieures Sy ;.

4.2.5.1 Stratégie de division

Elle consiste a chercher des éléments de partition M), aussi simples que possible
et tres facile a manipuler durant la procédure d’estimation de bornes inférieures. Ces
éléments doivent étre choisis de sorte que la procédure de division soit exhaustive afin
d’assurer la convergence de la méthode SE. On utilise généralement des polyédres
pour définir les éléments M, plus particuliérement des simplexes, des rectangles, des
cones polyédraux, des prismes,... qui sont plus simples & munipuler et a diviser.
Subdivision simpliciale : Avec cette subdivision, My et tous les éléments M de
subdivision sont des n-simplexes. Le premier simplexe M, contenant I’ensemble C
est facile & construire. Etant donné un simplexe M = conv {¢°, ...,v"} dont v°,....v"
représentent ’ensemble des sommets, il est bien connu qu’un point quelconque s € M

s’écrit
n n
S:Z)\ﬂ)z, )\120, Z)\lzl
1=0 =0

Soit s # v',Vi = 0, ...,n. Posons J = {j : A; > 0}. On peut construire un n-simplexe
M; = conv {UO, vl it v"}

en remplacant un sommet v7, j € J par s. On construit ainsi une subdivision de M.
Tres souvent, on choisit s comme le milieu de la plus longue aréte de M et on divise
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M en deux n-simplexes.
Subdivision rectangulaire : Avec cette subdivision, M, et tous les éléments M),
de subdivision sont des rectangles. On choisit le rectangle

n

My = H [ai, bi]

i=1
le plus serré contenant C' en résolvant 2n problémes convexes
a; =min{z;: x € C}, by =max{z;: € C}, i=1,..,n

Un rectangle M est divisé en deux rectangles ayant le méme volume en utilisant le
milieu de 'aréte la plus longue de M.

Subdivision conique : Elle consiste a construire des cones centrés en un point in-
térieur & C'. Supposons que C' posséde un point intérieur w et soit My un n-simplexe,
My D C. M, possede n + 1 faces, notées Fy;, i = 1,...,n+ 1 de dimension n — 1 qui
sont des (n — 1)-simplexes. Les cones polyédraux Sy ;, centrés en w et engendrés par
Fy ;, constituent une division de R". Ainsi, une division de la face F' en un ensemble
de simplexes {F;} donne une division du cone S en un ensemble de cones {5;}.
Subdivision prismatique : Elle constitue une extension de la subdivision conique
dans laquelle le centre w est considéré comme un point fictif & l'infini, formant

ainsi des prismes dans R™ x R. Chaque simplexe ou rectangle M définit un prisme
T={(x,t): x € M}.

4.2.5.2 Reégle de sélection

Elle consiste a choisir un élément My ;, , parmi les éléments de subdivision M €
Ry, pour la division suivante. Ce choix s’effectue a 'aide de critéres dont sans doute
le plus simple et le plus naturel consiste a prendre 1’élément de subdivision réalisant
la plus petite borne inférieure, c¢’est a dire,

My, € argmin {B(M): M € Ry}.

On peut aussi utiliser d’autres critéres par exemple ceux proposés par Tuy et al.[148§] :

1. choisir le plus vieil ensemble, c¢’est & dire,
My, € argmin{G(M): M € Ry},

ot G(M) représente I'indice de I'itération ou 'ensemble M a été créé.

2. choisir M suivant une mesure §(M) donnée (exemple diameétre, volume,...),

My, € argmin {6(M): M € Ry}.
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4.2.5.3 Estimation de borne

Etant donné un ensemble M. L’objectif est d’estimer une borne inférieure 5(Mj)
de min f(C' N My,) avec un cott de calcul raisonnable. Trés souvent, le calcul de
min f(C N My) est trés difficile et donc on se contente de construire Ty, C'N M;, C
Ty, C My de sorte que la valeur (probléme relaxé) min f(7}) soit facilement calculable
et ainsi prendre 5(Mj) = min f(7}).

L’estimation d’une borne supérieure, quand & elle, se fait a ’aide d’un point
réalisable © € C' qui une fois calculé nous donne une borne supérieure f(x). Un tel
point peut étre trouvé a ’aide de méthodes d’optimisation locale comme DCA. Ces
méthodes non seulement permettent d’obtenir un point x réalisable (z € C) mais
permettent aussi d’améliorer la borne supérieure courante par différentes techniques
par exemple des techniques de réinitialisation, de perturbation, etc.

Lors de la réalisation d’un algorithme SE, I’estimation de borne présente toujours
un dilemme entre la convergence et 'efficacité. L’algorihme convergera plus vite si
on peut estimer les bornes d’une fagon plus précise. Cette précision nécessite la réso-
lution de sous-problémes, qui sont généralement trés couteux en temps de calcul par
exemple, ce qui ralenti considérablement la convergence. L’utilisation de techniques
de relaxation (construction de T} par exemple) donne une certaine souplesse dans
I’estimation de borne et permet dans certains cas la réalisation d’algorithme SE tres
performant en pratique.

4.3 Relaxation DC

Bien plus qu'un outil algorithmique, la relaxation est en fait une méthodologie
générale, quasi incontournable dés qu’il s’agit de convexifier un probléme d’optimi-
sation. Etant donné un probléme d’optimisation de la forme

) { e 1

st. xeC,

les techniques de relaxation consistent le plus souvent a remplacer le probléme (P)
par un autre probléme (P,.y) de la forme

miny frelaX(y)
(Prelax) { s.t. Y € Crelax7

Ol frelax €t Crelax sont convexes, dont les propriétés sont mieux comprises et dont
la résolution est plus simple. Ces techniques permettent d’obtenir des valeurs mino-
rantes (bornes inférieures) de la valeur optimale du probléme (P) et sont utilisées
dans les procédures de séparation et évaluation, d’approximations extérieures,.... de
I'optimisation globale.

On distingue plusieurs types de relaxation :

— relaxation lagrangienne,

— relaxation continue,

— relaxation semi-définie positive,
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— relaxation DC,

Nous nous intéressons ici a la relaxation DC qui utilise la notion d’enveloppe convexe
de fonctions non convexes sur un compact convexe et qui a été utilisée avec succés
sur plusieurs problémes non convexes (voir [128] et les références a l'intérieur).
Nous allons d’abord rappeler la notion d’enveloppe convexe de fonction non
convexe et ensuite quelques résultats utilisés pour définir la relaxation DC.

4.3.1 Enveloppe convexe de fonctions non convexe

Définition 4.3.1.1 (Fonction minorante) Etant donné une fonction f: R"™ — RU
{+o0} et un sous ensemble C' non vide, on appelle fonction minorante de f sur C
toute fonction ¢ vérifiant

¢(z) < flx), Vo € C.
Etant donné un probléme d’optimisation non convexe

inf, (x)
{ st. x€R”, (4.18)

ou ¢ : R" — RU{+o0} est une fonction non convexe propre (dom ¢ # &) possédant
une minorante affine sur R”, I’enveloppe convexe de 1), notée co 1, est la plus grande
fonction convexe minorante de f sur R”. Elle constitue la meilleure maniére de
formuler le probléme en un probléme convexe et est donnée par ([130, 63])

co Y(z) := inf {Z ANip(zi) 0 A >0, Z)‘i =1,z; € dom ¢, v = Z)"xl} ,
Z Z " (a19)

ou I'infimum est pris sur toutes les représentations de x comme combinaison finie et
convexe d’éléments x; € dom . De plus

dom co ¢ = co dom 1, (4.20)

inf {co(x): xR} =inf{coy(z): =€ R"}. (4.21)
Bien d’autres propriétés de 'enveloppe convexe ont été établies dans Hiriart-Urruty
et Lemarechal[63]
1. argminty C argminco ¢ C argminco ¥
2. co(argminy) C co(argmin ) C argminco ¢
3. @ 1) = **
4. si 9 est une fonction s.c.i. et 1-coercive (limjz|— oo w(x)), alors co 1) =co ) =

[zl
'1/1**
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Remarque 4.3.1.2 Trés souvent en analyse convexe, une fonction ¢ : C' C R” —+ R
est identifiée & son extension ¥ + x¢ sur R". Pour C' C R" et ¢ : R" — RU {400},
avec C' C dom 1, on note par cocty 'enveloppe convexe de v sur C, c’est a dire,
coct) := co(¥) + x¢). De méme €601 désigne (Y + x¢).

Le calcul explicite de I’enveloppe convexe d’une fonction non convexe donnée
est trés difficile en général. Cependant, le calcul est plus simple dans le cas d’une
fonction concave sur un polyédre convexe borné.

4.3.2 Enveloppe convexe de fonction concaves sur un poly-
édre convexe borné

Soit K un polyédre convexe borné non vide et soit V(K) := {v!,...,v"} l'en-
semble de ses sommets. On a alors K = co V(K). Les sommets v',...,v™ sont dits
affinement indépendants ([130, 63]) s’il n’existe pas de A € R™ tel que

A #0, i Ai=0et i \v' = 0. (4.22)
=1 =1

Dans ce cas, K est appelé un (m — 1)-simplexe et tout point = de K est une com-
binaison convexe unique des sommets v!,...,v™. Si 1) est finie concave sur K, alors
I'expression de cox® devient plus simple a calculer (|69, 66, 137, 136, 128]).

Théoréme 4.3.2.1 Si i) est une fonction concave et finie sur K, alors

1. cok (x) est la fonction convexe polyédrale sur K donnée par

cox ¥(x) = min {Z Ap(v') i A >0, Z)\i =1, z= Z)\iv‘} . (4.23)
i=1 i=1 i=1

De plus, 1 et cox ¥(x) coincident sur les sommets V(K).

2. Si K est un (m—1)-simplexe, alors cox ¥ (x) est la fonction affine donnée par
cox Y(x) = Z)\ﬂ/)(l)i) AN >0, Z)‘i =1, z= Z v’ (4.24)
i=1 i=1 i=1

4.3.3 Enveloppe convexe de fonction séparable
Soit 1 = (¢4, ..., ¥,) une fonction séparable sur C' = C x Cy X ... X Cy,, avec

C; Cdomy; CR" +=1,....,m,

m

Y(x) = Z@/Jz(z,), Vo = (21, ...,2,) € C, (4.25)

=1
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alors coc 1 peut étre déterminer en fonction de coc, ;.

Proposition 4.3.3.1 Si pour i = 1,...,m, 1; est minorée sur C; par une fonction
affine, alors pour tout x = (21, ...,Ty) € C
coc t(x) > Zcoc i) > Y @00, i) = Y (Wi + xo) ™ (@) = @O ().
i=1 i=1 =1
(4.26)
Apres ce bref rappel, nous sommes maintenant en mesure de présenter la technique
de relaxation DC.

4.3.4 Minorante convexe de fonction DC sur un ensemble
compact convexe

Comme précisé plus haut, la meilleure maniére de convexifier un probléme d’op-
timisation non convexe est donnée par ’enveloppe convexe. Cependant, le calcul est
trés difficile dans la plupart des cas et trés souvent dans la pratique on se contente
de déterminer une minorante convexe qui soit le plus proche possible.

Etant donné un programme DC

inf, f(z):=¢(x) —¢(x)
{ st. xeC, (4.27)

ot ¢, 1 € I'x(R™) et C' un convexe compact non vide tel que C' C dom ¢ C dom 9, la
technique de relaxation DC utilise la structure DC de la fonction objective f = ¢ —1)
pour construire une minorante convexe de f. Il faut noter qu’on a

f(@) = coo(¢ = ¥)(x) = ¢(x) + coc(=v)(x) = ¢(x) + 0o (—¢)(z),Vz € C. (4.28)

La relaxation DC consiste alors a remplacer la fonction f par la fonction convexe
frelax définie par

frela:p = ¢ + COC(_¢)' (429>
Ce qui donne le probléme convexe relaxé suivant
infx f?"elaa:(‘r) = ¢($) + COC(_¢)(x)
{ st. xzeC. (4.30)

Conformément aux résultats précédents sur le calcul de I'enveloppe convexe, nous
distinguons les minorantes convexes calculables sur C' suivantes :

1. ¢+ coc(—1) si V(C) est facile a calculer, par exemple, dans le cas ou C' est
un ensemble convexe polyédral borné avec I'ensemble de sommets V (C).

2. pour le cas général, coc(—1)) sera remplacé par

(a) €or(—%) ot L est un polyedre contenant C, (L; := [a;, b;] est souvent
utilisé en pratique), si ¢ est séparable,
ou

(b) cog(—1) avec S un simplexe contenant C.
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Chapitre 5

Modélisation parcimonieuse
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5.1 Introduction

Depuis quelques années, on note un intérét croissant pour la modélisation par-
cimonieuse dans les domaines des sciences appliquées ou interviennent de grandes
quantités de données, notamment en fouille de données et en traitement de signaux
et d’images. Une formalisation mathématique de cette notion de parcimonie peut
étre énoncée comme suit :

Etant donné un vecteur x € R", on dira que x est parcimonieux (creux) lorsque
la plupart de ces composantes sont nulles.

Définition 5.1.1 On appelle support d’un vecteur x € R™, noté supp(x), l’ensemble
des indices des composantes non nulles de x, i.e.,

supp(z) ={i € {1,....,n}: x; #0}.

(5.1)
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FIGURE 5.1 — Trois exemples de signaux parcimonieux. La plupart des valeurs des
signaux sont nulles.

Définition 5.1.2 Etant donné un vecteur x € R"™, on appelle norme ly de x le
nombre de composantes non nulles de x, i.e.,

|z||g = card(supp(z)). (5.2)

||.|l[, permet ainsi de quantifier cette notion de parcimonie en ce sens que plus [|z]|,
est petit plus le vecteur x est parcimonieux. Méme si on utilise le terme norme pour
désigner le terme /, il faut noter qu’elle n’en est pas une au sens mathématique. En
effet, il est facile de voir que pour tout x € R™ et tout A # 0, on a 1’égalité

Az]lo = llzlly

cette derniére étant fausse pour une norme.

La figure 5.1 illustre cette notion dans un exemple en traitement de signaux [162)].

Dans ce qui suit, nous allons détailler quelques modéles mathématiques permet-
tant de prendre en compte cette notion dans différents problémes considérés dans
les domaines cités précédemment.
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5.2 Apprentissage

Comme mentionné dans le chapitre précédent, une des faiblesses les plus cou-
rantes dans les méthodes d’apprentissage statistique est le sur-apprentissage (la mé-
thode se comporte trés bien sur ’échantillon de données utilisé, mais aura des dif-
ficultés a généraliser ses performances sur de nouvelles données). Dans le contexte
de classification par exemple, le classifieur obtenu est trés performant sur les échan-
tillons utilisés, mais aura de la peine a généraliser les caractéristiques des données.
Il se comporte alors comme une table contenant tous les échantillons utilisés lors de
I’apprentissage et perd ses pouvoirs de prédiction sur de nouveaux échantillons.

Une des techniques les plus utilisées pour pallier au sur-apprentissage est la
régularisation. 11 en existe plusieurs types : régularisation /5, régularisation ¢;, régu-
larisation /,...

Ici nous nous intéressons a la régularisation ¢, qui permet de promouvoir des
solutions parcimonieuses afin d’éviter le sur-apprentissage.

Etant donné, un modéle basé sur la minimisation d’un critére f, i.e.,

min{f(z,y) : v € R"}, (5.3)

(z,y)

on appelle probléme fy-régularisé le probléme suivant

min {/(z,9) + Allal : = € R}, (5.4)

Le parameétre A > 0, appelé parameétre de régularisation, permet de faire un com-
promis entre le critére f et la parcimonie des solutions.

5.3 Traitement de signaux et d’images

Considérons un ensemble d’observations représenté par une matrice A € M, ,,(R),
et leur réponse réponse b € R™. Trés souvent dans la pratique on se trouve dans
le cas ol m est plus petit que n et donc nous considérons ici m < n. Suivant que
I’on souhaite une représentation exacte ou approchée nous distinguons les deux pro-
blémes :

— représentation exacte : trouver un signal x tel que Ax = b,

— représentation e-approchée : trouver un signal x tel que ||Ax —b|| <e.

Ces deux problémes possédent généralement une infinité de solutions dés lors que
leur ensemble de solution n’est pas vide. Se pose alors les questions : quelles solutions
choisir ? suivant quel critére ?.

Une technique trés intéressante permettant d’éliminer les redondances est d’en
prendre une parmi celles qui sont les plus parcimonieuses, c¢’est a dire

— représentation exacte : trouver un signal x le plus parcimonieux possible tel

que Ax = b,
— représentation e-approchée : trouver un signal x le plus parcimonieux possible
tel que ||Ax —b|| <e.
Ce qui se traduit en d’autres termes
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— représentation exacte : minimiser ||z||, sous la contrainte Az = b,
— représentation e-approchée : minimiser ||x||, sous la contrainte || Az — b||, < e.

Une formulation alternative aux précédentes est de minimiser 3 || Az — bll2 4+ N,

dans laquelle le paramétre A > 0 permet de faire un compromis entre le terme
) : 1 2 . . .

d’erreur quadratique 5 || Az — b||; et la parcimonie des solutions.

5.4 Analyse en composantes principales

Comme précédemment, nous allons présenter comment ce principe de parcimo-
nie est incorporé en analyse en composantes principales (ACP). L’ ACP est une mé-
thode trés importante de la statistique multivariée. Elle consiste a transformer des
variables liées entre elles en de nouvelles variables indépendantes les unes des autres.
Ces nouvelles variables permettent ainsi de réduire 'information en un nombre de
composantes plus limité que le nombre initial de variables. L’ACP peut étre refor-
mulée comme des problémes variationnels de la forme

max {z' Sz : 2’z =1}, (5.5)

ou x € R" et X est une matrice variance-covariance modélisant I'information dispo-
nible sur les données et leurs intéractions.

Dans la pratique, pour des données de grandes tailles (n grand), les solutions
de (5.5) prennent toute la dimension du probléme c’est & dire presque toutes les
composantes z; de la solution x sont non nulles. Ce qui pose des problémes d’inter-
prétation et de redondance de 'information obtenue & partir de x dans la plupart
des cas. Pour pallier & ces problémes, une contrainte sur la parcimonie des solutions
est ajoutée au probléme variationnel (5.5) comme suit

max, '3z
st.  2lx=1, (5.6)
zlly <k,

ou le paramétre k est un entier compris entre 1 et n — 1 et permet de controler la
parcimonie des solutions.

La parcimonie peut étre prise en compte aussi avec la version ¢p-régularisée de

(5.6)

{ max, 'Yz — pllzl, (57)

st.  alx =1,

ol p, appelé paramétre de régularisation, est un nombre réel strictement positif.
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5.5 Classes de problémes de parcimonie

Les différents types de problémes d’optimisation contenant la norme ¢, peuvent
se résumer aux deux classes de problémes d’optimisation suivantes

ming, f(z,y)
s.t. (x,y) € C,
||5L’H0 S k7
(z,y) € R" x R™,

(5.8)

ming ,, f(z,y) +>‘||x||0
s.t. (x,y) € C, (5.9)
(z,y) € R* x R™,

ol k est un entier compris entre 1 et n — 1, A est un réel positif, C' un sous ensemble
fermé de R™ x R™, f une fonction représentant un critére donné.

Le premier est appelé probléme avec contrainte ¢y dans le sens ou la contrainte
|z||, < k permet de controler la parcimonie de z tout en minimisant le critére f,
et le deuxiéme est appelé probleme {y-régularisé dans lequel A\, appelé paramétre de
régularisation, permet de faire un compromis entre le critére f et la parcimonie de
x.

Théoréme 5.5.1 (Existence de solution)
— Le probleme (5.9) admet au moins une solution dés lors que le minimum de f
sur C' est atteint.
— Le probleme (5.8) admet au moins une solution dés lors que le minimum de f
sur C' est atteint et que son ensemble admissible est non vide.

Treés souvent la résolution du probléeme

min,, f(z,y)
st (x,y) €0, (5.10)
(z,y) € R" x R™,

ne présente pas de grandes difficultés (il existe des méthodes de résolution trés ef-
ficaces) et ainsi toute la complexité des problémes (5.8) et (5.9) réside sur le terme
|z||, qui rend le probléme d’optimisation non convexe, discontinu et difficile a ré-
soudre.

Durant ces derniéres années, on rencontre dans la littérature une recherche tres
active et un nombre trés important de méthodes et algorithmes utilisant des ap-
proximations continues de ||.||.

5.6 Quelques approximations de ||.||,

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques approximations continues de HHO
utilisées dans la littérature.
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5.6.1 Approximation /,, 0 <p <1

Elle consiste a remplacer le terme ||. |, par le terme |||} défini par

n
Iy =D Jal”
i=1

I.]|;, est une fonction non convexe si 0 < p < 1 et possede la propriété suivante
- P _
iy o, = el
Voir figure 5.2 pour des représentations graphiques des fonctions r — |r|”
p=21et0.5.

, pour

5.6.2 Approximation exponentielle
Elle consiste a remplacer le terme ||z||, par une fonction de la forme (Bradley et

Mangasarian|14])

n

m(z,a) = Z(l — el >0,

i=1
€ représente la base de la fonction logarithmique.
m(., ) est une fonction non convexe et vérifie

m(r,a) < 2y, lim m(z,0) = ],
Voir figure 5.2 pour une représentation graphique de la fonction r — 1 — e~@I"l,

5.6.3 Approximation linéaire par morceaux
Elle consiste a remplacer le terme ||z||, par la fonction linéaire par morceaux
- i
T
2(z, ) := me(?, 1), a>0.
i=1
z(., ) est une fonction non convexe et posséde les propriétés suivantes
2w, o) <|lzfly, lim 2(z,a) =[],
a—0t
Voir figure 5.2 pour une illustration de la fonction r — min(£, 1).

||
a

5.6.4 Approximation logarithmique
Dans ce cas, le terme [|z||, est remplacé par (Weston et al.[158])

|mz|>, a> 0.
a

w(x, ) = Z log(1 +
i=1

Voir figure 5.2 pour une représentation graphique de la fonction r — log(1 + Z—‘)
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Approximation I2
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F1GURE 5.2 — Différents types d’approximations.
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5.7 Solution parcimonieuse d’un systéme linéaire

Etant donné une matrice A € M, ,(R) et un vecteur b € R™. On appelle solution
parcimonieuse du sytéme Ax = b toute solution ayant le plus petit nombre de
composantes non nulles, en d’autres termes toute solution du probléme

min, |z,
st. Az =0, (5.11)
r € R™.

(5.11) est discontinu et NP-difficile [111, 37]. Pour contourner cette discontinuiteé,
des méthodes d’approximation continues ont été proposées dans la littérature dont
sans doute I'une des plus fructueuse et des plus intéressante est I’approche poursuite
de bases (Basis pursuit BP), Chen et al. [27], qui utilise ’approximation ¢;

min, ||z,
st. Ax =0, (5.12)
z € R™.

(5.12) est un probléme d’optimisation convexe et il existe une large variété de mé-
thodes treés éfficaces permettant d’en obtenir une solution : programmation linéaire
[12], méthodes de points intérieurs [18, 27, 74|, méthodes de gradient projeté [149, 45|
et d’autres méthodes itératives [35, 58|. La solution est dans certains cas satisfai-
sante, sans toutefois atteindre le résultat qui aurait été obtenu avec la norme .

Il est démontré que si la solution est suffisament parcimonieuse et sous certaines
conditions spéciales sur les données (A, b), 'approximation ¢; (5.12) permet de re-
trouver une solution du probléme ¢, (5.11) [39, 38, 56, 20, 21, 19].

Nous présentons dans la suite quelques conditions suffisantes permettant de re-
trouver une solution de (5.11) & partir de (5.12).

Définition 5.7.1 (spark, Donoho et Elad[38|) Le spark d’une matrice A, noté
spark(A), est le plus petit nombre de colonnes de A linéairement dépendantes.

Noter bien la différence avec le rang de la matrice A (rang(A)) qui représente le
plus grand nombre de colonnes de A linéairement indépendantes.

Théoréme 5.7.2 (Gorodnitsky et Rao [54]) Si x est une solution du systéme Az = b

veérifiant
spark(A)

ol < 252,

alors  est la solution du probleme £y (5.11).

Preuve Soit y # x tel que Ay =b. On a

Az —y)=0etz —y #0.
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Donc ||z — y||, > spark(A). Comme ||z||, + ||yll, > ||z — yl|,, nous obtenons

spark(A)

Hy”o > Hfr - ?/”0 - H‘THO > SpaT/{J(A) - HIHO > 9

> |zl -

Ce qui termine la preuve. 0

Définition 5.7.3 (Cohérence mutuelle, Mallat et Zhang [106]) La cohérence mu-
tuelle d’une matrice A, notée u(A), est le nombre défini par

. ALA;
M= B TA, TAT,
Théoréme 5.7.4 (Donoho et Elad [38])
spark(A) > 14 u(A)~
Théoréme 5.7.5 Si x est une solution du systéme Ax = b vérifiant

1+ p(A)~!
lzlly < —%——

alors x est 'unique solution du probleme €y (5.11).

Théoréme 5.7.6 (Donoho et Elad [38], Gribonval et Nielsen [56]) Si les colonnes
de A sont normalisées et si x est une solution du systeme Ax = b vérifiant

1+ pu(A)~!
lzlly < —%——

alors x est l'unique solution du probléme {y (5.11) et lunique solution du probléme

0 (5.12).

Définition 5.7.7 (Restricted Isometry Constant, Candes et Tao [22]) Soit s un
entier compris entre 1 et m. On définit 05 (Restricted Isometry Constant) comme
étant le plus petit réel positif tel que

(1= 380) llellz < [[Asclly < (1+65) llell3

pour tout sous-ensemble S de s indices et tout vecteur ¢ de dimension s. Ag repré-
sentant la sous matrice de A constituée des colonnes de A d’indices dans S.

Théoréme 5.7.8 (Candes et Tao [22]) Soit v € R™ tel que ||z||, < k. Soit b = Ax.
Si A vérifie
O + Oop, + 031, < 1,
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alors © est l'unique solution du probleme €y (5.12).

Il est important de noter que ces conditions suffisantes bien que presque toujours
vérifiées par certaines classes de matrices aléatoires [22, 19, 40, 108, 9|, sont treés
difficilement vérifiables pour une matrice A donnée.

Une extension des travaux de Candeés et Tao [22], dans le cadre de 'approxima-
tion £, 0 < p < 1, a été développée dans Chartrand et Staneva [26]. Trés récemment,
il est établi dans Fung et Mangasarian [50], que pour des valeurs de p suffisamment
petit I'approximation £, permet de retrouver une solution du probléme ¢, (5.11).

Il existe aussi des algorithmes de type gloutons comme l'algorithme Poursuite
adaptative (Matching pursuit MP) Mallat et Zhang [106] et son extension Poursuite
orthogonale adaptative (Orthogonal matching pursuit OMP) Pati et al. [116] qui
consistent a trouver itérativement dans le dictionnaire 1’élément le plus corrélé avec
le signal, d’6ter la contribution de cet élément au signal et de recommencer le pro-
cessus jusqu’a obtention d’un nombre d’éléments égal a la dimension du signal. Il
suffit ensuite de décomposer le signal sur la famille génératrice obtenue pour trouver
les coefficients. Cet algorithme de type glouton n’est pas optimal [36, 27|, mais il
offre dans certains cas de bonnes propriétés de décroissance de ’erreur entre le signal
original et le signal approché. Lorsque le signal original est suffisament parcimonieux
et sous certaines conditions spéciales sur les données (A,b), TOMP peut retrouver
le signal Tropp [144]. D’importants travaux de développement et d’améliorations de
ces méthodes peuvent étre trouvés dans [152, 55, 145| ainsi qu’une étude bibliogra-
phique assez compléte [15].

Il existe d’autres méthodes hybrides utilsant les méthodes ci-dessus et les ap-
proximations présentées dans la section précédente.

5.8 Probléme des moindres carrés /j)-régularisé

A et b étant définis comme précédemment. Une formulation du probléme des
moindres carrés est donnée par

min, 1Az —b|>
vz 2 1
{ st. xeR™ (5.13)
Le probleme des moindres carrés fy-régularisé est défini par
min, LAz —b]2+ Nz
vz 2 0 14
{ st. xeR" (5.14)

ou le parameétre de régularisation A > 0 permet de faire le compromis entre le critére
des moindres carrés et la parcimonie de la solution z.

C’est aussi un probléme NP-difficile et combinatoire Natarajan [111]. Comme
pour le cas précédent une des approximations continues les plus utilisées est 'ap-
proche Poursuite de Base appelé aussi LASSO qui utilise "approximation ¢; [141,
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27, 115, 146]

s.t. z € R". (5.15)

(5.15) est un probléme convexe et il existe plusieurs méthodes trés efficaces pour en
obtenir une solution [74, 58| par exemple. Généralement, la résolution du probléme
ne permet pas d’obtenir une solution du probléme (5.14).

Plusieurs méthodes permettant d’obtenir des solutions plus parcimonieuses que
(5.15) ont été proposées dans la littérature. Ces méthodes sont le plus souvent des
méthodes itératives utilisant des repondérations de problémes de type LASSO a
chaque itération [166, 52|. Une des premieéres est le SCAD (Smoothly Clipped Abso-
lute Deviation) proposé dans [44]. Une deuxiéme approche utilisant ’approximation
l,, 0 < p < 1 a été présentée dans [48, 75, 70, 28|. Cependant, contrairement a
la minimisation ¢; de la section précédente, on ne dispose pas de résultats théo-
riques rigoureux concernant d’éventuelles liens entre ses solutions et les solutions du
probléme (y—régularisé (5.14).

Il existe aussi d’autres algorithmes gloutons utilisant des méthodes de poursuite
et des méthodes hybrides avec les approximations ci-dessus, permettant d’améliorer
les solutions obtenues avec les approximations ci-dessus.

Des résultats empiriques assez satisfaisants ont été obtenus avec ces différentes
méthodes qui continuent d’étre améliorées de jour en jour méme si parfois les ga-
ranties théoriques n’existent pas concernant le lien entre les solutions obtenues et
les solutions du probléme ¢, original. Il faut noter que 'approximation ¢; est sans
doute celle dont les résultats ont été les plus fructueux pour la prise en main et la
compréhension du probléme de minimisation ¢, [39, 38, 56, 20, 21, 19].

{mmx LAz - b2+ Allell,

5.9 Modéle parcimonieux pour le probléme de la
valeur propre maximale

Etant donné une matrice symétrique réelle d’ordre n, A € M,,(R), une formula-
tion variationnelle du probléme de la valeur propre maximale est donnée par

max, xlAx
st.  aTw=1, (5.16)
r e R™

Nous distinguons les deux types de formulations du probléme de la valeur propre
maximale avec parcimonie suivantes

max, x!Ax

st.  alz =1,
ey < &
reR”

(5.17)

et sa version régularisée
max, z' Az —p|z,
st.  alew=1, (5.18)
r € R",
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ou k est un entier compris entre 1 et n — 1 et p est un paramétre strictement positif.

Le probléme (5.17) est appelé probléme de la valeur propre maximale avec
contrainte £y, dans lequel le parameétre k permet de controler la parcimonie de la
solution. Le deuxiéme (5.18) est appelé probléme de la valeur propre maximale fo-
régularisé, dans lequel le paramétre de régularisation p permet de faire un compromis
entre la parcimonie de z et le critére 7 Az.

Ces deux problémes sont combinatoires et NP-difficiles [109]. Il existe plusieurs
approches pour ces problémes dans littérature : ¢;, semi-définie positive, gloutonne
combinatoire et programmation DC par exemple.

Une des premiéres méthodes pour ces problémes consistait a mettre a zéro tous
les composantes dont le module était inférieur & un seuil donné [17|. Plus tard, dans
[73] est proposé SCoTLASS dans laquelle la contrainte de cardinalité est rempla-
cée par une contrainte avec la norme ¢;. Récemment, une méthode appelée SPCA,
utilisant la régularisation ¢; de [141], a été présentée dans [168]. Une méthode DC
appelée DC-PCA utilisant une approximation logarithmique [158] a été proposée
dans Sriperumbudur et al. [135] et des algorithmes combinatoires gloutons, ont été
développés dans Moghaddam et al. [110] et d’Aspremont et al. [33]. Il existe aussi
une méthode utilisant une relaxation SDP (DSPCA)[34]. D’intéressantes conditions
suffisantes d’optimalité globale, permettant de confirmer la globalité dans certains
cas, ont été développées par d’Aspremont et al. [33].

Nous détaillons dans la suite, ces conditions suffisantes d’optimalité globale. Elles
ont été établies grace a des techniques de la programmation semi-définie positive
SDP. On pourra se référer aux travaux [4, 13, 160| pour plus de détails sur la pro-
grammation semi-définie.

Théoréme 5.9.1 (d’Aspremont et al. [33]) Soit A € M,(R), p >0, ¥ = ATA avec
aiy, ..., an, les colonnes de A. Soit J C {1,...,n} un sous ensemble d’indices. Soit x
un vecteur propre correspondant a la plus grande valeur propre de Zjej aja]T. S7il
existe p* > 0 tel que les conditions suivantes sont vérifiées

jede

max(a?xf <pt< HAlaJX(CLJTHT)2 el Amax <Z Y%) < Z((a?m)Q — )
je

i—1 jed
avec
aTaj—p (I-zzT)a;aT (I—zzT) ..
J 17 (¢
maX{O,p pf<a?w>2} [ A
Y, = : o 7=1,..n,
(aja; —pDza” (aja; —pl) ..
JST(aja]T*pI)CE s1j € J,
alors
z € argmax{zTEz 2]l =1, z5e = 0}

est une solution de (5.18) avec p = p*.
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D’aprés le théoréme précédent, pour un ensemble J donné, il faudra déterminer
p* vérifiant les conditions du théoréme pour confirmer la globalité de la solution Z.
Le résultat suivant permet de trouver un tel p*, s’il existe.

Lemme 5.9.2 (d’Aspremont et al. [33]) Soit A € M,(R), p > 0, ¥ = ATA avec

ai, ..., a, les colonnes de A. Soit J C {1,...,n} un sous ensemble d’indices. Soit
un vecteur propre correspondant a la plus grande valeur propre de ZjGJ ajaJT et

T T T T
aja;—p (I—zz")aja; (I-zz!) .. c
max{O,pp_(aij)Q} =z ), I sig e JS
Y; = j=1..n.
ajaf —pDzzT (ajal — .
(JJ pl) (JJ pl) Si]EJ,

mT(aja?—pI)z

Le saut de dualité dans (5.18), donné par

gap(p) = )‘max (Z Y;) - Z((a]Tx)Q - P),

jed
est une fonction convexe en la variable p lorsque

rj%aj)cc(ajrx)Q <p< r?g}((afx)?

Ce résultat montre que I’ensemble des valeurs p* devrait étre un intervalle. Cet
intervalle peut étre vide et dans ce cas Z n’est pas optimale globale. Il donne aussi une
procédure (d’Aspremont et al. [33]) pour confirmer la globalité de z en minimisant
la fonction convexe gap(.) sur U'intervalle [puin, Pmax)s

J gg%gc(aj )%, Pmax : r?g}c(aj r)”.
Soit
p* € arg min {gap(p) - p S [pminapmax]} . (519)

Si la valeur optimale gap(p*) est nulle, alors z est une solution optimale de (5.18)
pour p = p*.

Le probléme convexe (5.19) peut étre résolu efficacement par une technique de
recherche binaire avec une complexité O(n*l0g((pmax — Pmin)/€)), € étant la précision
souhaitée. La complexité de toute la procédure est de O(n® +n2log((pmax — Pmin)/€))
pour un sous-ensemble d’indice J donné.

Ces conditions suffisantes d’optimalité globale sont trés intéressantes et per-
mettent de confirmer I'optimalité dans certains cas pour un sous ensemble d’indices
de colonnes J donné (J étant un sous-ensemble candidat fourni par un algorithme
donné). Cependant, du fait du saut de dualité ces conditions ne sont pas nécessaire-
ment pas vérifiées par toute solution globale (il peut y avoir des solutions globales
ne satisfaisant pas ces conditions).
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5.10 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre différents types de problémes rencontrés en
modélisation parcimonieuse de données. Nous avons aussi présenté différentes ap-
proches et approximations utilisées ainsi que quelques résultats théoriques. Pour
chacune des formulations ¢, présentées, nous proposerons des reformulations DC
voire quadratiques et de nouvelles propriétés grace a de nouvelles techniques déve-
loppées durant cette these. Le chapitre 6 est dédié a la modélisation parcimonieuse
pour le probléme de la valeur propre maximale tandis que le chapitre 7 concerne la
modélisation parcimonieuse dans les modéles de régression linéaire.
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Chapitre 6

Modélisation parcimonieuse pour le
probléme de la valeur propre
maximale

Ce chapitre présente une nouvelle approche pour la modélisation parcimonieuse
pour le probléme de la valeur propre mazimale. Aprés une présentation des pro-
blemes de parcimonie rencontrés, nous proposerons de nouvelles reformulations et
montrerons [’équivalence avec ces problemes de parcimonie. Nous présenterons en-
suite algorithme DCA appliqué a ces différentes reformulations et terminerons par
des simulations numériques dans le cadre ['analyse en composantes principales.

6.1 Introduction

Etant donné une matrice symétrique réelle A d’ordre n, la formulation variation-
nelle du probléme de la valeur propre maximale est donnée par

max z! Ax
st. xTx=1, (6.1)
r € R".

On appelle modéle parcimonieux pour le probléme de la valeur propre maximale
tout probléme ayant une des formes

max, x!Ax

s.t. 2Te =1
' 6.2
el < k. 62
r e R,
ou
max, Az —p|z|,
st.  ale=1, (6.3)

r e R™

ol k est un entier compris entre 1 et n—1 et p est un nombre réel strictement positif.
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La premiére formulation permet de maximiser l'information contenue sur les
données (modélisée par 27 Ax) tout en contrélant la parcimonie des solutions (mo-
délisée par ||z||,) et la deuxiéme permet de faire un compromis entre 'information
et la parcimonie des solutions.

Bien que le probléme (6.1) soit non convexe, il existe des méthodes de résolution
trés efficaces. Il est clair que par un procédé énumeératif fini les problémes (6.2) et
(6.3) peuvent étre transformés en un nombre fini de sous problémes de la forme (6.1).
Cependant ce procédé n’est pas utilisable en pratique pour des problémes avec des
dimensions concrétes du fait de sa complexité exponentielle.

Les deux problémes ¢, (6.2) et (6.3) sont discontinus et NP-difficiles. Afin de
contourner ces difficultés plusieurs approximations ont été proposées dans la littéra-
ture. A I'exception de I’approche gloutonne combinatoire Moghaddam et al. [110] et
de I'approche semi-définie positive d’Aspremont et al. [34, 33|, ces approximations
sont trés souvent systématiques et manquent de liens rigoureux entre le probléme
original et le probléme approché. Dans ce travail nous proposons des reformulations
DC de ces problémes ¢y par des techniques de pénalité et montrons 'exactitude des
reformulations. Les résultats expérimentaux préliminaires illustrent bien le potentiel
de cette nouvelle approche.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans le premier paragraphe, nous
rappellerons quelques notations utilisées dans ce chapitre. Des reformulations DC
équivalentes pour les deux problémes de la modélisation parcimonieuse seront pré-
sentées dans le deuxiéme paragraphe. Dans le troisiéme paragraphe, nous décrirons
les algorithmes DCA appliqués a ces reformulations DC. Finalement, nous discute-
rons de l'originalité de cette nouvelle approche et présenterons quelques résultats
expérimentaux préliminaires.

6.2 Notations

[o(RP)  représente la classe des fonctions f : R? =] — 0o, +00] convexes,
semi-continues inférieurement et propres.

Xco la fonction indicatrice du sous ensemble C,
Xc(x) =0,siz € C et xo(r) = +00 sinon.

Amaz(A) la valeur propre maximale de la matrice A.

les éléments de la base canonique de R".

e le vecteur de R™ dont toutes les composantes sont égales a 1.

Ajj coefficient correspondant & la ligne 7 et colonne j de A.

1 matrice identité d’ordre n.

6.3 Reformulations DC

Rappelons qu'un programme DC est un probléme d’optimisation de la forme

(Pac) o =inf{f(z) :=g(z) —h(z) : z € R},
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avec g, h € T'o(RP). Rappelons aussi qu'un probléme d’optimisation avec contraintes
de la forme

inf {g(z) — h(z): z € C,z € R},
o g,h € T'H(RP) et C est un sous ensemble convexe, peut étre mis sous la forme
(Pgs) en ajoutant la fonction indicatrice de C, x¢, & g ce qui donne

inf {G(z) — h(z) : z € RP},

avec G := g+ xc € T'o(RP).

Nous allons d’abord donner des reformulations continues des problémes ¢y (6.2)
et (6.3), ensuite par une technique de pénalité adéquate nous pénaliserons la ou les
contraintes qui ne seront pas convexes et montrerons 1’équivalence entre le probléme
obtenu (dont toutes les contraintes sont convexes) et le probléme ¢, de départ.

6.3.1 Probléme avec contrainte ¢,

Considérons le probléme avec contrainte ¢, (6.2). Sans perte de généralité, nous
supposerons que A est semi-définie positive dans ce qui suit. En effet, si A ne I’est pas,
nous choisirons p > 0 de sorte que puf + A soit semi-définie positive et considérerons
le probléme équivalent

max, ! (ul+ A)x
st. alz=1,
Jally < k.

Ainsi, nous obtenons un probléme équivalent en remplacant la contrainte z7z = 1
dans (6.2) par la contrainte 72 < 1. Et finalement, nous considérons le probléme
équivalent

max, z!Ax
st xlw <1, (6.4)
el < k.

Une formulation mixte 0 — 1 de (6.4) est donnée par

max () 2T Ax

s.t. 2Tr <1,
lz;| <wjj=1,..,n, (6.5)
efu <k,
ue {0,1}".

La variable binaire u nous permet de controler les composantes non nulles de  dans
le sens

Nous allons d’abord donner une version continue de (6.5). Pour cela considérons la
fonction ¢, bien connue en programmation DC, définie par

q(u) := Zuj(l — ;) = elu—u'u. (6.6)

Elle posséde les propriétés suivantes
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— q est une fonction concave et positive sur [0, 1]™.
— u € {0,1}" si et seulement si q(u) =0 et u € [0, 1]™

Le probléme (6.5) devient alors

( maxz,v) [L’TAZ‘
s.t. 2T <1,
lz;| <wj,j=1,..,n,
elu <k,
q(u) =0,
u € [0,1]",

\

qui est équivalent au probléme de minimisation

( min(m’u) —[L’TAI‘
s.t. xlr <1,
2] <wj,j=1,..,n,
T <k (6.7)
q(u) =0,
{ u € [0,1)™.
Maintenant, dans (6.7) seule la contrainte g(u) = 0 est non convexe. C’est la
contrainte que nous allons pénaliser dans la suite.
Pour t > 0, considérons le probléme pénalisé
ming ) fi(z,u) = —aT Az + tq(u)
s.t. xTr <1,
|z;| <wjj=1,..,n, (6.8)
eTu <k,
u e [0,1]™.

On va montrer que (6.8) est équivalent a (6.4). Pour cela il faut et il suffit de
montrer que (6.8) est équivalent & (6.7), c’est a dire ¢(u) = 0 pour toute solution
(z,u) de (6.8).

Proposition 6.3.1.1

Soit t > t1(A, k) :== 2max { ‘max [2 Z | Ak;| + Ay

—1,..
R Ry

, Amax(A) — max Aj]} .

J

Alors, (6.4) et (6.8) sont équivalent dans le sens :
— Si T est une solution de (6.4), alors il existe u tel que (T,u) est une solution
de (6.8).
— Si (Z,u) est une solution de (6.8), alors T est une solution de (6.4).
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Preuve Soit (Z,u) une solution de (6.8). Nous procédons par contradiction.

Supposons que g(u) > 0. Nous allons préciser comment calculer un point admis-
sible (x,u) de (6.8) tel que fi(Z,u) > fi;(x,u), en contradiction avec (Z,u) solution
de (6.8). Pour cela posons

J={je{l,.n}:0<u;<l—ugj}etl:={je{l,.n}:0<1—1u; <u;}.

Considérons les cas suivants :
— J # @. Soit jy € J. Posons z; 1= Z;,u; 1= u;,Vj # jo et xj, = uj, := 0.

ft<j7 ﬂ) - ft<x7 u) =2 Ezzl,k;éjo Akjojkjjo - Ajojojjgo + tﬂjo(l - ajo)
> — |25, [2 D bt ktgo [Agol + Ajojo] + 5t
2 Uy |:%t —2 ZZ:l,k;éjo |Akj0‘ - Aj0j0:|
> 0.

~J=@etl#@. Sielu <k, alors soient igp € [ et € > 0 tel que efu +¢ < k
et u;, + € <1 et posons x := T, u; := Uy, Vi # ig et u;, = U;, + €,

fi(@,a) — fi(x,u) = te(—1 + e+ 21u,,) > 0,
sinon soit ¢ tel que A; = max; A;;, alors posons (z,u) := (€', €').

fo(z,a) — file',e) fe(z, ) + Ay

> —zT Az + Lt + Ay

> “Amax(A)ZTT + Lt + Ay
> —Amax(4) + %t + A

> 0. O

A partir de cette reformulation, nous tirons une deuxiéme reformulation en rempla-
cant la contrainte e’u < k par eTu = k et en enlevant e’u de la fonction objective,
ie.,

ming,) fi(z,u) = -2 Az — tuu

s.t. Tz <1,
|z <wjj=1,..,n, (6.9)
efu =k,
u € [0,1]",

avec t > t1(A, k).

Proposition 6.3.1.2 (6.9) et (6.4) sont équivalents dans le sens :
— Si T est une solution de (6.4), alors il existe u tel que (T,u) est une solution
de (6.9).

— Si (z,u) est une solution de (6.9), alors T est une solution de (6.4).

Preuve 11 suffit de montrer que (6.8) posséde une solution (7, u) tel que e’u = k.
Soit (Z, %) une solution de (6.8). On a e’a < k et @ € {0,1}". Pour construire

cette solution (Z,u), on pose = := Z, u; := u;,Vj tel que &; = 1 et on compléte le

reste des composantes de @ par 0 ou 1 pour avoir e’i = k. O
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6.3.2 Probléme /y-régularisé

Considérons le probléme fy-régularisé (6.3). Pour les mémes raisons que précé-
demment, nous supposons (sans perte de généralité) que A est semi-définie positive
et nous considérons le probleme

max, 7 Az — pllall,
{ st.  zTz <1 (6.10)
Pour ¢t > 0, considérons le probléme pénalisé suivant
mln(aj7u) gbt(x,u) = _ITACC + peTu + tq(u)
s.t. ngj S 1’
2| < ujyj=1,..,m, (6.11)
u € [0, 1],

ol ¢ est définie comme précédemment (6.6).
La proposition suivante montre I’équivalence entre (6.10) et (6.11).

Proposition 6.3.2.1

Soit t > ty(A, p) := 2max {p, max [2 g |Agi| + Aj;
J=4..,n
k=Tk#j

- IO} )
(6.10) et (6.11) sont équivalents dans le sens :
— Si T est une solution de (6.10), alors il existe u tel que (T,u) est une solution
de (6.11).

— Si (z,u) est une solution de (6.11), alors T est une solution de (6.10).

Preuve Soit (z,u) une solution de (6.11). Nous procédons par contradiction. Sup-
posons que ¢g(u) > 0. Nous allons préciser comment calculer un point admissible
(x,u) de (6.11) tel que ¢y(Z,u) > ¢(x,u), en contradiction avec (Z,u) solution de
(6.11). Pour cela posons
J={je{l,.n}:0<u;<l—uj}etl:={je{l,.n}:0<1—1u; <u;}.
Considérons les cas suivants :
— J # @. Soit jy € J. Prendre z; := z;,u; := u;,Vj # jo et x;, = u;, :=0.
gbt(ia ﬂ) - ¢t(m7 u) = =2 ZZ:Lk;éjo Akjojkjjo - Ajojojgzo + puj, + tajo(l - ajo)
> = |‘,an0’ 2 ZZ:l,k;éjO |A7€j0’ + Ajojo] + puj, + %tﬁjo
2 Ujy [%t +p—2 ZZ:I,k;éjo |Akj0| - Ajojo}
> 0.
~ J=0 et I # . Soit iy € I. Prendre x := 7, w; := u;, Vi # i et u;, := 1.
Ge(T, 1) — (@, u) = p(iiy — 1) + g (1 — i)
(tlaio - :0)<1 __aio)
(5t = p)(1 — )
0.

VIV
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6.3.3 Commentaire sur le paramétre de pénalité

Les valeurs t1(A, k) et t3(A, p) données précédemment, pour obtenir les reformu-
lations équivalentes, représentent des valeurs majorantes des valeurs limites

t"(A) :=1inf {t > 0: (6.4) < (6.8)}
et
t,(A) :==inf{t>0: (6.10) < (6.11)}.

Les propositions 6.3.1.1 et 6.3.2.1 restent donc valides lorsque 1'on remplace ¢ (A, k)
par t"(A) et t2(A, p) par t,(A), respectivement. Cependant, il faut noter que ces
valeurs limites t*(A) et ¢,(A) sont difficiles a calculer.

Sur le tableau 6.1 nous récapitulons les différentes reformulations.

TABLE 6.1 — Récapitulatif des différentes reformulations.
Problémes ¢ Reformulations

ming.) —z’ Az + tu’ (e — u)

max, xz!Ax s.t. 2Tr <1,
st.  aTx <1 2] <wj,j=1,..,n,
lzll, < & T <k,
u e [0,1]"

pour t > t1(A, k)

ming,) —z’Az—tulu

max, xlAx s.t. 2Tr <1,
st. 2Tx<1 2] <wj,j=1,..,n,
Il < eu=k
u e [0,1)"

pour ¢t > t1(A, k).

ming ) —z’ Az + pelu+ tq(u)

max, z'Az—p|z|, s.t. e <1,
st. 2Tz <1 |z;| <wj,j=1,..,n,
u e [0,1]"

pour t > ta(A, p).

Nous venons de reformuler de maniére équivalente les différents problémes de
parcimonie considérés en des problémes de minimisation quadratique non convexe
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sous contraintes convexes. Ces reformulations présentent des structures quadratiques
simples et trés adaptées a la Programmation DC et DCA. Dans ce qui suit, nous
allons présenter 'algorithme DCA appliqué aux reformulations (6.9) et (6.11).

6.4 DCA appliqué aux reformulations
Rappelons qu'une fois le probléme mis sous forme DC
min{G(z,u) — H(x,u) : (zr,u) € R" x R"}| (6.12)

ou G et H sont des éléments de I'g(R™ x R™), DCA consiste & calculer les deux suites
primale et duale {(z!,u')} et {(X',U")} définies par

(X', UY € 0H (2!, ub), (o1 ol € 0G* (X, UY). (6.13)
De fagon schématique
(2!, uh) — (XL, U") € 0H (2!, uh)
e
(2L ult) € 0GH (XL UY)  — (XML UML) € OH (2 ulth).

6.4.1 DCA pour la reformulation du probléme avec contrainte
to

Une formulation DC de (6.9) est donnée par
min {G(z,u) — H(z,u) : (z,u) € R" x R"}, (6.14)

ou
Gla,u) == xolr,u);  H(w,u) =" Az + tu"u;

C .= {(x,u) ER"xR": 22 <1, |zj| <uj,j=1,...,n, efu=k, u €0, 1]"}
(XL UY € 0H(2',ul) & X! = 242" U' = 2t (6.15)
et 0G*(X ! U l) est ’ensemble des solutions du programme convexe suivant
min {—(X") "z — (U u: (z,u) € C} (6.16)

dont une solution est calculée explicitement avec une complexité polynomiale O(n?)
au pire des cas Thiao et al.[140].
Sur l'algorithme 2 nous résumons l'algorithme DCA appliqué a (6.9).
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Algorithm 2 DCA pour (6.9)
Entrées : A€ S, 1 <k<n,t>0,(2°u’) € R" x R et la tolérance e.
Sortie : (z,u)
Initialisation [ := 0.
Répéter
1. X' :=2A2" Ul := 2t

2. Calculer z!*! et par u!*!

(2" ') € argmin {— (X" 'z — (U u: (z,u) € C}.

Jusqu’é ‘ftl(xl+l’ul+1> _ ftl(xl,ul)} <e.

x:=xl et u:=u.

Algorithm 3 DCA pour (6.11)
Entrées : A€ S", p>0,¢t>0, (2°,u’) € R* x R} et la tolérance e.
Sortie : (z,u)
Initialisation [ := 0.
Répéter
1. X! =242, U = —pe +t(2u! — e).
I+1

2. Calculer z'*! et par u

(2, W) € argmin {—(X") "z — (U)"w: (z,u) € D} .

Jusqu’a | (2, ulth) — ¢y (2!, ul)| < e
x =zl et u:=ul

6.4.2 DCA pour la reformulation du probléme /j-régularisé

Une formulation DC de (6.11) est donnée par

min {G(z,u) — H(z,u) : (z,u) € R" x R"}, (6.17)
ol
G(z,u) = xp(z,u);  H(z,u) = 2" Av — pelu+ t(u"u — e’ u);
D:={(z,u) ER"xR": 2"z <1, |zj] <uj,j=1,..,n, ue[0,1]"}.
(XLUY € 0H (2 u!) & X' =242 U = —pe +t(2u' — e), (6.18)
et

(2 W) € 0GH (X, UY) & (2" u) € argmin { —(X") Tz — (U)w: (z,u) € C}.

Sur l'algorithme 3 nous résumons l'algorithme DCA appliqué a (6.11).
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6.5 Expérimentation

Nous présentons dans ce paragraphe des expérimentions numériques prélimi-
naires dans le contexte de 1’Analyse en Composantes Principales (ACP) parcimo-
nieuse.

6.5.1 ACP

Etant donné une matrice de covariance, Ay symétrique semi-définie postive, mo-
délisant I'information contenue sur les données, le but de ’ACP est d’extraire les r
vecteurs propres dominants correspondants aux r valeurs propres dominantes de la
matrice Ag. Chacun de ces vecteurs propres donne une composante principale et les
r premiers vecteurs correspondent aux r premiéres composantes principales. Géné-
ralement, des techniques de déflation sont utilisées pour extraire séquentiellement
les différents vecteurs propres [159, 131].

A la [-iéme itération, nous extrayons un vecteur propre dominant de A; ; en résol-
vant
xr; € arg max {a:TAl_la: caly = 1} ,

T T
Al = Al—l — |2 Al_lxlml

et le (I 4 1)-iéme vecteur propre dominant de A, étant le vecteur propre dominant
de Al'

6.5.2 ACP parcimonieuse

Le but ici est d’extraire les r premiéres composantes principales parcimonieuses.
A la [-iéme itération, nous extrayons une composante principale parcimonieuse de
A;_1 en résolvant

x € argmax {z' Az a2tz =1, ||z, < ki, (6.19)

ou A;_1 est une matrice de déflation et k; est nombre entier positif controlant la
parcimonie désirée. Nous utilisons ici une technique de déflation orthogonalisée (on
pourra consulter les travaux de Mackey [105] pour les techniques de déflation pour
I’ACP parcimonieuse)

Y

Ao=A, o= (I =ViaVih)a/ (T = Vie Vit |

Al = (I — UZUZT)Al_l(I — UIUZT),

ou v; = x7 et V;_1 la matrice dont les vecteurs colonnes sont les vy, ..., v;_1.

6.5.3 Tests numériques

Nous proposons dans cette section des tests numériques dans le cadre de ’ACP
parcimonieuse dans laquelle I'algorithme 2 est utilisé pour résoudre le probléme ¢,
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TABLE 6.2 — Composantes trouvées et les variances capturées par les deux premieéres
composantes sur les données artificielles.

PC X1 Xo X35 Xy X5 Xg Xr Xsg X9 Xy VARIANCE
1 0 0 0 o b5 5 5 b5 0 0 40.9%
DCA 2 DS D5 5 5 0 0 0 0 0 0 39.5%

(6.19), avec A := A;_4 et k := ky, pour 'extraction des différentes composantes prin-
cipales. L’évaluation numérique porte sur les variances capturées et la parcimonie
des composantes principales trouvées.

Dans la suite de la section, nous appellerons cardinalité, le nombre ||z||, pour
une composante principale x donnée.

Les données considérées sont des données benchmark utilisées pour tester les
méthodes pour I’ACP parcimonieuse. Nous commencgons d’abord par des simulations
sur les données artificielles proposées par Zou [168], ensuite nous considérons les
données pit props Jeffers [71] et nous terminons par des simulations sur les données
colon tumor Alon et al.|5].

6.5.3.1 Données artificielles

Considérons I’exemple proposé par Zou [168| qui définit 3 facteurs Vi, V5 et V3,
Vi ~ N(0,290), Vo ~ N(0,300), V3 =—0.3V] +0.925V, + ¢, e ~ N(0,1),
avec V1, V5 et € indépendants et ensuite génére 10 variables comme suit :
X;=Vi+e, e ~N(,1),

avec j = lpourt=1,...,4, j =2 pour 2 = 9,...,8 et 7 = 3 pour 2 = 9,10 et ef
indépendantes pour j =1,2,3,:=1, ..., 10.

Les variances des trois facteurs sont 290, 300 et 283.8, respectivement. Le nombre
de variables associées aux trois facteurs sont 4, 4 et 2. Les deux premiéres compo-
santes principales expriment plus de 99% de la variance totale et donc nous ne
considérons ici que ces deux premiéres composantes pour le calcul des variables par-
cimonieuses dérivées. Idéalement, la premiére variable dérivée devrait retrouver le
facteur V5 en utilisant seulement (X5, Xg, X7, Xg) et la deuxiéme variable dérivée
devrait retrouver le facteur V; avec seulement (Xi, Xs, X3, X4).

En prenant k& = 4 pour les deux premiéres composantes principales, notre al-
gorithme DCA retrouve exactement les deux facteurs V5 et V; et les résutats sont
réprésentés dans le tableau 6.2.

6.5.3.2 Données pit props

Les données pit props ont été proposées par Jeffers [71] et permettent de tester
les algorithmes pour ’ACP parcimonieuse. Les comparaisons sont effectuées sur
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TABLE 6.3 — Pit Props : Résultats sur les trois composantes principales obtenues
avec SPCA [168|, DSPCA [34] et DC-PCA [135] et les six composantes obtenues
avec notre algorithme DCA.

PC T T2 T T4

3 x5 z6 x7 x8 x9 Z10 11 z12 13

Cq -.477 -.476 0 0 177 0 -.250 -.344 -.416 -.400 0 0 0

SPCA Co 0 0 .785 .620 0 0 0 -.021 0 0 0 .013 0
C3 0 0 0 0 .640 .589 .492 0 0 0 0 0 -.015

Cq .560 583 0 0 0 0 -.263 -.099 -.371 -.362 0 0 0

DSPCA Cao 0 0 707 .707 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Cs 0 0 0 0 0 -.793 -.610 0 0 0 0 0 .012

Cq .449 459 0 0 0 0 374 .332 .403 .419 0 0 0

DC-PCA Co 0 0 .707 .707 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Cs 0 0 0 0 0 .816 578 0 0 0 0 0 0

Cq -.444 -.453 0 0 0 0 -.379 -.341 -.403 -.419 0 0 0

DCA Co 0 0 707 .707 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Cs 0 0 0 0 .694 721 0 0 0 0 0 0 0

Cy 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Cs 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

Ce 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0

TABLE 6.4 — Pits Props : variation de la variance capturée suivant k pour la premiére
composante principale.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
VAR. % 7.69 15.03 19.04 22.56 26.20 29.00 30.74 31.30 31.83 32.10 32.37 32.44 32.45

les six premiéres composantes principales qui capturent 87% de la variance to-
tale. Comme il a été montré dans Sriperumbudur et al.[135] que DC-PCA donne
de meilleurs résultats, sur ces données, que DSPCA et SPCA avec une cardina-
lit¢ (cumulée) de 13 et une variance (cumulée) de 77.1% de la variance totale,
nous allons l'utiliser pour les comparaisons. Le tableau 6.3 montre les trois pre-
miéres composantes principales obtenues avec les algorithmes SPCA, DSPCA, DC-
PCA et les six premiéres composantes principales données par ’algorithme 2. Avec
(k1, ko, ks, k4, ks, kg) == (6,2,2,1,1,1), notre algorithme donne la méme cardinalité
cumulée (13) et capture presque la méme variance (77.05%). Nous observons aussi
que toutes les composantes principales C', ..., Cg obtenues satisfont la propriété d’or-
thonormalité (CYC; =1 et CI'C; = 0,Vi # j) ce qui n’est pas le cas de DC-PCA.
Une autre avantage est que dans notre algorithme les cardinalités désirées sont ex-
plicitement mentionnées et que avec DC-PCA il est difficile de choisir le paramétre
de régularisation pour atteindre une cardinalité donnée. Le tableau 6.4 montre la
variance capturée par la premiére composante en fonction de k.

6.5.3.3 Données colon cancer

Les données colon tumor sont des données micro-array proposées par Alon et
al.[5]. Nous considérons les cinq premiéres composantes principales qui capturent
70% de la variance totale. La figure 6.1 montre que notre algorithme DCA donne
de loin de meilleurs résultats que SPCA et DC-PCA. DC-PCA capture seulement
62% de variance cumulée avec plus de 6000 pour la cardinalité cumulée, tandis que
notre algorithme DCA capture 65.94% de variance cumulée avec seulement 5000
de cardinalité cumulée avec (kq, ko, k3, kg, k5) := (1800, 800, 800, 800, 800). Dans le
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TABLE 6.5 — Colon Cancer : variation de la variance capturée par la premiére com-
posante principale suivant k.

k200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

VArR.% 7.70 14.35 20.22 25.51 30.25 34.41 38.11 41.30 43.76 44.96

tableau 6.5, nous représentons la variance capturée par la premiére composante
principale en fonction de k.

(a) (b)
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FIGURE 6.1 — Colon Cancer (a) variance cumulée (b) cardinalité cumulée pour les
5 premiéres composantes principales.

6.6 Conclusion

Ce présent chapitre nous a permis d’introduire une nouvelle approche concer-
nant la modélisation parcimonieuse pour le probléme de la valeur propre maximale.
Nous avons établi des reformulations DC équivalentes de ces problémes de parcimo-
nie grace a de nouvelles techniques de pénalité exacte en Programmation DC. Ces




6. MODELISATION PARCIMONIEUSE POUR LE PROBLEME DE LA VALEUR PROPRE
90 MAXIMALE

reformulations sont d’autant plus originales sachant que les méthodes approchées
utilisées afin de contourner la discontinuité du terme de parcimonie ne sont pas
exactes et manquent de liens rigoureux avec les problémes originaux la plupart du
temps. Au point de vue numériques, les résultats préliminaires obtenus avec DCA
illustrent bien le potentiel de cette nouvelle approche dont les résultats préliminaires
dans le contexte de I'analyse en composantes sont trés intéressants et trés promet-
teurs. Ces résultats ont été présentés et publiés a la plus prestigieuse conférence
internationale en Machine Learning ICML 2010.
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Chapitre 7

Modélisation parcimonieuse dans les
modéles de régression linéaire

Nous considérerons dans ce chapitre différents types de problémes de parcimonie
rencontrés dans les modeles de régression linéaire. Nous discuterons dans un premier
temps de liens entre ces différents problémes et ensuite nous proposerons différentes
reformulations et montrerons [’équivalence avec ces problemes de parcimonie. Nous
présenterons aussi des extensions de ces reformulations. Nous détaillerons [’algo-
rithme DCA appliqué a ces reformulations et présenterons un algorithme combiné
DCA-SE (Séparation et Evaluation) pour l'optimisation globale. Enfin, nous termi-
nerons par des simulations numeériques préliminaires.

7.1 Introduction

Etant donné une matrice A € M, ,,(R) représentant un ensemble de m données
mesurées et leur réponse b € R™, nous distinguons généralement, dans les modéles
linéaires, les classes de problémes de parcimonie suivantes

min, [z,
(P) st. Ax=b,
r € R",
(PY) min, %HAx_ng‘i_)‘HxHO
st. xeR™

@) q st ally <k
r € R",

A étant un réel strictement positif et k est un entier positif compris entre 1 et n — 1.

Le premier probléme détermine la solution la plus creuse du systéme linéaire
Ax = b tandis que dans le deuxiéme, le paramétre A > 0, appelé paramétre de ré-
gularisation, permet de faire un compromis entre le critére d’erreur quadratique et
la parcimonie des solutions et la derniére formulation permet de minimiser le critére
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d’erreur quadratique tout en contrélant la parcimonie des solutions par k.

Les problémes ¢, précédents sont discontinus et NP-difficiles pour des données
générales A, b, A, et k & cause du terme |||, et alors difficiles & prendre en main
directement. Généralement, des approximations continues plus douces du terme ¢,
sont utilisées pour contourner cette discontinuité. Outre les résultats sur la minimi-
sation £ ([39, 38, 56, 20, 21, 19]) qui montrent que, dans certains cas trés spéciaux
de données, la minimisation ¢; permet de retrouver une solution du probléme /¢,
original, les approximations proposées ne sont pas exactes et manquent trés souvent
de liens rigoureux entre le probléme approché et le probléme original. Dans ce tra-
vail nous proposons des reformulations DC exactes de ces différents problémes £,
par de nouvelles techniques développées durant cette thése. Ces techniques nous ont
permis d’établir des propriétés trés intéressantes et des reformulations quadratiques
concernant les problémes ¢, précédents.

Dans le paragraphe 2, nous discuterons d’abord de liens entre ces différents pro-
bléemes ¢y. Des reformulations DC et quadratiques pour ces problémes ¢, ainsi que
quelques extensions seront proposées dans les paragraphes 3, 4 et 5. Dans les para-
graphes 6 et 7, nous détaillerons ’algorithme DCA appliqué aux différentes refor-
mulations et nous présenterons un algorithme combiné DCA-SE pour I'optimisation
globale. Et nous terminerons par quelques tests numériques préliminaires.

7.2 Liens entre (P), (PY) et (Q")

Existence de solution : Par un procédé énumeératif fini, il est facile de voir que les
problémes (P?) et (Q*) admettent toujours au moins une solution et que le probléme
(P) admet au moins une solution des lors que le systéme Az = b est admissible.

Bien que ce procédé permet d’établir ’existence de solution et permet d’en trou-
ver une, il n’est pas utilisable en pratique pour des problémes avec des dimensions
concrétes du fait de sa complexité exponentielle. D’otl la nécessité de rechercher des
méthodes de résolutions plus efficaces.

Liens : La structure du probléme (P*), dont le critére est la somme pondérée des
deux termes § || Az — b|l2 et ||z, permet d’énoncer une propriété trés importante
sur le comportement de chaque terme en une solution lorsque A varie. Intuitivement,
si A décroit, on attache plus d’importance a 3 ||Az — b|l3 et il semble normal que,

si 2} est une solution de (P*), %”Ax’\ — ng décroisse et 2* devient une bonne
approximation d’une solution de (P). La proposition suivante énonce cela de fagon
rigoureuse, lorsque I'ensemble admissible M de (P), défini par

M={zeR": Az =0},

est non vide. Elle donne aussi un lien entre (P) et (Q").
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Proposition 7.2.1 St M est non vide, alors

1. il existe \g > 0, tel que les problemes (P) et (P*) admettent les mémes solu-
tions, pour tout X\, 0 < \ < Ag,

2. il existe ko, tel que les problemes (P) et (Q*) admettent les mémes solutions.

Preuve Soit Z une solution de (P).

1. Pour A > 0, soit #* une solution de (P?).

On a . .

e e T W A O 3
et

1 A2 2 A2 1 A 2 M

5[40 = bl + Ao [l < 5 [[Ae™ = bfl, + Ao [l (7:2)
pour tout A\; > 0, Ay > 0.
En sommant ces deux inégalités nous obtenons

(A1 = Ag) (”m)\lHo o Hx/\2||0> <0, (7.3)

pour tout A; > 0, Ay > 0. Donc la suite {Hx’\HO})\w
De plus elle prend un nombre fini de valeurs 0 ou 1,..., ou n, donc converge
lorsque A décroit vers 0 et donc stationnaire & partir d’'un certain rang, i.e., il
existe \g > 0, p € {0, 1,...,n}, tel que

croit lorsque A décroit.

|z*]|, =P, VA, 0 <A < Ao (7.4)

Pour 0 < Ay < A\, 0 < Ay < A, les deux premiéres inégalités deviennent alors

1 1
5 e —olf; < 5 || 4a* o,

1 1
5 Az = b, < S [lAe™ b,
c’est & dire

| 4™ = ]|, = [|Az* — b

9 VAL A, 0 <A1 < Ag, 0 < Ay < Ag.
Donc il existe 5 > 0, tel que
Azt = b||, = B, YA, 0 < A < Ao. (7.5)
Comme 7 est admissible pour (P*), on a
1 2 _
§}|Ax’\—b|{2+/\waO < A|zlly, VA > 0, (7.6)

et donc ]
5 42> =8l < A (il — l=*l,) . vA > 0.
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Ainsi
lim HA:z:’\ — b||; =0
AL0

et en considérant (7.5), nous obtenons
Azt = b||, = 8 =0,YA,0 < X < Ao (7.7)

(7.6) et (7.7) donnent z* admissible pour (P) et Hx’\HO < ||z||,, pour tout A,
0 < X < Ag. Donc 2* solution de (P) et Z solution de (P*), V1,0 < A < Ag.
Pour tout A\,0 < A < Ay, nous venons de démontrer que

— Ax* = b et 2* est une solution de (P),

— toute solution de (P) est aussi solution de (P*).

Il reste donc & démontrer que toute solution de (P?*) est aussi solution de (P).
Soit A\, 0 < A < A fixé et soit 7 une solution de (P?*).

Comme 7* et 2* sont des solutions de (P*), on a

1 N ~
5 [147* = b5+ A, = Al

et N . R
70 2 [+, = 1,
Ainsi A7 = b et H:i’\HD = Hx’\HO. Donc #* est une solution de (P).
2. Il suffit de prendre kg = ||Z||,. O

La proposition précédente montre que toute méthode permettant de résoudre effi-
cacement (P*) ou (Q¥) devrait permettre aussi la résolution efficace de (P). Ces
méthodes de résolution utilisent trés souvent des outils d’optimisation continue d’ou
la nécessité de techniques de reformulations continues adaptées aux problémes /.

7.3 Reformulations DC

Dans ce paragraphe, nous allons proposer des reformulations DC au probléme
de parcimonie

min l||Ax—b||2+)\||x||
(pk) { ) 2 0
st. xeR",

ainsi qu’a sa version avec contrainte
: 2
(@) { mine 5 1Az — bl
st |lzfl, < k.

De facon a démontrer 1'équivalence avec les reformulations DC proposées, nous
passons par quelques notions en programmation DC. Pour cela, nous rappelons qu’un
programme DC est un probléme d’optimisation de la forme

(Pie) a=1inf{f(2) :=g(z) — h(z) : z € RP},
avec g, h € ['o(RP) et que les conditions KKT généralisées sont données par

Oh(z)Ndg(z) # @.




95

7.3.1 Probléme moindres carrés /y-régularisé (P

Rappelons que (P*) est donné par

in, |Az—bll;+ ||
(PA) { min, ; 5 0
s.t. z € R".

Pour 7 > 0, nous considérons le probléme suivant

(P min ¢, (z,u) = LAz — bl + XeTu+ 7 |z|" (e — u)
T st zeR™ue[0,1]".

. N T PURIA
I est clair que (P2) est non convexe a cause du terme |z|" (e —u). Plus précisément,
c’est un programme DC avec la reformulation DC suivante

min{G(z,u) — H(x,u) : (zr,u) € R" x R"}, (7.8)
ou ] ]
G(z,u) == 5(7 + B)aTr + §TUTU + re’ |z + e u + xom (w), (7.9)
H(z,u) = 1Ti<|x»| Flui)? + ~BaTx — © | Az — b2 (7.10)
’ . 9 - ) i 9 9 29 .

B2 Amax(ATA).
Nous allons montrer dans ce qui suit que (P*) et (P?) sont équivalents pour des

T

valeurs de 7 bien choisies. Nous aurons besoin en premier de calculer les sous-

différentiels 0G(z,u) et OH (z,u).
(X,U) € 0G(z,u) & X € (1 + Bz +79(e” |2]),U € Tu+ Ae + dxo 1 (u), (7.11)

[0(e" |z])], = ¢ {1} ifx; <0, i=1..n

(X,U) € 0H(z,u) & X = for — AT (Az —b) + 7, U = 75, (7.12)
( ZEi—f—Ui .
7 + U )} 1f$iui>0,
(m ) € S if xu; <0, i=1,...,n.
Si —X; + U
T+ Uu; Ti— Uy . .
G (2 )] oo

Nous aurons besoin aussi du lemme suivant qui donne quelques propriétés des solu-
tions de (P?).
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Lemme 7.3.1.1 Soit 7 > || Al ||b||,. Alors toute solution (z,u) de (P2) vérifie
_ _ 2 _

Preuve Soit 7 > || Al|, ||b]|, et soit (Z, %) une solution de (P.). Posons
F={i:z;#0,u;, =0}, G:={i:2;,=0,u; >0} et [ :={i:z;(1 —1u;)#0}.
(Z,u) vérifie nécessairement les conditions KKT généralisées appliquées a (7.8)
OH(z,u) N OG(xz,u) # @. (7.13)

Nous allons montrer d’abord que F' = @ et G = &. Nous procédons par contradic-
tion.

Supposons F' # & et soit ig € F'. On a z;, # 0 et u4;, = 0. Donc des conditions KKT
conditions (7.13), nous tirons

[AT(Az — b)L.O + 7sign(z;,) = 0. (7.14)
Comme (0,0) est admissible pour (P2), on a ¢,(z,u) < 3 1b]|5 et donc
[ AZ = bl < [|bl], - (7.15)
On a
(A7 (A )], | < [|47(Az || < 4[| 1Az — bl < A, Az — o],
donc en combinant avec (7.15), nous obtenons finalement

[T (4z = 0)], | < llAll oll, < -

i

Ce qui contredit (7.14) et donc F' = &.
Supposons G # @ et soit iy € G. On a T;,, = 0 et uw;, > 0. D’aprés les conditions
KKT (7.13), il existe v;, > 0 tel que

)\—l—%O:O.

Ce qui contredit A > 0, donc G = @.
Maintenant considérons les cas suivants : [ = @ et [ # &.

~ I =@ :comme G =@, onacla=|z|, et |z (¢ —a) =0, donc
R . 2 _
62(7,7) = 5 147 — b + A

— I # @ :s0itig € [. Comme F'= @, onal <, <1etz;, #0.Des conditions
KKT (7.13), nous tirons |Z;| = 2 et donc

A
’-Tz’ - —,Vi S 1.
T
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¢ (T,0) =LAz — b3+ reTa+ 7|7 (e — )
% Az — b”; +Aetu+ 73 |7 (1 — )
3 1AZ = bll5 + AeTa+ A, (1 - @)

= % | Az — b”% + )‘(Zigﬂ u; + Zz‘el 1).
Comme G = &, nous obtenons finalement

N _
6r(2,8) = 5 || Az = b3+ A Jal,. =

Nous sommes maintenant en mesure d’établir I'équivalence entre les problémes (P*)
et (P).

Proposition 7.3.1.2 Soit 7 > 71(A,b,\) := ||A]|, ||b|l,. Alors (P*) et (P)) sont
équivalents dans le sens :
— si T est une solution de (P?), alors il existe U tel que (T,u) est une solution

de (P).
— si (Z,u) est une solution de (P), alors T est une solution de (P?).

Preuve Soit (7, %) une solution de (P?) et soit  une solution de (P?).
Posons ; := 1 si &; # 0 et u; := 0 sinon. D’apreés le lemme 7.3.1.1, on a

60(@. @) = 5 147 ~ B3+ A2l
et donc
60(@1) = 3 |1AT b3+ Ay < 3 147~ B2+ A2l = 6 (2,3) < (5, ).
Parsuite
608, ) = 3 1T b+ Ay = 3 1A% — b3+ Ay = 602, 9),

et alors T solution de (P*) et (Z, @) solution de (P2). O

7.3.2 Probléme moindres carrés avec contrainte /; (Q¥)

Rappelons que (Q*) est donné par

. 1 2
Q") min, 5 ||Az — b,
st |lxfl, < k.
La démarche est analogue a la section précédente. Pour ¢ > 0, nous considérons
dans ce cas le probléme non convexe

ming.y Yz, u) = % | Az — b||§ +t |a:|T (e —u)
s.t. elu <k,

r e R,

ue0,1]".

(@F)
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C’est un programme DC avec la formulation DC suivante

min {G(z,u) — H(z,u) : (z,u) € R" x R"}, (7.16)
ou . .
G(z,u) == §(t + B)atz + §tuTu +tel' |z| + xco(u), (7.17)
H(zu) = -t i(|x-| Fluil)? + 25 e — L[| Az — b2 (7.18)
3 . 2 171 7 (2 2 2 29 N

C:={ue(0,1]": e"u <k} et B> Anax(ATA).

Comme précédemment, nous allons déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles (Q*) et

(QF) sont équivalents. Nous commengons d’abord par le calcul des sous-différentiels
0G et OH.

(X,U) € 0G(x,u) & X € (t+ Bz +td(e" |2|), U € tu+ dIxc(u), (7.19)
{1} if xT; > O,
[0(e" |z])], =< {1} ifx; <0, i=1,.n
[—1,1] ifz; =0,
Oxc(u) ={y—0+ne: n(e’u —k) = 0,%(u; — 1) = 0,0u; =0, >0, > 0,; > 0,Vi}.

(X,U) € 0H(z,u) & X = Br — AT (Az —b) +tr,U = ts, (7.20)

.

(Z ) € {(fx_j:u )} if zu; <0, i=1,..,n.
it Ui S if x;u; =0

\ T + u; ) —; + U Uy — Y,

Le résultat préliminaire suivant donne quelques propriétés des solutions de (QF).

Lemme 7.3.2.1 Soit t > ||All, ||bll,- Si (Z,a) est une solution de (QF), alors
" (e — @) = 0 et ||z]], < .
Preuve Soit ¢ > ||A||, [|b]|, et soit (Z, %) une solution de (QF). Posons

F = {1:7:17&0,712:0}, G:{zi’l:(),ﬂl>0} et [ := {Zfl(l—ﬂl)?ﬁ()}
(z,u) vérifie les conditions KKT généralisées appliquées a (7.16)

OH (z,u) N OG(x,u) # &. (7.21)
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Nous allons d’abord montrer que ' = @. Nous procédons par contradiction.
Supposons F' # @ et soit i € F. On a z;, # 0 et u;, = 0. Des conditions KKT
généralisées (7.21), nous tirons

[AT(AZ = D)], + tsign(Ts,) = 0. (7.22)
Comme (0,0) est admissible pour (QF), on a ¢-(z,u) < § 1|3 et donc
| AZ = bl < [|b]], - (7.23)

On a
[A7(Az = v)], | < 1A]L 14z - bl

donc en combinant avec (7.23), nous obtenons
[A7(Az = B)], | < 4l ol <

Ce qui contredit (7.22) et donc F' = @.
Nous allons montrer maintenant que I # &. Nous procédons par contradiction.
Supposons [ # &.
Soit ip € I, comme F' = @ on a &;, # 0 et 0 < @;, < 1. Les conditions KKT (7.21)
donnent alors

|z, | = g, n >0, e'u=k,
et donc

17| = g Viel. (7.24)

Considérons maintenant les cas G # @ et G = &.
-~ G # @. Soit g € G ie Ty, =0 et u, > 0. Alors les conditions KKT (7.21)
donnent
N+ =0 et v, >0.

Ce qui contredit n > 0.
— G =@. De et = k, nous tirons

el ¢l

Comme G = &, on a .4, 4; € N et donc » ;4 € N. De plus, >, > 0

(F = @), ainsi
> ue {1, k}.
icl
On pose ¢ := Y., U;. 1l est clair que c € {1, ...k} et ¢ < Card(I).
Soit {iy, iz, ...,i.} C I et soit @ le point définit par
w Vi¢l,
’&i = 1 Vi € {il,’ig, ...7ic},

0 ailleurs.
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Onaae[0,1]", efa=ket

tiz|" (e—u) =ty |m|(1—u;) =n) (1-u)=n) (1-i) =t|z|" (e—a).

i€l i€l iel

(7.25)
Donc (Z, @) est une solution de (Q¥) et alors vérifie les conditions KKT (7.21).
Soit r € I\ {i1,i9,...,0.}, on a T, # 0 et 4, = 0. Ce qui donne avec les

conditions KKT (7.21)
[AT(Az — b)], + tsign(z,) = 0.

Cette derniére condition est similaire & la condition (7.22) et donc contredit
t > [|A, (1ol

Parsuite I = @ et [|Z||, < k. Ce qui termine la preuve. O

Nous pouvons maintenant établir le lien entre (Q*) et (QF).

Proposition 7.3.2.2 Soit t > t1(A,b,k) := || A, [|bll,. Alors (QF) est équivalent a
(QF) dans le sens :
— si T est une solution de (Q%), alors il existe u tel que (Z,u) est une solution
de (QF).

— si (z,u) est une solution de (QF), alors T est une solution de (QF).

Preuve Soit (Z, %) une solution de (QF) et soit # une solution de (Q*). Posons
@ = 18 2 # 0 et @ := 0 sinon. On a ef'u < k et d’aprés le lemme 7.3.2.1
7|" (e —@) = 0 et |7, < k. Ainsi

S S L. _ I
Uil 8) = 5 14T — b3 < 5 1A — bl}3 = 04(5,0) < (5, 7)

et donc ] ]
Uil@,8) = 5 AT = b3 = - | Az — B3 = u(, 0).

7 solution de (Q*) et (Z, ) solution de (QF). O

Les reformulations données par les propositions 7.3.1.2 et 7.3.2.2 précédentes
dépendent des valeurs (A, b, \) et t1(A, b, k). Nous discutons du choix de ces deux
valeurs dans la section suivante.

7.3.3 Commentaires sur les paramétres de pénalité

La valeur 71(A, b, \) (resp. t1(A,b,k)) donnée dans la proposition 7.3.1.2 (resp.
7.3.2.2) pour obtenir I’équivalence pour tout 7 > 7 (A, b, A) (resp. t > t1(A, b, k)) re-
présente une valeur majorante de la valeur limite 79(A, b, A) (resp. to(A, b, k)) définie
par

T0(A,0,A) :==inf {7 >0: (PY) & (P})}, (7.26)

T
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respectivement

to(A,b k) :=inf {t >0: (Q") & (QF)}. (7.27)

Les propositions précédentes restent donc valides dés que 7 > 7(A, b, A) (resp.
t > to(A, b, k))

Il est difficile de calculer la valeur exacte 79(A, b, A) (resp. to(A, b, k)). Cependant,
il est important de noter que plus le majorant 71 (A, b, \) (resp. t1(A, b, k)) est proche
de la valeur limite mieux c’est, en particulier pour des calculs numériques.

Nous proposons, dans ce qui suit, une technique pour améliorer ces valeurs ma-
jorantes dés que l'on a en main un point o € R™ qui fait mieux que le point 0 par
exemple, i.e.,

1. 3] Aa— bll24+-A lall, < 5[ A0 — blla+A 10l = 3 1] , dans le cas de 71 (A, b, \).

2. 1| Aa - bl < 5 (140 — = 3 I1bl5 et [lafl, < K, dans le cas de (A, b, k).

Pour 7(A,b,\). Soit s = min {3 ||Aa — b2 € R"}. Comme P'on sait qu'il existe
une solution a de ce probléme tel que |af, < m, il suffit de poser u; := 1 si a; # 0
et u; := 0 sinon, j = 1,...,n, pour obtenir un point (a,u) admissible de (P2). En
prenant ce point (o, u) a la place du point (0,0) dans la preuve du lemme 7.3.1.1,
nous obtenons ¢, (,@) < ¢, (a,u) = L[ Aa— bl + A, < 3 |Aa —bl3 + Am et
alors

147 = blly < /- 4a = B2+ 22 [lall, < \/ll Aa — b]12 + 2Am. (7.28)

De ‘ [AT(Az — b)]m’ < ||A]l, IIAZ — b]l, et (7.28), nous tirons

[A7(Az = B)], + [[All, /Il Aa— B]]2 + 2 Jal, > 0.

Ainsi on pourra prendre

r1(A,b,A) = [|A]], min([b]l . /25 + 2) o). (7.29)

si le calcul de o, |||, < m n’est pas trop cotteux, et
7(A,5,2) = Al min(bll, . V25 + 23m), (7.30)

sinon.
On peut noter qu’avec ces choix, 71 (A4, b, \) décroit vers || A||, min(||b]|, , ||Aa — b]],),
lorsque A décroit vers zéro. Et que (7.30) devient

r1(A,b,A) = [[A]l, min([b], . vVZAm). (7.31)

si le systéeme Ax = b est admissible.

Pour t1(A,b, \). Sil’on dispose d'un point o € R™ vérifiant 2. alors pour des raisons
analogues au cas précédent on pourra prendre

F(A,0,2) = A, A —bll, < [[A], 6], (7.32)
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7.3.4 Probléme de minimisation ¢, (P)

La proposition qui suit donne une reformulation DC du probléme (P) tirée de
celle de (P*). Rappellons que

min, |z,
(P) st. Az =0,
r € R",

in 3| Az —b]; + A|z|
(pA) { min 3 | 2 0
st. x€R"™

(P min ¢, (z,u) =3 | Az = b||5 + XeTu +7|z|" (e — u)
T st. zeR"uel0,1]",
et M ={z e R": Ax =b}.

Proposition 7.3.4.1 St M # &, alors il existe \g > 0, tel que pour tout \, 0 <
A < X\g et pour tout T, T > 19(A,b,\), (P) et (P}) sont équivalents dans le sens :

— si & est une solution de (P), alors il existe u tel que (T,u) est une solution de
().
— si (Z,1) est une solution de (P)), alors T est une solution de (P).

Preuve Utiliser les propositions 7.2.1 et 7.3.1.2. U

La proposition suivante donne une borne inférieure concernant la valeur absolue des
composantes non nulles de toute solution du probléme (P*).

Proposition 7.3.4.2 Soient A > 0 et 7 > 1(A, b, ). Soit 2* une solution de (P*).
Alors

A
|$Z)‘} > = Vi € supp(z?).
T
Plus particulierement

A A

> , Vi € supp(z?).
Tl(Aaba )\) ||A||1 ||b||2

1

BE

Preuve Soit 2* une solution de (P*). On définit u* par

C oA
u; ::{ L . 70, 1=1,..n.
0 sinon,

(z*,u*) est donc une solution de (P}) (7 > (A, b, \)) et vérifie donc les conditions
KKT généralisées
OH (z*,u™) N OG(2*, ut) # 2.

Soit i € supp(2?). D’aprés ces derniéres conditions, il existe 7; > 0 tel que

A=z}
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Ainsi \
‘x;\‘ > —, V7 > T19(A, b, \).
T
et donc )
‘lL‘f\‘ Z ™ VT > TO(A7b7 A);
T
a fortiori pour 7 = 11 (A, b, A) < ||A]; ||b]l,- O

7.3.5 Quand est-ce que (0,0) est un point critique ?

Ici nous examinons dans quelle situation (0,0) est un point critique de (P}) ou

de (Q5).

Proposition 7.3.5.1
— (0,0) est un point critique de (P}) si et seulement si T > HATbH
— (0,0) est un point critique de (QF) si et seulement si t > HATbHOO.

Preuve Nous détaillons juste le premier cas (P2). Le second s’obtient par un rai-
sonnement similaire. Rappelons qu’'un point (z,u) est un point critique de G — H si
et seulement si 0H (z,u) N OG(x,u) # @. Alors, (0,0) 'est si et seulement si

0H(0,0) N 0G(0,0) # . (7.33)
Comme 0H (0,0) = {(A"b,0)}, (7.33) devient
(ATh,0) € 0G(0,0).
En explicitant cette derniére condition, nous obtenons

—7 < [ATbL <7 Vi=1,..n,
ie.,

> ||ATo| . (7.34)

7.3.6 Versions quadratiques

Dans les reformulations précédentes, on constate que le terme |z| non différen-
tiable rend les problémes (P}) et (QF) non différentiables donc non quadratiques.
Dans ce qui suit, nous allons présenter des versions quadratiques des problémes (P?)
et (QF). Rappelons que

ming.,) 3 |4z — bll2 + AeTu+ T 2" (e — u)

(P s.t. T € R,
u e [0,1]",
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et ) .
mingey 142 = b+ tlal” (e — w)
k s.t. etu <k,
(Qt) r € R™,
uwe[0,1]".

Sachant que tout point z € R™ peut s’écrire x = 27 — 2™, avec x7 >0, z; > 0 et
rfx; =0,i=1,...,n, nous dérivons une reformulation quadratique avec contraintes
boites de (P})

ming gy 3 llA(@ = 8) = bll; + Ae"u +(a + 5)" (e —u)
(QuadP) s.t. aeRY,BeRY
u e [0,1]",

et une reformulation quadratique de (QF)

MiN(q,8,u) %TIIA(a —B) = b5 + tla+ B) (e — u)
k s.t. etu <k,
(Quad@;) aeRY, BeRY

u € 0,1]".

Les versions quadratiques (QuadP?) et (QuadQ¥) permettent ainsi de résoudre
les problémes P et (Q*) par des techniques de la programmation quadratique non
convexe ou tout autre méthode d’optimisation différentiable non convexe adaptée.

Dans le cas ol une contrainte de positivité sur la variable x (z > 0) est ajou-
tée sur le probléme de parcimonie, nous obtenons directement une reformulation
quadratique équivalente.

7.4 Formulations dans le cas avec contrainte de po-
sitivité

Considérons les problémes de parcimonie précédents avec des contraintes de po-
sitivité
min, =[]
(PosP) st.  Axr =0,
x>0,

. 1 2
A ming 5 ||Aa:—b||2+)\||x||0
(PosP”) { st. x>0,

(PosQ*) < sit. |z, <k,
x> 0.

On pose PosM = {x € R": Az = b,z > 0}. Comme dans le cas sans contraintes de
positivité, le probléme (PosP?) est équivalent & (PosP) pour A > 0 suffisamment
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petit, de méme il existe ky € {1,...,n} tel que (PosQ*) soit équivalent & (PosP).
Nous aurons besoin de rappeler quelques résultats préliminaires trés bien connus en
optimisation linéaire.

Lemme 7.4.1 Soit x € PosM. Alors les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. x est un sommet de PosM .

2. Les vecteurs colonnes de A, correspondant aux indices i € supp(zx), sont li-
néairement indépendants.

Preuve Supposons (2.) faux. Il existe alors un élément z € R™, z # 0, tel que z; =0
pour i ¢ supp(z), vérifiant Az = 0. Pour € réel de module |e| assez petit, on a

rtez>0 et A(xLez) =0,

donc x £ ez € PosM. Comme

r=—[(x+e2)+ (z —e2)],

DN —

on a alors (1.) qui est faux.
Réciproquement, supposons que (1.) est faux. Il existe alors y et z € PosM,
y # z, et a €]0, 1], tels que
r=oay+(1-a):z
Soiti € {1,...,n}. Onaz; = ay;+(1—a)z;, avecy; >0,z >0, 2; > 0,et 0 < o < 1.
Par suite, x; est nul si et seulement si y; et z; sont tous deux nuls. Le vecteur y — z,

non identiquement nul, vérifie y; — z; = 0 pour tout ¢ ¢ supp(x), et il est dans le
noyau de A puisque A(y — z) = 0, ce qui prouve que (2.) est faux. 0

Proposition 7.4.2 PosM a un nombre fini de sommets inférieur ou égal a C)"
(rappelons que C!™ est le nombre de fagons de choisir m colonnes parmi les n co-

lonnes de A).

Définition 7.4.3 (rayon infini) On dit qu’un vecteur y € R™, y > 0 est un rayon
infint du polyédre PosM si pour tout x € PosM et tout o > 0, x + ay € PosM.
Remarquons que y est un rayon infini si et seulement si

Ay=0, y>0.
Définition 7.4.4 (rayons extrémaux) Considérons l’ensemble

R:{yeR”: Ay =0, ely=1, yZO}.
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On appelle rayons extrémaux de PosM les sommets du polyédre convexe R.

Proposition 7.4.5 Tout point du polyédre convexe PosM est somme d’une combi-
naison convexe de ses points sommets et d’une combinaison linéaire a coefficients
positifs ou nuls de ses rayons extrémau.

Proposition 7.4.6 Si PosM est non vide, alors toute solution de (PosP) est un
sommet de PosM .

Preuve Nous procédons par contradiction. Soit & une solution de (PosP). Suppo-
sons que T n’est pas un sommet de PosM. Alors d’aprés le lemme précédent 7.4.1,
il existe w # 0, tel que Aw = 0 et supp(w) C supp(z).

Pour ¢ € R, posons v(t) := Z + tw, on a Av(t) = b et 'ensemble des réels ¢ tel que
v(t) > 0 est un intervalle fermé de R contenant un intervalle ouvert contenant 0,
nécessairement borné au moins sur un coté. Soit t,, une des extrémités finies de cet
intervalle. Alors v(t,,) € PosM et ||v(tnm)l, < ||Z||,- Contradiction OJ.

7.4.1 Cas de la minimisation ¢, (PosP)

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une reformulation quadratique de
(PosP) en utilisant les outils d’optimisation linéaire précédents. Rappelons que
(PosP) est donné par

min, [z,
(PosP) st.  Axr =0,
z > 0.

Pour 7 > 0, considérons le probléme quadratique
min Y, (z,u) = e’u+ 727 (e — u)
st. Ax =0,

x>0,

ue0,1]".

(PosP;)

Soit V' I’ensemble des points sommets de PosM. Soit

1
min {z; : x € V,j € supp(x)}

To ‘*—

Nous allons déterminer les valeurs de 7 pour lesquelles les deux problémes sont
équivalents. Nous aurons besoin d’abord du lemme suivant qui nous donne quelques
propriétés des solutions de (PosP;).

Lemme 7.4.1.1 Soit 7 > 7195. On suppose PosM mnon vide. Alors toute solution
(z,u) de (PosP;) vérifiex € V et . (z,u) = || Z||,-
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Preuve Soit (z, @) solution de (PosP;). Nous allons d’abord montrer que z € V' et
ensuite 9, (Z,u) = ||Z||,- Nous procédons par contradiction.

1. Supposons z ¢ V. D’apreés la proposition 7.4.5 on a
T=) o'+ > BE, (7.35)
iel jeJ

avec

O<a<LViel,Y ay=1 1 €VViel, §;>0Vj€/

iel

et B/ > 0,5 € J des rayons extrémaux de PosM.
De (7.35), nous tirons

h(e—1) = Z a0l (e — ) + Z BB (e — ),

il jed

(e —a) > ZaiviT(e —u), 0<o; <1,Vie I,Zai =1 (7.36)

iel il

Comme (7,u) est solution de (PosP;) et les points (v',u),7 € I sont admis-
sibles, on a

U (Z,1) = eTu+ 777 (e — 1) < (v, a) = e"u+ (e —a), Vil

Ainsi ‘
(e —u) <v?l(e—u), Viel. (7.37)
En combinant cette derniére inégalité avec l'inégalité (7.36), nous obtenons
'(e—a)=v"T(e—u), Viel. (7.38)
Parsuite .
Vo (Z,u) = Y (v a), Viel (7.39)
et comme (3; >0, E7 >0, e —u > 0, on a de plus
BiEI(1—w)=0,VI=1,.,n, Vje. (7.40)

@Dr(vl,u) - ¢T(‘f7 ﬂ) = ¢T(Uz’u) - %(Uﬁ, ﬁ')
=clu+ 0T (e —u) —elu— 10
=el'(u—u)— 7 (u—u)
=(e— 1) (u—u), VielVuel01]".

Tle—u) gy

Nous allons maintenant construire un point admissible (z, u) tel que ¢, (z,u) <
¥, (Z,u) ce qui contredirait le fait que (Z, ) est solution de (PosP;). Pour cela
nous considérons les cas suivants :
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— Zj(1—1u;) =0, Vj : soit v(t,,) comme dans la preuve de la proposition 7.4.6
et posons z := v(ty,),
1 si ; :
u; = { i v(tm)i > 0, i=1,..,n.
0 sinon,
On a ¢r(z,u) = [|lzfly = [z, < [|zll, < e'u < ¢,(7,u) et donc
Y- (z,u) — - (Z,u) < 0. Contradiction
— il existe [ tel que Z;(1 — ;) > 0 : nous distinguons les deux sous cas
— 0< @ <1:posons z =" uj:=1u;"j#let
u oo LS v > 0,
7)1 0 sinon.
Vo (v, u) — Y, (7,4) = (1 — 7)) (u; — ;) < 0. Contradiction
— u; =0 : d’apres 7.35 et 7.40, on a
ﬁjEf =0, VjeJ et ;= Zaivf.
il
Comme z; > 0, il existe alors iy € I tel que vlio > (. Posons alors x = v,
uji=1u,Vj #letuy =1.
Vo (w,u) — . (Z,7) = (1 — 7v}°) < 0. Contradiction
Nous venons de montrer, dans tous les cas, qu’il existe un point (x,u) tel
que ¥, (x,u) — 9, (Z,u) < 0 ce qui contredit le fait que (z,u) est solution de
(PosP;). Parsuite, Z est un nécessairement un sommet de PosM, c’est a dire
rzeV.
2. On va maintenant montrer que ¢, (z,u) = ||z||,. Pour cela on pose

I1 suffit alors de montrer que G = & et F' = &. Nous procédons par contradic-
tion.

Supposons G # &. Soit iy € G. Posons x := 7, w; := u;, Vi # ig et u;, = 0. On
a

wT('Ia/(L) - Qﬂr(@@ = —Uj, < 0.
Contradiction et donc G = @.

Supposons F' # @&. Soit iy € F. Comme G = &, on a 0 < u;, < 1 et z;, > 0.
Posons alors = := Z, u; 1= u;, Vi # 1y et u;, = 1. Ainsi

Ur(x,u) — Y (Z,0) = (1 — 7).

D’aprés 1., on a € V et donc (1 — 77;,) < 0. Contradiction. Donc F' = @.
Ce qui termine la preuve. O
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir I'équivalence entre (PosP) et (PosP;).

Proposition 7.4.1.2 Soit 7 > 7y. Alors (PosP) et (PosP;) sont équivalents dans
le sens :

— 51 % est une solution de (PosP), alors il existe u tel que (T, u) est une solution
de (PosP;).
— si (Z,u) est une solution de (PosP;), alors T est une solution de (PosP).

Preuve Soit 7 > 79. Soit (Z,u) une solution de (PosP;) et soit & une solution de
(PosP). On pose

~ { 1 si 2; >0, .
: 1=1,...,n.

0 sinon,

D’apreés le lemme 7.4.1.1 précédent ¢ (z,a) = |||,

(2, 0) = |[2lly < [[7lly = ¢-(7, 0) <92 (7, 0)

et donc
e (3, 0) = |[2lly = IZlly = ¥- (2, w).
Parsuite Z solution de (PosP) et (Z,a) solution de (PosP;). O

7.4.2 Cas des moindres carrés /y-régularisés (PosP?)

Rappelons que (PosP?) est donné par

. 1 2
A min, 3 [[Az — bll; + Az,
(PosP?) { s.t. xz > 0.

Pour 7 > 0, considérons le probléme quadratique avec contraintes boites

min ¢, (z,u) == 1Az = b3 + NeTu + 727 (e — u)
(PosPM{ st. x>0,
ue0,1]".

Dans ce qui suit, nous allons montrer que (PosP?) et (PosP?) sont équivalents pour
des valeurs de 7 que nous préciserons. La démarche est analogue a celle du lemme
7.3.1.1. La différence est qu’ici nous allons utiliser les conditions KKT classiques au
lieu des conditions KKT généralisées en programmation DC.

Proposition 7.4.2.1 Soit 7 > || Al|, ||b|l,. Alors (PosP*) et (PosP2) sont équiva-
lents dans le sens :

— si T est une solution de (PosP?), alors il existe u tel que (Z, 1) est une solution
de (PosP?).
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— si (z,u) est une solution de (PosP?), alors T est une solution de (PosP?).

Preuve Soit 7 > |[|A||, ||b]l,- Soit (Z,@) une solution de (PosP?) et soit & une
solution de (PosP?). On pose ; := 1 si Z; > 0 et @; := 0 sinon.
Nous allons d’abord montrer que ¢,(z,u) = % ||Az — b||2 4+ \ |||, et nous mon-

trons ensuite que T est une solution de (PosP?) et que (Z,4) est une solution de
(PosP?).Posons

F={i:2;>0,u,=0}, G:={i:2;,=0,u; >0} et [ :={i:7;(1 —u;)>0}.

(z,u) étant solution de (PosP?) satisfait nécessairement les conditions KKT clas-
siques appliquées & (PosP?)

AT(Az —b)+1(e—u)— =0,
Ae—T1T+v7—0=0,

6iji :O,’%(ﬂz— ]_) 20,6112, :O,Z: ]_,...,7’L7
z>0,uel0,1",>0,v>0,6>0.

(7.42)

Montrons que F' = @ et G = &. Nous allons procéder par contradiction.
Suposons F' # @ et soit let iy € F. On a z;, > 0 et u;, = 0, en utilisant les conditions
KKT (7.42), nous obtenons

[AT(Az —D)], +7=0. (7.43)
Comme 0 est un point admissible pour (P}), on a ¢.(z,u) < 1 1b]3 et alors
|AZ — bl < [|b]], - (7.44)
De plus
[A7(Az =), | < 1Al 14z - bl

et alors en combinant avec (7.44), nous obtenons “AT(A:E — b)LO‘ < || A, [|b]|, et

alors

[AT(Az = D), +7 > [AT(Az = D)], + [ Al [Ibll, > 0.

Ce qui contredit (7.43) et donc F' = &.

Supposons G # @ et soit iy € G. Comme Z;, = 0 et u;, > 0, des conditions KKT
(7.42) nous tirons A +;, = 0 et 75, > 0 et alors A = 0. Contradiction, donc G = @.
Maintenant nous allons considérer les cas : [ = @ et [ # @.

— Cas I =@ : Comme G =@, on ae’u=|z|,et (e —u) =0, donc
N . 2 _
¢T(x7u> = 5 HA:C o b||2 +A HxHO :

— Cas I # @ : Soit ig € I. Comme F' = @, on a0 < u;, <1letz, >0, en
combinant avec les conditions KKT (7.42) nous obtenons

)\—Ti’iozo,
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donc z;, = % et alors
n=2Viel
T
1AZ = bl + Ae"a+ 7 3 71 — )
Az — b”; +AeTu+ A (1 - w)
= 5 Az = Bll; + A(Xsgs @i + Dier 1).
De plus, comme G = &, nous obtenons

o (T,u) =

NN =

I . _
02(5,7) = 5 147 = b3 + A2l

Ce qui prouve que ¢.(z,u) = 1 ||Az — bllz + M|z,
Maintenant nous allons montrer que T est une solution de (PosP?) et que (Z,4) est
une solution de (PosP?).

On a
- 1 . - 1 _ _ o -
62(8 1) = 3 AT b3+ Ay < 3 1A b2+ Azl = 60 (2,8) < 6.(F, ),
et alors
- 1 . 9 - 1 _ 2 _ o
qu(a?,u) = 2 ||A5E - b”z + A ||$||o = B ||A$ - b”z + A ||$||0 = ng(x,u).

Ce qui signifie Z est une solution de (PosP?) et que (7, @) est une solution de
(PosP?). O

7.4.3 Cas des moindres carrés avec contrainte £, (PosQ")

Rappelons que (PosQ*) est donné par

min, |4z ~ o[
(Post) s.t. |z, <k,
z > 0.

Pour t > 0, considérons le probléme quadratique suivant

min 1, (z,u) = 3 || Az — b + taT (e — u)
& st. efu<k,
(POSQt) T Z 07
ue0,1]".
Comme précédemment, nous allons montrer que (PosQF) et (PosQ¥) sont équiva-
lents pour des valeurs de t que nous préciserons.

Proposition 7.4.3.1 Soit 7 > || Al|, ||bll,. Alors (PosQF) et (PosQF) sont équiva-
lents dans le sens :
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— si T est une solution de (PosQ¥), alors il existe U tel que (T,u) est une solution
de (PosQ¥).
— si (Z,u) est une solution de (PosQ¥), alors T est une solution de (PosQ").

Preuve Soit 7 > ||A|l, ||b]l,- Soit (Z,@) une solution de (PosQf) et soit & une
solution de (PosQ*). On pose ; := 1 si ; > 0 et @; := 0 sinon.

Nous allons d’abord montrer que |Z|" (e — @) = 0 et ||Z]|, < k et nous montrons
ensuite que Z est une solution de (PosQF) et que (Z, @) est une solution de (PosQ¥).
Posons

F = {Zfl>0,fLZ:0}, G:{zilzo,ﬂl>0} et [ := {Zfz(l—ﬂz) >O}
(z,u) vérifie les conditions KKT classiques appliquées & (PosQ¥)

AT(Az —b)+1(e—1u)— B =0,

ne—1x+vy—0=0,

n(eTﬂ—k) :07 BZJ_I,ZO, 7@(61_1) :0, 5ZfLZ:O, izl,...,n,
elu<k, >0, uec|0,1]",n>0,3>0,~v>0,05>0.

(7.45)

Nous allons d’abord montrer que ' = @. Nous procédons par contradiction.
Supposons F' # & et soit g € F. On a z;, > 0 et w;, = 0. Des conditions KKT
(7.45), nous tirons

[AT(Az =D)], +t=0. (7.46)
Comme (0,0) est admissible pour (PosQ¥), on a ¢ (z,u) < 3 1] et donc
| AZ = bl < [|bl], - (7.47)

On a
[AT(Az = b)), | < 4], 47 ],

donc en combinant avec (7.47), nous obtenons
[A7(Az = )], | < 1A, llell, <t

Ce qui contredit (7.46) et donc F' = &.
Montrons que I # @. Pour cela supposons [ # &.
Soit ip € I, comme F' = @ on a &;, > 0 et 0 < u;, < 1. Les conditions KKT (7.45)
donnent alors
fio:ga n>0,el'u=k,

et donc

% = g Viel. (7.48)

Considérons maintenant les cas G # @ et G = &.
- G # @. S0it g € G ie 7, =0, et uy > 0. Alors les conditions KKT (7.45)
donnent n+ v, =0, v,(4; — 1) =0 et v, > 0. Ce qui contredit n > 0.
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— G = @. A partir de e”u = k, nous tirons

ui=k->Y u

iel il
Comme G = @, on a » .., 4; € Net donc 3, ;4 € N. De plus, >, u; >0
(F = @), ainsi
> wie{l, ..k},
i€l
On pose ¢ := Y., 4. Il est clair que ¢ € {1,...,k} et ¢ < Card([).
Soit {41,179, ...,3.} C I et soit @ le point définit par
u Vigl,
fLi = 1 Vi S {i17i2,...,ic},
0 ailleurs.
On a
ae0,1]", fu=k
et
trl (e—u) =ty z(1-w) =n» (1-1;) =nY (1-i;) = tz"(e—ii). (7.49)
il i€l iel

Donc (Z, 1) est une solution de (PosQF) et alors vérifie les conditions KKT
(7.45).
Soit r € I\ {i1,i9,...,7.}, on a T, # 0 et 4, = 0. Ce qui donne avec les
conditions KKT (7.45)

[AT(Az —b)] +t=0.

Cette derniére condition est identique a la condition (7.46) et donc contredit

t > [[All, [[bll,-

Parsuite I = @. Ce qui signifie 7 (e — @) = 0 et ||Z||, < k.
7 étant admissible pour (PosQ¥), on a

I L. .- _ I
Ui, 0) = 5 A7 — B3 < 5 1A = Bl3 = e, ) < (3, 3),

et donc . ]
Ur(#, 1) = 5 AT = bll; = 5 A7 = bll; = (3, ).

Ainsi 7 est une solution de (PosQ¥) et (, 1) est une solution de (PosQ¥). O

Sur le tableau 7.1 nous résumons les différentes reformulations obtenues.
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TABLE 7.1 — Tableau récapitulatif des différentes reformulations.

Problémes ¢

Reformulations DC

ming.) 3 |4z — bll2 4+ XeTu+ 7 |z|” (e — u)

) 2
min, % [|Az —b|;+ Az, st r € R"
s.t. T & ]R . = [07 1]77,
Pour 7 > [|A[], [[b]l,-
- ) ming. 3 [[Az = bl +t]z|" (e — w)
ming 5 | Az — b][; s.t. elu <k
st zll, <k zeR" 7
z e R" u € [0,1]™.

Pour ¢ > [[A[[, [|b]],-
min, ||z, ming,. 3 ||Aa:—ng—l—/\eTu—i—TmT(e—u)
S.t. Ax = b’ S.t. T € Rn)

xr € R™. (IS [07 1]n
Pour 0 < X\ < Ao, 7 > || Al [|b]],.
: 1 2 T T
. ) ming.) = ||[Az =055+ Xefu+ 712" (e —u
min, 1Az — b2+ X ol e g lAn =0l e
ot 250 s.t. T > 07
1. -~ U. = [0, 1]”.
Pour 7 > [|A[], [[b]l,-
. 1 2 T
. ) ming,) ;3 ||[Az —b||; +tx' (e —u)
ming, % HAJZ’ - b”2 s.t. o éTHu <k H2
sty <k, x>0,
> — )
xTr = 0. u € [Oa 1]71

Pour ¢ > [|A||, [|b]],.
min, ||, ming 3 Az = bfl; + reu + ta” (e = u)
s.t. Ax = b, s.t. x Z 07

x> 0. u € [0,1]".
Pour 0 < A < Ao, t > || 4], [|6]],.
. Hlin(:c,u) eu + TCL’T(B - u)
min, ||:E|’O s.t Az =b
st.  Ax=b, N 1’>07
> 0. cio
x>0 u € [0, 1]™.

Pour 7 > 7.
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Nous venons de présenter différentes techniques de reformulation de problémes
de parcimonie dans les modéles de régression linéaire. Ces techniques peuvent étre
étendues a d’autres problémes de parcimonie dans d’autres modéles comme la ré-
gression logistique dont la fonction perte est convexe lipschitzienne par exemple.

7.5 Extensions

Nous nous proposons dans cette section d’étendre ces techniques de reformulation
aux problémes /y de la forme

(PA) min { f(z,y) + Az|,: # € R",y € R"},

(@") min{f(z,y): [lally <k z€R"yeR™},

ouA>0,k=1,...,n—1et f est une fonction convexe et lipschitzienne telle que
min {f(z,y) : (z,y) € R" x R™}

admet au moins une solution.

L’hypothése f admet au moins une solution nous assure ’existence de solution
pour les problémes (P*) et (Q*). En effet, par un procédé énumératif fini on peut
trouver une solution. Cependant, ce procédé n’est pas utilisable en pratique du fait
de sa complexité exponentielle.

L’hypothése f convexe et lipschitzienne nous permet ici de déterminer le para-
métre de pénalité pour obtenir des reformulations équivalentes. Cependant, cette
hypothése ne constitue pas forcément 1’hypothése la plus faible pour obtenir des
reformulations équivalentes.

Nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant.

Lemme 7.5.1 Soit 0 : RP — R une fonction convexe K -lipschitzienne partout finie.
Alors
Irll, < K,V redb(z),VzeRP

Preuve Soit z € RP. Soit r € 90(z). Comme 6 est une fonction convexe K —lipschitzienne
partout finie, on a

(x — 2)Tr < 0(z) — 0(2),Vx € R? (propriété de convexité)

et
|0(x) — 0(2)| < K ||z — z||, Vo € R (propriété de lipschitz).

Alors avec 2 = z+7r;e’ (e!,i = 1,...,n représentent les éléments de la base canonique

de R™), nous obtenons ‘
ri <0(z') — 0(2)

et
0(a") = 0(2)| < K|ri|, i=1,..n.




7. MODELISATION PARCIMONIEUSE DANS LES MODELES DE REGRESSION
116 LINEAIRE

En combinant ces deux derniéres inégalités nous obtenons finalement
r2 < 0(z") —0(z) = |0(x2) — «9(2)| < K|ril,i=1,...,n,

donc
Ir| < K,i=1,...,n.

dou [|r||, < K. O

Nous allons maintenant appliquer les techniques de reformulation aux problémes

(P) et (QF).

7.5.1 Cas (y-régularisé (P
Rappelons que (P*) est donné par
(PY) min{f(z,y) + Az|,: v € R",y € R™}.
Pour 7 > 0, considérons le probléme non convexe

oy L i e y,) = F(ey) £ ATk el e~
T st zeRNyeR™uwe(0,1]".

Une formulation DC de (P}) est donnée par

min {G(z,y,u) — H(z,y,u) : (z,y,u) € R" x R™ x R"}, (7.50)
ou
I 1 7 T T
G(x,y,u) == f(z,y) + STT + STu U +7e’ x|+ Ae” u+ xpa (u), (7.51)
et
1 n
H(a,y.u) = o 3 () + ) (752
i1

Comme le minimum de f est atteint, les problémes (P*) et (P}) admettent
au moins une solution. Et alors toute solution de (P2) vérifie nécessairement les
conditions KKT généralisées

OH (x,y,u) NOG(x,y,u) # 2.
On a
(X,Y.U) € 0G(z,y,u) & X=1r+v+72, Y =w, U=7u+ Xe+p, (7.53)

(v,w) € Of(z,y), ze€ e |z|, pe X[y (),

et
(X,Y,U) € 0H(z,y,u) & X=71r, Y =0, U=rs, (7.54)
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( ZT; + U; .
{( i+, if x;u; >0,

(”)e< {(%_W )} if zu; <0, i=1,..n.
S; —XT; + U;

i ni if wpu; = 0
L QS'Z—FUZ ’ —xl—l—ul e

La proposition suivante établit le lien entre (P*) et (P2).

Proposition 7.5.1.1 Soit 7 > K. Alors (P*) et (P}) sont équivalents dans le sens :
— si (Z,y) est une solution de (P), alors il existe @ tel que (Z,y,u) est une
solution de (P?).
— si (Z,7,u) est une solution de (P2), alors () est une solution de (P*).

Preuve Soit 7 > K. Soit (7,7, 4) une solution de (P?) et (,7) une solution de
(P*). Posons ; := 1 si #; # 0 et @; := 0 sinon.

Nous allons d’abord montrer que ¢-(Z,y,u) = f(Z,7y) + A ||Z||, et ensuite que (Z,7)
et (Z,7,u) sont solutions de (P*) et (P}) respectivement. On pose

F={i:z;#0,u;, =0}, G:={i:3;=0,u; >0} et [ :={i:7;(1 —1;)#0}.
(z,y,u) vérifie les conditions KKT généralisées appliquées a (7.50)
OH (z,y,u) N 0G(z,y,u) # @. (7.55)

Montrons que F' = @ et G = &. Nous procédons par contradiction.
Supposons F' # &. Soit iy € F. On a 7;, # 0 et u;, = 0. D’apres les conditions KKT
généralisées (7.55), il existe (v,w) € If(Z,7) tel que

Uiy + TS1gN(T4,) = 0. (7.56)

Comme |7;)| < K (lemme 7.5.1), (7.56) contredit 7 > K. Donc F = &.
Supposons G # & et soit iy € G. Comme Z;, = 0 et w;, > 0, les conditions (7.55)
impliquent qu’il existe 7;, > 0 tel que

)\—l-")/iO:O.

Ce qui contredit A > 0, donc G = @.
Maintenant considérons les cas suivants : [ = @ et [ # &.

~ Cas [ = @ : comme G = @, on a e’ = |||, et |7|" (e — @) = 0, donc

— Cas I # @ :soit ip € [. Comme F' = &, on a0 < u;, <1etz, #0.De (7.55)
nous tirons |Z;,| = 2 et alors

A
’-Tz’ - —,Vi S 1.
T
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(Z,7) + Ael u+7|a:| (e —u)
(@, y) + Aelu+7>0 |z (1 —w)
(Z,9) + Xelu+ Ay, (1 — )
(Z,9) + A igr Wi + 2 ier 1)-

Comme G = &, nous obtenons finalement

¢T('f7g7ﬂ) = f(ll_f,g) + A H‘IEHO '

On a alors

¢T<i’7?j7ﬂ) = f(*%vg) + /\ H‘%HO S f(:fvg> + /\ H"Z‘HO = 9257'(*%’@7 ﬂ) S qu(‘/Z‘?g’a)?

et donc

Ce qui termine la preuve.

7.5.2 Cas avec contrainte /; (QF)

Rappelons que (Q*) est donné par
Q") min{f(z,y): llzlly <k, v €R",y € R™},
Pour ¢ > 0, considérons le probléme non convexe

ming .y iz, y,u) = f(z,y) +1 1z|" (e — u)
) s.t. efu <k,

(@) z € R",
y € R™,
ue0,1]".

C’est un programe DC avec la formulation DC suivante
min{G(z,y,u) — H(z,y,u) : (x,y,u) € R" x R™ x R"},
ou

1 1
G(z,y,u) = f(z,y) + §th$ + §tuTu +tel' |z| + xo(u),

H(z,y,u) = —tz |zi| + |ug])?,
C:={uel0,1]": efu<k}.
(X,Y,U) € 0G(z,y,u) & X=tx+v+tz, Y =w, U=tu+p,

(v,w) € df(x,y), z€ e’ lz|, p € dxc(u),

(7.57)

(7.58)

(7.59)

(7.60)
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et
(X,Y,U) € 0H(z,y,u) & X=1tr, Y =0, U=ts, (7.61)

( T; + U; .
{( z; + u; if zu; > 0,

(”)e {(x_“ )} if 7o <0, i=1,..n.
Si —T; + U;

Ti o+ Uy T it z;u; =0
L a:z+ul ’ —xz—i—ul e

La proposition suivante énonce le lien entre (QF) et (QF).

Proposition 7.5.2.1 Soitt > K. Alors (Q¥) et (QF) sont équivalents dans le sens :
— si (Z,y) est une solution de (QF), alors il existe @ tel que (Z,9,u) est une
solution de (QF).
— si (z,9,u) est une solution de (QF), alors (z,y) est une solution de (QF).

Preuve Soit ¢ > K. Soit (Z, , @) une solution de (Qf) et soit (,7) une solution de
(Q%). Posons 1; 1= 1 si ; # 0 et @; := 0 sinon.
Nous allons d’abord montrer que |Z|" (e — @) = 0 et ||#]|, < k. Pour cela posons

(z,u) verifie les conditions KKT généralisées appliquées a (7.57)
OH(x,y,u) NOG(x,y,u) # &. (7.62)

Nous allons d’abord montrer que F = @. Nous procédons par contradiction. Sup-
posons F' # & et soit ig € F. On a z;, # 0 et @;, = 0. D’aprés les conditions KKT
généralisées (7.62), il existe (v, w) € Of(Z,y) tel que

Uiy + tsign(z;,) = 0. (7.63)

Comme |7;)| < K (lemma 7.5.1), (7.63) contredit 7 > K. Donc F' = @.
Montrons que I = &. Nous procédons par contradiction. On suppose [ # &.
Soit ig € I, comme F'= @ on a T;, # 0 et 0 < u;, < 1. Les conditions KKT (7.62)
donnent alors
|£.i0| = gv n >0, e'u= k,

et donc
17| = g Viel. (7.64)

Considérons maintenant les cas G # @ et G = @.
- G # @. S0it g € Gie T, =0, et u, > 0. Alors les conditions KKT (7.62)
donnent
N+ =0 et v, >0.

Ce qui contredit n > 0.
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— G =o. A partir de e’ = k, nous tirons Y, ; 4; =k — > igr Ui
Comme G =&, on a 4, 4; € Net donc ), ;4 € N. De plus, 37, >0

(F' = @), ainsi

> uie {1, k}.

el
On pose ¢ := Y., ;. 1l est clair que c € {1, ...k} et ¢ < Card(I).
Soit {iy, i, ...,i.} C I et soit @ le point défini par

u Vigl,
ﬁ'i = 1 Vi € {’il,’ig,...,ic},
0 ailleurs.

Onada€[0,1]", ela=Fket
LT (e—a) =t |m|(1—m) =n Y (1—u)=n> (1—i) =tz (e—a).

iel il il
(7.65)
Donc (Z, @) est une solution de (Q¥) et alors vérifie les conditions KKT (7.62).
Soit r € I\ {i1,19,...,0.}, on a T, # 0 et 4, = 0. D’apreés les conditions KKT
(7.62), il existe (v,w) € Of(z,y) tel que

U, + tsign(z,) = 0.

Cette derniére condition est identique a la condition (7.63) et donc contredit
t> K.

Parsuite [ = @. Ainsi 7| (e — @) = 0 et ||7[|, < k-
On a

Ve(2,9,0) = f(2,9) < f(Z,9) =¢-(2,§,0) <¥-(2,9,0),
donc

¢t(j7gva) = f(jvg) = f(jag) = ,lvbT(jvg? ﬂ).

Les techniques de reformulation précédentes nous ont permis d’obtenir des pro-
blémes équivalents aux problémes de parcimonie

min, |z,
(P) st.  Ax =0,
r € R",

. 1 2
A M, §||A$_b||2+)‘||33||0
(P%) { st. xeR",
min, 4 [l Az b
@) § st Jall, <k
z € R".
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Les problémes non convexes obtenus possédent des structures DC voire quadratiques
et donc peuvent étre attaqués par des méthodes de résolution en optimisation conti-
nue notamment la programmation quadratique et la programmation DC. La struc-
ture DC se préte bien a 'algorithme DCA et aux algorithmes combinés DCA, SE
(branch and Bound) et relaxation DC.

7.6 DCA pour les différentes reformulations DC

Nous présentons P'algorithme DCA appliqué aux reformulations DC (P) et (QF).
Une fois que le probléme est mis sous forme DC

min {G(z,u) — H(z,u) : (z,u) € R" x R"}, (7.66)

ou G et H sont des éléments de I'g(R™ x R™), DCA consiste & calculer les deux suites
primale et duale {(z!,u')} et {(X',U")} définies par

(XL, UY € 0H (2!, ul), (2", ) € 06 (XL, UY). (7.67)
De facon schématique

(2t uh) — (XL, U" € 0H(2',u")

v
(2L ult) € 0GH (XL U — (XML UML) € 0H (2 ulth).

Etant donné que toute fonction DC posséde une infinité de décompositions DC,
tout programme DC posséde alors une infinité de versions de DCA. Dans notre étude
nous explicitons I'algorithme DCA obtenu avec les décompositions précédentes pour
chacune des reformulations DC (P}) et (QF).

La question du choix d’une décomposition optimale, c’est a dire celle qui pour-
rait donner une solution globale du probléme, reste une question ouverte. Ce choix
dépendra sans doute de la structure spécifique du probléme considéré. Ainsi, on se
contente trés souvent d’une décomposition dont le calcul des suites générées par
DCA est simple et pas trop cher en temps de calcul.

A coté de cette question sur le choix de la décomposition se pose une autre
question concernant le choix d’un bon point initial. Cette derniére question est
aussi ouverte. On se contente aussi d’utiliser des techniques d’approximation et de
relaxation afin de trouver un bon point initial pour DCA qui utilise ses propriétés
de décroissance et de convergence pour trouver rapidement une bonne solution. On
peut aussi utiliser des techniques de redémarrage (restarting techniques) de DCA
afin d’améliorer la meilleure solution obtenue jusqu’a maintenant.

Une autre technique consiste & combiner DCA avec des méthodes d’optimisation
globale telles que la méthode Séparation et Evaluation (SE) pour assurer la globa-
lité de la solution. Dans ce cas, DCA intervient pour accélérer la convergence en
permettant de trouver trés vite une solution globale.
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7.6.1 DCA pour (P?)
Rappelons que (P2) est défini par
ming,.) 3 |4z — bll2 + AeTur |z|" (e — u)
.t. xR
P)\ S )
(P7) y R
u e 0,1,
et qu'une formulation DC est donnée par
min{G(z,u) — H(z,u) : (zr,u) € R" x R"}| (7.68)
ou ) .
G(z,u) == 5(7’ + B)aTx + §TUTU +7el |2 + xo(u), (7.69)
H(e.w) = 53 (ol + el + 28— Slde b3, (70
2 — ! ’ 2 2 2’ '

C = [0,1]", et § > Amax(ATA).

Le calcul de (X', U") est donné par (7.12). Ici nous donnons seulement les détails

pour le calcul de (z!*1, u!T?).
(2L ult) € 9G* (X!, U) si et seulement si

(2 W) € argmin {G(z,u) — X"z — U"u: 2 € R",u € R}
c’est a dire

1
oL - arg min {5(7 + B)xTx + rel |x| — XTr:xe R"} ,

1
! = arg min {§TuTu +xfu—UTy:ue [0, 1]"} )

ut! est donc la projection de L(U' — Xe) sur [0,1]", i.e.,

1
u”l = P[oJ}”(;(Ul — )\6)),

et 0€ 0 [(1+ B)aTw + 7€l |z] — XTx] (a'11), ie.,

l
X;—7

eyl
" 5P it X; > 7,
4+ — Xi+7— . l
x; S X<,
0 if 7<X!'<7 i=1,..,n.

(7.71)

(7.72)

(7.73)

Un résumé de DCA appliqué au probléme (P?) est donné par I’algorithme 4.
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Algorithm 4 DCA pour (P})
Entrées : A € M,,,(R), b€ R™, A > 0,7 >0, 8> Aax(ATA), (2°u°) € C et
la tolérance € > 0.
Sortie : (z,u)
Initialisation [ := 0.
Répéter
1. (XL,UY € 0H(2',u') (7.12).

2. Calculer z!*! par

l
Xi—T

-yl
. 55 si X; >,
— ) x : —
= #Jg if X! < —7, 1=1,...,n.
0 if -7 < X! <7,

et u!*! par

0if L(U! - X) <0,
=0 i LU - ) > 1, i=1,..,n.
1(U! — \) otherwise,

Jusqu’a |¢, (', W) — ¢ (a!, )| /| o- (2l ul)| < e
=l et u:=ul

7.6.2 DCA pour (QF)

Rappelons que (QF) est défini par

ming.,) 3 ||Az — 0|5 +tlz|" (e —u)
s.t. efu <k,
Q) z€R",
y € R™,
u e [0,1]",

et qu'une reformulation DC est donnée par

min {G(z,u) — H(z,u) : (z,u) € R" x R"}, (7.74)
ou ) .
G(z,u) == 5(7’ + B)xTx + §TUTU +7el 2] + xo(u), (7.75)
H(z,u) = 1Ti<|x»| Flui)? + 28Tz — © | Az — b2 (7.76)
) . 9 — i 7 9 9 29 .

avec C = {u €[0,1]": efu < k}, et B> Amax(ATA).
Le calcul de (X!, U") est donné par (7.20). Ici nous donnons seulement les détails
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pour le calcul de (z!*1, u!*t).
(7 Uttty € 9G* (X, UY) si et seulement si

(2" ') € argmin {G(z,u) — X"z — U"w: 2 € R",u € R"}

c’est a dire

1
27! = arg min {5(7 + B)aTx +rel 2| — X2 2 € ]R”} : (7.77)
1
u!™ = arg min {étuTu —UTu: e"u <k, uelo, 1]”} : (7.78)
0€d[2(t+ B)aTz +te” |z] — XTx] («1), e,
%;f if X!>t,
rh=q A X<t

0 if t< X! <t i=1,..,n,

et u't! est donc la projection de %Ul sur C' = {u € 0,1]": eTu < k:} Cette pro-
jection peut étre explicitée en utilisant les conditions KKT classiques appliquées au
probléme convexe (7.78). Elles sont données par

tuz—UZZ—i—a—l—%—(SZ:O, izl,...,n,
’}/Z(Uz— ].) :O, 5/&1 :O, Uu; € [0,1], Yi 2 O, 61 Z 0, 1= 1,...,7’L,
ale’u—k)=0, e"u <k, a>0.

Ces conditions étant équivalentes aux conditions suivantes

1
u(a); = min[; max(U! — ,0),1], i=1,...,n, (7.79)
v(a); = max[—t + max(U' — «,0),0], i = 1,...,n, (7.80)
§(a); = max(a — UL, 0), i =1,...,n, (7.81)
alefu(a) — k) =0, eTu(a) <k, a > 0. (7.82)

Il reste donc a déterminer « vérifiant (7.82).
Noter que la formule (7.79) s’exprime aussi sous la forme

1 sia <U/ —t,
u(@)i =9 U0 G Ul—t<a<U, i=1,..,n (7.83)
0 si Ul < a,

Un algorithme proposé par Helgason et al. [61] permet de déterminer un « vérifiant
elu(a) = k. Ici, on va utiliser une version modifiée de cet algorithme pour déterminer

a vérifiant (7.82). Pour cela il nous faudra définir le terme suivant

u(a). (7.84)
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Il est clair que les fonctions o +— u(«);, @ = 1,...,n, sont continues linéaires par
morceaux et décroissantes. Comme la somme de functions préserve cette propriété,
on a a — z(a) qui est aussi continue linéaire par morceaux et décroissante.

Nous sommes en mesure, maintenant, d’énoncer une procédure de calcul de u**!,
qu’on appellera procédure de Helgason et al. [61] :

— si 2(0) < k, alors prendre u* ™ = u(0),

— sinon déterminer a par lalgorithme de Helgason et al. [61], et prendre uFt! =

u(a).

Un résumé de DCA appliqué au probléme (QF) est donné par P'algorithme 5.

Algorithm 5 DCA pour (QF)
Entrées : A € M,,,(R), be R™, k€ {1,...,n}, t >0, 8> A (ATA), (2°,u°) €
C et € > 0 la tolérence.
Sortie : (z,u)
Initialisation [ := 0.
Répéter
1. (XY, U € OH(2!, ul) (7.20).

2. Calculer z!*! par

l
X!l—t

: l
- t'l"_ﬁ Sl Xz > t,
g = Xi+t : [
0 if —t < X! <t

et u'*! par la procédure de Helgason et al. [61].

Jusqu’a ‘wt(a:”l,ul“) — wt(xl,ul)‘ / ’wt(xl,ul)‘ <.
ri=1alet u:=ul

7.7 Une technique combinée DCA et S.E. via la re-
laxation DC pour (P?)

T

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la résolution globale du probléme (P*)

(P’\) { min, f(z) = % Az — b||§ + A ||9U||0
st. xR,

a partir de sa reformulation

. min ¢, (z,u) = %HAaz—ng—i-)\eTu—i-T\x]T (e —u)
P’ st. xeR™

u € [0,1]",

T > T1o(A, b, \).
Pour cela nous allons utiliser une méthode combinée DCA, S.E et relaxation DC
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appliquée au probléme suivant

o min ¢, (v, u) = % ||Ax—b||§+/\eTu+T|$|T (e —u)
P’ st. x€[— A,A]
€ [0,1]".

Noter que pour A suffisamment grand, (P}) et (P}) possédent le méme ensemble

de solutions. A nous permet de borner ’ensemble admissible afin de pouvoir définir
des relaxations convexes.

7.7.1 Relaxation DC de (P})

Une formulation DC de (P}) est donnée par

min {G(z,u) — H(z,u) : (z,u) € R" x R"}, (7.85)
1 2 v, L r 1 g T
G(z,u) == 3 | Az — b||; + Ae” u + ST T+ g utTe |z| + xco(z,u), (7.86)
T, u ——TZH (x,u) ——TZ (|| + |wi])?, (7.87)
C = [-A,A]" x [0,1]". D’apres le paragraphe 5.3.4, une minorante convexe 1, de

¢, sur C est obtenue en additionnant G et %TEC(—H ). Du paragraphe 4.3, il suit
coanxpy(—H;) == [2A+Du; + A’ i=1,..,n (7.88)

et

n

CO[ AA]™ Z CO[—A,A]x]0, 1] H) Z [(QA + 1)ui + AQ} . (7.89)

i=1
Nous obtenons finalement le probléme convexe relaxé suivant

min 1 |Az — b||§ + Aeu+ SraTe + drulu + rel |z] + Cop_a Ay xqo. (—H)
st. xe[-AA]",
w e [0,1]".

7.7.2 Processus de séparation

Supposons que, sur un noeud dans notre procédure SE, nous avons a résoudre le
probléeme

{ min ¢, (z,u) = 5 ||Az — ng +xeTu+7|z|" (e — u) (7.90)

st. (x,u) € M.

Le but de la séparation est de diviser I’ensemble convexe M en deux sous-ensembles
convexes et de considérer le probléme sur chacun de ces sous-ensembles afin de
localiser un sous-ensemble contenant une solution globale sur M. En utilisant le
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caractére binaire de la partie @ d’une solution optimale globale (Z, @), une solution
globale peut étre localisée avec les deux sous-ensembles suivants

M' = {(z,u) € M : u; =0} et M*> = {(2,u) € M : u; =1}, (7.91)

oui € {l,..,n} est fixé.
Plus explicitement, supposons que nous avons a résoudre le probléme

min ¢, (z,u) = ;|| Az — b2 + AeTu + 7|z (e — u)
st. xe[=AA]",
(SP) wi=0siiel,
u; = 1sii € J,
0<u;<lsiie K:={l,.,n}\ITUJ,

avec M représentant son ensemble admissible.

Soit (2%, uf?) une solution optimale de la relaxation DC de (SP) et soit 37(M)
la borne inférieure de (SP) donnée par la relaxation.

Si ¢, (xf ulft) = BE(M), alors (2, uft) est aussi une solution de (SP). Sinon,
choisir un indice i* € K et remplacer le probléme (SP) par deux sous problémes en
posant u;+ = 0 et u;« = 1, c’est a dire

((min 1Az — bl + NeTu+7z|" (e —u)

st. xe[-AA]",

(SP1) { wi=0siielU{ir},
w;=1sii € J,

0<u <1siicK\{i*}
et
min || Az — bl + NeTu+ 7 |z|" (e — u)

st. xe[-AA]",

(SP2) u;=0siiel,
u; = 1siie JY{i*},
\ 0<u; <1lsiieK\{i},

dont les ensembles admissibles sont respectivement M et M?2.
L’indice ¢* est choisi de sorte que le gap entre

= (e + |ui])?
et son enveloppe convexe
ol aaxion [~ + [0f])?] = = [(2A + Duf + A%,
soit maximal, c’est & dire,

i* € argmax {—(|zff| + [uf'])* + [CA+ Du + A%] : i € K} . (7.92)

7.7.3 Processus d’évaluation

Il consiste & estimer les bornes inférieures et les bornes supérieures durant la
procédure SE.
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7.7.3.1 Bornes inférieures

Considérons les deux sous problémes précédents (SP1) et (SP2) avec leur en-
semble admissible M' et M? respectivement. Dans le cas ou l’ensemble d’indices
K\ {i*} est vide, ces sous problémes sont convexes et peuvent étre résolus directe-
ment, dans le cas contraintre il nous faut déterminer des bornes inférieures S(M?!) et
B(M?) pour les valeurs optimales des sous problémes (SP1) et (SP2). Dans ce cas
nous utilisons une relaxation DC pour déterminer ces bornes inférieures. Noter que
les sous problémes (SP1) et (SP2) sont de la méme forme que le probléme (SP).
Dans la suite nous allons détailler comment construire une relaxation DC de (SP).

Considérons le probléme (SP),

min 1| Az —bl3 + NeTu+ 7 |z|" (e — u)
st. xe[-AA]",
(SP) u; =0siicl,
w =1siieJ,
0<u; <1lsit e K.

(SP) peut s’écrire aussi
min 1| Az = blls + NeTu+ 730 17| + T ek vl (1 —w)
st. xel[-AA",
w=0siiel, (7.93)

w=1sii € J,
0<u; <1lsit e K.

Une formulation DC de (7.93) est donnée par

min {Ggp(z,u) — Hgp(z,u) : (x,u) € R" x R"}, (7.94)

1 1 1
Gsp(z,u) = 5 | Az — bl5 + AeTu +7 Z |lz;| + 57’fo + ETZ’LLZQ + xm(x,u),

i€TUK €K €K
(7.95)
1
Hp(,u) = 57 > (il + il (7.96)
ieK
ot M représente l'ensemble admissible de (SP). Pour chaque i € K, on a
m[fA,A]x[O,l](_(ui’ + ’Ul‘)Q) = — [(QA + 1)ui + Az} , (7.97)

et donc nous obtenons le probléme convexe relaxé suivant

( min % | Az — b||§ + Xelu + T et 1Tl + %T > ek x7 + %T > iek u?

=27 > icr [(2A + 1)u; + A?]
st. xe[-AA]",

wi=0siiel,

wi=1siielJ

0<u; <lsiickK.




129

7.7.3.2 Amélioration de la borne supérieure

Pour z € R, on définit le vecteur u(z) € {0,1}" par

u(z); == { é Z;n‘%n% 0 i=1,..,n. (7.98)
Soit (x*,u*) le point donnant la meilleure borne supérieure jusqu’a maintenant.
Soit (x,u) un point obtenu lors du calcul d’une borne inférieure d’un sous probéme
durant la procédure. Si la valeur de ¢, (x, u) est plus petite que la borne supérieure
actuelle, alors nous redémarrons DCA, avec comme point initial (z, u), pour obtenir
un nouveau point (Z,u). Si (Z,u(Z)) réalise une meilleure borne supérieure que
(x*,u*), alors nous mettons a jour la borne supérieure.

7.7.3.3 Algorithme combiné DCA-SE

Nous présentons ici, un algorithme combiné DCA-SE et relaxation DC. Le but
de I'algorithme est de résoudre globalement le probléme (P*) en utilisant sa refor-
mulation (P}). L’intérét de cette combinaison repose sur plusieurs points

— la procédure SE permet d’assurer 'optimalité de la solution trouvée mais elle
est généralement trop lente,

— DCA grace a son efficacité et sa rapidité, permet de trouver trés rapidement
une solution globale en proposant de bonnes bornes supérieures et ainsi accé-
lére la convergence de SE,

— la relaxation DC quand a elle permet de calculer des bornes inférieures trés
rapidement.

L’algorithme permet aussi de tester I'optimalité de la solution proposée par DCA.

Sur l'algorithme 6, nous résumons 1’algorithme combiné obtenu.

7.8 Tests numériques préliminaires

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques tests numériques préliminaires
concernant le probléme

(P)‘) { min, f(x> = % ||Ax - b”% + A ||$||0
s.t. z € R™

Nous utilisons DCA appliqué a la reformulation

e min ¢, (z,u) = 3 | Az — bl|5 + NeTu + 7|z|" (e — u)
P st. xeR"
u e [0,1]",

T > 19(A, b, \).
Nous présentons aussi quelques comparaisons avec I’approximation ¢; et le mo-
dele DC utilisant I’approximation ¢, ([52])

min, 2 ||Az —b||Z + |z
(g1>{ T2 2 1
st. x€R",
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Algorithm 6 Algorithme combiné DCA-SE

Résoudre la relaxation DC pour obtenir (z°, u*0) et une borne inférieure 3(Mp).
Lancer DCA avec le point initial (z™° 4™°) pour obtenir (7, a@).
Poser = <+ & et u « u(¥) et UB + ¢, (T, u(x)).
Si B(My) = UB, alors (z,u) est une solution optimal.
sinon
Tant que VRALI faire
Choisir un sous-ensemble M € S tel que B(My) = min{5(M) : M € S}.
Diviser le sous-ensemble M}, en deux sous-ensembles M} et M7 via (7.91) et
(7.92).
Résoudre les relaxations DC de (SP;) pour obtenir S(M;) et (xMk, uMk), i = 1,2.
Poser § <~ SU{M] : B(M}) < UB,i=1,2}\ {M}
Si ¢, (M, u(zM)) <UB , alors v _
Mettre & jour UB < ¢, (xMe u(xMi)) et z < xMi, u + u(xMr).
Fin Si
Si ¢, (zMk, uMr) < UB, alors , .
Lancer DCA avec le point initial (z™¢, u™k) pour obtenir (z, @).
Si ¢-(Z,u(z)) < UB , alors
Mettre & jour UB <« ¢,(Z,u(Z)) et © < &, u < u().
Fin Si
Fin Si
Mettre a jour S - S\ {M, : B(M;) > UB}
Si (S=2)ou(UB=min{f(M): M e S}), alors
STOP, (z,u) est une solution optimale.
sinon k < k + 1.
Fin Si
Fin Tant que
Fin Si

et
) min, 3 || Az = blf5 + A|=|?
P2l st.  xeR™

Nous utilisons les données normalisées suivantes : bupa liver (m = 345, n = 6),
breast cancer wisconsin (BCW) (m = 683, n = 9), ionosphere (m = 351, n = 34) et
sonar (m = 208, n = 60) prises a partir du site UCI machine learning repository.

Sur les tableaux 7.2 et 7.3 sont représentés la valeur optimale globale obtenue par
DCA-SE et la valeur de la fonction objectif donnée par DCA (seul) sur les données
bupa et BCW. Tandis que sur les tableaux 7.4 et 7.6, nous présentons les résultats
numeériques obtenus par /1, £, et DCA concernant les valeurs suivantes

-~ obj i= 1 [[ Az — b2+ Aall,,

el
pour différentes valeurs de \. Les temps de calcul correspondant sont présentés sur
les tableaux 7.5 et 7.7.

Nous observons sur le tableau 7.2 que DCA (seul) peut trouver une solution
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TABLE 7.2 — Bupa : valeur fonction objectif et parcimonie. Nombre de DCA repré-
sente le nombre de redémarrage de DCA pour obtenir une borne supérieure égale a
la valeur optimale.

DCA-SE DCA seulement
A Valeur Optimale Nombre de DCA Obj.
1.00 155.6790 3 155.6790
2.00 160.6790 3 160.6790
3.00 165.6790 3 173.4018
4.00 167.8282 3 172.3373
5.00 169.8282 2 173.3373
6.00 171.8282 2 172.5000
7.00 172.5000 1 172.5000
8.00 172.5000 1 172.5000
9.00 172.5000 1 172.5000
10.00 172.5000 1 172.5000

optimale globale (deux premiéres et quatres derniéres lignes du tableau) et que pour
les autres lignes les solutions sont seulement locales. La méme situation est observée
sur le tableau 7.3 ou toutes les solutions trouvées sont locales (non globales). Nous
constatons aussi sur ces deux tableaux que le nombre de redémarrage de DCA pour
obtenir une borne supérieure égale a la valeur optimale varie de 1 a 3 pour le premier
et est de 4 pour le deuxiéme. DCA arrive a trouver rapidement une solution globale
aprés quelques redémarrages. Cependant, il faut noter que la borne inférieure ne
monte pas trés vite et que la confirmation de la globalité de la solution est obtenue
aprés un temps correspondant a la complexité au pire des cas (exponentielle).

Les résultats de DCA sur le tableau 7.4 sont significativement meilleurs que ¢,
et £, en terme de la valeur de la fonction objectif et de la parcimonie des solutions
trouvées. Nous constatons aussi la méme chose sur le tableau 7.6 en ce qui concerne
la parcimonie des solutions. Cependant, les résultats sur les valeurs de la fonction
objectif sont beaucoup plus nuancés. ¢, donne de meilleures valeurs pour la fonction
objectif pour les valeurs A = 0.2,0.3,0.6,0.7,0.8.

En terme de temps de calcul (tableaux 7.5 et 7.7), on constate que ¢; est toujours
plus rapide que les deux autres et que DCA est plus rapide que /,,.

Au vu de ces différents résultats préliminaires, nous pouvons dire que DCA
appliqué a nos reformulations permet de trouver de bon résultats dans certains cas.
Des améliorations pourraient permettre d’obtenir de bien meilleurs résultats. En ce
qui concerne l'algorithme combiné DCA-SE pour trouver une solution globale, des
améliorations seront sans doute nécessaires concernant le calcul de bornes inférieures
afin d’obtenir plus vite la confirmation de la globalité des solutions.
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TABLE 7.3 — BCW : valeurs fonction objectif et parcimonie. Nombre de DCA repré-
sente le nombre de redémarrage de DCA pour obtenir une borne supérieure égale a
la valeur optimale.

DCA-SE DCA seulement
A Valeur Optimale Nombre de DCA Obj.
1.00 85.6419 4 87.4526
2.00 90.0585 4 93.7425
3.00 94.0585 4 98.1059
4.00 97.9178 4 104.1058
5.00 100.9178 4 110.1058
6.00 103.9178 4 116.1058
7.00 106.9178 4 122.1057
8.00 109.4291 4 128.1058
9.00 111.4291 4 134.1058
10.00 113.4291 4 140.1058

7.9 Conclusion

Ce chapitre décrit quelques travaux effectués durant la thése concernant les pro-
blémes de parcimonie dans les modéles linéaires. D’une part, nous avons introduit
une nouvelle maniére de voir ces problémes de parcimonie grace a de nouvelles tech-
niques de reformulations exactes. Nous avons pu dériver des propriétés intéressantes,
des reformulations DC et aussi quadratiques grace a la programmation DC. D’autre
part, les résultats numériques préliminaires obtenus avec ’algorithme DCA sont pro-
metteurs. Des améliorations sur I'algorithme DCA et I’algorithme combiné DCA-SE
pourraient sans doute permettre d’obtenir de meilleurs résultats.

Nous envisageons dans le futur, d’investir les points suivants

— approfondissement des propriétés des reformulations obtenues,

— amélioration des algorithmes DCA et DCA-SE pour I'optimisation globale,

— développement de méthodes d’optimisation globales et de la programmation

quadratique non convexe.
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TABLE 7.4 — Ionosphere :

ici avec t = 100\ avec 1000 itérations.

‘0 0, p=05 DCA

A T Ob.  [ull, _Obi. [y Obi Tl
0.10 78.6894 32 78.4856 31 78.3320 28
0.20 &82.3117 32 81.4986 30 80.8521 24
0.30 85.5952 30 83.6536 26 82.9820 20
0.40 &7.3144 25 85.8581 24 84.8943 19
0.50 89.4835 23 87.4089 21 87.0322 18
0.60 92.3808 23 89.6117 21 88.8322 18
0.70  96.0892 24 91.3585 20 90.2217 16
0.80 98.4222 23 92.7471 18 91.9119 14
0.90 99.5948 21 94.6457 18 93.0385 13
1.00 101.3451 20 96.5639 18 95.7269 11

TABLE 7.5 — Tonosphere : Temps de calcul(s).

) &, 0, p=05 DCA
0.10 02744  5.1584  0.4869
0.20 0.2865  36.3320  0.5843
0.30 0.3291  27.7302  0.6638
0.40 0.2720  25.1007  0.7099
0.50 0.2742  21.4650  0.6245
0.60 0.3733 22.6362  0.8074
0.70 0.3082  10.0085  0.8083
0.80 0.2837 29266  0.7688
0.90 02737  3.1117  0.8226
1.00 0.2538  3.3393  0.6412

valeurs fonction objectif et parcimonie. DCA est itulisé
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TABLE 7.6 — sonar : valeurs fonction objectif et parcimonie. DCA est itulisé ici avec
t = 100\ avec 10000 itérations.

‘0 0y, p=05 DCA

A " Obi. [all, _ Obj. [ul, _ Ob. [l
0.10 46.1209 49 44.9413 46 44.9363 38
0.20 52.6615 47 48.4554 36 48.8715 34
0.30 58.1528 41 53.0581 31 53.9876 29
0.40 62.7578 39 56.7316 29 56.7157 26
0.50 66.9760 37 59.6172 28 58.7554 24
0.60 71.4199 36 62.0920 26 62.8408 19
0.70 73.6413 32 63.8860 23 64.7544 17
0.80 75.7419 29 65.2779 21 65.3350 15
0.90 78.1050 27 70.2545 21 67.0218 14
1.00 80.6230 26 71.6871 20 67.7577 13

TABLE 7.7 — Sonar : Temps de calcul(s).

) &, 0, p=05 DCA
0.10 0.6997 40.8855 1.0774
0.20 0.6925 317391  2.2013
0.30 05762 185078  1.6396
0.40 0.5363 157222  1.8380
0.50 0.4727  14.0655  2.0163
0.60 04470  11.8747  1.5497
0.70 0.4424  10.7696  1.5659
0.80 0.3971  4.6557  1.3155
0.90 0.3972  3.6118  1.4364
1.00 0.3927  8.7945  1.5078
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Conclusion et Perspectives

Cette thése s’inscrit dans le cadre de 1’étude théorique et algorithmique des pro-
blemes de parcimonie rencontrés en modélisation parcimonieuse de données. L’ap-
proche utilisée est la programmation DC et DCA qui est une approche déterministe
pour résoudre des problémes non convexes. Cette approche utilise des outils d’ana-
lyse convexe et exploite la structure DC de ces problémes.

Pour chacun des problémes de parcimonie rencontrés, nous avons pu les reformu-
ler sous forme de problémes ayant des strutures DC, voire sous forme quadratique,
grace a de nouvelles techniques de pénalité exacte en Programmation DC dévelop-
pées durant la thése. Au point de vue théorique, ces techniques nous ont permis
d’établir une nouvelle facon de voir ces problémes et aussi de dégager de nouvelles
propriétés et caractéristiques pour une meilleure compréhension et prise en main
de ces problémes. Ces propriétés seront sans doute utiles pour la résolution de ces
problémes. Il faut noter que ces problémes de parcimonie sont difficiles & attaquer di-
rectement & cause du terme de parcimonie et quune grande difficulté concernant ces
problémes de parcimonie est la reformulation. Trés souvent, les méthodes utilisées
dans la littérature passent par des approximations continues plus douces du terme
de parcimonie afin de contourner cette difficulté. Cependant, il manque de liens ri-
goureux entre le probléme original et I'approximation dans la plupart des cas. Au
point de vue numérique, grace a ces reformulations et propriétés, nous avons pu
appliquer I'algorithme DCA qui s’est montré trés efficace et trés performant dans la
pratique. Les résultats numériques préliminaires obtenus illustrent bien le potentiel
de cette nouvelle approche et montrent qu’elle est trés prometteuse pour résoudre
des probléemes de parcimonie en modélisation parcimonieuse de données. Durant
cette thése, nous avons travaillé sur les problémes de parcimonie suivant :

1. La modélisation parcimonieuse dans le probléme de la valeur propre maximale.
Ce probléme est trés utile en Analyse en Composantes Principales. Nous avons
considéré les problémes originaux avec le terme de parcimonie et nous avons pu
les reformuler sous forme DC et quadratique grace a de nouvelles techniques
de pénalité. La structure simple des reformulations obtenues est trés adaptée
a l'algorithme DCA. Les excellents résultats numériques obtenus avec DCA
illustrent bien le potentiel de cette nouvelle approche.

2. La modélisation parcimonieuse dans les modéles de régression linéaire. Ces
problémes sont trés utiles, voire indispensables, lorsqu’on est en face a de
grandes quantités de données, en apprentissage (ils permettent d’éviter le sur-
apprentissage), en traitement de signaux et d’images (ils permettent une bonne
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reconstruction des signaux et images). Nous avons pu reformuler ces problémes
sous forme DC et quadratique grace a de nouvelles techniques de pénalité (dif-
férentes de celles présentées précédemment). Ce qui nous a permis de dégager
certaines caractéristiques et propriétés importantes concernant les solutions
de ces problémes. Nous avons aussi étendu ces techniques a une classe plus
grande de problémes de parcimonie. Une étude numérique préliminaire, avec
DCA et un méthode combinée DCA, SE (Branch and Bound) et relaxation
DC pour l'optimisation globale, a été présentée et les résultats obtenus sont
treés prometteurs.

Il nous reste encore beaucoup de développement théorique et algorithmique a
faire concernant ces problémes par exemple :
Développement de méthode d’optimisation globale par exemple en combinant
DCA, SE, relaxation DC et relaxation SDP.
Amélioration et raffinement des fonctions de pénalité et paramétres de péna-
lité.
— Recherche de nouvelles propriétés concernant les solutions.
— Extension de ces nouvelles techniques & d’autre classes de problémes de par-

cimonie.

Nous pensons aussi & appliquer cette approche & des applications réelles notamment
en

— fouille de données (séléction de caractéristiques).

— traitement de signaux et d’images (reconstruction de signaux parcimonieux).
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