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Résumé

Le concept de pompage énergétique qui a inspiré de nombreux travaux de recherche depuis
plus d’'une dizaine d’années, est un phénomene dynamique prometteur susceptible de susciter
le développement dSinnovations de premier plan. Les absorbeurs non linéaires qui utilisent
ce principe de fonctionnement ont démontré une grande efficacité par rapport a des absorbeurs
classiques linéaires dans certaines configurations de résonances. Le transfert des développements
théoriques vers une application réelle exige une méthodologie d’optimisation des absorbeurs de
vibrations non linéaire similaire au cas des absorbeurs linéaires. Un nouvel éclairage est donné
dans cette these visant a répondre & ce propos en définissant des critéres analytiques ou pseudo-
analytiques de design optimal de la raideur non linéaire.

Sur la base de la méthodologie esquissée, nous avons proposé une application réelle de cette
nouvelle génération d’absorbeur non linéaire sur un modele de véhicule Peugeot 307-CC pour
atténuer les vibrations dues au premier mode de torsion de caisse. La présente étude fait ’objet
d’une collaboration industrielle PCA/CNRS/ENTPE qui consiste & diminuer la masse des ab-
sorbeurs ajoutés en utilisant le pompage énergétique. Des études analytique et numérique sont
menées en parallele avec une campagne d’essai dynamique sur un prototype hébergé & 1Sécole
ESTACA simulant le mode de torsion considéré du véhicule. Les premiers résultats semblent
attester un début prometteur pour I’emploi des NES dans un cas réel.

Pour analyser des signaux de réponse de systeme dynamique non linéaire, souvent tres com-
plexes tant sur le plan temporel que sur le plan fréquentiel, un outil numérique ondelettes a
été développé introduisant de nouveaux algorithmes rapides pour rendre efficace les calculs des
analyses super-résolutions sur des grilles temps-fréquence denses.

Mots-clés: Absorbeur non linéaire, design optimal, pompage énergétique, ondelette, analyse
ondelettes super-résolution.

Abstract

The concept of pumping energy which has inspired many studies for now a decade, seems to
be an interesting dynamic phenomenon likely to urge the development of great innovations.

Nonlinear absorbers designed according to this principle proved to be very robust and effi-
cient in numerous resonant cases by comparison with their standard linear counterpart. Even-
tual transfer from theory to a real application requires a methodology for optimizing nonlinear
vibration absorbers similar to the case of linear absorbers. Present PhD thesis highlights new
analytical and/or pseudo analytical criteria for designing optimal nonlinear stiffness of nonlinear
absorbers.

Following our design rules, we introduce a real application of this new generation of nonlinear
absorbers aimed to mitigate vibration in a Peugeot 307-CC car model induced by the first
torsional mode of the car body. Present work that is also contracted with Peugeot/Citroén
industrial car manufacturer aims to reduce the payload due to the attachment of two dampers
by considering a nonlinear technology instead. Analytical and numerical studies are achieved
in parallel with a dynamic testing campaign led on the ESTACA prototype simulating torsion
mode of the vehicle of concern. Preliminary results happen to confirm promising starts for using
NES absorbers in a real case.

A wavelet numerical software was developed in addition to analyze complex responses of
investigated dynamic systems that implement the up to date version of new fast algorithms
allowing to make more efficient computations of wavelet scalograms in relationship with dense
super-resolution time-frequency grids.

Keywords: nonlinear absorber, optimal design, energy pumping, wavelet, super-resolution
wavelet analysis.
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Introduction

Dans le monde automobile, ’architecture des véhicules induit un manque de rigidité en torsion,
qui se traduit par une dégradation du confort vibratoire. La solution classique est d’atténuer les
trépidations dues au premier mode de torsion de caisse par l'ajout de systemes masse-ressort
appelés batteurs dynamiques linéaires. C’est le cas pour les véhicules automobiles de marque
commerciale Peugeot 307-CC dont les batteurs sont situés sous les longerons. Cette solution
robuste a le gros inconvénient d’augmenter la masse du véhicule d’une vingtaine de kg. La
solution proposée ici est de remplacer le systeme linéaire actuel par un systeéme non linéaire
beaucoup plus léger avec une efficacité au moins équivalente voire meilleure que celle des batteurs
linéaires. C’est le principal objectif de cette présente étude qui fait également I’objet d’un contrat
industriel PCA/CNRS-10-07-06.

Il s’agit d’une application du pompage énergétique qui vise le transfert irréversible (discutable
ou non) de I’énergie vibratoire d’une structure principale vers une structure auxiliaire couplée
dans un cas réaliste de véhicule. Pourquoi utilise-t-on cette nouvelle génération d’absorbeurs
non linéaires ? Effectivement, cette notion de controle passif par pompage énergétique via une
structure non linéaire dédiée a fait I'objet de nombreuses publications [8-12] depuis plus d’une
dizaine d’années déja. Récemment, E. Gourdon [15] a montré dans sa these la trés bonne efficacité
de 'absorbeur de vibrations ainsi construit, son avantage par rapport a des absorbeurs linéaires
classiques et le passage possible de la théorie a une application réelle.

Le premier modele proposé est déja étudié par B. Vaurigaud |36] dans son master de recherche
en utilisant des absorbeurs non linéaires séparés mais ce modele montre certaines lacunes qui
peuvent devenir rédhibitoires lors d’un fonctionnement en présence de forces de gravité. En effet,
le point important et primordial du pompage énergétique est d’introduire la forte non linéarité
dans la conception de la structure ajoutée. Malheureusement dans le cas réaliste d’un systeme
automobile, le fonctionnement vertical des absorbeurs est toujours soumis a l'influence de la
force de gravité qui peut casser le caractere essentiel de la non linéarité de raideur. La recherche
d’autres solutions palliatives afin de minimiser le plus possible I'influence de la gravité a donné
naissance & une nouvelle configuration d’absorbeurs non linéaires dits en balancier qui semblent
convenir a des structures vibrant principalement selon un mode de torsion.

Les études dynamiques du systeme de véhicule automobile couplé & ces nouveaux absorbeurs
non linéaires en balancier se portent & la fois sur des aspects analytiques, numériques et expé-
rimentaux. Ce travail comprend des modélisations (éléments finis, condensation sur la base de
Craig-Bampton), des simulations numériques avec les bases modales réduites, des expérimenta-
tions de réponses vibratoires sur une maquette représentative réalisées au sein du laboratoire
Vibrations et Acoustique, Ecole Supérieure des Techniques Aéronautiques et de Construction
Automobile (ESTACA).
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La réduction modale du probleme conduit enfin & un systéme académique simplifié 2ddls
constitué d’un oscillateur linéaire couplé a une masse auxiliaire via une attache fortement non
linéaire. Ce concept de pompage énergétique semble donc un phénomene dynamique innovant qui
a inspiré plusieurs recherches dans la communauté scientifique. La plupart des études précédentes
s’attachent a démontrer la faisabilité du pompage dans certaines configurations de résonances
mais aucune d’elles n’a jusqu’alors envisagé de construire un critere de design de la raideur non
linéaire caractérisant ’attache et permettant de garantir un fonctionnement efficace et robuste
du phénomeéne de pompage énergétique. Cette these tente d’apporter un nouvel éclairage a ce
propos en définissant des criteres analytiques ou pseudo-analytiques de design optimal pour les
absorbeurs non linéaires ajoutés. Les aspects suivants sont ainsi traités :

e Est-ce que le pompage énergétique est vraiment irréversible ou est-ce seulement un mé-
canisme de dissipation énergétique grace a l’amortissement de l'attache rajoutée comme
dans le cas des absorbeurs linéaires ?

e Quelle est la relation entre la raideur non linéaire optimale et 1’énergie initiale en régime
instationnaire ou ’énergie de la force en régime stationnaire par rapport au point de
fonctionnement optimal ?

e Comment définir une quantification de l'efficacité du pompage ?

Quelle est la limite d’efficacité du pompage en régime stationnaire ?

A coté de I'aspect du pompage énergétique, une partie de cette these porte aussi sur le
développement d’un outil numérique performant permettant d’analyser des signaux de réponse
du systeme dynamique non linéaire qui sont souvent tres complexes tant sur le plan temporel
que sur le plan fréquentiel. En effet, un tel outil ondelette a déja été développé par S. Coutel
et S. Pernot |4, 28] et utilisé au sein du laboratoire LGM. Ces études développent deux pistes
différentes :

Le premier enjeu de recherche se concentre dans la construction d’une stratégie d’identifica-
tion de structures linéaires avec I’approche des opérateurs-ondelettes dans le cadre des analyses
multi-résolutions. Une des applications sous-jacentes a la convolution concerne l'identification
de fonctions de réponse en fréquence (FrF’s) d’un systéme directement a partir d’expériences
comportant du bruit ou des perturbations. Le caractere multi-échelle de la méthodologie inverse
permet de lisser les FrF’s en filtrant le bruit de mesure.

Des recherches menées parallelement en théorie du signal, ont permis d’aboutir a la construc-
tion de méthodes de cartographie d’un signal vibratoire afin d’en explorer le contenu temps-
fréquence avec une possibilité de zoom adaptatif et permettent d’extraire les fréquences instan-
tanées. Une méthodologie de cartographie quasi-continue introduite par S. Coutel [4] permet-
tant de calculer des scalogrammes denses en résolution semble tres utile et efficace. Mais les
contraintes concernant le colit de calcul et de 'exigence massive de mémoire empéchent son
application en pratique. A partir de ce contexte, de nouveaux algorithmes initiés par S. Pernot
sont proposés dans cette thése pour rendre efficaces les calculs des analyses super-résolutions.

De gros efforts sont portés sur le développement d’une Toolbox en ’environnement MAT-
LAB permettant la mise en ceuvre de ces nouvelles approches en ondelette. Il s’agit d’un outil
performant grace a une interface visuelle simple, des colts de calcul tres rapides et ’exten-
sion d’utilisation pour une large gamme de familles d’ondelettes. Il sera plus ou moins utilisé
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dans les études du phénomene de pompage énergétique pour analyser des signaux de vibration
numériques et expérimentaux.

Organisation du mémoire

Cette these est organisée en trois grandes parties dont chacune est composée de deux ou trois
chapitres pour répondre a une problématique dédiée.

Dans une premiere partie, nous introduisons 1’outil ondelette qui sera utilisé dans la suite de
ces travaux. Apres des rappels brefs des transformées en ondelettes continues et discrétes, les
opérateurs linéaires et bilinéaires sont traités dans I’espace approximé des ondelettes en introdui-
sant des algorithmes rapides sur les coefficients d’échelle des signaux. Le deuxiéme chapitre est
ensuite consacré a présenter la nouvelle méthodologie de calcul rapide des scalogrammes pour
des éveénements temps-fréquence. La construction et le tutoriel d’utilisation d’une Toolbox en
environnement MATLAB sont aussi détaillées dans ce chapitre. Enfin, cet outil des ondelettes est
appliqué a l'identification d’une structure simple de batiment a échelle réduite & quatre étages.

Dans une deuxieme partie, nous apporterons des contributions a la théorie de base du pom-
page énergétique. En particulier, dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons a ce phéno-
mene en régime instationnaire, c’est a dire pendant le temps transitoire. Nous cherchons & décrire
les relations énergétiques entre des modes non linéaires pour mieux comprendre le mécanisme de
dissipation énergétique afin de donner un critere analytique de design optimal de la raideur non
linéaire caractérisant ’attache de la masse ajoutée. Un développement du design pour plusieurs
absorbeurs en paralleles est aussi étudié pour améliorer la plage d’énergie de l'efficacité du pom-
page énergétique en régime instationnaire. Ensuite, le cinquieme chapitre se consacre a étudier
le pompage énergétique en régime stationnaire, a savoir a long terme sous excitation périodique.
Les zones des solutions quasi-périodiques représentant l'efficacité du pompage énergétique et le
plafond de cette efficacité sont particulierement intéressantes dans ces études. Des vérifications
numériques en comparaison avec des absorbeurs non linéaires classiques permettent de pouvoir
proposer un critere pseudo-analytique d’optimisation de la raideur non linéaire.

Une troisieme partie expérimentale fait suite aux études théoriques du phénomene de pompage
énergétique dans la partie précédente, nous tentons une application sur une structure réelle des
véhicules automobiles Peugeot 307-CC. Nous commencerons par les études analytiques et numé-
riques sur le modele des éléments finis NASTRAN qui comprennent des condensations modales,
des études analytiques sur le modele condensé a un seul mode et des simulations numériques.
Dans un deuxieéme temps, le volet expérimental est réalisé sur une maquette représentative du
mode de vibration ciblé. Des solutions technologiques sont réalisées pour la mise en ceuvre de
vrais absorbeurs en balancier. Les résultats expérimentaux sont présentés et modélisés par un
modele analytique trés simple permettent de donner des idées sur ’étape d’optimisation du
balancier qui suit.

Enfin, des conclusions sont apportées en donnant des perspectives d’évolution de la théma-
tique de recherche.



4

ENTPE INTRODUCTION




Premiere partie

Ondelettes et Outils d’analyse en
dynamique






Chapitre 1

Analyse Multirésolution de L*(R)

Ce chapitre tente de présenter bricvement la définition des transformées en ondelettes
continues et discrétes dans lespace de Hilbert L?(R) et les propriétés fondamentales
de U’Analyse Multirésolutions (AMR). Ensuite, nous abordons l’approche opérateur-
ondelettes avec des algorithmes rapides des opérateurs dans l’espace approrimé des
ondelettes. Cet approche est appliquée d’abord a l'opérateur d’intégration qui sera utilisé
pour obtenir des déplacements depuis des accélérations acquises dans les essais avec
un systeme dynamique linéaire. Des représentations algébriques sont aussi construites
pour les opérateurs de convolution et déconvolution sous forme de noyauxr de Green
dans l'analyse des systémes linéaires. La robustesse de ['implémentation des opérateurs
ondelettes sera validée sur des exemples d’oscillation harmonique.

Sommaire

[1.1 Analyseenondelettes| ... ... ... .. ... ...
1.1.1  Les ondeletted

112 La transformée en ondelotfes contimd . « . -« o oo

2
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1.1 Analyse en ondelettes

1.1.1 Les ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions oscillantes caractérisées par certaines propriétés mathématiques
de régularité et qui sont utilisées pour représenter des signaux ou d’autres fonctions. Cette idée
prit naissance a partir de la décomposition en série de Fourrier qui se montre particulierement
bien adaptée a 'analyse des phénomenes stationnaires mais n’apporte pas de réponse satisfai-
sante quant a 1’étude d’évenements transitoires comme des réflexions d’ondes de choc sur un
systeme mécanique. L’analyse en ondelettes consiste a produire un assemblage d’atomes ba-
layant I’ensemble du plan temps-fréquence. La spécificité des ondelettes tient a la construction
des atomes a partir d’une seule et unique fonction analysante. Une fagon commode d’obtenir
une famille d’atomes temps-fréquence est de considérer des motifs translatés ou dilatés de la
fonction de base, dite ondelette mere.

Définition 1.1 (Ondelette admissible). On appelle ‘ondelette admissible’ toute fonction 1 €
LY(R) N L*(R) vérifiant la propriété de régularité :

&my:0¢: 4¢uyu:0, (1.1)

ainsi qu’une condition d’admissibilité

+oo .
Ci/’ = 0/ M df < +00. (1.2)

En combinant des translations de parametre b et des dilatations@ de facteur d’échelle a avec
I'ondelette mere ¢, on définit finalement les fonctions élémentaires 1), de 'analyse en ondelettes
par la relation :

1 -=b
V(a, b) € Ha ¢a,b = TbDaT;Z) = %¢ ( 0 > s (13)
ou H est I'espace des parametres temps-échelle :

H = {(a,b) : a>0,beR}. (1.4)

1.1.2 La transformée en ondelettes continue

De fagon analogue a I’analyse de Fourier, les analyses en ondelettes réalisent la transformation in-
tégrale d’un signal donné par projection sur un ensemble (continu ou dénombrable) de fonctions.
Dans le cas des analyses en ondelettes, ces dernieres fonctions sont des atomes temps-fréquence
construits par dilatation et translation d’une seule et unique fonction analysante comme évoqué
ci-dessus.

'Effet d'une translation 73 : ) — (- — b) et sa transformée de Fourier 7 (1)) (£) = e~ 2™ ()
2Effet d’une dilatation Dy : 9 — %w (%) et sa transformée de Fourier D, (1) () = Vaih(ag)

a

8



4

1.1. Analyse en ondelettes ENTPE

Définition 1.2 (Transformée en ondelettes). Soit une ondelette v, on appelle transformée en
ondelette continue sur L?(R), I'application linéaire x définie selon la relation :
Xy © LA(R) — L*(H),
! (1.5)
f - X¢n

avec la relation :

V@weH:dmwﬁ%ﬂ%wngs%éf@¢<%?>ﬁ, (1.6)

correspondant au produit scalaire de f € L?(R) avec le motif dilaté-translaté Yap de I'onde-
lette mere 1. En remarquant que cette derniere vérifie la condition de nullité de son moment
d’ordre 0 donnée par (1)), ¢ est un filtre passe-bande et y,, s’exprime comme une convolution
du signal avec ce filtre permettant de grossir certains niveaux de détails a la maniere d’un zoom.

Théoréme 1.3 (Transformée en ondelettes inverse). Etant donnée une ondelette admissible
Y, alors un signal f € L*(R) peut étre reconstruit suivant lintégrale double sur le demi-plan
position-échelle H :

+00 +00
0= [ [ @by (17)
0 —oo

Une autre idée de I’analyse en ondelettes tient & I’analyse de signaux arbitraires f € L?(R)
selon différentes échelles de longueur. L’objectif est d’observer le signal avec une échelle de
longueur adaptative de maniere & mettre en évidence des approximations successives de f. C’est
dans cette perspective que ’on a introduit la notion de fonction d’échelle définie ci-apres :

Définition 1.4 (Fonction d’échelle admissible). Soit 1) une ondelette admissible, alors on appelle
fonction d’échelle admissible toute fonction ¢ € C1(R) N L+>°(R) vérifiant les relations :

VEeER,  (td +id)[d] = v(t), (1.8)
+o0o +oo
da ()]
VEER, Q)P = [ W) — = [ —dv, (1.9)
1/ a §/ 1%

ol id désigne I'identité.
Définition 1.5 (Transformée en échelle). Soit ¢ une fonction d’échelle admissible, alors la
transformée en échelle Z;: d’un signal f € L?(R) est définie par la relation :

V(a,b) €H  Z](a,b) = \/La /Rf(t) b (?) dt. (1.10)

La relation entre les coefficients d’échelles d’un signal et les coefficients de détails & une méme
résolution est donnée par :

Y (a,b) € H, Xh(a,b) = —ad.Z](a,b). (1.11)

Cette relation montre que la voie de coeflicients X&(a, b) refléte les variations infinitésimales

des coefficients d’échelle Z (?; (a, ) selon I'axe de résolution. Elle caractérise donc un enrichissement
des coefficients d’échelle selon des résolutions décroissantes.
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Théoréme 1.6 (Transformée en échelles inverse). Soient ¢ une fonction d’échelle admissible et a
un scalaire strictement positif, alors on définit les approzimations ‘filtrées’ d’un signal f € L*(R)
a la résolution a par le produit de convolution :

1

Vi € R, Ua(t) = C_
(4

20 (a,) * ¢l (2). (1.12)

Avec les hypotheses précédentes, les approximations filtrées o, convergent vers ¢ au sens de
la norme L?(R) si et seulement si amplitude de ¢ est étalonnée de maniere i satisfaire 1'égalité
Jg @(t)dt =1, c’est-a-dire :

lim [l — £I| = 0. (1.13)

1.1.3 La transformée en ondelettes discrete

La bonne lisibilité du demi-plan temps-fréquence H et les propriétés de covariance par dilatation-
translation font de la transformée en ondelettes continue un outil privilégié de la théorie du signal.
Cet outil demeure cependant une théorie analytique en raison de la redondance des coefficients
et des sommes continues mobilisées pour leur calcul. Le théoreme d’échantillonnage de Shannon
[32] montre néanmoins qu’il n’est pas nécessaire de connaitre toutes les voies de décomposition
mais qu’il est suffisant de considérer les coefficients d’ondelettes appartenant au réseau dyadique

Q= {(2™,n2™) € H, ¥(m,n) € Z*}, (1.14)
pour reconstruire le signal analysé sans perte d’information.

Définition 1.7 (Transformée en ondelettes discrete). Les ondelettes discretes v 5, associées au
réseau €2 sont définies par :

Wi k(t) = 20/2p(27t — k), (1.15)

et la transformée discreéte x, d'un signal f est une application linéaire :

Xy - LQ(R) — l2(Z2),
f . Xi, (1.16)

telle que V(j,n) € Z* : X{;(j,n) = (£, Yin) L2 m)-

1.2 Analyse multirésolution

L’analyse multirésolution (AMR) définie conjointement par S.Mallat |19, 120] et Y.Meyer |24, 125]
consiste en une hiérarchie d’approximations représentant des contributions allant des échelles
grossieres jusqu’a 1’échelle j et convergeant vers le signal analysé lorsque I’échelle j tend vers
'infini. Elle est faite a travers une suite d’espaces d’approximations (V;);ez vérifiant la définition
suivante :

10
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1.2.1 Espaces d’approximation

Définition 1.8 (Espaces d’approximations). Une analyse multirésolution de L?(R) est définie
par une suite de sous-espaces emboités de L?(R) vérifiant les propriétés :

(Espaces emboités) - CVoC---CV; CVjy C--- C LA(R), (1.17)
(Fermeture) ﬂ V; =0, U V= L*(R), (1.18)
jez jez
(Dilatation)  YfeVj, f(2-) € Vi, (1.19)
(Translatation) — Yf € V;, f(- —k/27) € V;, (1.20)
(Base orthonormée) 3¢ € LA(R) tq Vo = Vect{o(- — k) }rez. (1.21)
35
3 3,32 I‘I

FIGURE 1.1 — Dilatées-translatées de la fonction d’échelle ¢ Daubechies d’ordre N = 4

Proposition 1.9 (Base orthonormée de Vj). Une base orthonormée de lespace V; est donnée
par la collection ¢ = {¢;jr}rez définie par :

dix(t) = 292p(27t — k), Vk € Z. (1.22)

Quelques motifs dilatés-translatés de la fonction d’échelle ® Daubechie d’ordre 4 sont repré-
sentés en Figure [[1]

Proposition 1.10 (Série d’échelles). Soit P; le projecteur orthogonal de L*(R) sur l’espace
d’approzimation V; donné par

L*R) — V;
P; a 1.23
4 D B (1:29)
On a alors la décomposition en série d’échelles
Fsj=Pif =Y (f,0ix)ik (1.24)
keZ
avec l'approximation limite
. L?(R)
lim Pjf ="/F. (1.25)

j—+oo

11
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Les approximations successives de f sont de plus en plus précises en incorporant des détails
lorsque I’échelle j croit. La différence d’information entre deux approximations successives fs; et
fsj+1 respectivement dans les espaces V; et V;1 symbolise en fait la voix de détails de la fonction
f vivant & la résolution a = 2. Le concept des voix de détails est associé & celui d’espaces de
détails comme suit :

1.2.2 Espaces de détail

Définition 1.11 (Espaces de détails). On appelle espaces de détails W; d’une AMR de L?*(R)
la suite de sous-espaces vérifiant les propriétés :

(Suppl. orthogonaux)  Vje€Z,V; éé W; = Vjq1, (1.26)
L L
(Superposition de détails) @ W; =W @ W; = L*(R), (1.27)
JEZ J=0
(Dilatation) — Vf e Wj, f(2-) € Wi, (1.28)
(Translatation) — Vf e W;, f(-—k/27) € W;, (1.29)
(Base orthonormée) — Fnp € L*(R) tq Wy = Vect{(- — k) Yrez. (1.30)

Proposition 1.12 (Base orthonormée de W;). Une base orthonormée de l’espace de détails W;
est donnée par la collection 1 = {1; 1 }rez définie par :

Wi R(t) = 27%p(27t — k), Vk € Z. (1.31)

Quelques atomes dilatées-translatées de 'ondelette mere ¥ Daubechie d’ordre 4 sont repré-
sentés en Figure

ll"3,32

FIGURE 1.2 — Dilatées-translatées de l’ondelette meére 1) Daubechies d’ordre N = 4

Proposition 1.13 (Série d’ondelettes). En construisant Q; le projecteur orthogonal de L*(R)
sur lespace d’approzimation W; donné par :

. LZ(R) = W,
Q]{ [ = Qif =fdj=Pj.f—F;f, (1.32)

un signal f se décompose en série d’ondelettes selon [’identité

Fdy = (i) e (1.33)

keZ

12
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A partir des voies d’approximation et de détails déterminées ci-dessus, le signal analysé peut
étre reconstruit sans perte d’information comme avec la transformée en ondelettes continues.

Proposition 1.14. Etant donnée une AMR (V;)jez de L*(R) engendrées par le couple (¢,4)) de
fonctions d’échelle et de détails admissibles, alors toute fonction f de L?(R) peut étre décomposée
en la somme d’une voie d’approximation fsj, a une échelle Jo € Z et des voies de détails fd;
aux €chelle j > Jy telle que :

—+00
VEER  f(t)= D fsum Sam®)+ D> fdik vik(t). (1.34)
nez j=Jo kEZ
voie d'approximation voies de détails

1.2.3 Théorie des filtres miroirs

L’objectif est ici de caractériser les fonctions d’échelles ¢ engendrant une analyse multirésolution
de L?(R) en les reliant & la théorie des filtres. Le point clé est que ¢ et v sont completement
définies par un filtre passe-bas m(§) et un filtre passe-haut mg(€) encore appelés filtre d’échelle
et filtre de détail.

Le théoreme suivant, dont une démonstration est établie par Cohen [3], fournit les conditions
nécessaires et suffisantes d’existence de tels filtres alors appelés “filtres miroir conjugués”.

Théoréme 1.15 (Filtre miroir conjugué). Soit ¢ une fonction de L?(R), alors elle engendre une
analyse multirésolution de L*(R) si et seulement si le filtre discret {hy, }nez voit sa transformée
de Fourier h 1-périodique et continiment différentiable dans un voisinage de & = 0 telle que :

VEER.  IAOPF+ b+ %)‘2 =2 (1.35)
h(0) =2, (1.36)
£€[filr/1£, 1/2] [R(€)] > 0. (1.37)

Définition 1.16 (Filtre d’échelle). Soit ¢ une fonction d’échelle et {hy,}nez son filtre miroir
conjugué vérifiant les hypotheses du théoreme[I.15] alors la fonction ¢ admet ’équation d’échelle
suivante :

Vt € R, G(t) =Y hnd(2t —n). (1.38)

nez

De maniere équivalente en introduisant le filtre d’échelle 1-périodique mpyg tel que :

VEER,  mu(6) = %1}(5) _ % S Ryt (1.39)
nez

La transformée de Fourier de ¢ vérifie le produit infini :

P& = mu(§/2)0(£/2) = [T}55 mu(€/29),

50 — 1 (1.40)

V¢ € R, {

Le filtre d’échelle mp déterminant completement la fonction ¢ selon la propriété (L40) est
un filtre passe-bas. Les approximations successives fs; d'une fonction f s’interprétent comme
étant des versions filtrées de f par convolution successives avec ce filtre. Ceci explique la coupure
fréquentielle réalisée par les espaces d’approximation d’'une AMR.

13
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Théoréme 1.17 (Filtres miroir en quadrature). Soit ¢ une fonction d’échelle déterminée par
son filtre miroir {hp}nez et engendrant une AMR de L*(R), alors il existe un filtre {gn}nez
conjugué a {hp}nez qui détermine entiérement l'ondelette 1 a l'origine de la construction des
espaces de détail {W;} ez si et seulement si :

G(0) =0 et §(1/2) = V2, (1.41)
A !1(5)!2 +19(6+1/2)) =2, (1.42)
h(€)g(€) +h(€+1/2)g(§ +1/2) = 0. (1.43)

Les filtre {hp}nez et {gn}nez sont alors appelés filtres miroir en quadrature.

Définition 1.18 (Filtre de détail). Soit ¢ une ondelette donnée par son filtre { gy }nez miroir en
quadrature avec le filtre {h, },ez d’une fonction d’échelle ¢, alors la fonction 1 vérifie I'équation
d’ondelettes suivante :

vt € R, Y(t) = gnd(2t —n), (1.44)

nez

soit en introduisant le filtre de détail 1-périodique m¢ tel que :

VEER,  mal) = 59(6) = 5 3 gae M (1.45)
neL

La transformée de Fourier de v vérifie le produit infini :

D) = ma(€/2) d(&/2) = ma(&/2) [T,55 mu(€/27),
VéE € R, { 30) = o. 2 (1.46)

Les voies de détails fd; correspondent aux détails d'une fonction f vivant a I'échelle j
et sont extraites a l'aide d’une convolution entre l'approximation fs; et le filtre de détail
mg(€). De plus, les compositions du filtre passe-haut mg(-/2711) en série avec le filtre passe-bas
{mp(-/27T1)};>1 pour obtenir les voies de détails fd; sont assimilables & des filtres passe-bande
avec une résolution localisée autour de a = 277,

Proposition 1.19 (Systeme (¢,v)). L’ondelette ¢ (resp. le filtre de détail ma(§)) se déduit
simplement de la fonction d’échelle ¢ (resp. du filtre d’échelle my(€)) a laide de la formule de
quadrature :

V¢ € R, ma(€) = e 2™ u(26)my (€ +1/2), (1.47)

ou v est une fonction 2-périodique de module unitaire souvent prise égale a 1. Dans ce dernier
cas, on a la relation :
Vn € Z, Gn = (=) "Ry, (1.48)

1.2.4 Algorithmes rapides de S. Mallat

Etant donnée une AMR de L?(R) engendrée par le couple (¢,), on considere I'approximation
fsy € Vydunsignal f ala résolution J. L’idée de base est de construire la représentation temps-
échelle {s;x(f)}rez de f; ou de maniere équivalente sa pyramide des coefficients d’ondelettes
{50,545,k (f)} (j,k)elo,7—1)xz en étudiant ses différentes projetées (fs;)o<j<s et (fdj)o<j<s—1 res-
pectivement sur les espaces d’approximation V; et de détails W;.

14
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Comparable a efficacité connue de I'analyse de Fourier avec 'avenement de la transformée
de Fourier rapide (FFT), S. Mallat a construit des algorithmes pyramidaux permettant un va-
et-vient rapide entre les petites et les grandes échelles d’un signal a la maniere d’un zoom tout
en exhibant les détails vivant aux différentes échelles.

Théoréme 1.20 (Algorithme de décomposition ou d’analyse). Supposons avoir initialisé les co-
efficients s;(f) = (s1x(f))kez @ Uéchelle J, Uobjectif est de décomposer fsy en (fsj—1, fds-1)
puis de proche en proche en (fs;, fd;) jusqu’a U’échelle Jy. A une échelle intermédiaire j, l'ap-
proximée fs; de f se décompose indifféremment en les série d’échelles et d’ondelettes par les
formules suivantes :
Vn € Z{ Sj—l,n(f) = ZkeZ hk—2n8j,k(f)a (1.49)
djfl,n(f) = Zkez gk—ZnSj,k(f)'

Les coefficients d’échelles (resp. d’ondelettes) a la résolution (j — 1) sont donc obtenus a I’aide
d’une convolution avec le filtre passe-bas h (resp. passe-haut g) suivie d’'une opération de
sous-échantillonnage consistant a ne sélectionner qu’un terme sur deux. Cette décomposition
pyramidale est schématisée par le diagramme

*g . < . <

I ST P I

FIGURE 1.3 — Pyramide d’analyse d’un signal de ’échelle fine J a ’échelle grossiere Jy

Théoréme 1.21 (Algorithme de recomposition ou de synthese). La série d’échelle d’un signal
peut étre reconstruite o partir de la pyramide de coefficients {sj,(f),ds,(f),...,ds—1(f)} en se
servant de la recomposition en cascade :

Vn€Z,  sin(f) =Y hn-oksj-1x(f) + Y Gu-ordi1x(f)- (1.50)

kEZ keZ

Contrairement a ’algorithme de décomposition, la recomposition s’identifie & la somme des
contributions d’échelles (convolution avec le filtre passe-bas h) et de détails (convolution avec
le filtre passe-haut g) préalablement sur-échantillonnées avec I'opérateur . L’ensemble des
phases de recomposition est illustré par la figure [[L41

Sy O P Ay G TR P Ay B

* *g . *g

i Tapn b Y

FIGURE 1.4 — Pyramide de synthese d’un signal de 1’échelle grossiere Jy a 1’échelle fine J

Exemple 1.1 (Analyse d’un signal benchmark). Le signal analysé f est une fonction périodique
de support compact [0, 1] avec la fréquence pure £y = 5 et Pamplitude ag = 1, perturbée par une
sinusoide amortie de fréquence balayée de & = 0 & &nge = 50 et d’amplitude a; = 0.25 dont
I’énergie se concentre au milieu du support. Le signal perturbé est a son tour multiplié par une

15
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fenétre qui tend vers 0 selon une enveloppe cosinus. L’expression analytique du signal perturbé
donnée par :

F(t) = sin(27.5¢t) + 0.25¢100@=05)” gin (27 (50 — 100|¢ — 0.5])(¢ — 0.5)),

et ce signal est a son tour multiplié par une fenétre qui vaut 1 et tend vers 0 aux deux bords
suivant un cosinus

(0,54 0,5 cos(2r L5:2)) si tel00,125],
wt) =14 1 si te0,125 (1 —0,125)],
(0,5 +0,5cos(2r =012 )y 5 e [(1-0,125) 1].

En utilisant l'algorithme rapide de S. Mallat, on réalise I'analyse multirésolution du signal
perturbé des échelles 10 a 4 a ’aide d’un couple de fonction d’échelle et de détails de Daubechies
d’ordre 4. La figure présente la superposition des voies de détails du signal théorique réalisé
et la suite d’approximation de I’échelle 4 & I’échelle 10. Les erreurs cumulées en fonction du
temps et des échelles sont présentées sur la figure sous la forme d’un cascade des erreurs.

s exact

045 o

©

o
=3
&

Erreurs culmulées

Echelle Temps

FIGURE 1.5 — Signal exact et cascade des erreurs culmulées

1.3 Approche opérateur-ondelettes

Une des applications marquantes des analyses multirésolution en dimension deux est l'algo-
rithme BCR introduit par G. Beylkin, R. Coifman etV. Rokhlin @] qui permet de construire
une représentation multi-échelles d'une large classe d’opérateurs linéaires sur L%(R) : Iidée est
de décomposer un opérateur sur une base d’ondelettes qui s’inscrit dans le cadre d’une analyse
multirésolution de L?(R?) et de remplacer ainsi les calculs par des opérations matricielles plus
simples. L’intérét majeur de 'algorithme BCR est lié au fait qu'une transformation judicieuse
de la matrice de I'opérateur associée a un arrangement astucieux de l'ordre des termes permet
d’obtenir une représentation “creuse”.

16
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FIGURE 1.6 — Pyramide des voies d’approximation fs; et de détails fd; du signal pour 4 < j <10

On considére dans ce qui suit un opérateur 7 appartenant & £ (L2(R), LQ(R)), Iespace d’ap-
plications linéaires continues de L?(R) sur L?(R). L’objectif étant de décomposer 1'opérateur 7
dans les espaces d’approximations £(L?(R), V), on définit 'opérateur approché 7; : L2(R) — V
de 7T a I’échelle fine J décrit par :

i

~
~

o |

L*(R)

u

L*(R)

(1.51)

- VJ’
— UJ:TJ-U,:(PJTPJ)U,

faisant intervenir le projecteur orthogonal P; introduit en proposition [LI0 On introduit de
méme le projecteur (); comme dans la proposition [L.13]

Il existe deux formes de représentations d’opérateurs désignées respectivement par les appel-
lations “forme Standard” et “forme Non-Standard” :

1. La forme Standard utilise le changement de base entre motifs d’échelles (¢ x)o<g<os € Vi

et la base d’ondelettes (¢o,0) U (¢ k)

0<j<J—1 , A
o<k de lespace Vo b;-0 Wi,
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2. La forme Non-Standard d’un opérateur est obtenue par un changement de base V; ® V;
des matrices sur V; ol les motifs d’échelles bidimensionnels (¢sx ® Gyr)o<k k<27 SONE
décomposés sur la base d’ondelettes

0<;<J-1
(60,0 @ ¢0,0) U (¥, @ Dyt Gik © Vjurs Vi @ Dib) oo prcas -

Dans le cas ou le tenseur d’un tel ou tel opérateur est plein, la “forme Standard” ou mieux
encore la “forme Non-Standard” sont tres judicieux grace a leurs avantages comme la structure
creuse ou la possibilité d’utiliser directement la pyramide des coefficients d’approximation et de
détails. Cependant, les études des opérateurs, menées ci-dessous, se placent dans le cadre d’une
analyse multirésolution de L?(R) engendrée par des familles d’ondelettes & support compact. Les
tenseurs associés aux opérateurs considérés sont définis uniquement par des vecteurs de filtres
a réponse impulsionnelle finie. C’est pourquoi nous ne travaillons qu’avec la forme classique 7
a ’échelle fine J qui nous permettra de construire des algorithmes de calcul rapide beaucoup
moins cotliteux.

L’ensemble des algorithmes et des simulations qui suivent sont effectués dans le cadre d’une
AMR Daubechies d’ordre N a support compact [1 — N, NJ.

1.3.1 Opérateur d’intégration-ondelettes

On définit 'opérateur d’intégration Tf par :

L*(R) — T;(L*(R)),
7 u — () =T u(l) = [ u(r)dr. (1.52)

—00

Sa représentation sur 'espace d’échelle a 1’échelle J est donnée par :

TJ{ L2(R) - VJ7

U 7 — vy=PFy <Tf(PJ(U))> : (1.53)

La projection d’une fonction ¢ sur 'espace V; est caractérisée par une unique suite de coef-
ficients ﬂ ;€ I2(R) représentant respectivement les produits scalaires de ¢ avec les fonctions
{d1n}nez d'une base de V. Il devient donc possible de définir un opérateur algébrique associé
a l'application TfJ réalisant le calcul approché de I'intégration d’une fonction de V; a partir de
ses coefficients d’échelles.

Définition 1.22 (Opérateur algébrique d’intégration). On appelle opérateur algébrique d’inté-
gration associé a ’TfJ I'application linéaire Z7 de £ (12(R), l2(R)) telle que :
PR (R

M] - ﬂJ:IJ.MJ’

introduisant le tenseur bidimensionnel infini I7 dont les coefficients I}/, pour (k,l) € Z? sont
donnés par :

V(k,1)eZ?, I = <Tf¢J,la¢J,k>L2(R) : (1.55)
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Preuve 1. Le calcul des coefficients du tenseur bidimensionnel peut étre fait facilement en uti-
lisant la formule de transformée en ondelettes discretes (7)) et d’approximation d’un signal
définie en proposition [L.I0l

Par conséquent, le tenseur d’intégration est entierement déterminé par les atomes dilatés-
translatés {¢; 1 };rez de la fonction d’échelle ¢. Les propriétés de symétrie, d’homothétie, d’in-
variance par translation et de structure creuse sont alors développées dans les propositions
suivantes.

Proposition 1.23. Soit un couple (¢,1) de fonctions d’échelle et de détails engendrant une
AMR de L*(R) ; alors le tenseur d’intégration I’ pour J € 7 vérifie les propriété d’homothétie
et de translation suivante :

V(k,1) € Z, Iy =2""R,=2""1}_,,. (1.56)

De plus, en supposant que ¢ est a support compact sur lintervalle [1 — N, N], le tenseur
d’intégration est entiérement décrit par un vecteur de coefficients tels que :
IO

T

=1 si r>2N-1
O—Ir{ = ’ (1.57)

=0 st r<1-—2N.

Preuve 2. Suivant la formule de calcul des coefficients du tenseur d’intégration [L55], on a :

t
I;;’,l = <7]’¢J,la¢J,k>L2(R):/ /@JJ(’T)dT Gk (t)dt, (1.58)
R — 00
t
= / /QJ/2¢(2JT—l)dT 2712(27t — k)dt, (1.59)
R — OO
2-J¢
chang. var. J J T Ne—J
= 2 o271 = Ddr | ¢(t — k)27 dt, (1.60)
I\

t
chang. var: z—"/ (/ o(r —Dr | 9t —Rydt = 2710, = 277105 (L61)
R [e’e]

En se basant sur le support compact de ¢, i.e [l — N, N], le support d’une primitive 0(t) =
t

[ #(t) (ct. [2]) dont un exemple est présenté sur la figure [L7), peut étre déterminé comme suit :
—0o

H(t):{ 1 st t> N,

0 si t<1—N, (1.62)

et donc la propriété [LL57] peut étre prouvée facilement en utilisant la propriété fondamentale
d’une fonction d’échelle [ ¢(t)dt = 1.

En vertu de la propriété d’homothétie établie en proposition [[L23] il suffit de connaitre un
unique vecteur I pour engendrer le tenseur de 'opérateur I & une échelle quelconque J € Z.

I = ( Doy Ioon ... Ion_o Ion_q.. )
—_———— — — —
=0 Ig =1
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FIGURE 1.7 — Une primitive de la fonction d’échelle ¢ Daubechies d’ordre N = 4

En mettant a profit la relation d’échelle, donnée en Equation (L38§)), vérifiée par la fonction
¢, on établit dans le théoreme suivant que I est un vecteur propre associé a un probleme aux
valeurs propres.

Théoréme 1.24. Soit un couple (¢, 1) de fonction d’échelle et de détails engendrant une AMR
de L?(R), soit h le filtre passe-bas associé a la fonction d’échelle ¢ dont la réponse impulsionnelle
est a support sur [1—N, N]; alors le vecteur I caractéristique de 'opérateur d’intégration satisfait
la propriété :

N
1
I = > hhlye (1.63)
k,l=1-N

Preuve 3. La relation donnée en Equation (.63)) s’obtient directement en injectant la relation
d’échelle, donnée en Equation (I.38]), dans 'expression des coefficients du tenseur d’intégration,
donnée en Equation (L5 :

I, = 1,9,0:/ /gb(T)dT B(t —r)dt, (1.64)

R
t N N
:/ / S er—kdr | 3 6@ —r) -t (1.65)
R\ 5 k=1-N I=1-N
LS / / o(r — kydr | o(t — (2r + 1))t (1.66)
= = kh - - ) :
4k,l:17N 2 \Uho
1 N
= 2 Z highilor i k- (1.67)
ki—1-N

Comme les coefficients du vecteurs I en dehors du support [2—2N, 2N — 2] sont déja connus
(donnés en Equation (L5T)), le sous-vecteur Ig du vecteur I peut étre déterminé par un systeme
d’équations linéaires :

1
- Pls=c (1.68)
ou ¢ est un vecteur (4N —3) x 1:

¢ = [ca—an c3_an ... Con—2]”, (1.69)

¢ = > ey, (1.70)
2i—k—I>2N -2
k,l=1-N..N
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et P est une matrice de dimension (4N — 3) x (4N —3) :

P = [Pjla-2n<i, j<an-2, (1.71)
P; = > hi hoij - (1.72)
1-N<2i—j—k<N
k=1-N..N

FIGURE 1.8 — Représentation matricielle de l’opérateur d’intégration-ondelette

A partir du vecteur Ig obtenu, on peut construire le tenseur de l'opération d’intégration-
ondelette dont la représentation matricielle est exposée sur la figure [[L8 Malgré la forme trian-
gulaire de cette matrice, le calcul de 'opérateur d’intégration a haute échelle est toujours cotiteux
en temps et en mémoire pour le stockage d’un tenseur de grande dimension. Mais une remarque a
considérer ici est qu’il existe un répétition d’un petit nombre de coefficient sur une bande étroite
de cette matrice, les autre sont 0 ou 1. Cette propriété d’homothétie du tenseur d’intégration
peut étre exploitée pour définir un algorithme de calcul approché rapide de l'intégration d’une
fonction.

Implémentation rapide d’un calcul d’intégration dans une AMR de L*(R)

La fonction u utilisée & titre d’exemple dans ce paragraphe est supposée a support compact sur
[0 T et ses coefficients d’approximation M ; sont supposés connus. L’objectif est de calculer
les coefficients d’approximation w de la fonction v = ’Tfu en fonction des coefficients M 5
via un aller-retour dans le domaine de Fourier.

En restant trés général, on peut supposer que la fonction v est aussi a support compact sur
[0 T (car en dehors de [0, T, la fonction reste constante a gauche et & droite). Par conséquent, les
voies de coefficients d’approximation s(u) et s(v) , sont a méme support compact [Nin ¢, Neup),
i.e dans le cas des ondelettes Daubechies d’ordre N c’est Iintervalle [-N, 2/T + N — 1]. Le
vecteur s(v)  est déterminé par la relation :

J
2/ T4+ N—-1
Vke[-N, 27T+ N -1, s = Y. sy, (1.73)
I=—N
27T+N-1
= 27/ Z I S(U)JJ. (174)
I=—N
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Donc, dans la formule de calcul des coefficients du vecteur ﬂ 7 il suffit de ne mobiliser que
la partie sur I'intervalle de support [2 — 2N, 2/T 4+ 2N — 1] du vecteur infini I. En plus, on
peut constater que cette formule est semblable a celle donnée par la convolution discrete. Afin
de transposer cette relation dans le domaine de Fourier (DFT), il est nécessaire de prolonger
par zero-padding et par shifting les deux vecteurs ﬂ S et Iiy_on, 27742n—1) POur qu'ils aient le
méme support compact [0, L — 1].

On définit deux vecteur s(u)OJ et I tels que :

so_ [ s(uwy-n si €0, 27T +2N —1],
s(w; _{ 0 si le[2/T+2N, 27717 + 6N — 3, (1.75)
750 _ Lio_on si r€(0, 2/T +4N -3, (1.76)
o 0 si r€[2/T+4N —2, 27717 + 6N — 3], '
et le vecteur de convolution discrete :
L—1=27+1T+6N-3
s = 2 Ixswle= > LS sy (1.77)
=0
s(0)59(2) = 277I50(2) s(u)50(2) L, (1.78)
en introduisant 'opérateur ~ de transformée en Fourier discrete sur Z/ LZ.
La relation entre le vecteur s(v) et le vecteur ()%
2/T+N-1
sk = 277 > Leas(w)y,  Vke[-N, 2T+ N-1], (1.79)
I=—N
27T+ N—1 27T+2N-1
_ S s . s s
= 27/ Z Ikgl+2N72 S(u)lJ?N =277 Z I(kOJrBN—2)—l s(u)}’, (1.80)
I=—N 1=0
sk = s(0)ilsn_2- (1.81)

Cette relation montre que le vecteur des coefficients d’approximation s(v)J est un vecteur

extrait du vecteur s(v)°°, déterminé selon la formule (I77), précisément on a :

_ S0
M] B M[mfz, 2JT++4N—-3] (1.82)

En conclusion, grace a cet algorithme rapide lié aux transformées de Fourier rapides, on peut
réduire le coiit global de calcul des coefficients d’échelle de O(L?), dans le domaine temporel, &

O(L loga(L)).

Exemple 1.2. L’opérateur d’intégration en ondelettes est appliqué a une fonction harmonique
a support compact d'une période f(t) = cos(2nt)l}y 11(t) dont la primitive est donnée de fagon
analytique par :

1 .
F(t)= o sin(27t)1jo, 17(2).
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15 10°
1
10*10
05
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Exact
0.2 10°
01
10—10
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FIGURE 1.9 — Intégration de la fonction f(t) = cos(2mt)ljy 1)(t) : @ gauche) voies d’approvima-
tions superposées avec les fonctions exactes; a droite) erreur d’approximation

Les résultats sont présentés sur la figure [L9 nous dessinons & gauche les fonctions exactes en
les superposant avec les voies d’approximations et a droite des erreurs locales entre les fonctions
approchées et les fonctions exactes.

La figure de la fonction initiale et ses approximées montrent des effets de Gibbs relatifs a une
singularité de saut dans un signal mono-dimensionnel. Il y a toujours les décalages aux bords du
signal. La croissance de 1’échelle a pour unique effet de localiser ces erreurs mais 'amplitude ne
diminue pas beaucoup. Une autre fagon de supprimer les effets de Gibbs est d’utiliser I’Analyse
Multirésolution sur 'Intervalle (AMRI) [27].

Malgré les effets de Gibbs dans les approximations de la fonction initiale, la convoluée appro-
chée converge tres rapidement vers la solution exacte en augmentant 1’échelle d’approximation.

Un autre avantage de 'opérateur d’intégration en ondelette, c’est qu’il est possible de construire
un signal de solution continu en temporel au lieu d’un signal échantillonné de méme pas avec le
signal initial qui ne peut pas étre réalisé en utilisant 'intégration numérique.

En conclusion, cet opérateur peut étre utilisé pour intégrer les accélérations acquises dans

des essais dynamiques afin de remonter aux déplacements tout en supprimant les artefacts dus
a la présence de composantes basse-fréquence non désirées.
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1.3.2 Opérateur de convolution-ondelettes

En modélisant par éléments finis une structure mécanique linéaire, il est possible d’établir ’équa-
tion d’équilibre dynamique d’un systeme de N degrés de liberté s’écrit sous forme matricielle :

% Xrel + g Xrel + g Xrel = jentﬂa (1'83)

ou II correspond au vecteur de répartition des effets inertiels induits par l'accélération d’en-
tralnement Zep,; sur les degrés de liberté de la structure, M, C', K représentent les matrices de
masse, d’amortissement et de raideur associées a la modélisation en éléments finis de la structure
réduite aux seuls degrés de liberté non contraints, et X ,..; est le vecteur des déplacements relatifs
aux degrés de liberté de la structure selon 'axe Ox.

I1 devient alors possible d’exprimer les déplacements relatifs de la structure (z,e;;)i=1

7 ’N
comme la superposition de termes convolués :
Vi € [1 Lrel,i Zal_] X Zent, h ), (184)

dans laquelle (o ;j)1<i j<n sont des coefficients pondérateurs modaux et telle que chaque fonction
h; désigne la réponse impulsionnelle du j°™*¢ mode propre de la structure donnée par I’expression :

1
ER  hi(t) = —F— e 54t sin(w;jy /1 — €3), (1.85)
Wi

1-¢&

VweR W) ! (1.86)

w i(w) = .
J wjz + 2ijwjw — w?’
et I'opérateur de convolution sur L?(R) est noté Y, il est défini par :
L?(R)® L*(R) — L2(R),
(1.87)

(,7) — 6(t) = = Jp F(T)g(t = )dr.

Alors chaque fonction de réponse en fréquence FrF;, associée au déplacement z,.; en un

point M; pour i = 1,..., N, vérifie dans le domaine de Fourier I’expression :
= = xrel z(w al
VweR,  FrEw)= Za”h] (1.88)
xent(w

Ceci permet alors d’exprimer les déplacements absolus x4 ; selon la relation :

Tabs,i = X(i'emh FTE) + Zent- (189)

L’opération de convolution intervient de maniere récurrente dans ’analyse des systemes li-
néaires. Elle caractérise la notion de noyaux de Green, aussi appelés réponses impulsionnelles,
permettant de prédire la réponse d’'un systéeme par convolution avec la sollicitation qui lui est
imposée. Cette section est consacrée a ’étude de la restriction d’un opérateur de convolution a
un sous espace d’approximation V; de L?(R) dans le cadre d’une AMR.
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La projection de cet opérateur de convolution sur I’espace des ondelettes a 1’échelle J :

L2(R)® L2(R) — Vj,
! {W) = 85=Pr(x(Ps(p), Ps(7))). (1.90)

Comme pour 'opérateur d’intégration, au lieu de travailler avec des fonctions temporelles,
nous travaillons avec des voies de coefficients d’approximation des fonctions. C’est a dire nous
devons définir un opérateur algébrique qui réalise le calcul de la convolution de deux fonctions
de V; a partir de leur coeflicients relatifs a une base donnée de V.

Définition 1.25 (Opérateur algébrique de convolution). On appelle opérateur algébrique de
convolution associé & xs 'application bilinéaire K; de B (I*(R),*(R)) telle que :

PR)®IPR) — %(R),
J{ (s(o) s(v) ) — s(0), =Ky (8(@]78(7)]) =s(9),-T7-s(v) s

mettant en scene le tenseur tridimensionnel infini 77 dont les coefficients 7,7, pour (k,n,1) € Z3
sont calculés comme suit :

V(k,n ) € 2%, Ty = (X(Saps Gan)s O50) 12wy - (1.92)

(1.91)

Pour des fonctions données (¢7,7.,8) € V3, telles que 6; = xs(¢.s,7.), les coefficients (5)J
sont fournis par la relation :

vl € Z, =Ky (L@)J’m)z =Y @)k Ty 5(V)ame (1.93)

k,neZ

Preuve 4. Le calcul des coefficients du tenseur tridimensionnel peut étre fait facilement en
introduisant la formule de transformée en ondelettes discretes (L) et d’approximation d'un
signal de la proposition [[L.T0 dans la formule de I'opérateur de convolution approché donnée en

Equation (L.90]).

Par conséquent, le tenseur de convolution est entierement déterminé par les atomes dilatés-
translatés {¢; r};rez de la fonction d’échelle ¢. Les propriétés de symétrie, d’homothétie, d’in-
variance par translation et de forme creuse sont alors établies dans les propositions suivantes.

Proposition 1.26. Soit un couple (¢,1) de fonctions d’échelle et de détails engendrant une
AMR de L*(R) ; alors le tenseur de convolution T” pour J € 7 vérifie la propriété d’homothétie
sutvante :

V(k‘, n, l) € Z, %{n,l = 27J/277£n,l = 27J/27790—l+n,070' (1'94)

De plus, en supposant que ¢ est a support compact sur l'intervalle [1 — N, N, le tenseur de
convolution est a bande limitée et il est entiérement décrit par les seuls 6N — 4 coefficients non
triviauz tels que :

T00=T#0 si r€Z/[2—3N, 3N —3]. (1.95)

T

Afin de simplifier les notations, les coefficients 7;1‘,]0,0 sont désormais notés 7,7. On peut alors
introduire le vecteur 7 des 6N — 4 coefficients non triviaux du tenseur de I'opérateur 77. En
vertu de la propriété d’homothétie établie dans la proposition [[.26], il suffit de connaitre I'unique
vecteur 7 pour engendrer le tenseur de 'opérateur 77 & une échelle quelconque J € Z. En
mettant & profit la relation d’échelle, donnée en Equation (38, vérifiée par la fonction ¢, on
établit dans le théoreme suivant que les coefficients 7 vérifient de maniere univoque un probléeme
aux valeurs propres contraint par une équation de normalisation unitaire.
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Théoréme 1.27. Soit un couple (¢, 1) de fonction d’échelle et de détails engendrant une AMR
de L?(R), soit h le filtre passe-bas associé a la fonction d’échelle ¢ dont la réponse impulsionnelle

est a support sur [1 — N,N]; alors le vecteur T d’un opérateur de convolution satisfait les
propriétés suivantes :

i) T est la droite vectorielle associée a la valeur propre unitaire du systéme linéaire :

N

1
Up = 1 Z hihnhiuge 11—k, (1.96)
kn,l=1—N

it) Contrainte de normalisation des coefficients du vecteur T :
Y T=1. (1.97)
reZ

Preuwve 5. La relation donnée en Equation (.96]) s’obtient directement en injectant la relation
d’échelle, donnée en Equation (L38§]), dans 'expression des coefficients du tenseur d’intégration,
donnée en Equation (L92). La normalisation du vecteur 7 peut étre prouvée en changeant
l'ordre d’intégration, de sommation et de convolution :

Suivant la définition du vecteur de convolution, on a :

S 7= [ ([ nrte - npotoyar) ooy (198)

reZ reZ

En admettant sans démonstration que les opérations de sommation, de convolution et d’in-
tégration commutent (Cf. théoreme de Lebesgue), on obtient :

reZ rez

ZTT‘ = /R /]R [Z or(t — T)] o(r)dr | o(t)dt, (1.99)
—_——

=1

_ / / o(r)dr | o(t)dt = / S(t)dt = 1. (1.100)
R R R

=1

En se référant a la propriété fondamentale ‘Strang-fix’ [33] vérifiée par la fonction d’échelle
¢ :
Vt € R, > o(t—k) = / ¢(x)dz = 1.
R

keZ

La propriété de filtre a réponse impulsionnelle finie vérifiée par le tenseur de convolution peut
alors étre exploitée pour définir un algorithme de calcul approché rapide de la convolution de
deux fonctions.
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Implémentation rapide d’un calcul de convolution dans une AMR de L?(R)

Cette section a pour objectif de présenter un algorithme rapide permettant de réaliser le calcul
approché de la convolution de deux fonction (¢,v) € L?(R) par le biais d’un opérateur-ondelettes
de convolution K; construit a I’échelle J € Z. En restant tres général, les deux fonction ¢, -+,
utilisées a titre d’exemple dans cette section, sont supposées a support compact, resp. sur [0, 7]
et [0, T,] et leurs coefficients d’approximation s(¢) 7 s(7y) ; sont supposés connus. La méthode

de calcul fournit alors les coefficients d’échelles s(d) ; de la fonction § = x 7(®, ) en fonction
des coefficients s(¢p) > s(7y) , des fonctions ¢ et  via un aller-retour dans le domaine de Fourier.

Par définition de l'opération de convolution sur L?(R), la convoluée de deux fonctions &
support compact au-dessus est une fonction a support compact sur [0, T, —i—T,Y]. Par conséquent,
la voie de coefficients d’approximation de la convoluée est également & support compact aussi
dont la longueur est presque égale a la somme de celles des deux fonctions considérées.

Voici la relation de convolution algébrique entre s(y) , 5(7) ; et s(d) ,

vie[-N, 2/(T, +T,) + N —1],

(27 Tp+N-1) (27Ty+N-1)

s@ =277 > > 59k Treiin SO (1.101)

k=—N n=—N

Afin de transposer la relation donnée en Equation (L93) dans le domaine de Fourier tout en
garantissant la condition précédente portant sur le support de s(d) 7 il est nécessaire de prolonger
les vecteurs (go)J et (7)J par zero-padding et shifting.

On pose :
so_ [ s(@)uk—n si k€0, 2/T, +2N —1],
sl = { 0 si ke[2/T,+2N, 2/(T, +T,) + 2N — 1], (1.102)
so | s(V)in—N si ne [0, QJTv +2N —1],
0= { 0 si ne[2/T,+2N, 2/(T,+T,) +2N — 1], (1.103)
et
TsN—3—r si r€[0, 6N —5]
S0 __ 3N—3—r , ,
7;’ _{ 0 st re [6N-4’ 2J(T¢+Tf\/)—|—2N—1] (1104)

Une telle adaptation de support appliquée aux vecteurs M 7 m ; et 7 fournit une mé-
thodologie de ré-écriture de 'Equation (L.93) qui mobilise un mécanisme de “Zero Padding”et
un “Shifting”. Les calculs de la convolution de deux fonctions réalisés par 'opérateur x s, a une
échelle J € Z, peuvent alors étre traduits dans le domaine de Fourier.

Proposition 1.28. Soit un couple (¢, ) de fonctions d’échelle et de détails engendrant une
AMR de L%*(R). Soit h le filtre passe-bas de la fonction ¢ dont la réponse impulsionnelle est
a support compact sur [1 — N, NJ|. Soit ¢ et v deuz fonctions de L*(R) & support compact
[0, T,] et [0, T,], dont les projetées sur un espace d’approximation Vy, d’échelle J € 7, sont

déterminées par les voies de coefficients (LP)J = (s(ap)J,_N,...,3(<p)J72‘1T¢+N_1> et s(v), =
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<5(7)J7,N, e ,3(’7)]72JT_Y+N71). Soit 0 une fonction de Vy telle que § = xj(p,7) ; alors la voie

de coefficients d’approzimation (5)J vérifie dans le domaine de Fourier la relation suivante :
Vz € [0,L —1] tq L =27 (T, + T,) + 2N,

5(0)%0,(2) = 2772 L% 5(),(2) TSO(2) 5(7)%0,(2), (1.105)

dans laquelle ~ définit l'opérateur de transformée en Fourier discréte sur Z/LZ des suites et
3(5)‘30 correspond a un ré-arrangement du vecteur (5)J tel que :

50 B
50) 50, -y = <ﬁj,[4N,3, v 500 4N72]> . (1.106)

Preuve 6. Si on définit le vecteur de convolution discrete général :

/i(é)ﬁ% = 2_J/2(5(¢)/§(]\*ISO */@io)n/:\ ﬁ,?ioS(so)i% 5% s, (1.107)
s(0)%0,(z) = 2772L% 5(9)50 (2) T50(2) 5(7)%0(2),

analogue a l'implémentation rapide d’un calcul d’intégration, on peut montrer la relation entre

5(6)5 et s(9) , -

3(5)591 = 5(0)Jn-5N+3-

Enfin, la relation (I.I06) s’obtient facilement en mettant a profit la périodicité dans la trans-
formée de Fourier discrete.

Cette proposition montre que les calculs de convolution peuvent étre efficacement effectués
dans le domaine de Fourier, selon une complexité algorithmique en O(L logy(L)) au lieu de
O(L?) dans le domaine temporel. De plus, I’algorithme de convolution ondelettes donné par les
équations (LI0I) et (II0H) a une structure semblable & celui de la convolution discrete mis a
part la présence de I'opérateur 77 au milieu des formules en ondelettes.

Exemple 1.3. L’opérateur de convolution en ondelettes est illustré par une solution benchmark
exacte 0(t) = x(p,7) avec a(t) = sin(2nt) Ijg (t) et v(t) = cos(2nt) Ijg, (t) dont 'expression
analytique est donnée par :

5(t) = %Sm(m) (t T, (1) + (4— ) Ty, g(8)) -

Une comparaison entre 'opérateur de convolution-ondelette et la convolution discrete stan-
dard montre que la convergence de la convolution ondelette est plus rapide que celle de la
convolution discrete lorsque la fréquence d’échantillonnage augmente comme présenté sur la

Figure [L10

Les deux signaux sont initialisé a 1’échelle 15 (assez grande) pour qu’on puisse négliger les
erreurs causées par I’étape d’initialisation. Chaque fois que 'on convolue les approximations des
deux signaux a telle ou telle échelle, on fait aussi une convolution discrete pour les deux signaux
échantillonné en méme échelle. Sur la figure [LI0l on apergoit clairement que la convoluée en
ondelette converge plus rapidement vers la solution exacte que la convoluée discrete. De méme
que pour 'opérateur d’intégration, la convolution en ondelette nous donne une solution continue
tandis que la convolution discréte ne donne qu'un échantillonnage de la convoluée.
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FIGURE 1.10 — Convolution de deuz fonctions : comparaison entre la convolution en ondelette
et la convolution discréte

Dans le cadre d’'une AMR, l'opérateur de convolution-ondelettes est un opérateur approché
sur 'espace d’échelle & une telle ou telle échelle dont le résultat est la superposition des motifs
dilaté-translatés de la fonction d’échelle. Par conséquent, le résultat obtenu a une représentation
fonctionnelle qui n’existe pas dans la convolution discrete. De plus, grace a la propriété de
coupure fréquentielle réalisée par les espaces d’approximation d’'une AMR (cf. Section [[2.3]) on
peut maitriser la bande fréquentielle du signal convolué.

L’exemple ci-dessus a montré des avantages de la convolution en ondelette par rapport a la
convolution discréte, mais pour 'utiliser efficacement dans I'analyse des systeme dynamique, il
faut encore vérifier la robustesse au bruit de la convolution ondelette avec des signaux échan-
tillonnés issus d’enregistrements. La section suivant aborde ce probleme de résistance au bruit
de la convolution en ondelette.

Robustesse de opérateur de convolution-ondelette

Parce que la convolution est faite entre deux fonctions, s’il y a des erreurs dans une des deux
fonctions, ces dernieres se propagent dans la convoluée. La robustesse est examinée a travers le
relation entre les erreurs crées dans le résultat par rapport a celles causées dans la fonction de
convolution. Cette vérification est effectuée sur I'analyse d’un systéme dynamique & un degré de
liberté dont la réponse est la convoluée de la force et la fonction de transfert. Pour un oscillateur
harmonique de fréquence propre wy = 4 rad/s et d’amortissement spécifique critique & = 7%, la
fonction de transfert est donnée par :

1 —S-wol o3 /
h(t) = me £ t.sm( 1-— 52(4)0t). (1108)
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D’abord on applique sur ce systéme une force de créneau f(t) = Ijo, 1) et on suppose que les
amplitudes de cette force sont bruitées selon une loi uniforme

ft) = (1 +0.0(t).f(), (1.109)

ou #(t) est une variable aléatoire uniforme d’écart-type 1 et o est le niveau de bruit.

Nous créons N = 100 tirages de variables aléatoires et avec chaque tirage, il est possible
d’obtenir la réponse du systeme en convoluant la force bruitée avec la fonction de transfert. La
loi (forte) des grands nombres permet de calculer 'espérance et I’écart-type a chaque instant de
la réponse. L’ensemble de ces simulations sont réalisées a I'intérieur d’une seule et méme boucle
programmée dans ’environnement Matlab.

Comme dans l’exemple [[L3] on fait aussi la comparaison de la robustesse de la convolution
en ondelettes vis a vis de la convolution discréte en fonction de 1’échelle d’échantillonnage et du
niveau de bruit. Les résultats obtenus sont présentés sur les Figures de [L1T] [LT12 et LT3

Les résultats montrent que la convolution en ondelette nous permet d’obtenir une réponse pas
plus bruitée qu’avec la convolution discrete mais les erreurs locales des réponses sont légerement
plus petites. Cette différence est surtout plus nette apres le moment ou la force s’arréte. En
augmentant 1’échelle d’approximation les signaux approchés sont plus proches des signaux exacts
et on peut diminuer les écart-types. Ici, 'amplitude du bruit ne joue pas un réle important car
les écart-types sont presque linéaires avec ’amplitude du bruit comme illustré sur la figure .13l

De plus, malgré le niveau de bruit assez grand (10%) dans la force, on voit bien que 1’écart-
type dans la réponse est assez petit. Il faut noter ici que la fonction de transfert joue aussi le role
d’un filtre, I'opérateur de convolution-ondelette peut étre robuste pour ce type de force mais pas
pour d’autres. Nous allons donc examiner la robustesse de la convolution en ondelette avec un
autre type de force dont les résultats obtenus sont présentés sur les figures de [[L.14], et

A travers deux exemples des forces différentes, nous pouvons conclure que la convolution en
ondelette est résistante au bruit et plus pertinente que la convolution discrete lorsque le nombre
d’échantillons convolués est de taille moyenne.

1.3.3 Opérateur de déconvolution-ondelettes

La relation donnée en Equation (L89) montre que la connaissance empirique des fonctions de
réponse en fréquence associées aux déplacements des nceuds de la structure permet de construire
les opérateurs de Green G; de cette derniere offrant, en théorie, la possibilité de prédire son
comportement, en ces mémes nceuds, pour des sollicitations quelconques. Il s’agit d’évaluer les
fonctions de réponse en fréquence, selon 'axe Ox, des différents étages de la structure par rapport
a l'accélération d’entrainement imposée. Cette section présente 'opérateur de déconvolution-
ondelette permettant de satisfaire un tel objectif.

On considere un opérateur de convolution en ondelette a 1’échelle J ,noté x, associé a une
fonction d’échelle de Daubechies d’ordre N. Cet opérateur voit sa forme tensorielle Z‘] entiere-
ment déterminée par un filtre 7 de 6N — 4 coefficients non triviaux (cf. section [L3.2). L'objectif
des calculs, présentés dans cette section, est d’évaluer les coefficients d’approximation s(h)s, a
une échelle J € N en fonction des coefficients d’approximation ﬂ ; et @ ; des deux fonctions

connues x et f telles que z = x j(h, f).
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1.3. Approche opérateur-ondelettes ENTPE
Force Réponse ondelette Réponse numérique Erreurs moyennes Ecart-type
x10° x10°
1.5 0.2 0.2 .
[
1] 1
Z 0 0
c 05
w
0 -0.2 -0.2
0 10 20 O 10 20 O 10 20
1 5 bruité 02 bruité 02 bruité
(e} moyen moyen moyen
n 1 exact exact exact
e
c 0.5
w
0 -0.2 -0.2
0 10 20 0 10 20 O 10 20

1.5

= 0.5

Ech.J =9
