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Introduction

Il est important, aussi bien pour l'ingénieur que pour le physicien, de disposer
d'outils efficaces et généraux pour l'approximation numeériques des phénomenes
¢lectromagnétiques. Mais malgré la puissance toujours accrue des ordinateurs
scientifiques, il est encore difficile aujourd'hui de pouvoir calculer les champs
€électromagnétiques autour de géométries complexes, constituées de matériaux
quelconques. En général, la stratégie de résolution est la suivante. On commence par
découper la géométrie en plusieurs domaines. Un domaine (I) ou les dimensions
caractéristiques des objets sont grandes devant les longueurs d'ondes caractéristiques et
ou I'approximation de I'optique géométrique est envisageable. Des domaines (dont fait
partie le domaine extérieur) de type (II) ou les caractéristiques €lectromagnétiques du
milieu sont constantes et ol le probleéme peut étre ramené, par équation intégrale, 3 un
probléme sur une surface finie. Enfin, un domaine (III) ot les caractéristiques du milieu
sont variables et ol une discrétisation par éléments finis doit étre réalisée.

La mise en oeuvre informatique est encore plus compliquée si le probléme est
instationnaire. La dimension supplémentaire (le temps) peut conduire rapidement a une
saturation des ordinateurs les plus puissants a 'heure actuelle.

Dans cette thése nous allons proposer une approximation utilisable dans les zones
(II) et (I) et dans le cadre fréquentiel. I s'agira donc d'un couplage éléments finis
-équation intégrale.

Afin d'étre le plus général possible nous travaillerons 4 la fois en champ électrique
et en champ magnétique. En effet, habituellement, on élimine une de ces deux variables
afin de réduire la taille des problémes. Mais certains matériaux ont des lois de
comportement couplant a la fois E, D, B et H, et cette élimination n'est pas toujours
possible.

Dans la zone (III), le maillage en éléments finis d'une structure complexe et le
calcul numérique sont grandement facilités s'il est permis a la triangulation d'éwre
totalement déstructurée (non coincidence des sommets des éléments). Nous avons ainsi

été conduits a étudier une méthode d'éléments finis discontinus, basée sur une



décomposition des flux. Cette méthode est une adaptation au cadre fréquentiel de schémas

classiques utilisés dans I'approximation des problémes hyperboliques en temps.

Cette approche originale a nécessité de préciser certains résultats théoriques
(notamment le lien qui existe entre le probléme temporel et le probleme fréquentiel) et de

tenter de montrer la convergence de l'approximation obtenue, qui est non conforme.

Par ailleurs une équation intégrale adaptée a la méthode est décrite pour la
résolution du probléme dans la zone (II).

Enfin, depuis quelques années, on assiste & un développement du calcul
scientifique sur des ordinateurs 2 architecture paralléle. Nous décrirons donc des

algorithmes de résolution adaptés a de telles architectures.



A. Rappels d'électromagnétisme

Résumé:

Dans ce chapitre, on rappelle les propriétés élémentaires du champ électromagnétique:
équations, énergie, lois de comportement, relations de compatibilité. En considérant des
lois de comportement de matériaux parfaits, les équations de Maxwell prennent la forme
d'un syst¢me hyperbolique symétrique linéaire, ou systéme de Friedrichs. Souvent, ce
qui sera dit par la suite sera donc généralisable a de tels systemes. L'étude des systémes
de Friedrichs est importante car ce type d'équations aux dérivées partielles intervient
souvent en physique dans la modélisation des phénomeénes de propagation linéaires. Ils
peuvent également servir d'outil théorique pour I'étude des systémes hyperboliques non
lin€aires (voir Alinhac [2], Payne [30]).

A.1. Les équations du champ électromagnétique
A.1.1. Forme intrinseque

La forme intrinséque des équations de Maxwell fait intervenir des dérivées extérieures
faibles de formes différentielles. Elle est plus générale que I'écriture en terme d'équations
aux dérivées partielles, car elle permet de prévoir le comportement des grandeurs
physiques dans un changement de repere. Sur I'espace-temps R4, nous considérons
donc un référentiel d'inertie, lié au systeéme de coordonnées (xg, X1, X2, X3). Xg =t
permet de repérer le temps et (x1, X2, x3) la position spatiale. Les équations de Maxwell
relient entre elles diverses grandeurs physiques que nous supposerons dans la suite &tre
des distributions sur R4 & valeurs complexes. Dans le repere considéré, la densité de
charge €lectrique est notée p, le courant électrique, j = (j1, j2, j3). Le champ et I'induction
magnétique sont notés respectivement H = (Hj, Hp, H3) et B = (By, B9, B3). Le champ
et I'induction électrique sont notés respectivement E = (Ey, Ep, E3) et D = (D1, D9, D3).
Considérons alors les formes différentielles (ou plus généralement les courants):

F=(E;dx; +Exdxa+E3zdx3) Adxg +
B1dxpadx3 + By dxaadx) + B3 dxjadx)
G =—(H; dx) + Hp dxp + H3 dx3) A dxg +

D1 dxpadx3 + Dy dx3adx) + D3 dxjadxs
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Y= (1 dxoAdx3 + jp dx3adxi +j3 dxiadx)Adxg —p dxjAadxaadxs
Les €quations de Maxwell s'écrivent alors (au sens des courants):
(A.1.1.D) dF =0
(A.1.1.2) dG+vy=0
Pour I'établissement de ces équations voir Choquet -Bruhat [11] et Mazet [28].

A.1.2. Ecriture en coordonnées locales

En coordonnées locales, les composantes des formes F, G et v sont solutions des

€quations aux dérivées partielles suivantes (a prendre au sens des distributions):

(A.1.2.D) divj+op=0 (équation de conservation de la charge)
(A.1.2.2) divD=p

(A.1.2.3) rotH=j+90,D (loi d'Ampere)

(A.1.2.4) divB=0 (absence de charge magnétique libre)
(A.1.2.5) rotE+ 0B =0 (loi de Faraday)

A ce stade, il y a plus d'inconnues que d'équations. Des relations phénoménologiques,
décrivant le comportement du milieu ol sont vérifies (A.1.2.1)-(A.1.2.5), vont
permettre de fermer le systeme. Ces relations sont issues de 'expérience, et sont moins
universelles que les équations précédentes. Elles seront décrites au § A.2.

A.1.3. Mise sous forme matricielle

Dans la suite, il sera commode de réécrire les €quations (A.1.2.3) et (A.1.2.5) sous
forme matricielle. En effet, introduisons les matrices symétriques:

-

0
Al =

SO O
— OO

o Lo

OO O
oo

!
—

S - O

, AZ

00 -1
0 000
= 100
001
000 0
| -100

A3 =

O e O

L
coo

o lo
R =1
coo
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alors les lois d'Amperes et Faraday s'écrivent (avec la regle de sommation sur les indices
répétés):

A.13.1 a[D]quAiai[E}:[“j] i=1.3
( ) g H (i )
Nous écrirons également:

f(91,02,03) = () = A9, =}'
| VA 0

A.2. Relations phénomenologiques
A.2.1. Lois de comportement linéaires

Nous n'envisagerons dans la suite que des lois de comportement de matériaux parfaits (cf
Bouix [7] et Petit [32]). Nous supposerons donc qu'il existe des matrices réelles £(t,x),
H(t,x) et o(t,x) ( (t,x) € R4) appelées respectivement permittivité €lectrique, perméabilité

magnétique et conductivité électrique du milieu, telles que dans le repére choisi:
(A.2.1.6) D=¢E
(A.2.1.7) B=pH

(A.2.1.8) Jj=0E (loi d'Ohm)

Ces "lois" sont issues de l'expérience et sont assez précises dans la plupart des
matériaux. Mais elles sont parfois insuffisantes. Ainsi, pour le fer, la loi d'Ohm s'avere
mauvaise.

A.2.2. Compatibilité avec la thermodynamique

Les matrices €(t,x), (t,x) et 6(t,x) ne sont pas quelconques. Leurs propriétés sont

déduites de quelques principes physiques.

En particulier £(t,x), L(t,x) sont des matrices réelles symétriques définies positives et
o(t,x) est réelle positive. Dans le vide e=p=1 (les €quations sont adimensionnées et la
vitesse de la lumiére est supposée égale 2 1) et 6=0.

Dans un matériau, € et |t sont des matrices supérieures ou €gales a l'identité, au sens ol
les produits <eX,X> et <uX,X> sont supérieurs ou égaux a <X,X> pour tout vecteur X

de €3 (<.,.> désigne le produit hermitien usuel, sesqui-linéaire par rapport a la seconde
variable).
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A présent, les équations (A.1.2.1)-(A.1.2.5) se réduisent donc a:
(A.2.2.1) di (€E) —rot H = — oE

(A.2.2.2) dy (WH) ~rotE=0

systeme de 6 équations a 6 inconnues qui entrainent notamment (il suffit d'appliquer

l'opérateur divergence a ces équations):

(A.2.2.3) div(eE) = div(€E) =0 = c1(x) (dans tout ouvert spatial ol ¢

est identiquement nul au cours du temps)
(A.2.2.4) div(uH) = div(uH)=¢ =c2(x)
ol ¢1 et ¢ sont des distributions indépendantes du temps.

Afin d'écrire les équations (A.2.2.1)-(A.2.2.2) sous forme matricielle, introduisons

encore:

_|E o_| €&tx) 0 [ o(tx) 0
(D*{H}’A "{ 0 u(t,x)}etB‘{ 0 0

nous obtenons alors:
(A.2.2.5) 0y A0(t,x) @ + Aig; @ + B(t,x) P =0

Cette écriture permet d'envisager des lois de comportements plus générales, de la forme
D=D(E,H) et B=B(E,H). La matrice A0 n'est alors plus diagonale par blocs.

Dans la suite, toute solution de (A.2.2.5) sera désignée par champ électromagnétique total
(on exprime ainsi que le second membre des équations de Maxwell est nul).

Sous la forme (A.2.2.5), les équations de Maxwell entrent dans une classe bien connue
d'équations aux dérivées partielles: celle des systémes hyperboliques symétriques du
premier ordre ou systemes de Friedrichs. Ces systemes permettent de modéliser la plupart
des phénomenes hyperboliques linéaires de la physique. Donnons en la définition

générale.
définition (A.2.2.6):
Un opérateur aux dérivées partielles défini sur D'(IRMP de la forme

G = I AK(,x)e + B(t,x)¢ (k=0..n)
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est un systeme de Friedrichs ssi

(A.2.2.7) les matrices complexes pxp (AK(t,x))k=0_n sont (assez) réguliéres en (t,x)
et hermitiennes

(A.2.2.8) AOest uniformément définie positive
(A.2.2.9) B estassez réguliére.
Si de plus:

(A.2.2.10) B+ ' B est positive

le systéme est alors dit dissipatif

Tout ce qui suit est adaptable, moyennant des modifications mineures, aux systemes de
Friedrichs dissipatifs.

A.3. Matrice des flux

Soit n=(n1,n2,n3), un vecteur unitaire de IR3, la matrice des flux f(n) = Ain; est définie
par:

f(nl,nz,n3) =f(n) = Aini - 0 -nA

nA 0

Elle intervient de fagon fondamentale dans les relations de compatibilité entre milieux,
formule de Green et formule de Stokes. Nous détaillons ici ces propriétés. Le schéma
numérique décrit plus loin est basé sur une décomposition de celle-ci en partie positive et
négative.

A.3.1. Matrice des flux et relations de compatibilité

Soit %, une surface spatio-temporelle réguliére, orientée par une normale
N = (ng, nt, n2, n3) = (n, n), séparant R4 en deux ouverts Q1 et Qo, et soit O une

distribution appartenant & C1(Q;) pour i=1,2. Supposons que @ soit solution des

équations de Maxwell (A.2.2.5) écrites au sens des distributions:
d AV(x) @ + Ai9; & + B(x) @ =0

Par conséquent, dans Q1 et Q», ot @ est Cl, I'équation ci-dessus est vérifiée au sens des

fonctions, et sur la discontinuité T, ® vérifie la relation de saut
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(A3.1L.D) 0 A%x)e De + Alnj D¢ = n; AO(x)g Dy + Aln Dy

Les indices (e) (comme extérieur) et (d) (comme dedans) sont relatifs respectivement au
coté de N et au c6té de —N sur . Dans le cas ol ng est nul (la discontinuité est purement

spatiale) (A.3.1.1) se réduit a:

(A.3.1.2) (nAE)e = (nAE)4 et (nAH)e = (nAH)q

Les composantes tangentielles de E et H sont donc continues. Afin d'estimer le saut des
composantes normales, il faut appliquer I'opérateur divergence 4 (A.2.2.1)-(A.2.2.2)
ainsi, si ¢ est identiquement nul (cf (A2.2.3)-(A.2.2.4)):

div(eE) = div(eE) =g
div(uH) = div(uH) (=g
Ces deux équations supplémentaires entrainent alors:

(A.3.1.3) <n,eE>¢ — <neE>q = (<n,eE>, — <n,eE>q) ’ t=0
et <n,pH>e — <n,uH>q = (<n,uH>, — <n,uH>q) ttzﬂ

(ici <, > désigne le produit scalaire usuel ou le produit hermitien, semilinéaire par rapport
a la deuxiéme variable).

On voit sur 'exemple des équations de Maxwell que le noyau de la matrice des flux joue
un role important. Afin d'estimer le saut des composantes de ¢ qui sont dans le noyau de
f(n), il faut faire "quelque chose en plus”. Pour des systtmes de Friedrichs généraux, une
matrice des flux non inversible correspond a l'existence de solutions de (A.2.2.5)
stationnaires.

A.3.2. Matrice des flux et formule de Stokes, énergie

C'est la définition d'une énergie qui permet de faire intervenir les grandeurs
€lectromagnétiques dans d'autres théories physiques (mécanique, thermodynamique...).
Effectuons le produit hermitien de I'équation (A.2.2.5) par &, et prenons en la partie

réelle (on obtient ainsi un produit scalaire réel):
Re (< (3 A0+ @) +B) D, d>)=0 soit:

(A3.2.1) A <ADD > +9; < AlD.®>=_2 Re <B®,d>
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W=<A0D,D > = <eE E>+ <puHH> représente la densité volumique d'énergie.

di < AlD,®d > s'écrit encore div ( E AH + EAH), et EAH+EAH est appelé vecteur

de Pointing.
De plus —-Re <B®,d> = —Re <oE,E> <0, ainsi (A.3.2.1) devient:

(A.3.2.2)  9W +div (E AH + EA H ) = —2Re <oE,E>

(A.3.2.2) est I'équation de conservation de I'énergie. Le terme au second membre traduit
la dissipation par effet Joule. Notons également pour mémoire que (A.2.2.5) est un
systeme hyperbolique écrit sous forme symétrique et que W est une entropie de Lax pour
ce systeme (voir Lax [24], Mazet [8]).

Considérons maintenant un domaine spatio-temporel D de frontiére 9D et de normale N
sortante a D sur dD . N a pour composantes (ny, ni, n2, n3) = (ng, n). Supposons que ®

soit CI( Q ) et intégrons (A.3.2.2) sur D, alors la formule de Stokes conduit i:
(A.3.2.3) f 3 <AlD,® >+ 9 < Alp,® > = [ ny < A0D,® > + n; < AlD, D >
D JD

= 2] Re <B®D D>
D

<(A0n; + Ainj)®@,D> est le flux d'énergie de @  travers oD. <(Aln))®,d> = <f(n)D,d>

est le flux d'énergie spatial.
A.3.3. Matrice des flux et formule de Green

Dans le paragraphe A.3.2, nous avons défini I'énergie €lectromagnétique en prenant la
partie réelle du produit hermitien de I'équation (A.2.2.5) par ® et en utilisant la formule

. 1 .
de Stokes. L'égalité Re < Alg;d,® > = 5 di < AlD,® > est également trés importante. 11

est en effet bien connu des physiciens que lorsqu'on travaille avec des grandeurs
complexes, le flux d'énergie est la partie réelle d'un produit hermitien.
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La formule de Green, elle, s'utilise de la facon suivante, Considérons le méme domaine
spatio-temporel D de frontiére dD et de normale N sortante & D sur 9D. Supposons que &

et \¥ soient C1( ). Effectuons le produit hermitien de (A.2.2.5) par ¥ et intégrons sur

D, alors;

(A3.3.1) f <0 ADo¥ > + < d; AlD, ¥ > =f ne < Al > + nj < Ald ¥ >
D oD

+ f<<D,—atA0‘{’>+<(D,—aiA“I’>=f — <BO,¥>
D D



B. Le probléme de la diffraction

Introduction:

Dans ce chapitre, on s'intéresse 2 la fois aux équations de Maxwell temporelles et
fréquentielles. Curieusement, ces deux études sont souvent présentées de fagons
indépendantes, et les conditions de rayonnement qui interviennent dans les équations
fréquentielles sont parfois difficiles 2 appréhender. Nous préférons interpréter ici les
solutions fréquentielles comme des comportements asymptotiques de solutions
temporelles en admettant le principe dit d'amplitude limite (étudié par exemple par

Vainberg [47] et Rauch [38]). Un intermédiaire pratique est d'étudier un probléme
fréquentiel perturbé, transformé de Laplace du probleme instationnaire, plus facile 3
résoudre, en envisageant des fréquences complexes de partie imaginaire < 0 et de faire

tendre la partie imaginaire vers 0. C'est la méthode d'absorption-limite.

Par ailleurs, il s'avére que le concept d'opérateur_maximal-monotone permet de bien

poser d'un coup le probléme temporel et le probléme fréquentiel perturbé. Nous passons
donc un certain temps & montrer que la partie spatiale de l'opérateur de Maxwell est un
opérateur maximal-monotone. Dans le cas du probléeme aux limites cette démonstration
n'est pas simple et repose sur des résultats fondamentaux de Friedrichs, Lax, Philipps
([16], [17], [25]) et Rauch [37]. La présentation adoptée ne prétend pas a l'originalité
(voir Petkov [34] par exemple). Elle a I'avantage d'étre valable pour une classe assez
vaste de systemes de Friedrichs.

B.1. Equations du champ diffracté
B.1.1. Champ total, champ diffracté

Les €quations (A.2.2.5) sont trés générales et permettent de décrire les phénomenes
électromagnétiques (€lectrostatiques ou électrodynamiques) dans la plupart des milieux.
Nous allons nous restreindre ici & un probléme plus particulier, dit de la diffraction: un
corps dont les caractéristiques électromagnétiques €, 1, G sont connues, est plongé a
l'instant t=0 dans le vide oli régne une onde incidente, en général purement propagative
(absence de charge €lectrique ou magnétique). Il s'agit de déterminer la perturbation du
champ incident induite par le corps: le champ diffracté. Le champ diffracté est donc la
différence @y — Djpc , ol Oyo est le champ électromagnétique total en présence de
l'obstacle et Djpe le champ incident qui régnerait dans I'espace en l'absence de celui-ci.
®jyc est donc solution de:
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dt Pinc + f(0) Pipec =0
(B.1.1.1)

div Ein¢ = div Hjnc = 0 (si absence de charges)

D¢ est di a l'apparition du corps. Pour les temps négatifs, il s'identifie donc & ®@jpe.
Introduisons Y(t), I'échelon de Heavyside afin de modéliser l'apparition brusque de
'obstacle, et posons:

A0(tx) =T+ Y(t) (A0x) - D) et
B(t,x) = Y(t) B(x)
®y¢ est alors solution de:
(B.1.1.2) d AO(t,x) Dyor + £(9) Dior + B(1,x) Py = 0

Nous allons supposer que l'obstacle est inclus dans un compact K. Par conséquent
d'apres le § A.2.2, AO>I, B=0 et dans le complémentaire de K, A0=[ et B=0.

B.1.2. Probléeme d'évolution pour le champ diffracté

Dans le passé (t < 0) le champ total est connu (Do = Dipc) ainsi que le champ diffracté d
(@=0). Le probleme de la diffraction va donc se mettre sous la forme d'un probléme de
Cauchy (probleme d'évolution en temps avec condition initiale & t=0) vérifié¢ par ®. La

dérivation du premier terme de (B.1.1.2) au sens des distributions conduit a:
[ AO(x) Do ] (t=0%) — [ Dinc ] (t=07) =0
et permet de préciser la donnée initiale de Cauchy. De plus, pourt > 0,
9y AV(x) (@+Dinc) + f(9) (P+Pinc) + B(x) (P+Dipc) =0
et nous obtenons ainsi le probleéme de Cauchy du champ diffracté pour les temps positifs:

(B.1.2.1)
avec la condition initiale: ®(t=0*) = (AO(x)-1 - T) Dipc(t=0)

D'apres les propriétés de AV et B, la condition initiale ainsi que le second membre S(®@inc)
sont a support dans K. Le probleme (B.1.2.1) est encore écrit de fagon formelle (nous

n'avons pas justifi¢ 'existence des traces sur le plan t=0). Le cadre mathématique correct
sera décrit au § B.3.
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B.1.3. Introduction au probléme asymptotique
Lorsque le champ incident est sinusoidal en temps:
Dinc(t,x) = Pinc(x) et

le probléme asymptotique consiste & déterminer le comportement asymptotique en temps
(t tend vers + co) du champ diffracté. Notre hypothése de travail fondamentale sera que le
principe dit d'amplitude limite est vrai, c'est & dire que ®(t,x) peut se mettre sous la

forme:

. m .
(B.13.1) ®(tx) = D(x) e + Y @ (x) e +u(tx) ot lim u(tx) =0
k=1 t—3 400

avec Wk # o et la limite étant prise en un sens a définir. Cette décomposition exprime que
le champ diffracté est superposition de plusieurs types d'ondes: une onde harmonique de
pulsation @ correspondant a la pulsation du champ incident, des ondes harmoniques (en
nombre fini) correspondant a des fréquences propres du probléme, et d'une onde
évanescente.

On connait des situations ol ce principe est vrai (voir Rauch [38], Vainberg [47]) pour
des systemes de Friedrichs généraux, pour les équations de Maxwell, ou pour des
systemes d'ordre plus élevé (équation des ondes). Des hypothéses géométriques jouent
un role fondamental dans ces travaux. Il suffit par exemple que toutes les singularités de
la condition initiale (transportées par les bicaractéristiques nulles du systeme) s'échappent
de tout compact spatial en un temps fini; I'obstacle est alors dit non captif.

Mais il existe aussi des cas ou ce principe est faux: dans une cavité métallique, par
exemple, quand ® est fréquence propre.

Si le principe d'amplitude limite est vrai, on peut montrer que les @y (les modes propres)

sont a support compact (voir Rauch [38]), donc invisibles pour un observateur €loigné.
L'inconnue du probléme asymptotique est donc la distribution ®(x). Dans la suite de ce

travail, nous nous contentons de supposer la décomposition (B.1.3.1) acquise et nous
montrons comment le probléme asymptotique (déterminer ®(x)) peut étre alors

naturellement défini via la transformée de Laplace en temps.
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Définition (B.1.3.2):

Soit £2 un ouvert borné contenant K (le corps inhomogeéne). Soit u(t,x) un élément de
C( [0,+00[ ; L2(Q)) N L [0,+00] ; L2(Q)) (espace naturel d'appartenance des
solutions du probléme d'évolution: cf plus loin). Soit p un complexe de partie réelle
strictement positive. La transformée de Laplace partielle par rapport au temps de u au
point p est:

+-00
Ly(u) = f e Plu(t,.) dt
0

c'est une fonction holomorphe par rapport a p, a valeur dans L2(Q) sur l'ouvert
Re(p)>0.

Posons p=iw+v avec v > 0 et My(u) = v Lig+yv (u). Le théoréme suivant montre que
l'opérateur limite Mg+ permet d'isoler dans (B.1.3.1) le terme essentiel, c'est & dire ®(x).

Théoreme (B.1.3.3):

supposons que @(t,x) soit de la forme (B.1.3.1):

m
D(t,x) = D(x) €O + Y Dy(x) el®kt + u(t,x)
k=1

avec @, Og e L2(Q), u(t,x) € C([0,+oo[ ; L2(Q)),
T
@k # oet (B.13.4):  lim %f [l u(t,) |72 dt = 0
T— 400 0

alors Lim My (®(t,x)) = O(x) dans LA(Q)
v—Qt

remarqgue:

La convergence de ||lu(t,x)||2 vers 0 dans L.2(Q) quand t— + = entraine bien sir la
convergence de cette méme quantité vers 0 en moyenne temporelle quand t— + .
L'hypothese (B.1.3.4) n'est donc qu'un moyen d'avoir un énoncé plus général. De plus,
cette hypothese joue un réle important dans certains travaux de théorie du scattering des
problemes hyperboliques (cf. Petkov [33], [34], Stefanov et Georgiev [46] ).
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preuve:

Par lin€arité de la transformée de Laplace, on peut calculer My, de chaque terme de la
somme séparément:

MyCP (eI = v W(x) Lysip(eM) = v () —————  (v>0)

VvV +1i(w-n)

- 0 si =N
— ¥Y(x) si w=n

Il reste donc & montrer que My(u) tend vers 0 quand Vv tend vers 0+, Or, par application
de I'inégalité de Jensen (x—x2 est une fonction convexe et v eVt une mesure positive de

masse 1 sur R), on a:
2

+00 +o0
v I ePlu(t,) dt]| <v f eVt|| u(t,.) || 2 dt
0 0

et par une intégration par partie, le deuxiéme terme de l'inéquation précédente devient

t

400
vzf eVt f(t) dt, avec f(t) = lt—] Il u(t,) |2 de
0 0

Puisque f(t) tend vers 0 en +eo, elle peut étre majorée par g(t) réguliere, décroissante,
tendant vers 0 en +oo. Alors

1

+oo r+oo e
=
V2 f e Vit f(t) dt < v2 eVttg(t)dt=v?2 f ey g(t) dt
0 Jo 0

“4-oc0

+v2 eVt g(t) dt
1

Vv

Le premier terme du membre de droite est majoré par v g(0) et le second par g(-\}—_,). Par
\Y
conséquent My(u) tend bien vers zéro quand v tend vers 0+. ¢

L'application de My aux équations (B.1.2.1) conduit aux €quations harmoniques
perturbées, comme le montre le théoréme suivant:
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Théoreme (B.1.3.5):

My(@(t,x)) = Dy(x) (v > 0) vérifient les équations suivantes (dites harmoniques

perturbées):

(B.1.3.6) p A0(x)®y + f(@)®y + B(x)®y = ~-B®inc(x) + (I-A0)pDinc(x) = Sy(Pinc)

preuve: immédiate, sachant que Lp(dyv) = p Lp(v) — v(0F). ¢

D'apres ce qui précede, 1'inconnue du probléme asymptotique est la limite dans L2(Q) de
My (®(t,x)) = Py(x) quand v tend vers 0*. Cette limite sera notée indifféremment ®(x)
ou Og+. Oy, sera également notée ® lorsqu'aucune ambiguité n'est & craindre. En prenant
la limite au sens des distributions de I'équation (B.1.3.6), on voit que ®(x) est solution

des équations dites harmoniques:
(B.1.3.7) i AVX)D(x) + f(@)P(x) + BX)P(x) = —BPjpc(x) + (I-A9)i®inc(x)

Le probleme (B.1.3.7) est en général mal posé sans condition sur @ & l'infini (condition
de rayonnement), et admet une infinit€ de solutions. En revanche, notre définition du
probléme asymptotique assure existence et unicité de la solution si le principe d'amplitude
limite est vrai.

Par ailleurs, nous verrons dans la suite que (B.1.3.6) est un probléme bien posé dans L2.
Sans admettre le principe d'amplitude limite, on pourrait se demander si la limite de @,
quand v tend vers 0% existe (procédé d'absorption-limite). On définit ainsi un nouveau

probleme bien posé au moins en unicité (par unicité de la limite).

Dans Abboud Nédelec [1], sont montrées I'existence et I'unicité du probléme harmonique
avec condition de rayonnement . Le matériau inhomogéne est supposé analytique par
morceau sans conducteur parfait. Voir Bendali [4] pour une application du procédé
d'absorption limite a I'équation de Helmoltz.

B.2. Conditions aux limites

Il peut arriver qu'il faille adjoindre a (B.1.2.1) ou (B.1.3.6) des conditions aux limites
sur dQ2. Nous distinguerons les conditions aux limites locales sur 0Q qui expriment
I'appartenance de @ a N(x), espace vectoriel dépendant de x € dQ, des conditions aux
limites globales qui lient entre elles toutes les valeurs de @ sur Q2. Les conditions
transparentes sont nécessairement globales. Donnons quelques exemples dans le cas de
I'électromagnétisme.
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B.2.1. Obstacle métallique

Supposons qu'une partie de d€2, notée 9 soit une interface entre le domaine de calcul
2 et un métal infiniment conducteur (c'est a dire un matériau parfait ohmique de
conductivité o infinie). En un point x de dQme; le champ électrique total vérifie
nAEo =0, n étant la normale 2 dQmer. L'obstacle métallique a la propriété de réfléchir

I'énergie, c'est a dire qu'au point x, le flux d'énergie du champ total est nul, en effet:

: - -nAH
Do =[ gtm } et Alnj®y,, = 0 - Dior = o

tot nA 0 nAE

donc
<f(n) Do, Dot > = < — nAHqor , Egor > = 0 car Eyg; est tangeant a 0.
B.2.2. Conditions aux limites d'impédance:

Elles sont de la forme

nAEgo = & nanAHy o étant une fonction de x € dQ de partie réelle positive (respt
négative). Le flux d'énergie est alors:

Re < f(n)CI)m[ s (D[OI > = Re <-nAHgp¢ , E[Ot >+ Re <nAEt , Hiot >
= Re <nAEo; , Hiot > + Re < & nAnAHg , Hygr > (produit mixte)

=2 Re (o) < nAanAHiqt , Hior > =2 Re (o) (HLJZ
ol HI)[ désigne la composante tangentielle de Hyo; c'est a dire Hg)f Hiot — <Hior,n > n

Par conséquent, le flux d'énergie est rentrant (respt sortant).
B.2.3. Introduction aux conditions transparentes

Pour 'analyse numérique du probleme de la diffraction, il est nécessaire de se restreindre
a un domaine borné €2, le domaine de calcul, contenant le corps inhomogéne K. La
frontiere de Q est appelée frontiere artificielle. Il s'agit de trouver sur 9Q une condition
aux limites qui assure I'existence et I'unicité de la solution de (B.1.2.1) ou (B.1.3.6) et
d'autre part est telle que cette solution est bien la restriction de la solution du probléme de
la diffraction en domaine non borné. Souvent, cette condition (dite transparente) a la
forme d'une équation intégrale:
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f M(x—y) ®@(y) do(y) =0, pour tout x de 0Q2
0Q

C'est une condition globale. Signalons qu'il existe des conditions aux limites locales
approximativement transparentes. Celles-ci sont en général d'autant plus précises que 92

est loin du corps inhomogéne.
B.3. Formulation abstraite des problémes précédents

B.3.1. Opérateurs maximaux monotones

Le concept d'opérateur maximal monotone va nous permettre de résoudre aussi bien le
probléme harmonique perturbé (B.1.3.6) que le probléme d'évolution (B.1.2.1) grice au
théoreme de Hille-Yosida. Commengons par en rappeler la définition (voir Brézis [9] et
[10] pour un exposé plus complet):

Définition (B.3.1.1):

Soit H un espace de Hilbert complexe, et A un opérateur linéaire de domaine D(A)
H et d'image R(A) < H. A est dit maximal-monotone ssi:

(B.3.1.2) Vxe D(A),Re<Ax, x> =[Ax,x] =20 (monotonie)

(B.3.1.3) (I+A) est surjectif de D(A) sur H (maximalité)

La définition entraine en particulier les propriétés suivantes:
(B.3.1.4) D(A) est dense dans H et A est un opérateur fermé.

(B.3.1.5) V p e € de partie réelle Re(p) > 0, (pI+A) est bijectif de D(A) sur H et

H(pI+A)"1HL,(H)= sup H(pI+A)“1(x)H_<_ L_ (L(H) est I'espace des opérateurs
=1 Re(p)

bornés de H dans H, muni de la norme habituelle).

A cette classe d'opérateur, le théoréme de Hille-Yosida est applicable. De plus, dans une
certaine mesure, certaines propriétés des opérateurs auto-adjoints s'étendent a ces
opérateurs (en particulier la possibilité d'un calcul fonctionnel, voir par exemple Maslov
[27]). Nous rappelons le théoréme de Hille-Yosida.
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Théoréme de Hille-Yosida (B.3.1.6):
Soit A un opérateur maximal monotone de I'espace de Hilbert H.

Pour tout ug dans D(A), 3! u dans CI( [0,+e[ ; H) N C( [0,+co] ; D(A) )
solution du probi¢me d'évolution:

%«bAu:O

u(0) = ug de plus,

@<l uo® ] et]|[ ]| =] Auw ] <[] Augto)|

Ainsi, la propriété (B.3.1.5) assurera l'existence et l'unicité dans L2 du probléme
harmonique perturbé (B.1.3.6), tandis que le probléme d'évolution (B.1.2.1) sera bien
posé dans Cl([0,+eo][ : H) N C([0,+oo[ ; D(A)) grice au théoréme de Hille-
Yosida. Avant de démontrer la maximale-monotonie de

G = (A0)-1 (f(9) + B),
nous rappelons quelques résultats:
Définition (B.3.1.7):

Soit A un opérateur de H dans H 3 domaine dense. A* de H dans H & domaine dense
est dit adjoint formel de A ssi:

Vue D(A)etV ve DA¥), < Au,v > =< uAty >

Alors A et A* sont fermables

preuve: Notons G(A) le graphe de A, inclus dans HxH.

Il suffit de montrer que G(A) et G(A*) définissent des opérateurs univoques. Soient
donc (u,f1) et (u,f2) € G(A). Il existe (upl,fy1) et (un2,f42) € G(A) tendant

respectivement vers (u,f1) et (u,f2) dans HxH. V v € D(A*), on a donc:
<falLv>=<y, Afv> 5 <fl v>=<u, A¥v > et
<fi2,v>=<u 2, Afv> 5 <2 v>=<u, Afv >

Par conséquent < fl,v>=<f2 v>V ve DA¥). Donc fl = f2 car D(A#) est dense
dans Het G(A) définit bien un opérateur A univoque. Il en est de méme pour A¥. ¢
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En général I'adjoint de A, noté A¥, est différent de la fermeture de I'adjoint formel. Ce
fait nous ameéne donc 2 la définition suivante.

Définition (B.3.1.8):
u élément de H est dit solution forte de Au=fe Hssi Au=f
u élément de H est dit solution faible de Au=fe HssiVu e D(A) et Vv e D(A#),

<fv>=<u, Afv >

I est facile de voir que toute solution forte est faible. Si Ia réciproque est vraie, il est alors
possible d'identifier 'adjoint de A et la fermeture de I'adjoint formel A* :

Théoréeme (B.3.1.9):

si A et A¥ sont adjoints formels dans H (donc & domaines denses par définition) et si
V f € H, toute solution faible de Au=f est forte, alors:

%

A* = A et

A = (A¥)*

preuve: en effet, dire que (u,f) € G(A** ) est équivalent 2 u est solution faible de Au = f.
Donc u est solution forte, donc (u f)e G( A )- Mais on a a fortiori < u, A# v>=<fv>

=f= AudoncG(A)estaussxegalaG(A#*) Onadonc A = (A¥)*= A# * ¢

comme un espace de Hilbert est reﬂex1f I'adjoint de I'adjoint d'un opérateur fermé dense
estégal dluimémeet A¥ = A * @

Le théoréme suivant est fondamental pour la suite:
Théoréme (B.3.1.10):

Si A et A* sont adjoints formels, monotones, et si V f € H, toute solution faible de

Au=f est solution forte, alors:

A et A* sont maximaux monotones

preuve: pour tout u de D(A), [(I+A)u,u] = u2. Par définition de A on a aussi
[(J+ A )u,u 12u? etd' aprés l'inégalité de Schwartz

(B3.L1D  |(+A)u|2u] vueD(A)
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De méme,

(B.3.1.12) 1(1+7§*?)u[ > |u| Vue D( A%)

Mais on a aussi A* = A *. Ainsi, les estimations (B.3.1.11) et (B.3.1.12) sont
valables pour ‘A et son adjoint. Par application d'un théoreme classique, on déduit que

[+ A et I+ A* sont surjectifs. ¢

B.3.2. Absence de condition aux limites, lemme de Friedrichs

Afin d'illustrer de fagon simple les théoremes précédents, nous nous plagons ici dans le
cas de l'espace entier. H est donc ici L2(IR3) muni du produit scalaire:

<uv>= ([ < A%x) u(x),v(x) > dx
IR3

G = (A0)-1 (Aig; + B) D(@G) = C(1)(1R3) (champs C! a support compact) est bien

dense dans H

G* = (A0)-1 (—Alg; + B*) (le * désigne la transconjuguée) D(G*) = Cé(]R 3

Nous voulons montrer que toute solution faible de G(u) = f est forte, c'est a dire
que:V fe H,Vue D(G) et Vve DG, (fv)=(u,G* v) = 3 (uy) € D(G) telle que
up — u et Guy — Gu

La suite up est construite par régularisation. Soit ¢ € D(R™) positive telle que: Jq) dx =1

et @p = p" ¢(px). Alors, il est bien connu que up = @p * u = u dans H. Le lemme

suivant a été démontré par Friedrichs [16]
lemme de Friedrichs (B.3.2.1):

(Gu) * @p — G(u * @p) tend vers 0 dans H quand p tend vers I'infini

11 est alors simple de prouver le théoréme suivant:

théoreme (B.3.2.2):

G et G* sont maximaux monotones
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B.3.3. Formulation du probleme aux limites

Nous considérons ici les €quations (B.1.3.6) dans un ouvert Q (pas nécessairement
borné pour pouvoir envisager des problemes extérieurs) de frontiere 9Q réguliere

auxquelles on adjoint des conditions aux limites locales.

Le probléme aux limites est plus délicat. I faut en effet définir les traces sur dQ des
solutions éventuelles. De plus la régularisation ne peut plus se faire simplement par
convolution puisque Q posséde a priori une forme quelconque. Lax et Philipps dans [25]
ont résolu le probléme en utilisant une partition de I'unité (q;) sur § et un opérateur de
régularisation tangentiel sur les qi frontiere. Les démonstrations ont été étendues et
simplifiées par Rauch dans [37]. Commengons par introduire les notations.

G= (AD)-1¢ Alidj+B)
La condition aux limite va étre exprimée dans la définition des domaines de G et G#.

D(G)={ue c(‘)fs;) tels que u € N(x) sur 0Q )

C(l)( €2 ) étant I'ensemble des fonctions de Cl( Q) a support compact pour la topologie

induite par celle de R3 sur E (donc C(l)(E) = CI(E) si Q2 est borné ).
G*= (A0)-1(-Aj9;+B*)
D(G*={ue C(l)( Q) tels que u € N*(x) sur 9Q } avec N#(x) =( f(n(x))N(x) )L

La condition aux limites u e N#(x) sur 0Q sera appelée la condition adjointe de u e N(x)

sur 9Q2. Elle permet d'assurer que G et G* sont adjoints formels. En effet, la formule de

Green donne:

Y (u,v) € D(G)xD(GH#)

(B.3.3.1)  (Guv) = (u,G") + f (f(n)u,v)
a0

soit (Gu,v) = (u,G*v) par définition de N¥.

Avant de donner I'analogue du lemme de Friedrichs dans le cas d'un probléme aux
limites, rappelons quelques résultats concernant les traces.

HG = { u e L2(Q) tels que Gu e L2(Q) } est I'espace naturel d'appartenance des
solutions de (p+Gu) =f e L2(Q). 11 est muni de la norme du graphe de G:
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lultg® =lulu?+|Guly?

Il est bien connu que sur 09, il est possible de définir la trace des composantes de u qui
sont dans I'image de f(n). Cette trace est dans H-1/2(9Q). Ainsi pour ve H{(Q) etu e
HG , la formule de Green (B.3.3.1) a bien encore un sens. Le théoréme suivant montre
qu'il est possible de 'étendre & v € Hg#:

Théoreme (Rauch) (B.3.3.2):

L'application bilinéaire qui a (u,v) € C(l)( Q)x C(l)( € ) associe <f(n)u,v > admet un

prolongement unique et continu de Hg x Hg# dans Lip(dQ)' et (B.3.3.1) est valable.

remarque:
Lip(dQ)' est le dual de I'espace des fonctions Lipschitziennes sur la frontiere. Il est inclus

dans D'(0Q) mais n'a pas de représentation utile. De plus, f < f(n)u,v > s'interprete
0Q

comme l'action de (f(n)u,v) sur la fonction lipschitzienne constante égale a 1 sur 0€2.
Voici alors I'analogue du théoréme de Friedrichs pour les problémes aux limites:
Théoréme (Rauch) (B.3.3.3):

(B.3.3.4) si dim Ker f(n(x)) = cste sur chaque composante connexe de 9€2.
(B.3.3.5) si Ker f(n(x)) < N(x) sur 0Q

(B.3.3.6) siu e Hg et u e N(x) sur 9Q

alors, il existe u g € C(l)( ) telle que ug € N(x) sur 9Q et ug — udans Hg

Ce théoréme exprime exactement (sous certaines hypothéses vérifiées par l'opérateur
spatial de Maxwell) que faible implique fort puisque u x — u dans Hg est équivalent a
uk — u dans L2 et Gu ¢ — Gu dans L2. Il ne reste alors plus qu'a déterminer les
conditions aux limites assurant a la fois la monotonie de G et de G¥. De telles conditions

sont dites maximales positives.



B. Le probléme de la diffraction 22

Définition (B.3.3.7):
la condition aux limites u € N(x) est maximale positive ssi:
(B.3.3.8)ue N(x) = <f(n(x))u(x),ux)> = 0

(B.3.3.9) dim N(x) = nombre des valeurs propres positives de f(n(x)) en comptant

leur multiplicité.

La condition (B.3.3.9) exprime aussi qu'il n'existe pas de plus grand espace vectoriel
contenant N(x) et vérifiant (B.3.3.8) (d'ol le mot maximal). Regroupons ces résultats

dans le théoréme suivant:
Théoréme (B.3.3.10):

Sous les hypotheses du théoréme (B.3.3.3) et de la définition (B.3.3.7) les fermetures
de G et G* sont maximales monotones.

Remarque: On montre facilement que les conditions aux limites métal (B.2.1) et
impédance (B.2.2) sont maximales positives.
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C. Une méthode de décomposition des flux pour
I'approximation des équations de Maxwell harmoniques

Introduction:

Dans ce chapitre est introduite la méthode de décomposition des flux dont on étudiera les
propriétés dans les chapitres suivants. Cette méthode est une adaptation au cadre
fréquentiel des méthodes classiques de décomposition des flux utilisées pour les syst&mes
hyperboliques. A ce sujet, on peut citer les travaux de Van Leer, Harten, Lax, Mazet [8],
Croisille [13] mais la liste est loin d'étre exhaustive !

Nous présentons une formulation variationnelle, introduite par Lesaint et Raviart [25'] et
[25"], pour l'approximation par éléments finis des systémes de Friedrichs. Cette
formulation, connue dans la littérature sous le nom de méthode de Galerkin discontinue,
est équivalente aux équations de Maxwell harmoniques, moyennant une hypothése de
régularité sur la solution. Sa restriction a un espace de dimension finie de fonctions

discontinues, permet d'obtenir le schéma de décomposition des flux.

Nous €tudierons plus particulierement l'approximation par éléments finis Pg. Le schéma
de décomposition des flux est alors équivalent a une approximation par volumes finis
cell-center du premier ordre, mais I'approche variationnelle sera utilisée dans toute les
démonstrations. Les résultats des chapitres suivants s'étendent donc sans difficulté
majeure a des éléments finis d'ordre plus élevé.

C.1. Décomposition de la matrice des flux
C.1.1. Calcul de la décomposition

La matrice des flux intervient aussi bien dans la formule de Green (A.3.3.1) que dans
I'équation de conservation de I'énergie (A.3.2.2). C'est une décomposition de celle-ci en
partie positive et négative qui va donner a la méthode toutes ses propriétés. Soit
n=(n1, n2, n3) un vecteur unitaire, la matrice des flux f(n)=Aln; , est une matrice
symétrique réelle. Appelons IT* (respectivement IT-) la projection orthogonale sur
I'espace vectoriel engendré par les vecteurs propres de f(n) associés a des valeurs propres
positives (respectivement négatives). f(n)~ (respectivement f(n)*) est la partie négative
(respectivement positive) de la matrice des flux, c'est le produit f(n)IT- (respectivement
f(n)I1*). Dans le cas de l'opérateur de Maxwell, f(n) est une matrice 6x6. Ses valeurs
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propres sont 1, —1, 0, toutes de multiplicité 2. Les espaces propres associ€s seront notés
V1. V_1 et Vg. La projection orthogonale sur Vy est notée IO,

Soit @ = [S } » les projections de @ sur les espaces propres Vi, V_j et V sont alors:

Et+ n/\Ht

Hi— nAE;

e ={ En } mo=1| Brmie ) b 1
n Ht+ n/\Et

Ep et Hy sont les composantes de E et H suivant n,cestadire<En>net<H,n>n. E;
et Hy sont les composantes tangentielles, E; = E — Ej, et H; = H - Hj,. Les matrices f(n)+

et f(n)~ , symétriques, définissent des formes quadratiques respectivement positive et
négative. On définit également If(n)l = f(n)* - f(n)~. C'est une matrice symétrique,

positive. De plus, la décomposition vérifie de fagon évidente:
f(n) = f(n)* + f(n)~
f(-n)* = - f(n)~
C.1.2. Décomposition des flux et autres travaux...

Drapres ce qui précede, écrire f(n)-® = 0 est équivalent a E(+nAH; = 0 et H—nAE; = 0.
En fait, ces deux derniéres égalités sont équivalentes, car elles se déduisent I'une de
l'autre par application du produit vectoriel par n. Elles sont également équivalentes a:

(C.1.2.D) nAE + nanAH =0

Il s'agit d'une condition d'impédance ( cf § B.2.2) avec a=-1. Employée comme
condition aux limites, la relation f(n)~® = 0 est en fait une condition aux limites

approximativement transparente (cf Bendali, Halpern [5] et Rauch, Halpern [19]).

On peut également envisager des conditions aux limites inhomogenes du type
nAE + nAnAH =s. On reconnait alors le terme d'interface utilisé par Després et al [15],

qui joue un role fondamental dans leur méthode de décomposition de domaine.

Enfin, la décomposition des flux induit une décomposition formelle du symbole
(différentiel) de l'opérateur spatial en deux symboles pseudo-différentiels. Cette
décomposition suivant le signe des valeurs propres du symbole est A la base de la
méthode de Enss en théorie du scattering (voir Stefanov, Georgiev [46] et Vodev [49],
par exemple). Les estimations qui s'en déduisent permettent de montrer I'existence des
opérateurs des ondes et de scattering.
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C.2. Formulation variationnelle

Dans la suite, Q sera un ouvert de R ol nous chercherons 2 approcher (B.1.3.6). Deux

cas seront envisagés:

€2 est un ouvert borné de frontiere dQ réguliere. Dans ce cas ® vérifiera la
condition aux limites @ € Ker f(n)~ sur Q2.

Q = R3. Dans ce cas il n'y aura pas de conditions aux limites.
Dans ces deux cas, le probléme (B.1.3.6) est bien posé d'apres le § B.3.

Habituellement, les formulations variationnelles des problemes d'électromagnétisme sont
€crites au second ordre: par application de l'opérateur rotationnel aux équations, les
équations, dites du double rotationnel, sont obtenues. En multipliant par une fonction test
et en intégrant, cette méthode conduit a des approximations conformes dans Hyy. Dans la
suite, nous allons conserver les équations écrites au premier ordre, et décrire une
approximation non conforme de celles-ci au moyen d'éléments finis discontinus. La
décomposition des flux conduira 2 une forme bilinéaire positive dans le cas continu et
coercive dans le cas discret. Ainsi I'existence et l'unicité du probléme discret sont
assurées. D'autres propriétés importantes découleront également de cette formulation
positive.

C.2.1. Définition des différentes formes linéaires et bilinéaires

Dans la suite, nous n'envisagerons que des solutions de (B.1.3.6) H1 par morceaux dans
€2, afin d'éviter les difficultés lies a la définition des traces. H l;(Q) désignera l'ensemble

de tels champs. Plus précisément, nous dirons que ® e H;(Q) ssi il existe une famille
d'ouverts (Rj)ie N tels que:

(C.2.1.1) Les Rj sont connexes et disjoints deux 2 deux, de mesure de
Lebesgue supérieure ou égale a o > 0

(C.2.1.2) UR; = Q

(C.2.1.3) Les frontieres dR; des R; sont assez régulieres (par exemple C1 par
morceaux, de dimension 2, R; étant localement d'un seul c6té de oR;)

(C.2.1.4) Pour tout i, la restriction de @ a Rj est dans HI(R;)
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D® sera l'ensemble des discontinuités de @, cest & dire UdR; \9Q. RD est le
complémentaire de D® dans Q. D® est une surface orientée par une normale n arbitraire.
Sur dQ, la normale n est orientée vers l'extérieur de Q. Comme au § A.3, l'indice (e)

sera relatif au c6té de n et l'indice (d) au c¢6té de —n.

Lorsque v est strictement positif, une norme plus fine que la norme L2 va jouer un rdle
important dans la suite. Elle sera notée || .||, tandis que la norme L2 sera notée |.|. E est

alors I'espace des éléments de Hnln(Q) de norme "double barre" finie:

E= {oenh@, [ldl® =[

Q

+[ < @y ,E@—I(D(p < 400 }
2
oQ

<VAYD,® > + f < PPy, I—f—%l)—' ((De——(Dd) >
Do

(Danslecasou Q = IR3, le dernier terme doit étre supprimé de la définition ci-dessus
pp

Il est clair que la définition ne dépend pas de 'orientation de la normale sur D®, de plus,
.1l est une norme issue d'un produit scalaire. E est donc un espace préhilbertien (nous

n‘avons pas €tudié son complété. Peut-étre posséde-t-il des propriétés intéressantes).

Introduisons maintenant les deux formes bilinéaires suivantes, qui interviendront dans la

formulation variationnelle:

B~(®¥) = f < (pA0+f(a) +B) DY > + f < f(n)(P—Dy ), ¥4 >
R®NRY DOUDY .

+ f < f(n)*(Pe—Dy ), ¥, > + ] <—f(n) Dy ,¥4 >
DOUDY a2

B(®D,"¥ ) sera la partie réelle de B~(®,¥ ).
p est un complexe tel que p =iw + v avec v >(0.

Les formes bilinéaires précédentes ne dépendent pas de I'orientation de la normale sur
D, car f(-n)* = —f(n)-

Enfin, comme auparavant, l'intégrale sur 0Q2 doit &tre supprimée si = R3.

Les formes linéaires de la formulation variationnelle seront A™(Y) et AC¥) =Re A~(P)

avec:
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A~(Y) =j < S(Dipe),¥ >
Q

Considérons alors les problemes linéaires suivants:
Probleme (C.2.1.5):

Trouver ® € E, tel que:

p A0(x) + f(3) + B(x) ® = S(Dinc)

® e Kerf(n)~suroQ (siQ=#R")

Probléeme (C.2.1.6):
Trouver ® € E, telque: V¥ e E
kB”(d),‘P ) =A~(Y)

Probleme (C.2.1.7):
Trouver ® € E, tel que: V¥ e E
B(®,¥)=A()

Le probleme (C.2.1.5) n'est autre que le probleme évoqué au § B.3, avec une hypothese
de régularité supplémentaire sur la solution.

Il est immédiat que les problémes (C.2.1.7) et (C.2.1.6) sont équivalents. I1 suffit de
changer ¥ en i'¥. Nous allons maintenant montrer que les problemes (C.2.1.5),

(C.2.1.6) et (C.2.1.7) sont équivalents.

C.2.2. Equivalence de la formulation variationnelle et des équations
de Maxwell prises au sens des distributions.

Théoréme (C.2.2.1):
Les problémes (C.2.1.5), (C.2.1.6) et (C.2.1.7) sont équivalents

preuve: il suffit de montrer, d'apres la remarque qui précede, que (C.2.1.5) et (C.2.1.6)
sont équivalents.

(C.2.1.5) = (C.2.1.6): soit D, solution de (C.2.1.5). Sur RD, ® vérifie
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p A0(x) + f(3) + B(x) @ = S(Dipc) au sens des fonctions.

Sur D@, f(n) ®¢ = f(n) Og donc f(n)~ O = f(n)~ ®q et f(n)* Op = f(n)* Og. Sur IQ (s'il
y a lieu), f(n)~® = 0. En multipliant par une fonction test et en intégrant, on retrouve bien
(C.2.1.6).

(C.2.1.6) = (C.2.1.5): soit @, solution de (C.2.1.6). En prenant pour fonctions tests
des ¥ a support dans R®, on voit que:

p A%(x) + (@) + B(x) ® = S(PDinc)

partout ou P est réguliére, donc: V W,

B™(Q,¥ )= [ < f(n)(Pe-Dy ), ¥y > +f < f(n)*( DDy ), ¥, >
Do Do

+ f < ~f(n)‘<I)d ,lPd >=0
Q2

en choisissant des fonctions tests dans D(Q), on a Ye =¥4 sur DO et ¥ = 0 sur oQ.
Donc f(n) (@, -®4 ) = 0 sur DD , donc @ est solution de
p A0(x) + f(9) + B(x)gz S(®inc) au sens des distributions dans Q. Enfin, en
prenant ¥ & support sur € , on peut conclure que f(n)~®=0 sur 0. ¢

C.3. Approximation
C.3.1. Espace d'approximation

Soit un maillage (qj )ic N. Les ouverts q; vérifient les propriétés suivantes, analogues aux
propriéiés des ouverts Rj du § C.2.1.

(C.3.1.1) Les g; sont des ouverts bornés et disjoints deux & deux de mesure
de Lebesgue supérieure ou égale a o h3 (o >0) et de diametre inférieur ou égal a h (cette

hypothese exprime que les éléments ne sont pas trop "aplatis").

(C3.12) g =Q

(C.3.1.3) Les frontieres dq; des gj sont des variétés de classe C! par
morceaux de dimension 2, g; étant localement d'un seul c6té de oq;.
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Nous supposerons également dans la suite que les discontinuités éventuelles des matrices
AV et B coincident avec des morceaux de frontieres d'éléments. En effet, on peut montrer
que si le second membre S est assez régulier, les discontinuités de @ sont localisées sur
les discontinuités des coefficients di€lectriques. La contrainte n'est alors pas génante sur
le plan théorique dans la mesure ot I'on peut envisager des éléments finis courbes, et ot
les discontinuités sont connues a priori. Bien siir, en pratique, les éléments utilisés seront
des polyedres. L'erreur due 2 la discrétisation de la géométrie ne sera pas étudiée.

L'approximation de @ sera notée ¢. Dans chaque élément g;, la restriction de @  gj sera
prise dans un espace vectoriel V(qj) de dimension finie de champs définis sur q; (dit
espace €lémentaire). H sera l'espace d'approximation, c'est a dire I'espace vectoriel des
champs ¢ de norme "double barre" finie et tel que la restriction de ¢ a g; est dans V(qj).
L'approximation choisie est donc discontinue, aucune relation de compatibilité n'est
imposée a priori a l'interface de deux éléments. Si I'espace élémentaire associé 2 qgj est
I'espace vectoriel des champs polynomiaux de degré inférieur ou égal & m dans q;, il sera
alors noté P™M(q;). Nous détaillerons le cas m=0, et signalerons les propriétés qui
persistent si m21. L'approximation étudiée est alors obtenue en restreignant la
formulation variationnelle (C.2.1.7) 4 H:

Probleme (C.3.1.4):
Trouver ¢ € Htel que V y € H:
B(o.y) = A(o,y)
C.3.2. Cas des fonctions constantes par élément

Une méthode d'éléments finis discontinus permet d'envisager le cas des fonctions
constantes par €lément. Le probleme (C.3.1.4) devient alors particulierement simple 2
¢tudier, et le schéma numérique qui en découle trés facile & programmer. L'inconvénient
majeur est la lenteur de la convergence de I'approximation. Cette difficulté sera envisagée
plus loin. Commengons par trouver une formulation plus simple de (C.3.1.4):

Proposition (C.3.2.1):
si pour chaque €lément q, V(q) = PO(q), alors (C.3.1.4) est équivalent 2

trouver ¢ € H tel que pour tout élément q du maillage:

(C.3.2.2) (pAY+B) @4 + £(n)™ (Pe—a) + f(ny (0—pg)=1| S
q aqNQ2 agMad q
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n est la normale sortante & q sur dq. L'indice (e) (comme extérieur) est relatif 3
I'extérieur de q, et I'indice (d) (comme dedans) est relatif a I'intérieur.

preuve:
=> immédiat en considérant des champs test 2 support dans q.

& immédiat en multipliant (C.3.2.2) par des champs test a support dans g et en sommant

sur les éléments. ¢

Dans le chapitre suivant, nous étudions en détail les propriétés de (C.3.2.2) et plus

généralement de (C.3.1.4).
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D. Discrétisation des équations de Maxwell
harmoniques

Introduction:

Nous allons maintenant étudier les propriétés élémentaires du schéma décrit
précédemment dans le cas d'éléments finis de type Pg (approximation constante par
élément). On prouve l'existence et l'unicité de la solution du probléme discret, qui est
classiquement équivalent & résoudre un systéme linéaire, ainsi que la convergence d'un
algorithme itératif de résolution par sous domaines, utile pour la programmation de la
méthode sur un ordinateur parallele. Cet algorithme s'interpréte comme une méthode de
Jacobi par bloc sur la matrice associée au probléme discret.

En vue de la description de conditions aux limites non réfléchissantes, nous envisagerons
deux cas: celui d'un maillage infini de I'espace, régulier en dehors du domaine de calcul,

et celui, plus classique, d'un maillage fini.

Toutes les propriétés du schéma proviennent de la coercivité de la forme bilinéaire
introduite au chapitre C, quand celle-ci est restreinte a l'espace d'approximation.

D.1. Existence et unicité de la solution du probléme discret

La démonstration d'existence et d'unicité de la solution du probléme discret (C.3.2.2) est
plus simple lorsque Q est borné. En effet, l'espace d'approximation est alors un espace

vectoriel de dimension finie. Nous commengons donc par envisager ce cas.
D.1.1. Cas d'un ouvert Q borné.

estimation (D.1.1.1):

Si € est un ouvert borné et si @ est solution de
Vaq, f (pA%+B) gq + f f(n)™ (Pe—a) + f f(n)™ (Pe —pa) =0
q aqNQ oqMoQ2

(rien n'est supposé sur w=f(n)~ @ sur 0S2), alors @ vérifie les estimations
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(D.1.1.2) f < f(n)"@e,Pe > + < f(n)*Qq , 94 >
219

= —J < (B+vAY) @4 04 > —f < E(—zll)—l (Pe—Pa),(Pe—Pa) >
Q Do &

+ f <£%2:((Pe”¢d)’(¢e‘(9d) >
2Q

et

D.1.1.3) f < imA"cpd Qg > +f < f—(r'll(Pea(Pd >-< f-‘P(n) d »Pe >
2 2
Q DonQ

+ <£@—):<pe,<pd>-<m<pd,(pe>=0
30 2 2

preuve:

Effectuons le produit hermitien de I'équation
Vg, J(pA°+B) Qa+ f f(n)™ (e—pa) + f f(n)™ (e ~0a) = 0
q aqNQ aqMasd

par ¢dq

v q, { <(pA%+B) 04,94 > +[ < f(n)" (Qe—Pa) P > + f < f(n)" (@e —@a)Pa > =0
q 9

g 9gMoQ2

La partie réelle de cette égalité est :

I <(VA%+B)pg, 04 > + I < %(pe,cpe >-< %(pd,cpd >
q dq

—f
+ f < ~—<2 Qe—Pd).Pe—Pg > =0
dq

et en sommant sur les éléments, on obtient:
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0= [ < (VA°+B)(pd,(pd >+ f < —§—¢e,(pe >_< %(pd,(pd >
Reo Den$2

f
+ f < éﬁ(Pd,(Pd >-< %‘Dd,(Pd >+ f < 7‘(%—%)’%’% >
a0 DenQ

£ - C
+ f < T((Pe_‘Pd),(pe_(Pd >+[ < %‘Pey(Pe >-< %‘de‘Pd >
aQ aQ

de plus,

] <§—(pe,(pe>—<§(pd,(pd>+f —<—§<pd,(pd>=
DonQ2 1o}

%] “<§{Pd,({)d>=%:f —ai<%i(Pd,(Pd>=0
dq q

car ¢ est constant par €lément. Ainsi, la premiere estimation est prouvée.

Quant 2 la partie imaginaire, elle s'écrit:

[ < iwA%p4,0q4 > + j < lecpe,cpd >-< f2:¢d,(pe >=0
q

aq
apres sommation sur les éléments, on obtient sans difficulté la seconde estimation. ¢
théoreme (D.1.1.2):

si Q est un ouvert borné, le probléme discret (C.3.2.2) admet une solution et une

seule.

preuve: le probleme discret (C.3.2.2) étant un probléme linéaire carré, il suffit de montrer
que si $=0 et f~(n)@e=0 sur Q, nécessairement ¢=0. Or d'aprés la premiére estimation
du théoré¢me (D.1.1.1), ¢ vérifie alors:

f LT
"2—‘Pd »Pq >
a0

- f <(B+VAY ¢4 ,0g >~ f <[f(;)' (Pe—490).(Pe—Pg) >
Q DenQ
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chaque terme de 1'égalité est donc nul. En particulier, si v est strictement positif ou si B

est coercif, ] < (B+vA%) @4 ¢4 > est le carré d'une norme et donc nécessairement
Q

¢ = 0. Sinon, on peut simplement dire que sur DoNQ, f(n)*Qe = f(n)*@gq et
f(n)~@e = f(n)~@q et que sur dQ, f(n)*¢@q = f(n)~@e = 0. En injectant ces égalités dans la

seconde estimation du théoréme (D.1.1.1) on obtient f < iwA%qy QP> =0, et donc
Q

¢=0¢
D.1.2. Existence et unicité si Q =R"

Si Q=R", il est commode de faire une hypothése supplémentaire sur le maillage afin de

simplifier les démonstrations. Nous supposerons gu'en dehors d'un compact K, le

maillage est composé d'éléments cubiques identiques. Cette condition sera reprise au

chapitre F afin d'obtenir des conditions aux limites transparentes discrétes. Alors, on peut

montrer que les solutions de (C.3.2.2) sont nécessairement 3 décroissance rapide a
I'infini (cf chapitre F). Les difficultés de convergence d'intégrales sont ainsi évitées.

L'estimation du paragraphe précédent devient donc:
estimation (D.1.2.1):

SiQ=R3ersi ¢ est a décroissance rapide et solution de
vV q, j (pAO+B) Qg + f f(n)™ (Qe—g) =0
q %q

alors ¢ vérifie les estimations

< (B+vAD) 04,04 > - f < | f(zn) | (Qe—a)(Pe—@a) >

Dy

(D.1.2.2) O=—f
Rn

et

(D.1.2.3) f <iwA%yq 04 > +j < %[Q(pe,(pd >—< f(—znl(pd Qe >=0
R" D¢

preuve: elle est en tout point identique a celle qui précede. Les intégrales ont bien un sens
car @ est a décroissance rapide. ¢
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théoreme (D.1.2.2):

siQ) = ]RS, le probleme discret (C.3.2.2) admet une solution et une seule qui soit 2

décroissance rapide.

preuve:
1) unicité: la démonstration est la méme que ci-dessus.
2) existence: nous allons considérer la suite récurrente suivante,

@0 = 0 et @M calculé en résolvant le schéma suivant:
(D.1.24) Vg, j (imA%+B)gh + f f~(n) (gi1—1) = f S
q aq q

(a chaque itération, la valeur de ¢ dans I'€lément q est calculée 4 partir du flux rentrant de
¢ dans les éléments voisins a l'itération précédente). D'apres le résultat d'existence et
d'unicité précédent, la suite @" existe (on résout a chaque itération le schéma sur un
maillage & un €lément). Si une suite extraite converge sur tout compact, c'est

nécessairement vers la solution du probléme global.

I1 suffit donc de montrer que @M est bornée dans L2(R1). A cette fin, multiplions

(D.1.2.4) par (pg et sommons sur les éléments, on obtient:

> f < (iwA%B o303 > +I <~f(n)” @5, 05 >| =
q Jq aq

> [ <S,0] > +f < —f(n)~ 1,08 >
q aq

q

par l'inégalité€ de Schwartz et apres réarrangement des termes:

2 2\%
((2f<w<p3,<p3>) +(EI < —f(n)” @508 >) )ZSISH@“H
q Jq q Jag
X
1 1
2’ < —f(n)~ @503 > (Z f <f(n)* g3 05" >
q Jag q Jog

puisque é f(n) = 0, on a: g' —f(n)- = J f(n)*
q q q
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D'autre part, sur I'espace élémentaire PO(q), J < —f(n)~ u,u> est le carré d'une
q

semi-norme issue de la forme semilinéaire positive J < —f(n)~ u, v>. Montrons
q

que cette forme est définie.

En effet, J < —f(n)- u,u> = 0 implique aussi J < f(n)*u,u> = 0. Donc
q q
sur chaque facette de q, ]f(n)] u = 0. En particulier, les composantes tangentielles de E et

H sur chaque facette sont nulles (voir C.1.1). Puisque les éléments sont non dé€générés,
nous en déduisons donc que E = H =0. Et puisqu'en dimension finie toutes les normes
sont équivalentes, et qu'en dehors du compact K, tous les éléments sont identiques, il
existe deux constantes P et B telles que V q:

Bo J <-f(n)~uw,u> 2 [<u,u> 2= B J’ < —f(n)~u, u >
q q q

donc il existe C >0 telle que:

(1+C)zj <~f(n)” 93,93 ><| S| ¢ | +
4 Joig

1

1
p [ <-fn) gf.05 > P | Z f <fm)* o5 Loy > [
q Jx 9 Joq

et donc:

1
\/ % aj : ~f(n)~@,04> <K+ o \/ % g ; ~f(n)" Q3,05 >

en réutilisant I'équivalence des normes ci-dessus, on en déduit qu'il existe K' telle que

o<

Par ailleurs, les bornés de L2(R3) étant faiblement compacts, on peut extraire de ¢ une
suite qui converge faiblement vers ¢, élément de L2. Mais sur tout compact, la
convergence a lieu en norme puisque la restriction de @M a ce compact appartient 3 un
espace de dimension finie. Par conséquent ¢ vérifie le schéma sur tout compact et donc
sur le maillage entier. De plus ¢ est & décroissance rapide comme nous le montrerons
dans le chapitre F. ¢
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Remarque: on aurait aussi bien pu montrer la continuité et la coercivité de la forme
bilinéaire B, et utiliser le théoréme de Lax-Milgram.

D.2. Décomposition de domaine

L'estimation (D.1.1.1) va maintenant nous permettre de démontrer la convergence d'un
algorithme itératif par sous-domaine permettant de résoudre numériquement le probléme
discret (C.3.2.2). Supposons en effet ici que Q soit partitionné en plusieurs domaines
(€2 ) i=0.k, £ étant le seul domaine infini (K < R?"\ Qg ). Si  est borné, on supprime

I'indice 0.

Qo

U 0Q2;\ 0Q sera désignée par I et supposée coincider avec des morceaux de frontieres

d'éléments du maillage.

@0 e H est choisi arbitrairement et nous considérons la suite oM d'éléments de H

solution de

vV q, f (pA%+B) ] + f f(n)~ (@2—¢3)
q IgN(Q\)

+ f f(n)~ (p2—p3h j f(n)~ (0 493)=[ S
og 9qMaQ q

( dans chaque sous-domaine, le schéma est résolu en @ avec le flux rentrant de @n-!
utilisé comme terme source sur la fronti¢re). D'aprés ce qui préceéde, la suite " existe et
est unique. De plus, elle converge vers ¢ solution de (C.3.2.2), comme le montre le

théoréme suivant:
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théoreme (D.2.1):

la suite @ converge vers l'unique solution de (C.3.2.2)

preuve: afin de simplifier la présentation, on considére le cas d'un ouvert borné Q et
d'une décomposition de 2 en deux sous-domaines 1 et Q. L'algorithme itératif s'écrit

donc dans ce cas pour i=1,2:

Y qc O, f (pA%+B) ¢} + f f(n)~ (@B—3)
q agM

+ f £n)~ (o2 =i+ [ —f(n)" @3 =0
oqNr ENRICIOND)

En soustrayant a @ la solution du probléme dans Q, on s'est ramené au cas o S=0. I
faut donc montrer que @" tend vers 0. L'interface I est orientée par une normale N
(dirigée par exemple de Q1 vers Q7). L'indice (E) désignera le c6té de la normale N 2

I'interface et l'indice (D) le c6té de —N. Appliquons I'estimation (C.1.1.2) dans le
domaine ;:

~f=(N -1 -1 f*(N
] ( )(pgx oD > _[ (Z)cpg'),cpg‘)
r r
De méme, en appliquant cette méme estimation dans 5, on obtient:
f*(N -1 1 —~(N
[ ;)wg’ oD > f< ( )(pg'),cpé“)>
r r
soit:
~f7(N) -2 -2 —f~(N
f ( 0D oD _I < 2( )‘Py(an)@;(a")
r r
et
> % ¥ > 9p9p >

f f*(N) (n-2) q)(n-2)>2 ] f*(N) @ @
r r

Iy a donc décroissance des flux rentrants dans chaque domaine au cours des itérations.
L'inégalit€ large est cependant insuffisante pour démontrer la convergence de la suite.
Comme auparavant, nous allons utiliser un résultat d'unicité et les propriétés des
systemes linéaires de dimension finie afin de montrer qu'il y a contraction stricte.
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1) La donnée d'un flux rentrant & Q (respt £2) sur I' détermine @ de fagon unique dans
Q1 (respt 7): c'est une application directe du théoréme (D.1.1.2). Ceci prouve
I'existence de la suite ¢™. De plus, il suffit de montrer la convergence des flux rentrants

puisque nous sommes en dimension finie.

2) Supposons maintenant qu'au cours d'une itération l'inégalité large ci-dessus est une
égalité:

N) -) (o £H(N
f S gD 8D > f EN o0 >
r r

nous allons montrer alors que ¢(M=0 dans Q;.

preuve:

I'estimation (D.1.1.2) s'écrit dans ce cas:
f < f(n) o0V, > + < f(n)*pq 04 >
r
fi
= —I < (B+vAD) ¢4 ,04 > —j < l—(g*)l (Pe—0a),(Pe—pq) >
Q1 Do n Qy

f(n)~ n— n—
+f <————(2) ‘Pd(Pd>+j I (or_ga), (0 —a) >
oG\ r

(lorsque l'itération n'est pas précisée, il s'agit de I'étape n). Par conséquent:
f(n)@e = f(n)@q sur DENQ, NP1 = f~(N)pp sur T et f~(N)@p = 0 sur 9Q\
L'estimation (D.1.1.3) donne:

f <iwA%Qpy g > + f < ‘(-'Il)—(Pe,(Pd >—-< Q(Pd Pe >
Q1

Do n Q1
f <‘f(ﬂ“*"“‘”,<p >- <“3’ 0a,00 ) > =0
r
En injectant les égalités ci-dessus dans cette estimation, on obtient comme dans le
théoreme (C.1.1.4) que @ = 0 dans Q.

Considérons alors I'application linéaire A1 qui a f~(N)@g™-1 sur I" associe f+(N)@g sur
I", par résolution du schéma dans Q. A1 peut étre considérée comme une application
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lin€aire d'un espace Vi de dimension finie dans V) de dimension finie. Puisqu'il est
inutile de tenir compte des composantes de Qg suivant le noyau de f~(N) et de ¢p suivant

le noyau de f+(N) on peut supposer que:

dim V; = D dim Im(f-(N)) sur la facette

facettes composant I

et
dim V, = > dim Im(f*(N)) sur la facette
facettes composant I
Ainsi,
—f= +
f< f éN) QE,QE > est une norme sur Vi notée [v] 1 et f< f (2N) ¢D,PD > est une
r r

norme sur Vo notée |v|,. Pour tout v dans Vi, on a A la< vl et A(v) =v

implique v=0. Il est alors facile de montrer qu'il existe une constante k<1 telle que
IVl <k vl

De méme, on peut introduire une application linéaire A3 qui & f*(N)@p associe f~(N)¢g
sur I', par résolution du schéma dans Q5. Et de méme il existe kp<1 telle que | AW <
kz|vl2. La contraction stricte entraine alors la convergence des flux rentrants et donc de

toute la suite vers 0 ¢
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E. Convergence de l'approximation

Introduction:

Nous étudions ici la convergence de la solution du probléme discret vers la solution du
probleme asymptotique quand le plus grand diamétre h des éléments du maillage tend
vers 0. Les deux difficultés majeures sont:

1) L'approximation n'est pas conforme dans Hyqy, espace naturel d'appartenance des
solutions. Nous verrons que la convergence de I'approximation a lieu dans une norme
plus fine que la norme L2, contrdlant le saut de f(n)@ aux interfaces des éléments (norme
double barre). Elle est cependant moins fine que la norme H;qy, et a la désagréable
propriété de dépendre du maillage sur lequel on I'écrit.

2) 11 faut tenir compte d'une fagon ou d'une autre d'une condition de type rayonnement,
puisque les équations harmoniques sont mal posées. Nous nous contenterons donc ici
d'étudier le taux de convergence de ¢ vers @ lorsque v est strictement positif. Le résultat
A montrer est le suivant: si @ est H! par morceaux et de norme H! bornée, il existe une

constante C, indépendante de h telle que:

<

v

La norme de convergence (norme "double barre") est définie par:

llo - ol < c ¥R |@|; +Sn|al;

||@||=Re ] <VA'D,® > +] < %l(Qe—d)d),(De—(Dd >
R® Do

(avec un terme frontiere si €2 est borné).

Malheureusement, dans la plupart des applications, v=0. Nous n'avons pas été en mesure
d'étendre la démonstration de convergence de ¢ vers @g, dans ce cas. Une meilleure
connaissance du probleme continu serait utile (entre autres une preuve d'existence de
®o4+ !). Dans [3], Bardos, Lebeau et Rauch établissent la décroissance uniforme et
exponentielle en temps des solutions de I'équation des ondes avec conditions aux limites

absorbante, a condition que l'obstacle soit non captif (voir p.11). Une propriété de ce
type devrait permettre d'étendre la démonstration de ce chapitre au cas v=0.
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La technique de démonstration est adaptée de Johnson et al [22], [23] et Croisille [13]
utilisée respectivement dans le cas d'une équation scalaire hyperbolique lin€aire, et des
systémes de Friedrichs temporels a coefficients constants.

E.1. Préliminaires

Afin d'alléger I'écriture de ce qui suit, on introduit les notations suivantes

f <Y, D >
Q

Soient deux vecteurs G(n,x) et H(n,x) définis sur D®, dépendant de la normale n a D® et

(¥, ®)=Re

de x sur D®. Nous emploierons les notations:

(
[G(n,x), H(n,x)]* =Re < G(n(x),x), H(n(x),x) > do(x)
/Do

¢
[G(n,x), H(H,X)] ~“=Re

< G(—n(x),x), H(-n(x),x) > do(x))
Joo

et
[G(n,x),Hn,x) ] =[ Gn,x) , Hn,x) |-+ [ G(nx), H(n,x) ] *

ainsi:

[£(n)" (Pe-Dy) W] © = Re

f < f(n)” (D—Dy), ¥4 >)
Do

(intégration pour une orientation de la normale)

[f(n)™ (@) ¥y =Re

[ < f(-n)" (PP, ),'¥e >)
Do®

=Re

j < f(n)+ ((De"q)d )alI}e >)
Do

(intégration pour l'autre orientation)
[f(n)~ (P — D¢ ), ¥q ] = [ f(n)~ (P — Qg ), ¥q ]~ +[f(n) (P —Pg ), ¥g 1+

enfin, nous aurons aussi:
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{(D,‘P}zRej <DVY¥ >
00

(si Q est borné)

P=(io+v)A0 + B représentera la partie multiplicative de l'opérateur.
et D = Al9; la partie différentielle.

Mo=0 sur 02 sera la condition aux limites éventuelle et ici, M=—f(n)~

Avec ces notations, la forme bilinéaire de la formulation variationnelle devient:
B@YW)=((P+D) D, ¥) +[f (Do~ Dg) Fgl+{ M@ , ¥} =S¥

Nous supposerons dans la suite que les discontinuités de ® et ¥ , H! par morceaux, sont

constituées de morceaux de frontieres d'éléments.

On effectue une triangulation du domaine de calcul Q. L'espace d'approximation sera

noté H et sera défini de la fagon suivante (cf § C.3):

H = T1gPY%q)L2, avec PO(q) espace vectoriel sur € des fonctions vectorielles de R 3
dans €O, constantes et a support dans q.

L'espace H est donc constitué de fonctions vectorielles de R3 dans €96, constantes par
morceaux, discontinues aux frontiéres dq des éléments. Ceci autorise les maillages
totalement déstructurés, c'est a dire que les sommets d'un élément ne coincident pas
forcément avec les sommets des éléments voisins. Cette propriété est trés utile pour

simplifier le raffinage local des maillages.

I" est la surface formée par la réunion des facettes internes des éléments du maillage (donc
'MdQ= et pour tout @ dans H, on a De=I"). En se donnant une normale n arbitraire
sur I, on peut définir les "traces e et d" d'une fonction @ C! par morceaux en un point x
del:

®e =lim (® +en) quand € tend vers 0 par valeurs positives
@y =lim (P +en) quand € tend vers O par valeurs négatives

H est un sous espace vectoriel de dimension finie (ou dénombrable si Q=R 3) de LZ(Q).
On peut définir p® projection orthogonale au sens L2 d'un élément @ de L2(Q) sur H.
Par définition de p®, on a la propriété suivante :
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(E.1.1) Pour tout ydans H, (® —p®, y) =0

Si q < Q est l'intérieur d'un polyédre de R3 de frontiere dq et de diametre h, pour @

dans H1(qg), on dispose des deux estimations classiques (cf. Raviart — Thomas [39]) :
E12) |o-pd|i2gsCh|oluig
E13) |@-pd|i2pg9sCVh|@|nig

ol la constante C ne dépend pas de h.

Ces estimations deviennent lorsque ® est H! par morceaux (par recollement des

MOrceaux):
(E.1.4) ICD~p(D'L2(Q)SCh'<DIH1(Q)
(E.1.5) ‘<Deoud—p¢eoudlL2(r)SC ﬂl—]‘DiHl(n)

C'est a ce stade qu'intervient I'hypotheése selon laquelle les discontinuités de & sont
constituées de morceaux de frontieres d'éléments. En effet, si une discontinuité de @

traverse q, les estimations (E.1.2) et (E.1.3) ne sont plus valables.
L'approximation de type "Galerkin discontinu" s'écrit a I'ordre 0:

Trouver ¢ € Htel que V y € H,

E.2. Propriétés de la forme bilinéaire B :

En appliquant la formule de Green a chaque €lément du maillage, on a:
(DO, ¥)=(d,D¥)+|fog,¥q ]+ {f®, ¥ }

La formule de Stokes donne:

(DO, @) =3[0y, g ]+5( f® ., @ )

D' autre part:
(E2.1) [f-(®e- @q),Pq ]

[ (®e- @g). 0g ] +[f-(Ge— g), @g ]
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(E.2.2) Alfog, @q] =3[ 04, 041" - 5[0, 0 ]+
(E2.1) + (E22) = % [lfl(@e - @g), (@ -0g)]*

Donc:
B(®,0)= ((VAMB)®,®)+ 5 [lfl(@c - ®q). (0 -@g)]*

%
+{f+M;M o . @ }

Lorsque v>0 VB (®,®) = ”(D” est une norme issue du produit scalaire
(M* désigne la transconjuguée de M).

B2 P ABLE.P)_ (vavp) @, ¥+

%['f‘((be“ Pd). (Ye-¥4g )]++{fLM~;_Mi® ’\P}

Nous aurons besoin dans la suite de la forme de la partie antisymétrique de B:

B(®,V¥ )-?:B(‘P P ) | (0. D¥)- (0A',®)

E'3
s5[E(¥g- ¥e). (D + Dy )]++{f_tM_2—&¢ , ¥ }

On va maintenant établir la relation de consistance habituelle.
Relation de consistance:

Si @ solution du probléme continu est H! par morceaux et si ¢ est la solution du

probléme discret (E.1.6) alors :

(E.2.3) VyeH,B@-¢,y)=0

Preuve :

Comme & est solution du probléme continu perturbé, @ est solution du probléme

(C.2.1.7) (formulation variationnelle).



E. Convergence de l'approximation 46

On voit donc sur la définitionde Bque: Vye H,

B(®@,y) =B(Q,y) =(S,y) ¢

E.3. Convergence de I'approximation :

Le but de ce paragraphe est de montrer que la solution ¢ du probléme approché tend en
norme .|| vers Ia solution @ du probléme continu perturbé (ici, v>0), lorsque h tend

vers O .
Nous allons établir le théoréme suivant :
Théoréeme (E.3.1):

Soit @ la solution du probléme continu (B.1.3.6) avec v >0. Si ® est HI par
morceaux, alors il existe une constante C, indépendante de h (mais dépendante de v)

telle que, pour h assez petit:

”d)—(p” < C(v)vh ICDlI (convergence)

preuve: supposons que le probléme continu (B.1.3.6) admette une solution @, H! par
morceaux, et soit ¢ la solution du probléme (E.1.6).

B(p®-0¢,pd-0¢) = |p@-9g||?2

Or: B(p®P-¢,p0P-¢9) =B(pd-®,pd-¢ ) dapres la relation de

consistance.

La partie symétrique de B est un produit scalaire positif pour lequel on peut appliquer
l'inégalité de Schwartz. Il reste donc A majorer la partie antisymétrique de B:

B(p® @ ,pd -¢)| <|lpo-a| [lpo- ol
+1 —(10AOAY, AD) +%—[f( Ayq - Aye), (ADe + ADg)]"

f+M-M*
+{ —S5—A® , Ay }t

ou Ay=pP-¢ et AD=pd-O | alors:



E. Convergence de l'approximation 47

1
I S[f(Ayg - Aye), (ADe + ADg)]"1 <

VIEI(Ayg - Awe), (Ayg - Ay, T

VI £1(AD + 4Dy ), (AD, + ADg )]
D'aprés (E.1.5), il existe donc une constante C, indépendante de h et de v telle que:
1
|5 [f(Ayg - Aye), (A + ADG )] -<—”p¢-<P“C‘/T1‘<Dll

De méme:
<

Vv

Par ailleurs, f+M+M* = | f| et f+M-M* = £, ainsi on obtient:

| ~0A%Y, A0) 1< pd-oll Zh|o|;  par E.1.4)

~M* 2
(E3.2) {”MZM A ,Aw} <

* *
(EMAM g ) MMy )

et
l{fi’—“—dzi“—imp ,A\y} 1< [lpo - ol| c vA |

soit finalement, en regroupant les inégalités précédentes:

llp® - ol] < C VR lcbfl +——\}%h [cb[l et par (E.1.4) et (E.1.5) :
”CD—(p“ SC\/E’CD'l +-—C—h]®h ¢

v

Remarques:

-Plus généralement, lorsque @ est Hk+1 par morceaux, et pour des éléments finis
g sq P p

d'ordre k, on peut montrer une convergence du type:
llo-oll < covy nk+122 @

ce résultat est une amélioration du résultat initial de Lesaint, qui montre uniquement que la
norme L2 de I'erreur est d'ordre hk. Clest ¢galement une amélioration des résultats de
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Johnson et Croisille, qui supposent @ dans Hk+1 et les coefficients du systéme de

Friedrichs constants.

-quand v=0 ” . ” n'est plus une norme (le terme L2 disparait). On ne peut plus

démontrer par cette méthode la convergence de @ vers @ directement.

-la démonstration s'étend a des conditions aux limites sur dQ du type ® € N(x),
autres que la condition ®@ € Ker f(n)~. Il suffit par exemple de construire une matrice M

vérifiant:
(E.3.3) Ker M = Ker N(x) sur 0Q2
*
(E.3.4) MM A5 0 (ainsi, B@,®) est positif)
(E.3.5) L'inégalité (E.3.2) est vraie

De tels matrices M existent pour des conditions aux limites d'impédance (voir §B.2.2)
avec Re(a) < 0. On peut également construire des matrices M, associées 2 la condition
aux limites métal (qui correspond & a=0), vérifiants (E.3.3) et (E.3.4) mais pas (E.3.5).
Nous n'avons donc pas pu montrer la convergence de I'approximation dans le cas de la
condition aux limites métal. On est confronté a une difficulté du type absorption-limite
avec —o comme analogue de v.
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F. Conditions aux limites non réfléchissantes

Introduction:

Nous n'avons pour l'instant envisagé que des schémas peu utiles dans la pratique: une
discrétisation écrite sur un maillage infini (comment la résoudre?) convergeant
probablement sur tout compact spatial en norme double barre vers la solution du
probléme asymptotique; et une discrétisation en domaine borné, jointe & une condition

aux limites locale, approximativement transparente, mais peu précise.

Nous montrons d'abord ici comment résoudre numériquement le probléme discret sur
maillage infini en le ramenant & un probléme de dimension finie. La méthode employée
repose sur des équations de convolution et des fonctions de Green discretes.
Malheureusement, elle s'avére peu précise numériquement.

Nous verrons alors comment, par analogie, construire des conditions aux limites non
réfléchissantes plus précises, adaptées a la discrétisation sur maillage borné. Cette
derniére partie, bien qu'assez formelle, finit de montrer qu'il existe une alternative

cohérente aux formulations au second ordre des problemes d'électromagnétisme.

Enfin, dans une annexe en fin de chapitre, nous précisons un cadre algébrique pour le
calcul symbolique des inverses de convolution des systémes de Friedrichs a coefficients
constants, dans le cadre temporel ou harmonique perturbé.

F.1. Condition aux limites discréte

Rappelons qu'un maillage du domaine de calcul €2 (un ouvert born€é) étant donné, nous

allons rechercher une approximation du champ diffracté, constante par élément de ce
maillage, que nous noterons ¢. Le probléme discret a résoudre est le suivant:

Trouver ¢ tel que pour tout élément q du maillage, de frontiére dq, de normale n & dq

sortante, d'intérieur (d) (comme dedans) et d'extérieur (e), on ait:

(p A% B)oa+ | fn)(peoa)=]S
q dq q

Si q est un élément frontiere une partie de Q¢ ne peut pas étre connue 2 partir de valeurs de
¢ dans d'autres éléments. Les inconnues du probléme sont donc ¢ dans le maillage et le
flux rentrant de ¢ sur 0S2. Sur les éléments frontiéres, un couplage liant le flux rentrant de
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@ sur les facettes frontiere du maillage ( f(n)—@e sur 0Q2) et le flux sortant de ¢ sur ces
mémes facettes ( f(n)*Qq sur d2), serait utile. Ce sera précisément notre condition aux
limites transparente. Résumons I'idée que nous avons en téte (les fleches signifient
"permet de calculer” et les cadres décrivent les moyens de calcul):

inconnues
y Y
Py AN
Ve N
Ve AN
¢dansle  ~#————— flux rentrant

maillage de ¢ sur oQ

restriction 4 9Q2 condition
transparente

flux sortant
de ¢ sur oQ2

figure (F.1.1)

Cette figure suggere plusieurs méthodes de résolution que nous détaillerons aprés avoir
décrit le moyen d'obtention de la condition transparente.

En fait, nous allons décrire deux conditions aux limites. La premiére est transparente vis 3
vis du probléme discret. Elle assure que ¢ est la restriction & Q de la solution d'un

probleme discret analogue a (C.3.2.2), mais écrit sur un maillage infini. La seconde est

transparente pour le probléme continu (B.1.3.6), mais sera construite par analogie avec la
premicre. Nous commengons donc par détailler le cas discret.

F.1.1. Inverse de convolution de I'opérateur de Maxwell discret

Une méthode de volumes finis est plus générale qu'une méthode de différences finies
puisqu'elle permet l'utilisation de maillages quelconques. Néanmoins il peut étre
intéressant, afin de prédire les propriétés du schéma, de I'étudier dans le cas ou le
maillage est une grille régulidre et ol les équations de Maxwell sont a coefficients
constants. L'étude est simplifiée car il est possible d'utiliser convolution et transformée
de Fourier. Supposons donc ici que le maillage sur lequel est écrit (C.3.2.2) est composé
de cubes q de cotés h repérés par un tri-indice d'entiers relatifs (k,1,m), le centre du cube
ayant pour coordonnées (kh,lh,mh). Qk,I,m sera bien sir la valeur de ¢ dans I'élément
(k,I,m). L'intérét de 'utilisation d'un maillage infini (fictif) apparaitra plus loin. ¢ n'est

donc pas dans un espace de dimension finie et nous introduisons Ho 'espace des champs
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constants par €lément de la grille et d'énergie finie ( la valeur de ¢ dans I'élément q est
notée @q ). Ho est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (.,.) défini par:

(o) =Re ( f \ < QY >) = Z volume(q) Re ( < @q,yq >)
R q

<.,.> est le produit hermitien usuel sur C®, semi-linéaire par rapport a la seconde
variable. (@,9) est I'énergie de ¢ qui définit une norme par:

Hy s'identifie également a L2(23), I'espace des suites a triple indice, de carré sommable,
sur lequel est définie l'opération de convolution discréte. Pour u et v dans Ho, u * v

s'écrit:

VKeZ u*v(K)= Y uK-K) v(K)
Ke 23

en général, u * v n'est pas dans L2(Z3) mais dans L=(Z3). Hg n'est donc pas une
algebre de convolution. L'algébre de convolution naturelle sera dans notre cas S,
I'ensemble des u de L.2(2Z3) a décroissance rapide:

ue S Vpe N,3 C(p)>0,|uk|<Clp)( 1+]k|)P

La transformée de Fourier est un isomorphisme entre L2(23) et L2((R/2)3), I'espace des
fonctions 1-périodiques de carré sommable sur [0,1]. Elle est définie par la formule

usuelle:

u/\(x) — 2 uk e—-2in <kx>
ke 2°

La co-transformée de Fourier est I'isomorphisme inverse, défini par:
1
wik) = j v(x) edim <kx>
0

La transformée de Fourier échange convolution et multiplication. De plus, nous avons
I'équivalence classique entre la régularité de u” et la décroissance 2 l'infini de u. Il est
ainsi possible d'affirmer que S est une algébre de convolution (S est stable par
convolution). De plus, L2(Z3) est un module sur cette algebre (la convolution d'un
élément de S et de L2(23) est dans L2(23) ). La démonstration de cette propriété est
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également immédiate par transformée de Fourier puisque LZ((R/Z)3) est stable par la
multiplication par un élément de C>°((IR/2)3). Nous avons donc démontré:

Théoreme (F.1.1.1):

L'ensemble S des suites de L2(Z3) a décroissance rapide est une algébre de
convolution et L%(Z3) est un module sur cette algebre.

Avant d'utiliser l'outil algébrique décrit ci-dessus, il s'agit de réécrire (C.3.2.2) dans le
cas de la grille réguli¢re. Rappelons que 'on cherche ¢ dans L2(Z3) = Hy tel que pour

tout élément q=(k,1,m) dans 23 (les éléments du maillage s'identifient désormais 2 des
q g

éléments de 23) on ait:

fim(pd +j f(n)™ [ @e—@d] =[ S = Sklm )
q % q

ioh3 g im  +h2 £(1,0,0)7 ( Qke10m — Pk.Lm )

Soit:

+h2 f(~1,0,0)~ ( Qk-1.1.m — Pk.L.m )

+h2 £(0,1,0)~ ( @k 1+1,m — PkIm )

+ 02 £(0,-1,0)~ ( Pk 1-1,m — Pk,1,m )

+h2 £0,0,1)~ ( @k L m+1 — Pk tm )

+h2 £(0,0,-1)" ( @k 1 m-1 — Ok tm ) = h3 sk 1 m

Des calculs longs mais sans difficultés (il faut diagonaliser f(n) afin d'en déterminer les
parties positive et négative) montrent que I'équation ci-dessus est équivalente a:

(F.1.1.2) L*@=s avec:

2 Yy gtyg-
10)5+h Sn o 0 0
A= 0 2 xt+x-  zt+zo
e TN T™ 0
. Tty oy
0 0 2_ Y'Y xt+x
08+~ 2h
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0 -z Y-y

2h 2h
2h 2h B A
yroyr _xex
2h 2h

Les suites x*, x—, y*+, y-, z+, z- sont des translatées de la suite unité & (élément neutre
pour la convolution):

Ok 1,m = O sauf si k=I=m=0 auquel cas Ok 1m=1
Xtk ILm = Ok+1,m

X“k,Im = Ok-1,L,m

Y*k,Lm = Ok l+1,m

Y7kJ,m = Ok,I-1,m

Z¥k Im = Ok I m+1

Z7k,I,m = Ok I,m-1

Les convolutions par ces suites sont les opérateurs de translation de + ou —1 dans les
directions x, y ou z.

Nous sommes maintenant en mesure d'inverser explicitement le schéma via la
transformée de Fourier, en effet, il est possible d'écrire ( au moins formellement )

Lx@ = s équivalent a LA @A = s soit 97 = LA T shet @ =( (L)1) # s

Pour justifier ce calcul, remarquons que L est une matrice de convolution dont les
€éléments sont dans S (ils sont A support compact, donc & décroissance rapide). Si le
déterminant au sens des convolutions de cette matrice est inversible dans S, alors le
probleme (F.1.1.2) admet une solution unique, et cette solution s'exprime au moyen du
calcul habituel dans les algébres et les modules: L'inverse de L est le produit de
convolution de l'inverse de son déterminant par la transposée de sa comatrice. Par
ailleurs, afin de prouver l'appartenance de l'inverse du déterminant a S, il suffit
d'examiner sa transformée de Fourier. Or, des calculs pénibles montrent que det LA est
C= et ne s'annule pas sur {0,1]. Par conséquent, L est bien inversible dans S et la
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solution de (F.1.1.2) est unique. Dans la suite, l'inverse de L sera noté M. Ainsi, la

solution de (F.1.1.2) peut encore s'écrire:

(F1.13) oM = > Mk-k) sk)
ke 23

F.1.2. Formulation intégrale discrete

La formule (F.1.1.3) va maintenant étre exploitée afin d'obtenir une condition
transparente discréte. Désormais, il n'est plus nécessaire de supposer le schéma écrit sur
une grille réguliere partout, ni que l'opérateur est a coefficients constants. Néanmoins,
ces deux propriétés seront supposées vraies en dehors d'un ouvert borné Q dont la
frontiere dQ est composée de facettes d'éléments de la partie réguliére du maillage (ceci
impose a  d'étre parallélépipedique, ou plus généralement "en escalier"). Il est alors
naturel d'introduire H, I'espace des champs de L2(IR 3) constants par élément du nouveau
maillage. La notation Hy est conservée pour l'espace des champs de L2(IR3) constants
par €lément de la grille réguliere (celle-ci est alors prolongée 2 tout l'espace). La figure
(F.1.2.1) résume cette situation. Seule une partie des maillages (infinis!) est représentée.

Maillage "non perturbé"” Maillage "perturbé”
sur lequel est définit HO sur lequel est définit H
£
i

figure (F.1.2.1)

¢ € H étant la solution du schéma (C.3.2.2) écrit sur le maillage irrégulier, définissons
alors y € Hode la fagon suivante: y = 0 dans Q et y = ¢ ailleurs. Ainsi, y et ¢

coincident sur la partie réguli¢re des deux maillages.
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L'idée est alors de chercher un second membre g(¢) dans Hy, dépendant de ¢ tel que
Lxy = g(@). A la différence de @, y est défini sur la grille régulitre, et le calcul

symbolique précédent lui est applicable:
(F.122)  wk= > Mkk) g)k)
ke 2

A ce stade, il est important de se rappeler que g dépend de ¢, solution de (C.3.2.2). De
plus, par définition de y, pour tout élément k de la grille réguliére inclus dans €, on doit

avoir

(F123) 0= > Mk-kK) ge)k)
ke 23

Avant de bien comprendre la signification de (F.1.2.3), il est nécessaire de détailler la
structure du second membre g(@). Soit k un élément de la grille réguliere. Dans le calcul
de g(¢)(k), quatre cas peuvent se présenter:

1) k est extérieur a €2 et sans facette commune avec 9. Les éléments voisins de k
font donc également partie de la grille réguliére. Ainsi, sur k et ses voisins, ¢ =vy. Par
ailleurs, ¢ est solution de (C.3.2.2):

I Coq + f f(n)‘[(pe—q)d] =f S avec C=pA°+B
k k k

qui devient ici, puisque S est a support dans Q et C = iol dans le complémentaire de Q:

(L*y)(k) =0 = g(p)(k)

2) k est intérieur 2 Q et sans facette commune avec 9Q. Les éléments voisins de
k font donc également partie de Q. Ainsi, sur k et ses voisins, y = 0. L'égalité suivante

est donc immédiate:

[ ioyy + f f(n)™ [we—wq] =(L*y) (k) =0 =g(@)(k)
k dk

3) k est €lément de la grille réguliére, extérieur 2 Q (donc Px=Vy), et posséde une
ou plusieurs facettes en commun avec 0. Ainsi, sur certains voisins de k, y=0, et sur
d'autres, y=¢. Ecrivons que ¢ est solution de (C.3.2.2):



F. Conditions aux limites non réfléchissantes 55

fiﬁXPd +[ f(n)~[pe—q] =0
k ok

soit encore:

] impg + ] f(n)~ [@e—q] + f f(n)~[@e—pq] =0
K KNOQ ko (R3Q)

et finalement:

f iy + f f(n)™ [We—yg] =~ f f(n)~ ¢c = g(@)(k)
k ok ok M IQ

4) k est élément de la grille réguliére, extérieur a Q (donc 0=yy) , et posséde une

ou plusieurs facettes en commun avec 9€2. Calculons (L*y)(k):

ioyy + f f(n)” [We—yq] =0+ f f(n)~ e = g(@)(k)
ok

Lxy)(k) = f
ok M oQ2

k

Il apparait donc que g(¢) est a support sur deux couches d'éléments de part et d'autre de
0%2. De plus, g(9) est uniquement fonction du flux rentrant et du flux sortant de ¢ sur
9. Soit en effet N, la normale sortante 2 Q sur 0%, et k, un élément voisin de 9.
Lorsque k est intérieur a 2, N et n coincident sur dkmd<Q. En revanche, si k est extérieur,
N=-n sur dkndQ. Dans ce cas, en notant (D) l'intérieur de Q:

f —f(n)” @ = [ f(N)* ¢p
9k M 00 ok N IQ

c'est bien le flux sortant de ¢ sur 9.

Afin de résumer le calcul précédent, nous numérotons de 1 2 m les facettes frontiere qui
constituent d€2. Si p est un numéro de facette, p* (respectivement p-) est I'élément
extérieur (respectivement intérieur) a Q qui posséde la facette p en commun avec 9.
Ainsi y vérifie (I'indice (E) étant, bien sir, relatif A 'extérieur de Q):

F124) =Y MkpY f FNY*gp + M(k-p) f f(N)-@
p=1 ap*m oQ ap~n 9Q

Si k est intérieur & Q, y(k)=0 et (F.1.2.4) n'est autre que la formule (F.1.2.3) dans
laquelle g(9) a été explicité. Ainsi, écrire que y(k)=0 pour tout k dans € fournit une
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relation implicite entre les flux rentrant et sortant de ¢ sur 0Q2. De plus, si cette relation est
inversible (nous ne I'avons pas montré mais c'est toujours le cas numériquement: voir
chapitre suivant), résoudre le schéma (C.3.2.2) dans Q avec la relation de compatibilité
(F.1.2.4) assure que ¢ est bien la restriction & Q de la solution du méme schéma écrit sur
le maillage infini sous-jacent & H. Cette derniere propriété exprime que (F.1.2.4) est une
condition aux limites transparente pour le probléme discret.

F.1.3. Nécessité d'une meilleure condition transparente

Nous avons donc ramené le probléme initial de dimension infini (résoudre un schéma sur
maillage infini) & un probléme de dimension finie (schéma dans Q coupl€ 2 la condition
transparente (F.1.2.4) sur les flux). Le procédé conduit & des résultats numériques
meédiocres (voir chapitre H). Ceci n'est pas tout a fait étonnant car le schéma tire ses
qualités et ses défauts de sa dissipativité (elle méme due 2 la coercivité de I'opérateur
discret). C'est en effet celle-ci qui assure I'existence et l'unicité de la solution ainsi que sa
décroissance correcte a l'infini. Elle est également i la base de la stabilité du schéma et de
la méthode de résolution du probléme discret via un algorithme itératif entre sous-
domaines. Ceci se paye par une convergence assez lente de la solution discréte vers la
solution continue.

Afin de mieux comprendre l'influence de cette dissipation nous avons étudié le méme
schéma, appliqué aux équations de Maxwell monodimensionnelles sur une grille réguliére
de pas h. Nous avons alors pu constater que le schéma aux différences obtenu est
consistant a l'ordre h avec les équations, et consistant & l'ordre h? avec les équations

perturbées par —h ar La dissipation peut donc s'interpréter intuitivement comme la
X

conséquence d'une perturbation par un opérateur coercif du second ordre.

Il est donc tentant de modifier la condition transparente (F.1.2.4), afin de la rendre plus
exacte. Ainsi, la dissipation n'agira plus que sur le compact Q.

F.2. Condition aux limites transparente continue.

F.2.1. Formulation intégrale du premier ordre avec décomposition
des flux

Le procédé que nous avons utilisé pour obtenir la condition discréte peut étre généralisé
pour le probleme continu. En effet, dans le vide, l'opérateur de Maxwell est un opérateur
de convolution. Comme dans la partie précédente, nous allons commencer par inverser
I'équation L*®=S§ avec
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b 00 0 & -d
0po -5, 0 &
L: _
VA p
8 0 O 0po0
3, & O 00»

8x, By, 8, sont les dérivées de la masse de Dirac par rapport a x, y ou z (que dans la suite
nous noterons X,y et z) et p=iw+v avec v > 0.

Le terme v > 0 introduit une dissipation artificielle indispensable afin de justifier le calcul
des convolutions. Nous serons amenés par la suite a faire tendre v vers 0. C'est le
procédé "d'absorption limite", qui remplace la condition de rayonnement (voir annexe 3 la
fin du chapitre). Calculons l'inverse formel de L:

x2-p2  yx ZX 0 pz -py
yx  y:p? zy  -pz 0 px
o 1 zX zy  z2-p?  py —px 0
p(x2+y2+22—p?) 0 pz py  x2-p?  yx X
pz 0 -px yx y:-p? zy
-py px 0 ZX zy  z2-p?

11 suffit donc de savoir calculer l'inverse de convolution de D=x2+y2+z2-p2, si I'on veut
connaitre L-1. Or D n'est autre que 'opérateur de Helmoltz A—p? écrit sous forme
convolutive. Inverser D, c'est chercher E, solution de D*E=9. Tant que l'algebre de
convolution n'a pas été précisée, cette équation admet une infinité de solutions
combinaisons linéaires de E1 et Ep:

_epr
4nr

e +pr

et Ea(x,y,z) = =

Ei(x,y,z) =
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E =tE; + (1) Ep avec t complexe.

Nous allons donc nous restreindre & O’ , I'ensemble des distributions & décroissance
rapide (voir annexe i la fin du chapitre). Cet ensemble est une algebre de convolution et
S', I'ensemble des distributions tempérées, est un module sur cette algébre. Alors,
nécessairement E = Ej. Ainsi, si S est une distribution tempérée, 1'équation L*®=S,
admet une unique solution tempérée donnée par le calcul symbolique et en prenant D-1 =
Ej. Comme dans le cas discret, nous notons M l'inverse de convolution de L. Ainsi,

(F.2.1.1) PDxy,z) = M(x-x',y-y',z-z") S(x',y',z') = M*§
]R3

La matrice M présente une singularité & I'origine et l'intégrale dans (F.2.1.1) doit parfois
etre interprétée comme une partie finie. Néanmoins, si S est régulier et si (x,y,z)
n'appartient pas au support de S, l'intégrale s'interpréte classiquement et de plus, @ est
régulier en (x,y,z). Nous pouvons désormais nous dispenser de I'hypothése v > 0 et
poser p=i®. Comme dans le cas discret, nous définissons une distribution ¥ nulle dans
Q ( Q2 n'a plus besoin d'étre “en escalier” ), égale dans son complémentaire a la solution
@ des équations de Maxwell, et nous calculons L*¥. Dans Q, L¥¥=0 puisque ¥ est
nul. En un point extérieur a Q et n'appartenant pas a 0Q, L*¥=0, puisque ¥=® et ® est
solution au sens des distributions de (B.1.3.6). Le support de L*¥ est donc concentré
sur dQ2. Un résultat classique montre alors que si @ se trace sur 9Q:

L*Y = f(n)® 530

ol 83, est la masse de Dirac portée par Q2. L'analogue continu de la formule intégrale

discréte est alors:

Fixyz) =1 Mx-x,y-y,z-z) fin(x',y",2")) ®(x'y',z") dS(x'y',z') = M*G(®)
oQ

n(x',y',z') est la normale sortante & Q sur 0. Soit alors une surface I incluse dans Q et
voisine de dQ2. Une condition transparente est par exemple obtenue en écrivant que pour

tout point (x,y,z) de I, on a:
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(F.2.1.2) O=f M(x—x",y-y',z-2z") fln(x',y",z")) ®(x',y',z") dS(x'.y',z") = M*G(D)
002

Ainsi, le probléme, évoqué plus haut, de l'interprétation de l'intégrale (F.2.1.1) est
contourné. Cependant, dans (F.2.1.2), n'apparaissent pas directement les flux rentrants
et sortants de @ sur 9Q. En effet, dans le cas continu, ® est généralement régulier sur 9Q
et donc @ = @y. Mais comme f(n) = f(n)* + f(n)~, il est toujours possible d'écrire
f(n)® = f(n)*Pg + f(n)~Pe. Ainsi, 'analogie avec le cas discret devient frappante

(F.2.1.3) VXel,0= [ MX-Y) f(n)*Py(Y) dY + ( M(X-Y) f(n)y D (Y)dY
EY9) Joa

(F.2.1.3) sera notre condition aux limites transparente. C'est celle-ci qui sera discrétisée,
par exemple de la fagon suivante. mr points (Xk)kzl__mr sont choisis sur la surface I'.
Comme dans le cas de la condition transparente discréte, les facettes frontiére sont
numérotées de 1 &3 m et les points (Yj)j=1..m sont les barycentres des facettes
correspondantes. On écrira que pour tout point Xy, k=1..mr, on doit avoir:

(F2.14) 0= MXy-Yp) aire(p) ( f(n)*@a(p) + f(n)gc(p) )
p=1

Remarquons que suivant le choix de mr, le nombre d'équations peut étre aussi grand que
I'on veut. Cette caractéristique permet d'envisager de résoudre (F.2.1.4) au sens des
moindres carrés afin d'améliorer la méthode sur le plan numérique.

F.3. Annexe: Rappels sur les équations de convolution

Il est bien connu que les problémes hyperboliques 2 coefficients constants peuvent étre
résolu de fagon symbolique par des équations de convolution.

L'existence et l'unicité de la solution sont liées au fait algébrique suivant: I'ensemble des
distributions a support dans le cone d'évolution futur est une algébre de convolution, et
I'ensemble des distributions a support dans les temps positifs, un module sur cette
algebre.

Dans le cas d'un systeme de Friedrichs, la résolution du probléme d'évolution est donc
ramenée au calcul de l'inverse d'une matrice de convolution.

Dans cette annexe, nous montrons que pour le probléme harmonique perturbé a
coefficients constants, I'algébre et le module de convolution naturels sont respectivement
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I'ensemble des distributions a décroissance rapide et l'ensemble des distributions
tempérées. Cette structure algébrique est obtenue, comme au chapitre B, par transformée
de Laplace de la structure instationnaire.

Dans la suite, X=(x¢, X1, ..., X ) sera un vecteur de R0+1, La variable temporelle sera
notée également t = xg et la variable spatiale x= (x1, ..., Xp ).

La convolution de S et T € D'(R"+1) est habituellement définie par la formule: V Qe
D(]R n+1)

(F.3.1) (S*T)x(@(x)) = Sx@Ty(p(x+y))
ou le ® désigne le produit tensoriel des distributions.

Cette définition n'a pas toujours de sens car @(x+y) n'est pas nécessairement un élément
de D(Rn+1 x Rn+1 ) 11 suffit par exemple d'adjoindre la condition suivante sur les
supports de S et T afin de donner un sens a (F.3.1).

(F.3.2) YV ¢ € DR, supp(Sx®Ty)Msupp(p(x+y)) est compact
alors S«T existe dans D'(RP+1) (cf. Schwartz [45]).
Dans I'exemple suivant (fondamental et bien connu), la condition (F.3.2) est vérifiée.

F.3.1. Algebres de convolution de distributions a support dans un
cone:

Dans la suite, C désigne le cone d'évolution futur et T+={ (t,x) e R0+l >0}

C={ (tx) € R™! t2]x|)

P est I'ensemble des distributions a support parabolique, c'est & dire les distributions 2
support dans T* et H I'ensemble des distributions & support hyperbolique, c'est & dire a
support dans C.

H' (respt P') est 'ensemble des distributions tempérées qui sont dans H (respt P). Le
théoreéme suivant est une version modifiée d'un résultat classique:

théoreme (F.1.1.1):
H(+, «) et H'(+, ) sont des algeébres commutatives

P(+, *) et P'(+, ») sont des modules respectifs pour H et H'.
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preuve: Il est bien connu que H est une algebre de convolution et que P est un module sur
cette algebre. Puisque S' est inclus dans D', il nous suffit donc de montrer que la
convolution d'un élément de H' et d'un élément de P' appartient & P'. Nous allons

procéder par prolongement de la forme linéaire S*T, continue sur D(IR1+1):

Soient Se H'etTe P'. Alors Se Het T € P, donc S*T € P. S*T est donc une forme

linéaire continue sur D(R1+1). Nous allons montrer qu'elle est également continue sur
D(R"*1) pour la topologie de S(RM+1), et par densité de S(Rn+1) dans D(R n+1), Ie

résultat sera prouvé.

Comme S*T =125 (13 S * 13 T ) ol T4 est l'opérateur de translation temporel de a,
continu sur S'(R™*1), on peut supposer que supp S c 1, C et supp T © 14 T*. Le
produit S*T est défini par:

< S*T,@(t,x) > = < S®T, @(t+t',x+x') > ol ¢ € D(R+1)
Soit alors une fonction y € C(R™1xRn*1) comprise entre O et 1 telle que:

supp X < CxT+, x =1 sur supp S x supp T et D% e L**(IR™*1) pour tout multi-indice
o de N+l

On a alors: < S*T,p(t,x) > = < S®T, x(t,t',x,x)Q(t+t', x+x') >
dans la suite, nous noterons (t,x) = u et (t',x') = v.
Pour tout k € N et =(B;...85), un multi-indice de N**+1xNm+1, posons

qk,g (W(u,v)) = sup | (1+u2+v2)k DB wu,v) |
(u,v)e Ron+lxRn+l

(qk,8) est une famille de semi-normes définissant la topologie de S'(RM+1xRn+1),
D'aprés la regle de dérivation d'un produit, il existe C(B) telle que:

kB (XO(u+v)) < C(B) sup | (1+u2+v2)k DB1y DB2g(u+v) |
(u,v)e Ro+lxRn+l

|Bi+B21<IBl

Et par construction de , il existe K(B,x) telle que:

qk,p (XPu+v)) <KPB,x)  sup | (1+u2+v2)k DB2g(u+v) |
ﬁu,v)e CxT+

B.l<IBl

Soit;
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1+u2+v2
akp e < KB sup [0k sup [(1+w2k DB3g(w) |
(u,v)e CxT+ +u+v) we Rn+l
|gsl<[pl

B3 étant ici un multi-indice de Nn+1

or

sup ' 1+u2+v2 k= Sup l 1+u2+v?2 l k
20T 2

et par ailleurs, puisque (u,v) € CxT+:

uv = Iul [vl cos(u,v) 2-3/-2-2— [ul !vl donc:

1+u2+v2 1

I+(u+v)? — , 2uv
1+u+v?2

1+u2+v?2 1

<242 et donc:

1+(u+v)2 ~ N2 }ul ‘v'
=

qk,p (xeu+v)) < K"(k,Bx) sup  q'ky (@(w))
lyl<|pl

(q'k,y) est une famille de semi-normes définissant la topologie de S(RM*1). Ainsi, si
¢(w) tend vers 0 dans S(R™+1), y@(u+v) tend vers 0 dans S(Rn+1xRRn+1), De plus,

S®T est dans S'(RM*1xRn+1). Par composition des limites, on a donc <S®T,x@(u+v)>
tend vers O et donc S*T e S'(Rn+1). ¢

remarques:

(F.3.1.2) La masse de Dirac § et ses dérivées (i )i=1_n+1 appartiennent 3 H
et H'.

Soit le syste¢me linéaire de convolution:

(F.3.1.3) A « Z =B avec A matrice kxk a éléments dans H (respt H'), Z et B
vecteurs de Pk (respt Pk),
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Supposons que le déterminant de A au sens des convolutions soit inversible dans H
(respt H'). Alors le systeme (F.3.1.3) admet une solution et une seule dans Pk (respt P'K)
et cette solution est donnée par la formule habituelle de résolution des systémes linéaires:

(F.3.14)  Z=(detA)y'A'B

Clest la structure algébrique qui assure ici l'unicité de la solution car l'inverse du
déterminant est choisi a priori dans H ou H' (probléme d'évolution dans le futur ).

Désormais se pose donc le probléme de I'existence de l'inverse du déterminant de A.
Dans le cas général des systemes de Friedrichs a coefficients constants, l'existence de
l'inverse est la conséquence d'un théoréme de Hérmander [21] tome II. Pour le cas
particulier du systeme de Maxwell, nous verrons qu'il suffit de savoir inverser I'équation
des ondes.

définition:

Un polynéme P de degré m, de partie principale Py, est dit hyperbolique par rapport 2

N e R+l ggi:

(F.2.1.1) Pp(N)=0

(F.2.1.2) 3ae RtelqueVEe R+] P(E+izN)=0 = Re(z)>a

Le cone d'évolution de P par rapport a N est alors par définition le céne adjoint de:
I'(P,N)={ 8 € R™*1 tels que Py(6 + t N)=0 implique t<0 }, c'est a dire
I*(PN) = { x e R0*! tels que <x,8> > 0 quand 6 € I'(P,N) }.

On peut montrer que le cone d'évolution est intrinséque. Plus précisément, si N' €
I'™™(P,N) alors P est hyperbolique par rapport 2 N' et I*(P,N) = [™*(P,N").

théoreme (de Hormander) (F.2.1.3):

S1 P est hyperbolique par rapport N, P(D)=P(~id) admet un inverse dans D'(R"+1) 3
support dans I'*(P,N).

Ce théoréme montre que tout polyndme de dérivation hyperbolique P admet un inverse
(unique) dans l'algébre de convolution des distributions 3 support dans I'*(P,N).
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théoreme (F.2.1.4):

le déterminant de convolution d'un systéme de Friedrichs 2 coefficients constants est
hyperbolique par rapport & (1,0 ... ,0).

preuve: le déterminant de convolution d'un systéme de Friedrichs & coefficients constants
quelconque s'écrit P=det (Ai§; + AOgg —iB). P;;| désigne la partie principale du

polyndme P:

Pry1(§) = det (A% & ) a=0..n

d'ott P 1(N) =det A0 >0 car A0 est définie >0

soit§ € R0+l alors, Vze C:

PE+izN)=det (A®Ey +i zAO0-iB)

Pour tout complexe z, définissons la matrice K= A%£, +i zA0-iB

Soit z e C tel que det (K)=0, et soit donc un vecteur complexe non nul X tel que KX=0.
On impose

tX KX=0=UX A%E,X - Im(z) ' X AOX +iRe(z) t X AOX -t X BX

Ce qui implique, en écrivant que la partie imaginaire est nulle que:

Re(z) ' X AOX =X BX

| Anax(®) | | Amax(B) |

d'ou: |[R < Re(z) 2 - =
o IR =g oo O A

a est bien indépendant de &, donc par définition, P est hyperbolique par rapport a
N = (1,0,..,0). ¢

Jusqu'ici nous n'avons utilisé que les propriétés des systemes de Friedrichs, nous
particularisons maintenant a I'opérateur de Maxwell, ce qui permettra d'avoir des
formules explicites. L'opérateur de Maxwell a coefficients constants dans le vide s'écrit:
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oo 0 5 -3
0t 0 . 08
0
L=( z ~.VA)Z__ 001 5 -8 0
Va 1t
5 0 -3, 0t 0
00 t

5, &

>
<

L'inverse formel de L s'écrit:

x2~t2 yx zx 0 pz -py

yx y2~t2 zy —pz 0 px

-1 1 zx zy z2-t2 py -px O
tx2+y2422-2)| 0  —pz py x2-t% yx oz

pz 0 —px yx y2t? zy

-py px 0 zx zy 2242

et son déterminant formel s'écrit t2 (x2+y2+22~2)2. Nous voyons donc qu'il suffit de
savoir inverser l'opérateur de dérivation temporel ainsi que 'opérateur des ondes [ dans

H' afin de pouvoir inverser I'opérateur complet. Or (cf. par exemple Schwartz [45] ou
Vo-Khac Khoan [48]):

@)=Y ®8(x) et

-1 1 Iy
. —4nlx|8( { ‘)

qui sont bien des distributions tempérées 4 support hyperbolique.

Applications: ce calcul symbolique permet de retrouver par exemple la formule des
potentiels retardés.

F.3.2. Algeébre de convolution des distributions a décroissance
rapide.

Dans ce paragraphe, les équations harmoniques perturbées a coefficients constant sont

résolues via la transformée de Laplace partielle par rapport au temps (ce qui explique les

efforts faits pour généraliser le calcul symbolique a S'). Nous verrons que I'algebre de

convolution naturelle dans ce cas est I'ensemble des distributions 2 décroissance rapide,
n

O (RM.
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définition (F.3.3.1):

pour p complexe, Re(p) > 0 (ce sera toujours le cas dans la suite) et T € P, la
ransformée de Laplace partielle par rapport au temps de T est définie par:

<LpT,9>x = <T,ePo>x V ¢e SR

LpT appartient a §'

preuve: Donnons auparavant un sens plus précis au crochet < T, e Pt ¢ > 4. Soit x(t)
C, a support dans {t,t 2 —g,e >0 }, et telle que %=1 pour t >0, 0<y<I:

<TePto>=<TyePto>
La définition ne dépend pas du choix de x car T est a support parabolique.

Par ailleurs:

pour tout (a,B) de N+1 B = (Bo...Bn), B' = (B1...Bn), on a:

sup | ue DB (x(eP o(x))| < sup | yo:0 3Py (nePty ue DB p(x) |
ue Rn+l ue Rn+l
u=(t,x) u=(t,x)

<C  sup |uo DB'¢(x) |
xe Rn

Etdonc LpT appartient a S'. ¢

théoréme (F.3.3.2):
si T € H', alors LpT est une distribution a décroissance rapide et si S appartient & P,
Lp(S*T) = Ly(T) * Ly(S)

preuve: la premiére partie du théoréme se démontre en deux étapes. Dans un premier
temps, on montre que la transformée de Laplace d'un €lément de H' est le produit d'un
€lément de S(IRM) et d'un élément de S'(R ™). Dans un second temps, on montre que ce
produit est dans O'c(IRM).

a) soit f: R?" -5 R C= telle que 0 < f(x) < “x” et f(x) = ”x” en dehors d'un voisinage

borné de l'origine. Pour S € H', on définit T_g(x)S par:

<T_f(x)S , P(t,x) > =< 8§, e(t-f(x),x) >
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Ainsi, T_f(x)S définit un élément de P'. En effet, commengons par montrer la continuité
sur S(R n+1). Puisque S est continue sur S(R n+1), il suffit de montrer que
¢(t,x)— @(t—f(x),x) est continue sur S(RM*1). C'est immédiat en posant u=t—f(x) et par
dérivation de fonctions composées. De plus, T_f(x)S est bien & support parabolique par

construction.
La transformée de Laplace de S, peut alors s'écrire:
<LpS,9(x) > =< S,ePlop > = < e~ P §, e-P(-{())¢ >
=< T_x) € PIX) S 7Pl > = < Ly(T_f(x) e PIX) S), >
= < e Pl Lp(t_gS), ¢ >
Donc Ly(S) = e Pix) Ly(1_5x)S) =ePI®) T = g(x) T(x) avec T e S'(RM et ge S(RM)

b) Montrons que g(x) T(x) est un convoleur (élément de O'¢). On peut également montrer
grace aux propriétés de la transformée de Fourier que gV * TV est un multiplicateur
(élément de Op). g¥ * TV doit donc étre C* 2 croissance lente (caractérisation des
multiplicateurs: cf. Vo-Khac Khoan [48]). TV est une distribution tempérée, c'est donc la
dérivé a un ordre f3 d'une fonction continue h a croissance lente. Par conséquent:

gv*TV=DB(g)*h=a*h avec ot € S(RM)

a*hestCeto * h(x) = jh(x-u) o(u)du  donc il existe k dans N tel que:

lox heo) | <M [ (14 [xul D02 aqwy | du < Keay (1+]x | 2)k2

et gT est bien un convoleur.

La démonstration formelle de la deuxi¢me partie du théoréme est immédiate. L'existence
des produits de convolutions est assurée d'aprés ce qui précede. ¢

Le théoréme (F.3.3.2) permet de transporter le calcul symbolique aux équations

harmoniques perturbées via la transformée Mg (cf 2.1.3), ce que nous résumons dans:
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théoreme (F.3.3.3):

Le couple (Mg, Le+ig ) est un morphisme de H'xP' dans Oé(R“)xS'(IR") (pour £>0)

preuve: il suffit d'utiliser la formule Lp(S *;x T ) = Lp(S) *x Lp(T) pour Sdans H' et T
dans P'. ¢
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G. Aspects algorithmiques

Introduction:

Dans ce court chapitre, on décrit un algorithme (méthode de fonctions de base frontiére)
pour coupler la condition aux limites transparente avec le probléme intérieur. Cet
algorithme permet de calculer rapidement le champ diffracté associé & un nombre
important de champs incidents différents dans les problémes bidimensionnels.

Par ailleurs, on décrit I'implémentation de cet algorithme sur un ordinateur paralléle a

mémoire distribuée.

Rien ne s'oppose en théorie a I'adaptation de cette méthode en tridimensionnel. Elle nous
semble cependant difficile sans modification, car le nombre de fonctions de base, ainsi
que la taille du probléme intérieur sont dans ce cas nettement plus importants.

G.1. Algorithme de couplage adapté au calcul de la SER des
cibles bidimensionnelles

Pour les radaristes, la grandeur caractérisant un corps est sa surface équivalente radar (ou
SER) définie de la fagon suivante: soit un radar, situé loin de 'objet inhomogene (appelé
"cible"), émettant une onde incidente plane sinusoidale, de pulsation ®, & I'incidence 0

(voir figure).

M(a, )

direction

d'observation
champ émis
le radar

cible

Dans le cas d'un corps bidimensionnel, on appelle SER(w,,8) le nombre:
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lim 2nr(

| Haire(r,c0)| )2
r—300

l Hinc(r,o) t

(dans un cadre plus général, SER(w,0,0) est aussi le carré de I'amplitude de scattering:
voir Petkov, Stoyanov [35]).

Hinc et Hgifr €tant respectivement les champs magnétiques incident et diffracté.

Pour calculer SER(w,8,1), il suffit en fait de connaitre Hgisr et Egiff sur une courbe

entourant la cible, le champ magnétique lointain étant calculé par équation intégrale.

La courbe de SER monostatique est alors la courbe SER(w,ct,o) en fonction de o (on

regarde dans la direction opposée au vecteur d'onde du champ incident).

La courbe de SER bistatique est la courbe SER(w,0,0) (le radar étant fixe, on mesure
I'énergie renvoyée par la cible dans toutes les directions ¢).

Nous allons présenter un algorithme de résolution du probléme discret couplé 2 la
condition transparente continue. Cet algorithme (dit des fonctions de base frontiére)
permet de calculer rapidement le champ diffracté pour un grand nombre de champs
incidents différents. Il est donc particulierement adapté au tracé de la SER monostatique.

Il apparait alors commode de rechercher une approximation du champ total plutét que du
champ diffracté. Le champ total est solution des équations de Maxwell homogénes et le
champ diffracté est la différence du champ total ®t et du champ incident @i, . Le champ
incident est, bien siir, solution de L*®;,c = 0.

La condition transparente pour le champ total est alors obtenue en remplacant dans
(F.2.1.4) @ par ®! — Ojpc. Soit

(G.1.1) VXeT, [ MX-Y) [y diy) +f(n)-<b‘e(Y)) dy
0

=[ MX-Y)f)Pinc(Y) dY = -Dipc(X)

aQ

La derniére égalité s'obtient par les mémes techniques que dans F.2.1 en considérant un
champ ¥ égal a ®;,c dans Q et nul ailleurs.

La méthode de résolution est alors la suivante: 'approximation du champ total est notée
¢'. Supposons qu'une bonne approximation du flux rentrant de ¢! sur d0Q puisse étre
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obtenue comme une combinaison linéaire finie de fonctions indépendantes, définies sur
0Q. Les fonctions en question sont appelées fonctions de base, et peuvent étre a priori
n'importe quel type de fonctions utilisées en interpolation (dans notre cas, il s'agira de
fonctions "chapeau"). Les inconnues du probléme deviennent alors les coefficients de la
combinaison linéaire:

Ty
(G.12)  f)gk(Y) = Y, o g(Y)
i=1
Supposons par ailleurs que les problémes intérieurs suivants soient résolus:

Trouver ¢ tel que pour tout élément q du maillage, on ait:

f Coy + f () [oP—¢] + f ~f(nyef = f - g
q agqME2 M) 9gMoQd

Par combinaison linéaire de ces problémes, on voit que ¢t = > a; ¢ est solution de
vq [ CoYy + f f(n)[piol] =0
q aq

Par ailleurs, le flux sortant de ¢! sur d2 est combinaison linéaire des flux sortants des
NON

(G.1.3) f(n)*ot = 2, o f(n)*+ o

Afin de déterminer les qi, il ne reste plus qu'a injecter (G.1.2) et (G.1.3) dans (G.1.1),

ce qui donne:

G14) VX, | MDY, o fyoly) + gv)ay =500
i=1

Q2
Une discrétisation de (G.1.4) conduit alors & un systéme linéaire (éventuellement
surdéterminé) permettant de calculer les ;. Notons que la matrice  "inverser" ne dépend
pas du champ incident, ce qui permet de calculer trés rapidement les o; associés a un
grand nombre de champs incidents différents, une fois les ¢ obtenus.

La méthode proposée ici est une variante de la méthode des moments, largement utilisée
par les €lectromagnéticiens numériciens. Elle a été reprise de fagon plus rigoureuse par
Cadilhac, Petit [107] et Kalfon, Volpert [23'], mais de nombreuses questions restent
ouvertes: convergence de la méthode, influence du choix de I'...
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G.2. Résolution du probleme discret sur un ordinateur
parallele a mémoire distribuée

Nous montrons maintenant comment les ¢{) peuvent étre calculés par la méthode de
décomposition de domaine décrite en D.2. Le probléme initial, qui était de résoudre un
schéma a l'intérieur de €2 couplé a une condition transparente, est en effet maintenant
ramené A la résolution de plusieurs problémes intérieurs (avec conditions aux limites

inhomogénes données par les gj ):

(G2.1) co +|  tmr[ofoP+] gty =0
q g2 9gMoQ

Chacun de ses problemes peut, bien siir, &tre résolu en assemblant et factorisant la
matrice associée au schéma. Mais si le probléme intérieur est trop gros, ceci peut conduire
a des difficultés d'encombrement mémoire. Une méthode classique pour se tirer de ce
mauvais pas est d'effectuer une décomposition de domaine. Dans chaque sous-domaine,
la matrice a décomposer est plus petite. Le couplage entre les domaines est alors réalisé
par une méthode itérative. Ce procédé est un bon compromis entre méthode directe
(encombrante) et méthode itérative (dont la convergence peut étre lente et chaotique).

Décrivons plus précisément cet algorithme. Nous supposons que  est partitionné en
plusieurs domaines (£2;);=1. K dont les frontiéres sont composées de facettes d'éléments
du maillage. X est la surface LWI2; \ 0Q (composée des facettes internes du maillage
d'apres ce qui précede). Considérons alors I'algorithme suivant, engendrant une suite yn.

G22) Vg, | cy® + fy [y®-y® + ] ) [y Doy @)
q g (Q\Z) oqNE

+ g~ )y y{" =0

agMaQd

qui exprime que dans chaque domaine €, Wy est calculé en résolvant le schéma restreint
a Qj, et en utilisant le flux rentrant de Y"1 comme condition aux limites inhomoggne sur
9. On a montré au chapitre D que W™ converge vers o). II suffit donc de factoriser un
systeme linéaire associé a chaque domaine, puis d'itérer les descentes-remontées en
balayant successivement tous les domaines, jusqu'a convergence numérique de " vers la

solution globale du probléme inhomogéne considéré.
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G.2.1. Description de I'IPSC 860

Nous allons maintenant décrire I'implémentation de ces méthodes sur un ordinateur
massivement parallele, I'PSC 860 d'Intel. Une bréve présentation des architectures
d'ordinateurs massivement paralléle & mémoire distribuée s'impose avant d'aborder les
détails de programmation et les résultats obtenus.

Pour le programmeur, I'IPSC 860 se présente en fait comme un réseau de processeurs
indépendants numérotés de 1 & N (dans le cas de I'IPSC 860, N=128). Chaque
processeur a sa propre mémoire et ne peut accéder a la mémoire des autres que par
échange de messages. Les échanges de messages sont, dans notre cas, gérés par appels 2
des sous-programmes d'une bibliothéque fournie par le constructeur. Bien que le réseau
soit rapide, comparé par exemple a un réseau de stations de travail, il est bien siir
recommandé de limiter le nombre et la longueur des messages afin de ne pas grever les
temps de calcul.

G.2.2. Programmation paralléle de l'algorithme de Jacobi par blocs
La programmation de I'algorithme (G.2.2) est alors simple:

Nous avons commencé par décomposer le maillage en N sous-domaines Q;.
L'algorithme de décomposition consiste a se donner N points associés aux N domaines et
a distribuer les éléments dans leur domaine respectif suivant leur proximité par rapport 2
ces points. Cette méthode permet d'obtenir, en général, des domaines convexes et
connexes avec des interfaces petites (afin de limiter la longueur des messages). En
revanche, il faut procéder de fagon empirique pour obtenir la répartition de points
optimale, conduisant a des domaines €quilibrés (méme nombre d'éléments dans chaque
domaine).

A chaque domaine €2; est associ€ un processeur chargé, dans une premitre phase, de
I'assemblage et de la factorisation du systeéme linéaire a résoudre dans €;. Cette premitre
phase ne nécessite pas d'échange de messages. Le temps de factorisation pour K
domaines est donc le méme que pour le domaine le plus grand.

La méthode de factorisation que nous avons utilisée est une décomposition LU de la
matrice de chaque sous-domaine. L'algorithme, communiqué par F.X. Roux (cf. [40] et
[41]), est adapté aux matrices non symétriques complexes. Il est basé d'abord sur une
renumérotation des éléments par l'algorithme de Cuthill Mac Knee, transformant la
matrice initiale en une matrice tri-diagonale par bloc, chaque bloc étant creux. Ensuite, un
algorithme de pivot de Gauss par bloc est exécuté, de sorte que seuls les blocs diagonaux
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de la décomposition soient remplis et stockés. Un jeu astucieux de pointeurs est

€galement construit, permettant un calcul rapide des descentes-remontées.

Dans un second temps, ont lieu les itérations proprement dites. y est d'abord initialisé de
maniere arbitraire. A chaque itération, les processeurs commencent par calculer le flux
qu'ils doivent transmettre A leurs voisins. Puis a lieu la phase d'échange de messages:
envois des flux sortants et attentes des flux rentrants pour chaque domaine. Les systémes
linéaires locaux sont alors résolus par descente-remontée dans chaque domaine avant la
nouvelle itération... La aussi le temps de calcul est dicté par le domaine le plus gros, d'oll
l'importance d'avoir construit au départ des domaines équilibrés.

Apres un nombre fixe d'itérations (précisé dans l'initialisation), toutes les données sont
alors rapatriées vers le processeur 1 qui calcule le résidu et sauvegarde la solution. Si le
résidu est trop important, on peut refaire un bloc d'itérations en initialisant avec le résultat
du calcul précédent.

G.2.3. Second parall¢lisme de la méthode
Par ailleurs, un autre parallélisme de la méthode peut étre exploité.

En effet, I'algorithme (G.2.2) doit étre utilisé pour le calcul de chaque @(). Ces calculs
étant indépendants, ils peuvent étre réalisés en méme temps sur plusieurs groupes de K
processeurs. Par exemple, si Q est partitionné en K=4 domaines, et si I'on souhaite
décomposer le flux rentrant de @ sur ny=16 fonctions de base, le calcul des ¢ peut &tre
réalisé en un seul coup sur 64 processeurs. Le gain en temps de calcul est important (et
particuli€rement simple a obtenir!) et montre combien la méthode des fonctions de base
est adaptée au calcul paralléle.

En revanche, la résolution de (G.1.4) n'a pas été parallélisée. Bien que ce soit possible
(surtout en ce qui concerne 'assemblage de la matrice), ceci n'est pas tres important dans
notre cas, les calculs sur station SUN restant modestes.
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H. Résultats numériques

Introduction:

Dans ce chapitre sont exposées quelques expériences numériques réalisées avec le schéma
de décomposition des flux. Les résultats théoriques obtenus dans les chapitres précédents
sont en général valables pour des systémes de Friedrichs en dimension quelconque, bien
que souvent, pour simplifier la présentation, nous ayons particularisé aux équations de
Maxwell en dimension 3. La méthode est donc trés générale.

Son défaut majeur est sa lenteur de convergence: l'expérience a montré que si A est la

longueur d'onde du champ incident, le pas du maillage doit &tre au plus de 1'ordre de
A/80 si 'on désire obtenir une précision acceptable. Des tests tridimensionnels ne sont

pas envisageables sans amélioration de la précision, et nous présentons exclusivement ici
des résultats numériques bidimensionnels (en mode TE).

Dans ce cadre, nous avons pu valider les propriétés de la méthode: convergence de
I'approximation, conditions aux limites discrétes et continues, méthode de sous-

domaines...

H.1. Condition aux limites transparente discréte
H.1.1. Résultat d'un programme test

Dans le chapitre F, nous avons supposé que la condition aux limites transparente discréte
définissait bien une relation bijective entre les flux rentrants et les flux sortants sur 0.

Rappelons que celle-ci est obtenue en écrivant que:

m
0=y(k) = Y, M(k-p*) f f(N)*op + M(k-p) j f(N)"@E
p=1 dp*tr aQ dp~N 0Q

pour tout €lément k du maillage régulier inclus dans Q (voir les notations du chapitre F).
Elle a donc la forme d'une relation implicite entre le flux rentrant et le flux sortant de ¢
sur 0. 11 s'agit donc de vérifier qu'elle permet de calculer f(n)~@p connaissant f(n)*Qg

et vice-versa.

En fait, nous avons vérifié expérimentalement qu'il suffit d'imposer f(n)*y(p—)=0 (ou
f(n)~y(p~)=0) pour toute facette frontiére p, afin d'obtenir une relation bijective. Dans ce
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cas, le systéme linéaire a résoudre est un systeme carré, et I'équation ci-dessus est alors
automatiquement vérifiée pour tout élément k dans Q.

Le test était le suivant:

Q1

I'n )

I?2

Considérons le maillage régulier d'un carré € de frontiére I'2. A I'intérieur de ce carré,
est défini un autre carré 21, de frontiére I'j constituée d'arétes du maillage. Le schéma a
d'abord été résolu sur €21 avec la condition aux limites discrétes sur I'j (et un second
membre arbitraire a support dans £22). Nous avons pu vérifier au passage l'inversibilité
de la condition transparente. Les résultats, en terme d'énergie, sont représentés figure
(H.1.1.1).
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AoAsT

S
I A

figure (H.1.1.1)

Lors de cette résolution, le second membre g(p) a ét€ calculé. Nous avons donc pu
appliquer I'inverse de I'opérateur discret L-1 & g(¢), afin de vérifier que I'on trouve bien
y. Clest bien le cas sur la figure (H.1.1.2).
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figure (H.1.1.2)

Sur la figure (H.1.1.3), les deux calculs précédents ont été recollés. Notons @1 le résultat
du collage. ¢; est donc une approximation numérique de ¢, solution du probléme discret
€crit sur le maillage infini régulier prolongeant celui de Q;.
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figure (H.1.1.3)

Théoriquement, la résolution du probleme discret dans Q1, couplé a la condition
transparente discréte sur I'1, doit conduire 2 une solution @2 = Q1. @2 est représenté
figure (H.1.1.4).
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figure (H.1.1.4)

Sur la figure (H.1.1.5) est tracée l'erreur relative entre (p1 et ¢2 (étant donné que sur de

nombreux éléments @1 est voisin de 0, c'est un critére ex1geant)

On a partout Egej < 2x10-2 et donc @1 et ¢y sont bien numériquement égaux.
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figure (H.1.1.5)
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H.1.2. SER d'un cylindre métallique de rayon 0,5 A

La condition non réfléchissante discréte a été testée sur le cas d'un cylindre métallique
infiniment conducteur de rayon 0,5 A (A est la longueur d'onde du champ incident).

Direction d'observation
de la SER (surface équivalente

30 radar) bistatique

~

Métal infiniment —
conducteur

Vecteur d'onde
du champ incident

Maillage

On constate sur la figure (H.1.2.1) la convergence de la courbe de SER bistatique vers la

courbe théorique lorsque le pas du maillage tend vers 0. Cependant, cette convergence est
assez lente.
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150 ° 200
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figure (H.1.2.1)

La figure (H.1.2.2) est une comparaison des courbes de SER obtenues avec la condition

transparente discrete et la condition f(n)~¢ =0.
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figure (H.1.2.2)

H.1.3. Conclusion

La précision obtenue avec la condition transparente discréte est insuffisante et ne justifie
pas de pousser plus loin son algorithmique. En revanche, son role théorique est moins
négligeable. Elle a permis de montrer qu'une condition non réfléchissante naturelle pour
le schéma de décomposition des flux devait fournir une relation bijective entre le flux

sortant et le flux rentrant de la solution sur 9Q.
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H.2. Condition transparente continue

H.2.1. Cylindre métallique de rayon 0,5 A

Nous reprenons le cas traité en (H.1.2) avec la condition discréte. On constate sur la
figure (H.2.1.1) I'excellente précision de la SER bistatique obtenue grice 2 la nouvelle
condition aux limites. En abscisse se trouve I'angle o et en ordonnée 10 log1o(SER). Les

problémes intérieurs étant modestes, ils ont pu étre résolus sur station SUN (voir le
, A

maillage figure (H.2.1.2)). Ici, h = a0 - On constate de plus la stabilisation de la courbe

de SER lorsque le nombre de fonctions de base ¢ croit (nbas = nombre de fonctions de

base). En pratique, nbas=10 suffit.

Ici, la courbe I ot est écrit yw=0 est un cercle de rayon 0,4 A.

10.0 — e —— : ,
L~ ser bistatique theorique
N e nbas=5
50 k T\~ == nbas=10 .
\ —-- nbas=40

-5.0

-10.0 ' : ' f : : ‘
0.0 100.0 200.0 300.0 400.0

figure (H.2.1.1)
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Maillage autour du cercle de rayon 0,5 A

figure (H.2.1.2)

H.2.2. Cylindre métallique de rayon 3,18 X

Le cas est analogue au précédent avec R=3,18 A. Voir figure (H.2.2.1) ol la courbe
théorique et la courbe calculée sont exactement superposées.
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30.0 " T T i T
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W T
! !
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0.0 100.0 200.0 300.0

figure (H.2.2.1)

H.2.3. Triangle métallique

N direction d'observation
N Se la SER monostatique

La figure (H.2.3.1) est une courbe de SER monostatique (on regarde dans la direction
opposée au radar en balayant toutes les directions possibles). La courbe est comparée
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avec les résultats d'une autre méthode développée par Dominique Volpert. On constate la
bonne coincidence des courbes.

ser monostatique triangle
d caracteristique = 4 lambda

T M T i T
ser "flux splitting" nbas=80 / i
ere L L ser méthode des péles (D. Volpert)
2.7 §
173 F -
X
27200 40.0 90.0 1400

figure (H.2.3.1)

Nous avons également constaté sur ce cas que la courbe I ne doit pas étre placée trop loin
de o€ (distance de l'ordre de A/50). Ce paramétre a moins d'importance pour le cercle (ce
fait est sans doute dli aux symétries existantes ainsi qu'a I'absence de pointe). Une fois
cette contrainte respectée nous avons cependant vérifié la stabilité des courbes sous des
variations des autres parametres.
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Maillage autour du triangle métallique

figure (H.2.3.2)

H.2.4. Triangle inhomogéne

Le cas de calcul suivant, proposé dans l'atelier RCS Marseille 1992, a été traité sur IPSC
860. L'objet est un triangle composé de 2 matériaux diélectriques et d'un métal parfait.
Deux maillages de finesses différentes ont été réalisés (figures (H.2.4.1) et (H.2.4.2)).
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90

h=A/40

figure (H.2.4.1)
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h=24/80

ATAVAVAVAAYAYAVAVAYAY,

figure (H.2.4.2)

La géométrie est décrite figure (H.2.4.3). Sur cette méme figure se trouve les résultats
corrects, exprimes en terme de SER monostatique, d'un participant 2 I'atelier.
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figure (H.2.4.3)
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Ci-dessous, nous présentons un tableau récapitulatif des cas envisagés. Les temps
donnés correspondent a la résolution de nbas=16 problémes intérieurs.

maillage 1 (h=A/40) | maillage 2 (h=A/80)
nbre d'éléments 2324 8912
nbre d'arétes 3582 13562
nbre d'elts domaine 1 609 2362
nbre d'elts domaine 2 553 2094
nbre d'elts domaine3 -~ | 609 - 2362
nbre d'elts domaine 4 - 553 2094
nbre d'arétes dom. 1 960 3637 ’ -
nbre d'arétes dom. 2 1868 3218
nbre d'arétes dom. 3 960 3637
nbre d'arétes dom. 4 868 3218
temps facto. dom. 1 32s 552s
temps facto. dom. 2 43 s 596 s
temps facto. dom. 3 32s 554 s
temps facto. dom. 4 41s 602 s
temps 100 iter (nproc=32) |20s 80 s
temps 200 iter (nproc=32) |35 144 s
temps 400 iter (nproc=32) |66 s
temps 800 iter (nproc=32) | 124 s
temps 1600 iter (nproc=32) {242 s 1031 s
temps 1600 iter (nproc=64) 515 s
temps 3200 iter (nproc=64) 1045 s
residu max 100 iter 3,3E-4 1,5E-4
residu max 200 iter 1,6 E4 1,2 E-4
residu max 400 iter 4,4 E-5
residu max 800 iter 4,2 E-6
residu max 1600 iter 7.4 E-8 99E-6
residu max 3200 iter 6,5 E-7
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Précisons que le grand nombre d'itérations de la méthode de Jacobi par blocs effectué n'a
servi qu'a montrer la stabilité de l'algorithme, ainsi qu'a vérifier sa convergence. En
pratique, 100 & 200 itérations entre sous-domaines suffisent largement. D'autres tests,
réalisés par ailleurs sur I'algorithme de Jacobi élément par élément, montre que le gain en
temps apporté par la méthode de sous-domaines est trés important. Les résultats du
tableau indiquent que la convergence est d'autant plus lente que le maillage est fin. Ceci
semble montrer que le module d'une des valeurs propres de la matrice d'itération
s'approche de 1. Des méthodes d'accélération de convergence type Tchebyshev sont
donc enviSagcébles.

Sur la figure (H.2.4.4) sont tracés nos résultats de SER (2 la méme échelle que sur la
figure (H.2.4.3)). On constate la coincidence de la position des "pics” et des "creux".
Néanmoins, la précision numérique de ces mémes "pics" et "creux" laisse i désirer.
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m SER monostatique triangle inhomogéne
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figure (H.2.4.4)

La finesse du maillage n'est pas en cause, mais 'insuffisance du nombre de fonctions de

base (np=16).
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figure (H.2.4.5)

Les calculs ont été refaits, sur ordinateur conventionnel, pour évaluer l'influence de ce
parametre. Les résultats sont représentés figure (H.2.4.5), et le nouveau maillage figure
(H.2.4.6).

Malheureusement, nous n'avons pas eu le temps de réaliser une étude numérique sérieuse
du gain en temps apporté par la parallelisation. Seule la faisabilité est démontrée.

La figure (H.2.4.7) est un tracé d'iso-énergies. La dissymétrie de la répartition d'énergie
est due a la dissymétrie de la géométrie. L'éclairage a lieu par la pointe. L'effet de pointe

(champ intense) est visible sur les points anguleux du triangle parfaitement conducteur.
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figure (H.2.4.6)
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figure (H.2.4.7)
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Conclusion

Nous avons présenté une approximation originale des équations de Maxwell
harmoniques. Le schéma numérique qui en découle posséde des propriétés pratiques sur
le plan algorithmique:

-probleme discret bien posé en existence et unicité.

-existence d'un algorithme itératif par sous-domaine convergeant vers la solution

discrete.
-possibilité de maillages totalement déstructurés, permettant des raffinages locaux.

Ces propri€tés ont été testées numériquement dans le cas d'éléments finis Pg. De plus,

elles restent théoriquement valables, pour des éléments finis d'ordre plus élevé.

Au passage, nous avons tenté d'exhiber certains liens entre la théorie du probléme
continu et celle de I'approximation. En particulier, il semble que la propagation des
singularités de la solution instationnaire, le principe d'absorption-limite, la structure du

probleme harmonique, et la convergence de I'approximation sont intimement liés.

A Tavenir, nous souhaiterions élucider ces liens. Nous envisageons de plus
d'améliorer l'ordre du schéma, grice a la possibilité, déja envisagée, d'éléments finis
plus précis, afin que la méthode soit adaptable aux objets tridimensionnels. De plus, de
nombreux problemes théoriques intéressants restent posés autour de la condition
transparente (F.1.2.3).
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Résumé: Cetle thése porte sur la résolution théorique et numérique des équations de Maxwell
dans le domaine temporel ou {réquentiel.

Dans une premiere partie, on démontre 'existence et ['unicit€ mathématique de la solution
du probléme d'évolution. On s'intéresse également au comportement asymptotique en temps de
cette solution lorsque le second membre des équations est sinusoidal en temps. L'approche utilisée
fait appel & la théorie des systémes hyperboliques linéaires du premier ordre, au théoréme de Hille-
Y osida, aux principes d'amplitude-limite et d'absorption-limite, ainsi qu'a des théorémes de traces
(dans le cas du probléme aux limites).

Dans un second temps, on développe une approximation par éléments finis discontinus du
probleme fréquentiel, basée sur une décomposition de la matrice des flux en partie positive et
négative {méthode de flux-splitting). Cetie approche autorise l'utilisation de maillages totalement
déstructurés, Une €tude d'erreur lorsque le pas h du maillage tend vers z€ro est proposée.

Un algorithme itératif de résolution du probleme discret, basé sur une décomposition de
domaine sans recouvrement, est ensuite décrit. On démontre sa convergence vers l'unique solution
discréte. L'implémentation sur un ordinateur & architecture massivement parallele (IPSC 860) a €€
réalisée.

Enfin, on construit une équation intégrale adaptée a la méthode, pour la résolution des
problémes en domaine non borné.

Des expériences numériques sont décrites dans le cas d'€léments finis de type Pg
(approximation constante par €élément).

Mots elés: éiéments finis, électromagnétisme, calcul paraliéle, équation intégrale, comportement
asymptotique, raffinement de maillage, décomposition de domaine, approximation non conforme.

Summary: This work is devoted to the theoretic and numerical resolution of Maxwell equations
in the time or frequency domain.

In a first part, we prove that the time problem is well posed. We also deal with the
asymptotic behavior of the solution when the right hand side of the equations is sinusoidal in
time. In our approach we use the following tools: the theory of linear first order hyperbolic
systems, the Hille-Yosida theorem, the limiting amplitude principle, the limiting absorption
principle, and some trace theorems (in the boundary problem).

’ Then, we develop a discontinuous finite elements method for the numerical resolution of
the frequency problem, based on a flux splitting. This method is well adapted to unstructured
meshes, and local refinements are simplified. An error estimate is proved.

An iterative algorithm is then described to solve the discrete problem. It is based on a
domain decomposition without covering. It is shown to be convergent towards the unique discrete
solution, and it has been implemented on a parallel computer (IPSC 860).

An integral equation is also built, for the resolution of the problem in an unbounded
domain.

Numerical experiments are described in the case of a piecewise constant approximation.

Keywords: finite elements, electromagnétism, parallel calculus, integral equation, limiting
amplitude principle, mesh refinement, domain decomposition, non conforming approximation
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