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Introduction 1

Introduction

Cette thése s’inscrit dans 1'étude algorithmique et structurelle des graphes
infinis de présentation finie.

Automates infinis

Un automate infini est un graphe simple orienté et étiqueté' de présentation
finie. Le terme présentation finie signifie que la structure de ce graphe est dé-
crite par une quantité finie d’information. Cette propriété est cruciale dans le
cadre de I'informatique théorique puisqu’elle rend ces graphes «accessibles» aux
ordinateurs et donc au traitement automatique.

Il existe deux grandes classes de présentations finies d’un graphe: les présen-
tations internes et externes.

Les représentations internes, qui sont les plus naturelles, fixent un nommage
explicite des sommets du graphe. Les sommets sont, par exemple, des mots sur
un alphabet fini ou encore des termes finis. Les arcs du graphe sont alors donnés
par une machine finie acceptant des couples de sommets. Des exemples de telles
machines sont les automates a pile et les machines de Turing. Dans les graphes
ainsi définis, les sommets sont des configurations de cette machine et les arcs
représentent les étapes de calcul de la machine.

Les représentations externes ne fournissent pas de nommage explicite des som-
mets mais une description de la structure du graphe. Un exemple de présentation
externe consiste a décrire un graphe par une suite finie de transformations qui
construit ce graphe en partant d’'un graphe fini ou d’un graphe infini de présen-
tation finie.

La majeure partie des recherches sur les automates infinis concerne des pro-
priétés qui sont indépendantes de la présentation choisie. Nous parlerons de pro-
priétés structurelles par opposition aux propriétés liées aux noms des sommets.
Bien entendu, les propriétés algorithmiques de ces automates dépendent de la
présentation adoptée. Deux grandes familles de propriétés structurelles vont gui-

1. ayant un ensemble dénombrable de sommets
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der cette thése: I'expressivité des logiques décidables sur les automates infinis
considérés et les langages acceptés par ces automates.

Logique

Une logique est un langage permettant d’exprimer des propriétés structurelles
du graphe. Elle est donnée par un ensemble de formules et une relation de sa-
tisfaction qui lie les graphes? et les formules. De nombreuses logiques ont été
introduites avec des expressivités variées; nous en considérerons essentiellement
deux: la logique au premier ordre (FO) et la logique au second ordre monadique
(MSO). La logique au premier ordre permet de quantifier sur les sommets du
graphe. Ainsi nous pouvons, par exemple, exprimer que tout sommet du graphe
admet un successeur. Du point de vue de I'expressivité, la logique au premier
ordre ne peut exprimer que des propriétés locales. En particulier, il est impos-
sible d’exprimer l'existence d’'un chemin entre deux sommets dans la logique au
premier ordre. La logique au second ordre monadique est un enrichissement de
la logique au premier ordre ot I'on autorise & quantifier sur des ensembles de
sommets. Grace a cet ajout, elle peut exprimer des propriétés non-locales comme
I’accessibilité et la confluence.

Une logique est décidable sur un automate infini s’il existe une procédure
automatique prenant en entrée une formule de la logique et décidant si I’'automate
infini satisfait cette formule.

L’étude des automates infinis ayant une logique décidable est motivée par
I'intérét qu’ils présentent pour la vérification des systémes informatiques ayant
un ensemble de configurations de taille non bornée. [.’automate infini est une
abstraction d’un tel systéme et les formules logiques expriment des propriétés sur
le comportement de ce systéme. Si la modélisation du probléme est correcte alors
le systéme a un comportement donné si et seulement si 'automate infini associé
satisfait la formule exprimant ce comportement. Un compromis doit étre trouvé
entre la richesse de la structure de I'automate infini et 'expressivité de la logique.
En effet une logique trop expressive ne sera décidable que sur des automates
infinis de structure extrémement pauvre et vice et versa.

Il est communément admis que la logique monadique réalise un compromis
satisfaisant entre ces deux aspects. En effet d’une part, son expressivité est suf-
fisante pour exprimer la plupart des propriétés que l'on souhaite vérifier sur le
comportement des systémes informatiques. D’autre part, elle est décidable sur des
familles assez riches d’automates infinis. En pratique pour des raisons d’efficacité
de la procédure de décision, on considére des logiques moins expressives que la
logique monadique comme les logiques temporelles ou les logiques modales.

2. vus comme des structures relationnelles
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Langages

A la fin des années 50, Chomsky a introduit, dans [Cho59], une hiérarchie de
familles de langages. Cette hiérarchie, aujourd’hui appelée hiérarchie de Chom-
sky, a posé les bases de la théorie des langages formels. Elle est définie a base
de grammaires formelles et contient quatre niveaux: les langages rationnels, al-
gébriques, contextuels et récursivement énumérables. Ces quatre familles ont été
originellement définies par des restrictions syntaxiques sur les grammaires les en-
gendrant. Depuis elles ont donné lieu a une étude approfondie et en particulier a
de nombreuses caractérisations alternatives. En particulier pour chacune de ces
familles de langages, une famille d’accepteurs finis correspondante a été donnée:
les automates finis, les automates a pile, les machines de Turing travaillant en
espace linéaire et les machines de Turing.

Récemment, ces familles de langages ont été caractérisés par des familles d’au-
tomates infinis (voir par exemple |CK02, ThoO1]). Pour voir les automates infinis
comme des accepteurs de langages, il suffit de leur adjoindre un ensemble de som-
mets dit initiaux ainsi qu’'un ensemble de sommets dit finaux. Le langage accepté
par un automate infini ainsi enrichi est I’ensemble des mots étiquetant un chemin
allant d’'un sommet initial & un sommet final. Ce langage est appelé la trace de
I’automate. Cette notion généralise parfaitement la notion d’automate fini sur un
monoide libre; ce qui justifie la dénomination d’automate infini. Cette approche
a permis de proposer une hiérarchie de familles d’automates infinis acceptant la
hiérarchie de Chomsky: les automates finis, les graphes préfixe-reconnaissables
[Cau96], les graphes rationnels [MS01]| et les graphes de transitions des machines
de Turing [Cau03b].

Historique

[.’étude des automates infinis a débuté avec les travaux de Muller et Schupp
[MS85] sur les graphes enracinés des automates a pile (aussi appelés context-free
graphs en anglais). Un tel graphe a pour sommets les configurations de I'automate
a pile accessibles depuis la configuration initiale et ses arcs sont donnés par les
transitions de I'automate. Muller et Schupp établissent une propriété structurelle
fondamentale de ces graphes. Pour cela, ils considérent la suite des graphes obte-
nus en supprimant un sommet donné, puis les sommets a distance au plus 1 de
ce sommet, puis les sommets a distance au plus 2, etc. Ils établissent que pour les
graphes enracinés des automates a pile, cette suite ne contient qu’un nombre fini
de composantes connexes non isomorphes. Cette propriété leur permet de mon-
trer que ces automates infinis ont tous une théorie au second ordre monadique
(MSO) décidable. Tls se raménent a la décidabilité de MSO sur I’arbre binaire
complet, établie par Rabin dans [Rab69].
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Dans [Cou90|, Courcelle élargit cette propriété a la famille plus générale des
graphes HR-équationnels. Ces automates infinis sont engendrés par les gram-
maires déterministes de graphes. La encore, la décidabilité de la théorie au second
ordre monadique est obtenue en se ramenant au théoréme de Rabin.

Dans [Cau96|, Caucal généralise encore cette famille en définissant la classe des
graphes préfixe-reconnaissables. Il en donne une présentation externe en montrant
que ces graphes sont obtenus en dépliant un graphe fini et en appliquant une
transformation de graphes appelée substitution rationnelle inverse. Comme ces
deux transformations préservent la décidabilité de la théorie monadique et que
les graphes finis ont trivialement une théorie monadique, tous les graphes de cette
famille ont donc une théorie monadique décidable.

Ces trois familles de graphes possédent des caractéristiques similaires.

Tout d’abord, elles admettent une présentation interne basée sur les automates
a pile. En particulier, Stirling établit dans [Sti00| que les graphes préfixe-recon-
naissables sont isomorphes aux graphes des transitions des automates a pile.
Les graphes de transitions sont obtenus en «masquant» les e-transitions dans
les graphes enracinés des automates a pile. Pour prolonger le paralléle entre au-
tomates finis et automates infinis, les graphes des transitions sont obtenus par
e-fermeture des graphes enracinés. Une conséquence immédiate de ce résultat est
que les traces de ces trois familles d’automates infini entre un unique sommet
initial et un unique sommet final sont les langages algébriques.

Ensuite pour ces trois familles, la décidabilité de leur théorie au second ordre
monadique peut se réduire a la décidabilité de I'arbre binaire complet. Plus pré-
cisément, tous ces graphes peuvent étre obtenus par interprétation monadique
dans I'arbre binaire complet. Dans [Bar97|, Barthelmann établit que les graphes
préfixe-reconnaissables sont d’une certaine maniére maximaux pour cette pro-
priété: tout graphe interprétable dans ’arbre binaire complet est isomorphe a un
graphe préfixe-reconnaissable.

En 2002, deux pistes pour définir des familles d’automates infinis ayant une
théorie au second ordre monadique décidable ont été proposées. La premiére,
proposée dans [KNUO02|, consiste a considérer les graphes aussociés a des enri-
chissements des automates a pile que sont les automates a pile d’ordre supérieur.
La seconde proposée dans [Cau02|, consiste a généraliser la caractérisation ex-
terne des graphes préfixe-reconnaissables et a considérer les graphes obtenus en
itérant le dépliage et la substitution rationnelle inverse en partant des graphes
finis. La premiére est basée sur une présentation interne et la seconde sur un
présentation externe.

Approche interne. Les automates a pile d’ordre supérieur ont été introduits
dans les années 70 comme une généralisation des automates a pile [Aho69, Gre70,
Mas76]. Alors qu'un automate a pile travaille sur une pile (de niveau 1) de sym-
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boles, un automate a pile de niveau 2 travaille sur une pile contenant des piles
de niveau 1 et non plus des symboles comme au niveau 1. Un automate a pile
de niveau 2 peut (comme au niveau 1) empiler ou dépiler un symbole sur la plus
haute pile de niveau 1. Les nouvelles opérations introduites au niveau 2 sont la
copie de la plus haute pile de niveau 1 et sa destruction. Les automates a pile de
niveau k sont définis de maniére similaire. Ces automates ont dans les années 80
été étudiés comme des accepteurs de langages [Dam82, Eng83)|.

En 2002, Knapik, Niwinski et Urzyczyn ont, dans le cadre de ’étude des sché-
mas récursifs d’ordre supérieur, défini des arbres infinis associés aux automates a
pile d’ordre supérieur et ils ont montré que ces arbres infinis ont tous une théorie
monadique décidable [KNUQ2|.

Approche externe. Dans [Cau98, Cau02|, Caucal définit une hiérarchie épo-
nyme de familles d’automates infinis ayant une théorie monadique décidable. Le
niveau 0 de cette hiérarchie contient la classe des graphes finis. Les graphes du
niveau n + 1 sont les graphes isomorphes aux graphes obtenus en appliquant
un substitution rationnelle inverse au dépliage d'un graphe de niveau n. Comme
nous l'avons déja mentionné, tous les graphes de cette hiérarchie ont un théorie
au second ordre monadique décidable. Le niveau 1 contient la classe des graphes
isomorphes & un graphe préfixe-reconnaissable.

Ce document s’intéresse a I’étude de ces deux approches et a leurs liens.

Contributions

En collaboration avec Stefan Wdohrle dans [CW03|, nous avons établi 1'égalité
entre ces deux approches. Nous avons montré que les graphes du n niveau de la
hiérarchie introduite par Caucal sont, & isomorphisme prés, les graphes des tran-
sitions des automates a pile de niveau k. Nous établissons aussi que la hiérarchie
obtenue en itérant dépliage et substitutions rationnelles inverses coincide avec la
hiérarchie obtenue en itérant des opérations plus générales que sont 'opération
I'itération de structure [Wal96a| et les transductions monadiques [Cou94|. Cette
équivalence est une conséquence de résultats de commutation partielle pour di-
verses transformations de graphes préservant la décidabilité de MSO obtenus en
collaboration avec Thomas Colcombet dans [CCO03|.

Ce résultat établit la robustesse et la pertinence de ces familles d’automates
infinis. En effet ces deux transformations (I'itération de structure et la transduc-
tion monadique) sont & notre connaissance les transformations de graphes les plus
générales préservant la décidabilité de la logique MSO.

Pour réaliser une étude détaillée des graphes associés aux automates a pile
de niveau k, il est nécessaire d’avoir une représentation finie des ensembles de
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piles de niveau k associés aux automates a pile de niveau k. En particulier, il
faut une notion permettant de capturer I’ensemble de piles apparaissant dans
une configuration accessible depuis une configuration donnée. Pour les automates
a pile, un résultat fondamental est que 'ensemble des contenus de pile accessibles
depuis une configuration donnée forme un sous-ensemble rationnel des piles vues
comme des mots sur I'alphabet de pile. Dans [Car05|, nous définissons une no-
tion d’ensemble rationnel de piles de niveau k pour lesquels cette propriété est
aussi vérifiée. Nous effectuons une étude détaillée des propriétés algébriques et
algorithmiques de ces ensembles. En particulier nous donnons deux notions com-
plémentaires d’accepteurs déterministes et complets pour ces ensembles et ainsi
que des procédures de déterminisation de complexité minimales.

Nous fournissons aussi de nombreux arguments qui établissent ’aspect cano-
nique de cette notion de rationalité pour les piles de niveau k. En particulier,
nous montrons que ces ensembles correspondent aux ensembles définissables en
logique sur la structure canonique associée aux piles de niveau k.

En exploitant les liens naturels entre les automates a pile de niveau k et les
ensembles rationnels de piles de niveau k, nous pouvons donner des preuves plus
élémentaires des résultats obtenus dans [CWO03]. De plus, nous pouvons définir
une famille de graphes associée sans e-fermeture structurelle plus pertinente que
les graphes enracinés: les graphes des configurations. Ces graphes sont définis
par une restriction a un ensemble rationnel de configurations au lieu d’une res-
triction par accessibilité. Ils sont caractérisés de maniére externe en remplacant
les substitutions rationnelles inverses par des substitutions finies inverses. Nous
généralisons aussi la notion de graphe préfize-reconnaissable & tout niveau et éta-
blissons que les graphes préfixe-reconnaissables de niveau k sont (4 isomorphisme
pres) les graphes des transitions des automates a pile de niveau k.

En résumé, ces travaux généralisent a tous niveaux la plupart des résultats
obtenus au niveau 1 a I'exception notable de la caractérisation géométrique de
Muller et Schupp.

Durant cette thése, nous avons en collaboration avec Antoine Meyer mené
une étude systématique des accepteurs infinis pour les langages contextuels. Ces
travaux ont été publiés dans [CM05, CM06a, CMO6b| et ne seront pas présentés
en détail dans ce document. Cependant une bréve synthése en est donnée dans le
chapitre 2.

Plan

Le document est structuré comme suit.
Dans le chapitre 1, nous définissons les notions de bases utilisées dans ce
document. En particulier, nous présentons la hiérarchie de Chomsky et la logique
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monadique avec sa caractérisation par automates d’arbres a parité sur les arbres
déterministes.

Dans le chapitre 2, nous présentons un survol des principales familles d’auto-
mates infinis. Ce chapitre sera en particulier 'occasion d’une présentation plus
détaillée des résultats obtenus en collaboration avec Antoine Meyer autour des
accepteurs infinis pour les langages contextuels.

Dans le chapitre 3, nous présentons les différentes transformations de graphes
préservant la décidabilité de la théorie au second ordre monadique. Nous établis-
sons plusieurs résultats liant les compositions de ces différentes transformations.

Dans le chapitre 4, nous présentons la notion de rationalité associée aux au-
tomates a pile d’ordre supérieur et nous étudions ses propriétés algébriques, al-
gorithmiques et logiques.

Dans le chapitre 5, nous présentons les différentes familles de graphes as-
sociées aux automates a pile d’ordre supérieurs et nous en donnons différentes
caractérisations internes et externes qui généralisent le cas des automates a pile.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions et notations prélimi-
naires. Le paragraphe 1.1 couvre les objets mathématiques de base. Le para-
graphe 1.2 donne quelques éléments de la théorie des langages formels et pré-
sente la hiérarchie de Chomsky. Le paragraphe 1.3 présente les notions relatives
aux graphes et aux arbres. Le paragraphe 1.4 présente les logiques usuelles que
sont la logique du premier ordre (FO) et la logique du second ordre monadique
(MSO). Nous rappelons en particulier la caractérisation par automates d’arbres
avec conditions de parité de MSO sur les arbres déterministes.

1.1 Notions de base

Pour tout ensemble P, nous noterons 2 I’ensemble des parties de P. Si P est
un ensemble fini, nous noterons |P| son cardinal. Si P est infini, nous noterons
simplement |P| = oco. Un ensemble est dénombrable s’il est en bijection avec
I'ensemble N des entiers.

1.1.1 Mots

Pour tout ensemble 32, nous noterons >* I'ensemble des suites finies d’éléments
de X. Si X est fini, nous parlerons aussi de mots sur X. Pour tout w € ¥*, |w|
désigne la longueur de la suite w et pour tout k € [1,|wl|], w(k) désigne le ki®me
symbole de la suite w. L'unique suite vide de X* sera notée €. Pour deux suites u
et v dans X*, nous noterons u - v la concaténation des deux suites.

Pour tous mots u et v € 3¥*, u est un préfixe de v (noté u C v) sl existe un mot
w € ¥* tel que v = u - w. Si de plus u est différent de v alors nous dirons que u
est un préfixe strict de v et nous écrirons u  v. Un ensemble P C ¥* est clos par
préfize si pour tout v € P et pour tout u € ¥*, u C v implique u € P. Le plus
long préfixe commun de P est le plus long mot de I'ensemble {u | Vo € Pu C v}.
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1.1.2 Relations

Une relation R sur un ensemble P est un sous-ensemble de P x P. Pour un
couple ¢ = (p,q) € P x P, nous prenons m(c) = p et m(c) = ¢. La relation
R est symétrique si pour tous u et v € P, (u,v) € R implique (v,u) € R. La
relation est réflexive si pour tout u € P, (u,u) € R. La relation R est transitive
s'il existe u,v et w € P tels que (u,v) € R et (v,w) € R alors (u,w) € R. Une
relation d’équivalence R est une relation réflexive, symétrique et transitive. La
classe d’équivalence d’'un élément p € P, notée [p|g, est 'ensemble de tous les
éléments de P en relation par R avec p (i.e. [plr = {q € P | (p,q) € R}). Deux
classes d’équivalences de R sont soit égales, soit disjointes.

1.1.3 Fonctions et fonctions partielles

L’ensemble des fonctions partielles d'un ensemble P dans un ensemble () sera
noté P --» Q. Pour toute fonction f € P --» @, nous noterons Dom(f) (resp.
Im(f)) le domaine de f (resp. I'image de f). Comme pour les relations, nous
noterons f o g la composée de la fonction partielle f puis de la fonction g. Une
fonction f (ou application) de P dans @ est une fonction partielle f € P --» @
telle que Dom(f) = P. Nous étendons canoniquement toute fonction partielle
de P dans @ en une fonction de 2 dans 29. Pour tout ensemble R C P, nous
noterons f~1!(P) Pensemble des antécédents de P par f (ie. f7YP) = {q €
Dom(f) | f(q) € P})

Pour toute fonction partielle f injective de P dans @), la fonction partielle inverse
notée f~! de () dans P est définie pour tout g € Q) par:

FYq) = P s'il existe p € P, f(p) = q,
non définie sinon.

1.1.4 Monoides

Un monoide M est donné par un couple (M,-) on M est un ensemble et ou -
est un produit interne sur M associatif et admettant un élément neutre noté 1.
L’opération de produit est étendue aux sous-ensembles de M en prenant pour
tous sous-ensembles P et @ de M, P-Q égala {p-q|p € P et ¢ € Q}. Nous
définissons I'étoile de P C M, notée P*, comme J,.y P* ot P° = {e} et ot pour
tout ¢ > 0, P"*! = P - P'. De plus, nous noterons P* = J,_, P".

Un monoide est engendré par P C M si M = P* et nous dirons qu’il est
finiment engendré s’il est engendré par un ensemble fini. De méme, nous dirons
que le monoide est librement engendré par P si tout élément m € M s’écrit de
maniére unique comme p; - - - p, pour n > 0 avec pq,...,p, dans P.
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Un morphisme ¢ d’un monoide M = (M, ) dans un monoide N' = (N,-y)
est une fonction de M dans N telle que ¢(1r) = p(1xr) et pour tout p et ¢ € M,
o(p-mq) = @(p) -ae(q). Un isomorphisme est un morphisme qui de plus est une
bijection.

L’ensemble des mots sur >* est un monoide pour la concaténation dont 1’élé-
ment neutre est le mot vide . Ce monoide est librement engendré par X.

L’ensemble ¥* x >* peut étre muni d’une structure de monoide en considérant
la concaténation composante par composante. L.’élément neutre est (£,¢).

Si I'on considére un alphabet Y réduit a un singleton, le monoide »* x *
est isomorphe au monoide (N?,+) ot + désigne I’'addition composante par com-
posante et dont 'élément neutre est (0,0). Ce monoide est finiment engendré
par { (0,1),(1,0) }. Il n’est cependant pas librement engendré car (1,1) est égal a
(1,0) + (0,1) et (0,1) + (1,0).

1.1.5 Parties rationnelles

L’ensemble des parties rationnelles Rat(M) d’'un monoide M = (M,-) est
le plus petit ensemble de parties de M contenant les parties finies et fermé par
produit, union et étoile.

Exemple 1.1.1. Considérons le monoide libre sur ¥ = {a,b}. I.’ensemble des
mots contenant le facteur ab est rationnel et égal a { a,b }*ab{ a,b }*. Son complé-
mentaire est lui aussi un ensemble rationnel égal a b*a*.

Les parties rationnelles du monoide produit >* x X* sont appelées les relations
rationnelles.

1.1.6 Automates finis

Les automates finis sur un monoide M fournissent une représentation finie
des ensembles de Rat(M). Pour une présentation détaillée de cette notion, nous
renvoyons le lecteur a par exemple [HU79, Sak03].

Un automate fini A étiqueté par un ensemble fini P C M est donné par un
quadruplet (Q,I,F,A) ot @ est I'ensemble fini des états, I et F' sont des sous-
ensembles de () correspondant respectivement aux états initiaux et finaux, et
I'ensemble A C @ x P x () est 'ensemble des transitions. Un calcul de I'automate
A est une suite de poaip; ...a,p, € Q(PQ)* telle que pour tout i € [0,n — 1],
la transition (p;,a;,p;+1) appartienne a A et telle que pg soit un état initial et p,
un état final; ce calcul accepte I’élément aq---a, de M. L’ensemble de tous les
éléments de M acceptés par A sera noté L(A). Les parties rationnelles de M sont

les parties acceptées par un automate fini étiqueté par un sous-ensemble fini de
M.
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Un automate A = (Q,I,F,A) étiqueté par P est déterministe si pour tout
p,q,4 € Q, si (p,a,q) et (p,a,q’) appartiennent a A alors ¢ = ¢'. L’automate est
complet si pour tout p et pour tout a € P, il existe un état ¢ € @ tel que

(p,a,q) € A.

Exemple 1.1.2. Reprenons le langage rationnel { a,b }*ab{ a,b }* présenté dans
I'exemple 1.1.1. La figure 1.1 donne deux automates acceptant ce langage. Celui
de gauche n’est ni déterministe, ni complet et celui de droite est déterministe
et complet. Les états initiaux sont marqués par une fléche entrante et les états
finaux par une fléche sortante.

Fic. 1.1 Automates acceptant { a,b }*ab{ a,b }*.

1.1.7 Parties reconnaissables

Une partie P C M d’un monoide M = (M,-) est reconnaissable s’il existe
un morphisme ¢ de M a un monoide fini tel que P = ¢~ 1(o(P)). L’ensemble
des parties reconnaissables de M est noté Rec(M). L’ensemble Rec(M) est une
algébre de Boole.

Dans le cas du monoide libre X* sur un ensemble fini X, les parties rationnelles
et reconnaissables sont identiques [Kle56|. Pour un monoide finiment engendré,
les parties reconnaissables sont des parties rationnelles. La réciproque n’est en
général pas vraie. Par exemple dans le cas du monoide (N?+), les ensembles
reconnaissables sont des unions finies d’ensembles de la forme P x () ou P et )
appartiennent a Rat((IN,4)) (cf. [Kni64|). L’ensemble {(n,n) | n > 0} = (1,1)*
de Rat(N?,+) n’est donc pas un ensemble reconnaissable.

1.2 Hiérarchie de Chomsky

Dans ce sous-paragraphe, nous présentons la plus connue des hiérarchies de la
théorie des langages formels qui a été introduite par Chomsky dans [Cho59]. Pour
une présentation détaillée de ces familles de langages, nous renvoyons le lecteur
a par exemple [HU79).
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Dans I'approche de Chomsky, les langages sont définis par des grammaires.
Une grammaire GG est donnée par un uplet (INV,X,S,P) ot N est un ensemble fini de
symboles non-terminaux, > est un ensemble fini de symboles terminaux, S € N
est I'axiome de la grammaire et P est un sous-ensemble fini de N* x (NUX)*. Un
élément (u,v) de P est une production que nous noterons u — v. La grammaire
induit une relation de dérivation —5 sur (N UX)* définie par:

= {(wuw' wow') | ww" € (NUX)" et (u,v) € P}.

Un mot u € £* est dérivé par G si S ?* u. Nous noterons £(G) I'ensemble

des mots de X dérivés par G.
La hiérarchie de Chomsky contient quatre niveaux qui sont définis par des
restrictions syntaxiques sur les grammaires.

— Sans restrictions sur la forme de la grammaire, les langages engendrés sont
les langages récursivement énumeérables.

— Les grammaires croissantes ou contextuelles (i.e. dont les productions sont
de la forme (u,v) avec |v| > |u| engendrent les langages contextuels.

— Les grammaires algébriques (i.e. dont les productions sont de la forme (A,v)
avec A € N) engendrent les langages algébriques ou hors-contexte.

Les grammaires linéaires a droite (i.e. dont les productions sont de la forme
(P,aQ) engendrent les langages rationnels.

Toutes ces familles de langages sont acceptées par des machines possédant un
nombre fini d’états. Les langages récursivement énumeérables sont acceptés par
les machines de Turing. Les langages contextuels sont acceptés par les machines
de Turing travaillant en espace linéaire, aussi appelées machines linéairement
bornées (LBM). Les langages algébriques sont acceptés par les automates a pile
et, comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent, les langages rationnels
sont acceptés par les automates finis.

Nous donnons ici une définition de ces accepteurs comme des systémes de
transitions étiquetées. Pour une définition classique, nous renvoyons le lecteur a
[HU79|. L’avantage de cette présentation est de mettre en lumiére le lien entre
ces accepteurs et les graphes infinis qu’ils induisent. La notion de systéme de
transitions étiquetées est une reformulation de la notion de machine hors-ligne
(voir par exemple [MS97]).

1.2.1 Systémes de transitions étiquetées

Un systéme de transitions étiquetées (LTS) par X est donné par un ensemble
de configurations C et par une famille de relations (L)aegu{f} sur C. Le symbole
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7 est un symbole spécial n’appartenant pas a > qui correspond aux pas internes
du systéme ou a ses actions inobservables. Traditionnellement dans le cas des
accepteurs finis, les transitions étiquetées par 7 sont étiquetées par ¢ et appelées
des e-transitions. Nous utilisons le symbole 7 pour éviter toute confusion avec le
mot vide €.

Un calcul du LTS est une suite cpaic; . ..a,c, € C(XU{7})C)* avec n > 0
et pour tout ¢ € [0,n — 1], ¢ LN civ1- Ce calcul est étiqueté par aq,...,a, dans
(X U{7}). Pour tout w € (XU {7 })* et pour toutes configurations c et ¢ € C,
nous écrirons ¢ — ¢ §'il existe un calcul de ¢ a ¢ étiqueté par w.

Si nous omettons les actions internes étiquetées par 7, nous écrirons, pour
tout w € ¥, ¢ == ¢ ¢'il existe un calcul étiqueté par w’ € (LU {7 })* tel que w
soit le mot obtenu en effacant les occurrences de 7 de w’.

Un systéme de transitions étiquetées est déterministe si pour toutes configu-
rations cj,co et ¢z et pour tout z € XU {7},

€T x . .
Cl — C9 et Ci — C3 1mphque Co = (3,
T x . .
c1 — ¢ et ¢ — ¢z implique x = 7 et donc ¢y = c3.
Si ’on fixe un ensemble de configurations initiales C; et un ensemble de confi-

gurations finales Cp, un mot w € »* est accepté par le systéme de transitions
étiquetées si ¢; == cy pour une configuration initiale ¢; € Cy et ¢y € Cp.

1.2.2 Machines de Turing

Une machine de Turing est intuitivement composée d'une bande bi-infinie
composée de cases contenant chacune un symbole dans I', d'une téte de lecture
positionnée sur cette bande et d’'un nombre fini d’états de controle. Les actions
que peut effectuer la téte de lecture sont lire et écrire le contenu de la la case
courante et se déplacer d’une case vers la droite ou vers la gauche. Nous donnons
une définition adaptée de [Cau03b, Mey05| des machines de Turing.

Définition 1.2.1. Une machine de Turing est donnée par un uplet (X,I"; [,],@,qo,
F.,0), ot ¥ et I" sont des ensembles finis de symboles d’entrée et de bande, | et
| & T sont des délimiteurs de bande, @ est un ensemble fini d’états, ¢o € Q est
I’état initial, ' C @) est 'ensemble des états finaux et A est un ensemble fini de
regles de transition de I'une des formes suivantes:

pl== g+  pA-qBe  pl - ql—
pl— q[ pA — ¢B p] — 4
pA-"q  pA-gBA  p| - B

avec p,g € Q, ABeT, e {+,—} et x e DU{T}
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Une configuration d’'une machine de Turing M est un mot de la forme uquv
avec uwv € [[], v # € et ¢ € @, on uv représente le contenu de la bande avec
ses délimiteurs, g est I'état de controle courant et la téte de lecture pointe sur
la cellule qui contient la premiére lettre de v. Nous noterons Cp; ’ensemble des
configurations de M. L’'unique configuration initiale de M est go[]. L’ensemble
des configurations finales de M est ’ensemble des configurations ayant un état
final de M.

La machine de Turing M induit un systéme de transitions étiquetées défini
par pour tout z € ¥ U {7} par:

— = {(wpAv,uBqu) € C* | pA — qB+ € A}

M
U {(upAv,uqBv) € C* | pA = ¢B € A}
U {(uCpAv,uqCBv) € C* | pA 5 qB— € Aet C € TU{[}}
U {(upAv,uqu) € C? | pA - q € A}
U {(upAv,ugBAv) € C? | pA — qBA € A}.

Les machines de Turing déterministes (i.e.. qui induisent un systéme de tran-
sitions étiquetées déterministe) acceptent les méme langages que les machines de
Turing (non-déterministes). Ces langages sont fermés par union et intersection
malis pas par complémentaire.

1.2.3 Machines de Turing linéairement bornées

La définition d'une machine de Turing linéairement bornée comme un systéme
de transitions étiquetées est plus délicate. En effet, il faut assurer un lien linéaire
entre la taille de la bande de la machine et le nombre de lettre de > qui ont été
lues. La définition que nous présentons a été proposée dans [CMO5|.

Définition 1.2.2. Une machine linéairement bornée (LBM) est une machine de
Turing M = (%,1,[,Q,q0,F,A) dont aucune régle d’insertion pB —— ¢AB € A
n’est étiquetée par 7.

On vérifie aisément que pour toutes configurations c et ¢’ et pour tout w € X*
tel que ¢ :]\u;> c alors || — |¢| < |w|. En particulier, si I'on peut atteindre une

configuration ¢ depuis la configuration initiale en lisant un mot w (i.e. go[] — ¢)
alors |¢| < |w|+ 3: ce qui assure que la machine travaille bien en espace linéaire.

Comme nous l'avons déja mentionné, les langages acceptés par les machines
linéairement bornées sont les langages contextuels qui sont strictement inclus
dans les langages récursivement énumérables. Ces langages forment une algebre
de Boole [Imm88|. Les machines linéairement bornées déterministes acceptent
les langages contextuels déterministes. Contrairement aux cas des machines de
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Turing, nous ne savons pas si les langages contextuels coincident avec les langages
contextuels déterministes [Kur64].

1.2.4 Automates a pile

Les automates a pile travaillent, comme leur nom l'indique, sur une pile. Ils
peuvent lire le dernier symbole de cette pile, le dépiler ou empiler un nombre fini
de symboles.

Définition 1.2.3. Un automate a pile P est donné par un uplet (3,I",Q,q0,1,A)
ot X et I' sont des ensembles finis de symboles d’entrée et de pile, () est un
ensemble fini d’états, o € @ est I'état initial, ' C @) est 'ensemble des états
finaux et ot A C Q@ x (TU{e}) x (X U{7}) x @ x I'" est 'ensemble des
transitions.

Une configuration de P est un couple (p,w) ot p est un état de @ et on
w € I'* est une pile. L'unique configuration initiale de P est (¢,¢). L’ensemble
des configurations finales est F' x I'*. L’automate a pile P induit le systéme de
transitions étiquetées défini pour tout x € X U {7} par:

— = {((pwA),(quu)) | (p.Ax.qu) € A}
U A{((p.e),(qu)) | (p.e.x.q,u) € A}.

Les langages acceptés par les automates a pile sont les langages algébriques qui
sont strictement inclus dans les langages contextuels. Ces langages sont fermés par
union mais ni par intersection, ni par complémentaire. Les langages algébriques
déterministes (acceptés par les automates a pile déterministes) forment une sous-
famille stricte des langages algébriques.

1.3 Graphes colorés

Dans tout ce document, nous fixons deux ensembles dénombrables A et © qui
vont jouer le role de réservoirs pour les ensembles d’étiquettes et de couleurs de
nos graphes.

Un graphe G orienté, étiqueté et coloré est un sous-ensemble de V x A x
V U © x V pour un certain ensemble dénombrable V. [’ensemble des étiquettes
de G est Ag :== {a € A | Juw € V,(u,av) € G} C A et son ensemble de
couleurs O¢ = {c | Ju, (c,u) € G} C ©. Nous supposerons toujours que ces deux
ensembles sont finis. L’ensemble des sommets de G est le sous-ensemble V; défini
par:

Vo = {veV]|3ueVdae A(u,a,v) € Gou (v,a,u) € G},
U {veV]|3deceo,c)eG}.
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Pour tout u et v dans Vg et pour toute étiquette a € A, si (u,a,v) appartient
a G, nous dirons qu’il existe un arc étiqueté par a de u a v. Pour tous u € Vg
et ¢ € O, si (c,u) € G, nous dirons que u est coloré par ¢. Pour simplifier notre
présentation, nous supposerons par la suite que G ne contient pas de sommets
isolés: tout sommet de Vg est soit source soit destination d’un arc de G.

Pour tous ensembles finis ¥ C A et C' C O, un graphe G sur (£,C) ou (X,C)-
graphe est un graphe tel que Ag C X et O C C. Si C = (), nous dirons que G
est sans couleur et nous parlerons simplement de graphe sur ¥ au lieu de graphe
sur (3,0).

Exemple 1.3.1. Nous définissons un graphe G sur (X,0) avec ¥ = {a,b} et
C ={1,2}. Les sommets de G sont des mots sur I'alphabet I' = { A,B }.

G = {(A"a,A"") | n >0}
U {(A"B™b,A"B™) |n>0etm+1<n}
U {(1,A") |n >0} U{(2,A"B") | n > 0}.

L’ensemble Vi; des sommets de G est égal a {A"B™ | n > 0 et m < n}. Le graphe
G est présenté dans la figure 1.2. Les couleurs sont mises entre parenthéses a coté
du sommet correspondant.

(1),(2) (1) ) (1) (1)

€ a A 4 AA 9 . oAaA —2 > AAAA -
lb Jb b {b
Y
AB AAB AAAB AAAAB
(2) J {
b b b
Y
AABB AAABB AAAABB
2) {
b b
Y

AAABBB AAAABBB

(2) {
b

AAAABBB
(1

Fi1G. 1.2 — Illustration d’un graphe.

Un graphe G est déterministe si pour tout a € A et pour tout u,v et v’ € Vg,
(u,a,0) € G et (u,a,0") € G implique que v = v’. Un graphe sur (3,C) est complet
si pour tout v € Vg et pour tout a € X, il existe v € Vg tel que (u,a,v) € G.
Pour tout u € Vg, le degré sortant (resp. entrant) est d¥(u) = |{v | Ja € A, Fv €
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Va,(u,a,v) € G} (resp. d”(u) = [{v | Ja € A,Fu € Vg,(u,a,v) € G}|). Le degré
de u, noté d(u), est la somme de ses degrés entrant et sortant.

Deux graphes G et H sont isomorphes (noté G ~ H) s'il existe une bijection
h de Vg dans Vg telle que pour tout a € A et pour tout ¢ € © et u,v € Vg,
(uw,a,v) € G si et seulement si (h(u),a,h(v)) € H et (c,u) € G si et seulement si
(c,h(u)) € H.

Un chemin dans un graphe GG partant d'un sommet u € Vg et arrivant a un
sommet v € Vg est une suite vgajv; ... a,v, € Va(AgVg)* pour n > 0 telle que
vo = u, v, = v et telle que pour tout ¢ € [1,n], (v;_1,a;,v;) appartienne a G. Dans
la suite, nous noterons un tel chemin vy a—ct} V1 ... Uyt a—;> v,. Nous dirons que
ce chemin est étiqueté par ¢ € Af, sin =0 et par a; - - - a, € Ay, sinon. S’il existe
un chemin étiqueté par w € A§ de v a v nous écrirons u % v ou simplement

u — v lorsque G découle du contexte.
Nous étendons cette notion pour prendre en compte les couleurs et les arcs pris
dans le sens inverse. Pour indiquer qu'un arc est pris dans le sens inverse, nous
considérons un ensemble A disjoint de A mais en bijection avec A. Pour tout
a € A, nous noterons a le symbole correspondant dans A. Par analogie, pour tout
sous-ensemble Y C A, ¥ désigne I'ensemble {a | a € ¥}.

Pour tout graphe G et pour tout w € (AU A U ©)*, nous définissons par
récurrence sur la longueur de w la relation % C Vg X Vg par:

% = {(vw)|veVg} % = {(u,v) \u%v/\(c,v) € G}
% = {(u,w) | I € Vg,u % u' A (uaw) € G}
% = {(u,w) | I € Vyu % u' A (v,au') € G}

Intuitivement, un symbole a € A dans I'étiquette du chemin indique qu'un
arc étiqueté par a est traversé, un symbole a indique qu'un arc étiqueté par a
est traversé en sens inverse, et enfin une couleur ¢ € © indique que le sommet
courant, est coloré par c.

Exemple 1.3.2. Dans le graphe G présenté dans I’'exemple 1.3.1, le chemin
A A4 1 AAA % AAAB % AAABB part de A et arrive en AAABB.

Nous avons donc A %bli AAABB. 11 est aisé de vérifier que AA bbl—GBB? AA alors

que AA %ﬁ AA.

1.3.1 Arbres

Un arbre T est un graphe tel qu’il existe un sommet r € Vi, appelé la racine
de T', tel que pour tout sommet u € Vr, il existe un unique chemin dans 7" partant
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de 7 et arrivant en w. A isomorphisme prés, un arbre déterministe est entiérement
caractérisé par une fonction partielle ¢t de AZ. dans 2 telle que Dom(t) ne soit
pas vide et soit clos par préfixe.

Plus précisément, a chaque arbre déterministe 1" de racine r € Vi, nous associons
la fonction partielle t7 de A% dans 227 définie pour tout w € A% par:

{c|(epw) €T}  slilexistev € Vp, r — v
tr(w) = T

non définie sinon

Il est aisé de vérifier que Dom(t7) n’est pas vide et est clos par préfixe. Récipro-
quement pour tous ensembles finis ¥ C A et C C ©, nous associons a chaque
fonction ¢t de ¥* dans 2¢ de domaine non-vide et clos par préfixe, un arbre déter-
ministe 7} sur (X,C) défini par:

T = {(u,a,ua) | ua € Dom(t)} U {(c,u) | c € t(u) et u € Dom(t)}.

Pour tout arbre déterministe 7', T" est isomorphe a 7},.. Dans la suite, nous ne
distinguerons pas la fonction de 'arbre qui lui est associé.
Les éléments de Dom(t) sont appelés les noeuds de I'arbre. Le nceud e sera appelé
la racine de 'arbre. Une branche infinie est une suite (x;);en de noeuds de ¢ telle
que xo = € et pour tout ¢« € N, x;,; = x;a; pour un certain a; € Y. Pour tout
neeud y de ¢, le sous-arbre ¢ enraciné de y est ¢/, défini pour tout w € X*, par

try(w) = tlyw).

Exemple 1.3.3. Le graphe G présenté dans I'exemple 1.3.1 est un (3,C)-arbre
de racine €. La fonction partielle ¢ de ¥* dans 2¢ associée a G est définie pour
tout w € X* par:

{1,2} siw =g,
{1} siw € a*,
t(w)=1< {2} si w = a™b"™ pour un certain n > 1,
0 siw=a"" pourn>1letl<m<n,

non définie sinon

L’unique branche infinie de ¢ est (a™),>o-

1.4 Logiques

Dans ce paragraphe, nous présentons la logique au premier ordre (FO) (cf.
sous-paragraphe 1.4.2) et la logique au second ordre monadique (MSO) (cf. sous-
paragraphe 1.4.3). Le sous-paragraphe 1.4.4 introduit les automates d’arbres avec
conditions de parité qui caractérise MSO sur les arbres déterministes. Le sous-
paragraphe 1.4.5 présente quelques résultats de base sur les jeux de parité et les
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conséquences de ces résultats sur les automates d’arbres avec conditions de parité.
Pour une présentation détaillée de ces notions, nous renvoyons le lecteur a [EF95|
et [Tho97|. Enfin, le sous-paragraphe 1.4.6 présente la propriété de sélection pour
MSO et quelques graphes possédant cette propriété.

1.4.1 Structures relationnelles

Une signature S est un ensemble fini de symboles possédant chacun une arité.
Pour tout R € S, nous noterons |R| > 1 l'arité du symbole R. Une structure
relationnelle R sur la signature S est donnée par un couple (U,(R®)ges) ou U
est 'univers de R et oil pour tout R € S, R est un sous-ensemble de U

A tout graphe G, nous associons une structure relationnelle G sur la signature
S¢. La signature Sg est égale a {E, | a € Ag} U{P. | ¢ € ©¢} o pour tout
a € Ag, |E,| = 2 et ou pour tout ¢ € Og, |P.] = 1. La structure G a pour
univers Vg et pour tout a € Ag, EY = {(u) | (u,a,v) € G} et pour tout ¢ € O,
P9 = {u| (c,u) € G}. Dans la suite, nous ne distinguerons pas G de la structure
qui lui est associée.

1.4.2 Logique au premier ordre

Considérons un ensemble dénombrable V de variables du premier ordre. Nous
utiliserons les lettres minuscules x,y,z ... pour désigner ces variables du premier
ordre. Les formules sur une signature S sont définies par récurrence. Les for-
mules atomiques sont de la forme z =y ou R(x1,...,2p) o0 2,y,21, ..., Z|g sont
des variables de V et ou R est un symbole de §. Si ¢ et ¢ sont des formules
sur S alors —p et ¢ A ¢ sont aussi des formules sur S. Enfin si ¢ est une for-
mule sur S alors pour toute variable x € V, Jx, ¢ est aussi une formule sur S.
L’ensemble des variables libres est défini de maniére usuelle( cf. [EF95|). Nous
écrirons (x4, ...,x,) pour indiquer que les variables libres de ¢ appartiennent
a 'ensemble { z1,...,z, }. Une formule sans variables libres est aussi appelée un
énoncé ou une formule close.

Nous noterons R = ¢ le fait que la structure R sur la signature S satisfait
I’énoncé ¢ sur S. Cette notion est définie de maniére usuelle. Pour une formule
o(x1,...,x,), et pour des éléments uq, . ..,u, de 'univers de R, nous noterons
R | plui, ... ,u,] si R satisfait ¢ lorsque pour tout ¢ € [1,n], la variable libre
x; est interprétée par I’élément u;. Il n’est pas nécessaire que la signature de ¢
coincide avec la signature de R. En effet, il suffit d’adopter la convention que
tous les symboles apparaissant dans la signature de ¢ mais n’apparaissant pas
dans la signature R sont interprétés dans R par I'ensemble vide.

La théorie au premier ordre d'une structure R sur la signature S est ’ensemble
des énoncés sur S satisfait par R. Une structure R a une théorie au premier ordre
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décidable si sa théorie au premier ordre est un ensemble récursif. Remarquons que
la théorie d’un graphe est invariante par isomorphisme.

Nous utiliserons dans la suite la quantification universelle V, la disjonction
V, I'implication —, etc. Toutes ces constructions peuvent s’exprimer a l'aide de
la négation —, la conjonction A et la quantification existentielle 4. Cependant si
elles n’enrichissent pas le pouvoir d’expression de la logique, elles permettent une
écriture plus concise.

Exemple 1.4.1. Reprenons le graphe G présenté dans I'exemple 1.3.1. Ce graphe
G satisfait I'énoncé ¢ = Va, Pi(z) — (Jy,E.(x,y)) qui exprime que tous les
sommets de GG colorés par 1 sont la source d’un arc étiqueté par a. Considérons la
formule ¥(z,y) = 3z, Ey(,2) A Ey(2,y) A Py(y). Pour tous u et v € Vg, G = ¢[u,v]

. . bb2
si et seulement si ©u — v.
G

Intuitivement la logique au premier ordre ne peut exprimer que des propriétés
locales. Par exemple, il n’existe pas de formule ¢(z,y) exprimant I'existence d’'un
chemin entre x et y dans un graphe. Ce résultat peut étre établi en utilisant le
théoréme de Gaifman qui donne un sens précis au caractére local de la logique du
premier ordre. Nous renvoyons le lecteur & [EF95| pour une présentation détaillée.

1.4.3 Logique au second ordre monadique

La logique au second ordre monadique (MSO) étend la logique au premier
ordre en ajoutant la possibilité de quantifier sur des ensembles d’éléments de
I'univers de la structure.

Formellement, nous considérons deux ensembles dénombrables et disjoints de
variables V), et V. L’ensemble V), correspond aux variables du premier ordre que
nous désignerons par des lettres minuscules x,y,z, . ... LL’ensemble V; correspond
aux variables du second ordre monadique qui vont étre interprétées par des en-
sembles d’éléments et que nous noterons par des lettres majuscules X,Y,Z, .. ..

Les formules atomiques sont de la forme =y, € X ou R(z4,...,75) ol
x,Y,%1, ..., 7| sont des variables de Vy, X € V; et ot R est un symbole de S.
Si ¢ et 1 sont des formules sur S alors - et ¢ A 1) sont aussi des formules sur
S. Enfin si ¢ est une formule sur S alors pour toute variable x € Vy et X € V),
dz, ¢ et 3X, ¢ est aussi une formule sur S. Les différentes notations et notions
définies pour la logique au premier ordre sont adaptées a la logique au second
ordre monadique.

Nous utiliserons les raccourcis de notations habituels tels que ), XUY, XNY,
X CY, etc qui peuvent tous étre définis en MSO.

Pour tout graphe G, un sommet u € Vg est définissable par MSO s'il existe
une formule ¢(z) telle que pour tout v € Vi, G = ¢[v] implique u = v. Cette



22 Notions préliminaires

notion s’étend naturellement aux sous-ensembles de V.

Exemple 1.4.2. Nous pouvons exprimer en logique monadique l'existence d’'un
chemin reliant deux sommets. Fixons la signature { E,,E} } correspondant aux
graphes étiquetés par ¥ = {a,b}. Considérons maintenant la formule ¢(z,y)
donnée par:

elry) = Y, VZ,WY)ANY(Z)ANxeYNZ) =Y CZ)ANyeY,
(X)) Vo, (2 € X AV ox Ee(zy)) — y € X.

Intuitivement la formule ¢(z,y) exprime que y appartient au plus petit ensemble
de sommets contenant x et clos par les arcs du graphe. Pour tout graphe G sur
¥ et pour tous sommets u et v € Vi, G = p[u,v] si et seulement si il existe un
chemin de u a v dans G.

La théorie monadique d’un graphe G est I’'ensemble des énoncés de MSO sur
la signature de G et satisfaits par G. Un graphe G a une théorie monadique
décidable si sa théorie monadique est récursive.

Deux graphes notables ayant une théorie monadique décidable sont la demi-
droite A |Biic62| et I'arbre binaire complet Ay |[Rab69| qui sont représentés a la
figure 1.3. Dans ces deux cas, le résultat de décidabilité est obtenu en établissant
une correspondance entre un certain modéle d’automates s’exécutant sur des co-
loriages de ces graphes et les formules de la logique monadique. Les automates
capturant MSO sur les arbres déterministes sont présentés dans le paragraphe
suivant.

Un exemple classique de graphe dont la théorie monadique est indécidable
est la grille infinie, notée Grid, présentée a la figure 1.3. La preuve consiste a
construire pour toute machine M déterministe a deux compteurs et tests a zéro
un énoncé monadique @y telle Grid = @)y si et seulement si M s’arréte. Comme le
probléme de I'arrét de ces machines est indécidable [Min67|, la théorie monadique
de Grid est indécidable.

1.4.4 Automates d’arbres avec conditions de parité

Sur les arbres déterministes colorés, la logique monadique peut étre caracté-
risée par des automate d’arbres avec conditions de parité.

Définition 1.4.3. Un automate d’arbres avec conditions de parité (ou simple-
ment automate d’arbres a parité) sur les (X,C)-arbres déterministes est donné
par un uplet (Q,I,A,Q2) ou @ est I'ensemble fini des états, I C @ est ’ensemble
des états initiaux, A C Q x 2¢ x (X --» Q) est 'ensemble des transitions et ol
) est une fonction de () dans N.
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A
AVA

AN,
S,

{@
{@

FiG. 1.3 — En haut a gauche, la demi-droite Ay. En bas a gauche, la grille infinie
Grid. A droite, l’arbre binaire complet A,.

Une exécution p d'un automate d’arbres a parité A = (Q,1,A,Q2) sur un (X,C)-
arbre déterministe ¢ est une fonction de Dom(t) dans @ telle que p(g) € I et telle
que pour tout u € Dom(t) la transition &, = (p(u),t(u),f.), ou f, est la fonction
partielle de ¥ dans @ définie par f,(a) = p(ua) pour a € ¥, appartiennent a A.

Nous noterons @, la fonction de Dom(p) dans A qui a chaque nceud u €
Dom(t) = Dom(p) associe la transition d,. Nous dirons que l'exécution part de
'état ¢ (resp. part de la transition oy € A) si la condition p(g) € I est remplacée
par p(g) = ¢ (resp. par ®,(¢) = dp).

De plus, une exécution p de A sur t est acceptante si pour toute branche
infinie 7 = (u;);>0 de t, le plus petit entier apparaissant infiniment souvent dans
(Q(p(u;)))i>o est pair. S'il existe une exécution acceptante de A sur ¢, nous dirons
simplement que A accepte t.

Dans |Rab69|, Rabin établit la correspondance entre la logique monadique et
les automates d’arbres avec conditions d’acceptation de Rabin pour les arbres
déterministes et complets colorés. L.a condition de parité a été introduite indé-
pendamment dans [EJ91, Mos91|. L’extension aux arbres déterministes mais non
complets est classique; pour une preuve compléte de ce résultat, on pourra voir
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par exemple |Tho97]|.

Théoréme 1.4.4 (|[Rab69]|). Pour tous ensembles finis X C A et C' C Q et pour
tout énoncé ¢ de MSO, il existe un automate d’arbres a parité A, sur les (3,C)-
arbres déterministes tel que pour tout arbre déterministe t sur (X,C), t = ¢ si et
seulement si A, accepte t.

Remarquons que la construction de 'automate a partir de la formule est ef-
fective.

Ce théoréme peut étre formulé pour prendre en compte les formules de MSO
avec des variables libres. Pour toute formule p(X7,...,X,), il existe un automate
d’arbre a parité A = (Q,1,A,Q2) avec une famille (Q;)ic1,n de sous-ensembles de
Q tel que pour tout arbre déterministe ¢:

s'il existe une exécution acceptante p de A sur ¢ alors t |= [Uy,...,U,] on
pour tout ¢ € [1,n], U; est 'ensemble des noeuds u telle que p(u) € Q;,

réciproquement, si pour des sous-ensembles Ui, ...,U, de Dom(t), t |=
olUy,...,U,] alors il existe une exécution acceptante p de A sur ¢ telle que
pour tout ¢ € [1,n], U; soit 'ensemble des noeuds u de ¢ tels que p(u) € Q;.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a des formules monadiques ayant
une ou deux variables libres du premier ordre. Ces formules interviennent dans la
définition des interprétations monadiques présentées dans ce chapitre. Nous pré-
sentons maintenant une forme d’automates adaptée a ces formules. Pour toute
formule monadique ¢(xg,z1), il existe un automate d’arbres a parité A dont Ien-
semble des états est de la forme @ x 2101} x2{0:1} te] que toute exécution acceptante
p de A sur t satisfasse:

pour tout i € {0,1}, il existe un unique neeud w; tel que p(u;) = (¢,M,R)
avec 1 € M,

pour tout i € { 0,1} et pour tout noeud v avec p(v) = (¢,M,R), i € R si et
seulement si v C u;,

— et t = @lug,uq).

1.4.5 Jeux de parité

Dans ce paragraphe, nous introduisons les jeux de parité (cf. sous-paragra-
phe 1.4.5.1) et leur liens avec les automates d’arbres a parité (cf. sous-paragraphe
1.4.5.2). Nous concluons en rappelant quelques résultats liant la solution des jeux
de parité et la logique monadique (cf. sous-paragraphe 1.4.5.3).

1.4.5.1 Définition et propriétés

Un jeu de parité est un graphe G sur (2,{0,1,po,...,pny }) pour N > 0 tel que
pour tout u € Vg, Og(u) = {iy,p. } avec i, € {0,1} et p, € {po,...,py}. Le
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joueur 0 (resp. joueur 1) joue sur les sommets colorés par 0 (resp. colorés par 1).
Nous noterons V; I’ensemble des sommets colorés par i pour i € { 0,1 }. De plus,
nous supposerons toujours que GG est un sous-ensemble de Vo x Ax ViUV x A x Vj.
Remarquons que les étiquettes ne jouent aucun role dans le jeu mais elles nous
seront utiles pour exprimer des propriétés des ces jeux en logique monadique dans
le sous-paragraphe 1.4.5.3.

Une partie est un chemin fini ou infini dans le graphe G. Une partie finie 7 a
partir d'un sommet u € Vi jusqu’a un sommet v € Vg est gagnée par le joueur ¢
si v appartient a Vi_; et si le degré sortant de v est égal & 0. Une partie infinie
(uja;)jen est gagné par le joueur 0 (resp. le joueur 1) si le plus petit nombre
apparaissant infiniment souvent dans (p,,);>n est pair (resp. impair).

Une stratégie ® pour le joueur ¢ est une fonction partielle de 'ensemble des
chemins finis sur GG terminant dans V; et a valeur dans V;_; telle que pour tout
chemin fini 7 terminant en v € V; appartenant & Dom(®), (v,a,®(7r)) € G pour
un certain a € Ag. Une partie finie ugaju; . . . a,u, suit la stratégie ® si pour tout
J € [1,n], v; € Vi_y implique v; = ®(m;) ot ; = wpa; . ..u;j—1. Une partie infinie
suit la stratégie ® si tous ses préfixes finis suivent .

Une stratégie ® pour le joueur ¢ est positionnelle si elle ne dépend que du
dernier sommet du chemin (i.e. pour tous chemins finis 7 et 7’ terminant en
v eV, ®(r) = &(n')). Une stratégie positionnelle pour le joueur i est entiérement
décrite par une fonction partielle de V; dans V;_;.

Une stratégie ® pour le joueur ¢ est gagnante a partir de u € Vi si toute
partie commencant en u et suivant ¢ est gagnée par le joueur 7. Nous dirons que
le joueur ¢ gagne GG depuis u s’il existe une stratégie gagnante pour ¢ a partir de
u. La région gagnante du joueur 7, notée W;, est I'ensemble des sommets de G a
partir desquels le joueur i gagne le jeu. D’aprés [Mar75], nous savons que les jeux
de parité sont déterminés (i.e. Vg = Wy U W).

La propriété fondamentale des jeux de parité est qu’ils peuvent étre gagnés en
utilisant uniquement des stratégies positionnelles. Ce résultat a été obtenu par
Mostowski dans [Mos91]| et par Emmerson et Julta dans [EJ91].

Théoréme 1.4.5. Pour tout jeu de parité G et pour tout u € Vg, le joueur 0 ou
le joueur 1 posséde une stratégie positionnelle gagnante a partir de u.

1.4.5.2 Lien avec les automates d’arbres a parité

Ce sous-paragraphe est adapté de [Wal02]. A partir d'un automate d’arbres
A parité A et d’'un arbre déterministe ¢, nous construisons un jeu de parité G
tel que le joueur 0 gagne le jeu a partir du sommet ug si et seulement si A
accepte t. Considérons un automate d’arbres a parité A = (Q,I,A,Q2) sur les
(33,C)-arbres déterministes et un arbre déterministe ¢ sur (X,C). Soit N > 0 tel
que Q(Q) C [0,N].
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Considérons le jeu de parité G étiqueté par 'ensemble ¥ U A et coloré par
{0717p07 s 7pN}

Gy {((qu),0,(0,u)) € Vo x Ax Vi |6 =(q.f)}

{((0,u).a,(qua)) € Vi x T x Vo [ § = (p,f),a € Dom(f) et g = f(a)}
{(pi,v),(O,v) ’ v = (q>u) SA7a VG% et 1 = Q(Q)}

{(piv),(Lv) [v=((¢.f)u) € ViN Vg, et i=Q(q)}

ou Vo = @ x Dom(t) et Vi = {(d,u) | 6 = (¢,f),VaX,ua € Dom(t) & a €
Dom(f)} € Dom(t) x A.

Par construction, le joueur 0 gagne Gy depuis (go,e) € Vg si et seulement
si A accepte t. Plus précisément, toute stratégie positionnelle & pour le joueur
0 depuis (gq,e) (resp. depuis (d,£)) induit une exécution acceptante de A sur t
commencant, par ¢ (resp. par 0) telle ®(p(u),u) = (®,(u),u) et vice-versa.

Une conséquence du théoréme 1.4.5 est que nous pouvons restreindre notre
attention aux exécutions réguliéres des automates d’arbres a parité. Une exécution
p d'un automate A sur un arbre ¢ est réguliére si pour tous nceuds u et v différents
de la racine €, t;, = t;, et p(u) = p(v) implique ®,(u) = ®,(v). La proposition
suivante est tirée de [Wal02].

C CC |

Lemme 1.4.6 (|[Wal02|). Si un automate d’arbres a parité accepte un arbre t
alors il existe une exécution acceptante régulicre de A = (Q,I,A,Q) sur t. Plus
précisément, pour toute transition 0 € A, s’il existe une exécution acceptante de A
commengant par & alors il existe une exécution acceptante réguliere commengant
par 9.

Démonstration. Considérons la relation d’équivalence R sur Dom(t) définie pour
tout u,v € Dom(t) par (u,v) € R si et seulement si ¢,, =~ t/,. Pour tout v =
(q,u) € V,, nous noterons [v]g = (¢,[u]r) et pour tout v = (d,u) € Vi, nous
noterons [v]g = (0,[u]r). o

Le quotient de Gy par R est le jeu GY,.

Gy = {(lurafvlg) | (vap) € G4}
U {(07[U]R) | (Cau) € G}

Pour tout v € Vg, le joueur 0 gagne G", depuis v si et seulement si il gagne

G—ix depuis [v]g. En effet, le dépliage de G4 depuis v est isomorphe au dépliage
de G, depuis [v]z.

Supposons qu'’il existe une exécution acceptante de A sur ¢ depuis dg. Le
joueur 0 gagne G* depuis (dg,c) et donc il gagne G depuis (dg,[]r). Soit ® une
stratégie gagnante positionnelle sur G%, pour le joueur 0 a partir de (dy,[¢]z) (cf.
théoréme 1.4.5). Cette stratégie induit une exécution acceptante réguliére p de A
sur ¢ qui satisfait ®,(e) = &y et pour tout u # €, ®,(u) = § avec ®((p(u),[ulr)) =
(0,[u] ). Par définition de R, p est une exécution réguliére. O
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1.4.5.3 Lien avec MSO

Dans [Wal02|, 'auteur établit que la région gagnante pour le joueur i sur un
jeu G est définissable en logique monadique.

Proposition 1.4.7. Pour tout jeu G, la région gagnante du joueur 0 (resp.
joueur 1) est définissable en logique monadique.

Si le graphe définissant le jeu est déterministe, nous pouvons affiner ce résul-
tat en donnant une formule qui exprime I'existence d’une stratégie positionnelle
gagnante. Comme G est déterministe, une stratégie positionnelle pour le joueur ¢
est décrite par une fonction de V; dans Ag = { a1, ...,a, }. Une famille (U;);e
de sous-ensembles deux a deux disjoints de Vi définit une stratégie positionnelle
pour le joueur ¢ si 'union des U; est égale & V; et si pour tout u € Uj, il existe
v, € Vi tel que (u,a;,v,) € G. La stratégie positionnelle associée ® est définie par
®(u) = v,. Comme G est déterministe, la logique monadique est équivalente a
la logique monadique gardée: un enrichissement de la logique monadique ot 1'on
autorise la quantification sur les ensembles d’arcs [Cou03|. Une conséquence de ce
résultat est que nous pouvons exprimer en logique monadique 'existence d’une
stratégie positionnelle gagnante a partir d’'un sommet donné. Un construction
explicite de cette formule est donnée dans [Cac03a, p. 17].

Proposition 1.4.8. Pour tout jeu déterministe G étiqueté par Ag = {ay, ... ,a,}
et coloré O¢ = {0,1,po,...,pn} et pour tout i € {0,1}, il existe une formule
monadique V;(z,Xq,...,X,) telle que pour tout u € Vg et pour tout Uy, ..., U, C
Vo, G = V[u,Uy, ..., Uy, si et seulement si les ensembles Uy, ..., U, définissent
une stratégie positionnelle ® pour le joueur v gagnante a partir de u.

1.4.6 Propriété de sélection pour MSO

Dans ce sous-paragraphe, nous présentons la propriété de sélection pour la
logique monadique. Cette notion est «orthogonale» a la décidabilité de la théorie
monadique. Cette propriété permet dans le cas ot un graphe G satisfait a une
formule existentielle 3X (X)) de définir en logique monadique un ensemble de
sommets U tel que G | ¢[U].

Un graphe G satisfait la propriété de sélection si pour toute formule ¢(X),
nous pouvons effectivement construire une formule ¥ (X) telle que:

G E VX, 9(X) — ¢(X)
G E (X, 9(X)) < 3X (X))
G = IX,Y(X)

La formule ¢)(X) est appelée un sélecteur de la formule ¢(X) sur G. La notion de
sélecteur est immédiatement étendue aux formules possédant plusieurs variables
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libres. En fait, si nous pouvons construire des sélecteurs pour toutes les formules
ayant une variable libre, nous pouvons aussi construire des sélecteurs pour les
formules ayant un nombre arbitraire de variables libres.

Proposition 1.4.9. Si un graphe G posséde la propriété de sélection alors pour
tout n > 1 et pour tout formule (X, ..., X,), nous pouvons construire un sélec-

teur (Xy,...,X,) de p(X1,...,.X,) sur G.

Démonstration. Soit G un graphe ayant la propriété de sélection. Nous établis-
sons la propriété par récurrence sur n > 1. Le cas de base n = 1 est immeédiat.
Supposons que la propriété est établie par n > 1 et montrons qu’elle est vraie
pour n + 1. Soit ¢(Xq, ..., X,,X,11) une formule monadique. Considérons la for-
mule ¢o(X1,...,X,) = 3X 1, p(Xq, ..., X, Xi1). Par hypothése de récurrence,
nous pouvons construire un sélecteur ¢o(Xy,...,X,) de ¢q sur G. Considérons
maintenant la formule ¢ (X) = 33X, ..., X, Yo(Xy, ..., Xn) A p(Xy, ..., X0, X).
Comme G a la propriété de sélection, nous pouvons construire un sélecteur 1 (X)
de ¢y sur G. Nous vérifions aisément que la formule (X, ..., X, 1) définie par:

w(Xla e 7Xn+1) — wO(Xla e >Xn) /\ wl(XnJrl).
est un sélecteur de p(X7,...,X,41) sur G. O

Dans [L.S98], Lifsches et Shelah montrent que tous les coloriages de la demi-
droite possédent la propriété de sélection et ce indépendamment de la décidabilité
de la théorie monadique.

Dans [Rab69|, 'auteur établit, sur I'arbre binaire complet A, étiqueté par
{a,b} (cf. figure 1.3), la conséquence suivante du théoréme 1.4.4.

Théoréme 1.4.10. Pour toute formule monadique ¢(X), si l'arbre binaire com-
plet Ay satisfait 3X, o(X) alors il existe un ensemble rationnel R, € Rat({ a,b}*)
tel que Ay |= @[R,]. De plus, un automate fini acceptant R, peut étre effective-
ment construit a partir de @.

Comme l'accessibilité depuis la racine par un chemin appartenant a un en-
semble rationnel est définissable en logique monadique, le théoréme précédent
implique que A, posséde la propriété de sélection.
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Chapitre 2

Automates infinis

Le terme d’automate infini a été introduit dans [ThoO1]. Il désigne un graphe
infini de présentation finie. Ceci signifie que ce graphe infini est décrit par une
quantité finie d’informations. [.’emploi du terme d’automate au lieu de celui de
graphe souligne le fait que nous nous intéressons aux langages acceptés par ces
graphes. A tout graphe infini G étiqueté par ¥, nous pouvons associer un langage
de mots sur X en fixant un ensemble I C Vg de sommets initiaux et un ensemble
F C Vi de sommets finaux. La trace de G entre I et F', notée L(G,I,F), est
I’ensemble des étiquettes des chemins de GG partant d’un sommet ¢ € [ et arrivant
a un sommet f € F.

Un point important est que, dans cette approche, nous considérons les graphes
a isomorphisme prés. Autant que possible, nous cherchons a donner des propriétés
qui soient indépendantes de I’ensemble des sommets choisis pour définir le graphe.
Le langage accepté par un automate infini permet donc de donner une mesure
«grossiere» de la complexité de sa structure. Une deuxiéme mesure est donnée
par l'expressivité des logiques décidables sur cet automate.

Dans ce chapitre, nous présentons des familles d’automates infinis acceptant
les différents niveaux de la hiérarchie de Chomsky. Nous suivons I'approche pré-
sentée dans [CK02| ou les auteurs présentent une hiérarchie d’accepteurs infinis
similaire & la hiérarchie de Chomsky. Cette hiérarchie d’accepteurs infinis est
présentée a la figure 2.1.

Dans le paragraphe 2.1, nous introduisons les différents types de présentation
finie qui apparaissent dans la littérature. En particulier, nous définissons les diffé-
rents graphes associés aux systémes de transitions étiquetées: graphes enracinés,
graphes des configurations et graphes des transitions.

Dans le paragraphe 2.2, nous présentons les différentes familles de graphes
définies autour des automates a pile: les graphes enracinés des automates a pile
[MS85], les graphes des configurations des automates a pile [Cau92], les graphes
HR-equationnels [Cou89| et les graphes préfixe-reconnaissables [Cau96]. Toutes
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/ Graphes de Turing \

Langages récursivement énumérables

/ Graphes rationnels \

Langages contertuels

Graphes préfixe-reconnaissables
Langages algébriques

Graphes finis

\\ Langages réqulier j

FiG. 2.1 — Une hiérarchie a la Chomsky de graphes infinis.

ces familles d’automates infinis ont pour traces les langages algébriques.

Dans le paragraphe 2.3, nous présenterons différentes familles d’automates

infinis ayant pour traces les langages contextuels. Ce paragraphe sera ’occasion
de donner un résumé des travaux effectués durant ma these en collaboration avec
Antoine Meyer autour de ces familles. Ces travaux se composent de deux parties.
Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés aux graphes rationnels
[Mor00, MSO01]| et a leurs sous-familles. Ces travaux en commun ont été publiés
dans [CMO6al.
Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié les graphes de transitions des machines
de Turing linéairement bornées (cf. sous-paragraphe 1.2.3) et en particulier leurs
liens avec les graphes rationnels. Une version préliminaire de cette étude a été
publiée dans [CMO05| et une version compléte a été publiée dans [CMO06b]|. Tous
ces travaux sont présentés dans la thése d’Antoine Meyer [Mey05, ch. 7].

2.1 Présentations finies

En suivant [Cau96], nous distinguons deux types de présentations finies. Les
premiéres, dites internes, fixent un nommage des sommets du graphe et décrivent
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explicitement et avec une quantité finie d’informations les arcs du graphe. Les
présentations internes sont toujours associées a des machines ou a des automates
(cf. sous-paragraphe 2.1.1). Les secondes, dites externes, définissent la structure
du graphe a isomorphisme prés. Nous présentons briévement deux approches ex-
ternes (cf. paragraphe 2.1.2). L’une consiste a exprimer le graphe comme la plus
petite solution d’un systéme d’équations et I'autre a définir le graphe par une
suite de transformations appliquées a un graphe de présentation finie.

2.1.1 Graphes définis par des machines

Nous présentons les différents types de graphes associés a des machines ayant
un nombre finis d’états.

2.1.1.1 Graphes de calcul

La maniére la plus simple de donner une présentation finie d’'un graphe est de
fixer un ensemble de sommets V. Dans le cadre de ce document, V' sera toujours
un ensemble de mots sur un alphabet fini. Il est cependant possible de considérer
des ensembles de sommets plus riches comme par exemple des termes finis. Une
fois I’ensemble des sommets fixés, il faut pour définir un graphe G étiqueté par X
donner une famille de relations finies (R, )qex sur V. Un graphe G étiqueté par ¥
est alors décrit par une famille de machines 7 = (7} ),ex acceptant des relations
sur V. Le graphe défini par cette famille est:

Gr ={(v,a’) | v € Vet (v,')accepté parT,}.

Les graphes rationnels (cf. paragraphe 2.3.1) et les graphes préfixe-reconnais-
sables (cf. paragraphe 2.2) sont des exemples de graphes de calcul.

2.1.1.2 Graphes associés aux LTS

Dans le paragraphe 1.2, nous avons donné pour chaque niveau de la hiérarchie
de Chomsky des systémes de transitions étiquetées associés aux accepteurs finis
de ce niveau. Il est donc naturel de considérer les différents types de graphes
associés a ces systeémes.

Un systéme de transitions étiquetées par X peut étre vu comme un graphe éti-
queté par Y U{ 7 } dont I'ensemble des sommets est I’ensemble des configurations
du systéme et qui est défini par:

{(c,x,d) |ed €Cr e U{T}etc— ).

Ce graphe canonique sera dans la suite appelé graphe du LTS.
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Pour faire apparaitre le comportement du systéme, il est, en général, néces-
saire d’opérer une restriction sur ’ensemble des configurations et de masquer les
transitions internes (i.e. étiquetées par 7) du LTS. Si nous laissons apparentes les
transitions internes du systéme, nous obtenons les notions de graphe enraciné ou
de graphe des configurations. En «masquant» ces transitions, nous obtenons la
notion de graphe des transitions.

Graphes enracinés Le graphe le plus naturel associé a un LTS est obtenu en

fixant une configuration initiale ¢y et en ne conservant que les configurations ac-

cessibles depuis ¢y. Plus précisément, pour tout systéme de transitions étiquetées
xX .

S = (—)zenuf -} avec un ensemble de configurations C et pour toute configura-

tion ¢y € C, le graphe de S enraciné en ¢y, noté R, est défini par:

RY = {(c,x,d) |z € XU{T},c0 —"* cet c —— '}

Nous écrirons simplement Rg si ¢ se déduit du contexte.

Graphes des configurations Les graphes enracinés présentés ci-dessus four-
nissent une restriction naturelle de ’ensemble des configurations qui ne dépend
pas de la nature du L'TS. Cependant cette notion impose de travailler avec des
graphes dont tous les sommets sont accessibles & partir d'un sommet donné.

D’un point de vue structurel, une notion plus pertinente est obtenue en re-
streignant le graphe du LTS & un ensemble «régulier» de configurations. La notion
de régularité doit étre précisée pour chaque type de LTS. Les graphes ainsi définis
sont appelés les graphes des configurations.

Graphes des transitions Le graphe des transitions est obtenu en masquant
les transitions étiquetées par 7 dans le graphe des configurations du LTS. La
définition que nous présentons est tirée de [Sti00]|. Pour assurer que la suppression
des transitions étiquetées par 7 préserve le langage accepté par le systéeme, il nous
faut nous restreindre a des LTS dits normalisés.

Nous dirons qu’une configuration ¢ € C est observable si elle n’est la source
d’aucune transition étiquetée par 7. Nous noterons Cyps € C 'ensemble des confi-
gurations observables. Une configuration ¢ € C est dite interne si elle est la
source d’au moins une transition étiquetée par 7 et si elle n’est la source d’au-
cune transition étiquetée dans >. Nous noterons Cj,; C C I'ensemble des configu-
rations internes. Un systéeme de transitions étiquetées est dit normalisé si toutes
ses configurations sont soit observables, soit internes i.e. C = Cypg U Cing.

Exemple 2.1.1. La figure 2.2 présente deux LTS &) et Sy étiquetés par X =
{a,b}. Lesystéme Sy n’est pas normalisé car la configuration ¢; n’est ni observable
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T .. b N .,
(car ¢ — co) ni interne (car ¢; — ¢4). Le systéme Sy est normalisé. Les
configurations observables sont ¢q,c3 et ¢4 et 'unique configuration interne est cs.

S S
(&1 T Co a C3 (&1 a Co T C3
b a b a
Cq Cq

F1G. 2.2 — Deux systéemes de transitions étiquetées Sy et Ss.

Le graphe des transitions, noté Gg, d'un systéme de transitions étiquetées
normalisé S est défini en se restreignant aux configurations observables de son
graphe des configurations et en mettant un arc étiqueté par a € X entre c et
c € Cqs 8’7l existe un chemin dans Cg partant de ¢ et arrivant en ¢’ étiqueté par

*

arT .

Gs ={(c,a,d) | ¢, € Copsia € Bet ¢ % d}.

S

En terme de transformation de graphes, la transformation passant du graphe
des configurations au graphe des transitions sera appelée la 7-fermeture.

Exemple 2.1.2. La figure 2.3 présente le graphe d’'un systéme de transitions éti-
quetées normalisé S enraciné en ¢ et son graphe des transitions GGs. Remarquons
qu'un systéme de transitions étiquetées non déterministe peut induire un graphe
des transitions déterministe.

2.1.2 Présentations externes

Les présentations externes décrivent la structure du graphe a isomorphisme
pres et ne fournissent pas un nommage explicite des sommets.

2.1.2.1 Systémes d’équations

Dans cette approche, les graphes infinis sont définis comme la solution d’un
systéme fini d’équations. Pour définir cette notion, il faut un jeu d’opérateurs
sur les graphes. Les deux jeux usuels sont les opérateurs HR et VR. Pour une
présentation détaillée, nous renvoyons le lecteur a [Cou97].
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R$ Gs
1 a Co a C3 &1 a C3
\/’
b T r 7 b
Cq

Fi1G. 2.3 — Graphe enraciné d’un LTS (a gauche) et le graphe des transitions
correspondant (4 droite).

Les opérateurs HR consistent en I'ensemble des graphes finis colorés, I'union
disjointe, le recoloriage (cf. paragraphe 3.2) et la fusion des sommets possédant
la méme couleur. Une vision alternative naturelle des systémes finis d’équations
sur les opérateurs HR est donnée par les grammaires déterministes de graphes
que nous présenterons dans le sous-paragraphe 2.2.2.

Les opérateurs VR sont le sommets isolés colorés, 'union disjointe, 1’ajout
d’un arc étiqueté par a € X de tout sommet coloré par ¢; € C' a tout sommet
colorié par ¢y € C et le recoloriage.

Les graphes colorés (sur un univers fixé) forment pour I'inclusion un ¢po (com-
plete partial order) pour lequel les opérateurs VR sont continus. Il suit donc que
tout systéme fini d’équation sur ces opérateurs admet une plus petite solution.
Un graphe est dit VR-équationnel s’il est isomorphe a la plus petite solution d’un
systéme fini d’équations sur les opérateurs VR.

Les opérateurs VR ont été augmentés par le produit asynchrone et le pro-
duit synchronisé pour obtenir les familles de graphes VRA-équationnels et VRS-
équationnels dans [Col04].

2.1.2.2 Transformation de graphes

Nous présenterons, dans le chapitre 3, de nombreuses transformations de
graphes qui ont toutes la propriété de préserver la décidabilité de la théorie
au second ordre monadique. Nous renvoyons le lecteur & ce chapitre pour des
définitions précises de ces différentes transformations.

Dans [Cau02|, Caucal utilise I'itération de deux de ces transformations: le dé-
pliage et la substitution rationnelle inverse pour définir une hiérarchie de graphes
infinis ayant une théorie monadique décidable. Le niveau 0 de cette hiérarchie est
la classe des graphes finis. La classe des graphes du niveau n + 1 est la classe
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des graphes isomorphes & un graphe obtenu en appliquant un dépliage® suivi
d’une substitution rationnelle inverse a un graphe du niveau n. Cette hiérarchie
de graphes infinis est présentée en détails dans le chapitre 5.

Une autre approche par transformations de graphes est développée par Col-
combet et Loding dans [CLO6] ou les auteurs considérent une transformation de
graphes qui partant d’'un graphe ayant une théorie monadique faible? décidable,
produit un graphe de structure plus riche ayant une théorie au premier ordre déci-
dable. Cette transformation est une variante de I'interprétation monadique dans
laquelle les sommets du graphe d’arrivée sont des ensembles finis de sommets du
graphe de départ.

Cette approche est trés riche mais ne peut pas étre itérée puisque les graphes
obtenus ont uniquement une théorie au premier ordre décidable et non plus une
théorie monadique faible décidable. Cependant comme les graphes de la hiérarchie
définie par Caucal ont une théorie monadique faible décidable, cette transforma-
tion permet de définir une hiérarchie de graphes ayant une théorie au premier
ordre décidable.

2.2 Autour des automates a pile

2.2.1 Graphes des automates a pile

La premiére famille d’automates infinis a été étudiée par Muller et Schupp
dans [MS85|. Ils considérent les graphes isomorphes aux graphes enracinés des au-
tomates a pile. Ces graphes sont naturellement apparus dans I’'é¢tude des graphes
de Cayley des groupes algébriques (en anglais context-free groups). Les automates
a pile qu’ils considérent sont dit temps-réel c’est-a-dire qu’ils ne contiennent pas
de transitions étiquetés par 7.

Définition 2.2.1. Les graphes enracinés des automates a pile sont les graphes
isomorphes au graphe enraciné d’un automate a pile temps-réel a partir de I'une
de ses configurations.

Remarquons que I'on peut supposer sans perte de généralité que cette confi-
guration est la configuration initiale gol].

Exemple 2.2.2. Considérons I'automate a pile P = (I',%,Q,qo,F,A) on I' =
{AB}, 2 ={ab}, Q = {q.q1} et F = {q} et dont les transitions sont

1. depuis un sommet MSO-définissable.
2. Dans cette variante de la logique monadique, les quantifications ne portent que sur des
ensembles finis de sommets.
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données par:

(QO7€7CL7QO7A) (QO7A7CL7QO7AA) (QO7A7b7q17€) (q17A7b7q17€)‘

Le langage accepté par P est 'ensemble {a™0™ | n > 1 et m < n} et son
graphe enraciné a partir de la configuration initiale (g,c) est donné dans la fi-
gure 2.4.

(40,6) —2— (q0,4) —= (q0,A%) — %> (qo,A%) — "> (go,A%) —L> (g0,A%)

(q1,¢)

Fi1G. 2.4 Graphe de l'automate a pile P enraciné en (qo,e).

Dans |[MS85|, les auteurs exhibent une propriété géométrique de cette famille
de graphes. Nous qualifions cette propriété de géométrique car elle ne dépend
pas du nommage des sommets. Pour ce faire, ils considérent la décomposition
par distance d’'un graphe G par rapport a I'un de ses sommets vy € V. Dans ce
cas, la distance entre deux sommets u et v € Vg est la longueur du plus court
chemin non orienté entre u et v. La décomposition par distance est une suite de
graphe (Gyyn)n>0. Pour n > 0, G,,,, désigne le graphe G restreint a l’ensemble
des sommets a distance au moins n + 1 de vy. La décomposition par distance
est dite de type fini si I'ensemble des composantes connexes apparaissant dans
I'un des G, 5, est fini & isomorphisme prés. Cette décomposition est illustrée dans
la figure 2.5 sur le graphe de l'automate a pile P enraciné en (go,e) et a partir
de (qo,e) . Tl est aisé de vérifier que ce graphe posséde une décomposition par
distance de type fini a partir de (go,£) car pour tout n > 2, G(g.c)m = Ggo.e),2-

Dans |[MS85|, les auteurs établissent que les graphes enracinés d’automates a
pile admettent une décomposition par distance de type fini & partir de n’importe
lequel de leur sommet. Cette propriété leur permet en particulier d’établir que
tous ces graphes possédent une théorie monadique décidable.

Une famille plus large de graphes est obtenue en considérant les graphes des
configurations des automates a pile. Ces graphes sont définis dans [Cau92| on
ils sont appelés graphes préfixes avec controle rationnel. Comme nous 1’avons
déja mentionné dans le paragraphe 2.1.1.2 et pour obtenir une notion pertinente
de graphe des configurations, il est nécessaire d’introduire une restriction sur
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0 1 2 3
/ ! / /
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.// ,// \b /// \b /// b
./: ./: ® ---—-—-——- >
- b -~ b

Fi1Gg. 2.5 Décomposition d’un graphe d’automate a pile par distance depuis sa
Tacine.

I’ensemble des configurations. Dans le cas des automates a pile, Caucal considére
des ensembles rationnels?® de configurations.

Définition 2.2.3. L’ensemble des graphes des configurations des automates a
pile est I'ensemble des graphes isomorphes au graphe d’un automate a pile (temps
réel) restreint a un ensemble rationnel de configurations.

Comme l'ensemble des configurations accessibles depuis une configuration
donnée forme un ensemble rationnel de configurations (codées comme des mots),
les graphes enracinés des automates a pile forment une sous famille des graphes
des configurations.

Sur cette famille plus générale, la propriété géométrique de [MS85| permet de
caractériser les graphes de configurations des automates a pile.

Théoréme 2.2.4 (|MS85|,|Cau92|). Les graphes connezes et de degré fini admet-
tant une décomposition finie par distance a partir de chacun de leurs sommets sont
les graphes des configurations des automates a pile connexes.

2.2.2 Graphes HR-equationnels

Les graphes HR-equationnels ont été défini et étudié par Courcelle (cf. [Cou89,
Cou90|). Ces graphes peuvent étre vus comme les graphes engendrés par les
grammaires déterministes de graphes. Une grammaire de graphes généralise aux
graphes le principe des grammaires de mots. Pour opérer cette généralisation,
il faut considérer non plus des graphes mais des hypergraphes. Intuitivement,
un hypergraphe est un graphes dont les arcs peuvent porter sur plus de deux
sommets. Ces arcs sont appelés des hyperarcs.

De fagon informelle, dans une grammaire de graphes les non-terminaux sont
des hyperarcs et les terminaux sont simplement des arcs (i.e. des hyperarcs por-
tant sur deux sommets). Une production associe a un hyperarc non-terminal un

3. Une configuration (q,w) € C est représentée par le mot wq € I'*Q.
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hypergraphe. Cet hypergraphe va étre substitué a 'hyperarc non-terminal dans
la dérivation. Pour raccorder I’hypergraphe aux sommets de I’hyperarc dans cette
substitution, les sommets de cet hyperarc sont numérotés dans la production a la
fois dans le membre gauche et dans le membre droit. Les grammaires considérées
sont déterministes c’est-a-dire que chaque hyperarc non-terminal n’apparait que
dans le membre gauche d’une seule production.

Une étape de dérivation consiste a remplacer en paralléle chaque hyperarc
non-terminal par 1’hypergraphe qu’il lui est associé. Le graphe infini engendré
par la grammaire est la limite des étapes successives de dérivation en partant de
I’axiome de la grammaire.

Exemple 2.2.5. Dans la figure, nous présentons une grammaire de graphes dé-
terministes qui engendre le graphe présenté dans la figure 2.4. Cette grammaire
posséde deux non-terminaux S (qui est 'axiome) et A qui sont respectivement
d’arité 1 et 2. Ses terminaux sont les arcs étiquetés par a et par b.

1o o 1e 10 -9 o
leS — bl A lA — b| |A
® 2 @ 2.<b—o
a a a
e — O e — 0 — 0

5 = b{A: bl b{A=> -----
b

[ ] o «— O

F1G. 2.6  Une grammaire de graphes et sa dérivation.

Dans |Cau95|, Pauteur établit que les graphes HR-équationnels contiennent
les graphes des configurations des automates a pile. Cette inclusion est stricte.
En effet, les graphes des configurations des automates a pile sont de degré borné
et comme le montre la figure 2.7, les graphes HR-équationnels peuvent avoir un
degré infini. Cependant si I’on ne considére que les graphes de degré fini, les deux
familles coincident [CKO1|.

2.2.3 Graphes préfixe-reconnaissables

Les graphes préfixe-reconnaissables sont introduits par Caucal dans [Cau96].
Ils sont définis comme les graphes de calcul des relations dites préfixe-reconnais-
sables sur les mots sur un alphabet fini I". Une telle relation est une union finie
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FiG. 2.7 Un graphe HR-équationnel de degré infini (a droite) et sa grammaire
de graphes déterministe (a gauche).

de relations de la forme (U x V) - W ou U,V et W € Rat(I'*). Les propriétés de
ces relations seront rappelées en détail dans le sous-paragraphe 4.5.1.

Un graphe préfixe-reconnaissable étiqueté par X est donné par une famille de
relations préfixe-reconnaissables (P, )qex est égal a:

{(u,a,v) | a € ¥ et (u,v) € P,}.

Ces graphes admettent de nombreuses présentations internes et externes qui
sont résumées dans le théoreme ci-dessous:

Théoréme 2.2.6. Les propositions suivantes sont équivalentes a isomorphisme
pres:
1. G est un graphe préfive-reconnaissable,
2. G est un graphe des transitions d’un automate & pile [Sti00)],
3. G est un graphe obtenu par 'application successive d’un dépliage et d’une
substitution rationnelle inverse a un graphe fini [Cau96],
4. G est un graphe obtenu par interprétation monadique de [’arbre binaire
complet Ay [Bar97, Blu01],
5. G est un graphe VR-équationnel [Bar97].

Les graphes préfixe-reconnaissables ont une théorie monadique décidable. Ceci
se déduit de la caractérisation 4 et de la décidabilité de la théorie monadique de
I'arbre binaire complet [Rab69|. Leurs traces d’un ensemble fini de sommets a un
ensemble fini de sommets sont les langages algébriques.

Les graphes préfixe-reconnaissables contiennent strictement les graphes HR-
équationnels et donc les graphes de configurations des automates a pile. I.’exem-
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Fi1G. 2.8  Un graphe préfize-reconnaissable qui n’est pas HR-equationnel.

ple 2.2.7 présente un graphe préfixe-reconnaissable qui n’est pas (a isomorphisme
prés) un graphe HR-équationnel.

Cependant ces deux familles peuvent étre naturellement caractérisées a l'inté-
rieur des graphes préfixe-reconnaissables. Dans |[CKO01|, les auteurs établissent
que les graphes préfixe-reconnaissables de degré borné sont (a isomorphisme
prés) les graphes des configurations des automates a pile, et les graphes préfixe-
reconnaissables ayant un nombre fini de degrés (entrants et sortants) sont (a
isomorphisme prés) les graphes HR-équationnels.

Exemple 2.2.7. Considérons le graphe préfixe-reconnaissable G étiqueté par
Y = {a,b} défini par les relations P, = (¢,A) - A* et P, = (AT ,e) - A*. Ce graphe
G, qui est présenté dans la figure 2.8, n’est pas un graphe HR-équationnel car
pour tout n > 1 G a un sommet de degré sortant n. Il n’a donc pas une nombre
fini de degrés sortants.

2.3 Autour des langages contextuels

Nous présentons dans ce paragraphe deux familles de graphes infinis dont les
traces sont les langages contextuels. La premiére famille est la famille des graphes
rationnels définie dans [Mor(00]. Cette famille ainsi que certaines de ses sous-
familles comme les graphes automatiques [KN94, BGO00| sont présentées dans le
paragraphe 2.3.1.2. Le paragraphe 2.3.2 présente les graphes linéairement bornés
introduits dans [CMO05| et étudie leurs relations avec les graphes rationnels.

2.3.1 Graphes rationnels et leurs sous-familles

Les graphes rationnels sont les graphes de calcul des transducteurs de mots.
Des sous-familles intéressantes de graphes rationnels sont obtenus en imposant
des restrictions sur les transducteurs les définissant. Le paragraphe 2.3.1.1 pré-
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sente les transducteurs de mots et certaines sous-familles pertinentes. Le para-
graphe 2.3.1.2 présente les graphes rationnels et leurs sous-familles en rappelant
leur propriétés. La paragraphe 2.3.1.3 est consacré aux traces de ces sous-familles

et résume en particulier les travaux effectués en collaboration avec Antoine Meyer
et publiés dans [CMO06a.

2.3.1.1 Transducteurs de mots

Les transducteurs de mots sont des automates finis acceptant les parties ra-
tionnels du monoide produit >* x >*. Un transducteur est simplement un auto-
mate fini sur ce monoide. Un transducteur 7" sur un alphabet X est un automate
fini étiqueté par (X U{e}) x (X U{e}). Nous ne distinguerons pas le transducteur
de la relation qu’il accepte et nous écrirons (w,w’) € T si (w,w’) est accepté par T
Pour une présentation détaillée, nous renvoyons le lecteur & [Ber79, Pri00, Sak03|.

En général, il n’existe pas de borne sur la différence de la taille de I'entrée
et de la sortie d’un transducteur. Des sous-classes pertinentes sont obtenues en
imposant une forme de synchronisation entre ’entrée et la sortie du transducteur.
C’est le cas des transducteurs lettre-a-lettre ou synchrone étiquetés par 3 x X.

Une forme plus relaxée de synchronisation a été introduite par Elgot et Mezei
dans [EM65]. Cette classe de relations a également été étudiée dans [FS93| sous
le nom de relations synchronisées. Une relation est synchronisée a gauche si elle
peut s’écrire comme une union finie de produits R.S, ot R est une transduction
lettre-a-lettre et S est de la forme (L,e) ou (e,L), avec L un langage régulier sur

Y. De facon équivalente, les relations synchronisées sont celles qui sont acceptées

par les transducteurs dans lesquels pour tout chemin ¢ (zo.99) e Qn1 (@) il
q

1 9 n
existe k € [0,n] tel que pour tout i € [0,k —1], z;,y; € X et soit x = ... =z, = ¢,

soit yp = ... =y, = €. De tels transducteurs sont dits synchronisés a gauche. Les
relations et les transducteurs synchronisés a droite sont définies de fagon similaire.

La notion classique de déterminisme pour les automates n’a pas de sens dans
le cas d'un monoide qui n’est pas libre. La notion de transducteur séquentiel
fournit une notion pertinente de déterminisme pour les transducteurs de mots.

Nous dirons qu’un transducteur T est séquentiel si pour tous états q.¢'.¢" € Q,

si g (w—’yzq’ et g @) q" alors soit x = a', y =y et ¢ = ¢", soit v # e, &' # ¢ et

x#£a.

2.3.1.2 Deéfinitions et propriétés

Dans ce paragraphe, nous présentons la famille générale des graphes rationnels
et certaines de ses sous-familles, en particulier les graphes rationnels synchronisés
(ou automatiques) et synchrones.
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(A,A) (B,B)
e () 0
S S oS0
lb J b
B

2_.AB2_.A2B2

F1G. 2.9  La grille et les transducteurs la définissant.

Les graphes rationnels sont simplement définis comme les graphes de calcul
d’ensembles finis de transducteurs de mots. Ainsi, tout X-graphe rationnel GG est
caractérisé par une famille (7,)qex de transducteurs de mots sur un alphabet T’
quelconque. Nous rappelons que par définition des graphes de calcul, il existe un
arc étiqueté par a dans G entre deux sommets u et v € I'* si (u,v) € T,.

La figure 2.9 montre un exemple de graphe rationnel, la grille bi-dimension-
nelle infinie, ainsi que les transducteurs la définissant.

Les graphes rationnels a transducteurs synchronisés ont été introduits dans
[KN94, BGOO| sous le nom de graphes automatiques, et par Rispal sous le nom
de graphes rationnels synchronisés. Par un léger abus de langage, on parlera
de graphes synchrones pour se référer a des graphes rationnels définis par des
transducteurs synchrones, et de graphes séquentiels synchrones dans le cas cor-
respondant.

Ces sous-familles forment une suite strictement croissante. Les graphes sé-
quentiels synchrones sont strictement inclus dans les graphes synchrones car les
graphes séquentiels synchrones sont nécessairement déterministes. Les graphes
synchrones sont a leur tour strictement inclus dans les graphes synchronisés car
les graphes synchrones ont un degré sortant fini alors que les graphes synchronisés
peuvent avoir un degré sortant infini. L'inclusion stricte des graphes synchronisés
dans les graphes rationnels est obtenue en considérant la croissance des degrés
dans ces deux familles.

Proposition 2.3.1 ([Mor01|). Pour tout graphe rationnel G de degré sortant
fini et tout sommet x, il existe ¢ € N tel que le degré sortant de tout sommet a
distance n de x est au plus c

Cette borne supérieure peut étre atteinte : considérons le graphe rationnel non
étiqueté Go = {T'} ou T est le transducteur sur I' = { A|B} a un état ¢o a la fois
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o . X,YZ
initial et final et une transition g g qo pour tous XY et Z € I'. Ce graphe

a un degré sortant égal a 22" a la distance n du sommet A. Dans le cas des
graphes synchronisés de degré fini, la borne sur le degré sortant est simplement
exponentielle.

Proposition 2.3.2 (|Ris02|). Pour tout graphe synchronisé G de degré sortant
fini et tout sommet x, il existe ¢ € N tel que le degré sortant de tout sommet a
distance n de x est au plus c".

Il suit de la proposition précédente que (G est rationnel mais n’est pas syn-
chronisé.

Le graphe de I'exemple 2.9 n’ayant pas une théorie monadique décidable, les
graphes rationnels n’ont donc pas une théorie monadique décidable. Dans [Mor01],
I’auteur montre que la théorie au premier ordre des graphes rationnels est, elle
aussi, indécidable. Une construction simplifiée est donnée dans [Tho01].

Théoréme 2.3.3 ([Mor01]). Il existe un graphe rationnel ayant une théorie au
premier ordre indécidable.

Une premiére maniére d’obtenir un résultat de décidabilité est de restreindre
Iexpressivité des transducteurs définissant ces graphes. Ainsi les graphes synchro-
nisés ont quant a eux tous une théorie au premier ordre décidable.

Théoréme 2.3.4 (|[BG00|). Les graphes synchronisés ont une théorie au premier
ordre décidable.

Dans [CMO06¢| en collaboration avec Christophe Morvan, nous avons établi
que la décidabilité de la théorie au premier ordre des graphes rationnels peut
étre obtenue non plus en restreignant I'expressivité des transducteurs mais en
contraignant la structure des graphes. Nous avons établi que la théorie au premier
ordre des arbres rationnels (i.e. des graphes rationnels qui sont des arbres) est
décidable. De plus, nous avons montré que ce résultat ne peut étre étendu ni
en terme de structure ni en terme de logique. Nous avons construit un graphe
rationnel orienté sans cycle ayant une théorie au premier ordre indécidable. De
plus, nous avons construit un arbre rationnel ayant une théorie au premier ordre
avec accessibilité rationnelle indécidable.

Théoréme 2.3.5 (|[CMO06¢|). Les arbres rationnels ont une théorie au premier
ordre décidable.
2.3.1.3 Traces

Dans [MS01], Morvan et Stirling établissent que les traces des graphes ration-
nels d'un ensemble fini de sommets & un ensemble & fini de sommets sont les
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langages contextuels. Cette propriété a été étendue aux graphes synchronisés par
Rispal dans [Ris02]. Une version étendue de ces deux résultats a été publiée dans
[MRO5].

Les preuves fournies dans ces travaux reposent sur la forme normale de Pent-
tonen des grammaires contextuelles [Pen74]|. Cette forme normale présentent deux
inconvénients majeurs: I'obtention de cette forme normale est loin d’étre immeé-
diate et de plus il n’existe pas de caractérisation des langages contextuels détermi-
nistes a partir des grammaires. En particulier, ces preuves ne nous permettent pas
de définir une sous-famille des graphes rationnels tracant les langages contextuels
déterministes.

Dans [CMO06al, nous fournissons de nouvelles preuves de ces résultats ba-
sées sur la correspondance étroite entre les systéemes de pavages et les graphes
synchrones. Les systémes de pavages ont été définis a I'origine pour reconnaitre
des langages d’images (i.e. des tableaux finis de symboles sur un alphabet fini).
Les langages d'images acceptés par ces systémes sont aussi appelés des langages
d’images locaux. Ils peuvent étre vus comme des accepteurs de langages de mots
en ne considérant que la premiére ligne de chaque image. Dans [LS97|, les auteurs
établissent que les ensemble des premiéres lignes des langage locaux d’images sont
les langages contextuels.

Nous exploitons cette correspondance pour évaluer I'expressivité nécessaire en
termes de transducteurs et en terme de structure du graphe (nombre de sommets
initiaux, degré des sommets) pour qu’une sous-famille des graphes rationnels trace
les langages contextuels.

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 2.1. Chaque ligne du ta-
bleau correspond a une sous-famille des graphes rationnels. Chaque colonne cor-
respond a une restriction structurelle portant sur le nombre de sommets initiaux
et sur le degré des sommets du graphe. Dans la premiére colonne, nous considé-
rons un ensemble rationnel quelconque de sommets initiaux et dans la seconde,
nous considérons un ensemble rationnel de la forme ¢*. Dans les deux derniéres
colonnes, nous considérons un unique sommet initial et le cas d’un sommet unique
et du degré fini respectivement.

Une case contient un symbole d’équalité pour indiquer que les traces de la
famille correspondante coincident avec les langages contextuels. De méme, un
symbole d’inclusion indique que ses traces sont strictement incluses dans les lan-
gages contextuels. Une point d’interrogation dénote une conjecture.

Nous caractérisons précisément les traces des graphes synchronisés de degré
fini & partir d’'un unique sommet initial jusqu’a un ensemble rationnel de som-
mets finaux. Ces traces sont précisément les langages acceptés par les machines
linéairement bornées effectuant au plus un nombre linéaire de changements de
directions. Nous conjecturons que cette classe de langages est strictement incluse
dans les langages contextuels. Cependant, il existe peu de résultats de séparation
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Ens. rat. Ens. ¢* | Som. unique Sozr(ll;) 1{1i1111ii()1ue
Rationnels [MS01] = = = =
Synchronisés [Ris02] = = = C (7)
Synchrones |Ris02] = = C
Séqu. synchrones = c (7) C

TAB. 2.1 — Familles de graphes rationnels et leurs langages.

pour les classes de complexité définies par des restrictions en temps et en espace
(voir par exemple [vMO04]). En particulier, les techniques de diagonalisation, uti-
listes pour montrer que la hiérarchie du temps polynomial est stricte (voir par
exemple |For00]), ne peuvent étre adaptées faute d’une notion pertinente de LBM
universelle.

Enfin, nous définissons deux sous-familles des graphes rationnels dont les
traces sont précisément les langages contextuels déterministes. Pour une présen-
tation détaillée des ces résultats, nous renvoyons le lecteur a [CMO06a.

2.3.2 Graphes linéairement bornés

Dans [CM05, CM06b| en collaboration avec Antoine Meyer, nous avons étu-
dié la classe des graphes des transitions des machines linéairement bornées (cf.
sous-paragraphe 1.2.3). Pour cette famille de systémes de transitions étiquetées
(LTS), les graphes des configurations sont simplement les graphes des LTS: il
n’y a pas de restriction sur I’ensemble des configurations. Comme nous I’avons
vu précédemment pour pouvoir définir les graphes des transitions, il nous faut
considérer des LTS normalisés. Dans la suite, nous ne considérons que des LBM
normalisées c’est-a-dire des LBM qui induisent des LTS normalisés au sens du
sous-paragraphe 2.1.1.2. Il est aisé de vérifier que tout langage contextuel est
accepté par une LBM normalisée.

Définition 2.3.6. Un graphe est dit linéairement borné s’il est isomorphe au
graphe des transitions d’'une machine linéairement bornée normalisée.

Une approche similaire a été proposée dans [KP99, Pay00|. Les auteurs dé-
finissent ce que nous appelons les graphes enracinés des LBM. Cependant ils ne
donnent pas de notion de graphes des transitions (ou les transitions étiquetées
par 7 n’apparaissent pas).
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[goaaal

a \b
[qoaa] b [bqiad]
/a' b \b [q1aaa] - \b
[qoa] [bg1a] AN [bbq1a]
[40] /a' \b [q1aa] - \b &[qg,baa} \b
9 > [g2b] S - [bg2b] > e [bbg2b]
[g1a] < lasba] @ [basba] “a

F1G. 2.10 — Le graphe des transitions d’une LBM normalisée acceptant {(a™b™)" |
n > 1}.

Les graphes linéairement bornés sont clos par restriction aux sommets ac-
cessibles depuis un sommet donné et par restriction a un langage contextuel de
configurations observables.

Exemple 2.3.7. La figure 2.10 présente le graphe des transitions d’'une LBM M
dont les transitions sont:

Q] — a a2 b+ @b~ a— b - a—
q 0 4 1 7 3 73
goa —— aa ¢) — |- [ — [+
70 7 2 41

qoaL b+
4 1

et dont I'unique état final est go. Cette machine accepte le langage {(a"b™)" |
n > 1}, qui est aussi la trace de son graphe des transitions entre le sommet
[qo] et les sommets dans [b*g2b]. Par soucis de clarté, nous ne présentons dans la
figure 2.3.2 que la partie du graphe des transitions accessible depuis [go]. Comme
nous l'avons déja mentionné, les graphes linéairement bornés sont fermés par
restriction aux sommets accessibles depuis un sommet donné. Le graphe présenté
dans la figure 2.10 est donc un graphe linéairement borné.

Les traces des graphes linéairement bornés d’un ensemble fini de sommets a
un ensemble fini de sommets sont les langages contextuels. En fait, on peut mon-
trer que chaque langage contextuel est la trace d’un graphe linéairement borné
déterministe. Ce résultat trés fort est di au fait que 1'on considére des LBM qui
ne terminent pas nécessairement leur calcul. Ces comportements divergents sont
masqués par la 7-fermeture. Si I'on se restreint a des LBM qui terminent tou-
jours, ce résultat n’est plus vrai. En fait, les traces des graphes de transitions
déterministes des LBM qui terminent sont les langages contextuels déterministes.
Ce résultat n’est pas immédiat car comme nous I’avons remarqué dans le para-
graphe 2.1.1.2, une LBM non-déterministe peut avoir un graphe des transitions
déterministe.
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/ Gr. des machines de Turing d. s. b.\

Langages r.e.

/ Gr. linéairement bornés d. s. b. \

Langages contextuels

/ Gr. rationnels d. s. b. \

¢

Gr. des conf. des automates a pile
Langages algébriques

Gr. finis
Langages rationnels

FiGc. 2.11  Une hiérarchie a la Chomsky d’accepteurs infinis de degré sortant
borné (d.s.b)

Du point de vue de la logique, les graphes linéairement bornées ont une théo-
rie au premier ordre indécidable. Cependant leur graphe des configurations ont
une théorie au premier ordre décidable. En effet, ces graphes sont des graphes
synchronisés (ou automatiques) (cf. théoréme 2.3.4).

Cette remarque, nous améne a considérer le lien entre les graphes linéairement
bornés et les graphes rationnels. Dans le cas général, ces deux familles sont in-
comparables. Ce résultat vient de la croissance des degrés dans les deux familles.
Il est facile de vérifier que le degré sortant des graphes linéairement bornés croit
de facon au plus exponentielle. Nous pouvons aisément construire un graphe li-
néairement borné dont le degré entrant croit de maniére triplement exponentielle.

Cependant si 1’on se restreint au cas ou les graphes considérés ont un degré
sortant borné, nous avons établi que les graphes rationnels sont strictement inclus
dans les graphes linéairement bornés.

Théoréme 2.3.8 (|CMO05|). Les graphes rationnels de degré borné sont des gra-
phes linéairement bornés. De plus, il existe un graphe linéairement borné qui n’est
1somorphe a aucun graphe rationnel.

Ce résultat nous a amené a considérer une hiérarchie d’accepteurs différente
de celle introduite dans [CKO02]| (cf. figure 2.1). Dans cette hiérarchie alternative
qui est présentée dans la figure 2.11, nous ne considérons que des graphes de degré
borné et les traces ne sont prises que par rapport a un unique sommet initial.
Cette notion nous semblent plus proche de la notion intuitive d’automate.
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Chapitre 3

Transformations de graphes

Une transformation T de graphes est une application qui associe a chaque
graphe coloré G un graphe coloré T'(G). Cette transformation est dite MSO-
compatible si pour toute formule monadique ¢ et pour tous ensembles finis X et
C, nous pouvons effectivement calculer une formule ¢ telle que pour tout graphe
sur (X,0):

T(G) = ¢ si et seulement si G = o7
En particulier, si un graphe G a une théorie monadique décidable alors T'(G) a
aussi une théorie monadique décidable.

Dans ce chapitre, nous présentons différentes transformations de graphes qui
sont MSO-compatibles. Nous divisons ces transformations en trois catégories:

les transformations définies par la logique monadique telles que les inter-
prétations et les transductions monadiques (cf. paragraphe 3.1),

les transformations définies a base d’automates finis qui sont toutes des cas
particulier de transductions monadiques (cf. paragraphe 3.2),

enfin, les transformations associant a chaque graphe GG une structure arbo-
rescente telles que le dépliage ou le treegraph (cf. paragraphe 3.3).

A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature de transformation
de graphe plus générale que celles présentées dans ce chapitre. Il est naturel de
s’interroger sur la pertinence de ’étude des transformations basées sur des auto-
mates finis qui comme nous ’avons dit, sont des cas particuliers de transductions
monadiques. Cette approche a été initiée par Caucal dans [Cau96| avec les sub-
stitutions rationnelles inverses. Leur intérét est de donner une vision minimale de
I’expressivité nécessaire a la réalisation d’une transformation donnée.

Dans le paragraphe 3.4, nous poursuivons cette approche et nous établissons
des résultats de commutation partielle entre les interprétations monadiques et le
dépliage. Ces résultats font apparaitre de maniére naturelle les transformations
définies a base d’automates finis. Ces résultats ont été obtenus en collaboration
avec Thomas Colcombet et publiés dans [CCO3].
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Enfin, nous concluons ce chapitre, par le paragraphe 3.5, en montrant que la
transformation Treegraph préserve la propriété de sélection sur les arbres déter-
ministes. Ce résultat a été formalisé lors d’une visite chez Alexander Rabinovich
a 'université de Tel Aviv et financée par le programme Automatha de I’'European
Science Foundation.

3.1 Interprétations et transductions monadiques

Dans ce sous-paragraphe, nous présentons divers enrichissements des interpré-
tations monadiques.

Une interprétation monadique Z est donnée par un couple de familles de for-
mules monadiques ((p,(2,y))aes,(@e(x)ecc)) pour deux ensembles finis X C A et
C' C ©. En appliquant Z a un graphe G, nous obtenons le graphe sur (X,C):

I(G) = {(uw,aw)| G E guuv)uv € Vgetae XL}
U {(cu) | G gculu e Vgetce C}.

Nous pouvons imposer que le graphe Z(G) ne contienne pas de sommet isolé
en remplacant o (z) par ¢.(z) = () Ay V,ex(@a(z,y) V 0a(y,z)). Nous
supposerons toujours que les interprétations monadiques ne produisent pas de
graphes possédant des sommets isolés.

Habituellement, la définition d’une interprétation monadique contient une for-
mule supplémentaire §(z) qui définit 'ensemble des sommets du graphe Z(G).
Dans notre présentation, ce comportement peut étre obtenu en remplacgant les for-
mules ¢, (z,y) par ¢, (z,y) = @a(x,y) N0 () Ad(y) pour tout a € . Une interpréta-
tion monadique Z = ((¢a(2,Y))acs,(@e()cec)) avec o (x,y) = Eq(x,y) AN ()N (y)
et go(v) = Po Ay V ex(Ea(z,y) V Eo(y,x)) Ad(x) Ad(y) pour une certaine for-
mule 0(x) sera appelée une restriction monadique et sera uniquement données
par les deux ensembles finis ¥ and C' et avec la formule 6(z).

Si une interprétation Z = ((pq(2,y))aes,(@e(2)cec)) ne modifie pas la structure
des graphes sur (2,C') mais seulement les couleurs (i.e. pour tout a € X, ¢, (z,y) =
E.(x,y)), nous parlerons de coloriage monadique et nous omettrons les formules
0, dans leur définition.

Une forme plus générale d’interprétation apparait dans la littérature. Elle in-
clut un quotient par une relation d’équivalence MSO-définissable. Une interpréta-
tion monadique avec quotient I, est donnée par un uplet de formules monadiques
(oY) pes » (0e(7)eec) s €(w,y)) pour deux ensembles finis X C A et C' C ©.
Pour tout graphe coloré GG, nous noterons £ C Vg x Vi la plus petite relation
d’équivalence contenant la relation {(u,v) | [u,v]} induite par la formule &(z,y).
Remarquons que la relation &g est définissable dans MSO. 11 suffit de considérer
la formule p(z,y) = 3Xo ¥(Xo,2) AN (VX (V(X,2)AX C X)) — X = Xo)Ay € X
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ouy(X,x) =z € XAVy,z, [y € XA(e(y,2)Ve(z,y)) — z € X]. Pour tout sommet,
u € Vi, nous noterons [ulg = {v | (u,v) € Eg} la classe d’équivalence du sommet
u pour E¢. En appliquant Z. & un graphe G, nous obtenons le graphe:

IZ.(G) = {(uls,a,lvle) | G = @aluv]uw € Vg et a € X}
U{(clule) | G = @elu] et uw € Vel

Comme pour les interprétations monadiques, nous pouvons imposer syntacti-
quement que Z.(G) ne contienne pas de sommet isolé. Et nous supposerons que
c’est toujours le cas.

Dans la théorie des modéles finis, des interprétations appelées interprétations
multidimensionnelles sont considérées (voir par exemple [EF95]). Elles permettent
en particulier de définir le produit synchronisé avec un graphe fini. Pour les
graphes, ces interprétations multidimensionnelles sont appelées des transductions
monadiques. Nous les présentons comme la composition d’une opération de copie
par un ensemble fini et d’une interprétation monadique (a une seule dimension)
en suivant [Cou94].

Pour tout ensemble fini X' C A, I'opération de copie par K est appliquée a un
graphe GG pour obtenir le graphe:

K(G) = GU{(uku)|ue Vgke Ku, € Vi}

ou les ensembles (Vi )rerx sont deux a deux disjoints et sont aussi disjoints de
I’ensemble V; mais sont en bijection avec V. Pour tout £ € K et pour tout u €
V&, nous notons wuy 1’élément de V, correspondant a u. Intuitivement, l'opération
de copie par K crée |K| copies distinctes de chaque sommet de G.

Une transduction monadique T est définie par un couple (K,Z) ou K C A est
un ensemble fini et ot Z est une interprétation monadique. A chaque graphe G, la
transduction monadique 7 associe le graphe 7 (G) = Z(K(G)). Nous dirons qu’un
graphe H est MSO-définissable dans un graphe G s’il existe une transduction
monadique 7 telle que H =~ T (G).

Exemple 3.1.1. Considérons la transduction monadique 7y définie comme la
composition de la copie par 'ensemble { b} et de I'interprétation Zy = (¢4 )zefap}
ou pu(zy) = Eu(zy) et gp(zy) = (F20,21, Ep(20,2) A Ea(21,20) A Ep(21,y)) V
Ey(z,y). La figure 3.1 présente le résultat de I'application de 7y a la demi-droite
Aq.

La propriété fondamentale des transductions monadiques est qu’elles sont
MSO-compatibles. La proposition suivante résume leurs propriétés de bases.

Proposition 3.1.2. Les interprétations monadiques avec ou sans quotient et les
transductions monadiques sont MSO-compatibles. Les classes des interprétations,
des coloriages, des restrictions, des interprétations avec quotient et des transduc-
tions monadiques sont fermées par composition.
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Fi1Gc. 3.1  La transduction 71y a la demi-droite /.

La notion de MSO-compatibilité pour les transformations de graphes ne s’in-
téresse qu’aux formules sans variables libres. Dans le cas des transductions mo-
nadiques, cette propriété s’étend aux formules avec variables libres.

Proposition 3.1.3. Pour toute transduction T et pour toute formule monadique
o(Xy,...,X,), nous pouvons effectivement calculer une formule 7 (X1, ...,X,)
telle que pour tout graphe G et tous ensembles Uy, ..., U, C Vg N V), nous
avons:

T(G) = lUy,....U,] & G = [Uy,.... Uy

Pour les arbres déterministes, les interprétations monadiques avec quotient
peuvent étre remplacées par des transductions monadiques.

Proposition 3.1.4. Pour toute interprétation monadique avec quotient L., il
existe une transduction T telle que pour tout arbre déterministe t, Z.(t) ~ T (t).

Démonstration. Soit . = ((@a(2,Y))acr,(@c())cecr,(x,y)) une interprétation
avec quotient et soit X (resp. C') I'ensemble des étiquettes (resp. couleurs) appa-
raissant dans les formules définissant Z. Comme nous 'avons déja remarqué, il
existe une formule monadique ¢.(xg,z1) telle que pour tout graphe G, la relation
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ES = {(uw) € Vg x Vo | G | ¢[u,v]} est la plus petite relation d’équivalence
contenant {(u,v) € Vg x Vg | e[u,v]}. Nous noterons [ul. la classe d’équivalence
u de ES. Soit A = (Q x 201 x 2001 T A Q) un automate d’arbres & parité
acceptant ¢.(zg,z1) normalisé comme décrit dans le paragraphe 1.4.3.

[.’idée de la preuve est de donner une caractérisation unique de chaque classe
d’équivalence de E' par un sommet de ¢ et par une quantité d’information fi-
nie. Dans ce but, pour tout arbre ¢ sur (3,C'), nous associons a chaque classe
d’équivalence X C Dom(t) de E! le couple (wx,Ax) ot wx € X* est le plus petit
préfixe commun de I'ensemble X, et Ax C A est I'ensemble des transitions §
pour lesquelles il existe une exécution acceptante p de A sur ¢ avec ®,(wy) =9
acceptant un couple (z,2’) d’éléments de X.

Fait 1 Pour toutes classes d’équivalence X et Y de E., si (wx,Ax) = (wy,Ay)
alors X =Y.

Supposons que wy = wy = w et Ay = Ay = D et supposons par 'absurde
que X et Y ne soient pas égales. Comme X et Y sont des classes d’équivalence,
X et Y sont disjointes. Nous distinguons deux cas.

Cas w € X. Il existe une exécution acceptante p de A pour le couple (w,w).
La transition 0 = @, est de la forme (¢,{0,1},{0,1}),c,f) et appartient par
définition & D = Ay. Par définition de Ay, il existe une exécution acceptante
de A avec ®, = § accepte un couple d’éléments de Y. D’apres la forme de 6, p
accepte (w,w) et donc w appartient & Y ce qui améne la contradiction.

Cas w ¢ X. Par définition de w, il existe deux éléments de z et y dans X
tels que v = waw, et y = wbw, avec a # b € ¥ et w,,w, € X*. Il existe
une exécution p de A acceptant le couple (z,y). La transition 6 = ®,(w) est de
la forme ((¢,0,{0,1}),c,f) ou f(a) = (¢a,Xa,{0}) et f(b) = (g5, Xp,{1}). Comme
d appartient a Ay, il existe une exécution p’ de A acceptant un couple (z',y/)
d’éléments de Y. Par définition de d, nous avons 2’ = zraw;, et y' = ybwy.

Nous pouvons construire une exécution o de A acceptant le couple (z,y"). Nous
prenons simplement o(v) = p(v) si wb n’est pas un préfixe de v et o(v) = p'(v)
sinon. L’exécution o est bien formée car p(wb) = p'(wbd). Elle est acceptante car
p et p' le sont et par construction, elle accepte le couple (z,y’) Donc (z,y') € E!
et 4 € X, ce qui améne la contradiction.

Fait 2 Pour tout sous-ensemble D C A il existe une formule monadique ¢p(z,X)
telle que pour tout arbre déterministe ¢ sur (X,C) et pour tout v € Dom(t) et
U C Dom(t), t = ¢p(u,U) si et seulement si U est une classe d’équivalence de
El et u=wy et D= Ay.

Considérons la formule ¢ (z,X) qui exprime que z est le plus petit ancétre
commun des éléments de X, et la formule £(X) qui exprime que X est une classe
d’équivalence de e(z,y). Pour tout 6 € A, considérons la formule ps(z,X) qui
affirme qu’il existe une exécution de A acceptant un couple d’éléments de X en
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utilisant la transition ¢ sur le nceud .
Nous pouvons supposer sans perte de généralité que 22 est disjoint de 3 et de
C. La transduction 7 est donnée par (22,7). L’interprétation Z est définie par

(wa(x>y))a62 et (wc(x))cec/ ol

wa(x7y) = 3X>Y,370>3/0>
Vp.prca Ep(zo,x) A Ep(y0,y) A op(w0,X) A @pr(yo,Y)
A3y 2 € X ANy €Y Npa(2'y))

Ye(r) = FX,20, Vpea En(z0,2) Awp(20,X) A (T2, 2" € X A (7))

Il suit des faits 1 et 2 que pour tout arbre déterministe ¢ sur (3,C), 7 (t)
I.(t).

0

3.2 Transformations a base d’automates finis

Dans ce paragraphe, nous présentons diverses transformations de graphes ba-
sées sur des automates finis.

Un coloriage de graphes R est donné par un sous-ensemble fini de ©® x ©. En
appliquant R a un graphe G, nous obtenons le graphe:

R(G) = G N VgxAxVg
U {(du) | (c,u) € Get (c,d) € R}.

Intuitivement pour toute paire (¢,d) € R, tous les sommets coloriés par ¢ dans G
sont recoloriés par d dans R(G).

Un coloriage rationnel p est donné par une application de © dans Rat((AU©)*)
de support fini (i.e. 'ensemble {c¢ € © | u(c) # 0} est fini). Lorsque I'on applique
le recoloriage rationnel p a un graphe G a partir d’'un sommet s € Vg, nous
obtenons le graphe:

pus(G) = G N VegxAx Vg
U {(d,u)\s%u,dé@etwéu(d)}.

Comme D'accessibilité par un chemin dont I’étiquette appartient & un langage
rationnel donné R € Rat((A U ©)*) est exprimable en logique monadique, le
coloriage rationnel est un cas particulier de coloriage monadique.

Une substitution rationnelle inverse h [Cau92| est donnée par une application
de A dans Rat((A U A U ©)*) de support fini. Elle est appliquée a un graphe G
pour donner le graphe:

YU G) = {(u,av) |u % v, uw € Vg, w € h(a) et a € '}
U {(cu) | u € Vi1 et (cu) € G}
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Si tous les ensembles apparaissant dans Im(h) sont finis, nous parlerons de sub-
stitution finie.

Une substitution rationnelle inverse colorée g est donnée par un couple (R,h)
ou R est un recoloriage de graphe et h est une application rationnelle. Elle est
appliquée par inverse a un graphe G pour donner le graphe, noté ¢g=1(G), égal a
R(LH@Q)).

Les substitutions rationnelles inverses et leurs variantes colorées sont des cas
particuliers d’interprétations monadiques.

Sur les arbres déterministes, I'interprétation monadique peut étre remplacée
par deux transformations plus simples: le coloriage monadique et la substitution
rationnelle inverse.

Proposition 3.2.1. Pour tous ensembles finis ¥ C A et C' C O et pour toute in-
terprétation monadique I, il existe un coloriage monadique M et une substitution
rationnelle inverse h tels que pour tout arbre déterministe t sur (3,C),

I(t) = h~(M(1))

Démonstration. Soient X,I" des sous-ensembles finis de A et soient C',D des sous-
ensembles finis de © et Z = ((vu(2,Y))aer,(©c(z))cep) est une interprétation mo-
nadique.

Pour tout a € T, il existe un automate d’arbres a parité normalisé A, = (Q, X
2101} 5 2001} 1A, Q) acceptant o, (z,y) (cf paragraphe 1.4.4). Nous pouvons
supposer sans perte de généralité que A, N Ay = () pour tout a # o’ € .

Soit A un sous-ensemble de © disjoint de C' et en bijection avec A = (.5, Aq.
Pour tout § € A, nous notons ¢ le symbole correspondant de A. Pour tout § € A,,
le coloriage monadique M ajoute la couleur § au nceud u € Dom(t) s'il existe une
exécution p de A, sur ¢t avec ®,(u) = d. Pour tout a € X et pour tout § € A,,
notons ¢;z(z) la formule monadique telle que pour tout arbre déterministe ¢ sur
(X,C) et pour tout v € Dom(t), t |= 5|u] si et seulement si il existe une exécution
acceptante p de A, sur ¢t avec ®,(u) = 0. Le coloriage monadique M est défini
par (p5(z))sea U (0a(z))den- o

Pour tout b € I', nous définissons un langage rationnel R, C (X U X U A)*
tel que pour tout arbre déterministe ¢ sur (X,C), u Mi(t3 v pour w € Ry si et

seulement si ¢ = pp[u,v].

Pour tout a € 3, b € T et tout 6 € A,, nous définissons deux langages
rationnels M, et N7 inclus dans (SUX U A)*. Pour tout d € A,, nous prenons
6 = (¢5,Cs,f5) avec g5 = (ps,M5,N;). : 3
Nous définissons Mga comme étant ’ensemble des mots de la forme dgayg . . . @, 0,41
dans Ay(XA,)* avec n > 0 et tel que pour tout i € [1,n+ 1], fs5(a;i_1) = gs,_,,
M50 = {0}, N50 = {0}, M&' = @, Ngi = {O} fori € [1,%] et N5n+1 = {0,1}, 0= 6n+1

et a = a,.
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Nous définissons Né”a comme 'ensemble des mots Soao .. .anSnH dans Ap(XA)*
avec n > 0 tels que pour tout i € [0,n], fs5,(a;—1) = ¢s,,,. N5, = {0,1}, § = dy and
a = ay, Ms, =0, N5, = {1} pour tout i € [1,n] et Ms, ., = {1} et Nj, .

Pour tout b € T, nous définissons le langage rationnel R, de mots sur (SUX U &)
par:

Ry = U=y Ungares M3 NG
U U as=ay) Uaes M3,
U Ugs | my=(03} Uses Nya
U U a=oan 9
Par une récurrence immeédiate sur la longueur de w, nous établissons que:

Pour tout b € I et pour tout 6 € A, telle que Ms = 0, si u i(; v pour un
M(t

certain w € ey My, N3 o alors t = oplu,].
— Pour tout b € T" et pour tout 6 € Ay telle que Ms = {1}, si u L(; v pour
M(t

un certain w € {J oy, M, alors t = gy[u,v].

Pour tout b € T' et pour tout § € Ay telle que Ms = {0}, u M—u;; v pour un
t

a€y

certain w € |J, o N}, alors ¢ = gy [u,v].

a€ey

. , .. . w
Il s’en suit alors que pour tout arbre déterministe ¢ sur (3,C), si u — v pour un
M(t)

certain w € Ry, alors t = ¢p[u,v]. Réciproquement pour tout arbre déterministe ¢
sur (X,0), si t = pplu,v] alors u M—w(g v pour w € Ry,
t

Considérons la substitution rationnelle inverse colorée g donnée par (h,R) ou
h est définie pour tout b € I' par h(b) = R, et ou R est égal a {(d,d) | d € D}.
D’aprés les propriétés des langages R, et pour tout arbre déterministe ¢ sur (3,C),
nous avons:

I(t) = g~ (M(t)).

3.3 Deépliage et Treegraph

Le dernier type de transformations MSO-compatibles associe & un graphe GG
un arbre ou une structure arborescente basée sur . Une transformation de ce
type et qui a attiré beaucoup d’attention est l'itération de structure. La premiére
mention en est faite dans [She75| dans une version plus faible (qui ne fait pas
intervenir le prédicat de clone cl défini ci-aprés). La version que nous présentons
est due & Muchnick et apparait pour la premiére fois dans [Sem84].
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Pour toute structure relationnelle R = (U,(R®)ges) sur une signature S
qui ne contient pas cl et son, l'itération de R est la structure notée R* =
(U*,(RR") ges,son™* cl®") o I'univers U* est I'ensemble des suites finies d’élé-
ments de U et ou:

— R% = {(wuy,...,wyp) | we U* et (u,...,upg) € R*} pour tout R € S,

— son® = {(wwu) |ue U, we U} et oncd™ = {wuu|ue U, we U}

Remarquons que l'itération d’un graphe infini de degré sortant borné a un
degré sortant infini a cause de la relation son™®". De plus, cette opération trans-
forme un graphe non-coloré en un graphe coloré a cause du prédicat cl. C’est
pourquoi nous présentons une variante due a Caucal qui n’introduit pas de cou-
leur supplémentaire ni de degré sortant infini et qui est donc plus adaptée a notre
étude.

Le Treegraph d’un graphe G par un symbole § € A — Ag est le graphe
Treegraph(G.f) dont les sommets sont les suites finies de sommets de G et tel
que:

Treegraph(G.f) = {(wu,a,wv) | w e Viuv € Vg et (u,a,v) € G}
U{(wu,f,wuu) | w € v et u € Vi)
U{(c,wu) | w e Vi et (cu) € G}

Comme Treegraph(G.1) = Eyxylu,v] & G* = son(z,y) Acl(y)[u,v], 'opération
de Treegraph est toujours définissable dans l'itération G*. Réciproquement, si
G est connecté, nous pouvons définir G* dans Treegraph(G,f) en utilisant les
équivalences suivantes:

G* = cl(z)[u] & Treegraph(G 8) = 3zEyzxlul,
G* = son(z,y)[u,v] & Treegraph(G.f) = 32E;2y A Reachy s (2,y)[u,v].

La forme monadique Reachy, 5(z,x) exprime 'existence d’un chemin de z a y
dans lequel les arcs peuvent étre pris dans les deux sens.

Une opération plus naturelle que le Treegraph est 'opération de dépliage. Le
dépliage d'un graphe G d’un sommet r € Vi, noté Unf(G,r), est 'arbre défini
par:

{(m,a,rau) | m,mau des chemins dans G commengants en r}
U {(e,m) | west un chemin dans G de r a v et (¢,v) € G}

Courcelle et Walukiewicz ont montré dans [CW98| que le dépliage Unf(G,r) a
partir d’'un sommet r définissable en MSO est définissable dans l'itération G*.
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FiG. 3.2  Le Treegraph de l’arbre binaire Ay par le symbole .

Comme celle la composante connexe contenant r importe pour définir le dépliage
et que r est définissable, Unf(G,r) est aussi définissable dans Treegraph(G.f).

Exemple 3.3.1. Considérons le graphe G obtenu dans I'exemple 3.1.1 apreés
I’'application de la transduction 75 a la demi-droite A;. La figure 3.3 présente son
dépliage a partir de I'unique sommet G qui n’est destination d’aucun arc.

Pour les arbres déterministes, nous pouvons établir le résultat réciproque. Il
est possible de définir le Treegraph de GG par un symbole f en utilisant 1'opéra-
tion de dépliage et des interprétations monadiques. Cette construction est due a
Colcombet et est présentée dans [Col04].

Lemme 3.3.2. Pour tous ensembles finis ¥ C N et C C O et pour tout symbole
t € A—X, il existe deux substitutions rationnels inverses hy et hy et une restriction
monadique R telle que pour tout arbre déterministe t sur (3,C),

Treegraph(t,) ~ hy ' (R(Unf(h;'(t),))).

Démonstration. Soient X C A et C' C © deux ensembles finis et soit § € A — Ag
une étiquette. Prenons X C A un ensemble d’étiquettes disjoint de ¥ mais en
bijection avec ce dernier. La substitution rationnelle inverse h; ajoute les arcs



Dépliage et Treegraph 59

o «—— o
o

o «—— o
o

o «—— o
o

o «—— o
o

e «—— o
o

e «—— @
Sy

b b b b b
\U,dépliage
T
' b b b b
' b b b
' b "
° Ib

Fi1G. 3.3  Fzemple de dépliage d’un graphe.

retours étiqueté par les éléments correspondants de ¥ et des boucles étiquetées
par § sur chaque sommet. Formellement hy(a) := {a}, hi(a) := {a} pour tout
a € X et hi(f) := {e}. Ainsi hy préserve le déterminisme de ¢. La restriction
monadique R ne conserve que les sommets v de Unf(h;*(T),r) dont I'unique
chemin depuis la racine € ne contient pas de facteurs de la forme aa ou aa avec
a € Y. Enfin, la substitution rationnelle inverse renverse les arcs étiquetés par une
étiquette dans . Formellement Ry est donnée par hy(4) = {8} et ho(a) = {a}U{a}
pour tout a € 2. ]

Exemple 3.3.3. La figure 3.4 illustre cette construction. Le graphe du haut
représente la demi-droite aprées 'application de hfl. Le graphe du bas représente
son dépliage. Les sommets pleins sont ceux conservés par la restriction monadique

R.

Remarquons que I'énoncé du lemme précédent est uniforme au sens ou les
substitutions rationnelles inverses et la restriction monadique ne dépendent que
de I'ensemble des étiquettes de I'arbre et pas de I'arbre lui-méme.

Le théoréme de Muchnick, qui apparait pour la premiére fois dans [Sem84|,
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O,Q,Q,Q,O
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Fic. 3.4  llustration de la construction du lemme 3.53.2sur la demi-droite. .

affirme que P'opération de Treegraph est MSO-compatible. La premiére preuve
compléte de ce résultat est donnée par Walukiewicz dans [Wal96a, Wal02].

Théoréme 3.3.4 (|[CW98, Wal02|). Le dépliage depuis un sommet MSO-définis-
sable et le Treegraph sont des transformations MSO-compatibles.

Remarque 3.3.5. Le fait que le sommet a partir duquel s’effectue le dépliage soit
définissable en logique monadique est crucial. En effet, il est possible de définir
une forét dénombrables de théorie monadique décidable contenant un arbre de
théorie monadique indécidable. La racine ry de cet arbre n’est bien entendu pas
MSO-définissable. Si 'on déplie cette forét a partir de g, nous obtenons un arbre
de théorie monadique indécidable.

Nous allons maintenant donner la construction d’une telle forét. Fixons un
ensemble d’étiquettes X et un arbre t;,q de théorie monadique indécidable étiqueté
par ¥. A une équivalence syntaxique prés (voir par exemple [EF95]), il n’y a qu’un
nombre fini de formules monadiques de rang de quantification au plus k. Nous
noterons F'Z, un ensemble fini de représentants de ces classes d’équivalence. Pour

tout graphe G sur X, nous notons Thmgk(G) I’ensemble des formules de ngk,
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satisfaites par G.

Intuitivement, la forét F contient pour tout £ > 1 et pour tout sous-ensemble
M C Thm?,€ tel que M est réalisable par un arbre déterministe ¢;; sur X, une
infinité dénombrable de copies disjointes de t,;. Formellement, la forét F est
I'union disjointe suivante:

ting W L‘!‘J H‘J H‘J 373

_
k21 MCThmZ, i21

ol ¢ est un arbre déterministe sur ¥ dénombrable tel que ThmZ, (ty,) = M s'il
existe et est 'ensemble vide sinon. -
Fait 1. La forét F a une théorie monadique décidable.

Par [SheT75], il résulte que pour décider de la théorie monadique de F, il suffit

de décider les formules cpff avec { > let M C Thmf qui expriment que JF contient
au moins £ arbres distincts ¢, ..., tels que Thm?(t;) = ... = Thm{(t,) = M.
Par construction de F, si M est réalisable alors il existe une infinité dénombrable
d’arbres ¢ tels que Thm} (t) = M. 1l suffit donc de savoir décider si un type M
est réalisable par un arbre.
D’aprés le théoréme de Rabin, pour tout k& et pour tout M C Thmgk, nous
pouvons décider s'il existe un arbre déterministe ¢ étiqueté par ¥ et tel que
Thmgk(t) = M. Donc par construction de F, pour décider si F satisfait une
formule goff, il suffit de décider si M est réalisable par un arbre déterministe sur
3. Si tel est le cas alors F satisfait gpf/f sinon F ne satisfait pas cette formule.

3.4 Reésultats de commutation partielle

Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats de commutation partielle
entre les interprétations et les transductions monadiques d’un coté et le dépliage
et le Treegraph de I'autre.

Un premier résultat simple de commutation, déja présenté dans [Blu03|, est
valable entre une classe restreinte d’interprétations monadiques et le Treegraph.

Proposition 3.4.1. Pour tous ensembles finis X C A et C C O, pour toute
interprétation I et pour tout symbole § € A qui n’apparait pas dans les formules
définissant T, il existe une interprétation monadique J telle que pour tout graphe
conneze G sur (X,C) avec § € A, nous avons

Treegraph(Z(G),f) = J (Treegraph(G,f)).

Démonstration. Soient X, I deux sous-ensembles finis de A et C,D deux sous-
ensembles finis de © et Z = ((@a(2,y))acr;(¥c())eep) une interprétation mo-
nadique. Considérons 'interprétation monadique J = ((¢u(2,Y))aer,(¢e())een)
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ou:
Ya(2,y) = Palz,y) A Reachy g (2y)  forael
V() = Pe(x) force D

ou Reachy, 5 (z,y) est une formule telle que pour tout G et tous sommets u,v € Vg,
G = Reachy s [u,v] si et seulement si u % v pour un certain w € (X U X)* et

ol Pa(x,y) (resp. P.) est obtenue en restreignant les quantificateurs de ¢, (z,y)
(resp. ¢.(z)) aux ensembles de sommets qui ne contiennent que des accessibles a
partir de 2 par un chemin étiqueté dans (X U X)*.

Formellement, pour toute formule ¢ contenant des variables libres, nous dé-
finissons par récurrence une formule ® contenant le méme ensemble de variables
libres avec éventuellement I’ajout de la variable x comme suit:

= ¢ pour ¢ atomique

PV

'

VX (Vz,2 € X — Reachy 5(2,2)) — @
= VzReachy s(z,2) > @

<| <] J| € |6l
EEE
Bl =
Il

Soit G un graphe sur (3,C) et § € A — X. Pour tout u,v € V3 et a € T,
Treegraph(G.f) = ¥a[u,v] si et seulement si v = wu' et v = wv' pour w € Vi
et u' W € Vg et si G E p.u' 0. 1 s’en suit alors que J(Treegraph(G.f)) =
Treegraph(Z(G).f). O

La proposition suivante montre que le coloriage rationnel «commute» avec le
dépliage.

Proposition 3.4.2. Pour tous ensembles finis X C A et C C © et pour tout
coloriage rationnel et pour tout graphe sur G (X,C') et pour tout sommet r € Vg,
il existe une transduction monadique T telle que:

w-(Unf(G,r)) =~ Unf(7(G),r")

pour un certain v’ € Vr(q). De plus, sir est MSO-definissable dans G alors r' est
effectivement' MSO-definissable dans T(G). Si G est déterministe alors T (G)
l’est aussi.

Démonstration. Soit X C A et C' C © deux ensembles finis et soit p un coloriage
rationnel et D = Dom(u) = {d; ...d,} pour n > 1.

Pour tout ¢ € [1,n], notons R; l'ensemble u(d;) € Rat((A U ©)*) et notons
[' C A (resp. E C O) l'ensemble fini de symboles de A (resp. ©) apparaissant
dans ;¢ ) 2 ou dans ¥ (resp. ou dans C').

i€[l,n

1. La formule ¢ (x) définissant 1/ peut étre effectivement calculée a partir de la formule ¢(x)
définissant r.



Résultats de commutation partielle 63

Pour tout graphe 7' sur (X,C') qui soit un arbre de racine r € Vp, nous
associons a chaque sommet v € Vy un mot 7, € 2E(I'2¥)* en prenant 7, =
Or(r)NE et 7, = 7,a(Or(u) N E) si (v,a,u) € T.

Fait 1. Il existe un graphe fini A sur (I',E) et des ensembles I, Fy,,... . Fy, CVy
tels que pour tout arbre ¢ sur (X,C) et pour tout v € Dom(t) et pour tout
¢ € [1,n],

d; € O, () (u) ssi i T—Z> g pour un certain ¢ € [ et ¢ € Fy,.

Pour tout ¢ € [1,n], notons £; 'ensemble (fini) des résidus a gauche de R; et
notons enfin £ = 2% x ... x 27, Les sommets de A appartiennent a ’ensemble
V = L x 2% et le graphe fini A sur (I',E) est défini par:

{((‘/17 s ,Vn),F),CL,((Vl/, . ,VA),F/)) eVxI'xV | Vi/ = Uwea(F’)* w*lvi}
U{(c,(V,F)) | (V,F) e Vetce F}

Pour tout ensemble F' C FE, nous notons 7 I’élément

(Y w'R),.... | w(Ra)).F)

weF* weF*

de V et nous prenons I = {ip | F C E}. Pour tout ¢ € [1,n], nous définissons
F; C 'V comme l'ensemble de tous les ((Vi,...,V,,),F) € L x 2F tels qu’il existe
L eV, avece € L.
Le graphe A satisfait les propriétés suivantes:

pour tout F' C E, il existe un unique u € I avec O4(u) = F

pour tout a € I', C C F et u € Vy, il existe un unique v € V4 tel que

(u,a,v) € Aet Oy(v) =C.
Fait 2. Pour tout graphe G sur (X,C), le graphe H dont I’ensemble des sommets
est V = {(u,v) | Og(u) =0O4(v)} C Vi x Vy et qui est défini par:

H = {((u17U1)7a7(u27U2)) eV xixV | (ul,a,u2) €Get (Ulya,UQ) S A}
U {(dw(uuv)) eDxV | NS Fdz}

est définissable dans GG par une transduction monadique 7. De plus, si G est
déterministe, il suit des propriétés de A que H est aussi déterministe.
Fait 3. Pour tout graphe G sur (3,C) et r € Vg, si nous notons iy I'unique
éléement de I tel que ©4(ip) = O (r) alors Unf(H (r0)) ~ p.(Unf(G,r)).

Par construction de A et de H, nous avons pour tout sommet 7 = ugay . . . G, Uy,
de Vine(c,r), le sommet ' = (ug,vo)ay - . . an(ty,v,) appartient & Viue, (o)) i et

Tr.:

seulement si pour tout j < n, 7y 7J> V; OU Pj = Uy . . . A;U;.

Si r est MSO-définissable, nous modifions 7" pour qu’elle ajoute un arc entrant
sur le sommet (7,ig) étiqueté par un nouveau symbole de A et venant d’un nouveau

sommet. Cet ajout ne change pas le dépliage de H depuis (r,iy) et rend (r,ig)
MSO-définissable. O
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a

A
.g».—a». [ ] (] G,‘. a’~. a;. ,,,,,,,,,,,,
r! $~ $

wr(Unf(Gr)) = Unf(7(G),r")

Fi1G. 3.5 Illustration de la proposition 3.4.2

Remarque 3.4.3. Dans la proposition 3.4.2, la transduction monadique ne peut
pas, dans le cas général, étre remplacée par une interprétation monadique. Consi-
dérons, par exemple, le graphe G étiqueté par le singleton { a } présenté dans la
figure 3.5 et considérons le coloriage rationnel p défini par p($) = aa(aa)™. Le
graphe 7 (G) construit dans la proposition précédent est présenté. Il est évident
qu’il n’existe par d’interprétation Z tel que Unf(Z(G),r) ~ p.(Unf(G,r)). En
effet, quelque soit l'interprétation Z, Z(G) posséde un unique sommet.

Proposition 3.4.4. Pour tous ensembles finis > C A et C' C © et tout coloriage
monadique M, il existe un coloriage monadique M’ et un coloriage rationnel
tels que pour tout graphe déterministe G sur (X,C) et pour tout sommet r € Vg,

M(Unf(G,r)) = p.(Unf(M'(G),r)).

Démonstration. Soient ¥ C A et C,D C © des ensembles finis et soit M =
(¢4(7))aep un coloriage monadique. Pour tout d € D, notons Ay = (Qg x 2{% x
200 1, A4,€4) un automate d’arbre a parité normalisé sur les arbres déterministes
sur (Z,C) acceptant gpd(x). Nous supposons sans perte de généralité que pour tout
d#d €D, AgN Ay = et nous notons A = (., Ag. Considérons ACOu
ensemble disjoint de A et de C' et en bijection avec A. Pour tout 6 € A, nous
noterons 4 le symbole correspondant dans A.

Considérons un coloriage monadique N par A des graphes sur (X,C) tel que
pour tout arbre déterministe ¢ sur (X,C) et pour tout u € Dom(t) et 6 € Ay,
(S,u) € N () si et seulement si il existe une exécution acceptante de Ay sur ¢,
commencant par la transition 9.

La preuve procéde en deux étapes. Tout d’abord, nous définissons un co-
loriage rationnel u tel que pour tout arbre déterministe ¢ sur (3,C), M(t) =
p=(N(t)). Dans une seconde étape, nous construisons un coloriage monadique
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des graphes sur (2,C) tel que pour tout (X,C)-graphe déterministe G et tout
r € Vg, N(Unf(G,r)) = Unf(M'(G),r).

Premiére étape. Pour tout d € D, nous définissons un ensemble rationnel Ry C
A(ZA) tel que pour tout arbre déterministe ¢ sur (X,C) et tout u € Dom(¢),

€ m u pour un certain w € Ry, si et seulement si ¢t = @qful.
¢

Pour tout 6 € A, nous écrirons § = (gs,fs5) et g5 = (p(;,M(;,N(;) Pour tout
d € D, nous prenons Ry comme Pensemble des mots doag . . . and, € Ad(EA)
avec n > 0 tel que pour tout i € [0,n — 1], My, = O,Ns, = {1}, fs,(a:) = gs,.,,
qs5, € [d et Mgn = Ngn = {1}

Pour tout arbre déterministe ¢ sur (X,C), tout d € D, et pour tout u =
ai...ap € Dom(t) sit = @g4fu] alors il existe une exécution p de A; acceptant

u. Prenons w = ®,(ug)as ...a,P,(up) ot u; = ay...a; pour j € [0, ul]. Par

construction, w appartient a Ry et ¢ /\%)) U.
t

Réciproquement pour tout w € Ry, s'il existe u € Dom(t) tel que & /\%; u
t

alors il existe une exécution de A, acceptant u. Ceci est établi par récurrence sur
la longueur de w.
Deuxiéme étape. Pour tout graphe déterministe G sur (X,C') et pour tout
d € Ay, nous définissons une formule @s(z) telle que pour tout u € Vi, Ay ait
une exécution acceptante sur Unf(G,u) commengant par 6.

Soient A et A C A des ensembles disjoints de X et de A mais en bijection avec
A. Nous supposons que A et A sont disjoints et pour tout § € A, nous noterons
d (resp. 0) le symbole correspondant dans A (resp. dans A). Nous considérons le
jeu de parité G4 défini par:

Gd {(( q, )7é7

Uu
(,U e

(6u) e Vo x Ax Vi |d=(q.f)}

((6,u),a,(qua)) € Vi x B x Vo | 6 = (p,f),a € Dom(f) et ¢ = f(a)}
(u,0,(u,0)) € Vo x A x Vi | (u,0) € Vi}

(piy0),(0,0) | v =(qu) € VoNVg, et i=Q(q)}

E ),(1 ,U) | v =((q,f)u) € ViN Vg, et i = Q(q)}

cccccl
=
=

ou Vo = Q x Vget Vi = {(0u) | d = (¢f)VaX,Fv € Vg(uaw) € G & a €
Dom(f)} - Ad X Va.

Il suit du lemme 1.4.6 que pour tout & € Ay, le joueur 0 gagne G, depuis
(0,u) € Vg, si et seulement si A; admet une exécution acceptante sur Unf(G,u)
commencant par .

Le jeu G4 est définissable dans G par une transduction monadique 7. Plus
précisément, 7 (G) est isomorphe a G4 et il existe un morphisme h de 7(G) a G4
tel que pour tout sommet v € Vi € V), h(v) = v. Par la proposition 1.4.7, il
existe une formule @y(x) telle que pour tout u € Vg, G4 = @olu] si et seulement
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si le joueur 0 gagne G4 a partir de u. Considérons la formule ¢5(z) = 3y, Esxy A
©o(y). Notons que pour tout u € Vr(g), T(G) = vsu] si et seulement si u € Vg
et s'il existe une exécution acceptante de A, sur Unf(G,u) commencant par 0.

Par la proposition 3.1.3, il existe une formule ¢5(z) telle que pour tout u € Vg,
G = ¢s[u] si et seulement si T (G) = @s(ul.

Enfin, nous définissons le coloriage monadique M’ sur les graphes (3,C') par

(V5(x))sen,- 0O

En combinant les propositions 3.4.4 et 3.4.2, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 3.4.5. Pour tous ensembles finis > C A et C' C O, et tout coloriage
monadique M des graphes sur (X,C), il existe une transduction monadique T

M(Unf(G,r)) = Unf(T(G),r)

o v € Vyg). De plus, si r est définissable dans G alors r' est effectivement

définissable dans T (QG).

En combinant les propositions 3.2.1, 3.4.4 et 3.4.2, nous obtenons le corollaire
ci-dessous.

Corollaire 3.4.6. Pour tous ensembles finis X C A et C C © et toute in-
terprétation monadique L, il existe une substitution rationnelle colorée h et une
transduction monadique T telle que pour tout graphe déterministe G et pour tout
reVa,

Z(Unf(G,r)) = b1 (Unf(T (G),r))

o v € Vrg). De plus, si v est définissable dans G alors r' est effectivement
définissable dans T (G).

Remarquons que comme la copie par un graphe fini commute avec le dépliage,
I'interprétation 7 peut étre remplacée par une transduction dans le corollaire
précédent.

3.5 Préservation de la propriété de sélection

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques cas de transfert de la propriété
de sélection. Des résultats similaires ont été obtenus dans [Fra05|.

L’interprétation monadique ne préserve pas la propriété de sélection car elle
peut par exemple introduire du non déterminisme. Cependant la proposition sui-
vante donne des conditions suffisantes pour que I'application inverse de 'inter-
prétation monadique transfére la propriété de sélection.
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Proposition 3.5.1. Pour tous graphes G et H avec Vi C Vg tels que G posséde
la propriété de sélection et tels qu’il existe deux interprétations monadiques I et
J avec H=1I(QG) et Glv,, = J(H) alors H posséde la propriété de sélection.

Démonstration. Soient G et H deux graphes avec Vi C V. Supposons que G
posséde la propriété de sélection et qu’il existe deux interprétations monadiques
T et J telles que H = Z(G) et G|y, = J(H). Cette derniére égalité implique
que Vj est effectivement définissable dans G. Nous pouvons donc construire une
formule ¢o(X) telle que G |= 371X, ¢o(X) et tel que G | ¢o[Va].

Montrons que H posséde la propriété de sélection.

Soit ¢(X) une formule monadique. Par la proposition 3.1.3, il existe une for-
mule monadique ¢ 7(X) telle que pour tout U C Vi, H |= ¢[U] si et seulement si
G E p7[U]. Considérons la formule ¢'(X) = 3Y, po(Y) A X CY Agp7(X). Nous
avons:

HE3IX, o(X) & GE3IX, (X).

Comme G satisfait la propriété de sélection, nous pouvons construire un
sélecteur (X)) pour la formule ¢/(X). Par la proposition 3.1.3, nous pouvons
construire une formule 17 (X) telle que pour tout U C Vy,

G EolU] & H = yg[U]

Il est aisé de veérifier que ¥ 7(X) est un sélecteur de p(X). Le graphe H satisfait
donc la propriété de sélection. O

Une conséquence de cette proposition est que si deux graphes G et H ont
le méme ensemble de sommets et si G est interprétable dans H et si H est
interprétable dans GG alors (G satisfait la propriété de sélection si et seulement si
H la satisfait.

Proposition 3.5.2. Pour tout graphes G et H avec Vg = Vi tel qu’il existe deux
interprétations monadiques I et J avec H = I(G) et G = J(H) alors G a la
propriété de sélection si et seulement si H a la proposition de sélection.

Dans le cas des arbres déterministes, le Treegraph transfére la propriété de
sélection. Cette propriété repose en grande partie sur le lemme 3.3.2.

Proposition 3.5.3. Pour tout arbre déterministe T possédant la propriété de
sélection et tout symbole § € A\ Ar, le graphe Treegraph(T.,8) posséde la propriété
de sélection.

Démonstration. Soit T un arbre déterministe sur (3,C) de racine r possédant la
propriété de sélection et soit f un symbole A\ A7. Pour simplifier la présentation,
nous traitons le cas ou T n’est pas coloré (i.e. C' = ()). Le cas coloré est similaire.
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Reprenons la construction du lemme 3.3.2. Il existe deux substitutions ration-
nelles hy et hy et une restriction monadique R telle que:

Treegraph(T,f) ~ hy ' (R(Unf(hy'(T),r))).

Nous notons X* I'ensemble YUY U{ # }. Rappelons que R restreint le dépliage
Unf(h;'(T),r))) aux sommets x dont I'étiquette de I'unique chemin allant de la
racine a x ne contient pas de facteurs de la forme xZ ou Zx quelque soit x € X.
Notons T le graphe h='(T) et Ty I'arbre R(Unf(h;"(T),r)). Ces deux graphes
sont étiquetés par 4. A tout u € Vr,, nous associons un symbole, noté X, dans
Y* U {e} défini par:

wo_ )€ si u est la racine T,
“ | a ¢l existe un neeud v € Vg tel que (v,a,u) € T.

De plus, pour tout u € V7, C VI, nous noterons Rep(u) le dernier sommet Vp

dans la suite u. Intuitivement, Rep(u) est le sommet de 7" dont est issu u dans le

dépliage de T.

Enfin, nous notons G le graphe h;'(Ty) qui est isomorphe a Treegraph(T4).
Avant de passer au coeur de la démonstration, établissons quelques propriétés

liant ces différents graphes.

Fait 1. Les graphes Tj et G ont le méme ensemble de sommets et il existe deux
interprétations Z et J telles que G = Z(1) et Ty = J(G).

Par définition de hy!', Vg, = V. Comme nous I'avons déja mentionné, les
substitutions rationnelles sont des cas particuliers d’interprétations monadiques.
L’existence de Z est donc immédiate. Considérons l'interprétation monadique

J = ((Spa(x>y))a627(90c(x))CEC) oL

volzy) = Eu(v,y) A—(32,2 Ey(¢,2) A Reachy(z,2))  pour a € %,
valry) = Eu(y,x) A3z2 Ey(2,2) A Reachy(z,z2) pour a € ¥,

ou Reachy(z,y) exprime existence d’'un chemin de = a y étiqueté dans X*. 11 est
aisé de vérifier J(G) = Tp.

Fait 2. Le graphe Treegraph(T',£) posséde la propriété de sélection si et seulement
si T la posséde.

Par la proposition 3.5.1 et par le fait 1, Ty posséde la propriété de sélection
si et seulement si G la posséde. Comme G est isomorphe a Treegraph(7.f), la
propriété annoncée est établie.

Montrons maintenant que 7; satisfait la propriété de sélection. Considérons
pour cela une formule monadique ¢(X). Tl existe un automate d’arbres a parité
A=(Q i },F,AQ) et Qx C Q tels que:

s'il existe une exécution acceptante p de A sur Tj alors Ty = ¢[U] ou U est
I’ensemble des sommets u de Tj tels que p(u) € Qx.
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— réciproquement, s'il existe U C Vg, tel que Ty = ¢[U] alors il existe une
exécution acceptante de A sur Tj telle que U soit I'ensemble des sommets
u € Vg, tels que p(u) € Qx.
L’ensemble des transitions A peut s’écrire {dy,...,d, } pour un certain n > 0.
Nous supposerons que (Q) C [1,N]. Nous noterons pour tout i € [1,n], d; est
égale a (p;,fi) ot p; € Q et f; est une fonction partielle de Xf --» Q.

Intuitivement pour construire un sélecteur ¢ (X) de ¢(X) sur Tp, nous allons
sélectionner une stratégie gagnante de I'automate A sur T.
Fait 3. Si A accepte T} alors il existe une exécution acceptante p de A sur T
telle que pour tous u,v € Vg, p(u) = p(v), £, = X, et Rep(u) = Rep(v) alors
@, (1) = B,(v).

Considérons le jeu de parité G4 étiqueté par I'ensemble f U A et coloré par
{0,1,po, - ..,pn} et défini par:

Ga = {((q,a,u),0,(0,a,u)) € Vo x Ax Vi |6 =(q,f)}
U {((8,bu),a,(f(a),a,v)) € Vi x B x Vi | § = (p,f) et u — v}
U {(pi).(0,0) | v=(gqau) € VoNVg, eti=Q(q)}
U {(piv),(10) | v = (6,a,u) € Vi NV, f = (¢.f) et i = Qq)}

oit Vo = Q x X¥ x Vp et V) est Pensemble des triplets (d,a,u) avec § = (q,f) € A,
a€XfU{e} et avec:

{be x| e Vru -0 siae{ef}

Dom(f) = B T b ' _

{beX*|b#aetIveVopu—v} sia€TU
T

Il est aisé de vérifier que le joueur 0 gagne le jeu G 4 depuis le sommet (ig,e,r)
si et seulement si A accepte Ty. En effet, le dépliage de G4 depuis ce sommet
est isomorphe a la composante connexe enraciné en (ig,r) du jeu canonique GEO
associé a l'automate A sur le graphe Tj. Une stratégie positionnelle gagnante pour
le joueur 0 sur G4 induit une exécution de A sur Tj satisfaisant les propriétés
annonceées.

Une exécution p satisfaisant les conditions du fait 3 peut étre entiérement
décrite sur T par une famille S = (U{"){4estuf 1 et ic[1,n]} de sous-ensembles de V.
telle que pour tout a € ¥* U {¢e} et pour tous 4,5 € [1,n], si U N Us # 0 alors
pi # pj. Plus précisément, a de telle famille S de sous-ensembles est associée au
plus une exécution ps de A sur Tj vérifiant que pour tout u € Vg, ®,.(u) = 0;
implique Rep(u) € U™.
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Fait 4. Nous pouvons construire une formule monadique 900(7) ot X = {X¢|ie
[1.n] et a € B*U{e}}) telle que pour toute famille S = (Uf)ic(1n) et acsrufe}
de sous-ensembles de Vi, T = o[S] si et seulement si S induit une exécution
acceptante ps de A sur Tj.

Considérons un enrichissement du jeu G4, noté G4, dont les arcs sont étiquetés
par Q X (X* U {e}) et défini:

Ga=GaU{(u,(q.a),(qau)) |ueVrgeQetac X U{c}}.

Il existe une transduction monadique 7 telle que 7 (T) ~ G 4. En adaptant la
proposition 1.4.8, nous construisons ¢o(X).

Comme T posséde la propriété de sélection, nous pouvons construire un sé-

lecteur de 1o(X) de po(X).

Fait 5. Nous pouvons construire une formule ¢;(Xy,...,X,,) telle que Ty
ISLX, 35X 01(X, .-, XG,) et pour tous ensembles Uy, . ..U, C Vg, Ty |
01Uy, ..., Uy,] alors

— pour tout i # j, U;NU; = 0,

— il existe une exécution acceptante p de A sur T tel que pour tout ¢ € [1,n],
P, (u) = J; si et seulement si u € U;.

Commencons par construire une formule ,(X) telle que Treegraph(G.4) =
F2LX | 0o (X) et telle que:

Treegraph(G,1) = 3X, ¢o(X) si et seulement si G = 3X, (X)),

si pour une famille S = (Uf);ci1,n] et aestuge}, 1 ¥olS] alors nous avons
Treegraph(G.1) = ¢2[S'] ot & est la famille (V) ic1n] et aesiuge} O pour
tout i € [1,n] et @ € LU {e}, V" est I'ensemble de tous les sommets
de Treegraph(G,f) (qui sont des suites de sommets de T') dont le dernier

élément appartient a U,

Cette formule est construite par une adaptation de la méthode présentée dans
la proposition 3.4.1. Comme T est interprétable (a4 isomorphisme prés) dans

Treegraph(G,f) (cf. fait 2), nous pouvons construire une formule ¢3(X) telle que:
- Ty = 31X, 903(7)
— Ty = 3X, p3(X) si et seulement si G = X, 1y (X),
— sipour une famille S = (U);ci1,n] et aestufe1, T ¢o[S] alors Ty |= ¢»[S'] ot

K3
S’ est la famille (V*);c(1.0) et acstufe} Ol pour tout i € [1,n] et a € B*U{e},
V4 est 'ensemble de tous les sommets u de Tj tels que Rep(u) appartient
a Uy

La formule ¢ (X) est aisément construite a partir de ¢3(X).



Préservation de la propriété de sélection 71

Nous pouvons maintenant construire un sélecteur pour la formule ¢(X). Il
suffit de considérer la formule (X)) définie par:

3X1, . X o1 (X, X)) A X = U X;.

{iellin] | pie@x}

Par le fait 5, Ty | 351X, ¢(X). De plus par ce méme fait 5, nous avons que
T = IX)(X) si et seulement si A accepte Ty. Et donc par définition de A,
Ty E IX)(X) < 3X,p(X). Enfin supposons qu'il existe un ensemble U € Vr,
tel que Ty = ¢[U]. Par définition de ¢ (X), il existe donc Uy,... U, C Vp, tels
que Ty = ¢1[Uy, .. .,U,]. Par le fait 5, il existe une exécution acceptante p de A
sur Tj telle que pour tout u € Vp, ®,(u) = 0; si et seulement si u € U;. Donc par
définition de ¢, U est 'ensemble {u € Vp | p(u) € Qx}. Et donc par définition
de A, Ty E ¢[U]. Nous avons établi que Ty = IX)(X) — ¢(X). La formule
(X)) est donc un sélecteur de la formule ¢(X). O

Nous ne savons pas si le Treegraph préserve la propriété de sélection pour un
graphe quelconque. Cette question et d’autres liées a la propriété de sélection sera
abordée nous I’espérons en collaboration avec Alexander Rabinovich.
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Transformations de graphes
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Chapitre 4

Ensembles rationnels de piles de
piles

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion d’automates a pile de piles
en tant qu’accepteurs de langages. Cette notion est apparue dans les années 70
et étend les automates a pile. Au niveau 2, les piles sont remplacées par des
séquences de piles: des piles de piles. On peut comme au niveau 1 empiler ou
dépiler le dernier symbole de la derniére pile de niveau 1. La nouvelle opération
est la copie de la derniére pile de niveau 1 ainsi que sa destruction. Au niveau
3, les automates travaillent sur des piles de piles de piles qui sont des séquences
de piles de piles. Les opérations de niveau au plus deux sont appliquées sur la
derniére pile de niveau 2 et les nouvelles opérations sont la copie et la destruction
de la derniére pile de niveau 2. Les automates a pile de piles sont ainsi définis pour
tout niveau k > 1. Ils ont été introduits au niveau 2 comme des accepteurs pour
les langages indexés, qui contiennent strictement les langages algébriques. Nous
introduisons formellement les automates a pile de piles dans le paragraphe 4.1 ou
une présentation détaillée de I’historique de cette notion est donnée.

Pour les automates a pile, un résultat fondamental est que I’ensemble des
contenus de pile accessibles, vus comme des mots sur l'alphabet de pile, forme
un ensemble rationnel. Le but de ce chapitre est d’obtenir une description finie
des ensembles de piles de piles accessibles par un automates a pile a partir de la
configuration initiale et d’en étudier les propriétés algébriques et logiques.

Pour pouvoir obtenir une notion pertinente d’ensemble rationnel de piles de
piles, il faut considérer un jeu d’opérations ou la destruction inconditionnelle des
piles est remplacée par une version plus symétrique ot la derniére pile de niveau ¢
ne peut étre détruite que si elle est égale a la précédente. Nous établissons dans le
paragraphe 4.1 I’équivalence (en temps qu’accepteurs de langages) les automates
a pile définis sur ces deux jeux d’opérations (cf. théoréme 4.1.23). Nous montrons,
dans le paragraphe 4.6, le manque de pertinence de la notion de rationalité induite
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par le jeu d’opérations classiques et par la méme, nous établissons la nécessité de
considérer le jeu d’opérations symétriques.

Nous choisissons de qualifier d’ensemble rationnel de piles de niveau & tout
ensemble qui peut étre construit par application d’une suite rationnelle d’opéra-
tions symétriques de niveau k a la pile vide de niveau k. Il suit de la définition
que les ensembles de piles de piles accessibles par un automate a pile de piles
en partant de sa configuration initiale est régulier a notre sens. Cette notion est
formellement introduite dans le paragraphe 4.2 ou une fois les diverses notations
nécessaires introduites, nous donnerons un plan détaillé du reste du chapitre.

Les paragraphes 4.3, 4.4 et 4.5 présentent différents accepteurs finis pour les
ensembles rationnels de piles de niveau k. Nous étudions les propriétés algébriques
et algorithmiques de cette notion et montrons que ces ensembles forment une
algébre de Boole (théoréme 4.4.8). Nous définissons deux notions naturelles et
complémentaires d’accepteurs déterministes pour ces langages ainsi que des pro-
cédures de déterminisation de complexité minimale (cf. théoréme 4.4.15 et 4.5.21).
De plus, dans le paragraphe 4.5, nous étendons a tout niveau la notion de relation
préfixe-reconnaissable introduite dans [Cau96| et nous montrons que pour tout
niveau k, les relations préfixe-reconnaissables de niveau £ forment une algébre de
Boole (théoréme 4.5.16).

Le paragraphe 4.7 montre ’équivalence entre les ensembles rationnels de piles
de niveaux k et les ensembles définissables en logique monadique sur la structure
canonique GStacks, associée a ces piles (cf. théoréeme 4.7.4). De méme, nous
établissons que les relations définissables dans GStacksy, sont les relations préfixe-
reconnaissables de niveau k (cf. théoréme 4.7.5).

Enfin le paragraphe 4.8 applique les résultats sur les accepteurs finis des en-
sembles rationnels de niveau k£ a I'étude d’extensions des automates sur les mots
telles que les automates bidirectionnels et les automates a galets.

La notion de rationalité a été étudiée et définie indépendamment par Fratani
dans [Fra05|. Son approche est basée principalement sur la définissabilité en lo-
gique du second ordre monadique (cf. paragraphe 4.7). Une notion plus faible de
rationalité a été introduite dans [BM04]| qui forme aussi un algébre de Boole mais
qui n’est pas assez riche pour capturer les ensembles de configurations engendrés
par un automate a pile. Nous verrons que cette notion apparait naturellement
dans notre étude (cf. paragraphe 4.6).

Une version préliminaire de ces résultats a été présentée dans [Car05].

4.1 Automates a pile de piles

Dans ce paragraphe, nous présentons les automates a pile de piles et les notions
associées.
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Dans les sous-paragraphes 4.1.1 et 4.1.2, nous définissons les piles de piles et
les opérations les manipulant. Ces définitions sont classiques et suivent [KNU02].
Cependant, une différence notable est I'utilisation d'une version «symétrique» de
la destruction des piles de niveau k notée copy, au lieu de la destruction classique
que nous noterons destr;, et qui est notée pop, ., dans [KNU02|.

Dans le sous-paragraphe 4.1.3, nous associons a chaque opération un symbole
appelé instruction. Ceci nous permet de travailler de maniére symbolique (i.e.
dans le monoide libre engendré par les instructions) sur les éléments du monoide
des opérations.

Dans le sous-paragraphe 4.1.4, nous caractérisons la plus petite suite d’'opérations
symétriques permettant de construire une pile de niveau k a partir de la pile vide
de niveau k. Cette suite caractéristique jouera un role fondamental dans tous les
résultats de ce chapitre.

Enfin, dans le sous-paragraphe 4.1.5, nous définissons les automates a pile de
piles et montrons I’équivalence, du point de vue des langages acceptés, entre les
automates a pile de piles définis avec le jeu d’opérations classiques et ceux définis
avec le jeu d’opérations symétriques.

4.1.1 Pile de piles

Une pile de niveau 1 sur un alphabet fini I" est représentée par un mot de I'*.
La pile vide correspond au mot vide €. L’ensemble de toutes les piles de niveau
1 sur alphabet I' sera noté Stacks;(I') = I'*. Pour clarifier notre propos, nous
écrirons [ ABC'], la pile correspondant au mot ABC' et la pile vide sera notée
[y
Nous prenons pour convention que la derniére lettre du mot représente le haut de
la pile. Nous définissons une fonction partielle top de Stacks; (I') dans I" associant,
a toute pile non vide, son dernier symbole (i.e. pour toute pile [w],, top(w) =
w(|w|) si w # [ ]; et est non définie sinon). Ainsi, le dernier symbole (ou symbole
de haut de pile) de [ABC'], est top([ABC],) = C.

Pour tout £ > 1, une pile de niveau k est une suite non vide de piles de
niveau k—1. La pile vide de niveau k, notée [ |, = [[],_, ]k, est la pile de niveau
k contenant uniquement la pile vide de niveau k — 1. Nous noterons [s1,...,s, ],
la pile de niveau k correspondant a la suite sq,...,s, de piles de niveau k£ — 1.
L’ensemble des piles de niveau k sur I'alphabet I' est notée Stacksy (L") et est
égal a (Stacksy,_1(I"))". De méme, nous noterons Stackss(I") 'ensemble des piles
sur I' de niveau au moins k. Enfin, I’ensemble des piles de tout niveau sur l’al-
phabet I" sera noté Stacks(I') = J,~, Stacks(I'). Quand I'alphabet I' se déduit
du contexte, nous écrirons simplement Stacksy, Stackss et Stacks au lieu de
Stacksy ("), Stackss,(I") et Stacks(T).

Pour k > 1, 'application top, de Stacks.,(I') dans Stacks; associe a toute
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pile de niveau plus grand que k sa derniére pile de niveau k. Elle est définie par:

topi([s1,- - \Snlkt1) = Sn
topg([s1,---,8n)e) = topy(s,) pour £ >k+1

De maniére analogue, nous étendons top en une fonction partielle de Stacks(T")
dans I.

La pile de niveau 2 [[ ABC'| [ABC'| [C'AB]], a pour plus haute pile de niveau
1 la pile [CAB], et pour plus haut symbole top([[ABC|[ABC|[CAB]],) =
top([CAB],) = B.

4.1.2 Opérations sur les piles de piles

Dans la suite de ce sous-paragraphe, nous fixons un alphabet de pile I'. Une
opération 0 sur les piles de piles est une fonction partielle de Stacks(I") dans
Stacks(I") qui préserve les niveaux des piles (i.e. pour tout k£ > 1, 'image d’une
pile de niveau k est une pile de niveau k). Le niveau de 'opération 6, noté |0
(s'il est défini), est le plus petit & tel que Dom(6) N Stacks,(I') # (). La seule
opération dont le niveau n’est pas défini est la fonction vide () et, par convention,
nous prendrons |)] = +oo. Ainsi, pour toutes opérations 6 et # nous avons
|6+ 6| > max{[6],[¢"] }.

Toutes les opérations que nous allons considérer respectent la politique d’acceés
aux piles de piles: dans une pile de niveau k+ 1, seule la plus haute pile de niveau
¢ peut étre modifiée et ce quelque soit ¢ € [1,k]. Ainsi, une opération de niveau k
quand elle est appliquée a une pile s = [sl, NI L de niveau ¢ > k s’applique
sur la plus haute pile de niveau k de s (i.e. 6(s) = [s1,...,55-1.0(5s)) ]e)

Ainsi, pour définir une opération 6 de niveau £k, il est seulement nécessaire de
la définir sur les piles de Stacks,. Sa définition pour les niveaux ¢ > k est donnée
récursivement par I'équation:

O([51, - 5n)y) = [51,- - ,0(50) ], -

Opérations de niveau 1. Les opérations de niveau 1 sont les opérations push,
et pop, permettant respectivement d’empiler ou de dépiler un symbole x € I' sur
la plus haute pile de niveau 1 et qui sont définies par:

push,([s],) = [sz],
B [s(1),...,s(n=1)], sis(|s|])==
pop,([s]) = { non définie sinon.
Habituellement, les différentes opérations pop,, sont remplacées par une unique
opération pop qui dépile le plus haut symbole de la plus haute pile de niveau 1
si elle n’est pas vide. Ces deux approches sont équivalentes si les transitions
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de l'automate a pile dépendent du plus haut symbole de la pile. Cependant,
'utilisation des opérations pop, permet de rétablir une symétrie entre push et
pop et simplifie la définition des transitions d’'un automate a piles de piles qui ne
dépendent plus explicitement du plus haut symbole de la pile.

Opérations de niveau k£ + 1. Au niveau k£ + 1, la nouvelle opération est
I'opération copy, de copie de la plus haute pile de niveau £k ainsi que l'opération
de destruction de la plus haute pile de niveau k' notée destry. Dans ce travail,
nous considérerons une version plus symétrique de la destruction, notée copyy,
qui ne supprime la derniére pile de niveau k que si elle est égale a la précédente
pile de niveau k. Ces opérations sont formellement définies pour tout & > 1 et
n > 1 par:

copyr([S15 - »8n ]pi1) =[50, 880 k1
destry([s1, - Snt1lpi1) = [S1- 80 ]ips
Copyk([817“‘7snvsn]k+1) = [817“‘7Sn]k+1

Exemple 4.1.1. Considérons la pile de niveau 3 [[[aab][aaa]],]; et la suite
d’opérations de niveau 3 ci-dessous qui la transforme:

[[[aab][aaa]l, ], C(ﬂf [[{aab][aaa]], [[aab] [aaa]],],
=% [[[aab][aca]],[[aab][aa]]y]; = [[[aab][aaa]],[[aab] aab]],],
[aab

Py [[[aab] [aaa]], [[aab]],], cestiy [[[aab][aaa]],]

3

Si l'opération destry est remplacée par 'opération copy, alors la suite n’est plus
définie car les deux derniéres piles de niveau 2, [[aab][aaa]], et [[aab]]
sont pas égales.

5, D€

[’opération de destruction symétrique a été introduite pour des raisons tech-
niques dans [CWO03| et a été utilisée de maniére systématique dans [Car(05| et
[Fra05]. Nous montrerons, dans le sous-paragraphe 4.1.5, que les automates a pile
de piles définis en utilisant les opérations destr; ou les opérations copy, acceptent
les mémes langages. Nous verrons dans le chapitre 5, consacré aux graphes des
automates a pile de piles, que cette équivalence est aussi valable a isomorphisme
prés pour les graphes de transitions associés aux automates a pile de piles (cf.
théorémes 5.1.21 et 5.1.23).

Tests de fond de pile Pour tout niveau k£ > 1, nous définissons une opération
permettant de tester si la derniére pile de niveau k est vide.

1. Nous n’autorisons pas cette destruction dans le cas ot la pile de niveau k + 1 ne contient
qu’une seule pile de niveau k, conformément a la définition des piles de niveau k + 1.
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[ i 51, sk = [y
Ty (Is1s - snlk) = { non définie  sinon
Ces opérations sont traditionnellement évitées en utilisant des encodages des
piles de piles comportant des symboles de «fond de pile». Cependant, elles sont
nécessaires dans la définition de la rationalité pour les piles de piles (cf. paragraphe
4.2) et nous permettent de nous abstraire de ce type d’encodage sur les piles de
piles.

Monoide des opérations de niveau k. Le jeu d’opérations symétriques de
niveau au plus &k sur un alphabet T" est noté Ops, (') et est défini par:

Ops; = {pop,,push, |z € T}U{T}) }
Opsy1 = Ops, U {copy,,copyy} U {T[ ]k+1}

[’ensemble des fonctions partielles de Stacks(T") vers Stacks(I") forme un mo-
noide, pour la composition de fonctions, dont I'élément neutre est 'identité sur
Stacks(I"), notée Id.

Pour tout niveau k£ > 1, nous considérons le sous-monoide Ops} défini par:

Opsy, ={0=6,---0,|n>1Vie[1n],0; € Ops, et |0] > k}.

Pour la composition des fonctions, Opsj(I') est un monoide dont I’élément
neutre est I'identité vue comme une opération de niveau k et notée Idy (i.e. Idy
est l'identité sur Stackss). La fonction vide () est 1’élément absorbant pour ce
monoide.

Il convient de noter que Opsy n’est pas le sous-monoide engendré par Ops,
(que nous noterions Ops;) car nous imposons une restriction supplémentaire sur
le niveau des opérations (i.e. Ops*(I') = {6 € Opsi(T') | |6] > k}). Ainsi, pour
x € I, pop, n’appartient pas & Ops* mais pop, vue comme une opération de
niveau 2 (i.e. Idy - pop,) appartient a Ops3.

De maniére analogue, nous définissons, pour tout niveau k > 1, le jeu d’opéra-
tions classiques COps,, ou les opérations copy, sont remplacées par les opérations
destry.

COps; = {pop,.push, |z € '} U{T}) }
COpsyy = COps;, U {copyy,destry} U{T}),,, }

Nous définissons de maniére similaire le sous-monoide COps;.

4.1.3 Instructions

Les instructions permettent de travailler de maniére symbolique sur le mo-
noide Opsj(I') des opérations de niveau k. A chaque opération de Ops;, nous
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associons un symbole appelé instruction. Nous définissons ainsi pour chaque ni-
veau k un ensemble d’instructions 'y en bijection avec Ops:

R =TulTu{L}
Ton = TwU {kE}U {1y}

ot I est un ensemble disjoint de I' mais en bijection avec ce dernier. Pour tout
x € T, on note Z ’élément correspondant dans I'. Dans la suite, nous noterons
9 =TUTU{{l|¢€[1,k—1]} I'ensemble des instructions qui correspondent &
des «modifications» de la pile et Iy = {_L, | £ € [1,k]} I'ensemble des instructions
qui correspondent & des tests de fonds de piles.

Pour tout k£ > 1, nous définissons la bijection Ry, de I'y dans Ops,, par:

Ri(r) =push,  Ry(r)=pop, pourz el
Ry(€) = copy,  Ry(¢) =copy, pour € [Lk—1]
Ri(Le) = 1Tj pour £ € [1,k]

le

La bijection R, s’étend de maniére canonique en un morphisme de monoides
entre le monoide libre I'} et le monoide Ops;, des opérations de niveau k. Quand
k se déduit du contexte, nous écrivons simplement R au lieu de Rj. Nous dirons
que p € I'; s’interpréte en Ry (p). Ainsi, la suite d’instructions aalbLy s’interpréte
par Ry en push,pop,copy;push,T, = copy,push,T}, = 0.

Nous étendons la notation barrée en une application involutive de I';, dans I'}
en prenant pour tout x € I'Y, T = x et pour tout ¢ € I'}, ¢ = ¢. Enfin, pour tout
p ey,

p=rp(pl).-.p(1)

Les opérations de Opsj, sont des fonctions partielles injectives. Il suit donc que
pour tout 6 € Ops}, la fonction partielle inverse est bien définie et sera notée 671
Il faut remarquer que cette fonction inverse n’est pas l'inverse de 6 dans le monoide
Opsy. En effet, dés le niveau 1, il suffit de considérer I'opération pop, qui admet
pour fonction inverse l'opération push,. Nous n’avons pas pop,push, = Id;.

La symétrie dans le jeu des opérations Ops,, est traduite par le lemme suivant.

Lemme 4.1.2. Pour tout k > 1 et pour tout p € I'},

R(p) =R(p)"".

Démonstration. Soit k > 1. Il suffit de remarquer que pour tout v € I'y, nous
avons R(y) = R(vy)~'. La propriété découle alors d'une récurrence sur la longueur
de p. O

Si, au lieu d’interpréter les instructions de I'y, dans Ops;,, nous les interprétons
dans COps;, nous obtenons I'application notée R . Notez que RY ne satisfait pas
de propriété analogue a celle du lemme 4.1.2.
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Nous concluons par une propriété simple des suites d’instructions de niveau
k + 1 ne contenant pas d’occurrence du symbole k.

*

Lemme 4.1.3. Pour toute suite d’instructions p dans (U1 \ { k,Lx })* et pour
toute pile s € Stacksky1(I), R(p)(s) est défini si et seulement si R(p)(tops(s))
Pest ou la suite p € 1'}, est obtenue en effacant toutes les occurrences de l'ins-
truction k dans p. . De plus, si ces deux piles sont définies, top,(R(p)(s)) =

R(p)(topy(s))-

Démonstration. L.a propriété est établie par une récurrence immeédiate sur la lon-
geur de p. O

4.1.4 Suites d’instructions réduites

Dans ce sous-paragraphe, nous introduisons la notion de suite réduite d’ins-

tructions de T’y qui est une suite ne contenant pas de facteur (non vide) w tel que
Ry (w) C Idy. En particulier, une telle suite ne contient pas d’instruction de tests
de fonds de piles.
Ainsi, une suite réduite p est telle que pour toute pile s de Stacks(T"), il n’existe
pas deux suites p' # p"” € I'; telles que p' T p, p" C p et R(p)(s) = R(p")(s).
Intuitivement, une suite d’instructions (quand elle est interprétée) ne revient pas
sur ses pas.

Nous allons voir dans la proposition 4.1.8 que si l'on se restreint aux suites p
telles que R(p) # 0, il suffit seulement d’interdire un nombre fini de facteurs.

Définition 4.1.4. Une suite p € I'} est réduite si p ne contient aucun facteur de
la forme ¢ € I'; ni de la forme v¥ pour v € I'}.

Nous considérerons naturellement le systéme de récriture —,C I'; x I'; défini
par I'ensemble fini de régles suivantes:

{(te),(v7.8) |t € Tpet v € Iy}

Comme —, est confluent et nethérien, il existe, pour tout p € I';, une unique
forme normale notée p' (i.e. p —; pt et pt /). La suite p! sera appelée suite
réduite de p.

Exemple 4.1.5. La suite p = ablaalblal € ' a pour suite réduite p! = alal.

p — abl1blal — abblal —, alal

Cette approche est identique a celle utilisée dans I’étude du groupe libre [Sak03|.
Dans le groupe libre, cette approche est trés naturelle car le systéme de réécriture
consiste a éliminer des facteurs qui, quand ils sont interprétés dans le groupe libre,
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sont égaux a I’élément neutre. Dans notre cas, cette propriété n’est pas vérifiée
et le systéme — ne préserve pas l'interprétation par Ry.

En général, R(p) est différente de R(p')2. Ainsi, dans notre exemple, la pile
R(p)([[a][aa]],) n'est pas définie alors que R(p")([[a][aa]],) = [[aa]|aa]],
’est.

Si une suite p € I'; ne s'interpréte pas comme la fonction vide (i.e. R(p) # 0),
nous pouvons préciser la forme de sa suite réduite. A cet effet, nous définissons
pour tout k& > 1, 'ensemble Redy(I") C I'j comme suit:

Red (D) = Upyer Dayl*uT-ure
Red,+1(I') = (Red,n)*Red, (nRed,)* U (Red,n)*Red, URed, (nRed,,)*

ot Red, désigne I'ensemble Red,, \ {¢}.

Remarque 4.1.6. Pour tout & > 1, Red, est ’ensemble des mots sur I'y ne
contenant pas de facteur de la forme:

Tx, xT, xy pour x =y € I,
(T30 ou 00 pour 1 < ¢ < k.

Avant d’établir la proposition 4.1.8 qui justifie la définition des ensembles
Redy, nous avons besoin d'un lemme technique.

Lemme 4.1.7. Pour toute suite p € Redy et pour toute pile s € Stacks(T'),
s=R(p)(s) > p=c.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur le niveau k.

Cas de base : k=1. Soient p € Red;(I") et s € Stacks; (I") telles que s = R(p)(s).
Il suit immédiatement que p € I'* UT* et donc que p = .

Etape de récurrence. Soient p € Redyy1 et s = [s1...5,],,, € Stacks,1(I)
telles que s = R(p)(s). Par définition de Redg,1, p est de la forme:

p="prk...kpik o' kpik.. kp;

ol r>0,t>0, p € Redy et pour tout i € [1,7] et tout j € [1,t], p’; € Red, et
0 ; € Redy,. Comme R(p)(s) = s, les entiers r et ¢ sont égaux et appartiennent
a [0,m — 1] (sinon le nombre de piles de niveau k de s serait différent du nombre
de piles de niveau k de R(p)(s)). Par définition des opérations copy, et ¢opyy, il
suit que R(0")(Sm_r) = Sm_r. Par hypothése de récurrence, il suit que p” = ¢.
Par définition de Redy 1, il suit que r =¢ = 0 et donc que p = ¢. ]

2. Cependant, R(p) est toujours incluse dans R(p').
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Nous allons maintenant établir que les suites réduites de niveau k dont I'in-
terprétation est non vide appartiennent a Redy,.

Proposition 4.1.8. Pour toute suite réduite p € I'},
R(p) # 0 = p € Redy.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur le niveau k.

Cas de base : k=1. Soit p € '] une suite réduite telle que R(p) # (). D’apreés
la remarque 4.1.6, il suffit, pour montrer que p appartient a Red;, d’établir pour
tout x # y € I' que 2y n’est pas un facteur de p. Ceci suit du fait que R(zg) =0
et que R(p) # 0.

Etape de récurrence. Soit p € I'; ; une suite réduite telle que R(p) # 0.
D’apres la remarque 4.1.6 et le cas de base, il suffit, pour montrer que p appartient
a Redy, d’établir pour tout ¢ € [1,k] que p ne contient aucun facteur de la forme
EF}‘Z. Supposons par 'absurde que p = p1lypalops pour un certain ¢, € [1,k] et
pour py,ps € Iy et py € Ty . Comme Ry(p) # 0, il suit que Ry (€opaly) # 0.
De plus, comme Eopg% € I'j, 1, nous avons Rgoﬂ(ﬁopg%) # (. Tl existe donc s =
(81 Smlegr1 € Stacksy,y1(T) telle que s € Dom(Ryy.1(fop2lo)). Comme py est
facteur d’'une suite réduite d’interprétation non vide, p, est aussi une suite réduite
d’interprétation non vide. Il suit, par hypothése de récurrence, que py € Redy,.
De plus, par définition des opérations copy,, et copy,, et comme py € I, il suit
que Ry, (p2)(Sm) = Sm- 11 suit, par le lemme 4.1.7, que py = €. Donc {yly serait
un facteur de p ce qui contredit le fait que p est réduite. O

Nous pouvons maintenant établir la propriété fondamentale des suites réduites
qui est I'unicité de la suite réduite transformant une pile v en une pile v de méme
niveau.

Proposition 4.1.9. Pour tout k > 1 et pour toutes piles u,v € Stacksy(T'), il
eriste une unique suite réduite p,, € I's telle que v ="R(pyp)(u).

Démonstration. Nous allons commencer par établir I'existence d’une telle suite
puis son unicité.

Soient u,v € Stacks(I"). Montrons qu’il existe une suite réduite p telle que
v ="TR(p)(u).
Une récurrence immeédiate sur le niveau établit que pour toute pile s € Stacksy(I'),
il existe une suite 7, € I'; telle que s = R(m;)([ |,). Par le lemme 4.1.2, il suit
que v = R(7,m,)(v). Comme R(7,m,) C R((Fum,)'), il suffit alors de prendre la
suite réduite (7,m,)t.

Nous allons maintenant établir I'unicité de la suite réduite transformant une

pile u € Stacksy(T") en une pile v € Stacksg(I"). Nous procédons par récurrence
sur le niveau k de ces piles.
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Cas de base : k=1. Soient u,v € Stacks;(I'). Soit p telle que v = R(p)(u).
Comme R(p) est non vide, d’aprés la proposition 4.1.8 p € Red;. On établit
facilement que p doit étre égale a wyv; ou uy,v; € ['* sont les uniques mots tels
que u = (uAv)uy et v = (uAv)v; ot (uAw) désigne le plus grand préfixe commun
de u et v.
Etape de récurrence. Soient u et v deux piles de niveau k +1 et p € I'; ;| une
suite réduite telle que v = R(p)(u). Les piles u et v peuvent s’écrire de maniére
unique comme:

{ U = [S1,e e, SpUL, U |y

Vo= S5, 08U Un ]y
oupmetn>0avecp+m=>letp+n>1letu #vysin>0etm>0.
Par la proposition 4.1.8, p € Red,,.1(T") et s’écrit donc comme:

p="prk...kpiko'kpik.. kp;

ottr>0,t>0, p €Redg (avec p’ #esir>0ett>0)et pour tout i € [1,7]
et tout j € [1,t], p; € Redy et p; € Red,.

Dans la suite, on suppose que n > 0 et m > 0. Les autres cas sont de simples
adaptations de ce qui suit.

Nous allons commencer par établir que r =m —1let t =n — 1.

Comme u; # vy, on a nécessairement 7 > m — 1. Supposons par I'absurde que
r > m. Comme R(p)(u) # 0, il est nécessaire que p > m — r + 1. Considérons la
suite o) = p'kp kP’ ot

< — :
p'=p'=¢ sir=m
{ o' =P, k.. kpret p'=pik...kp,_, sinon

Comme R(p)(u) = v, nous avons R(p')([s1...5,],,1) = [s1...5,],,,- Comme
P’ est un facteur de la suite réduite p, p’ est elle aussi une suite réduite et il suit,
par le lemme 4.1.7, que p' = &: ce qui contredit la définition de p’. Nous avons
ainsi établi que r = m — 1. Comme R(p)(u) = v, il suit que t =n — 1.

Par définition des opérations copy,, et copy,,, on montre que:

uy = R(pe)(we1)  pour tout £ € [1,m — 1]
v = R(P)(w)
veyr = R(pe)(ve) pour tout ¢ € [1,n — 1]

Par hypothése de récurrence, les suites réduites p;, p; et p” sont uniques. Il
suit donc que p est unique. O

Un corollaire immeédiat de la proposition 4.1.9 est que pour toute pile s €
Stacksg(I"), il existe une unique suite réduite ps € I'y qui construit s a partir de
la pile vide. Cette notion va jouer un role essentiel dans ce chapitre.
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Définition 4.1.10. Pour toute pile s € Stacksy(I'), la suite réduite de s est
'unique suite réduite p, dans I'} telle que s = R(ps)([ |,)-

Remarque 4.1.11. Pour tout niveau k& > 1 et pour toute pile s € Stacksy1(I'),
la suite réduite p; € I'Y,; de s ne contient pas d’occurrence de I'instruction k.
En effet, par la proposition 4.1.8, p, appartient a Redy,;. Si I'on suppose, par
I'absurde, que p, contient une occurrence de k, il suit de la définition de Red,
que p, a un préfixe p' dans '}k, Or par définition de copy,, la pile vide [ ]
n’appartient pas & Dom(p’) et donc pas a Dom(py).

k+1

De plus, nous définissons, pour toute pile s € Stacksy(I'), Last(s) € [pU{ ke }
par:

Last(s) — { prllpl) st 5 £ [,

sinon.

Une autre propriété de la suite réduite d’une pile s € Stacksg(I") est d’étre la
plus petite suite p € I'; telle que s = R(p)([ ],)- Donc par la proposition 4.1.9,
la plus petite suite d’instructions, construisant une pile donnée a partir de la pile
vide, est unique. Cette propriété n’est plus vérifiée lorsque 'on considére le jeu
d’opérations classiques comme cela a déja été remarqué dans [Wo6h05|. Ainsi si
nous considérons la pile s = [[[a][aaa]],[[a][a]],], de niveau 3 dont la suite
réduite est alaa2aa qui est de longueur 7. Avec le jeu d’opérations classiques, il
existe deux suites d’opérations de COps; de longueur 7 qui construisent s a partir
de la pile vide [ ]:

s = push,copy;push,push,copy,pop,pop, ([ ];)
s = push,copy,push,push,copy,destricopy, ([ |5)

Il est raisonnable de penser qu’il n’existe pas de notion «canonique» de suite
d’opérations classiques associée a une pile de niveau k. Nous verrons, dans le pa-
ragraphe 4.6, que cette différence a des conséquences sur la notion d’ensemble ra-
tionnel de piles de niveau k associée aux opérations classiques (cf. paragraphe 4.6).

Nous allons conclure par un lemme technique qui décrit la structure des suites
non réduites p € I'; telles que pour une certaine pile s € Stacksg(I'), s = R(p)(s).

Lemme 4.1.12. Pour toute suite non vide p € (I'p)* et pour toute pile s €
Stacksg (L") telles que s = R(p)(s), la suite p se décompose de maniére unique
sous la forme py,...,p, avec pour tout i € [1,n], p; € (TYT, R(p1...pi)(s) = s
et pour tout p' C p, si R(p')(s) = s alors p" € {p1...p; | i €[0,n]}.

De plus, pour tout i € [1,n], pi(1) = pi(|pil)-

Démonstration. 1.’existence et 1'unicité d’une telle décomposition sont immé-
diates. Pour la derniére partie de la proposition, il suffit d’établir que pour toute
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suite p € (I'Y)™ telle que R(p)(s) = s pour une pile s € Stacks,(I") et telle que

pour tout p' # € C p, R(p)(s) # s, nous avons p(1) = p(|p|).

Si 'on note v = p(1) alors p = vp' on p/ € (I'y)". Par la proposition 4.1.9,
p! = € et par confluence de —, (p/)} = 7. La suite p/ peut donc s’écrire comme
p1yp2 ol pr,py € (I')* et p% = p% = ¢. Pour conclure, il suffit de remarquer que
p2 = €. En effet, si ce n’est pas le cas yp17 C p et R(yp17)(s) = s. O

4.1.5 Automates a pile de piles et leurs langages

Dans ce sous-paragraphe, nous présentons formellement les automates a pile
de niveau k sur le jeu d’opérations symétriques Ops,, et sur le jeu d’opérations
classiques COps;. Nous donnons a cette occasion un bref historique de la notion
d’automate a pile de piles. Enfin, nous établissons I'équivalence entre les deux
modeéles d’automates a chaque niveau en tant qu’accepteurs de langages. Ce ré-
sultat a été obtenu dans [CWO03] en collaboration avec Stefan Wohrle. La preuve
compléte apparait dans [W6h05|. Indépendamment, ce résultat a été obtenu dans
[Fra05].

Définition 4.1.13. Un automate a pile A de niveau k sur le jeu d’opérations
Ops;, est donné par un septuplet (I')X,7,Q,1,F\A) o

I' et X sont respectivement les alphabets finis de pile et des étiquettes,

T € Y est une étiquette jouant le réle d’action silencieuse,

() est un ensemble fini d’états,

I C Q et FF C (@ sont respectivement les ensembles d’états initiaux et
finaux,

— et A CQ x X xOps; x Q est 'ensemble des transitions.

Une transition (p,a,0,q) € A sera notée p —— (q,0). Une configuration de A
est un couple dans @ x Stacksg(I"). L’ensemble des configurations initiales (resp.
finales) est I x Stacksg(I") (resp. F' x Stacksg(I")). Pour tout a € X, 'automate
A induit une relation % sur ses configurations définie par:

(pw) = (') & 3(p.ab.q) € Aw' = O(w).

Cette relation induit pour tout u € (X \ {7})* une relation :Z> définie par:

€ — ( T )*

A A

ua, u a T \x
A A A A

ouu€e (D\{r})* etaec X\ {7}
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Le langage accepté par 'automate a pile A, noté L(A), est I'ensemble des
mots u € (X\ {7})* pour lesquels il existe i € I, f € F et s € Stacksi(T") tels que

([ 11) =2 (F.9)

Exemple 4.1.14. Nous définissons un automate A = (I',X,7,Q,1,F,A) a pile de
niveau 2 avec X = {a,b,$,7} et I' = {a,b} qui accepte le langage:

L ={wSw | w € {a,b}"}.

L’ensemble des états @ est {i,p,q,f} ol ¢ est 'unique état initial et f est 'unique
état final. [’ensemble des transitions A est donné par:

Z. ! (i7PUSha) Z ’ (Z.vpuShb) Z ’ (pucopyl)
p — (p,copy,pop,)  p — (p,copy;pop,)  p — (q,L1)

a . b . T .
q — (¢,push,copy,) ¢ — (¢,push,copy,) ¢ — (f,copy,)

Le mot abb$abb est accepté par le calcul:

abb $ 4

(0, [ Jo) =0 (@ [[abbl]y) —= (p, [[abb][abb]];) —= (q.[[abb][abb]...[]],)
[abb] [ab][a]],) % (¢, [[abb] [abb] [ab]],)

[abb]]y) == (f, [[abb]])

Remarque 4.1.15. Sinous ne considérons que le langage accepté, nous pouvons
supposer, sans perte de généralité, que les transitions® de I'automate a pile sont
dans A C @ x ¥ x Ops, X Q.

Si nous remplacons Ops;, par COps;. dans la définition 4.1.13, nous obtenons
la notion d’automate a pile sur COps;, qui est la notion classique d’automate a
pile de niveau k.

Les automates a pile d’ordre supérieur ont été introduits dans les années 70.
Dans |Gre70|, Greibach attribue l'idée de ces automates a Aho et Ullman. Ces
automates sont aussi définis dans [Mas76]. Les automates sur COps,, différent
légérement des automates considérés par ces auteurs et de ceux considérés dans
[DG86, Eng91|. La différence majeure réside dans la définition des piles de piles.
Les piles de niveau k sont des suites non vides de couples formés d’un symbole de
pile et d’une pile de niveau k£ — 1. Comme remarqué dans [KNU02|, ces symboles
de pile supplémentaires peuvent étre simulés dans le modéle des automates sur
COpsy,.

Les langages acceptées par les automates a pile sur COps,, sont connus sous
le nom de langages k-OI ou de langages indexés de niveau k. La premiére déno-
mination vient des travaux de Damm |[Dam82| ou ces langages sont introduits

3. 1l faudrait en toute rigueur remplacer Ops,, par Id - Ops,.
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en utilisant des OI macro-grammaires de niveau k. L’équivalence entre cette preé-
sentation et le formalisme des automates a pile d’ordre supérieurs est montrée
dans [DG86|. La deuxiéme dénomination vient de la notion de grammaire in-
dexée (de niveau 2) introduite par Aho dans [Aho68| et de sa généralisation a
tout niveau par Maslov dans |[Mas74|. Pour le niveau 2, I’équivalence entre les
grammaires indexées (de niveau 2) et les langages acceptés par les automates a
pile sur COps, est obtenue dans [Aho69|. A tout niveau, cette équivalence a été
établie dans [Mas76]. Pour une présentation détaillée sur la notion d’automates
a pile de piles, nous référons le lecteur a [Eng91].

Dans [Eng91|, 'auteur établit que les langages acceptés par les automates a
pile sur COps,, sont strictement inclus dans les langages acceptés par les auto-
mates a piles sur COps; . Il suit donc que la hiérarchie des langages indexées
d’ordre supérieur est stricte.

Théoréme 4.1.16 (|[Eng91|). Pour tout k > 1, les langages indexés de niveau k
sont strictement inclus dans les langages indexés de niveau k + 1.

Dans le méme article |[Eng91]|, la complexité du test du vide du langage ac-
cepté par un automate a piles sur COps,, est étudiée et 'auteur donne une borne
inférieure et une borne supérieure qui sont rappelées dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.17 (|Eng91]|). Le probléme du test du vide des langages acceptés
par les automates a pile sur COps;, est complet pour les réductions en espace
logarithmique pour la classe |J -, DTIME(2!" ™ @)y,

La fin de ce sous-paragraphe est dédiée & établir I’équivalence, du point de
vue des langages acceptés, entre les automates a pile de niveau k£ > 1 sur Ops,
et sur COps,.

4.1.5.1 Des automates sur COps, aux automates sur Ops,

Pour transformer un automate a piles sur COps;, en un automate a pile sur
Opsy, il suffit de remarquer que pour tout ¢ < £,

destr, = Ops; - copy,. (4.1)

Proposition 4.1.18. Tout langage accepté par un automate a pile sur COps,
est accepté par un automate a pile sur Ops;,, de méme niveau.

Démonstration. Soit A = (I',X,7,Q,1,F,A) un automate a pile sur COps. Par
la remarque 4.1.15, nous pouvons supposer sans perte de généralité que A C
@ x X x Ops;, x Q. Pour tout ¢ € [1,k — 1], nous définissons I'ensemble A, = {J €
A | § = (p,r,destry,q)} des transitions avec pour opération destr,. Pour chaque
¢ € [1,k — 1], soit Q, un ensemble en bijection avec A,. Pour toute transition
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0 € Ay, nous noterons gs ’état correspondant de (),. De plus, nous supposons
que les () sont deux a deux disjoints et sont disjoints de Q).
Nous pouvons maintenant définir un automate B = (I',X,7,Q5,I5,F5,A5) a

pile sur Ops, ot Qp = Q U Uee[l,k—l] Qu, Iz =1, Fg = F et ot

A = A\ Ufe[l,kfl} Ay
U {(p>TaIdk>Q6) ‘ o= (p>x>9aQ) € Uée[l,kfl] AZ}
U Usepn p-11(a5,7.0,05) | 6 € A et 0 € Ops,}
U Usepp p—1{(g5,2,c0Dy,.p) | 0 = (q.2.0.p) € A}

Par I'équation (4.1), il suit que L(A) = L(B). O

4.1.5.2 Des automates sur Ops;, aux automates sur COps,

L’inclusion réciproque, plus délicate, utilise un encodage des piles de niveau
k. A chaque pile de niveau k sur un alphabet T, nous allons associer sa version
«encodéey, notée [s], qui est une pile de méme niveau sur P'alphabet I'{. Cet
encodage permet de faire «apparaitre» explicitement la suite réduite de s dans
la pile encodée [s]. Nous définissons ensuite pour chaque # € Ops, un sous-
ensemble fini [0 ], de COpsj, simulant 0 (i.e. [6],([s]) = [0(s)]).

A partir de maintenant, nous fixons I'alphabet de pile I'. Nous commencons
par définir par récurrence sur le niveau k, une application [ - | de Stacks,(T") dans
Stacksg(I'3).

Au niveau 1, I'encodage est simplement l'identité. Pour tout s € Stacks;(I'),
[s] =s.

Au niveau k + 1 > 2, considérons une pile s # [ ], avec sa suite réduite
p € (MR U{k})" (cf. remarque 4.1.11). Pour tout ¢ € [1,|p|], nous définissons
pe = p(1)...p(¢) et py la suite obtenue en effacant les occurrences de l'instruction
k dans p,. La suite p, appartient & (I'p)*. Enfin, nous définissons, pour tout
¢ e [L]pl], 1a pile sp = R(e)([ 1,,)-

Nous pouvons maintenant définir [ - | pour les piles de niveau k + 1.

el = 00 Dkn
[s] = [[elpushy(@si]): - .pushy (L5 ]) e (42)

Comme par la proposition 4.1.9 la suite minimale associée a une pile de piles est
unique, I'application [ - ] est une injection.

Remarque 4.1.19. Par définition de s, et par le lemme 4.1.3, la pile s, est
égale a la derniere pile de niveau k de s.

Exemple 4.1.20. Considérons la pile de niveau 2 [[abc][ad]],. Sa suite réduite
est p = abclebd. Les piles de niveau 1 sq,...,s7 intervenant dans la définition de
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[s] sont:

Donc 'encodage de [[abc|[ad]], est:
[ [[abe][ad]], | = [[] [aa][abb] [abece] [abel ][ abe] [(LB] [add]]Q.

Pour tout niveau £ et pour toute opération 6 € Ops;, nous allons définir un
sous-ensemble fini [0], de COpsf qui va «simuler» le comportement de 6 sur
I’encodage d’une pile de niveau k. Ces ensembles auront la propriété supplémen-
taire d’étre non-ambigus. Un sous-ensemble fini R C COps}, est non-ambigu si
pour tout 6 # ¢ € R, Dom(#) N Dom(#') = . 11 suit donc que pour toute pile
s € Stacks,(T"), R(s) est soit vide soit un singleton. Nous utiliserons donc la nota-
tion fonctionnelle et dirons que R(s) n’est pas défini si R(s) = () et que R(s) = ¢’
si R(s) ={+s"}.

Notre but sera donc d’établir (cf. lemme 4.1.21) que pour toute pile s €
Stacksy(I") et pour toute opération 6 € Ops,, [0 ]x([s]) est défini si et seulement
si O(s) lest et dans ce cas, [0]x([s]) =[0(s)].

Comme pour I'encodage des piles, I'encodage des opérations est défini par
récurrence sur le niveau k*.

Au niveau 1, nous prenons pour tout 6 € Ops,

[0], = {6}

Au niveau k£ + 1 > 2, nous définissons pour tout 6 € Ops,, I'encodage comme
suit:
[0Tr+1 = U, perg,, Pop,push,copy,pop, [ 6 [xpush,, (a)
U {pop-,destr} (b) (4.3)
U THkHcopyk[[Q]]kpushw (c)

ol 79 = R7(0) est I'instruction de T'y, | correspondant a 6.

[copyylrs1 = | pop,push,copy,pop,pushy, (4.4)
Very,,
U {T[}chopykpushk}
[copy Jk+1 = {pop,destry} (4.5
[0, T =T, 3 (4.6)

4. Dans un souci de clarté, pour tout 6 € COps}, et R C COpsj, nous écrirons simplement,
0 - R au lieu de {0} - R.
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L’ensemble [0 ]x41 est bien non-ambigu car les différentes opérations qui le
composent commencent par dépiler des symboles différents ou par tester que la
pile est vide. Il en va de méme pour [copyy Jx+1, [€ODY [5+1 et [ 11y, [k+1-

Nous allons maintenant établir que les encodages des opérations simulent bien
les opérations sur les encodages des piles.

Lemme 4.1.21. Pour toute pile s € Stacksy (') et pour tout 0 € Ops,,

[0]c([s]) = { [6(s)] si 0(s) est défini,

non définie  sinon.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur le niveau k.

Cas de base : k = 1. La propriété est immeédiate.

Etape de récurrence. Soit s une pile dans Stacksy1(I"). Nous allons distinguer
deux cas selon que s est vide ou non.

Cas s = [ |, ;- Pour les opérations copy;, Copy,, et 11y,., la propriété découle
directement de la définition de I'encodage de ces opérations (cf. équations (4.4),
(4.5) et (4.6)).

Considérons maintenant le cas ot 6 € Ops;,.

[07k41(T[ J5s1 1) est défini

& 1 ]k+1COpyk[[9]]kpuSh«,9([ ]k+1) lest par Eq. (4.3.a)
< [0]u([[]]) Vest car [0], C Ops;j,
< 0([ ;) Vest par HR

& 0[] 1q) Vest comme 6 € Ops,,

Supposons que s" = 0([ ],,;) est définie. Par la proposition 4.1.9, la suite
réduite p' de s' est R71(0) = 7.

kUl = T comohmy () oo (42
= [[ . push ([0 ]]([]k))]k+1
= [[Jepushy, (161D, par HR
= [¢] par Eq. (4.2)
= [0([]xs1)]

Cas s=[s1...8m] # | |1 1-
La suite réduite p de s est non vide.

[[S]] - H[Hk]]7PUShp(1)([[Sl]])7‘ . 7PUShp(\p\ ([[S|P|]])]k+1 :

Soit 6 € Ops,,;. Nous allons distinguer plusieurs cas.
Sous-cas 0 € {copy,,copyy, (], }-
Nous allons établir le cas le plus intéressant 6 = copy,. Les deux autres cas
sont similaires.
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Supposons que [Copy,, [x+1([s]) soit défini et montrons que Copy,(s) lest
aussi. Par définition de 'encodage, il suit que p(|p|) = k. Donc ¢opy,(s) a pour
suite réduite p(1)...p(|p] — 1) = p et donc est bien défini.

Supposons que €opy(s) soit définie. Nous avons p(|p|) = k car sinon copy,(s)
aurait pour suite réduite pk. Or, par la remarque 4.1.11, la suite réduite d’une pile
de niveau k + 1 ne peut contenir d’occurrence de I'instruction k. Donc copy,(s)
a pour suite réduite p(1)...p(|p| — 1).

[oDy, Ji+1([s]) = pop,destry([s])
= [l ]]aPUShpa)([[Sl D 7puShp(|p|—1)([[S|P|_1 D Je+1
= [copy,(s)]

Sous-cas 0 € Ops, \ {R(3(14])) ).
Nous commencons par montrer que [0 Jx1([s]) est défini si et seulement si
(s) Vest.
[0]k+1([s]) est défini

& POD (| PUSh () cOPY L POP 1oy [ € Jrpush,, ([ s]) T'est  par Eq. (4.3.a)
=4 [[Qﬂk.([[sp ) ]]) I'est

< [0]k([sm]) lest par Rem. 4.1.19
& 0(sy) Pest par HR
< 0(s) lest car § € Ops,,

Dans le cas ou les deux sont définis, comme 7y est différent de p(|p|), il suit
que la suite réduite de 6(s) est pyy et donc 'encodage de (s) est égal a

[0(s)] = [ 11 ]eJpushyqy([s1]), - - pushy, (L5, Dpush,, ([0Cs,) D ],

Nous avons donc:

[61k2([s1)

DOD (| PUSh ) CODY . POD oy [ € T push ([ s ])

HH] [.push p(1) ([[31]]) --->PUShp(\p\)([[5|pl]])PUShW([w]]k([[SIpI]]))}kﬂ
HH ]k]]>PUShp(1)([[31 D, >PUShp(\p\)([[5|pl ]])PUShW([[e(S\p\) D Lﬁq
[o1
Sous-cas 0 = R(p(|pl))-
Dans ce cas 0(s) est défini et a pour suite réduite p(1)...p(|p| — 1) par la
proposition 4.1.9. L’encodage de 6(s) est donc:

[0(s)] = [[T]e]pushyay([s1]), - - - pushygy oy (s D) ], -
D’aprés les équations (4.3.b) et (4.2), [0 ]r+1([ s]) est défini et égala [Os]. O

Nous étendons de maniére canonique I'encodage [- [ de Ops, a Opsj.

Proposition 4.1.22. Tout langage accepté par un automate a pile sur Ops, est
accepté par un automate a pile sur COps,.



92 Ensembles rationnels de piles de piles

Démonstration. Soit A = (I'\X,7,Q,I,F,A) un automate a pile sur Ops;. Nous
définissons un automate B = (I',X,7,Q,I,F,Ag) ot I'ensemble des transitions Ag
est défini par:

AB - {(E%nﬂ) ‘ (paxa6>Q) € A et n € [[0]]16}

Par le lemme 4.1.21, il suit que pour tout w € (X)*, p € Q et s € Stacks,(I'):

(g0, [ 1) =2 s) & (a0 [ 1) == (@[s]).

Donc, nous avons L(A) = L(B). 0O

En combinant les propositions 4.1.22 et 4.1.18, nous obtenons I’équivalence
précédemment annoncée.

Théoréme 4.1.23. Les langages acceptés par les automates a pile sur Ops, et
sur COps,, coincident.

Ce résultat sera affiné dans le Chapitre 5 par les théorémes 5.1.21 et 5.1.23
qui étendent cette équivalence des langages acceptés aux graphes engendrés.

4.2 Ensembles rationnels de piles de piles

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion d’ensemble rationnel de piles
de niveau £ induite par le jeu d’opérations symétriques Ops,,. Intuitivement, cette
notion donne une représentation finie des ensembles de piles de niveau k associés
a un automate a pile sur Ops;. Des exemples de tels ensembles sont ’ensemble
de toutes les piles apparaissant dans une configuration (resp. configuration finale)
accessible depuis une configuration donnée, ’ensemble des piles apparaissant dans
une configuration permettant d’accéder a une configuration donnée, etc.

Rationalité au niveau 1

Au niveau 1, il est bien connu que la notion de rationalité la plus naturelle pour
les piles sur un alphabet I' est la rationalité sur le monoide libre I'*. En effet, les
ensembles associés aux automates a piles peuvent étre décrits comme 'application
d’un sous-ensemble rationnel de Opsj(I") a la pile vide [ |,. Les ensembles ainsi
définis sont exactement les ensembles de Rat(I™). Cette propriété fondamentale
des automates a pile a été établie pour la premiére fois par Biichi dans [Biic64|.
Dans le cadre du groupe libre® engendré par I', une propriété similaire a été

5. Le monoide Opsj (') n’est pas un groupe. En effet, pop, n’admet pas d’inverse a droite.
Cependant, il vérifie les égalités pop,push, = Id; pour tout x € I'. Cette similitude avec le
groupe libre permet d’étendre la preuve du groupe libre a Rat; (I'*)
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établie par Benois dans [Ben69| sous la forme suivante: toute partie rationnelle
du groupe libre engendré par I' qui est incluse dans [ est une partie rationnelle
du monoide libre I'*. Cette propriété a été exploitée pour résoudre des problémes
de vérification symbolique pour les automates a pile dans |[BEM97|.

Nous présentons une formulation de ce résultat adaptée a notre formalisme.
La preuve de cette propriété est un élégant mécanisme de saturation. Une version
élaborée de ce mécanisme est a la base des résultats de normalisation présentés
dans la suite de ce chapitre.

Théoréme 4.2.1 (|Biic64, Ben69|). Pour tout alphabet fini T,
Rat(Ops;(T))([],) = Rat(T™).

Démonstration. L’inclusion réciproque est immeédiate. Pour 'inclusion directe,
considérons un ensemble de piles dans S égal & R([ ];) pour un certain ensemble
R € Rat(Opsj). 1l existe un ensemble I dans Rat(I'}) tel que R = R([) et donc
tel que § = R(1)([],).

Pour tout v € I', R(77) est égal a I’élément neutre Id, de Opsj. L’idée est donc
de calculer I'ensemble des descendants de I pour le semi-systéme de Thue défini
par {(v,€) | ¥ € T'}. Nous noterons cet ensemble I'. Comme le semi-systéme de
Thue préserve l'interprétation par R, il suit que R(I) = R(I'). Comme I est un
ensemble rationnel, I'' est aussi un ensemble rationnel. Ce résultat a été obtenu
par Benois dans [Ben69|. Dans [BS86], les auteurs établissent une construction
permettant d’obtenir un automate fini acceptant I' a partir d’un automate fini
acceptant I travaillant en O(m?) ot m est le nombre d’états du premier automate.

Nous présentons un mécanisme de saturation moins efficace, mais néanmoins
polynomial, qui réalise cette tache.

Soit A = (Q,I,F,A) un automate fini étiqueté par I'; acceptant I. Nous défi-
nissons, par récurrence, une suite d’automates (A;);en ayant les mémes ensembles
d’états que A et tel que pour tout i € N, R(L(A4;)) = R(I). L’automate Ay est
égal a A. Supposons que nous ayons défini A; = (Q,,F,A;), nous définissons
Ay = (Q,1,F,A;1) en prenant:

A1 =28 U{(peg) | p q/i—.z qgouyel}

La suite des ensembles de transitions (A;);cn est croissante et bornée. Il existe
donc un indice ig < (I'y 4+ 1) - |Q|* tel que pour j > iy, A; = A;,. Nous noterons B
I'automate obtenu apreés avoir éliminé les e-transitions de A;,. Par construction,
B accepte I'.

Pour conclure, il suffit de remarquer que pour toute pile s € S, il existe
p € It N LiT* tel que s = R(p)([],)- L'ensemble de piles S est donc égal a
71, (L(B) N LiT*) € Rat(T'™) on 7, est le morphisme alphabétique effagant les
occurrences de 1. O
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Nous définissons donc I’ensemble des langages rationnels de piles de niveau 1,
noté Raty(I'), comme Rat(Ops;)([ ],) = Rat(I'*). Les propriétés algébriques et
algorithmiques de ces ensembles sont bien connues. En particulier, un résultat
fondamental est que ces ensembles forment une algébre de Boole. Ces ensembles
admettent de nombreuses caractérisations: par automates finis, par reconnais-
sabilité par morphisme inverse dans un monoide fini, par expressions réguliéres
ou par définissabilité en logique du second ordre monadique [Biic62]| (pour une
présentation synthétique de ces résultats voir par exemple [Wei04] et pour une
présentation détaillée voir par exemple [Sak03]).

Rationalité a partir du niveau 2

Au niveau k£ > 1, nous définissons, par analogie, les ensembles rationnels® de
piles de niveau k£ comme les ensembles obtenus en appliquant un sous-ensemble
rationnel de Opsj a la pile vide de niveau k. Nous noterons Raty(I") I'ensemble
de tous les ensembles rationnels de piles de niveau k.

Nous avons donc pour tout k > 1 et pour tout alphabet fini I,

Rat,(I') = Rat(Opsip(I)([ 1),
= R(Rat(I}))([ 1,)-

Remarquons que l'utilisation du jeu d’opérations symétriques Ops; au lieu
du jeu d’opérations classiques COps; est fondamentale. Nous verrons dans le
paragraphe 4.6 que si nous remplacons Ops; par COps; dans la définition de
Raty, nous n’obtenons plus une algébre de Boole.

Par définition, les ensembles de Raty(I') sont naturellement liés aux automates
a pile sur Ops,(I') comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Pour tout automate a pile A sur Ops,(I'), 'ensemble des
piles de niveau k apparaissant dans une configuration finale de A accessible depuis
une configuration initiale est un ensemble de Raty(T).

Réciproquement, tout ensemble R de Raty(T') est l'ensemble des piles appa-
raissant dans une configuration finale accessible depuis une configuration initiale
d’un certain automate a pile A sur Ops(T).

Exemple 4.2.3. Reprenons 'automate a pile 4 sur Ops, de I'exemple 4.1.14.
L’ensemble des piles de niveau 2 apparaissant dans une configuration finale ac-

cessible depuis la configuration initiale (i, ],) est décrit par I'ensemble R de
Rat(Ops3) défini par:

{push,.push, }*-copy, -(copy, - {pop,,pop,})"1}, -({push,.push, } - Py, )" -cop¥,

6. Le terme rationnel est légérement abusif car nous ne munissons pas ’ensemble des piles
de niveau k d’une structure de monoide. Nous considérons la «projection» de Rat(Opsy).
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appliqué a la pile vide niveau 2. Cette représentation finie n’est malheureusement
pas trés informative et nous préférerons la représentation finie suivante

{ push,,push,, }*([ ],)-

Plan détaillé du chapitre

Notre but dans la suite de ce chapitre est de fournir des outils permettant de
travailler avec les ensembles de Ratg(I"). Pour cela, nous introduisons plusieurs
modéles d’automates acceptant les langages de Raty(I") qui nous permettent en
particulier de dériver les propriétés de fermeture de ces langages. Nous porterons
un intérét particulier a la complexité des transformations permettant de passer
d’un modéle d’accepteur fini aux autres.

Le paragraphe 4.3 présente différents accepteurs finis pour les ensembles ra-
tionnels de piles de niveau k et les transformations permettant de passer des uns
aux autres. Plus précisément, nous étudierons des automates étiquetés par I'y et
leurs versions alternantes (au sens de |CKS81]), et nous établirons 1’équivalence
de ces deux modéles.

Le paragraphe 4.4 présente une notion d’accepteur fini déterministe et complet
pour les ensembles de Raty(I") qui permet de dériver les propriétés de cloture de
ces ensembles et en particulier la fermeture par complémentaire.

Le paragraphe 4.5 étudie les relations sur les piles de niveau k induites par les
ensembles rationnels de suites d’instructions de I'j, et des instructions de tests dans
Ratg(I"). Nous montrons en particulier que ces relations forment a chaque niveau
une algebre de Boole et nous en donnons une représentation normalisée. Cette
étude étend aux niveaux supérieurs les travaux de Caucal sur les relations préfixe-
reconnaissables [Cau96, Cau03a, Cau03b| qui sont les relations induites par les
ensembles rationnels de suites d’instruction de I'; et les instructions de tests dans
Rat;(I"). Nous utilisons ces relations pour donner une notion d’accepteurs finis
qui décrive les ensembles rationnels de Raty: pile de niveau k& — 1 par pile de
niveau k — 1 alors les notions d’accepteurs finis étudiés dans les paragraphes 4.3
et 4.4 «suivent» la suite réduite des piles de niveau k.

Le paragraphe 4.6 compare les notions de rationalité induites par les opéra-
tions classiques COps,, et par les opérations symétriques Ops,. Nous établissons
que les ensembles rationnels induits par COps,, sont strictement inclus dans ceux
induits par Ops; a partir du niveau 3 et qu’ils ne forment pas une algébre de
Boole.

Le paragraphe 4.7 étend la caractérisation par définissabilité en logique du
second ordre monadique des ensembles rationnels de mots [Biic62|. Cette carac-
térisation peut étre reformulée en utilisant le théoréme de Rabin [Rab69] comme
suit: les ensembles rationnels de mots sur I' = {a,b} sont les ensembles définis-



96 Ensembles rationnels de piles de piles

sables en logique du second ordre monadique sur I’arbre binaire complet étiqueté
par I' et dont les sommets sont les mots de I'*.

Nous montrerons que les ensembles rationnels de piles de niveau k sont les en-
sembles définissables en logique monadique sur le graphe GStacks; (I") associé aux
piles de niveau k avec les opérations de Ops(T).

Nous concluons ce chapitre par le paragraphe 4.8 ot nous appliquerons les
résultats obtenus a I’étude de certains enrichissements des automates finis de mots
tels que les automates bidirectionnels, alternants ou automates a galets [CKS8]1,
LLS84, GGKI1, GHI96| qui conservent la méme expressivité que les automates
fini de mots. Nous verrons que les résultats obtenus dans ce chapitre permettent
de réobtenir certains résultats d’équivalence entre ces modéles et les automates
finis déterministes de maniére uniforme et avec une complexité minimale.

4.3 Accepteurs finis

La notion la plus naturelle d’accepteur fini pour les ensembles de Rat; est
celle d’automates finis étiquetés par les instructions de I';.. Pour des raisons tech-
niques, nous allons introduire une forme légérement normalisée qui distingue les
instructions de I'y des instructions de I'). Rappelons que pour tout ensemble P,
nous désignons par Sing(P) I’ensemble des parties de P de cardinal au plus 1.

Définition 4.3.1. Un automate A sur Iy, est un quadruplet (Q,I,F,A) ou @ est
un ensemble fini d’états, I C @Q et ' C (Q sont respectivement les ensembles
des états initiaux et finaux et A C Q) x I'p x Sing(I'}) x @ est 'ensemble des
transitions.

Une configuration de A est un couple (p,s) dans @ x Stacksg(I'). Nous no-
tons C4 = @ x Stacks,(I") I'ensemble des configurations de A. Une transition
(py.T,q) € A est notée p — ¢, T ou simplement p —— ¢ si T = (). Intuitive-
ment, 'automate A peut passer de la configuration (p,s) a la configuration (q,r)
en appliquant la transition p —— ¢,7 € A si la pile r = R(7)(s) est définie et si
r € Dom(R(t)) dans le cas ou T = {t }.

Il convient de remarquer que l'instruction de test de pile vide ¢ est appliquée
aprés l'instruction +y.

L’automate A induit, pour tout v € I'?, une relation % C Ca x Cy. Cette

relation est définie, pour toutes configurations (p,s) et (¢q,r) de Ca, par (p,s) %

(¢,r) 'l existe une transition p —— ¢,T € A telle r = R(7)(s) et r € Dom(R(t))
pour tout t € T.

Un calcul de A est une suite (po,S0),71,(P1,51); - - - s(Pn1,5n—1),Yn,(PnsSn) €

Ye+1

Ca(IQCA)* telle que pour tout £ € [0,n — 1], (pe,S¢) - (pes1,8e+1). Un calcul de
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A accepte une pile s € Stacks,(I') si pg € I, so = [|,, pn € F et s, = 5. 57l
existe un calcul de A acceptant une pile s, nous dirons que A accepte s et nous
noterons S(A) I'ensemble des piles de Stacks,(I") acceptées par A.

Pour l'instant, nous avons considéré les automates sur I';, comme des accep-
teurs de piles de niveau k. Ces automates peuvent étre naturellement vus comme
des accepteurs de suites d’instructions de I';,. L’ensemble des suites d’instructions
de T'y acceptées par A, noté Z(A), est 'ensemble des suites yity ...ty t, € 15
avec n > 0 telles que pour tout i € [1,n], 3, € T, t; € TE U {e} et telles qu’il
existe d1,...,0, € A o pour tout i € [1,n], & = pi_y —= p;, T} avec py € I,
P € F, Ty = {t; } sit; # ¢ et T; = () sinon.

Les deux langages acceptés par A sont liés par la relation:

Exemple 4.3.2. Nous définissons un automate A = (Q,[,F,A) sur I'y (on I' =
{a}) acceptant le langage de piles {[[a"][a""']...[a][]], | n > O} Les en-
sembles d’états de A sont donnés par Q = {ipyq,f}, [ = {i}, F = {[f}.
[’ensemble des transitions A est décrit ci-dessous:

.ooa . o1 a 1 a
L1 tL—Dp b—4q q—pD p— f,L1.

Ainsi la pile [[aa][a][]], est acceptée par le calcul:

<¢j[]2>$< [[a]ly) =% (i,[[aa]]y) == (p,[[aa] [aa]],)

A o A ?
—— (¢, [[aa][a]]) — (p.[[aa] [a][a]]y) == (f.[[aa] [a][]],)-
L’ensemble Z(A) des suites d’instructions acceptées par A est a™(1a)* L.

Exemple 4.3.3. Reprenons le langage de piles de niveau 2 présenté dans l'ex-
emple 4.2.3. Cet ensemble est accepté par 'automate sur I's présenté dans la
figure 4.1.

Remarque 4.3.4. Comme dans le cas des automates finis sur le monoide libre,
nous considérerons 'ajout d’e-transitions aux automates sur I'y. Cet enrichisse-
ment peut étre réalisé simplement en ajoutant un symbole € a I'ensemble I'} qui
s'interpréte par 'application R comme l'identité Id; de niveau k.

[’ajout des e-transitions n’augmente pas 'expressivité des automates sur I'.
En effet, ces derniéres peuvent étre supprimées par un mécanisme classique de
saturation [Sak03|. Cette transformation n’augmente pas le nombre d’états de
I'automate et peut étre réalisée en temps polynomial.

Cette notion servira uniquement a simplifier la présentation de certaines construc-
tions.
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Fi1Gc. 4.1 Un automate sur I'y acceptant le langage de piles de niveau 2 présenté
dans 'exemple 4.2.35.

La propriété de base des automates sur I'y est bien évidemment qu’ils ac-
ceptent exactement les ensembles de Ratg(T").

Proposition 4.3.5. Les automates sur 'y acceptent les ensembles de Raty(T).

Démonstration. Nous montrons les deux inclusions:
Soit A un automate sur ['y. Le langage de piles accepté par A est égal a
R(Z(A))([],.). Comme Z(A) appartient a Rat(I'}), il suit que S(A) appartient a
Rat,,.
Soit R un langage de Raty. Par définition de Raty, il existe I € Rat(I'})
tel que R = R(I)([],). Remarquons que pour tout ¢,¢' € [1,k], nous avons
R(LiLy) = R(Lmaxfe,ey). 11 existe donc un langage J € Rat(I'}) tel que J C
(Cru{e}) - (g - (Tru{e})) et tel que R(I)([],) = R(J)([],)- De plus comme
nous considérons R(J) appliqué a la pile vide de niveau k, nous pouvons dans
chaque suite de J commencant par une instruction de I';, supprimer cette ins-
truction sans changer R(J)([ ],). Nous pouvons donc, sans perte de généralité,
supposer que J est un sous-ensemble de (I'¢ - (TF U {e}))".

Il est aisé de construire un automate A sur I acceptant le langage de suites
d’instructions J. Le langage de piles S(A) accepté par A est donc égal a:

REZM)([ ) = RN ) = RU([]x) = B
O

Ces automates ne fournissent pas une représentation utile des ensembles de
Rat; comme nous I'avons vu dans les exemples 4.2.3 et 4.3.3. Nous cherchons donc
a obtenir une représentation finie des ensembles de Rat; permettant de prouver
la fermeture par complémentaire.
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L’idée clé est de se concentrer sur des automates qui engendrent les piles en
«suivanty leurs suites réduites d’instructions. De tels automates seront appelés
des automates réduits.

Définition 4.3.6. Un automate A sur I'y est réduit si pour tout calcul:

(p07 [ ]k)?Vlu(plasl)ary% s uryna(pﬂnsn)
de A, la suite vq,...,7, € (I'?)* est réduite.

De I'unicité de la suite réduite associée a une pile, il suit que si une pile s est
acceptée par un calcul:

(p07 [ ]k) ’Y_/i) (plasl) o (pn—lasn—l) L:) (pnasn)

alors 71 - ..., est la suite réduite de s.

Remarque 4.3.7. Une conséquence directe de cette propriété est que nous pou-
vons, sans perte de généralité, supposer que I'instruction k& n’apparait pas dans
les transitions d’un automate réduit sur 'y, (cf. remarque 4.1.11).

De méme, nous pouvons supposer que les automates réduits sur I'y, n’utilisent
pas l'instruction L. En effet, nous pouvons, sans perte de généralité, supposer que
les états initiaux n’apparaissent pas comme buts d’une transition de 'automate.
Sous cette hypothése, pour tout calcul de I'automate partant de la pile vide de
niveau k& dans un état initial et atteignant une configuration (p,s), nous avons
s =[], si et seulement si p est un état initial. Nous pouvons donc supprimer
toutes les transitions contenant I'instruction L sans changer le langage accepté.

Nous pouvons donc supposer sans perte de généralité que I’ensemble des états
d’un automate réduit sur I'y; est de la forme Q4 x (I'y U{ k,e }), que 'ensemble
d’états initiaux est de la forme 14 x {e} et que les transitions sont de la forme

(py) - (g7).T ot v €T, U{ke} et v/ € Ty U{k} avec 4/ # 7.

Au niveau 1, les automates réduits sur I'y sont simplement des automates
étiquetés par I'. Nous avons déja vu (cf. théoréme 4.2.1) qu'ils acceptent tous les
ensembles de Rat; = Rat(T™).

Dés le niveau 2, cette propriété n’est plus vérifiée. Les automates réduits sur I'y
n’acceptent pas tous les langages de Raty comme le montre I'exemple ci-dessous.

Exemple 4.3.8. Considérons par exemple le langage de piles de niveau 2
S =A{[[ba"][b]], | n =0}

Comme S est égal & R(ba*1a*bb)(] ],), S appartient bien a4 Raty. Cependant, S
n’est accepté par aucun automate réduit sur I's.
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Supposons par I'absurde que S soit accepté par A = (Qa,la,F4,A4) réduit sur
I'5. Considérons la pile s = [ [bal94/][b]], du langage S. Sa suite réduite est
bal?411@/@4l, Comme A est réduit, il existe un calcul A:

(Po,so) %’ (p1>31) % % (p\QA\+1a3|QA\+1) T
1 a a
2 (@0s81Qa2) = - 2 (@lQals2iQal+2)
oll S0 4+2 = s. Il existe i < j € [0,|Q4l], tels que ¢; = g;. Il suit que la pile
[ [ablQal] [ab’="]], est acceptée par A; ce qui apporte la contradiction avec la
définition de S.

2

Pour rendre les automates réduits sur I'y, suffisamment puissants pour captu-
rer tous les langages de Raty(T'), il faut les enrichir avec des opérations de tests
(cf. sous-paragraphe 4.3.3). Une opération de test de niveau k est donnée par un
langage de pile S C Stacks,(I") pour ¢ < k. Cette opération, notée Testlz est I'iden-
tité de niveau k restreinte a I’ensemble de piles dont la plus haute pile de niveau
¢ appartient a L. Par exemple, I'opération Test%[bb} est telle que Test%[bb}(s) =5
si top,(s) = [b], et n’est pas définie sinon.

Le but de ce paragraphe est de montrer que tout langage de Rat; 1 est accepté
par un automate réduit sur 'y avec tests dans Raty, (cf. sous-paragraphe 4.3.3).
Ainsi, dans le cas de I'exemple 4.3.8, il suffit de rajouter le test de niveau 2 associé
a 'ensemble {[b],}. Le langage S s’exprime alors comme R(ba*la*T{Qb}).

Pour caractériser ces langages de tests, il nous faut introduire un modele
d’automate plus puissant : un automate alternant sur I'y,. Ce modéle d’automate
est défini dans le sous-paragraphe 4.3.1. Intuitivement, ces automates peuvent
lancer plusieurs exécutions en paralléle. Muni de cet outil, il est aisé de montrer
que tout automate sur I'yy; est équivalent & un automate réduit sur 'y, avec
des tests acceptés par des automates alternants sur I'y.

Pour établir le résultat voulu, il nous faut montrer que les automates alter-
nants sur [, ont la méme expressivité que les automates (non-alternants) sur I'x.
Pour cela, nous passons par une forme normalisée des automates alternants qui
est I'objet du sous-paragraphe 4.3.2.

Enfin dans le sous-paragraphe 4.3.2, nous établirons que les automates alter-
nants sur [y acceptent les langages de Raty et que donc tout automate sur I'y 4
est équivalent a un automate réduit sur ['y,; avec tests dans Raty.

Le dernier sous-paragraphe 4.3.4 est consacré a 1I’'é¢tude de la complexité du
test du vide des différents modéles d’automates présentés dans ce paragraphe.

Remarque 4.3.9. Nous attacherons une attention particuliére a la complexité
des transformations présentées. Dans les sous-paragraphes 4.3.1, 4.3.2 et 4.3.3,
nous établissons de nombreuses correspondances entre les différents modéles d’au-
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tomates présentés. Pour évaluer, la taille des automates, nous introduisons les en-
sembles de fonctions suivants: exp[0] est I’ensemble des polynomes a une variable
et a coefficients polynomiaux en la taille de 'alphabet de pile |T'| et le niveau k
et exp[k + 1] est 'ensemble des fonctions n + 2/ pour f dans explk].

Pour simplifier les notations, dans une proposition qui exprime que pour tout,
automate A, il existe un automate B équivalent nous dirons que |A| est bornée
par explk](| B|) au lieu de dire qu'’il existe f € explk] telle que pour tout automate
A, il existe un automate B équivalent de taille inférieure a f(|A]). De méme nous
dirons qu’un probléme peut étre résolu en temps exp[k| au lieu de dire qu’il existe
une fonction f € exp[k] et une procédure P résolvant le probléme et terminant
en temps au plus f(n) sur une entrée de taille n.

Enfin, dans une proposition qui exprime que pour chaque automate A, il
existe un automate B acceptant le méme langage, la construction de B a partir
de A est toujours effective. De plus, elle peut toujours étre effectuée en temps
exp|0](max(|A[,|B|)). La taille de B en fonction de la taille de A est donnée dans
I’énoncé de la proposition.

4.3.1 Automates alternants sur I'.

La notion d’alternance a été introduite dans [CKS81| et a été étendue a de
nombreux modéles classiques de l'informatique théorique. Elle autorise I’exécution
simultanée de plusieurs transitions d’un automate. Pour donner un sens a cette
notion, dans notre cadre, il ne faut plus engendrer les piles en partant de la pile
vide comme c’est le cas pour les automates sur I'y (cf. définition 4.3.1): il faut
faire partir I’exécution de la pile a accepter. Comme le jeu d’opérations Ops,, est
symétrique, ce changement de point de vue n’a pas de conséquence. Nous verrons
dans le sous-paragraphe 4.6 que ce n’est pas le cas si nous considérons COps;, au
lien de Ops;,.

Définition 4.3.10. Un automate A alternant sur 'y est un uplet (Q,I,A) ou
() est un ensemble fini d’états, I C @ est I’ensemble des états initiaux et A C
Q x Sing(I'}) x 29*1% est I'ensemble des transitions.

Une transition § = (p,t,{(¢1,7),---+(qn,n)}) € A sera notée p,T — (q1,71) A
o A (@nyYn). Intuitivement, automate A dans la configuration (¢,s) o ¢ € @
et s € Stacksy(T') peut, si s satisfait le test de T' (i.e. pour tout t € T, s €
Dom(R(t))), lancer n exécutions en paralléle. La i®™® exécution commence dans
la configuration (¢;,R(7;)(s)) (si R(7:)(s) est bien définie).
Nous introduisons quelques notations permettant de travailler avec ces transi-
tions. Pour toute transition 6 = (p,7,A) € A, nous noterons Head(d) = p,
Test(d) = T et Act(d) = A.

Formellement une exécution £ de 'automate A est un couple (T,C) ou T est
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un arbre fini étiqueté par I'y et C' est une application de Vp dans I'ensemble
@ x Stacksg(T"). Pour tout nceud u € Vi dont I'image par C est (p,s), il existe
une transition §, = p, T — (q1,71) A - .- A (¢n,7n) € A telle que:

pour tout t € T, s € Dom(R(t)),
pour tout i € [1,n], il existe v; € Vi tel que C(v;) = (¢;,R(7i)(s)) et u % v;.

Nous noterons dans la suite ®¢ I'application de Vi dans A qui associe a tout
u € Vp, la transition ¢, appliquée au nceud u dans I'exécution £. Dans la suite,
nous considérerons les exécutions a isomorphisme prés (i.e. nous ne distinguerons
pas deux exécutions qui ne différent que par le nommage des sommets de leurs
arbres).

Nous dirons qu'une exécution & = (7,C') commence en s € Stacks,(I') par
I'état ¢ € @ (resp. par la transition § € A) si C(r(T)) = (g,s) (resp. Pe(r(T)) =
J).

[’automate A accepte s € Stacksi(I") s'il existe une exécution de A com-
mencant en s par i € I. Nous noterons S(A) I'ensemble des piles de Stacksy(I")
acceptées par A. Par analogie nous noterons, pour tout ¢ € @ (resp. 6 € A),
I'ensemble S,(A) (resp. S5(A)) des piles s € Stacksi(I') telles qu’il existe une
exécution de A commengant en s par I'état ¢ (resp. par la transition ¢).

Nous noterons Alt, ’ensemble des langages de piles de niveau k acceptés par un
automate alternant sur I'.

Remarque 4.3.11. Remarquons les faits suivants:

1. La taille |A| d'un automate alternant A sur I'j, est borné par |T';|22/@alll]
(i.e.. exp[L](|Qal)).

2. Comme pour les automates sur I'y, nous ajoutons des e-transitions en ra-
joutant une instruction € a I'}) interprétée comme Id;. L’élimination des
e-transitions se fait par un mécanisme classique de saturation qui n’aug-
mente pas le nombre d’états mais qui peut produire un automate de taille
exponentielle en |Q 4].

Exemple 4.3.12. Pour tout entier n > 1, considérons le langage rationnel L,
sur I'alphabet I' = {0,1,$} défini par:

L, = {x$y$2%y | y € {0,1}" et z,z € T}

Considérons I’ensemble S,, des piles de niveau 2 contenant une unique pile de
niveau 1 appartenant a L,, (i.e. S, = {[[w]], | w € L,}). Nous définissons un
automate A,, alternant sur I'y qui accepte S,,.

Pour tout n > 1, l'automate A, alternant sur I's est défini par le uplet

(Qn;{QO},An) ol

Qn - {qmqlafuvutiupjarf78? | (&S [Ln]v] S [].,TL + 1] et € {CL?b}}
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et ol 'ensemble des transitions A,, est défini par:

q — (t1,%) A (¢*,1)

ti — (tip1,T) tn — (v,9) v — (v,7)

¢+ — (¢"9) ¢" = (.8)  pi— (pis,7) A (1Y)
Pnt1 — (f9) ri = (i) rd = (si1)

51— (f.x) Sit1 — (s7,9)

U,{LQ} — Q) f — @

oux € {ab},yeletic[ln]

Intuitivement, 'automate lance deux exécutions. L.a premiére, utilisant les
états t; et v, vérifie que la pile est de la forme {[[w$y]], | w e ™" et y € {a,b}*}.
La seconde vérifie que $y$ est bien un facteur de w$. Pour effectuer cette seconde
vérification, 'automate copie la pile et dépile (de maniére non-déterministe) une
suite de symboles se terminant par $. Ensuite, Pautomate dépile un symbole
x € {a,b} et lance une exécution avec I'état r{ qui vérifie que le premier caractére
en partant du haut de pile est un z. Le processus est itéré au total n fois: le
dépilement du i®™® symbole z; lance en paralléle une exécution dans I'état r¥ qui
vérifie que le i®™¢ (en partant du haut de la pile) est x;. Cette exécution se termine
en vérifiant que le n + 1°™° symbole est un $. La figure 4.2 montre une exécution
de Ay acceptant [[a$ab$ab]],.

Le langage L, est évidement rationnel et tout automate fini déterministe
I'acceptant posséde au moins 22" états et donc, tout automate fini 'acceptant
a au moins 2" états. Remarquons que 'automate A, a lui 4n + 5 états. Nous
reviendrons sur cette remarque dans le paragraphe 4.8.

Une premiére propriété de ces automates est qu’ils acceptent tous les langages
de Raty.
Plus précisément, en utilisant le lemme 4.1.2, nous pouvons établir I’équivalence
entre les automates sur I', et les automates alternants dit élagués dont I'arbre
d’exécution est réduit a une branche et qui donc n’utilisent pas ’alternance.

Définition 4.3.13. Un automate A = (Qa,14,A4) est élagué si pour tout § €
Ay, |Act(0)] < 1.

La taille d’'un automate alternant sur I'y est au plus |Q]*|Tx|* ot Q est 'en-
semble des états de 'automate. Intuitivement, pour passer d’un automate sur
[’y & un automate alternant élagué sur I'y, il suffit de «renverser» les transitions
de I'automate et d’échanger les états initiaux et finaux. Pour la transformation
réciproque, il faut en plus ajouter un nouvel état car I’exécution d'un automate
alternant et élagué sur I'; ne se termine pas nécessairement sur la pile vide [ .
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(go, [[a$ab3ab]],)

t1, [[aSab$a]], g+ [[-..][aSabSab]],
d ;
ta,[[a$abS]], p1, [[.. ] [aab]],
él i \
v, [[aSab]], p2, [[.--1[aSa]ly b, [[...][aSab$]],
. / i ;
v, [[1]2 8, [[..-]laSab]ly  p3,[[...]1[a8]],  s%,[[aSab$ab]],
; i L
52, [[a$ab$ab]], £l f;[[aSabSa]l,
by
s¢,[[aSabSa]],
ay
fr[[a%abS]],

F1G. 4.2 — Une exécution de Ay acceptant la pile [[aSab$ab]],.

Proposition 4.3.14. Les automates alternants élagués sur I'y et les automates
sur I'y sont équivalents:

1. Pour tout automate A sur Iy, il existe un automate B alternant élagué sur
[y tel que S(B) = S(A) et |Qp| = |Qal.
2. Pour tout automate A alternant élagué sur Iy, il existe un automate B sur

[y tel que S(B) = S(A) et |Qp| = |Qa| + 1.

Démonstration. Nous établissons les deux propriétés.

1. Soit A = (Qa,l4,F4,A4) un automate sur I'y. Nous construisons un auto-
mate B = (Q4,F4,Ap) alternant élagué sur I'y, acceptant S(A). L’ensemble
des transitions Apg est défini par:

Ap = {¢T— (p7) |p 2 q,T € Ay}
U {i,ly —0]iels)}.

Par le lemme 4.1.2 et par construction, S(A) = S(B).

2. Soit A = (Qa,l4,A4) un automate alternant élagué sur I'y. Nous construi-
sons un automate B = (Qpg,Ip,Fp,Ap) acceptant S(A). I’ensemble des
états Qp = Q4 U { e} ol e est un symbole n’appartenant pas a Q4. Les
états initiaux sont Ip = {g € Qa | ¢ — 0 € A} U{e}. Les états finaux
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F's sont les états initiaux I4 de A. Enfin, 'ensemble des transitions de Apg
est défini par:

Ap = {g—pT|pT —q7 €A}
U {e—efyel})}
U {e5pT|yelQetpT —0c Ay}
Par construction et par le lemme 4.1.2, S(A) = S(B).
]

Exemple 4.3.15. Reprenons 'automate A sur I'y présenté dans I'exemple 4.3.2.
[’automate B = (Qp,Ip,Ap) alternant élagué sur I'y construit dans la proposi-
tion 4.3.14 est donné ci-dessous. L’ensemble des états Qp = {i,p,q.f }, I ={f},
et 'ensemble des transitions Ag est:

i{le}—0 - (ia) p— (i,1)

q— (p,a) p—(¢1)  f{Li}— (pa).

Ainsi la pile [[aa][a][]], est acceptée par I'exécution:

(f[[aa][a][]],) — gn[[aa][&] [a]];) — (¢ [[aa][a]ly)

2
a . a . a .
— (p,[[aa]laa]]y) — (i, [[aa]]y) — (i [[a]]y) — (i []5).
Une conséquence directe de la proposition précédente est que les ensembles
de Raty sont acceptés par les automates alternants sur I'y.
Une autre propriété de base des automates alternants est que les langages
qu’ils acceptent sont clos par union et intersection.

Proposition 4.3.16. Pour tout automates A et B alternant sur 'y, les langages
S(A)NS(B) et S(A)US(B) sont acceptés par des automates alternants sur Iy

Démonstration. Soit A = (Qa,la,A4) et B = (Qp,I5,Ap) deux automates al-
ternants sur I'y. Nous pouvons sans perte de généralité supposer que Q4 et Qg
sont disjoints. L’automate C' = (Q4 U @p,l4 U Ig,A4 U Ap) accepte le lan-
gage S(A) US(B). Soit e un symbole n’appartenant pas & Q4 U @p. L’automate
D=(QsUQpU{e},{e},Ap) d’ensemble de transitions

Ap = Aj4UAp U{O — (iA,ﬁ) A (iB,é) | 14 €Elgetiy € IB}.
accepte le langage S(A) N S(B). O

Remarque 4.3.17. Nous n’obtenons pas la fermeture par complémentaire car
nous n’autorisons que l'acceptation par exécution finie. Il est possible de définir
une notion d’automate alternant plus générale qui autorise I'acceptation par une
exécution infinie et qui implique la fermeture par complémentaire. Toutefois, cette
notion n’est pas nécessaire dans le cadre de notre étude.
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Nous allons maintenant présenter une propriété des exécutions des automates
alternants. La proposition ci-dessous montre que nous pouvons toujours supposer
que I'exécution de I'automate est telle que si & deux points de son exécution 'au-
tomate arrive dans une méme configuration, alors il applique la méme transition.
Une telle exécution est dite positionnelle.

Définition 4.3.18. Une exécution & = (T,C) d’un automate alternant A sur Ty,
est positionnelle si pour tout u et v € Vp, C'(u) = C(v) implique Pg(u) = Pg(v).

Par exemple, I'exécution présentée dans la figure 4.2 est une exécution posi-
tionnelle car tous les noeuds de 7" sont étiquetés par des configurations différentes.

Nous allons établir que ’on peut se restreindre aux exécutions positionnelles
d’un automate alternant sur I';.

Proposition 4.3.19. Pour tout automate A alternant sur Iy, toute pile acceptée
par A est acceptée par une exécution positionnelle de A.

Démonstration. Soient A = (Q,I,A) un automate alternant sur I'y et s une pile
de Stacksy (') acceptée par A. A chaque exécution € = (T',C) de A, nous associons
I’ensemble X¢ de configurations défini par:

Xe ={c e Q x Stacksg(I") | Ju # v € Vp,C(u) = C(v) = cet Pg(u) # Pe(v)}.

Par définition, une exécution est positionnelle si et seulement si Xg = ().

Commencgons par établir que pour toute exécution £ acceptant s € Stacksy(T")
avec Xg # (), il existe une exécution £ acceptant s telle que |Xg/| < |Xg|.

Soit & = (T,C') une exécution de A acceptant s telle que X¢ # (). Comme T est
fini, il existe cg € X¢ et ug € Vr tels que C(ug) = ¢o et 'image par C' des autres
sommets de T},, ne contient pas d’¢léments dans X¢ (i.e. C(Vr, ) N Xe = ().
Soit V; I'ensemble des noeuds de T qui sont étiquetés par ¢y et tels qu’aucun de
leurs ancétres ne soit étiqueté par c:

%:{UEVT|C(u):coeth#UGVT,vT*u:>0(v)7éco}.

L’exécution &’ est construite a partir de £ en substituant, dans £’ le sous-
arbre T, a tous les sous-arbres enracinés en V5. Comme par définition de V4,
les sous-arbres enracinés en Vj sont tous disjoints, la substitution est bien définie
et 'on vérifie facilement que £’ est une exécution acceptant s. Par construction,
X¢ C Xg et par définition de T,,, ¢o ¢ X{. Donc | X¢| < |Xgl.

Soit & une exécution de A acceptant s avec | Xg | minimale. Il suit de ce qui
précéde que Xg, = () et donc que & est positionnelle. O

Remarque 4.3.20. La proposition 4.3.19 peut étre vue comme un cas particulier
du théoréme 1.4.5 de détermination positionnelle des jeux de parité. En effet,
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nous pouvons définir la sémantique d’un automate alternant A sur I'; par un jeu
de parité G4 = (Vo,V1,FE = Ey U E1,Q2) a deux joueurs.

Vo = @ x Stacksg(T")
Vi= {(6s)|0=4T = (7)Ao A(gns )
et V5 € [1,n],s; = R(~;)(s) est défini}
Ey = {((q78)7(578)) | (Q7S) < ‘/07(678) € Viet Head(é) = Q}
By = {((678)7((]75/)) ‘ (578) < ‘/17(%7) S ACt(é) et s’ = R(S)
et Vj € [1,n],5; = R(7;)(s) est défini}

La fonction €2 associe la parité 1 a tous les sommets du jeu de telle sorte que toute
partie infinie soit perdante pour le Joueur 0. Il est facile de vérifier que le joueur 0 a
une stratégie gagnante depuis (¢q,s) € Vj si et seulement s’il existe une exécution
de A partant de (q,s). De plus si cette stratégie est positionnelle, 'exécution
correspondante I'est aussi. L.a proposition 4.3.19 suit alors du théoréme 1.4.5. Ce
raisonnement est une adaptation immédiate de la preuve de[Wal96a, Wal02| ou
I’auteur montre que pour les automates d’arbres alternants avec conditions de
parité il est possible de se restreindre aux exécutions positionnelles.

4.3.2 Automates alternants réduits sur I';.

Dans ce sous-paragraphe, nous définissons un forme normalisée des automates
alternants sur I', et nous montrons que tout automate alternant est équivalent a
un automate normalisé. Intuitivement, un automate normalisé (que nous appel-
lerons réduit) ne peut, dans une exécution & = (7',C'), lancer deux exécutions en
paralléle avec la méme instruction et ne peut visiter deux fois une méme pile.

Définition 4.3.21. Un automate A alternant sur I'y est réduit si pour toute
exécution €& = (T.,C') de A,
— 'arbre T' est déterministe,
— pour toute pile s € Stacksg(I'), il existe au plus un noeud u; € Vr tel que
C(us) = (g,8) pour un certain ¢ € Q.

La proposition ci-dessous fournit une caractérisation alternative d’un auto-
mate réduit qui permet de dériver des conditions syntaxiques assurant qu’un
automate alternant sur I'; est réduit (cf. remarque 4.3.23).

Proposition 4.3.22. Un automate A alternant sur 'y, est réduit si et seulement
si pour toute exécution € = (T,C) de A, T est déterministe et que le langage des
branches de T est un ensemble de suites réduites d’instructions.

Démonstration. Nous prouvons les deux implications.
Soit A un automate alternant sur I'j,. Supposons, par I’absurde, qu’il existe
une exécution & = (T,C') de A avec T déterministe et dont le langage des branches
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n’est pas réduit. Il existe, donc, deux nceuds u et v de T tels que u 7—;> v. Si

C(u) = (p,s) et C(v) = (¢,s'), nous avons par définition d’'une exécution, s’ = s
ce qui contredit le fait que A est réduit.

Soit A un automate alternant sur I'; tel que pour toute exécution & = (T,C')
de A, T est déterministe et le langage des branches de T est un ensemble de suites
réduites.

Supposons par I'absurde qu'il existe une exécution & = (7,C) avec T' détermi-
niste, une pile s € Stacks,(I") et deux noeuds u # v € Vi tels que C(u) = (qy,s) et
C(v) = (qu,s). Soit r I’ ancétre commun de u et de v avec C(r) = (g¢,,s"). 1l existe
pu et p, € (I'Q)* tels que r p—;> uetr p—;> v. Par définition d’une exécution, nous
avons s = R(p,)(s) et s = R(py)(s'). Parle lemme 4.1.2, s = R(pupy)(s). Comme
u # v, pyp, N'est pas vide et par la proposition 4.1.9, p,p, n’est pas réduite.
Comme par définition de A, p, et p, sont réduites, il s’en suit que o, (|p.|) = po(1).
Donc p, (1) = p,(1) ce qui contredit le fait que 7" est déterministe. O

Remarque 4.3.23. Remarquons les faits ci-dessous:

1. Pour tout automate A = (Q,I,A) alternant réduit sur I'y, nous pouvons,
sans perte de généralité, supposer que @) = @' xI'pU{e} ot e est un symbole
n’appartenant pas a Q' UI'Y, I C Q' x {e} et que les transitions de A sont
de la forme:

(27),T — ((@7) 7)Ao A (GnsYn) )

avec pour tout ¢ # j € [1,n], v; # 7; et pour tout i € [1,n], v; # 7 si v #
e. Dans la suite, nous supposerons toujours que les automates alternants

réduits considérés sont de cette forme.
2. Toutes les exécutions d’'un automate réduit sont positionnelles.

3. La taille d’'un automate alternant réduit sur I';, est bornée par Fk\Q]Fk“.
Si l'on fixe I', |A] est donc polynomial en son nombre d’états.

En adaptant légérement les constructions de proposition 4.3.14, nous pouvons
montrer que, pour tout automate alternant élagué et réduit sur I'y, il existe un
automate réduit sur I'y équivalent (et vice-versa).

Proposition 4.3.24. Les automates alternants €lagués réduits sur I'y, et les au-
tomates réduits sur 'y, sont équivalents:

1. Pour tout automate A alternant élagué réduit sur Iy, il existe un automate

B sur T'y tel que S(B) = S(A) et |Qp| = Q4|

2. Pour tout automate A réduit sur Ty, il existe un automate B alternant
élagué réduit sur Iy, tel que S(B) = S(A) et |Qp| < [Tk| - (|Qa| +1).
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Démonstration. Nous établissons les deux propositions.

1. Nous adaptons la construction 2 de la preuve de la proposition 4.3.14 de
maniére a garantir que 'automate sur I'y, soit réduit. Soit A = (Qa,l4,A4)
un automate alternant, élagué et réduit.

Nous construisons un automate B = (Qp,Ip,Fp,pup,Ap) réduit sur I'y, équi-
valent a A.

L’ensemble des états Qp est (QaU{®}) x (I't U{e}) on e est un symbole
n’appartenant pas a Q. Les états initiaux sont Ip = {(q,¢) | ¢,T — 0 €
A }U{ (e.¢) }. Les état finaux sont Fg = [4 x (' U{ e }). Enfin, I'ensemble
des transitions de Apg est défini par:

AB = {(C],”Y) Li) (p77,)aT ’ p>T - (Q>:>/) € AA et 7, 7é :Y 7& 6}
U {(e7) L pA)T | pT —0eAyety #75+e
U {(e7) == (o) | ¥ #7 #¢}

ol y et 7 appartiennent a I'Y U { ¢ }.
Par construction et par le lemme 4.1.2, S(A) = S(B).

2. 1l suffit de remarquer que la construction 1 de la preuve de la proposi-
tion 4.3.14 produit un automate alternant et élagué réduit si 'automate
sur I';, fourni en entrée est réduit.

O

4.3.2.1 Equivalence entre automates alternants et automates alter-
nants réduits.

Nous établissons que les automates alternants sur I'j, sont équivalents aux
automates alternants réduits sur I'y,. Comme les automates alternants et réduits
sont, en particulier, des automates alternants, il suffit de construire pour tout
automate A alternant sur ', un automate B alternant réduit équivalent. Intui-
tivement, une exécution acceptante de B va simuler une exécution acceptante
positionnelle de A.

Proposition 4.3.25. Pour tout automate A = (Qa,14,A4) alternant sur Ty, il
existe un automate B = (Qp,I5,Ap) alternant réduit sur Ty, tel que S(A) = S(B).
De plus, |Qg| est bornée par exp[1](|Qal).

Démonstration. Soit A = (Qa,14,A4) un automate alternant sur I';. Nous com-
mencons par éliminer les e-transitions de A. Cette transformation n’augmente
pas le nombre d’états de A et peut étre réalisée en temps exp[1](|Qal).

Nous construisons un automate B = (Qp,[5,Ap) alternant réduit sur T
équivalent & A. L’automate B est construit de maniére a obtenir une bijection
entre les exécutions de B et les exécutions positionnelles de A.
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[’ensemble des états de B est:
Qp = (TY U {e8}) x Strat 4 x 2904%@a x 9Qax@a

ot Strat4 est 'ensemble des fonctions partielles f de ()4 dans A4 telles que pour
tout ¢ € Dom(f), Head(f(q)) = g. Pour toute fonction f € Straty et pour tout

o . 2
v € I'Y, nous définissons la relation — par:
f

%: {(p,q) | p € Dom(f) et (¢q,v) € Act(f(p))}.

Les transitions de B contiennent deux types de transitions. Une transition de
la forme:

(P)/O?f>RT>Rl)7T - /\ ((P}/a.f'yaRfTwR}y) 77)

YER
avec v € I'y, RC TP\ {70 }, f.f, € Strat4 et RT,RL,Rl,R}Y C Q4 x Q4 appartient
a AB Si:
L. pour tout v € I'Y \ {Jo} et pour tout p,g € Qa:
p%q = 7 € Retqe Dom(f,)

p%q = ¢ € Dom(f)
vy

. T =max{t € Test(d) | 6 € Im(f)}

W N

4. pour tout v € R,

~/!

Rl -7, U AR -4 e A e A A I -1 I
Th R Fo oty f
v €R\{7} ” ’
5.
(RTURY" N {(q.9) | ¢ € Qa} =10.
6. pour tout v € R,

Dom(f,) = (2 ()" ) (Dom( 1)



Accepteurs finis 111

Le deuxiéme type de transitions correspond aux «transitions initiales». Une
transition de la forme:

(o.f,0,RN T — /\ ((v.f+-RLRY) )

YER

ou R CTY, f,f, € Straty et Rl,R"RL C Q4 x Q4 appartient & Ap si elle satisfait
les conditions 1,2,3,4 et 5 ainsi que la condition 7 présentée ci-dessous:

7. il existe ig € I N Dom(f) tel que pour tout p € Q 4,
p € Dom(f) & (ig,p) € R

L’ensemble des états initiaux Ip est égal a {(o,f,0,R') | f € Straty,R} C
Qa X Qa}.

Intuitivement, si dans une exécution € = (T,Cp), un nceud u de Tp est
étiqueté par Cp(u) = ((v,f,R",R"),s) alors il existe une exécution positionnelle
de A qui quand elle visite la pile s adopte la «stratégie» décrite par f. Les
ensembles R et R' servent a garantir que 1’exécution positionnelle de A suivant
la stratégie décrite par Ep est bien finie (cf. exemple 4.3.26).

Nous définissons maintenant une application W entre les exécutions position-
nelles acceptantes de A et les exécutions acceptantes de B.

Définition de V.

Pour toute exécution positionnelle £4 = (T'4,C4) de A commengant par (ig,So),
Iexécution V(Ey) = Ep = (T,Cp) est définie comme suit. L’arbre T est défini
par:

VTB = 7T2(CA(VTA))
Tp = {(s,78) € Vo, X I X Vi | psg.sr = pso.s7}-

Ol Psy.s (T€SP. ps,.s) désigne la suite réduite transformant sy en s (resp. s).

Par la proposition 4.1.9, il suit que Tz est déterministe. Comme 74 est fini,
Ts Pest aussi.

Nous définissons maintenant I’application C'z. Pour tout s € Vp,, nous défi-

nissons Cg(s) = ((7,f,R!,RY),s) par:

. . . . ¥
7 =esis=sgetsinon y €'} est tel qu'il existe s’ € Vp,, avec s’ Pt
B

la fonction partielle f est la fonction de Strat, définie pour tout ¢ € Q4
par:

Flq) = { e, (v) §'il existe v € Vp,, Ca(v) = (q,s)

non définie sinon

Comme &4 est positionnelle, f appartient bien a Strat 4.
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— siy = e, alors Rl = () et sinon R C Q4 X Q4 est I'ensemble des couples

. . . ol Y1 Tn Y
(p,q) € Qa x Q4 tels qu'il existe une suite u — ug — ... — U, — v
Ta Ta Ta Ta

avec n > 0 telle que Ca(u) = (p,s), Ca(v) = (¢,s) et s & m({Calw;) | 1 €
[0,n]})-

R' est I'ensemble des couples d’états (p,q) € Qa x Q4 tels qu’il existe un

calcul ug % % up, avec n > 0 tel que Cy(ug) = (p,s), Calu,) = (q,s)
A A

et R(¥)(s) n'appartient pas & m({Ca(u;) | i € [0,n]}) (si v # ).
Il nous faut vérifier que £z est bien une exécution de B. Pour tout s € Vp,,
nous supposerons que C(s) = (gs,5) et ¢s = (Vs,fs,RL,RY). 1l nous faut montrer
que pour tout s € Vp,, la transition J, définie ci-dessous appartient a Ap.

63 - q87{t} - /\ (QSMV)'

YER

o t = max{t € Test(d) | 6 € Im(f,)}, R={yeIy]|s TL> sy} et s, =TR(7)(s).

Par définition de Tz, 7, n’appartient pas a R.

Nous distinguons deux cas selon que s est égale a sy ou non.
Cas s # s. Il faut établir que d, vérifie les conditions 1,2,3,4,5 et 6 de la définition
de AB-

1. Soit v € T'Y \ {7s} et soient p,g € @ tels que p fi> g. Par définition de
Ep, il existe u € Vp, tels que Cy(u) = (p,s) et (q,'y‘) € Act(P4(u)). Donc

il existe v € Vp, tel que Cs(v) = (¢, R(7)(s)). Donc ¢ € Dom(f. ). L'autre
implication est similaire.

2. Immeédiate par définition de d;.

3. Il nous faut établir que:

+
s U(f MR f fw)
S%)S»Y

L’inclusion réciproque suit de la définition de R} et des Riv. L’inclusion
directe est une conséquence immeédiate du lemme 4.1.12.

4. Cette condition est similaire a la précédente.

5. Supposons par I'absurde qu’il existe p € Q4 tel que (p,p) € (Rl U RH)*. 11

suit de la définition de ces ensembles qu’il existe u,v € Vp, tels que u T—>* v
A

et Cy(u) = (p,s) et Cp(v) = (p,s). Comme E, est positionnelle, il suit que
T4 contient une branche infinie; ce qui contredit le fait que T4 est fini.



Accepteurs finis 113

6. Soit v € R, montrons que Dom(f, ) :% -Riw(Dom(fs)). L’inclusion

réciproque suit de la condition 1 et de la définition de Riv. Pour l'in-
clusion directe, supposons, par I'absurde, qu'il existe p € Dom(f, ) et

D ¢fi> -R! (Dom(f,)). Comme p € Dom(f;, ), il existe un chemin wg -,

Ta

U .. Uy % u, tel que ug = r(Ty) et C(u,) = (p,s,). Comme par défi-
A

nition de T pgy s, = Pso,s7- il suit quil existe £ € [1,n — 1] tel que C'(uy) =
(pe,s). Soit £y le plus grand indice satisfaisant cette propriété. Par définition
de fs, pe, appartient a Dom( f,). Par maximalité de £y, (pg,,p) € Riw et donc

P e% -Riw(Dom(fs)); ce qui améne la contradiction.

U est une injection. Soient £4 = (T4,C4) et &) = (T,C")) deux exécutions
positionnelles de A distinctes de A. Montrons que W(E4) # W(EY).
Si Ca(r(Ta)) = C%(r(T7%)) alors comme 4 # £, les stratégies associées aux
deux exécutions différent et donc W(E4) # V(EY).
Sime(Ca(r(Ta))) = ma(Ch(r(Th))) et ia = m(Ca(r(Ta))) # m(Cu(r(Th))) = ia,
remarquons qu’a cause de la condition 5, I'état ¢ satisfaisant la condition 7 est
unique. Par la condition 7, les images par W de £4 et &) sont différentes car dans
un cas 4 remplit la condition 7 et dans l'autre c’est 7/,.
Si mo(Ca(r(Ta))) # ma(C(r(T7%))), par définition de U, W(E4) # W(E,).

Dans tous les cas, nous avons U(E€4) # V(Ep).

U est une surjection. Soit € = (T5,Cp) une exécution acceptante de B
acceptant la pile sg. Nous allons construire une exécution positionnelle £, =
(T4,C4) de A telle que W(E4) = Ep.

Intuitivement, £, est I'exécution positionnelle de A qui suit la stratégie définie
par 'exécution £g. Comme B est réduit, nous pouvons sans perte de généralité
supposer que Vr, C Stacksi(I') et que pour tout s € Vp,, Cp(s) = (gs,s). De
plus, nous supposerons dans la suite ¢, = (7s,fs, R, R}). Par définition de Ip et
de Ap, il existe un unique ig € Dom( fs,) N 14 satisfaisant la condition 7.

Nous définissons €4 = (T4,C4) comme suit :

VTA - {quSOaP)/l?(h?Sl? cee aPYn?q?lasn ‘ qo = Z.Oa
Ve 0n—1],q % Git1 et siv1 = R(7iv1)(si)},
Ta = {(uyuygs) € Vi, xT9 x Vp, | g € Qa et s € Stacks,(T)}.

et pour tout ugs € Vr, (ot ¢ € Q4 et s € Stacksg(I")),

Ca(ugs) = (q,s).
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Par construction T4 est un arbre déterministe. Pour établir que £4 est une
exécution, il suffit de montrer que 7'y est fini. Comme le montre 1" exemple 4.3.26,
la finitude de T4 est garantie par les ensembles R! et R!.

Exemple 4.3.26. Considérons 'automate C' = (Q¢,lc,A¢) avec Q¢ = {i,p},
Io = {i} et Ac = {i — (p,a),p — (i,a)}. Le langage S(C) est vide car une
exécution acceptante de C' ne peut étre finie.

Si nous omettions les ensembles R' et R! de la construction de 'automate
réduit, nous obtiendrions un automate D avec deux transitions:

(.afO) - ((&>f1)>&) (&nfl) —0

ou fo et fi sont définies par fo(i) = dy et fi(p) = d;. Le langage accepté par D
est non vide.

Si maintenant nous ajoutons les ensembles R! et R', le langage accepté est
vide. En effet, 'automate réduit construit dans cette preuve ne contient pas de
«transition initiale». En effet, si une transition § = (e,f,RI R}) — A appartient
a I'ensemble des transitions, I’état initial ¢ appartient & Dom(f) par la condition
7. Par la condition 3, il suit que R' contient (i,i). Donc § ne peut satisfaire la
condition 5.

Avant d’établir que T4 est fini (cf. fait 4), il nous faut établir des propriétés
liant les ensembles R! et R! apparaissant dans Im(Cp) et I'exécution E4.

Fait 1. Par construction de Ta, nous avons mo(Ca(Vr,)) € Vi, et pour tout
u € Vp,, Ca(u) = (p,s) implique p € Dom(f).

Fait 2. Pour tout u,v € Vp, tels que Ca(u) = (p,s), Ca(v) = (q,s) et u TL> v
A
avec pour tout o' = p, R(p')(s) # R(p)(s), (p,q) € RL.

La preuve procéde par récurrence sur la longueur de p en utilisant le lemme 4.1.12
et la condition 3.

Fait 3. Pour tout s € Vp, tel que v, # o et pour tous u,v € Vp, tels que

Ca(u) = (p,s), Ca(v) = (q,5) et il existe u == ug — ... 2 u, — v tel que
Ta Ta Ta T4

s € m({Ca(us) | i € [0,n]}), (p.g) € R

La preuve procéde par récurrence sur la hauteur de s dans Tx en utilisant le
lemme 4.1.12, le fait 2 et la condition 4.

Fait 4. Nous pouvons maintenant établir que Ty est fini.

Supposons, par I’absurde, que T}y est infini. Comme T4 est déterministe, par
le lemme de Konig, T4 a une branche infinie. D’aprés le fait 1, 'ensemble C'y (V7,)

est fini et il existe donc u et v € Vi, tels que Cy(u) = Ca(v) = (p,s) et u TL> v.
A
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Par le lemme 4.1.12 et par les faits 2 et 3, il suit que (p,p) € (R} U Rl ce qui
contredit la condition 6.
Nous dérivons la réciproque du fait 2.

Fait 5. Pour tout s € Stacksy(T") et pour tout (p,q) € R tel que (p,s) € Ca(Vr,),
il existe u,v € Vp, tel que Ca(u) = (p,s) et Ca(v) = (¢,s), u TL> v avec pour tout
A

P Ep R(P)(s) # R(7)(s).
La preuve procéde par récurrence sur la structure de I'arbre T4 (qui est fini) en
utilisant la condition 3 et le lemme 4.1.12.

Nous pouvons maintenant établir la réciproque du fait 1.

Fait 6. Pour tout s € Vp, et pour tout p € Dom(fs), il existe u € Vg, tel que
CA(U) - (pas)‘
La preuve procéde par récurrence sur la hauteur de s dans T en utilisant le fait

4 et la condition 6 et 7.
Enfin, nous pouvons établir la réciproque du fait 3.

Fait 7. Pour tout s € Vg, tel que vs # o et (p,q) € R, il existe une suite

U ug = w, s v avee n > 0 telle que Calu) = (p,s), Ca(v) = (g,5)
T4 Ty Ty T4

et s & mo({Ca(u;) | i € [0,n]}). La preuve procéde par récurrence sur la hauteur

de s dans Tz en utilisant les faits 4 et 5 et la condition 4.
Par le fait 4 et par construction de £4, £4 est une exécution acceptante de A.
Et par les faits 1 a 7, £ est 'image par ¥ de £4.

Conclusion. Nous avons donc établi que W est une bijection des exécutions
positionnelles acceptantes de A dans les exécutions acceptantes de B. Nous avons
donc:

O

Exemple 4.3.27. Considérons 'automate A, alternant sur I's présenté dans
I'exemple 4.3.12. La preuve de la proposition 4.3.25 construit un automate By
alternant réduit sur I's acceptant le méme langage que A,. La figure 4.3 présente
I'exécution de By correspondant a I'exécution de A, présentée dans la figure 4.2.

4.3.2.2 Equivalence alternants et non-alternants au niveau 1.

Nous concluons ce paragraphe en donnant une premiére application de 1’équi-
valence entre les automates alternants sur I';, et les automates alternants et ré-
duits sur I';. Nous allons montrer qu’au niveau 1, les automates alternants sur
I'; acceptent exactement les ensembles de Rat;.
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(2, [[aSab3ab]],) —1> (e1,[[...][aSabSab]],)

i

i = (.7fi7®?{ (qO,SIi),(qo,Sg) })
(d1,[[aSatSa]],) er = (Lfe0.{(q"r)).(a"r9) })
i(’z €2 = Egaj}gagé quarﬂl);?](f)]lvrg) })
€3 = sJess Vs plﬂ“g
(d2, [{aSab§]],) €4 = (E>fe4a@>®)
l@ s = ((:17f65a@7®)
(da, [ [aSab]],) : s = (3.1e,0.0)
! dl = (@fdp(ba@)
i dy = (b,fd2,®,@)
| b = (afy00)
v: l?g dy = (C_L7fd47®7®)
(d3,[]2) (es, [[.--1[a]ly)

F1G. 4.3 — L’exécution de l’automate By acceptant [[a$ab$ab]],.

Au niveau 1, cette propriété peut étre obtenue en remarquant que ’ensemble
des piles acceptées par un automate alternant sur I'y correspond a un ensemble
de sommets de 'arbre binaire complet A, définissable en logique du second ordre
monadique. Tl suit alors du théoréme de Rabin [Rab69] que cet ensemble est
rationnel.

Nous présentons une preuve reposant sur la proposition 4.3.25. La complexité
de la transformation est moins élevée qu’en passant par la définissabilité en logique
du second ordre monadique. De plus, cette preuve se généralise a tout niveau (cf.
proposition 4.3.41).

Nous savons par la propriété 4.3.25 que nous pouvons nous concentrer sur
les automates alternants réduits sur I';. Nous «élaguons» ces automates. Nous
donnons l'intuition de cette transformation sur un exemple simple d’automate
alternant réduit sur I';.

Exemple 4.3.28. Considérons un automate A = (Qa,/4,A4) alternant réduit
sur I'y ot Q4 = {4,p.q,r }, La = {7} et ot Ay est Pensemble des transitions:

61 =1 — (i,b) A (p,a) b =1 — (i,a) A (¢,b) 93 =1i,11—0
o1 =p— (pa)A(pb) d=p—10 9 = q — (¢,a)
L’automate A accepte le langage {[0"], | n > 0}. En effet, il suffit de remarquer

que la transition d, ne peut pas apparaitre dans une exécution finie de A.
Nous construisons un automate B alternant élagué sur I'; équivalent a A.
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Pour toute transition 6 = p,7 — R € A4, nous définissons la transition élaguée
correspondante § = p, T — RN (Q4 x T'). Ainsi

0y =i— (i) dy=i—(i,a) Oy=1i, Ly —0
oy =p—10 05 =p — 0 6 =q— 0

Nous ne pouvons nous contenter de prendre {S | § € A} comme ensemble de
transitions de B. En effet, un tel automate accepterait {[w], | w € {a,b}*}.

Pour décider quelles transitions élaguées doivent étre conservées, il nous faut
considérer le reste de la transition élaguée. Pour toute transition § = p,T — R,
nous définissons la transition ¢’ = p — RN (Qa x I'). Comme A est réduit, toute
exécution de A commencant par ¢’ est entiérement étiquetée par I'. Il est aisé de
montrer que Sy (A) est soit vide soit ’ensemble de toutes les piles sur T

Pour pouvoir inclure  dans Pensemble des transitions de B, il nous suffit
donc de vérifier que Sy (A) est non vide. Dans notre cas, on vérifie facilement que
seules 05 et d; ne vérifient pas cette condition.

L’automate B = (Q4,l4,Ap) a pour ensemble de transitions:

op=i—(i,p) ds=14L1 =0 d=p—0 b=p—0

Par construction, S(B) C S(A). Pour I'inclusion réciproque, il suffit de montrer
que toute exécution acceptante de B peut étre étendue en une exécution accep-
tante de A. Ceci est garanti par le fait que S5(A) est égale a Stacks;(I'). Cette
construction est illustrée par la figure 4.4.

(4, [bb]y) (4, [bb]y)
7
(p, [bbal,) b b
Y Y
(4, [b]y) (@, [b]y)
7
(p, [baly) b b
v ¥
(7’7[]1) (17“1)
—

(p:[aly)

F1G. 4.4 — Une exécution de A acceptant la pile [bb], et l'exécution de B corres-
pondante.

Le lemme suivant permet de décider quelles transitions de 'automate élaguer
dans 'automate alternant réduit sur I';.
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Lemme 4.3.29. Pour tout automate A = (Qa,14,A4) alternant et réduit sur I'y
et pour toute transition 0 € A4 telle que Test(0) = 0 et mo(Act(0))NT = 0, Ss5(A)
est soit égal a () soit a Stacksy(T'). De plus, nous pouvons en décider en O(|A]).

Démonstration. Soit A = (Qa,l4,A4) un automate réduit alternant sur I'; et
0 satisfaisant les conditions de I’énoncé. Comme nous ne nous intéressons qu’a
Ss(A), nous pouvons supposer que pour tout § € Ay, Test(d) = 0 et mo(Act(0)) C
I". Il suffit de montrer que si S5(A) est non vide alors S5(A) est égal a Stacks(I).

Supposons qu’il existe une pile s appartenant a A4 acceptée par une exécution
Ea = (T4,C4) commengant par § en s. Par définition d’une exécution, pour tout
u € Vr,, la pile mo(Ca(u)) étiquetant u est égale & R(p,)(s) ou p, € I'] est telle
que 7(T4) % u. Comme T4 n’est étiqueté que par I, il suit que p, appartient a

A

[ et donc m(Ca(u)) = spy.
Soit s" € Stacks;(I"). Nous définissons une exécution £ = (174,C";) acceptant s'.
Pour tout u € Vp,, C’(u) = (m(Ca(u)),s'py,). 1 est facile de vérifier que &'y est
bien une exécution de A et par construction, £, commence en s’ par J. Donc s’
appartient a Ss(A).

Pour la partie effectivité, il suffit de tester le vide de Ss(A). D’aprés les res-
trictions syntaxiques sur A, cela revient a tester le vide d’'un automate d’arbre

top-down non-déterministe. Ce test peut étre fait en O(]A|) (voir par exemple
[CDGT]). O

Nous pouvons maintenant établir que tout automate alternant réduit sur I'y
est équivalent & un automate réduit sur I';.

Proposition 4.3.30. Pour tout automate A alternant et réduit sur I'y, il existe
un automate réduit sur I'y tel que S(A) = S(B). De plus, |Qp| < |T'x|- (|Qa| +1).

Démonstration. Soit A = (Qa,l4,A4) un automate alternant réduit sur I';. Nous
pouvons, sans perte de généralité, supposer que pour toute transition 0 € Ay,
|T9(Act(6))NT| < 1. En effet, pour tout z # y € T', Dom(R(z))NDom(R(y)) = 0.

Nous élaguons A pour obtenir un automate B = (@Qp,I5,Ap) élagué réduit
sur T';. Pour toute transition § = p,T — R € Ay, nous définissons 6 = p,T —
RN(QaxT)etd = — RN(Q4x x ') ol e est un symbole n’appartenant
pas & Q4. La transition ¢’ vérifie les conditions du lemme 4.3.29. Cependant ¢’
n’appartient pas a Ay4. Soit Ay 'automate obtenu en rajoutant ¢ a Ay.

Nous prenons QQp = Qa, Ig = I4 et Ap est défini par:

Ap={5]0€ Ayet Sy(Ay) # 0}

Par construction B est élagué. Comme A est réduit, B l'est aussi. Par le
lemme 4.3.29, B peut étre construit en temps exp[0](|4]).
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Par construction, S(B) C S(A). Pour l'inclusion réciproque, il suffit de mon-
trer que toute exécution acceptante de B peut étre étendue en une exécution
acceptante de A. Ceci est garanti par le fait que pour tout § € Ag, S5(A) est
égale a Stacks) (I") (cf. lemme 4.3.29).

D’aprés la proposition 4.3.24, il existe un automate C' réduit sur I'; équivalent
a B avec |Qc| < |Tk|(|Qp| + 1). O

En combinant la proposition 4.3.25 et la proposition 4.3.30, il suit que tout
automate alternant sur I'; est équivalent & un automate réduit sur I'y.

Proposition 4.3.31. Pour tout automate alternant A sur I'y, il existe un au-
tomate B réduit sur I'y tel que S(B) = S(A) et tel que |Qp| est bornée par

exp[1](|Qal)-

Nous verrons dans ce paragraphe 4.4.2 que nous pouvons, avec la méme com-
plexité, transformer un automate alternant sur I'; en un automate réduit déter-
ministe sur I'; 7.

Par la proposition 4.3.14 et la proposition 4.3.31, il suit que Rat, (I') = Alt;(T").

4.3.3 Automates sur I', avec tests.

Pour étendre la proposition 4.3.30 a tous les niveaux, il nous faut introduire
la notion d’automate avec tests.
Nous commencons par définir formellement les opérations de test. Pour tout ¢ > 1
et k > ¢, 'opération de test de niveau k associée a un langage L C Stacks,(T),
notée Testlz, est définie pour toute pile s € Stacks,(I") par:

ko [ s si top,(s) € L,
Testr(s) = { non défini sinon.

En d’autres termes, 'opération Test]z est I'identité de niveau k restreinte a I’en-
semble des piles de niveau k dont la derniére pile de niveau ¢ appartient a L. Nous
définissons naturellement I'instruction correspondante notée T¥ et nous étendons
R en prenant R(TF) = Testh. Quand k se déduit du contexte, nous écrivons
simplement Test, et T7.

Un automate sur [, avec tests dans un ensemble fini £ de parties de Stacks,(I")
(pour ¢ < k) est défini en ajoutant, aux tests de fonds de piles, des instructions
de test dans 7% = {TF | L € L}. Pour tout T'C T}, nous définissons Dom(7T') C
Stacks, par:

_J Neepny Le siT={Tf,....T} } avecn >0,
Dom(T) = { Stacks,(I')  siT =10

7. Rappelons qu'un automate réduit sur I'; est simplement un automate fini sur I'. La notion
de déterminisme est donc la notion classique pour les automates finis sur le monoide libre I'*.
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Définition 4.3.32. Un automate A sur I';, avec tests dans un ensemble fini £ de
parties de Stacks,(I") ou ¢ < k est un quadruplet (Q,I,F,A) ou (@ est ’ensemble
fini des états, I C ) et F' C () sont respectivement les ensembles des états initiaux
et finaux, et A C Q x I'? x Sing(I'}) x 272 x Q est I'ensemble des transitions.

Nous noterons p —— ¢,T,T" la transition (p,y,T,T",q) € A. Intuitivement dans
une configuration (p,s) I'automate A peut appliquer la transition p — ¢,7,7"
pour passer dans la configuration (gq,s’) si la pile s’ = R(7)(s) est définie et si &
appartient & Dom(7")

La notion de langage accepté est définie de maniéere analogue au cas des auto-
mates dans I'y. Nous pouvons définir de la méme maniére la notion d’automate
alternant sur I'y, avec tests dans £. De méme les notions d’automates réduits et
élagués se transposent immédiatement en présence des tests.

Exemple 4.3.33. Considérons le langage S de piles de niveau 2 sur I' = { a,b }
défini par:

{[Two][w1]...[wn]]ly, | wo€I*n>0etpourtoutiec [1,n],
w; Cw;—q et |w;|, mod 2 = |w;|, mod 2= 0}.

Ainsi les piles [[abbaaabb|[abbaaa|[abba][]], et [[abbaaabb]|abba]], appar-
tiennent a S. Il est facile de vérifier que S appartient & Rats. Nous donnons
un automate A = (Q,I,F,A) réduit sur I'y avec tests dans { A,B} ou A et B
sont les langages de piles de niveau 1 respectivement définis par {w € T | |w],
mod 2 = 0} et {w € I'" | |w|, mod 2 = 0} acceptant S. L’automate A est
représenté dans la figure 4.5.

Ql
o

a,b

(L{T3T5})

Fi1G. 4.5  Un automate réduit sur T'y avec tests dans {A,B} acceptant S.

Pour des raisons liées a la complexité des transformations, nous allons ajouter
au uplet définissant 'automate A = (Q,I,F,A) une application p de I dans 27z
La sémantique de cette application est qu'un état initial ¢ € I peut étre 1’état de
départ d'un calcul acceptant de A si et seulement si la pile vide [ |, appartient a
Dom(R(t)) pour tout ¢ € u(i). Du point de vue de I'expressivité, cet ajout n’a
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aucune incidence. En effet, nous pouvons supprimer g sans changer le langage
accepté, en prenant l'ensemble {i € I | [], € Dom(R(t)) pour tout ¢t € u(i)}
comme nouvel ensemble d’états initiaux. Cependant, le cott de cette transforma-
tion est lié au coit du test de 'appartenance de la pile vide | |, aux langages de
L. I’ajout de 'application p permet d’éviter de faire apparaitre ce cotit dans les
transformations présentées dans la suite du chapitre.

Nous prolongeons la correspondance entre les automates alternants élagués
sur I';, et les automates sur I';, en présence de tests. La preuve est une adaptation
immédiate de la preuve de la proposition 4.3.24.

Proposition 4.3.34. Les automates alternants €lagués sur I'y avec tests dans
un ensemble fini L de parties de Stacks,(I") avec £ < k et les automates réduits
sur I'y avec tests dans L sont équivalents:

1. Pour tout automate A alternant élagué (resp. élagué et réduit) sur Ty avec
tests dans L, il existe un automate B (resp. réduit) sur Iy avec tests dans
L tel que S(B) = S(A) et |Qp| = [Qal-

2. Pour tout automate A (resp. réduit) sur Ty, il existe un automate B al-
ternant élagué (resp. élagué et réduit) sur Ty tel que S(B) = S(A) et

1QB| < [Tk|(1Qal +1).

Remarque 4.3.35. Grace a ’'ajout de 'application pu, cette équivalence est ef-
fective sans présumer de la décidabilité de 'appartenance de la pile vide aux
langages de L.

Si nous enrichissons un automate sur 'y, 1 avec des tests dans Raty(T"), nous
n’augmentons pas l'expressivité du modeéle. En effet, soient R € Raty et [ €
Rat(I'}) telle que R = R(I)(] ],), il est facile de vérifier que:

Test’™ = copy, - R(I - Ly - (T'9)*) - copyy. (4.7)

Proposition 4.3.36. Pour tout automate A sur Iy 1 avec tests dans un ensemble
fini L C Raty, il existe un automate B sur T'yyq tel que S(B) = S(A). De plus
si chaque L € L est accepté par un automate Ay, € Rat(T'y) alors nous pouvons
supposer que |Qg| est bornée par exp|O](|A| + >, o |AL]).

Démonstration. Soit A = (Q,I,F,A,u) un automate sur Iy, ; avec tests dans un
sous-ensemble fini £ de Raty(T"). Pour tout L € £, nous notons I, un ensemble

de Rat(T';) tel que L = R(I;)([],). Pour toute transition § = p — ¢,T,T" € A,
nous définissons un ensemble rationnel d’'instructions de I'y,1, noté Ry, par:

Rs = {&& ST =0,
R5 = kTLliszk cee kTLn—LkIH];k siT = {TLU Ce ,TLn }



122 Ensembles rationnels de piles de piles

De la méme maniére, nous définissons pour tout état initial p € I un ensemble
de Rat(I'; ) associé a I'ensemble ;(p) et noté R,.

Soit As = (Qs,15,F5,As) un automate sur 'y acceptant le langage des suites
d’instructions Rs (i.e. Z(As;) = Rs). Nous pouvons, sans perte de généralité,
supposer que A posséde un unique état initial i5 et un unique état final fs5 (en
utilisant des e-transitions). De la méme maniére, nous prenons pour tout état
initial p € I un automate A, = (Q,,1,,F,,A,) acceptant R; et avec un unique
état initial 4, et un unique état final f,.

Nous supposons aussi que les ensembles (); et les (), sont deux-a-deux disjoints
et disjoints de Q.

Nous construisons maintenant I'automate B = (Qp,Ip,Fp,Ap) sur I'y1 en
prenant:

QB - QAUU(;GAQéUUpGIQi
Iy = {i,|pel}
Fg = F
Ap = UéeAA5UUpeIAP7
U {fy —plpell}
U {p—DLisT,fs——q|d=p—1¢T. T € AL

De l'équation (4.7), il suit que S(B) = S(A). O

Exemple 4.3.37. Nous illustrons dans cet exemple le résultat de la proposition
précédente sur 'automate A présenté dans I'exemple 4.3.33. Cet automate réduit
sur I'y avec tests dans { A,B } C Rat;(I") on A et B sont les langages de piles de
niveau 1 respectivement définis par {w € I'* | |w|, mod 2 = 0} et {w € T | |w|,
mod 2 = 0} accepte le langage:

S = {[{wo][wr]...[wn]]y | wo € T*,n > 0et pour tout i € [1,n],
w; C w;—q et |w;l, mod 2= |w;|, mod 2= 0}.

D’aprés la proposition 4.3.36, le langage S appartient a Rato(I"). La figure 4.6
présente un automate B sur I'y acceptant S.

Nous pouvons déduire un résultat plus fort pour les automates alternants: les
automates alternants sur I';, avec tests dans Alt, sont équivalents aux automates
alternants sur I'j,.

Proposition 4.3.38. Pour tout automate A alternant sur I'y, avec tests dans un
ensemble fini L C Alty, il existe un automate B alternant sur T'y, tel que S(B) =
S(A). De plus si chaque L € L est accepté par un automate Ay alternant sur Ty
alors nous pouvons supposer que |Qp| est bornée par exp[0](|Qa| + > ;. |AL])-
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FiGc. 4.6 Un automate B sur 'y acceptant le langage S présenté dans
l'exemple 4.5.33.

Démonstration. Soit A = (Qa,l4,A4) un automate alternant sur I'y avec tests
dans un ensemble fini £ C Alt,. De plus, supposons que chaque langage L € L
soit accepté par un automate A, = (Qp,[;,Ar) alternant sur I'y,. Nous pouvons
supposer, sans perte de généralité, que les ensembles d’états de tous ces automates
sont deux a deux disjoints.

Nous allons construire un automate B = (Qp,/5,Ap) alternant sur I'y accep-
tant S(A).

L’ensemble des états Qp est Q4 UJ, ., @1, les états initiaux I sont les états
initiaux de A et I'ensemble des transitions Ag est donné par:

Ap = {p,T — RA /\TEET’(iL’g) ‘ 0= p,T,T/ — ReAyetir € [L}

U ULeL Ay
Par construction, B est équivalent & A. Remarquons qu’en général, |B| est
exponentiel en |Qp|. O

4.3.3.1 Equivalence entre automates alternants et automates non al-
ternants.

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons que tout automate alternant sur
I';, est équivalent a un automate sur I'y.

L’étape clé est d’établir que tout automate réduit sur 'y ; est équivalent a
un automate réduit sur I'y,; avec tests dans Alt,. L’intuition de la preuve est la
méme que pour le niveau 1 (cf. sous-paragraphe 4.3.2.2).

Nous élaguons les transitions de 'automate A = (Q4,l4,A4) alternant et réduit
sur I'y 1. Pour toute transition 6 = p " — R € A, et pour tout v € 'y,
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nous définissons la transition élaguée 0, = p, T — RN (Qa x {7}) et le reste de
I'élagage 0, = o — RN (Qa < (I \ {7 }))-

Au niveau 1, 'ensemble S5 (A) était soit vide soit égal a Stacks; (I"). Aux ni-
veaux supérieurs, cette propriété n’est plus vérifice. Nous allons montrer qu’il
existe un automate alternant A;, de niveau £k tel que pour toute pile s =
[S1...8n]p4q avec Last(s) =7, s € S5, (A) si et seulement si s, € S(As,).

Ces automates et leurs propriétés sont donnés par les deux lemmes ci-dessous.

Lemme 4.3.39. Pour tout k > 1, tout automate alternant réduit sur U1, pour
tout v € T'Y,, et toute transition § € Ay telle que y & mo(Act()) et telle que
Test(0) = 0, il existe un automate As. alternant sur Ty tel que pour toute pile
5 =81, 80 ]y avec Last(s) =,

seS5(A) & s, € S(454).
De plus |Q ;| et |As| sont respectivement bornés par exp|0](|Qal) et exp[0](|A]).

Démonstration. Soit A un automate alternant réduit sur I'y4q, v un symbole de
[P, et 0p une transition de Ay tels que 5 & w5 (Act(dy)) et Test(dy) = 0.

Nous commengons par montrer que nous pouvons supprimer toutes les transi-
tions de A, contenant l'instruction k et I'instruction 1, sans changer Ss,(A) N
{s € Stacksy1(T") | Last(s) = ~v}.

Soit s = [s1,...,8,] € Stacks,1(I") de suite réduite ps avec ps(|ps|) = v (i.e.
Last(s) = 7). Supposons que s soit acceptée par une exécution E4(74,C4) de A
commencant en s par & (i.e. s € Ss,(A)). Montrons que k n’apparait pas comme
étiquette de T'y.

Soit u € Vp, avec Cy(u) = (p,s'). Il existe p’ € (I'p,)* tel que r(T4) p7;> u.

Par définition d'une exécution, s" = R(p)(s). Donc 8" = R(psp')([ |;41)- La suite
psp est réduite. En effet p’ est réduite car A est réduit, p, est réduite par définition
et, par définition de &, p/(1) # 7 = p(1). Donc pyp’ est la suite réduite de s et par
la remarque 4.1.11, elle ne peut pas contenir d’occurrence du symbole k. Il suit
que k ne peut apparaitre comme étiquette de T'4. Par un raisonnement analogue,
nous établissons que [ |, n'apparait pas dans mo(Ca(Vr,))

Nous supposons maintenant que pour toute transition o € A4, 'instruction
k n’apparait pas dans m(Act(d)) et que l'instruction L, n’apparait pas dans
Ay

Nous allons construire un automate B = (Qa U {io},{io},Ap) ol iy est un
symbole n’appartenant pas a Q4. LL’ensemble Ag est obtenu en remplacant dans
A 4 toutes les occurrences de l'instruction k£ par e.

AB - {paT - (ph’?l) JANRRRAN (pmin) ‘ paT - (p1771) N A (pnﬁn) S AA}
U {io,T — (p1,7) A APnn) | 00 =0T = (prya) A= A (DnyYn) }
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ou pour tout vy € I'p, ¥ = v et k=e.

Nous obtenons donc par construction un automate alternant sur I';, avec des e-
transitions. Par construction et par le lemme 4.1.3, il en résulte que pour toute pile
§=[51,...,80 |4, avec Last(s) =, s € S5,(A) si et seulement si s, € S(As,).

Remarquons qu’il ne faut pas éliminer les e-transitions a cette étape. En effet,
I'élimination des e-transitions peut produire un automate As, de taille exponen-
tielle par rapport a | A|. O

Le lemme précédent traite le cas des piles non vides (i.e. Last(s) est défini).
Le lemme suivant traite le cas de la pile vide du niveau k + 1. Sa preuve est une
adaptation immeédiate de la preuve du lemme précédent.

Lemme 4.3.40. Pour tout k > 1, tout automate alternant réduit sur Uyyq, et
toute transition 0 € Ay, il existe un automate As. alternant sur I'y tel que:

[Jes1 €S5(4) &[], € S(As¢).

De plus |Q ;.| et |Asc| sont respectivement bornés par exp[0](|Qal) et exp[0](|Al).

En utilisant les lemmes précédents, nous pouvons construire a partir d'un
automate alternant réduit sur I'y, 1, un automate réduit sur I'y 1 avec tests dans
Alty, équivalent.

Proposition 4.3.41. Pour tout k > 1, tout automate A sur I'yyy alternant et
réduit est équivalent a un automate B réduit sur I'y.y avec tests dans L C Alty.
De plus, la taille Ap est polynomiale en la taille Ay, |L] < (k4 2) - |A4| et
tout L € L est accepté par un automate Ay alternant sur I'y avec |Qa,| et |AL|
respectivement bornés par exp[0](|Qal) et exp[0](]A|).

Démonstration. Soit A = (Qa,14,A4) un automate sur 'y, alternant et réduit.
Nous construisons un automate B alternant élagué et réduit sur 'y, avec tests
dans £ C Alty.

Pour tout 6 = p, 7" — R € Ay et tout v € I'y,;, nous définissons S’y =
p.R— RN(Qax{v})etd,=0—=RN(Qax Iy \{7})) ot ®est un symbole
n’appartenant pas a () 4. Nous noterons As 'automate alternant sur I'; construit
dans le lemme 4.3.39 pour 'automate (Qa,l4,A4 U {d,}).

De méme, pour toute transition 6 = p, T — R € A4, nous définissons 6, = ¢ — R
et notons A;. 'automate alternant sur I'y construit dans le lemme 4.3.40.
Enfin, 'ensemble £ C Alt, des langages de test est:

L= {S(A(;V),S(A(;s) ’ 0€ Ayet v e FZ-{—I}'

Nous définissons maintenant un automate B = (Qpg,Ip,Ap) alternant élagué
et réduit sur 'y avec tests dans £. Nous prenons Qp = (Qa U {e}) x ('Y U
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{e,k}), Ig =14 x (' U{k,e}) et Pensemble des transitions est défini par:
AB - (parY)7T7TS(A5 (( q,”y ) 5/) ‘ 0 € AA et 5 p7T - (q7’7)}

(p7). T Tsa,) — (07)7) | 6 € Aaet 5 = p.T — 0}

( €), J—k+1,T3 A5 — 0|8 € Ay et Head(d) = p}

CcCCcCCccC

ot dans tous les ensembles, y € I'V U {k} et o/ € I'y U{k,e} avec v/ # 7.

Par construction, B est un automate alternant élagué réduit sur Iy, et
S(A) C S(B).

Pour I'inclusion réciproque, nous montrons que toute exécution acceptante Eg
de 'automate B peut s’étendre en une exécution acceptante de A.

Avant d’établir cette propriété, remarquons que pour toute exécution (non
nécessairement acceptante) €4 = (T4,C4) de A si Ca(r(Ta) = ((¢,7).s) alors
Last(s) = . Une récurrence immédiate sur la longueur de I'exécution €4, utilisant
les lemmes 4.3.39 et 4.3.40 établit que:
pour toute exécution Eg de B commencant par I'état (q,y) € Qa x (I, U{e})
sur la pile s, il existe une exécution E4 de A commencant par q sur la pile s. 11
s’en suit donc que S(B) C S(A).

Nous avons donc établi 'existence d’un automate alternant élagué et réduit avec
test dans £ C Altg(T") équivalent & A. D’aprés la proposition 4.3.24, il existe un
automate C' réduit sur 'y, avec tests dans £ équivalent a B. 0J

Un corollaire immédiat de cette proposition et de la proposition 4.3.25 est que
tout automate alternant sur 'y est équivalent a un automate réduit sur 'y,
avec tests dans Alt.

Corollaire 4.3.42. Pour tout k > 1, tout automate A alternant sur Iy, est
équivalent a un automate B réduit sur 'y avec tests dans L C Alty(T). De plus,
|Qp| et | L] sont bornées par exp[1](|Qal) et chaque langage L € L est accepté par
un automate Ay alternant sur Ty de taille bornée par exp[1](|Qal).

Nous pouvons maintenant établir, par récurrence sur le niveau k, que tout
automate alternant sur I';, est équivalent & un automate sur I'.

Théoréme 4.3.43. Pour tout automate alternant A sur 'y, il existe un automate
B sur T’y équivalent. De plus, nous pouvons supposer que la taille de B est bornée

par explk](|Qal)-

Démonstration. La preuve procéde par récurrence sur le niveau k.
Cas de base : k£ = 1. Ce cas a été démontré dans la proposition 4.3.31.
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Etape de récurrence. Soit A = (Q4,l4,A4) un automate alternant sur 'y ;.
Par la proposition 4.3.25, il existe un automate B = (Qpg,Ip,Ap) alternant ré-
duit sur 'y équivalent & A. Par la proposition 4.3.41, il existe un automate C'
réduit sur I'y avec tests dans £ C Alty. Comme par hypothése de récurrence,
tout automate alternant sur I'y est équivalent a un automate sur I'y, C' est un
automate réduit sur 'y avec tests dans Raty. Par la proposition 4.3.36, il existe
un automate D sur 'y, équivalent a C'.

Un rapide calcul des complexités mises en jeu dans chaque transformation
montre que |@p| est bornée par exp[k + 1](|Q4). O

Il en résulte immédiatement que pour tout k£ > 1,
Altk = Ratk.

Un corollaire du théoréme précédent et des propositions 4.3.34 et 4.3.38 est
que les langages acceptés par les automates sur I'y avec tests dans Raty(I") ap-
partiennent a Raty(T").

Corollaire 4.3.44. Pour tout k > 1, Raty(I') = R(Rat((I'x U Tras, ) )) ([ 1,)-

4.3.3.2 Premiére normalisation

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons la premiére normalisation des au-
tomates sur ['y, ;. Plus précisément, nous montrons que tout automate sur 'y,
est équivalent a un automate réduit sur I'y,; avec tests dans Raty.

Ce résultat peut étre déduit des résultats du sous-paragraphe précédent. En
effet, comme tout automate sur [y, est équivalent & un automate alternant
sur I'y, 1 (cf. proposition 4.3.14), il découle de la proposition 4.3.41 et du théo-
réme 4.3.43 que tout automate sur 'y ; est équivalent a un automate réduit
sur I'y4q1 avec tests dans Ratg. Cependant du point de vue de la complexité, les
automates sur 'y acceptant les langages de tests ont une taille (k + 1) fois ex-
ponentielle en la taille de 'automate de départ. Nous allons montrer que, par
une construction ad hoc, nous pouvons réduire d’un niveau la taille de la tour
d’exponentielles.

Intuitivement, cette construction consiste a éliminer les boucles dans les exé-
cutions de I'automate A sur 'y, ;. Nous dirons que 'automate A boucle sur la pile
s € Stacksg,1(T") en partant dans I’état p et en revenant dans 'état ¢ s’il existe
un calcul (pg,so) T (Pn,sn) tel que sg = s, = S, po = P, Pn = q et pour

tout ¢ € [0,n], ps C ps,. Pour tout p,g € Q4, nous noterons L, , C Stacksy ()
I’ensemble des piles s tel que A peut boucler sur s en partant en p et en revenant
en q.
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Exemple 4.3.45. Considérons 'automate A sur I'y (avec I' = {a,b}) présenté
dans la figure 4.1 p. 98. Les langages des boucles de cet automate sont donnés
ci-dessous:

Lyg = {[Sla"'>3n]2 | sn(|sn]) = a}
Lppogr = {[Sla"'>3n]2 | sn(|sn]) = 0}
L,, = Stacksy(T)
L;, = Stacksy(I")

Tous les autres langages de boucles sont vides. Nous retrouvons bien que I’en-
semble des piles acceptées par A est {[[w]], | w € "},

Nous allons montrer, dans le lemme suivant, que 'appartenance d'une pile s
de niveau k +1 a L, , ne dépend que de Last(s) et de top,(s) la derniére pile de
niveau £ de s.

Lemme 4.3.46. Pour tout automate A sur I'yyq, tous p,g € Qa ety € '), U
{e}, il existe un automate A;q alternant sur 'y tel que pour toute pile s =
(815 s8n |jqq avec Last(s) =y, on a s € Ly, si et seulement si s, € S(A) ).

Démonstration. Soit A = (Qa,la,Fa,pa,A) un automate sur I'y1q, 79 € I'p U
{ ke } et po,go € Qa.

Considérons le cas vy # €. Le cas 7y = ¢ est similaire.

Comme Last(s) # ¢, la pile s est non vide. Toutes les piles intervenant dans
une boucle de A sur s sont différentes de la pile vide de niveau k+1. Nous pouvons
donc supprimer toutes les transitions de A contenant I'instruction de test L, ;.

Nous commengons par construire un automate B = (Qp,Ip,Ap) alternant
réduit sur 'y acceptant Ly, ., N {s € Stacks,(I") | Last(s) = v}. L'ensemble
des états Qp est égal & Q4 x Q4 x (I'Y U{ k }) x Sing(I'}) et 'ensemble des états
initiaux I est {(po,q0,%,7) | T € Sing(I'})}.

Intuitivement, si une configuration ((p,q,7,T"),s) apparait dans une exécution
acceptante de B commengcant sur une pile sq telle que Last(sg) = 7o alors:

Last(s) = v,

— s € Dom(R(t)) pour tout ¢t € T,

et s appartient a L, ,.

Pour définir I'ensemble des transitions Ap, nous considérons des transitions o
de la forme suivante:

6= (g T)T— A (d A T)A)

YerR  (pha' ' THEQ,

ot Re TP U{k})\{7| } et pour tout v € R, Q» C Qp. Pour tout 7' € R,
nous définissons un ensemble R, C Q4 X Q4 égal a:

{(pa) | 30t T) € Qup 5 v T € Ayett 2 qTye Ay, Ty < T et Ty < T'}
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La transition ¢ appartient a Ap si (p,q) € <U7/€R R’W) )

Fait 1. Pour tout p,g € Qa,toute instruction v € I'y U {k} et toute pile s €
Stacksy1(I") avec Last(s) = =, §'il existe une exécution &g = (15,Cp) de B
commencant en s par l'état (p,q,y,T) alors s appartient a L, ,.

La preuve procéde par récurrence sur la hauteur de T'z.

Fait 2. Pour tout p,q € Q4,tout v € I'YU{ k } et toute pile s € Stacks;;1(I") avec
Last(s) = v, si s appartient a L, , alors il existe une exécution &g = (T5,Cp) de
B commencant en s par I'état (p,q,7,T).

La preuve procéde par récurrence sur la longueur de la boucle de A sur s en
utilisant la décomposition du lemme 4.1.12.

Par conséquent et pour toute pile s € Stacksy1(I") avec Last(s) = v, s € S(B)
si et seulement si s € Ly ,.

Par construction, B ne contient aucune occurrence des instructions k et L.
Nous définissons 'automate C' alternant sur ', en remplagant dans B toutes
les occurrences de k par des e. Par le lemme 4.1.3, il suit que pour tout s =
(51,3801 € Stacksyy1(I') avec Last(s) = 7o, s € S(B) si et seulement si
s, € S(C). Ainsi 'automate C satisfait les conditions de 1’énoncé.

Remarquons que bien que le nombre d’états de C' soit polynomial en |A], la
taille de C' est exponentielle en la taille de A. O

Exemple 4.3.47. Reprenons 'exemple 4.3.45. L'automate A = (Qa,l4,Fa,A4)
obtenu par e-cloture de I'automate présenté dans la figure 4.1 est donné dans la
figure 4.7.

Fic. 4.7 L’s-cloture de ['automate présenté dans la figure 4.1.

Pour tout v € I'f U {1}, nous construisons 'automate Aj, = (Q,[,A)
alternant sur I'; défini dans la preuve du lemme 4.3.46. L’ensemble des états
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Q est Qa x Qa x (1 U{1}) x Sing(I'y) et 'ensemble des états initiaux I est
{(p,q,a,0) , (p,q,a,1L1) }. Voici, 'ensemble des transitions de A «accessiblesy de-
puis 1'un des états initiaux.

(Gry, 1), T — ((g,9,1,L1).) (1,r7,T), T — ((p,g,1.0).¢)

(p C],’Y/ T) - ((plaqla a@)7€) (p C],’Y/ T)?T - ((pb(h?l?@)?g)
(p C],’Y/ T) - ((p2,g1,1,@),€) (p C],’Y/ T)?T - ((p2>QQ717®)?8)
(p1,q1,1,0) — (p.g.a0),a) (p1,q1,1,0)  — (¢,9,a,14),a)
(p27Q2717®) — (p.g.a0),a) (p2,42,1,0)  — (¢,9,a,11),a)
(.97, L1), L1 — 0

on T € Sing(I']) et v € {a,b,1}. Il est facile de vérifier que S(A],) est égal a
Stacks; . et donc L;, est égal a Stacks(I).

En utilisant le lemme précédent, nous pouvons transformer tout automate sur
['j11 en un automate réduit sur 'y, avec tests dans Alt.

Proposition 4.3.48. Tout automate A sur Uy, est équivalent a un automate
B réduit sur Ty, avec tests dans L C Alty,. De plus, |Ag| et |L| sont bornées par
exp0](|Q4|) et chaque L € L est accepté par un automate Ap alternant sur L'y,

avec |Q 4, | borné par exp[0](|Qal).

Démonstration. Soit A = (Qa,la,Fa,A4) un automate sur Iy, ;. Nous pouvons,
sans perte de généralité, supposer que A ne contient pas d’e-transitions. Nous
construisons un automate B = (Qp,Ip,Fp,up,Ap) réduit sur T'y,; avec tests
dans un ensemble fini £ C Alty.

L’ensemble L contient les langages acceptés par les automates A} = pour tout
pqg € QaetyelRU{k}. A ces langages, il faut ajouter les langages de tests
associés aux états initiaux. Pour tout état p € (Q4, nous noterons S, le langage
Uier, S(A5,). Par la proposition 4.3.16, le langage S, appartient a Alt;. Nous
prenons donc £ égal a:

{S(A7 ) | pgeQuetyeTpU{k}}
U{Sy [ q€Qa}

ou pour tout p,g € Qa et v € I'f,,, A est 'automate alternant sur I'y défini
dans le lemme 4.3.46. Tout langage L € L est accepté par un automate alternant
sur I'y de taille polynomiale en |A|.

Nous pouvons maintenant définir B. L’ensemble des états (Qp est égal & ()4 x
(I'? U {k,e}). Les ensembles des états initiaux et finaux sont respectivement
I = Qax{c}et Fgp = Fax (I'y U{k,e}). L'application up est définie pour
tout (¢,e) € Qp par up((g,e)) = S, L'ensemble des transitions Ap est donné
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par:

AB = {(p’,.)/) L) (r>7)aT’TS(A3,r) ‘ 7, € Fg U { k,{f }7 € Fg U { k }777 7é 7/
et p — ¢, T € Ayl

Par construction, 'automate B est réduit (cf. remarque 4.3.23). Nous établis-
sons maintenant que S(B) = S(A). Par construction de B, nous avons S(B) C
S(A). Tl reste & montrer I'inclusion réciproque.

Soit, s une pile acceptée par A. Il existe un calcul (pg,so) % L:> (PnySn)

ol Sy = Hk+1= Sp =8, pg € L4 et p, € Fa.

Notons py la suite réduite de s et pour tout ¢ € [0,|ps|], notons s, la pile de
niveau k + 1 ayant pour suite réduite p(1) ... p(¢).

Il existe i1 < ... <1, € [0,n] tels que pour tout ¢ € [1,|p,| — 1],

= Yigr1 = ps({)
A boucle sur s, partant de g;, 1, et arrivant en g;,,

— A boucle sur sy = [ ],,, partant de gy et arrivant en g;,,

k+1

— A boucle sur s, | = s partant de iy, 4, €t arrivant en g,

s|+1
Il en résulte donc par construction de B et par définition des langages de £
(cf. lemme 4.3.46) que B admet le calcul acceptant suivant:

(602, [gn) 52 ((@iaop(1))51) 20 P2 (g [s])), )

Nous avons établi que S(A) C S(B) et donc A et B acceptent le méme langage.
Remarquons que comme la construction du lemme 4.3.46 prend un temps
exponentiel en |A|, cette construction est elle aussi exponentielle. O

Il s’en suit maintenant par la proposition précédente et par le théoréme 4.3.43,
que tout automate A sur 'y, est équivalent & un automate réduit sur 'y, avec
test dans Raty et que cette transformation peut étre réalisée en temps exp[k](]A]).
Pour un automate A alternant sur 'y, cette méme normalisation est en temps

exp[k + 1](|Qal)-

Proposition 4.3.49. Tout automate A sur I'yyq est équivalent a un automate B
réduit sur Ty, 1 avec tests dans L C Raty. De plus, |B| est bornée par exp[0](|A|)
et chaque L € L est accepté par un automate Ap sur Iy de taille bornée par

exp[k](|A])-
Par le théoréme 4.3.43, nous obtenons notre premiére étape de normalisation.

Théoréme 4.3.50. Les automates réduits sur 'yiq avec tests dans Raty ac-
ceptent précisément les langages de Raty..
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Démonstration. Les langages acceptés par les automates réduits sur 'y, avec
tests dans Rat, appartiennent a Raty,; par la proposition 4.3.36.

Pour T'inclusion réciproque, soit R € Ratg,,. Par la proposition 4.3.5, R est
accepté par un automate A sur ['y,;. Par la proposition 4.3.49 et par le théo-
réeme 4.3.43, il s’en suit qu’il existe un automate réduit sur 'y, avec tests dans

Nous obtenons comme corollaire immeédiat que pour tout ensemble rationnel
de niveau k + 1, I’ensemble des piles de niveau k apparaissant comme plus haute
pile d'une pile de R est lui aussi rationnel.

Corollaire 4.3.51. Pour tout k > 1 et pour tout langage R appartenant a
Raty1 (), top,(R) appartient a Raty(T).

Démonstration. Soit R un langage de Raty,1(I"). Par le théoréme 4.3.50, R est
accepté par un automate A réduit sur 'y avec tests dans Raty (). Par la re-
marque 4.3.7, A ne contient aucune occurrence des instructions L, ou k. Consi-
dérons I'automate B sur I';, avec tests dans Rat; obtenu en remplacant dans A
toutes les occurrences de l'instruction k par €. Par le lemme 4.1.3, I'automate B
accepte top,(S(A)) et par le corollaire 4.3.44, S(B) appartient a Raty (). O

Dans le paragraphe suivant, nous nous concentrons sur les automates réduits
sur ['x1 avec tests dans Raty.
D’aprés la remarque 4.3.7, nous pouvons supposer que ces automates n’utilisent
pas l'instruction L, ;. De plus pour tout ¢ € [1,k], 'opération de test de pile
vide de niveau ¢ peut s’exprimer par un test rationnel de niveau k. En effet,
Ris1(Le) = Testlgjl ou S, est I'ensemble des piles s de niveau k telles que
topy(s) = [ ], L'ensemble S; est égal a Ry ((I'f)* - L¢)([],) et donc appartient
a Ratk.

Dans la suite, nous supposerons que les automates réduits que nous considé-
rons n’utilisent pas les instructions de I'; ; et nous les omettrons dans la définition
de ces automates.

4.3.4 Test du vide

Ce sous-paragraphe est dédié a 1’étude de la complexité du test du vide des
différents modéles d’automates introduits jusqu’a présent.

Pour les automates sur I'y, le test du vide peut se réduire en temps polynomial
au test du vide du langage accepté par un automate a pile sur COps,,(I'). En effet,
par la proposition 4.2.2, le probléme du test du vide des automates sur I';, est
réductible en temps polyndémial au probléme du test du vide des automates a
pile sur Ops,(I"). Par le théoréme 4.1.23, ce probléme est réductible en temps
polynomial au probléme du test du vide des automates a pile sur COps,(T).
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Dans |Eng91|, 'auteur montre que le test du vide des automates sur COps,(I)
peut étre réalisé en exp[k — 1] (cf. théoréme 4.1.23).

Voici un algorithme de test du vide des automates sur I'y et des automates al-
ternants sur 'y qui nous permet en particulier de réobtenir le résultat de |[Eng91|.
D’apres les propositions 4.3.48 et 4.3.41, les automates sur 'y, et les automates
alternants sur I';, peuvent tous étre transformés en un automate équivalent réduit
sur [';1 avec tests dans Altg. Il nous suffit donc de nous concentrer sur les
automates réduits sur I';, avec tests dans Alty,.

Proposition 4.3.52. Pour tout automate A réduit sur I'y,q avec tests dans L C
Alty, , il existe un automate B alternant sur I'y tel que top,(S(A)) = S(B). De
plus, si pour tout L € L, L est accepté par un automate Ay, alternant sur I'y, alors
nous pouvons supposer que |Qp| est borné par exp[0](|A| + >0, o, |Qa,]) et |B|
est bornée par exp[0](|A] + >, o, [AL])-

Démonstration. Soit A = (Qa,la,Fa,pua,A4) un automate réduit sur 'y, avec
tests dans £ C Alt,. Comme A est réduit, nous pouvons, sans perte de généralité,
supposer que k n’étiquette aucune transition de A et que 111 n’apparait pas
dans A4 (cf. remarque 4.3.7). Considérons I'automate B obtenu en remplagant
dans A toutes les occurrences de linstruction k£ par €. Par le lemme 4.1.3, il
suit que S(B) = top,(S(A)). Par la proposition 4.3.34, il existe un automate C'
alternant élagué sur I';, avec test dans L équivalent & B. Finalement et par la
proposition 4.3.36, il existe un automate D alternant sur I'y équivalent a C.

En combinant les complexités des différentes transformations mises en jeu, nous
obtenons la borne annoncée. O

Nous pouvons donc, a I'aide de cette transformation, donner une borne supé-
rieure sur la complexité du test du vide pour les différents modéles d’automates.

Proposition 4.3.53. Les propositions suivantes sont vérifiées:
1. Le test du vide d’un automate A sur Iy est réalisable en temps explk —
1](]Al).-
2. Le test du vide d’un automate alternant sur I'y est réalisable en temps

exp[k](|Qal).

Démonstration. La preuve procéde par récurrence sur le niveau k des automates.
Cas de base : k£ = 1. Le test du vide d'un automate sur I'y se réduit en temps
polynomial au test du vide d'un automate® réduit sur I';. Ce test peut donc étre
effectué en temps polynomial.

Par la proposition 4.3.31, tout automate alternant sur I'; peut étre transformé
en temps exp[1](|Q4|) en un automate sur I'y de taille au plus exp[1](|Qa|). Le test

8. En d’autres termes, un automate fini étiqueté par I'.
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du vide d'un automate A alternant sur I'y peut s’effectuer en temps exp[1](|Q4l)-
Remarquons qu’il est important d’exprimer la complexité en fonction de |Q 4] et
non de |A| car |A| peut étre exponentiellement plus grand que |@Q 4]-
Etape de récurrence. Soit A un automate sur I'y, ;. En combinant les proposi-
tions 4.3.48 et 4.3.52, nous pouvons construire un automate B alternant sur ['y tel
que S(A) est vide si et seulement si S(B) est vide. De plus, |@p| est bornée par
exp|0](|A]) et | B| peut étre construit en exp[1](|A|). Par hypothése de récurrence,
le test du vide de B peut étre réalisé en temps explk](|Qp]|). Le test du vide peut
donc étre réalisé en temps exp[k + 1](]A]).
Remarquons que comme k > 1, la transformation de A en B qui est exponentielle
est, en terme de complexité, masquée par le test du vide de B qui est au moins
exponentiel.

Soit A un automate alternant sur I';, ;. En combinant le corollaire 4.3.42 et
la proposition 4.3.52, nous pouvons construire un automate B alternant sur 'y
tel que S(A) est vide si et seulement si S(B) est vide. De plus, |Qg| est bornée
par exp[1](|Q4]) et B peut étre construit en temps exp[2](|Qa4]). Par hypothése
de récurrence, le test du vide de B peut étre réalisé en temps explk](|@g|). Le
test du vide de A peut donc s’effectuer en temps explk + 1](|Q4]).
Remarquons que comme k£ > 1, la transformation de A en B qui est doublement
exponentielle par rapport au nombre d’états de A est, en terme de complexité,
masquée par le test du vide B qui est lui aussi au moins doublement exponentiel
en le nombre d’états de A. O

En utilisant la borne inférieure du test du vide des automates sur COps,
établie dans [Eng91| et rappelée dans le théoréme 4.1.17, nous montrons que les
complexités obtenues dans le théoréme précédent sont minimales.

Théoréme 4.3.54 ([Eng91]).

1. Pour k > 2, il n’existe pas de procédure prenant en entrée un automate A
sur Ty et décidant si S(A) est vide et s’exécutant en temps explk — 2](|A]).

2. Pour k > 1, il n’existe pas de procédure prenant en entrée un automate A
sur Iy, et décidant si S(A) est vide et s’exécutant en temps explk —1](|Qal)-

Démonstration. Nous établissons les deux propriétés.

1. Raisonnons par I’absurde et supposons que pour un certain ky > 2, il existe
un algorithme testant le vide des automates sur I'y, travaillant en temps
explko—2]. Par le théoréme 4.1.23 et la proposition 4.2.2, nous en déduisons
un algorithme testant le vide du langage accepté par les automates sur
COpsy,, travaillant en exp[ky — 2]. Or par le théoreme 4.1.17, le probléme
du test du vide des langages acceptés par les automates a piles sur COps,,

est complet pour la classe de complexité |, , DTIME(21"7 (@) D’apres



Accepteurs finis 135

le théoreme 2.19 de [HU79], exp[ky — 2|(n) € U 1 DTIME (217" (@) ce
qui améne la contradiction.

2. Pour k = 1, la propriété découle du fait que |A| peut-étre exponentielle en
|Q 4]- Supposons par I"absurde que la propriété ne soit pas vérifice. Pour un
certain kg > 2, il existe donc une procédure testant le vide des automates
alternants sur I'y, et terminant en temps exp[ko — 1](|Q4]). En reprenant la
preuve de la proposition 4.3.53, nous pouvons construire pour tout automate
Asur 'y, 41, un automate B alternant sur I'y, de taille polynomiale en |A| en
temps exp[1](|A|). Nous en déduisons donc une procédure décidant du vide
des automates sur ko + 1 terminant en temps exp[ko — 1](JA|). Remarquons
que comme ko > 2, kg — 1 est supérieur ou égal a 1 et la complexité de la
procédure est bien en exp[ko — 1](|A]). Nous obtenons donc la contradiction
avec la premiére partie de cette proposition.

O

Nous concluons ce paragraphe en montrant que le test de I'appartenance d’une
pile au langage accepté par un automate sur [’y est aussi dur que le probléme du
test du vide des automates sur I'y. Formellement, le probléme de I'appartenance
pour les automates (resp. automates alternants) sur I'y, est, étant donné en entrée
une pile s € Stacks,(I") et un automate A (resp. automate alternant) sur I'y, de
décider si s appartient a S(A).

Proposition 4.3.55. Le probléme de appartenance pour les automates (resp.
automates alternants) sur Ty se réduit en temps polynomial au probléeme du test
des automates (resp. automates alternants) sur Ty el vice-versa.

Démonstration.

1. Considérons le cas des automates sur I'y. Pour la réduction directe, il suffit
de remarquer que pour tout automate A sur I'y et pour toute pile s €
Stacksk(I'), R(Z(A) - ps - Li)([ ],) est vide si et seulement si s n’appartient
pas & S(A). Pour la réciproque, il suffit de remarquer que S(A) n’est pas
vide si et seulement si [ |, € R(Z(A) - (I'})* Lg).

2. Considérons le cas des automates alternants sur I'y. Il suffit de remarquer
que pour toute pile s € Stacksi(I") et pour tout automate A alternant sur
[y, s € S(A) si et seulement si S(A) NS(A;) # 0 o A est un automate
alternant sur I'y acceptant le singleton { s }. Remarquons que par la propo-
sition 4.3.16, nous pouvons construire en temps polynomial un automate B
alternant sur I'y et acceptant S(A) N S(As). Pour la réduction réciproque,
soit A = (Qa,l4,A4) un automate alternant sur I'y. Nous allons construire
un automate B tel que S(A) n’est pas vide si et seulement si [ |, € S(B).
[’automate B est égal & (QaU{ e} {e} Ag) ol e est un symbole n’appar-
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tenant pas a ()4 et ol 'ensemble des transitions Apg est défini par:
Ap=A4U{e = () |7 € Thh Ul oLy — (0:6) }U{o = (i) | i € L},
O

4.4 Accepteurs finis déterministes

Au niveau 1, la fermeture par complémentaire de Rat;(I") est obtenue en
montrant que tout langage de Rat; est accepté par un automate déterministe et
complet sur I [Kle56]. Dans ce paragraphe, nous montrons que la fermeture par
complémentaire de Raty,1(I") pour tout k > 1 peut-étre obtenue par un résultat
similaire pour les automates réduits sur I'y,; avec tests dans Raty ().

Dans ce but, nous définissons une notion naturelle de déterminisme et de
complétude pour les automates réduits sur 'y, avec tests dans Raty(I"). Un
tel automate A = (Qa,la,Fa,u(A),A) est dit déterministe si quelque soit la
configuration (p,s) de A et 'instruction v € I'{ U{ k }, il existe au plus un état ¢
tel que (p,s) % (¢,R(7)(s)) et qu’il existe au plus un état initial i € I telle que

[ Jps1 € Dom(pa(i)). L'automate A est dit complet si pour toute configuration
(p,s) de A et pour toute v € I'Y U {k} telle que R(7y)(s) est définie et telle que
7 # Last(s), il existe au moins une transition § € A4 étiquetée par ~y applicable
en (p,s). Remarquons que pour donner formellement la définition d’un automate
réduit et complet, il est naturel de considérer des automates réduits de la forme
décrite dans la remarque 4.3.7.

Définition 4.4.1. Un automate A = (Qa X I'Y x { ke },1a x {€},Fa,pua,A4)
réduit sur 'y 41 avec tests dans un ensemble fini £ C Raty(T') est déterministe si
pour tout p,q,q’ € Q4 avec ¢ # ¢ et tout y e I'pU{k} ety €I'{U{ke}, ona

5 = (pY) — (¢.7),T1 € Aa
’ ’ = Dom(Ty) N Dom(75) = 0.
{ 02 = (') = (¢'7), T € As T) %)

et de plus il existe au plus un i € T4 tel que [ ], € Dom(pua((i,€))).
L’automate A est dit complet si pour tout p € Qa,7 € FpU{ ke ety e I'RU{k}
tel que 5 # +/, I'union U(;:(pﬁ,)l)(m)’TeAA Dom(T) est égal a Stacks,(T") et il
existe au moins un état initial i € I4 tel que [ ], € Dom(u((i,g))).

Remarque 4.4.2. La notion d’automate déterministe et complet s’étend immeé-
diatement aux automates sur I'y avec tests dans Raty(T").

Dans la suite, nous dirons simplement automate déterministe et complet sur
I', avec tests dans £ C Rat, au lieu d’automate réduit déterministe et complet
sur I'y avec tests dans un ensemble fini £ C Rat,(I).
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La propriété clé de ces automates est que pour toute pile s de niveau k, il
existe un et un seul calcul de I'automate partant de la pile vide de niveau k dans
un état initial et arrivant a la pile s.

Lemme 4.4.3. Pour tout automate A déterministe et complet sur Iy avec
tests dans Raty et pour toute pile s € Stacksg1(T"), il existe un unique calcul de
A partant de la pile vide [ ], | dans un état initial et arrivant en s. Nous noterons
A(s) létat de A apparaissant dans la derniére configuration de ce calcul.

Démonstration. Cette propriété est une récurrence immédiate sur la longueur de
la suite réduite de la pile s. ]

Une conséquence immédiate est que les langages acceptés par les automates
déterministes et complets sur ['y,; avec tests dans Raty sont fermés par complé-
mentaire. Pour tout automate A = (Qa,la,F4,104,A4) déterministe et complet
sur I'y41 avec tests dans £ C Raty, le complémentaire de S(A) est accepté par

lautomate B = (Qa,04,Q4 \ Fa,ia,A4).

Proposition 4.4.4. Les langages acceptés par les automates déterministes et
complets sur Iy, avec tests dans L C Raty sont clos par complémentaire.

Nous présentons, dans le sous-paragraphe 4.4.1, une extension de la «méthode
des sous-ensembles» qui permet de déterminiser et de compléter les automates
réduits sur 'y, avec tests dans Ratg. Nous en déduisons la fermeture par com-
plémentaire des ensembles de Raty(I"). Dans le sous-paragraphe 4.4.2, nous pré-
senterons une transformation permettant de passer d’'un automate sur I'y; a un
automate déterministe et complet sur 'y avec test dans Raty dont la complexité
est minimale.

4.4.1 Fermeture par complémentaire de Rat(T").

Nous montrons, par une adaptation de la «méthode des sous-ensembles», que
tout automate réduit sur I'y,; avec tests dans £ C Raty est équivalent a un
automate déterministe et complet sur 'y, avec tests dans £LU L ou L désigne
I'ensemble des complémentaires des langages de £ (i.e. L% = {Stacksy(I')\L | L €

L}).

Proposition 4.4.5. Tout automate A réduit sur I'yyq avec tests dans L C Raty,
est équivalent a un automate B déterministe et complet sur Uy 1 avec tests dans
LULE. De plus, |Qp| est bornée par exp[1](|Qal) et |B| est bornée par exp[1](|A|+
£]).

Démonstration. Soit A = (Qa x (I'y U{k,e}),la x{¢€},Fa,pa,A4) un automate
réduit sur I'y; avec tests dans £ C Rat,. Nous construisons un automate B =
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(294 x (TQU{ ke }),{ (1o,e) },F5,Ap) déterministe et complet sur T'y avec tests
dans LULC. L'ensemble Iy C 14 est défini comme Iy = {3 | [],,, € Dom(ua(7))},
ensemble des états finaux Fj est égal a {(Pyy) € 29 x (DU{ ke }) | PNFy # 0},
L’ensemble des transitions Apg est donné par:

Ap = {(Py) 5 (Q),T|PCQay €TQU{ke}yeTQU{k}y#,
3L CLT ={TF" | Leyu{Tr | L gLy,
Q={q€Qa|IpePp—qT € AyT CT}}.

Comme A est réduit, 'automate B 'est aussi. Montrons que B est déterministe
et complet. Soient P,Q,Q" des états de Qp avec @ # Q' et soit v € I' U{k }.
Supposons que Ag contient deux transitions P —— Q,T} et P —— @', T5. Comme
Q # @', il suit par définition de Ap que 17 # T et donc que Dom (7} )NDom(75) =
(). Soient P € Qp et v € 'YU{k}. L’union U(P,«/) Dom(T') est égale
a:

U [ Zn () L°| = Stacks(I).

L'CL Lel’ LeL\L'!

La preuve de 'égalité entre S(A) et S(B) est une adaptation immédiate de
la preuve de la «méthode des sous-ensemblesy.

Remarquons que cette construction fait intervenir le test d’appartenance aux
langages de L (cf. proposition 4.3.55). O

Remarque 4.4.6. La construction présentée dans la preuve précédente reste
valable pour les automates sur I'y avec tests dans Raty (") (cf. remarque 4.4.2).

Exemple 4.4.7. La construction de la proposition 4.4.5 est illustrée dans la
figure 4.8. En haut a droite, nous présentons un automate A réduit sur I'y (ou
'alphabet T' est réduit au singleton {a }) avec tests dans £ = { E,F' } C Rat;.
En haut a gauche, nous donnons un automate B réduit sur I'y avec tests dans
L équivalent & A qui est dans la forme introduite par la remarque 4.3.7. Enfin
en bas, nous donnons 'automate C' déterministe et complet sur I'y avec tests
dans { E,F\E° FF°} C Rat; équivalent a B construit dans la proposition 4.4.5.
Pour étre concis, nous noterons, pour tout v € { €,a,a,1 }, (7,Xg) au lieu d’écrire
'ensemble { (v{ Te,Tr }),(v,{ Te,Tr }) } et nous noterons simplement v au lieu
de I'ensemble {(v,{ Tr,,Tr, }) | L1 € { E,E° } et Ly € { F,F° }}.

Cette proposition permet de déduire la fermeture par complémentaire des
ensembles de Raty,.

Théoréme 4.4.8. Pour tout k > 1 et pour tout alphabet fini I', ’ensemble
Raty(T") est une algébre de Boole.
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(LTE)

(LTF)

(LTF)

fan:
({ita)

(L{T5.Tr }) (1.Xr)

(i

(LXEC)

F1G. 4.8 — Illustration de la proposition 4.4.5.

Démonstration. Par définition, Raty (") est clos par union et contient 1’ensemble
vide. Il suffit donc d’établir que Raty(I") est fermé par complémentaire. La preuve
procéde par récurrence sur le niveau k.

Cas de base : k = 1. Par le théoréme 4.2.1, Rat;(I') = Rat(I'™*) qui est une
algébre de Boole.

Etape de récurrence. Soit R dans Raty1(I"). D’aprés le théoréme 4.3.50, il
existe un automate A réduit sur ['y,; avec tests dans £ C Rat, acceptant R. Par
la proposition 4.4.5, il existe un automate B déterministe et complet sur 'y,
avec tests dans £ U L. Par hypothése de récurrence, £ est inclus dans Rat,.
Par la proposition 4.4.4, le complémentaire de R, est accepté par un automate
déterministe et complet sur 'y, avec tests dans Raty. D’apres le théoreme 4.3.50,
R appartient a Raty1(T). O

Un corollaire immédiat du théoréme précédent et de la proposition 4.3.49 est
que tous les langages de Raty,1(I") sont acceptés par des automates déterministes
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et complets sur 'y avec tests dans Raty(T").

Corollaire 4.4.9. Pour tout k > 1, les automates déterministes et complets sur
i1 avee tests dans Raty(T) acceptent les langages de Raty1(T).

Démonstration. Par la proposition 4.3.36, les langages des automates détermi-
nistes et complets sur 'y, avec tests dans Raty(I") appartiennent & Raty,(T).
Pour l'inclusion inverse, considérons un langage R dans Ratj,,. Par le théo-
réeme 4.3.50, R est accepté par un automate réduit sur ['y,; avec tests dans
L C Raty. Par la proposition 4.4.5, R est accepté par un automate déterministe et
complet sur Iy, 1 avec tests dans LU L. Par le théoréme 4.4.8, LU L C Raty(T)
et nous avons donc établi que R est accepté par un automate déterministe et
complet sur 'y avec tests dans Raty(T"). O

4.4.2 Complexité de la déterminisation

Nous commencons par analyser la complexité de la transformation d'un auto-
mate sur [',,; en un automate déterministe et complet sur 'y, avec tests dans
Rat, qui a été présentée dans le corollaire 4.4.9.

Nous introduisons pour cela la notion d’automate entiérement déterministe et
complet sur I';,. Au niveau 1, un automate entiérement déterministe et complet
sur I'; est simplement un automate déterministe et complet sur I'. Au niveau
k+1 > 2, un automate entierement déterministe et complet sur 'y, est donné
par un couple (A,(A;)icq1,n) 0t (Ai)icq1,n est une suite d’automates entiérement
déterministes et complets sur I'y, et ou A est un automate réduit déterministe et
complet sur I'yyq avec tests dans {S(B;) | i € [1,n]} dont la définition ne fait
pas intervenir la fonction u. Le langage accepté par 'automate est simplement le
langage accepté par A et la taille de 'automate est la somme de la taille de A et
de la taille des B;.

Au niveau 1, la transformation d’un automate sur I'; en un automate détermi-
niste et complet sur I'; est réalisable en temps exp[1](|A|) (cf. théoréme 4.2.1 et la
méthode des sous-ensembles). Pour un automate alternant sur I'y, la transforma-
tion en un automate déterministe et complet sur I'y est doublement exponentielle
en le nombre d’états de I'automate alternant sur I';. Une premiére exponentielle
vient de la transformation de 'automate en un automate réduit sur I' (cf. propo-
sition 4.3.31) et la deuxiéme vient de la déterminisation de 'automate sur I'.

Au niveau k41 > 2, la transformation d’un automate sur I'; ;1 en un automate
entiérement déterministe et complet est réalisable en temps exp[k + 1](]A4|). Pour
les automates alternants sur 'y, cette transformation peut s’effectuer en temps
explk + 2](|Qul).

Nous allons montrer que I’on peut diminuer toutes ces complexités d'un niveau
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d’exponentiation® (cf. théoréme 4.4.15) et que cette complexité est une borne
inférieure pour la hauteur de la tour d’exponentielle (cf. proposition 4.4.19). Pour
cela, nous transformons directement un automate alternant sur I'y, en un automate
entiérement déterministe et complet sur I';.

4.4.2.1 Au niveau 1

Nous donnons une construction permettant de transformer un automate A =
(Qa,Ia,A4) alternant sur I'; en un automate déterministe et complet sur I' en
temps exp[1](|Qal)-

Si pour toute pile s € Stacks;(I"), nous notons X I'ensemble des états ¢ € Q4
tel qu’il existe un calcul de A partant de la pile s dans l'état ¢ (i.e. Xy = {q €
Qa | s e S;(A)}). 1l est aisé de vérifier que pour tout v € I' et pour toute pile
s € Stacks;(I'), X, est entiérement déterminé par v et Xj.

Nous pouvons alors définir un automate B = (Qp,Ip,Fp,A4) déterministe et
complet en prenant Qp = 294, Iy = { X[} } et Fg ={Q C Q4 | QN 14 # 0}.
[’ensemble des transitions Ag est défini par:

Ap ={X, 1 X,, | s € Stacks,(T') et v € T'}.

Il vient immédiatement que B accepte le méme langage de piles que A. Cette
construction n’est cependant pas effective. L.a proposition 4.4.11 établit que I'au-
tomate B peut étre construit a partir de A en temps exp[1](|A|). Le point clé de
cette construction est donné par le lemme technique suivant.

Lemme 4.4.10. Pour tout automate A = (Qa,la,A4) alternant sur Ty, tout
v eT, tout Q C Q4 et pour tout g € Qa, on a:
— soit pour tout s € Stacks;(I'), X; = Q implique ¢ € X,
soit pour tout s € Stacksy(I"), X5 = Q implique ¢ & X,.
De plus, nous pouvons en décider en temps exp|[1](]A]).

Démonstration. Soient A = (Qa,14,A4) alternant sur 'y, Qo € Qa, o € Q4 et
Yo € I'. Nous allons adapter la construction de la preuve de la proposition 4.3.25
pour construire un automate B alternant réduit sur I'; tel que pour toute pile

s € Stacks; (') avec X = Q,
SV € S(B) < Qo € XS’VO‘

Nous reprenons donc la construction de l'automate alternant réduit B =
(@p,Ip,Ap) sur I'; correspondant a l'automate A, présentée dans la proposi-
tion 4.3.25. La seule variation concerne I’ensemble des états initiaux Ig. Nous

9. Excepté bien entendu la complexité de la transformation d’un automate sur I'; en un
automate déterministe et complet sur I'. Il est bien connu que la déterminisation des automates
sur I' est exponentielle dans le pire cas .
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prenons:
I = {(0J0.R) | B € Qa x Qo € Dom(f) et = (Dom(f)) € Qo},

Une adaptation immeédiate de la preuve de la proposition 4.3.25 établit que B
satisfait la propriété annoncée. Comme nous ne nous intéressons qu’au compor-
tement de B sur des piles s € Stacks; (L") telles que Last(s) = vy, nous pouvons
supprimer toutes les transitions de B contenant une instruction dans I' ou I'ins-
truction L. Il s’en suit donc que S(B) est soit vide, ou soit égal a Stacks; (I'). De
plus, nous pouvons tester le vide du langage accepté par B en O(|B]) [CDGT]. O

En utilisant ce lemme, nous pouvons construire 'automate B en temps expo-
nentiel par rapport au nombre d’états de A.

Proposition 4.4.11. Pour tout automate A alternant sur I'y, il existe un auto-
mate B déterministe et complet sur I' tel que S(A) = S(B). De plus, 'automate
B peut étre construit en temps exp|1](|Q4l).

Démonstration. Par la proposition 4.3.55 et par la proposition 4.3.53, nous pou-
vons calculer X[ en temps exp[1](|Q4]). Par le lemme 4.4.10, nous pouvons ,pour
tout @ C Q4 et pour tout v € I', calculer en temps exp[1](|Q4|) I'ensemble @,
des états ¢ tels que pour toute pile s € Stacks;(I'), Xy = @ implique ¢ € X, .
[’ensemble des transitions Ag est donc égal a

Ap ={(Q7,Q,) | Q CQactyecT}

[’automate B est constructible en exp[l](|Qa|) et est par construction déter-
ministe et complet. Par récurrence sur la longueur de la pile en utilisant le
lemme 4.4.10, nous établissons que, pour toute pile s € Stacks;(I"), il existe

un calcul de B partant de la pile vide [ ], dans I’état initial et arrivant s dans un
état @ si et seulement si X, = Q. Il en découle donc que S(A) = S(B). O

4.4.2.2 Aux niveaux supérieurs

Nous allons adapter le principe de la preuve de la proposition 4.4.11 aux
niveaux supérieurs.

Rappelons qu’au niveau 1, X,, ne dépend que de X, et de v pour s €
Stacks; (T') et v € T'. Au niveau k 4+ 1 > 2, nous montrons, dans le lemme 4.4.12,
que pour toute instruction v € I'f U{ k } et pour toute pile s € Stacksy1(I") telle
que ¥ # Last(s), si la pile s = R(7)(s) est définie alors Xy ne dépend que de de
X, de 7y et de top,(s),. Cette dépendance est explicitée par le lemme technique
suivant.
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Lemme 4.4.12. Pour tout automate A alternant sur U1, tout Q C Qa, pour
tout ¢ € Qa et toute instruction v € 'y U {k}, il existe un automate AZM
alternant sur Ty tel que pour toute pile s € Stacksyy1(I') avec Last(s) # 7,
Xs=Q et s =R(y)(s) définie, nous avons:

q € Xy & top,(s') € S(A4,)-
De plus, A, , peut étre construit en temps exp[1](|Qal).

Démonstration. Soient A = (Qa,l4,A4) un automate alternant sur I'y1, Qo C
Qay @o €EQaet el ULk}

Dans un premier temps, nous adaptons la construction de la preuve de la
proposition 4.3.25 pour construire un automate B alternant réduit sur 'y tel
que pour toute pile s € Stacksyy1(I") ayant Last(s) # 70, Xs = Qo et avec
s' = R(7)(s) définie, nous avons:

q € Xy & s € S(B).

Nous reprenons donc la construction de 'automate alternant réduit B =
(@p,I5,Ap) sur T'y,1 correspondant a automate A présentée dans la propo-
sition 4.3.25. La seule variation concerne 1’ensemble des états initiaux /g; nous
prenons:

Is = {(0./ 0,8") | R' € Qa X Qaao € Dom(f) et = (Dom(f)) € Qo

Une adaptation immeédiate de la preuve de la proposition 4.3.25 établit que B
satisfait la propriété annoncée. Comme nous ne nous intéressons qu’au compor-
tement de B sur des piles s € Stacksy1(I") telles que Last(s) = 7o, nous pouvons
supprimer toutes les transitions de B contenant les instructions & ou Ly ;.

L’automate Ag;wo alternant sur I';, est obtenu en remplagant les occurrences
de I'instruction k par ¢ dans B. Par la proposition 4.1.3, S(A}) ) = top,(S(B)).

[’automate AZ;MO satisfait donc la propriété annoncée. O

Le lemme précédent traite le cas des piles non-vides (i.e. Last(s) # ¢). Le
lemme suivant couvre le cas de la pile vide [ ], ., et est obtenu en combinant la
proposition 4.3.25 et le lemme 4.3.40.

Lemme 4.4.13. Pour tout automate A alternant sur 'y 1 et pour tout ¢ € Qa,
il existe un automate AZ alternant sur Ty, tel que:

[Jes1 €S(A) & [, € S(A)).

De plus, l'automate A peut étre construit en temps exp[1](|Qal).
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En utilisant les deux lemmes précédents, nous pouvons construire, pour tout
automate alternant sur ['y;;, un automate déterministe et complet avec tests
dans Alt, U Alt; acceptant le méme langage.

Proposition 4.4.14. Pour tout k > 1 et tout automate A alternant sur Ty q,
il existe un automate B équivalent, déterministe et complet sur I'yy1 avec tests
dans LU LS ou L est un ensemble fini d’éléments de Alt(T).
De plus, les tailles de B et de L sont bornées par exp[1](|Qal) et chaque L € L est
accepté par un automate Ay alternant sur 'y, de taille bornée par exp[1](|Qal)-
Tous ces éléments sont constructibles en temps exp|1](]Q4l).

Démonstration. Soit A = (Qa,l4,A4) un automate alternant sur 'y, ;. Pour tout
QCQa qgeQaetyel'QU{k}, nous noterons A“’ 0.4 'automate satisfaisant la
propriété énoncée par le lemme 4.4.12 et nous noterons A7 I'automate satisfaisant
la propriété énoncée par le lemme 4.4.13.

Nous prenons £ = {S(A} ) | Q € Qa,qg € Qaety € TRU{k}JU{S(4]) | q €
Q4}. Nous définissons lautomate B = (294 x (TQU{ k.e }),294 x{ ¢ },F,u5,AR)
déterministe et complet avec tests dans £ U L acceptant S(A). L’ensemble des
états finaux Fj est égal & {(Pyy) C 294 x (T, U{ke}) | PN1Iy # 0}. L'ap-
plication up est définie pour tout (Q,e) € I par u((Qe)) = {T’€+1 | q €

U nfin, I’ensemble des transitions est défini par:
QY U{T5{s.). | a ¢ Q). Enfin, ensemble d défini p

{(Py) - (Q7),T | PQC Qm’k € rou{ketne 1;2 U {k} #7,
T = {TS(J;l}E’q) ’ q &€ Q} U {TS(Jfr‘l}é,q)“ ‘ q ¢ Q}}

Par construction, 'automate B est réduit, déterministe et complet sur 'y ;. En
particulier, il existe un unique état (Iy,e) € Ip tel que [ ], € Dom(ug((lo.€)))
(ie. Io = {q € Qa | [], € S(A))} par le lemme 4.4.13). Pour toute pile s €
Stacksy41(I), il existe un calcul de B partant de la pile vide | |, dans I'état (I,e)
et arrivant en s dans I'état (Q,7) si et seulement si Xy = @ et Last(s) = 7. Cette
propriété est établie par une récurrence immédiate sur la longueur de la suite
réduite de s. Nous avons donc S(A) = S(B). 0O

Le théoréme ci-dessous donne une complexité améliorée pour la transforma-
tion des automates alternants et non-alternants sur I';, en des automates entiére-
ment déterministes et complets sur I', équivalents. Nous verrons dans la propo-
sition 4.4.19 que cette complexité est minimale pour ce qui est de la hauteur de
la tour d’exponentielles.

Théoréme 4.4.15.
1. Au niveau 1, pour tout automate A (resp. automate alternant) sur 'y, on
peut construire un automate entierement déterministe et complet équivalent
a A en temps exp[1]([A]) (resp. en temps exp[1](|Qal)).
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2. Pour tout k > 1 et pour tout automate A (resp. automate alternant) sur
Lyi1, on peut construire un automate B entiérement déterministe et com-
plet sur Ty 1 équivalent a A en temps explk|(|A]) (resp. en temps explk +

1](1Qal))-

Démonstration. Au niveau 1, la proposition 4.4.11 établit la propriété pour les
automates alternants sur I'y. Comme par la proposition 4.3.14, il existe une trans-
formation polynomiale des automates sur I'; en des automates alternants sur I'y
équivalents, la propriété est aussi établie pour les automates sur I';.

Nous allons établir, par récurrence sur le niveau k, ’existence d’une construc-
tion prenant un automate alternant sur I', et donnant un automate équivalent
entiérement déterministe et complet sur I'; et qui termine en temps exp[k](|Q 4]).
Le cas de base a été établi dans la proposition 4.4.11. Passons a 1’étape de ré-
currence. Soit A = (Qa,/4,A4) un automate alternant sur 'y, ;. Par la propo-
sition 4.4.14, nous pouvons construire un automate équivalent B déterministe
et complet avec tests dans £ U L% avec £ C Alty(I') et ou |L£| est borné par
exp[1](|Q4]) et ou chaque L est accepté par un automate Aj alternant sur I'y.
Les automates B et Ay sont constructibles en temps exp[1](|Q4|). Par hypothése
de récurrence, nous pouvons construire, pour chaque L € £, un automate By, en-
tierement déterministe et complet sur I'y équivalent a Ay en temps exp|k](|AL|).
Par la proposition 4.4.4, nous pouvons construire en temps linéaire par rapport
a la taille de By, un automate, noté Byc entiérement déterministe et complet sur
[’y acceptant le complémentaire du langage accepté par By,.

[’automate A est donc équivalent a I'automate entiérement déterministe et
complet (B,(Br)rec U (BY)rec) constructible en temps explk + 1](|Q 4])-

Nous allons maintenant établir que, pour tout k& > 2, il existe une construction
prenant un automate sur I'y,; et donnant un automate équivalent entiérement
déterministe et complet sur I'; et terminant en exp[k|(|A]).

Soit A un automate sur 'y pour k£ > 1. En combinant le proposition 4.3.48
et la proposition 4.4.5, nous pouvons construire un automate B déterministe et
complet avec tests dans £ U L avec £ C Alty, ou la taille de £ est bornée par
exp|0](JA]) et ot chaque L € L est accepté par un automate Ay alternant sur I'y,
dont le nombre d’états est polynomial en la taille de A. De plus, les automates
B et A, peuvent étre construits en temps exp[1](]A4|).

Par ce qui précéde, nous pouvons construire, pour chaque L € L, un automate
By, entiérement déterministe et complet sur I', qui accepte le méme langage que
S(AL) en temps exp[k|(]A|). Par la proposition 4.4.4, nous pouvons également
construire un automate Bjc entiérement déterministe et complet sur I';, qui ac-
cepte le complémentaire de S(By) en temps linéaire par rapport a la taille By.
Nous pouvons donc construire 'automate (B,(Bp)res U (Bre)res) entiérement
déterministe et complet sur 'y qui accepte S(A) en temps exp|k](|A]). O
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Remarque 4.4.16. Les automates entiérement déterministes et complets sur 'y,
correspondant aux automates A (resp. automates alternants B ) sur 'y construits
dans le théoréme précédent sont tels que la taille de tous les ensembles de langages
de tests apparaissant dans ces automates est bornée par explk — 2|(|4|) (resp.

explk — 1](|@5l))-

Nous concluons ce sous-paragraphe en donnant la complexité des opérations
booléennes sur les ensembles de Ratg(I') quand ils sont représentés par des auto-
mates entiérement déterministes et complets sur I',.

Proposition 4.4.17. Pour tout automate A et B entiérement déterministes et
complets sur I'y, les propositions suivantes sont satisfaites:
1. lunion des langages acceptés par A et B est acceptée par un automate C
entierement déterministe et complet de taille |A| - |B|,
2. lintersection des langages acceptés par A et B est acceptée par un automate
C' entiérement déterministe et complet de taille |A] - |B],
3. le complémentaire du langage accepté par A est accepté par un automate C
entierement déterministe et complet de taille |A|.

Démonstration. l.a preuve procéde par récurrence sur le niveau k des automates.
Cas k = 1. Ces propriétés sont bien connues (voir par exemple [HU79]).

Etape de récurrence.Soit (A,(A;)ici1,n) et (B,(B;)ic[1,m)) deux automates entié-
rement déterministes et complets sur 'y 1. Nous noterons A = (Qa,1a,Fa,104,A4)
et B = (Qp.I5,Fp.pup,Ap). Nous allons définir un automate C' = (C,(A;)icp1,n) U
(Bi)ic1,m)) entiérement déterministe et complet avec 'y acceptant S(A)NS(B).
Pour cela, nous définissons I'automate C' = (Q¢,lc,Fe,ic,Ac) en prenant Q¢ =
QaXQp, Ic =14 x1Iget Fo = F4 x Fg. L’application u¢ est définie pour tout
(1a,ip) € Ic par pc((iayip)) = pa(ia) Upp(ip). Enfin, Pensemble des transitions
Ac est défini par:

{(pa,ps) — (94,q8),TaUTp | pa — qa,Ta € Ay et pp — qp,Tp € Ap}.

Il est aisé de montrer que comme A et B sont déterministes et complets, C' 'est
aussi. De plus par construction, C' accepte S(A) N S(B).

Pour 'union, il suffit de remplacer, dans la construction précédente, la défini-
tion de FC par FC = (FA X QB) U (QA X FB)

Pour le complémentaire, il suffit comme nous I’avons déja vu de complémenter
I'ensemble des états finaux (cf. proposition 4.4.4). O

LLa proposition suivante étudie le probléme de I'appartenance des automates
entiérement déterministes et complets.

Proposition 4.4.18. Le probléme de [’appartenance pour les automates entiére-
ment déterministes et complets sur Iy 1 peut étre résolu en temps polynomial.
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Démonstration. Avant d’établir la propriété, commencons par montrer que nous
pouvons décider si une séquence d’instructions p € (I'y)* est telle que R(p)([ ],)
soit définie. Pour cela nous définissons la fonction partielle Suites;, de I'; dans
e kL. Cette fonction partielle est définie par récurrence sur la longueur de la
suite p en prenant Suitesy(e) = (e, ...,e) et pour tout p € I'; et v € 'y, tels que
Suitesy(p) est définie et est égale a (p),...,p}), nous définissons Suitesy(py) par
disjonction de cas sur ~:

Cas v = L, € I'}. La fonction Suitesy(py) est définie si p;, = € et dans ce cas est
égale a Suitesy(p).

Cas v = 7. La fonction Suites(py) est définie si p|(|p}|) = 7 et dans ce cas est
égale a (pf,phy, . ...ppy) o pf = ph(1) - pi(|ph] = 1).

Cas v =TI'. La fonction Suitesy(p7y) est définie et est égale a (p)7, . ..,p,7)-

Cas v =/( € [1,k — 1]. La fonction Suitesy(py) est définie. Elle est égale au uplet
(p1,-..,px) ot pour tout i < ¢, p; = p} et pour tout i > £, p; = piL.

Cas v = { pour ( € [L,k — 1]. Suites,(py) est définie si pj ;(|p},]) = ¢. Dans
ce cas, elle est égale & (p1,...,px) o0t pour tout i < £, p; = pi, prr1 =
Prp1 (1), - i (|Phq | = 1) et ol pour tout @ > £, p; = piy.

Une récurrence immédiate sur la longueur de p établit que pour toute suite
d’instructions p € I'j, Suitesi(p) est définie si et seulement si R(p)([],) Iest.
De plus, si s = R(p)([ ],) alors Suitesi(p) est égal a (p1,...,px) ot pour tout
¢ € [1,k], pg est la suite réduite de top,(s). Tl suit que nous pouvons décider en
temps polynomial si une suite p € I'; est telle que R(p)([ |,,) soit définie.

Nous allons maintenant démontrer la propriété annoncée. Pour cela, nous
procédons encore une fois par récurrence sur le niveau k.

Cas k = 1. La propriété est triviale.

Etape de récurrence.ll nous faut construire un algorithme qui prenant en entrée
une pile s € Stacksy,1(I") (décrite par sa suite réduite d’instructions ps) et un
automate (A,(A;)icn,n)) entierement déterministe et complet sur I'y,; avec A =
(Qa,Ia,Fa,jia,An) décide si s € S(A). L'algorithme calcule par récurrence sur la
longueur de la suite réduite p 'unique état g, tel que A admette un calcul partant
dans un état initial de la pile vide de niveau k et arrivant en R(p)(] |,) dans I'état
q,- Pour la suite vide ¢, il suffit de décider pour tout ¢ € [1,k] si | |, appartient
a S(A;). Par hypothése de récurrence, nous pouvons ainsi déterminer 'unique
état ¢. tel que [ |, € S(A;) pour tout Tg&) € 11(g.). Supposons que nous avons
calculé g,, montrons comment calculer ¢,y pour v € I'. Nous commencons par
calculer Suitesy(py) = (p1, .. .,pr+1) qui est nécessairement définie car R(pv)([ |,)
est définie. L’état g,, est I'unique état tel que g, 2, Qpy, I € Ay et tel que pour
tout Tga}i) € T, la pile top, (R(py)([ ],)) de suite réduite p;, appartienne a S(A4;).
Par hypotheése de récurrence, g,, peut étre calculé en temps polynomial. Nous
pouvons donc décider en temps polynomial si s € S(A). O
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Une conséquence immeédiate de la proposition précédente est que les complexi-
tés présentées dans le théoréme 4.4.15 sont minimales en terme de la hauteur de
la tour d’exponentielles. Au niveau 1, nous savons déja que le plus petit automate
déterministe et complet sur I' équivalent a un automate sur I' est dans le pire cas
exponentiellement plus grand que 'automate de départ. Comme les automates
sur I' sont des cas particuliers d’automates sur I'y et d’automates alternants sur
[’y (cf. proposition 4.3.14), il n’existe pas de transformation polynomiale des auto-
mates sur I'; (resp. des automates alternants sur I';) en des automates équivalents
déterministes et complets sur I" .

Proposition 4.4.19. Pour tout k > 2, il n’existe pas de procédure transformant
les automates (resp. automates alternants) sur Ty, en des automates entiérement
déterministes et complets sur Ty, équivalents et terminant en temps explk —2](|Al)

(resp. explk — 1](|Qal)).

Démonstration. Commencons par établir cette borne inférieure pour les auto-
mates sur I'y. Supposons par l'absurde qu’il existe un niveau kg > 2 et une
procédure transformant les automates (resp. automates alternants) sur Iy, en des
automates entiérement déterministes et complets sur I', équivalents et terminant
en temps exp[k — 2](|A]). Par la proposition 4.4.18, il existerait une procédure
résolvant le probléme de I'appartenance pour les automates sur I';, terminant en
temps exp|k — 2|. Par la proposition 4.3.55, ceci contredit le théoréme 4.3.54.
La preuve pour les automates alternants sur I'y est une simple adaptation du
cas précédent. ]

Nous venons de voir que le test d’appartenance peut étre réalisé en temps
polynomial pour les automates entiérement déterministes et complets quelque soit
leur niveau alors qu’il est (k—1) fois exponentiel pour les automates sur I'y. Le test
du vide, qui dans le cas des automates sur I'y est aussi dur (cf. proposition 4.3.55)
que le probléme de 'appartenance, reste cotiteux pour les automates entiérement
déterministes et complets sur I',.. En effet, comme le montre la propriété suivante,
le test du vide des automates entiérement déterministes et complets sur I'; ne
peut étre réalisé en exp[k — 4](]A|).

Proposition 4.4.20. Pour k > 4, il n’existe pas de procédure résolvant le pro-
bleme du test du vide des automates entierement déterministes et complets sur
[y et terminant en temps exp[k — 4](| A]).

Démonstration. Pour établir cette borne inférieure, nous allons utiliser la borne
inférieure sur la complexité du test du vide des automates sur I';, rappelée dans
le théoréeme 4.3.54.

Nous allons construire pour tout automate A sur 'y, un automate B entiére-
ment déterministe et complet sur 'y, avec |B| < 21l tel que S(A) est vide si et
seulement si S(B) l'est.
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L’automate B est obtenu en déterminisant et en complétant I'automate A
vu comme un automate sur le monoide libre I'j, et en insérant une instruction
k avant chaque instruction de A. Ces insertions garantissent que l'automate sur
['y11 obtenu est bien réduit. Comme B ne posséde pas de langages de tests, la
déterminisation et la complétion dans le monoide libre suffisent & garantir que
I"'automate B est entiérement déterministe et complet. Par la proposition 4.1.3,
S(A) = top,(S(B)).

Supposons par 1’absurde que pour un certain ky > 4, il existe une procédure
décidant du vide des automates entiérement déterministes et complets sur 'y et
terminant en temps exp[ko—4](]A|) Nous pouvons donc en utilisant ce qui précéde
décider du vide des automate sur I'y,_; en temps exp[ko — 4](exp[1](|A])): ce qui
ameéne la contradiction avec le théoréme 4.3.54. ]

La borne supérieure sur la complexité du vide de ces automates au niveau k est
en exp[k—1](|A]). Elle est donnée par la proposition 4.3.52 et la proposition 4.3.53.

Avant de conclure ce sous-paragraphe, nous introduisons une forme normalisée
des automates entiéerement déterministes et complets sur I'y. Cette forme va nous
permettre de simplifier les transformations présentées dans la suite et de nous
permettre d’établir des résultats de complexité plus précis.

Définition 4.4.21. Un automate entiérement déterministe et complet sur I';, est
dit normalisé si tout automate (B,(B;)icn,n)) entiérement déterministe et complet
sur 'y, avec 1 < ¢ < k et B = (Qp,Ip,F5,Ap), intervenant dans A est tel que
pour tout p,g € Qp et tout v € Ty_y U{l | }, il existe au plus une transition
p— q,1,,, appartenant & Ap.

Tout automate entiérement déterministe et complet sur I';, est équivalent a
un automate normalisé. Ceci découle immédiatement de la fermeture par union
des Rat, pour ¢ < k. Notons cependant que cette transformation est au moins
exponentielle dans le pire cas.

Remarque 4.4.22. Pour k > 1, les automates entiérement déterministes et
complets sur I'y, correspondants aux automates alternants sur I', construits dans
le théoréme 4.4.15 sont normalisés. Remarquons que les automates entiérement
déterministes et complets sur I'y pour k£ > 2 construits dans le théoréme 4.4.15
ne sont pas normalisés.

4.4.3 Automates sur I', avec tests dans Rat,

Nous concluons ce paragraphe en affinant la complexité de la transforma-
tion d'un automate A sur I'y avec tests dans £ C Rat(I') en un automate B
entierement déterministe et complet sur I'y. Nous considérons le cas ou chaque
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langage L € L est accepté par un automate Ay entiérement déterministe et com-
plet normalisé (cf. définition 4.4.21). Les résultats obtenus sont résumés dans le
théoréme 4.4.25. Cette section ne présente pas d’intérét particulier en dehors de
I’établissement de ce théoréme.

Par la proposition 4.3.38 et par le théoréme 4.4.15, nous obtenons un automate
B de taille bornée par exp[k|(JA|+ >, .. |AL]) pour k > 1. Pour k£ > 2, nous affi-
nons cette complexité et nous obtenons une borne en exp[k —1](|A|+[ 1, .. |AL])-

Avant de présenter les différentes étapes de cette construction, nous introdui-
sons les notions communes a toutes ces étapes.
Soit A = (Qa,14,F4,A4) un automate sur I'y avec tests dans £L = { Ly,...,L, } C
Ratg(I"). Supposons de plus que pour tout ¢ € [1,n], Ly est accepté par un au-
tomate A, = (Br,(Cf)ief1,n,)) entierement déterministe et complet normalisé avec
By = (Q¢,{i¢ },Fu,A). Pour k > 2, nous noterons £’ C Raty_1(I") I'ensemble
{S(CH | € [1n]etie [1n]}.

Pour toute pile s € Stacksy(I'), nous notons X le uplet (A4;(s),...,A,(s)) €
[Teep g Qe (cf. lemme 4.4.3).
Il est aisé de vérifier que X{j est égal a (i1,...,i,) et que pour toute pile s €
Stacksy (") avec Xy = (q1,...,qn), la pile s appartient & Ly si et seulement si g,
appartient a Fj.
Pour k > 2, la propriété clé est que pour tout uplet e = (ey,...,e,) et f =
(f1,--.,fn) dans qul,n} Q¢ et pour tout v € T'y_; U {k}, il existe un sous-
ensemble R] ; de L' tel que pour toute pile s € Stacksy(I') avec Last(s) # 7,
X = e et telle que " = R(7)(s) soit définie,

Xy = f < top,_,(s) € ﬂ R.
ReR] ;

L’ensemble R ; est défini comme suit:

- R}, = {0} sl existe £ € [L,n] tel qu'il n'existe pas de transition de la
forme p, — ¢,,T dans A,.

- R;f = Uzeu,n} Ty si pour tout £ € [1,n], il existe une transition py s 0.1,
dans A,. Notons que comme I’ automate A, est normalisé, cette transition
est unique.

La premiére étape reprend l'approche du sous-paragraphe 4.3.3.2 et trans-

forme un automate sur I’y avec tests dans Raty(I') en un automate équivalent
réduit sur 'y avec tests dans Raty ().

Proposition 4.4.23. Pour tout automate A sur I'y avec tests dans L C Raty (L),
il existe un automate réduit B sur Iy, avec tests dans L C Raty(T') acceptant S(A).
De plus, si chaque L € L est accepté par un automate Aj entiérement déter-
ministe et complet normalisé, |Qp| est bornée par expl0](|A]), |B]| et |L'| sont
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bornées par exp[0](|A| + [[,c. |ALl) et chaque L € L' est accepté par un au-
tomate By entierement déterministe et complet normalisé de taille bornée par

explk — 1)(|A] + [1cz |ALl) si k> 2 et exp[1](|A| + ] cr |AL]) si k= 1.

Démonstration. Nous considérons le cas k£ > 2. Le cas k = 1 est une adaptation
immeédiate. Soit A = (Qa,l4,F4,A4) un automate sur I’y avec tests dans £ =
{Ly,...,L,} C Ratg(I"). Nous reprenons les notations présentées au début de
ce sous-paragraphe. Pour tout p,q € )4, nous reprenons aussi la définition des
langages de boucles L, , introduits dans le sous-paragraphe 4.3.3.2.

Comme D’établit le lemme 4.3.46, dans le cas ou £ = (), 'appartenance d’une
pile s € Stacksy(I') ne dépend que de Last(s) et top,_;(s). Par une adaptation
immédiate de la preuve du lemme 4.3.46, nous établissons que lorsque £ n’est
pas vide, 'appartenance d'une pile s € Stacksg(I') ne dépend que de Last(s),
top,_;(s) et de Xj.

Plus précisément, pour tout p,g € Q4 et v € I's_, U {ke} et tout d €
HEE[Ln] (s, il existe un automate A;’:g alternant sur I',_; avec tests dans L' tel
que pour toute pile s € Stacks,(I') avec Last(s) = vy et Xy =d, s € L,, si et
seulement si top,,_(s) € S(A}Y).

L’ensemble des états de A7¢ est égal a (Tp_y U{ke}) x Qa X (TTeeqi m 1Qel)-
La construction de I'automate est une adaptation immédiate de la construction
du lemme 4.3.46.

Le nombre d’états de cet automate est borné par exp[O](|A| + [ [,y [Qel)-
Par la proposition 4.3.41, Ag;g est équivalent & un automate alternant sur I'j_;
sans tests dont le nombre d’états est borné par exp[0](|A[ + [T, [Qel)-

Par le théoréme 4.4.15, il existe un automate Bgﬁ entiérement déterministe
et complet sur I';_; de taille bornée par exp[k — 1](| Al +] ey, Q¢) et équivalent
a A7¢ Nous considérons B! comme un automate entiérement déterministe et
complet sur I'.

En adaptant la preuve de la proposition 4.3.41, nous construisons un automate
D = (Qp,Ip,Fp,Ap) réduit sur I'y avec tests dans:

L= {S(A)) | Lelln] et g€ Qr}
U {S(A;:g) | D,q € QA?IY € szl U { k,é} et d S H(G[l,n] |Q€|}

ot pour tout ¢ € [1,n] et pour tout ¢ € Q,, A} désigne 'automate entiérement
déterministe et complet sur Ty égal & ((Qu.{i¢ }.{q}.A0),(C)iciing)- Tous les
langages de £’ sont bien acceptés par des automates déterministes et complets
sur I'y; de taille bornée par exp[k — 1(JA] + [T, 1Qel)-

L’ensemble des états Qp est égal a Q4 x (I'y_; U {k,e }). L'ensemble Ip des

“M)Y, Par

états initiaux est égal a {(p,c) € Qa x {e} [ i € L4, [],_; € S(A
la proposition 4.4.18, I'ensemble Ip peut étre calculé en temps exp[k — 1](|A| +
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[Trepin |Qel). L'ensemble Fip des états finaux est Fp = Fa x (I, U{ke}).
[’ensemble des transitions Ag est donné par:

{pA) — (r) T | Y ey U{kelyelp U{k}ay#Y
P L> Q7T € AA7d - (qb cee 7qn) S H(G[l,n] ‘Qé‘
pour tout i € [1,n], T, € T = ¢; € Q;,
et 7" = {Tgyoey | £ € [Lin]} U{ Tgu00) } I

Par construction, 'automate D est réduit (cf. remarque 4.3.23) et en adaptant
la preuve de la proposition 4.3.49, nous montrons que D accepte S(A).
O

La deuxiéme partie de la preuve est plus intéressante et consiste a remplacer
les tests de niveau k dans un automate réduit sur Iy avec tests £ C Raty(I") par
des tests de niveau k£ — 1.

Proposition 4.4.24. Pour tout automate A réduit sur I'y avec tests dans L C
Raty(T), il existe un automate B réduit Ty, avec tests dans L C Raty_1(T") accep-
tant le méme langage.

De plus, si chaque L € L est accepté par un automate Ap entiérement déter-
ministe et complet normalisé, |B| est bornée par exp[0](|A| + [1,c. |AL]) et [£]
est bornée par exp[0](|A] + >, .. |AL|) et chaque L € L' est accepté par un au-
tomate By, entierement déterministe et complet normalisé de taille bornée par
expl0](|A] + X | AL]).

Enfin, si A est déterministe et complet alors B [’est aussi.

Démonstration. Considérons le cas k > 2. Le cas £k = 1 est une adaptation
immeédiate. Soit A = (Qa,l4,F4,A4) un automate sur I'y avec tests dans £ =
{Liy,...,L,} C Ratg(T"). Nous reprenons les notations introduites au début de
ce sous-paragraphe.

Nous pouvons maintenant définir un automate D = (Qp,Ip,Fp,Ap) réduit
sur I';, avec tests dans L' équivalent & A. [’ensemble des états Qp est égal a
Qa X (Isep,n @e)- L'ensemble des états initiaux et finaux sont respectivement
Ty x Xq), et Qa X (Hee[l,n] Q¢). L’ensemble Ap des transitions est défini par:

{(pue) L> (Q7f)7TRZ,f | p L> Q7{ TLilu s 7TLim } € AAveaf S HZE[Ln} Qé
et pour tout j € [1,m],f;, € F}}.

Par construction, 'automate D est réduit et accepte S(A).

Supposons maintenant que A soit déterministe et complet (cf. remarque 4.4.2).
Montrons que D est déterministe et complet. Comme A est déterministe, pour
tout état p € Q4 et pour tout e et f € Hee[l,n} (e, 1l existe au plus un état
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q € Qa tel que (p,e) —= (¢.f), TRw appartienne a Ap. Il suffit alors de remarquer

que pour tout 7y et pour tout e f et f' dans Heeu ] Q¢ avec f # f’, nous avons
7, RN 1= = () car les automates Ay, sont déterministes. La complétude
RER] RER]

de D qe dérive de la complétude de A et des automates Aj,. ]

En combinant les deux propositions précédentes et la proposition 4.4.5, nous
transformons les automates sur I'y avec tests dans Ratg(I') en des automates
équivalents entiérement déterministes et complets sur I';.

Théoréme 4.4.25.

1. Pour tout automate A sur T'y avec tests dans L C Raty(T'), il existe une
automate B entiérement déterministe et complet sur I'y acceptant S(A). De
plus st chaque L € L est accepté par un automate entierement déterministe
et complet, la taille de B est bornée par exp[1](|A] + >, o, |AL]).

2. Pour k > 2 et pour tout automate A sur Iy avec tests dans £ C Raty(T), il
eriste une automate B entierement déterministe et complet sur 'y, acceptant
S(A). De plus si chaque L € L est accepté par un automate entiérement
déterministe et complet normalisé, la taille de B est bornée par explk —

AN+ Tee 1ALD-

Démonstration. Comme nous 'avons vu, le premier point découle de la proposi-
tion 4.3.38 et du théoréme 4.4.15.
Etablissons le second point. Soit k£ > 2 et A un automate sur I';, avec tests dans
L C Ratg(T"). Pour tout L € L, soit A7, un automate entiérement déterministe et
complet normalisé acceptant L. Par la proposition 4.4.23, il existe un automate B
réduit sur I'y avec tests £’ C Raty(I') acceptant S(A). La taille de @) est bornée
par exp[0](|A|), |B| et |£'| sont bornées par exp[O0](|A| + [], .. |AL|) et chaque
L € L' est accepté par un automate Bj entiérement déterministe et complet
normalisé de taille bornée par exp[k—1](JA|+]], . |AL|). Par la proposition 4.4.5
et la remarque 4.4.6, nous construisons un automate C' déterministe et complet
sur [, avec tests dans £'U (L£')° C Raty acceptant S(B) dont la taille est bornée
par exp[1](|A| + [[,;c. |Az|). Par la proposition 4.4.24, il existe un automate D
réduit déterministe et complet sur Iy, avec tests £” C Raty_1(I") acceptant S(C).
De plus, nous pouvons supposer que |D| est bornée par exp[0](|B| + [[;.. |Bz|)
et |L'| est bornée par exp[0](|B| + Y, |Br|) et chaque L € L" est accepté par
un automate C entiérement déterministe et complet normalisé de taille bornée
par exp[0](|B| + > ;.. |Br|). L'automate entierement déterministe et complet
recherché est donc (D,(CL)pegr) dont la taille est bornée par explk — 1](]A| +
[I,cclALl) car bk —1>1.
U
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4.5 Relations préfixe-reconnaissables d’ordre su-
périeur

Ce paragraphe étudie les relations sur les piles de niveau k induites par les
ensembles rationnels de suites d’instructions dans (I'y U ’]}mk(p))*. Ces relations
apparaissent naturellement dans I’étude des langages de Raty,1(I"). En effet, en
reformulant le théoréme 4.3.50, il suit que tout ensemble de Raty1(I") est égal a
une union finie d’ensembles dans:

R (Rat ((1-Rat ((Ts U Trar,@)) ")) (Raty(I)). (4.8)

Formellement, a chaque ensemble R € Rat((I'y U Tgat,(r))*), nous associons
une relation sur Stacks;(I") notée D(R) et définie par:

{(s,s") € Stacksy(I") x Stacks,(I") | 30 € R(R),s € Dom(f) et s' = 6(s)}.

En d’autres termes, I'application D est un morphisme de monoides entre le mo-
noide libre (I'y U Tgat,r))* et le monoide (pour la composition) des relations sur
Stacksy(T).

Au niveau 1, ces relations sur les mots ont été étudiées par Caucal dans [Cau96,
Cau03a, Cau03b]| et sont connues sous le nom de relations préfixe-reconnaissables.
Il montre en particulier que ces relations forment une algébre de Boole et en donne
une représentation normalisée.

Définition 4.5.1. Nous appellerons relation préfixe-reconnaissable de niveau
k toute relation de D(Rat((I'y U Tgas,a))*)) et nous noterons PRy I'ensemble
D(Rat((I'y U Traty(r))"))

Le sous-paragraphe 4.5.1 rappelle les propriétés des relations préfixe-recon-
naissables de niveau 1 et fait le lien entre la présentation de Caucal et notre
formalisme. Dans le sous-paragraphe 4.5.2, les propriétés des relations préfixe-
reconnaissables de niveau 1 sont étendues a tout niveau. En particulier et quelque
soit le niveau k, I'ensemble PR; est une algébre de Boole. Enfin dans le sous-
paragraphe 4.5.3, nous présentons une derniére notion d’accepteurs finis pour les
ensembles de Raty1(I") basée sur les relations préfixe-reconnaissables de niveau
k et sur I’équation 4.8.

4.5.1 Relations de PR;.

Dans [Cau96|, Caucal étudie la famille des relations sur les mots de I'* qui
s’écrivent comme une union finie de relations de la forme (U x V) - W ou U,V
et W sont des sous-ensembles rationnels de I'* et ou le produit d’une relation
R C I' x I'* par un ensemble P C I'* est une relation, notée R - P, et égale
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a{(u-ww-w)| (uw) € R et w e P} Ces relations correspondent a une
généralisation des systémes de récriture préfixe de mots. Comme nous avons pris
la convention que le symbole de haut de pile correspond a la derniére lettre du
mot '°, il nous faut considérer la version suffixe des relations préfixe-reconnaissa-
bles qui sont des unions finies de relations de la forme W - (U x V) ou U,V et
W appartiennent a Rat(I'*). Cette variation n’a aucun impact sur les résultats
obtenus dans [Cau96|. Nous allons établir I’équivalence entre les relations préfixe-
reconnaissables sur I'* et les relations de PRy(T).

Les relations préfixe-reconnaissables appartiennent a PR;. En effet pour tout
U,V et W appartenant a Rat(I'), la relation W - (U x V) est égale a D(U - Ty - V)
et appartient donc a PR;. Comme par définition PR; est fermé par union, les
relations préfixe-reconnaissables appartient bien & PR;.

Pour I'inclusion réciproque, Caucal établit que les relations préfixe-reconnais-
sables sont fermées par union, concaténation et cloture transitive. Il suffit pour
conclure de remarquer que pour tout vy € I', D{~}) =I"- ({e}.{7}) € PRy
et D{F}) =T*-{~},{e}) € PRy et pour tout W € Rat(l'*), D{Tw }) =

W-({e}fe})

Proposition 4.5.2 (|[Cau96|). Les relations préfize-reconnaissables sur I'* sont
les relations de PRy(T).

Exemple 4.5.3. Pour tout p > 2 et pour tout ¢ € [0,p — 1], nous noterons 4, ,
(resp. B, ,) I'ensemble rationnel contenant tous les mots w € a* (resp. w € b*)
tel que |w| =p mod ¢. Considérons la relation R de PR, définie par:

Jr

D (07| U Tusb' T,

1€[0,2]
On vérifie facilement que R est égale a:
U Ais- (B".Bis).
ic0,2]

Dans notre formalisme, ’égalité de la proposition 4.5.2 se traduit par la pro-
position suivante.

Proposition 4.5.4. Toute relation de PRy(I") est égale a une union finie de
relations dans l'ensemble D(Rat(T") - Tiary(ry - Rat(T*)).

Pour montrer la fermeture par complémentaire, Caucal montre que toute rela-
tion préfixe-reconnaissable peut s’écrire comme une union finie de relations de la

10. Et non la premiére comme dans [Cau96]
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forme W - (U x V) ou U,V et W € Rat(I'*) avec First(U) NFirst(V) C {e }. Une
telle relation est appelée cloture gauche d’une relation reconnaissable irréductible
dans [Cau96|.

Exemple 4.5.5. Reprenons la relation R de I'exemple 4.5.3. 1l est aisé de vérifier
que R s’écrit comme 'union finie suivante:

U ( U (Ais-Bys) - <{e},Bk,3>> U(Ass - Big)- (" {<}).

1€[0,2] Jjt+k=i

La propriété clé de ces relations est qu’elles correspondent a des ensembles de
suites réduites d’instructions dans Rat((I'y U Zgat,(ry)*). En particulier, pour tout
couple (u,w) € W - (U,V), il existe une unique décomposition u = wu’ et v = wv’
onw € W, u €U et v €V. Lunicité de cette décomposition permet d’obtenir
la fermeture par complémentaire.

Proposition 4.5.6 (|Cau96|). Les relations préfive-reconnaissables forment une
algébre de Boole.

4.5.2 Relations de PR,.

Dans ce sous-paragraphe, nous étendons les propositions 4.5.4 et 4.5.6 aux
relations de PRy. Dans ce but, nous définissons, pour tout k > 1, une famille
Rew), d’ensembles de Rat((I'y U Tgat, )*). Notre but sera, dans un premier temps,
d’établir que toute relation de PRy est égale & une union finie de relations dans
D(Rewy,) (cf. théoréme 4.5.12).

Avant de définir la famille Rew,, il nous faut introduire deux notations. Nous
associerons, a chaque suite p € (I'y U Tgay, )", un symbole dans I'y U { e } noté
First(p) (resp. Last(p)), et valant € si O = {i € [1,|p|] | p(i) € T} est égal a () et
valant p(min(O)) (resp. p(max(0))) sinon.

Norm,(I') = Rat(I™)
Rew, (") = {U-Tw -V | UV € Norm;(T'),W € Rat,(T),

First(U) N First(V) C{e}}
Normy1(I') = Rewy(T) - Rat((1- Rewg(T))*) (4.9)
R,ewk+1(F) = {U Ty -V | UV e NOI‘mk+1(F),W S R,atkH(F),

First(U) N First(V) C {e},
et Last(W) N (First(U) U First(V)) C {e } }.

Pour pouvoir travailler avec les relations de PRy, il nous faut fixer une re-
présentation finie (et symbolique) de ces relations. Nous représentons de telles
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relations par un automate sur I'y avec tests dans Raty(I"). Formellement, un au-
tomate sur I'y avec tests dans Ratg(I") accepte la relation sur Stacks(I"), notée
D(A), définie par D(Z(A)) . Une adaptation immédiate de la proposition 4.3.5
établit que pour toute relation R de PRy, il existe un automate A sur I'y avec
tests dans Raty (L") tel que D(A) = R.

4.5.2.1 Représentation normalisée des relations de PR,.

Dans ce sous paragraphe, nous établissons le théoréme 4.5.12 qui établit que
toute relation de PRy, est une union finie de relations dans D(Rewy).

La premiére étape est d’établir que les relations de PRy sont acceptées par
des automates réduits sur I'y avec tests dans Rat(I"). Pour cela, nous adaptons
la preuve de la proposition 4.3.48.

Considérons un automate A sur I';, avec tests dans Rat;,. Comme dans le sous-
paragraphe 4.3.3.2, nous allons éliminer les boucles des calculs de A. L’'unique
différence réside dans la définition des langages de boucles. Pour tout p,g € Q) 4,
nous noterons B, , 'ensemble des piles s € Stacksy(I') telles qu'il existe un calcul
de A partant de la configuration (p,s) et arrivant a la configuration (g,s).

Remarque 4.5.7. Dans le sous-paragraphe 4.3.3.2, la notion de boucle utilisée
est plus restrictive. Rappelons que nous disons I'automate A boucle sur la pile
s € Stacksg(I") en partant dans 'état p et en revenant dans I’état ¢ s'il existe un
calcul (po,so) - (Pn,sn) tel que sg = s, = s, po = p, Pn = q et pour tout

¢ € [0,n], ps C ps,. Pour tout p,g € Q4, nous notons L, , 'ensemble des piles s
de niveau k telles que A boucle sur s en partant de p et en revenant en g. Cette
notion n’est pas suffisante lorsque 'on considére les relations acceptées par les
automates sur I';.

Considérons 'automate A sur I'; présenté ci-contre.

La relation acceptée est D(aa) = {(w,w) | w € I'a}. . a . a .
Le langage L; ; est vide alors que le langage B; ; est

égal a [a et nous obtenons donc une représentation

réduite de D(A) qui est égale & T,

Par une adaptation immeédiate de la construction du lemme 4.3.46, nous mon-
trons que pour tout p,g € Q4. le langage B, , est accepté par un automate
alternant sur I'y,. Remarquons que l'automate alternant a le méme niveau que
'automate A alors que dans le lemme 4.3.46 (ou la notion de boucle est plus
restreinte) I'automate alternant a un niveau de moins que celui de A.

Lemme 4.5.8. Pour tout automate A sur T'y avec tests dans Raty(T") et pour
tout p,q € Qa, il existe un automate A, , alternant sur I'y, acceptant B, ,.

Démonstration. Soient A = (Qa,14,F4,114,A) un automate sur I'y, avec tests dans
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L={Ly,...,.L,} CRaty(T') et py,qo des états de Q4.

Nous allons commencer par construire un automate B = (Qp,I5,Ap) alter-
nant sur I'y acceptant B, . L'ensemble des états Qp est égal Q4 x Q4 x (I'pU
{k,e})xSing(I'}) x 2¢ et 'ensemble des états initiaux I3 est {(po,qo,,T,T") | T €
Sing(I'}) et 7" C L}. Pour définir 'ensemble des transitions Ag, nous considérons
des transitions ¢ de la forme suivante:

0 = (pg,T,L),T.L — [\ A ((0'd' V. T.L')A)

’Y/ER (p/vqlv’ylvT/vL/)Eer/

ou RC (IMQU{k})\{7}siy#eet RC (I'YU{k})siy=eetpourtouty € R,
@y C Qp. Pour tout 7' € R, nous définissons un ensemble R, C Q4 X Q4 égal
a:

R’Y/ = {(p7Q) ’ El(/rataﬁ)/>T/>L,) € Q’wp i} TaTlaLl € AA>t i} QaTZaLZ S AA;
T1 S T,Tg S T/,Ll Q L et L2 Q L/}

*
La transition § appartient a Apg si (p,q) € <U7/eR Rw’) . Par la proposi-
tion 4.3.38, il existe un automate C' alternant sur ['y équivalent a B. O

Grace au lemme précédent, nous pouvons maintenant réduire les automates
sur T’y avec tests dans Raty(I") sans changer la relation acceptée. La construction
est une adaptation de la construction de la proposition 4.3.48.

Proposition 4.5.9. Pour tout k > 1, pour tout automate A sur I'j, avec tests
dans L C Raty(T"), il existe un automate B réduit sur I'y avec tests dans L C
Ratk(F).

Démonstration. Soit A = (Qa,la,Fa,114,A4) un automate sur I'y avec tests dans
L C Raty. Nous construisons un automate B = (Qp,Ip,Fp,up,Ap) réduit sur
['y11 avec tests dans un ensemble fini £ C Ratg,; équivalent a A.

[’ensemble £ contient les langages acceptés par les automates A)  pour tout
p,qg € Qaet vy e pU{k}. A ces langages, il faut ajouter les langages de tests
associés aux états initiaux. Pour tout état p € (Q4, nous noterons S, le langage
Uier, S(Aip) N (MNpep,u L)- Par la proposition 4.3.16 et le théoreme 4.3.43, le
langage S, appartient a Ratyy;. Nous prenons donc £ égal a:

L = {S(A],) |pgeQuetyeTRU{k}}

U{S; | q€@a}
ot pour tout p,g € Q4 et v € I'y, |, A)  est 'automate alternant sur I'y défini

dans le lemme 4.3.46. Tout langage L € L est accepté par un automate alternant
sur I'y de taille polynomiale en |A|.
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Nous pouvons maintenant définir 'automate B. L’ensemble des états (Qp est
égal a Q4 x (I'p,; U{e}). Les ensembles d’états initiaux et finaux sont respecti-
vement Ip = Qa x {e} et Fg = Fq4x (I'f,; U{e}). L'application pp est définie
pour tout (q,e) € Qp par ug((q,e)) = S, L'ensemble des transitions Apg est
donné par:

Ap ={(p~) = ((r)) LU Tsuy,) |7 €TpU{k}y # 7 et p— qT,L}.

Par construction I'automate B est réduit. Une adaptation immeédiate de la preuve
de la proposition 4.3.48 établit que D(B) = D(A). O

[.’étape suivante consiste a exprimer la relation acceptée par un automate
réduit sur I';, avec tests dans Rat, comme une union finie de relations représentées
par des ensembles d’instructions dont la «forme» correspond aux ensembles de
Rewk.

Proposition 4.5.10. Pour tout automate A réduit sur Iy, avec des langages
de tests dans Ratyi1, la relation D(R) s’écrit comme une union finie de relations
de la forme D(U - Ty - V) ot U et V sont des ensembles réduits dans Rat((Ty U
{ kYU Tha, ()*) et o W appartient o Raty,1(T) avec:

First(U) N First(V) C{e} et Last(W) N (First(U) U First(V)) C {e }.

Démonstration. Soit A = (Qa,la,Fa,pa,As) un automate réduit sur 'y, avec
tests dans Ratyy (). Pour tout p € Q4 et pour tout v € I'S U { k,e }, nous dé-
finissons U) comme le langage des suites d’instructions acceptées par 'automate
(Qa,Ia,{p},pa,A) restreint aux suites d’instructions p ne contenant pas l'ins-
truction k et telle que Last(p) = 7. De maniére analogue, nous définissons, pour
tout p € Q4 et pour tout v € 'y U{ ke }, V) comme le langage des suites d'ins-
tructions acceptées par l'automate (Qa,{p },Fa,A4) restreint aux suites d’ins-
tructions p ne contenant pas l'instruction k et telle que First(p) = 7.

Comme A est un automate réduit, il est aisé de voir que pour tout ¢ € Q4
et pour tout v € ', U; et V7 sont des ensembles réduits dans Rat((I', U{k } U
TRaty,,(r))"). Nous affirmons que:

-U U 2@ Tws-vp)

PEQA (71,72,73)€l

oit I est le sous-ensemble de TQ U {k,e} x TQU {k,e} x ['Q U {k,e} défini par:

(e €le{ntn{y} C{etet {n}tn{ny} C{c}

L’inclusion réciproque est immeédiate. Pour l'inclusion directe, considérons
deux piles s et s’ dans Stacksy,1(I") telles que (s,8") € D(A). Notons ps et py
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les suites réduites des piles s et §'. Notons r la pile de Stacksy1(I") dont la suite
réduite est le plus petit préfixe commun de p, et py.

Comme (s,s") appartient a D(A), il existe p € Z(A) tel que s = R(p)(s).
I existe deux suites d’instructions p; et py € I';,, telles que p = p; - po et
R(p1)(s) =t et R(p2)(t) = s'. Comme p € Z(A), il existe un état ¢ € Q4 tel que

1 % qetq % fouié€lset f € Fu Notons vy, = Last(p;), 72 = Last(p,) et

73 = First(pz). La suite d’instructions p; appartient a U] et la suite p, appartient
a Ve et r € W2 Comme p = p; - py est une suite réduite, {77} N{3} € {e}.
Comme p,py est la suite réduite de s, {72} N {1} C {e}. Comme p,py est
la suite réduite de ', {72} N {73} € {e}. Il suit donc (y1,72,73) € 1. Comme
(s,5") € D(U)" - Tye - V), nous avons établi Iinclusion directe. O

La proposition suivante est ’étape clé de la preuve.

Proposition 4.5.11. Pour tout automate A réduit sur 'y, q avec tests dans L C
Raty,1(T) ne contenant pas Uinstruction k, la relation D(A) est égale a une union
finie de relations de la forme D(Tga,,, - I(B)) o B est un automate réduit sur
i1 avee tests dans Raty(T) et n'utilisant pas Uinstruction k.

Démonstration. Soit A = (Qa,la,Fa,pa,As) un automate réduit sur 'y, avec
tests dans £ = {Ly,...,L,} C Raty1(I"). Pour tout ¢ € [1,n], il existe un
automate A, = (Qg,{ ¢ },Fr,Ar) déterministe et complet avec tests dans £; C
Ratg(I") acceptant L, (cf. théoréme 4.4.15). Pour tout ¢ € [1,n] et pour toute
pile s € Stacksy1(I"), nous noterons Ay(s) 'unique état ¢ tel que qu’il existe un
calcul de A, partant de la configuration (i, [ |, ;) et arrivant dans la configuration
(q,s). Pour toute pile s € Stacksy1(I"), nous noterons X le uplet (¢i,...,q,) €
[Tcpi o) Qe défini pour tout £ € [1,n], g = Ay(s).

Pour tout uplet d € Hee[l,n} )y, 'ensemble S; des piles s de niveau k + 1
telle que Xy = d appartient a Raty,1(I"). En effet, Sy est intersection pour tout
¢ e [1,n] des {s | Au(s) = qu} € Raty41(T).

Pour tout uplet d.d € er[l,n} Q¢ et pour tout v € I'p U {k}, il existe un
ensemble 1), dans Raty(I") tel que pour toute pile s € Stacksy1(I") telle que
X, = d et telle que s = R(7)(s) est défini, Xy = d’ si et seulement si top,(s’) €
R} 4
Si d = (@1, ,qn) et d' = (q1,...,q,), il suffit de prendre:

Ry, = ) U =

¢e1,n] ar—q), TREA,

Pour tout d € HZG[1 ] ¢, nous allons définir un automate By réduit sur I'y

avec tests dans Raty (") qui satisfasse pour tout s € Stacksy,1(I") telle que X, = d,
D(A)(s) = D(Ba)(s)-



Relations préfixe-reconnaissables d’ordre supérieur 161

Soit dy = (q1,...,qn) € HZG[1 ] Q. Nous construisons 'automate By, =
(@p,I1p,Fp,Ap). Nous prenons Qp = Q4 X (Heeu,n] Q), I est égal a I'ensemble:

{(i,do) |i € Ixet YVl € [1,n],Ly € pa(i) = q € Fy}

et Fip = Fa X ([I,ep,, @e)- I ’ensemble des transitions Ay est défini par:

{(pad) L (qaﬁ)/7d/)aRld/ ‘ dad, - ((A? e ,q,,l) E (H@E[l,n] Q@) et p L) Q>T 6 AA
et V0 e [1n],L, € T — q € Fi}.

Comme A est réduit, B I'est aussi. De plus par construction, nous avons que
pour toutes piles s,s' € Stacksg (') telles que Xy = dy alors ((i,dyp),s) BL>

do
((¢,d),s") si et seulement si (i,s) % (q,s") et Xy = d. Il s’en suit donc que By,
satisfait la propriété annoncée. Nous avons donc:
DA) = |J D(Si I(B).
deHle[l,n] Qe

O

Nous pouvons maintenant établir le résultat de normalisation pour les rela-
tions de PRy,.

Théoréme 4.5.12. Pour tout niveau k > 1 et pour tout alphabet fini I', toute
relation R € PRy (') est une union finie de relations D(Rewy(I)).

Démonstration. La preuve procéde par récurrence sur le niveau k£ > 1.

Cas de base : kK = 1. Au niveau 1, cette propriété a été établie par Caucal dans
[Cau96] (cf. proposition 4.5.4). Pour étre complet, nous en redonnons une preuve.
Soit A un automate sur I'; avec tests dans Rat;. Par les propositions 4.5.9, 4.5.10
et 4.5.11, la relation R est égale a une union finie de relations de la forme U- Ty, -V
oit U,V appartiennent a Rat((I'y U{ k } UTRat,,,(r))*)) avec First(U) N First(V) C
{e}. Remarquons que la relation Last(W) N (First(U) U First(V)) C {e} est
trivialement vérifiée car Last(W), First(U) et First(V) sont des sous-ensembles
de'U{e}.

Etape de récurrence.Soient R une relation de PRy et A un automate sur 'y,
avec tests dans Raty,1(I") acceptant R. Par les propositions 4.5.9, 4.5.10 et 4.5.11,
la relation R est égale a une union finie de relations de la forme U - Ty, -V ot U,V
appartiennent & Rat((I'y U { £} U TRat,,,(r))")) avec First(U) N First(V) C {e}
et Last(W) N (First(U) U First(V)) C {e}. Par hypothése de récurrence, toute
relation Rat((I'y U {k} U Tgat,,,(r))*)) est égale & une union finie de relations
dans Rew (") - Rat((k - Rewg(T"))*). O
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Une premiére conséquence de ce résultat est que le domaine et 'image des
relations PR (") sont des ensembles de Raty(T).

Proposition 4.5.13. Pour toute relation R € PRy(T'), le domaine et l'image de
R sont des ensembles de Raty,.

Démonstration. Soit R une relation dans PRy (I"). Par définition de PRy(T'), il
existe un ensemble M € Rat((I'y U Trat,)*) tel que R = D(M). 11 est aisé de voir
que I'image de R est égale a R(I'; - M)([ ],)). D’aprés le corollaire 4.3.44, I'image
de R appartient bien & Raty. Pour le domaine de R, il suffit de remarquer que

Dom(D(R)) = Im(D(R)). O

4.5.2.2 Propriétés des relations de PR,

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons que pour tout k£ > 1, et pour tout
alphabet fini, 'ensemble PRy est une algébre de Boole. Par définition, PRy(T)
est fermé par union et contient la relation vide. Tl faut donc montrer que PR (T)
est fermé par complémentaire (i.e. pour tout R € PRy, R = (Stacks,(T") x
Stacksy (")) \ R appartient & PRy). La preuve de la fermeture par complémentaire
est un adaptation de la preuve de Caucal [Cau96| pour le niveau 1. Elle repose
sur le théoréme 4.5.12 et sur la propriété suivante qui généralise 1'unicité de la
décomposition mentionnée dans le sous-paragraphe 4.5.1.

Lemme 4.5.14. Pour toute relation R = U-Ty -V de Rewy, avec U,V € Normy, et
W e Raty(T') et pour toutes piles r et s € Stacksg(I') telles que (s,s") appartienne
a D(R), il existe une unique pile w € Stacksy(I') telle que w € W, (w,s) € D(U)
et (w,t) € D(V).

De plus, la pile w est la pile de niveau k dont la suite réduite d’instructions est
le plus petit préfive commun des suites réduites de r et s.

Démonstration. Soit une relation R = U - Ty - V de Rewy, avec U,V € Normy, et
W € Raty(I"). Par définition de Rewy, nous avons First(U) N First(V) C {e} et
Last(W) N (First(U) U First(V)) C { e} }. Soient 7 et s deux piles de Stacks(T")
telles que (r,s) appartienne a D(R).

L’existence de la pile w est immédiate. Montrons que cette pile est unique.
Supposons qu’il existe deux piles wy et wy € W telles que (wy,r) et (wsy,r) ap-
partiennent a D(U) et telles que (wy,s) et (ws,s) appartiennent & D(V). Nous
noterons p,, ps, Puw, €t puw, les suites réduites respectives des piles 7, s, wy et w,.

Comme U est un ensemble de suites d’instructions réduites et que Last(W) N
First(U) C { €}, nous avons p, = py, - pl = pu, - p* pour deux suites d’instructions
pl et p?. Par un argument similaire, nous avons p, = pu, - pr = pu, - p2 pour deux
suites d’instructions p} et p2.
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De plus, nous savons que les suites pi et p? appartiennent a U (01\1 U est
obtenu en effacant dans toutes les suites U les occurrences des instructions de
tests). De méme, nous avons que les suites p! et p? appartiennent a V. Comme
First(U) = First(U) et First(V) = First(V) et que First(U) N First(V) C {e}, il
s’en suit que p,, et py, sont égales au plus petit préfixe commun de ps et p,. 1
en résulte que w et wy sont égales. U

Avant d’établir la fermeture par complémentaire de PRy, nous montrons que
les relations de D(Rewy) sont closes par intersection.

Lemme 4.5.15. Pour tout niveau k > 1 et pour toutes Ry et Ry dans D(Rewy),
la relation Ry N Ry appartient 6 D(Rewy,).

Démonstration. La preuve procéde par récurrence sur le niveau k.

Cas de base : k = 1. Soient Ry = U, Ty, - Viet Ry = U, - Ty, - Vo appartenant
a Rew;. Nous affirmons que la relation R = (U NUs) - Tw,nw, - (ViNVa) de Rewy
est telle que D(R) = D(R;) N D(Rs3). L'inclusion directe est immédiate. Pour
I'inclusion réciproque, soit (r,s) un couple de piles de Stacks, (L") appartenant a
D(Ry) et D(Ry). Soit w la pile de Stacksi(I') dont la suite réduite est le plus
petit préfixe commun des suites réduites des piles s et r. Par le lemme 4.5.14,
nous avons que w € Wy N Wy, (w,r) € D(U;) N D(Us) et (w,s) € D(Vy) N D(V).
Il suit donc que (r,s) appartient & D(R).

Etape de récurrence.Par hypothése de récurrence, nous savons que pour tous
R et Ry appartenant a Rewy, il existe R € Rewy, tel que D(R) . Pour étre concis,
nous désignerons Ry M Ry un élément de Rew;, satisfaisant cette propriété.

Nous allons tout d’abord montrer que pour tous R; et Ry dans Normy,q, la
relation D(R;) ND(Ry) appartient aussi & D(Normy,1). Pour i € { 1,2}, comme
R; appartient & Normy.q, R; est égal a P, - M; avec P; € Rewy et M; € Rat((1 -
Rewy)*). Enfin, soit A; = (Q;,;,F;,A;) un automate étiqueté par 1 - Rewy (D)
acceptant M;.

Considérons 'automate C' = (Q1 X Qo,I; X I5,F} X F5,Ac) dont I’ensemble
des transitions est donné par:

1.(N1AN2) 1N 1-N:
{(p1,p2) - (q1,q2) | p1 = q1 € Ay et pp = g2 € Ao}

Montrons maintenant que D(Rewy) est fermé par intersection. Soient R, =
U, - Tw, - V1 et Ry = U, - Ty, - Vo appartenant a Rewy,y ou Up,Us,V; et V;
appartiennent & Normy,; et on Wi et Wy appartiennent & Raty1(I"). Nous af-
firmons que la relation R = (Uy M Us) - Tw,nw, - (V1 N V2) de Rew; est telle que
D(R) = D(R;) N D(R3). La preuve est similaire a celle du niveau 1. O

Nous pouvons maintenant établir la fermeture par complémentaire de PRy.
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Théoréme 4.5.16. Pour tout k > 1 et pour tout alphabet fini I", I’ensemble PRy,
est fermé par union, complémentaire, cloture transitive, inverse et restriction en
image ou en domaine par un ensemble de Raty(T).

Démonstration. Excepté la fermeture par complémentaire, toutes ces propriétés
découlent de la définition de PRy. Pour la fermeture par complémentaire de PRy,
il suffit de monter que le complémentaire d’une relation dans D(Rew,,) est égal a
une union finie de relations dans D(Rewy).

En effet, considérons une relation R € PRy. Par le théoréme 4.5.12, R est égal
a une union finie (J,.; R; de relations de D(Rew;,). Le complémentaire de R est
égal a (,.; Rf. Sinous avons établi pour tout i € I que R{ est égal & une union
finie UjeI]-
R¢ est égal a une union finie d’'intersections finies de relations de D(Rewy). Le
lemme 4.5.15 permet alors de conclure que R® appartient & PRy.

Nous établissons maintenant par récurrence sur le niveau k que le complémen-

taire d'une relation dans D(Rew;,) s’exprime comme une union finie de relation
dans D(Rewy,).
Cas de base : k = 1. La propriété a été établie par Caucal |Cau96| (cf. 4.5.6).
Etape de récurrence.Avant de passer a 'étape de récurrence, il nous faut fixer
quelques notations. Nous noterons /N I’ensemble de Normy; contenant toutes les
suites réduites sur (I'f U{ &k })*. Pour tout v € I'f U{ k } et pour tout W € Raty1,
nous noterons W, l'ensemble W restreint aux piles s de Stacksyy1(I') et que
Last(s) = 7. Pour tout v € I' U { k } et pour tout U € Normy;, nous noterons
U, I'ensemble W restreint a I’ensemble des suites d’instructions telles que First()
de Stacksyy1(I) telles que Last(s) = v. Enfin pour toute relation R € Rewy,
nous noterons R€ un sous-ensemble de Rew; tel que D(R) = (Jpcre D(R).
[’existence de R€ est garantie par ’hypothése de récurrence.

Notre but est d’établir que le complémentaire d’une relation dans D(Rewy 1)
appartient & PR(I'y1;). Pour cela, nous allons tout d’abord montrer que pour
toute relation dans R € D(Normy, 1), la relation N\ R est égale a une union finie
de relations dans D(Normy1). Nous noterons R€ cet ensemble fini de relations.

Soit R = P - M un élément de Normg,; avec P € Rewy et M € Rat((1 -
Rewy)*). Soit A = (Qa,14,F4,A4) un automate étiqueté par 1 - Rew, acceptant
M. Comme par hypothése de récurrence PR, forme un algébre de Boole, nous
pouvons supposer que A est tel que:

Rg de relations dans Rew,, il suit alors par les lois de Morgan que

pour tout p,g,¢ € Qa, p —3 g € Ay, p 23 ¢ € Ay et g # ¢ implique
D(R))ND(Ry) =0
— pour tout p € Q 4, UplARqu D(R) = Stacks(I") x Stacks(T).
— A
Pour une construction détaillée de 'automate A, nous référons le lecteur a la
proposition 4.4.24. Considérons I'automate B obtenu a partir de A en remplacant
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I'ensemble des états finaux F4 par son complémentaire Q4 \ F4. Nous vérifions
aisément que:

D(N)\D(R) = | J V- (1-Rew)"UV - L(B).

vepe

Soit R = U - Tyy - V une relation de Rew, ., avec U,V € Normy,, et W €
Ratg,1(I"). Nous allons montrer que le complémentaire de R est égal & une union
finie de relations dans D(Rewy,1).

Considérons I'ensemble C' qui est une union finie de relations dans Rewy
défini par:

¢ = U(71772W3)€I Ny, 'TW% " Nog

—/
U U(’Yl,’w,%)ef UU’EU@ E’Yl ' TW"/Q ) N'Y3

U (71,72,73)€l UV'EU@ N'Yl ' TWVQ ’ VV?’

ot I est I'ensemble des triplets (v1,72,73) € (T'Q U { ke })° tels que {7 }n{~3} C
{e}tettelsque {7 }N{1nys} C{e}

On vérifie aisément que les éléments P € Rewy; intervenant dans C' sont tels
que D(P) est inclus dans D(R)°. 1l suit donc que D(P) C D(R)°. Pour I'inclusion
réciproque, considérons deux piles 7 et s € Stacksy;1(I") telles que (r,s) € D(R).
Notons w la pile de niveau k& + 1 dont la suite réduite est le plus petit préfixe
commun des suites réduites de r et de s. Il existe donc deux suites d’instructions
p. et pl telles que p. = pyupl. et ps = puwps.

Par le lemme 4.5.14, nous avons soit w ¢ W, soit w € W et (w,r) &€ D(U) ou
bien w € W et (w,s) € D(V).

Cas w ¢ W. Le couple (r,s) appartient donc a Npimt(p” .TWEast(w) * N¥irst(ol,)-
Cas we W et (w,r) € DU) . Comme (w,r) € D(U), il existe U" € U€ tel que
(w,r) € D( lli‘irst(pg))' Le couple (r,s) appartient donc a U;im(p;)-TWLast(M) “Nrirst(p,)-
Cas we W et (w,r) € D(V) . Ce cas est similaire au précédent.

Dans tous les cas, (r,s) appartient & D(C) et il suit donc que D(R) est inclus
dans D(C). O

4.5.3 Automates normalisés

Dans ce sous-paragraphe, nous présentons une notion d’accepteurs finis pour
les langages de Raty1(I") basée sur les relations de PRy (I"). Ces automates seront
appelés automates normalisés de niveau k + 1. Nous verrons que ces automates
admettent une notion naturelle de déterminisme et de complétude et qu’ils per-
mettent donc de réobtenir les propriétés de cloture de Raty 1 (I"). L’avantage de
cette notion est que, contrairement a la notion d’automates réduits sur 'y, 4, elle
ne fait pas apparaitre explicitement les suites réduites des piles de niveau k + 1.
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Intuitivement, au lieu de construire les piles de niveau k£ + 1 en suivant leur suite
réduite, ces automates les construisent la suite de leurs piles de niveau k de la
premiére a la derniére.

Dans le théoréme 4.3.50, nous avons établi que les langages de Raty,((T)
peuvent étre décrits par des ensembles rationnels de suites d’instructions ne conte-
nant pas 'instruction & si nous ajoutons les instructions de tests dans les langages
de Raty(I"). Nous avons pour tout niveau k > 1 que:

Raty1(I') = | J Raty(I) - Rat(k - Rat(I U Trar, r)*)"-

Par le corollaire S(Rat(I'y U Tgq, r))*) = Raty(I'),nous obtenons donc

Raty1(I') = |_J Rat((copy), - PRi)")(Ratg(I)).

finie

Nous en déduisons une notion d’automate fini étiqueté par Raty (') et par
copyy - PRy acceptant les langages de Raty1(I"). Au niveau 1, un automate nor-
malisé est simplement un automate étiqueté par pushp.

Définition 4.5.17. Pour tout niveau £ > 1, un automate A normalisé de niveau
k+1 est un automate fini (Q,I,F,A) étiqueté par Raty (") U (k- Rewg(T")) tel que:

— les états initiaux [ n’apparaissent pas comme but d’une transition de A,

pour toute transition p E, g€ A, ReRat,(I') < pel.

Une pile s € Stacksy1(I) est acceptée par A §’il existe un calcul de 'automate
A de la forme:
. R copy - P1 copy - Prn—1
t—p1r — P2---Pn1  —— DPn

. . . Py
oun > 1,Z€I,pn€F,Zi>p1 € A et pour tout 7 € [l,n—l],picow—k> pir1 € A

et que la pile s appartient a (copy, - P1-...copy,P,—1)(R). Le langage de piles
de niveau k + 1 accepté par A sera noté S(A).

Exemple 4.5.18. Considérons I'automate normalisé de niveau 2 sur I' = {a }
représenté dans la figure 4.9. Le langage de piles de niveau 2 accepté par A est
I’ensemble:

S(A) - {Hapl]...[ap"]b ‘n227p1>...>pn7
Vi € [1,n — 1],p; # pip1 mod 2 et p, = 0 mod 2}.

Remarque 4.5.19. Pour manipuler symboliquement un automate normalisé de
niveau k, il nous faut fixer une représentation pour les ensembles et les relations
apparaissant dans sa définition. Au niveau 1, nous représenterons naturellement
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‘R

Fi1G. 4.9  Un automate normalisé de niveau 2 ou Ry et Ry appartiennent a Reun
et sont respectivement égauz a a’ - Taa)- €t at - Ta(aa)y -

un automate normalisé de niveau 1 par un automate fini étiqueté par I'. Pour un
automate normalisé de niveau k > 2, les ensembles de Raty_1(I") sont donnés par
des automates réduits sur I'y_; avec tests dans Tg., ,r) et les relations PRy,
sont données par des unions finies d’éléments de Rewy_; (cf. théoréme 4.5.12).
Un élément de Rewy_; est représenté par un triplet (A,B,C') d’automates réduits
sur I'y_; avec tests dans Raty_q(I") qui définit 1’élément (—A) Tspy - L(C).

Il est bien entendu possible de donner une représentation symbolique des au-
tomates normalisés de niveau k+1 > 2 sans faire intervenir les automates réduits
sur 'y avec tests dans Ratg(T") en le remplagant par des automates normalisés
de niveau k. Il faut cependant adapter légérement la définition des automates
normalisés pour pouvoir décrire les ensembles de Norm;, apparaissant dans la dé-
finition des éléments de Rew,. Pour cela, il suffit de considérer dans ce cas des
automates normalisés non plus étiquetés par Ratg(I") et copy,, - PRk (") mais par
PRi(T") et copy, - PRk(T). Nous n’adoptons toutefois pas cette représentation
pour simplifier les preuves qui vont suivre.

Théoréme 4.5.20. Pour tout automate A sur 'y, il existe un automate nor-
malisé B de niveau k acceptant S(A). De plus, la taille de B est bornée par
exp[k — 1](|A]).

Démonstration. Au niveau 1, la propriété est immédiate. Considérons maintenant
un automate sur I'y pour un niveau k£ > 2. Nous avons établi dans la proposi-
tion 4.3.48 et dans le théoréme 4.4.15, qu’il existe un automate réduit B sur I’y
avec des tests dans un ensemble fini £ C Rat,_;(I') équivalent a A. De plus |B]
et |L£| sont bornés par exp[0](|]A|) et chaque langage L € L est accepté par un
automate Ay entiérement déterministe et complet sur I',_; de taille bornée par
exp[k — 1](|A]).

En combinant les propositions 4.5.10 et 4.5.11, nous obtenons un automate
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normalisé C' de niveau k acceptant S(A) et de taille exp[k — 1](]A]). O

Pour les automates normalisés de niveau 1, les notions de déterminisme et de
complétude ont déja été présentées. Nous dirons qu'un automate A = (Q,1,F,A)
normalisé de niveau k+1 > 2 est dit déterministe si I’ensemble des états initiaux
est réduit & un singleton et si pour tous états p,q1,qo € Q) avec q1 # ¢o, tout
N1,Ns € Raty (') et pour tout Py,P, € PRi(T),

pﬂujleAetp&quA = RlﬁRQZ(b
P .P.
pcopy—k>1Q1€AetpC0py—k>2QQ€A = Plﬂszw

De méme, nous dirons que A est complet si pour tout g € Q\ [ et i € I,

UinEA N = Stacks,(T),
U comvpor P = Stacksg(T") x Stacksg(T).
qg — pEA

En utilisant les propriétés de cloture des relations PRy (T) et de Raty(T),
nous obtenons par la méthode classique des sous-ensembles la déterminisation
des automates normalisés.

Proposition 4.5.21. Pour tout automate A normalisé de niveau k, il existe un
automate B normalisé déterministe et complet de méme niveau acceptant S(B).

Démonstration. Au niveau 1, la propriété est déja bien connue. Considérons un
automate A = (Qa,l4,F4,A4) normalisé de niveau k41 > 2. Comme les relations

de PRy, sont closes par union, nous pouvons sans perte de généralité supposer que

, . . cyr Np,q copy - Pp,q
pour tous états p et ¢ € () 4, il existe au plus une transition p — qoup —"" ¢

dans A 4. S’il n’existe pas de telle transition, nous prendrons N, , = 0 et P, , = 0.
Nous construisons un automate B = (Qp,Ip,Fp,Ap) normalisé et détermi-

niste de niveau k acceptant S(A). L’ensemble des états Qp est égal a 294, L’en-

semble des états initiaux I est réduit au singleton { I4 }. I’ensemble des états

finaux Fp est égal & {Q C Q4 | QN F4 = 0}. Enfin, 'ensemble des transitions

Ap est défini ci-dessous.

Pour tout @) C @ 4, une transition de la forme:

IA&QGA

ot Ng = mpEQ (UiGIA Nip) N UpE(QA\Q) (ﬂieIA (Nip)©).
Pour tout (),QQ" C @Q4, une transition de la forme:

copyk-NQ,Q/

Q — QeA

ot NQ,Q’ = ﬂqu (Uq/eQ' Pq,q’) N qu(QA\Q) (ﬂq’eQ/ (Pq,q’)c)-
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Comme PRy(T") et Raty (L") sont des algebre de Boole, B est bien un automate
normalisé. De plus par construction, B est déterministe et complet. On vérifie
aisément que S(B) = S(A). O

Les automates normalisés de niveau k permettent de réobtenir au moyen de
constructions naturelles les propriétés de cloture des langages de Raty(I"). En
particulier, le complémentaire du langage accepté par un automate normalisé
déterministe et complet est obtenu en prenant le complémentaire de ’ensemble
des états finaux.

Nous concluons ce paragraphe en donnant la complexité de la transformation
d’un automate sur I'y en un automate normalisé déterministe et complet de niveau

k.

Théoréme 4.5.22. Pour tout automate A sur I'y, il existe un automate norma-
lisé B déterministe et complet de niveau k acceptant S(A). De plus, la taille de
Pautomate B est bornée par explk](|A]).

4.6 Rationalité induite par COps;.

Dans ce paragraphe, nous comparons la notion de rationalité induite par le
jeu d’opérations Ops, a celle induite par le jeu d’opérations classiques COpsy.
Nous définissons ainsi:

CRaty() = Rat(COpsp) ([ 1) = R°(Rat(TL)([],).

Nous ne nous intéressons pas aux aspects algorithmiques mais seulement a la
comparaison de 'expressivité des deux notions. Le but de ce paragraphe est de
convaincre le lecteur du manque de pertinence de la rationalité induite par COps;,
et de justifier a posteriori I'emploi du jeu d’opérations symétriques Opsy,.

Remarquons que quelque soit le niveau k& > 1, 'ensemble CRaty(T") est inclus
dans I'ensemble Raty(I"). En effet, comme nous I'avons déja remarqué pour tout
¢ > 1, nous avons:

destr, = Ops;} - Copy,.

Aux niveaux 1 et 2, 'inclusion réciproque tient et les deux notions de ratio-
nalité coincident.

Proposition 4.6.1. Pour tout alphabet fini I,
Rat1 (F) = CBatl(F) Ratg(F) = CRCLtQ(F)

Démonstration. Au niveau 1, I'égalité est immédiate car Ops, (I") = COps, (T).
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Au niveau 2, il nous suffit de montrer que Raty(I') est inclus dans CRaty(T).
Nous avons établi dans la proposition 4.3.49 que:

Rato(I') = R (Rat (D1 U{1,Ls } UTrat,m) ")) ([ 1o)-

Or, pour tout R € Rat;(T), 'opération de test Test% est égale a R°(1-R- L -1).
Il en découle que Raty(I") € CRaty(I). O

Au niveau 3, nous verrons que CRatg(I") est strictement inclus dans Rats(I")
et que de plus CRat3(I") n’est pas une algébre de Boole. Considérons le langage
S de piles de niveau 3 sur I' = { a } défini par:

S={llla"]...Ta* ]l [[a™].. . [a" ]]y ]y [n < met py = pn1}.

Le langage S appartient & Rats(I') car S =R ((I't - 1)"-2- (T';-1)" - 1) ([ ];). La
suite de ce paragraphe est consacrée a établir que S n’appartient pas a CRatz(T).
Admettons momentanément ce résultat. Le langage S peut s’exprimer comme
I'intersection des deux langages S; et Sy donnés ci-dessous:

Sio= A{l[[e*].. [am]]y[[a™].. . [a]],]5 [ n < m}
Sp = {[lla]...[a"]]y [[an].. . [a™]],]5 [n=2etp, y =p}

Ces deux ensembles appartiennent a CRats(T"). En effet,

Sio= RETT-1)*-2-19)([ )
Sy = RC ((r; 1) 21T Ly - (T 1)° 1) ([15)-

[’ensemble CRats(I") n’est donc pas clos par intersection. L’utilisation du jeu
d’opérations classiques fait donc perdre la fermeture par complémentaire.

Pour pouvoir établir que le langage S n’appartient pas a CRatz(T"), il nous
faut tout d’abord donner une représentation normalisée de ces ensembles. La
premiére étape est d’établir que les ensembles de CRat3(I") peuvent étre décrits
sans utiliser 'opération destrs si 'on ajoute des langages de tests. Comme dans le
cas du jeu d’opérations symétriques, ces langages de tests sont définis au moyen
d’automates alternants de niveau 2 sur les opérations classiques. La différence
vient du fait que sur le jeu d’opérations classiques, les automates alternants sont
moins expressifs que les automates non-alternants.

4.6.1 Automates alternants sur I'{ et ['§.

Ce sous-paragraphe étudie I'expressivité des automates alternants de niveau
1 et 2 sur le jeu d’opérations classiques. Un automate alternant de niveau k
sur le jeu d’opérations classiques a la méme définition formelle qu'un automate



Rationalité induite par COps;,. 171

alternant sur I'y (cf. définition 4.3.10). Cependant, la notion d’exécution différe.
Elle est obtenue en remplacant R par R® dans la définition de I'exécution d'un
automate alternant sur I'y. Dans la suite, nous parlerons d’automate alternant
sur I'; pour désigner les automates alternants de niveau k sur le jeu d’opérations
classiques COps,(I') et nous noterons CAlty(I") 'ensemble des langages acceptés
par les automates alternants sur I'}.

Un premier résultat immeédiat est que ces nouveaux automates peuvent étre
simulés par les automates alternants sur I'y,.

Proposition 4.6.2. Pour tout k > 1 et tout alphabet fini T,
CAlt(T') C Alty(T).

Démonstration. Comme nous I'avons déja remarqué, nous avons pour tout £ > 1
I’égalité suivante:
destr, = Ops;} - Copy,.

Il est donc immédiat de construire pour tout automate alternant sur I'y, un
automate équivalent sur I'. O

Au niveau 1, les deux modéles d’automates ont la méme expressivité.

Proposition 4.6.3. Les langages acceptés par les automates alternants sur I'§
sont les langages de Rat;.

Démonstration. Comme les ensembles Ops, (I') et COps, (") sont égaux, les en-
sembles acceptés par les automates alternants sur I'; et I'{ coincident. La pro-
priété annoncée suit donc par la proposition 4.3.31. O

Dés le niveau 2, les automates alternants sur I'S ne sont pas assez puissants
pour capturer tous les langages de Raty(I"). En effet, du fait de 'absence de symé-
trie entre copy; et destry, une construction similaire a celle de la proposition 4.3.14
ne peut étre utilisée.

Les langages acceptés par les automates alternants sur I'S sont aisément
caractérisés en introduisant l'opération new; qui empile une pile vide de ni-
veau 1 sur la derniére pile de niveau 2 (i.e. pour toute pile s = [s1,...,5, ],
newy(s) = [1,...,5n, [ ]]y). Nous noterons Ny I'instruction correspondante. Nous
définissons les ensembles rationnels faibles comme les ensembles obtenus en rem-
plagant I'opération copy; par l'opération new; dans la définition de CRaty(T").
L’ensemble de tous les ensembles rationnels faibles de niveau 2 est noté WRaty(I')
et est défini par:

WRaty(I') = Rat ((Ops; U{new, })") ([],)
= Rat ((Ops, U {newy,destr; })*) ([ |,)-
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Remarque 4.6.4. Ces langages ont été définis a tout niveau dans [BM04|. Les
auteurs passent pas la représentation des piles de piles sur I' par des mots sur
'alphabet I" U {[,] }. Ainsi, a chaque pile s = [s1,...,5,], de Stacksy(I"), est
associé le mot ®(s) = [[s1]...[s,]] sur 'alphabet ' U {[,]}. Il est aisé¢ de vérifier
qu'un ensemble R C Stacksy(I') est faiblement rationnel si et seulement si ®(R)
est un ensemble rationnel de mots. Il s’en suit donc que 'ensemble WRato(I') est
une algébre de Boole.

Comme new; = copy; - popr- - 111, WRaty(I') est inclus dans Raty(I'), cette
inclusion est stricte comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 4.6.5. L’ensemble L; de piles de niveau 2 sur I'alphabet I' = {a,b}
défini comme Uensemble {[[a®™][p*™+1], ... [a®* | [0*™T]], | p > 1} appar-
tient & WRato(I") car ®(L;) est égal a [([(aa)*][b(bb)*])*]. Le langage S appartient
bien a Raty(I") car il est égal a:

R ((aa)*1a" Lb(bb)* (16" Ly (aa) 1a* L1b(bb)*)") ([ ],)-

L’ensemble Ly de piles de niveau 2 sur l'alphabet I' = {a } défini comme 'en-
semble {[[a"][a"]], | n > 1} appartient & Rato(I') car Ly = R(a*1)([ ],). Le
langage Lo n’est pas faiblement rationnel car ’ensemble des mots ®(Ls) n’est pas
un langage rationnel.

La proposition suivante établit que les langages acceptés par les automates
alternants sur I'§ sont les langages rationnels faibles de niveau 2.

Proposition 4.6.6. Les langages acceptés par les automates alternants sur I'§
sont les langages de WRaty(T).

Démonstration. 1.inclusion réciproque est immédiate. Il suffit donc de montrer
'inclusion directe. Soit A = (Qa,l4,A4) un automate alternant sur I'S. Nous
allons montrer que S(A) est un ensemble rationnel faible.

Pour toute pile s € Stacksy(I'), nous noterons X I'ensemble des états initiant
un calcul de A partant de s (i.e. Xy ={q € Qa|s e S,(A)}).

Fait 1. Pour toutes piles s et s’ dans Stacksy(I") telles que X = X! et pour toute

pile r dans Stacks; (T"), les piles s -7 et s’ - r satisfont X, = Xg.,.
Pour chaque exécution &€ = (T,C') de A partant de s - r dans 'état p, nous
construisons une exécution & = (77,C") de A partant de s’ - r dans I'état p.

L’exécution &’ est obtenue en substituant aux sous-exécutions de £ commencant
par pg en s une exécution de A commencant par pg en s’ (cette exécution existe car
X, € X!) puis en remplacant s-¢ par s'-t (quel que soit la pile ¢t € Stacks;(I")) dans
I'image par C’ des noeuds de T” qui n’ont pas été introduits par la substitution.
Nous déduisons donc que X,.. C X, et par symétrie, nous obtenons 1’égalité.
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Nous associons a chaque pile r de niveau 1, une fonction partielle de 294 dans
2@4 notée f,. et définie par:

Xor s'il existe s € Stacksy(I) telle que Xy = P,
non définie sinon.

p) =

Pour toute fonction partielle f de 294 dans 294, nous noterons X; = {r €
Stacksy (I') | f = f,}.

Fait 2. Pour toute fonction partielle f de 294 dans 294, I’ensemble Xy est un
ensemble rationnel.

Soit f une fonction partielle de 294 dans 294. Nous pouvons supposer, sans
perte de généralité, que Dom(f) = {P | 3s € Stacksy(I'),X; = O}. En effet, si ce
n’est pas le cas alors X est égal & 'ensemble vide. Pour tout P € Dom(f), sp
désignera une pile de niveau 2 telle que X, = P.

Il nous suffit d’établir, pour tout P € Dom(f) et pour tout p € Qa, que
I'ensemble Sp, = {r € Stacks;(I') | sp -7 € Sp(A)} est rationnel. Pour cela, il
suffit de remarquer que:

Spp = top; (Sy(A) N {sp -7 | r € Stacks;(I")}).

En effet comme CAlt; C Alty; = Rats, le langage S,(A) appartient a Raty. Comme
le langage {s, - | r € Stacks;(I")} est égal & R(ps,1I7)([ ],), il appartient a
Raty(I"). II suit donc par le théoréme 4.4.8 que S,(A) N{s, -7 | r € Stacks; (')}
appartient a Raty. Par le corollaire 4.3.51, le langage Sp, appartient a Rat,(I").

Par un raisonnement similaire, nous établissons le fait suivant.
Fait 3. Pour tout ensemble P C @ 4, I'ensemble des piles de niveau 1, Ep = {r €
Stacks; (') | X},1, = P} appartient a Rat;.

Considérons I'ensemble R de suites d’instructions de I' U { Ny } égal a:

U {EPONle17"'7Xf£—1N1XfZ |€ > 0et (flfg)(Po) NIy 7£ @}

PoCQa

D’aprés le fait 1, le langage accepté par A est égal a R(R)([ ],). D’aprés les faits 2
et 3, R appartient a Rat((I' U { Ny })*). Donc S(A) appartient & WRato(T'). O

Remarque 4.6.7. Cette propriété s’étend a tout niveau k et les langages accep-
tés par les automates alternants sur I', sont les langages de WRaty,(I).

Pour des raisons techniques, nous adaptons la notion d’automate normalisé,
présentée dans le sous-paragraphe 4.5.3 pour les ensembles de WRats. La notion
d’automate normalisé faible de niveau 2 est obtenue en remplacant 1 - Rew; par
N; - Rat; dans la définition 4.5.17. Les notions de déterminisme et de complétude
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sont définies de maniére analogue. Par une adaptation immédiate de la preuve
de la proposition 4.5.21, nous établissons que les automates normalisés faibles de
niveau 2 peuvent étre déterminisés.

Proposition 4.6.8. Tout langage de WRaty(T') est accepté par un automate nor-
malisé faible de niveau 2 déterministe et complet.

4.6.2 Représentation normalisée de CRats(I).

La premiére étape de normalisation consiste & donner une description des
ensembles de CRats(I") qui ne fasse pas intervenir 'opération destry. Comme
dans le cas du jeu d’opérations symétriques, il est nécessaire d’introduire des tests
acceptés par des automates alternants sur I'S (qui, d’aprés la proposition 4.6.6,
sont les ensembles faiblement rationnels de niveau 2).

Proposition 4.6.9. Pour tout alphabet fini T,

CRats = R(Rat((Fy U {2} U Twga)™))([ ]5)-

Démonstration. Pour I'inclusion réciproque, il suffit de remarquer que pour tout
R € WRaty(T), il existe Test}, appartenant a R°(2 - Rat(I'}) - 2).

Pour l'inclusion directe, nous adaptons ’approche développée dans le sous-
paragraphe 4.3.3.2. Soit A = (Qa,l4a,Fa,A4) un automate sur I'{ n’ayant pas
e-transitions. Nous adaptons la notion de boucle au cas des opérations classiques.
Pour tout p,q € Q4, nous définissons I'ensemble Rz, , des piles s non-vides de
niveau 3 telles que A boucle sur s en partant de p et en revenant en ¢. Une pile
non-vide s € Stacksz(I') appartient & R, , s'il existe un calcul de 'automate A:

2 n 2
(p.5) —= (Po.50) V—f} 77> (Pn-sn) — (2,9)

tel que n > 0 et tel que pour tout ¢ € [0,n], la pile s; est soit égale a s soit de la
forme s - s} pour une certaine pile s} € Stacksg(I").

En adaptant la preuve du lemme 4.3.46, nous construisons, pour tout pg,qy €
@4, un automate A, . alternant sur I'S tel que pour toute pile non-vide s de
niveau 3, s € R, 4, si et seulement si top,(s) € S(A,,4). Comme R, ., ne
contient pas la pile vide [ |5, aucune pile n’intervenant dans les calculs définissant
les boucles n’est vide, et donc nous pouvons sans perte de généralité supposer
que A ne contient pas d’occurrence de 'instruction Ls.

Soient pg,qo deux états de @ 4. Nous construisons 'automate B = (Qp,I5,AR)
alternant sur I'S en prenant Qp = Q4 X Q4 x [T U {e} et Iz = {e}. Nous
définissons maintenant ’ensemble des transitions.
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Pour tout T" € I'] et pour tout R C Q4 x Q4 tel que (po,q0) € R,

.aT - /\ ((paQan,q)7€) S AB
(p,a)ER

si pour tout (p,q) € R, il existe deux transitions §; = py 2, p, T} et 9o = ¢q 2,
qo, 15 dans Ay avec T < T, o et To < T
Pour tout (p1,q1,7") € Qa, pour tout R C Q4 X Q4 et pour tout v € 'S U{ e},

(ph(h?T)?T - /\ ((p>Q>Tp,q)7€) A ((p3>Q1>T/)7ﬁ)/) € AB
(p,a)ER

¢'il existe py et p3 € Q4 tels que (p1,p2) € R* et tels que:
— pour tout (p,q) € R, il existe deux transitions 6, = p; 2, p, T et 09 =
q . q1, 15 dans Ay avec Ty < T, o et To < T,
v € T} et si y =  alors py = ps et sinon il existe une transition py —— pg, 7"
dans Ay avec T" < T,
Pour tout p € Q4 et T' € I'J,

(p7p7T)7T - @ € AB‘

Par construction et pour toute pile non-vide s € Stackss(I'), s € Ry, 4 si et
seulement si top,(s) € S(B).

En adaptant la construction de la proposition 4.3.48 et d’aprés la proposi-
tion 4.6.6, I’égalité annoncée en découle. U

[’étape suivante est de normaliser les relations induites par les ensembles
d’opérations dans R((I'y UZwrat,)*). Il est possible de définir une forme normale
Rewy analogue a celle de Rewy. Nous définissons a cet effet:

Rewy = Rat((Zgat, - 1)) - Twrat, - Rewy - Rat((1 - Rewy)®).

Proposition 4.6.10. Toute relation de D°(Rat((I'y U Twra,)*)) peut s’écrire
comme une union finie de relations dans D°(Reus,).

Démonstration. La preuve de cette égalité se décompose en plusieurs étapes.
Fait 1. Toute relation de D°(Rat((I's U ZwRrat,)*)) est une union finie de relations
dans

D¢ (Rat ((WR1 . I)*) -WR; - Rat ((1 - WRl)*))

ou WR; désigne I'ensemble Rat((T'; U Zwrat,)*)-
Cette premiére étape est une adaptation de la preuve de la proposition 4.5.11.
Soit A un automate sur I'S avec tests dans £ = { Ly,...,L, } C TwRat,. Pour
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tout ¢ € [1,n], nous notons A; = (Q;.{ i },Fr,Ar) un automate normalisé faible
de niveau 2, déterministe et complet acceptant L,. Comme A, est déterministe
et complet, il existe pour toute pile s € Stacks, un unique état ¢, € @, tel qu’il
existe un calcul de A, partant de [ |, dans I'état initial 4, et arrivant en s dans
I'état gs. Nous noterons 7' I'ensemble de tous les langages de Rat (I") étiquetant
les automates A,. Nous désignerons cet unique état par A,(s). A chaque pile
s € Stacksy(T"), nous associons le uplet Wy = (A;(s),...,A,(s)).

Pour tout d € H£e[1,n] Q¢ et pour tout ¢ € [1,n], il existe un ensemble T de
parties de T' tel que pour toute piles s € Stacksy(I") avec Wy = ¢ et pour toute
pile r € Stacks; (I'),

s~r€Lg<:>r€U ﬂL. (4.10)

Rchflf LeR

Comme dans la proposition 4.6.9, nous définissons les langages de boucles de
I'automate A. Pour tout p,q € (4, nous définissons I’ensemble R, , des piles s de
niveau 2 telles que A boucle sur s en partant en p et en revenant en ¢. Une pile
s € Stackss(I") appartient a R, , s'il existe un calcul de I'automate A:

1 n 1
§25)) 0 (Po,so) % % (PnsSn) I (4,5)

tel que n > 0 et tel que pour tout pour i € [0,n], la pile s; est soit égale a s soit
de la forme s - s, pour une certaine pile s, € Stackss(T").

Comme A contient des tests dans WRaty, 'appartenance d'une pile s €
Stackss(I") dépend de top,(s) et Wy. Plus précisément, pour tout pg,qg0 € Qa
et pour tout t € Hze[l,n} Qy, il existe un automate alternant Agquo sur I'Y avec
tests dans 7" C Rat; (') tel que pour toute pile s € Stacksy(I") vérifiant Wy = ¢,

s € Ry, 4 Sl et seulement si top;(s) € S(AS .. )-

P0,90
La construction de Agom est une adaptation immeédiate de la construction
de A, 4 dans la proposition 4.6.9 en utilisant I'équation 4.10. Par la proposi-

tion 4.3.38, S(A; ) appartient a Rat;(I') et donc & WRaty(T).
En adaptant la construction de la proposition 4.5.9, nous obtenons le résultat

annonceé.

Fait 2. Toute relation de D°(WR;Rat((1WR;)*)) est une union finie de rela-
tions de la forme D°(Zwrat, - R1Rat((1R;)*)) ou R; désigne I'ensemble Rat((I'; U
%‘atl)*)'
Toute relation de D(Rat ((WRy -1)")) est une union finie de relations dans
De(Rat ((R1 . 1)*)) - TwRat, OU Ry désigne 'ensemble Rat((I'y U Tgat, )*).

Nous établissons la premiére propriété. La preuve de la deuxiéme propriété
est similaire. Soit A un automate fini étiqueté par I'y U{ 1} U Tygas, €t soit L =
{L4,...,L, } C WRaty I’ensemble des langages apparaissant dans une instruction
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de test étiquetant A. Pour tout ¢ € [1,n], soit Ay = (Qe.{ s }.F1,A¢) un automate
normalisé faible de niveau 2 déterministe et complet.
A chaque pile s = [S1,...,5n ], de niveau 2, nous associons un uplet d, =

(di,....dy) dans D =[], Qe U Tlepy i@} défini par:

di=...=d,=e sin=1,
de = A¢([s1,-..,80-1],),pour tout £ € [1,n] sin > 1.

Avant de continuer, nous établissons quelques propriétés liées a cette notion.

Pour tout d € D, 'ensemble S; = {s € Stacksy(I') | ds = d} des piles de
niveau 2 est un ensemble rationnel faible.

Pour tout d € D et pour tout ¢ € [1,n], il existe un ensemble T% de Rat,
tel que pour toute pile s € Stacksy(I') avec dy = d, s € Ly si et seulement si

top,(s) € T4. 1l suffit de prendre T4 égal a I'union des R tel que i, Ai> f avec
£

f € Fysid= (e,...,e) 0u égal a I'union des R tels que d, 1—R> f avec f € F,
£
sinon.

Pour tout d,d’ € D et pour tout ¢ € [1,n], il existe un ensemble T} » de Rat,
tel que pour toute pile s € Stacksy(I") avec dy = d et pour toute pile r € Stacks;,
ds., = d’ si et seulement si top, (s) € Ty 4. 1l suffit de prendre T} 4 égal & 'union

des intersections Mgy n) Ry tel que pour tout £ € [1,n], @ ]\”A;%[ dysid= (e,...,®)0u
L

égal a I'union des intersections Myep1 ) Ry telles que pour tout £ € [1,n], d; l%m dy
£
sinon.

Nous construisons maintenant pour tout dy € D, un automate fini B;, =

(QagLagFag:Ady) etiqueté par I'y U {1} U Tgay, ). Nous prenons Qg = Q4 X Qp,
Ig=14x{d} et Fy=F4 x D. L'ensemble A, des transitions est donné par:

Ay = {(pd) = (qgd)|de D,p—>qe Aety eI}
2 T2
U {(pd) -5 (¢.d) | d € D,p—5 g€ Al e [Ln] et L € TY}

2
T?1

U {(pd) =5 (¢.d) |dd € D,p—>qe Aet L€ Tyy}.

Nous noterons Ry, 'ensemble de Rat((I'y U {1} U Tgat,r))*) accepté par By,.
On vérifie aisément que pour toute pile s € Stacksy(I") avec ds = dy, R(R)(s) =
R(R4,)(s). Il suit alors que le langage R accepté par A est égal a: [, ng - Ry.

Pour conclure, il suffit de remarquer par la proposition 4.5.4 que pour tout R €
Ry, D°(R) = D(R) est une union finie de relations dans D(Rew;) = D°(Rew). De
plus, pour tout R € Ry, R°(R-1) = R"(T]%OIH(R(R)) -1) et par la proposition 4.5.13,
Dom(R(R)) € Raty(I). O



178 Ensembles rationnels de piles de piles

En combinant les deux propositions précédentes, nous obtenons une représen-
tation normalisée des ensembles de CRat3(I").

Proposition 4.6.11. Tout ensemble de R de CRat3(T") est égal a une union finie
d’ensembles dans

R (Rat((2 - Rews)™)) (Raty(T)).

4.6.3 Inclusion stricte de CRats(I"') dans Rat3(I').

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons que le langage S présenté au début
du paragraphe n’appartient pas & CRats. Ce résultat, comme nous l’avons déja
remarqué, implique que CRats est strictement inclus dans Rats et que CRats
n’est pas une algebre de Boole.

Proposition 4.6.12. Le langage sur l'alphabet I' = {a },

S=Allla"]...[a" ]l [[a"]...[a™]]y]; [ n < m et pn = pn},
n’appartient pas a 'ensemble CRats(T).

Démonstration. Supposons par 'absurde que S appartienne a CRat3(T"). Par la
proposition 4.6.11, il existe Ry, ... R, € Raty(T), Uy, ... .U, € Rat((Trat, ) - 1)*),
Vi,...,Vn € Rewy - Rat((1 - Rewy)*) et Wy, ... . W, € WRatq(I') tels que:

S=J RO(2-U-T}, - Vi) (Ro).

le(1,n]

Pour tout ¢ € [1,n], nous noterons A, un automate normalisé faible acceptant W,
(cf. proposition 4.6.11).

Avant de pouvoir aboutir & une contradiction, il nous faut établir un certain
nombre de résultats préliminaires.

Fait 1. Pour tout R € Rewy, il existe une constante kp telle que pour toute pile
s € Stacksy(I'), s'il existe une pile s € Stacksy(I') telle que |s'| — |s| > kg alors
(s,s") € D°(R) alors R(s) est infini.

Par définition de Rewy, il existe R;,Ry et R3 € Raty(I') telle que R soit égale
AR, - Tr, - Rs. 1l suffit de prendre kg strictement supérieur au nombre minimal
d’états d'un automate acceptant Rs. Supposons alors qu’il existe s’ € Stacksy(T)
telle que [s'| — |s| > kg et (s,8") € D°(R). 1l existe dans s1,s9 et s3 appartenant
respectivement a Ry, Ry et Rj tels que s = s951 et s’ = s353. Nous avons |s3| >
|ss| — |s1] = |s'| — |s| > kg et par définition kg, il suit que Rj est infini et donc
que R(s) est infini.

Fait 2. Pour toute relation V' € Rew; - Rat((1 - Rew;)*), il existe une constante
ky € N telle que pour toute pile s = [31, RN ]2 € Stacksy(T"), sl existe une
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pile t € [t1,... ty |, avec [t1] — [sy| > ko et s -t € RO(V)(s) alors R(V)(s) est
infini.

Soit V' € Ry - P ou Ry € Rew; et P € Rat((1-Rew;)*). L’ensemble P est
accepté par un automate B = (Qp,/p,F5,Ap) étiqueté par 1 - Rew;.

Nous définissons pour tout ¢ € @p, automate B, = (Qp.{q},Fp,Ap). La
relation R¢(L(B,)) induite par B a pour domaine un ensemble rationnel noté D,.

Pour tout R € Rew; et pour tout état ¢ € Qp, la relation D°(R) restreinte en
image & D, est égale a I'union finie | J,.; D(R;) ot pour tout i € I, R; € Rew; (cf.
proposition 4.5.4). Nous noterons kg, le maximum de I'ensemble {kp, | i € I}.

Nous prenons ky supérieure au maximum sur tout R € Rew; apparaissant
dans une étiquette de B et tout ¢ € (Jp des constantes kg .

Soit, s une pile de Stacksy(I"). Supposons qu’il existe une pile ¢ € [tl, RN ]2
avec |ti| — [sy| > kv et telle que s -t € R°(V)(s). Il existe donc iy € Ip, ¢ € Qp
et ig —15 Bq € Ap telles que s- 11 € (D°(1- R))(s) et st € (DY(L(B,)))(s - t1).
En particulier (s,,t1) appartient a la relation R restreinte en image a D, (notée
R|p,). Par définition, la constante k, est supérieure a kg 4. Il suit donc par le fait
1 que R|p,(s|s) est donc infini. II suit donc que R°(V) est infini.

Nous dérivons maintenant la contradiction.

Considérons 1’ensemble T' de tous les ensembles rationnels de Raty(T") ap-
paraissant dans les instructions de tests des langages Uy, ...,U,, ou dans les
étiquettes des automates Ay, ..., A, ou égaux a I'un des ensembles de la suite
top; (Dom(R(V1))), . .. ,top; (Dom(R(V,,))). Par définition, 'ensemble 7" est fini
et il existe donc deux piles ug et u; telles que:

— Juy| = Jug| > ko ot kg est le maximum de ky; pour ¢ € [1,n],

{ReT |uyeRy={ReT|u €T}

Intuitivement, les deux piles ug et u; sont indistinguables pour les U; et les
W;. Nous considérons uniquement des piles de niveau 2 composées de piles de
niveau 1 égales a ug ou bien wu;. Nous noterons X I'ensemble de ces piles (i.e.
X ={s=1[s1,...,8,], | pour tout £ € [1,n],s, € {ug,u; }}).

Par définition de T et des piles ug et uq, il suit que, pour toutes piles s et s
dans X avec |s| = |¢'| et pour tout £ € [1,n|, s € W, si et seulement si s" € W.
De méme, pour toutes piles s = [s1,...,5,], et s =[s],...,s, ], dans X, pour
tout p < m et pour tout £ € [1,n], [s1,...,5,], = R°(Ug)(s) si et seulement si
(51,8, |, = RE(U(S).

Fait 3. Il existe trois piles s = [sl, Sl }2 = [7“1, ce Tl }2, t= [tl, cotp ]2
appartenant a X avec |r| = [t| > 2, sj5 = r1 =19 =ty = uy et t; = up pour tout
teln],s-teRyets-reRy.

A chaque pile s € X, nous associons 1'ensemble W(s) = {£ € [1,n] | s € R,}.
Soit m = 2(2" + 1). Pour tout ¢ € [1,2" + 1], nous définissons la pile s* =

[s{,...,sfn] € X en prenant pour tout i # 20 € [I,m], s; = uy et sop = ug. 1l
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existe donc ¢ < j € [1,2"] tel que U(s;) = W(s;). Il existe donc trois piles s,t et
r € X telles que s; = s -t et s; = s -1 et satisfaisant les conditions de I’énoncé.

Par définition, la pile [s-7,s-r;|; appartient a S. Il existe donc ¢y € [1,n] et
une pile s € X tels que s-r € Ry, et que (s-7.5-11) € R(Ug, - T, - Viy)(s 7).

Il existe donc une pile s € X appartenant a R°(Uy, )(s - ) N T, et telle que
(s',s-r1) appartient & R°(V,). Nous distinguons deux cas selon la valeur de s'.
Cas s’ =s-71;.

La pile s-¢ appartient aussi a Ry, et t' = s-1; appartient a R°(Uy,)(s-t) T, -
Comme r; = uy appartient a top; (Dom(R°(V,,))), il suit que uy appartient aussi a
top; (Dom(R(Vy,))). Il existe donc une pile ' € X telle que (s-t;,5-t") € R(Vy,).
Donc (s-t,s-t') appartient a S et par définition de S, t; = t| = ug et t}, = u;. Par
le fait 2 et par définition de ko, il suit que R°(V},)(so) est infini. Ce qui contredit
la définition de S.

Cas s’ = [51,...,5, |, pour un certain p < |s|.

La pile s - ¢ appartient aussi & Ry, et s' appartient a R°(Uy,)(s - ) N Ty, - 11

suit donc que [s-,s -7 ]; que appartient S; ce qui améne la contradiction. [

4.7 Caractérisation par définissabilité logique

Dans ce paragraphe, nous considérons un graphe «canonique» associé aux piles
de niveau k£ avec le jeux d’opérations Ops,. Ce graphe, noté GStacksy, a pour
sommets les piles de niveau k sur I' et est étiqueté par I’ensemble d’instructions
Yp = T'U[L,k — 1]. Pour clarifier notre présentation, nous fixons un alphabet de
pile I égal a {a,b}.

GStacksy = {(s,i,R(7)(s) | s € Stacks,(I") et i € i }.

Au niveau 1, GStacks; est isomorphe a I’arbre binaire complet étiqueté par I'. La
figure 4.10 présente le graphe GStacks,. Il est aisé de vérifier que pour tout £ > 1,
GStacksyy1 = Treegraph(GStacksy,,k). De plus, pour toute opération p € Ops,, il
existe une formule monadique ¢, (z,y) telle que pour toutes piles s et " € Stacksy,
GStacksy, = ¢,[s,5'] si et seulement si p(s) est définie et égale a s'. Il est alors
immeédiat que les ensembles rationnels de piles de niveau k sont définissables en
logique monadique sur GStacksy, (i.e. pour tout R € Raty, il existe une formule
monadique g telle que R soit égal a I'ensemble {s € Stacks, | GStacks,
on(s)}-

Dans ce paragraphe, nous établissons la réciproque : les ensembles définissable
en logique monadique sur GStacks, sont des ensembles rationnels de piles de ni-
veau k. Au niveau 1, cette propriété découle de la caractérisation de la logique mo-
nadique par des automates d’arbres a parité (cf. paragraphe 1.4.4). Pour étendre
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[[a]ll]],
7N
[[a][a]l, [[a][b]],
a b a b
[[a]llaally [[a][ab]]s[[a][ba]]ly [[a][bb]], [1[bb]],

Fi1G. 4.10  Le graphe GStacks,.

cette propriété a tout niveau k > 2, il est nécessaire de considérer un arbre «ca-
noniquey associé aux piles de niveau k. Cet arbre noté TStacks;, et ses propriétés
sont présentées dans le sous-paragraphe 4.7.1. Le sous-paragraphe 4.7.2 établit
que les ensembles MSO-définassables sur le graphe GStacks; sont les ensembles
de Ratg. A I'aide de ce résultat, nous établissons que les relations (binaires) MSO-
définissables sur GStacksy sont les relations préfixes-reconnaissables de niveau k
(cf. paragraphe 4.5). Enfin dans le sous-paragraphe 4.7.3, nous étendons le lemme
des bases de Rabin (cf. théoréme 1.4.10) a tous les graphes GStacksy,.

4.7.1 L’ arbre TStacks;

[’arbre le plus naturel associé aux piles de niveau k, noté TStacks;, est I'arbre
déterministe étiqueté par I'}) ayant pour racine la pile vide de niveau k et tel que
pour toute pile s € Stacks;, I'étiquette du chemin partant de la pile vide a s soit
la suite réduite de s. Formellement, ’arbre TStacks,, est défini par:

TStacksy = {(s,7,s" | 5,8’ € Stacksy,y € I'} et py = psy}-

Par unicité de la suite réduite (cf. proposition 4.1.9), TStacksy est un arbre dé-
terministe de racine [ |,.
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Pour tout niveau k£ > 1, I'arbre TStacks, peut s’interpréter dans le graphe
GStacksy, et vice et versa.

Proposition 4.7.1. Pour tout niveau k > 1, il existe deux interprétations mona-
diques Iy, et Jy telle que GStacks, = Zp(TStacksy) et T'Stacks, = Ji(GStacksy).

Démonstration. Soit k > 1. Considérons l'interprétation Zj, = (¢ (2,y)) e, 0l

pour tout v € X, ¢, (zy) = x s y Ay — 2. 1l est aisé de vérifier que
GStacksy, = Zy(TStacksy).
Considérons l'interprétation Jy, = (,(2,y)),ery ot pour tout v € I'y,

Red?’
SD’Y('Can) = El’l", w(T) A \/’Y'#WEFz r :g T AT L Yy

Red]’ y
ox(ry) = 3r,d(r) A \/w’#verz r=—= Ay —x
avec 7 € X, ¥(z) une formule monadique définissant la pile vide de niveau k
dans GStacksy et ou Red] désigne I’ensemble rationnel Redy réduit aux suites se

terminant par I'instruction 4’ ou vides. On vérifie que TStacks, = J(GStacksy).
U

Une conséquence immeédiate de cette proposition et de la proposition 3.1.3
est que les ensembles définissables en logique monadique dans GStacksy et dans
TStacks,, coincidents. Il en va de méme pour les relations définissables dans ces
deux graphes.

Nous présentons maintenant une série de transformations de graphes permet-
tant d’obtenir T'Stacks, ;1 a partir de T'Stacksy. Cette construction est une simple
adaptation du lemme 3.3.2.

Lemme 4.7.2. Il existe une substitution finie inverse h=' et une restriction mo-
nadique R telles que

TStacksy1 ~ R(Unf(h~ " (TStacksy),[ ],))-

Démonstration. Considérons la substitution 2! définie pour tout ¢ € T U{k },

par:
{hl(v) = {7} vyeTy
h(k) = {e}

Pour tout arc (s,y,s") étiqueté par v € 'Y, lapplication de h™! conserve cet arc
et rajoute l'arc inverse (s',7,s) étiqueté par 7.

La restriction monadique R ne conserve que les sommets accessibles depuis la
racine par un chemin dont I’étiquette ne contient pas de facteurs de la forme ~7%
pour v € I'}.

Il est aisé de vérifier que TStacksy; est isomorphe & R(Unf(h~!(TStacksy))).

O
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4.7.2 MSO-définissabilité sur GStacks;.

La proposition 4.7.2 permet d’utiliser les résultats du chapitre 3 pour définir
les ensembles définissables en logique monadique sur TStacks;; en fonction des
ensembles définissables en logique monadique sur TStacksy.

Proposition 4.7.3. Les ensembles définissables en logique monadique sur TStacksy,
sont des ensembles rationnels de Raty,.

Démonstration. La preuve procéde par induction sur le niveau k£ > 1. Au niveau
1, ce résultat se découle du théoréme 1.4.10. Supposons le résultat vrai au niveau
k > 1. Montrons qu’il est vrai au niveau k + 1.

Par le lemme 4.7.2, il existe une substitution finie inverse h~! et une restriction
monadique D = (§(z)) telles que:

TStacksgy1 ~ D(Unf(h~'(TStacksy),[],)).

Soit () une formule monadique. Considérons le marquage monadique M asso-
ciant la couleur § aux sommets satisfaisant la formule ¢(x) A 0(z). Par la propo-
sition 3.4.4, il existe un coloriage monadique M’' = (¢.()).ec pour un certain
sous-ensemble C' C © et un coloriage rationnel p défini par u($) = R pour
R e Rat(I'p U{k}UC)* tels que:

M (Unf(h~'(TStacksy))) = g, (Unf(M' (R~ (TStacksy)))).

Il existe un coloriage monadique M"” = (¢.(x)).cc tel que M'(h™*(TStacksy,)) =
h~1(M"(TStacksy,)). Par hypothése de récurrence, pour tout ¢ € C, I'ensemble
R, = {s € Stacks;, | TStacksy = 1.[s]} est un ensemble rationnel de piles de
niveau k. Considérons le langage R’ dans Rat(I'y U{k } U{Tkr, | c € C}) obtenu
en remplacant dans R les occurences de ¢ par Tk, pour tout ¢ € C. Il est aisé
de vérifier que I'ensemble S = {s € Stacksgi1 | TStacksy1 = @[s]} est égal a

R Jjs1): 0

Par la proposition 4.7.1, il suit que les ensembles définissables dans GStacksy,
sont des ensembles rationnels de piles de niveau k. Comme nous l'avons déja
mentionné, les ensembles rationnels de Rat; sont définissables dans GStacksy.

Théoréme 4.7.4. Les ensembles définissables en logique monadique sur GStacksy,
sont les ensembles de Raty,.

Nous pouvons grace a ce résultat et a la proposition 3.2.1 donner une ca-
ractérisation des relations définissables dans GStacks,. Pour le niveau 1, cette
caractérisation a été établie dans [Bar97|.

Théoréme 4.7.5. Les relations définissables en logique monadique sur GStacksy,
sont les relations préfive-reconnaissables de niveau k.
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Démonstration. Par définition de PRy, pour toute relation R € PRy, il il existe
une formule monadique pg(z,y) telle que pour toute piles s,s" € Stacksy, (s,s') €
R si et seulement si GStacks = pgls,s'].

Pour la réciproque, il suffit d’établir que les relations définissables dans T'Stacksy,
appartiennent & PRy. Soit ¢(z,y) une formule monadique. Par la proposition 3.2.1,
il existe un coloriage monadique M’ = (.(2))ccc pour un ensemble fini C' C ©
et un ensemble R dans Rat(I'y U C)* tels que pour toutes piles s,s" € Stacks,

TStacksy, |= ¢[s,s] < s = 5.

Par le théoréme 4.7.4, pour tout ¢ € C''ensemble R. = {s € Stacksy | T'Stacks; =
©.[s]} appartient a Raty. Considérons le langage R’ dans Rat(I'p U{Tx, | c € C})
obtenu en remplacant dans R les occurences de ¢ par Tk, pour tout ¢ € C'. Nous
avons pour toutes piles s,s’ € Stacksy,

s=s s o 5 € R(R')(s).

La relation définie par la formule ¢(z,y) sur TStacks appartient & PRy. O

4.7.3 Sélection sur GStacksy.

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons que les graphes GStacksy possédent
la propriété de sélection. Ce résultat a été obtenu par Fratani dans |Fra05|.

Théoréme 4.7.6 ([Fra05]). Pour tout k > 1, le graphe GStacksy posséde la
propriété de sélection.

Démonstration. L.a preuve procéde par récurrence sur le niveau k£ > 1. Comme
nous I’avons mentionné dans le paragraphe 1.4.6, I’arbre binaire complet posséde
la propriété de sélection; ce qui établit le cas de base. Supposons que la propriété
est vrai au niveau k et montrons quelle est vraie au niveau k + 1.

Par la proposition 3.5.2 et la proposition 4.7.1, nous avons que GStacks
posséde la propriété de sélection si et seulement si TStacks, la posséde. Par hy-
pothése de récurrence, TStacks, satisfait la propriété de sélection. Par la pro-
position 3.5.3, Treegraph(TStacksg,k) posséde la propriété de sélection. Par la
proposition 3.4.1 et la proposition 4.7.1, il existe deux interprétations mona-
diques 7 et J telles que Treegraph(TStacksy,k) ~ Z(Treegraph(GStackss,k)) et
J (Treegraph(TStacksy,k)) ~ Treegraph(GStacksy,k)). Rappelons que que nous
avons 1'égalité Treegraph(GStacksy,k) = GStacksy,;. Par la proposition 3.5.2,
GStacksy1 posséde la propriété de sélection. O
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En combinant les théorémes 4.7.4 et 4.7.6, nous obtenons I'extension suivante
du théoréme 1.4.10 aux graphes GStacksy.

Théoréme 4.7.7. Pour tout k > 1 et pour toute formule monadique o(X) telle
que GStacksy, = 3X, p(X), il existe un ensemble R, € Raty tel que GStacksy, =

SO[ch]-

4.8 Lien avec les automates sur les mots

Nous concluons en montrant comment les résultats de normalisation obtenus
dans ce chapitre peuvent étre utilisés pour étudier des extensions des automates
de mots. Nous considérons des enrichissements des automates finis sur les mots qui
ont la méme expressivité mais ont une plus grande concision en terme du nombre
d’états. Nous présentons des enrichissements classiques tels que la bidirectionalité
[HUT79|, I'alternance [CKS81]| et I'ajout de galets [BH67, GGK91, GH96, EH99|.
Pour une présentation détaillée des résultats sur ces modéles d’automates et des
complexités des transformations passant des uns aux autres, nous renvoyons le
lecteur a |[GH96|. Nous considérons différentes combinaisons de ces enrichisse-
ments et nous montrons comment elles peuvent étre simulées par des automates
sur I';.

Avant de passer a la présentation des différents modeéles d’automates, il nous
faut préciser ce que nous entendons par «simulation». En effet, un automate sur
I'y, acceptant des langages de piles de niveaux k£ qui sont des mots de mots ...
Il existe cependant un codage naturel, noté ¥,, d’'un mot sur I' en une pile de
Stacksg(I'). Cet encodage est l'identité au niveau 1 et au niveau k + 1 > 2,
Uy (w) = [Vg_1(w) ], pour tout w € I'™.

Pour simuler au niveau k des automates sur les mots, nous ne considérerons
dans les langages acceptés par les automates sur I'y que les piles correspondant
au codage par ¥, d’un mot sur I'*. Ainsi, pour tout automate A sur I'y, nous
noterons M(A) le langage de mots sur I'* égal a ¥, '(S(A)). Dans la suite, nous
ne considérerons que des automates sur I’y tels que S(A) = Vi (M(A)). Nous
étendons cette notation aux automates alternants sur I';, et aux automates avec
tests. Des exemples de tels automates au niveau 2 sont donnés dans I’exemple 4.3.8

Proposition 4.8.1. Pour tout automate A sur I'y, tout automate B alternant
sur Ty et tout automate C sur Ty avec tests dans Raty(T"), les langages de mots

M(A), M(B) et M(C) sont rationnels.

Démonstration. Nous avons vu dans la proposition 4.3.5, le théoréeme 4.3.43 et
dans le corollaire 4.3.44, que les langages acceptés par ces différents modéles
d’automates appartiennent tous a Rat,(T"). Pour tout automate A de niveau k,
M(A) = top; (S(A) N T,(I*)). Comme Wy (I'*) est égal a Ry (I™)([ ],), il suit que
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U, (') appartient & Ratg(I"). Donc comme Rat(I") est fermé par intersection, il
suit par le corollaire 4.3.51 que M(A) est un langage rationnel de mots sur I'*.  [J

En utilisant les résultats des paragraphes précédents, nous pouvons préciser
la complexité de la transformation d’un automate A de niveau k en un automate
fini sur T acceptant M(A).

Théoréme 4.8.2. Pour tout niveau k > 2 et pour tout alphabet fini I', nous
avons:

1. Pour tout automate A de mots sur 'y, il existe un automate B fini sur I’
acceptant le méme langage. De plus |B| est borné par exp[k — 1](|A]).

2. Pour tout automate A de mots sur Iy, avec tests dans un ensemble fini
L C Raty(T), il existe un automate B fini sur T acceptant le méme langage.
De plus, si pour tout L € L, L est accepté par un automate entierement
déterministe et complet |B| est borné par explk — 1](|A| + ], c. |AL]).

3. Pour tout automate A de mots alternant sur Ty, il existe un automate fini
déterministe sur I acceptant le méme langage. De plus, |B| est borné par

exp[k](|Al)-

Démonstration. D’aprés les théorémes 4.4.15 et 4.4.25, nous pouvons nous concen-
trer sur des automates entiérement déterministes et complets sur I'y pour k > 2.

Soit A = (B,(BL)rec) une automate déterministe et complet sur I'y avec
k > 1. Considérons 'automate C' sur I" avec tests dans {M(By) | L € L} obtenu
en restreignant 'automate B aux transitions étiquetées par I' et en remplacant les
instructions de tests Ts(p,) par Tas,)- 11 est aisé de vérifier que M(A) est égal
a S(C). Supposons que pour tout L € L, M(By) est accepté par un automate
(', déterministe et complet sur I'. Par la proposition 4.4.24, M(B) est accepté
par un automate déterministe et complet sur I' de taille bornée par exp|0](|B| +
e CL).

Nous allons traiter le cas des automates sur I';,. Les autres cas sont similaires.
Soient k > 2 et A un automate sur I'y. Par le théoréme 4.4.15, il existe un
automate entiérement déterministe et complet (B,(Bp)recs) acceptant A et de
taille bornée par exp[k — 1](]A|). Par la remarque 4.4.16, la taille de tous les
ensembles de tests intervenant dans cet automate est bornée par explk — 2](]A]).
Une récurrence immédiate utilisant le principe présenté au début de cette preuve
établie I'existence d’un automate déterministe et complet sur I" acceptant M(A)
et de taille bornée par exp[k — 1](|A]). O

4.8.1 Automates bidirectionnels

Nous introduisons, dans ce sous-paragraphe, les automates (non-déterministes)
bidirectionnels [HU79| et nous montrons comment les simuler par des automates
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sur I'y. Plus précisément, pour tout automate bidirectionnel A, nous construirons
un automate B sur I'y avec tests dans £ C Raty(I") de taille polynomiale en la
taille A tel que M(B) est le langage de mots acceptés par A. I’ensemble de tests
L ne dépend que de I'alphabet ' et ne dépend pas de I'automate A. Par le théo-
réme 4.8.2, nous déduirons que pour tout automate bidirectionnel A, il existe un
automate déterministe et complet sur I acceptant £(A) de taille exponentielle
en la taille de A. Ce résultat a été obtenu pour la premiére fois dans [She59)|.

Intuitivement, un automate bidirectionnel est une machine de Turing qui ne
peut pas écrire sur sa bande. Nous allons présenter une définition des ces auto-
mates qui facilite la simulation par des automates sur I's.

Définition 4.8.3. Un automate bidirectionnel sur I'* est un uplet (Q,/,F,A) ou
() est un ensemble fini d’états, I et 7 C () sont respectivement I’ensemble des
états initiaux et finaux et ot A est un sous-ensemble de Q) X I' Xx ) x Z ou 7 est
’ensemble des instructions { Last,First,—~Last,~First,Right,Left }.

Pour des raisons techniques, nous ne considérerons que des automates bidi-
rectionnels ne travaillant pas sur une entrée vide. Une configuration est donc
un uplet (w,i,q) ot w € T'T, i € [1,|w|] et ou ¢ € Q. Intuitivement la configu-
ration (w,i,q) représente une bande w avec la téte de lecture dans I'état ¢ sur
la 7®™¢ case. Les instructions de Z sont des fonctions partielles sur I’ensemble
{(wy) | w e I'" et i € [1,|Jw|]}. L’instruction Right (resp. Left) déplace la téte
de lecture d’une case vers la droite (resp. gauche) si la position i n’est pas égale
a |w| (resp. n’est pas égale a 1). Les instructions First,—First,Last et # Last ne
modifient pas la configuration courante mais ne sont définies respectivement que
si la position courante est égale a 1, différente de 1, égale a |w| ou différente de
lw].

Une transition (p,7y,q,p) peut s’appliquer a une configuration (w,i,p) pour don-
ner une configuration (w,j,q) si w(7) est égal & et si l'instruction p appliquée a
(w,i) est définie et égale a (w,j).

Nous dirons qu'un automate bidirectionnel A accepte un mot w € I'" s’il
existe un calcul de A partant d’une configuration initiale (w,1,q;) avec ¢; € I
et terminant dans une configuration finale (w,j,q) pour g5 € F'. Nous noterons
L(A) le langage accepté par A.

Nous présentons maintenant la simulation de ces automates par des automates
sur I'y avec tests dans Raty(I'). Fixons un automate bidirectionnel A = (Q,I,F,A).
Une configuration (w,i,q) de automate A sera «simulée» par la configuration
(¢, [[w][w(1),...,w(i)]],) de Pautomate B. Pour tout (w,i) avec w € I'* et ¢ €
[1,|w]], nous notons [ (w,:) ] la pile [[w][w(1),...,w(3)]], de Stackss(T").

Avant de simuler les instructions de Z, nous introduisons des langages de
tests dans Raty(I') qui sont Conf = {[[w][w']], | ww € I't et w' T w},
First = {[[w][w(1)]], | w € T}, Last = {[[w][w]], | w € T'"} ainsi que
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les complémentaires de ces deux derniers langages notés respectivement First®
et Last. Nous vérifions aisément que ces langages sont acceptées par des auto-
mates entiérement déterministes et complets de taille polynomiale en la taille de
I’alphabet T'. Notons L5 ’ensemble de ces langages.

Nous associons a chaque instruction p € Z, un ensemble fini non-ambigu
R, C (I'y U7,,)* simulant p. Nous adoptons les mémes raccourcis de notations
que dans le sous-paragraphe 4.1.5.2.

Riight = {7 Zcont |YET}  Riew = {7 Zcont| v €T}
RFirst - { %irst } RﬁFirst - { %irstc }
RLast - { jiast } R—\First - { jiastc }

Il est aisé de vérifier que pour tout p € Z et pour tout (w,i) avec w € I't et i €
[1,|w]], p((w,i)) est défini et égal a (w,j) si et seulement si R(R,)([(w,i)]) est
défini et égal a [ (w,7)].

Nous pouvons donc simuler les automates bidirectionnels sur I'* par des au-
tomates sur I'y avec tests dans L.

Proposition 4.8.4. Pour tout automate bidirectionnel A, il existe un automate
B sur T'y avec tests dans Lo de taille polynomiale en la taille A tel que M(B) =
L(A).

Par le théoréme 4.8.2 et comme les langages de L, sont acceptés par des
automates entiérement déterministes et complets de taille polynomiale en la taille
de T, nous réobtenons le résultat de [Sheb9|.

Proposition 4.8.5 ([Sheb9|). Pour tout automate A bidirectionnel sur T'*, il
existe un automate B fini déterministe et complet de taille bornée par exp[1](|A])
et acceptant L(A).

Nous considérons naturellement la version alternante des automates bidirec-
tionnels en nous basant sur la définition de |CKS81]. Il est important de remarquer
que cette notion d’alternance est plus faible que celle considérée par exemple dans
|[LLS84, GGKOI1, GH96, EH99|. En effet, nous n’autorisons que des exécutions fi-
nies alors que ces auteurs autorisent des exécutions acceptantes infinies. Pour
pouvoir simuler cette notion plus générale d’alternance, il faudrait définir une no-
tion d’alternance plus générale pour les automates sur I'y (cf. remarque 4.3.17).

Définition 4.8.6 (|CKS81]). Un automate bidirectionnel alternant sur I'* est un
uplet (Q,1,F,A) ou @ est un ensemble fini d’états, I et F' C () sont respectivement
I’ensemble des états initiaux et finaux et ot ’ensemble des transitions A est un
sous-ensemble de Q x 2I'*@xZ,

Les notions d’exécution et d’acceptation sont définies de maniére analogue a
celles des automates alternants sur I'y. En utilisant 'encodage présenté précédem-



Lien avec les automates sur les mots 189

ment, nous pouvons construire pour tout automate A bidirectionnel alternant sur
[ un automate B alternant sur I'y de taille polynomiale en la taille de A et tel que
M(B) = L(A). Remarquons que comme le montre la proposition 4.3.38, il n’est
pas nécessaire de faire apparaitre explicitement les tests de Lo dans I'automate
B. Par le théoréme 4.8.2, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 4.8.7 (|CKS81|). Pour tout automate A bidirectionnel et alternant
sur I, il existe un automate B fini déterministe et complet de taille bornée par
exp[2](|Qal) et acceptant L(A).

4.8.2 Automates a galets

Nous considérons maintenant ’ajout de galets aux automates bidirectionnels.
Intuitivement, un automate bidirectionnel avec un galet dispose d’un marqueur
qu’il peut déposer sur sa bande et qu’il peut reprendre si la téte de lecture est
positionnée sur le marqueur et dont il peut tester la présence sous la téte de
lecture.

Une configuration est un uplet (w,i,j,q) on w € T't, i € [1,|w]] désigne la
position de la téte de lecture et j € [0,|w]|] désigne la position du galet si j # 0
et son absence sinon. Nous ajoutons donc aux instructions de Z des instructions
Poseq, Leve;, Galet; et —~(alet; pour obtenir I’ensemble des instructions Z;. Les
instructions de Z sont étendues de maniére naturelle en des fonctions partielles
de {(w,i,j) | w € T't, i € [L|Jw|] et j € [0,Jw]]}. L'instruction Pose; appliquée
a (w,i,0) donne (w,ii) et est non définie sinon. L’'instruction Leve; appliquée a
(w,i,j) donne (w,i,0) si j =i et est non définie sinon. Les instructions Galet; et
—Galet; ne modifie pas la configuration est sont respectivement définies si ¢ = j
ou si i # j.

Les automates bidirectionnels (resp. et alternant) avec un galet sont définis
en remplacant Z par Z; dans la définition 4.8.3 (resp. dans la définition 4.8.6).

Pour simuler la position du galet, nous ajoutons un niveau de pile et nous
simulons un automate avec un galet par un automate sur I's. Nous reprenons
'encodage présenté dans le sous-paragraphe précédent. Pour tout (w,i,j) avec
w e Tt i e [1|w|] et 7 € [0,Jw|], nous définissons la pile de Stackss(I") notée
[ (w,i,5)] par:

[w]{w(@), .. w(@) ] w][wd), ... w@)]]]; st j # 0,

[[w] [w(1),. .. w(j)]] ], sinon.

Une configuration (w,i,j,q) de 'automate bidirectionnel avec un galet est simulée
par une configuration (g,[ (w,i,j)]) de 'automate sur I's.

Avant de présenter I'encodage des instructions de Z;, nous introduisons des
langages de tests dans Rats(I"). Nous reprenons les langages de £5 vus comme des
langages de piles de niveau 3 (i.e. {s € Stacksz(I") | topy(s) € L} pour L € L,) et
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nous ajoutons les langages de Rats(I") suivants: NPose = {[s]; | s € Stacks,(I")}
. Galet = {[ss], | s € Stackso(I")} et leurs complémentaires notés respectivement
NPose® et Galet®.

Les instructions de Z conservent les méme simulations que dans le sous-
paragraphe précédent. Pour les nouvelles instructions p € Z; \ Z, nous définissons
un ensemble non-ambigu R, par:

RPose = { ,_];\IPose -2 } RLeve - { é }
RGalet = { 2-2 } RﬁGalet - ‘{,]-GaletC }

Nous vérifions aisément que ces ensembles non-ambigus simulent bien les ins-
tructions correspondantes. Ainsi nous pouvons construire pour tout automate
A bidirectionnel avec 1 galet un automate sur I's avec tests dans L, de taille
polynomiale en la taille de A et tel que M(B) = L(A).

Proposition 4.8.8. Pour tout automate bidirectionnel (resp. et alternant) avec
1 galet, il existe un automate déterministe et complet sur I' acceptant le méme
langage et de taille bornée par exp[2](|A]) (resp. exp[3](|Q4l)).

Pour les automates bidirectionnels avec 1 galet, ce résultat a été obtenu dans
[BH67|. Pour une version plus générale d’alternance, un résultat similaire a été
obtenu dans [GGKO1].

Remarque 4.8.9. Par un encodage plus élaboré, nous pouvons autoriser 1'auto-
mate a supprimer le galet sans que la téte de lecture soit positionnée sur le galet.
Pour cela, il faut mémoriser dans I'état la présence du galet sur la bande. Enlever
le galet consiste & simplement modifier ’état. Le nombre de piles de niveau 2
contenues dans la pile de niveau 3 n’est alors plus borné et la pile de niveau 3
contient 'historique de toutes les positions sur lesquelles ont été posées le galet.

Dans [GH96], les auteurs proposent un modéle d’automate bidirectionnel ma-
nipulant k galets avec k£ > 2 et acceptant uniquement les langages rationnels. En
effet, sans restrictions sur la manipulation de 2 galets, il est aisé de construire un
automate acceptant le langage algébrique {a"b" | n > 1}. Les auteurs de |[GH96|
introduisent une «discipline de pile» dans la manipulation des k galets. Cette
condition se traduit par le fait que I'automate peut poser le i galet que si les
i — 1 premiers galets sont déja sur la bande et ne peut enlever le i®™® galet que si
le i + 1°™M¢ galet n’est plus sur la bande et que si la téte de lecture se trouve sur
le i*™¢ galet. Dans |GH96| des restrictions supplémentaires sont introduites qui
sont levées dans [EH99|.

En adaptant I’encodage présenté pour les automates, nous pouvons construire
pour tout automate bidirectionnel avec k galets, un automate sur ['y, 5 équivalent

de taille polynomiale. Grace au théoréme 4.8.2, nous dérivons les résultats de
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complexité suivants qui étendent les résultats obtenus dans |[GH96].

Proposition 4.8.10. Pour tout automate bidirectionnel (resp. et alternant) avec
k galets, il existe un automate déterministe et complet sur I' acceptant le méme
langage et de taille bornée par expk + 1](|A]) (resp. exp[k + 2](|Qal))-
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Chapitre 5

Graphes des automates a piles de
piles

Dans ce chapitre, nous définissons et étudions les trois familles de graphes infi-
nis associées aux automates a pile sur Ops,: les graphes enracinés, les graphes des
configurations et les graphes des transitions. Nous donnons plusieurs caractérisa-
tions internes et externes de ces graphes. En particulier, les résultats obtenus pour
la classe des graphes des transitions d’automates a piles sur Ops,, sont résumées
par le théoréme 5.3.6 que nous rappelons ici.

Les propositions suivantes sont équivalentes & isomorphisme prés:

1. G est un graphe des transitions d'un automates a piles sur Opsy,

2. G est un graphe des transitions d'un automates a piles sur COpsy,,

3. G est un graphe préfixe-reconnaissable de niveau k,

4. (G est un obtenu en itérant k fois 'application d’une substitution rationnelle

inverse suivi d’'un dépliage en partant d’un graphe fini,

5. (G est un obtenu en itérant k fois I'application d’une transduction monadique

suivie d’une opération de Treegraph en partant d’un graphe fini,

6. G est interprétable dans GStacksy (resp. T'Stacksy).

Une partie de ces résultats a été obtenue en collaboration avec Stefan Wdéhrle
et a été présentée |[CWO03| ainsi que dans sa thése [W6h05|. Les preuves, que nous
donnons ici, s’appuient beaucoup sur la notion de rationalité développée dans
le chapitre précédent et sont (si 'on admet les résultats sur la rationalité) plus
simples.

5.1 Définitions et propriétés

Dans ce paragraphe, nous définissons les différents graphes associés aux au-
tomates a pile sur Ops,. Dans le sous-paragraphe 4.1.5, nous avons défini les
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systemes de transitions étiquetés associés aux automates a pile sur Ops;. Comme
dans le sous-paragraphe 2.1.1.2, nous introduisons pour chaque niveau k > 1, trois
classes de graphes: la classe des graphes enracinés (notée RHPDSy), la classe des
graphes des configurations (notée CHPDS,,) et la classe des graphes des transi-
tions (notée GHPDSy).

5.1.1 Les graphes enracinés

Soit A = (I',%X,7,Q,I,F,A) un automate a pile sur Ops,, et ¢o une configuration
de cet automate, le graphe de A enraciné en ¢, est obtenu en restreignant le graphe
de son LTS aux configurations accessibles depuis la configuration cj.

Définition 5.1.1. La classe RHPDS; est la classe des graphes isomorphes & un
graphe enraciné d’automate a pile sur Ops,.

Exemple 5.1.2. Reprenons 'automate a pile sur Ops, acceptant le langage
{w$w | w € {a,b}*} présenté dans I'exemple 4.1.14. Son graphe enraciné en
la configuration (i, [ |,) est présenté dans la figure 5.1.

J2) -

[l -~ --
/ \
[lally) i, [ :
\

(i, [0]
/
112)

(G

(f,[[ab]]y) (4, [[ba (4, [[0D]]y) - - - -
(g,[[ab][ab]]s) (p,[[ab][ab]]s)
4 V4
(q,[[ab][ab] [b]]5) (p,[[ab][ab] [b]]y)

4 /

(a,[[ab] [ab] [b][]]5) <— (p,[[ab][ab][b][]]2)

Fi1G. 5.1  Graphe enraciné en (i,] |,) de Uautomate a pile de 'exemple 4.1.14.
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Remarque 5.1.3.

1. Si nous ne considérons que les graphes engendrés par les automates a pile
sur Ops,, nous pouvons omettre les états initiaux et les états finaux.

2. Tout graphe G dans RHPDS,, est isomorphe au graphe d’un automate sur
Ops;, ne possédant qu'un unique état et dont 'alphabet de pile ne contient
que deux symboles. . Pour un tel automate, une configuration est entiére-
ment décrite par une pile de niveau k. Ainsi lorsque nous considérerons des
automates ne possédant qu’un seul état, nous supposerons qu’une configu-
ration est simplement une pile de niveau k. Intuitivement pour se ramener a
un automate ne possédant qu’un seul état, il suffit d’empiler I’état en haut
de la pile. Une configuration (g,s) est donc représentée par la pile push,(s)
et une transition (p,0,a,q) est alors remplacée par (qgo,pop,fpush,,qo) ot po
est I'unique état de notre automate. Pour passer d'un alphabet de pile = de
taille arbitraire a un alphabet I' contenant deux symboles, il suffit d’encoder
chaque symbole de = par une suite de symboles de I" de taille [log,(|T'|)].

Une propriété fondamentale de ces graphes est que si I'on ajoute les tests ra-
tionnels de niveau &k aux opérations de Ops,, la classe des graphes enracinés n’est
pas enrichie. Cette propriété repose sur une version enrichie de 1’encodage des
piles de niveau k£ présenté dans le paragraphe 4.1.5.2 et sur la caractérisation des
langages de Rat, par des automates sur 'y avec tests dans Raty_; déterministes
et complets (cf. théoréme 4.4.15).

Proposition 5.1.4. Les graphes enracinés des automates a pile sur Ops;, U
{Testr | R € Raty} appartiennent @ RHPDS,.

Démonstration. Soit A = (I',X,7,Q 4,A4) un automate a pile sur Ops, U{Testr | R €
Raty, } pour ky > 1.

Notons Ly, = { L, ... ’Lﬁio } C Raty,, I'ensemble des éléments de Raty, ap-
paraissant dans A. Il existe un automate A, = (Qky{ iko }s FrorDk,) déterministe
et complet sur I'y avec tests dans Raty, 1 et une relation ng, C Q4 X [1,n4,] tels

que pour toute pile s € Stacksg, (I') et pour tout i € [1,ny,],
s€ LM o (A (5),0) € Nk,

Rappelons que nous notons Ay, (s) 'unique état de Qy, tel qu’il existe un cal-
cul de Ay, partant de la configuration (ig,, [ ], ) et arrivant dans la configura-
tion (Ag,(s),s) (cf. lemme 4.4.3). L’automate Ay, peut étre construit en faisant
par exemple le produit comme dans la proposition 4.4.17 des automates déter-
ministes et complets avec tests dans Raty,_; acceptant les langages de Ly, (cf.
corollaire 4.4.9).

Pour tout ¢ € [1,ky — 1], nous notons £, = { L{,...,L{ } ensemble des éléments
de Rat, apparaissant dans A, et nous notons Ay = (Qy,{ i },Fs,A¢) un automate
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déterministe et complet avec tests dans Rat,_; et une relation 7, C Q4 x [1,n]
tels que pour toute pile s € Stacks,(I") et pour tout i € [1,n,],

S € Lf = (Ag(s),l) € Ny

Nous supposerons sans perte de généralité que les ensembles d’états des automates
Ay sont disjoints. Nous noterons () I'union de tous les ensembles d’états des
automates Ay (i.e. Q = Ujepy 4o @0)-

Nous allons étendre I'encodage des piles de Stacksg(I') présenté dans le pa-
ragraphe 4.1.5.2. Rappelons que dans cet encodage, une pile s € Stacksy(I") se
voit associer une pile de Stacksg(I') notée [s]. Intuitivement cet encodage per-
met d’accéder a la suite réduite de s et aux suites réduites des piles top,(s) pour
¢ € [1,ky — 1]. Nous enrichissons cet encodage pour rendre accessibles les états
A, (s) et Ag(top,(s)) pour tout £ € [1,ky — 1].

Formellement, I'encodage associe, a toute pile s de niveau n < ko sur T,
une pile de niveau n sur I') U Ujep @5 notée [s]. Cet encodage est défini par
récurrence sur le niveau n € [1,k].

Au niveau 1, I'encodage est défini par 1’équation de récurrence suivante:

{[[[]1]] = [i1]1
[[sa];] = pushy, (. (pushy([s]1)).

Au niveau n + 1 € [2,k], considérons une pile s # [] ., avec sa suite réduite

p € (ICU{n})* (cf. remarque 4.1.11). Pour tout ¢ € [1,|p|], nous définissons

pe = p(1)...p(¢) et py la suite obtenue en effacant les occurrences de l'instruction

k dans py. La suite p, appartient & (I'?)*. Enfin, nous définissons, pour tout

te [L]pll; la pile s = R(pe)([ 1), re = R(pe)([],) et g0 = Anya(re) € Qnia.
Nous pouvons maintenant définir [ - | pour les piles de niveau n + 1.

[[141] = [pushy  [[]illnsa

[s17 = [pushy o ([[1 ). .pushy (pushyp([sp D) sy OV

Comme dans le paragraphe 4.1.5.2, pour tout niveau k < ky et pour toute
opération 6 € Ops, U {Testy | L € Ly et ¢ € [1,k]}, il existe un ensemble fini
non-ambigu d’éléments de Opsj, noté [0 ], tel que [6]x([s]) est défini si et
seulement si 0(s) Uest et dans ce cas, [0]x([s]) =[0(s)]-

La définition des ensembles [0 ] est une adaptation immédiate des encodages
présentés dans le paragraphe 4.1.5.2. Une différence notable est que nous n’utili-
sons plus les opérations de destruction inconditionnelle destr, mais les opérations
de destruction symétrique copy,. Dans '’encodage précédent, I'opération destry
était utilisée pour passer de l'encodage d’une pile s # [ ], ; de suite réduite p
a celui de la pile s ayant pour suite réduite p(1)...p(|p| — 1). Ainsi I'on simule
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application de Uopération § = R(p(p)) & la pile s. En effet, [s'] = destrz([s])
et s =0(s).
Pour passer de [s] a [s'] sans utiliser destry, il suffit de considérer I’ensemble
fini R((TY_,)S*)k). En effet, on vérifie aisément que la suite réduite p, o est au
plus de taille 4k + 1.

Nous définissons un automate B = (I',3,7,Q 4,1 ,F,Ag) ou 'ensemble des tran-
sitions Ap est défini par:

AB - {(p,xﬂ',q) ‘ (p,lrﬂ,q) c AA et ‘9, - [[Hﬂk.}

Pour toutes piles s et s € Stacksy,(I') et z € XU {x }, il suit de ce qui précede
que:

(p.s) =2 (@5) = @ls]) — @ls'D.

Pour toute configuration (p,s) de A, le graphe de A enraciné en (p,s) est iso-
morphe au graphe de B enraciné en (p,[s]). O

5.1.2 Les graphes des configurations

Le graphe des configurations d'un automate a pile A = (I',X,7,Q,A) sur
Ops;, est défini en restreignant le graphe de son LTS & un ensemble «ration-
nel» de configurations. Plus précisément, un ensemble rationnel de configura-
tions est donné par une famille (R,),cq d’ensembles de Rat(I') et est égal a
{(g.s) € Q x Stacks(I") | s € R,}. Pour les automates a pile sur Ops; de la
forme présentée dans la remarque 5.1.3, un ensemble rationnel de configurations
est simplement un ensemble rationnel de piles.

Définition 5.1.5. La classe CHPDSy est la classe des graphes isomorphes & un
graphe des configurations d'un automate a pile sur Ops;.

Exemple 5.1.6. Considérons l'alphabet de pile I' = { A}, 'alphabet d’entrée
Y. ={a,b} et 'automate A = (I',X,7,Q,A) a pile sur Ops, avec Q = {qo,q1 } et

A= { (QOJPHShA7a7QO)7(q17PUShA7b7q1)7(QI7puShA ' COPYUZ%QO) }

Son graphe des configurations pour la restriction:
Rgy = {[[A"]]y | n =0} = R(A")([]), .
Ry, ={[[A"][A™]] |n = 1et m <n} =R(AT1IAT)([ ],)
est donné dans la figure 5.2. Comme ce graphe n’admet pas de racine (i.e. un

sommet permettant d’accéder a tous les autres sommets), il n’appartient pas a
RHPDS:.
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(a1,1]) —2— (a1,[[a]]y) —— (a1,[[aal]],) —*— (q1,[[aqa]ly) - - - - -
b b] b{
(a1, [[a][1]5) (a1,[[aa][a]]l,)  (a1,[[aca][ac]],)
| |
(a1, [[aa][1]5) (a1,[[aaa][a]],)
|
(a1, [[aaa][]],)

F1G. 5.2 — Graphes des configurations de l’automate a pile A sur Ops,.

Remarque 5.1.7. Comme pour les graphes enracinés (cf. remarque 5.1.3), tout
graphe GG dans CHPDS;, est isomorphe a un graphe des configurations d’un auto-
mate a pile sur Ops,;, avec un unique état et un alphabet réduit a deux symboles.

Les graphes enracinés des automates a pile sur Ops, sont des exemples de
graphes des configurations d’automates a pile sur Ops,. Considérons un auto-
mate a pile A sur Ops,, et une configuration ¢ de cet automate. Pour tout ¢ € Q,
I’ensemble des piles s de niveau k, noté R,, telles que la configuration (g,s) soit
accessible depuis ¢y est un ensemble rationnel (i.e. R, = {s € Stacks; | co =
(¢,s)} € Raty). Le graphe enraciné de A en ¢y est donc le graphe des configura-
tions de A pour la restriction (R,)geq-

Proposition 5.1.8. Pour tout k > 1, RHPDS, € CHPDS;.

Exemple 5.1.9. Reprenons le graphe enraciné de I'automate a pile A présenté
dans I'exemple 4.1.14. Son graphe enraciné en (qo, [ |,) est présenté dans la fi-
gure 5.1. Ce graphe est égal aux graphes des configurations de A pour la restric-
tion (Ry).eq ot

- Ri= Ry =R({a,b}")([],),

— By =Ry =R({ab} 1({ab}1)"L)([ ).

Comme nous I’avons vu dans I'exemple 5.2, I'inclusion de la classe des graphes
enracinés dans la classe des graphes des configurations est stricte. Cependant la
classe RHPDS,, se caractérise de maniére naturelle dans la classe CHPDS,,.

Proposition 5.1.10. Un graphe G de CHPDS,, appartient a RHPDSy si et seule-
ment st G admet au moins une racine.

Démonstration. Seule I'implication réciproque présente une difficulté. Soit G €
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CHPDS,, et admettant une racine r € V. Par définition de CHPDS,, et par la
remarque 5.1.7, il existe un automate a pile A = (I',3,7.{ qo },A4) et un ensemble
rationnel R de piles de niveau k tels que G soit isomorphisme au graphe H des
configurations de A pour la restriction R. Le graphe H admet une racine sy € R.

Considérons 'automate a pile B = (I',%,7.{ qo },Ag) sur Ops;, U{ Testy } dont
I’ensemble des transitions Ag est donné par:

{(QOJQ : TeStR7QO) ‘ (QO707q0) € AA}

Il est facile de vérifier que le graphe de B enraciné en sj est égal & H. Par la
proposition 5.1.4, il découle que H (et donc () appartient & RHPDS. ]

Comme pour la classe RHPDS,, 'ajout des opérations de tests rationnels de
niveau k£ ne modifie la classe CHPDS,.

Proposition 5.1.11. Les graphes des configurations des automates a pile sur
Ops, U {Testg | R € Raty} appartiennent @ CHPDSy.

Démonstration. Soit A = (X,I',7,Q 4,A4) un automate a pile sur Ops,U{Testr | R €
Raty} et R un ensemble rationnel de configurations donné par une famille (R,),eq ,
d’ensembles de Ratg(I"). Soit £L = { Ly,...,L, } C Raty(I') 'ensemble des lan-
gages de tests utilisés dans A.

Nous allons montrer que le graphe des configurations de A pour la restriction
a R, noté GG, appartient & CHPDS,. Pour cela, nous construisons un automate
a pile B sur Ops; et un ensemble rationnel de configurations S donné par une
famille (S,),eq tels que le graphe des configurations de B pour la restriction a .S,
noté H, soit isomorphe au graphe G.

Pour cela, nous reprenons I'encodage [ - | des piles de niveau k présenté dans la
proposition 5.1.4 ainsi que I'automate B qui y est construit. Il suffit de remarquer
que pour tout ensemble rationnel R € Ratg(T"), I'ensemble [ R] des encodages
des piles de R est lui aussi rationnel. Il suit alors que le graphe des configurations
B pour la restriction ([ R, ])4eq, est isomorphe au graphe G. Donc le graphe G
appartient a CHPDS. O

5.1.3 Les graphes de transitions

Pour définir la classe des graphes des transitions des automates a pile sur
Ops;,, il nous faut nous restreindre a des automates a pile sur Ops;, normalisés
(cf. paragraphe 2.1.1.2). La restriction aux automates a pile normalisés sur Ops,
ne change pas la famille des langages acceptés.

Proposition 5.1.12. Pour tout langage L indexé de niveau k, il existe un auto-
mate a pile sur Ops;, normalisé acceptant L.
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Démonstration. Soit L C ¥* un langage indexé de niveau k. Par le théoréme 4.1.23,
il existe un automate a pile A = (3,1, 7,Q 4,14,F4,A 1) sur Ops;, acceptant L. Nous
construisons un automate a pile B = (X,I',7,Qp,I5,Fp,Ap) normalisé acceptant
L. Prenons Qp = Q7, U Q% ot Q7 et Q% sont deux ensembles disjoints de Q4 et
en bijection avec Q4. Pour tout ¢ € 4, nous noterons ¢” (resp. ¢=) I'état corres-
pondant de Q7 (resp. Q%).De plus, nous supposons que Q7 et Q% sont disjoints.
Les ensembles d’états initiaux et finaux Ip et Fip sont respectivement égaux a I
et '}. L’ensemble des transitions Ap est donné par:

AB - {(pTﬂ—ae?qT) ‘ (p77_>97q> € AA}
U {(pT7TaIdk7pZ) ‘ RS QA}
U {(p27a7‘97q7-) | (p,aﬁ,q) € AA eta € E}

On vérifie aisément que A et B acceptent le méme langage. De plus par construc-
tion, B est tel qu'une configuration ne peut pas étre a la fois la source d’une
transition étiquetée par 7 et d’une transition étiquetée par X. Il suit donc que B
est normalisé. O

Remarque 5.1.13. Nous pouvons obtenir un résultat plus précis: tout langage
indexé de niveau k est accepté par un automate a pile sur Ops;, normalisé a partir
d’une unique configuration initiale observable jusqu’a une unique configuration
finale observable.

Proposition 5.1.14. Pour tout automate a pile normalisé A sur Ops, et pour
tout ensemble rationnel de configurations R, les configurations observables (resp.
internes) du graphe des configurations de A pour la restriction @ R forment un
ensemble rationnel de configurations.

Démonstration. Soit A = (I',X,7,Q,A4) un automate a pile normalisé sur Ops,,
et R un ensemble rationnel de configurations donné par une famille (R,),eq. Nous
noterons G le graphe des configurations de A pour la restriction R. Soit p € Q,
nous allons montrer que 'ensemble, noté O,, des piles s € Stacks, telles que (g,s)
soit une configuration observable est un ensemble rationnel. Le cas des configura-
tions internes est similiaire. Il existe deux relations préfixe-reconnaissables de ni-
veau k respectivement notées P7 et P7 telles que toutes piles s et ' € Stacksy(I'),

(s5) € P" & FpeQuqs) o (ps) powra e T,
(s,') € PT < dpeQ,(q,9) % (p,s).
La relation est P? est définie par I'ensemble {Testp, - 0, - Testg, | (¢.0,a.p) €

Agetx € X} et P est définie par {Testp, - 6, - Testp, | (¢,0,7.p) € Aa}.
Il est aisé de vérifier que:

Os = Dom(P?) U (Stacks,(T") \ Dom(P7)) N (Stacks,(T") \ Dom(P7)).



Définitions et propriétés 201

Par la proposition 4.5.13, Dom(P?) et Dom(P7) sont des ensembles de Raty.
Comme Raty est une algébre de Boole, O, appartient a Raty.
0

Le graphe des transitions d'un automate a pile normalisé sur Ops,, est obtenu
en effectuant la 7-fermeture d'un de ses graphes des configurations.

Exemple 5.1.15. L’automate sur Ops, présenté dans I'exemple 4.1.14 est nor-
malisé. Son graphe des transitions obtenu comme la 7-fermeture de son graphe
des configurations présenté dans la figure 5.1 est donné dans la figure 5.3.

/(i’”z) - (/:112)
(6 [[ally) (i,[[b]]y)- - - -
a X
(i, [[ba]],) (i, [[bb]]o) - - -

[1]2)

Fic. 5.3 Un graphe des transitions de ['automate a pile sur Ops, de
lexemple 4.5.5.

Définition 5.1.16. La classe GHPDSy, est la classe des graphes isomorphes a un
graphe des transitions d'un automate a pile sur Ops;.

La classe des graphes des transitions GHPDS; contient la classe des graphes
des configurations. Cette inclusion est stricte car les graphes des transitions
peuvent avoir un degré entrant et/ou sortant infini. Comme nous 'avons déja
mentionné au niveau 1, les graphes des configurations se caractérisent de maniére
trés naturelle a I'intérieur des graphes des transitions. En effet au niveau 1, les
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graphes de CHPDS; sont les graphes de GHPDS; de degré borné. Nous conjec-
turons qu’a partir du niveau 2, cette caractérisation n’est plus valable et que par
exemple, le graphe des transitions présenté dans la figure 5.3 n’appartient pas a
CHPDS,.

Comme le montre la proposition ci-dessous, nous pouvons définir la classe des
graphes de transitions en ne considérant que la 7-fermeture des graphes enracinés
des automates a pile sur Ops,.

Proposition 5.1.17. Tout graphe G dans GHPDSy, est isomorphe a la T-fermeture
d’un graphe normalisé de RHPDS;,.

Démonstration. Soit G un graphe dans GHPDS,. Par définition de G et par la
remarque 5.1.3, il existe un automate a pile A = (I',3,7,{ qo },A4) sur Ops,, et un
ensemble rationnel de configurations' R € Raty(T) tels que G soit isomorphe a la
T-fermeture du graphe des configurations, noté H, de 'automate A pour la res-
triction a R. Par la proposition 5.1.14, I’ensemble des configurations observables
O est un ensemble rationnel de piles de niveau k.

Par définition de Raty, il existe un automate A = (Q,{i},F,A) fini étiqueté
[y tel que S(A) = O. Nous pouvons sans perte de généralité supposer que go
n’appartient pas a ). Considérons I'automate a pile B = (I',X,7,Q U { ¢ },Ap)
sur Ops, U {Testg | R € Rat,} dont I'ensemble des transitions est donné par:

Ag = {(pR(p)ma) | (p.p.q) € A}

U {(fIdp7a) | (f € F}
U {(qo,Testg - 0 - Testr,z,q0) | (q0,0,2,q0) € A}

Notons K le graphe B enraciné en (ig, [ |,). Il est aisé de vérifier que pour
toutes configurations observables ¢; = (p,s) et ¢o = (q,8') de K et pour tout
a € X, nous avons:

*

at* at
Cl —> Cy < C1 — Co
K H

Il découle donc que la 7-fermeture de H est égale a la 7-fermeture du graphe K.
Le graphe G est bien donc la 7 fermeture d’un graphe dans RHPDS,. O

En utilisant les résultats du chapitre 4, nous pouvons étendre a tout niveau
'équivalence (& isomorphisme prés) entre les graphes des transitions des auto-
mates a piles et les graphes préfixe-reconnaissables obtenue par Stirling dans
[Sti00] et rappelée dans le théoréme 2.2.6. Nous définissons naturellement la classe
des graphes préfixe-reconnaissables de niveau k£ comme la classe des graphes de

1. Rappelons que comme l'automate A ne posséde qu’'un seul état, une configuration est
simplement une pile.
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(1 = [[A]]; —— [[44]], —— [[444]], - ----
b lb b lb ' b lb
[[A]]], b| [[AA][A] [[AAA][AA]]
b lb b b lb

[[AATTAT[]Io\ b([[AAA][AA][A]]

|

[[AAA][AAT[A]]],)

b

F1G. 5.4 — Graphe préfixe-reconnaissable de niveau 2.

calcul des relations préfixe-reconnaissables de niveau k définies dans le para-
graphe 4.5.

Définition 5.1.18. Un graphe préfixe-reconnaissable GG de niveau k étiqueté par
Y. C A est donné par une famille (P,),ex de relations dans PRy (T"). Ce graphe a
pour sommets des piles de Stacks,(I") et est défini par:

G ={(s,a,8") | (s,8') € P, }.

Exemple 5.1.19. Considérons les deux relations préfixes P, et P, sur Stacksy(I'),
avec I' réduit au singleton { A }, définies par:

P, = D(Tg, -A)
{Pb — D(Tg, - 14) UD(Ty, - (AT)").

ou Ry et R, sont respectivement les ensembles rationnels de piles de niveau 2
eganx a {[[A]], [ n > 0} = R(A([]y) et {[[A"][A"]...[4"*]], [ >
0et b < n} = R(AT(LA)*)([ ],)- Le graphe préfixe-reconnaissable défini par
(Py)ze{apy est donné dans la figure 5.4.

Théoréme 5.1.20. Un graphe G appartient o GHPDS si et seulement si il est
1somorphe a un graphe préfive-reconnaissable de niveau k.

Démonstration. Nous prouvons les deux implications séparément.

Pour I'implication directe, considérons un graphe G appartenant a GHPDS,.
Par définition de GHPDS,, et par la remarque 5.1.7, il existe un automate a
pile A = (X,I',7,{q },A) et un ensemble rationnel R € Raty(T") tel que G soit
isomorphe a la 7-fermeture du graphe des configurations de A, noté H, pour
la restriction R. Il est aisé¢ de vérifier que pour tout z € ¥ U {7}, la relation
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P, ={(s,s') € Rx R | (qo,9) % (qo,s")} est préfixe-reconnaissable de niveau k.

Par la proposition 5.1.14, ’ensemble O des configurations observables du graphe
H est un ensemble rationnel de piles de niveau k.
Par définition de la 7-fermeture, le graphe G est égal a:

{(s,a,8") | (s,8") € Testo - P, - P - Testp et a € X}.

D’aprés les propriétés de fermeture des relations de PRy, présentées dans le théo-
réme 4.5.16, les relations Testp - P, - P - Testp appartiennent a PRy. II suit donc
que G est un graphe préfixe-reconnaissable de niveau k.

Pour I'implication réciproque, considérons un graphe préfixe-reconnaissable
G de niveau k donné par une famille (P,),ex de relations préfixe-reconnaissables
dans PRj. Par définition de PRy, il existe pour tout a € ¥ un automate fini
A, = (Qa{ia }{ fa },Au) etiqueté par I'y U Tgy, tel que D(A,) = PR,. Nous
supposerons sans perte de généralité (quitte a utiliser des transitions étiquetées
par Idy) que i, n’est destination d’aucune transition de A, et que f, n’est source
d’aucune transition de A,. De plus, nous supposerons que les ensembles d’états
de ces automates sont deux a deux disjoints. Enfin, notons R le langage rationnel
U,ex Dom(FP,) UIm(F,).

Nous définissons un automate a pile B = (I',3,7,Q5,Ag) sur Ops, U{Testr | R €
Raty}. L’ensemble des états Qg est égal a |, .y, Qo U{ qo } et 'ensemble des tran-
sitions Ap est défini par:

Ap (P R(),7:0) | (p7:9) € Aq et a € 3}
(pIdka >p) ’pEQaef&EE}

(QO7TeStDnm(a a Za) ‘ a € E}
(

{(fa:Testim(a),a,q0) | @ € 3}

Considérons le graphe des configurations de B, noté H, restreint a I’ensemble
rationnel de configurations défini par (R,).eqs o0 Ry = R et pour tout g €
Qs\{ @ }, R, = Stacks(I"). Par construction, 'automate B est normalisé. Dans le
graphe H, les configurations observables sont {(qo,s) | s € R} et ses configurations
internes sont {(¢,s) | ¢ € Qs \ { q } et s € Stacks,(I')}. On vérifie aisément que
pour tout s et s’ € Stacksg(I),

(q0,5) % (q0,8") < (s,8') € P,.

cccl

Il découle donc que la 7-fermeture de H est isomorphe au graphe G. O

5.1.4 Liens avec les graphes des automates a piles sur COps;.

Dans ce sous-paragraphe, nous présentons quelques liens entre les graphes
associés aux automates a pile sur le jeu d’opérations symétriques Ops,, et sur le
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(90, []5) —2— (0,[[A]]y) —Z— (0, [[AA]]y) —%> (q0,[[AAA]]y) - - - - -

oA Al

(@, (A1) b(an [[AAT[A]LY) /b(a, [[A%] [A%]],)

AN

(g1, [[AA][]]2) (a1, [[A%][A]],)

FiG. 5.5 — Graphe enraciné d’un automate a pile sur COps,.

jeu d’opérations classiques COps;. Nous noterons RHPDS] la classe des graphes
enracinés des automates sur COps,,. Faute d’une notion pertinente de rationalité
induite par les opérations de COps,, (cf. paragraphe 4.6), nous ne proposons pas de
notion de graphes des configurations. Nous définissons les graphes des transitions
comme la 7-fermeture des graphes enracinés. Nous noterons GHPDS, la classe

des graphes des transitions des automates sur COps;.

Une conséquence immeédiate des constructions présentées dans le paragraphe 4.1.5.2

est que les graphes enracinés des automates sur Ops, sont isomorphes a des
graphes enracinés d’automates sur COpsy.

Théoréme 5.1.21. Pour tout k > 1, RHPDS; C RHPDS;.

Démonstration. Soit G' un graphe appartenant & RHPDS,. Il existe un auto-
mate & pile A sur Ops; et une configuration (go,s0) de cet automate tels que G
soit isomorphe au graphe enraciné de A en (go,50). Reprenons I'automate B sur
COps,, construit dans la proposition 4.1.22. Le graphe de I'automate B enraciné
en (qo,[ so]) est isomorphe au graphe G et donc G appartient & RHPDS;. O

L’inclusion réciproque est fausse dés le niveau 2. En effet a cause des opéra-
tions de destruction inconditionnelle destry, les graphes enracinés des automates
sur COps;, peuvent avoir un degré entrant non borné. Considérons par exemple,
l'automate a pile A = ({ A} {a,b}{q,q },A) sur COps, ou I'ensemble des
transitions A 4 est donné par:

{ (QOapuShA>a7QO) ) (QOaCOPYI : pOpAabaq1) ) (C]1>P0PA>b>Q1) ) (ql;deStr1>b>q0) }

Le graphe de A enraciné en (qo, [ |,) est présenté dans la figure 5.5. Comme le
degré entrant de ce graphe est non borné, il n’appartient pas RHPDS,.
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Bien que la classe RHPDS] ne soit pas incluse dans la classe RHPDS, les
graphes de RHPDS; sont isomorphes a des graphes de transitions d’automates
sur Ops;,.

Proposition 5.1.22. Pour tout k > 1, RHPDS, C GHPDS;.

Démonstration. Soit G un graphe appartenant & RHPDS). Par définition de
RHPDS;, et par un raisonnement similaire a celui de la remarque 5.1.3, il existe
un automate a pile A = (I3, 7,{ qo },A4) sur COps,, et une configuration s, €
Stacksy (") de cet automate tels que le graphe de I'automate A enraciné en s,
noté H, soit isomorphe au graphe G. Il est aisé de vérifier que H est un graphe
préfixe reconnaissable de niveau k. En effet pour toute opération 6 € COps,,
la relation sur les piles de Stacksy(I'), notée Py, induite par € est une relation
préfixe-reconnaissable de niveau k. De plus comme nous I’avons remarqué dans le
paragraphe 4.6, I’ensemble des sommets de H est un ensemble de CRaty et donc
de Raty.

Donc pour tout a € ¥ U {7}, considérons relation P, définie par:

P, = U Testp - Py, - -+ Py, - Testp

(qo,01...0n,0,q0)EAG

avec 0y, ...,0, € COps,. Pour tout a € X U {7}, la relation P, appartient donc
a PRy, et satisfait pour tout (s,s’) € Stacksy(I') x Stacksg(I'), (s,s") € P, si et
seulement si s % s’. Le graphe H est donc égal au graphe préfixe de niveau

k défini par (P,).ex. D’aprés le théoréme 5.1.20, H (et donc () appartient a
GHPDS;.

Le caractére strict de I'inclusion découle du fait que les graphes de RHPDS,,
ont nécessairement un degré sortant borné alors que les graphes de GHPDS
peuvent avoir un degré sortant non borné. Un exemple de graphe de GHPDS, de
degré non borné est donné dans I'exemple 5.1.19. O

Les deux classes des graphes des transitions GHPDS;, et GHPDS] sont égales.
Théoréme 5.1.23. Pour tout k > 1, GHPDS;, = GHPDS;,.

Démonstration. Soit k > 1. L’inclusion GHPDS; € GHPDS, découle de I'in-
clusion RHPDS, € RHPDS; établie dans le théoréme 5.1.21. Pour 'inclusion
réciproque, considérons un graphe G appartenant & GHPDS}. Par définition de
GHPDS,, le graphe G est isomorphe & la 7-fermeture d’un graphe H apparte-
nant & RHPDS, . Par la proposition 5.1.22, H appartient & GHPDSj. D’aprés le
théoréme 5.1.20 et les propriétés de fermeture des relations de PRy données dans
le théoréeme 4.5.12, la 7-fermeture de H appartient elle aussi & GHPDS;.. O
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5.2 Caractérisation par transformations de graphes

Dans ce paragraphe, nous établissons une caractérisation externe par trans-
formations de graphes des classes CHPDS, et GHPDS,. Cette approche a été
initiée par Caucal dans |[Cau98, Cau02| ou il introduit une hiérarchie de classes
de graphes et d’arbres ayant une théorie monadique décidable. Ces classes de
graphes et d’arbres sont définies en itérant le dépliage et les applications ration-
nelles inverses. Le point de départ est la classe Treey des arbres finis. Pour tout
n > 0, on a ensuite:

Graph,, := {G | G =~ h™Y(T),T € Tree, et h™'application rat. inv.},
Treepy1 := {T | T ~ Unf(G,r),G € Graph, et r € V5 }.

La classe Graph, est la classe des graphes finis. La classe Tree; est la classe
des arbres réguliers c’est-a-dire la classe des arbres ayant uniquement un nombre
fini de sous-arbres non isomorphes. La classe Graph; est la classe des graphes
isomorphes a un graphe préfixe-reconnaissable (cf. théoréme 2.2.6). Dans [CWO03],
nous avons montré en collaboration avec Stefan Wdéhrle que pour tout £ > 1, la
classe Graph, est en fait la classe des graphes des transitions des automates a
piles sur Ops, ou bien de maniére équivalente la classe des graphes isomorphes a
un graphe préfixe-reconnaissable de niveau k.

Dans |[Cau02|, Caucal a ouvert la voie a ce résultat. Dans cet article, il définit
une sous-hiérarchie de la hiérarchie des arbres. Cette sous-hiérarchie (Term,,),en
ne contient que des arbres déterministes correspondant a des termes infinis2. Au
niveau 0, Termg correspond a la classe des termes finis. Pour k£ > 1, Termy,; est
la classe des termes isomorphes a4 un terme obtenu par application d’une appli-
cation rationnelle inverse déterministe® suivie d’un dépliage a un terme de Termy.
L’auteur établit, pour tout k£ > 1, que les termes de Termy,; sont les solutions
des schémas récursifs de niveau k dits sdrs tels qu’ils sont définis dans [KNU02].
Dans [KNU(2], il est montré que les solutions des schémas sirs de niveau k sont
les termes acceptés par les automates a pile déterministes sur COps;. Pour une
définition précise de la notion d’acceptation par un automate a pile sur COps,,
nous renvoyons le lecteur & [KNUO02|. Dans notre formalisme, ce résultat admet
la formulation suivante:
les solutions des schémas récursifs de niveau k sont les termes isomorphes a la
T-fermeture du dépliage du graphe enraciné d'un automate a pile déterministe et
normalisé sur COpsy.

2. Nous renvoyons le lecteur a [Cau02| pour la définition précise du codage des termes infinis
comme des arbres déterministes. Dans la suite, nous parlerons de termes infinis ou finis pour
désigner des arbres déterministes correspondant au codage d’un terme fini ou infini.

3. Une application rationnelle inverse déterministe est définie par une restriction syntaxique
qui garantit que cette opération préserve le déterminisme des graphes auxquels elle est appliquée.
Pour une définition précise, nous renvoyons le lecteur a [Cau02]
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Avant d’établir, dans le sous-paragraphe 5.2.2, I’équivalence annoncée entre
les graphes des transitions des automates sur Ops, et les graphes de Graphy,
nous présentons une caractérisation naturelle des graphes des configurations des
automates a pile sur Ops,, dans le sous-paragraphe suivant.

5.2.1 Graphes des configurations

Pour caractériser, par transformations de graphes, les graphes des configura-
tions des automates a pile sur Ops,, nous introduisons une sous-hiérarchie na-
turelle ou la substitution rationnelle inverse est remplacée par I'application finie
inverse. Le point de départ est la classe Treeg = Treey des arbres finis. Pour tout
k > 0, on a ensuite:

Graphi = {G |G ~h Y(T),T € Treei et happlication finie inv.},
TreeiJrl = {T | T ~ Unf(G,r),G € Graph/ et r € Vel

Pour établir I'inclusion de la classe Graph{ dans la classe CHPDSy, il suffit
d’établir les propriétés de fermeture énoncées par la proposition ci-dessous.

Proposition 5.2.1.

1. Pour tout k > 1, pour tout graphe G, pour toute application finie inverse

h, si G € CHPDSy, alors h='(G) € CHPDSy,

2. Pour tout k > 1, pour tout graphe G et pour tout sommet s € Vg, si
G € CHPDS;, alors Unf(G,s) € CHPDS, ;.

Démonstration. Soit G un graphe appartenant & CHPDS,. Pour simplifier, nous
supposons que 7 n’étiquette pas GG. Si 7 est une étiquette de GG alors elle est traitée
comme les autres symboles de Ag.

Par définition de CHPDS,, et par la remarque 5.1.7, il existe un automate a
pile A = (I',3,7,{ g0 },A4) sur Ops,, et un ensemble rationnel S € Raty, tels que le
graphe des configurations, noté H, pour la restriction S soit isomorphe au graphe
G.

Soit h une application finie inverse. Notons = le support nécessaire fini de h.

Considérons maintenant le morphisme ¢ du monoide libre (X U X)* dans le
monoide des parties du monoide engendré par Ops, U { Testg } défini, pour tout
a € X, par:

{ o(a) = {Testgs-0- Tests | (qo,0,a,q0) € A},
p(@) = {Testg-0-Tests | (qo,0,a,q0) € A4}

Nous étendons de maniére canonique ¢ de (X U X)* aux parties de (X U X)*.
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Enfin, considérons I'automate a pile B = (I',%,7,{ qo },Ap) sur Ops, U{ Tests }
dont I'ensemble des transitions est donné par:

Ap = {(q.0".a,q0) | 0" € p(h(a)) et a € Z}.

Notons K le graphe des configurations B pour la restriction a S. Il est aisé de
vérifier que pour toutes piles s et s’ € Stacks,(I") et pour tout a € Z,
s % s & s % s

11 découle donc que K est égal a h='(H). Par la proposition 5.1.11, le graphe K
appartient a CHPDSy: ce qui établit la fermeture de CHPDS; par application
finie inverse.

Soit s € S. Nous montrons que Unf(H,s) appartient & CHPDS ;. Considé-
rons 'automate a pile B = (I',X,7,{ qo },Ag) sur Ops,,U{ Tests } dont I’ensemble
des transitions est donné par:

Ap = {(qo,copyy, - 0 - Tests,a,q0) | (q0.8,0,q0) € A}

Il est aisé de vérifier que le graphe B enraciné en [s], ,, est isomorphe au dépliage
de Unf(H,s). Par les propositions 5.1.4 et 5.1.8, il découle donc que Unf(H,s)
appartient & CHPDS,, . O

Par une récurrence immédiate sur le niveau k utilisant la propriété précédente,
nous obtenons I’'inclusion directe.

Proposition 5.2.2. Pour tout k > 1, Graph£ C CHPDS;.

Considérons maintenant l'inclusion réciproque: il nous faut montrer que les
graphes des configurations des automates a piles sur Ops, appartiennent a la
classe Graphi. Par la remarque 5.1.7, nous pouvons supposer que l’alphabet de
pile I' est réduit a deux symboles. Pour le reste de ce paragraphe, nous fixons
'={ab}.

[.’étape clé dans 1’obtention de ce résultat est de montrer que pour tout en-
semble fini £ = { Ly,...,L, } C Raty, arbre TStacksy, associé aux piles de niveau
k sur I' (cf. paragraphe 4.7) «marquéy par les langages de £ appartient a Treei.
Formellement, le marquage de TStacks, par £ est un arbre noté [ TStacksy [, et
étiqueté par I'Y U {$y,...,$, } qui est égal a:

TStacksy U {(s,$:,(i,s)) | s € Stacksy,i € [I,n] et s € L;}.
Cette définition est illustrée dans la figure 5.6.

Proposition 5.2.3. Pour tout k > 1 et pour tout ensemble fini L C Raty(T),
larbre [ TStacksy | appartient a Tree].
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7N\

[a]y (0], —— (2,[b]))

ENATNAY

(1,laal;) -——— aah ab]l ba]l

F1G. 5.6 — L’arbre [ TStacks; |z pour £ = { L1 = aa™,Ly = b(bb)* }.

Démonstration. Avant de passer a la preuve de cette propriété, remarquons que
pour tout £ > 1 les classes Tree£ et Graph£ sont fermées par I'opération de copie
par un ensemble fini (cf. paragraphe 3.2).

La preuve procéde par récurrence sur le niveau k. Au niveau 1, il est évident
que [ TStacks; ], est un arbre régulier et donc appartient a Tree{ = Tree;. Sup-
posons la propriété établie au niveau k et montrons qu’elle est vraie au niveau
kE+ 1.

Soit £L = {Ly,...,L,} C Ratyy. Il existe un automate A = (Q,{i},F,A)
déterministe et complet sur 'y ; avec tests dans Raty, et une relation n C Q x[1,n]
tels que pour toute pile s € Stacksy (L") et pour tout i € [1,n],

s€ L; < (A(s)i) €n.

Nous renvoyons le lecteur a la preuve de la proposition 5.1.4 pour I'existence de
cet automate. Notons £' = { L}, ... ,L! } C Raty I'ensemble des langages de tests
apparaissant dans A.

Par hypothése de récurrence, le graphe T' = [ TStacksy, [ appartient a Tree{.
Le graphe G obtenu rajoutant a 7" pour tout arc (s,z,s’) avec z € I'y, un arc
(s',7,s) et rajoutant une boucle étiqueté par k sur tous les sommets s € Stacksy
appartient a Graph{. LLa construction que nous présentons est intuitivement un
produit synchronisé entre le graphe GG et 'automate fini A. La réalisation de ce
produit synchronisé a ’aide de la copie par un ensemble fini et de la substitution
finie inverse est adapté de [Urv03|.

Notons H le graphe obtenu en appliquant la copie par I’ensemble fini () puis
par 'ensemble { f,... 4, } au graphe G. Comme nous I’avons remarqué au début
de cette preuve, G appartient a Graphi.
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Enfin considérons la substitution finie* inverse h définie par:

{ h(x) = {Q[E%&l ...%&‘ZQ ‘ p SN q,{TLil,...,TLie } - A}
h(8:) = {teppic | p € Q et (¢,0) € n}

pour x € I' U{k } et pour tout ¢ € [1,n].
On vérifie que le dépliage de h~(G) a partir du sommets (i, [ |,) est isomorphe
au graphe [ TStacksyi1[c. O

Nous pouvons maintenant établir I'inclusion réciproque.
Proposition 5.2.4. Pour tout k > 1, Graph{ O CHPDS;.

Démonstration. Soit G' un graphe de CHPDS,. Par définition de CHPDS; et
par la remarque 5.1.7, il existe un automate a pile A = (I',X,7.{ qo },A4) et un
ensemble rationnel R de piles de niveau £ tels que G soit isomorphe au graphe
H des configurations de A pour la restriction R. Par la proposition 5.2.3, arbre
[ TStacksy, | avec £ = { R} appartient a Treei. Le graphe K obtenu rajoutant a
[ TStacksy, | pour tout arc (s,z,s") avec x € I'y, un arc (s',T,s) appartient donc
a Graph,,.

Considérons la substitution finie inverse h définie pour tout z € X U{ 7 } par:

h(l') = {$1$_1R_1(0)$1$_1 ‘ (p0707x7p0}‘

Il est aisé vérifier que h~!(K) est isomorphe au graphe H. 1l découle donc que G
appartient a Graphi. O

En combinant les propositions 5.2.2 et 5.2.4, nous dérivons la caractérisation
externe suivante des graphes des configurations des automates sur Ops;.

Théoréme 5.2.5. Pour tout k > 1, Graphf = CHPDS;.

5.2.2 Graphes des transitions

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons I’égalité entre les classes Graph,, et
GHPDSy. Pour établir 'inclusion de la classe Graph,, dans la classe GHPDSy, il
suffit d’établir les propriétés de fermeture énoncées par la proposition ci-dessous.

Proposition 5.2.6.

1. Pour tout k > 1, pour tout graphe G, pour toute substitution rationnelle

inverse h™', si G € GHPDS, alors h™'(G) € GHPDSy,

4. Pour supprimer la confusion entre la notation barrée pour les instructions de I'} et la
notation barrée utilisée dans la définition des substitutions finies inverse, nous utiliserons la
notation g au lieu de la notation @ dans la définition des substitutions finies inverses.
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2. Pour tout k > 1, pour tout graphe G et pour tout sommet s € Vg, Si
G € CHPDS;, alors Unf(G,s) € GHPDSy .

Démonstration. Soit G un graphe appartenant 8 GHPDS. Par le théoréme 5.1.20,
G est isomorphe a un graphe préfixe-reconnaissable H défini par (P,),ex. Comme
les relations prefixe-reconnaissables sont fermées par inverse, concaténation, union
et fermeture transitive (cf. théroéme 4.5.16), les graphes préfixe-reconnaissables
sont fermés par substitution rationnelle inverse.

Soit s € V. Montrons que Unf(H,s) est un graphe de GHPDS;,;. Par la
proposition 4.5.13, Vi est un ensemble rationnel de piles. Considérons I’'ensemble
rationnel R de piles de niveau k+ 1 égal a {[s1,...,8, ], | Vi € [1,n],(54,5i41) €
Uses P, et s1 = s} et le graphe préfixe-reconnaissable K défini par la famille
(Qa)acx o Q, = Testg - copyy - P, - Testg. Il est aisé de vérifier que K est
isomorphe a Unf(H,s) et donc Unf(H,s) appartient 8 GHPDS; ;. O

[’inclusion réciproque est une conséquence assez immeédiate de la proposi-
tion 5.2.4.

Proposition 5.2.7. Pour tout k > 1, Graph£ O GHPDS,..

Démonstration. Soit G un graphe de GHPDS,. Par définition de GHPDS, et par
la remarque 5.1.7, il existe un automate a pile A = (I',X,7,{ ¢ },A4) et un en-
semble rationnel R de piles de niveau k tels que G soit isomorphe a la 7-fermeture
du graphe H des configurations de A pour la restriction R. D’aprés la proposi-
tion 5.1.14, 'ensemble O des configurations observables de H est un ensemble
rationnel. Considérons 'automate a pile B obtenu en rajoutant une transition
(qo,Testo,$,q0) aux transitions de 'automate A pour $ un symbole n’apparte-
nant pas & X. Le graphe des configurations, noté K, de B pour la restriction R
est égal au graphe H auxquel une boucle étiquetée par $ est ajoutée sur chaque
configuration observable. Par la proposition 5.1.11, le graphe K appartient a
CHPDSy. I est aisé de vérifier que la substitution rationnelle inverse h définie
par h(a) = $a7*$ pour tout a € ¥ est telle que A1 (K) est égal a la 7-fermeture
de H. Il découle donc que G appartient a GHPDS,. O

Théoréme 5.2.8. Pour tout k > 1, Graph, = GHPDS;.

Nous allons maintenant établir quelques propriétés de fermeture des classes

GHPDSg.

Théoréme 5.2.9. La classe GHPDS est fermée par interprétation monadique.

Démonstration. Par la proposition 5.2.3, 'arbre TStacks, appartient a Treey.
Par les théoréemes 4.7.5 et 5.1.20, tout graphe G de GHPDS;, est isomorphe a un
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graphe interprétable dans TStacksy. Il existe donc une interprétation monadique
Jq telle que G ~ Jg(TStacksy).

Soit Z une interprétation monadique et G un graphe GHPDS,. Le graphe
Z(G) est interprétable dans TStacksy (i.e. Z(G) ~ Jo o Z(TStacksy)). D’aprés
le théoréme 4.7.5, Z(G) est isomorphe a un graphe préfixe-reconnaissable de ni-
veau k. ]

Nous dérivons des résultats présentés dans le chapitre 3 les corollaires suivants.

Corollaire 5.2.10. La classe GHPDS,, est fermée par transduction monadique
et interprétation monadique avec quotient.

Démonstration. 11 est aisé de vérifier que la classe GHPDS, est fermée par 'opé-
ration de copie par un ensemble fini. De plus comme elle est fermée par interpré-
tation, elle est close par transduction monadique. Soit G un graphe appartenant
a GHPDS, et Z. une interprétation monadique avec quotient. Par un raison-
nement similaire a celui de la preuve du théoréme 5.2.9, on établit I'existence
d’une interprétation monadique avec quotient J. telle que Z.(G) soit isomorphe
a J.(TStacksy). Par la propostion 3.1.4, il existe une transduction monadique
7T telle que J.(TStacksy) =~ 7T (TStacksi). Donc comme GHPDS; est fermée
par transduction, le graphe Z.(G) ~ J.(TStacks,) ~ 7 (TStacks,) appartient
a GHPDS;. O

Corollaire 5.2.11. Pour tout G € GHPDS, et pour tout § € Ag, le graphe
Treegraph(G.f) appartient ¢ GHPDSg, ;.

Démonstration. Soit G un graphe de GHPDS,, et soit § ¢ Ag.

D’aprés la proposition 4.7.1, TStacks, et GStacks, sont mutuellement inter-
prétables. Par le théoréme 5.2.9 et comme TStacks, appartient Treey, nous avons
que GStacks, appartient & GHPDS,,.

Nous avons vu dans la preuve du théoréme 5.2.9 qu’il existe une interprétation
monadique Zg telle que G ~ Zg(TStacksy) et donc il existe une interprétation
monadique Jg telle que G =~ Jo(GStacksy,).

Par la proposition 3.4.1, il existe une interprétation monadique Jy telle que

Treegraph(G.f) Treegraph(Jq(GStacksy),t)
Jo(Treegraph(GStacksg,k))

= Jo(GStacksg1).

~
~
~
~

0

Une conséquence de ces deux corollaires est que si nous remplacons le dé-
pliage par l'opération de Treegraph et la substitution rationnelle inverse par la
transduction monadique nous n’augmentons pas la hiérarchie.
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5.3 Générateur et propriétés logiques

Pour tout £ > 1, tout graphe G € Graph, posséde une théorie monadique
décidable. Cette propriété ne découle pas immédiatement de la définition de cette
hiérarchie car le dépliage peut s’effectuer a partir de n’importe quel sommet et
non a partir d'un sommet MSO-définissable (cf. remarque 3.3.5). Cependant on
ne modifie pas la hiérarchie obtenue en imposant que le dépliage ne se fasse qu’a
partir d'un sommet MSO-definissable. Comme le dépliage a partir d'un sommet
MSO-definissable et la substitution rationnelle inverse sont des transformations
de graphes MSO-compatibles, il suit alors que tous les graphes de Graph, ont
une théorie monadique décidable. La complexité de cette procédure de décision
est non-élémentaire. Dans |Cac03b|, Cachat établit que la décision du p-calcul
pour un graphe du niveau k peut étre effectuée en temps exp[k|. Au niveau 1, ce
résultat a été obtenu par Walukiewicz dans [Wal96b].

Comme nous I'avons vu dans le paragraphe précédent, les deux graphes T'Stacksy,
et GStacksy associées aux piles de niveau k jouent un role privilégié. En effet, ces
deux graphes sont des générateurs pour l'interprétation monadique.

Théoréme 5.3.1. Pour tout k > 1,

GHPDS, = {G |G ~ZI(GStacksy) etZ int. monadique}
= {G | G =~ I(TStacksy) et Z int. monadique}

Remarque 5.3.2. Nous pouvons remplacer les interprétations monadiques par
des transductions dans 1’énoncé précédent.

Nous pouvons maintenant transférer les résultats obtenus sur les graphes
GStacksy et TStacks, dans le paragraphe 4.7. Comme nous allons le voir, c¢’est
propriété ne sont plus «a isomorphisme prés» mais dépendent du nommage des
sommets.

Théoréme 5.3.3. Pour tout automate a pile A sur Ops,, les ensembles définis-
sables en logique monadique sur un graphe des configurations (resp. un graphe des
transitions) de A sont des ensembles rationnels de configurations. Si un graphe G
des configurations de A satisfait une formule 3X, p(X) alors il existe un ensemble
rationnel de configurations R tel que G |= ¢[R].

Remarque 5.3.4. Les graphes des configurations et des transitions ne satisfont
pas nécessairement la propriété de sélection. En effet ’ensemble R de configura-
tions n’est pas nécessaire définissable en logique monadique.

Un corollaire trés interessant de ce résultat permet d’établir entre le détermi-
nisme des graphes des transitions et le déterminisme du graphe des configurations
sous-jacent. En effet comme nous I’'avons vu dans le paragraphe 2.1.2 le graphe
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des transitions peut-étre déterministe sans que le graphes des configurations dont
il est la 7-fermeture le soit.

Corollaire 5.3.5. Un graphe déterministe de GHPDSy est isormorphe a la 7-
fermeture d’un graphe déterministe de CHPDSy.

Nous concluons ce paragraphe en récapitulant les différentes caractérisations
des graphes de GHPDS), que nous avons obtenue. A part la caractérisation par
graphes préfixe-reconnaissables de niveau k, ces résultats ont été obtenue en col-
laboration avec Stefan Waohrle et une version préliminaire. Dans cette version, ce-
pendant nous n’utilisons pas la rationalité pour les piles de piles et nous n’avons
donc pas de notion de graphes des configurations et les preuves s’en trouvent
complexifiées.

Théoréme 5.3.6. Les propositions suivantes sont équivalentes a isomorphisme
pres:

G est un graphe des transitions d’un automates a piles sur Ops,,
G est un graphe des transitions d’un automates a piles sur COpsy,

G est un graphe préfive-reconnaissable de niveau k,

o v o=

G est un obtenu en itérant k fois application d’une substitution rationnelle
iverse suivi d’un dépliage en partant d’un graphe fini,

5. G est un obtenu en itérant k fois lapplication d’une transduction monadique
suivie d’une opération de Treegraph en partant d’un graphe fini,

6. G est interprétable dans GStacksy, (resp. TStacksy ).

5.4 Traces

Une conséquence immédiate du théoréme 5.1.23 est que les traces des graphes
des transitions des automates entre un unique sommet initial et un unique sommet
final sont les langages indexés de niveau k.

Proposition 5.4.1. Pour tout niveau k > 1, les traces des graphes de GHPDSy
entre deur sommets sont les langages indexés de niveau k.

Remarquons que les traces des graphes des transitions des automates a pile
sur Ops, entre deux ensembles rationnels de configurations sont elles aussi des
langages indexés de niveau k.

Comme la hiérarchie des langages indexés est stricte (cf. théoréme 4.1.16),
nous pouvons déduire de la proposition précédente que la hiérarchie (GHPDSg)x>1
des graphes des transitions est elle aussi stricte.

Théoréme 5.4.2. Pour tout k > 1, GHPDS;, C GHPDS,,;.
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Le générateur GStacks | est un exemple de graphe appartenant 8 GHPDS;,
mais pas a GStacks,. Au vu des nombreuses propriété de clottre de cette hiérar-
chie, il est naturel de chercher & donner un graphe de théorie monadique décidable
n’appartenant pas a cette hiérarchie.

Prenons exp,(0) := 0 et exp,(n) := 2%P«("=) L’arbre T, associé a la
fonction exp,, est présenté a la figure 5.7. Il est constitué d’'un demie-droite infini
de sommets reliés entre eux par des arcs étiquetés par a. Du sommet n'°™® sommet
de cette demi-droite par un segment étiqueté par b de longueur exp,,,).

exp,(n)

St o

S

FI1G. 5.7  L’arbre T, .

Proposition 5.4.3. L’arbre Tey, —a une théorie monadique décidable mais n’ap-
partient pas a | J, .y GHPDS(E).

Démonstration. La décidabilité de la théorie monadique T, —est établie par
exemple dans [MP04]. Pour montrer Ti, n’est pas un graphe de transition d’au-
tomate a pile, il suffit de montrer que le langage Loy, = {a™b®®=(™ | n > 1}
n’est pas un langage indexé¢ d’ordre supérieur. En effet si Ti, appartient a
Ujeny GHPDS(E) alors sont langage des branches Le, —est une langage indexé
d’ordre supérieur.

Pour cela nous utilisons une propriété des indexes rationnels des les langages
indexés de niveau k établit dans [Dam82|.

[’index rationnel d'un langage L est une fonction f; de N dans N associant
a tout n > 1 le max{d(L,R) | R € Rat,, et RN L # (}} o Rat,, est 'ensemble
des langages acceptés par un automate fini ayany au plus n états et ou d(L,R)
désigne la longueur du plus petit élément de L N R.
Dans [Dam82|, il est établit que si un langage L est indexé de niveau k alors ff,
est bornée par une fonction de exp[2k].
Cependant pour tout n € N, fr(n+1) > exp,(n). En effet, d(a"b*,Leyp ) =
exp,(n) et a"b* € Rat, ;. Donc Lexp,, n’est un langage indexé d’ordre supérieur
et donc Tey,  n’appartient pas a J, .y GHPDS(E). O
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Perspectives

Pour conclure, nous présentons quelques problémes ouverts et des perspectives
liés aux travaux présentés dans ce document.

Autour des traces

Une question importante dans le cadre de notre étude est la place des langages
indexés d’ordre supérieur dans la hiérarchie de Chomsky. Dans [Aho69|, Aho
établit que les langages indexés (i.e. acceptés par des automates a pile de niveau
2) sont des langages contextuels. Nous conjecturons que les langages indexés
d’ordre supérieur sont des langages contextuels déterministes. Nous pensons que
la notion de graphe préfixe-reconnaissable de niveau k permettra d’établir ce
résultat de maniére uniforme.

Si cette conjecture est vérifiée, nous pourrons établir que les graphes des tran-
sitions des automates a pile sur Ops, de degré sortant borné sont des graphes
linéairement bornés (cf. paragraphe 2.3.2). La preuve de ce résultat suivrait un rai-
sonnement similaire a celui développé, dans [CMO05], pour établir que les graphes
rationnels de degré sortant borné sont des graphes linéairement bornés.

Ceci nous améne a considérer un autre probléme: les graphes de transitions
des automates a pile sur Ops,, de degré sortant borné tracent-ils tous les langages
indexés de niveau k7

Rappelons que nous conjecturons que contrairement au niveau 1 les graphes
de transitions de niveau k de degré (entrant et sortant) borné contiennent stric-
tement les graphes de configurations de niveau k. Du point de vue de la théorie
des langages formels, cette conjecture peut se reformuler de la maniére suivante:
les automates sur Ops;, temps réel sont strictement moins expressifs que les au-
tomates sur Ops;,.

Autour de la rationnalité sur les piles de piles

Nous avons vu que les ensembles rationnels de piles de niveau k sont les
ensembles définissables en logique monadique sur GStacks,. Cependant la com-
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plexité de la transformation d’une formule ¢(x) en un automate fini sur I'y ac-
ceptant le langage de piles de niveau k défini par ¢ est non-élémentaire. Nous
pensons qu’'une adaptation des techniques présentées dans ce document permet-
tra d’obtenir une complexité élémentaire pour la construction d’automates finis
sur [';, acceptant les ensembles définis par des formules du p-calcul sur GStacksy,
étendu avec toutes les instructions de I'y. Plus généralement, il serait intéres-
sant d’étudier les applications des résultats présentés dans ce document au re-
gular model-checking des automates a pile d’ordre supérieur (voir par exemple
[BEM97, BM04]).

Dans [KNUWO05], les auteurs introduisent la notion d’automate avec panique
qui est un enrichissement de la notion d’automate a pile de niveau 2. Ces auto-
mates acceptent les solutions des schémas récursifs non-sirs. Il serait intéressant
d’étudier la notion d’ensemble rationnel de piles associé a ces automates.

En collaboration avec Didier Caucal [CCO06], nous avons proposé un cadre per-
mettant d’expliquer des résultats de fermeture par complémentaire des ensembles
rationnels d'un monoide par une notion d’acceptation déterministe par automate
fini. Il serait intéressant d’étendre ce cadre pour pouvoir capturer les ensembles
rationnels de piles de niveau k.

Autour des graphes des automates a pile de piles

[’étude de la hiérarchie des graphes des transitions des automates a pile
d’ordre supérieur laisse de nombreuses questions ouvertes. En particulier, nous
disposons de trés peu d’outils pour prouver qu’'un graphe n’appartient pas a un
niveau donné de cette hiérarchie. Ce probléme apparait déja pour les langages
indexés ol contrairement aux langages algébriques on ne dispose pas d’outils pour
montrer qu'un langage n’est pas indexé de niveau k. Dés le niveau 2, les lemmes
de pompage deviennent impraticables (voir par exemple |[Hay73]).

Au niveau 1, les graphes des configurations admettent une caractérisation
géométrique trés élégante die & Muller et Schupp. Il est naturel de se demander
si cette approche peut étre étendue aux niveaux supérieurs.

Enfin la question qui nous semble la plus intéressante est comment obtenir une
famille d’automates infinis ayant une théorie au second ordre monadique décidable
qui étendent la hiérarchie des automates a pile d’ordre supérieur. Récemment, il a
été montré que les solutions des schémas récursifs non strs de tous niveaux ont une
théorie MSO décidable [KNUWO05, AdMO05, Ong06]. Les auteurs conjecturent
que les solutions de ces schémas n’appartiennent pas a la hiérarchie des automates
a pile d’ordre supérieur.

[’étude structurelle des automates infinis se révéle d'une grande richesse. Bien
que cette thématique en soit a ses débuts, on peut espérer qu’elle atteigne un jour
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le niveau de compréhension et de finesse de la théorie des automates finis.
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Résumé

Cette thése s’inscrit dans 1’étude des graphes infinis de présentation finie.
Nous nous intéressons a la fois a leurs propriétés logiques et aux langages qui leur
sont associés. Nous nous concentrons sur 1’ étude des graphes infinis associés aux
automates a pile d’ordre supérieur.

Notre premiére contribution est la définition d’une notion de rationalité pour
les piles d’ordre supérieur. Nous montrons que cette notion partage de nombreuses
propriétés de la rationalité sur les mots: cloture par complémentaire, accepteurs
déterministes et complets, et caractérisation en logique du second ordre mona-
dique. Nous établissons un lien étroit entre les automates a pile d’ordre supérieur
et les ensembles rationnels de piles d’ordre supérieur.

Notre seconde contribution est I’'étude structurelle des graphes associés ces au-
tomates. Nous en donnons différentes caractérisations qui montrent la robustesse
de ces familles de graphes infinis.

Abstract

This thesis contributes to the study of families of finitely presented infinite
graphs. We investigate their logical properties as well as the languages which are
associated to them. We focus our attention on the infinite graphs associated to
higher-order pushdown automata.

Our first contribution is the definition of a notion of regularity for higher-
order pushdown stacks. We show that this notion shares similar properties with
the notion of regularity on words: closure under complementation, deterministic
and complete finite state acceptors and characterization by monadic second-order
logic. We show a tight link between higher-order pushdown automata and the
regular sets of higher-order pushdown stacks.

Our second contribution is the study of the infinite graphs associated to
higher-order pushdown automata. We give various equivalent characterizations
of these graphs and therefore establish the robustness of these families of infinite
graphs.



