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Introduction

Contexte

De nombreux systemes informatiques existant a différents niveaux de complexité et d uti-
lisation, font apparaitre certaines défaillances ou dysfonctionnements. Dans certains cas, ces
erreurs de fonctionnement n’ont pas d’impact grave sur ’environnement qui les entourent.
D’autres peuvent par contre avoir dessus des répercussions néfastes. Ces systemes sont dits
critiques.

Par exemple, certains accidents aériens qui menent le plus souvent a des pertes humaines
peuvent étre causés par de telles anomalies. Une défaillance dans les systemes embarqués
comme les sondes de vitesse ou les systemes détectant la distance de I'avion du sol ou dans
une mauvaise interaction homme-machine peut entrainer une catastrophe aérienne. Dans le
cas d’accident en plein vol, il faut aussi tenir compte du facteur environnant car des orages
actifs peuvent déstabiliser le fonctionnement normal de ’avion.

Il est ainsi nécessaire de vérifier de tels systemes formellement en essayant de penser a
tous les scénarios possibles que peut rencontrer I'avion et traiter ceux qui pourraient mener
a un dysfonctionnement en décelant les événements qui ne devraient pas se produire a priori.

Intervient ainsi a ce niveau, la notion de vérification de systemes. Etant donné un systeme
a étudier S, on choisit un formalisme adapté pour vérifier un ensemble P de propriétés.

Le formalisme choisi permet d’abstraire le systéme en un modele M. Dans 'exemple des
systemes aériens, il est intéressant de vérifier la propriété Jamais un crash ne peut survenir.
Des données probabilistes (par exemple, la probabilité qu'un réacteur soit en panne) peuvent
intervenir et mener a la vérification de propriétés probabilistes comme La probabilité qu’un
crash ait lieu est inférieure a 1074,

La vérification se présente sous trois approches différentes : le model checking, la preuve
assistée et le test.

La vérification par model checking permet de vérifier des propriétés exprimées sous forme
de propositions mathématiques, par exemple comme des formules de logique temporelle sur le
modele M du systeme a étudier. On cherche ainsi a savoir si un modeéle M vérifie une formule
¢, noté M = ¢. Le modele est décrit par des configurations qui décrivent son état a un
instant donné et des transitions entre ces configurations. Une exécution est une suite de telles
transitions. Et pour décrire son évolution dans le temps, une donnée temporelle dans R ou N
est souvent nécessaire pour exprimer les délais et les temps d’attente. Les propriétés a vérifier
portent sur les états ou sur les transitions des exécutions (ou chemins) du systeme. Plusieurs
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formalismes sont proposés pour la description de systemes : les Automates Temporisés, les
Réseaux de Petri, etc ...

Si une donnée probabiliste est intégrée dans la modélisation du systeme, nous obtenons
des systeémes temporisés et probabilistes.

La vérification par preuve assistée utilise des techniques de déduction afin de donner des
preuves formelles de propriétés.

Enfin, le test s’opére en exprimant des scénarios particuliers soumis au systeme et en
comparant ensuite le résultat en sortie au résultat souhaité.

Nous nous intéressons dans notre travail au model checking. Les propriétés peuvent étre
particulieres au systeme selon la spécification définie pour ce dernier, ou typiques telles que
la vivacité, la sureté ou 1’équité.

La streté permet de vérifier que quelque chose de mauvais n’arrive jamais tandis que la
vivacité indique que quelque chose de bon est toujours possible. L’équité est soit forte soit
faible. L’équité forte permet de vérifier si un événement qui peut avoir lieu infiniment souvent
a effectivement lieu infiniment souvent. Dans 1’équité faible, on vérifie si un événement qui
peut toujours avoir lieu a partir d’un certain moment a lieu infiniment souvent.

Ces propriétés sont vérifiées sur des systemes informatiques tels que les protocoles cry-
tographiques ou probabilistes, les systémes réactifs, distribués ou temps-réel, les systemes
probabilistes ... On distingue deux types de propriétés : qualitatives et quantitatives. On
vérifie au travers de propriétés qualitatives si un événement a lieu ou non dans les différentes
exécutions possibles de §. On cherche par les propriétés quantitatives a déduire par des
méthodes de calcul appliquées au modele M des informations temporelles (ou probabilistes)
portant sur le systeme.

Problématique

Nous nous intéressons dans ce travail a des propriétés quantitatives d’un type particulier,
relatives au temps mis par le systéme pour atteindre un ensemble particulier E d’états. Ces
informations peuvent étre cruciales par exemple pour borner les phases de stabilisation d’un
systeme ou les temps de réponses (exemple : une alarme se produira au plus tard 10 secondes
apres la survenue d’un signal d’erreur).

La vérification de telles propriétés, dites de performance, repose sur le calcul de temps
de convergence vers un ensemble d’états E accessibles dans un systeme temporisé. Il faut
donc tout d’abord vérifier qualitativement que tout état de F est accessible puis calculer le
temps qu’il faut pour atteindre ’ensemble F. Les temps d’attente et les délais sont exprimés
dans N ou dans R mais peuvent aussi étre représentés par des parametres dans le modele
M. Un seul modele représenterait alors un ensemble de modeéles correspondant aux valeurs
des parametres apparaissant dans M. Ces valeurs doivent néanmoins satisfaire les contraintes
propres au systeme et adaptées a sa spécification physique.

Les principales difficultés de cette approche résident dans les aspects non déterministes
des systemes : nous ne pouvons pas prévoir avec certitude ’état suivant dans lequel se trou-
vera le systeme. Cet aspect lié a l'incertitude peut étre modélisé de différentes fagons : non
déterministe au niveau des actions et/ou ajout de probabilités.

La présence de non déterminisme dans le choix des événements peut particulierement nous
amener a rechercher un temps minimal ou maximal de convergence vers cet état. En effet,
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le temps de convergence varie en fonction de ’événement que 1’on choisit d’exécuter a partir
d’un état courant. Cet événement peut ainsi imposer au systeme un délai d’attente dans I’état
courant supérieur ou inférieur a ceux proposés par les autres événements possibles.

Dans le cas ot le systeme comporte un facteur probabiliste dans le choix des événements,
nous parlerons d’'une espérance de temps de convergence ou temps moyen de convergence vers
un ensemble d’états accessibles E. Dans chaque état du systeme probabiliste, les probabilités
sont représentés par une ou plusieurs distributions. Le non déterminisme intervient dans le
choix de la distribution et le temps varie alors selon la distribution choisie.

Le travail que nous présenterons porte sur le calcul du temps maximal d’atteinte d’'un
état cible dans ce type de systeme. Ce temps moyen de convergence maximal parmi tous les
temps moyens de convergence est appelé pire temps moyen de convergence vers un état cible
accessible.

Aspect non déterministe

L’environnement joue un role important dans 'abstraction du systéme par un modele M.
Un facteur non déterministe lié a 1’état potentiel de ’environnement doit donc étre pris en
compte dans la modélisation M de S.

Prenons I'exemple d’un systeme distribué S composé de sous systemes qui interagissent
entre eux. L’environnement de chaque composant est une partie ou ’ensemble des autres
systemes composant S. A un instant donné, le systéme doit choisir d’exécuter un événement
parmi tous les événements possibles que peut procurer ’ensemble ou une partie des com-
posants. Le non déterminisme qui intervient a ce niveau est représenté dans le modele M
du systeme S. Les propriétés d’équité peuvent étre vérifiées dans ce type de systéme pour
montrer que le choix non déterministe ne se fait pas toujours sur le méme événement et qu'un
composant prét a exécuter une action a plusieurs instants du processus finira par le faire
ultérieurement.

Aspect probabiliste

Dans un systeme probabiliste, la possibilité quun événement se produise en partant d’un
état du systeme est quantifiée par une probabilité. Une ou plusieurs distributions sont alors
associées a cet état du systeme. Le non déterminisme est ici présent dans le choix de la
distribution qui va ensuite permettre I’exécution d’un événement avec une certaine probabilité.

Dans le cas probabiliste, une vérification qualitative permet de savoir si une propriété du
systeme se produit avec une probabilité égale a 0, a 1 ou est strictement comprise entre 0 et
1. On vérifie par exemple la propriété de convergence : tous les chemins, sauf un ensemble de
probabilité nulle, satisfont la propriété ¢ ou ¢ est une propriété de vivacité comme en partant
d’un état quelconque du systeme on atteint un ensemble E d’états cibles.

Une vérification quantitative concerne la probabilité exacte avec laquelle le systéeme sa-
tisfait la propriété ¢. Elle peut aussi porter sur le calcul de temps de convergence vers un
ensemble d’états cibles.

L’aspect probabiliste est important pour la modélisation de certains systemes informa-
tiques. Ainsi, dans le cas des protocoles de communication le facteur probabiliste apparait au
niveau des chances d’envoi d’un message complet, du choix du temps d’attente que doivent
avoir les émetteurs avant de réémettre leurs messages ou des chances de perte de données lors
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de la transmission.

Les principaux formalismes existants pour la modélisation de systemes probabilistes sont
les Processus de Décision Markovien et les Chaines de Markov. Un processus de décision
markovien attribue a chaque état du systeme un ensemble de distributions. Les chaines de
Markov sont un cas particulier des processus de décision markovien car chaque état possede
une unique distribution. On appelle automate a cotts positifs une chaine de Markov a laquelle
on attribue des cotuts positifs, dans R ou dans N, a ses transitions.

Contribution

Modeles temporisés probabilistes

Les Automates Temporisés Probabilistes constituent le formalisme sur lequel se basera la
modélisation des systemes que nous étudions. Ils sont en effet une extension probabiliste des
Automates Temporisés. Le temps est représenté de maniere dense dans R ou discréte dans N.
Si le temps est représenté par des parametres dont chacun peut prendre un ensemble de va-
leurs, nous parlerons d’ Automate Temporisé Probabiliste Paramétré. Un automate temporisé
probabiliste paramétré est donc un ensemble d’automates temporisés probabiblistes.

A chaque état d’'un automate temporisé probabiliste est associé un ensemble fini de dis-
tributions. Le non déterminisme dans les automates temporisés probabilistes se présente sous
deux formes : 'une porte sur les délais d’attente possibles dans chaque état du systeme et
I'autre sur le choix de la distribution dans un état donné. Le temps est en fait une autre
source de non déterminisme. Si ’on considere par exemple un émetteur qui doit envoyer son
message entre 4 et 6 unités de temps apres que le canal de transmission ne soit libre, on aura
un temps d’attente compris entre 4 et 6 unités de temps. Dans le cas continu, on considere
toutes les possibilités comprises dans l'intervalle [4,6] alors que dans le cas discret nous avons
les trois possibilités 4, 5 et 6 unités de temps.

Un automate temporisé probabiliste peut étre vu comme un processus de décision mar-
kovien ou I’écoulement du temps est représenté par des transitions successives de probabilité
1. Cette transformation ne peut cependant pas aboutir dans R si 'on veut représenter tous
les délais d’attente possibles dans les états du systeme.

Pour cela, on peut faire appel a la technique de discrétisation du temps dans 'auto-
mate temporisé probabiliste pour obtenir un processus de décision markovien en considérant
I’écoulement du temps dans N et non dans R. Ceci permet certes de réduire le nombre de
possiblités de temps d’attente mais une explosion du nombre d’états lors de la transformation
peut survenir. Dans le cas ou les temps sont représentés par des parametres, la transformation
dépendra en plus de la taille des valeurs attribuées aux parametres.

Réduction du modele

Les travaux qui portent sur le calcul de temps moyens de convergence minimal ou maximal
dans un automate temporisé probabiliste utilisent la technique de discrétisation du temps.
Cette technique peut cependant entrainer une explosion du nombre d’états du processus
de décision markovien nécessaire pour calculer les temps moyen de convergence minimal ou
maximal en utilisant des techniques de programmation linéaire.

8
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Plusieurs techniques de vérification font appel a des réductions précises du modele suivant
des relations d’ordre en fonction de la propriété a vérifier, comme par exemple la bisimulation.
Dans notre cas, étant donné un automate temporisé probabiliste, nous voulons calculer le
pire temps moyen de convergence vers un unique état accessible final (ou temps moyen de
convergence maximal).

Le principal probleme qui se pose lors du calcul du pire temps moyen de convergence en
discrétisant le temps est le maintien des aspects non déterministes, qu’ils soient temporels ou
probabilistes. S’ajoute a cela la taille des valeurs attribuées aux parametres dans le cas des
automates temporisés probabilistes paramétrés.

Ainsi, tout en voulant calculer le pire temps moyen de convergence, nous proposons une
technique adaptée a ce type de vérification pour une sous classe de systemes. On est en effet
amené dans ce type de calcul a se focaliser sur les aspects non déterministes qui seuls font
varier le temps moyen de convergence a cause des choix effectués dans les états. Pour obtenir
un temps moyen maximal, le choix non déterministe dans un état donné du systeme pourrait
porter sur le temps d’attente le plus long et la distribution qui I’y autorise. On fixe donc un
temps d’attente et une distribution dans le but de capturer un temps moyen de convergence
maximal vers I'état cible, ce qui Oterait toutes les formes de non déterminisme de I'automate
temporisé probabiliste initial.

Sous de bonnes hypotheses, on peut capturer le comportement du systeme qui correspond
au temps moyen de convergence maximal vers I’état cible. On lui applique alors des techniques
de calcul moins lourdes que les techniques de programmation linéaire et inspirées de celles
utilisées sur les chaines de Markov.

Plan

Nous proposons dans cette these une sous classe d’automates temporisés probabilistes pa-
ramétrés a partir duquel nous pouvons calculer le temps moyen de convergence maximal en
utilisant des techniques connues de calcul sur les chaines de Markov.

Nous explicitons formellement dans le chapitre 1 les modeles probabilistes que nous
avons cités ci-dessus. Nous présentons tout d’abord dans le chapitre 2 quelques propriétés
nécessaires pour définir la classe d’automates temporisés probabilistes qui sont :

— le non blocage et les comportements non zenon et fortement non zenon dans un automate

temporisé probabiliste.

— le déterminisme d’actions dans un automate temporisé probabiliste.

— Un unique état final et absorbant.

A partir de ces propriétés prises pour hypothéses, nous définissons les Automates Tempo-
risés Probabilistes Paramétrés Déterminés. Il faut en effet que I'automate soit non bloguant
et fortement non zenon pour définir le temps moyen de convergence vers son unique état final
et absorbant. On vérifie ainsi que ’on peut atteindre 1’état final et absorbant de tout état de
I’automate.

Enfin, le chapitre 3 se présente en deux parties. Nous développons dans la premiere
partie un algorithme qui transforme ’automate temporisé probabiliste paramétré déterminé
en un graphe semblable aux chaines de Markov a colts qu’on appellera graphe des macro-
steps. Dans un deuxieme temps, on utilisera les méthodes qui existent déja pour les chaines

9
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de Markov a cotts pour le calcul du temps moyen de convergence dans ce graphe. Le résultat
obtenu est paramétré. Nous démontrons par ailleurs que le temps moyen de convergence
dans 'automate temporisé probabiliste paramétré déterminé est égal au temps moyen de
convergence dans le graphe des macro-steps. Ceci permet de déduire finalement le pire temps
moyen de convergence dans I'automate d’origine, duquel nous avons obtenu la forme réduite
purement déterministe.
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Résumé

Nous considérons une sous classe d’automates temporisés probabilistes ou les contraintes
temporelles au niveau des gardes et des invariants sont exprimées par des parametres. Cette
sous classe est appelée la classe des automates Temporisés Probabilistes Paramétrés Semi
Déterminés (ATPP Semi Déterminés). Cette classe d’automates se définit en particulier par
I’attribution d’une unique distribution a chaque état et par des gardes de la forme x < a
oll a est un parametre ou un entier naturel. Nous imposons de plus deux propriétés sur ces
automates qui sont celles de non blocage et fortement non zenon.

Notre travail vise a calculer le temps moyen maximal de convergence vers un état dit
absorbant g.,q dans ce type d’automates. L’unique méthode traitant déja ce type de probleme
fait appel a la discrétisation du temps et a I’application de techniques de programmation
linéaire. Elle est cependant exponentielle car elle dépend du nombre d’horloges et de la plus
grande constante a laquelle sont comparés les horloges, lors de la discrétisation. Le graphe
résultant peut étre de taille exponentielle.

Pour tout ATPP Semi Déterminé, on définit un automate totalement déterministe, appelé
ATPP Déterminé, en remplagant toute garde de la forme x < a par une garde de la forme
r = a. Le temps d’attente en chaque état est ainsi fixé par la valuation de I’état initial qui
remet toutes les horloges a zéro. Nous démontrons que le temps moyen de convergence vers
Qeng dans PATPP Déterminé est égal au temps moyen maximal de convergence dans I’ATPP
Semi Déterminé dont il découle.

Pour calculer le temps moyen de convergence vers ¢e,q nous construisons a partir de
I’ATPP Déterminé un graphe appelé graphe des macro-steps qui contient de facon concise
I'information nécessaire au calcul du cott moyen de convergence vers ¢enq. Ce graphe est
de taille polynomiale et se construit en temps polynomial. Le calcul du temps moyen de
convergence dans le graphe des macro-steps est solution d’un systéme linéaire, comme dans
le cas des chaines de Markov avec cotlits. On résout ce systeme linéaire en temps polynomial,
ce qui permet d’obtenir finalement le temps moyen maximal de convergence vers ¢e,q dans
I’ATPP Semi Déterminé.

Nous appliquons enfin cette méthode a certains protocoles de communication, notamment
BRP (Bounded Retransmission Protocol) et CSMA/CD (Carrier Sense Multiple Access with
Collision Detection).
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Chapitre 1

Modeles

1.1 Les automates temporisés

1.1.1 Définitions

Si E est un ensemble, nous notons £* ’ensemble des suites finies d’éléments de E. Nous
considérons comme domaine temporel T I’ensemble Q* des rationnels positifs ou nul ou ’en-
semble des réels RT positifs ou nuls et ¥ un ensemble fini d’actions. Une suite temporelle sur
T est une suite finie et croissante 7 = (4;);;<, € T*. Un mot temporisé w = (ai,1;); <<, est
un élément de (X x T)™ qui peut aussi étre défini par une paire w = (o, 7), avec 0 = (ai),<;<,
un mot dans X* et 7 = (¢;);<;<, une séquence temporelle dans T*.

Valuation temporelle. Nous considérons un ensemble fini X de variables, appelées hor-
loges. Une valuation d’horloge sur I’ensemble X est une application v : X — T qui associe
4 chaque horloge une valeur dans T. L’ensemble de toutes les valuations sur X est noté T,
Soit ¢t € T, la valuation v + ¢ est définie par (v +t)(x) = v(x) + ¢, Vo € X. Si 'on numérote
les horloges (|X| = n et X = {x1,---,2,}), nous utilisons aussi la notation (a;);.,,, pour
toute valuation v tel que v(x;) = a;. Pour un sous-ensemble X de X', nous notons [X := 0]v
la valuation telle que pour tout z € X, ([X := 0]v)(x) = 0 et pour tout z € X \ X,
(IX = 0))(2) = v(2).

Contrainte temporelle. Soit X' un ensemble d’horloges. On introduit un ensemble de

contraintes temporelles sur X'. Cet ensemble est noté C(X) et est défini par la grammaire
suivante :

pu=x~c| oA | true

ouz,yc€ X, ceZ, ~c{<,<,=2,>}

On écrit v = ¢ lorsque la valuation temporelle v satisfait la contrainte temporelle ¢.

Définition 1.1. Une contrainte temporelle k-bornée est une contrainte temporelle dans la-
quelle interviennent uniquement des constantes entre —k et +k.
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Définition 1.2. (Automates temporisés.) Un automate temporisé [2, 10] sur T est un uplet
A=(3,Q,T,1,F,X,inv), ou X est un alphabet fini d’actions, Q un ensemble fini d’états, X
un ensemble fini d’horloges, T C @Q x [C(X) x ¥ x 2¥] x Q est un ensemble fini de transitions,
la fonction inv : Q — C(X) associe a chaque état dans @ une conjonction de contraintes
temporelles, I C @Q est un sous ensemble d’états initiauxr et F' C Q) est un sous ensemble
d’états finauz.

Pour toute transition e = (g, ¢, a, X, ¢’), nous avons donc :

— un état source ¢ aussi noté source(e) et un état cible ¢’ aussi noté cible(e).

— Une conjonction de contraintes temporelles sur X ¢ appelée garde de la transition e et
aussi notée garde(e), qui définit un polyedre convexe sur X.

létiquette a aussi notée label(e).

I’ensemble des horloges X remises a zéro noté reset(e)

Pour tout ¢ € @, inv(q) est appelé linvariant de gq.

Pour un état ¢ de automate temporisé A, on écrit in(q) ’ensemble des transitions de cible
q (de la forme (—,—,—, —,q)) et out(q) 'ensemble des transitions de source ¢ (de la forme
(Q7 T T T _))

Chaque état ¢ €  d’'un automate temporisé A est aussi muni d’une conjonction de contraintes
temporelles sur X' qui forme un polyedre convexe sur X et qui représente 'invariant de q.

Remarque 1.1. Nous pouvons aussi ajouter des contraintes diagonales de la fome x—1y ~ c.
Les automates temporisés sans contraintes diagonales ont cependant la méme expressivité que
les automates temporisés avec contraintes diagonales [2, 5]. On peut en effet construire a partir
d’un automate comportant des contraintes diagonales un autre automate qui lut est équivalent
et sans contraintes diagonales. Nous considérons ainsi que des automates temporisés sans
contraintes diagonales.

Un chemin fini dans A est une suite finie de transitions successives :

_ ¢1,01,X1 Ppsap, Xp
P=q — a1 — @

ou (gi—1, Pi,ai, Xi,q;) € T, pour tout 1 < i < p. Le chemin est dit acceptant si I’état initial
qo € I et I'état final ¢, € F.

Une exécution de automate sur le chemin P est une suite de la forme :

¢1,G1,X1 ¢)P7ap7Xp
w = (qo, o) . {av,v1) - = (ap: p)
P

ou qo € I, 7 = (t;)1<i<p est une séquence temporelle, vy(x) = 0, Vo € X et (14)1<i<p sont les
valuations temporelles.

Dans une exécution, un état est une configuration de 'automate a un instant donné. Pour
cela, I'état (g, v) appartient & Q x T% pour traduire I’état de controle ¢ dans lequel se trouve
I'automate et les valeurs des horloges a un instant donné données par la valuation v. En
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.. .. iy X /
reprenant I’exemple de 1’exécution w, une transition (g;—1, v—1) d’—i——> (gi,v;) représente un
écoulement de temps de durée t; puis un passage de 1’état ¢;_1 a I'état ¢;. Ceci se décrit par
les deux transitions successives suivantes :

1. (gi—1,vi-1) 5 (gi—1,Vvi—1 + t;) qui correspond & ’écoulement du temps dans 1'état ¢;_1,

2. puis (gj—1,Vi—1 + t;) & (gi, vi) qui correspond au passage de l’état ¢;—1 a I'état ¢; telle

que (Vi1 +t;) E ¢i et v; = [X; := 0] (vi1 + t;).

On note w(i) = ¢; la position i de 'exécution w. La durée d’une exécution notée Dur(w) est
définie par Zi;é t;. L'exécution est étiquetée par le mot temporisé w = (a1,t1) - - (ap, tp).
Si le chemin P est acceptant (g, € F'), on dit que le mot w est accepté par I'automate
temporisé. L’ensemble de tous les mots temporisés acceptés par A est noté L(A). On note
Path(A) I'ensemble des exécutions de A.

Un état q est dit accessible s’il existe une valuation v et une exécution finie de A de 1’état
initial gy € I jusqu’a (q,v). L’ensemble des états accessibles est noté Reach(.A).

1.1.2 Graphe des régions

Pour tout ¢ € R, on note la partie fractionnaire de ¢ par fract(t) et |t] la partie entiere
de t. Ainsi, t = [t] + fract(t). On suppose que chaque horloge de X apparait dans au moins
une contrainte temporelle.

Définition 1.3. Soit A = (X,Q,T,I,F, X, inv) un automate temporisé. Pour tout v € X,
soit ¢, le plus grand entier ¢ tel que les formules (x < c¢) ou (¢ < x) soient des sous formules
dans les contraintes temporelles d’une transition t € T'.

La relation [2] d’équivalence ~ est définie sur l’ensemble des valuations temporelles pour X .
v ~ v ssi toutes les conditions suivantes sont vérifiées :

— Pour tout x € X, soit |v(x)| et |V (x)]| sont égales, soit v(x) et V' (x) sont tous deux
SUPETIEUTS G Cy -

— Pour tous z,y € X telles que v(z) < ¢z et v(y) < ¢y, fract(v(z)) < fract(v(y)) ssi
fract(V'(x)) < fract(V'(y)).

— Pour tous x € X telles que v(x) < ¢y, fract(v(z)) =0 ssi fract(v'(z)) = 0.

Une région est une classe d’équivalence d’'un ensemble de valuations temporelles, induite par
~. On note [v] la classe d’équivalence & laquelle la valuation v appartient.

Pour une contrainte temporelle § donnée de A, si v ~ /alors v satisfait ¢ ssi v/ satisfait ¢.
On dit alors que la région « satisfait une contrainte temporelle § ssi chaque v € « satisfait 9.
Chaque région peut étre représentée en spécifiant :

1. pour tout x € X', une contrainte temporelle de ’ensemble

{r=cle=0,1,--c}U{c—1<a<c|ec=1c}U{x>c},

2. pour toute paire d’horloge x et y tel que c — 1 <z < cet d —1 < y < d apparaissent
dans 1. pour ¢,d donnés, on a fract(x) < fract(y), fract(x) = fract(y) ou fract(x) >
fract(y).

Enfin, le nombre de régions [2] sur TY est fini et borné par [|X|1.21%1. T, .1 (2¢,+2)]. Ce
résultat correspond a ’ensemble des combinaisons possibles de formules dont la forme
est décrite précédemment.
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Définition 1.4. Soit ¢ € N. On dit que deuz valuations v et V' sont c-équivalentes si :
— pour toute horloge x, on a v(z) = v(a') ou bien v(z) > c et v(2') > ¢
~ pour toute paire d’horloges x,y, on a v(x)—v(y) =V (x)—v'(y) ou bien v(z)—v(y) > ¢
et V'(z) — v (y) > c.

A un automate temporisé, on associe un automate des régions R(.A) ot les états sont de la
fome (g, @) avec ¢ € @ et a une région. L’automate des régions possede un état initial (g, ap)
et il existe une transition étiquetée par a € ¥ de (g, ) & {¢’, ') si et seulement si 'automate
A est dans I'état ¢ avec une certaine valuation v € « et peut passer a I'état valué (¢, /)
pour ' € o/, en laissant éventuellement s’écouler le temps en s puis en tirant la transition
étiquetée par a.

L’automate des régions R(A) peut étre vu comme un quotient de A.

1.1.3 Graphe des zones
1.1.3.1 Définitions

Un X — hyperplan [34] est un ensemble de valuations v qui satisfont une contrainte tempo-
relle atomique dans C(X). La classe Hx de polyedres sur X est le plus petit ensemble de 2T*
qui contient tous les X — hyperplans et est stable par union, intersection et complémentation
[34]. Une conjonction de contraintes temporelles de C(X) forme donc un polyedre sur X'.
D’autre part, si Z n’est pas convexe !, il peut alors étre écrit sous forme d’union de k polyedres
convexes Z;. On note convexe(Z) 'ensemble {Zy,--- , Zj}.

Définition 1.5. (Zone.) Une zone [10] est un sous ensemble de T™ défini par une conjonc-
tion de contraintes temporelles (polyédre convexe sur X' ). Soit ¢ € N. Une zone c-bornée est
une zone définie par des contraintes temporelles c-bornées. Soit Z une zone. L’ensemble des
zones c-bornées contenant Z est fini et non vide (T™ est une zone c-bornée et contient Z ),
lintersection de ces zones c-bornées est une zone c-bornée contenant Z et sera ainsi la plus
petite zone ayant cette propriété. Celte zone est appelée la c-approximation de Z et est notée
close(Z,c).

La c-approximation de Z correspond & Z’, le plus petit polyedre sur X contenant Z, tel
que pour tout v/ € Z’ il existe v € Z telle que v et v/ soient c-équivalentes. Z’ est obtenu
en ignorant toutes les contraintes temporelles qui impliquent des constantes supérieures a c
(comme par exemple des contraintes de la forme x < d ou = < d avec ¢ < d).

On définit par ailleurs les opérations Z[Y := 0] et [V := 0]Z sur les zones qui correspondent
a la remise a zéro en avant et en arriére des horloges appartenant a Y :

ZlY =0 ={v]Y :=0] |ve Z}

YV :=0Z={v|v]Y =0 € 2}

Z|Y := 0] contient les valuations qui peuvent étre obtenues & partir de certaines valuations
de Z en remettant a zéro les horloges de Y. [Y := 0]Z contient les valuations qui apres avoir
remis a zéro les horloges de Y appartiennent a Z.

1Un polyedre Z est dit convexe si pour toute valuation vy,v2 € Z,pour tout 0 < § < 1, on a dvy +(1—08)vs €
Z. Un polyedre est convexe ssi il est défini par I'intersection finie d’un nombre fini d’hyperplans.
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D’autre part, on définit de méme les opérations en avant et en arriére de ’écoulement du
temps. Pour un polyedre sur X', on définit ainsi les polyedres ,/ Z et /' Z comme suit :

ve )/ ZssiAteRtel quev+te”Z

ve / ZssidteRtel quev—teZ

1.1.3.2 Description du graphe des zones associé a un automate temporisé

L’ensemble des polyedres relatifs aux contraintes temporelles atomiques déduites d’un

automate temporisé forme le graphe des zones associé a cet automate. La progression du
temps permet de définir le comportement de cet automate par la construction du graphe
des zones et 'utilisation des opérateurs post() et pre() que nous allons définir ci-dessous. Ce
comportement sera décrit par son automate des zones, semblable de par la forme a I'automate
des régions sauf que les régions y seront remplacées par des zones.
Ainsi, tout comme l'automate des régions R(A) associé a lautomate temporisé A, nous
définirons l'automate des zones Z(.A) dont les états sont de la forme (g, Z) ol g est un état de
lautomate A et Z une zone (polyedre convexe sur X'). Pour un état S = (¢, Z) de 'automate
des zones dit état symbolique, deux transitions e; = (¢, Z1, X1, q1) et ea = (g2, Z2, X2,q) de
A et un entier naturel ¢ > ¢42(A), on définit les opérateurs successeur et prédécesseur :

post(S,e1) = (q1,close( / ((Z N Z1)[ X1 :=0]),¢))

pre(S, e2) = (g2, ([X2 :=0](," Z) N Z2))

post() contient tous les états (et leurs c-équivalents) qui peuvent étre atteints d’un état
(¢,v) € (¢, Z) en tirant la transition e et en laissant ensuite un certain temps s’écouler ; pre()
contient tous les états qui peuvent atteindre un état (¢, ) € (¢, Z) en tirant la transition e et
en laissant ensuite un certain temps s’écouler. Si Z n’est pas convexe, on considere I’enveloppe
convexe de Z, convexe(Z). Dans la suite, la constante ¢ sera la plus grande constante ¢pqq
apparaissant dans I’ensemble des contraintes temporelles d’un automate A.

1.1.3.3 Algorithme d’accessibilité

L’un des algorithmes d’analyse en avant des automates temporisés fait appel a la c-approximation.
qo est I’état initial de I'automate tandis que Zj représente la zone initiale qui est en général
définie par la remise a zéro de toutes les horloges dans X.

Cet algorithme termine car le nombre de zones c-bornées est fini et un nombre fini de c-
approximations de zones peut ainsi étre calculé pour tout état de A. Cet algorithme calcule
pas a pas un sur-ensemble de I'ensemble des états accessibles réels de A et teste ensuite si
ce sur-ensemble intersecte ou non l'ensemble des états finaux de A. Ainsi, si la réponse est
“Non”, aucun état final ne peut étre atteint. Si la réponse est “Oui”, le sur-ensemble pourrait
en effet intersecter I’ensemble des états finaux sans que ’ensemble exact des états accessibles
n’intersecte cet ensemble. Cet algorithme est correct par rapport a laccessibilité si 'ensemble
des états ¢ € @ obtenus par l'algorithme est précisément égal a 'ensemble des états acces-
sibles de 'automate A.
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Algorithme 1 Accessibilité(A)
// Définir ¢ comme étant égale & Cyqp de A
Visit :==();
// Correspond aux états symboliques visités
Waiting := {(qo, close(Zyp,c))};
repeat
Take and remove (¢, Z) from Waiting
if ¢ final then
return “YES” ;
else
if there is no (q, Z') € Visit tel que Z C Z’ then
Visit .= Visit U{(q,2)};
Successor = {(q', close(post(Z,e),c)) tel que e € out(q)};
Waiting := Waiting U Successor ;
end if
end if
until Waiting = 0;
return “NO” ;

1.1.4 Discrétisation du temps

La discrétisation du temps [8, 9] est une autre représentation que 1’on peut associer & un
automate temporisé A = (X,Q, T, I, F, X, inv). Les techniques utilisées pour la vérification
de systemes discrétisés sont décrites dans [19, 21].

En effet, cette méthode est différente de la construction des automates des régions ou des
zones car le temps est représenté sous forme discrete et non pas dense. De plus, les gardes ¢
sont des gardes fermées, de la forme

pu=xr~c| oA | true

onz,ye X, celet ~e{< >}

Les valuations temporelles de I'automate associent a chaque horloge x € X une valeur
dans N. L’écoulement du temps est représenté par des transitions de durée 1.

La discrétisation du temps permet finalement d’obtenir un processus de décision marko-
vien (voir section 1.3) dont les transitions représentent soit I’écoulement du temps soit une
transition e € T' de 'automate A.

1.2 Les Chaines de Markov a temps discret

Une distribution (probabilité discréte) sur un ensemble fini @) est une fonction p : Q —
[0,1] tel que > o n(q) = 1. Notons support(p) le sous-ensemble de @ formé par les états
q tels que u(q) > 0. Si @' est un sous-ensemble de @, alors u(Q') = quQ' 1(q). Pour tout
g € @, la distribution ponctuelle p, désigne la distribution qui associe la probabilité 1 a
Pélément g. Pour un ensemble dénombrable (QQ, soit Dist(Q«) ’ensemble des distributions
sur les sous-ensembles finis de ).
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Définition 1.6. (Chaine de Markov.) Une chaine de Markov homogéne a temps discret
(CMTD) [25, 23, 12] est un uplet (Q, g, prob) ou l'on a :

— @ un ensemble dénombrable d’états dont I’état initial est q ;

— prob : Q@ — Dist(Q) une fonction qui associe a chaque état q € Q une distribution dans

Dist(Q) ;

Remarque 1.2. Une chaine de Markov homogéne a temps discret est définie par la matrice
de transitions probabilistes P : Q x @ — [0, 1] tel que Eq’EQ P(q,q") = 1 pour tout état q € Q
et P(q,q') = prob(q)(¢).

1.3 Les processus de décision markoviens

Définition 1.7. (Processus de décision markovien.) Un processus de décision markovien
(PDM) [25, 30] est un uplet (Q, G, prob) ot :
- @ est un ensemble fini d’états dont l’état initial est G ;
— prob: Q — P, (Dist(Q)) est une fonction qui associe a chaque état ¢ € Q un ensemble
fini de distributions ;

Remarque 1.3. Un processus de décision markovien est un ensemble de chaines de Markov
avec un choix non déterministe d’une distribution.

Le parcours de I’ensemble d’états du PDM est déterminé par le choix des transitions permises
par la fonction prob. Ainsi, dans un état donné ¢, une transition est tirée en prenant tout
d’abord de manieére non déterministe une distribution p de 1’ensemble prob(q) et en faisant
ensuite un choix probabiliste suivant p qui déterminera ’état cible ¢’. La transition sera notée
a5 q.

Dans certaines variantes des processus de décision markoviens, la définition de la fonction prob
sera augmentée d'un ensemble d’événements (ou actions) 3 tel que prob : Q — P, (X x Dist(Q)).
La fonction prob associe ainsi une paire (o, p) composée d’un événement o et d’une distribu-

tion p a tout état ¢ € Q. La transition sera alors notée ¢ iy q.

1.4 Les automates temporisés probabilistes paramétrés (ATPP)

1.4.1 Définition

Un Automate Temporisé Paramétré [3] est défini comme un automate temporisé ot 'on
peut avoir des parametres (i.e des inconnues) a la place des constantes. En donnant a chaque
parametre une valeur concrete, on obtient un automate temporisé. Un automate temporisé
paramétré est donc un ensemble d’automates temporisés.

Soit P un ensemble de parametres. On note Cp(X) I’ensemble des contraintes temporelles
dont les contraintes atomiques sont de la forme x ~ ¢ ou ¢ représente soit un parametre dans
P soit un entier naturel et ~€ {<, >, <, >}.

En ajoutant a ce type d’automates un facteur probabiliste au niveau des transitions, nous
obtenons des Automates Temporisé Probabiblistes Paramétrés (ATPP) dont nous donnons
la définition suivante :

Définition 1.8. (Automate temporisé probabiliste paramétré.) Un automate temporisé pro-
babiliste paramétré est un uplet
A=(Q,P,q,X,inv,prob,(1q) o) tels que :
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— un ensemble fini Q d’états;

— un ensemble fini P de parametres;

— un état initial § € Q ;

— un ensemble fini X d’horloges ;

— une fonction inv : Q — Cp(X) qui associe 4 chaque état une contrainte temporelle
appelée invariant ;

— une fonction prob : Q — an(Dist(2X X Q)) qui associe a chaque état un ensemble fini
et non vide de distributions sur 2% x Q ;

— une famille de fonctions <Tq>q€Q, ou pour tout état q € Q, 14 : prob(q) — Cp(X) associe
a tout p € prob(q) une condition d’activation qui est une contrainte temporelle appelée
garde.

Remarque 1.4. Comme pour les automates temporisés de la définition 1.2, on note l’en-
semble I C @ le sous ensemble d’états initiaux d’un automate temporisé probabiliste paramétré
et I C Q son sous ensemble d’états finaux.

Définition 1.9. Soit P l’ensemble des paramétres de ’automate temporisé probabiliste pa-
ramétré A. Une valuation paramétrique k : P — T est une application qui associe a chaque
parameétre a € P une valeur dans T ou T est égale ¢ QT ou RT.

Définition 1.10. Pour un automate temporisé probabiliste paramétré A = (Q, P, q, X, inv, prob, <Tq>q€Q)
muni d’une valuation paramétrique k € TP, on définit un automate probabiliste temporisé

A, = (Q,q, X, inv,., prob, <T;>qu) tel que pour toute transition e = (q,9,p, X,q’) de A,

on définit une transition e, de Ay de la forme e, = (q,k(9),p, X,q") avec k(g) € C(X),

inve(q) = k(inv(q)) et inve(q") = k(inv(q")) avec inv.(q), inv.(q') € C(X).

On note TP T’ensemble des valuations paramétriques x de P dans T.

Un automate temporisé probabiliste paramétré A sur ’ensemble de parametres P représente
I’ensemble d’automates temporisés probabilistes { A, k € ’]I‘P}.

Pour un automate temporisé probabiliste paramétré .4 muni d’une valuation paramétrique x,

le comportement de A est décrit par 'automate temporisé A,.

1.4.2 Automates temporisés paramétrés

Les automates temporisés paramétrés peuvent aussi étre vus comme des automates tem-
porisés probabilistes paramétrés ou le choix de I’état suivant a partir de 1’état courant se fait
de maniere non déterministe et non plus probabiliste par le choix d’une distribution.

En reprenant ainsi la définition 1.8 des ATPPs, nous définissons les automates temporisés
paramétrés de la maniere suivante :

Définition 1.11. (Automate temporisé paramétré.) Un automate temporisé probabiliste pa-
ramétré A = (Q, P, q, X,inv, T) est un automate temporisé paramétré [3] si T C Q x [Cp(X) x 2¥] x Q.

Définition 1.12. (Valuation paramétrique cohérente.) On dit que la valuation paramétrique
K est cohérente avec l'automate temporisé paramétré A si pour un état initial qo € I et un
état final q, € F il existe une exécution

> g1,X1 In—1,Xn—1

w = (qo, Vo {qn:vn)

0 tn—1

dans l'automate A, avec w € Path(Ay).
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On note I'(A) I'ensemble des valuations paramétriques cohérentes avec A. L’ensemble I', (A) =
{k | gn € Reach(Ay)} représente les valuations paramétriques telles que ¢, € Reach(A) en
partant d’un état initial gy € I.

Etant donné un automate temporisé paramétré A et un état g, le probleme d’accessibilité
qui consiste a savoir si ’ensemble I'y, (A) est vide ou pas, est dans le cas général indécidable
(3, 18]. Le probleme est cependant décidable dans le cas ou une unique horloge de X est
comparée a des parametres ce qui veut dire que dans toute contrainte temporelle de la forme
y ~ c ou c est un parametre, y représente toujours la méme horloge dans X' [3, 18].

Théoréeme 1.1. Pour un automate temporisé paramétré A, la question [3] de savoir si Ty, (A)
est vide ou non est récursivement énumérable (i.e semi-décidable).

Théoréme 1.2. Pour un automate temporisé paramétré A dont une seule horloge x € X est
comparée a des parameétres [3], si T = N alors ’ensemble I'y, (A) est défini par une formule
linéaire et tester si T'(A) = 0 est décidable.

Pour un automate temporisé paramétré A, on cherche a déterminer le sous ensemble
A C TP de valuations paramétriques qui correspond & certaines spécifications auxquelles
doit répondre le systeme modélisé par 'automate temporisé paramétré A. Ces spécifications
peuvent dans certains cas mener a restreindre ’ensemble des valeurs des parametres. Toute
valuation paramétrique n’appartenant pas a A ne répond pas aux spécifications en question.
On crée un état puit, noté ggnk, que toute exécution répondant aux spécifications ne doit pas
atteindre. On définit A comme P'ensemble des valuations « telles que ANT, .  (A) = 0.
L’outil HyTech [20] permet 1’analyse de systemes hybrides [20] y compris celle des automates
temporisés paramétrés. Pour un automate temporisé paramétré A, considérons un de ses
parametres a € P. Pour une valuation s : P — N, on attribue au parametre a la valeur x(a)
dans toute exécution w € Path(A). La valeur de a varie pour ’ensemble Path(.A) suivant la
valuation paramétrique k que 'on choisit.

Définition 1.13. (Valeur sire d’un parameétre.) Une valeur v est dite sire pour un parameétre
a € P dans le cas ou I’état qsnr n'est pas atteint lorsque la valeur v est attribuée a a.

Une valeur v est donc stire pour un parametre a de 'automate A s’il n’existe aucune exécution
w € Path(A) tel que

1. last(w) = qsink €t

2. le parametre a possede la valeur v.

Ceci revient a dire que v est siire pour a s’il n’existe aucune exécution telle que last(w) =
Qsink €6 @ = v en gsipk-

1.4.3 Automates temporisés probabilistes

Un automate temporisé probabiliste peut découler d’un automate temporisé probabiliste
paramétré en associant a chaque parametre a € P une valeur dans T suivant une valuation
paramétrique x choisie dans T .

Nous reprenons ainsi la définition des ATPPs pour donner celle des automates temporisés
probabilistes.

Définition 1.14. (Automate temporisé probabiliste.) Un automate temporisé probabiliste pa-
ramétré A = (Q,q, X, inv, prob, <Tq>qu) est un automate temporisé probabiliste si toutes les
contraintes temporelles appartiennent a C(X).
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Fi1G. 1.1 — Automate temporisé probabiliste de ’exemple 1.1

Définition 1.15. Une transition probabiliste d’un automate temporisé probabiliste est un
uplet de la forme (q,9,p, X, q’) tel que p € prob(q), g = 74(p) et p(X,q") > 0. L’ensemble des
transitions généré par (q,g,p) est de la forme (q,9,p, X,q") avec (X,q') € 2% x Q.

Définition 1.16. Pour une exécution finie

90,P0,X0

g1,p1,X1 In—1,Pn—1,Xn—1
w=(qo,v0)  —> (qu,v1i) —> .- — (

QnaVn>

d’un automate temporisé probabiliste A, on définit Pr(w) sa probabilité par Pr(w) = HZ;& prob(qr) ( Xk, qr+1)-

1.4.4 Exemple d’automate temporisé probabiliste

Exemple 1.1. Considérons l'automate temporisé probabiliste décrit dans la figure 1.1. Cet
automate A donne un modeéle simplifié du protocole BRP (Bounded Retransmission Protocol)
[15, 14]. A posséde quatre états qui sont qi, qa2, q3 et qq et trois horloges x, y et z. Les
probabilités sont représentées par les valeurs o = %, 1l—a= %, 0= %, 1-0= % et 1 (les
probabilités égales a 1 ne sont pas représentées dans la figure pour simplification). Prenons
Uexemple de l’état q1. L’invariant en q1 (inv(q1)), est égal a y < 2. La fonction prob associe a
q1 une unique distribution p sur Dist(2¥ x Q) : deuz transitions probabilistes sont engendrées
par cette distribution qui sont (q1,9, %, z:=0,q3) et (q1,9, %, 0,q2) avec g =714, (p) =y < 2. La
figure 1.2 décrit le graphe des zones associé a 'automate de la figure 1.1 en faisant abstraction
des probabilités.

1.5 Les systemes probabilistes temporisés

Dans [24], on discrétise le temps (voir section 1.1.4) dans le but de calculer des temps
moyens de convergence minimal ou maximal dans des automates temporisés probabilistes. En
partant d’un automate temporisé probabiliste, on obtient un processus de décision markovien
ou I’écoulement du temps y est représenté par des transitions de durée 1 et de probabilité 1.
Plus généralement, on parle de systeme probabiliste temporisé lorsque le temps est représenté
dans un processus de décision markovien.
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Fia. 1.2 — Graphe des zones de I'automate de I'exemple 1.1

Définition 1.17. (Systéme probabiliste temporisé.) Un systéme probabiliste temporisé [25,
31] M est un processus de décision markovien (Q, q, prob) avec :
— @ est un ensemble dénombrable d’états dont ’état initial est q ;
—prob : Q@ — P, (T x Dist(Q)) est une fonction qui attribue a chaque état ¢ € Q un
ensemble fini prob(q) composé de paires de la forme (t,p) out € T et p € Dist(Q).

prob(q) représente I'ensemble des transitions qui peuvent étre choisies de maniére non déterministe
dans ’état g. Chaque transition est de la forme (¢, p), ou ¢ est la durée de la transition et p est

la distribution sur I’ensemble des états successeurs. Ainsi, en faisant un choix non déterministe

de (t,p) dans prob(q) en ¢, une transition probabiliste est tirée apres ¢ unités de temps vers

un état cible ¢’ avec une probabilité égale a p(q’).

Les chemins dans un systeme probabiliste temporisé résultent d’un choix non déterministe et
probabiliste en chaque état. Un chemin du systéme probabiliste temporisé M = (Q, g, prob)

est la séquence non vide finie ou infinie :

_tospo tip1 t2,p2
Ww=4qo ——4q1 —> Q42—

ol g; € Q, (ti,pi) € prob(g:) et pi(¢i+1) > 0 pour tout 0 <7 < |w|.

On note Path s, 'ensemble des chemins finis et Path fm(q) I’ensemble des chemins de Path t;,
tel que w(0) = q. Pathg, est I'ensemble des chemins infinis et Pathy,(¢) 'ensemble des
chemins de Pathy,; tel que w(0) = q.

Définition 1.18. (Durée d’un chemin.) Pour tout chemin w d’un systéme probabiliste [25, 31]
temporisé M et tout i avec 0 < i < |w|, on définit le temps écoulé jusqu’a la ieme transition
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D, (i) comme suit : Dy, (0) = 0 et pour tout 1 < i < |w| on a :

De plus, un chemin w est dit divergent si pour tout t € R, il existe j € N tel que Dy, (j) > t.

Définition 1.19. Pour tout automate temporisé probabiliste A = (Q, q, X, inv, prob, <Tq>q€Q),
on définit le systeme probabiliste temporisé qui lui est associé Mg = (Q 4, q, proba) [25] avec :
— Un état de My est une paire (q,v), ot q € @Q est un état de l'automate temporisé
probabiliste et v € TV est une valuation telle que v satisfait inv(q). Soit Q4 I’ensemble
dénombrable des états de M 4.
— La fonction proby : Qa4 — Ppn(T x Dist(Q.)) associe a chaque état de Q 4 un ensemble
de transitions dont chacune est une paire (t,p) avec t € T, une durée et p € Dist(Q 4)
une distribution sur l’ensemble des états Q4. Les transitions sont définies de deux
maniéres. Pour tout (q,v) € Q4 :

1. Soit (t,p). (t,p) € proba({(q,v)) s’il existe p € prob(q) tel que :

(a) la valuation v +t satisfait la garde 7,(p),
(b) la valuation v +t' satisfait Uinvariant inv(q) pour tout 0 <t/ <t et
(c) pour tout (¢, V') € Q4 :

pld VY= > p(d.X)
XCx
(v+t)[X:=0]=v'

2. Soit (t,p). (t,p) € proba({q,v)) si:
(a) la valuation v+t satisfait inv(q) pour tout 0 <t <t et
(b) pour tout (¢',v') € Q4 :

ﬁ(q’ V/>: 1 s <q/77/> = <q,1/—|—t>
’ 0 sinon

1.5.1 Adversaire et adversaire divergent d’un systéme probabiliste tempo-
risé

Soit w un chemin. Si w est fini, on note last(w) le dernier état de w et step(w, i) la ieme
transition de w [25]. On donne tout d’abord la définition d’adversaire pour ensuite nous
focaliser uniquement sur une classe particuliere d’adversaires dits divergents. En effet, I’étude
de cas de systemes temps réel se fait généralement en analysant uniquement les comportements
vérifiant la propriété de divergence en temps. Ainsi, on ne tient pas compte des chemins non
divergents lors de la vérification du systeme car ils sont la traduction de comportements
irréalisables par ’arrét de la progression du temps au dela d’une certaine limite.

Définition 1.20. (Adversaire.) Un adversaire (ou scheduler) d’un systéme probabiliste tem-
porisé M = (Q, g, prob) est une fonction A qui associe a chaque chemin w de M une paire
(t,p) tel que A(w) € prob(last(w)). On note Adv 'ensemble des adversaires de M.
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Pour un adversaire A d’un systéme probabiliste tempprisé M = (Q, q,prob), soient Path‘}lm
I’ensemble des chemins finis tel que step(w,i) = A(w(’)) pour tout 1 < i < |w| et Pathj}ul le
sous ensemble de Pathy,; tel que step(w,i) = A(w(l)) pour tout ¢ € N.

On associe a chaque adversaire A une chaine de Markov a temps discret (politique marko-
vienne [30]) qui pourrait étre considérée comme un sous-ensemble de chemins de M. For-
mellement, si A est un adversaire du systéme probabiliste temporisé M, alors MC4 =
(Path?m, P4) est une chaine de Markov d’état initial ¢ avec :

i — ! t,p
PA(y, )= P STAW) = (tp) et =w =g
0 sinon

Pour tout systeme probabiliste temporisé dont A est un adversaire, soit fﬁath [25] la plus
petite o-algebre ? sur Path?ul qui contient les ensembles suivants :

{w|lwe Path’}‘ul et W' est un préfive de w}

pour w' € Path‘}lm.

On définira dans ce qui suit une mesure [25] Prob® sur la o-algebre F5 ., en commencgant
par définir une fonction sur ’ensemble des chemins finis Path?m.

Définition 1.21. Soit A un adversaire d’un systéme probabiliste temporisé M. Soit Probfm :
Path‘;‘m — [0, 1] Uapplication définie sur la longueur des chemins appartenant a Path‘;‘m. St
lw| =0, alors Prob?m =1.

Soit W' € Path?m un chemin fini de A. Si W' = w be q pour w € Path’;‘m alors :
Prob?m(w/) = Prob‘?m(w).PA(w, W').
Définition 1.22. La mesure Prob? sur fléath est l'unique mesure telle que :
ProbM{w |w € Pathful et W' est un préfive de w} = Prob?m(w')

Définition 1.23. (Adversaire Divergent.) Un adversaire A d’un systéeme probabiliste M =
(Q, prob) est divergent ssi :

Prob™{w | w e Prob?ul et w est divergent} =1

Soit Agip Uensemble des adversaires divergents.

On peut définir 'ensemble des adversaires Adv* de M4 en utilisant la définition 1.19.
Notons Advz%v Iensemble des adversaires divergents de A. Dans [16], des algorithmes sont
proposés pour vérifier la présence d’adversaires divergents.

2plus petit ensemble de parties de Path?ul stable par complémentaire et par union dénombrable, contenant
la partie vide et tous les ensembles {w | w € Path?ul et w' est un préfize de w} pour ' € Path?m [23].
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1.6 Les automates a coiits positifs

1.6.1 Définition

On donne dans ce qui suit la définition d’un automate a couts positifs G [30, 11].

Définition 1.24. (Automate a cotts positifs.) Un automate a cotlts positifs G est un uplet
(Q, g, prob, cost) tel que :

- @ est un ensemble fini d’états dont ’état initial est q ;

— prob: Q — P, (Dist(Q)) est une fonction qui associe a chaque état ¢ € Q un ensemble
fini de distributions ;

— cost : T'— N est une fonction qui attribue a chaque transition t € T de la forme q 2 q
un cott positif cost(t) noté cost(q,q').

Un automate a couts positifs est donc un processus de décision markovien muni d’une
fonction, la fonction cost qui assigne a chaque transition un cott.

Dans la suite, les automates a cotts positifs que ’on considere sont des chaines de Markov
G munis d’'une fonction, la fonction cost qui assigne a chaque transition un cott.

Soit GG un automate a couts. On suppose que G possede un unique état final et absorbant
f (voir la section 2.2).

On souhaite calculer le cout moyen de convergence vers un état final et absorbant f de
cet automate en partant d’un état quelconque.

Pn—1,Cn—

Tout chemin w € Path?m(qo) de la forme qq Po,S0 q - ' ¢, posséde ainsi un coiit

cost(w) = S e avec ¢ = cost(qy, qry1) et une probabilité Prob®(w) = [[r—s pr avec
pr = P(qk, qx+1) ou P est la matrice de transitions probabilistes associée a G et définie dans
la remarque . Dans le calcul qui suit, tout chemin w € Path?m(qo) est acceptant avec ¢, = f
(voir la section 1.1).

Vu que f est I'unique état final et absorbant, on a P(f,q;) = 0 pour tout ¢; € Q avec
@ # et P(f,f)=1

1.6.2 Calcul du coitt moyen de convergence : formule de Bertsekas

Les calculs de cott moyen de convergence dans les processus de décision markoviens sont
proposés dans [6, 7]. On se restreint dans ce qui suit au calcul du cout moyen de convergence
dans les chaines de Markov.

Soit ¢;, un état d'une chaine de Markov G. On présente le colit moyen de convergence en
partant de ¢;, pour atteindre f dans G. Il est noté costoy(giy)-
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COStmoy (qm)
= Z cost(w)Prob® (w)
wePath%n (gig)

= Z cost(io» 4ir ) P (o> @ir) - Z P(qi, 4i) - Pdip 15 f)

q9;0—44 M .
aiy A1 Pathyi, (4i,)

+ Z COSt(Qim f)P(Qim f)
qig—f
+ Z P(qim Qil) : Z P(Qz’n%) e P(Qin—lvf)[COSt(qiMQiz) +oet COSt(Qin—lvf)]

Tipg— iy PathG, (qi;)
9 #f Fin

= Z COSt(in, Qil)P(Qi07 qn) : Z P(qi17qi2) T P(Qin,la f)

Gig—9qiq PathG. (q, )
4y #f i

+ > cost(gig, £)P(gig: f)
Qioﬂf
+ Z P(Q’io7qi1) : COStmoy(Qi1)~

Qig— iy
qi 7

Or dans le cas d’une chaine de Markov, on a

Z P(qilv%z)"'P(Qin_uf):1

Path?m (giy)

D’ou

coStmoy(diy)
= Z COSt(Qioa iy )P(Qiov Qil)

Qig iy
qi  #f

+ Z cost(qiy, )P (¢, f)
Qig— f

+ Z P(Qio, Qi1) : COStmoy(Qil)-
Gig— i,

qi #f

On en tire la relation matricielle suivante :

T=PT+C
avec
- T = (costmoy((h‘))q_ " le vecteur cout dont chaque composante ¢ représente le colt
moyen de convergence de I’état ¢; vers I’état final f pour tout i € {0,--- ,n —1}.

— P =(P(gi,qj))q;q;+f la matrice de transition privée de 'état final.
- C=Q + R tel que
Qq = Y cost(qi,q;)Pai, q;)

qi—9q;

aG#f
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et

R, = Z cost(qi, )P (q, f)-

qgi—f
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Chapitre 2

Les automates temporisés
probabilistes paramétrés et

déterminés (ATPPD)

2.1 La progression du temps

La progression du temps dans un automate temporisé [34] peut étre entravée par des
comportements de blocage ou par des comportements zenon. Ces comportements ne sont pas
désirables dans la description du fonctionnement normal de systeémes temps réel. Les compor-
tements zenon sont en particulier en contradiction avec la notion de divergence temporelle
souhaitée dans toute description de systemes temps réel. En effet, la notion de blocage dans
un automate temporisé A est traduite par I'impossibilité de tirer une transition ¢ dont ’état
source est I’état accessible ¢ suivant une valuation v donnée des horloges. Le blocage empéche
ainsi la progression discrete de A en terme de transitions. D’autre part, le comportement
zenon est un autre type de blocage qui se traduit par ’arrét de la progression du temps.

2.1.1 Les automates temporisés probabilistes bien formés
2.1.1.1 Définition du blocage dans un automate temporisé

Définition 2.1. (Etat bloquant par rapport a une valuation.) On dit qu’un état q est blo-

quant par rapport & une valuation v (ou {q,v) est dit bloquant) s’il n’existe pas t € RT tel

que {q,V) % (¢',V') pour au moins une transition e € out(q) avec e = (q,g,a,X,q') et

V= (v+1t)[X =0

Définition 2.2. (Etat bloquant.) Un état q dans un automate temporisé A est dit bloquant
sl existe une valuation v tel que (q,v) est bloquant.

Pour un état ¢ de A, on définit free(q) comme l’ensemble des valuations v tel que (g, v)
n’est pas un état bloquant. On a

free(q) = U / (garde(e) N ([reset(e) := Olinvariant(cible(e)))).

ecout(q)
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Définition 2.3. (Automate non bloquant.) Un automate A est non bloquant si pour tout
q € Reach(A), s’il existe une valuation v tel que (q,v) est accessible alors (q,v) est non
bloquant et v € free(q).

On peut ainsi donner une condition suffisante pour vérifier que ’automate A est non bloquant.

Lemme 2.1. Soit A un automate. Si pour tout état q et pour tout e € in(q), la condition
suivante est vérifiée :

(/" ((garde(e))[reset(e) := 0])) Ninvariant(q) C free(q)

Alors A est non bloguant.

On peut ainsi transformer tout automate A ayant des états accessibles (i.e dans Reach(.A)
bloquants, en un autre automate A’ non bloquant en imposant la condition locale free(q)
chaque état ¢ € Reach(A).

)

2.1.1.2 Algorithme de détection des états bloquants

11 existe un algorithme [34] qui permet de détecter les états bloquants d’un automate temporisé
A. Cet algorithme se base sur un algorithme d’accessibilité a la volée sur le graphe des zones
correspondant & ’automate A.
L’ algorithme prend en entrée un état symbolique Sy = (qo, Zp), ou qo est I'état initial de
I’automate A et Zy une zone, et un ensemble cible d’états symboliques Z. Il retourne une
zone Z' avec Z C Zj telle que pour toute valuation v € Z, on peut atteindre un état de
I’ensemble Z en partant de 1’état gop muni de la valuation v. Si Z = () alors aucune valuation
de Zy ne nous permet d’atteindre un état de Z a partir de I’état initial ¢g. L’ensemble Visit
est 'ensemble courant des états visités et est initialement vide.
Le parcours de 'automate des zones se fait a la volée grace a 'opérateur post. En effet, cet
opérateur permet de parcourir en avant ’automate des zones en calculant les successeurs d’un
état symbolique donné. La fonction Reach est alors appelée récursivement sur chaque nouvel
état symbolique atteint tant qu’aucun de ces états n’appartient a Z. L’un des deux résultats
suivant est renvoyé par Reach :
— Si, apres exploration de I'automate des zones, aucun état atteint Z n’appartient a Z, la
fonction retourne (). Aucune valuation de Z; ne permet ainsi d’atteindre I’ensemble Z.
— Deés qu'un état S; = (q;, Z;) tel qu'il existe (¢, Z) € Z et g = q et ZNZ; # () est atteint,
Ialgorithme s’arréte. Il calcule un chemin parcouru 7w dans I'automate des zones de Sy
A S, avecm = Sy =% - o S) tel que S; est de la forme (g;, Z;). L’ensemble Z; " =
Zi—1Npre(Z;,q;) calculé pour chaque état exploré du graphe des zones permettra de
renvoyer le chemin parcouru entre gg et ¢; dans 'automate A. On calcule ainsi Z C Z;
(Z = Z|) tel que Yv =1y € Z, 3p = (qo, 10) ! (q1,v1) LN (q1,v;) tel que Yu; €
Zi', 3, tel que (g, v5) = (g1, vige1) avec vip, = (v +6)[X :==0] € Zi .
Par ailleurs, il peut y avoir des états dans Sp \ S qui atteignent Z par un chemin différent ou
identique & celui calculé pour S2.

'Pour un état de 'automate des zones S = (¢, Z), nous utiliserons S dans certains cas pour désigner la
zone associée Z.

2Pour plus de précision, nous dirons qu’il pourrait exister des valuations appartenant & Zy \ Z qui permet-
traient d’atteindre ’ensemble cible Z en partant de 1’état initial qo.
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Algorithme 2 Reach(Sy, Z)
let So = (o, Zo);
if (3(0, 2) € Z | (g = q0) A (Z1 Zy # 0)) then
return (¢, Z N Zp) ;
end if
Visit :== Visit U{So};
for all (e € out(qo)) do
(q1, Z1) := post(So, e) ;
if (Z; =0) then
continue;
//L’instruction continue permet de revenir directement dans la boucle for.
else if (3(q1,Z7) € Visit | Z1 C Z;') then
continue;;
else
S1 := Reach((q1,721), Z);
if (S1 # 0) then
return Sy N pre(Sy,e);
end if
end if
end for
return (;

}

Nous pouvons détecter les états bloquants en utilisant 'algorithme précédent. Etant donné
un état ¢ et une valuation v, notons S = (¢, Z), tel que v € Z, et Z l'ensemble des états
symboliques S = (¢/, Z’) pour tout état cible ¢’ des transitions e = (q,¢,a, X,q’) € out(q).
L’algorithme Reach(S, Z) permet alors de savoir si 1’état (g, v) est bloquant ou non : il renvoie
Iensemble vide dans le cas ou (g,v) est bloquant. Si I’état (g, ) est bloquant, on applique
Palgorithme Reach(Sy, (¢, Z)) pour connaitre comment cet état est atteint.

De méme, si A= (X,Q,T,1,F,X,inv) est un automate, définissons

Zh = U convexe(q, invariant(q) \ free(q))
q€q

I'ensemble d’états cibles. Alors I’algorithme Reach((qo,0), ZT) permet de savoir si Iauto-
mate A est bloquant ou non, d’apres le lemme 2.1. Ainsi, A est sans état bloquant ssi
Reach((qo,0), Z") renvoie (). Par définition, tout état symbolique (g, Z) est tel que Z C
invariant(q), ainsi vérifier ZN (invariant(q)\ free(q)) = 0 revient a vérifier que Z\ free(q) =

0.

2.1.1.3 Automate temporisé probabiliste bien formé

Définition 2.4. Un automate temporisé probabiliste A est dit bien formé si pour tout état
q et toute valuation v € RY tel que v = inv(q), il existe t € RY tel qu’au moins une
transition probabiliste peut étre tirée de q aprés que t unités de temps ne se soient écoulées
en q. Formellement, un automate temporisé probabiliste A = (Q, q, X, inv, prob, <Tq>q€Q) est
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bien formé si : ¥(q, g,p) € prob,Yv € RY telle que v = g alors
(V(X,q') € support(p)), v[X :=0] = inv(q).

Un automate temporisé probabiliste quelconque peut étre transformé en un autre automate
temporisé probabiliste bien formé en remplacant la garde g dans chaque transition (g, g,p) €
prob par :

A (X :=0linv(d) Ag.

(X,q")€support(p)

Il permet ainsi d’éviter qu'un état accessible ne soit bloquant. Cette restriction sur les gardes
provient de la redéfinition de ’ensemble free(q) (définition 2.2) dans la cas d’un automate
temporisé probabiliste. On aura alors :

freel)= ) /A N (g0 ([X = 0Jinv ().

(¢,9,p)Eprob (X,q")€support(p)

L’ensemble free(q) contient alors toutes les valuations v telles que (g, v) n’est pas un état blo-
quant. Ces restrictions imposées aux gardes afin d’obtenir un automate bien formé suppriment
éventuellement certains comportements de ’automate initial mais qui sont indésirables.

Exemple 2.1. Reprenons l'automate de l’exemple 1.1 décrit par la figure 1.1. Cet automate
temporisé probabiliste A donne un modéle simplifié du protocole BRP (Bounded Retransmis-
sion Protocol) [15, 14]. A est bien formé car pour chaque état q; tel qu’il existe une transition
probabiliste (q;, g, prob(q;)(qr), X, qx), nous pouvons montrer localement d’aprés le lemme 2.1
que

(/7 (@)X = 0]))) N (inv(qr)) € free(gr)-

Soit w une exécution de A :

t t t
w = {q1,v1) = (g3,12) = {q2,3) = (q1,v4).

Prenons exemple de l’état qo et montrons qu’il n’est pas bloquant. Supposons tout d’abord

que vy € free(qs). Il existe ainsi ty € RT telle que (g3, o) t3, (q2,v3) avec v3 = vo + ta.
La transition probabiliste e4 peut ainsi étre tirée et la valuation vs vérifie Uinvariant x < 5.
Montrons que v3 € free(qs). Pour cela, il faut trouver tz € R tel que {qa,v3) L (q1,v4) avec
vy = (v3 + t3)[z,y := 0]. En effet, les horloges x et y sont remises a zéro en es. A linstant
ot l'on entre dans ’état g3, on a va(z) = 0, va(z) < 2 et 1a(y) < 2. Le temps mazximal qui
pourrait s’écouler en q3 est donc égal a 2 unités de temps. Par ailleurs, pour tout ta € [0,2], la
transition probabiliste e4 est tirable. Ainsi, v3(x) est égal a (vo+t2)(x) qui est inférieur ou égal
a 4 unités de temps lorsqu’on entre dans l'état qo. Il existe donc tz > 0 tel que (v3+t3)(z) =5
et v4(y) = (v3 + t3)[y := 0] = 0 vérifie 'invariant de ’état q1. Notons que si la garde en qo
est x < 4, (q3,v2) pourrait étre bloqguant pour certaines valeurs de to. Il faudrait donc avoir
une garde en gz de la forme v < T1 avec T1 > 4.
Nous avons donc montré que pour toute valuation vs appartenant a

(" ((0<2<2))) telle que v3 = (x < 2), v3 € free(qa).
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2.1.2 Le comportement fortement non-zenon des automates temporisés
2.1.2.1 Définitions de convergence dans un automate temporisé

Définition 2.5. (Ezécution zenon.) Soit une exécution infinie w :

t typ—
w = (o, 0) —= {q1,11) -+ 2= (gp_1,Vp_1) - -

Si Dur(w) # oo (i.e il existe t € R tel que pour tout i, };10 tp < t) alors w est dite zenon.

Un état ¢ d’'un automate A est dit a blocage temporel ( “timelock”) si toutes les exécutions
infinies partant de g sont zenon. Un automate A est sans blocage temporel (ou timelock-free) si
aucun de ses états accessibles n’est a blocage temporel. Les états dits “timelocks” empéchent
I’écoulement réaliste du temps.

Lemme 2.2. Un automate A est sans blocage temporel (ou “timelock-free” ) ssi pour tout
état g € Reach(A), il existe une exécution w :

t ti—
w={qv) == (g, 1) —— (g v;)

partant de (q,v) avec (q,v) accessible et une position i de w tel que E;;lo t, > 1.

Définition 2.6. (Automate fortement non zenon.) Un automate A est dit fortement non
zenon si pour tout cycle qo =% q1 = -+ =3 qq il existe une horloge x et 0 < i,j < m tel que :
— x est remise a zéro a la transition i i.e x € reset(e;) et
— x est minorée par 1 a la transition j avec (x < 1) N garde(e;) = 0.

Ceci signifie qu'une unité de temps s’est au moins écoulée dans chaque cycle d’'un automate
A fortement non zenon.

Remarque 2.1. Si un automate A est fortement non zenon alors il est non zenon. En effet,
la propriété de fortement non zenon induit celle de non zenon car elle impose l’écoulement
d’au moins une unité de temps dans chaque cycle, ce qui empéche le temps de converger sur
une exécution infinie.

2.1.2.2 Détection des états a blocage temporel (timelocks)

L’algorithme Reach ne renvoie pas tous les états S de Sy desquels 'ensemble Z est accessible.
En ce sens, S n’est donc pas maximal dans Sy. On peut compléter 'algorithme Reach [34]
pour obtenir le plus grand sous-ensemble S de Sy tel que aucun état de S ne peut atteindre
Z. Comme S n’est pas nécessairement convexe, il sera représenté par un ensemble d’états
symboliques Zy. On définit ainsi une autre procédure Complete Reach [34] comme suit :

Algorithme 3 CompleteReach(Sy, Z)
Z() = {S()};
while (35 = (¢,2) € 2p) do
S’ := Reach(S, Z);
Zy:= (20 \ {S}) U convexe(S\ S');

end while

return Zy;
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L’algorithme calcule I'ensemble des états S’ € S desquels Z est atteint par la procédure
Reach. Certains autres états dans S\ S’ pourraient aussi atteindre Z, la procédure Reach
est pour cela réitérée sur 'ensemble convexe(S \ 57).

Pour détecter les états a blocage temporel (timelock) dans un automate A, on utilise les
procédures Reach et Complete Reach.

Reach permet de générer ’ensemble des états symboliques accessibles dans .A. Pour tout état
symbolique S, Complete Reach est appliquée sur une extension de 'automate A noté A+, AT
fait appel a une horloge auxilaire z pour trouver les états de S qui ne laissent pas le temps
s’écouler pour une unité de temps. Pour un automate A = (X,Q, T, I, F, X, inv), on définira
donc A" par (X,Q,T,I,F,X U{z},inv).

Soit Z>1 'ensemble des états symboliques {(¢,z > 1) | ¢ € S}.

L’algorithme de détection des états a blocage temporel (timelocks) est le suivant :

Algorithme 4 TimelockReach(S)
let S=(q,2);
Z := CompleteReach 4+ ((q, Z N (2 = 0)), Z>1) ;
if (Z # 0) then
return “YES” ;
end if
Visit := Visit U{S};
for all (e € out(q)) do
(q1, Z1) := post(S,e);
if (Z; =0) then
continue;;
else if (3(q1,7Z1) € Visit.Z; C Z;') then
continue ;
else
if (TimelockReach((q1,Z1) =" Y ES") then
return “YES” ;
end if
end if
end for
return “NO” ;

La procédure T'imelock Reach [34] permet de vérifier s'il existe des états dans S qui ne laissent
pas passer une unité de temps le long d’'une exécution. Pour ce test, on fait appel a la procédure
CompleteReach sur AT, Détat initial (¢, Z N (z = 0)) et 'ensemble des états symboliques
cibles Z>1. Ainsi, Complete Reach permet de calculer un ensemble d’états symboliques Z qui
ne peuvent atteindre aucun état de Z>1. L’appel CompleteReach 4+ ((q, Z N (2 =0)), Z>1)
permet donc de savoir si I'on peut atteindre un nouvel état symbolique cible de la forme
(¢, Z' N (2 > 1)) a partir d’un état symbolique (¢, Z N (z = 0)), ce qui permet de conclure
qu’une unité de temps s’est au moins écoulée pour passer de (¢, v) a (¢/,v') ouv € Zet v € Z'.
Si Z est non vide, ’ensemble S contient alors des états a blocage temporel (timelock). D’apres
le lemme 2.2, A est sans état a blocage temporel ssi TimelockReach((qo,0)) renvoie “NO”.
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2.2. UN UNIQUE ETAT FINAL : L’ETAT ABSORBANT

Exemple 2.2. Considérons l'automate décrit dans la figure 1.1 et son graphe des zones décrit
dans la figure 1.2. Cet automate est fortement non zenon. Prenons comme exemple le cycle
composé successivement des transitions probabilistes ea, e3 et eq. L’horloge x est remise a zéro
en ea. Cet automate est fortement non zenon car x > 1 en ea. Ce raisonnement s’applique
aussi au cycle formé par les transitions probabilistes ey et es car l’horloge x est remise a zéro
eney etxr>1 en es.

Par ailleurs, pour un cycle

w={qo,10) = - S g, vi) B S (g, vn)

tel que e;—1 remet une horloge x a zéro et qy = qn, on vérifie qu’une unité de temps est au
moins écoulée dans w en appliquant algorithme Complete Reach. L’état symbolique de départ
So est Uétat (gi, Z) avec (x =0) C Z et les états symboliques de la forme (q;,(Z;) N (x > 1))
avec j € {0,--- ,n — 1} comme ensemble d’états cibles Z>1. Dans le cas du cycle formé par
ea, es et eq, on a Sy = (q1, (x =y =0)) car ea remet x a4 zéro et pour états symboliques cibles
(@1, Z1N(x =2 1)), (g2, Z2N(x = 1)), (g2, ZsN(x = 1)), (g3, Za N (x = 1)) et (g3, Zs N (z = 1)).
L’algorithme montre que (g2, Zs N (x> 1)) est toujours accessible et donc qu’au moins une
unité de temps s’est écoulée dans le cycle.

2.2 Un unique état final : I’état absorbant

2.2.1 Cas des processus de décision markoviens

On rappelle quun chemin w dans une chaine de Markov G [23, 12] est de la forme w =
Pn—1

QO@)QI&(Dg“' — dn-

Définition 2.7. (Etat récurrent.) Soit i € N. On dit que ’état w(i) est récurrent si la pro-
babilité que la chaine®, partant de w(i), repasse par w(i), est égale a 1. Dans le cas contraire,
il est transient. Une chaine de Markov est dite récurrente si tous ses états sont récurrents.
Formellement, si P est la matrice de transitions probabilistes associée a la chaine de Markov
G, un état w(i) est récurrent si et seulement si il existe n € N tel que P (w(i),w(i)) = 1. La
probabilité que la chaine partant de w(i) repasse par w(i) aprés un nombre fini de transitions,
est égale a 1.

Définition 2.8. (Etat accessible.) On dit qu’un état ¢’ de G est accessible a partir d’un état
q si la chaine a une probabilité strictement positive de passer de q a ¢’ i.e il existe un chemin
3 i Di; .

w de G avecw:q@ qi1p—1> oo =g tel que p;, > 0 pour tout 0 < k < j.
On déduit que tout état accessible a partir d’un état récurrent est également récurrent et
appartient a la méme composante connexe. On peut ainsi définir les classes récurrentes de G.

Définition 2.9. (Classe récurrente.) Un ensemble non vide d’états d’une chaine de Markov
G est appelé classe récurrente si tous les états de cet ensemble sont récurrents et appartiennent
a la méme composante fortement conneze.

Définition 2.10. (Ensemble clos.) On dit qu’un ensemble C' d’états de G est clos si les seuls
états accessibles a partir d’un état de C' appartiennent a C.

3La chaine de Markov est supposée homogene [23, 12].
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On définit les ensembles irréductibles a partir des ensembles clos.

Définition 2.11. (Ensemble irréductible.) Un ensemble C' est dit irréductible si aucun de
ses sous-ensembles n’est clos.

Si I’ensemble C' se restreint a un unique élément, on dira que cet élément est absorbant.

Soit M un processus de décision markovien (PDM) [30]. Soit Adv I’ensemble des adver-
saires de M.

Définition 2.12. (PDM Unichaine.) On dit que M est unichaine si pour tout A € Adv, il
existe une unique classe récurrente avec une possibilité d’avoir un ensemble vide E d’états
transients dans A.

La définition de PDM unichaine généralise la définition de PDM récurrente o 'ensemble E
est toujours vide pour tout adversaire A du PDM.

Par ailleurs, pour vérifier qu'un PDM est unichaine, on peut appliquer I'algorithme de Fox-
Landi [30] & la chaine de Markov correspondant a chaque adversaire du PDM. Cet algorithme
calcule les classes récurrentes et les états transients de chaines de Markov finies.

Définition 2.13. (Etat absorbant.) Un état ¢ d’un PDM M est dit absorbant si pour tout
adversaire A € Adv et pour tout chemin w € Path’}‘m avec last(w) = ¢, on a Prob;‘m(w’) =

Probj}m(w) avec w' = w 2 q et PA(w,0') = 1.

Les états absorbants d’'un PDM M correspondent a I’ensemble des états absorbants des ad-
versaires de M.

Considérons maintenant que pour tout adversaire A de M, il existe un unique état ab-
sorbant g4. Si I'on vérifie par I'algorithme de Fox-Landi que tout A ne possede qu’'une seule
classe récurrente (ou ensemble irréductible clos), alors cette classe sera égale & {q4}. Les états
de A excepté g4 sont donc transients. On peut donc atteindre I’état g4 a partir de tout autre
état de A avec une probabilité égale a 1.

Soit geng 'unique état absorbant pour tout adversaire A de M. La seule classe récurrente de
M sera qenq €t les autres états de M seront transients.
On peut ainsi déduire ce qui suit pour tout PDM unichaine :

Prob*{w|w € Pathful Alast(w) = gena} =1

2.2.2 Cas des automates temporisés probabilistes

Pour un automate temporisé probabiliste A, on considere le systéme temporisé probabi-
liste qui lui est associé M 4. De ce systeéme temporisé probabiliste, on ne tiendra compte que
des adversaires divergents de A dans I’ensemble Adv7}, .

D’autre part, une deuxieme méthode peut étre proposée. Elle consiste a construire ’au-
tomate des zones Z(A) associé a A (voir section 1.1.3). Toute transition (S,e,S’) de cet
automate des zones, ou S et S’ sont des états symboliques de Z(A) et e = (¢, g,p, X,q¢) une
transition probabiliste de A est munie de la probabilité p. On considére ainsi Z(.A) muni des
distributions de A en chaque état symbolique S = (¢, Z).
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2.3. DETERMINISME D’ACTIONS

q2
<3

Fia. 2.1 - Figure de 'exemple 2.3

2.3 Déterminisme d’actions

2.3.1 Automate temporisé probabiliste déterministe

Soit A un automate temporisé probabiliste bien formé. Etant donnés un état ¢ € @ et un
ensemble de distributions prob(q) associé a ¢, une garde g = 74(p) est au moins vérifiée a un
instant ¢ € R™ pour une distribution p € prob(q). Dans le cas ol il y a au moins deux gardes
gi = 74(pi) vérifiées a t € R, nous parlerons de non déterminisme d’actions.

Exemple 2.3. La figure 2.1 décrit une partie d’un automate temporisé probabiliste bien formé
en q ou le choix des actions peut se faire de maniére non déterministe. Soit v une valuation.
L’horloge x étant remise a zéro en entrant dans l’état q1 (i.e v(x) = 0), on peut y rester au
plus 3 unités de temps.

Si Uon laisse t unités de temps s’écouler de fagon a avoir v'(z) = v(xz) +t < 1, seules les
transitions probabilistes engendrées par la distribution g sont tirables. Pour un adversaire A
en g1 a linstant t, A peut laisser le temps s’écouler ou bien choisir de maniére déterministe
la distribution q.

Par contre, si l’on choisit de rester dans [’état gy, t unités de temps telles que 1 < v'(x) < 2,
toutes les transitions probabilistes engendrées par les distributions p et q seront alors activées.
Pour un adversaire A en q1 a Uinstant t, A peut laisser le temps s’écouler ou bien faire un
choixz non déterministe sur l’ensemble des distributions {p,q}.

Nous pouvons ainsi donner une définition des automates temporisés probabilistes bien
formés déterministes comme suit :

Définition 2.14. Un automate temporisé probabiliste bien formé

A=(Q,q,X,inv, prob, <Tq>q€Q) est déterministe si pour tout état q € QQ et pour toute valua-
tion v tel que (q,v) est non bloquant, une seule garde g = 14(p) relative a une distribution
p € prob(q) est vérifiée, i.e pourt € RT, onav+t g etv+t g pourtout g = 1,(p') tel
que p' € prob(q) \ p.

Ainsi, dans un automate temporisé probabiliste déterministe, seul un choix probabiliste
sur les transitions engendrées par la distribution activée (g, g, p) est nécessaire pour passer a
I’état suivant.
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Fia. 2.2 — Exemple d’un état dans un ATPSD

2.3.1.1 Automate temporisé probabiliste paramétré trivialement déterministe

Par ailleurs, dans notre travail nous ferons uniquement appel a des automates tempo-
risés probabilistes paramétrés (ATPP) (voir la définition 1.8) ol une unique distribution est
associée a chaque état ¢ € Q. Nous donnons ainsi la définition suivante :

Définition 2.15. (Automate temporisé probabiliste paramétré trivialement déterministe.) Un
ATPP A = (Q,P,q,X,inv, prob, <Tq>q€Q) est trivialement déterministe si la fonction prob

attribue & chaque état ¢ € Q une unique distribution prob(q) sur 2% x Q telle que prob : Q —
Dist(2¥ x Q).

Remarque 2.2. D’apres la définition 1.1/ des automates temporisés probabilistes, nous
définissons les automates temporisés probabilistes trivialement déterministes de la méme maniere
que la définition 2.15.

2.4 Définition des Automates Temporisés Probabilistes Déterminés
(ATPD)

2.4.1 Les Automates Temporisés Probabilistes Semi Déterminés (ATPSD)

On rappelle que ’ensemble C(X') désigne I’ensemble des contraintes temporelles d'un auto-
mate temporisé probabiliste sans contraintes diagonales de la forme  — y ~ ¢. Nous noterons
dans ce qui suit C<(X), C>(X) et C=(X) les ensembles de contraintes temporelles atomiques
d’un automate temporisé probabiliste, respectivement de la forme x < ¢, x > c et x = ¢ avec
ceN.

Nous allons définir une sous classe d’automates temporisés probabilistes trivialement déterministes
(voir section 2.3.1.1) appelée automates temporisés probabilistes semi déterminés (ATPSD).
Dans un ATPSD, la garde qu’on attribue a 'unique distribution en chaque état ne fait in-
tervenir qu’une seule horloge et se présente sous la forme d’une conjonction g; A go tel que

g1 € C<(X) et g2 € C>(X). La figure 2.2 décrit la forme de la garde et de I'invariant associés

a un état dans un ATPSD.

Nous donnons maintenant une définition précise des ATPSDs comme suit.

Définition 2.16. (Automate Temporisé Probabiliste Semi Déterminé (ATPSD)). Un auto-
mate temporisé probabiliste trivialement déterministe A = (Q,q, X, ¢, 1, inv, prob, <Tq>qu)
est Semi Déterminé (ATPSD) si :
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Fic. 2.3 — Exemple d’un état dans un ATPD

-1 Q — X est une fonction qui associe a chaque état q € QQ une horloge.

- ¢ : Q — N est une fonction qui associe a chaque état ¢ € (Q un entier.

—inv : Q — C<(X) associe a chaque état un invariant de la forme ¥(s) < ¢(s) € C<(X).

— la famille de fonctions (1q) . associe a toute distribution prob(q) une garde de la forme
aqg < Y(q) < ¢(q) telle que ag < P(q) € C>(X) pour un certain entier aq positif ou nul
et (q) < ¢(q) € C<(X).

Donnons un apergu sur les caractéristiques d’un ATPSD.
A tout état ¢ € @, on associe une horloge 1(q) sur laquelle portera l'unique contrainte tem-
porelle atomique de inv(q) (soit ¥(q) < ¢(q) ou ¢(q) est un entier) et les contraintes de la
garde 7,(prob(q)) associée a la distribution prob(q) issue de gq.

Nous nous intéresserons par la suite aux ATPSDs fortement non zenon (voir section 2.1.2),
bien formé (voir section 2.1.1) et possédant un unique état final absorbant noté g.,q comme
cela est décrit dans la section 2.2. Toutes ces propriétés peuvent étre vérifiées grace aux
algorithmes décrits dans les sections correspondantes.

Exemple 2.4. L’automate temporisé probabiliste décrit dans l’exemple 1.1 est un ATPSD.
Prenons par exemple 'état q3. On a ¥ (q3) = z, ¢(q3) = 2 et les transitions probabilistes ey
et e5 sont engendrées par l'unique distribution prob(qs) associée a q3. La garde T4, (prob(gs))
associée a la distribution prob(qs) est 0 < z < 2. Nous avons déja montré que cet automate
était bien formé et fortement non zenon respectivement dans les exemples 2.1 et 2.2.

2.4.2 Les Automates Temporisés Probabilistes Déterminés (ATPD)
2.4.2.1 Définition

Les automates temporisés probabilistes déterminés (ATPD) sont eux aussi une sous classe
des automates temporisés probabilistes trivialement déterministes.
Dans un ATPD, la garde qu’on attribue & I'unique distribution en chaque état ne fait intervenir
qu’une seule horloge et appartient & ’ensemble de contraintes temporelles atomiques C—(X).
La figure 2.3 donne la forme de U'invariant et de la garde associés a un état dans un ATPD.

Définition 2.17. (Automate Temporisé Probabiliste Déterminé (ATPD)). Un automate tem-
porisé probabiliste trivialement déterministe A = (Q, q, X, ¢, 1, inv, prob, <Tq>q€Q) est Déterminé
(ATPD) si :
-1 Q — X est une fonction qui associe a chaque état q € QQ une horloge.
- ¢:Q — N est une fonction qui associe a chaque état q € QQ un entier.
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—inv : Q — C<(X) associe a chaque état un invariant de la forme ¥ (q) < ¢(q) € C<(X).
— une famille de fonctions (1q) .o qui associe a toute distribution prob(q) une garde de

la forme (¥(q) = ¢(q)) € C=(X).

Un ATPD est un cas particulier d’'un ATPSD. En effet, un ATPD est un ATPSD dans
lequel toutes les gardes du type ay < ¥(q) < ¢(q) sont des contraintes d’égalité de la forme

¥(q) = ¢(q)-

Remarque 2.3. Un Automate A est un Automate Temporisé Probabiliste Déterminé (ATPD)
si A est un Automate Temporisé Probabiliste Semi Déterminé dont la famille de fonction
(Tq) geq associe a toute distribution prob(q) une garde de la forme (¢¥(q) = ¢(q)).

Proposition 2.1. Soit A = (Q,q, X, ¢, prob, <Tq>qu) un ATPD bien formé. Soient q € Q
et prob(q) Vunique distribution probabiliste issue de q. Soit v une valuation telle que {q,v) est
accessible. Alors il existe un unique t € R tel que toute transition probabiliste de la forme
(q,v(q) = ¢(q),prob(q)(q),q’) issue de q devient tirable au bout de t unités de temps. Ce

temps est égal a ¢(q) — v(1(q)).

Démonstration: Comme 'automate est supposé bien formé, il existe t € RT tel que la
transition (¢,%(q) = ¢(q),prob(q)(¢’),q') est tirable au temps t avec (q,v) accessible. En

particulier, v + ¢ vérifie la garde (¥(q) = ¢(q)) avec v+t = (¥(q) = ¢(q)), soit v((q)) +t =
#(q). Ainsi, t = ¢(q) — v(¢(q)) est déterminé de fagon unique et ne dépend pas de ¢'. O

Notation 2.1. Le temps écoulé en q égal a ¢(q) — v(1(q)) est noté Exit(q,v).

Corollaire 2.1. Avec les notations de la proposition 2.1, pour tout chemin * w de U'ATPD

A,

w = (g0, 0) > (g1, 1) 2 - N (g, v,
to t1 tn—1

tn—1 = Exit(qn-1,vn—1) est uniquement déterminé par vy et les transitions probabilistes €j

avec j € {0,--- ,n — 2}. En particulier, la durée de w est uniquement déterminée par vy et
s \ n—1 .

est égale a Y "y Exit(q;, ;).

Démonstration: Notons e; = (¢;, (¢¥(q;) = ¢(¢)), Xi, gi+1) pour tout ¢ € {0,--- ,n — 1}.
On a tg = Exit(qo,vp) et ainsi v1 = (v + to)[Xo := 0]. Exit(q1,v1) est donc déterminé
par 1. Par récurrence sur ¢, supposons que pour tout j < 7, ¢; est uniquement déterminé par
vp. Ainsi, v;41 est uniquement déterminé par vgy. Par la propostion 2.1, ¢;11 est déterminé par
viy1 donc par vy car tip1 = Exit(git1, Vit1)- O

Un ATPD A est donc totalement déterministe dans le sens ou il n’y a pas de non
déterminisme de temps. Toute transition probabiliste ne peut étre tirée que lorsque I’hor-
loge associée a I’état atteint une valeur fixée et que le temps écoulé en cet état est déterminé
par rapport a la valuation initiale 1. En particulier, un ATPD A est une chaine de Markov
a couts (voir section 1.6.1) représentés par le temps. Si l’on supprime les données temporelles
dans un ATPD A on obtient une chaine de Markov (voir la section 1.2) notée Untimed(A).

4Dans un ATPD, les termes chemin et exécution sont équivalents car le temps est fixé. Il existe une unique
exécution sur un chemin donné.
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2.4.2.2 ATPD associé a un ATPSD

Définition 2.18. Un ATPSD A = (Q,q, X, ¢,1,inv, prob, <Tq>q€Q) définit un ATPD, noté
ATPD(A), de la forme ATPD(A) = (Q,q, X, $,v,inv, probd, <Té>qu)

q € Q Ty(prob(q)) = (¥(q) = ¢(q)) si 74(prob(q)) = (aq < ¥(q) < ¢(q))-

Remarque 2.4. Toute exécution dans ATPD(A) est une exécution dans A.

avec pour tout état

Lemme 2.3. Soit A un ATPSD et (q,v) un état accessible dans ATPD(A). Soit (q,v) %
(¢', V') une transition dans A. Alors il existe un unique t' € RT, tel que (q,v) = (¢',1") est
t/

une transition dans ATPD(A) et t' > t.

Démonstration: On pose t' = Ewit(q1,v1) d’apres la proposition 2.1. Pour tout ¢ €
R*, tel que (q,v) % (¢',V') est une transition dans A, on a t < ¢(q1) — v(1(q1)) avec

o(q1) — v(Y(q1)) = Exit(qi,v1). Pour t = ¢(q1) — v(v(q1)), (¢, v) % {(¢', ") est une tran-
sition dans ATPD(A). O

Par le lemme 2.3, on déduit la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit A un ATPSD. Soit

W= <q077/0> i <Q17V1> 3 o %;1) <QH>VTL>7
to t1 tn—1

une exécution dans A. Alors il existe une unique exécution

/

e e’ el
wl - <QO7V0> —0> <QI7V1> _l> e "—1> <Qn7’/n>a
t t 2

dans ATPD(A) qui vérifieV i € {0,--- ,n—1}, t;/ > t,.

Proposition 2.3. SiI’ATPSD A est bien formé (resp. fortement non zenon), alors ATPD(A)
est bien formé (resp. fortement non zenon).

Démonstration: Supposons A bien formé et montrons que AT PD(A) est bien formé :

Soient g un état et v une valuation telle que (g, V) est accessible dans AT PD(.A) (donc dans
A) et v = inv(q), soit v(1(q)) < ¢(q). Soit 7 € RT tel que v(v(q)) +7 = ¢(q). Alors v+ 7 est
une valuation qui satisfait inv(q). Comme A est bien formé, il existe une transition probabiliste
e = (q,(¥(q) < ¢(q)),prob(q)(¢'), X, q') issue de q, tirable a partir de (g, v + 7). En particulier,
V= (v+71)[X :=0] | inv(¢) et donc la transition e = (¢,v(q) = ¢(q),prob(q)(d’), X, q)
de PATPD ATPD(A) est tirable de (g, v + 7). Ainsi, on a montré que ATPD(A) est bien
formé.

Supposons que A est fortement non zenon et montrons que AT PD(A) est fortement non
zenon :

Soit

(CIoﬂ/o) “ <Q1,V1> .. <Qn7Vn>

un cycle de ATPD(A) avec qp = gy 11 lui correspond un cycle dans A

(g0, v0) =3 (g1, 1) 3 - 5 (g, )
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Fic. 2.4 — ATPD de I'’exemple 2.5

ot e; = (i, ¥(¢:) = ¢(ai), prob(qi)(gi+1), Xi, Gi1) et & = (g3, ¥(¢:) < &(ai), prob(gi)(gi+1), Xi, git1)-
Comme A est fortement non zenon, il existe une horloge x € X et 1 < 4,7 < m telle que
I'horloge 1(g;) = x est remise & zéro par la transition probabiliste é; et ¢(¢g;) > 1. Donc il
existe une horloge © € X et 1 < i,j < m telle que ’horloge 1(q;) = x est remise & zéro par
la transition probabiliste e; et ¢(g;) > 1 dans ATPD(A). Ainsi, on a montré que ATPD(A)
est fortement non zenon.

O

Exemple 2.5. Considérons I’ATPD décrit dans la figure 2.4. Cet ATPD correspond a I’ATPSD
de l'exemple 1.1. Le chemin w considéré dans l'exemple 1.1 est décrit de la maniéere suivante :

9 2 1
w = (q1,v1) = (g3,2) = (q2,v3) = (q1,v4).

La durée écoulée dans chaque état q; de ce chemin est déterminée par rapport a la valuation
vi. La durée totale de ce chemin est par conséquent fixée et est égale a : (2 — v1(¢(q1))) +
(2—12(1(q3))) + (1 —v3(¢(q2))). Or les valuations vo et vz sont fonctions de la valuation vy
et donc de la durée écoulée en qq, égale a (2 —v1(Y¥(q1))).

2.4.2.3 Le pire temps moyen de convergence dans un ATPSD

Soit A un ATPSD absorbant. On pose ¢.,q 'unique état final absorbant de A.
On souhaite calculer le pire temps moyen de convergence (i.e temps moyen de convergence
maximal) vers I'état ge,q dans un ATPSD A en partant de I’état initial gy avec une valuation
vy (i.e la valuation 0) remettant toutes les horloges de 'automate a zéro.

On déduit de la proposition 2.2, la proposition suivante :

Proposition 2.4. Etant donné un ATPSD A, le pire temps moyen de convergence est capturé
par ATPD(A).

Ce comportement est par conséquent capturé par ’ATPD associé a cet ATPSD dont la
garde associée a toute distribution prob(q) est égale a ((q) = ¢(q)).
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Définition 2.19. (Temps moyen de convergence dans un ATPD). Soit Q(qenq) !'ensemble
des chemins d’un automate temporisé probabiliste déterminé absorbant tel que pour tout che-
min w € Ugenq) de A, on a last(w) = genq et il n'existe aucun préfive w' de w tel que
last(w') = Geng- On définit le temps moyen de convergence d’un ATPD wvers l’état absorbant

Gend par :

ExpAbs(A) = Z Pr(w)Dur(w).

wEQq, 4

2.5 Les Automates Temporisés Probabilistes Paramétrés et
Déterminés (ATPPD)

Dans les Automates Temporisés Probabilistes Déterminés décrits dans la section 2.4.2, a
tout état ¢ € @ la fonction ¢ associe un entier dans N a I’horloge ¢(q).

On rappelle que I'ensemble Cp(X') désigne I'ensemble des contraintes temporelles d’un
automate temporisé probabiliste paramétré sans contraintes diagonales de la forme z —y ~ c.
Nous noterons dans ce qui suit Cp <(X), Cp>(X) et Cp—(X) les ensembles de contraintes
temporelles atomiques d’'un automate temporisé probabiliste paramétré, respectivement de la
forme x < ¢, x >cet x =cavecc € NouceP.

Nous présentons dans la suite les Automates Temporisés Probabilistes Paramétrés Déterminés
qui forment une sous classe d’automates temporisés probabilistes paramétrés trivialement
déterministes. Ils sont une généralisation des Automates Temporisés Probabilistes Déterminés
(ATPD), dans le sens ou les contraintes temporelles considérées seront dans Cp(X') plutét que
dans C(X).

Nous avons vu que les comportements de blocage et fortement non zenon pouvaient étre
vérifiés et détectés respectivement par les algorithmes Reach et Timelock Reach développés
dans les sections 2.1.1 et 2.1.2 sur les automates temporisés probabilistes. Ces deux algo-
rithmes font appel au graphe (ou automate) des zones de automate temporisé sous jacent a
I'automate temporisé probabiliste considéré.

Par ailleurs, le graphe des zones est constitué d’un ensemble de polyedres (convexes ou non
convexes), faisant intervenir les contraintes temporelles atomiques non diagonales de 'auto-
mate en question. Ces contraintes sont de la forme z < ¢ dans le cas d'un ATPSD ou ¢ est
un entier naturel. Nous verrons comment vérifier ces comportements dans le cas paramétré.
Nous introduisons tout d’abord les Automates Temporisés Probabilistes Paramétrés Semi
Déterminés (ATPPSD) et ensuite les Automates Temporisés Probabilistes Paramétrés Déterminés
(ATPPD).

2.5.1 Les Automates Temporisés Probabilistes Paramétrés Semi Déterminés
(ATPPSD)

2.5.1.1 Définition

Nous définissons une sous classe d’automates temporisés probabilistes paramétrés trivia-
lement déterministes (voir section 2.3.1.1) appelée Automates Temporisés Probabilistes Pa-
ramétrés Semi Déterminés (ATPPSD). Dans un ATPPSD, la garde qu’on attribue a 'unique
distribution en chaque état de I’automate, ne fait intervenir qu’une seule horloge et se présente
sous la forme d’une conjonction g; A g2 tel que g; € Cp <(X) et g2 € Cp > (X).
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Définition 2.20. (Automate Temporisé Probabiliste Paramétré Semi Déterminé (ATPPSD).)
Un automate temporisé probabiliste paramétré trivialement déterministe A = (Q, P, q, X, 1, ¢, inv, prob, <Tq>qu)
est Semi Déterminé (ATPPSD) si :
- Q — X est une fonction qui associe a chaque état g € Q@ une horloge.
- ¢:Q — PUN est une fonction qui associe & chaque état q € QQ un paramétre a € P ou
un entier b € N;
—inv : Q — Cp<(X) associe a chaque état un invariant de la forme (Y(q) < ¢(q)) €
Cp.<(X).
— une famille de fonction (74) ., qui associe a toute distribution prob(q) une garde de la
forme aq < ¥(a) < 6(q) o {aq < ¥(a)) € Cp(X) et (b(g) < Blg)) € Cp.<(X).

Soit A un ATPPSD et P ’ensemble de parametres qui lui est associé. Pour toute valuation
paramétrique s : P — N qui associe a chaque parametre a de P un entier dans N, on obtient un
ATPSD A, ou chaque parametre est remplacé par une valeur dans N. L’ATPPSD A représente
ainsi un ensemble K d’ATPSDs tel que K = { A, | k est une valuation paramétrique}.

Exemple 2.6. Nous allons donner un exemple d’une modélisation simplifiée du Bounded
Retransmission Protocol (BRP) [15, 14] sous forme d’automate temporisé paramétré. L’en-
semble des parameétres est de cardinal 2, soient {T'1,TD}. L’automate final de la figure 2.9
est obtenu par composition synchronisée [32, 25] de 3 composants : un émetteur S de la figure
2.5, un récepteur R de la figure 2.6, un canal K de la figure 2.7 et un canal L de la figure
2.8. S émet un message a travers le canal K. Deuz cas se profilent : le message est perdu ou
bien le message parvient au récepteur. Si le récepteur recoit le message, il émet a son tour un
accusé de réception qui traverse le canal L. Si cet accusé de réception parvient a ’émetteur,
ce dernier émet un nouveau message. La durée mazximale de traversée des canauxr K ou L
est égale a T'D unités de temps. Donc le temps maximal pour que l’accusé de réception par-
vienne a [’émetteur est 2 x T'D. Si aprés 2 X T'D unités de temps, 'accusé de réception ne
parvient pas o l'émetteur, ce dernier renvoie le méme message® sinon il en envoie un nou-
veau apres T'1 unités de temps. Ainsi, dans cet exemple, nous avons les deux paramétres T'1
et T'D auzxquels nous imposons la contrainte T1 > 2 x T'D pour répondre a la spécification
du protocole BRP. Restreignons ainsi le sous ensemble A C TF avec P = {T1,TD} des
valuations paramétriques a considérer. Toute valuation paramélriqgue k € A doit vérifier la
condition k(T1) > 2 x k(T'D). Une valuation paramétrique x définie sur P par x(T'1) =5
et K(T'D) = 2 appartient ainsi a A. En posant ces contraintes sur l'automate décrit dans la
figure 2.9 on obtient ’ATPPSD décrit dans la figure 2.10, car le non déterminisme d’actions
en q1 et q3 est ainsi supprimé. Le chemin ¢ — qi' — q3 de lautomate de la figure 2.9 est
représenté par la transition ¢ = g3 dans Uautomate de la figure 2.10. En effet, comme l’état
g1’ est transient (on y reste 0 unité de temps cart < 0), on le fusionne avec 'état q1 qui
devient ainsi état initial de 'automate a la place de qi’. Une boucle de durée une unité de
temps est ajoutée en qq pour éviter les comportements zenon.

2.5.1.2 ATPPSD bien formé

Soit un ATPPSD A muni d’une valuation paramétrique . Si ’on remplace tout parametre
a € P par k(a), on obtient un ATPSD noté A,.

SDans la modélisation complete du BRP [15, 14], le nombre de réémissions successives d’un méme message
est borné.
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F
:L‘:Tl

z:=0
wait_ack
x S T1

Blxz<T;
successgs

Fia. 2.5 — L’émetteur

frame_received I
t<0

F1a. 2.6 — Le récepteur

Définition 2.21. Soit A un ATPPSD. Soit A un sous ensemble de TP . Nous dirons que A
est bien formé pour A si pour toute valuation paramétrique k € A, A, est un ATPSD bien
formé.

Remarque 2.5. L’ensemble A étant possiblement infini, il n’est pas question de vérifier pour
chaque A, k € A, la propriété d’étre bien formé ou non.

Il faut donc déterminer un sous ensemble A C T pour lequel la propriété d’automates
temporisés bien formés est vérifiée. En appliquant l'algorithme d’accessibilité des automates
temporisés paramétrés comme cela est décrit dans [3, 20], on peut déterminer un ensemble A
de valuations paramétriques qui permettent d’obtenir un ATPPSD bien formé, sauf que cet
algorithme pourrait ne pas terminer car le probleme d’accessibilité est indécidable dans le cas
général d’apres le théoreme 1.1 (voir la section 1.4.2).

Il faut tout d’abord transformer ’ATPPSD en un automate temporisé paramétré en rem-
plagant le choix probabiliste en chaque état ¢ € Q par un choix non déterministe et un état
puit qsink est créé. Toute transition sera dédoublée suivant la description ci-dessous.

Soit ¢ un état de PATPPSD A. Supposons par exemple que ['unique distribution prob(q)
en ¢ engendre deux transitions probabilistes e1 = (¢,%(q) < ¢(q),prob(q)(¢'), X, q') et ea =
(q,v(q) < ¢(q),prob(q)(q"),Y,q"). Pour appliquer l'algorithme d’accessibilité, le choix pro-
babiliste en ¢ est remplacé par un choix non déterministe. Ainsi, e; est remplacée par
(q,v(q) < ¢(q),X,q) et ex par (q,%(q) < ¢(q),Y,q"). Chaque nouvelle transition est en-
suite représentée par deux transitions :

— Pour e1 : €1/ = (q,9(q) < d(q) ANb(q') < o(d), X, q) et

45



CHAPITRE 2. LES AUTOMATES TEMPORISES PROBABILISTES PARAMETRES
ET DETERMINES (ATPPD)

y <TD y<TD
« 11—«
in_transity
y <TD
F1Gg. 2.7 — Canal K
z<TD z<TD
B 1-p

in_transity,
z2<TD

Fi1G. 2.8 — Canal L

el = (q,9(q) < d(q) NY(q') > d(d), X, gsink)-
— Pour ez : ed' = (q,9(q) < d(q) Nb(q") < 9(¢d"), X, q') et
e2” = (¢,9(q) < d(q) Nb(d") > d(d"), X, qsink)-

Exemple 2.7. Reprenons 'ezemple de ’ATPPSD du protocole BRP de la figure 2.10. Pre-
nons par exemple la distribution prob(q1). Elle engendre deuz transitions probabilistes e1 et
es3. La représentation de ces deux transitions dans l’automate temporisé paramétré équivalent
a ’ATPPSD est représentée dans la figure 2.11.

Les transitions e;” et es” permettent d’avoir des relations entre les valeurs des horloges
¥(q) et ¥(q¢') d'une part et entre 1(q) et ¥(q") d’autre part. En effet, la garde
¥(q) < o(q) ANb(q") > ¢(q') de la transition e;” est équivalente & la garde diagonale
»(q) —¥(q) < d(q) — d(¢'). 1l en est de méme pour la transition es” avec la garde diagonale
¥(q) — V(q") < ¢(q) — ¢(q"). L'état ¢ n’est pas un état bloquant dans I’ATPPSD si les deux
gardes ¥(q) —¥(q") < ¢(q) — ¢(d') et ¥(q) —¥(¢") < é(q) — #(¢") ne sont pas vérifides en
q. Ainsi, s’il existe une valuation v telle que (g, v) soit accessible et 0 < v(1(q) — ¥(q")) <
w(6()) — 5(6(¢)) (ou 0 < (th(g) — B(¢")) < n(B(a)) — K($(g"))) pour & € NP, alors Iétat
(sink €St accessible et k € A. Dans ce cas, I’état g est bloquant dans ’ATPPSD qui ne sera
donc pas bien formé pour la valuation paramétrique x.

Théoréme 2.1. Un ATPPSD A est bien formé si et seulement si l'état qsinr de Uautomate
temporisé paramétré équivalent a A n’est pas accessible.

On rappelle que tout état accessible (q,v) d'un ATPSD n’est pas bloquant si v € free(q)
comme nous ’avons vu dans la section 2.1.1.
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SUCCeSS

Fia. 2.9 — Produit des composants du protocole BRP sans la contrainte 71 > 27D

Dans le cas d'un ATPPSD A, pour tout k € A, on définit frees(q) pour tout état ¢ de

A, Pour tout état (q,v) accessible dans Ay, si v € freeg(q), alors (q,v) n’est pas bloquant
dans A.

D’autre part, pour déterminer I’ensemble de valuations paramétriques A cohérent avec
I’ATPPSD pour la propriété d’automates bien formés, on cherche a I’aide de 1’outil HyTech
les valeurs stres (voir la définition 1.13 de la section 1.4.2) pour tout parametre dans P
apparaissant dans I’automate temporisé paramétré. De ce fait, on cherche un ensemble de va-
luations paramétriques cohérentes avec la propriété d’accessibilité de 1’état ¢g;,1. L’automate
temporisé paramétré soumis a 1’outil HyTech est 'automate temporisé paramétré dérivé de
I'automate temporisé probabiliste, en appliquant la transformation décrite précédemment.

Exemple 2.8. Reprenons I’ATPPSD de lexemple 2.6 représenté par la figure 2.10. Nous
avons déja imposé des contraintes sur le choix des valuations paramétriques pour répondre auz
spécifications du protocole BRP. L’ensemble A est fizé tel que pour tout k € A, on a k(T1) >
2 x k(TD). Par ailleurs, si nous voulons chercher un ensemble A" tel que l’automate initial
décrit par la figure 2.9 soit bien formé, une étude en chaque état de 'automate est faite en
utilisant les ensembles free.(q) avec k € NP, On constate qu’aucune exécution de I’automate
n'atteint U'état qsink quelle que soit la valuation paramétrique k. L automate de la figure 2.9 est
done bien formé pour tout k € NP . Nous pouvons ainsi dire que automate de la figure 2.9 est
mathématiquement bien formé pour tout k € N¥. Une contrainte physique du protocole avec
T1 > 2 xTD est cependant imposée et permet de supprimer le non déterminisme d’actions
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FiGc. 2.10 — ATPPSD du protocole BRP

y<TDAz>TD
z:=0

y<TDANz<TD
z:=0

q1 ! q2
y<TD y<TDAz<T1 z<T1

F1c. 2.11 — Exemple de transformation de la distribution prob(q;) de I’ATPPSD du protocole
BRP

y<TDAz>T1

dans les états q1 et q3. Pour ’ATPPSD associé au protocole BRP, on considére finalement
l’ensemble A.

2.5.1.3 ATPPSD fortement non zenon

Apres avoir déterminé un ensemble A de valuations paramétriques qui permet d’éviter
tout état de blocage dans ’TATPPSD A pour tout k € A, il faut vérifier que cet automate est
fortement non zenon. Cette propriété se vérifie de la fagcon décrite dans la section 2.1.2, utili-
sant algorithme Tvmelock Reach qui permet de détecter I'existence de comportements zenon
en général. On rappelle que dans le cas de la propriété fortement non zenon, on s’intéresse a
I’écoulement d’au moins une unité de temps dans tout cycle de I’automate temporisé. Pour
une valuation paramétrique x € A donnée, on peut ainsi appliquer T'imelockReach sur tout
cycle de ’ATPPSD muni de . Cette vérification se fait par conséquent sur I’ensemble des
ATPSD A,.

Un ATPPSD A est fortement non zenon par rapport a une valuation paramétrique x € A,
si pour tout cycle (qgo, ) —2r (q1,v1) e - st {(Gn,vn) tel que qo = ¢y, il existe une
horloge x € X et 1 < i,j < m telle que I'horloge 1(q;) = x est remise a zéro par la transition
probabiliste e; et k(¢p(g;)) > 1.
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Exemple 2.9. Prenons ’ATPPSD A décrit par la figure 2.10. L’ATPSD de l’exemple 2./ est
équivalent a cet ATPPSD muni de la valuation paramétrique k avec k(T1) =5 et k(T D) = 2.
Le temps écoulé dans toute exécution w de ’ATPPSD est déterminé par k et la valuation
initiale vg.

2.5.2 Les Automates Temporisés Probabilistes Paramétrés Déterminés (ATPPD)
2.5.2.1 Définition

Les Automates Temporisés Probabilistes Paramétrés Déterminés (ATPPD) sont eux aussi
une sous classe des automates temporisés probabilistes paramétrés trivialement déterministes.
Dans un ATPPD, la garde qu’on attribue a l'unique distribution en chaque état ne fait
intervenir qu’une seule horloge et appartient a I’ensemble de contraintes temporelles atomiques

Cp—(X).

Définition 2.22. (Automate Temporisé Probabiliste Paramétré Déterminé (ATPPD).) Un
automate temporisé probabiliste paramétré trivialement déterministe A = (Q, P, q, X, ¢, v, inv, prob, <Tq>q€Q)
est Déterminé (ATPPD) si :
-1 Q — X est une fonction qui associe a chaque €état q € QQ une horloge.
- ¢:Q — PUN est une fonction qui associe a chaque état q € QQ un paramétre a € P ou
un entier b € N ;
— la fonction inv : QQ — Cp <(X) associe a chaque état un invariant de la forme ¥(q) <
¢(q) € Cp<(X).

— une famille de fonction <Tq>q€Q qui associe a toute distribution prob(q) une garde de la

forme (¥(q) = #(q)) € Cp =(X)

Notation 2.2. On note Path(A, k) l'ensemble des chemins ¢ d'un ATPPD A muni de la
valuation paramétrique K. Pathg o) (A, k) représente ’ensemble des chemins d’un ATPPD
A ayant pour premier état (q,0) avec 0 la valuation pour laquelle toutes les horloges de X
sont remises a zéro. Tout chemin dun ATPPD A est décrit en fonction de la valuation
paramétrique k de la maniére suivante :

¢ ¢ o
W= <QO,VO> _O)Ii <Q17V1> _l)li t _’lﬁ <QnaVn>-

Soit A un ATPPD. Soit A € N” un ensemble de valuations paramétriques tel que A soit
bien formé. On a vu que pour chaque ATPD A, tout état ¢ € @ et toute valuation v telle
que (g, v) soit accessible dans A,;, toute transition de source ¢ ne peut étre tirée qu’au temps

Exit,(q,v) égal a £(d(q)) — v(¥(q)).

Proposition 2.5. Dans un ATPPD A = (Q,P,q, X, d,,inv, prob, <Tq>q€Q) muni d’une
valuation paramétrique k, pour tout état q € Q et pour toute valuation v tels que (q,v) est

accessible, il existe un unique t tel que (q,v) 5Ny (¢, V') avect = Exit(q,v) et ¢ un état cible.

En particulier, pour tout x € A, tout chemin de 'ATPPD A

to,eo t1,e1 tn—1,6n—1
w = (q0, ) —— (q1, V1) ——k * — & (Gn,Vn),
tn—1 est uniquement déterminé par v et les transitions probabilistes e; avec j € {0,--- ,n—2}.

5Dans un ATPPD, les termes chemin et exécution sont équivalents car le temps est fixé. Il existe une unique
exécution sur un chemin donné.
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z,y =0

Fi1G. 2.12 — ATPPD du protocole BRP

Remarque 2.6. A toute chemin w de A correspond un chemin w, dans A, pour toute
valuation paramétrique k € A. La probabilité de w, Pr(w), est égale a Pr(w,). La durée de
w, k(Dur(w)) notée Dur,(w), est égale & Dur(wy), soit ZZ;& Exity(qr, vk).

2.5.2.2 ATPPD associé a un ATPPSD

Un automate A est un ATPPD si A est un ATPPSD dont la famille de fonctions (7;)

qeQ
associe pout tout état g € @ la garde (1(q) = ¢(q)).

Définition 2.23. Soit A un ATPPD. Soit A un sous ensemble de N¥. Nous dirons que A
est bien formé (resp. non zenon) pour A si pour toute valuation paramétrique k € A, A, est
un ATPD bien formé (resp. non zenon).

Proposition 2.6. Un ATPPSD A bien formé et fortement non zenon définit un ATPPD,
noté ATPPD(A), bien formé et non zenon si la famille de fonctions (7q) o associe a toute
distribution prob(q) une garde de la forme ¥ (q) = ¢(q).

Démonstration: Comme pour les ATPSDs, nous associons a chaque ATPPSD un ATPPD
noté ATPPD(A), en remplagant toute garde 0 < 9¥(q) < ¢(q) par la garde ¥(q) = ¢(q).
Soit A € N” un ensemble de valuations paramétriques pour lequel A est bien formé. D’apres
la définition 2.21, tout ATPSD A, pour k € A est bien formé. Ainsi, tout AT PD(A) est bien
formé et non zenon pour tout k € A, d’apres la proposition 2.3. Or, (ATPD(A,))wean = (ATPPD(A))xen.
Alors ATPPD(A) est bien formé et non zenon pour A d’apres la définition 2.23. O

Exemple 2.10. Prenons ’ATPPD A décrit par la figure 2.12. L’ATPD de la figure 2.4 de
Uexemple 2.5 est équivalent a A muni de la valuation paramétrique r avec k(T1) = 5 et
k(TD) = 2. Le temps écoulé dans tout chemin w € Path(A, k) est déterminé par k et la
valuation initiale vy.

Remarque 2.7. Dans certains cas, on peut avoir un ATPPSD A zenon dont ’ATPPD
associé est non zenon (voir l’étude de cas de la section 3.4). En effet, les gardes de la forme
¥(q) < ¢(q) peuvent entrainer des exécutions de durée nulle si toute transition du cycle est
tirée instantanément apres l'entrée dans [’état.
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Soit un cycle de A :

e

e el n—1 €n
q1 —q2 — -+ — (4n—-1 — (41,

ot Y (gn—1) est uniquement remise a zéro par ey et ¢(¢n—1) > 0. En considérant que A est
bien formé, si la transition e, peut étre tirée a v(Y¥(qn—1)) = 0, le cycle est de durée nulle.

Par ailleurs, les gardes de UATPPD associé a ’ATPPSD sont de la forme ¥ (q) = ¢(q)
ce qui empéche ce type d’exécutions de se dérouler. Dans le cycle décrit, la transition e, sera
alors tirée a v(¥(qn—1)) = ¢(qn—1) dans ATPPD(A).

2.5.2.3 Calcul du pire temps moyen de convergence dans un ATPPSD

Soit A un ATPPSD admettant un unique état final et absorbant ge,g.

La proposition 2.4 montre que pour calculer le pire temps moyen de convergence (i.e temps
moyen de convergence maximal) d'un ATPSD A, on peut considérer ’ATPD correspondant
ATPD(A). Le calcul du pire temps moyen de convergence dans un ATPPSD se fait aussi
en considérant 'ATPPD qui lui est associé. Cet ATPPD capture en effet le temps maximal
écoulé en chaque état ¢ de '’ATPPSD.

Proposition 2.7. Etant donné un ATPPSD A, le pire temps moyen de convergence est
capturé par ATPPD(A).

Démonstration: Soit A un ensemble de valuations paramétriques telles que VATPPSD
A soit bien formé et fortement non zenon. Pour tout x € A, PATPD ATPD(A,) cap-
ture le pire temps moyen de convergence de 'ATPSD A, d’apres la proposition 2.4. Or,
(ATPD(Ag))ken = (ATPPD(A))en). Donc ATTPD(A) capture le pire temps moyen de
convergence de A. O

Comme nous 'avons fait pour les ATPD dans la définition 2.19, nous définissons de méme
le temps moyen de convergence dans un ATPPD A4 muni d’une valuation paramétrique s
par :
ExpAbs(A, k) = Z Pr(w)Dur,(w).

wEQqend

2.5.3 Motivation des ATPPD

Comme nous 'avons déja fait remarqué, les ATPPDs correspondent a des chaines de Mar-
kov & cotits positifs représentés par des parametres. On s’intéresse aux ATPPDs car les chaines
de Markov sont plus faciles & manipuler que les processus de décision markovien [30] et ne
contiennent pas de non déterminisme. Dans le cas d’évaluation de performance (par exemple,
le calcul du pire temps moyen de convergence), des algorithmes efficaces peuvent ainsi étre
proposés sur les ATPPDs contrairement aux résultats EXPTIME-hard généralement obtenus
dans les automates temporisés probabilistes [29] (voir ’exemple 2.11).

Par ailleurs, la discrétisation du temps a été la seule méthode proposée pour le calcul de
temps moyen de convergence dans un ATPPD [24]. Elle se base sur la construction du systeme
temporisé probabiliste M 4 associé & A (voir la section 1.5) mais en considérant cette fois-ci
les valuations d’horloges v dans N% et non pas dans RY. Le temps s’écoule dans N au lieu de
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R et donc toute transition dans M 4 qui représente 1’écoulement du temps se fait a chaque
unité de temps. Les gardes doivent aussi étre fermées et ne sont pas des gardes diagonales.

Le calcul fait appel a des méthodes itératives pour la résolution de problemes d’optimi-
sation linéaire [7, 17, 16] sur les processus de décision markovien. On obtient au final deux
bornes : un temps moyen maximal de convergence (i.e le pire temps moyen de convergence)
et un temps moyen minimal de convergence vers un état spécifique.

Si nous voulons calculer le pire temps moyen de convergence vers un état final absorbant
Geng d'un automate temporisé probabiliste paramétré A quelconque, nous pouvons dans cer-
tains cas obtenir un ATPPSD a partir de A en opérant certaines restrictions sur A dans le
but de calculer le pire temps moyen de convergence vers un état final absorbant ge,q.

Nous expliquons ci-dessous certaines des restrictions qui peuvent étre imposées a A :

1. Les contraintes temporelles peuvent étre de forme assez simple pour nous permettre de
déterminer manuellement 1’adversaire qui reste le plus longtemps possible dans chaque
état visité de A en vue de capturer le pire temps moyen de convergence (voir I'exemple
2.12).

2. De méme, pour faire un choix entre les distributions possibles en chaque état de A, on
peut déterminer manuellement un adversaire qui opte pour la distribution qui capture
le temps écoulé le plus long possible (voir I'exemple 2.12).

3. Si l’on impose des contraintes sur les parametres qui apparaissent dans A pour assurer
un comportement naturel du systéme modélisé (voir exemple 2.6), certaines formes de
non déterminisme (notamment entre les distributions) peuvent disparaitre.

4. dans le cas ou A est le résultat d’une composition paralleéle de plusieurs automates com-
posants, & une seule horloge chacun par exemple (voir I’exemple 2.6 et la section 3.4), le
non déterminisme peut étre réduit en appliquant des réductions d’ordre partiel [4, 14].
Cette méthode nous permet dans un premier temps d’obtenir un modele intermédiaire
comprenant du non déterminisme, sur lequel nous pouvons ensuite appliquer certaines
techniques manuelles pour en supprimer le non déterminisme.

Exemple 2.11. Cet exemple permet de mieux comprendre le réle des horloges et des fonctions
qui leur sont associées 1 et ¢ dans l’expression des cotts dans un ATPPD. On montre aussi la
différence entre ’approche suivie en utilisant les ATTPDs et celle donnée par la discrétisation
du temps dans les automates temporisés probabilistes [24].

Prenons ’ATPPD A décrit dans la figure 2.13. L’automate posséde deux horloges x et y
et k segments triangulaires tels que le ieme segment soit de durée nulle ou égale a 2°. Lorsque
l'on entre dans ’état q, le temps écoulé depuis I’état initial ou y est remis a zéro, est égal a
un entier entre 0 et 28 —1 (ou f:ol 2!). Ainsi, il est possible d’avoir en s un temps d’attente
compris entre 1 et 28 car(q) =y et ¢(q) = 2. Dans une chaine de Markov obtenue da partir
du graphe des zones de A, comme cela est expliqué dans la sous section 2.2.2, et qui associe
un cotlt unique a chaque état [22], nous devons distinguer chaque cas par un état différent.
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0.5
z:=0 T =

Fi1G. 2.13 — Automate de I'exemple 2.11

Ainsi, l'état q sera représenté dans cette chaine de Markov par un nombre d’états exponentiel
en k.

D’autre part, la discrétisation du temps dans les automates temporisés probabilistes se fait
en construisant le systéme probabiliste temporisé M 4 associé a l'automate A ot les états sont
des états valués de la forme (q,v) (voir la section 1.5) oty v € N¥. Le nombre d’états générés
en sutvant cette approche est donc exponentiel en k car [’horloge y peut prendre des valeurs
comprises entre 0 et 2F.

La méthode que nous décrirons dans la section 3.2 permet de calculer en général le temps
moyen de convergence vers un état final absorbant qenq (ici q') en €vitant la construction de
My qui peut étre de cout exponentiel.

Dans cet exemple simple, on constate que le temps moyen de convergence vers ¢’ est de
durée 2% car tous les chemins acceptants sont de durée 2% puisque Uhorloge y n'est jamais
remise 4 z€ro.

Exemple 2.12. On montre dans cet exemple comment déterminer manuellement un adver-
saire qui capture le pire temps dans l'automate temporisé probabiliste qui modélise le protocole
IEEFE 1394 (FireWire) root contention. On considére l’automate temporisé probabiliste I
[26, 33] décrit dans la figure 2.14.

Un choiz probabiliste uniforme se fait au niveau de chaque noeud noir. Par exemple, de
létat fast_start on arrive a l’état fast_fast ou fast_slow avec une probabilité égale a 0.5.

Dans cet automate temporisé probabiliste, il existe deux sources de non déterminisme :
l'une au niveau de la distribution a choisir dans les états start_start, fast_fast et slow_slow ;
Uautre au niveau du temps d’attente dans chaque état, donné par son invariant et les gardes
associées aux distributions de [’état en question.

Dans cet exemple, il est facile d’identifier un adversaire qui capture le temps mazximal
nécessaire pour atteindre I’état done. Le non déterminisme dans le choix des distributions
se situe au niveau des états start_start, fast_fast et slow_slow. Dans les états fast_fast et
slow_slow, l'adversaire doit choisir la distribution de fast_fast (resp. slow_slow) a start_start
pour capturer le temps maximal. Dans [’état start_start, la distribution choisie importe peu
car les états fast_start, start_fast, start_slow et slow_start ont la méme garde x < 360. Par
ailleurs, l'adversaire doit rester le plus longtemps possible dans chaque état, tout en vérifiant
Uinvariant et la garde de ’état en question. L’ATPD qui correspond a l'automate de la figure
2.14 est décrit dans la figure 2.15.
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x > 1590
z:=0

fast_start
z < 360

fast_fast
z < 850

start_fast
z < 360
0

fast_slow
z < 1670

slow_fast slow_slow
z < 1670 z < 1670

x > 400 x > 1230

Fic. 2.14 — Automate temporisé probabiliste du protocole root contention

r = 1670

x = 850
z:=0

z:=0

start_start
z < 360
N
0.5
start_fast tart_slow
x =360\ = < 360 x <360 Jx =360
0.5 0.5

X =

z:=0

x:=0

fast_fast fast_slow
z < 850 z < 1670

slow_slow
xr < 1670

slow_fast
z < 1670

Fia. 2.15 — ATPD selon un adversaire du protocole root contention
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Chapitre 3

Calcul du temps moyen de
convergence sur les ATPPD

3.1 Transformation d’un ATPPD en une variante de chaine
de Markov avec coiit : le graphe des macro-steps

Soit A un ATPPD admettant un unique état final absorbant genq. Soit A € N” un en-
semble de valuations paramétriques telles que A soit bien formé. Cet automate paramétré
représente un ensemble d’ATPDs {(Ax)xea} ayant un unique état final absorbant gepq.
Nous présentons une méthode de calcul des temps moyens de convergence vers g.,q de chacun
des automates A,;, qui repose sur un calcul paramétré fait directement sur ’ATPPD A.
Dans ce but, nous construisons un automate a cotits, dont les cotits peuvent étre éventuellement
des parametres, que nous appelons le graphe des macro-steps.

3.1.1 Macro-step

Soit A = (Q,P,q, X, ¢, 1, inv, prob, <Tq>qu) un ATPPD bien formé et non zenon. On note
&4 'ensemble des transitions probabilistes de 'ATPPD A.

Définition 3.1. (Point.) On définit un point de A comme un couple (X,q) ou X est une
partie de l’ensemble des horloges de A (X C X) et q un état de A (q € Q).

Remarque 3.1. L’ensemble des points est un dépliage de I’ensemble des états de A : le point
(X, q) représente l’état q cible de transitions qui remettent a zéro exactement les horloges de
lensemble X . Le point (X, q) est associé a l’état initial § car toutes les horloges sont remises
a zéro a l'instant ou l'on entre dans q.

Nous adoptons dans la suite la notation (¢, X, ¢’) au lieu de la notation (g, % (q) = ¢(q), X, prob(q)(q’), ")
)

pour décrire une transition probabiliste car dans un ATPPD la garde (¢(q) = ¢(q)) est fonc-

tion de ¢ et la probabilité prob(q)(¢’) dépend de q et de ¢'.

Définition 3.2. (Macro-step selon o.) Soit (X, q) un point de A.
Soit o = ejeq- - ey une suite finie de transitions probabilistes consécutives de A telle que
ei = (qi—1,Yi, qi) et qui satisfait les conditions suivantes :

— 40 = ¢,

— lhorloge ¥ (qm—1) appartient a X,
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— lhorloge ¥ (qm—1) n'appartient pas a Y; pour tout 1 < i < m.

Sous ces conditions, on dit que o définit un macro-step du point (X, q) au point (Y, qm)-
On note ce macro-step (X, q) = (Yo, @m)-
A ce macro-step défini par o, nous associons les quantités suivantes :
Le poids, noté Wagt((X,q0) = (Yom,qm)), est égal a la probabilité du chemin défini par la
séquence o. Il est défini par :

m—1

Wat((X,90) 2 (Yo, qm)) = | [ problaw)(aes1).
k=0

La durée de ce macro-step, notée Dur((X,qo) = (Ym,qm)), est définie par :

Dur((X7 QO) = (Yma Qm)) = ¢(Qm—1)-
La longueur est égale a m.

Remarque 3.2. Sous ces hypotheses, soit w un chemin admissible de A

eo el () €4
W = <QO7V0> k41 7k 42 7k " 7k i

ot e; est une transition qui remet Y (qm—1) a zéro. L’automate A étant bien formé et déterministe,
le chemin w peut étre prolongé par le chemin o,

€i+1 em—1
0=¢q — k" " "Qm-1 — kYm-
Comme V(qm—1) vaut zéro en entrant en q;, n’est pas remise a zéro avant d’entrer en ¢, et
doit vérifier Y(gm-1) = @(gm—1) sur la derniére transition, le temps écoulé entre [’entrée en
q; et Uentrée en q, est exactement égal a ¢(Gm-1). On a aussi :

Dur(w - o) = Dur(w) + Dur((Yi, ¢;) = Y, qm))-

De plus, on a par définition :

Pr(w-o) = Pr(w) - Wat(Ys, ¢i) = (Yo, gm))-

Exemple 3.1. On considére ’ATPPD de l’exemple décrit dans la figure 2.12. On considere
la séquence o1 composée de la suite de transitions probabilistes consécutives ejes. L’horloge
x n’est pas remise a zéro par la transition probabiliste e1. L’horloge x est remise a zéro
par la transition probabiliste es entrant dans [’état source q1 de ey et par la transition ini-
tiale qui remet toute les horloges a zéro. De plus, ¥(q2) = x et ¢(q2) = T1. On en déduit
deuz macro-steps via o1 qui sont (X,q1) 2 ({z,y},q1) et {z,y},q1) 2 ({z,y},q1). On
o Dur((X,q1) 2 ({z,yha) = Dur(({z,yha) 2 ({o,yha) = T1 et Wat(X,q1) 2
{z, b @) = Wat(({z, v}, ) 2 ({20}, ¢0)) =1 —a.

D’autre part, on peut aussi déduire deux macro-steps via o2, la suite de transitions probabi-
listes consécutives egeqes.

L’horloge x est remise a zéro par la transition probabiliste ea entrant dans [’état source q1 de e3
et par la transition initiale qui remet toute les horloges a zéro. De plus, ¥ (q2) = x et ¢(q2) =
T1. On en déduit deux macro-steps via oz qui sont (X,q1) = ({z,y},q1) et {z,y},q1) 2

({z,y}, @) On a Dur((X,q1) 2 ({z,y}.q1)) = Dur(({z,y}.q1) 3 ({z.y} 1)) = T1 et
Wat((X,q1) 2 ({z, v}, q1) = Wat(({z, v}, a1) 2 (=9} 1)) = (1 = B).
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3.1. TRANSFORMAI:ION D'UN ATPPD EN UNE VARIANTE DE CHAINE DE
MARKOV AVEC COUT : LE GRAPHE DES MACRO-STEPS

Proposition 3.1. Soit o un chemin vérifiant les hypothéses de la définition 3.2 qui définit
un macro-step selon o. La longueur de ce macro-step est majorée par |Q)|.

Démonstration: On démontre que la suite de transitions probabilistes consécutives o =
erez--em = (qo,Y1,q1)(q1,Y2,92) - (Gm—-1, Ym, qm) telle que gp est accessible et formant
le macro-step (X, qo) = (Y, @m), ne contient pas deux fois le méme état, soit ¢; # q v
i,7 €{0,---,m} et i < j. Par Pabsurde :

Supposons qu'il existe i < j, 7,7 € {0,--- ,m} tels que ¢; = g;.

Soit o’ = (¢, Yi, git1) - - (¢j—1,Yj—1,qj) = €ieiy1---€j—1 la sous séquence de o entre ces deux
états.

La durée du macro-step défini selon o est fixée et est égale & Dur((X,qo0) = (Yon,qm)). Par
ailleurs, sous I’hypotheése d’ATPPD bien formé, on pourrait traverser ¢’ plus d’une fois car
les états ¢; et gj—1 ne sont pas bloquants. On pourrait donc avoir une séquence o de la forme
(90, Y1, q1)(q1, Y2, 42) -+~ (0")? - (@1, Yins @)

D’autre part, sous ’hypothese d’ATPPD fortement non zenon, il existe dans le cycle ¢’ deux
entiers k, k' € {i,i+1,---,j— 1} et une horloge z € X tels que z € Y, ¥(q) = x et
é(qr) > 1. A chaque passage dans le cycle ¢’ une unité de temps est au moins écoulée. Ainsi,
la durée de o augmente strictement avec le nombre de passage dans o’ et ne peut rester égale
a Dur((X, qo) > (Yo, @m))-

Il n’existe donc pas de cycle dans o et le nombre d’états visités par o est borné par le nombre
d’états de ’ATPPD, soit |Q|. O

Remarque 3.3. Soient (X,q) un point de A et e = (t,Y,q’) une transition probabiliste
de cible ¢, telle que ¢(t) € X. On considére les deuz macro-steps (X,q) 2 (Y,¢) et
(X,q) 2 (Y,q), respectivement définis par deuz suites oy et oo qui se terminent par la
méme transition probabiliste e. Alors Dur((X,q) 2 (Y,¢)) = Dur((X,q) 2 (Y,q')) mais les
deuzr macro-steps n’ont pas nécessairement le méme poids.

La définition 3.3 permet de regrouper ces suites.

Notation 3.1. Soient deuz points (X, q) et (Y,q') et une transition probabiliste e de la forme
(t,Y,q) et ¥(t) € X. On note EndSet((X,q),e,(Y,q')) Uensemble des suites de transitions
probabilistes o ayant pour derniére transition e et définissant un macro-step de (X, q) a (Y,q').

Remarque 3.4. L’ensemble EndSet((X,q),e, (Y,q")) est fini. En effet, grace a la proposition
3.1, le nombre de macro-steps définis par des suites o € EndSet((X,q),e,(Y,q')) est borné
par |T|19 o T correspond a lensemble des transitions de ’ATPPD A.

Définition 3.3. (Macro-step selon la transition probabiliste e.) Soient (X, q) et (Y,q') deuz
points et soit e une transition probabiliste de la forme (t,Y,q’) avec ¥(t) € X. On suppose
que EndSet((X,q),e,(Y,q)) # 0. Sous ces conditions, on dit qu’il existe un macro-step de
(X,q) a (Y,q) selon e, noté (X,q) = (Y,q'). A ce macro-step, nous associons les notions :
Le poids du macro-step de (X,q) a (Y,¢') selon e, noté Wgt((X,q) = (Y,q')) est égal a :

> Wgt((X,q) = (Y.q')).
oceEndSet((X,q),e,(Y,q"))
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La durée du macro-step de (X,q) a (Y,q') selon e, notée Dur((X,q) = (Y,q')) est égale
@ la durée Dur((X,q) = (Y,q')) commune & tout macro-step défini par o pour tout o €
EndSet((X,q),e, (Y,q)).

Le poids du macro-step (X, q) = (Y, q') représente la probabilité de I’ensemble des chemins
qui partent de ¢ et qui arrivent en ¢’ par la transition probabiliste e = (¢,Y, ¢') sans remettre
¥ (t) a zéro. Ces chemins sont de durée égale ¢(t).

Définition 3.4. (Macro-step.) Soient (X, q) et (Y,q') deux points. Soit Eyy,qy 'ensemble des
transitions probabilistes de E4 de la forme (t,Y,q"). On suppose qu’il existe e € Ev,g tel que
EndSet((X,q),e, (Y,q)) # 0.

Sous ces conditions, on dit qu’il existe un macro-step de (X,q) a (Y,q') qu’on note
(X, q) = (Y. q).

A ce macro-step, sont associées les notions :

Le poids du macro-step de (X,q) a (Y,q'), noté Wgt((X,q) = (Y,q')) est égal a :

> Wet((X,q) = (Y.d)).

eES(Kq/)

La durée du macro-step de (X, q) a (Y,q'), noté Dur((X,q) = (Y,q')) est égal a :

> Wat((X,q) = (Y,¢)) - Dur((X,q) = (Y, ¢))
Wat(X,q) = (Y,q¢

et g9t(X,q) = (Y, ¢))

Le poids du macro-step (X, q) = (Y, ¢’) représente la probabilité des chemins qui partent de

q et qui arrivent en ¢’ par les transitions de la forme (—,Y, ¢’). La durée ainsi définie est égale

a la moyenne pondérée des durées de ces chemins.

3.1.2 Graphe des macro-steps

Dans la suite, on tiendra uniquement compte des points (X, q) de A tels qu’il existe une
transition probabiliste de la forme (—, X, ¢) appartenant & & 4.

Définition 3.5. (Graphe des macro-steps.) On définit le graphe des macro-steps, noté M S(A),
comme étant le graphe dont les états sont les points et dont les transitions sont les macro-

steps. On suppose qu’il existe un unique noeud de la forme (—,q) (respectivement, (—, Gend) ),

soit (X, q) (respectivement, (X, qend)), qu’on note q (respectivment, Gepd)-

Exemple 3.2. On considere ’ATPPD décrit dans la figure 2.12. Reprenons les macro-steps
(X, q1) = ({z,u},q) et (X,q1) 2 ({z,9},q1), de (X, q1) a ({z,y},q) (voir Uexemple
8.1). On a que Epyrq) = €2 et il n'eviste aucun autre macro-step selon o de (X, q1)
a ({z,y},q1). On a EndSet((X,q1),e2, {z,y},q1)) = {o1,02}. On peut ainsi déduire un
macro-step (X,q1) = ({z,y},q1) de poids Wat((X,q1) = ({z,y},q1)) = Wat(X,q) =
({z, v} a)) + Wot((X,q1) 2 ({29} a1)) = (1 —a) +a(l = §) =1~ af et Dur((X,q1) =

({z,y},qr)) = L= THall=BTL 1y

3.1.3 Construction du graphe des macro-steps

Nous décrirons dans ce qui suit Ialgorithme qui permet de construire le graphe de macro-
steps M S(A) associé a un ATPPD A. Ce graphe est un sous graphe de M S(.A) car la construc-
tion de M S(A) ne tient pas compte de tous les points de MS(A).
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F1c. 3.1 — Graphe des macro-steps M S(A) de I'exemple 3.3

Fia. 3.2 — Le graphe des macro-steps MS (A) obtenu par une démarche en avant de ’exemple
3.3

3.1.3.1 Description générale

Pour obtenir le graphe des macro-steps a partir de A, deux techniques peuvent étre utilisées :

1. une démarche en avant qui permet de calculer I’ensemble des successeurs de la forme
(Y,q") de tout point (X, q) tel que (X, q) = (Y, ¢') est un macro-step. Elle va permettre
de construire tous les points accessibles a partir de (&X', g).

2. une démarche en arriére qui permet de calculer I'ensemble des prédécesseurs (Y, q’) de
tout point (X, q) tel que (Y,q¢") = (X, q) est un macro-step. Elle permet de construire
tous les points qui permettent d’atteindre (X, gend)-

Par la suite, nous aurons besoin pour le calcul du graphe des macro-steps MS (A) des points a
la fois accessibles de (X, §) et qui atteignent gepq. Le graphe MS (A) représente donc I’ensemble
Acc(MS(A))NecoAce(MS(A)) ou Ace(MS(A)) est Pensemble des points accessibles de (X, q)
et coAcc(M S(A)) 'ensemble des points qui permettent d’atteindre (X, genq). Ceci peut étre
fait grace aux algorithmes usuels d’acessibilité dans les graphes [13, 35].

Exemple 3.3. On considére un graphe des macro-steps MS(A) décrit dans la figure 3.1. Si
lon adopte une démarche en avant sur MS(A), on obtient le graphe des macro-steps de A
]\/4\5(./4) décrit dans la figure 3.2. D’autre part, si l'on adopte une démarche en arriére sur
MS(A), on obtient le graphe des macro-steps de A ]\/4\5(.,4) décrit dans figure 3.8. Enfin, le

graphe des macro-steps JTJTS'(A) dont nous aurons besoin par la suite est décrit dans la figure
3.4. Il est le résultat de l'intersection des deux graphes obtenus respectivement en avant et en
arriere.

Nous présentons ici la démarche en arriere sur 'ATPPD A.
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Fia. 3.3 — Le graphe des macro-steps MS (A) obtenu par une démarche en arriere de ’exemple
3.3

2

Fic. 3.4 — Le graphe des macro-steps MS (A) final de I’exemple 3.3

Définition 3.6. Etant donné un point (X, q), on définit l'ensemble des prédecesseurs Pre(X, q)
de (X,q) comme étant ’ensemble {(Y,q') | (Y,q') = (X,q)} dans MS(A).

On peut ainsi définir la fonction Pre (respectivment, Post) qui, pour tout point (X, q), per-
met de calculer 'ensemble des prédecesseurs (respectivment, successeurs) de (X, q), Pre(X, q)
(respectivement, Post(X,q)).

Si 'on applique la fonction Pre (respectivement, Post) & un ensemble de points V', on
note Pre(V) = x gev Pre(X, q).

On fait appel itérativement a la fonction Pre décrite par I'algorithme 7 de la sous sec-
tion 3.1.3.2 car nous adoptons une démarche en arriere. Pour tout point (X,q) obtenu par
Palgorithme, on calcule Pre(X,q) jusqu’a ne plus avoir de nouveau points a traiter. Pour
toute transition probabiliste (¢, X, q) € £ x q) on considere I'horloge ¥(q'). On parcourt en
arriere les chemins de 'ATPPD A en partant de ¢ jusqu’a trouver la premiere transition pro-
babiliste e = (—,Y,¢') qui remet 1(¢') & zéro. On crée ainsi le point (Y, q’) et le macro-step
(Y,q") = (X, q). Le point (Y, ¢') est ajouté a ’ensemble Pre(X, q).

On commence par appliquer la fonction Pre a I'unique état final absorbant ¢.,q. On cal-
cule ainsi successivement Ey = Pre(gend), F1 = Pre(Ey), -+ Ex = Pre(Ex_1), -+ avec Ej;
un ensemble de points de A. On calcule ainsi itérativement Pre*(genq) = UienPre’(gend). Le
nombre de points d'un ATPPD étant borné ! par |£4] + 1, il existe un entier k € N tel que
E < |Eal +1 et UienPre'(qend) = UlePrei(qend). Nous considérons finalement 1’ensemble
V = Pre*(qend)-

3.1.3.2 Pseudo-algorithme de construction du graphe des macro-steps

Nous décrivons dans ce qui suit quatre pseudo-algorithmes dont trois fonctions, £, Predgirects
et Pre, et la fonction principale de calcul du graphe des macro-steps. Le poids des macro-

'On tient uniquement compte des points (X, q) de A tels qu’il existe une transition probabiliste de la forme
(=, X, q) appartenant & £4. Le nombre de points d’'un ATPPD est donc inférieur & |Q] X 2%,
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steps est calculé séparément par des algorithmes standards d’accessibilité dans les chaines de
Markov [12].

Pour un point (X, ¢) de A, la fonction £ permet de calculer les transitions de €4 qui ont
pour état cible ¢ et qui remettent 'ensemble d’horloges X a zéro. Ces transitions sont de la
forme (—, X, g). On obtient ainsi 'ensemble & x ).

Algorithme 5 Calcul de £y 4) par la fonction £(X, q).

for alle € £4 do
if cible(e) = q & reset(e) = X then
Eixg) = Exg Ve
end if
end for
return &£x ;

Pour une transition ed de A, la fonction Predg;re.ts permet de calculer I’ensemble des
transitions e € €4 telles que cible(e) = source(ed).

Algorithme 6 Prédecesseurs directs d’une transition probabiliste ed : Predg; ecis(ed)

Pred := 0;
for all e € £4 do

if cible(e) = source(ed) then

Pred := Pred U e;

end if
end for
return Pred ;

La fonction Pre de l'algorithme 7 prend en parametres une transition ed, une horloge x,
un parametre d, un ensemble A de transitions et un ensemble M S de macro-steps, tous deux
initialement vides.

Elle retourne la liste des uplets ((Y,t) = (X, q),d) tels que :

—ed= (qlea Q)v

— t est la cible d’une transition e telle que reset(e) =Y avec z € Y,

— il existe au moins un chemin de source t et de cible ¢ sur lequel x n’est jamais remise a

zéro et se terminant par ed. Ce chemin est de durée d.

Lorsque 1'on appelle la fonction Pre sur la transition ed = (¢’, X, q) avec I'horloge x =
¥ (q'), le parametre d = ¢(q') alors Pre(ed,(q'), #(¢'), 0, D) fournit la liste des macro-steps de
cible (X, q). La fonction Dur leur assigne leur durée ¢(q’). Le calcul du poids des macro-steps
de la forme (Y,t) = (X, q) se fait séparément en utilisant les algorithmes standards d’acces-
sibilité dans les chaines de Markov comme cela est décrit dans les algorithmes 8 et 9.

Nous décrivons maintenant 1’algorithme 7 de la fonction Pre :
On cherche itérativement par un parcours en arriere de A, les transitions qui remettent x &
zéro. On fait ainsi appel récursivement a la fonction Pre sur chaque transition calculée par
Predgirects €t qui ne remet pas z a zéro. On fait appel a la fonction Pre au plus |E4] fois.

61



CHAPITRE 3. CALCUL DU TEMPS MOYEN DE CONVERGENCE SUR LES ATPPD

L’ensemble Pred représente les prédécesseurs directs de la transition en argument de la
fonction Pre a chaque appel de cette derniere. Ainsi, pour toute transition e calculée par la
fonction Predgirects, si e remet 'horloge = a zéro on arréte l'itération (i.e parcours en arriere)
sur cette transition et on crée le macro-step correspondant sinon, on appelle de nouveau la
fonction Pre sur e si cet appel n’a pas été fait précédemment dans le calcul. Les transitions
sur lesquelles la fontion Pre a déja été appelée sont stockées dans ’ensemble A.

Pour e € Pred, remettant 'horloge = & zéro et tel que pour tout e/ € E, reset(e) #
reset(e’) , on crée le macro-step ms égal a (reset(e), cible(e)) = (X, q) et on rajoute la tran-
sition e & ’ensemble E. L’ensemble M S permet de stocker les macro-steps créés selon ed et
de durée d.

On ne calcule pas I'ensemble des chemins EndSet((Y,t), e, (X, q)) et on forme uniquement
un macro-step (Y, t) = (X, q) selon e sans se préoccuper du calcul de son poids dans cet al-
gorithme. On parcourt en effet au moins un chemin de I’ensemble EndSet((Y,t),e, (X, q))
pour créer le macro-step associé. Le poids W gt associé au macro-step sera calculé grace aux
algorithmes 8 et 9.
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Algorithme 7 Calcul de Pre(X,q) suivant la transition ed = (¢’,X,q) : la fonction
Pre(ed,z,d, A, MS)
Pred := Predgirects(ed) ;
A:=AUed;
E:=0;
for all e € Pred do
if source(e) =q & (X,q) = (X,q) € M S then
MS:=MSU((X,q) = (X,q))
end if
if x € reset(e) then
if (Ve/ € E | reset(e) # reset(e’)) then
E :=EU{e};
Z = reset(e);
[ := cible(e);
ms:= (Z,1) = (X,q);
Dur(ms) = d;
if ms ¢ MS then
MS := MS U (ms, Dur(ms));
end if
else
continue;
end if
else
if Vvt € A | (t # e) then
MS := MSU Pre(e,x,d, A, MS);
else
continue;
end if
end if
end for
return M S ;

Le calcul des poids des macro-steps de I'ensemble M S fait appel aux algorithmes stan-
dards [12] d’accessibilité sur les chaines de Markov. Notre calcul repose sur PATPPD A qui
est une chaine de Markov & couts. Pour un macro-step (Y,t) = (X, ¢) de 'ensemble M S, on
doit calculer la probabilité de ’ensemble des chemins partant de ¢, de longueur inférieure ou
égale a |@|, se terminant par ed et ne remettant jamais I’horloge x a zéro.

Nous devons tout d’abord calculer la probabilité de ’ensemble des chemins partant de ¢, de
longueur i avec i < |@|, se terminant par ed et ne remettant jamais ’horloge = a zéro.

Ce calcul fait appel a une matrice Mg de taille (|Q|,]Q]) telle que Meqg = (mi1)icqa,... |0}
leQ

ou m;; représente la probabilité de I’ensemble des chemins partant de [, de longueur 7 se
terminant par ed et ne remettant jamais ’horloge x a zéro.

L’algorithme 8 permet de calculer la matrice M.4. Pour chaque état | € (), on introduit
Pensemble Post(l, z) qui regroupe les transitions de source [ et qui ne remettent pas ’horloge

T & zéro.
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On calcule ainsi itérativement m;; pour tout ¢ € {1,---,|Q|} en initialisant m;; a
prob(source(ed))(cible(ed)) car les chemins se terminent par ed. Tout m;; avec i > 2, est la
somme des probabilités des chemins de longueur 7, partant de [ et dont la premiere transition
doit appartenir & Post(l, z) car ’horloge  ne doit pas étre remise a zéro avant d’atteindre ed.
La probabilité d’un de ces chemins est donc égale au produit de la probabilité d’une transition

e € Post(l,z) par la probabilité du reste du chemin qui est de longueur i — 1 et partant de
cible(e).

Algorithme 8 Calcul de la probabilité des chemins de [ € Q a ¢ = cible(ed) de longueur
<@, se terminant par ed = (¢/, X, q) et ne remettant jamais x a zéro.
for all ] € @ do

if [ = ¢’ then
my, = prob(source(ed))(cible(ed));
else
my = 0;
end if
end for

for i =2 to |Q| do
for all l € @ do
my, = 0;
for all e € Post(l,z) do
miy = m; + m;_1,cible(e) x prob(source(e))(cible(e));

end for
end for
end for
return Med = (m“)ie{l’... Q1
1€Q

Apres avoir calculé la probabilité des chemins de longueur ¢, partant de [, se terminant
par ed et ne remettant jamais x a zéro, pour tout i € {1,---,|Q|} et tout | € |Q|, on peut
déduire le poids de chaque macro-step selon ed de ’ensemble M S calculé par ’algorithme 7.
Pour tout ms = (Y, t) = (X, q) € M S, Wgt(ms) est la probabilité de I’ensemble des chemins
de longueur inférieure ou égale a |@Q|, partant de ¢, se terminant par ed et ne remettant jamais
I’horloge x a zéro. Cette probabilité se calcule grace a la matrice M g car elle est égale a la
somme des probabilités des chemins de longueur ¢ inférieure ou égale a |Q|, partant de ¢, se
terminant par ed et ne remettant jamais x a zéro.

Algorithme 9 Calcul des poids des macro-steps selon ed
for all ms = ((Y,t) = (X,q)) € MS do
Q|
return Wgt(ms) = Zmi,t;
i=1

end for

L’algorithme 10 décrit la fonction principale de calcul du graphe des macro-steps. L’en-
semble Points représente les points de la forme (X, ¢) qui doivent étre traités. Au cours du cal-
cul, de nouveaux points sont créés puis rajoutés a ’ensemble Points pour étre ultérieurement
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traités. Le calcul repose essentiellement sur l'appel de la fonction Pre pour tout point dans
I’ensemble Points.

Pour tout (X,q) € Points, on calcule 'ensemble des transitions entrant dans le point
(X, q) par la fonction £. On obtient 5( X,q)- Cet ensemble est représenté par TransitionSeptrantes-
Pour toute transition e € TransitionSentrantes, on fait appel a la fonction Pre avec en argu-
ments e, ¥ (source(e)), prob(source(e))(cible(e)), ¢(source(e)) et ) car nous voulons construire
les macro-steps suivant e de A.

L’ensemble M S regroupe les macro-steps créés par Pre pour chaque e € TransitionSentrantes
et ayant tous (X, ¢) pour point cible. Ils sont de la forme (Y,t) = (X, ¢). On fusionne ensuite
les macro-steps de MS de méme point source (Y,t). Ainsi si ms,ms’ € MS ont le méme
point source (Y, ), on ne garde qu’un seul macro-step. Il aura pour poids la somme des poids
de ms et ms’ et pour durée la somme pondérée des durées de ms et ms’. Pour tout macro-
step ms € MS de la forme (Y,t) = (X, q), on ajoute le point (Y,¢) & ’ensemble Points si
(Y,t) ¢ Points et qu’il n’a pas été déja traité. L’ensemble Pointsiyqites regroupe les points
déja traités et qu’on ne doit plus visiter de nouveau. A ce niveau, ’ensemble M .S représente
lensemble Pre(X,q) qui est ainsi rajouté a l’ensemble des macro-steps qui constitueront le
graphe final des macro-steps MS.

Le point dont les points prédécesseurs ont déja été calculés est supprimé de l’ensemble
Points et rajouté a ’ensemble Pointsyrqites-

Dans la section 3.4, on détaillera la construction d’un tel graphe sur un exemple qui repose
sur la modélisation du protocole de communication CSMA/CD [27, 28, 1].
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Algorithme 10 Graphe des macro-steps
Points = {(X, Gena) } ;
Pointsiraites = Q);
MS :=0;
%nsz‘tionsentr(znt@s = @;
MS =10;
repeat
Take and Remove (X, q) from Points.
Transitionseptrantes := €(X, q);
for all e € TransitionsSeptrantes Ao
MS := MS U Pre(e,(source(e)), prob((source(e))(cible(e)), 0, 0);
end for
for all ms = ((Y,t) = (X,q) € MS do
for all ms' = ((Y',t') = (X,q) € MS do
if Y=Y')& (t=1t) then
Wgt(ms) := Wgt(ms) + Wgt(ms') ;
_ Dur(ms)-Wgt(ms)+Dur(ms')-Wgt(ms') .

Dur(ms) = Wgt(ms)+W gt(ms') ’
MS = MS\ms;
end if
end for
end for

// L’ensemble M S représente a ce niveau Pre(X,q).
MS :=MSU MS';
for all ms = ((Y,t) = (X,q)) € MS do
if ((Y,t) € Points) & (Y,t) # (X,q) & (Y,t) & Pointstrqites then
Points := Points U (Y, t);
end if
end for
Pointsiraites := Pointsiraites U (X7 Q) ;
MS :=0;
TransitionSentrantes := 0;
until Points = ();
return Z\/ITS';

Exemple 3.4. Prenons ’ATPPD de BRP de ’exzemple 3.1 et soit q4 = Qenq. Le graphe des
macro-steps est décrit dans la figure 3.5. On calcule itérativement les prédécesseurs de Qend,
Pre*(Qend)' -

L’ensemble M S est initialement vide.

L’ensemble Points est initialisé a (X, qa). On calcule I’ensemble des transitions de cible
(X, qa), soit l'ensemble E x ¢,y = {es}. On fait ensuite appel a la fonction Pre de l’algorithme
7 sur la transition es. On a Predgirecs(es) = {es}, z =1 (q3) et z € reset(es). On crée ainsi
le macro-step

({Z}v Q3) = Qend

de durée Dur(({z},q3) = Gena) €g9ale a TD car ¢(q3) = T'D. Le poids de ce macro-step est
égal a la probabilité de 'unique chemin de q3 a q4 qui est la transition es.
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Done Wagt(({z},43) = Gend) = B-

On rajoute le point (X, qq) a l'ensemble Pointsiyqites initialement vide et le point ({2}, q3)
a l’ensemble Points.

On calcule Uensemble des transitions de cible ({2}, q3), soit l'ensemble €.} 45) = {e3}-
En appliquant la fonction Pre, on a Predgirects(e3) = {e2}, y = ¥(q1) et y € reset(ez). De
plus, on constate que source(es) = q1 qui est l’état initial ot toutes les horloges sont remises
a zéro. On crée ainsi deuxr macro-steps selon es,

({wa y}7 Q1) = ({Z}? Q3>

et
(X, @) = ({2}, a3)

de durée T'D. Le poids de chacun de ces macro-steps est égale a o qui est la probabilité de
Punique chemin de q1 a q3 qui est la transition ez. Donc Wat(({z,y},q1) = ({z},¢3)) =
Wot((X,q1) = ({2}, 3)) = .

On rajoute le point ({z},q3) a l'ensemble Pointsirqites €t le point ({x,y}, q1) a l'ensemble
Points.

L’ensemble des transitions (,4y,4,) de cible ({x,y},q1) est égal a ea.

En appliquant la fonction Pre, on a Predgiecs(e2) = {e1,es} et © = ¥(q2). Aucune des
ces deux transitions ne remet l’horloge x a zéro. On appelle donc de nouwveau la fonction Pre
respectivement sur les transitions ey et eq. L’ensemble A est a ce niveau égal a {e1,ea,e4}. On
a Predgirects(e1) = {e2} et Predgirects(es) = {es}. La transition es remet l’horloge x a zéro
et source(e1) = q1 (I’état initial). On crée ainsi deux macro-steps ({z,y},q1) = ({z,y}, ¢1)
et (X,q1) = ({z,y},q1) de durée T'1.

Ainsi, MS = {(({x7 Z/}, Q1) = ({x7 y}7 Q1)7 Tl)? ((X7 Q1) = ({1‘, y}7 q1), Tl)}'

D’un autre coté, es ne remet pas x a zéro. On appelle de nouveau la fonction Pre sur
es et A devient égal a {e1,ea,e3,e4}. On a Predgirects(es) = {ea}. La transition es remet
I’horloge x a zéro et source(es) = q1. On obtient deux macro-steps ({z,y},q1) = ({z,y}, ¢1)
et (X,q1) = ({z,y},q1) de durée T1 chacun mais qui appartiennent déja a MS. Ils ne sont
donc pas rajoutés a l’ensemble M S.

Par ailleurs, le poids de chacun de ces macro-steps est calculé séparément.

Le poids du macro-step ({x,y},q1) = ({z,y},q1) est égal a la probabilité de ’ensemble
des chemins partant de q1, se terminant par es et ne remettant pas x a zéro. On trouve les
deuzr chemins suivants :

el €9
q1 — q2 — q1

qui est de probabilité mo 4 =1 — o et

es eq eo
q1 — 43 — 42 — q1

qui est de probabilité m3 4, = o(1 — ).
Ainst Wat(({z,y},q1) = ({z,y},q1)) est égal a la somme des probabilités de ces deux
chemins soit :

l-a)+a(l-pF)=1-ap.
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FiGc. 3.5 — Graphe des macro-steps du protocole BRP

De méme, le poids du macro-step (X,q1) = ({z,y},q1) est égal a la probabilité de l’en-
semble des chemins partant de q1, se terminant par es et ne remettant pas x a zéro. Le poids
de (X,q1) = ({z,y},q1) est donc égal au poids du macro-step ({z,y},q1) = ({z,y},q1) qui
lui est égal a 1 — apf.

A ce stade l’ensemble Points est vide, on arréte donc le parcours de I’ATPPD.

Ainsi, le calcul de Pre*(genq) se termine et on a V = Pre*(gend)-
Enfin, la matrice de transitions associée au graphe des macro-steps définie sur V =

{(X,q1), {z,y},q1), {2}, 43), @ena} est la suivante :

1—af «
1—af «
0 0
0 0

o O O O
oW o o

3.1.4 Complexité du graphe des macro-steps
Soit A un ATPPD et MS (A) le graphe des macro-steps associé a A.

Nous montrons que la construction du graphe des macro-steps MS (A) est polynomial en
|€4| qui est le nombre de transitions probabilistes de I’ATPPD A.

Afin de générer la relation = entre les points de A, le calcul des ensembles EndSet()
(voir la notation 3.1 et la remarque 3.4) peut étre de taille exponentielle en |E4]. En effet,
pour calculer 'ensemble EndSet((X,q),e, (Y,q')), il faudrait calculer ’ensemble des chemins
{E4" - e} entre (X, q) et (Y, '), se terminant par e et ne remettant pas ’horloge ¥ (source(e))
a zéro. Ces chemins ne contiennent pas de cycles d’apres la proposition 3.1. Le nombre de
ces chemins peut étre exponentiel, égal a |E4]!. Si un tel calcul veut étre fait, nous pouvons
calculer le poids du macro-step selon e directement par ’algorithme 7 en ajoutant une valeur
flottante dans ses parametres et en appelant Pre éventuellement un nombre exponentiel de
fois.

Notre technique ne demande cependant pas le calcul des ensembles EndSet(). En particu-
lier, pour tout couple de points ((X,q),(Y,q’)) de A et toute transition probabiliste e =
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(¢",Y,q") € E4, e poids Wgt((X,q) = (Y,¢')) de la définition 3.3 est calculé grace aux algo-
rithmes probabilistes standards d’accessibilité appliqués & Untimed(A) [25] sans avoir besoin
de calculer I'ensemble EndSet((X,q),e, (Y,¢)).

En effet, 'algorithme 7 calcule 'ensemble des macro-steps selon e sans calculer le poids
associé a chacun et renvoie I’ensemble M S des macro-steps selon e, tous de méme durée
p(source(e)). 11 est polynomial en O(|€4|%) car on appelle au plus |£4] fois la fonction Pre.

D’autre part, le poids de chaque macro-step de ’ensemble M S retourné par ’algorithme
7 est calculé par les algorithmes 8 et 9.

L’algorithme 8 permet de calculer la matrice M4 = (m“)ie{l,... Jon ol m;; représente la
leQ
probabilité de I’ensemble des chemins partant de [, de longueur i, se terminant par e et ne

remettant jamais I’horloge ¥ (source(e)) a zéro.

Il est polynomial en O(]Q|? x |£4]). Enfin, on utilise la matrice M.q dans 'algorithme
9 pour avoir le poids de chaque macro-step de ’ensemble M .S. Cet algorithme est linéaire
en |@|. Ainsi, nous pouvons conclure que le calcul de I’ensemble des macro-steps selon une
transition e et de leurs poids associés est polynomial en | 4].

D’autre part, le nombre de points de A est par définition borné par |4+ 1|. L’algorithme
10 qui permet de calculer I'ensemble V est donc polynomial en O(|€4 + 1]2). Le calcul de V
se fait donc en temps polynomial en |€4].

Enfin, le temps moyen de convergence vers e,q dans MS (A) est calculé en résolvant deux
systemes d’équations linéaires dont chacun est borné par V. Ainsi, le temps moyen de conver-
gence vers gepq dans 'automate ATPPD(A) peut se calculer en temps polynomial.

Nous signalons enfin que le degré de complexité de la technique utilisée ne dépend pas expo-
nentiellement du nombre d’horloges ni de la plus grande constante utilisée dans les contraintes
temporelles, comme cela est généralement le cas pour les automates temporisés probabilistes
(24, 25, 29]. En effet, il n’est pas nécessaire de construire dans cette méthode le systéme tem-
porisé probabiliste M 4 associé a A dont la taille est liée au nombre d’horloges et a la plus
grande constante de A.

3.2 Temps moyen de convergence dans les ATPPD

Etant donné un ATPPD A admettant un unique état final absorbant g.,g, on souhaite
calculer le temps moyen de convergence pour atteindre ¢.,q en partant de ¢. Il sera noté
ExpAbs(A, k). Le calcul que nous allons développer est paramétré car il permet d’obtenir
une combinaison linéaire E de variables qui sont les parametres P de A. En substituant
chaque parametre p apparaissant dans E par sa valeur x(p) dans N, on obtient finalement le
temps moyen de convergence FxpAbs(A, k) dans ensemble des rationnels Q.

Définition 3.7. Un macro-chemin est une séquence 7 = (Xo,q) = (X1,q1) = -+ =
(Xm, @m), ot tous les points (X;,q;), i € {0,--- ,m} appartiennent a V. On dit que la longueur
de T notée |7|, est égale a m. On définit également le poids de T, noté w(T) et la durée de T,
notée 0(7) de la maniére suivante :

m—1

n(r) =[] Wot((Xe, ar) = (Xet1, Ges1))
k=0
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[y

e
5(r) = Dur((Xp, ar) = (Xp41, drs1))

k=0

Dans un ATPPD A, §(7) est une combinaison linéaire des parametres P & coefficients dans
N et 7(7) est un nombre rationnel.

Définition 3.8. Soient (X, q) un point de A et M Paths(X,q) l’ensemble des macro-chemins
de (X,q) @ Qeng dans le graphe des macro-steps associé a A. On définit le cotit moyen
MExpAbs(X,q) pour atteindre qena dans MS(A) par 3 crpans(x,q) 6(7) - 7(T).

Remarque 3.5. Le graphe m(A) ne répond pas toujours auxr propriétés des chaines de
Markov a cause des poids associés aux macro-steps. En effet, la somme des probabilités des
chemins issus d’un état (ou point) donné de M S(A) peut étre supérieure ou égale a 1, contrai-
rement au cas des chaines de Markov ou elle est égale a 1. Cette différence se traduit au niveau
du vecteur W ot il est égal au vecteur unité dans le cas d’une chaine de Markov (voir section
1.6.2).

Par ailleurs, le calcul de M ExpAbs(X,q) correspond a celui d’un automate a couts positifs
comme ceci est décrit dans la section 1.6.2. M ExpAbs(X,q) représente ainsi T(q;,) avec

a4, = (X, q).

Dans notre cas, on souhaite calculer le temps moyen de convergence pour atteindre 1’état final
et absorbant g.,q en partant de I’état initial q.

Notation 3.2. On note M ExpAbs(A) le temps moyen de convergence M ExpAbs(q) en par-
tant de [’état initial q.

Nous allons démontrer dans ce qui suit I'égalité ExpAbs(A, k) = k(M ExpAbs(.A)) qui cor-
respond a la proposition 3.2. Avant d’établir cette égalité, il faut chercher une correspondance
entre les chemins de ’ATPPD A et les macro-chemins du graphe des macro-steps associé a A.

Notation 3.3. Soient (X,q) et (Y,q') deux points de V. On note M Paths((X,q),(Y,q"))
I’ensemble des macro-chemins de (X, q) a (Y,q').

Etant donné un macro-chemin 7 € M Paths(q, (X, q)) et un macro-step (X,q) = (Y,q’), on
note 7 - (X, q) = (Y, ¢') le macro-chemin appartenant & M Paths(q, (Y,q')) et qui correspond
au macro-chemin 7 suivi du macro-step (X, q¢) = (Y,¢’).

Notation 3.4. Pour tout point (X,q), on note Paths(q, (X,q)) U'ensemble des chemins de
Paths(A, k) de la forme

((jao) ﬂ’Ql ng‘”e_m)q,
ou X est l’ensemble des horloges remises a zéro par la transition probabiliste ey, .

Etant donné un chemin w € Paths(q, (X, q)) et un macro-step via o (X, q) = (Y, ¢’), on note
w-(X,q) = (Y,q') le chemin appartenant & Paths(q, (Y,q')) qui correspond au chemin w suivi
de I'unique chemin suivant la séquence o jusqu’au point (Y, ¢’).
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Définition 3.9. Etant donné un point (X, q) € V et un macro-chemin v € M Paths(q, (X, q)),
l’ensemble des chemins de A associés a T noté Paths(7), est le sous-ensemble de Paths(q, (X, q))
défini de la maniére suivante :

1. Uensemble Paths(t) correspond au chemin q de longueur nulle si |T| =0 ;

2. Paths(t) = {w-(Y,q') = (X,q) | w € Paths(7') , o € EndSet((Y,q'),e,(X,q)),e € Exq}
sit=1-(Y,¢)= (X,q), avec (Y,q¢') € V, 7" € MPaths(q,(Y,q)) et le macro-step
(Y, q) = (X, q).

Lemme 3.1. Pour un macro-chemin 7 € M Paths(q, (X,q)), on a :

m(r)= Y  Prlw)

wePaths(T)
KO(T)m(T) = > Pr(w)Durg(w).
wePaths(T)

Démonstration: On démontre cela par réccurrence sur la longueur m du macro-chemin 7.

Pourm = 0,onan(r) =1et }° cpops(r) Priw) = Pr(q) = 1doun(r) = ZwEPaths( y Prw) =
1. Par ailleurs, 6(7) = 0 et Durg(w) = Dury(q) = 0 pour tout K € A. D’out k(6(7)w (7)) =

ZwEPaths(T) Pr(w) Dury (w) = 0.
Soit 7/ un macro-chemin de longueur m + 1, de la forme 7 - (X,q) = (Y,q’) ou 7 est un
macro-chemin de longueur m et appartenant a M Paths(q, (X, q)). Ainsi :

(1)
= w()Wat((X,q) = (Y,q))
= > r(nWet((X.q) = (Y.q))

e€eE
_— ) r()Wot(X,q) % (V.q))
e€€4 o€EndSet((X,q),e )

(Y,q')
= > 2 > Prw)Wat((X,q) 2 (Y,q))

wEPaths(1) e€€4 c€EndSet((X,q),e,(Y,q"))
= Z Pr(w'),
w'€Paths(1")
De plus, on a :

~(7)5(r'

= A(DWH(X.q) = (V,)(6(r) + Dur((X,q) = (¥4)))

S o (5 4 S WoH(X.0) S (V) - Dur(X. ) & (¥.))
= FOWaH(X0) = () 50+ 3 b i

= T(DWgH(X,0) = (Vig)3(r) +7(r) 3 Wot(X, @) % (V,q) Dur(X,0) (V)

ec€y

= Y w(MWat((X,q) = (Y,d))(6(7) + Dur((X,q) = (Y,q)))

ec€a

= > > T(r)Wat((X,q) = (Y,4))(6(7) + Dur((X,q) = (Y,d)))

EGSA O'eEndset 7q)7e7(Y7q ))

= > Z > Pr(w)Wgt((X,q) = (Y, q))(8(r) + Dur((X,q) = (Y,4)),

wEPaths(1) e€€4 c€EndSet((X,q),e,(Y,q"))
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ol la derniere égalité provient de la premiere équation de ce lemme, w(7) = > c pais(r) Pr(w).
Pour tout w’ € Paths(r'), on a k(6(7) + Dur((X,q) = (Y,q'))) = Dur,(w'), et ainsi :

>y > Pr(w)Wgt((X,q) 2 (Y,¢))(6(7) + Dur((X,q) 2 (Y,q)))
wEPaths() €€E(y 41y o€ EndSet((X,q),e,(Y,q'))
- Z Pr(w")Dur. ().

w’'€Paths(t’)
[

Lemme 3.2. Pour tout (X,q) € V, on a Paths(q,(X,q)) = UrcrPaths(q,(x,q) Paths(t). La
réunion est disjointe car la représentation est unique.

Démonstration: Par définition, pour tout point (X, ¢), on a
Paths(q,(X,q)) 2  Urempaths(a,(X,q)Paths(T). 11 reste & montrer que pour tout point
(X,q) € V, tout chemin w € Paths(q, (X, q)) appartient & Paths(7) pour un 7 € M Paths(q, (X, q)).
Montrons cela par réccurrence sur la longueur de w. Si w est de longueur nulle alors w €
Paths(T) avec 7 = ¢ le macro-chemin est de longueur nulle. Supposons maintenant que w est
de longueur m non nulle et de la forme (g, 0) S B8 g on 0 est la valuation qui remet
toutes les horloges a zéro. Soit e = (qr—1, Yk, qx), k < m, la derniére transition probabiliste
qui remet ¥ (gm—1) & zéro dans la séquence ejes - - epy_1.
Si k = 0, ceci correspond a la remise a zéro de toutes les horloges lorsque 'on entre en
g. On obtient le macro-step (X,q) = (X,q) avec 0 = e1---ey,. Donc w € Paths(T) avec
= (X,9) = (X,q).
Si k # 0, le chemin w est de la forme ' - (Y, qx) = (X,q)) avec (Yi,qr) € V, o' €
Paths(q, (Yi, qr)) et 0 = epp1---em la séquence qui définit le macro-step (i, qr) = (X, q).
D’apres I'hypothese de récurrence, w’ € Paths(7') pour un unique 7 € M Paths(q, (Y, qx))-
Ainsi, w € Paths(1" - (Yi, qx) = (X, q)). Le macro-chemin 7 est donc égal & 7/-(Y3, &) = (X, q)
et appartient donc & M Paths(g, (X, q)). On conclut que w € Paths(T).

O

Nous déduisons des lemmes 3.1 et 3.2 que le temps moyen de convergence vers 1’état final
et absorbant ¢.n,q dans un ATPPD A muni d’une valuation paramétrique x est égal au temps
moyen de convergence vers ¢e,q dans le graphe des macro-steps ATPPD(A) en y substituant
chaque parametre par sa valeur dans N.

Proposition 3.2. Soient A un ATPPD muni d’une valuation paramétrique k. On a ExpAbs(A, k) =
k(M ExzpAbs(A)).

Démonstration: On a
ExpAbs(A, k)
= Z Pr(w)Dur(w)
Q(gen
= Z Z Pr(w)Dur(w)

TEM Paths(q,qend) wE Paths(T)

d’apres le lemme 3.2. Par le lemme 3.1, on a :
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Z Z Pr(w)Dur,(w)
TEM Paths(q,qenq) wE Paths(T)
= > K(0(7)m (7))
TEM Paths(q,qend)
= #( > 6(r)m(7))
TEM Paths(q,qend)
= k(MExpAbs(A))

O

3.3 Calcul du coit moyen de convergence sur les graphes des
macro-steps

Nous allons présenter par la suite une méthode de calcul de M ExzpAbs(A). On pose
V' = V \ ¢eng- Nous ordonnons les éléments de V en mettant le point ge,q comme dernier
élément. Il n’y a pas de regles a imposer sur l'ordre que 'on choisit de donner aux autres
points.

Définition 3.10. On définit la matrice carrée M sur [’ensemble V' par :
M((X,q), (Y,q)) = Wgt((X,q) = (Y.¢)) pour tout (X,q), (Y,q') € V' tel que (X,q) =
(Y. q') et M((X,q),(Y.q')) = 0 sinon.

Lemme 3.3. La matrice I —M est inversible. Son inverse est la limite de la série convergente
Yokl M.

Démonstration: On consideére la chaine de Markov Untimed(A) obtenue a partir de A
en écartant les données temporelles tels les gardes et les invariants. Montrons que la série
Un = > 1y MF est convergente.

Pour tout entier m et tout point (X,q), (Y,q¢') € V', (M)*((X,q), (Y,q)) est le poids du
macro-chemin de (X, ¢q) a (Y, ¢’) dont chacun est de la forme :

(X,q) = (X1,q1) = (X2, q2) = -+ = (X1, q6-1) = (Y 0).
(M)*((X,q), (Y,q')) est donc égal & la probabilité de I’ensemble des chemins dans Untimed(A)
représentés par les suites de macro-steps de longueur k£ d’apres le lemme 3.2 et qui sont de la
forme :

el e €r—1 er 4
q—-"—q — - —=q " — Q—1— " —(q.

Ainsi, Uy, est la somme des probabilités de tous les chemins de ¢ & ¢’ dans Untimed(.A) qui
sont représentés par des macro-chemins de (X, q) a (Y, ¢’) de longueur inférieure ou égale a
m.

Etant donné que Untimed(A) est une chaine de Markov, la somme des probabilités de tous
les chemins de g & ¢’ est inférieure ou égale a 1.

On conclut que la suite des sommes partielles (Up,),, est bornée par 1. Elle est de plus
croissante car la matrice M est & termes positifs. Donc la série Y oo MF((X, q)(Y,q')) est
convergente.

La matrice I — M est donc inversible et son inverse est > 7 M*.
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Soit A un ATPPD. Le calcul du temps moyen de convergence dans le graphe des macro-
steps M S(A) fait appel & la formule de Bertsekas développée dans la section 1.6.2.
Pour tout point (X, q) € V', on introduit un facteur correcteur noté w(X, q).

Définition 3.11. On définit le facteur correcteur w(X,q) comme égal au poids de ’ensemble
des macro-chemins de (X,q) @ Gend -

wXq)= Y ().

T€M Paths(X,q)

Comme nous ’avons déja mentionné dans la section 1.6.2, le facteur correcteur est égal a
1 si le graphe des macros-steps MS (A) est une chaine de Markov. Dans le cas contraire, il
peut étre supérieur ou égal a 1.

Nous pouvons aussi donner une définition du facteur correcteur équivalente & celle décrite
dans la définition 3.11. Celle-ci exprime le facteur correcteur en tout point (X, q) € V' comme
une limite du facteur correcteur w™ défini sur les macro-chemins de longueur finie, inférieure
ou égale a m. On a :

w™(X,q) = > (7).

TEM Paths=™(X,q)

Ainsi,

w(X,q) = lim w™(X,q).

m—00

La limite de la suite w™ (X, q) est bien définie car w™ (X, q) est positive et croissante.

Lemme 3.4. Soit W = (w(X, q))(x,qev- Soit B le vecteur de dimension |V'| égal a (Wgt((X, q) =
Gend)) (X, v’ - Le vecteur W est l'unique solution du systtme W = MW + B.

Démonstration: Nous utiliserons la deuxieme définition du facteur correcteur.

D’apres le lemme 3.3, la matrice I — M est inversible. Dong, le systeme Z = MZ + B
admet une unique solution. Montrons que W est cette unique solution.

Soit (X,q) € V', on a:

w1 (X, q)

= > m(T)

TEMPaths<"™1((X,q),qend)

= > M((X,9),(Y.q)) > (1) + Wgt((X, q) = Gend)
(Y.g")ev’ TEMPaths<™((Y,q'),qend)

= > M((X,q), (Y, d)w"(Y.q) + Wgt((X,q) = Gena)
(Y,¢")eV’

= > M((X,0), (Y, )" (Y,q) + B(X,q).
(Y,q")eV’

En prenant la limite dans les deux termes de 1’égalité quand m tend vers 'infini, on
obtient :
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w(X,q)= Y M(X,q),(Y,¢)w(Y,q)+ B(X,q).
(Y,¢")eV’

Donc W = (w(X, q))(x,q)ev est I'unique solution du systeme avec W = MZ + B.

Pour tout point (X, q), (Y,¢') € V', on pose :
- C((X,9),(Y,q)) = Dur((X,q) = (Y, ¢)) - M((X, q), (Y, q) - w(Y,q)
- T](X, Q) = DUT((X7 Q) = Qend) ’ Wgt((Xv Q) = Qend)

Proposition 3.3. Soit C' le vecteur de dimension |V'| égal a :

> U(X,9),(Y,d)) +n(X,q)

ranevt (X.q)eV”
Le vecteur T = (M ExpAbs(X, q))(x g)ev est l'unique solution du systeme T = MT + C'.

Démonstration: On donne tout d’abord une définition équivalente & T" comme suit. Pour
tout (X,q) € V', on a T(X,q) = lim,, 0 T7(X, q) ol

T"(X,q) = > S(7)m(7).

TEM Paths<™((X,q),dend)

La limite de 7™ (X, q) est bien définie car la suite 77" (X, q) est positive et croissante.

D’apres le lemme 3.3, I — M est inversible, donc le systeme Z = MZ + C admet une
unique solution. Montrons que T est cette unique solution.

Soit (X,q) €V, ona:

Tm—H(Xa q)
= > 6(7)m(7)
TEM Paths<m+1((X,q),qend)
= > (0(1) + Dur((X,q) = (Y,¢')))M((X, q), (Y, ¢))7(7)

(Y,¢')eV' re M Paths=™((Y,q'),qend)
+ Dur((X,q) = qena) Wagt((X,q) = Gena)

= Y M((X,q),(Y:d)) > 5(r)m(r)
(Y,q' eV’ TEM Paths<"((Y,q').qend)
+ z Dur(X.q) = (Y.¢))M((X.q). (¥.4) 2. ()
7)ev TEM Paths<™((Y,q'),qend)
+ (X, ) = Qend)Wgt<(X Q) = Q6nd)
_ Z Y. NT"(Y.q)
(Y, )eV’
+ ) Dur((X,q) = (V,¢))M((X, q), (Y, ¢)w™(Y,q)
(Y,q¢")eV’

+ DUT((X, Q) = QEnd)Wgt((X’ q) = Qend)'

En prenant la limite dans les deux termes de 1’égalité quand m tend vers I'infini, on obtient :
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T(X,q)
= ) M((X,,(V,d))T(V,q)
(Y,¢")eVv’
+ Y Dur((X,q) = (Y,¢)M((X,q), (Y.¢)w(Y,q)
(Y,¢")eV’
+ Dur (X’ CI) = qend)Wgt((Xa Q) = Qend)'
Ainsi,
T(X,q)= Y, M((X,q),(Y,d)T(Y,q)+C(X,q),
(Y,¢")eV’
C(X,q)= Y Dur((X,q) = (Y,¢)M((X,q), (Y, q)w(Y,q)+Dur((X,q) = gena) W gt((X,q) = Gena)-

(Y.g)eV’
O

Remarque 3.6. La proposition 3.3 permet de calculer le temps moyen de convergence M ExpAbs(A)
qui est €gal a la premiere composante T[0] = M ExpAbs(q) de la solution T'. M ExpAbs(A)

est donné sous forme d’une combinaison linéaire v de l’ensemble des parameétres P de A car

le vecteur C fait intervenir les durées des macro-steps exprimées chacune par un paramétre.
D’apres la proposition 3.2, on déduit du calcul deT" le temps moyen de convergence Vers Qeng

dans ’ATPPD A car ExpAbs(A, k) = k(M ExpAbs(A)). On remplace ainsi chaque paramétre
apparaissant dans v par sa valeur dans N.

Exemple 3.5. Prenons le graphe des macro-steps décrit dans la figure 3.5. L’ensemble V' =
{(X,q1), {x,y},q1), {2}, q3)}. Soit I la matrice identité de dimension |V'|. Le vecteur B =
(B(XHI)’B({x,y},ql)aB({z}7q3)) est égal a :

= Bx,g) = Wat((X, q1) = Gena) = 0,

= Bwyra) = Wot(({z, 4}, 1) = gena) =0,

= B((a},g) = Wat(({z}, @3) = ena) = 5,
Le vecteur W est égal & (I —M)™'B = (1,1,0).
Par ailleurs, le vecteur C' = (C(x.41), C({wy}.a1)> Clfz),a5)) €5t €gal a :

= Clag) =T1-M((X,q1), {7, y},q1)) - 1 +TD -M((X,q1), ({2}, ¢3)) - 8= (L —aB)T1 +

afTD,
- C({m,y}#]l) =T1: M(({l’,y},(h), ({x7y}7QI)) 14+TD - M(({xvy}vql)v ({Z}7Q3)) B =
(1 - af)T1+aBTD,

- C({z},qg) =TD- Wgt(({Z}, Q3) = QBnd) = pTD.

Enfin, le vecteur T = (Tixq1)> T({zay.q1) L({2}.a5)) €5t donné par (I — M)~LC. Il est égal a :
_ 1-ap

- T(qul) = ag T1+2TD,

~ Tlfaha) = “ag T1+2TD,

= Tigzy.q9) = PTD.
Etant donné que M ExpAbs(A) = M ExpAbs(q) tel que ¢ = (X, q1), on conclut que M ExpAbs(A) =
%Tl + 2T'D. D’aprés la proposition 3.2, nous pouvons déduire ExpAbs(A, k).
En effet, ensemble A C NP wu dans Uexemple 2.8 montre que pour tout k € A, k(T1) >
2k(TD). Soit une valuation paramétrique k telle que K(T1) =5 et (TD) = 2. ExpAbs(A, k)

sera donc égal a 5 - 1;?343 + 4 sachant que « et 3 représentent des probabilités dans Q.
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3.4 Application : le protocole CSMA /CD

Cette section sera consacrée a ’application de la méthode développée dans la section
précédente. Le protocole CSMA/CD (en anglais, Carrier Sense Multiple Access/Collision
Detection) est utilisé pour la transmission de données dans les réseaux Ethernet. Ce protocole
sera modélisé de maniere probabiliste dans le but d’éviter au maximum les collisions entre les
messages. La modélisation adoptée dans la suite est celle proposée dans les articles [27, 28, 1].

3.4.1 Description du protocole

Le protocole CSMA/CD est un protocole qui gere les flux de communications entre
plusieurs stations (qu’on appellera parfois émetteurs), qui dialoguent a travers un canal unique
[27, 28]. Toutes les stations peuvent de maniére identique envoyer des messages sur le réseau
(Multiple Access). Dans notre cas, nous nous restreindrons au cas de deux émetteurs S et
Sy et le canal C.

Chaque émetteur doit tout d’abord écouter le canal pour savoir s’il est libre ou occupé
(Carrier Sense) et attendre que le canal apparaisse comme libre pour envoyer son message.
Si le canal est occupé, 'émetteur doit attendre jusqu’a ce que le canal se libére. Si les deux
émetteurs envoient leurs messages au méme instant, une collision a lieu et un message de
collision est envoyé (Collision Detection) aux émetteurs. Le temps d’attente avant réémission
est choisi par chaque émetteur de maniere aléatoire dans un ensemble 1.

Le temps de propagation d’un message dans le canal entre les deux émetteurs est égal a
o unités de temps et le temps d’émission d’'un message complet est égal a A unités de temps.
o et A\ seront dans notre cas des parametres. Soit P I'ensemble {o, \}.

La modélisation du protocole est obtenue par la composition parallele de trois automates :
les deux émetteurs et le canal. L’automate modélisant un émetteur est un automate tempo-
risé ou le choix du temps d’attente dans l’ensemble I avant réémission se fait de maniere
non déterministe. L’automate qui modélise le canal est un automate temporisé ou le non
déterminisme apparalt au niveau du temps nécessaire pour que le canal se libere apres qu’une
collision n’ait lieu.

3.4.1.1 Le canal

Le canal C décrit dans la figure 3.6 est initialement libre et aucun message n’est en cours
de transmission. Lorsque I'un des émetteurs S; (resp. S2) décide d’envoyer un message send;
(resp. sends), le canal se met en état Transmit.. Il faut au plus o unités de temps depuis
le début de I’émission pour que le message se propage entre les deux stations. Pendant ces
o unités de temps, Sy (resp. S7) peut émettre car il ne détecte pas encore la présence d'un
message dans le canal. Une collision a donc lieu cd entre S; et So dans le cas ot Sy (resp. Si)
émet et le canal se met en état Collide.. Si les o unités de temps sont écoulées sans que So
(resp. S1) ne transmette de message, le canal est vu comme occupé par Sy (resp. S1) busys
(resp. busyi). A la fin de la transmission du message par S (resp. S2) end; (resp. ends), le
canal revient en position Init.. En cas de collision, il faut attendre au plus ¢ unités de temps
avant que le canal ne soit de nouveau libre et qu’il ne passe a I’état Init..
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y<o
y:=0 Collide.
y<o

F1a. 3.6 — Canal modélisant le canal du protocole CSMA /CD

Transmit T = A
T <\
send; z; =0

k := min{bc + 1, bemax}

Collide
€Tr; — 0

T; = bi - 20

busy;

€T; = 0

k := min{bc + 1, bemax}

€Ty =0

Waat
x < backof f

F1a. 3.7 — Automate modélisant I’émetteur S; du protocole CSMA /CD
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3.4.1.2 Les émetteurs

Un émetteur S; décrit dans la figure 3.7 commence & envoyer un message (send;). Si aucune
collision n’a lieu, le message est entierement émis au bout de A unités de temps (end;). En cas
de collision cd, ’émetteur attend pendant une durée 2o - b;. L’entier b;, appelé backof f, est
a chaque fois (i.e & chaque passage dans 1’état C'ollide) choisi aléatoirement dans ’ensemble
{0,1,2,---, 281 — 1} ot k = min(be,bemaz) avec be le nombre total de collisions et bemax
une constante du protocole. Au bout de 20 - b; unités de temps, I’émetteur réémet son message
s’il sent que le canal est libre, sinon il retourne en situation Collide et attend de nouveau
pendant 20 - b; unités de temps.

Apres une collision, deux cas se profilent :

— Si by = by, S1 et Sy réémettent leurs messages au méme instant. Une nouvelle collision

se produit et le nombre bc est incrémenté de 1.

— Siby # bo, 'émetteur ayant le backof f le plus petit peut émettre son message entierement
car le deuxieme émetteur peut décider d’envoyer un message apres au moins 20 unités de
temps du premier, ce qui lui permettra de détecter que le canal est occupé (en rappelant
qu’il faut o unités de temps pour qu'un message se propage entre deux stations).

3.4.1.3 Contraintes sur les parameétres du protocole

Avant d’effectuer la composition parallele des automates de S1, Ss et C, on remarque que
le cas ou A < 20 peut mener a des comportements non souhaités du systeme.

En effet, le temps maximal nécessaire pour qu'un message émis par un des émetteurs ne
se propage dans le canal et qu'un message de notification ne soit envoyé aux émetteurs par
le canal en cas de collision est égal a 20. Si la longueur du message a émettre est strictement
inférieure & 20, le message de notification en cas de collision pourrait étre recu par I’émetteur
en question apres I’émission total de son message. L’émetteur ne tient donc pas compte de
la collision qui a eu lieu alors que le canal ’a détectée. Le processus normal que doit suivre
I’ensemble du systeme en cas de collision ne peut plus ainsi se faire car ’émetteur en question
ne choisit pas de backoff pour retransmettre ultérieurement son message. On peut donc
supposer que A > 20.

Au niveau du modele, le temps est arrété car la synchronisation entre les composants ne
peut plus se faire.

Supposons que S7 envoie un message a l'instant ¢ = 0 et que Sy envoie un message a
Iinstant ¢ < o. Une collision a donc lieu dans le canal, qui passe alors dans 1’état Collide,.
Il faut au plus o unités de temps pour que le canal avertisse les émetteurs de I'existence
d’une collision et qu’il revienne en position Init.. Si le premier message se termine a 1’instant
t" < 20, le canal est encore en position Collide.. Le systéme entier est dans I’état Transmit; -
Transmits - Collide.. La garde x1 = X\ de la transition end; est vérifiée mais end; ne peut
pas étre tirée car le canal est en position Collide.. Le temps ne peut donc plus passer. Cette
situation de blocage temporel traduit un comportement zenon (voir la section 2.1.2).

Pour éviter cela, on impose la condition A > 20 sur les parametres du protocole o et A.

3.4.1.4 Automate produit

L’automate produit est obtenu en faisant la composition synchrone des automates de .51,
S9 et C'. L’état initial de I’automate produit traduit un premier état de collision : le nombre
de collision bc est égal a 1 et automate est dans 1’état Collide. - Transmity - Transmits.
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Apres au plus ¢ unités de temps, on est dans 'état Init. - Collide; - Collides équivalent a
I’état Init. - Waity - Waity car le choix du backof f se fait instantanément. Chaque émetteur
doit choisir un backof f dans l’ensemble {0, 1,2,3} car k = min(1,2) = 1. Si be; = bca = m
(cd A1), une deuxieme collision a lieu (send; - sends) et be devient égal a 2. Dans le cas ou
bcy = my et bea = ma (edpy) tels que my # mo, on suppose par symétrie que m; < ma. Si
peut alors envoyer un message complet (send; - endy).

Dans le cas de la deuxieme collision, S et S5 doivent de nouveau choisir un backof f mais
cette fois-ci dans ensemble {0,1,2,3,--- 7} car k = min(2,2) = 2. Si be; = bea = n (cd az),
une troisieme collision a lieu (send; - sends) et be devient égal a 2. Dans le cas ot bep = ny et
bca = ny (cdpe) tels que ny # ng, on suppose par symétrie que ny < ng. S7 peut alors envoyer
un message complet (send; - endy).

Pour be > 3, les scénarios qui suivent sont identiques au cas bc = 2 car k se stabilise a
2. La modélisation que nous proposons a travers cet automate produit décrit dans la figure
3.8 se limite a décrire le fonctionnement du protocole en partant d’une situation de premiere
collision (état g1) jusqu'a ce que I'un des émetteurs émette un premier message avec succes

(état Qend) :

3.4.1.5 L’ATPPSD de CSMA/CD

Dans l'automate produit de la figure 3.8, on remarque que le choix du backof f par les
émetteurs se fait de maniére non déterministe au niveau de I’état ¢; (transitions cd4; et cdp1)
et de I'état g3 (transitions cd s et cdps).

Dans le but de supprimer ce non déterminisme, nous le remplagons par un choix probabi-
liste uniforme au niveau des états g1 et gs.

Dans I’état ¢q, on choisit de fagon uniforme entre I’ensemble des transitions étiquetées par
cd a1 et ensemble des transitions étiquetées par cdpi. De 1’état g1, on peut ainsi choisir de
tirer une transition de 'un de ces deux ensembles avec une probabilité égale & 1/2. La méme
explication s’applique a I’état ¢3 et aux deux ensembles de transitions étiquetées respective-
ment par cdao et cdpo.

On obtient ainsi 2 distributions :
— prob(q1) avec prob(q1)(q_,m=j)) = 1/16 pour tout j € {0,1,2,3} et prob(ql)(q(g#y(mlzimQ:j))) =
1/8 pour tout i € {0,---,2}, j € {1,---,3} et m1 < ma.
— prob(gs) avec prob(qs)(q. n—k)) = 1/64 pour tout k € {0,---,7} et prob(qg)(q(Q;é,(m:k,m:l))) =
1/32 pour tout k € {0,---,6}, 1€ {1,---,7} et ng < na.
En ayant ainsi remplacé le choix non déterministe dans le choix des backof f par un choix
uniforme probabiliste dans I"'automate produit décrit dans la figure 3.8, on obtient un Auto-
mate Temporisé Probabiliste Paramétré Semi Déterminé (ATPPSD) noté A.

A bien formé et non zenon.

Nous devons maintenant déterminer un ensemble de valuations paramétriques A C NP
tel que pour tout k € A, A, soit bien formé (voir la section 2.5.1.2) et fortement non zenon
(voir la section 2.5.1.3).

D’apres la section 3.4.1.3, la spécification du protocole impose la contrainte A > 20 sur
I’ensemble des parametres P de ’ATPPSD A pour éviter les comportements zenon.
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y<o y<o
cdaq T; = 2mo cdas
z; =0 send;.sends bi,bs :==n

q(2. ,n=0)

’

\\\‘ xTr; = 27’L/0'/

y:=0 d(2.,(m1,m2)=(2,3)) 4(2,,(n1,n2)=(0,1))
1 < 2myo 1 < 2n0
Q(2¢,(m1,m2):(0,1))
r1 < 2myo q(2/,,(n1,n2)=(6,7))
1 < 2ny0

Ir = 2m10
send; T =20
Ty = sendq
x1:=0
Tr =
endq
y:=0

F1a. 3.8 — Automate produit du protocole CSMA /CD

Montrons que A est bien formé et fortement non zenon pour ’ensemble A de valuations
paramétriques tel que pour tout kK € A, k(\) > 2k(0).

A bien formé.

Comme nous 'avons vu dans la section 2.5.1.2, un ATPPSD est bien formé pour I’ensemble
A si Iétat puit ¢y, de automate temporisé paramétré équivalent & A n’est pas accessible.
Cette propriété peut étre vérifiée grace a I'outil HyTech [20].

Dans notre cas, nous pouvons vérifier par inspection que A est bien formé pour tout
Kk € A.

Pour tout état ¢ de A, on peut facilement voir que pour toute valuation v telle que (g, )
soit accessible dans A,, on a v € freey(q). Pour chaque transition, 1’horloge testée pour
I'invariant de I’état d’arrivée est remise a zéro par la transition. En effet, on constate que
pour toute transition probabiliste e = (g, prob(q)(q’),v(q) < ¢(¢'),X,q") issue de ¢ on a
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y=so y<o
1/16 1/64
cdaz T; = 2mo cdas
z; =0 send;.sends bi,bs :=n

y:=0

yA-':_ A(24,(m1,mz2)= ,(n1,n2)=(0,1))
' 1 < 2m10 :131 <2nj0
4(2,(m1,m2)=(0,1))
1 < 2mio (2, (n1.02)=(6.7))
T S 2n10

Fi1c. 3.9 - ATPPSD associé au protocole CSMA /CD

¥ (q") € X. Donc, pour toute valuation v telle que v = inv(q) et telle qu'il existe t € RT avec

(v +1) = (¥(g) < ¢(q)), on a v[X := 0] = inv(¢) car (') € X et inv(¢) = (¥(¢) < ¢(q'))-
Ainsi, v € free.(q).

De facon précise, montrons par exemple que 1’état g3 n’est pas bloquant.
7 6
freex(as) =/ ((y < w(o))N([z1, 22,y := 0N, _ywi < 2n(0))) N ([21, 22,y := 0] _ 71 < 2n15(0))))

Soit v une valuation telle que (g3, V) soit accessible dans A,. Montrons que v € free,(gs3).

Toute transition probabiliste e issue de g3 est de la forme (g3, prob(qs)(¢’),y < o, X,¢').
Toute valuation v qui vérifie inv(g3), qui est égal a y < o, vérifie aussi la garde de e, égale a
y < o (ici t peut étre nul). Or I'horloge (x; ou x2) associée a 'état cible ¢’ de la transition e
est incluse dans I’ensemble des horloges remises a zéro par cette méme transition.
Donc vz, z2,y := 0] = inv(q). Ainsi, v € freeq(qs).

Nous constatons enfin que la condition imposée sur les parametres n’intervient qu’au
niveau de ’état g4 pour achever ’envoi du message par S7 au travers de la transition end;.
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Nous avons ainsi montré que A est bien formé pour tout x € A.
A fortement non zenon.

On doit montrer que dans tout cycle de A, une unité de temps est au moins écoulée comme
cela est décerit dans la section 2.5.1.3. Dans TATPPSD A, on a 8 cycles qui correspondent aux
exécutions de la forme :

cdpo > sendgendg <
K

<Q37 V1> — kK <Q(2’:,n:i)7 0 a3, 0>>

pour tout i € {0,---,7}.

Pour n > 1, 2no unités de temps sont au moins écoulées dans le cycle correspondant.
Pour n = 0, le cycle correspondant peut étre de durée nulle si la transition probabiliste cd 40
est tirée a y = 0.

L’automate A n’est pas donc fortement non zenon.

Dans le cas de ’'ATPPD associé a A de la section 3.4.2 le cas ou n = 0 ne se pose plus
car la garde de la transition probabiliste étiquetée par cd 49 est fixée a y = o.

3.4.2 L’ATPPD associé a A

Nous considérons ’ATPPSD A décrit dans la figure 3.9. L’ATPPD associé a A est obtenu
en remplacant toute garde de la forme (¢(q) < ¢(q)) par la garde (¥ (q) = ¢(q)).

Dans PATPPSD A, nous avons :

= (¥(q1) < ¢(q1)) avec ¢(q1) =y et ¢(q1) = o,

— (¥(g3) < ¢(g3)) avec ¥(q3) =y et ¢(g3) = 0.

Les gardes égales a (y < o) dans A doivent donc étre remplacées par la garde (y = o) pour
obtenir PATPPD associé a A noté ATPPD(A). L’automate ATPPD(A) est décrit dans la
figure 3.10.

ATPPD(A) est bien formé et fortement non zenon car A est bien formé et fortement non
zenon, d’apres la proposition 2.23.

3.4.3 Le graphe des macro-steps associé a ATPPD(A)

Sans utiliser l'algorithme.

On peut constater que ATPPD(A), qui est une chaine de Markov avec cotits, est aussi
son propre graphe des macro-steps. Ainsi MS(ATPPD(A)) est égal & ATPPD(A).

En effet, ceci est du au fait que pour tout point a traiter (X, q) € Points et pour toute
transition e = (¢', X, q) € E(x,q), tout prédécesseur direct de e de 'ensemble Predgirects(e)
remet 1(q') & zéro. La transition e constitue ainsi elle-méme un macro-step selon e dont la
durée Dur est égale & ¢(q') et dont le poids Wyt est égal & prob(q’)(q).

En utilisant l'algorithme.

On adopte une démarche en arriere sur ATPPD(A).
L’ensemble Points est initialisé & (X, gena). L'ensemble des transitions &y, ) est égal a
(g4, X, @ena)- On calcule Pensemble Predgirects((q4, X5 gend))- Il est égal a 'union de I'ensemble
A des transitions {(q(z_,(my,mz)=(ij)): {21}, qa) } avec i, j € {0,---,3} et i < j et de I'ensemble
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y=o0 y=o0
1/16 1/64
cdaz T; = 2mo cdas
z; =0 send;.sends bi,bs :=n

y:=0

q(2¢ m1,m2 1'11,n2 0 1))
1 < 2m10 5131 <2ni0

[q(%,g ,(m1,m2)=(0, 1)D

r1 < 2myo

(2,,(n1,n2)=(6,7))
T S 2n10

F1a. 3.10 - ATPPD associé au protocole CSMA /CD

A" des transitions {(q@/ (nne)=(k0))s 171}, q4)} avee k1 € {0,---,7} et k < [. Pour tout
e € Preddimcts((%,X,qend)), e est de la forme (¢/,{z1},q4) o ¢ = (22, (m1,m2)=(i,j)) OU
q = 9(2, (1 ,m2)=(k.1))- On a 1(q4) = x1 et toute transition e € Predgirects((q4, X, gend)) remet
I’horloge ;1 a zéro. L’ensemble F de I’algorithme 8 de la section 3.1.3.2 correspond ainsi a I'une
des transitions de Predgirects((q4, X, gena)) car elles ont toutes le méme ensemble d’horloges
remises & zéro qui est {x1}. On crée ainsi le macro-step selon (g4, X, ¢end),

({z1}, @a) = Gena-

Aucun macro-step ayant méme source et méme cible n’a déja été créé. La durée de ce macro-

step Dur(({x1},q4) = qena) est donc égale a ¢(qq) = X et son poids Wygt(({z1},q4) = Gend)
est égal a 1. Le point ({x1},q4) est ajouté a l’ensemble Points duquel on supprime le point

(X, Qend)~

On répete la méme démarche sur le point ({z1},¢4). On a E(z,},4,) = AU A’. Prenons la
transition (q@/ (n1,me)=(k1))s 171}, qa) € A
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;X az)
Non=1T_.
ll \\
Wt 1/64
. \ Dur:o
(X azl) \ Wyt : 1
Lm M =3 A R Dur : 2no
Wgt: 1

Dur : 2mo

, bz =1y
CWa) Ty T @m
- - /\\» (rnL7—n2)—?— (r0—7 —1) A

- (4,92, >
(ny,n9) = (6,7)

Dur :o

F1a. 3.11 — Graphe des macro-steps associé au protocole CSMA /CD

L’ensemble Preddirects((q(Q;y(nth):(k’l)), {z1}, q4)) est égal a la seule transition { (g3, X, (I(2’¢,(n1,n2)=(k,l)))}
qui remet a zéro 'horloge w(q@;ﬁ,
source et cible n’ayant été déja créé, on construit un ensemble de nouveaux macro-steps de

la forme :

(n1,m2)=(k,0))) qui est égale & 1. Aucun macro-step de mémes

(X, 921, (n1ma)=(k1)) = ({21}, q4),
pour tout k € {0,---,6}, 1 €{1,---,7}, k <. Ils sont de durée 2n 0 et de poids 1.

On procede de la méme maniere sur 'ensemble A’. On créé aussi un ensemble de nouveaux
macro-steps de la forme :

(X, 42, (ma,ma)=(i.g)) = ({21}, q0),
pour tout i € {0,---,2}, 7€ {1,---,3}, i < j. Ils sont de durée 2m;0 et de poids 1.
On ajoute tous les points de la forme (X, q<2¢7(m17m2):(i’j))) et (X, Q(Q;é,(nl,nz):(k,l))) a l’en-
semble Points et on en supprime le point ({x1}, q4).
Prenons le point (X, Q(z;,(m,m):(k,l))) de I’ensemble Points. I’ensemble S(qu(z;’(nl’ny:(k’l)))
est égal a la transition (g3, X, q(2;£7(n1’n2):(k7l))).
L’ensemble Predgirects((q3, X, Q(2;é,(n1,n2):(k,l)))) est égal a 'ensemble B’ des transitions {(qea. (n=r)), X, q3) }

avec k € {0,---,7} et a 'ensemble B des transitions {(q_ (m=i)), X, ¢3)} aveci € {0,---,3}.
Les transitions de ’ensemble Predg; ects((qs3, X, 92, [(n1,m2)=(k,)))) ont le méme ensemble d’hor-

loges remises & zéro et remettent 1 (g3) = y a zéro. On créé un premier ensemble de nouveaux
macro-steps de la forme :
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(Xa QS) = (Xv Q(2;7(n1,n2)=(k,l)))v

pour tout k € {0,---,6}, 1€ {1,---,7}, k <. Ils sont de durée o et de poids 1/32.
On construit un deuxieme ensemble de nouveaux macro-steps de la forme :

(X,(h) = (X7Q(2¢,(m1,m2)=(i,j)))7
pour tout i € {0,---,2}, j € {1,---,3}, i < j. Ils sont de durée o et de poids 1/8.

Prenons le point (X', g3). L’ensemble &y 4,) est égal a BUB'’. Soit une transition de la forme
(a2 (n=k))» X, q3) € B'. L'ensemble Predgirects((qar (n=k))> X,q3)) est égal a la transition
{(a3, X, q2r_(n=k))) } qui remet I'horloge ¥(q(ar_ (n—k))) & zéro. On créé ainsi un nouvel ensemble
de macro-steps de la forme :

(X, a0 (n=k)) = (X, a3),

pour tout k € {0,---,7}. IIs sont de durée 2no et de poids 1/64.
De la méme maniere on crée un nouvel ensemble de macro-steps de la forme :

(X7 Q(Q’:,(m:’L))) = (Xv QS)7
pour tout i € {0,---,3}. Ils sont de durée 2mo et de poids 1.

Prenons maintenant un point de la forme (X, g (n—)))- L'ensemble &y, - ) est

(n=k))
égal & la transition {(g3, X', qar (n=k))) }-

L’ensemble Predgirects((q3, X, 2 (n=k)))) est égal & I'ensemble B’ dont chaque transition
remet a zéro ’horloge ¥ (g3) = y. On crée ainsi un nouvel ensemble de macro-steps de la

forme :

(X, q3) = (X, 421 (n=k)));

pour tout k € {0,---,7}. Ils sont de durée o et de poids 1/64.
De la méme maniere on crée le nouvel ensemble de macro-steps de la forme :

(‘X’ Ch) = (Xa Q(2:,(m:i)))7

pour tout i € {0,---,3}. Ils sont de durée o et de poids 1/16.

On ne rajoute pas le point (X, q1) a 'ensemble Points car q; est I’état initial de 'automate
ATPPD(A).

La construction du graphe de macros-steps se termine a cette étape car I’ensemble Points
est vide.

3.4.4 Calcul du pire temps moyen de convergence dans A
3.4.4.1 Unique état final absorbant

On souhaite calculer le pire temps moyen de convergence (i.e temps moyen de convergence
maximal) dans 4 pour atteindre un état final qui traduit 'envoi d’'un message complet avec
succes par I'un des deux émetteurs. Cet état final sera I'état qe,,q = Init. - Doney - Waite (ou
par symétrie gepq = Init. - Doney - Waity).
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Wgt: 1

,',,, ,,,,,,,, P K Wat: 1
(}l}, qz.) \] . (X, QQ';) . Dugr S
(mi,me) =(2.3) B o(nng) =(0,1)_ ’
// ’(///,/’ ('/rqu’?é) >
Wat: 1 (n1.n9) = (6,7)
Dur : 2mqo + X Dur : 2n10 + A

Fia. 3.12 — Graphe des macro-steps utilisé pour le calcul

L’état genq est aussi absorbant car il constitue la seule classe récurrente {genq} (voir la
section 2.2) de 'ATPPSD A décrit dans la figure 3.9. En effet, le singleton {genq} est le seul
ensemble de TATPPSD A qu’on ne peut plus quitter une fois qu’on y entre.

3.4.4.2 Résolution

Le calcul du temps moyen de convergence M ExpAbs(ATPPD(A)) vers l'état genq est
appliqué sur le graphe des macro-steps décrit dans la figure 3.12. Il est obtenu a partir du
graphe des macro-steps initial décrit dans la figure 3.11 en fusionnant les états g4 et geng-
Les macro-steps de la forme (X, q(Q#(ml,mQ):(i’j))) = qq et
(X, Q(Q;,(nhm):(k,m) = q4 de durées respectives 2mq0 et 2nio sont remplacés par les macro-
steps (X,q(2¢,(ml,m2):(i7j))) = Qenag €t (X,q(2¢,(m1,m2):(i7j))) = (eng de durées respectives
2mio + A et 2nio + A.

L’ensemble V est composé des 49 points constituant les états du graphe des macro-steps
décrit dans la figure 3.12. L’ensemble V' est égal & V' \ gena-
La matrice carrée M est définie sur I’ensemble V. Elle est donc de dimension 48.

On a vu dans la section 3.4.3 que le graphe des macro-steps associé & ATPPD(A) est
lautomate ATPPD(A) lui-méme, qui est une chaine de Markov a cotits. On peut ainsi
conclure sans calcul que le vecteur W est égal au vecteur unité.

Le calcul est effectué a I'aide de I'outil Maple adapté au calcul matriciel avec parametres.

> restart:



> with(linalg):

On définit ci-dessous la matrice M de dimension 48. On associe un entier i € {1,--- ,48}
a chaque état du graphe du macro-steps :

— L’état g est représenté par 1.

— Les entiers de 2 a 5 représentent dans l'ordre les états qa_ y—j),
j€{0,....3}.

— ¢ = 6 représente 1’état ¢s.

— Les entiers de 7 a 14 représentent dans l'ordre les états qor ,—j),
j €{0,...,7}.

— Les entiers de 15 a 42 représentent dans ’ordre les états 4(2!,,(n1,n2)=(k.0))
je{0,...,6}, ke{l,...T et k<.

— Les entiers de 43 a 48 représentent dans I'ordre les €tas ¢,
s€{0,..,2}, te{l,..,3} et s < t.

Le code en Maple relatif a cette description est le suivant :

(m17m2):(57t))7

> M:=matrix(48,48,0):
> for i from 2 to 5 do M[1,i]:=1/16; M[i,6]:=1 end do:
> for i from 7 to 14 do M[6,i]:=1/64; M[i,6]:=1 end do:

> for i from 15 to 42 do M[6,i]:=1/32 end do:

> for i from 43 to 48 do M[1,i]:

1/8 end do:

\Y

evalm(M) :

Ceci est donc la matrice de transitions M.

On calcule maintenant la matrice I — M de dimension 48. On la note N. On vérifie que
son déterminant est bien différent de zéro.

Le code Maple est le suivant :

> N:=matrix(48,48):

> for i from 1 to 48 do for j from 1 to 48 do if (i=j) then N[i,i]:=-M[i,i]+1
else N[i,jl:=-M[i,j] end if: end do: end do:

>

> evalm(N): det(N);

el

Z est 'inverse de la matrice I — M.

Le code Maple est le suivant :

> Z:=inverse(N): evalm(Z):



On définit le vecteur B de dimension 48 égal a (Wgt((X,q) = qend))(x,q)v'-

Le code Maple est le suivant :
> B:=vector(48,0):
> for i from 15 to 48 do B[i]:=1 end do:

>

On vérifie ici que le graphe des macro-steps associé & ATPPD(A) est bien une chaine de
Markov avec cotits car W = 1.

Le code Maple est le suivant :

> W := multiply(Z,B): evalm(W);
,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1

)Y Y ) ) ) ) Y 9 77711
717171717171717 71717 71717 717 ) ) 71717 717171]

)

On calcule ci-dessous le vecteur C égal a Q + R avec Q = AW.
X

C(X,q)= Y Dur((X,q) = (Y,¢)M((X,q), (Y, q)w(Y,¢)+Dur((X,q) = gena) Wgt((X,q) = Gena)-
(Y,¢")eV’

Donc
R(X,q) = Dur((X,q) = ¢ena)Wagt((X,q) = Gena),

W =Tet A((X,q),(Y,q)) = Dur((X,q) = (Y,¢)M((X, q), (Y, q)).

Le code Maple est le suivant :

Calcul de R :
> R:=vector(48,0):
> for i from 15 to 21 do R[i]:=lambda end do:
> for i from 22 to 27 do R[i]:=2*sigma+lambda end do:
> for i from 28 to 32 do R[i]:=4*sigma+lambda end do:
> for i from 33 to 36 do R[i]:=6*sigma+lambda end do:
> for i from 37 to 39 do R[i]:=8*sigma+lambda end do:
> for i from 40 to 41 do R[i]:=10*sigma+lambda end do:
> R[42] :=12*sigma+lambda:
> for i from 43 to 45 do R[i]:=lambda end do:
> for i from 46 to 47 do R[i]:=2*sigma+lambda end do:
> R[48]:=4*sigma+lambda:
> evalm(R);

[07 07 07 O? 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 A? A? A? A? A? A? A? 20 + A? 20 + A? 20. +
A 20+ ),

20+ N 20+ N 4o+ Ao+ N do+ N do+ N do+ N 60+ )\ 60+ A,
60+ N 60+A 80+ N80+ N80+ 100+ 100+ X, 120+ A, A, A, A,
204+ N, 204+ A\ 40+ A



>

>

Calcul de A :

> A:=matrix(48,48,0): for i from 2 to 5 do A[1l,i]:=sigma/16; end do:
> for i from 2 to 5 do A[i,6]:=(2%(i-2))*sigma end do:

> for i from 15 to 42 do A[6,i]:=sigma/32: end do:

> for i from 7 to 14 do A[6,i]:=sigma/64; end do:

> for i from 7 to 14 do A[i,6]:=(2%(i-7))*sigma; end do:

> for i from 43 to 48 do A[1,i]:=sigma/8 end do:

> evalm(A):

Calcul de Q = AW .

> Q:=multiply(A,W):

Calcul de C qui est égal a Q + R :

> C:=matadd(Q,R):

Enfin, le vecteur T'= (M ExpAbs(X, q))(x q)cv est égal a (I — M) 'C.

Le code Maple correspondant est le suivant :

> T:=multiply(Z,C);
T = [)\‘F%U,)\‘F%O,)\
+5—770',A+%0',)\+%O'
A+ B2or+200+30
A+ Do A+200+ 20
,/\-i-l—%‘?’a,)\—l—%?a,)\—l—%la
SAAMAMAMAANN 204+ M20+M20+M20+ N20+ X N20+ Ndo+ Ndo+ N\ do +

MNbo+MNdo+\6c+N\60+\,60+ A\
60+ X,80+ N804+ N80+ AN100+A100+ X120+ A\ N\, 20+ 20+ )\, 40+ )]

>



3.4.4.3 Résultat

Nous avons obtenu le vecteur 7" dans la section 3.4.4.2. Le temps moyen de convergence
vers 'état genqg dans MS(ATPPD(A)) en partant de 'état (X, q1) est égal a la premiere
composante du vecteur T, soit T[1]. On conclut donc que

MEzpAbs(ATPPD(A)) = ?0 + A

MEzpAbs(ATPPD(A)) est donc une combinaison linéaire des parametres du protocole o et
A

Soit k une valuation paramétrique vérifiant la condition A > 20 telle que k(o) = 26 et K(\) =
808. Par la propostion 3.2, k(M ExpAbs(ATPPD(A))) est le temps moyen de convergence
ExpAbs(ATPPD(A), k) pour atteindre ¢.,q en partant de ¢; dans 'automate ATPPD(A).
On en déduit le résultat suivant :

ExpAbs(ATPPD(A), k) = 32 x 26 + 808 = 919.42 [1].

Le pire temps moyen de convergence (i.e temps moyen de convergence maximal) pour
atteindre ¢.,q en partant de ¢; dans A est égal & ExpAbs(ATPPD(A), k). Ainsi, le pire
temps moyen nécessaire pour que 'un des émetteurs envoie un message complet avec succes
apres qu’une premiere collision n’ait eu lieu est égal & ExpAbs(ATPPD(A), k).






Conclusion

Nous avons présenté dans cette thése deux principaux points : une sous classe d’auto-
mates temporisés probabilistes et un calcul paramétré du temps moyen de convergence d’un
automate de cette sous classe vers un état final et absorbant.

La sous classe d’automates temporisés probabilistes appelée Automates Temporisés Pro-
babilistes Paramétrés Déterminés (ATPPD) se définit principalement par I'absence totale
de non déterminisme, qu’il soit d’action ou de temps. Le temps d’attente en chaque état est
déterminé par la valuation des horloges a ’entrée de I’automate car les gardes sont des égalités
de la forme x = a. De plus, une seule distribution est associée a chaque état. La troisieme
caractéristique de cette sous classe réside dans la forme des données temporelles au niveau
des gardes ou des invariants car elle peuvent étre représentées par des parametres ou des
entiers naturels. Grace aux parametres, on représente un ensemble d’automates temporisés
probabilistes par un seul automate car chaque parametre peut prendre plusieurs valeurs dans
I’ensemble des entiers naturels. Le calcul que nous proposons est paramétré et permet donc de
donner le temps moyen de convergence d'un ensemble d’automates si I’on donne des valeurs
aux parametres.

Afin de calculer le temps moyen de convergence vers un état spécifique pour cette classe
d’automates, on fait appel a trois hypotheses : 'automate doit étre bien formé, fortement
non zenon et doit posséder un unique état final et absorbant. La propriété d’automate bien
formé est vérifiée sur le graphe des zones associé a 'automate. On s’assure par des algo-
rithmes appliqués sur le graphe des zones qu’il n’existe pas d’états bloquants. Ceci conduit
a déduire que de tout état de 'automate on atteint I’état final. Par ailleurs, I’automate doit
étre fortement non zenon pour éviter d’avoir des cycles de durée nulle. Cette propriété peut
étre contournée en déterminant les cas fortement zenon et en les isolant dans la suite lors du
calcul. Enfin, 'automate doit avoir un unique état final et absorbant pour calculer le temps
moyen de convergence vers cet état spécifique. Cet état doit donc constituer 'unique classe
récurrente de ’automate.

On détermine un ensemble de valeurs possibles pour chaque parametre de 'automate
pour vérifier ces propriétés, ce qui peut mener a faire certaines restrictions sur le choix de ces
valeurs.

D’autre part, cette sous classe d’automate est motivée par le fait que le pire temps
moyen de convergence est capturé par un ATPPD dans certains cas de systéemes distribués
modélisés par des automates temporisés probabilistes comme par exemple les protocoles
BRP ou CSMA/CD, En effet, si certaines réductions sont faites sur I'automate initial en
vue de calculer le pire temps moyen de convergence, elles peuvent permettre de suppri-
mer quelques cas de non déterminisme d’actions au niveau des distributions possibles en
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chaque état. De plus, le temps écoulé en chaque état est fixé par un adversaire ou scheduler
qui y reste le plus longtemps possible. Certaines contraintes imposées aux parametres pour
répondre aux spécifications physiques du systeme peuvent aussi faire disparaitre des cas de
non déterminisme dans le choix de la distribution pour certains états.

Un calcul paramétré permet d’obtenir le temps moyen de convergence dans un ATPPD. A
partir de 'TATPPD, on construit tout d’abord un graphe appelé graphe des macro-steps. C’est
un graphe semblable aux automates a couts positifs de par la forme sauf que la construction
fait que la somme des probabilités des chemins issus d’un état donné n’est pas toujours égale
a 1. On applique ensuite la méthode de calcul du temps moyen développé par [6] sur les au-
tomates a couts positifs au graphe des macro-steps. On résout deux systemes d’équations
linéaires qui permettent d’obtenir une combinaison linéaire des parametres de ’ATPPD.
La construction du graphe des macros-steps se fait en temps polynomial, de méme que la
résolution des systemes linéaires contrairement a la méthode proposée dans [24] qui est expo-
nentielle car elle discrétise le temps. La méthode que nous proposons se caractérise ainsi par
son aspect paramétré et par un calcul dont la taille ne dépend pas de la plus grande constante
de 'automate.

On démontre d’autre part que le temps moyen de convergence dans un ATPPD est égal
au temps moyen de convergence dans son graphe des macro-steps. Cette égalité est obtenue
en montrant l'existence d’une correspondance entre les chemins de 'ATPPD et ceux de son
graphe des macro-steps.

Le résutat obtenu étant paramétré, on attribue a chaque parametre une valeur entiere
pour avoir le temps moyen de convergence dans ’ATPPD. Ce temps correspond finalement
au pire temps moyen de convergence de I’automate initial dont découle ’ATPPD.
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