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Nanooptique avec des électrons rapides : métamatériaux, formulation modale de la
EMLDOS pour des systemes plasmoniques

Résumé : Dans la partie expérimentale, j'ai étudié quatre split-ring resonators
(SRRs) de tailles et de formes lIégerement di érentes fabriqués par une technique de
lithographie électronique adaptée a une étude EELS. Les expériences EELS m'ont
permis de détecter les premiers modes propres plasmons de surface (SPs) de ces
SRRs dans le domaine du visible et du proche infrarouge. Les simulations numé-
riques ont par ailleurs montré que la distribution spatiale des SPs dans les SRRs est
similaire a celle d'une onde stationnaire plasmonique d'une nanoantenne de méme
section et de méme longueur, alors que ce n'est pas le cas pour le champ électrique.
De plus, par rapport a une nanoantenne, le couplage entre les deux pattes du SRR
introduit un espacement en énergie di érent entre les modes pris successivement,
alors que la séparation en énergie entre les modes symétriques en charge d'une part
et les modes antisymétriques d'autre part peut encore étre maintenue dans un SRR.
Dans la partie théorique, j'ai introduit un nouveau type de modes propres quasista-
tiques, appelésnodes propres géometriquagui sont indépendants de I'énergie et de

la nature des milieux mis en jeu mais qui dépendent seulement de la forme de la par-
ticule étudiée. Ces modes propres m'ont permis d'obtenir, pour la premiére fois, une
expression universelle de la densité locale d'états électromagnétiques (EMLDOS)
pour un systeme plasmonique et de préciser les quantités qui sont mesurées dans
les expériences EELS et SNOM. Finalement, une densité d'états pour les modes
propres géométriques ne dépendant que de la forme de la particule a été introduite,
par analogie avec la EMLDOS "standard" pour les modes propres d'énergie.

Mots clés : nanooptique, microscopie électronique en trans-
mission a balayage, spectroscopie électronique, plasmon de
surface, métamatériaux, EMLDOS, décomposition modale

Nanooptic with fast electrons : metamaterials, modal formulation of the EMLDOS
for plasmonic systems

Abstract : In the experimental part, | studied four split-ring resonators (SRRS)
with sizes and shapes slightly di erent lithographed by a technique compatible with
an EELS study. The EELS experiments allowed me to detect the rst surface plas-
mon eigenmodes (SPs) of these SRRs in the vis-NIR spectral range. The numerical



calculations also showed that the spatial distribution of SPs in the SRRs is simi-
lar to that of a plasmonic standing wave of a nanoantenna with same cross section
and same length, while it is not the case for the electric eld. More, compared to a
nanoantenna, the coupling between the two legs of the SRR introduced a di erent
energy spacing between the di erent modes taken successively, while the energy spa-
cing between the symmetric modes in charge on the one hand and the antisymmetric
modes on the other hand can still be maintained in a SRR. In the theoretical part,

| introduced a new type of quasistatic eigenmodes, callegtometrical eigenmodes
which are independent of the energy and the nature of the underlying media, but
which depend only on the geometry of the particle studied. These modes allowed
me to obtain, for the rst time, an universal expression of the electromagnetic local
density of states (EMLDOS) for a plasmonic system and to clarify the quantities
which are measured in EELS and SNOM experiments. Finally, a density of states
for the geometrical eigenmodes depending only on the shape of the particle has been
introduced, by analogy with the "standard" EMLDOS for the photonic eigenmodes.

Keywords : nanooptic, scanning transmission electron mi-
croscopy, electronic spectroscopy, surface plasmon, meta-
materials, EMLDOS, modal decomposition
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Préface

Il est bien connu que les propriétés optiques des matériaux de taille nanomé-
trique sont tres di érentes de celles du matériau massif correspondant. Pour des
particules métalliques dont la taille est inférieure a la longueur d'onde du rayonne-
ment incident, par exemple, la couleur du métal dépend de la taille, de la forme et de
I'environnement de la nanoparticule. Ces propriétés optiques sont en fait entierement
déterminées par celles des plasmons de surface de la nanoparticljleHistorique-
ment, les plasmons de surface ont d'abord été étudiés dans le domaine du visible en
utilisant des techniques optiques standards comme la spectroscopie UV-NIR sur un
ensemble de nanoparticule]. La résolution spatiale de cette technique est limitée
par les phénoménes de diraction dus aux ouvertures des optiques utilisées et est
de l'ordre d'une centaine de nanométres. Par ailleurs, la réponse optique détectée
est une réponse moyenne sur I'ensemble des particules étudiées et ne permet pas,
en général, de remonter a la réponse optique d'une seule particule. La réponse op-
tique moyenne d'une seule particule a cependant pu étre étudiée en utilisant des
techniques de microscopie confocal@.[Plusieurs autres techniques alternatives ont
été envisagées pour accéder directement aux propriétés optiques d'une seule parti-
cule avec une meilleure résolution spatiale. La microscopie de champ proche optique
(SNOM) permet de détecter le champ électromagnétique évanescent créé a la surface
d'une nanoparticule illuminée par un rayonnement incident4] ce qui permet d'at-
teindre une résolution spatiale d'une cinquantaine de nanometres, principalement
limitée par la taille de la sonde utilisée. La microscopie a photoémission d'électrons
(PEEM) [5] avec une résolution spatiale inférieure a 50 nm ou la détection de lu-
miere par cathodoluminescence (CL)] avec une résolution de seulement quelques
nanometres peuvent aussi étre utilisées. La spectroscopie de perte d'énergie des élec-
trons (EELS) dans un microscope électronique en transmission a balayage (STEM)
est la technique utilisée par le groupe STEM dans lequel jai fait ma these. Cette
technique (voir plus loin) permet d'atteindre des résolutions spatiales de I'ordre du
nanometre et est donc tout a fait adaptée a I'étude de nanoparticules individuelles
en particulier dans le domaine spectral du visible.
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Des travaux sur des nanoparticules métalliques individuelles (nano-triangles,
nano-cubes...) ont été menés par J. Nelayah en 2004 pendant sa these de doctorat
dans le groupe STEMT, 8] an de comprendre quels sont les parametres a courte
et a longue portée d'une nanoparticule qui in uencent les plasmons de surface. Ces
études ont été menées en utilisant un microscope électronique en transmission a
balayage muni d'un canon a e et de champ froid (STEM VG HB501) et ont montré
gue les propriétés optiques des nanoparticules métalliques sont entierement déter-
minées par celles de leurs plasmons de surface qui peuvent étre cartographiés, a
I'échelle du nanométre et dans le domaine spectral du visible et du proche infra-
rouge, par spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS). Brievement, un
faisceau d'électrons rapides (typiqguement d'énergie 100 keV), analogue a une source
blanche de photons, issus d'un STEM est balayé a la surface de I'échantillon. La
perte d'énergie subie par les électrons en traversant I'échantillon est caractéristique
du type d'excitation créée dans le milieu. Dans le domaine des pertes proches (<
100eV), ce sont les excitations collectives des électrons a l'intérieur et a la surface de
la particule qui sont mises en jeu, c'est-a-dire les plasmons de volume et de surface.
A plus haute énergie (> 100 eV) ce sont les excitations de c+ur qui sont responsables
de la perte d'énergie des électrons. Les résultats obtenus en exploitant ces excitations
de haute énergie permettent par exemple de réaliser des cartes chimiques (nature
des atomes, abondance...) de di érents matériau®][ En béné ciant de I'exper-
tise acquise par mon groupe en matiére de microscopie et de spectroscopie avec des
électrons rapides et en suivant la démarche initiée par J. Nelayali,[les excitations
de basse énergie ont pu étre exploitées pendant ma these pour cartographier en-
tierement les premiéres résonances de surface de nanoparticules d'argent (split-ring
resonators) dans le domaine spectral du visible et du proche infra-rouge.

La conception et l'analyse de matériaux qui possédent des propriétés physiques
gu'on ne trouve pas dans les matériaux conventionels ou naturels dans le domaine
optique, suscitent un grand intérét depuis une dizaine d'années, en particulier en rai-
son de leurs applications industrielles potentielles comme le magnétisme arti ciel,
la fabrication de lentilles haute résolution 10] ou méme plus futuriste la fabrication
de capes d'invisibilité [L1]...En 2004, des structures arti cielles appeléesplit-ring
resonators(SRRs), analogues a des nanoantennes repliées en forme de U et pouvant
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créer un moment magnétique arti ciel, ont pu étre fabriquées par S. Lindest al puis
étudiées par des techniques optiquesd. Les structures avaient alors une largeur
d'environ 300 nm et ont pu étre excitées aux fréquences THz (la premiere résonance
a pu étre excitée autour de 85 THz). Une technique de lithographie électronique avait
été utilisée par cette équipe pour fabriquer ces structures si petites. A mon arrivée
dans le groupe STEM en 2008, une collaboration avec I'équipe de M. Wegener et
S. Linden (en particulier avec N. Feth, le doctorant qui travaillait dans ce groupe)
avait été mise en place. Il s'agissait pour moi d'étudier di érents SRRs individuels
en utilisant les techniques instrumentales de spectroscopie de perte d'énergie des
électrons résolue spatialement et les outils de dépouillement des données développés
et améliorés par le groupe STEM depuis de nombreuses années : utilisation du mode
ChronoSPIM permettant d'acquérir plusieurs spectres EELS en di érents points de
I'échantillon, analyse semi-automatisée des spectres...Apres discussion avec nous,
les SRRs ont pu étre fabriqués par une technique de lithographie électronique adap-
tée pour cette étude EELS. Pendant plus d'un an, di érents échantillons de tailles et
de formes Iégerement di érentes nous ont été fournis par N. Feth pour étre analysés
en EELS.

La grandeur mesurée dans une expérience de spectroscopie de perte d'énergie
des électrons a par ailleurs été précisée suite aux travaux théoriques de F. J. Garcia
de Abajo et M. Kociak en 200813]. Il existe en e et un lien entre le signal EELS et
la densité locale d'états électromagnétiques de la particule étudiée projetée suivant
la direction de propagation des électrons incidents (z-EMLDOS). Dans le cas pho-
tonique, la décomposition modale de la EMLDOS est bien connuk]] et s'écrit en
terme des modes propres photoniques dérivés a partir de I'équation de Helmholtz
et qui dépendent de la nature des milieux mis en jeu. Cependant, a mon arrivée
dans le groupe STEM, aucune décomposition modale universelle analogue dans le
cas plasmonique n'existait bien qu'une EMLDOS puisse quand méme étre dé nie
formellement dans ce cas. Par ailleurs, l'interprétation de la EMLDOS en terme de
comptage des modes propres valable en photonique ne marche plus en plasmonique
pour des structures dissipatives pour lesquelles ces modes propres sont mal dé nis.
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Introduction a la partie expérimentale

D'une facon générale, les métamatériaux (le pré xenéta signi e "au-dela" en
grec) sont des structures arti cielles dont les propriétés sont trés di érentes de celles
gue I'on peut trouver dans les matériaux naturels ou conventionnels. Par exemple,
une grande réponse magnétique, en général, et une permeéabilité négative aux fre-
guences optiques, en particulier, n'apparaissent pas dans les matériaux naturels.
Des applications des métamatériaux ont été proposées, citons par exemple : le ma-
gnétisme arti ciel, la fabrication de lentilles parfaites qui permettent d'améliorer la
gualité des images obtenues a travers une lentille ou méme la réalisation de capes
d'invisibilité pour des applications militaires (furtivité électromagnétique) [LO, 11].

En 1967, V. Veselago prédit théoriquement I'existence de matériaux ayant simul-
tanément une permittivité électrique et une permeéabilité magnétique négatives et
donc un indice de réfraction négatif]5. Le terme dematériaux main-gauche(ou
left-handed media LH) qu'il utilisa pour désigner ces structures permettait d'ex-
primer le fait que dans ces matériaux, le triedre formé par le vecteur d'onde d'une
onde électromagnétique, le champ électrique et le champ magnétique tourne "dans
le mauvais sens" par rapport a celui des matériaux conventionnels. D'autres e ets
inhabituels ont été rapportés dans ce papier : la loi de Snell-Descartes pour la réfrac-
tion est inversée, I'e et Doppler est inversé, I'e etCerenkov est inversé...A la n
des années 90, J. Pendry proposa une réalisation de ces métamatériaux a l'aide d'une
structure périodique formée d'anneaux concentriques fendus appedgtit-ring reso-
nators (SRRs) et de Is métalliques parallélesl6, 17, 18]. J. Pendry avait montré en
e et qu'un réseau périodique de Is métalliques paralléles de dimensions bien choi-
sies posseéde une permittivité négative dans le domaine des fréquences micro-ondes
et qu'un réseau périodique de SRRs permet d'obtenir une perméabilité négative au-
tour d'une certaine fréquence de résonance que I'on peut ajuster pour lui donner une
valeur dans le domaine des micro-ondes. En réunissant ces deux réseauy, il est donc
possible d'obtenir un matériau ayant a la fois une permittivité et une perméabilité
négatives autour de la fréquence de résonance des SRRs. En 2000, D.R Setiti
se sont inspirés des travaux de J. Pendry pour fabriquer le premier prototype de
matériau main-gauche dans le domaine des fréquences micro-ondég [

Quelques années apres cette premiere démonstration expérimentale, un grand nombre
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de publications théoriques et expérimentales ont con rme, par di érentes approches,
I'existence et les propriétés des matériaux ayant un indice de réfraction négatif jus-
gu'aux domaines des trés hautes fréquences (fréquences telecom, TB@) 1, 12,

22). Les structures précédentes sont engendrées par la répétition d'un méme élément
appeléatome photoniquepar analogie aux atomes réels qui composent la matiére
naturelle. Comme pour les atomes réels, la taille des atomes photoniques est plus pe-
tite que la longueur d'onde du rayonnement incident, mais contrairement aux atomes
réels, leurs propriétés physiques sont entierement décrites par les équations de Max-
well plutdt que par I'équation de Schrodinger. Un atome réel est entierement décrit
si I'on connait les énergies propres et la distribution spatiale des fonctions d'onde de
cet atome. L'acces expérimental a la variation de ces fonctions d'onde a di érentes
énergies a été récemment obtenu sur des atomes ré2% p4]. Avant nos travaux,

une étude exhaustive analogue sur des atomes photoniques n'avait pas été réalisée
dans le visible, bien que la taille de ces atomes soit 1000 fois plus grande que celle
des atomes réels. La spectroscopie optique sous-longueur d'onde nécessaire a cette
étude n'était en e et pas encore su samment avancée et la fabrication de structures
aussi petites est techniqguement tres di cile. A n de pallier ce manque, nous avons
considéré I'exemple typique des SRRs comme prototype d'atome photonique. Une
caractérisation expérimentale compléete de ces atomes photoniques dans le visible
semble particulierement importante puisque dans ce domaine spectral : les excita-
tions du matériau sont associées a l'excitation des plasmons de surface et de volume
du métal, l'inertie des électrons devient importante, les relations de dispersion de ces
excitations sont trés di érentes de celles de la lumiére dans le vide et dépendent des
rapports d'aspect de la nanostructured5, 8] et la dissipation d'énergie dans le métal
doit étre prise en compte. Le modéle simpliste ou le SRR est modélisé par un circuit
électriqgue LC [LZ] oublie ainsi completement la nature plasmonique des excitations
de cet atome photoniqued6]. Une collaboration avec I'équipe de M. Wegener (en
particulier N. Feth, KIT, Allemagne) pour la fabrication des échantillons par litho-
graphie électronique compatible avec une étude par spectroscopie de perte d'énergie
des électrons et I'équipe de F. J. Garcia de Abajo (en particulier V. Myroshnychenko,
CSIC, Espagne) pour les simulations numériques retardées, nous a permis d'étudier
guatre petits SRRs de tailles et de forme |égérement di érentes par EELS dans le
contexte d'un microscope électronigue en transmission a balayage (STEM) et ainsi
de cartographier les premiéres excitations de surface de SRRs individuels dans le
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domaine spectral du visible et du proche infra-rouge.

Introduction a la partie théorique

Dans les dix derniéres années, il y a eu des progres spectaculaires en nanooptique,
qui décrit le comportement de la lumiére a I'échelle du nanometre et en nanoplas-
monique qui décrit le comportement des plasmons a I'échelle du nanométre. Ces dis-
ciplines ont béné cié du développement de nouveaux types de microscopie (SNOM,
PSTM, PEEM...) et de spectroscopie de champ proche (cathodoluminescence ou
CL, EELS...) avec une résolution spatiale bien en dessous de la longueur d'onde
du rayonnement incident. Lorsque ces techniques sont appliquées a des structures
photoniques ou plasmoniques, la grandeur mesurée est liée aux modes propres de ces
structures. Il est connu depuis longtemps que le SNOM est une mesure de la den-
sité locale d'états électromagnétiques (EMLDOS)LA] de la particule étudiée. Cette
relation a ensuite été étendue dans le cas de structures plasmoniques en SNOM,
PSTM, EELS et CL. En photonique, la EMLDOS a une dé nition trés intuitive :
en chaque point de lI'espace, pour une énergie donnée et pour une polarisation du
champ électriqgue donnée, la EMLDOS est la somme sur tous les modes propres, cha-
cun associé a une énergie propre, du module au carré du champ électrique pondéré
par une fonction delta piquée a I'énergie du mode. La EMLDOS re éte ainsi les va-
riations spatiales de I'excitation considérée. Par ailleurs, les cartes Itrées en énergie
qui sont obtenues par diverses techniques semblent reproduire les variations spa-
tiales des ondes plasmoniques. En méme temps, la théorie prédit une relation entre
la EMLDOS et les expériences (SNOM, EELS...) quelque soit la nature des modes
sous-jacents (photon, plasmon...). Il semble donc possible d'étendre la dé nition
précédente de la EMLDOS a des structures plasmoniques. Cependant, il est utile
de s'interroger sur le sens de la EMLDOS pour des structures dissipatives comme
par exemple des métaux dissipatifs qui sous-tendent des ondes plasmoniques. En
e et, pour de telles structures, les modes propres d'énergie ne sont plus clairement
dé nis. D'autre part, beaucoup de grandeurs électromagnétiques (module, phase. . .)
peuvent maintenant étre mesurées a des échelles sous-longueur d'onde sur des na-
noobjets métalliques, mais la relation entre ces grandeurs et les plasmons n'est pas
encore fermement établie7]. Par ailleurs, le lien qui existe entre les charges propres
de surface, qui donnent probablement la meilleure dé nition des modes propres plas-
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moniques, et les champs propres qui sont mesurés expérimentalement vaut la peine
d'étre étudié dans le cas des plasmons. En e et, dans le cas photonique, les champs
électriqgue et magnétique sont directement les quantités d'intérét ce qui n'est pas
le cas en plasmonique. La dé nition précise des modes propres plasmoniques pour
des systémes dissipatifs doit étre donnée et la décomposition modale de la EML-
DOS, des di érentes fonctions de réponse ainsi que le lien qui existe entre les modes
propres et les mesures expérimentales doivent étre compris. Di érents points de
vue du méme probleme semblent avoir été discutés dans les dix dernieres années
[28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, mais aucune théorie générique n'a encore émergé. En
particulier, il n'existe aucun modele sur la décomposition modale de la EMLDOS
plasmonique dans la limite quasistatique dissipative, c'est-a-dire celle d'intérét pour
les plasmons de surface localisés.

Dans la partie théorique de ce travail, j'ai proposé une théorie générale des modes
propres plasmoniques dans l'approximation non retardée pour une particule de forme
guelconque plongée dans un milieu supposé in ni. Ces modes propres, qui ne dé-
pendent que de la géométrie de la particule étudiée et que j'ai par conséquent appelés
modes propres géomeétriquesont des charges et des dipdles distribués a la surface
de la particule. En raison de l'indépendance de ces modes propres vis-a-vis de la
nature des milieux et de I'énergie, ces modes sont parfaitement bien dé nis dans
le cas de structures dissipatives voire méme hautement dissipatives. Une expression
universelle de la EMLDOS, de I'EELS et du SNOM ont pu étre exprimées en terme
des modes propres géométrigues. Pour la EMLDOS, l'expression obtenue est tres
similaire a celle qui apparait en photonique mais elle n‘avait encore jamais été dé-
montrée en plasmonique. Les décompositions modales obtenues pour I'EELS et le
SNOM m'ont permis de préciser les quantités électromagnétiques qui sont mesurées
dans ces expériences. Par ailleurs, j'ai introduit, pour la premiére fois, une densité
locale d'états pour les modes propres géométriques en raisonnant par analogie avec
la EMLDOS "standard" pour les modes propres photoniques mais dont l'interpréta-
tion en terme de comptage de nombre de modes propres est encore valable pour des
systemes dissipatifs.
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Introduction aux simulations numériques

Nos expériences EELS ont été complétées par des simulations numériques réali-
sées par notre collaborateur F. J. Garcia de Abajo dans le régime retardé mais aussi
par mes propres simulations numériques réalisées dans I'approximation non retar-
dée. Toutes ces simulations ont été réalisées en utilisant la méthode des éléments
nis de frontiere (boundary element method en anglais ou BEM) dérivée des mé-
thodes intégrales. Les recherches bibliographiques que nous avons menées sur cette
méthode ont montré qu'il existe en fait deux formulations du BEM : la formula-
tion directe [36] et la formulation indirecte [37]. Dans la suite, nous considérerons
une particule de forme quelconque en présence d'une densité de charges extérieure
ainsi que les quantités électromagnétiques habituelles (charges, potentiel...). Dans
la formulation directe, le potentiel électrostatique est d'abord déterminé a la surface
de la particule, comme solution d'une équation intégrale, puis il est ensuite déduit
partout dans l'espace. Dans la formulation indirecte, c'est la densité de charges in-
duite a la surface de la particule qui est d'abord déterminée, comme solution d'une
équation intégrale, puis le potentiel est déduit partout dans I'espace a partir de la
densité de charges calculée. Toutes nos simulations numériques ont été réalisées en
utilisant la formulation indirecte du BEM, ce qui nous a permis de calculer la den-
sité de charges a la surface d'une particule de forme quelconque pour chacune de
ses excitations de surface, dans le contexte d'une expérience EELS dans le domaine
des pertes proches (ou SNOM), ainsi que les quantités électromagnétiques d'intérét
(potentiel, champ électrique...) et les grandeurs expérimentales (EELS et SNOM).
Dans le cas non retardé, les calculs ont été réalisés en utilisant le logiciel commer-
cial COMSOL (version 3.5a) qui ne posséde pas, par défaut, d'application dédiée
a 'EELS. Mon travail a donc consisté a implémenter entierement, dans ce logiciel,
I'équation intégrale BEM portant sur la charge. Ces simulations numériques nous
ont en particulier permis d'interpréter nos résultats expérimentaux sur des split-ring
resonators.

Depuis de nombreuses années, le groupe STEM a largement contribué au déve-
loppement instrumental (STEM, EELS) ainsi qu'a I'écriture des outils de dépouille-
ment des données mais il ne possédait pas encore d'outil de simulations numériques
dédié a 'EELS. Ce travail d'implémentation permet désormais au groupe STEM de
posséder cet outil de simulations numériques dedié a I'EELS dans le domaine des
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pertes proches.

Plan du manuscrit

Cette thése est organisée en quatre grandes parties.

La partie | est consacrée aux fondements théoriques et expérimentaux nécessaires
a la compréhension de ce manuscrit. Cette partie pourra étre négligée pour ceux
qui souhaitent accéder directement aux résultats originaux (parties I, 111 et V).

Le chapitre 1 est consacré aux équations de Maxwell dans les milieux matériels
qui décrivent en particulier l'interaction d'un électron avec une particule. Le mé-
canisme de polarisation électronique qui apparait dans une expérience EELS est
aussi décrit. Les équations de Maxwell et les relations de constitution sont ensuite
données dans l'espace réel et dans I'espace de Fourier. Cela m'a permis d'intro-
duire les notations, les unités et les conventions utilisées dans tout le manuscrit.
Finalement, I'approximation locale dans laquelle les expériences et les calculs ont
été réalisés est décrite de facon tres générale. tlapitre 2 est consacré a dé-
crire la réponse optique d'un solide dans un champ électrique. L'expression de la
permittivité diélectrique d'un gaz d'électrons est dérivée dans le modeéle classique
de Drude, c'est-a-dire dans l'approximation des électrons libres et indépendants.
L'expression obtenue sera utilisée ensuite dans la partie IV consacrée a mes tra-
vaux théoriques. Je dérive ensuite les relations de dispersion des ondes longitudi-
nales et transverses qui peuvent exister dans un métal ainsi que celles associées
aux plasmons-polariton créés a l'interface entre deux milieux semi-in nis et a la
surface d'un Im mince. Ces relations seront utilisées ensuite dans la partie 1l
consacrée aux résultats expérimentaux. Dans ¢hapitre 3 je dérive en détail les
expressions de la probabilité de perte d'énergie d'un électron rapide voyageant
dans un milieu homogéne et in ni ou en présence d'une particule. Les expressions
sont dérivées entierement dans le régime retardé et dans I'approximation non re-
tardée en fonction du potentiel ou du champ électrique. Dans le cas non retardé,
les expressions obtenues seront le point de départ pour dériver di érentes expres-
sions de la décomposition modale de I'EELS dans la partie IV. Dans dbapitre

4, je décris les deux formulations de la méthode des éléments nis de frontiére
(BEM). A n d'éviter tout malentendu et parce que le BEM est par nature tres
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proche de la méthode des éléments nis (FEM), une section est consacrée aux
di érences qui existent entre le BEM et le FEM. Le BEM est ensuite comparé
aux méthodes numériques alternatives (FDTD, DDA...) largement rencontrées
en plasmonique. A n d'introduire le formalisme que nous avons utilisé dans nos si-
mulations numériques, le vocabulaire et les notations du BEM, di érents exemples
sont donnés : un exemple trivial a une dimension, un exemple a deux dimensions
et un exemple a trois dimensions dans la formulation directe. A n de préciser la
méthode que j'ai utilisée dans nos simulations numeériques, un autre exemple d'un
probléme a trois dimensions est donné dans la formulation indirecte. Finalement,
la derniére section de ce chapitre est consacrée au BEM retardé qui a été utilisée
par nos collaborateurs. Lechapitre 5 est consacré au microscope électronique en
transmission a balayage (STEM) que j'ai utilisé pour les expériences. Aprés avoir
décrit son fonctionnement, je décris brievement les di érents types d'images que
I'on peut réaliser avec un STEM ainsi que les di érentes excitations que l'on peut
étudier en EELS.

La partie Il est consacrée aux métamatériaux et a leurs applications. Cette
partie originale, permet de situer les particules que nous avons étudiées dans le
contexte tres général des métamatériaux. Dans dhapitre 6, je dé nis brievement

ce que sont les métamatériaux puis je décris plus précisément ceux ayant un indice
de réfraction négatif (matériaux LH). Je montre alors que la vitesse de phase et la
vitesse de groupe d'une onde électromagnétique qui se propage dans un milieu LH
ont un sens opposé. Les conditions de continuité du champ électrique et du champ
magnétique a l'interface entre un milieu LH et un milieu conventionnel sont aussi
données. Dans lehapitre 7, je décris plusieurs e ets inhabituels qui apparaissent
dans les milieux LH comme par exemple l'inversion de I'e et Doppler ou l'inver-
sion de I'e et Cerenkov. J'expliqgue aussi comment une lentille fabriquée dans un
matériau LH permet d'imager les détails sous-longueur d'onde d'un objet. Dans

le chapitre 8 je décris brievement quelques résultats expérimentaux rapportés
dans la littérature concernant les split-ring resonators (SRRs) étudiées d'abord
dans le domaine des micro-ondes puis, quelques années apres, dans le domaine des
tres hautes fréquences. Ce chapitre permet de mieux appréhender les phénomeénes
physiques qui ont lieu dans un SRR.

La partie Il est consacrée a nos résultats expérimentaux obtenus par spectro-
scopie de perte d'énergie des électrons sur des SRRs individuels dans le domaine
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spectral du visible et du proche infra-rouge. Lehapitre 9 reprend a titre intro-
ductif, le chapitre 6 consacré aux métamatériaux. Dans lehapitre 1Q je décris

la méthode de lithographie électronique utilisée pour fabriquer les SRRs ainsi
que la méthode utilisée dans nos simulations numériques. Les résultats de nos
expériences sont nalement décrits et discutés dans ¢hapitre 11

La partie IV est consacrée a mes développements théoriques. Cette partie est
entierement originale et pourra étre lue indépendamment des autres parties de ce
manuscrit. Dans lechapitre 12 je décris le probleme qui apparait lorsque nous sou-
haitons étendre l'interprétation de la EMLDOS bien connue en photonique dans
le cas plasmonique, ce qui motive naturellement mes développements théoriques.
Dans le chapitre 13, je dé nis, en m'appuyant sur d'anciens travaux, un nouveau
type de modes propres appelésodes propres géométriquabune particule. Dans

le chapitre 14 je dérive di érentes expressions équivalentes des fonctions de ré-
ponse standards de I'électromagnétisme (fonction de Green scalaire et dyade de
Green) en terme des modes propres géométriques. Finalement, je dé nis une nou-
velle fonction de Green associée a I'équation BEM et exprimée en terme des modes
propres géométriques seulement. Dans ¢bapitre 15 je dérive pour la premiéere
fois, une expression universelle de la EMLDOS pour un systeme plasmonique
sous la forme d'une décomposition modale écrite en terme des modes propres
géométrique que je compare ensuite a la EMLDOS bien connue en photonique.
Finalement, la densité locale d'états géométriques d'une particule est ensuite dé-
nie formellement a partir de la fonction de Green géométrique. Dans &hapitre

16, di érentes expressions équivalentes de I'EELS et du SNOM sont dérivées et
écrites en terme des modes propres géomeétriques, ce qui m'a permis de préciser
les quantités mesurées dans ces expériences et en particulier d'interpréter la délo-
calisation du signal inélastique due a l'interaction coulombienne. Finalement, la
perte de cohérence spatiale des modes propres géomeétriques est discutée.

An de simplier la lecture du manuscrit, j'ai reporté en annexe un certain
nombre de démonstrations.

L'annexe A est consacrée aux fonctions de Green et a la formulation intégrale de
I'équation de Poisson. Les expressions dérivées ici seront le point de départ de
la méthode des éléments nis de frontiere qui a été utilisée dans nos simulations
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numeériques.

Dans l'annexe B, je précise la méthode utilisée par notre collaborateur pour réa-
liser les simulations numériques BEM retardé qui ont complétées nos propres
expériences.

Dans l'annexe C, je dérive I'expression de la fonction de Green pour le potentiel
en présence d'une interface planaire in nie, d'une particule sphériqgue ou d'une
particule cylindrique en utilisant une méthode trés souvent rencontrée dans la
littérature.

Dans l'annexe D, j'explique, sous forme de tutoriel, les di érentes étapes que
j'ai utilisées pour con gurer le logiciel COMSOL utilisé dans nos simulations nu-
mériques. Les di cultés rencontrées y sont brievement décrites. Le but de cette
annexe est de permettre aux futurs doctorants d'accéder plus rapidement a la
partie numérique de mon travail de thése.

Dans l'annexe E, je reprends le calcul de la fonction de Green scalaire pour le
potentiel en présence d'une interface planaire in nie, d'une particule sphérique
ou d'une particule cylindrique mais cette fois-ci en utilisant le formalisme de la
décomposition modale que j'ai développé pendant ma these. De la méme facon,
I'expression de la dyade de Green pour le champ électrique en présence d'une
interface planaire in nie est aussi dérivée.

Dans l'annexe F, les expressions de 'EELS (en présence d'une interface planaire,
d'une sphére ou d'un cylindre) et du SNOM (en présence d'une interface planaire

ou d'une sphéere) sont dérivées en utilisant le formalisme de la décomposition

modale.

Dans I'annexe G, je montre, pour la premiere fois, que le champ électrique associé
a un mode propre géométrique peut étre normalisé dans tout I'espace.

Dans l'annexe H, la premiére relation de Kramers-Kronig est utilisée pour cal-
culer l'intégrale sur I'énergie des fonctions de réponse qui apparaissent dans ce
manuscrit.
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Chapitre 1

Equations de Maxwell dans les
milieux materiels

Lorsque vous avez éliminé
I'impossible, ce qui reste, si
improbable soit-il, est
nécessairement la vérité.

Le Signe des quatre
sir Arthur Conan Doyle

ans les expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS)

D gue nous avons réalisées sur des split-ring resonators (SRRs) (et qui seront
décrites des le chapitrel0), I'interaction des électrons avec la particule étudiée est
entierement décrite classiquement par les équations de Maxwell. Dans ce chapitre
nous rappelons, de facon synthétique, les principaux résultats concernant les équa-
tions de Maxwell dans les milieux matériels ainsi que les mécanismes de polarisation
électronique et d'aimantation de ces milieux, ce qui nous permettra d'introduire les
notations, le vocabulaire, les conventions et les hypothéses qui seront ensuite utilisés
dans ce manuscrit.

Les équations de Maxwell permettent de décrire la propagation d'une onde élec-
tromagnétique dans les milieux matériels a condition d'inclure toutes les sources du
champ électromagnétique. Il faudra tenir compte des courants macroscopiques ex-
térieurs que I'expérimentateur peut faire varier a volonté et que I'on appelleharges
(ou courants) libres (a ne pas confondre avec les "charges libres" d'un métal) ou plus
simplementcharges extérieure&€T de tous les courants qui décrivent les transports
de charges dans la matiére et que l'on appeltharges(ou courants) liées et qui
peuvent contribuer a la propagation d'une onde électromagnétique. La présence de
toutes ces charges liées dans la matiere rend évidement le probléme extrémement
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complexe et la détermination du champ électromagnétique microscopique (ou intra-
atomique) est impossible. Les seules quantités accessibles sont en fait des moyennes
d'ensemble a I'échelle macroscopique du champ électromagnétique créé. |l s'agit donc
de dériver les champs a I'échelle macroscopique a partir des champs ayant une échelle
de variation microscopique. Ces moyennes devront étre évaluées sur une éckglle
tres grande par rapport aux dimensions atomiques mais tres petite par rapport a
la longueur d'onde du rayonnement considéré (typiquemengy So ou

a 0.5nm est le rayon de Bohr). Ces inégalités sont valides pour les expériences
EELS que nous avons réalisées dans le domaine énergétique de I'électron-volt (voir
le chapitre 10) *. Les équations de Maxwell obtenues décrivant les champs moyennés
seront les équations de Maxwell habituelles (voir la sectidn3), a condition d'y faire
intervenir des densités de charges et de courants macroscopiques dérivées a partir
des densités de polarisation. A partir de maintenant, nous supposerons que le champ
appligué est assez faible pour que la réponse du milieu soit linéaire (voir la section
1.3.2.

1.1 Polarisation électronique d'un milieu matériel

Plongé dans un champ électrique (par exemple celui créé par une densité de
charges extérieure), un milieu matériel se polarise : chaque volume mésoscopique
dV de ce milieu acquiert un moment dipolaire électriquép(r;t) = P (r;t)dV ou
P (r;t) est appelévecteur polarisationdu milieu. L'étude du champ électromagné-
tiqgue dans un milieu matériel est facilitée en remplacant le milieu polarisé pesq

une densité volumique de charges de polarisation g (r;t) = r P(r;t);

une densité surfacique de charges de polarisationgg(s;t) = n P oun estle
vecteur normal orienté vers l'extérieur du milieu considéré ;

@ (r;t)
@t

une densité volumique de courants de polarisationdi (r ;t) =

1. Cependant, I'in uence des champs locaux peut devenir important et la prise en compte dees
champs dans les calculs théoriques est alors nécessaire pour expliquer les spectres expérimentaux
de perte d'énergie des électrons obtenus par exemple sur des oxydes d'Hafnium pour degsrémes
au-dela de 30eV (résultats expérimentaux et théoriques non encore publiés).
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Le champ électrique total est alors la superposition du champ électrique initial et
du champ électrique induit, c'est-a-dire celui créeé pary, et po.

Le mécanisme de polarisation électronigdeapparait dans une expérience EELS
et est responsable de la perte d'énergie des électrons incidents de I'expérience. Le
champ électrique des électrons incidents va en e et polariser en surface et en volume
la particule étudiée creéant ainsi une densité surfacique de charggs a sa surface
et une densité volumique de charges,, a l'intérieur. Le champ électrique créé a
la fois par po €t po Qui S'exercera sur les électrons incidents sera responsable de
leur perte d'énergi€®. Les simulations numériques que nous avons réalisées nous ont
permis de calculer o, dans le contexte d'une expérience EELS et d'interpréter nos
propres résultats expérimentaux obtenus sur des SRRs (voir la sectif.3 et le
chapitre 11).

1.2 Aimantation d'un milieu matériel

Bien que nous n'ayons pas étudié de matériaux magnétiqiesious discutons ici
a titre indicatif du mécanisme d'aimantation qui a lieu pour des matériaux magné-
tiques. Plongé dans un champ magnétique (par exemple celui créé par une densité
de courants extérieure), un milieu matériel s'aimante : chaque volume mésoscopique
dV de ce milieu acquiert un moment dipolaire magnétiqueM (r;t) = M (r;t)dV
ou M (r;t) est appelévecteur aimantationdu milieu. L'étude du champ électroma-
gnétique dans un milieu matériel est facilitée en remplagant le milieu aimanté p&d]

une densité volumique de courants d'aimantationJ,(r;t)=r M (r;t);

une densité surfacique de courants d'aimantationJgs, = M n oun estle
vecteur normal orienté vers l'extérieur du milieu considéré.

2. En fait dans un milieu matériel quelconque, il existe trois types de polarisation : la pola-
risation électronique, la polarisation ionique et la polarisation d'orientation. Dans les matériaux
gue nous avons étudiés par EELS dans le domaine énergétique de I'électron-volt, le mécanisme de
polarisation électronique est le plus important et donc nous ne discuterons que de ce mécanisme
dans la suite de ce manuscrit en oubliant les autres types de polarisation.

3. Plus précisément, ,q sera liée a I'excitation des plasmons de surface de la particule epo a
I'excitation des plasmons de volume des milieux traversés par les électrons incidents (ces excitations
seront décrites plus loin dans le manuscrit).

4. Nous verrons que les split-ring resonators (SRRs) que nous avons étudiés exhibent cependant
un moment magnétique arti ciel alors que le milieu constituant les SRRs est nhon magnétique.
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Le champ magnétique total est alors la superposition du champ magnétique initial
et du champ magnétique induit, c'est-a-dire celui créé paky, Jsm et J .

1.3 Equations de Maxwell macroscopiques

1.3.1 Equations de Maxwell dans I'espace reéel

Ici nous utilisons le systéme d'unité CGS (gaussien) pour décrire les champs
électromagnétiques. Dans un milieu matériel, nous pouvons utiliser les équations de
Maxwell dans le vide, a condition de tenir compte des densités volumiques de charges
de polarisation et des densités de courants de polarisation et d'aimantation induites
dans ce milieu. An de ne faire apparaitre dans ces équations que les charges et
courants extérieurs (c'est-a-dire ce qui est connu et imposé par I'expérimentateur),
nous devons introduire le vecteur déplacement électrique qui est lié a la polarisation
du milieu par la relation D (r;t) = E(r;t) +4 P(r;t) et le vecteur excitation
magnétique qui est lié a lI'aimantation du milieu (lorsque le milieu est magnétique)
par la relation H (r;t) = B(r;t) 4 M (r;t). Les équations de Maxwell s'écrivent
dans le milieu Bg

8 .
% r E(r;t) = i@((@rtt) (1.1a)
o= A ey, 1@
r H(r;t) = TJ (r;t)+ T (1.1b)
% r D(r;t) = 4 =Yr;t) (1.1c)
r B(r;t) = 0; (1.1d)

ou E est le champ électrique D est le déplacement électriqueH est I'excitation
magnétique(aussi appeléchamp magnétiqgug B est l'induction magnétique J &
est la densité de courants extérieure et est la densité de charges extérieure.

Equation de continuité . En combinant les équations1.1b) et (1.19 et en tenant
compte du fait quer (r H) =0, on obtient I'équation de continuité

@ext(r , t)

ext . —_ .
ot J®Yr:t)=0; (1.2)
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qui traduit la conservation de la charge électrique

1.3.2 Relations de constitution pour un milieu linéaire et
dispersif

Les équations de Maxwell ne permettent pas a elles seules de déterminer les
di érents champs existant dans le milieu méme si les densités de charges et de
courants extérieures sont connues. Pour résoudre ces équations, il faut leur adjoindre
les relations qui relient les champ&, H, D et B entre eux (ces relations sont
appeléesrelations de constitutior). Dans un milieu, que I'on supposera linéaire et
non chiral, elles s'écrivent

z z

D(r;t)= dr® dt® (r r%t t9E(r%t9 (1.3)
z z

B(r;t)=dr® dt® (r r%t tOH (r%t9; (1.4)

ou et sontdes tenseurs 3 3 pour un milieu anisotrope, appelés respectivement
tenseur de permittivité et tenseur de perméabilitéet qui sont complexes si le milieu
est dissipatif®. Pour un milieu isotrope, ces tenseurs sont proportionnels au tenseur
unité et peuvent donc s'identi er a des scalaires. Dans la suite de ce manuscrit,
nous supposerons que les milieux sont isotropes et nous noterons simplemestt
respectivement la permittivité et la perméabilité scalaire des milieux considérés. La
relation (1.3 (ou (1.4)) montre que le déplacement électriqu® (ou B) a l'instant

t dépend du champ électriqu& (ou du champ magnétiqueH ) a tous les instantst®
précédantt (dispersion temporelle), c'est-a-dire qu'il existe une relation non locale
entre D et E. Le déplacement en un point dépend aussi de la valeur du champ
électrique en tous les points voisins® (dispersion spatiale). Dans la sectiori.3.5
nous discuterons le cas ou ces relations peuvent étre rendues locales (approximation
locale) et qui correspondent en fait & la situation rencontrée dans nos expériences.

5. Notons que les équations de MaxwellX.1a1.1d) écrites dans l'espace réel sont des équations
aux dérivées partielles et par conséquent sont non locales. Nous verrons &18.4 que ces équations
deviennent strictement locales dans l'espace de Fourier.

6. Dans le contexte de la théorie de la réponse linéaire, et  sont les fonctions de réponse
en espace et en temps du milieu soumis respectivement a un champ électriqgue et a un champ
magnétique.
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Equation de Helmholtz . En combinant les équations 1.1 et (1.1b dans un
milieu non magnétique ( = 1) et de permittivité diélectrique locale (!) et en
l'absence de courant extérieurJ®(r;t) = 0) puis en utilisant l'identité vectorielle

rr E=r(r E) E = E; (1.5)

ou on a utilisé le fait quer E = 0 (absence de source), on obtient I'équation de
Helmholtz (équation de propagation du champ électrique)

(1) @E(r;1),
c? @
Cette équation sera utilisée dans le chapitré consacré aux métamatériaux.

E(r;t)= (1.6)

1.3.3 Relations de continuité a l'interface entre deux mi-
lieux

Les équations de Maxwell précédentes permettent de déterminer les relations de
continuité associées aux cham@s, H, D et B a l'interface entre deux milieux. A
la surface de séparation entre deux milieux 1 et 2, on & :

continuité de la composante tangentielle deéE :

ni, (Ex E1)=0; (1.7)

discontinuité de la composante tangentielle déd :

4
niz (Hz Hi)= =38 (1.8)

discontinuité de la composante normale d®

np (D2 Di)=4 & (1.9)

continuité de la composante normale deB :

nip, (B Bi1)=0; (1.10)
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ou ®etJ& sont respectivement la densité de charges et de courants extérieurs
distribués sur la surface de séparation entre les deux milieux e, est le vecteur
normal a la surface dirigé du milieu 1 vers le milieu 2.

1.3.4 Equations de Maxwell dans l'espace de Fourier

A n de dériver les relations de dispersion des ondes longitudinale et transverse
qui peuvent exister dans un solide [voir Eq.2.9)] et aussi pour simplier la dis-
cussion sur I'approximation locale (voir la sectiori.3.95, nous avons besoin d'écrire
les équations de Maxwell et les relations de constitution dans I'espace de Fourier.
Les conventions utilisées dans ce manuscrit pour dé nir les transformées de Fourier
spatiale et temporelle d'une fonction sont les suivantes :

pour une fonction temporelle

8 1 z +1

2 f(t) = 7 dif (1)e™ (1.11a)

5ty = :l dt f (1) - (1.11b)
pour une fonction spatiale

8 1 Za1 _

2 g(r) = §2 E dk g(k)ek’ (1.12a)

2 gk) = drg(r)e kT (1.12b)

et une combinaison de ces conventions pour une fonction a la fois spatiale et tempo-
relle. On noteraE (k;!), H (k;!), B(k;!) et D (k;!) les transformées de Fourier
spatiale et temporelle deE (r;t), H (r;t), B (r;t) et D (r;t) respectivement. Le pas-
sage d'une représentation a une autre se fait en utilisant les conventioris1(l) et

(1.19
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8 Z,, Z,., |
5 E(k;!) = dr dt E(r;t)e '«r ') (1.13a)
1
2 E(r:t) = (21)4 dk dl E(k;1)dkr o, (1.13b)
1 1

ou nous avons utilisé la méme notation pour le champ décrit dans I'espace réel et
ce méme champ décrit dans I'espace de Fourier pour ne pas alourdir les notations.
L'équation (1.13 nous permet d'exprimer les équations de Maxwell dans I'espace
de Fourier’

8 !
% k E(k;!') = 'EB(k;!) (1.14a)
|
k H(k;!) = |40J k1) 'ED (k;!) (1.14b)
% k DK;!') = 4i ®k;!) (1.14c)
k B(k;!) = 0: (1.14d)
Equation de Helmholtz dans I'espace des fréquences angulaires . En com-

binant les équations (.13 et (1.1b) dans un milieu non magnétique ( = 1) de
permittivité diélectriqgue (r;!) (dans l'espace des fréquences angulaires), on ob-
tient I'équation de Helmholtz® qui décrit la propagation du champ électrique dans
I'espace des fréquences angulaires et en présence d'un courant extérieur

rr E(r;!) !sz(r YE(r; ')— |I I (r;1): (1.15)

Cette équation sera utilisée dans le chapitr8 consacré a la perte d'énergie d'un
électron rapide en présence d'un milieu matériel.

Par ailleurs, les relations de constitution 1.3) et (1.4) deviennent dans I'espace
de Fourier (le produit de convolution dans I'espace réel devient un produit algébrique
dans l'espace de Fourier)

7. Alors que les équations de Maxwell sont non locales dans I'espace réel, les expressidntda
1.14d) montrent qu'elles deviennent strictement locales dans I'espace de Fourier.
@ ext (r : t)
@t

8. La dérivée devient simplement il J®(r;!) dans I'espace des fréquences angu-

laires.
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D(k;!')= (k:!)E(k:!) (1.16)
B(k:!)= (k:!)H (k:!): (1.17)

1.3.5 Approximation locale

La relation de constitution (1.16) ® montre que la permittivité diélectrique dépend
a la fois du vecteur d'ondek et de la fréquence angulairé . En particulier, cela
signi e, que le déplacement électrique en un point dépend du champ électrique
partout autour de r. Nous pouvons cependant imposer une réponse spatialement
locale en écrivant, dans I'espace réel

r %= (r r9 @ 1t9; (1.18)

ce qui conduit, dans I'espace de Fourier a

D(k:')= (1)E(K;!) (1.19)

au lieu de la relation (L.16. Puisque

() =1lim (ki) (1.20)

avecjkj =2 = , ou est la longueur d'onde du rayonnement du probleme, I'ap-
proximation locale est valide dans le régime des grandes longueurs d'onde. Plus pré-
cisément, cette approximation est valable lorsque la variation spatiale des champs est
petite comparée au libre parcours moyen des électrons dans le milieu, ce qui sera tou-
jours le cas pour un métall( 100 A) dans le domaine du visible (  10° 10*A).

Dans la section5.2, nous préciserons encore ces hypothéses en terme de vecteur
d'onde transféré au milieu par la source extérieure et la validité de I'approxima-
tion locale dans le contexte des expériences de spectroscopie de perte d'énergie des
électrons que nous avons menées.

9. Les expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons, comme celles que nous
avons réalisées et qui nous intéressent ici, ne sont sensibles qu'au champ électrique excitateur, nous
ne reparlerons désormais plus de la relation de constitution 1.17) qui fait intervenir le champ
magnétique. Une description de {.17) ainsi que de la perméabilité magnétique peut étre trouvée
par exemple dans 39].






Chapitre 2

Réponse optique d'un solide
soumis a un champ électrique

La logique sauve I'ennui.

La ligue des rouquins
sir Arthur Conan Doyle

2.1 Modeéle classique de Drude-Sommerfeld

Le modéle de Drude-Sommerfeld que nous avons utilisé dans nos simulations
numeériques décrit classiquement et simplement la réponse optique des électrons
contenus a l'intérieur d'un solide. Ce modéle est particulierement bien adapté pour
décrire la réponse optique d'un métal dans le domaine infra-rouge. Il permet d'ob-
tenir I'expression de la permittivité diélectrique du gaz d'électrons en fonction de
la fréquence angulaire du champ électrique excitatewt(. Comme cette expression
sera réutilisée dans le chapitrd5, nous allons ici la dériver en détaillant les étapes
de la démonstration. Les électrons seront décrits classiquement, c'est-a-dire qu'ils se-
ront représentés par une particule ponctuelle con née a l'intérieur du volume limité
par I'extension du solide. Nous supposerons que les charges positives responsables
de la neutralité du métal sont immobiles. Nous supposerons de plus que les électrons
sont ralentis a cause des collisions au sein du solide mais qu'entre deux collisions les
électrons n'interagissent ni entre eux (approximation des électrons indépendants) ni
avec les charges positives (approximation des électrons libres). Tous les calculs se-
ront e ectués dans I'approximation locale k = 0) et pour rendre plus "académique”
cette section, nous considérerons une composante sinusoidale du champ électrique
de la formeE (t) = Eqge " . Le principe fondamental de la dynamique permet de
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décrire classiquement le mouvement d'un électron dans le milieu

or (t) dr(t) _ it .
meF+ Me —= = eEqe " (2.1)

ou me et e sont respectivement la masse et la charge e ective d'un électron dans le

solide. Le terme en ‘é—'t est un terme de frottement visqueux qui rend compte des

di érents processus de di usion des électrons dans le solide et donc de leur amortis-
sement.

En supposant quer (t) = roe ", I'équation (2.1) donne

e
o= el 2+ im L Eo: (2:2)

On en déduit I'expression de la polarisation du milieuP = ner ou n est la densité
électronique dans le solide

2
) ne )
Poe it — Eoe ilt .

Me! 2+ ilm ¢ (2:3)

La permittivité diélectrique (! ) du solide, dé nie ici par la relationPq = 4—[ (') 1]Eo,
s'obtient alors facilement par identi cation avec @.3) :

|1 2
©p
L +1)
|

(1) = 1 (2.4)

1 2

12+ 2+i!(!2.+p 2); (2.5)

TN

= 1

ou nous avons posé, = | % (appeléepulsation plasmaou pulsation plasma
électrique pour insister sur son lien avec le champ électrique). Dans la sectidr9,
nous verrons que cette pulsation est en fait la pulsation (classique) des ondes longi-
tudinales qui peuvent se propager dans le milieu et qui peut étre mesurée dans une
expérience de spectroscopie de perte d'énergie des électrons.

1. On utilise toujours le systeme d'unité CGS.
2. Le terme d'amortissement est en fait lié au libre parcours moyenl| des électrons dans le
solide entre deux collisions : = v =l (v : vitesse de Fermi).
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2.1.1 Modéle classique de Drude-Lorentz pour les transi-
tions interbandes

Le modéle précédent décrit tres bien les propriétés optiques des métaux dans le
domaine infra-rouge mais ne permet pas de décrire correctement ce qui se passe dans
le domaine du visible ou les électrons de c+ur du meétal peuvent étre excités vers
la bande de conduction (transition interbande). La réponse optigue de ces électrons
peut cependant étre modélisée en reprenant le modéle précédent mais en ajoutant
une "force de rappelf = r ( > 0) dans I'équation du mouvement des électrons
de c+ur

d?r (t) dr (t)
+ M, — >+
® dr ® dt
ou me est maintenant la masse e ective des électrons de c+ur etdécrit 'amortis-

r=eEqe™; (2.6)

sement radiatif de ces électrons. Par une démonstration analogue a celle que nous
avons utilisée précédemment, on trouve l'expression de la permittivité diélectrique
locale associée aux électrons de c+ur

!_,2
interbande(! ) = 1+ (! (% I 2p) il (2-7)
2(] 2 1 2 2] 2
Le g 1Y _ 12| 2.8)

(!(2) !2)2+ 2!2+|(!g !2)2+ 2!2;

q_—_
ou nous avons posé ;~= % (r est la densité électronique des électrons de
c+ur).

2.2 Ondes longitudinales et transverses dans un
gaz d'électrons

Dans les expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons qui sont
réalisées sur des nanoparticules, une partie de I'énergie perdue par les électrons inci-
dents est due a l'excitation d'ondes électromagnétiques longitudinales dans tous les
milieux traversés par ces électrons et pour lesquelles la direction du champ électrique
est paralléle au vecteur d'onde de I'onde. Ces ondes longitudinales sont app gées
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mons de volumeet peuvent apparaitre aussi bien dans un milieu idéalement in ni

ou limité par une surface (nanoparticule...). Ici, nous montrons qu'en plus de ces
ondes longitudinales, il peut exister dans le milieu des ondes électromagnétiques
transverses pour lesquelles la direction du champ électrique est perpendiculaire au
vecteur d'onde de l'onde. Les relations de dispersion (relatiohgk)) associées aux
ondes longitudinales et transverses seront dérivées et les résultats que l'on peut ob-
tenir aussi par un traitement quantique seront aussi brievement mentionnés pour
les ondes longitudinales ce qui nous permettra de discuter de nouveau plus loin de
I'approximation locale dans le contexte des expériences de spectroscopie de perte
d'énergie des électrons.

On s'intéresse ici a la propagation d'une onde électromagnétique dans un milieu
isotrope, in ni et non magnétique décrit par la permittivité diélectrique locale de
Drude (2.4). Nous négligerons dans un premier temps I'in uence des collisions dans
le milieu et donc la dissipation puis nous la prendrons en compte, ce qui reviendra
a ajouter une "force de frottement" dans I'équation du mouvement des électrons. En
faisant le produit vectoriel de (.149 avec k, en utilisant I'équation (1.14b et le
fait que le milieu est non magnétiqueNl = 0 et doncH = B) et qu'il n'y a pas
de courant extérieur 0 = 0) 3, on obtient I'équation de propagation du champ
électrique dans l'espace de Fourier

k k E(k;!):Clz(!z I DE(K;!); (2.9)

q _——
ou!,= % et ou la permittivité diélectrique de Drude locale 2.4) avec =0
a été utilisée.

En projetant la relation (2.9) dans la direction du vecteur d'ondek puis dans le plan
perpendiculaire au vecteur d'onde, on obtient séparément les équations qui décrivent

3. Dans ce systéeme il n'y a en e et que les "charges internes" qui se déplacent sous I'e et du
champ électrique. Ces charges internes sont incluses dans la dé nition deet ne doivent donc pas
étre considérées comme des charges "extérieures".
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la partie longitudinale et transverse du champ électrique

8
< (12 1HEF = 0 (2.10a)

(1% 1DE? = K*CE”: (2.10b)

Ondes longitudinales . L'expression £.109 montre que I'existence d'une onde lon-
gitudinale dans le milieu, appelé@scillation plasmaou plasmon de volumalans le

contexte de la plasmonique, est soumise a la condition

I =1, (traitement classique) (2.11)

c'est-a-dire que ces ondes ne dispersent pas dans I'approche classique que nous ve-
nons de faire. Dans l'approche quantique, la fonction d'onde du plasmon de volume
peut étre vue comme une somme cohérente de fonctions d'onde associées a des ex-
citations électrons/trous. En supposant que les paires électrons/trous de moment
cinétique di érent ne sont pas couplées et en négligeant le potentiel d'échange (ap-
proximation de la phase aléatoire, RPA), la relation non dispersive = ! , précé-
dente devient dispersive41]

S

! 12+ gvfzq2 (traitement quantique RPA); (2.12)

ou les termes enyf* et plus ont été négligé$. La relation de dispersion 2.12) est re-
présentée en Fig2.1 Dans les expériences EELS que nous avons menées, le moment
transféré q sera toujours tres inférieur a&k; (vecteur d'onde de Fermi) et on pourra
considérer que le mode plasmon de volume ne disperse pas (voir Eid).

Ondes transverses . L'expression .10 montre que lorsque! 6 !, la partie
longitudinale de 'onde est nulle mais qu'une onde transverse traverse le milieu a la
condition que

k?c¢? =12 12 (sans dissipation) (2.13)

Dans la zone! <! ,, k devient imaginaire pure et le milieu n'est pas transparent :
lorsque le milieu est limité par une surface, une onde arrivant sur celui-ci sera totale-

4. Nous notonsq le moment transféré a n d'utiliser les mémes notations que celles qui appa-
raissent dans la théorie quantique des champs dans laquell@.0.2) est dérivée.
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continuum
guasi €lectrons/trou

plasmon de volume

Figure 2.1 En rouge : courbe de dispersion du plasmon de volume obtenue en utilisant
un traitement quantique dans l'approximation de la phase aléatoire (RPA). Le plasmon
de volume ne disperse quasiment pas tant qup k;. En vert : courbe de dispersion du
plasmon de volume obtenue en utilisant un traitement purement classique (voi.11). Le
plasmon de volume ne disperse jamais classiquement pour nimporte quel moment trans-
fére.

ment ré échie et donnera naissance a une onde évanescente s'étendant sur quelques
longueurs d'onde de part et d'autre de la surface du milieu. Dans la zohe ! ,

le milieu est transparent et I'onde pourra se propager dans celui-ci. La relation de
dispersion Q.13 est représentée en Fig2.2 (a)

Pour la solution longitudinale, I'e et des collisions (et donc de la dissipation) dans
le milieu induit une décroissance exponentielle de I'amplitude des oscillations. Pour
la solution transverse, la relation de dispersior2(13 est modi ée et devient
n 2 T
k’c? =12 ﬁ (avec dissipation) (2.14)
et k devient une quantité complexe dont la partie réelle décrit la propagation de
I'onde dans le milieu et la partie imaginaire décrit son amortissement.
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(@) (b)

k k

Figure 2.2 (a) Allures des courbes de dispersion dans un métal, décrit par le modéle
de Drude (2.4), associées aux ondes longitudinales (notées L et représentées en noir) et
aux ondes transverses (notées T et représentées en rouge). (b) Allures des courbes de
dispersion des ondes longitudinales et transverses dans un métal décrit par le modéle de
Drude (2.7) incluant une transition interbande a ! ¢. La courbe de dispersion de la lumiéere
est représentée en vert.
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2.3 Plasmons-polariton de surface

Les expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS) qui
sont réalisées sur des nanoparticules métalliques pour des pertes d'énergie de I'ordre
I'eV mettent en jeu, en plus des excitations de volume dont nous avons parlé dans la
section précédente, des excitations de surface appel@asmons-polariton de surface
et qui sont des ondes électromagnétiques se propageant a la surface des nanoparti-
cules et qui sont évanescentes de part et d'autre de cette surfacees propriétés
optiques des nanoparticules métalliques sont en fait entierement déterminées par
celles de leur plasmon de surface (énergie, distribution spatiale, relations de dis-
persion...) [/, 8. An de pouvoir interpréter nos propres résultats expérimentaux
obtenus en EELS sur des split-ring resonators (voir la partiel), nous allons dériver
ici la relation de dispersion associée aux plasmons-polariton de surface d'abord dans
le cas "académique" d'une interface planaire séparant deux milieux semi-in nis puis
nous donnerons les résultats dans le cas plus réaliste d'un Im mince. Les calculs
seront e ectués dans le régime retardé et les milieux seront décrits par une permit-
tivité diélectrique de Drude locale sans dissipation. Le comportement des relations
de dispersion obtenues dans I'approximation non retardée sera ensuite étudié.

2.3.1 Plasmons-polariton a linterface entre deux milieux
semi-in nis
Considérons une interface planaire contenue dans le pla®y séparant deux

milieux semi-in nis non magnétiques décrits par la permittivité diélectrique locale
1) (z<0)et 5(!) (z> 0) (voir Fig. 2.3).

5. Le terme "polariton” insiste sur le fait que pour ces excitations, l'oscillation des électrons a
la surface des particules est couplée au champ de lumiéere. Nous verrons plus loin que ce couplage
tend vers 0 dans l'approximation non retardée, c'est-a-dire dans la limite ou la vitesse de la lumiere
tend vers I'in ni, c'est-a-dire encore en négligeant les e ets de retard de l'interaction coulombienne.
Dans cette limite, on pourra se contenter de parler de "plasmon” de surface a la place de "plasmon-
polariton”. C'est en fait quasiment dans cette limite que nos expériences de spectroscopie EELS
ont été réalisées.
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Figure 2.3 Interface planaire in nie séparant un milieu 1 de permittivité diélectrique
locale 1(!) et un milieu 2 de permittivité diélectrique locale (! ).

Pour cette géomeétrie, les solutions des équations de Maxwell peuvent étre classées
en ondes polarisées pour lesquelles le champ électrique est paralléle a l'interface et
en ondes polariséep pour lesquelles c'est le champ magnétique qui est parallele a
I'interface. On cherche ici une solution particuliere des équations de Maxwell corres-
pondant a I'excitation d'un plasmon-polariton de surface qui se propage a l'interface
entre ces deux milieux et qui soit évanescente de part et d'autre de cette interface,
c'est-a-dire selore. Puisque I'on impose a ce que I'onde se propage dans le pl@y
alors c'est que son champ électrique doit étre perpendiculaire a cette interface et
son champ magnétique doit étre contenu dans le plan de l'interface, ce qui implique
gque cette onde de surface ne puisse exister qu'en polarisatprDans la suite, on
va supposer que l'onde se propage seulement suivant I'a@®. Le champ électrique
et le champ magnétique associés a ce plasmon-polariton de surface sont donc de la
forme (=1 ou 2)

(Ex;0;Ep)e =igx 1) (2.15a)

W AW 0
m
I

@
I

(0;By;0)e =idglmx 1), (2.15b)

ou on a écrit le vecteur d'onde de l'onde sous la fornke = (qx;0;i ;) correspon-
dant & une onde qui se propage dans la directionet évanescente dans la direction

En substituant les expressions2.159 et (2.15b dans (1.1b) (avec J & = 0)
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et en tenant compte du fait queD; = (! )E; (approximation locale) etH; = B;
(milieux non magnétiques), on trouve

8 |
3 iB1y 1z = .El(! JE1x (2.16a)

|
3 + 2! )Eac (2.16b)

iB 2y 2z
En substituant (2.159 dans I'équation de Helmholtz {.6), on obtient

S

1z

|2
G )y (2.17a)
s

!2
B o) g (2.17b)

"W AV Y ee]

2z

Il'y a de plus continuité des composantes paralléles de et B a la traversée de
l'interface enz = 0, c'est-a-dire queni, (E, Ei)jz;=0 = 0etny, (B2 Bi)jz=0 =
0, ou n, est un vecteur normal orienté du milieu 1 vers le milieu 2 (voir Fig2.3),
c'est-a-dire que

< EZX = ElX (2.18&)
: BZy = Bly: (218b)

En divisant membre a membre 2.169 et (2.16b et en tenant compte de 2.189 et
(2.18b, on obtient la relation

1(1!2) + 2(2!2) =0: (2.19)

En utilisant maintenant (2.1739 et (2.17b et en tenant compte de la continuité du
vecteur d'ondegy enz =0 (qux = Gpx  0), I'expression .19 devient

q 2 q 12
? 1)z N * )e
1(!) 2(!)

=0; (2.20)

c'est-a-dire encore
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o a(t)ot) 12

= s 2.21

TTmr 0@ 22

ce qui donne une autre expression dg, si on utilise (2.179 et (2.17bH

2(1 |2
2 _ () e

2 — — 2.22

*T O )0 (222

Les expressions2.2]) et (2.22 montrent que I'existence du plasmon-polariton de
surface est soumise aux conditions

Coumy+ o) < 0 (2.23a)
1(f) o) < G (2.23b)

puisqu'a la foisc? et 2 doivent étre positifs.

Rappelons que jusque la, nous n'‘avons précisé aucun modele pg(ir) et ,(!).
Nous allons maintenant supposer que le milieu 2 est le vide( ) = 1) et que le
milieu 1 est décrit par le modéle de Drude local dans lequel on néglige la dissipation
( 0), c'est-a-dire que

N

1(M)=1 : 5 (2.24)

-

En substituant (2.24) dans (2.21) et en prenant ,(! ) =1, on obtient la relation de
dispersion associée au plasmon-polariton qui se propage a l'interface entre les deux
milieux

12

2
L (2.25)

o<

qt) =
c'est-a-dire, en exprimant plutét! en fonction dek,

L4 1212+ 2¢°A) + 1 2gPc? = 0: (2.26)

Nous obtenons une équation bicarrée dont les solutions sont obtenues aprés avoir
calculé son discriminant : = ! 7+ 4¢'c* > 0. On trouve
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S
12 | 4

12(g) = 7" + P f + et (2.27)
puis nalement
N S
t,l 12 14
I (g) = ?" + 2c? Z" + ofch: (2.28)

La relation de dispersion 2.28, qui est représentée en gure2.4, montre deux
branches (en rouge sur la gure) : une a haute énergie ( ! ) et une autre a basse
énergie (0 !<! ,= 2).La branche de haute énergie, appelésode de Brewster
ne décrit en fait pas une onde de surface, puisque selon la relati@?2@), lorsque
I I, i devientimaginaire pur et le vecteur d'onde selon (i i,) devient réel (la
propagation selonz est alors possible) ce qui ne correspond pas a une onde évanes-
cente selonz et donc pas a un plasmon-polariton de surface. La branche de basse
énergie, en revanche, correspond bien a un plasmon-polariton de surface :

- . N P
dans la region retardeed <! s=cou! s = ! ;= 2), le plasmon se couple fortement
avec le champ de lumiere et la courbe de dispersion de l'onde approche la ligne
de lumiére pour laquelld = qc;

dans la région non retardéeq ! s=0), les expressionsa.173 et (2.17bH montrent
quon a alors 1, = ,, = get (2.19 devient

1(0)+ 2(t)=0; (2.29)

ce %ui donne, toujours dans le modeéle de Drud2.24), l'unique solution! =14 =
I ,= 2. Le plasmon de surface ne disperse alors plus et dans ce cas la courbe de

dispersion approche la valeur asymptotique = ! ¢ = ! ,= 2 (voir Fig. 2.4).

L . : d!
Dans la region non retardée, la vitesse de groupe de I'onde de surface —— est

dq
nulle et pour cette raison cette région est parfois appelée "limite quasistatique". Le
terme "d'approximation non retardée" sera aussi employé dans ce manuscrit lorsque

nous considérerons la région ou la limitg ! s=c est valide®.

6. La dénomination "non retardée" est justi ée dans le sens ou la limite ! s=cest équivalente
a considérerc! 1 , c'est-a-dire a négliger les e ets de retard de l'interaction coulombienne dans
les deux milieux.
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30

o= qc

€e(eV)
@m

AL sp

L | L |
0 0.01 0.02
q (&)
Figure 2.4 Courbes de dispersion obtenues a partir de I'expressior2 28) pour une inter-
face or/air. Le modeéle de Drude non dissipatif a été utilisé pour modéliser la permittivité
diélectrique de I'or avec! , = 15 eV. Dans la région retardée @ <! s=0), le SPP approche

la ligne de lumiere! = gc A courtes longueurs d'onde § I =0, le SPP appﬁoche
asymptotiquement le plasmon de surface (SP) non retardé pour lequel !s=1,= 2

Dans la région non retardée, nous parlerons de plasmon de surface (SP) et dans
la région retardée, de plasmon-polariton de surface (SPP) pour insister sur le fait
gue dans cette région, l'oscillation de la densité de charges a la surface du milieu
1 (plasmon de surface) est fortement couplée au champ de lumiére (photon). Ce
couplage tend asymptotiquement vers 0 lorsquidevient de plus en plus grand.

Notons que la courbe de dispersion du plasmon-polariton de surface est toujours
située en dessous de celle de la lumiére dans le vide, ce qui signi e qu'une onde élec-
tromagnétique envoyeée sur cette interface ne pourra jamais exciter le SPP puisqu'a
une énergie donnée, son vecteur d'onde sera toujours inférieur a celui du SPP. Néan-
moins, il existe deux mécanismes qui permettent a une radiation lumineuse externe
de se coupler au SPP et de I'exciter : le processusiklapp qui apparait pour une
interface rugueuse, permet a I'onde incidente de transférer un moment su sant a
I'interface pour exciter le SPP #3]. Une autre solution est de se mettre dans une

7. Remarque : dans le cas ou la dissipation est prise en compte, il y a une transition continue
entre la branche de basse énergie du SPP et la branche de haute énergie du mode de Brewster : e
se déplacant sur la branche du bas a partir dg = 0, le vecteur d'onde atteint une valeur maximum
et alors la courbe de dispersion rebrousse chemin pour se connecter a la branche du haut. Cette e
est appelée et backbending et a été expérimentalement véri é en 197342).
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con guration de ré exion totale atténuée (ATR) qui permet d'obtenir un vecteur
d'onde imaginaire pour le rayonnement incident et donc une onde évanescente per-
pendiculairement a l'interface permettant ainsi d'exciter le SPP44, 45].

Pour dériver les expressions retardé@.(L9 et non retardée .29, nous n'avons
pas pris en compte la non localité de la réponse électronique du systémamsi que
la distribution spatiale des électrons proches de l'interface. Dans un métal, ces e ets
microscopiques peuvent en fait étre ignorés a grande longueur d'onde du plasmon
lorsque le vecteur d'ondeg est trés petit par rapport au vecteur d'onde de Fermi
g ¢, cependant lorsque la longueur d'onde du plasmon s‘approche des dimensions
atomiques du milieu, les e ets non locaux peuvent devenir importants. Ces e ets
non locaux peuvent donc étre raisonnablement négligés dans la région retardée ou
g < !s=c(puisque! s=c ) mais peuvent étre importants dans la région non
retardée ouq > ! =c Les corrections non locales au modele précédent peuvent
cependant étre prises en compte en utilisant le modéle du jellium ou le modéle
hydrodynamique pour modéliser le milieu situé dans la régian< 0 [46].

2.3.2 Plasmons-polariton pour un Im mince

Considérons ici, un Im mince d'épaisseud et décrit par la permittivité di-
électrique locale ;(! ) plongé dans un milieu homogene et in ni de permittivité
diélectrique (') (voir Fig. 2.5). Les champs électromagnétiques sur les deux faces
du Im peuvent se coupler et ainsi donner naissance a des modes de surface de haute
energie et des modes de surface de basse énergie (appetéles de Fluchs-Kliever
[47]). Les modes de haute énergie (notés. ) correspondent a une distribution de
charges antisymétrique par rapport au plan horizontal de ce Im [voir Fig2.6 (a)]
tandis que les modes de basse énergie (notég correspondent a une distribution
de charges symétrique par rapport au plan horizontal du Im [voir Fig2.6 (b)].

Pour un Im mince, la relation (2.19, valable pour une interface séparant deux
milieux semi-in nis, se sépare en deux nouvelles relations, correspondant soit.a

8. En utilisant la permittivité diélectrique locale ( 2.24), nous avons supposé en e et que la
réponse du milieu en un pointr donné ne dépendait que de l'excitation en ce point. La non localité
de la réponse électronique traduit le fait qu'en fait la réponse en un point du milieu dépend de
I'excitation partout autour de r dans le milieu [voir Eq. (1.3)].
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Figure 2.5 Film mince d'épaisseur d de permittivité diélectrique locale 1(!) plongé
dans un milieu homogéne et in ni de permittivité diélectrique »(! ).

(@) (b)

Figure 2.6 Distribution des charges (+-) et des lignes de champ électrique (lignes
courbes échées) pour les modes antisymétriques (a) et symétriques (b) d'un Im mince
d'épaisseurd.

soita! [4§°
: () 0)
1ztanh( ,a=2) * y 0 (2.30a)
1(! ) 2(! ) _ ]
E 12 coth( 1Za:2)+ 22— 0: (2.30b)

Dans le régime non retardéd ! s=0, ou de nouveau 1, = o, = @, les relations
(2.309 et (2.30b deviennent

1)+ !
M = e qd: (231)
(M) o)
9. Par dé nition tanh x = e’ et cothx = ere’

e+ e X e e X’
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€e,eV)

Figure 2.7 Courbes de dispersion obtenues dans l'approximation non retardéey (

! =0 pour un Im mince d'épaisseur d décrit par un modéle de Drude non dissipatif en
fonction du parametre de couplage sans dimensiogd. La branche du haut correspond
aux modes antisymétriques en charge par rapport au plan horizontal du Im tandis que la
branche du bas correspond aux modes symétriques en charge.

Dans le cas ou le Im mince est plongé dans l'air {(! ) = 1) et est décrit par le
modele de Drude non dissipatifZ.24), on obtient d'apres (2.31)

I (g) = {é%q 1 e ad (2.32)

La relation de dispersion 2.32 est représentée en gure.7.

Toujours dans le régime non retardeq ! s=0), la relation de dispersion 2.32 a
deux cas limites 49 :

a courtes longueurs d'ond¢qd 1 ou ce qui est équivalent , =2 =q 2d ou

p est la longueur d'onde de I'onde de surface), les ondes de surface sur les deux
faces du Im sont découplées et les électrons sur chacune de ces faces oscillent
a la méme fréquence angulairkg = ! p:p 2. Cette fréguence d'oscillation corres-
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Figure 2.8  En noir : courbes de dispersion expérimentales obtenues dans le régime
retardé des modes de surface d'un Im d'aluminium d'épaisseurd=12 nm partiellement
oxydé par une couche de AD3 d'épaisseur 4 nm. Les données ont été obtenues a partir de
la distribution angulaire et énergétique d'électrons rapides traversant le Im d'aluminium
[51]. En rouge : courbes de dispersion calculées a partir de2(33a) et (2.33b) en utilisant le
modele de Drude R.24) pour l'aluminium avec comme parametre! ,=15¢€V et en prenant

o =4 pour la couche d'oxyde et, =1 (air). Adaptée de [52].

pond, comme nous l'avons vu dans la sectich3.1, a la frequence d'oscillation
des plasmons de surface a l'interface qui sépare deux milieux semi-in nis;

a grandes longueurs d'ondéqd 1), le développement limité de Z.32 au pre-
mier ordre engd montre que dans ce cas, il y a des modes d'oscillation a la
frequence! , = ! , (appelésmodes normauk et des modes d'oscillation a la fre-

quence! qd (appelésmodes tangentielsqui ont pu étre observés dans des
structures semi-conductrices arti ciellesg0].

Dans le cas ou de plus le Im mince est recouvert de chaque c6té par une couche
diélectrique (couche d'oxyde...) de permittivité diélectrique, et d'épaisseurt, les
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equations retardées4.309 et (2.300 deviennent (8]

8
1(!) o(!)
+ 0 2.33a
T = R (2.332)
" 1 coth( 1,a=2) 0 ’ (2.330)
ou
1 e 2ot
= T e (2.34)
avec
20 02
= <9 9 2.35
20t 02 ( )
et
s
|2
0= 051 (2.36)

Les relations de dispersion expérimentales et calculées a partir 2339 et
(2.33h sont représentées en gure2.8 dans le cas d'un Im mince d'aluminium
recouvert d'une couche d'oxyde.



Chapitre 3

Perte d'énergie d'un électron
rapide en présence d'un milieu
materiel

Un fait hors de l'ordinaire est
plutdt un indice qu'un embarras.

Sherlock Holmes
sir Arthur Conan Doyle

3.1 Perte d'énergie d'un électron rapide dans un
milieu in ni dans l'approximation non retar-
dée

On va dériver ici I'expression de la probabilité de perte d'énergie d'un électron
qui se propage dans un milieu linéaire et in ni décrit dans I'espace de Fourier par
la permittivité diélectrique (k;! ). Les calculs seront dans un premier temps e ec-
tués dans l'approximation non retardée, c'est-a-dire que nous négligerons, les e ets
de retard de l'interaction coulombienné, puis ensuite dans le régime retardé ou les
e ets de retard seront pris en compte. Les expressions obtenues feront apparaitre la
fonction perte d'énergieassociée au milieu in nf. Le maximum de cette fonction
est associé aux excitations collectives et longitudinales des électrons dans le milieu

1. Pour étre le plus général possible, nous considérerons que la réponse du milieu est spatia-
lement non locale, c'est-a-dire que la permittivité diélectrique de ce milieu dépend, en plus de la
fréquence angulaire! , du vecteur d'ondek.

2. Ce qui revient a considérer que la vitesse de la lumiére est in nig,

3. Nous verrons que la fonction perte d'énergie s'écrit simplement

i
I
epsilon (k;!') -
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Figure 3.1 Un électron de charge -1 se propage a une vitesse constante dans un
milieu in ni décrit par la permittivité diélectrique  (k;! ). 2 est un vecteur directeur porté
par I'axe Oz.

(appelées plasmons de voluni® et qui peuvent étre mesurées dans une expeérience

de spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS). Ces excitations sont en

fait présentes aussi dans le cas ou le milieu est limité par une surface, par exemple

en présence d'une nanoparticule (voir le chapitrel). La probabilité de perte d'éner-

gie des électrons en présence d'une nanoparticule fait en e et apparaitre, en plus

des contributions liées a la présence de la surface de la particule (ces contributions

dues aux excitations des plasmons de surface seront décrites dans la se@&id)n

des contributions liées a l'excitation des plasmons de volume dans tous les milieux

traverseés par les électrons incidents comme si chacun de ces milieux était in ni. Les

expressions obtenues nous permettront donc aussi d'interpréter une partie des résul-

tats expérimentaux que nous avons obtenus en EELS sur des split-ring resonators.
A partir de maintenant, nous utiliserons le systeme d'unité CGS (gaussien) pour

décrire les champs électromagnétiques et le systéme d'unité atomiqae=(e = m =

1). Considérons un électron de chargel qui se propage a vitesse constante dans

un milieu in ni que l'on supposera non magnétique et décrit par la permittivité

diélectrique (k;!) (voir Fig. 3.1)*. La densité volumique de charges associée a cet

électron s'écrit

*rity= (r vt); (3.1)

c'est-a-dire dans l'espace de Fourier

4. Pour un électron rapide ayant une énergie initiale de 100keV (soit  c¢=2 dans une expérience
typique d'EELS, ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide) et pour des énergies perdues
habituellement rencontrées dans une expérience EELS (<100 eV pour des excitations de plasmons),
la perte d'énergie cinétique des électrons est négligeable devant leur énergie initiale et on pourra
donc considérer que la vitesse de ces électrons reste constante malgré I'énergie perdue dans le
milieu.
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Z,, Z., .
S (HE . dr . dte k' (r wvt) (3.2)
Z,,
— dt &'t e kv
1
= 2 (I k v) (3.3)

ou nous avons utilisé les conventionsL(11b et (1.12H pour les transformées de
Fourier.

L'énergie perdue par unité de temps par I'électron dans le milieu est donnée par
la puissance (travail par unité de temps) de la force électrique qui agit sur I'électron
sur son parcours et que I'on peut exprimer en fonction du champ électrique et de la
densité de courants associée a I'électron

dW Z +1
dt
ou le signe - a été ajouté a n d'avoidW=dt > 0 et ou

drJ ®(r;t) E(r;t); (3.4)

J(r;t)= v (r vt) (3.5)

est la densité de courants associée a I'électron. Dans I'approximation non retardée
dans laquelle sont e ectués ces calculs, il est facile d'obtenir I'expression du potentiel
électrostatique total (k;!) dans le milieu en présence de I'électron en utilisant
I'équation de Poisson dans I'espace de Fourier

(k1K (k;1)= 4 (k;!); (36)
c'est-a-dire
v UKk
(D=4 iy (3.7)

Par ailleurs, le champ électrique total dans le milieu dérive du potentiel

E(r;t)y=r1 (r;t); (3.8)

c'est-a-dire dans l'espace de Fourier
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Ek;!)= ik (k;!) (3.9)

et en utilisant les expressions3.7) et (3.3

8 2

S ewn

¢k vk: (3.10)

En écrivant le champ électrique dans l'espace réel, I'expressidh4) devient

dW Z+1 Z+l Z+

1 . i
- I itkr 1t) I

i 1va UZ\n)l dk . de é—@,Z—(—@f)k(. k v)
_ b mrbdk Tl vV K Gk .
5%, 1@ . d! ) vk Dtk ov): (3.11)

Supposons maintenant que I'électron se déplace suivant un a®e (vers lesz
croissants) (voir Fig.3.1), c'est-a-dire quev = v2 et donc quev k = vk, ou 2 est
un vecteur directeur porté par I'axeOz, on obtient successivement

dw LZ +1 dk,dk,dk, Z,q 4 k,g(vk: Dt L
dt 22 1 K+kZ+kZ 1 [(kakik)i!l 7 v
_ 0 A dkdk, Z+1d| !
2 g kgeke+ o1 T [(kakys Bt
i Z+ Z+ Z+
_ 1 dkedky 2 o ! | Ly !|
22v 1 K+ kit 0 ([(kx;ky;'v);! ] ) 0 [(Ki kys 505! ]
. Z Z
i S+ dkedk, +1 !
= 2i dl = , X 3.12
2 2y 1 k>%+ k3+ lsz 0 [(kx;ky;'V);! ] ( )

ou larelation (k; ')= (k;!) a été utilisée ainsi que l'identitef(!) f(() ]=
2i =[f (!)] pour une fonction complexef. Posons maintenantq? = k; + kJ et
dk.dk, = dq =2 qdq

dw _ 22+1d'z+1d q ( [ )
at voo oo Y@rZT by

v2

(3.13)

12

En utilisant le changement de variablef ! o + vz I'équation (3.13 devient

)
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#
avw di -

dt 0 Soog o (oph)
La probabilité de perte d'énergie par unité d'énergie, notée® (1), est reliée a la
perte d'énergie totale par la relation

(3.14)

dw £Z+1 Z i1 dg_ !
\Y

z Z .,
W = dtd(;/tv: . drt o bukery: (3.15)

Il est préférable ici, puisque le milieu est in ni, d'introduire plutot la probabilité de
perte d'énergie par unité d'énergie et par unité de longueur, notée ' (! )=dz an
d'éviter une divergence non physique des quantités calculées due au fait que nous
avons considéré un milieu idéalement in ni. En combinant les équation8.14) et
(3.195 et en remplacantdt par dz=v, on trouve

" #
d k() 2 %+1dg_ 1

dz vz L (g;!)

Supposons maintenant que(q;!) ne dépende pas de (approximation locale),
(3.18 devient

(3.16)

dz v 2

) L+ q

L'expression .17 montre qu'il apparait une divergence logarithmique non phy-
sigue dans le calcul de lintégrale sug a cause de la valeur maximale dg que
nous avons choisie jusqu'a maintenant d'étre in nie. Il y a deux fagons de régulari-
ser cette intégrale a n d'obtenir un résultat ni : soit on reprend le calcul de cette

" #
bulk (1 Z 1
d PU(!) 2 (} @: (3.17)

intégrale mais avec une permittivité diélectrique qui dépend dg(ce qui semble na-
turel puique pour des valeurs dej in niment grandes, I'approximation locale n'est

plus justi ée) soit on impose une valeur maximale nie &g (tout en restant dans
I'approximation locale). D'un point de vue expérimental, dans une expérience de
spectroscopie de perte d'énergie des électrons réalisée dans un microscope électro-
nique en transmission, cette valeur maximale dg est naturellement imposée par
I'angle de collection du spectrometre du microscope (voir le chapiti et c'est donc

cette derniére solution (par ailleurs plus simple d'un point de vue calculatoire que

la premiére) que nous allons utiliser pour illustrer cette section. En imposant une
valeur maximaleq, a g, (3.17 donne, aprés avoir calculé l'intégrale
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dbukay 2 1 GV
= el e L (3.18)

3.2 Perte d'énergie d'un électron rapide dans un
milieu in ni dans le régime retarde

Pour dériver I'expression retardée de la perte d'énergie d'un électron rapide dans
un milieu in ni, que I'on supposera de nouveau non magnétique et décrit par la per-
mittivité diélectrique non locale (k;!), nous allons utiliser une méthode analogue a
celle utilisée dans la sectioB.1 mais en considérant toutes les équations de Maxwell
faisant intervenir a la fois le champ électrique et le champ magnétique (nous les
rappelons ici pour simpli er la lecture de cette section)

8

§ k E(k:!) = !CB(k;!) (3.19a)

: k B(k:!) = i4CJe"t(k;!) !C(k;!)E(k;!) (3.19b)

Tk E(kil) = 40 (k1) (3.19¢)
ou®

®k;1)y= 2 (¢ k v)etJI®k;!)= 2v (I Kk v): (3.20)

En prenant le produit vectoriel de 3.199 aveck et en utilisant (3.19b, on obtient

k k E(k;!)=!ck B(k:!) (3.21)
|

= Ic 'E(k;!)E(k;!)+ i4CJeXt(k;!) : (3.22)

En utilisant l'identité vectorielle

k k E(k:!')=[k E(k:!')]k KE(K:!); (3.23)

5. Les équations de Maxwell précédentes ont été écrites avét = B puisque le milieu est
supposé étre non magnétique eb (k;!) = (k;!)E(k;!).
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ainsi que @.199, I'équation (3.22 donne

(:_!) (ki1 )k  KE(k;!) = !sz(k;!)E(k;!) i(!:24 J™(k;1); (3.24)

d'ou I'on obtient, en utilisant les expressions3.20

) " | .
k g(k,.) k g(k,.)
(3.25)
! k
: 2@v (k;!)
= i8 = " kv (3.26)
k2 'C—Z(k;!)

Notons que dans l'approximation non retardéec(! 1 ), I'expression @.26) tend
bien vers 3.10. En procédant exactement de la méme facon que dans I'approxima-
tion non retardée, on trouve

" #
daw _ ivZ+r o Ze q\/12 (qc;zl)
i di! | dg ' 2 #; (3.27)
' @!) & o @!)
puis
" #
dbuk(y 2Z+1 % Vlz (C(I:izl) %
o dqq:§ o " . #E: (3.28)
2o@h) @ @)

En supposant de nouveau qugq;! ) est indépendante dey (approximation locale),
(3.28 devient :

" #
1 1 (1) %+t  qdg

8
dbulk(!) 2_5
Ty () v 17 \E

B 1
dz !
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Pour les mémes raisons que dans la section précédente, a n de régulariser cette
intégrale, nous imposons une limite maximale nig. a q (rappelons que cette valeur
maximale est en fait imposée par I'angle de collection du spectrométre du microscope
dans lequel I'expérience de spectroscopie de perte d'énergie des électrons est réalisée).
On obtient, aprés avoir calculé l'intégrale suq

g 2 |2 32

" # .

dbulk(!)_ 1_ V2 1 Cﬁ 7!)_.

dz vz 3 & () In§!2 (!:22 z;' (3.30)
. v e )

Dans l'approximation non retardée ¢! 1 ), l'expression @.30 redonne bien
I'expression 3.18. Par ailleurs, il est bien connu que lorsque I% vitis,se de I'électron
est supérieure a la vitesse de la lumiére dans le miliew ® c= (!))®, I'électron
perd une partie de son énergie en émettant un rayonneme@erenkov B8, 39|.
En ne considérant que le domaine pour leque{! ) > c?=v?, on peut en déduire
la probabilité de perte d'énergie de I'électron par unité d'énergie et par unité de
longueur, due seulement a I'émissioBerenkov B8, 52|

d CerenkOV(! ) _ 1 1 .
a2 vy (3:31)

3.3 Perte d'énergie d'un électron rapide en pré-
sence d'une particule. Régime retardé et non
retardé

Dans les expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS) que
nous avons réalisées sur des split-ring resonators, nous avons mesureé la probabilité de
perte d'énergie des électrons traversant les nanoparticules étudiées. Nous dérivons
ici le formalisme général qui permet de calculer la probabilité de perte d'énergie
d'un électron rapide qui se propage dans un milieu in ni en présence d'une particule
de forme quelconque (voir Fig3.2) et nous supposerons que chacun des milieux
traversé par les électrons incidents est homogéne et nous utiliserons I'approximation
locale pour décrire la réponse de ces milieux, ce qui est tout a fait justi € dans nos

6. On suppose ici par souci de simpli cation que (! ) est réel, c'est-a-dire qu'il n'y a pas de
dissipation dans le milieu.
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Figure 3.2 On considére un électron qui se propage a la vitesse constante dans un
milieu homogéne et in ni en présence d'une particule. (a) La trajectoire est non pénétrante.
(b) La trajectoire est pénétrante. 2 est un vecteur directeur porté par I'axeOz et n est un
vecteur normal a la surface de la particule dirigé vers I'extérieur.

expériences EELS dans lesquelles les moments transférés aux milieux sont tou-
jours trés faibles par rapport au vecteur d'onde de Fermi (voir les sectiods3.5 et
5.2). Ce formalisme sera valable aussi bien pour un électron qui passe a c6té de la
particule (trajectoire non pénétrante) que pour un électron qui passe a l'intérieur
(trajectoire pénétrante). Brievement, lorsque I'électron se propage, son champ élec-
trique va polariser I'environnement autour de lui induisant un champ électrique qui
va rétro-agir sur I'électron et lui faire perdre une partie de son énergie cinétique (voir
la section1.1). De nouveau, nous utiliserons dans la suite le systeme d'unité CGS
(gaussien) pour décrire les champs électromagnétiques ainsi que le systeme d'unité
atomique (~=e=m =1).
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3.3.1 EELS en fonction du champ électrique

L'énergie perdue W par un électron rapide se déplacant a vitesseconstante’
dirigée arbitrairement suivant un axeOz et selon la trajectoirer¢(t) = (Ro;z =
vt), ou Rg = (Xo;Yo) est le parametre d'impact de I'électron, est égale au travail
total de la force électrique due au champ électrique induit par la polarisation des
milieux E ™ [r¢(t);t] qui agit sur I'électron le long de sa trajectoire. On obtient
successivement, en passant dans I'espace des fréquences angdlaires

Z+

1 :
W = dtv EM[rq(t):1] (3.32)
1
Zer Zaigr _
= dt — e v EM[r (t):!]
1 (L 2 )
Zer o ogr | Zet gt -
= dt N i't v Elnd [re(t),' ]+ e it v E'”d[re(t);! ]
1 1 2 o 2
2, (z. g ) _ RS [ . )
= dt il el.t v Elnd [re(t),' ] + N it v E'”d[re(t);! ]
1 o 2 o 2
14+1 241 n _ 0
== dt dl < e™ v EM[rgt)!] ; (3.33)
1 0

ol nous avons utilisé la propriété de parité du champ électriqueé ™™ (r; !) =
EMd(r;!) ainsi que ldentité [f (! )+ f(!) ] =2 <[f (! )] pour une fonction com-
plexef °. L'expression 3.33 permet d'exprimer W en terme de la probabilité de
perte d'énergie par unité d'énergie ®*'S(R ;! ) qui est la quantité mesurée dans une
expérience EELS

7. Dans une expérience EELS, la tension d'accélération du microscope vaut typiqguement 100 kV,
ce qui permet d'obtenir des électrons ayant initialement une énergie de 100 keV et donc unétesse
v c=2, ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide. En EELS, I'énergie cinétique perdue par
les électrons est toujours tres faible par rapport a leur énergie cinétique initiale (de l'ordre de I'eV
dans les expériences que nous avons réalisées) et pour cette raison, nous considérerons dans les
calculs que la vitesse des électrons est constante au cours de I'expérience malgré I'énergie cinétique
perdue.

8. An d'avoir une quantité positive, nous considérons plutdt I'opposé du travail de la force
électrique induite sur I'électron W mais que nous continuons a noter W pour ne pas alourdir
les notations.

9. Il est tout a fait possible aussi de dé nir, comme dans les section3.1 et 3.2, I'énergie perdue
par unité de temps en utilisant I'expression @.4); mais la formulation (3.32 est la plus utilisée
dans la littérature dans le cas ou I'électron se propage dans un milieu in ni en présence d'une
particule et c'est donc celle-ci que nous utiliserons pour illustrer cette section.
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Z.,
W = . dil eeS(Ry: 1) (3.34)
avec
Z i1 n . . 0
el (Rg:1) = — dt< e™ v EMIryt):!] : (3.35)

1
La densité de courants extérieure associée au mouvement de I'électron s'écrit dans
I'espace des fréquences angulaires

Z,
J(r;1)=v . dt € *(r;t); (3.36)

Mrsty= [r o re(t)] (3.37)

est la densité volumique de charges associée a I'électron et donc

Z,,

v dte' [r  re(t)] (3.38)

(R Ro)d*™ 2 (3.39)

I (r;1)

ou nous avons utilisé la notatior = (R;z) avecR = (x;y) et ou 2 est un vecteur
directeur porté par I'axe de propagation de I'électron, c'est-a-dire ici par I'ax@z. Le
champ électrique induit par I'électron peut s'exprimler formellement en fonction de
la densité de courants et de la dyade de Green induit®¥ ™ (r;r%1) par la relation
. S
EM(r;1)y=4il  droW™M(r;r®)aetrn): (3.40)

La dyade de Green induite est obtenue a partir de la dyade de Green totale en
lui retirant la dyade de Green évaluée dans le vide. Dans le régime retardé, la dyade
de Green totale est solution de I'équation

! 12 ! 1
rr W (r;r%1) g(r;!)W(r;rQ,!): @(r r9 (3.41)
qui est obtenue a partir de I'équation de Helmholtz1.15 en remplagant le terme
source par une fonction delta (voir I'annexé\) et
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8
< 1(!) dans le milieu 1

(r;!')=". i (3.42)
- (1) dans le milieu 2
Dans l'approximation non retardée, la dyade de Green totale est obtenue a partir
de la fonction de Green totaleG(r;r%!) associée au potentiel électrostatique en

utilisant la relation [53]

!W(r;ra,!)= 4!12rr G(r;rer); (3.43)

ou la fonction de Green totale dans chaque régidgaupposée homogéene) est solution
de I'équation

4
(r;!)

En substituant (3.39 dans (3.40 puis I'expression obtenue dans3(35, on obtient
nalement 1°

r2G(r;r%1) = r r9: (3.44)

Z, Z,

h . i
Ryl )= 4 dz d2°= e v YW (Ry:z:Rg;2%!) ;  (3.45)
1 1

by b (i . . Lo
ol W nd = 2 wind 2 est'élément de matrice diagonal suivanz de W ",

3.3.2 EELS en fonction du potentiel

Dans l'approximation non retardée, I'énergie perdue par I'électron peut s'expri-
mer aussi en considérant la partie induite du potentiel électrostatique. En exprimant
le champ électrique induit le long de la trajectoire de I'électron en fonction du po-
tentiel induit, I'expression (3.32 devient

10. En fait, la contribution dans le vide de la dyade de Green est une quantité réelle avec donc
une partie imaginaire nulle. Par conséquent, il est tout a fait possible d'utiliser dans I'expression
(3.49 la dyade de Green totale au lieu de la dyade de Green induite et d'oublier I'exposant "ind",
puisque la partie dans le vide donnerfil une contribution nulle. A n d'étre le plus explicite possible,

nous continuerons cependant & utiliseW ™ dans les calculs.
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z +1 ) @ ind #
W = dz
1 @Z traj " #
Zi1h i Z i r - t)ind
— d ind 4 dt @(7’ ) ; (346)
1 traj 1 @t wraj

ou la dérivée du potentiel est évaluée sur la trajectoire de I'électron. Nous supposons
gue le potentiel induit est le méme au début et a la n de la trajectoire car dans
les deux cas, I'électron est loin de la particule et n'est sensible qu'a I'environnement
supposé homogeéne dans lequel il est plongé, si bien qifé(z= 1 )= ™M(z=

+1 ) et par conséquent l'intégration du premier terme qui apparait dans3(46
donne zéro et en remplacantit par dz=v, on obtient

W = dz

1 @t traj l

L'expression B8.47) montre que la connaissance du potentiel induit partout sur la
trajectoire de I'électron est su sante pour obtenir I'énergie perdue par cet électron.
Le potentiel induit est déduit du potentiel total en lui retirant le potentiel direct,
c'est-a-dire le potentiel qui serait créé si I'électron était dans le vide. Dans l'approxi-
mation non retardée, le potentiel total dans chaque région (supposée homogéne) est
solution de I'équation de Poisson

Z, " eyind 7
3 f gz @Y (3.47)

4
(r;!)

ol ®(r;!) est la densité volumique de charges associée a I'électron.

r 2 (r’l ) = eXt(r;! ), (348)

La détermination du potentiel dans chaque région traversée par I'électron pour
en déduire ensuite I'énergie perdue par cet électron peut étre résolu facilement dans
le cas ou la géométrie de la particule présente des symétries simples (ce qui est la
cas par exemple des particules de forme sphérique ou cylindrique. ..) en développant
dans les deux régions le potentiel dans une base de fonctions adaptées a la symétrie
de la particule (base d’harmoniques sphériques pour une sphere, fonctions de Bessel
pour un cylindre in ni, ondes planes pour une interface planaire in nié'...) et en

11. Ce qui revient dans ce cas a faire une transformée de Fourier spatiale du potentiel.
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utilisant les relations de continuité du potentiel et de la composante normale du
déplacement électrique a la traversée de la particule

8

S ()= ()

oaM)nor ()= o(M)n or (st
ou est le potentiel total respectivement a I'extérieur (+) et a l'intérieur (-) de
la particule mais in niment proche de sa surface. Cette méthode a été utilisée par
T. L. Ferrel et al dans le cas d'une particule de forme sphériqué4]. Le probleme
peut aussi étre résolu en introduisant la fonction de Green scalaire induite associée
au potentiel électrostatique et en utilisant la relation?

(3.49)

Z
ind(r;! ): drOGi”d(r;rOf! ) ext(ro;! ), (350)

ou ®(r;!) est la densité volumique de charges associée a I'électron

Z 1 .
ext(r 1) = dt e't EXt(r 1) (3.51)
lz +1
= e" [r re(t)] (3.52)
_ 3 (R Ro)d= - (3.53)

avec les mémes notations que celles utilisées pour dériv&Bg. Comme nous l'avons
déja évoqué dans la sectioB.3.], la fonction de Green induite est déduite de la fonc-
tion de Green totaleG(r;r%!) en lui retirant la fonction de Green évaluée dans le
vide et la fonction de Green totale dans chaque région est solution de I'équation

(3.49.
En substituant (3.53 dans (3.50 et en revenant dans l'espace réel, on obtient

zZ., Z,

) 1 1 . )
ind (- ¢) = 5y d! dz% "t NG (1 Ry %1 (3.54)
1 1

En substituant maintenant (3.54 dans (3.47), on obtient successivement

12. Le terme dinteraction écrantée est parfois rencontré dans la littérature au lieu defonction
de Green|[55, 52].
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W=_5  dz dz° dite "@ 2GR z;R::z%!) (3.55)
2y, Z, h%
_ | ! oo o it (z 29=v~ind oD .50
= ov? . dz . dz . d'le G"™(Ro;Z;R0;25!)
Z, i
s dite "@ VG Rz R:z%!)
0
— I Z 41 1 0h 1 11 il (z z29=vpind A .50
=5V . dz . dz g dlle G"(Ro;z;R0;Z5!)
i
s dite '@ DVGNd(R -7 R:2%1)
1 Z41 Z4 Z41 ° h . N
= 37, dz . dz° . dl! = G"(Rg;z;Rg; 2% )e ! (2 )=v .

(3.56)

ol nous avons utilisé la propriété de parité de la fonction de Gre@(r;r% 1)=
GM(r;r%1) (déduite de laparittde : ( !')= (!) etde (3.49) et de nouveau
l'identité f(') f(') = 2i=[f(!)] pour une fonction complexef . L'expression
(3.56 permet d'exprimer W en terme de la probabilité de perte d'énergie par
unité d'énergie °S(Ry;!)

W = dil SRy 1) (3.57)

avec

Z,, Zz,

1 h _ i
dz dz’= G"(Ry;z;R;2%!)e ' @ 297 (3.58)
1 1

1
eeIS(RO; I ) — W

ou en faisant intervenir explicitement la densité volumique de charges due a I'électron

[56]

1Z+1 Z+1 h . i
eeIS(RO;! ): - drO dr = ext(r;!) Gmd(l’;l’o;!) ext(ro;!) . (3_59)

1 1
Cette formulation aurait pu aussi étre dérivée plus rapidement en exprimant la
dyade de Green qui apparait dans3(45 en terme de la fonction de Green scalaire
non retardée [voir Eq. 8.43)] et en intégrant par partie par rapport az et z' I'ex-
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pression obtenue.

L'expression B.59 montre que la connaissance d&M(r;r%!) est su sante
pour déterminer la probabilité de perte d'énergie de I'électron dans le milieu. Comme
pour le potentiel, I'expression deG(r;r%!) (et donc celle deG™(r;r%1)) est faci-
lement déterminée pour des particules de haute symétrie en développant la fonction
de Green totale dans chaque région traversée par I'électron dans une base de fonc-
tions adaptées a la symétrie de la particule et en utilisant les relations de continuité
(3.49 sur G(r;r%!). Cette approche a été utilisée par A. Rivacobat al dans le
cas d'une particule de forme cylindriqueq7]. Le lecteur trouvera dans I'annexeC
de ce manuscrit, les calculs que jai réalisés pour obter@®(r;r%!) en présence
d'une interface planaire semi-in nie, d'une sphére ou d'un cylindre in ni ainsi que
les expressions deGamma®®'S(R ;! ) correspondant a ces géométries dans les cas
retardé et non retardé. Pendant ma thése, j'ai de plus développé un nouveau for-
malisme permettant d'exprimer la fonction de Green scalaire, la dyade de Green et
donc ©®®S(Ry;!) en terme des excitations de surface de la particule (densités de
charges) qui peuvent étre déterminées analytiquement pour des particules de haute
symétrie ou numeériqguement par la méthode des éléments nis de frontiere (voir la
section4.6) pour des particules de forme plus complexe. Ce formalisme sera détaillé
dans la partielV de ce manuscrit.

3.4 Lien entre EELS et LDOS

bY

La partie expérimentale de ma thése a consisté a étudier des nanoparticules
d'argent (split-ring resonators) par spectroscopie de perte d'énergie des électrons
(EELS) dans un microscope électronique en transmission a balayage (STEM). En
2007, les travaux de J. Nelayah7] ont démontré que les expériences EELS per-
mettent de cartographier les plasmons de surface d'une particule métallique avec
une résolution spatiale nanométrique. En 2008, F. J. Garcia de Abajo et M. Kociak
[13] ont montré qu'il existe un lien entre la grandeur mesurée en EELS et la densité
locale d'états électromagnétiques (EMLDOS) de la particule étudiée (analogue a la
densité locale d'états électroniques qui apparait en physique du solide (voir I'annexe
A.4)). Nous reprenons ici les calculs rapportés dans3j a n de dériver ce lien. Les
calculs seront e ectués dans le régime retardé ou les e ets de retard de l'interaction



3.4 Lien entre EELS et LDOS 47

coulombienne sont pris en compte. De nouveau, nous utiliserons le systeme d'unité
CGS (gaussien) pour décrire les champs électromagnétiques ainsi que les unités ato-
miques = e=m =1).

La connaissance de la dyade de Green est su sante pour obtenir toute l'informa-
tion sur la réponse optique d'une nanostructure. En particulier, le champ électrique
créé par une densité de courants exterde®™(r ;! ) dans un milieu inhomogeéné? de
permittivité diélectrique (r;!) peut étre écrit comme

VA
E(r;!)= 4l dréW(r;rot!)Je’“(ra,!); (3.60)

ou dans le régime retardé la dyade de Green satisfait I'équation

rr !W(r;ra,!) !sz(r;!l)W(r;ra,!): Clz(r ro; (3.61)

obtenue a partir de I'équation de Helmholtz 1.15 en remplacant le terme source
par une fonction delta (voir I'annexeA). On dé nit la LDOS photonique projetée
selon un vecteum par la relation [13]
20 h o i

W)= == n W(r;r%1) n (3.62)
Par analogie avec la densité locale d'états électroniques qui apparait en physique du
solide, la LDOS photonique donne, en un point donné et a une énergie donnée, le
nombre de modes propres photoniques accessibles a la particule par unité d'énergie,
a condition que ceux-ci soient clairement dé nis, c'est-a-dire dans un systéme non
dissipatif (voir la partie V).

Dans la section3.3.1, on a montré que la probabilité de perte d'énergie par unité
d'énergie d'un électron voyageant dans un milieu inhomogéne (en présence d'une
particule par exemple) le long de la trajectoire o(t) = ( Ro; z = vt) avec une vitesse
v constante est donnée par la relation

13. Ce milieu est par exemple composé d'une particule homogéne de permittivité diélectrique
locale 1(!) plongée dans un milieu également homogéne et in ni de permittivité (! ).

14. Cette relation peut en fait étre rigoureusement démontrée en utilisant le théoreme uctuation-
dissipation [58].
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Z, Z, h o [
®(Ry;!)= 4 dz d2°= e 'v@ YW (R Rg;z;22!) 1 (3.63)
1 1
Les intégrales surz et z° qui apparaissent dans 3.63, donnent la transformée de
Fourier suivant z et z°de la dyade de Green et donc en e ectuant ces intégrales, on
obtient

m 0
eeIS(RO;! ) = 4="W |and(RO; R07q1 q; I) (364)

= T i(Roa) (3.65)

ol gq= !=v et ol nous avons dé ni L3

20 N o
a(R;g;1)= —= n W(R;R;q; qg;!) n : (3.66)
Le fait que g = !=v traduit la conservation de I'énergie et du moment dans le
transfert d'une excitation de fréquenceé et de momentq de I'électron a la particule
etudiée. Notons que pour un électron voyageant dans un milieu vide in ni on a
! !
2c2 ¢ q (3.67)
ou L est la distance totale traversée par I'électron dans le milieu et est la fonction
de Heaviside. L'expression3 67) est non nulle lorsquel=c > q, c'est-a-dire lorsque
v > ¢ (vitesse de I'électron plus grande que la vitesse de la lumiéere dans le vide),
ce qui est bien sir impossible et donB(67) est toujours nul, ce qui veut dire que
la densité d'états du vide ne contribue pas a la perte d'énergie de I'électron. Par

a(R;0;!1)=1L

conséquent, il n'est pas utile en fait de préciser que I'on considere la partie induite
de la dyade de Green puisque précisément la partie qui est retirée est celle du vide
qui ne contribue pas a ©&'s. Pour un électron voyageant dans un milieu homogeéne et
in ni décrit par la permittivité diélectrique réelle (sans dissipation) (! ), la densité
d'états est [L3]

# " #

| ) k2 | 2

n(R;q!) = LW 1 @ () (! g T ; (3.68)

. 2 ' T . V2
qui est non nulle lorsque (! )!c—2 > g?, c'est-a-dire lorsque la vitesse de I'électron
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est plus grande que la vitesse de la lumiére dans le milieuX #=). Dans ce cas la
LDOS est liée au rayonnemenCerenkov eémis par I'électron dans le milieu.

La relation (3.65 montre que le signal EELS mesuré dans une expérience de
spectroscopie de perte d'énergie des électrons est une mesure de la densité locale
d'états photoniques de la particule dans l'espace des moments suivant la direction
de propagation de I'électron. En plus de cette relation formelle entre EELS et LDOS
exprimée dans l'espace des moments 2nune comparaison entre I'EELS, la LDOS
projetee suivantz ( ) etlaLDOStotale ( = ¢+ ¢+ »)évaluées dans |'espace reel
(dans toutes les directions), dans le cas d'une géométrie planaire (disque d'argent
d'épaisseur 10 nm et de rayon 30 nm) en incidence normale, est rapportée dask [
Cette comparaison montre que la distribution du signal EELS est tres proche de
celle de la z-LDOS (évaluée dans l'espace réel) a 10 nm au-dessus de la particule et
malgré le fait que I'EELS soit en fait une mesure de la z-LDOS dans l'espace des
moments suivant la direction des électrons incidentg). Cela est discuté plus loin
dans le chapitrel®.






Chapitre 4
Méthodes des élements nis de
frontiere (BEM direct et indirect)

L'étre humain croira toujours que
plus le robot parait humain, plus il
est avancé, complexe et intelligent.

Les robots de l'aube
Isaac Asimov

4.1 Introduction

4.1.1 Un outil de simulation numérique pour le groupe STEM

A n de pouvoir comparer les résultats expérimentaux obtenus en spectroscopie
de perte d'énergie des électrons (EELS) par mon groupe aux simulations numé-
riques, une collaboration avec des théoriciens était nécessaire. En 2007, F. J. Garcia
de Abajo (CSIC, Madrid) a par exemple fourni au groupe des simulations nume-
riques de spectres et de cartes EELS pour des nanotriangles d'argé&tehn utilisant
la méthode des éléments nis de frontiere (boundary element method, BEM) dans
le régime retardé 31] et que nous deécrirons plus loin. En 2010, ses travaux nous
ont aussi permis de confronter les résultats expérimentaux que nous avons obte-
nus pendant ma these sur des split-ring resonators (dans le domaine énergétique
de I'électron-volt) aux simulations numériquesd9. Une autre collaboration avec L.
Henrard (FUNDP, Belgique) avait aussi permis de confronter les résultats expéri-
mentaux du groupe a des simulations numérigues réalisées en utilisant la méthode
des dipdles discrets (DDA) (cette méthode sera décrite plus loin). Jusqu'a main-
tenant, mon groupe ne possédait pas son propre outil de simulations numériques
dédié a I'EELS et les délais d'attente pour obtenir les résultats numériques venant
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des collaborations pouvaient parfois étre naturellement trés longs, d'autant plus
gue les programmes utilisés étaient faits maison et devaient parfois étre adaptés
manuellement a chaque nouveau probleme (paramétrisation de la géométrie de la
particule...). An de pallier ce manque et donc de gagner en rapidité, j'ai implé-
menté, pendant ma thése au LPS, la méthode des éléments nis de frontiere (BEM)
dans l'approximation non retardée, en utilisant le logiciel commercial d'éléments
nis COMSOL. L'intérét de ce logiciel par rapport aux programmes "faits maison"
est gu'il posséde déja di érents algorithmes trés performants permettant de mailler
automatiquement et tres rapidement la géométrie du probléme puis d'a ner éven-
tuellement "a la main" la discrétisation obtenue. Di érents solveurs peuvent aussi
étre utilisés selon le probleme a résoudre. Le logiciel permet ainsi de choisir le sol-
veur adapté aux problemes dépendant du temps, aux problémes stationnaires, aux
problémes aux valeurs propres, aux problémes paramétriqdes Notons en n que
plusieurs représentations des données nales sont possibles (représentation avec des
lignes de champ pour les problemes d'électromagnétisme, cartes d'intensité avec code
couleur, isosurfaces. . .) ce qui permet de faciliter l'interprétation des résultats numeé-
riques obtenus. Le fait que tous ces algorithmes soient déja présents dans COMSOL
permet évidemment de gagner du temps pour la résolution du probleme, puisqu'il
n'est alors plus question de les coder soi-méme. Mon travail a consisté d'abord a
implémenter la méthode BEM (voir plus loin) dans l'approximation non retardée
dans COMSOL et dans le contexte des expériences EELS pour des pertes d'énergie
de l'ordre de I'eV puis dans le contexte des expériences de microscopie optique de
champ proche (SNOM). Ce travail nous a ainsi permis de calculer, pour une parti-
cule de forme quelconque, la densité de charges induite a sa surface, la distribution
spatiale du champ électrique, du potentiel et du signal EELS dans le contexte d'une
expérience de spectroscopie de perte d'énergie ainsi que du signal SNOM dans le
contexte d'une expérience de microscopie optique de champ proche. Les équations
BEM ont été implémentées dans I'approximation non retardée?9] d'abord parce
gue cette approximation est justi ée dans nos propres experiences puis aussi pour la
simplicité des équations a implémenter. En e et, la grandeur calculée a une interpré-
tation physique simple puisqu'il s'agit, comme nous le verrons plus loin, de la densité
de charges induite a la surface de la particule, ce qui n‘aurait pas été le cas si nous

1. Citons a titre indicatif quelques solveurs itératifs ou non qui peuvent étre utilisés dans COM-
SOL : UMFPACK, SPOOLES, PARDISO, TAUCS, GMRES, FGMRES, solveur utilisant la mé-
thode des gradients conjugués. ..
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avions implémenté les équations BEM dans le régime retardé qui sont formellement
plus compliquées et pour lesquelles les grandeurs calculées n'ont pas d'interpréta-
tion physique simple B1]. Ces simulations numériques nous ont permis nalement
d'interpréter une partie des résultats expérimentaux que nous avons obtenus pen-
dant ma these. Notons en n que le BEM s'utilise évidemment lorsque les conditions
aux limites du probléme sont connues (voir les sectio®s5.1 et 4.5.2 mais peut
aussi s'appliquer facilement si I'on ne connait pas ces conditions aux limites (voir
les sectionst.5.3 et 4.6) et est donc une méthode tout a fait adaptée pour faire des
simulations numériques d'EELS ou de SNOM pour lesquelles les conditions aux li-
mites (potentiel a la surface de la particule étudiée par exemple) ne sont pas connues.

A n de tester la validité de I'implémentation, les premieres simulations numé-
riques ont été appliquées au cas bien connu d'une particule sphérique et ont permis
de calculer la distribution spatiale de la densité de charges induite a la surface de la
sphére pour chacun des multipéles (plasmons de surface) excité dans une expérience
EELS (les résultats sont montrés dans I'annexE). Les simulations ont ensuite été
appliquées au cas d'un split-ring resonator (SRR) que nous avons étudié expéri-
mentalement en EELS (voir le chapitrel0) ce qui nous a permis d'interpréter nos
propres résultats expérimentaux et ont été de plus un complément aux simulations
numériques BEM réalisées par F. J. Garcia de Abajo et V. Myroshnychenko dans
le régime retardé. A n de faciliter I'accés a ce travalil, je vais préciser dans la suite
les fondements théoriques de la méthode des éléments nis de frontiere, que j'illus-
trerai par des exemples pour un probleme unidimensionnel, bidimensionnel et en n
tridimensionnel. L'exemple choisi dans le cas tridimensionnel nous servira aussi a
expliciter la démarche que nous avons adoptée dans nos simulations numériques.

4.1.2 Historique général sur les méthodes intégrales

Les premiers travaux concernant le développement du BEM remontent en 1963
avec les publications de Jaswor6(] et Symm [B1]. Dans leurs travaux, Jaswon
et Symm ont résolu un probleme de potentiel en utilisant la troisieme identité de
Green, ce qui leur a permis de transformer I'équation aux dérivées partielles initiale
du probleme en une équation intégrale qui peut étre résolue ensuite numériquement.
En 1967, Rizzo ¢2] puis Cruse en 19696[3] se sont inspirés de ces travaux pour
développer une nouvelle approche du BEM pour un probléeme d'élastostatique en
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utilisant l'identité de Somigliana. En 1976, les travaux de Lachat et Watsor6f] ont
contribué a I'amélioration du traitement numérique des intégrales faiblement singu-
lieres et quasi-singuliéres qui apparaissent en BEM. En 1990, Guiggiani et Gigante
[65] ont développé un algorithme permettant de calculer des intégrales fortement
singulieres dé nies au sens de la valeur principale de Cauchy. Depuis les années 80,
ces méthodes intégrales ont permis de résoudre divers problémes qui apparaissent
aussi bien en mécanique des uides, en électromagnétisme ou en mécanique. ..

4.1.3 Historique général sur les méthodes intégrales appli-
guées a 'EELS et a I'étude des plasmons de surface

En 1975, R. Fuchs§6] a été le premier a réaliser des simulations numériques des
excitations créées par le passage d'un électron rapide a proximité d'une particule
de forme complexe dans l'approximation non retardée. Fuchs a ainsi pu obtenir
les propriétés optiques de petits cristaux cubiques en exprimant la réponse de ces
particules en terme d'une équation intégrale portant sur la polarisation de surface
du cube. En 1989, une approche équivalente a été utilisée par F. Ouyasigal
[67] en utilisant une équation intégrale non plus sur la polarisation mais sur la
densité de charges induite a la surface de la particule étudiée. Cette approche leur
a permis de calculer les énergies d'excitation des plasmons de surface ainsi que les
propriétés de ces excitations. Leurs travaux ont permis d'obtenir une expression de
la probabilité de perte d'énergie d'un électron voyageant a proximité d'une particule
de forme quelconque en terme de ses excitations de surface dans l'approximation
non retardée. La méme année, cette méthode a ensuite été appliquée par Ouyang
pour déterminer la probabilité de perte d'énergie d'un électron voyageant proche
d'une particule sphérique déposée sur une surface planaié&][ Ces travaux ont
ensuite été repris en 1997 par F. J. Garcia de Abagt al [29 en présence d'une
interface invariante par translation et pour une interface axi-symétrique. En 1999, J.
Aizpurua et al ont appliqué les travaux précédents au cas d'un Im mince tronqué et
au cas d'une jonction T ou trois milieux di érents étaient considéréssp]. En 2002,

F. J. Garcia de Abajoet al ont repris les travaux qu'ils avaient réalisés en 1997
en tenant compte cette fois des e ets de retard de l'interaction coulombiennad]]
et en généralisant a un nombre arbitraire de milieux. En 2003, D.R. Fredkiet al
[70] traitent le cas d'un probleme bidimensionnel. En 2004, A. Sihvold@]] présente
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ses résultats numériques sur le calcul de la polarisabilité de di érents polyedres en
terme d'une équation intégrale portant sur le potentiel électrostatique. La méthode
utilisée par Sihvola sera celle que j'utiliserai pour illustrer la méthode des éléments
nis de frontiere (BEM) dans la section 4.5. En 2005, I.D. Mayergoyzet al [72]

ont étudié formellement les propriétés générales des plasmons de surface (spectre
des valeurs propres, invariance d'échelle, orthogonalité des modes propres...) en
utilisant I'équation intégrale sur la densité de charges dans l'approximation non
retardée. Une application de leur résultat est donnée dans ce papier pour deux
nanospheres ou deux cylindres ellipsoidaux posés sur un substrat, un nanotore et
un nanoprisme triangulaire. Les équations obtenues initialement par Ouyang ont
ensuite été reprises par Mayergoyz en tenant compte des corrections du premier
ordre et du second ordre qui apparaissent lorsque la taille de la particule étudiée
augmente par rapport a la longueur d'onde du rayonnement incident. Une autre
formulation en terme de densité de dipbles distribués a la surface de la particule est
aussi introduite pour la résolution numérique des problemes qui mettent en jeu des
géométries présentant des pathologies comme des pointes ou des arétes. .. En 2009,
I'équation intégrale de Ouyang 7] sur la densité de charges a été utilisée par U.
Hohenesteret al [73] a n de comparer les simulations numériques de cartes EELS
et de densités d'états photoniques de nanoparticules métalliques. En 2010, J. Jung
et al [74] ont de nouveau utilisé I'équation intégrale de Ouyang pour étudier les
plasmons de surface d'une particule sphérique plongée dans un milieu strati €.

4.2 Meéthodes directes et indirectes du BEM

L'idée générale de la méthode des éléments nis de frontiere (ou BEM en anglais
pour boundary element methagd qui fait partie des méthodes intégrales7p] ?, est de
chercher numériquement d'abord les solutions d'un probléeme, décrit par une équa-
tion aux dérivées partielles (EDP) (complétée ou pas par des conditions aux limites),
sur la frontiére du domaine d'intérét puis d'en déduire la solution de I'EDP partout
a l'intérieur et a I' extérieur de ce domaine. La lecture des di érentes publications

2. Comme nous le verrons plus loin, il existe en fait plusieurs formulations de cette méthode et
pour chacune de ces formulations, il y a plusieurs facons de résoudre les intégrales obtenues.

3. Il peut s'agir d'une surface 2D dans le cas d'un domaine tridimensionnel, d'une courbe 1D
dans le cas d'un domaine bidimensionnel et d'un ensemble de deux points OD dans le cas d'un
domaine unidimensionnel. Dans notre cas, ou les simulations numériques sont réalisées dans le
contexte d'expériences EELS, il s'agira de la surface de la particule étudiée.
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citées précédemment nous a permis de constater qu'il existe en fait deux grandes
familles de BEM : lesméthodes directest les méthodes indirectesDans les mé-
thodes directes, la grandeur d'intérét (par exemple le potentiel électrostatique créé
par une densité volumique de charges en présence d'une particule) est directement
déterminée sur la frontiere du domaine puis elle est déduite partout a l'intérieur
et a l'extérieur de ce domaine a partir de sa valeur sur la frontiere. Dans les mé-
thodes indirectes, une grandeur intermédiaire est introduite (par exemple la densité
de charges induite a la surface de la particule) et déterminée sur la frontiére du
domaine puis ensuite la grandeur d'intérét est déduite partout a I'extérieur et a I'in-
térieur du domaine a partir des valeurs de la grandeur intermédiaire. Les méthodes
indirectes se distinguent donc des méthodes directes dans le sens ou il est nécessaire
d'introduire une grandeur intermédiaire a la surface du domaine a partir de laquelle
la grandeur d'intérét est déterminée partout dans l'espace.

Pour réaliser nos simulations numériques, j'ai préféré utiliser la méthode indi-
recte a la méthode directe d'abord par ce qu'elle est utilisée par notre collaborateur
F. J. Garcia de Abajo dans le domaine retardé et aussi par ce qu'elle nous permet
de calculer, rapidement, la densité de charges induite a la surface des particules
étudiées en EELS, qui est inaccessible dans ces expériences et plus di cile a obtenir
avec la méthode directe. Plus précisément, nous avons choisi a ce que la grandeur
intermédiaire de la méthode indirecte soit la densité de charges induite a la surface
de la particule étudiée. Cette grandeur est d'autant plus importante qu'elle s'est ré-
vélée nécessaire pour interpréter nos propres résultats expérimentaux et qu'elle nous
permet de déduire facilement toutes les autres grandeurs d'intérét comme la distri-
bution spatiale du potentiel, du champ électrique, du signal EELS ou du SNOM. ..

4.3 Comparaison BEM/FEM

Comme la méthode des élements nis de frontiere (BEMY§] et la méthode des
éléments nis (FEM) [76] sont trés proches par nature et aussi parce que nous avons
utilisé un logiciel d'éléments nis (COMSOL) pour résoudre des équations dérivées
du BEM, il semble nécessaire ici de faire une bréve comparaison entre ces deux
méthodes a n d'éviter les confusions. Dans ces deux méthodes, mais cela est vrai
aussi pour beaucoup d'autres méthodes numériques, la géométrie du probleme est



4.3 Comparaison BEM/FEM 57
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Figure 4.1 (a) Discrétisation d'une surface carrée (domaine 2D) en éléments triangu-

laires a trois n+uds en FEM. (b) Discrétisation des bords de la surface carrée en élements

linéaires a deux n+uds en BEM. (c) Exemple de polynémes d'interpolation linéaires (11)

(en rouge) et (21) (en bleu) utilisés pour interpoler l'inconnue u sur I'élément (1) en BEM
(on a supposé ici, pour simpli er, qu'il n'y a qu'une seule inconnue).

discrétisée en petits éléments. En FEM, la géométrie entiere est discrétisée, c'est-a-
dire en volume et en surface tandis qu'en BEM, la frontiere du domaine seulement
est discrétisée (voir Fig4.1). En FEM et en BEM, I'équation aux dérivées partielles
(EDP) initiale a résoudre est transformée en une équation intégrale qui est ensuite
résolue numériguement. Alors qu'en FEM cette équation intégrale fait intervenir

a la fois des intégrales de volume et des intégrales de surface, en BEM ['équation
intégrale ne fait intervenir qu'une intégrale de surface. Dans ces deux méthodes, la
solution du probleme est ensuite interpolée sur chaque élément de la discrétisation
en fonction des valeurs calculées en chacun des n+uds de I'élément.

Ces deux méthodes ont de plus chacune leurs avantages et leurs inconvénients
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gue nous allons brievement décrire. Le premier avantage du BEM par rapport au
FEM concerne, comme nous l'avons dit plus haut, la discrétisation du domaine.
En FEM, le domaine entier est discrétisé alors qu'en BEM, la surface du domaine
seulement est discrétisée, ce qui permet évidemment de diminuer le temps calcul
lors de la résolution numérique du probleme. Le traitement est de plus simpli é
pour les probléemes dont la géométrie présente un plan de symétrie puisqu'alors
aucune discrétisation n'est nécessaire dans le plan de symétrie. Par ailleurs, pour
obtenir I'équation intégrale a partir de I'EDP initiale a résoudre, le BEM a besoin

de la fonction de Green de I'EDP, c'est-a-dire la solution de I'EDP obtenue en
remplacgant la source réelle par une source ponctuelle (voir I'anne&é. Le fait que
cette solution soit exacte permet d'améliorer la précision des résultats obtenus lors
de la résolution du probleme. Malheureusement cette solution n'est pas toujours
connue pour des opérateurs di érentiels qui seraient non-linéaires, inhomogénes ou
anisotropes, ce qui rend alors la résolution de ces problemes beaucoup plus complexe
gu'en FEM ou une telle solution n'est pas nécessaire. Un autre avantage du BEM par
rapport au FEM, dans le contexte de 'EELS par exemple, concerne les conditions
aux limites (CL). Les diverses publications concernant le FEM montrent que les CL
du probleme (CL de dirichlet, de Neumann...) (voir I'annexed) doivent toujours

étre spéci ées pour résoudre un probleme en FEM, méme si parfois certaines des
contraintes imposées par ces CL peuvent étre relachées (voir toutes supprimées)
an de simpli er la résolution du probleme, en prenant le risque bien sOr d'altérer

la précision du résultat nal. Au contraire, beaucoup de publications concernant les
applications du BEM montrent que cette méthode numérique fonctionne trés bien
méme lorsque les CL ne sont pas spéci ées dans les situations ou elles ne sont pas
xées et donc pas connues (pour le BEM indirect, voir7Z] et pour le BEM direct,

voir [71]). Dans les expériences EELS que nous avons réalisées (mais c'est le cas
aussi du SNOM), les CL ne sont pas connues et le BEM semble donc mieux adaptée
gue le FEM pour simuler les résultats de ces expériences. Dans la seclidi nous
donnons trois applications du BEM ou les CL sont spéci ées (cas 1D et 2D) ou pas
(cas 3D).
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4.4 Approches numeriques alternatives au BEM

Nous présentons ici puis comparons brievement, les deux autres méthodes nu-
mériques alternatives au BEM (DDA et FDTD). Ces trois méthodes étant les plus
utilisées en plasmonique, les plus e caces et que I'on peut facilement adapter a dif-
férentes situations, nous ne décrirons que celleg-ci

L'approximation des dip0les discrets (DDA) aussi appeléenéthode des dipbles
couplés (CDM)[77], modélise la particule étudiée comme un réseau d'éléments dipo-
laires polarisables distribués en volume et en surface de la particule. Comme le BEM,
cette méthode donne le champ électromagnétique créé par la particule en réponse a
un champ électrique incident dans le domaine fréquentiel. La polarisation de chaque
elément résulte de la superposition du champ externe et du champ électromagné-
tique local créé par tous les autres éléments du réseau. En particulier, le moment
dipolaire d'un élément situé a la positiorr; satisfait la relation auto-consistante $2]

2 3
X
pj = j4EeXt(rj)+ G’?o pj05; (4.2)
%]

ou le tenseur symétrique 3 3 G,?o décrit le couplage avec le dipGle situé eryo.
L'équation (4.1) peut étre résolue numériquement et directement par une inversion
de matrice, ce qui donne

1
P=—55 E™ (4.2)

ou P est le vecteur formé par les composantes de tous les dipdesla matrice G’

est formée des éléments de matri«iq? o. Le champ électrique extérieur correspondant
au passage de I'électron supposé voyager dans le vide s'ééd} [

2!
E®(r)) = vz 9 (4.3)

q___
oug; =g(rj), = 1 v2=Cet

4. Mentionnons seulement qu'il existe une autre méthode appeléméthode des multipbles géné-
ralisée qui permet de traiter plusieurs particules simultanément et qui est plus rapide que le BEM
et les méthodes hybridegqui mélangent BEM, DDA et FDTD.
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" ! Lo#
i1y i IR IR
g(r)= €%’ —Ko —— 2 Ki — R ; (4.4)
v v
ou la notationr = (R;z) avecR = (Xx;y) a été utilisée et ouKy et K; sont les
fonctions de Bessel modi ées de seconde espedea probabilité de perte d'énergie
des électrons est alors donnée pa&d

)
)=t 2 =g g9 (4.5)
Ces équations peuvent bien-entendu étre étendues dans le cas ou la particule
est déposée sur un substrat comme c'est le cas lorsque celle-ci est fabriquée par
lithographie électronique en tenant compte du champ di usé par le substrat. La
polarisabilité ; de I'élementj est obtenue a partir de la permittivite diélectrique
volumique du matériau (par exemple celle du graphite pour les nanotubes de car-
bone et les fullerénes...) en inversant la relation de Clausius-Mossof@B]. Cette
méthode numérique a éteé utilisée pour modeéliser les spectres d'absorption et de dif-
fusion de particules avec des formes di érentes, incluant des bandes plasmoniques
[78, 79 ainsi que pour calculer la probabilité de perte d'énergie d'un électron passant

pres d'un nanotube de carbonesp).

Dans la méthode des di érences nies dans le domaine temporel (FDTD) :

le champ électromagnétique diusé par la particule est obtenu directement dans
I'espace temporel en résolvant un systeme de relations liant les valeurs du champ

a di érents pas de temps su samment proches les uns des autre®0], ce qui peut

étre avantageux dans les situations ou la dépendance temporelle du champ est néces-
saire. La résolution numérique du probléme est de plus simpli ée en développant les
champs en terme des solutions analytiques associées aux diverses parties du systeme,
ce qui est possible lorsque ces parties possédent des symétries simples (ce qui est le
cas par exemple des dimeres, des spheres multi-couches, des cylindres, d'une sphéere
déposée sur un substrat planaire, d'un réseau de sphéres...). Le champ peut alors

5. Plus précisément, le champ électrique crée par le dipdlgj. est donné par

eikR

o po= =5 KR+ kR Lpjo  [(kR)> +3ikR g R _PiIR

R2 '

OUR =r1j rjo.
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étre développé dans une base de fonctions adaptées a ces symétries (harmoniques
sphériques, fonctions de Bessel, ondes planes...) et les coe cients de ce dévelop-
pement sont déterminés en imposant les conditions de continuité du champ. Cette
méthode peut par exemple étre utilisée pour analyser les propriétés optiques de
nanoparticules de forme complexe, telles que les nano-étoiles d&i.[

4.4.1 Comparaison BEM, DDA et FDTD

Une comparaison entre BEM, DDA et FDTD a été rapportée dans3p] et nous
reprenons ici les grandes lignes de cet article. En BEM et en DDA, les équations
de Maxwell a résoudre sont écrites sous la forme d'un systeme d'équations algé-
brique dans le domaine fréquentiel. Lorsque ce systéme est inversé directement, le
temps de calcul est proportionnel &3 (ou N est le nombre de points de la dis-
crétisation utilis€). Un temps de calcul plus rapide peut cependant étre obtenu en
utilisant une méthode itérative comme la méthode des gradients conjugués (CGM)
(temps de calcul N?), particulierement adaptée en DDA lorsque la méthode est
combinée a une transformée de Fourier rapide (FFT) pour calculer les produits de
matrice. Le BEM a l'avantage qu'il ne requiert qu'une paramétrisation a la surface
de la particule N V23, ol V est le volume de la particule) alors que le DDA de-
mande une paramétrisation en volumeN V). Par ailleurs, la FDTD demande une
plus grande paramétrisation en volume, puisqu'elle doit inclure la région a I'extérieur
de la particule ou a la fois le champ incident et le champ di usé peuvent se propager.
En BEM et en DDA, la symétrie éventuelle de la particule étudiée permet de plus
de diminuer le temps de calcul : chaque plan miroir réduit d'un facteur 4 le temps
de calcul avec une inversion directe du systeme d'équations algébrique nal et d'un
facteur 2 avec la méthode CGM et un axe de rotation d'ordre donne une réduction
d'un facteur n? avec une inversion directe et un facteun avec la méthode CGM§2].

En ce qui concerne la mémoire utilisée, les méthodes BEM et DDA requierent
de mettre en mémoire des matrices qui connectent chaque paire de points de la
discrétisation (mémoire N?2), alors qu'en FDTD l'ordinateur ne doit garder en
mémoire que la valeur du champ a chaque pas de temps (mémoireN). Notons
pour nir que les méthodes BEM, DDA et FDTD peuvent étre appliquées a des
géométries et des permittivités diélectriques arbitrairement complexes bien qu'en
FDTD, il soit nécessaire que la permittivité du matériau considéré soit exprimée
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comme une somme nécessairement nie de fonctions lorentzienrgsg. [

4.5 Exemples d'application du BEM direct en uti-
lisant la méthode des résidus pondérés

A titre pédagogique, nous détaillons maintenant les di érentes étapes utilisées
pour résoudre numériquement une équation aux dérivées partielles par la méthode
des éléments nis de frontiére. Puisque c'est cette méthode que nous avons utilisée
dans nos simulations, nous ne parlerons que du BEM sans illustrer les autres me-
thodes dont nous avons parlé (DDA et FDTD). Nous commencerons par illustrer
le BEM direct puis ensuite nous détaillerons le BEM indirect que j'ai utilisé dans
ma thése. Pour le BEM direct, nous traiterons les cas d'un probléme 1D puis 2D,
ce qui nous permettra d'introduire le vocabulaire technique largement utilisé dans
cette méthode. Le cas d'un probléme 3D sera traité en utilisant les méthodes directe
et indirecte, ce qui nous permettra d'introduire la méthode que nous avons utilisée
dans nos propres simulations numeériques. Les résultats établis dans le cas 3D seront
par ailleurs repris et précisés dans la sectialD.3 consacrée a nos simulations. Le
lecteur désireux d'en apprendre davantage sur le BEM pourra consulter I'excellent
ouvrage [/5].

4.5.1 Exemple 1D du BEM direct

Ici, nous allons illustrer le BEM direct dans le cas d'une équation di érentielle du
second ordre non homogene a une dimension avec des conditions aux limites xées.
La simplicité de cette équation nous permettra de comparer le résultat numérique
approché obtenu avec le résultat analytique exact.

Considérons I'équation di érentielle

du(x)
dx?

avec les conditions aux limites de Dirichlet

+2u(x) = 3x pourx 2 [0;1]; (4.6)

ux=0)= u(x=1)=0: 4.7)
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On va commencer par transformer4.6) en une équation intégrale.

Etape 1 - On multiplie I'équation (4.6) par une fonctionw de la variablex (appelée
fonction test et pour l'instant quelconque) et on integre entre 0 et 1

Z, 2
dx du()

. 0x2 +2u(x) +3x w(x) = (4.8)

Résoudre cette équation numériquement, revient a annuler I'erreur (appetEsidu)
entre la solution exacte et la solution numérique approchée (que nous avons notee
ici par simplicité u(x)) pondérée par la fonction testw sur le domaine entier [01].
Cette approche est appeléméthode des résidus pondérés sera de nouveau utilisée
dans les autres exemples traités.

Etape 2 - En intégrant deux fois par partie I'équation intégrale précédente, on
obtient

#1
w(x) =0:
0
(4.9)
Etape 3 - Comme on cherche a résoudrd.©) par le BEM, on choisit de prendre la
fonction test w égale a une fonction de Gree®(x;x% du probléme dé nie formel-
lement par

" du(x)
dx

21 w(x) # Z 1 " du(x)
. dx e +2w(x) u(x)+3 . dx w(x)x + TW(x)

0

d?G(x; x9
dx?

En remplacantw(x) par G(x; x9 dans I'équation intégrale ¢.9), on obtient

+2G(x;x9= (x x9: (4.10)

#1
G(x; x9)

Z1 du(x) .

uxy= 3 . dx x G(x; x9 o dG(X X9

u(x) pour x°2 [0; 1]:
° (4.11)

Etape 4 - Parmi toutes les fonctions de Green qui sont solution det.(1), nous

choisissons naturellement la plus simple, c'est-a-dire ici celle qui s'annule lorsque
— 0

X=X

0
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G(x;x% = sin Zéx_ <] : (4.12)

Etape 5 - En insérant (4.12 dans (4.1]) et en tenant compte du fait queu(x =
0) = u(x =1) =0, on obtient
3 %1 P 1h p_ P i
u(x9 = ﬁ . dxxsin = 2jx x4 ﬁ sin  2j1 x9§ u¥1) sin  2jx§ uqo0) ;
(4.13)
qui donne la valeur deu a l'intérieur du domaine (x°2 [0; 1]) en fonction de la valeur
de u® aux extrémités du domaine, c'est-a-dire en 0 et 1.

Etape 6 - L'astuce a utiliser maintenant est de faire tendrex® vers 0 puis vers 1, ce
qui donne deux équations permettant de déterminar{0) et u{1)

3 %1 P (R

x°1 0 : u0)= P35 dexsin 2ixj ﬁsin( 2uql)  (4.14)
3 %1 P 1 . P

xX°1 1 : u()= ﬁ . dx xsin = 2jx 1 + ﬁsin( 2)u%0):(4.15)

En tenant compte de nouveau du fait quau(0) = u(l) = O et en résolvant les
intégrales qui apparaissent dans les deux expressions précédentes, on trouve

3 3 1 3 3 cosi 2)
u(0)= -+ p=—pPp= 06475941 etu(l)= =+ p= — 1:165096
0= 3 PZsint 2) w= 3 PZsin( 2)
(4.16)
Etape 7 - En insérant ces valeurs dans4(13, on obtient nalement
7 " #
3 ~1 . P 3. P2 1 1
ux9 =  P= dxxsin 2x x§ +>sin 2x§ —p— p=
2 20 ) if sin( 2) 2
3. P cos{ 2) 1
-sin  2J1 X = = 4.17
4 i1 x] sn(2) ©3 (4.17)

Cette expression nous permet de déterminer la valeur de l'inconnugpartout entre

g
0 et 1. Par exemple enx®= 1=2, on trouve :u(1=2) = 33C#2 3 (:2365246.
sin(C 2) 4
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La solution exacte de I'équation di érentielle initiale @.6) complétée par les condi-
tions aux limites de Dirichlet (4.7) est u(x) = ?m(?pﬁ—x) sin( 2x)  32x, qui donne en

x = 1=2 exactement le méme résultat que celui que nous avons trouvé précédem-
ment en utilisant une méthode intégrale. Bien sOr dans un probléme plus complexe,
la solution analytique sera une approximation de la solution exacte et ne lui sera

par conséquent pas égale.

Remarguons que nous n‘avons pas eu ici a discrétiser la frontiere du domaine.
Cela est di au fait que nous avons considéré le cas simpliste d'une géométrie uni-
dimensionnelle (le segment [Q]) pour laquelle la frontiére se réduit aux extrémités
du segment, c'est-a-dire aux points 0 et 1 (de dimension nulle) et donc aucune dis-
crétisation n'a été nécessaire. Dans le cas d'une géométrie de dimensior, la
frontiere du domaine est de dimension 1 et une discrétisation de cette frontiere
est nécessaire.

4.5.2 Exemple 2D du BEM direct

Ici, nous allons utiliser le BEM direct an de déterminer les solutions d'une
équation de Laplace homogeéne dans le cas d'une géométrie bidimensionnelle. Les
di érentes étapes sont analogues a celles que nous avons utilisées dans le cas uni-
dimensionnel mais une discrétisation de la frontiere du domaine sera de plus néces-
saire. Cet exemple permettra de pointer les principales di cultés qui apparaissent
en BEM. Considérons I'équation de Laplace homogéne dans un domaine

r2u(r)=0 pourr 2 : (4.18)

On multiplie cette équation par une fonction testw et on integre sur (de nouveau
nous utilisons la méthodes résidus pondérés : voir I'exemple traité dans la section
4.5.7)
Z
dr r 2u(r)w(r)=0: (4.19)
En utilisant le second théoreme de Green, I'équatio (19 devient (on notera ici
la frontiére qui délimite pour simpli er les notations) ©

6. Le second théoreme de Green s'énonce ainsi : soient deux champs scalaires et arbi-
traires dé nis a l'intérieur d'un volume délimité par la surface fermée qui est orientée vers
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z z
dr u(r)r 2w(r)= d[w(s)n ru(s) u(s)n r w(s): (4.20)

A n d'éliminer l'intégrale de volume et ne garder que l'intégrale de surface, nous
choisissons de prendre la fonction test égale a la fonction de Green de I'opérateur
laplacien dé nie par I'équation

r2g(r;r9=(r r9: (4.21)

En utilisant (4.21), I'équation intégrale (4.20 devient

Z
urd= d[G(s;r9n ru(s) u(s)n r G(s;r9] pourr®2 (4.22)

L'équation (4.22, qui est en fait valable & la fois pour des géométries 2D et
3D, nous permet de calculer les valeurs de a l'intérieur du domaine aprés avoir
déterminé les valeurs del et n r u sur la frontiere de ce domaine. Parmi toutes
les fonctions de Green du probleme 2D qui sont solution de I'équatiod.21), nous
choisissons de nouveau la plus simple

G@®) (r:r9 = lenjr rg: (4.23)
d'ou :

n rG®(s;r%= Zlnjs(sr(]rz() (4.24)

A n de simpli er les notations, posons :q=n ru,q =n r G® etu = G@P
dans @.22

y
urd= d[qs)u(s;rd u(s)q(s;r% pourrf2 (4.25)

Il nous faut maintenant déterminer les valeurs deu sur la frontiere du domaine,

ce qui nous permettra ensuite d'obteniu partout dans I'espace d'apres4.25. Les
Z

I'extérieur par le vecteur normal n alors on a lidentité dad (r)r2(r) (n)r2(r) =
z

d[( s)nr (s)y (s)nr (9)]I[38.
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Figure 4.2 (a) Déformation de la frontiére initiale autour de s® (b) Géométrie et
parameétres utilisés dans le calcul de4.22) in niment proche de la frontiere. Adaptée de

[75].

valeurs deu sur la frontiéere du domaine sont obtenues, comme dans le cas 1D (voir
la section4.5.1), en utilisant (4.22 dans la limite our®! s°2 mais contrairement

au cas 1D ou cette limite ne pose pas de probleme, il faut faire attention ici a cause
de la singularité qui apparait lorsques®= s. Les intégrales doivent étre calculées en
modi ant Iégérement la frontiere du domaine a n de passer au-dessus de la singu-
larité. En suivant la démarche proposée dang4|, nous augmentons la frontiere

par une petite région circulaire de rayon autour des®2 .

La frontiere modi ée est alors donnée par (voir Fig4.2)

0= + (4.26)
et la frontiére initiale est obtenue a partir de °en faisant tendre vers 0
=lim @ (4.27)

d = d; (4.28)

=js s (4.29)
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La limite de (4.29 lorsquer®! s°2 est obtenue en calculant chacune des
intégrales qui apparaissent dansi(25 sur et en faisant tendre vers 0. Le premier
terme donne

z Z .
q(s)u (s;s9d = iim q(s)lnjszscid
z i VA .
_ . In JS S(] . |nJS S(] .
= “,nE) Q(S)Zid |I'ng) q(s)Td :

(4.30)
La premiére intégrale de 4.30 est faiblement singuliére [75] et peut étre déter-

minée analytiquement sans précaution particuliere. La seconde intégrale donne, en
appliquant la régle de I'hopital®

z

N

. Injs sY, . 1
Illm0 q(s)zid —Ilrpozz: giin ) d
.1 (In )O
_I|!m02— q B )0
14
=I|!m02— i gd =0: (4.31)
Le second terme de4.30 donne
z z
_ o n (s s%
u(s)q (s; s9d =lim  u(s) 5 JS qu
z
o (s s‘b (s s‘b
_||!mo u(s) (]2 Ilrp0 u(s) 2 s qu
(4.32)

Puisque ug d est fortement singuliére [75], I'intégrale sur la frontiere modi ée
représente (par dé nition) sa partie principale de Cauchy

7. L'intégrant est singulier en certains points mais son intégrale est convergente.
8. La regle de I'hdpital s'énonce ainsi (dans le cas 1D) : $i et g sont deux fonctions dérivables

i f %(x0) f(x) = f%xo0)
en xg et telles que le quotient O(XD) existe, anrs I|m 5 = O(X§).
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z z
Ii!ng) u(s) n JS f}? _|in!10Z u(s)q (s;s%d

PP u(s)q(s;s%d : (4.33)

La seconde intégrale qui apparait danst(32 donne?®

Z n (s r(b . z
|I|n’6 u(s) 2 s C]Z |IIT!10 - u(s)ﬁd
_ 1
= u(s9 . Z—d
= z—u(s(ﬁz (4.34)

En rassemblant tous ces résultats, I'expressiod.@2 devient dans la limite our °!
0
s°2

z z
1 usY+ PP d u(s)n r G (s s9= d G® (s s9Yn r u(s);

(4.35)
ou PP désigne la partie principale de Cauchy. Il est possible d'écrire une équation
intégrale plus compacte valable pour° partout dans l'espace

z z
c(rOu(r%+ PP d us)n r G® (s r%= d G® (s r9n r u(s); (4.36)

2
1 pourr©2 (4.37)

0 pourr®62 ;r°62 :

8
£ 1 5 pourr®2
C(Ir(§=§

La géométrie du probleme est approximée en divisant (on dit aussi "maillée")
la frontiere du domaine en petits éléments appelé&déments de frontiérequi sont

, : .. R
9. Ce terme est appelé leésidu de l'intégrale fortement singuliere  uq d, a ne pas confondre
avec le terme "résidu" employé aussi en BEM pour désigner l'erreur entre la solution exacte et la
solution approchée d'une équation.
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ici simplement des petits segments enlacant la géométrie 2D [voir F§l (b)]. Les
inconnues sont alors déterminées en chacun des n+uds du maillage a I'aide487)
puis la solution est interpolée partout sur toute la frontiere en utilisant des fonctions
continues par morceaux [voir Fig4.1 (c)].

La frontiére du domaine est divisée el éléments M: : (Ne) dont chacun
possédeN ® n+uds [voir Fig. 4.1 (b)]. Dans I'élément ), muni d'un systéme de
coordonnées locales, les inconnuesu(® et ® sont interpolées par des fonctions
d'interpolation ,(x) (appelées aussfonctions de basget en utilisant leur valeur
aux n+uds ul® et g®

w((e) (e)
U900 = u® 0 etd@) = ¢ a(x): (4.38)

n=1 n=1

En insérant les expressions4(38 dans (4.36), on obtient

0 0
We  K® Z We  I® Z
cu+ @ @ d g A= @ ¥ d u A: (4.39)

e=1 n=1 © e=l n=1 ©

Pour résoudre numeériquement4.39, on peut multiplier cette équation par des
fonctions testa priori quelconques et intégrer de nouveau sur la frontiere du do-
maine. Les di érentes facons de choisir ces fonctions test sont associées a di érentes
méthodes pour résoudre4(39 [75. On peut par exemple choisir ces fonctions test
egales aux fonctions d'interpolation ,, que nous avons utilisées pour exprimer les
inconnues. Cette approche est appeléeéthode de Galerkin symétriquet sera uti-
lisée pour illustrer le cas 3D (voir la sectiom.5.3. Une autre facon de procéder
est d'imposer a ce que4.39 soit véri ée en chacun des n+uds du maillage. Cette
approche est appeléméthode par collocatioret revient en fait a choisir la fonction
test égale a une fonction delta qui est nulle partout sauf aux n+uds du maillage.
Cette approche est celle que nous allons maintenant utiliser pour résoudre39
footnoteLa méthode de Galerkin et la méthode par collocation sont donc deux sous-
méthodes de la méthode des résidus pondérés que nous utilisons ici..

En utilisant la méthode par collocation et en numérotant globalement tous les
n+uds de la discrétisationm =1;2; ;N, I'équation (4.39 s'écritau n+ud m =1
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z z
uu d gxt) it + ortuydogaxh)
[ } = ¢ }
7 Hip 7 Hin
=q , du xxh) 1 o+ i+ oy e, d U (x;x) N3 (4.40)
| — {z } | — {z }
Gu Gin
z
ou l'intégrale d est la somme de toutes les intégrales sur les élémerds (

(mie)

dans lesquels le n+udm est localisé. En utilisant exactement la méme procédure
pour les N 1) autres n+uds de la discrétisation, on obtient un systeme dil
éqguations que I'on peut écrire sous forme matricielle

0 10 1 0 10 1
Hir Hi Hin Uz Gi1 G Gin Ch
Hoi Ha Hon U & B Ga Gz Gan E E ® &
Hn1 Hno2 Hnn UN Gni Gno Gnn O
(4.42)
ou sous forme condensée
Hu = Gq: (4.42)

Une fois que les valeurs de et g ont été déterminées sur la frontiere du domaine
en résolvant numeriquement4.41) (voir application plus loin), on peut utiliser de
nouveau l'équation @.39 (avecc = 1) a n d'obtenir les valeurs de u et g partout a
I'intérieur du domaine. A n de simpli er la résolution "a la main" de ce probléme,
on choisit des fonctions d'interpolation constantes sur chaque élément de frontiere
( » = 1) et un seul n+ud par élément centré sur cet élémenf. En discrétisant
maintenant l'intérieur du domaine, on trouve la valeur deu en un point r' du
maillage dans le domaine

|
%e Z AN %e Z 1 [H
u(r'y = Ue L‘;g o d Injs 1 (4.43)
e=1 ) 2 IS r' e=1 (e) 2
| {z } | {z }
Hle Gle

10. A n d'améliorer la précision du résultat nal, on peut utiliser des polyndmes d'interpolation
d'ordre plus élevé et un nombre de n+uds par élément plus important. ..
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Figure 4.3  Application du BEM au cas d'un rectangle. (a) Discrétisation des bords
du rectangle en utilisant un élement par coté a un n+ud. (b) Fonction d'interpolation
constante ( 1 = 1) utilisée pour interpoler la solution sur un élément de la discrétisation.

En dé nissant les vecteurs lignesl 7 =[H;; H)» Hn JetGl =[G G, Gin.l,
le systeme précédent peut s'écrire nalement sous la forme condensée

urrY=Hu G/q pourr'2 : (4.44)

Application au cas d'un rectangle . Considérons un rectangle de longueur 2 et de
largeur 1. Les bords de ce rectangle sont discrétisés en utilisant quatre éléments (un
élément par coté) (voir Fig.4.3). On choisit des fonctions d'interpolation constantes
sur chacun de ces éléments auxquels on associe un n+ud centré sur |I'élément(1

et N(® = 1). On impose de plus les conditions aux limites suivantesu, = 0,

us = 100 et @ = ¢y = 0, ou la "barre" au-dessus de ces quantités est la pour nous
rappeler que leur valeur est connue. Les inconnues de ce probleme sont dpnay,

G et Gs.

Les n+uds étant choisis au centre des éléments, on &= et doncc(x%) =1=2, ce

qui donne pour le n+ud|

|
1 7 n (s r')y x> Injs rlj
—=U + . 5 e N2 Ue = . d e —— qe: (445)
2 et | (e) {ZZJS r'j ) et | (e) . 2 )
Hle Gle

En choisissant successivemeiit= 1;2;3 et 4, on obtient un systéme de quatre
équations permettant de déterminer les quatre inconnues du probléme. On trouve
apres quelques calculs§
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0 1 0 1 0 1
Uq Uz G
1
E”Z +H€UI2 :Gang; (4.46)
28 us U3z 0]
Us Usg (o]
avec
0 1
0 02110 0:0780 0:2110
0125 0 0125  0:250
H (4.47)
0:0780 02110 0 02110
0125 0250 0125 0
et

0 1
0:2695 0:.0175 0:1119 0:0175

0:0210 03183 0:0210 0:0420
0:1119 0:0175 02695  0:0175
0:0210 0:0420 0:0210 03183

(4.48)

En prenantu; = 0, us = 100 et @ = ¢4 = 0 et en utilisant (4.47) et (4.48, le
systeme §.46) s'écrit numériquement (apres l'avoir réarrangé a n d'isoler le vecteur
des inconnues)

0 10 1 0 1
0:2695 0:2110 01119 0:2110 Ch 7:80
0:0210 05000 00210 0:2500 u, & 1250 & (4.49)
0:1119 0:2110 0:2695 0:2110 (0} 5000 ¢ '
0:0210 0:2500 00210 05000 Ug 1250
L'inversion du systéme précédent donne la valeur des inconnues
0 1 0 1
th 7577
u 50.00
2 &= (4.50)
% 7577
Uy 50.00

Ce résultat peut étre comparé au résultat analytique pour lequel, = us = 50
etg = @ =50. Le résultat approché @¢.50 que nous venons de trouver en BEM
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coincide donc pour la valeur de mais I'erreur est importante pourg. A n d'obtenir
un résultat plus précis, il faudrait a ner la discrétisation des bords du rectangle et
utiliser des polyndmes d'interpolation d'ordre plus élevé. Les valeurs deet q étant
déterminées sur les bords du domaine, I'équatiod.@4) nous permettrait d'obtenir
les valeurs deu et g partout a l'intérieur du rectangle. Pour ne pas alourdir cet
expose, nous laissons le soin au lecteur d'e ectuer cette derniere étape.

4.5.3 Exemple 3D du BEM direct

Nous allons utiliser ici la méthode des éléments nis de frontiere a n de résoudre
I'équation de Poisson pour le potentiel en présence d'une distribution volumique
de charges ®(r) et d'un milieu limité par une surface @ (particule) et dont les
conditions aux limites sur le potentiel ne sont pas connues. La situation que nous
allons décrire correspond a celle des expériences de spectroscopie de perte d'énergie
des électrons (EELS) que nous avons réalisées (voir le chapit@® *!. Bien que les
conditions aux limites ne soient pas connues car non xées dans ces expériences,
une équation intégrale sur le potentiel (dans la méthode directe) et sur la densité
de charges induite a la surface de la particule (dans la méthode indirecte) pourra
guand méme étre obtenue en utilisant les conditions de continuité du potentiel et de
la composante normale du déplacement électrique a la traversée de la particule. Bien
gue ce ne soit pas la méthode directe que a été utilisée dans nos simulations, nous
illustrons ici cette méthode a titre pédagogique. Le systeme d'unité CGS (gaussien)
sera utilisé dans la suite.

Considérons une particule de volume constituée d'un matériau homogene décrit
par la permittivité diélectrique ; plongée dans milieu également homogene et in ni
de permittivité , (voir Fig. 4.4).
On cherche a résoudre I'équation de Poisson dans tout I'espace en présence de la
particule

11. Trés brievement, nous avons réalisé des expériences EELS sur des métamatériaux (split-ring
resonators). La distribution volumique de charges était alors associée aux électrons incidents et
le "milieu limité par une surface" était celui du métamatériau étudié. Nos simulations numériques
ont consisté a déterminer les champs électromagnétiques (potentiel, champ électrique, EELS...)
autour de la particule par la méthode des éléments nis de frontiere (BEM indirect).
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Figure 4.4 On considére une particule constituée d'un matériau homogéne décrit par
la permittivité diélectrique 1 plongée dans milieu homogéne et in ni de permittivité ».

8
E 0 dans la région 1 ou la densité de charges est nulle

2 —
r (r)__E 4 ext(r)

2

dans la région 2 ou la densité de charges est non nulle
(4.51)

avec les conditions de continuité du potentiel et du déplacement électrique a la
traversée de la particule

8
S (9= () (9

(4.52)
tnr ()= ,n r *(s);

ou font référence au potentiel a I'extérieur (+) et a l'intérieur (-) de la particule
respectivement lorsquer est in niment proche de la surface de la particule. En
utilisant les expressions A.20) et (A.22), dérivées dans lI'annexé\ de ce manuscrit,
lorsquer est a l'intérieur de la particule ¢ 2 ) puis a I'extérieur (r 62), les
conditions de continuité @.52 et la fonction de Green homogéne du systéme in ni
Go =15r rY, on obtient la formulation intégrale équivalente au probléeme4(51)
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| |
ext(r) = 1 ds®Gy(r;s9n? r ° *(s9 1 ds® (s9n% r Gy(r;sY; r 2
4 @ 4 @
| | (4.53)
0= ds®Go(r;s9-2n° r © *(s9 ds® (sOn® r Gy(r:sY: r 62 ;
@ 1 @
(4.54)
avec
z ext (b
wtry= dro ) 4.55
(r) NTa— (4.55)
et
Go(r;r% = 1. (4.56)
T e g '

Nous obtenons deux équations intégrales donnant le potentiel a la surface de la
particule en fonction du potentiel extérieur ®(r) di a la densité volumique de
charges ®(r). A n d'obtenir une équation intégrale ne portant que sur le poten-
tiel a la surface de la particule (que I'on pourra résoudre numériqguement pour en
déduire ensuite le potentiel partout dans I'espace en utilisantA(20) et (A.22) et
éventuellement d'autres grandeurs électromagnétiques dérivées du potentiel), on fait
tendrer verss dans (4.53 et (4.54). Posons des a présent

|

l(r) = . ds® (sHn® r Gy(r;sY; r 2 (4.57)
|

l,(r) = . ds® (sHn® r Gy(r;sY; r 62 : (4.58)

A cause de la singularité de® r Go(r;s9 qui apparait lorsquer ! s = s les
intégrales|, et |, doivent étre dé nies au sens de la valeur principale de Cauchy.
Pour le calcul del; (lorsquer ! s), on augmente la frontiere d'intégration d'un
petit cercle de rayon an de passer au-dessus de la singularité et ensuite on évalue
I'intégrale dans la limite ou ! 0. Cette procédure est explicitée en détail dans
I'exemple 2D que nous avons traité précédemment (voir la sectidrb.?). En notant
@ la frontiere associée a cette déformation, on obtient
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11(s)

lim_14(r)
r! SI

PP ds? (s9n° r Bo(sis) + Res; (4.59)

ou PP désigne de nouveau la partie principale de Cauchy Bees le résidu qui est
l'intégrale évaluée sur@

| |
Res = lim . ds® (sYn® r %Gy(s;sY = () lim . ds’n® r %Go(s;sY: (4.60)

En choisissant le points comme origine, on trouve que la derniére intégrale donne

lim ds’n® r %Go(s;sY = d d 2sin iz: 2 (4.61)
'0 @ 0 0
et donc
|
l.(s)= 2 (s)+ PP . ds® (sHn? r Gy(s;sY: (4.62)

Lorsque r approche la surface de la particule de I'extérieur, le résidu précédent
change simplement de signe et donc

|
l,(s)=+2 (s)+ PP . ds® (sHn® r Gy(s;sY: (4.63)

Dans la limite olr tend verss, les équations 4.53 et (4.54) deviennent donc‘?

|
Te= 41 o 057 Co(s:8In® 1 2 7(s) 41PP o 0s° (9N r Bo(sisY+ ; (s)
| | (4.64)
0= @ ds®Go(s;89=n° r 0 *(s) PP @ ds® (s9n® r Go(s;sH 2 (s):
1
(4.65)

12. La procédure de limite que nous avons utilisée pour déterminekr; et I, in niment proche
de la surface, revient a écrire au sens des distributions que 0Iinm r Go(js tn s9= Ilirr?) n
t! ot t! 0*
1 n (s s9

er T T & 2 (s s9[29.
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D'apres I'équation 4.65, on a

| |
. ds®Go(s;s9n°r © *(s% = PP . ds® (s9n°r Go(s;sH+2 - (s): (4.66)
2 2

En substituant cette expression dans4.64 a n d'éliminer l'intégrale en n°r ° *(s9,
on obtient nalement une équation intégrale qui porte uniquement sur le potentiel
a la surface de la particuleql, 83 :

etis)= L7 2 ()4 L 2pp g0 (sYn® r Wy(s:sY: (4.67)
25 4 , @

avec explicitement (pours 6 s9

|
=}

n® r Gy(s;sY = (4.68)

js s§ is s
n® (s s9

T (4.69)

Résolution numérique . En BEM, I'équation intégrale précédente est résolue nu-
mériqguement en discrétisant la surface de la particule en petits éléments puis en
exprimant le potentiel comme une combinaison linéaire de fonctions d'interpolation
ul® dé nies sur ces éléments (attention car ici on a changé les notations par rapport
au cas 2D)

N\
(s) = Aul9(s); (4.70)

n=1
ouqg=1;2::: est I'ordre des fonctions d'interpolation etN est le nombre total de
n+uds utilisé. En reportant (4.70 dans (4.67) et en multipliant le résultat obtenu

u® 8m (méthode de Galerkin) puis en intégrant de nouveau sur la surface de la
particule * on obtient [71]

13. La méthode utilisée ici est un peu di érente de celle que nous avions utilisée dans le cas 2D.
Alors que dans le cas 2D, nous nous étions contentés de reporter I'expression du potentiel écrite
en terme des fonctions d'interpolation dans I'équation intégrale a résoudre, ici nous avons ajouté
une étape supplémentaire consistant a multiplier le résultat obtenu par une fonction test puis a
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z + z z
dsuid(s) L Fud(e)+ L asK(sisYud(s) o= dsuld(s) *(s);
n=1 m 2 2 @n @ m
(4.71)

ol @ , est le supportu{® et ou on a posé

1 n® (s s
K(s;s9=nlr?2 = — ( (b: (4.72)
is sY js sY
L'équation discrétisée 4.71) peut s'écrire aussi sous forme condensée
A" =1b; (4.73)
ou "= [ 1; ; ~]' estle vecteur des inconnues, c'est-a-dire la valeur du potentiel
en chacun des n+uds d'un élément et
z + z
Amn = ds uP(s) 5 —uP(s)+ ———  dsK(s;sPufP(s9
Z@ m 2 2 4 2 @ n
b, = . ds ulP(s) (s): (4.74)
@n

Di érents types de solveurs numériques peuvent étre utilisés pour inverser le
systeme @.73 et trouver la valeur du potentiel aux n+uds du maillage. Citons par
exemple le solveur itératif "GMRES" qui a été utilisé par A. Sihvola pour résoudre
le probléme précédent sur des particules de forme polyédrique (solides de Platon)
[71]4. Une fois le potentiel déterminé a la surface de la particule, le potentiel partout
dans I'espace peut étre déduit en utilisant les équation# 20) et (A.22).

intégrer de nouveau sur la surface de la particule. Cette méthode est celle que nous avons utilisée
dans nos simulations numériques et c'est pour cette raison que nous I'exposons dans ce probléeme.

14. Dans ce papier, la surface de la particule est discrétisée en utilisant des triangles et des
polynémes d'ordre 3 sont utilisés pour exprimer le potentiel. Les intégrales qui apparaissent dans
le calcul des éléments de matriceA,, et qui peuvent se réduire a des intégrales portant sur la
surface des éléments triangulaires sont résolues par 'auteur en utilisant les résultats rapportés dans
[84.
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4.6 Formulation intégrale du BEM indirect dans
I'approximation non retardée et introduction
a nos simulations numériques

Dans le dernier exemple traité dans la section précédente (voir la secti’.3),
nous avons utilisé le BEM direct pour résoudre I'équation de Poisson pour le poten-
tiel (avec des conditions aux limites inconnues) partout a l'intérieur et a I'extérieur
d'une particule en fonction du potentiel & sa surface. Dans le BEM indirec29),
gue nous avons utilisée dans nos propres simulations numériques d'EELS, il s'agit
de résoudre une équation intégrale de surface ne portant pas directement sur le po-
tentiel mais sur la densité de charges induite a la surface de la particule. Toutes les
autres grandeurs d'intérét (potentiel, champ électrique, EELS, SNOM...) pourront
ensuite étre déduites a partir de la densité de charges calculée. En plus d'étre une
grandeur intermédiaire a partir de laquelle toutes les autres grandeurs peuvent étre
dérivées, la densité de charges calculée ici dans le contexte d'une expérience EELS et
qui est inaccessible directement par ces expériences, nous a permis d' interpréter nos
propres résultats expérimentaux (voir le chapitrd.1). Bien que la méthode indirecte
puisse étre introduite dans un cadre mathématique trés général, nous l'illustrerons
ici dans le contexte particulier d'une expérience EELS. Les calculs seront e ectués
dans l'approximation non retardée, c'est-a-dire que l'interaction entre les électrons
incidents et la particule étudiée sera décrite par I'équation de Poisson. Les champs
électromagnétiques seront par ailleurs décrits dans I'espace des fréquences angulaires
et le systeme d'unité CGS (gaussien) sera utilisé.

Considérons une particule (milieu 1) constituée d'un matériau homogene et dé-
crit par la permittivité diélectrique locale (! ) plongée dans un milieu également
homogene et in ni (milieu 2) de permittivité (! ). On suppose que la particule
est sondée dans une expérience EELS par un faisceau d'électrons rapides passant a
I'extérieur ou a l'intérieur de celle-ci. On appellera ®(r;!) la densité volumique
de charges associée aux électrons du faisc€au

15. Il n'est en fait pas nécessaire ici de préciser la forme de la densité de charges de I'électron
qui pourrait étre totalement arbitraire. Dans le cas particulier ou I'électron voyage en ligne droite
selon I'axe Oz a vitessev constante et suivant la trajectoire r¢(t) = (Rg;z = vt) ot Rg = ( Xo; Yo)
est le parameétre d'impact de I'électron (ce qui est le cas dans une expérience EELS), la densité de
charges de I'électron est donnée par353 : ®'(r;!)= 1 (R Rp)e* v .
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L'interaction entre le faisceau d'électrons et la particule est entierement décrite,
dans l'approximation non retardée, par I'équation de Poisson

rLshr (l= 4 %4t (4.75)
ou
8
(ri1) = < 1(!') sir estdans le milieu 1 (4.76)

o(!') sir estdans le milieu 2

L'équation (4.75 peut encore étre écrite sous la forme

ro(r;!) ro(r)+ ()2 (r;t)y= 4 2Y(r;1); (4.77)

c'est-a-dire

4 i1y r o (r;') r o (r;!)

r2(r;!)= ) @D (4.78)
La solution de @.78 peut s'écrire formellement sous la forme2f]
(r;1)= 1(r;1)+ bound(r-1y; (4.79)
ou
z
. B ext(rO;! )
Y1) = dro(ro,!)jr g (4.80)
et
bound(r;!):lzdror (rO;!) r (rO;!); (4.81)

4 (roHjr r9

our (r;!)estnul partout sauf a l'interface entre la particule et son environnement.

1 (r;!) représente le potentiel écranté qui serait créé paf(r;!) dans le milieu
en l'absence de particule comme s'il était in ni. P°U"d(r ;1) représente le potentiel
induit dans le milieu d0 a la présence de la particule. Plus précisément
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#
1

1
4 (rstr (r;1)
(s;!) s (4.83)

Ir (r;t) r (r;t) _
T =

&) ro(r;!) (4.82)

ou (s;!) est la densité de charges induite a la surface de la particule et que nous
nous proposons de déterminer par le BEM indirect ets est une fonction nulle
partout sauf sur l'interface. En utilisant fait que

#
r CHN GO )n s (4.84)

(r;!) 1(M) 2(1)

oun est un vecteur normal ers orienté du milieu 1 vers le milieu 2 et que la quantité

(r;')r (r;!) représente le déplacement électrique dont la composante normale
est continue a la traversée de la particule, on obtient que

v Loat) o o(h) :
et (4.8]) peut s'écrire comme
|
oun . — (Si I ) R
bound (-1 ) = . ds TRE (4.86)

|
ou lintégrale signi e que I'on intégre sur la surface de la particule. La densité

de charges ind%ite a la surface de la particule est donnée par la discontinuité de la
composante normale du champ électrique a la traversée de la particule

4 (s;')=n o (s;') nor T(s;!): (4.87)

Par ailleurs, la composante normale du déplacement électrique est continue a la
traversée de la particule

() (si)= L(M)n r (st (4.88)

En insérant (4.89 dans (4.87), on obtient 1

16. Remarque : en multipliant (4.89 par (! ) ou (4.90 par 1(! ), on retrouve (4.85).
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+ (- - 4 l(| ) .
nr “(s;!)= FOEO)] (s;!) (4.89)
gy 4 oY) Oy
nr (s;!)= FOEO)] (s;!): (4.90)

La dérivée normale du potentiel total de part et d'autre de la surface de la particule
s'obtient en procédant de la méme facon qu'ed (5.2 et (4.5.3, c'est-a-dire en dé -
nissant l'intégrale de surface qui apparait dans”®" au sens de la valeur principale
de Cauchy'’

|

nr *(s;!)=nr (s;1)+ PP @dsOF(s;sO) (s®1) 2 (s;!) (4.91)
|

nr (s;1)=nr Y(s;1)+ PP @dsoF(s;so) (s®1)+2 (s;!); (4.92)

ou F(s;sY est la dérivée normale degs sY lorsques 6 s°

F(s;sY = (4.93)

s sP
En insérant la relation (4.89 (ou (4.90) dans (4.9 (ou (4.92), on obtient I'équa-
tion intégrale sur la densité de charges induite a la surface de la particuR9[[*®

. 4 |
o 20+ a(t) (s;')y=nr Y(s;1)+ PP dsF(s;sY (s%!)[ (4.94)
(1) (M) @

La résolution numérique de I'équation4.94) donne la densité de charges induite
a la surface de la particule dont la forme peut étre totalement arbitraire. Une fois
que (s;!) a été calculée, les expressiond.80 et (4.8 permettent de détermi-
ner le potentiel total partout autour de la particule. D'autres grandeurs d'intérét
comme le champ électrique, le signal EELS (dans une expérience de spectroscopie

17. Plus précisément, cela revient & dé nir la limite au sens des distributionsZ9)

. 1 . n (s s9
Am.n "Is th s js s 2 (s s)

18. Au sens mathématique, il s'agit d'une équation de Fredholm de seconde espéce.
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de perte d'énergie des électrons) ou méme le signal SNOM (dans une expérience
de microscopie de champ proche optique) peuvent aussi étre dérivees a partir de
la connaissance de(s;! ). Nous détaillons dans la section1(0.3.] du chapitre 10,
consacré a nos résultats expérimentaux et théoriques, la procédure de discrétisation
gue nous avons utilisée pour résoudret.04. Les expressions explicites du signal
EELS (et du SNOM) en fonction de la densité de charges sont dérivées dans le
chapitre 16 [pour I'EELS, voir Eq. (16.17 et pour le SNOM, voir Eqg. (16.27] et
peuvent aussi étre trouvées pour I'EELS dan29).

4.7 Formulation intégrale du BEM indirect dans
le régime retarde

D'autres simulations numériques ont été réalisées en complément des nétres par
V. Myroshnychenko et F. J. Garcia de Abajo (CSIC, Madrid) qui ont utilisé la for-
mulation indirecte du BEM mais dans le régime retardé3fl] ou les e ets de retard
de linteraction coulombienne, dus a la vitesse nie de la lumiéere, ont été pris en
compte. Alors que dans l'approximation non retardée, la connaissance de la den-
sité de charges a la surface de la particule étudiée est su sante pour dériver toutes
les autres grandeurs d'intérét (potentiel électrostatique, champ électrique, EELS,
SNOM...), dans le régime retardé, il faut en plus connaitre la densité de courants
induite a la surface de la particule. L'ensemble des équations de Maxwell faisant
intervenir a la fois le champ électrique et le champ magnétique doit étre utilisé.

Considérons les équations de Maxwell écrites dans l'espace des fréquences angu-
laires. De nouveau, on utilise la conventionl(11b ainsi que le systeme d'unité CGS
(gaussien)

C B(r) -0 (4.95b)
% r H(r;!)+ikD(r;!):40J"‘X‘(r;!) (4.95¢)
o E(r;t) ikB(r;t) =0; (4.95d)
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I (r;1)=v ®Yr;1) (4.96)
est la densité de courants associée a I'électron incident qui voyage a la vitegse
constante et qui est utilisé pour sonder la particule dans une expérience EELS,

D(r;!')= (r;!")E(r;!) (déplacement électrique) (4.97)

et

B(r;!')= H(r;!) (induction magnétique). (4.98)

On peut exprimer le champ électriquée (r;! ) et le champ magnétiqueH (r;! ) en
terme du potentiel scalaire (r;!) et du potentiel vecteurA(r;!) [3§]

E(r;!)=1kA(;!) r (r;!) (4.99)
H(r;!):lr A(r;!): (4.100)

Nous imposons de plus a ce queet A véri ent la condition de jauge de Lorentz
an de xer leur valeur

r A(r;t)=1ik (r;!): (4.101)

En substituant les expressions4.97), (4.99 et (4.10) dans (4.959, on obtient
I'équation pour le potentiel scalaire (la dépendance est toujours en;( ))

r 2+ k? = 4

s (4.102)
ou

1 1
s= —D r —: (4.103)
4
De la méme facgon, en utilisant la troisieme équation de Maxwel.©59, on obtient
I'équation pour le potentiel vecteur

4
r2+k2 A= - J™¥+m (4.104)
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ou

m = 41[i! r( )*rcH r ]: (4.105)

Les quantités s et m sont non nulles seulement a la surface de la particule et
correspondent a des charges et courants additionnels induits a la surface de la par-
ticule a cause de la discontinuité de et de . Pour des matériaux non magnétiques
( =1)leterme enr qui apparait dans @.109 est nul et m est dirigé selon
la normale a l'interface (correspondant a la direction de ). Pour des matériaux
magnétiques ( 6 1), m n'est jamais paralléle a l'interface si bien qu'il ne peut pas
représenter un courant physique contrairement as qui représente bien une charge
de polarisation induite a la surface de la particule. Au lieu d'utiliser explicitement

s et m, nous introduisons des charges; et courants h; equivalents qui seront
déterminés en utilisant les conditions de continuité des champs électromagnétiques
a la traversée de la particuled1].

La solution générale des équationgl(1029 et (4.109 qui s'annule a I'in ni, s'ob-
tient a partir de la fonction de Green scalaire retardée du systeme homogene in ni
dans le milieuj =1;2 [3]]

1 2
(r;!) = droG(r r9) (o)
i)
+ o ds Gj(jir sj) j(s;!) (4.106)
et

j(! ) z 0 : ext (.

A(r;!)= c droG(jr  r3)JIe(rsr)
+ o ds Gj(jr sj)hj(s;!); (4.107)

ou @ ; se réefere a la surface délimitant le miliey=1;2 et

o1

eikjjr r9

jrorg

Gi(ir r9= (4.108)
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est la fonction de Green retardée qui s'annule a I'in ni et qui est dé nie par I'équation

r2+k? GiGr r9= 4 (r r9H (4.109)

dans le milieuj aveck; = kP 7 j- Les equations 4.109 et (4.107 sont solution de
(4.109 et (4.109 pourvu qu'on choisisse les densités de charggset de courants
h; de surface de sorte que le champ électromagnétique résultant véri e les condi-
tions de continuité habituelles a la traverseée de l'interface. Notons qug et h; ne
représentent pas en général des charges et courants d'interface réels (puisque par
exemple la densité de charges n'est pas la méme de part et d'autre de l'interface :
16 7). Cependant, dans I'approximation non retardéeq! 1 ), ; coincide avec
- et représente dans cette limite une densité de charges réelle induite a la surface
de la particule.

La continuité de la composante tangentielle du champ électrique et de la com-
posante normale de l'induction magnétique ensemble avec la condition de jauge de
Lorentz (4.10]) conduit a la continuité du potentiel scalaire et du potentiel vecteur
a la traversée de l'interface et par conséquent, in niment proche de la particule, on
a

Gii1 Gpo= §¢ (4.110)
et
Gih: Gyhp,= ASt A% (4.111)
ou
1 Z
>(s) = o) dr°Gi(js r9) ror) (4.112)
et
(1)%
APUs)= = dr°Gi(is r}IT(rt) (4.113)

sont respectivement le potentiel scalaire et le potentiel vecteur qui seraient créés a
la surface de la particule par les densités de charges et de courants extérieurs dans
le milieuj s'il était homogéne et in ni. A n de simpli er les expressions, nous avons
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utilisé la notation matricielle pour écrire les équations4.110 et (4.11J), c'est-a-dire
que le produit matriciel G; ; représente en fait l'intégrale ds® Gi(js s9Y) 1(s9.

Dans le cas ou I'on considéere des milieux non magnéetiques € 1) (ce qui est le
cas des particules que nous avons étudiées expérimentalement), la continuité de la
composante tangentielle du champ magnétique et du potentiel vecteur implique la
continuité a la fois de la dérivée tangentielle de toutes les composantes du potentiel
vecteur et de la dérivée normale de la composante tangentielle du potentiel vecteur
a la traversée de la particule [voir Eg. 4.100]. En utilisant cela dans I'équation
(4.109, on obtient que (h r )A ink est aussi continue a la traversée de la
particule. En insérant (4.102 et (4.1049 dans cette expression, on trouve

Hihy Hzhy, ikn (G111 Goo )= (4.114)

ou

=(n r) A AT +ikn 4 0, 0 (4.115)

et H; est la dérivee normale au sens des distributions de la fonction de Gregn

Hi(s;s9 = !!rrcl) nrG(js tn s9 (4.116)
=n r Gi(s s§P+2 (s s9Y (4.117)
et
Hy(s;s9 = Hrrg) nrGy(s+tn s9 (4.118)
=n rGy(s s 2 (s s9; (4.119)
ou

: - n (s sY . . e
n r Gj(s S(])—W(ijjs s§ 1)ekils sl s s (4.120)
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La continuité de la composante normale du déplacement électriqua (ikA r )
a la traversée de la particule conduit de plus a

Hii11 Hz2 2 ikn(Gyih: Gy hy)= D (4.121)
avec

D™ =n " 1 KAt o § » KASY 1 S’“I ; (4.122)

La résolution numérique des équationgi(110, (4.117), (4.119 et (4.12] permet
de calculer les charges et les courants additionnelg et h; et d'en deduire, en
utilisant (4.109 et (4.107, le potentiel scalaire et le potentiel vecteur partout dans
I'espace. D'autres grandeurs d'intérét comme le signal EELS peuvent aussi étre
dérivées a partir de ces charges et courants calculés. La procédure de discrétisation
utilisée par nos collaborateurs F. J. Garcia de Abajo et V. Myroshnychenko pour
résoudre ces équations ainsi que I'expression de I'EELS en fonction des grandeurs
calculées sont détaillées dans I'anneiede ce manuscrit et rapportée dans3[l]. Pour
terminer ce chapitre, rappelons que nous n‘avons pas eu a utiliser de conditions aux
limites pour déterminer I'équation intégrale sur le potentiel dans la formulation
directe du BEM (voir la section 4.5.3 ni pour déterminer I'équation intégrale sur
la densité de charges et de courants induits a la surface de la particule dans la
formulation indirecte du BEM (voir la section4.6pour le cas non retardé et la section
4.7 pour le cas retardé). Il a cependant fallu utiliser les conditions de continuité du
champ électromagnétique a la traversée de la particule. La méthode BEM se révéle
ainsi tout a fait adaptée dans le contexte des expériences de spectroscopie de perte
d'énergie des électrons pour lesquelles les conditions aux limites ne sont pas connues.






Chapitre 5
Le microscope électronique en
transmission a balayage (STEM)

On fait la science avec des faits,
comme on fait une maison avec des
pierres : mais une accumulation de
faits n'est pas plus une science
gu'un tas de pierres n'est une
maison.

Henri Poincaré

L'étude expérimentale des split-ring resonators (SRRs) (voir la parti@0) a été
réalisée par spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS) dans le contexte
d'un microscope électronique en transmission a balayage (STEM-VG HB 501) en
incidence normale opérant a 100 keV et équipé d'un spectrométre de perte d'énergie
et d'une caméra CCD (100 1340 pixels) "fait maison”. Nous décrivons ici le STEM
gue nous avons utilisé ainsi que ses di érents modes de fonctionnement.

5.1 Principe de base d'un microscope électronique
en transmission a balayage : imagerie et spec-
troscopie

Un faisceau d'électrons rapides (v ¢=2 pour des électrons de 100 keV) est émis
par un canon a e et de champ froid permettant d'atteindre une tres forte brillance
de 10cm 2 sr ! et une résolution en énergie naturelle de la sonde de 0.3eV. Le
faisceau d'électrons est focalisé en une sonde de 1 nm et de demi-angle au sommet
entre 7.5 et 15mrad a la surface de I'échantillon grace a deux condenseurs et une
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lentille objectif (voir Fig. 5.1). Le faisceau est balayé a la surface de I'échantillon
grace a deux bobines magnétiques placées dans la lentille objectif. En traversant
I'échantillon, certains électrons sont di usés sans perdre d'énergie et correspondent
aux di usions élastiques dans le matériau et d'autres sont di usés en transférant
une partie de leur énergie cinétique a I'échantillon et correspondent aux di usions
inélastiques. Plusieurs détecteurs disposés apres I'échantillon permettent de détecter
les électrons qui ont été di usés élastiquement ou inélastiquement a di érents angles.
Les électrons correspondant aux di usions élastiques a grand angle (entre 25 et
200 mrad) sont collectés par un scintillateur et un photomultiplicateur ce qui permet
de former une image agrandie de I'échantillon appeléaage HAADF ("High Angle
Annular Dark Field image" traduit en francgais par "image de fond noir annulaire").
Les électrons di usés inélastiquement sont analysés par un spectrometre magnétique
permettant de séparer les électrons selon I'énergie qu'ils ont perdue. Cette séparation
en énergie est a la base de la spectroscopie de perte d'énergie des électrons ("electron
energy loss spectroscopy” (EELS) en anglais). Dans la suite de ce manuscrit, nous
nous intéresserons seulement a ces deux types de signaux. Notons cependant que les
électrons di usés élastiquement aux petits angles et correspondant a des phénomeénes
de diraction peuvent étre exploités pour étudier les propriétés cristallines d'un
échantillon. Des radiations secondaires peuvent aussi étre émises aprées interaction
des électrons incidents avec I'échantillon : il s'agit des électrons Auger, des rayons
X, des électrons secondaires et de lumiere émise par cathodoluminescesige |
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Figure 5.1 Les diérentes parties du microscope électronique en transmission a balayage
gue nous avons utilisé (STEM-VG HB 501). La pointe qui émet les électrons est en bas et
le spectrométre en haut.

5.1.1 Les diérentes images que l'on peut réaliser avec un
STEM

Images "Bright Field" (BF) . Une image BF ("bright eld" traduit en francais

par "fond clair") est formée en collectant les électrons qui ont été di usés élastique-
ment a petit angle (<15 mrad) correspondant a des processus de di usion cohérents
par les noyaux atomiques de I'échantillon. Les valeurs des demi-angles de collection
sont xées en fait par l'utilisation d'un diaphragme de collection. Le plus petit dia-
phragme disponible doit étre utilisé pour obtenir un meilleur contraste de phase. En
imagerie BF, I'échantillon apparait sombre sur fond clair [voir Fig5.2 (a)]. Puisque
ces images n'ont pas été exploitées pendant ma thése, nous n'en reparlerons plus.
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Figure 5.2 (a) Image BF d'un nanotube de carbone d'environ 20 nm de diameétre réalisée
avec notre STEM VG. (b) Image HAADF du méme nanotube de carbone. Images réalisées
par A. Zobelli (groupe STEM).

Images "High Angle Annular Dark Field" (HAADF) . Une image HAADF
("high angle annular dark eld" traduit en francais par "fond noir annulaire") est
formée en collectant les électrons qui ont été di usés élastiquement a grand angle
(entre 25 et 200 mrad) correspondant & des processus de di usion incohérents. La
résolution spatiale de ces images est d'environ 1 nm et est limitée par la taille de
la sonde, elle-méme limitée par les aberrations sphériques de la lentille objectif. Le
détecteur HAADF forme un anneau autour du détecteur BF (voir Fig5.1) ce qui
permet de détecter seulement les électrons di usés élastiguement a grand angle et de
laisser passer au centre les autres électrons vers le spectrometre et le détecteur BF.
Sur ces images dites "a contraste @' (Z faisant référence au numéro atomique des
atomes de I'échantillon), I'échantillon apparait clair sur fond sombre révélant ainsi
sa morphologie [voir Fig.5.2 (b)].

L'intensité détectée par le détecteur HAADF notéd yaapr  dépend de la com-
position et de I'épaisseur du volume analysélijaapr = KIoNtZ 423 (k : constante
qui dépend de la vitesse des électrons incidents, : intensité du faisceau incident,
N : nombre d'atomes par unité de volume du volume analysé donné par I'épais-
seur locale de I'échantillon et la taille de la sondg, : épaisseur de I'échantillon et
Z : numéro atomique des atomes constituant I'échantillon). Ces images permettent
donc d'obtenir a la fois une image chimique de I'échantillon dans le cas d'éléments
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Figure 5.3  Spectre EELS acquis en un point d'un nanotube de carbone multifeuillets.
Insert : agrandissement du spectre EELS dans la région proche du pic de perte nulle jusqu'a
30eV (qui est aussi la région d'intérét des expériences EELS que nous avons menées sur
des SRRs et qui seront détaillées dans le chapittkl).

lourds et de visualiser précisément la topographie de I'échantillon dans le cas d'un
échantillon homogene. C'est ce type d'images que nous avons utilisé pour visualiser
les SRRs.

5.1.2 Spectroscopie de perte d'énergie des électrons dans
un STEM

La spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS) permet d'étudier les
di érents types d'excitation des électrons dans un solidé.Ces excitations peuvent
étre des excitations collectives ou individuelles des électrons de valence ou de c+ur
du solide et sont produites par le passage d'un électron rapide qui transfert une
partie de son énergie cinétique aux électrons du solide. La quantité d'énergie perdue
est caractéristigue du type d'excitation. Un exemple de spectre EELS "pédagogique”
acquis en un point particulier d'un nanotube de carbone multifeuillets est montré
en gure 5.3 Comme les excitations électroniques associées aux di érents pics de ce
spectre sont trés semblables a celles que I'on rencontre avec d'autres échantillons,
nous allons maintenant préciser l'origine physique de ces pics, ce qui nous permet-

1. L'échantillon doit bien s{r étre susamment n pour laisser passer les électrons du faisceau
incident : typiquement t<100 nm.
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tra de dégager quelques généralités qui apparaissent dans n'importe quelle analyse
EELS. Nous observons dans ce spectre un pic étroit & = 0 appelé "zero-loss
peak', "pic élastiqué ou "pic de perte nullé et qui correspond aux €électrons di usés
élastiquement en traversant I'échantillon. La contribution de ce pic peut devenir
relativement importante pour les échantillons dont I'épaisseur est plus petite que
50nm. La présence de ce pic peut aussi rendre dicile la détection d'autres pics
plus petits qui pourraient étre présents autour d& = 0 et des techniques particu-
lieres (déconvolution...) peuvent étre employées pour les faire ressortir. Les autres
pics qui apparaissent dans ce spectke 6 0, d'amplitude plus petite, correspondent

aux électrons di usés inélastiguement et sont associés a des excitations particulieres
des électrons dans I'échantillon, ce qui les rend particulierement intéressants pour
etudier les propriétés optiques et électroniques du solide. Ces pics peuvent étre clas-
sés en deux familles. La premiére famille regroupe les pics situés aux basses énergies
(région du spectre oUE < 100eV aussi appeléerégion low los$) qui sont asso-
ciés aux excitations collectives des électrons de valence a l'intérieur du solide. Ces
excitations sont appeléesplasmons de volunieou “plasmons de bulk(BP) et ne
dépendent que de la composition du matériau. Cette famille regroupe aussi les pics
associés aux excitations collectives des électrons de valence a la surface du matériau.
Ces excitations sont appeléeslasmons de surfac€SP) et dépendent du matériau,

de sa forme et de son environnement. Ces pics, dont nous reparlerons plus loin,
sont exploités pour étudier les propriétés optiques d'un solide. La seconde famille
regroupe les pics situés aux hautes énergies (région du spectrdeorl 100 eV aussi
appelée fégion core los8) qui sont associés aux excitations individuelles des élec-
trons de c+ur vers les états inoccupés du solide (états de Bloch). La position en
énergie de ces pics est caractéristique des éléments présents dans le matériau et leur
intensité dépend de la concentration relative de ces éléments. Ces pics peuvent étre
exploités pour réaliser une carte chimique des échantillons étudié [

5.2 Excitations des électrons a l'intérieur d'un so-
lide accessibles en EELS

Nous allons donner ici, a titre indicatif, I'expression de la section e cace de
di usion inélastique correspondant aux excitations des électrons a l'intérieur d'un
solide.
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Figure 5.4 Géométrie de la di usion d'un électron par un échantillon dans une expé-
rience EELS.

Une expérience EELS peut étre considérée comme un processus de di usion ou
un électron rapide du faisceau incident transfert une partie de son énergie cinétique
dE et un momentdg (moment ou impulsion transférée) aux électrons du solide via
linteraction électromagnétique de CoulomB. SoientE; et E; I'énergie cinétique des
électrons avant et aprées la di usion respectivement et soietit; et k; les vecteurs
d'onde correspondants (voir Fig5.4) 3. Dans le cas d'un matériau isotrope, on peut
montrer que la section e cace di érentielle de di usion inélastique s'exprime en
fonction de la permittivité diélectrique du matériau B5]

@ (E ) i Z 1 oas L

“ore T F@Bl 7 (5.1)
ou est le demi-angle d'ouverture correspondant a l'angle solidk tel que d =
2 sind , la quantité¢ (q;E) qui dépend dans le cas général a la fois du moment

transféré et de I'énergie est la permittivité diélectrique du matériau (ou "fonction
diélectrique™) et contient toute l'information sur les propriétés optiques et électro-

2. Nous ne tiendrons pas compte dans les calculs de I'e et Boerstch qui correspond a un élar-
gissement de la distribution en énergie des électrons di a la répulsion coulombienne entre ces
électrons.

3. Les électrons sont ici décrits par des ondes planes et nous préférons par conséquent patke
vecteur d'onde k plutoét que de quantité de mouvementp, ces deux grandeurs étant reliées par la
relation p = ~k.
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nigues du matériau (voir le chapitrel), la quantité = [ 1= (q; E)] est appelée fonc-

tion perte d'énergie' et a déja été introduite dans la sectior8.1 consacrée au calcul

de la perte d'énergie d'un électron se propageant dans un milieu in ni. Pour des
électrons tres énergétigues comme ceux utilisés en EELS, le moment transféré est
toujours tres petit comparé au vectegr d'onde incident. Dans l'approximation des
petits angles, ¢ = E=v2 (o0 =1= 1 z—j est le facteur de contraction de Lo-
rentz relativiste et qui vaut environ 1.15 pour des électrons typiques de 100 keV) est

relié a la composante du moment transféré dans la direction du faisceau incident :
& = ki g ouk; est le vecteur d'onde de I'électron incident. Le moment transféré
est alors donné par? = k?( 2+ 2). L'intégration sur de (5.1) donne le signal
inélastique détecté dans le microscope. L'angle solide d'acceptance correspondant
dépend de la taille de lI'ouverture a I'entrée du spectrometre et de la distance entre
cette ouverture et I'échantillon. Dans un microscope standard, I'angle d'acceptance
est entre 0.5 et 30 mrad ce qui correspond a des moments transférés entre 0.1 et
2 rad/A dans la région low loss et qui sont principalement perpendiculaires a la di-
rection du faisceau incident (g ).

Approximation locale dans le contexte de I'EELS . L'approximation locale a
déja été discutée dans la sectioh.3.5dans un contexte trés général. Nous repre-
nons ici cette discussion mais dans le contexte particulier des expériences EELS que
nous avons menées. L'approximation locale consiste a négliger la dépendanceg en
de la permittivité diélectrigue du matériau et considérer que sa valeldy est égale
asavaleureng=0: (g;')= (g=0;!')= (!). Cette approximation est va-
lable lorsque la dispersion des plasmons et des transitions interbandes/intrabandes
n'est pas sensible a I'échelle de la dispersion des modes lumineux (voir la section
1.3.5. Il faut donc comparer la pente de la droite de lumiérec( 3:10°m/s) avec

la pente caractérisant ces e ets de dispersion, qui est donnée pour un métal par la
vitesse de Fermiy; 1P m/s). A I'échelle des phénoménes lumineux, cette disper-
sion est donc totalement négligeable de deux ordres de grandeur. Dans le contexte
d'une expérience EELS, il est plus facile de comparer les moments transférés dans
le milieu? : lorsque le moment transféré est tel que I'on peut négliger la dispersion

4. Dans le systeme S.I. la vitesse de Fermi;, la quantité de mouvement de Fermip; et le
vecteur d'onde de Fermig sont reliés par la relationps = ~¢ = MgV ol Mg est la masse d'un
électron. Le "moment transféré" est dé ni ici comme une variation du vecteur d'onde de I'onde
(plane) associée a I'électron du milieu. Dans le systeme d'unité atomique oti= 1, il n'est pas aisé
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des modes, c'est-a-dire lorsque le moment transféré est trés inférieur au moment de
Fermi (@ ¢ oug 1A 1), on pourra utiliser I'approximation locale. La gure

2.1 illustre clairement que le mode plasmon de volume ne disperse pas dans cette
gamme de moment. Une telle description oublie I'origine quantique des phénoménes
mis en jeu pour se concentrer sur les modes électromagnétiques qui se propagent
dans le milieu caractérisé par une permittivité diélectrique locale. Dans I'espace
réel, cela revient a écrire que la réponse du systéme en un point du milieu ne dépend
gue du champ appliqué en ce point (voir la sectiofh.3.5. Dans une expérience de
spectroscopie de perte d'énergie des électrons, les moments transférés sont entre 0.1
et 2A 1 dans la région low loss (c'est la région que nous avons considérée dans nos
expériences) et sont donc tres inférieurs au moment de Fermi de sorte que I'approxi-
mation locale pourra étre utilisée.

Modele du continuum diélectrique classique . A partir de maintenant et sans
autres précisions, on utilise le systéme d'unité atomique dans lequek 1, c'est-a-
dire que nous ne ferons plus de di érence entre I'énerdieet la fréquence angulaire

I qui sont reliées dans le systéme S.I. par la relati@ = ~! ou~ est la constante de
Planck. Dans le cadre du continuum diélectrique classique, la fonction de réponse de
la nanoparticule étudiée (polarisabilité. ..) s'exprime en fonction de la permittivité
diélectrique macroscopique du matériau constituant la particule. Nous supposerons
donc que la valeur locale de la permittivité est celle du matériau massif correspon-
dant. Cette approximation reste valide pour des agrégats contenant au moins une
centaine d'atomes 6] ce qui est largement le cas pour les échantillons que nous
avons étudiés (échantillons en argent, de longueur 300 nm et d'épaisseur 20hm)

5.2.1 Région low loss

La région low loss (< 100 eV) correspond aux excitations collectives (plasmons
de volume, plasmons de surface) ou individuelles (transitions interbandes des bandes

de faire la di érence entre toutes ces quantités qui posseédent alors la méme unité.

5. Nous ne nous intéresserons pas ici aux e ets quantiques dus par exemple a la présence de la
surface des nanoparticules étudiées. En particulier, nous ne parlerons pas et nous ne prendsqras
en compte dans les calculs de I'e et de "spill-out" qui correspond, quand il n'est pas négligeable,
a un débordement de la fonction d'onde électronique en dehors la nanoparticule et donc a une
diminution e ective de la densité électronique, c'est-a-dire encore a un déplacement vers les basses
fréquences de la fréquence plasmia, du matériau constituant la nanoparticule [87].
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de valence vers les bandes de conduction du solide) des électrons de valence du solide.
Dans cette gamme d'énergie, la permittivité diélectrigue du matériau s'écrit sous la
forme d'une partie réelle et d'une partie imaginaire (associée aux phénomenes de
dissipation dans le milieu) : (! ) = 1(') + i »(!). Les excitations associées aux
plasmons de volume correspondent aux zeros par valeurs négatives;deoincidant
avec une faible valeur de,, tandis que les transitions interbandes sont associées
aux maxima de ,. Dans cette région, des excitations associées aux plasmons de
surface peuvent aussi étre créées a la surface du solide lorsque celui-ci a une taille
nie (comme c'est le cas des nanoparticules) (voir la sectioh3). Les relations de
Kramers-Kronig [38] permettent de déterminerhla pa}rtie réelle de(! ) a partir de

la connaissance de la fonction perte d'énerge % qui peut étre déterminée en
exploitant les spectres EELS sur une gamme d'énergie su sante. Cette région est
donc particulierement adaptée pour étudier les excitations collectives des électrons
dans les solides et a été exploitée pendant ma thése pour étudier les plasmons de

surface créés a la surface de nanoparticules d'argent (split-ring resonators).

5.2.2 Reégion core loss

La région core loss!(> 100eV) correspond aux excitations individuelles des
électrons de c+ur vers les états inoccupés du solide. Dans cette gamme d'énergie, la
fonction perte d'ﬁnergi_e se réduit a la partie imaginaire de la permittivité diélectrique

|

2(!)

du matériau : = % = 20+ ) 2(!) puisqu'a ces energies;(! ) ! 1 et
»(') ! 0. L'expression précédente montre que la région core loss ne décrit qu'un
processus d'absorption. Cette région est exploitée, par exemple pour déterminer la
carte chimique d'un échantillon (identi cation d'un atome, abondance...) et les
structures nes qui apparaissent dans les spectres EELS renseignent sur la structure
électronique locale (nature des liaisons chimiques, coordination, état de valence. . .).

Cette région n'a pas été exploitée pendant ma these.
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Chapitre 6

Généralités sur les méetamatériaux

Les sacs a main des femmes étaient
sans doute les seuls objets qui
avaient résisté, au cours des ages,
aux perfectionnements mécaniques.

Les cavernes d'acier
Isaac Asimov

6.1 Introduction

‘une facon générale, lemmétamatériaux sont des structures arti cielles dont
les propriétés sont tres di érentes de celles que l'on peut trouver dans les
matériaux naturels ou conventionnels. Par exemple, une grande réponse magnétique,
en général, et une perméabilité négative aux fréquences optiques, en particulier,
n‘apparait pas dans les matériaux naturels. Le milieu constituant le métamatériau
est dit e ectif lorsque la taille moyennep de ses constituants est plus petite que la
longueur d'onde o du rayonnement qui éclaire ce milieu (typiquement lorsqup <
0=4). Dans ces conditions, le métamatériau se comporte comme s'il était homogéne
et uniforme et la propagation d'une onde électromagnétique dans celui-ci ne sera pas
a ectée par les "petits” détails du réseau et pourra étre décrite par des parameétres
constitutifs moyens appelégparamétres e ectifs Par analogie avec les atomes réels
qui composent la matiére "naturelle”, nous parlerons d'atomes photoniques pour
désigner les constituants "élémentaires” de ces métamatériabg[ Les parametres
constitutifs que nous allons considérer ici sont la permittivité diélectrique et la
perméabilité magnétique reliés, par dé nition, au carré de l'indice de réfraction
du milieu constituant le métamatériau

n?= (6.1)
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c'est-a-dire

n= : (6.2)

Il. l.
< O,u> O > 0,u> 0
n= T 1,n<0 n=+ o Rn>0
plasma (< pe)
mE€taux aux frEquences optiqlhes mat€riaux main-droite
(RH)

ondes €vanescenteg mat€riaux conventionnels
K avec propagatlon r
‘ AVAVA- -

-
>

ey aval ondes €vanescentes
r

1. V.
< Ou< 0 > 0,u< O:
n=8 T R,n<O0 n= | I,n<0
mat€riaux de Veselago ferrites (< pm)
mat€r|auz<Lr£;iln-gauche (mat€riaux ferrimagn€tiques)

Figure 6.1 Diagramme représentant les di érentes régions possibles pour et . Dans
chaque quadrant, on montre aussi l'allure du champ électromagnétique dans le milieu.
L'énergie de I'onde se propage dans le méme sens que la phase dans les milieux conven-
tionnels (région |.) tandis qu'elle se propage dans une direction opposée a la phase de l'onde
dans les milieux LH (région lIl.). Aucune propagation n'est possible (onde évanescente)
dans les matériaux des régions Il. et IV.

Les quatre fagons de choisir le signe du couple () : (+;4),(+; ), ( ;+)ou
( ; ) sontrésumées dans le diagramme de la gufel et correspondent a des pro-
priétés électromagnétiques du matériau di érentes. Les quadrants I., II. et IV. du
diagramme sont bien connus puisqu'ils correspondent aux matériaux conventionnels :

| lorsque > Oet > O (régionl.),n=+ P— 2 R;n > 0 (cas des diélectriques) :
une onde électromagnétique pourra se propager librement dans le matériau. La
vitesse de phase (ou le vecteur d'onde) et la vitesse de groupe (ou le vecteur de
Poynting qui donne la direction de propagation de I'énergie) de I'onde ont
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la méme direction et les vecteur& (vecteur d'onde), E (champ électrique) et
H (champ magnétique) forment un triedre direct [voir Fig.6.3 ()], c'est-a-dire
que k est donné par la regle bien connue dite de la "main droite" et pour cette
raison nous appellerons ces matériaux conventionnefgatériaux main-droite ou
RH (pour right-handed);

lorsque < Oet > 0 (région Il.), n = iq ﬁ 2 | (cas des métaux aux fré-
quences optiques lorsque< ! ¢, ou! .. est la pulsation plasma électrique ou plus
généralement des plasmas) : une onde électromagnétique envoyée sur le matériau
ne pourra pas s'y propager mais sera ré échie par celui-ci et donnera naissance a
une onde évanescente qui restera con née sur quelques longueurs d'onde de part
et d'autre de la surface du matériau;

lorsque > Oet < O (régionIV.),n= 1 | j2 | (cas des matériaux ferri-
magnétiques lorsque <! ,,, ou! ,,, est la pulsation plasma magnétique) : une
onde électromagnétique envoyée sur le matériau donnera naissance a une onde
évanescente con née a la surface de celui-ci;

lorsque < Oet < O (région lll.), n = jJj 12 R;n< 0 ce qui correspond a
une situation totalement nouvelle puisqu'elle n'est pas rencontrée dans les maté-
riaux conventionnels. Ces matériaux ont cependant été prédits théoriquement par
Victor Veselago en 19671F. Dans son papier, Veselago montre que la vitesse de
phase (ou le vecteur d'onde) et la vitesse de groupe (ou le vecteur de Poynting)
d'une onde électromagnétique qui se propagerait dans ces matériaux auraient une
direction opposée et le triedre formé par les vecteuks E et H serait indirect
[voir plus loin Fig. 6.3 (b)] et k serait alors donné par la "regle de la main gauche”,
analogue a la regle de la main droite mais en utilisant la main gauche et pour cette
raison nous appellerons ces matériaux non conventionneiatériaux main-gauche
ou LH (pour left-handed).

Les matériaux "main-gauche" font clairement partie de la famille des métama-
tériaux puisqu'ils possédent une propriété qu'on ne trouve pas dans les matériaux
naturels ( < 0 et < 0 simultanément) et ont pu étre fabriqués par I'homme plus
de trente ans apres la publication de Veselago a n d'étre étudiés et utilisés (voir le
chapitre 8).
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6.2 Propriétés des métamatéeriaux a indice de re-
fraction negatif

En 1967, Victor Veselago prédit théoriguement l'existence des matériaux ayant
simultanément une permittivité et une perméabilité négativeslp]. Le terme "main-
gauche” (LH) qu'il utilisa pour désigner ces structures arti cielles permettait d'expri-
mer le fait que le triedre formé par les vecteurs, E et H tourne dans le "mauvais
sens" par rapport a celui des matériaux conventionnels (voir Fig.3) . Veselago
releve de plus d'autres e ets inhabituels lies a ces métamatériaux et que nous dé-
taillerons dans le chapitre7 :

la loi de Snell-Descartes pour la réfraction est inversée (voir la sectiaghl) ;
I'e et Doppler est inversé (voir la section 7.3);
I'e et Cerenkov est inversé (voir la sectioi.4);

Les relations de continuité pour les composantes normales du champ électrique et
du champ magnétique a l'interface entre un milieu conventionnel RH et un milieu
LH sont inversées;

I'e et Goos-Héanchen est inversé §9...

A la n des années 90, John Pendry proposa une réalisation de ces métamaté-
riaux a l'aide d'une structure périodique métallique formée d'anneaux concentriques
fendus, appeléssplit-ring resonators (SRRs) et de Is métalliques [L6, 17, 1§]. J.
Pendry avait montré, en e et, qu'un arrangement périodique de |s métalliques pa-
ralleles de dimensions bien choisies possede une permittivité négative<( 0 et

> 0) aux fréguences micro-onded, 17] et qu'un réseau périodique de SRRs pos-
sede une perméabilité négative & 0 et < 0) autour d'une certaine fréquence de
résonancel8] (que I'on peut ajuster pour lui donner une valeur dans le domaine des
micro-ondes). En réunissant ces deux réseaux et en s'arrangeant pour annuler I'e et
des interactions entre les deux réseaux, on obtient un matériau composite ayant

1. Ce terme employé initialement par Veselago pourrait étre confondu avec celui utilisé pour
désigner les matériaux chiraux et pour cette raison d'autres appellations rapportées dan8§| plus
ou moins évocatrices peuvent aussi étre utilisées métamatériaux a indice de réfraction négatif
(NRI) , métamatériaux doublement négatif{DNG), métamatériaux a onde rétro-propagative(BW)
ou métamatériaux a vitesse de phase négati@&PV). ..
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(a) (b) e

|

T %0

fils m€talliques

Figure 6.2 Matériau a indice de réfraction négatif proposé par J. Pendry. (a) Un réseau
de Is métalliques permet d'obtenir une permittivité électrique e ective négative. (b) Un
réseau de SRRs permet d'obtenir une perméabilité magnétique e ective négative. Adaptée
de [88].

simultanément une permittivité et une permeéabilité négative autour de la fréequence
de résonance du SRR dans le domaine des micro-ondes (voir lBg). Le pas du
réseau (distance entre deux Is ou entre deux SRRs) doit étre petit par rapport a la
longueur d'onde de la lumiére incidenteg(<< () a n que ce métamatériau puisse
se comporter comme un matériau homogene et isotrope et ainsi étre décrit par des
parameétres e ectifs.

Le réseau de Is métalliques utilisé pour obtenir une permittivité électrique né-
gative est montré en gure6.2 (a). Si le champ électrique incidenk& .. est polarisé
dans la méme direction que les s, il créera un courant le long de ces Is et ce
qui induira un moment dipolaire électrique. Si le champ électrique est exactement
perpendiculaire a la direction des Is, aucun moment dipolaire ne pourra étre créé
et si le champ électrique fait un certain angle par rapport a cette direction, un
moment dipolaire pourra étre créé mais dont I'amplitude sera d'autant plus faible
gue est grand. Il est remarquable de constater que l'expression de la permittivité
électrique e ective de ce réseau de Is en fonction de la pulsation de I'onde incidente
a exactement la méme forme que celle qui donne la permittivité d'un gaz d'électrons
[voir Eq. (2.4)] [16, 17]

1 2

e(!) = 1 ﬁ (6.3)
1 2 1 2
= 1 “PE 4 e (6.4)

124 2 !(!2+ 2)’
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ou! pe = ) 2 ¢ ?=[p?In(p=8)] (c: vitesse de la lumiere dans le vide, : rayon des Is)

est la pulsation plasma électrique que I'on peut ajuster pour que sa valeur atteigne le
domaine des hautes fréquences (domaine GHz-THz) en modi ant les dimensions des
Iset =( p!pe=a)?= ( :conductivité du métal) rend compte des phénomenes
de dissipation dans le métal.

L'expression précédente montre que lorsquie | 13, 2 lapartie réelle de la
permittivité devient négative. Pour ce réseau, la perméabilité est simplement celle
duvide: = (=1 puisqu'aucun matériau magnetique n'est présent ou qu'aucun
moment magnétique ne peut étre créé arti ciellement.

Le réseau de SRRs (chacun des SRRs est constitué d'un matériau non magnée-
tique) utilisé pour obtenir une perméabilité négative est montré en guré.2 (b) ou
deux SSRs emboités I'un dans l'autre ont été utilisés ("double SRRs"). Si le champ
magnétique incidentH .. est polarisé perpendiculairement au plan d'un SRR, Il
créera une boucle de courant dans le SRR ce qui induira un moment dipolaire ma-
gnétique arti ciel qui peut devenir trés important a une certaine fréquence (fréquence
de résonance du SRR) On peut montrer que la perméabilité e ective de ce réseau
de SRRs s'écrit 1§

| FiI2
() =1 (6.5)

Fr2uz 12y Fi12 _
(17 Mg zerz (12 GG ez ?

=1

(6.6)

ouF = (a=p? (a: rayon interne du plus SRR),! om = c0| W (w : largeur de
I'anneau, : distance entre les deux SRRs emboités) est une pulsation de résonance
"magnétique” que l'on peut ajuster pour lui donner une valeur dans le domaine
des trés hautes fréquences (fréquences optiques...) en modi ant les dimensions des
SRRs et =2 pR%a(R°: résistance du métal par unité de longueur) rend compte des
phénomeénes de dissipation dans le métal. Notons que ce réseau de SRRs donne une
réponse magnétique arti cielle alors qu'aucun matériau magnétique n'est présent.

2. Comme nous le verrons plus loin, aucun phénomene de résonance n'est possible si la boucle
des SRRs est fermée.
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Dans le cas d'un matériau ou I'on néglige la dissipation ( 0), I'expression 6.6)
montre que la perméabilité devient négative dans une certaine gamme de fréquence
imposée par les dimensions des SRRs

|
e <0 pour!g,<!< p% ' om; (6.7)

ou! ,m est appelégulsation plasma magnétiqudu réseau. Notons en n que contrai-
rement a la permittivité e ective du réseau de Is métallique qui nimplique aucun
phénomeéne de résonance, la permeéabilité e ective du réseau de SRRs possede une
pulsation de résonance I om pour laquelle la perméabilité devient trés impor-
tante.

En 2000, D. R. Smithet al se sont inspirés des travaux de Pendry pour fabriquer
le premier prototype de métamatériau main-gauche dans le domaine des micro-ondes
en combinant un réseau de |s métalliques avec un réseau de SRR9Y.[L'e et des
interactions entre ces deux réseaux a pu étre annulé en positionnant chaque | métal-
lique perpendiculairement a I'axe de symétrie d'un SRR a n que les courants induits
dans les Is et dans les SRRs aient un signe opposé. Quelques années apres cette
premiere démonstration expérimentale, un grand nombre de publications théoriques
et expérimentales ont con rme, par di érentes approches, I'existence et les proprié-
tés des matériaux a indice de réfraction négatif jusqu'aux domaines des trés hautes
fréequences (fréquences telecom, THz) (voir le chapitB. Les approches théoriques
utilisées ont été rapportées dansf)]. Citons par exemple a titre indicatif : laméthode
des di érences nies dans le domaine temporelFDTD), la méthode des éléments
nis (FEM), l'algorithme de la matrice de transfert(TAM) et la méthode de la ligne
de transmission(TLM).

Par ailleurs, les expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons
(EELS) complétées par des simulations numeériques que nous avons réalisées en 2010
ont permis de cartographier les excitations de surface d'un SRR individuel dans le
domaine spectral du visible et du proche infra-rouge (voir le chapitri&l).
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6.3 Electrodynamique dans les milieux main-gauche

6.3.1 Ondes rétro-propagatives dans les milieux LH

Considérons les équations de Maxwell dans un milieu matériel reliant le champ
électrique et le champ magnétique (ou I'on choisit, pour simpli er les notations, de
prendre la vitesse de la lumiére comme unité de vitesse = 1 et ou on supposera
gue et dépendent seulement dé)

r E(r;t) = @-Iéj;tt) (6.8)
r H(r;t) @Egtt) (6.9)

Pour une onde plane de la form& (r;t) = Eqe&"™ ") etH (r;t) = Hodk" ) les
équations précédentes deviennent

k E = ! H (6.10)
k H = I E: (6.11)

Par conséquent, pour des valeurs positives deet , E, H et k forment un triedre
direct [voir Fig. 6.3 (a)]. Au contraire, si < O et < 0, alors 6.10 et (6.1
peuvent se réécrire comme

=~
I

i jH (6.12)
1j JE; (6.13)

=~
I

montrant que E, H et k forment maintenant un triédre indirect [voir Fig. 6.3 (b)].
Ce résultat est a l'origine de la dénomination "milieux main-gauche" donnée aux
milieux ayant simultanément < 0 et < 0. La principale implication physique de
ce résultat est la possibilité d'avoir une onde rétro-propagative dans le milieu LH.
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Figure 6.3 (a) Dans un milieu RH (n > 0), les vecteursk, E et H forment un triédre
direct et les vitesses de phase et de groupe ont la méme direction. (b) Dans un milieu LH
(n < 0), les vecteursk, E et H forment un triedre indirect et les vitesses de phase et
de groupe ont des directions opposées [voir E§.20]. Dans les deux types de milieux, les
vecteurs , E et H forment cependant toujours un triédre direct.

En e et, le vecteur de Poynting qui donne la direction de propagation de I'énergie
de l'onde

1

=-E H (6.14)

2
est ina ecté par un changement de signe simultané deet . Donc,E, H et
forment encore un triedre direct dans les milieux main-gauche. Par conséquent, dans
de tels milieux, I'énergie ( ) et le front d'onde (k) de l'onde voyagent dans

des directions opposées (rétro-propagation).

6.3.2 Densité d'énergie et vitesse de groupe dans les milieux
LH

Si les valeurs négatives deet sont introduites dans I'expression habituelle de
la densité d'énergie pour les milieux transparents non dispersifdyp , donnée par
h L
Unp = 7 JEj?+ jHj?; (6.15)
cela aboutit & un résultat non physique qui correspondrait a une densité d'énergie

négative. Cependant, il est bien connu que tout milieu physique, autre que le vide,
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doit étre dispersif et I'équation précédente n'est en fait qu'une approximation valable
pour les milieux trés peu dispersifs (ou idéalement non dispersifs). L'expression
correcte pour un paquet d'onde se propageant dans un milieu réel dispersif 8§ [

1@)._,. @)
4 @! @!

ou les dérivées sont évaluées a la fréquence centrale du paquet d'énBenc,Up > 0
implique que

Up JEj*+ Hi? (6.16)

@@!P!) > 0 et @é@!) > 0; (6.17)

qui est compatible avec < Oet < 0 pourvu que@ =@!' 5 |=! et@ =@! > j=!.
Par conséquent, les milieux main-gauche doivent étre hautement dispersifs.

La rétro-propagation d'une onde électromagnétique dans un milieu main-gauche
impliqgue que la vitesse de phase et la vitesse de groupe ont un signe opposé. En
eet

@k @k !
— =2k=—=2—— A
@! @! vpvg' (6.18)
ouvp = =k etvy= @!=@Ikont les vitesses de phase et de groupe, respectivement.
En utilisant la relation de dispersion de l'ondek? = ! 2 et I'équation (6.17), on
obtient
@k Q ) Q' )
@l ! @ @ <0 (6.19)
et donc d'apres 6.19
VpVg < O (6.20)

Cette propriété implique que le paquet d'onde et le front d'onde voyagent dans des
directions opposées, autrement dit la vitesse de groupe et la vitesse de phase de
I'onde ont des directions opposées [voir Fi.3 (a)].

3. On rappelle que et dépendent tous les deux dé mais que I'on n'indique pas ici cette
dépendance pour simpli er les notations.
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D'autres comportements inhabituels apparaissent dans les milieux main-gauche
et nous détaillerons dans le prochain chapitre certains d'entre eux initialement rap-
portés par Veselago en 19614.

6.3.3 Conditions de continuité entre un milieu RH et LH

Les équations de Maxwell permettent de déterminer les conditions de continuité
entre deux milieux conventionnelsr{ > 0) [voir Eq. (1.3.3)]. Les conditions de conti-
nuité du champ magnétiqueH et du champ électriqueE peuvent aussi étre déter-
minées a l'interface entre un milieu conventionnel (RHy > 0) et un milieu d'indice
de réfraction négatif (LH,n < 0) en utilisant encore les équations de Maxwell. On
trouve [88] qu'en I'absence de sources et de courants extérieurs, les composantes tan-
gentielles du champ magnétique et du champ électrique sont continues a l'interface
RH-LH tandis que les composantes normales subissent une discontinuité et ont des
directions opposées dans les deux milieux (voir Fi§.4), c'est-a-dire que

8 8
S Ex = Ex S Ewm = En

et (6.21)
Hi = Hx - Hin = Hop

a l'interface entre un milieu RH et un milieu LH.

Figure 6.4 Continuité des composantes tangentielles et discontinuité des composantes
normales du champ magnétique et du champ électrique a l'interface entre un milieu RH
(n> 0) et un milieu LH (n > 0).

Dans le cas ou les deux milieux sont de méme nature (RH-RH) ou (LH-LH)
et toujours en l'absence de sources et de courants extérieurs, il y a continuité a la
fois des composantes tangentielles et normales du champ magnétique et du champ
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électrique Bg.



Chapitre 7
Comportements inhabituels dans
les milieux main-gauche

En dix heures par jour, on a le
temps de prendre deux fois plus de
retard sur son travail gqu'en cing
heures par jour.

Isaac Asimov

7.1 Loi de Descartes pour la réfraction : refrac-
tion négative

Considérons la réfraction d'un rayon incident a l'interface entre un milieu conven-
tionnel ( ; > Oet ;> 0) et un milieu main-gauche (; < O et , < 0) (voir Fig. 7.1).
La continuité de la composante tangentielle du champ électrique dans le milieu 1
(superposition du champ incident et du champ ré échi) et dans le milieu 2 (champ
réfracté) a la traversée de l'interface impose I'égalité des composantes tangentielles
de k; (rayon incident) et k, (rayon réfracté) a l'interface!. La direction du rayon
réfracté (représenté par le vecteur de Poynting ,) doit de plus étre opposée a la
direction du front d'onde de ce rayon (représenté par le vecteur d'onde) [voir
Fig. 6.3 (b)] ce qui implique que l'angle de réfraction dans le milieu main-gauche
doit étre opposé a celui qui apparaitrait dans un milieu conventionnel [voir Figg.1
(a) et (b)]. En introduisant l'indice de réfraction des deux milieux, la loi de Snell-
Descartes pour la réfraction s'écrit

1. Plus précisément, les composantes tangentielles des vecteurs d'onde incident, ré échirét
fracté sont égales a l'interface.
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Figure 7.1 Réfraction d'un rayon incident a l'interface entre deux milieux. (a) L'inter-
face sépare deux milieux conventionnels ayant tous les deux un indice de réfraction positif
et le rayon est réfracté "du bon cbdté" de la normale . (b) L'interface sépare un milieu
conventionnel ayant un indice de réfraction positif d'un milieu main-gauche ayant un in-
dice de réfraction négatif et le rayon est réfracté "du mauvais coté" de la normale. Le rayon
ré échi a l'interface est aussi représenté sur la gure mais sa direction n'est pas modi ée
par la nature des milieux.

sin 1 _ j kaj _ ng

sn o kg n 0 (7.1)

ce qui montre que l'indice de réfraction du milieu main-gauche doit étre négatif
(ny < 0) puisquen; > 0, ce qui revient a choisir la racine négative dan$ Q). Il est
facile de montrer que la direction du rayon ré échi a l'interface n'est pas modi ée
par la présence du milieu main-gauche, c'est-a-dire que l'angle de ré exion est égal
a l'angle d'incidence quelque soit le second milieu (RH ou LH3g.

7.2 Double focalisation par une lentille plate fa-
briguée dans un milieu LH

La trajectoire d'un rayon lumineux a l'intérieur d'une lentille plate d'épaisseur
d fabriquée dans un matériau LH . < 0) et plongée dans un milieu conventionnel
(nr > 0) est obtenue en appliquant la loi de Snell-Descartes pour la réfraction sur
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Figure 7.2  Focalisation d'un faisceau lumineux par une lentille plate ayant un indice
de réfraction négatif. Les deux rayons lumineux issus d& sont symétriques par rapport a
I'axe de la lentille (axe optique) et forment un anglg rj par rapport a cet axe.

la face d'entrée de la lentille puis sur sa face de sortie. Soit un point sou&situé a
une distancel de la face d'entrée de la lentille et considérons deux rayons lumineux
dont les directions sont symétriques par rapport a I'axe de symétrie de la lentille et
arrivant sur sa face d'entrée avec le méme angle d'incidenjcgj (voir Fig. 7.2).

Ces deux rayons lumineux sont réfractés négativement une premiére fois avec le
méme angle de réfraction en se focalisant en un point situé a une distascde la
face d'entrée a l'intérieur de la lentille. Ces rayons sont ensuite réfractés négativement
une seconde fois en arrivant sur la face de sortie de la lentille et se refocalisent a
I'extérieur & une distanced | de la face de sortie (voir Fig.7.2). L'expression des

est facile a obtenir en examinant la gure7.2

S = |M

tanj j’ (7:2)

ou | est I'angle de réfraction a l'intérieur de la lentille et est donné par la loi de
Snell-Descartes : sipj = nr=n_ sinj rj. Si on choisit les deux milieux tel que
n. = ng,alorsj | j = j gj et I'équation (7.2) donnes = | : les rayons lumineux
seront focalisés une premiére fois a l'intérieur de la lentille en un poistqui est le
symétrique du point source par rapport a la face d'entrée de la lentille.

Considérons maintenant une collection d'ondes planes ou plus généralement une
onde électromagnétique sphérique ou cylindrique (voir Fig.3). Il est alors néces-
saire d'avoirn_. = ng pour que tous les rayons puissent étre focalisés en un méme
point a l'intérieur de la lentille. Dans ce cas, pour chaque pairm de rayons sy-
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Figure 7.3 Aberration sphérique dans une lentille LH. (a) Lorsquen, = ng, un
point focal est formé dans la lentille. (b) Lorsquen. 6 ng, une aberration de sphéricité
apparait et I'image d'un point source devient une tache di use.

métriques par rapport a I'axe de la lentille qui arrivent avec un angle d'incidence
] rj» les rayons seront focalisés au méme point puisquemj = j rmj; 8m et la
distance focale sera la méme pour tous les rayoss, (= s; 8m) [voir Fig. 7.3 (a)]. Si
par contren. 6 ng alors les rayons ayant des angles d'incidence di érents seront
focalisés en des points di érents puisque le rapport tgng.mj=tanj .., j associé a
di érentes paires de rayons sera di érent conduisant a des distances focales di é-
rentess,,. Le point focal devient alors une tache di use (aberration de sphéricité)
dont l'aire augmente avec le rapporin_j=ng [voir Fig. 7.3 (b)].

7.3 Inversion de I'e et Doppler

Une autre conséquence sur la propagation des ondes électromagnétiques dans un
milieu main-gauche (LH) relevée par Veselago est l'inversion de I'e et Doppler. Soit
une sourceS en mouvement le long d'une directioi®z et émettant une onde électro-
magnétique avec une fréquence angulairg (voir Fig. 7.4). Dans la zone de champ
lointain (typiquement a une distancer > 2D?=  de la source, oD est la taille de
la source et o = 2 c=! o est la longueur d'onde de l'onde électromagnétique), les
champs électriqgue et magnétique émis ont la structure d'une onde sphérique

i (oit)
E(r;t);H(r;t)/ e'r; avec (log;t)="!ot (7.3)

ou est le vecteur d'onde dans le milieu. Considérons le cas ou I'on s'intéresse au
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Figure 7.4 E et Doppler dans un milieu RH et LH. S est la source qui émet une onde
électromagnétique sphérique eD est un observateur situé qui détecte I'onde émise p&8

dans la direction = 0. (a) Dans un milieu conventionnel ! > 0. (b) E et Doppler
inversé dans un milieu main-gauche (! < 0).

champ électromagnétique émis dans la direction du mouvement de la source enz
et en = 0. Si la source se déplace vers lespositifs avec une vitesses = z=t, sa
position par rapport a un observateuiO localisé a gauche d8 et qui regarde vers les
z positifs est simplementz(t) = vst (voir Fig. 7.4). La phase vue par cet observateur
est donc

V. nv

[r=z({);t]=1ogt vet=1lyo 1 —vs t=1p5 1 = t=1g1 —
(7.4)
puisque = ! o=V, et v, = c=n ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide, est

la vitesse de phase de I'onde dans le milieu etest l'indice de réfraction du milieu.
Le coe cient qui apparait devant t est appelédréquence Doppleret on peut I'écrire
sous la forme

nv
o I avec ! =1,—: (7.5)

! Doppler — P

Dans un milieu RH,n > 0 et donc !> O : I'observateur détectera une onde
électromagnétique avec une fréquence angulaire plus petite que celle émise si la
source était au repos. Dans un milieu LHn < 0 et donc ! < O : le phénomene
est inversé par rapport a la situation précédente puisque I'observateur détectera une
onde électromagnétique avec une fréquence plus grande que celle émise si la source
était au repos. Cet e et a été observé expérimentalement en 2003 par N. Sed@dn
al [90].
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7.4 Inversion de l'e et Cerenkov

Dans son papier, Veselago montre que I'e g€erenkov est aussi inversé dans un
milieu main-gauche 15. L'émission Cerenkov est une radiation électromagnétique
visible émise par les liquides et les solides lorsqu'ils sont traversés par une particule
chargée dont la vitesse est supérieure a la vitesse de la lumiére dans le mils& [
Dans un milieu conventionnel § > 0), le front d'onde sphérique émis par la particule
est en retard par rapport au mouvement de la particule, ce qui donne naissance a une
onde de choc dirigée vers la particule (le front d'onde se déplace dans une direction
opposée a celle de la particule a la vitessen) et faisant un angle < 90° avec la
vitesse de la particule (angle entre le vecteur de Poynting de I'onde et la vitesse de
la particule) [voir Fig. 7.4 (a)].

Figure 7.5 |lllustration de I'e et Cerenkov. (a) Milieu conventionnel (n > 0) : le front
d'onde sphérique se déplace dans le sens opposé a la source a la vitesse (b) Milieu
main-gauche i < 0) : le front d'onde sphérique se déplace dans le méme sens que la
source a la vitessecHnj.

Cet angle est donné par

cos = L; (7.6)

ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide et la vitesse de la particule. Au
contraire, si le milieu a un indice de réfraction négatifi < 0), I'onde Cerenkov est
rétro-propagative et I'onde de choc est dirigée dans la direction opposée a celle de
la particule (le front d'onde se déplace alors dans la méme direction que celle de la
particule a la vitessecgnj) et faisant un angle > 90° avec la vitesse de la particule
selon (7.6) [voir Fig. 7.4 (b)]. Notons gu'en pratique, les milieux avec un indice de
réfraction négatif ne sont actifs que sur une certaine plage de fréquences. Comme
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la particule rayonne a toutes les fréquences (dont certaines correspondemt A& 0),
les fronts d'onde de la radiationCerenkov sont dirigés en avant ou en arriere de la
particule.

7.5 Ampli cation des ondes évanescentes et dif-
fraction sous-longueur d'onde

En 2000, J. Pendry suggéra que la limite de di raction qui apparait lorsqu'on uti-
lise une lentille traditionnelle caractérisée par un indice de réfraction positif pouvait
étre dépassée si on utilisait une lentille plate fabriquée dans un matériau d'indice de
réfraction négatifn = 1 [10].

Figure 7.6 (a) et (b) La lentille est fabriquée dans un matériau conventionnel ayant un
indice de réfraction positif (n > 0). Les composantes propagatives de I'objet sont restituées
a la sortie de la lentille (a) tandis que les composantes évanescentes ne sont pas restituées
a sa sortie (b). (c) et (d) La lentille d'épaisseur d est plate et fabriquée dans un matériau
ayant un indice de réfraction négatif (n= lavec = = 1). Les composantes propa-
gatives de I'objet sont restituées a la sortie de la lentille (c) et les ondes évanescentes sont
ampli ées dans la lentille et par conséquent restituées a sa sortie (d).

Considérons un dipdle in nitésimal qui oscille avec une fréquence angulaireen
face d'une lentille d'épaisseud, d'indice de réfractionn, d'axe Oz plongée dans l'air
et dont on négligera les pertes (voir Fig7.6). Le champ électrique produit par ce
dipdle peut étre développé en ondes planes en utilisant une série de Fourier a deux
dimensions

. X X .
E(r;t)= E(r)e" = E m (Ky; ky)e (oot kyyrkez 1), (7.7)

m Ky ;ky
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En remplacant cette expression dans I'équation de Helmholtz.@), on obtient dans
["air ( 0= o- 1)

8 ¢
< kB (kZ+Kk2) sikZ+kZ K2<kg

Koz = Po+ igo= . @
I RTRT Tev ke K sk ke K >kE:

(7.8)

o= - (7.9)

est le vecteur d'onde dans l'air et l'indice O fait référence a l'air.

Toute l'information sur I'objet (que nous supposerons localisé dans le pla@y)
est contenue dans ses frequences spatiddg®t k. Les petites valeurs d& =2 =
correspondent aux dimensions grossiéres de I'objet alors que les grandes valeurs de
k correspondent aux petites dimensions de I'objet, c'est-a-dire a ses détail§][
Ces informations sont transmises par la lentille par une onde qui se propage suivant
Oz. Considérons la dépendance ende cette onde qui se propage dans l'airezZ,
Nous voyons a partir de 7.8) que sik < kg (ou ce qui est équivalent > ), alors
ko, €st réel : 'onde correspondante pourra se propager suivadg et l'information
spatiale de l'objet associée a cette fréquence sera transmise par la lentille et resti-
tuée a sa sortie. Au contraire sk > ko (< ), alorsky, est imaginaire : I'onde
correspondante est évanescente le long @z et sera fortement atténuée a l'entrée
de la lentille et ne pourra pas étre restituée a sa sortie par une lentille traditionnelle
comme nous le verrons plus loin, autrement dit les petits détails de I'objet associés
a ces grandes fréquences spatiales ne pourront pas étre restitués par la lentille. La
lentille se comporte donc comme un Itre passe-bas en terme de fréquence spatiale.
Les dimensions grossieres de l'objet, qui sont portées par des composantes spec-
trales propagatives, seront restituées par la lentille mais les petits détails de I'objet,
qui sont portés par des composantes spectrales évanescentes, ne seront pas resti-
tués. La fréquence spatiale de coupure est donnée far= ko, ce qui correspond
a une longueur d'onde de coupure = o =2 =k correspondant a la résolution
maximale pour une lentille traditionnelle (appelédimite de di raction de la lentille).

Nous allons maintenant montrer comment une lentille fabriguée dans un maté-
riau ayant un indice de réfraction négatif ( = 1) et dont on négligera la dissipation
permet de dépasser la limite de di raction précédente bien connue pour une lentille
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traditionnelle. La démonstration utilisée nous permettra aussi de préciser et véri er
un peu plus formellement ce que nous venons de voir pour les lentilles traditionnelles.

L'équation (7.1) et la gure 7.1 montrent qu'a la traversée de linterface qui
sépare la lentille 6 = 1) de l'air environnant (n = 1), le vecteur d'onde associé
aux composantes propagatives (vecteur d'onde réel) subit une discontinuité de sorte
gu'a l'interface, le vecteur d'ondek, transmis dans la lentille est opposé au vecteur
d'onde dans l'airkq,. Par ailleurs, la composante suivant du vecteur d'onde associé
aux composantes évanescentes est continue a la traversée de l'interf@6 [

< k, = ko, Sikgsk; 2 R (ondes propagatives)

) | (7.10)
k, =+ Ko, Sikoz; Kk, 2 1 (ondes évanescentes)

Dans le cas ou le champ électrique de I'onde incidente qui arrive sur la lentille est
perpendiculaire au plan d'incidence (onde)?, les coe cients de ré exion et de
transmission en amplitude (coe cients de Fresnel) du milieu 1 (air) vers le milieu 2
(lentille) et du milieu 2 vers le milieu 1 s'écrivent 38|

k 0z kz 2 k 0z
12 _ — . TI12_— —
R’) - k 0z + kz r’ ? k oz + kz t! (7'11)
k k 2k
e Rl e b s (7.12)

En additionnant les ré exions multiples a l'intérieur de la lentille et en tenant compte
des di érents allers-retours, on obtient les coe cients totaux de ré exion et de trans-
mission [L(O|

LH = 1 0gked 4 14 @adkod 4 4G OBikad 4 oo = ke 713
7 = T 1 [@e2k.d’ (7.13)
i | tt & G-
REM = r+ tt4 %+ t4 B+ i = v 4+ T regrs: (7.14)
En insérant (7.1]) et (7.12 dans (7.13 et (7.14) puis en prenant la limite ! 1,

on obtient en considérant le cas des ondes évanescentes pour lesquelleskg,

2. Nous considérons ici une onde polariség mais les résultats obtenus seront aussi valables
pour une onde polarisée, c'est-a-dire une onde dont le champ électrique est contenu dans le plan
d'incidence.
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TN = % (2 R;qp> 0) (7.15)
R5® = 0; (7.16)

ou d est I'épaisseur de la lentille et > 0 a été dé ni par I'équation (7.8). L'ex-
pressions {.15 montre qu'une lentille ayant un indice de réfraction négatif permet
d'ampli er les composantes évanescentes de I'onde incidente et ainsi de restituer a
sa sortie les détails sous-longueur d'onde de I'objet a imager. Cette ampli cation
est due en fait a l'excitation des plasmons de surface sur chacune des interfaces
air-lentille [88]. Notons toutefois, qu'il est pratiquement tres di cile d'obtenir une
lentille avec exactemenin = 1 et comme nous l'avons montré dans la sectiahl,
lorsquen 6 1 (pour une lentille plongée dans l'air), des aberrations sphériques
apparaissent limitant ainsi l'intérét de ces lentilles haute-résolution.

Une démonstration analogue dans le cas d'une lentille traditionnelle (pour la-
guellen=1avec =1et =1)donneraitun coe cient de transmission

RH;ev

= % (g2 R;gp > 0); (7.17)

correspondant au résultat attendu, c'est-a-dire a une décroissance exponentielle du
coe cient de transmission des composantes évanescentes ne permettant pas la res-
titution apreés la lentille des détails sous-longueur d'onde de I'objet a imager.



Chapitre 8

Quelques résultats experimentaux
sur les split-ring resonators
(SRRs) rapportés dans la
litterature

Je sais pourquoi tant de gens
aiment couper du bois. C'est une
activité ou I'on voit tout de suite le
résultat.

Albert Einstein

Dans la section6.2, nous avons vu qu'un moyen de fabriquer un matériau ayant
un indice de réfraction négatif était d'utiliser un réseau de Is métalliques (pour
avoir une permittivité électrique négative 16]) et un réseau de SRRs (pour avoir une
perméabilité magnétique négativelld]). Dans ce chapitre, nous donnons quelques ré-
sultats expérimentaux qui ont été rapportés dans la littérature sur les SRRs entre
2000 et 2007, ce qui nous permettra de décrire un peu plus précisément le compor-
tement d'un SRR dans un champ électromagnétique. En n, nos propres résultats
expérimentaux obtenus sur des SRRs individuels seront exposés plus loin dans le
chapitre 11
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8.1 Modélisation "naive" d'un SRR par un circuit
électrique

Un SRR (simple)! peut étre modélisé par un circuit électrique LC (voir Fig8.1)
composé d'une bobine magnétique d'inductande jouant le réle de la boucle du
SRR et d'un condensateur de capacit€ dont les armatures jouent le réle des deux
pattes du SRR [L2].

(a) (b) (€)

Figure 8.1 Analogie qui existe entre un circuit électriqgue LC (a) (L : inductance de la
bobine et C : capacité du condensateur) et un SRR "simple" (b). L'image (micrographe)
d'un SRR typique d'or de 20 nm d'épaisseur fabriqué par lithographie électronique est mon-
trée en (c). Adaptée de 2.

. . — P— R .

La fréquence de résonance de ce circlitc = 1= LC correspond a la fréquence
d'excitation de la premiére résonance du SRR (appeléésonance magnétiqueu
résonance LQ qui est associée a l'excitation résonante (maximale) d'un moment
magnétique arti ciel dans la boucle du SRR. L'expression explicite de ¢ en fonc-
tion des dimensions du SRRY1] montre que la frequence de résonance est d'autant
plus grande que la taille du SRR est petite mais tend cependant vers une constante
lorsque la taille du SRR tend vers 0. La résonance magnétique peut étre excitée de
deux facons :

1. soit le champ électrique du rayonnement incident a une composante perpendicu-
laire aux pattes du SRR ;

1. Il existe en réalité deux types de SRRs : les SRRs "simples" constitués d'une seule boucle
inductive et les SRRs "doubles" constitués de deux boucles "emboitées" les unes dans lesesu
Dans ce chapitre, les deux types de SRRs seront considérés bien que nous ayons considést de
SRRs simples dans nos propres expérience’d].
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2. soit le champ magnétique du rayonnement incident a une composante perpendi-
culaire au plan du SRR.

Si la condition 2. est satisfaite, le courant créé dans la boucle du SRR induit
un champ magnétique opposé au champ magnétique incident. Lorsque le champ
magnétique induit devient plus important que le champ magnétique incident, cela
aboutit a une perméabilité négative arti cielle ouvrant ainsi la voie a la fabrication
de matériaux ayant un indice de réfraction négatif qui requierent justement que leur
perméabilité soit négative (voir la sectiorb.2).

Nous verrons plus loin que d'autres résonances d'un SRR peuvent étre excitées (la
résonance magnétique fondamentale bien sir dont nous venons de parler mais aussi
toutes les résonances d'ordre supérieur) limitant ainsi la modélisation d'un SRR
par un circuit LC qui ne permet pas de rendre compte de ces autres résonances.
Les expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS) que nous
avons menées sur des SRRs individuels et complétées par des simulations numériques
(voir chapitre 11) ont cependant permis d'expliquer I'origine des quatre premieres
excitations d'un SRR en terme d'ondes stationnaires plasmoniques et ainsi d'aller
au-dela de la modélisation naive d'un SRR par un simple circuit LC.

8.2 La course aux metamatériaux a indice de re-
fraction négatif . des micro-ondes aux fréquences
optiques

Depuis la réalisation des premiers SRRs en 2000 par Srethal [19] puis en 2001

par Shelbyet al [20], plusieurs autres équipes ont réussi a fabriquer des SRRs encore
plus petits a n d'étre excités a des fréquences de plus en plus proches des fréquences
optiques. La conception de matériaux ayant une réponse magnétique dans le domaine
des THz et des fréquences optiques est en e et particulierement importante pour
les applications telles que la fabrication de cavités compactes, de lentilles adapta-
tives, de miroirs accordables, d'isolants ou de convertisseurs. .. Quelgues matériaux
magnétiques naturels dans le domaine des micro-ondes ont déja été rapportés dans
les années 80 : certains matériaux ferromagnétiques ou antiferromagnétiques ont en
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e et une réponse magnétique sur des domaines de fréquences de plusieurs centaines
de gigahertz 92, 93, 94, 95. Cependant, les e ets magnétiques dans ces matériaux
sont trés faibles et leurs bandes de fréquences sont trop proch@d, [limitant ainsi

la possibilité de les utiliser pour des applications industrielles dans le domaine des
hautes fréquences. Les premiers résultats expérimentaux obtenus en 2001 (voir plus
loin) dans le domaine des micro-ondes ont montré que des valeurs négatives de la
perméabilité magnétique pouvaient étre obtenues autour de la fréquence de réso-
nance d'un réseau de SRRs. Les expérimentateurs se sont ensuite mis au dé de
réduire de plus en plus les dimensions des SRRs utilisés a n d'obtenir des structures
arti cielles ayant une forte réponse magnétique et une perméabilité négative a trés
hautes fréquences (fréquences des télécommunications, fréquences THz, fréquences
optiques. . .). Plusieurs techniques de fabrication (allant de la gravure sur circuit
électronique a la lithographie électronique) ont été utilisées pour pouvoir fabriquer
ces structures.

En avril 2001, apres les travaux de Smitlet al [19], d'autres métamatériaux avec
un indice de réfraction négatif dans le domaine des micro-ondes (autour de 10 GHz
soit 3cm de longueur d'onde) ont été fabriqués et étudiés par R. A. Shelley al
[20] : le matériau consistait, comme l'avait suggéré Pendry, en un réseau périodique
a deux dimensions composé de Is de cuivre et de SRRs (doubles) fabriqués par
gravure sur un support en bre de verre. L'expérience a consisté a mesurer I'angle
de réfraction d'un faisceau de micro-ondes incident transmis a travers la structure et
polarisé parallelement aux Is puis d'en déduire l'indice de réfraction e ectif de cette
structure en utilisant la loi de Snell-Descartes pour la réfraction. Cette expérience
a ainsi pu montrer la possibilité d'obtenir un indice de réfraction négatif autour de
10.5GHz.

En mars 2004, des micro-structures avec une forte réponse magnétique autour
de 1 THz (soit 300 m de longueur d'onde) ont été fabriquées par micro-lithographie
par T. J. Yen et al [21]. Les expériences ont été réalisées en polarisation transverse
magnétique (TEM : champ magnétique contenu dans le plan d'incidence) sur des
réseaux de SRRs (doubles) de cuivre de tailles di érentes (L = 26n, 32 m et
36 m). L'équipe a utilisé une technique d'ellipsométrie spectroscopigtieen inci-

2. Brievement, I'ellipsométrie spectroscopique est une méthode d'analyse optique qui consiste
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dence oblique et un spectrométre infra-rouge a transformée de Fourier, ce qui leur a
permis d'extraire le rapport entre la réponse magnétique et la réponse électrique du

réseau de SRRs étudié. Les spectres qu'ils ont obtenus montrent la présence d'une
résonance autour de 1 THz pour les trois SRRs et sont de plus en trés bon accord
avec leur simulation numérique.

En novembre 2004, S. Lindert al ont montré expérimentalement la possibilité
de fabriquer des SRRs dont la premiére résonance est excitée autour de 85 THz (soit
3:5 m de longueur d'onde) 17). Les SRRs étaient en or avec des pattes de 320 nm
de long et fabriqués par lithographie électronique [voir Fig8.2 (a)].

Les simulations numériques qui ont été réalisées en complément de ces expé-
riences ont révélé par ailleurs I'existence d'un domaine de fréquences autour de la
fréquence de résonance des SRRs dans lequel la perméabilité e ective du réseau est
négative, ouvrant ainsi la voie a la fabrication de métamatériaux a indice de réfrac-
tion négatif dans le domaine optique [voir Fig8.2 (b)]. Les expériences d'optique
réalisées ont permis de mesurer a la fois la transmission et la ré exion du réseau.
Les spectres de transmission mesurés, en trés bon accord avec les spectres simulés,
ont montré que les pertes ohmiques sont relativement faibles dans ces structures
métalliques. Les expériences ont été réalisées sur trois réseaux de SRRs ayant un
pas diérent (p = 450nm, 600nm et 900 nm). Ces expeériences ont montré aussi
gue lorsque le champ électrique de I'onde incidente est polarisé perpendiculairement
aux pattes des SRRs, les spectres de transmission et de ré exion mesurés montrent
systématiquement la présence de deux résonances dont la position ne dépend pas
du pas du réseau. La seconde résonance disparait completement lorsque la direction
de polarisation du champ électrique est tournée de 90° ou lorsque les SRRs sont
remplacés par des boucles fermées [voir F&2 (a)]. Cette résonance correspond a
la résonance LC (résonance magnétique) du SRR. La premiere résonance observée
dans les spectres est une résonance plasmon due a la création d'un courant dans
chaque branche du SRR excitée par le champ électrique incident. Ces courants sont
paralleles a la polarisation du champ électrique. Cette résonance n'est pas a ectée
par I'excitation de la résonance LC et est toujours présente si I'on remplace les SRRs
par des boucles fermées. Les simulations numériques ont permis d'extraire la partie

a mesurer, sur une certaine gamme de fréquences, I'état de polarisation d'une onde initialement
polarisée aprés ré exion sur une surface.
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Figure 8.2 (a) Spectres de transmission (rouge) et de ré exion (bleu) mesurés en
2004 par S. Linden et al sur diérents réseaux de SRRs. Les deux premiéres colonnes
correspondent a deux polarisations orthogonales du champ électrique incident. La derniére
colonne montre le micrographe du réseau utilisé : (A et B)p = 450nm, (C et D) p =
600nm, (E et F) p = 900nm, (G et H) correspondent a un réseau de boucles fermées
avecp = 600nm, ou p est le pas du réseau, (G et H) spectres pour des boucles fermées.
(b) Perméabilité (rouge) et permittivité (bleu) calculées lorsque le champ électrique (noté
E) se couple a la résonance LC (A) et lorsque c'est le champ magnétique (nok¢) qui

se couple a la résonance LC (B). En B, on observe que la perméabilité devient négative
autour de 85 THz. Adaptée de 12].

réelle de la permittivité et de la perméabilité e ectives du réseau autour de la ré-
sonance LC pour deux polarisations perpendiculaires du champ électrique. Dans le
cas ou seulement le champ électrique se couple a la résonance LC (champ électrique
perpendiculaire aux pattes du SRR), une résonance dans la permittivité et simulta-
nément une anti-résonance dans la perméabilité sont observées mais la perméabilité
ne devient jamais négative. Dans le cas ou c'est le champ magnétique qui se couple
a la résonance LC (champ magnétique perpendiculaire au plan du SRR), une anti-
résonance dans la permittivité et une résonance dans la perméabilité sont observées
avec dans ce cas une permeéabilité qui devient négative autour de 85 THz.

En 2005, C. Enkrichet al ont réussi a fabriquer un réseau de SRRs de 200 nm de
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Figure 8.3 Spectres de transmission (noir) et de ré exion (vert) mesurés en 2005 par
C. Enkrich et al d'un réseau de SRRs. (a) Le champ électrique horizontal peut se coupler
a la résonance magnétique (excitée autour d&5 m). (b) Le champ électrique vertical ne
peut pas se coupler a la résonance magnétique qui n'est donc pas excitée. Adaptée2dg [

large chacun (voir Fig.8.3) permettant d'exciter la resonance LC autour de 200 THz

[22.

Les SRRs étaient en or et fabriqués par lithographie électronique sur un sub-
strat de SkN4 (la technique de fabrication des SRRs utilisée par cette équipe est
décrite dans la sectiorl0.1consacrée a nos propres expériencés)n spectromeétre
a transformée de Fourier leur a permis d'obtenir les spectres de transmission et
de ré exion du réseau en incidence normale. Comme dans les travaux cités préce-
demment, la résonance LC apparait lorsque le champ électrique de I'onde incidente
est perpendiculaire aux pattes du SRR et se situe, dans ces expériences, autour de
1.5 m de longueur d'onde [voir Fig.8.3 (a)] (rappelons que leurs précédentes ex-
périences ont permis d'exciter cette résonance autour de @). Lorsque le champ
électrique est tourné de 90°, la résonance magnétique disparait puisqu'aucun mo-
ment magnétique ne peut étre créé dans la boucle [voir Fi§.3 (b)]. Pour cette
polarisation, les spectres montrent une résonance (appetésonance de Mie fonda-
mentale autour de 950 nm de longueur d'onde due a l'accumulation de charges a
la surface des deux bras verticaux des SRRs. Une autre résonance de Mie, presque
guatre fois plus faible que la premiere, est observée autour de 600 nm et résulte de
I'accumulation de charges sur I'épaisseur du bras horizontal des SRRs. La position et
la largeur de la résonance de Mie fondamentale changent Iégérement lorsqu'on passe

3. Une couche d'ITO a été ajoutée an d'éviter I'accumulation de charges pendant la phase
d'exposition durant la fabrication des SRRs.
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d'une polarisation verticale a une polarisation horizontale du champ électrique. Pour

la polarisation horizontale, seule la résonance de Mie associée a I'accumulation de
charges sur les surfaces latérales du bras horizontal des SRRs peut étre excitée. Au
contraire lorsque la polarisation est verticale, les deux résonances de Mie fondamen-
tales associées a lI'accumulation de charges a la surface des deux bras verticaux des
SRRs peuvent étre excitées. Le couplage de ces deux oscillations possibles conduit
a un mode symétrique, qui peut étre excité a une longueur d'onde légérement su-
périeure qu'en polarisation horizontale ou ces deux résonances ne sont pas couplées
et un mode antisymeétrique, qui peut étre excité a une longueur d'onde légerement
inférieure qu'en polarisation horizontale. Les expériences ayant été réalisées en in-
cidence normale, le mode antisymétrique n'a en fait pas pu étre excité. Le mode
symétrique est donc le seul a avoir été excité a une longueur d'onde de 950nm en
polarisation verticale et a une longueur d'onde Iégérement plus petite en polarisa-
tion horizontale. Les expériences menées par cette équipe ont aussi été réalisées en
incidence oblique pour deux orientations des SRRs a n d'étudier le réle des aniso-
tropies dans la réponse optique. Ces dernieres expériences ont montré la possibilité
de créer un moment magnétique dipolaire permettant d'obtenir une perméabilité
négative ( = 0:25) autour de 15 m dont la valeur peut étre encore améliorée,
selon le papier, en augmentant le nombre de SRRs par unité de surface du réseau
a n d'augmenter la force d'oscillateur de la résonance magnétique. Ces expériences
réalisées en incidence oblique ont aussi permis de détecter pour la premiére fois une
seconde résonance magnétique autour de 800 nm (soit 375 THz, c'est-a-dire dans le
proche visible) pour un angle d'incidence de 60°.

Toutes les expériences que nous venons d'évoquer ont été réalisées grace a des
expériences d'optique dans lesquelles la polarisation du champ électrique (ou du
champ magnétique) de I'onde incidente doit étre choisie a n d'exciter telle ou telle
résonance (ou alors en fabriquant un réseau de SRRs ayant chacun une orientation
di érente). La résonance LC, par exemple ne peut étre excitée que si le champ élec-
trique est parallele aux pattes du SRR ou si le champ magnétique est normal au
plan du SRR. Toutes ces expériences ont montré aussi qu'aucune résonance ma-
gnétique ne pouvait étre excitée lorsque les SRRs sont remplacés par des boucles
fermées puisqu'aucune résonance du moment magnétique n'est alors possible. Les
expériences de spectroscopie de perte d'énergie des électrons (EELS) que nous avons
















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































	Résumé / Abstract

