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Introduction

LOobjet de cette these est de donner diffZrentes caratitfris formelles dOune logique
dOarbres que nous appelonsogique spatialeLes motivations initiales de ce travail viennent
de la possibilitZ dOutiliser la logique spatiale en tantangage dOinterrogation de documents
semi structurZs et typage de documents semi structurZsn@estions ont dZpbni les pro-
blsmes auxquels nous nous sommes intZressZs principalénsamoir la complexitZ du model
checking et la satisbabilitZ de la logique, ainsi que deaices restrictions de celle-ci. Les
motivations secondaires viennent des particularitZs tie kogique par rapport au cadre dOap-
plication envisagZ. DOune part, IQinterprZtation d@imesIspatiale sur des arbres est moins
ZtudiZe, en gZnZral, que sur dOautres objets tels queckssspsomobiles, les tas, les graphes.
DOautre part, cette logique sOinterprste sur un modelere€yam ordonnZsqui est un mo-
dele pour les donnZes semi structurZes et documents XMiivesteent peu ZtudiZ. Toutes ces
particularitZs nous ont amenZs " nous intZresser plus ~©empeut appeler le pouvoir dOex-
pression de la Ioglque (pour le modele dOarbres consid¥oiis rassemblons sous ce terme
diffZrentes caractZrisations comme la dZcidabilitZ degigue, les types de propriZtZs quQelle
permet dOexprimer ou non, le cozt dOune vZribcation asiterde ces propriZtZs, ainsi quOune
comparaison avec des logiques plus C classiques E surries. arb

Les arbres non ordonnZs

Nous considZrons dans cette these des arbres Pnis Ztiguetgs arstes par les symboles
dOun alphabet dZnombrable. Il nOy a pas de aqgrieri du nombre de PIs quun niud de
|Oarbre peut avoir, nous parlons alors dOdaeitZ non bornZBe plus, il nOy a pas dOordre
entre les bls dOun niud de IQarbre : la seule relation entrésmijui est prise en compte Ztant la
relation pere-Pls ; nous parlons alors dOarbeesordonnZs

Peu de travaux existent sur des formalismes dOarbres momasd(par rapport aux arbres
ordonnZs) ; on peut citer la logigue CMSO [Courcelle, 19%fi]capture la notion de recon-
naissabilitZ algZbrique pour les arbres non ordonnZs giquie "~ traits et les automates "
traits' [Niehren and Podelski, 1993] qui mettent Zgalement en sporelance une notion de
dZbnissabilitZ et de reconnaissabilitZ sur les arbres mmmm’s ; dans [Colcombet, 2002],
une notion dOautomates ~ multiensenfoéegtZ introduite pour capturer la notion dOensembles
de termes rationnels modulo IOassociativitZ et la comimittates travaux [Ohsaki, 2001] et
[Ohsaki and Takai, 2002] introduisent les automates désafuationnels qui reconnaissent des
termes modulo des thZories Zquationnelles et en particutidulo IOassociativitZ et la commu-

eatures logic, features automata
’multiset automata



tativitZ ; les automates ~ multiarbres [Lugiez, 2003] soes @utomates dOarbres qui utilisent
des contraintes numZriques. A ces formalismes nous poajouter la logique monadique du
second ordre (MSO) sur les graphes qui peut Zgalement #@idtZe sur des arbres.

LOintZret grandissant sur la modZlisation et |Oexpioitdéts donnZes semi structurZes a
suscitZ quelques autres travaux sur les arbres non orddsiedsjue le modsle prZdominant
soit celui des arbres ordonnZs. Dans ce sens, on peut iglediiox courants. Le premier,
qui contient un plus grand nombre de travaux, est celui qstsGtZressZ ~ la logique des
ambients[Cardelli and Gordon, 2000a], ou plut™t ~ son feagrstatique. Le calcul des am-
bients [Cardelli and Gordon, 2000b] est une algebre de m®ice Les termes de cette algebre,
appelZs processus, ont une structure dOarbre qui peugrciang le temps au fur et~ mesure
que le processus effectue des calculs. La logique des amigiermet de dZcrire des propriZ-
tZs sur ces processus et leur Zvolution ; le fragment statigua logique ne sOintZresse qu®”
la structure des processus, cOest donc une logique €Spptial arbres. Divers fragments et
variantes du fragment statique de la logique des ambientZt@nZtudiZs en vue de la mo-
dZlisation, IOinterrogation et le typage des documentstisZs [Cardelli and Ghelli, 2004],
[Calcagno et al., 2003], [Dal Zilio and Lugiez, 2003], [Dalid et al., 2004]. Le second groupe
de travaux considere une extension de la logique monadigqeecbnd ordre avec des contraintes
de comptage, reprZsentZes par des formules de |OarittedétiBresburger [Seidl et al., 2003],
[Seidl et al., 2004] ; il sOagit de la logique PMSO. On peue#gmt citer, en dehors de ces deux
groupes de travaux, |[Oexistence de quelques rZsulta@usilisation des logiques temporelles
pour des arbres non ordonnZs [Barcelo and Libkin, 2005] Atunge de diffZrentes logique pour
arbres dOaritZ non bornZe a ZtZ effectuZe rZcemment tkims A005].

La logique spatiale

Une logique est ditspatialelorsquOelle possede un opZrateur de sZparation ou de compo-
sition. Cet opZrateur permet dOexprimer quOune strusttisre sZparZe en deux parties, cha-
cune de ces deux parties pouvant stre caractZrisZe inddpereht de IQautre (par une formule
Ioglque) Dans les processus du calcul des ambients paméxecette composition est utili-
sZe pour exprimer [OexZcution en parallsle de deux pred&audelli and Gordon, 2000a]. Sur
les graphes, la sZparation consiste ~ partitionner |Obleseles arstes du graphe en deux et de
considZrer les deux graphes dZbnis par chacun des soubkssé@aretes [Cardelli et al., 2002],
[Dawar et al., 2004].

La logique que nous Ztudions ici sOinscrit dans le prenoepgrde logiques mentionnZ
ci-dessus, cad les logiques issues de la logique des ambtaapliquZes aux documents semi-
structurZs. Plus prZcisZment, nous Ztudions la logiquelirite dans [Cardelli and Ghelli, 2004]
et nous |Oappelofagique spatiale Cette logique a ZtZ initialement introduite comme la base
dOun Iangage de requetes pour donnZes semi structurdegalgd TQL [Conforti et al., 2002Db].
Elle reprZsente essentiellement le fragment statique Idgitgue des ambients enrichi avec un
opZrateur de point Pxe et un opZrateur de quantibcatiopssarlres. En plus des connecteurs
boolZens classiques (disjonction, nZgation, vZritAg afiqgue comprend des opZratesips-
tiaux, de laquantibcationet un mZcanisme d&cursionpar IQintermZdiaire dOun opZrateur de
point bxe. Les opZrateurs spatiaux permettent de parlersteicture de [Oarbra[* ] exprime
le fait que IOarbre a une seule arste partant de la racines efge vers un sous arbre satis-
faisant" ;" 1]|" » exprime que IOarbre peut stre obtenu en fusionnant lesrdeideux arbres,



IOun satisfaisaht, et IQautre satisfaisant. Ce dernier opZrateur est appetinpositioret re-
prZsente une des particularitZ des logiques spatialesudrgigcation dans la logique permet
de quantiber sur des Ztiquettes et sur des arbres. QuapZtafdur de point bxe, il ajoute un
mZcanisme de rZcursion permettant, par exemple, dOaxgesng gularitZs dans les chemins
de IOarbre, des rZpZtitions dOun motif exact ou approshiDdere, dOexprimer que C quelque
part dans IQarbre'Eest vZribZ, ou bien C partout'be est vZribZ, , IOest aussi E et beaucoup
dOautres.

Gr%oce " la multitude dOopZrateurs, cette logique spatities @xpressive. On peut consi-
dZrer quQelle englobe tous les fragments et variantesodgjad des ambients qui ont ZtZ citZs
plus haut, et qui ont ZtZ ZtudiZs pour une application auxZgsnsemi-structurZs. Par ailleurs,
certains rZsultats connus pour la logique des ambientplg@apt directement ~ la logique
spatiale. Par exemple, nous savons que la satisPabilitgtelagique nOest pas dZcidable en
prZsence de quantibcation [Charatonik and Talbot, 200ata@imik et al., 2003]. De plus, le
langage TQL dispose dOune implZmentation [Conforti @0fl2a], ce qui laisse croire que le
probleme de model checking de la logique est dZcidable, dnsypwur le fragment utilisZ dans
le langage de requetes TQL.

Nous nous proposons ici de faire une Ztude de la logiquealpatii se veut systZmatique
en ce qui concerne deux problemes particuliers : le problemesatisbabilitZ et le probleme de
model checking. Cette Ztude est systZmatique parce queamsidZrons divers fragments de la
logique qui ont parfois ZtZ introduits par ailleurs, et pthacun de ses fragment nous donnons
des rZsultats sur la satispabilitZ et le model checkings Kaisons Zgalement le rapprochement
avec la logiqgue monadique du second ordre et la logique PMSO.

Les problemes de satisbabilitZ et de model checking

Une des premieres question quOon se pose lorsquOon Zeidiigiqone est le probleme
de satisbabilitZ. Le probleme de satisbabilitZ pour lagogispatiale est le probleme de dZci-
sion suivant : Ztant donnZ une formule logiguelZcider sOil existe un arbre qui satisfait cette
formule. Lorsque ce probleme est dZcidable, nous disonsagogique est dZcidable.

DOun point de vue thZorique, la dZcidabilitZ est en qualgesusie mesure pour IOexpressi-
vitZ dOune logique : les logiques pouvant exprimer desiftépicomplexes ont plus de chances
dOetre indZcidables. DOun point de vue plus pragmaticgatisiaabilitZ dOune logique permet
de rZsoudre le probleme dOimplication dOune formule paautreeet I0Zquivalence de deux
formules.

Le probleme demodel checkingour la logique spatiale est le probleme suivant : Ztant donn
une formule logiqué' et un arbret, dZcider st satisfait la formule' . Nous nous intZressons
dOune part " la dZcidabilitZ de ce probleme, et dDautresparbmplexitZ lorsquOil est dZcidable.

Dans le contexte des bases de donnZes, le model checkingreeuilisZ pour I0Zvaluation
de ce quOon appelle requetes boolZennes, qui revienneriténd une base de donnZe, ou un
document semi structurZ, satisfait une contrainte. Ongalement utiliser le model checking
pour tester si un ou plusieurs objets (arbres, Ztiquettes)esrZsultat dOune requete.

En ce qui concerne la complexitZ, on a deux manisres dOZlaloemplexitZ du model
checking. La premisre, appel&emplexitZ combinZest la complexitZ du probleme dans le sens
classique, en considZrant IOarbre et la formule commeadnprobleme. La seconde, appelZe
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complexitZ de donnZesst la complexitZ du probleme en considZrant seul IQartmme donnZe

du probleme. La complexitZ de donnZes est une mesure pltinguee pour la praticabilitZ

dOune logique en tant que langage de requstes. En effetudangilisation pratique, la taille

de IOarbre (de la donnZe) est beaucoup plus grande quie ldetdd formule, cette derniere est
alors considZrZe comme une constante.

Plan de la these

Premisre partie : les baseta premisre partie est consacrZe essentiellement ~ |@inttion
des objets de base que nous allons considZrer tout au lorgthesé, notamment le modele
dOarbres non ordonnZs dOaritZ non bornZe que nous adimsonsie deux reprZsentations
de ces arbres. Nous introduisons Zgalement la classe m@umsto contraintes numZriques, qui
nous serviront comme outil pour Ztablir une grande parefsultats de la these. Nous Ztudions
certaines propriZtZs essentielles de ces automates mulif$ation, cl™ture par les opZrations
boolZennes, test dOappartenance et test du vide. Nodsisurs bPnalement la logique spatiale,
ainsi que la logique monadique du second ordre et son egtenailogiqgue PMSO.

Deuxeme partie : satispabilitZa deuxisme partie est consacrZe " IOZtude du problemeide sat
pabilitZ de la logique spatiale sans quantiPcation (ZtamtA&que la logique avec quantipcation
est connue pour «tre indZcidable). Les deux principauxtatsule cette partie sont :

D montrer que la logique spatiale a un probleme de satistZabitiZcidable, meme en ab-
sence de quantipcation ;

D dZbnir un automate "~ contraintes numZriques Zquivalewt foumule de la logique spa-
tiale ;

P identiber deux fragments syntaxiques de la logique soAtiaivalents " la logique PMSO
et " la logique MSO respectivement. Conjointement avec cesvalences nous Ztablis-
sons que le probleme de satispabilitZ est dZcidable pouecesfragments de la logique.

Pour Ztablir les rZsultats ci-dessus, nous avons ZtZ afmetifsiuire une reprZsentation des
formules de la logique spatiale comme des systemes dQxfwuagioint bxe.

Troisisme partie : model checkinba troisisme partie est consacrZe ~ 10Ztude du probleme de
model checking de la logique spatiale. Nous Ztablissonsepeobleme est dZcidable, en prZ-
sentons un algorithme permettant de le rZsoudre. Cetthlgarirequiert un espace polynomial
pour stre exZcutZ. Dans un deuxisme temps, nous Ztudionsolees infZrieures de la com-
plexitZ du model checking. Nous montrons que la complexitdbinZe est PSPACE-difbcile,

et que la complexitZ de donnZes va de linZaire, ~ PSPACE#Hgiflen fonction du fragment de

la logique quOon considere.



Premiere partie

PrZliminaires






Chapitre 1

DZbnitions de base

1.1 Multiensembles

SoientP et Q deux ensembles quelconques. Nous notonsPgaiOensemble des appli-
cations deQ dansP. Si Q est [Oensemble bfiy, ..., o}, nous Zcrirons parfoigg; !"
PL...,0h " pn) pour dZsigner IQapplication ddhs qui ~ g associep; # P pour chaque
i dansl..n.

SoitQ un ensemble. Umultiensemble su® est une application d@ dansN, [Oensemble
des entiers naturels. Dorg® est IOensemble des multiensemble€siue multiensemble vide
surQ est IOapplication qui asso6ié tout ZIZment d&) ; il sera notZDX. Le multiensemblgt
surQ est ditunitaire sOil existg dansQ tel que#(q) = 1 et pour touty dansQ diffZrent deq,
#(q) = 0 ; dans ce ca# est notZl,. Si# est un multiensemble s, pour toutq dansQ, le
nombre# () est appelinultiplicitZ deq dans#.

LOinclusion de multiensembles a la dZbnition attenduentsoet#  des multiensembles
surQ. On dit que le multiensembl¢ estinclus dans le multiensemblé’, notZ# $ #', si pour
toutq dansQ, #(q) % # (q) ; # eststrictement incluslans#’, notZ# & #', si# est inclus dans
#" et diffZrent det .

Un multiensemblet est ditPnisi IOensemblgy # Q | #(q) > 0} est bni.

Notations

Chaque multiensemble bffisur Q peut «tre reprZsentZ comme une sZquence dOZIZments
deQ, notZeseq#), o* chacun de ses ZIZments appara’t autant de fois que splinitdtdans
#. Par exemple, giy, ¢p, 0 sont des ZIZments @eet# est le multiensemble tel quE(ay) =
2, #(p) = 1, #(g) = 2 et#(q) = 0 pour toutq diffZrent deqy, ¢, gz, alorsseq#) est
b, 0, b, O3, O (OU toute autre sZquence contenant les memes ZIZmentsrdamBeJdlferent)
De fason gZnZrale, # est le multiensemble vide, aloseq#) est la sZquence vide. BinOest
pas le multiensemble vidg# Q est tel que#(g) > Oet# est le multiensemble s@ tels que
#(g) = #'(g+1 etpourtoutg = g #(q) = #(q), alorsseq#) estq,seq# ). On Zcrira
{seq#)} pour le multiensemble (Pn#, et donc{} pour le multiensemble vide. Notons que,
sauf dans quelques cas rares facilement identipables, fasth dOZcrire les multiensembles
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sera utilisZe pour la reprZsentation des arbres non oremmAOaritZ non bornZe que nous
considZrons dans cette these (voir la section 1.3 ci-de$sou

OpZrations sur les multiensembles

LGinion de multiensembles somme de multiensemblest IOopZration binaire sur les mul-
tiensembles qui ~ deux multiensemblés# " surQ associe le multiensembie” surQ tel que
pour toutq dansQ, #(q) = #(q) + # (q). Il est facile de voir que IOunion de multiensembles
est une opZration associative et commutative dOZIZmeetd¥eBuivant IQutilisation des mul-
tiensembles, la somme deet# seranotZ¢ ( # ou#+ # . Plus prZcisZment, nous rZservons
la notation# ( # pour les arbres (voir la section 1.3 ci-dessous), et darsslésuautres cas
nous utilisons la notatio# + # .

Si$ est un entier naturel ¢t est un multiensemble s@, le produitde$ et#, notZ$#, est
le multiensemble suR tel que pour tout dansQ, ($#)(q) = $#(0q).

La somme et le produit sont Ztendus aux ensembles de maftidles : soient ,! " des
sous-ensembles iR et$ un entier naturel. La somme tleet! *, notZe+! , estIOensemble
dans! (NQ)

41 "= {#+# |##) L ## )

Le produit de$ et! , notZ$! , est IOensemble dadn@N®)

$l= {SH#|##!).
Finalement, la somme dudle- ! " des deux ensembles du multiensemblest! * est dZbnie
par
L+ "={# | )#H.H H#H+H# * (#HH#! ou##!)}.

Classes dOensembles de multiensembles

Par analogie avec les ensembles de vecteurs dOentiertodarf&Zubert and Giua, 1999]
et les ensembles de vecteurs dOentiers semilinZairesptmodsisons les ensembles de mul-
tiensembles sans Ztoile et les ensembles de multiensesebnZaires.

DZbnition 1.1 (Ensembles de multiensembles linZaire§pit Q un ensemble bni non vide et
soientpy, ..., px etb des multiensembles dahi?. LOensemblein(b, p1, ..., px) est dZpbni
par :

Lin(b,p1,...,pk) = {b+ $1p1+ a4t Spk | $1,..., 5k # N}.

Tout ensemble de multiensembles de la fotriméb, p1, .. ., pk) est ditensemble linZaird_e
multiensembléd est appelZbaseet les multiensemblesy, . .., px despZriodes

DZbnition 1.2 (Ensembles de multiensembles sans ZtoiBdit Q un ensemble bni non vide.

Un sous-ensemble dé¢R est ditsans ZtoilesOil peut sOZcrire comme une union Pnie dOensembles
linZaires dont les pZriodes sont des multiensembles nasitaioute pZriode est Zgalég pour

un certaing # Q.
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DiffZrentes autres dZPnitions existent pour les ensershles Ztoile. En thZorie des langages,
un ensemble de mots est sans Ztoile sOil peut stre dZbnié Wixine expression rZgulisre
sans utiliser IOZtoile et en utilisant le complZmentaineeridemble de vecteurs (de taille bni)
est sans Ztoile sQil est bni ou bien sOil peut «tre obtenuppatir'dOensembles de vecteurs
sans Ztoile en utilisant les opZrations boolZennes. #eexiZgalement dOautres caractZrisations
Zquivalentes des ensembles sans Ztoile. Voir par exemglb§@ and Giua, 1999] oe certaines
de ces Zquivalences sont Ztablies.

DZbnition 1.3 (Ensemble de multiensembles semilinZair&oitQ un ensemble bni non vide.
Un sous ensemble d¥Q est ditsemilinZairesOil peut sOZcrire comme une union bnie dOen-
sembles linZaires.

Il est immZdiat de ces dZpnitions que tout ensemble de madtiebles sans Ztoile est Zga-
lement un ensemble semilinZaire.

Les rZsultats suivants, connus pour les ensembles de rgestns Ztoile et semilinZaires,
sont facilement adaptZs aux ensembles de multiensembles.

DZbnition 1.4 (Ensemble effectiflUn ensemble sans Ztoile ou semilinZaire estfttctifsOil
est donnZ sous la forme dOune union bnie dOensemblesljretaioein de ces ensembles li-
nZaires Ztant donne par sa base et ses pZriodes.

La notion dOensemble effectif se rZfere donc ~ la reprAsemtde IOensemble, et non pas *
sa nature. Par exemple, un ensemble de multiensemblestsd@gp@urrait «tre dZPni par une
machine de Turing, ou par une fonction rZcursive qui ZnusegeZlZments, ou par une ex-
pression construite ~ partir dOensembles bnis et dOopZ tatolZennes. Aucune de ces trois
reprZsentations ne dZbnit un ensemble effectif, memem@ibji «tre possible dOen dZduire une
reprZsentation effective sous la forme dOunion dOensdinitdéres.

Terminons par ce fait bien connu sur les ensembles sane &t@iémilinZaires.

Fait 1.1 Les ensembles sans Ztoile et les ensembles semilinZaitegasopar union, intersec-
tion et complZmentaire. De plus, si ces ensembles sontitsffadors les cl™tures sont Zgalement
effectives (cad IOunion, IQintersection et le complZineepeaivent «tre calculZs et reprZsentZs
par des unions Pnies dOensembles linZaires donnZs phaag®t leurs pZriodes).

1.2 ArithmZtique de Presburger

LOarithmZtique de Presburger est la thZorie du premier sudta structureN, +, =, des
nombres entiers naturels avec IOaddition. Bain ensemble dZnombrable de variables sur
les entiers naturels ; les ZIZmentsZdsont notZg,z, . ... Les formules de IQarithmZtique de
Presburger sont dZPnies par la syntaxe :

p:=v=v | Ap | p-p | -zp
vi=n | z | vtV

o* n dZsigne un nombre entier quelconque. Les sous-formuleswds pour le non terminal
v sont appelZs dasrmes numZriquesOensemble des formules de IOarithmZtique Presburger
pouvant stre construites sur IOensemble de vari@bkest notZPresbForm(Z).
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Les formules de IQarithmZtique de Presburger sont irti&prgur la structureéN, +, =, .
Soit%une valuation des variables, cOest ~ #est une application d& dansN. %est Ztendue
aux termes numZriques comme suitv si n pour un certain entier naturel alors%v) = n;
SiV = vq + Vy, pour les termes numZriques, Vo, alors%v) = %vi) + %v,). On dit que la
valuation%estsolutionde la formulep, ou encore quéwsatisfaitp, NotZ%gE p, si:

PDpestv= Vv et%v)= %v);

P pestAp et%f p';

Ppestp - p et%= p ou%FE p ;

P pest. z.p etil existe un entier naturel tel que%z !" nlE p.

Il est bien connu que IOensemble des solutions dOune fdenRresburger est semilinZaire.
Avec les notations ci-dessus, et remarquant que toutetiai®dpeut «tre assimilZe ~ un mul-
tiensemble suz , cette propriZtZ sOexprime de la fason suivante :

Fait 1.2 Soit p(z1,...,z) une formule de IQarithmZtique de Presburdewariables libres,
prZcisZmenty, ...,z ; soit Z [Oensemblgz,, ..., z}. ConsidZrons IOensemble de multien-
sembled inclus dand\N? dZpni par :

!
= " o# N | %E p(zd,...,2Zn)

LOensemble est semilinZaire.

1.3 Modsle dOarbres et reprZsentations des arbres

Soit" un ensemble dZnombrable dOZtiquettes. Les ZIZménsodenotZs, bavec Zven-
tuellement un indice. Tout au long de ce document, nous d@rmis des structures arbores-
centes Pnies dont les arstes sont ZtiquetZs par des ZlAtaénts

Un arbret est un tripletN, E, etq,, oe N est un ensemble bni non vide de niuds, $
N / N estun ensemble bni dDarstestegtest une application de I0ensemble des afstesrs
IOensemble dOZtiquettegui dZbnit I0Ztiquetage des arstes de IQarbre. PouréGafsev’)
(avecv,v' dansN), le niud v est appel&ourcede e et le niud v' est appeldlestination
de e. De plus, I0ensemble dOar&egarantit que IOarbre soit connectZ et admet un niud

racine. Formellement, il existe un niud particulier natZcingt) tel que (i)racingt) nOest la
destination dOaucune arste d&nst (i) pour tout niud v diffZrent deracingt), il existe une
unique suite dOaretes, . . ., & telle que la source de estracingt), la destination dey estv

et pour tout dansl..k O 1la destination de; et la source de;+1 coencident.

Deux arbres isomorphes sont considZrZs Ztant Zgaux. NoasAo [Oensemble des arbres
ZtiquetZs par des Ztiquettes de I0enseémt®eur un niud v de 1Qarbre = N, E, etq,, les
nluds successeursle v sont les nludsv’ tels que(v,v’) # E et lesaretes successeursde
v sont les ar-te®’ telles quev est la source de’. Pour IQarste de 10arbre = N, E, etq,,
les arstes successeurde e sont les arste®’ telles que la source de et la destination de
coencident. L&bre videest IOunique arbre dont IOensemble des niuds est un ensZoite
un unique ZIZment : la racine de IOarbre. Par consZqueag e nOa pas dOaretes.

Pour illustrer certains exemples, nous utiliserons uneZsamtation graphique des arbres,
comme sur la bgure 1.



1.3 Mod-le dOarbres et reprZsentations des arbres 17

Vi
a b
V2 V3
b b c
Vg4 V5 Vg

FiG. 1 B Exemple de reprZsentations graphiques dOun arbrech gies niuds ont ZtZ nom-
mZs.

Exemple 1.1 Soit IOarbre= N, E, etq, dZbni par :
DN = {v1,V2,V3,V4, Vs, Ve},
B E = {(v1,V2), (v1,V3), (V2,Va), (V2,Vs), (V3, V6)} et
b etq((v1,v2)) = a,etq((vi,vs)) = b etq((vz,va)) = b etq((vz, vs)) = b, etq((vs, Ve)) =
Cl
oe a, b, cappartiennent " . Une reprZsentation graphique de I0arbst donnZe sur la bgure 1.

Remarquons que le terme C arbre E est utilisZ pour dOapedeystructures arborescentes.
Tres souvent, les arbres sont des termes construits surigmatisre bnie ; ceci revient ~ consi-
dZrer que les niuds de IOarbre sont ZtiquetZs par les Z&aedatsignature. De plus, I0Ztiquette
dOun niud dZtermine le nombre de ses niuds successeurs §gidgale ~ 10aritZ de IOZtiquette
du niud). Si la signature ne contient pas de symboles cotstators [Oarbre est inPni. Ce type
dOarbres peut stre appelZ C arbres ordonnZs dOaritZ bBarZan&logie, nous pouvons Zga-
lement considZrer des arbres ordonnZs dQaritZ non borszht@es arbres pour lesquels le
nombre de successeurs dOun niud nOest pas &@miati (par rapport aux C arbres termes E,
dans lesquels le nombre de successeurs dOun niuds est parta plus grande aritZ dans la
signature, mais aussi bxZ par I0Ztiquette du niud). Dangbue ardonnZ dOaritZ non bornZe,
en plus de la relation pere-Pls entre les niuds dZbnie paate®s de [Oarbre, on doit considZrer
une relation C frere suivant E qui dZPni un ordre total entrs les nids successeurs dOun niud
donnZ.

Taille et hauteur dOun arbre

La taille de IOarbre = 4N, E, etq,, notZetaille (t) ou simplementt|, est le cardinal de
IOensembls des niuds de IOarbre. Notons que pour tout arbre, le nombeesi@luds est
Zgal au nombre de ses aretes plus un. Donc, la taille dOerestiigale au nombre de ses aretes
plus un.

La hauteurde 10Qarbre = 4N, E, etq,, notZehauteur(t), est la longueur de la plus longue
branche de |Oarbre, cad la longueur de la plus longue saiiteed@), . .. , e dansE telles que
e, est successeur de la racinetdey est sans successeurs dames pour touti dansl..k 0 1,
|Oaretee 1 est successeur de IQaete

Nous donnons dans la suite deux reprZsentations suppkirasries arbres (en plus de la
reprZsentations par son ensemble de niuds, dOar-tesigué@fje des arstes). Chacune de ces
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reprZsentations est mieux adaptZe que IOautre poupi@iatem de certaines logiques ou pour
|Qutilisation dOautomates dOarbres.

Les arbres comme structures logiques

On considsre la signatur& = {<}1{etq, | b# "} o* < est un prZdicat binaire (en
notation inbxZe) et lext, sont des prZdicat unaires. Alors ~ chaque atlsre+N, E, etq, dans
A, on peut associer l&-structure pni&' = +E, {etqf | b# " }, <!, o, pour chaquédans"
et chaque arete dansE, etq,(e) est vrai dans$S' si etq(e) = bet pour chaque couple dOarstes
e, e dansk, e <! e est vrai si la destination de IQaretet la source de IQar¢ecosncident.

Il est ™ noter que la structure logique que nous proposonasicorientZe aretes, cOest " dire
les ZIZments de base $lesont les arstes de [Oarbre alors que dans la littZratueeples (et les
graphes en gZnZral) sont plus souvent reprZsentZs parudesras logiques orientZes niuds.
Notre choix sera discutZ dans la section 3.1 ci-dessous.

Il existe une bijection entre les arbres et les structurgisjlees.

Les arbres comme multiensembles imbriquZs

Soit" un ensemble dZnombrable, et soidriires et EArbres les ensembles dZpnis rZ-
cursivement comme :

b Arbres est IOensemble des multiensemble€subres ;

P EArbres estIOensemble daf$] o» a est ZIZment dé ett est ZIZment darbres .
Les ZIZments deArbres sont appelZZlZments dOarbre

Fait 1.3 Il existe une bijection entre les ensembbes et Arbres .

Montrons dOabord comment passer dOun arbre vers sa tepafissous forme de multien-
sembles imbriquZs. Soit IQarbre N, E, etq,, et construisons # Arbres qui reprZsente
|Qarbre.. A chaque niudv dansN nous associons un multiensemble dOZIZments d@arbres
Chacun de ces multiensembles contient exactement lesri/ d@arbregs,] tels que(v, v")
est une arste de |Oarliretetq(v, V') = a.

Inversement, Ztant donnZ IOobkjdansArbres , construisons I0arbre= N, E, etq, dont
s est la reprZsentation sous forme de multiensembles insidie cardinal de IOensemble de
nluds N est Zgal au nombre de multiensembles apparaissansdéds associe deux niuds
diffZrents ~ deux occurrences diffZrentes du meme muléerisle apparaissant dass Par
exemple, il y a autant de nluds damé correspondant au multiensemije que dOoccurrences
de ce multiensemble dass) Les aretes des sont isomorphes aux ZIZments dOarbres apparais-
sant dans. Pour tout ZIZment dOarbre a[s'] apparaissant daiss et pour toute occurrence de
cet ZIZment dOarbre dansdy a une arete(v", v") dansE etetq(v",v") = a, o v est le niud
correspondant au multiensemisleet v est le nlud correspondant au multiensemble dans
qui contient 10Z1Zmeat

Le passage dOune reprZsentation ~ IQautre est linZaita taites de |Oarbre. De plus, la
taille et la hauteur dOun artneeuvent stre dZterminZes " partir de sa reprZsentationfsoue
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de multiensembles imbriquzs La taille est Zgale au nombre de multiensembles qui appa-
raissent dans, la hauteur est la plus grande profondeur dOimbricatiorutteensembles. Plus
prZcisZment, pour tost# Arbres , taille (s) ethauteur(s) sont rZcursivement dZbnies sur la
structure des par :

D taille({} )=1; #
D taille ({ai[s1], ..., ak[sk]}) =1+ 4,  taille(s;)
et
b hauteur({} ) =0 ;
b hauteur({aq[si], ..., ak[sk]}) = 1 + max jz1  taille (sj).

Exemple 1.2 La reprZsentation multiensembliste de IQarbre de la bgste 1
{al{bi{} ], bif} 1}1, bi{ c[{} 1}1}-

Suite " cette correspondance entre I0ensemble des Arbres [Oensemblarbres | les
ZIZments de ce dernier sont appelZs simplement arbres.

Notations

Nous terminons cette section par guelques notations.

Pour tout ensemble dOZtiquettest tous ensembles dOarbFe3 ", ' [T]etT | T  sont les
ensembles dOarbres

"[TI={alt] | a# ' t #T} ,
TIT' = t(t |t#T, t#T

Autrement dit,| est une notation alternative de la somme dOensembles densertibles qui
sera utilisZe uniquement pour les ensembles dOarbres féke I@opZrateur est associatif et
commutatif : pour tous ensembles dOarbres, T, onaT |T = T |[Tet(T|T)|T =
T|(T"|TY). Il est Zgalement facile " voir que pour tous ensembles gi@#ts, ( et tous
ensembles dOarbiesT ', on a

TI2([T1=C 20M2T].

Par dZpnition, I0ensembld@ ] est vide si et seulement'siest vide ouT est vide.

Pour tout entier natural, tout ZIZment dOarbeet tout ensemble dOZIZments dOdehres
n de etn 4E sont respectivement |Oarbre et I0ensemble dOarbrepaiZpnis

née= {g, %.&ﬁ}
n fois

naE = {{e,...,en} | )i # 1.n, g # E}

Notons quQalors pour tout ensemble dOdEHIREE = {} et que pour tout entier naturel
strictement positih, n & = ! . Ceci implique en particulier que & nQOest pas I0ensemble
vide seulement si est Zgal 0.
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Chapitre 2

Automates

Sont prZsentZs ici deux classes dOautomates dOarbraspeopeiZtZs. ConsidZrer un for-
malisme dOautomates peut sOavZrer utile dans une mudkitads, aussi bien pour rZsoudre
des problemes pratique que pour Ztablir des rZsultatsithiést Pour une Ztude large et ap-
profondie de diverses problZmatiques liZes aux autom@lagbrks, le lecteur peut consulter
[Comon et al., 1997]. Comme nous le verrons par la suite lésses dOautomates dOarbres que
nous prZsentons ici vont nous permettre dOZtablir detZ slel dZcidabilitZ, de complexitZ et
de comparaison dOexpressivitZ pour la logique spatiale.

Les automates " contraintes numZriques tels que nous lessgabs ici (section 2.2) nOont
pas ZtZ considZrZs auparavant sous cette forme exact€emandant, on ne peut pas vraiment
considZrer que cOest une nouvelle classe dOautomatestypasdOautomates pour arbres non
ordonnZs ont ZtZ dZbnis, plus ou moins proches des autdncatesaintes numZriques. On
peut citer les automates " traitfNiehren and Podelski, 1993] dZbnis " travers une recosaais
bilitZ algZbrique modulo associativitZ et commutativies ;automates dOarbres conditiorfnels
[Lugiez and Moysset, 1994] travaillent sur une reprZsemanultiensembliste des arbres et
utilisent des contraintes de comptage pour les transititmssautomates dOarbres Zquatiofnels
[Ohsaki, 2001], [Verma, 2003] reconnaissent des termesitaatks thZories Zquationnelles, et
en particulier modulo IOassociativitZ et la commutatiVétZ C automates ~ multiensembles ra-
tionnels E [Colcombet, 2002] utilisent dans les transitides contraintes de comptage dZpbnies
par des ensembles de multiensembles reconnaissableeniéms, dans le domaine des don-
nZes semi-structurZes ont ZtZ rZcemment dZpnis, dOuee aatbmates ~ multiarbrést leur
variante les automates " faiscedUxugiez and Dal Zilio, 2002] [Dal Zilio and Lugiez, 2002]
[Dal Zilio and Lugiez, 2003] [Dal Zilio et al., 2004] qui uisient des contraintes numZriques ex-
primZes dans IOarithmZtique de Presburger, et font lavien{un fragment de) la logique spa-
tiale (voir aussi la section 6.1) et, dOautre part, les atésntle Presburger [Seidl et al., 2003]
utilisant Zgalement des contraintes de IQarithmZtiqueesleurger.

YHeature automata
2conditional tree automata
Sequational tree automata
“multitree automata
Ssheaves automata
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Les automates de Presburger (section 2.1) ont ZtZ insadhuiis [Seidl et al., 2003]. Nous
donnons brisvement leur dZpbnition et quelques propriZigsautomates ~ contraintes numZ-
riques sont prZsentZs dans la section 2.2.

Les deux dernisres sections du chapitre sont consacrZedudEdes propriZtZs des au-
tomates "~ contraintes numZriques, telles que dZtermimisati™ture par les opZrations boo-
IZennes, cl™ture par homomorphisme, dZcidabilitZ etexitdpdu test du vide et du test dOap-
partenance. La section 2.3 sOintZresse aux automatesamestnuerlques en gZnZral, et la
section 2.4 sOintZresse "~ deux sous classes des autonateaintes numZriques.

2.1 Automates de Presburger

Les automates de Presburger ont ZtZ dZbnis dans [SeidPé08] par Seidl, Schwentick
et Muscholl dans et des variantes de ces automates ont diZsAtans [Seidl et al., 2004]. Dans
ces travaux, les auteurs considerent des arbres dOaritidmate, ordonnZs ou non, et ZtiquetZs
sur les nluds par des Ztiquettes dOun alphkbét

Un automate de Presburger est un tuble (" ,Q,# ,p) o " est un ensemble Pnide sym-
boles appelZ alphabe), est un ensemble bni dOZtatsst une formule darBresbForm({zq |
g# Q}) et# estune fonction d® / " dansPresbForm({zq | q# Q}).6

DZbnition 2.1 (Langage dOun automate de Presburge8pitA = (* ,Q,#,p) un automate
de Presburger. Pour tout Ztpde IOautomatea (q) $ EArbres est lelangage associZ ~ |0Ztat
g. Pour toute formulg’ dansPresbForm({z, | g # Q}), La(p) $ A est lelangage associZ
“laformule p’. La(q) etLa(p) sont rZcursivement dZbnis par :

P La(q) est I0ensemble dOZIZments dOarbres

alLa(p )l
"( q,a)=p"

P soitQ = {q,...,q}, alorsLa(p) est IOensemble dOarbres

%zq,) aLa(cn) |aa@hzq) & La (o).
LEP

Le langage de IOautomate notZL (A), est IOensemble dOarhrgép).

Les automates de Presburger ont diverses bonne propriaiiesdans [Seidl et al., 2003],
dont certaines sont citZes ci-dessous.

ThZoreme 2.2 ([Seidl et al., 2003], ThZoreme 2)a famille des langages dZbnissables par un
automates de Presburger est effectivement close par untensection et complZmentaire.

ThZoreme 2.3 ([Seidl et al., 2003], ThZoreme 1)_e vide dOun automate de Presburger est dZ-
cidable.

®Rappelons quéresbForm({zq | q ! Q}) est IOensemble des formules de |QarithmZtique de Presburge
construites sur IOensemble de variafatgs q! Q}.
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Un automate de Presburggrest ditdZterministesi pour tout ZIZment dOarlerd existe un
et un seul Ztat de IOautomatel quee appartient L o (0).

Proposition 2.4 ([Seidl et al., 2003], ThZorsme 3Pour tout automate de Presburgér, un
automate de Presburger dZterminigtepeut stre construit tel qué (A) = L(A").

2.2 Automates " contraintes numZriques

Les automates ~ contraintes numZriques que nous allonsrdiéiphune extension des au-
tomates de Presburger ~ un alphabetiZnombrable et o+ les contraintes de Presburger sont
remplacZes par des contraintes plus gZnZrales.

Un automate "~ contraintes numZriques (ACN)est un quadruplet' ,Q,# ,F) o " est
un ensemble de symboles dZnombrable appelZ alphabet weriflai est un ensemble bni
dOZtat# est une relation su®@/ ! (") / ! (NQ) appelZe relation de transition de IOautomate
FinalementF $ ! (N®) est la condition dOacceptation de IOautomate. Nous supposola
relation de transition est Pnie (le graphe de la relatiolreit

Les triplets(q,', D ) appartenant # sont Zgalement appeli#ansitions de IQautomate

DZbnition 2.5 (Langage dOun automateSoit A = (" ,Q,#,F) un automate ~ contraintes
numZriques. Pour tout Ztat de IOautomate (q) $ EArbres est lelangage associZ ~ |0Ztat
q et pour tout ensemble dOapplicatibng NQ, LA(D) $ ! (A, ) est lelangage associZ D.
La(q) etLa(D) sont dZpbnis rZcursivement par :

b La(q) est IOensemble dOZIZment dC)a}rgr’% yer " ILAD)];

b soitQ = {q,...,0h}, alorsLa(D) est IOensemble dOarbres

(
La(D)=  d(a)ala(m)laaal(o) ala(o).
d#D

Le langage deA, notZL (A), est IOensemble dOarhrgéF ).

Remarque 2.6 (Forme des transitions dOun ACN$oientA = (" ,Q,#,F) un automate et
(g,',D ) et(q,',D ") des transitions dar# . Par dZpbnition d& (A), le langage de IQautomate
A, il est facile de voir que celui-ci ne change pas si les deamditions(q,',D ) et(qg,',D )
sont remplacZes par la transitiq,',D 1 D"). Ceci peut stre Ztendu " tout sous ensemble
dZnombrable de transition d& qui ne different que par leur troisisme composante. Plus-prZ
cisZment, s{(q,",D ;) | i # 1} est sous ensemble de (pour un certain ensemble dZnom-
brablel), alors le langage de IQautomate= (" ,Q,#,F) est Zgal au Iangage de IOautomate
A'=(",Q,#,F), 0 # estlarelation®# " {(q,,Di)|i#1})1{(a,", " 4 Di)}.

Nous en concluons que tout automate " contraintes numzigue (" ,Q,# ,F) est Zqui-
valent ~ un automate " contraintes numZriquas= (" ,Q,# ,F) o la relation # est fonc-
tionnelle dans les deux premieres composantes, cd4d,3jD ) et(q,',D ") appartiennent
# ,alorsD = D"

Si IOarbre appartient L (A), on dit que IQautomatereconna”iOarbre.”

"Ce terme vient de la mZthode usuellement utilisZe pour wsta arbre appartient au langage dOun automate,
savoir calculer une exZcution de IOautomate sur IQaripia. éxtion suivante sur ce point.
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Exemple 2.1 Nous prZsentons ici plusieurs exemples dOautomatesdintegmumZriques. Ce
que nous considZrons ici comme la hauteur dOunecastda hauteur de IQarlj constituZ
de cette unigue arste.

(i) AutomateA = (* ,Q,#,F) reconnaissant tous les arbres de hauteur @n= {q},
#= {(9," {09} etF = {(q!" n)|n 3 1}. LOidZe ici est quex (q) est IOensemble
de tous les ZIZments dOarbres de hauteur ubadapl="[ {{}} ]. La condition dOaccep-
tationF exprime le fait quOun arbrest de hauteur un si et seulementsin &'[ {{}} ]
etn 3 1L

(i) Tout automateA = (" ,Q,#,F) avecF = {0%} reconna’t uniquement |Oarfre ceci
indZpendemment d@ et# .

(i) Construisons un automatd = (* ,Q,#,F) reconnaissant le singletdrt} oe t est
|Qarbrd a[{ a[{} 1, bi{} T}, bI{ bI{} 1. K{} 1}]} ou, de faeon visuelle, IOarbre reprZsentZ sur
la bgure 1.
LOidZe est dOintroduire un gaiar ZIZment dOart@diffZrent dang et de construire
de fason " ce que pour toug, La(g) = {€}. Les ZIZments dOarbres diffZrents dans

tsonte; = alft], e = D} ] es = al{er, ex}] etey = b{ez e}] Donc,Q =
{0, Ge,, Gy, O, } - La fonction de transitio# est dZPnie par :

£ (G {3, {0%), 3
po (G (B {09)),
# (% {3, {(G " 10" 161" 00 ' O)),
(o (B, {(ce 1" 0.0k, " 2.0, ™ 0., " O)})

Fic. 1 B A gauche, une reprZsentation graphique de |@arbeg ~ droite une reprZsentation
graphique du meme arbre sur laquelle chacune des aretesnastZe par I0ZIZment dOarbre

quOelle dZpnik; = a[f} ], &2 = bif} ], e3 = a{er, ex}] etey = H{er, &, €3}].

(iv) Construisons un automai® = (* ,Q,#,F) reconnaissant IOensemble des arbres bi-
naires complets de hauteur deux (cad ayant la meme strugtigréOarbrereprZsentZ sur
la bgure 1). LOidZe est dOintroduire ungZtear structure diffZrente dOZIZment dOarbre
apparaissant dang(la structure de exceptZ) et de garantir pér que pour toute struc-
ture, La(gf) reconna’t exactement les arbres ayant cette structurestiiedures dif-
fZrentes rencontrZes sont une seule arete, ~ laquelle oredaiespondre IOZtat, et
une arete avec deux successeurs qui sont elles-memes saosssaurs, ~ lagquelle on
fait correspondre 10Ztgt. Donc, nous obtenons IQautomate suiva@t = {qu, &},

#= {(q," {0%)), (" {(@!" 2¢!" O})}etF = {(@m! 0,¢!" 2)}.
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v)

(vi)

Le langage de |Qautomae= (" ,Q,# ,F) dZPni dans ce qui suit est IOensemble des
arbres dont le nombre dOarstes successeurs de la racineneistrpQ = { g}, # contient
comme unique transitiofg," ,NQ) etF = {(q!" n) | n nombre premig.

Le langage de IQautomate= (" ,Q,#,F) dZbni dans ce qui suit est IOensemble des
arbres plats (de hauteur un) pour lesquels le nombre ddamteesseurs de la racine
ZtiquetZes paa est pair et le nombre dOarstes successeurs de la racinetZaspab

est impair :Q = {aa, &, g}, # contient les transitioné, {a}, {0°}), (o, {b}, {0°}),
(a.{a,B},{0°}) etF = {(ga " Na, & " Npg!" n) | naestpairn, estimpairn #

N}. LOidZe ici est que IOensemble dOZtats de IOautomateettieke faire la distinction
entre les ZIZments dOarbres (de hauteur un) Ztiques/b paune autre Ztiquette.

(vii) Le langage de I1Qautomate= (" ,Q,#,F) dZbni dans ce qui suit est IOensemble des

arbres plats (de hauteur un) pour lesquels les aretes |seassde la racine peuvent
stre partitionnZs en deux multiensemble de taille Zgalptdenier contenant uniquement
des ZIZments dOarbres ZtiquetZs parb et le second contenant uniquement des ZIZ-
ments dOarbres ZtiquetZszpan c. Autrement ditt appartient L (A) si et seulement si

t = {en,...,en} ({ €,...,€,} et pour touti dansl..n, g appartient "{a, B}[A, ]

et e appartient “{a,c}[A, ]. Alors Q = {q,, ¢} et la fonction de transition assure
quelLa(ap) = {a,B[A]etLa(a) = {a,c[A:]. Donc,# contient les transitions
(o, {a, B}, {0%}) et (q,{a,ct,{0°}). La condition dDacceptation &st= {(q, !"
n,gc!" n)|n#N}.

(viii) Le langage de IQautomate= (" ,Q,#,F) dZPni dans ce qui suit est IDensemble des

(ix)

)

(xi)

arbres binaires pour lesquels chaque nlud a zZro ou deursaBticcesseurs et dans ce
dernier cas IOune de ces arstes est Ztiquetaepdautre par. Q = {a, o}, # contient

les transitiongd,, {a},D) et(gp, {b},D) 0* D = {(ch " O, " 0), (" L, "

1)} etF = D.

Le langage de IQautomate= (" ,Q,#,F) dZbni dans ce qui suit est IOensemble des
arbres dont tous les niuds ont autant dOaretes successeustZes paa que dOaretes
successeurs ZtiquetZes parQ = {as, Gy}, # contient les transitiongos, {a}, D),

(g, {b},D) 0D = {(qa!" Nn,qp!" Nn)|n# N} etF =D.

Les deux derniers exemples illustrent comment on pelahifles propriZtZs faisant in-
tervenir la hauteur des arbres. Tout dDabord, prZsentantoumated = (" ,Q,# ,F) de
langage IOensemble des arbres dont la racine a au plusagetesesuccesseurs de hauteur
supZrieure " deux® = {, o}, # contient les transition&y, " ,{0°}), (&, " , {(cn "
Ny, " no) | Nt 3 Lny,#N})etF = {(m!" ny,p!" ny | N, % 4,ny, # N}. Ici,

La (o) est IOensemble des ZIZments dOarbres de hauteup (apeest IOensemble des
ZIZments dOarbres de hauteur supZrieure ou Zgale ~ deux.

Finalement, IQautomate= (" ,Q,# ,F) reconna’t les arbres pour qui toutes les arstes

" profondeur impaire (en commeneant = compter " 1 pour le mivesous la racine) sont
ZtiquetZes paa et il nOy a pas de restriction pour les autres arstes. LOsnsg@Vtats

de 10automate €8t = {Gaa, Ga, Ga, Gerr} . LOensemble des transitions de 10automate est
(q,',D ),0°q,',D sontdonnZs par les lignes du tableau ci-dessous,;0m-,, m3 dZ-
signent nOimporte quel nombre naturel (positif ou nuh gt, sont des nombres stric-
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tement positifs.

D ‘ q
1 {(Ga!" M1, ! 0,0Ga!" O0,Gr!" 0)} {a} Gha
2 {(Ga! My, ! 0,0 0,Gn!" 0)} "t {al
3 {(Ga!" My, ! N, " 0,Gn!" 0)} "t {al Ger
4 {(Gaa!"" M1, !" N1,0Ga!" 0,Gn!" 0)} {a} Ga
5 {(Gaa!" M1, !" N1, G " N2, Gr!" 0)} " Gerr
6 {(Gua!" M1, G!" 0,0 ! N1, Gerr!" 0)} " Ca
7 {(Gua!" M1, Ga!" M2, 0 !" M3, Gy !" Np)} " Gerr

LOensemble dOacceptafioest{ (Gaa " M1,0a " 0,0a " M3, G !" 0) | My, m3 #

N}. Pour une prZsentation intuitive de IOensemble dOZtets-gled de cet automate,
nous utilisons la notion dOexZcution dZbnie dans la seafi@mte. Soit une exZcution

de IQautomate. LOZtat va «tre associZ par aux arstes dZbnissant un ZIZment dOarbre
ne contenant que IOZtiquetté OZtat, sera associZ aux aretes qui ne sont pas ZtiquetZes
para et dont toutes les aretes successeurs et leur descendaniispietZes par (regle

2). Une arete " laquelle associe 10Ztgf dZpbnit une succession dOZgatst o, sur le
chemin entre cette arste et la racine de IOarbre. Ainsigsarste a une arste successeur
laqueller associe I0Ztg4, elle doit obligatoirement stre ZtiquetZe @adans IQarbre (les
regles 3 et 4) et inversement, ISiassocien, Ou Oaa ~ toutes les arstes successeurs dOune
arste, alors celle-ci peut porter nOimporte quelle Ztig@ttse trouve sur un niveay (la

regle 6). Finalement, la regle 5 interdit le mZlange dOZga&t ., au meme niveau, et la
regle 7 assure la propagations de I0Ztat dOerreur vers le hau

2.2.1 ExZcution dOun automate et calcul dOune exZcution

Soitt un arbre e = (* ,Q,#,F) un automate "~ contraintes numZriques. @x&cutiof
de IOautomaté sur IQarbré est une applicatiom qui ~ toute arete det associe un Ztat de
|IOautomata et telle que, si(e) = qete est I0ZIZment dOarbre dZbni par |@apimrse’
appartient "L (). DOapres la dZpbnition dex (g), ceci est Zquivalent ~ dire quOil existe une
transition(q, ', D ) de IQautomate telle que I0Ztiquette de |@apfEartient ™ et le multien-
semblgr(ey),...,r(e)} appartient D, o {ey, ..., &} estiOensemble des arstes successeurs
dee. Une exZcution est ditecceptantesi le multiensembldr (e1), ..., r(e)} appartient F,
pour{ey,..., e} Ztant IOensemble des arstes successeurs de la racindadileste voir que
|Qarbre appartient au langage de IQautorat et seulement sQil existe une exZcution accep-
tante deA surt.

Exemple 2.2 ConsidZrons IOautomatelZbni dans [Oexemple 2.1 (iR) reconna’t IOensemble
des arbres dont tous les niuds ont autant dOarstes succes&iguetZes par que dOarstes
successeurs ZtiquetZes paRappelons qué = (" ,Q,#,F) etQ = {as, G}, # contient les
transitions(gy, {a}, D), (b, {b},D) 0¢ D = {(Ga " N, !" n) | n# N} etF = D.

Une exZcution de cet automate sur IOarpai} 1, o{} 1, a[{ a[{} 1, oi{} T}, bi{ al{} 1, bi{} 1} ]}

(" gauche) est prZsentZe ci-dessous (" droite) :

8Nous utilisons ici le mot C exZcution E comme traduction duamglais C run E habituellement utilisZ dans ce
cas.
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Remarquons que cette exZcution est acceptante car lemsattidle(g, " 2,q, " 2) appar-
tient ~ la condition dOacceptation de IOautomate.

Comme dOhabitude, tester I0existence dOune exZcutanteae |Oautomake pour
|Oarbre est une mZthode pour testet sippartient au langage de Naturellement, pour faire
ce test il sufbt dOZnumZrer toutes les exZcutions possitesser si IOune dOentre elles est ac-
ceptante (faisable pour des arbres bnis et des automatesbtadni dOZtats). Mais la mZthode
plus astucieuse est de construire directement une exZ@di@ptante ; on dit alors quCah
cule une exZcution. Il 'y a usuellement deux manieres pour caleuie exZcution acceptante :
en commeneant par les feuilles de |Qarbre ou en commeneaid pecine. Dans le premier
cas, on parle dOune exZcutisoendanteet dans le second dOune exZcutiestendantePlus
prZcisZment, pour le calcul dOune exZcution ascendammorence par affecter des Ztats aux
arstes sans successeurs et on continue " affecter des @t@teeenontant E dans |Qarbre. Pour le
calcul dOune exZcution descendante on commence parrafeci#ats aux arstes successeurs
de la racine et on affecte les Ztats aux autres aretes en €hdest E dans I0arbre.

Calcul dOune exZcution ascendante

Comme nous IOavons remarquZ, Ztant donnZ un autreaten arbret, dire quOil existe
une exZcution acceptante depourt est Zquivalent " dire que IQarhrest reconnu par I0au-
tomateA. Ceci nous donne donc une mZthode pour tester si un dppartient au langage
dOun automate : il sufbt de tester [Qexistence dOuneoaxameptante. Dans ce qui suit nous
prZsentons une mZthode de construction dOune exZcutioteate acceptante, lorsque celle-ci
existe.

ConsidZrons |Qautométe= (" ,Q,#,F) et10arbre. Soitr I0exZcution que nous sommes
en train de calculer ; initialememi(e) est indZpbni pour toute ar-tde |Oarbré. Les aretes
dont on calcule IOimage paen premier sont les aretes sans successeurse soi telle arste.
Sietq(e) = a, alors pour toute transition de IQautomate de la f@ggneD ) aveca # ' et
0 # D, on peut dZPnir(e) comme Ztandg. Donc, pour pouvoir calculer(e) lorsquee est une
arete sans successeurs, il sufbt de pouvoir identiperddesearansitions de IQautom@ie’, D )
pour lesquelle§® appartient D etetq(e) appartient ™ . Soit maintenané une arete telle que
pour toute arstee’ successeur de r(e) a ZtZ calculZ et saitlOZtiquette de ConsidZrons le
multiensembled = {r(e1),...,r(e)}, oe {ey, ..., e} est IOensemble des arstes successeurs
dee. Alors pour toute transition de [Qautom@ge, D ) telle quea # ' etd # D, I0Ztat est
une valeur correcte poufe). Donc, pour pouvoir calculer(e) pour une arstee quelconque, on
doit pourvoir identiber les transitions de IQautorfgqte D ) telles quea # ' etd # D, ceci
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pour tout multiensembld dansN@. Il est facile de voir que ces deux conditions sont Zgalement
sufbsantes pour dZcider si une exZcution est acceptants.d¥&nissons ci-dessous la notion
dbautomate ~ exZcution calculable qui garantit que cescdaditions sont satisfaites. Notons
que cette notion fait rZfZrence "~ fleprZsentationdOun automate, et non pas " [Oautomate lui
meme (notamment, reprZsentation de la relation de transét reprZsentation des ensembles
de multiensembles apparaissant dans les transitionsuleri®ie).

DZbnition 2.7 (Automate ~ exZcution calculable).Oautomate ~ contraintes numZrigdes
(" ,Q,#,F) estdit” exZcution calculablesi

(i) les triplets(q,’, D ) appartenant # peuvent stre effectivement ZnumZrZs ;

(i) pour toute Ztiquetta et tout ensemble dOZtiquettel que(q,', D ) est une transition
de IOautomate, on peut dZcidex appartient ™ et

(iii) pour tout multiensemble dansN® et pour tout ensemble de multiensembiess N@
dans
{F}1{ D |(q,,D ) dans#}

on peut dZcider sl appartient D.

Remarquons que la premiere de ces conditions sera probabtdoujours satisfaite. Par contre,
suivant le type dOensembles dOZtiquettes et dDensemblégisembles apparaissant dans
les transitions de IQautomate et de leur reprZsentaoteds autres conditions ne seront pas
forcZment satisfaites.

Notons Zgalement que ces conditions sont aussi valablesgsoer si une exZcution (arbi-
traire) de IOautomatesur IOarbreest une exZcution acceptante.

Lemme 2.8 Pour tout automate ~ exZcution calculable et tout arbret, il est dZcidable si
appartient "L (A).

Preuve On sait qud appartient 'L (A) si et seulement sOil existe une exZcution acceptante de
A surt. Il sufbt alors de calculer toutes les exZcutionsAdgurt et de tester pour chacune de
ces exZcutions si elle est acceptante.

2.2.2 Automate dZterministe et automate complet

Comme pour dOautres types dOautomates, les notions d@adifoenministe et dDautomate
complet peuvent stre dZPnies pour les automates ~ corgsamimZriques.

DZbnition 2.9 (Automate dZterministe)LOautomate ~ contraintes numZrigaesst ditdZter-
ministesi pour tout couple dOZtatsy, onaL () 2L A(q) = ! .

DZbnition 2.10 (ﬁutomate complet)LOautomate " contraintes numZrigdes (" ,Q,#,F)
est ditcompletsi” ., = EArbres .

Si A est un automate dZterministe, alors pour tout arfif@xiste au plus une exZcution de
A pourt. SiA est complet, il existe au moins une exZcutiorAdeourt.
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2.2.3 Sous classes dOautomates " contraintes numZriques

Dans la dZPnition des automates " contraintes numZriquesm®avons posZ aucune res-
triction ni sur les ensembles dOZtiquettes, ni sur les blesede multiensembles qui peuvent
appara’tre dans une transition de IQautomate. En parti@idi pourrait meme imaginer des
automates dans lesquels la relation de transition utiseetisembles non rZcursivement Znu-
mZrables. Naturellement, IQintZret de tels automatemi&t IDans ce qui suit nous dZPnissons
deux sous-classes dOautomates " contraintes numZriqaesesbpar des restrictions sur les
ensembles dOZtiquettes et les ensembles de multienspousast «tre utilisZs dans la relation
de transition. Comme nous le verrons plus tard dans cet geivias deux classes que nous
prZsentons ici ont diffZrentes propriZtZs intZressgraegxemple I0appartenance et le test du
vide sont dZcidables, ces classes sont closes par lesiopZkaiolZennes, les automates de ces
classes peuvent stre dZterminisZs.

DZbnition 2.11 (Automate ~ contraintes numZriques sans 4te) LOautomate ~ contraintes
numZriquesA = (" ,Q,#,F) est dit” contraintes sans Ztoileou simplemensans Ztoilesi
pour tout triplet(q, ', D ) appartenant " la relation de transitién

b I0ensemble dOZtiquéttest Pni ou cobni et

b I0ensemble de multiensemBlesst un ensemble sans Ztoile.

DZbnition 2.12 (Automate ~ contraintes numZriques semilidaire) LOautomate ~ contraintes
numZriqueA = (* ,Q,#,F) est dit” contraintes semilinZairesou simplemensemilinZaire
si pour tout triplet(q, ', D ) appartenant ~ la relation de transitién

b I0ensemble dOZtiqueéttest bni ou cobni et

b IOensemble de multiensemiBlesst un ensemble semilinZaire.

Sachant que les ensembles semilinZaires sont exactememdeles des formules de Pres-
burger (le fait 1.2), on en dZduit que les automates "~ corginumZriques dZPnis sur un
alphabet' bni sont Zquivalents aux automates de Presburger, cadgagdOarbrés$ A |
pour” Pni est dZbnissable par un automate ~ contraintes numZraje seulement sOil est
dZbnissable par un automate de Presburger.

DZbnition 2.13 (Automate effectif) LOautomate ~ contraintes numZrigdes (* ,Q,#,F)
sans Ztoile (respectivement semilinZaire) estffiittifsi tout ensemble de multiensembi@gel
que(q, ', D ) est une transition de IOautomate (pour un certairgZta® et un certain ensemble
dOZtiquettes) est un ensemble effectif et la condition dOacceptétiest un ensemble effectif.

Notons que pour quOun ACN sans Ztoile ou semilinZaireifesf@itt exZcution calculable,
il sufbt quOon puisse ZnumZrer les triflgts D ) appartenant ™ sa relation de transition. Les
deux autres conditions pour avoir un automate ~ exZcutitoulzble sont garanties par la dZp-
nition des ACN sans Ztoile et semilinZaires effectifs : d@art, tout ensemble dOZtiquettes
apparaissant dans une transition de IOautomate est bripwitetalonc le test dOappartenance
"' est dZcidable (pour une reprZsentation C raisonnable [ atedOautre part, le test dOap-
partenance ~ un ensemble de multiensembles sans ZtoilerdinZaire effectif est Zgalement
dZcidable.
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2.3 PropriZtZs des automates " contraintes numZriques

Nous Ztudions ici les propriZtZs des automates "~ contsamtaZriques telles la dZtermini-
sation, la cI™ture par les opZrations boolZennes et pamoopiisme, dZcidabilitZ du test du
vide et du test dOappartenance et leur complexitZ.

Nous commeneons par la dZterminisation des ACN (dans lase28.1) : nous Ztablissons
que tout ensemble dOarbres dZPnissable par un ACN estZ®isisisdble par un ACN dZter-
ministe, dont nous prZsentons la dZpnition. On dit alordeguBCN sont C dZterminisables E.
Ensuite nous Ztablissons que les ACN sont clos par les api&rabolZennes. Rappelons quOune
classe dOautomate est close par union (respectivementepsedtion et par complZmentaire)
si pour tout couple dOensembles dOagyfEsdZPnissables par un automate de cette classe,
IOensemble dOarbBes T (respectivemens 2 T et! S) sont Zgalement dZbnissables par un
automate de cette classe. Nous montrons Zgalement que s clos par les homomor-
phismes dOZtiquettes (dans la section 2.3.3). Intuititeomehomomorphisme dOZtiquettes est
une application dé¢ dans un ensemble dOZtiquetteZtendue de manisre canonique sur les
arbres. Finalement, nous nous intZressons au test du de l@section 2.3.4) et au test dOap-
partenance (dans la section 2.3.5) des ACN. Le probleme studie vide est, Ztant donnZ un
automate, dZcider si le langage de cet automate est IO@nsaabNous donnons une condi-
tion pour que le test du vide dOun ACN soit dZcidable ; cettitamn porte sur les ensembles de
multiensemble® apparaissant dans les regles de IOautomate. Nous propagdesent un al-
gorithme pour le test du vide, ce qui nous permet dOZtablisame maximale de la complexitZ
du test du vide, lorsque le probleme est dZcidable. Le proeldu test dDappartenance est, Ztant
donnZ un automat& et un arbre, tester sit appartient au langage de Comme nous avons
dZj" notZ, il sufbt pour cela de tester IQexistence dOungienAcceptante dé pourt. Nous
dZbnissons la notionalffomate ~ exZcution calculablgui donne des conditions sur la reprZ-
sentation de IOautomategarantissant la possibilitZ de calculer une exZcutionptacte deA
pourt, et donc de rZpondre au probleme du test dDappartenana@olsldonne Zgalement une
borne maximale de la complexitZ du test dOappartenance.

2.3.1 DZterminisation

Nous montrons ici que les automates ~ contraintes numzZigaet C dZterminisables E :
pour tout automate " contraintes numZriqées! existe un automate ~ contraintes numZriques
dZterministeA 4ot tel que les langages e et A ger coencident. Pour faire la preuve, nous dZb-
nissons un tel automateyet.

ConsidZrons pour la suite IQautorfate (" , Q,# ,F). Nous allons construire IOautomate
dZterministéAget = (" , Qdet # det Fdet) tel queL (A) = L (Ager).

Tout dOabord, IOensemble des Ztaiggest IOensemble des partiesde

Quet= ! (Q).
Pour tout Ztatv dansQget, S0it$w $ EArbres 10ensemble dOZIZments dOarbres dZpbni par
1 1
$w= La(q) 2 EArbres " La(Q). (2.1)

aHw g#Q! w
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Nous allons construire IOensemble de transitiapsde telle fason que pour towt # Qet,
LAag(W) =$ w. (2.2)

Il estimmZdiat que siX1) est vZribZ, alors IOautomatg; est dZterministe.

Pour tout multiensemblg dansN®, soitHy $ NR¢et [Oensemble dZpni par :

*

+ )W # Qet) qf W..Nwgq# Ntelgque:
h # Hy si et seulement s 0)a#Q. 2 Qe | W Owq = d(g) et
B 0 ) w # Qdet- q#W nw,q = h(W)

Remarquons que cette dZPnition nous garantitqu = 0 et doncHy est un ensemble bni.

Pour la suite de la construction de IOautomate dZtermmiste adoptons une notation. Soit
$ IOapplication d@qet dans! (EArbres ) qui ™ tout w dansQget associe I0ensemiilg, dZpni
ci-dessus (2.1). Pour tout ensemble de multiensentblesnsNQde, nous notons parH, $ "
IOensemble dOarbres

H,$" = ( h(wi) &$( wq) |&aadl(wy) a$( wy)
h#H

o* {wy, 444wy} estlOensemb@yer. (Rappelons que pour tout entier naturedt tout ensemble
dOZIZments dOarfiren 4T est IOensemble dOarkfes, ..., e} | & # E}.)

Lemme 2.14 Pour toutD $ N9, soitHp = ) gup Hd- AlorsLa(D) = 'Hp,$".

Preuve SoitQ = {,...,0h} €t Qget = {W1,...,Wx}. Supposons dOabord que |Odrbre
appartient L a (D), cad, par dZbnition, il existe un multiensemiléansD tel quet appartient
" IOGensemble dOarbres

d(cn) ala(q)|adal(an) aLa(oh).

Autrement dit, ils existent des ZIZments dOagresur toutq # Q et toutj # 1..d(q) tels que

- [l q G I
t= {ell,...,edl(ql)}(aaa({e1 oo, €

-+ € (g} (2.3)

et eq # L a(q) pour tousq, j. Remarquons que, par dZpbnition 8gg, pour tous, j, I0Z1Zment
dOarbreJq appartlent exactement un dééw), pourw dansQqet; de plus, Squ appartient
$(w), alors nZcessairemegtappartient "w. Pour toutq dansQ et pour toulw danstet tel
queq # w, soitty q le multiensemble constituZ des ZIZments dOarbreseﬁarm| d () qui
appartiennent $( w) et soitn, ¢ le nombre dOZIZmentsth,q. Par dZbnition de$( w) on sait
que
()) pour tousw,q,w,q tels queq # w etq # w, les multiensemblet, q etty: ¢ ont des
ZIZments en commun si et seulement si w'.

En utilisant la dZPnition desg, , on en dZduit que
t=( W#Qgepattw Tw,g- (2.4)

: . _ #
Soit maintenanth Ievmultlensemble dari$Q¢et tel que pour toutv dansQge, h(w) = aqtw Mw,g-
Maintenant, par dZPnition dég q etny g, On sait que pour touw, g, le multiensemble (cad



32 Chapitre 2 : Automates

|Oarbre)y q appartient “ny, q &$( w). Donc, de (2.4) nous dZduisons facilement que IOarbre
appartient ”
h(wq) &B( wq) |da &l(wy) &B( wy). (2.5)

gemarquons Pnalement que, par dZpbnitiontggset desny, q et par §), pour toutq dansQ,
WHQuadaprw Mw,g = d(qg). Il en suit queh appartient "Hy et donc "Hp, et de (2.5) nous
dZduisons queappartient THp, $".

Supposons maintenant que |Qatbagpartient “'Hp,$". Soith le multiensemble dans
NQeet te] que IOarbrieappartient ~ IOensemble dOarbres

h(wy) a8(wy) |aadl(wi) as( wy).
Autrement dit, IOarbteest de la forme
t={e",..., h(W )}(aaa({elk,.. h(Wk)} (2.6)

o pour tousw, j , I0ZIZment dOarb}‘eappartlent "$(w). Soitd le multiensemble dard tel
queh appartient Hy. Par dZpbnition, nous savons quQils existent les entierslsat, .q pbour
toutw dansQget €t pour toutg dansw tels que

4

pour toutq dansQ, Nw,q = d(0) 2.7)
\QAV.#Qded g#tw

pour toutw dansQget, Nw,g = h(w) (2.8)

og#w

Nous savons, par dZbnition disw), que pour toutv dansQget et pour toug # w, IOensemble
$(w) estinclus dank (q). Soient maintenant les ZIZments dOathrgspour toutw dansQget
et pour toutg dansw tels que :

D pour tousv, g, ty q est composZ dey, q ZIZments dOarbres paehyj. . . ey

D pour toutv dansQget, {e1 eh(W } = (gpw twg-
Par dZPnition demy, q et par (2.8), ceci est toujours possible. Maintenant, peniion des
$(w), on sait que pour tout dansQqe; et pour toutqg dansw, chacun des ZIZments dOarbres
composanty,q appartient "L o(g). Donc, par (2.7) nous dZduisons que pour pdansQ,
|Qarbrg wH#Quedgttw tw,q €St composZ dd(q) ZIZments dOarbres et chacun de ces ZIZments
dOarbres appartient.a (). Autrement dit, IQarbteappartient "d(cy) & La () |aéaad(on) &
La(qg,) et donct appartient La(D).

Suite au lemme prZcZdent, pour tout ensemble de multiefesemb$ N°, soitHp $
NQeet |Oensemble de multiensembles tellgnéD) = 'Hp, $". Par dZbnition, pour togt# Q,

(
La(a) = "[La(D)]

(qY"YD )#"

et donc, par le lemme 2.14, pour taut Q,

(
La(a) = "['Hp,$"].

(q,D )#"
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Donc, par dZpbnition, pour tout # Qet,

5 7 5 7
1 ( 1 (
$w= 6 '['Hp,$"18 2 EArbres " 6 '['Hp,$"18 .

Q| otw  (q,"D )#" a#Q | a$av (a.,",D)#"

Maintenant, pour toulv # Qget €t pour toutq '# w,
5 7

( 1
EArbres " 6 '['Hp,$"18 = EArbres " ' ['Hp,$"].
(q."D )#Delta (gD )#"

Il est facile de voir que pour tout ensemble dOZtiqueiesout ensemble dOarb&EArbres "
"[S]="'[AI]1' [A: S]. En utilisant cette derniere ZgalitZ et le lemme 6.10, nddkigsons que
pour tout ensemble de multiensembesEArbres " ' ['Hp,$"] = ' [INQdet, $"]1" [I NQuet”
Hp,$"]. Nous en dZduisons que pour teu# Qget,

$ =
w 5 7
1 ( 1 1 9 ;
6 ' [INQue, $718 2 "['Hp,$"]1" [N Hp,$"]
g#Q | g#w  (q,".D )#" a#Q | g$w (q,".D )#"

Dans cette expression, toutes les unions et intersectiomgssies, donc IOexpression peut stre
mise sous la forme dOune union dOintersections, et il kstda/oir que chacune des ces
intersections est de la forme,,, ' i['Hi,$"], o* | est un ensemble bni, lés sont des en-
sembles dOZtiquettes etHgssont des ensembles de multiensembles #itvs. Remarquons
maintenant que chacune des intersections se rZduit en emielesdOZIZments dOarbres de la
forme' ['H, $"], 0c' $ " etH $ NQ En effet, dOune part, pour tous ensembles dOZti-
quettes, (et tous ensembles dOarb®ed, on a' [S]2 ([T] = (' 2 ()[S 2 T] et dOautre
part, il nOest pas difbcile de voir que pour tous ensemblesiliensembledd, H " $ NQuet,
onalH,$"2!H,$™ = IH 2 H",$". 2 Soit doncw # Qe et les ensembles dOZtiquettes
‘)j et les ensembles de multiensembitgs pourj # J etJ un ensemble bni, tels qée, =

j#3 i['H;,$"]. Soit la relation de transitio# get SurQget/ ! (") / ! (NQeet) qui contient
exactement les tuples

(w," j,Hj)

pour toutw dansQget €t pour touj dansJ avecJ, les' j et lesH; comme dZbnis ci-dessus.
Soit PnalemenEget = Hp. DOapres ce qui a ZtZ dit prZcZdemment, il est facile de weir q
|Oautomat get = (" , Qdet # det, Fdet) reconna’t le meme ensemble dOarbres que IQautdmate
et, par (2.1), cOest aussi un automate dZterministe.

Nous avons donc montrZ que pour tout automate ~ contrainte&riques on peut dZbnir un
automate " contraintes numZriques dZterministe Zquivemarquons Zgalement que IOauto-
mateA get tel que nous IOavons dZbni, est Zgalement un automatetcarapieient de fait que
w =1 estZtat d& ger

Proposition 2.15 Pour tout automate " contraintes numZriqués il existe un automate "
contraintes numZriques dZterministe et compilgttel queL (A) = L(A").

Pour cette derniere propriZtZ, voir Zgalement le lemme. 6.10



34 Chapitre 2 : Automates

Remarques

Le nombre dOZtats de IOautomate dZterministe est exgatemsile nombre dOZtats de
|IGautomate dQorigine. De plus, de manisre globale, le eamransitions pour un Ztat de I0au-
tomate dZterministe peut stre exponentiel en le nombre®@étlOautomate dOorigine (cad pour
certains Ztate de IOautomate dZterministe, le nombre de transitions aierlav,', D ) # #
est enO(2/Q), oe Q est IOensemble dOZtats de IOautomate dDorigine).

Remarquons que si IOautomate de d2past ~ exZcution calculable, alors I0autordaie
est Zgalement ~ exZcution calculable. Ceci signibe qu@gatar? un multiensemblesurNQdet,
on peut dZcider $i appartient " chacun désp et, de ce fait, ~ IOensemtieapparaissant dans
une transition dé\get. Notons que pour cela il nOest pas nZcessaire de C caleslenBdmbles
Hp, il sufbt de pouvoir effectuer un test dOappartenance @exmbiesD apparaissant dans
une transition de IQautomate dOorigine. Techniquemamieaspond bien au fait de calculer
tous les exZcutions possibles.

2.3.2 Cl™ture par les opZrations boolZennes

Nous Ztudions la cl™ture des ACN par complZmentaire, urifgersection.

Cl™ture par complZmentaire

Les ACN sont clos par complZmentaire : pour tout AGNil existe un ACNA" dont le
langage est le complZmentaireldgd) dans IOensemble de tous les arBres

Nous avons vu dans la section 2.3.1 que pour tout autofate(" ,Q,# ,F), il existe
un automate dZterministe et complet Zquivakeqt = (" , Qdet # det, Fde). DOautre part, nous
avons remarquZ que IQapplication qui ~ chaquegftansQge; associe IOensemble dOZIZments
dOarbresa . (q) est une partition de IOensemble des ZIZments dOarbrgscestaEtapplication.
Alors, avec les notations introduites pour la dZtermiiisadOun automate(A) = L (Age) =
I Fger, $". Il NOest pas difbcile de voir gie " L (Aged = N0 Fye, $". Nous en concluons
que IOautomatecompi = (", Qdet, # , NQeet" Fgep) est tel quek (Acomp) = A1 " L(A) etdonc
les automates " contraintes numZriques sont clos par cameplzire.

Cl™ture par union

Les ACN sont clos par union : pour tous automateB , il existe un automat€ dont le
langage est ZgallC(A) 1L (B).

SoientA = (" ,Qa,#a,Fa) etB = (" ,Qp,#5,Fs) deux automates. Sans perte de
gZnZralitZ, nous pouvons supposer que les ensembles @aZ&4tQg sont disjoints. Nous
commeneons par dZbnir les automakeset B" qui sont Zquivalents A et B respectivement
et dont IOensemble dOZtatastl Qg. Pour tous ensembles Pnis non vidgsQ" et tout
multiensembled dansN®, soitaugd, Q, Q") le multiensemble dan¥?R" qui coencide avec
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d sur IOensembi@ et associ® " tout g dansQ". Formellement, pour towtdansQ 1 Q',
<

d(q) sig#Q
0 sinon

(aug(d,Q,Q))(a) =

Nous Ztendons cette notation aux ensembles de multieresempbur tout ensemble de mul-
tiensemble® inclus danN®, aug(D, Q, Q") $ NR'Q" estIOensemble de multiensembles

augD,Q,Q") = {augd,Q,Q) | d # D}.
La relation de transition de IOautomate= (" ,Qa 1 Qg ,# »,F,) estdZPnie par :

#a=1{(a", augD,Q,Q)) | (q,’,D ) # #a}
et la condition dOacceptatibp est I0ensembirig(Fa, Q, Q).
LOautomatB” = (" ,Qa 1 Qp,# 5, Fg) est dZpni de fason similaire.

Il est facile de voir qué (A) = L(A") etL(B) = L(B"). En effet, pour tout ZtafdansQg ,
L a1(g) est vide, de memé.g:(q) est vide pour tout] dansQa et pour toutD dansNQ Qs
L a'(D) ne dZpend pas des (g) pourqgappartenant Qg . ConsidZrons maintenant IOautomate

C=(",QalQs.#,1#5,Fp1Fg).
Lemme 2.16 Le langage de IQautomateest IQunion des langages des automAtesB .

Preuve DOapres la dZbnition @ il nOest pas difbcile de voir que pour tout atbsér est

une exZcution acceptante @esurt, alorsr est une exZcution acceptantefdsurt our est une
exZcution acceptante esurt. LOinverse est Zgalement vrai : toute exZcution acceptafite
surt est Zgalement une exZcution acceptante dert, et pareil pour [Oautomaie

Cl™ture par intersection

La cl™ture par intersection des automates " contrainteZriguras suit directement de la
cl™ture par union et de la cI™ture par complZmentaisgnitijue pour tous automatésB ,
LA)2L(B) = A " ((Ar " L(A) 1 (A " L(B))). Cependant, dans ce cas, le calcul
de IQautomate dZterministe demande trois calculs dOmma@utomplZmentaire, et donc trois
calculs dOun automate dZterministe, ce qui est beaucpupateux.

Un automate intersection peut stre construit Zgalementtiéisamt un automate produit.
SoientA = (" ,Q,#,F) etA" = (" ,Q",# ,F") deux automates. ConsidZrons IQautomate
produitAg = (* ,Qg,#&,Fg) dZbni par : I0ensemble des Z@agsest le produit cartZsien
Q/ Q' larelation de transitio# g est

#e={((9,9),” 2" ,prod(D,D",Qg)) | (a,,D ) # #,(q,"” \D)##}

oe pour D, D " Ztant des ensembles de multiensembles d&het NQ' respectivement, IOen-
sembleprod(D, D *, Qg ) est le sous ensemble 8" dZbni par :

prod(d,d’, Qg)
d#D,d'#D"
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et, Pnalement, pour tous multiensembdes” dansN® et N?' respectivement, IOensemble de
multiensembleprod(d, d”’, Qg ) est dZbni par :

* = # . .
. : 2)a# Q| guoh((g,9)) = d(a) /
prod(d,d’,Qg) = h# N? Zet 4 0
) #Q|  goh((a,q) = d(a)

Finalement, la condition dOacceptatiorpest(F, F *, Qg ).

Cette construction assure que pour tout @at)) de IOautomate proddit, , le langage de
cet Ztat danfg est IQintersection des langages des JtasA etq dansA”, cad

La. ((a,0)) = La(d) 2L ax().

Notons que si les automat@setA" sont dZterministes et complets, alors IOautomate produit
A/ A"lOest aussi.

Remarques

Le calcul de IOautomate complZmentaire est aussi cozteur galcul de [Oautomate dZ-
terministe, et si un automate est "~ exZcution calculabbstaDssi le cas de son automate com-
plZmentaire. Pour IOunion, IOautomate union a une taii®excede pas la somme des tailles
des automates dOorigine. Le caractere dOexZcution lwelesteprZservZ. Par contre, IOunion de
deux automates dZterministes, telle quQelle est dZeritEsulte pas en un automate dZtermi-
niste. Finalement, un automate intersection de deux atésrpaut «tre construit dont le nombre
dOZtats nOexcede pas le produit du nombre dOZtats desceateawOorigine.

Les rZsultats de cette section nous menent " la proposiiiaiessous :

Proposition 2.17 Les automates ~ contraintes numZriques sont clos par umiersection et
complZmentaire.

2.3.3 ClI™ture par homomorphisme

Nous commeneons par dZbnir ce quOest un homomorphisnueifBztiet ce que nous
Ztendons par C cI™ture par homomorphisme (dOZtiquétes)ite. nous montrons que les au-
tomates " contraintes numZriques sont clos par les homdnsonps dOZtiquettes.

DZPnition 2.18 (Homomorphisme dOZtiquette§oient” " un ensemble inbPni dZnombrable
dOZtiquettes (pas forcZment disjoint Jleet soith, une application d& dans" ". Lomo-
morphisme dOZtiquettidbni pah, est IQapplication: EArbres 1A, " EArbres: 1A,
dZbnie par :

D Pour tout ZIZment dOar&jtg dansEArbres , h(a[t]) est I0ZIZment dOaihréa)[h(t)] ;

D Pourtout arbrges, ...,en} dansA, ,h({eq,...,en}) est IOarbr{ah(el), ..., h(en)}.

Intuitivement, IOhomomorphisme dOZtiqubteest un rZZtiquetage dOarbreshpar
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Pour IOensemble dOZtiquéttds” , nous noterons pdn () I0ensemble dOZtiquette’s de
qui est IOimage deparh, . De meme, siS est un ensemble dOarbred\de h(S) est IOensemble
dOarbres d&, ' image deS par IOhomomorphisme dOZtiquéttes

On dit quOune classe dOautomates est close par homomergbidtiquette si pour tout
automateA de cette classe et pour tout homomorphisme dOZtiquetiesitd un automate de
la meme classe dont le langage &$L (A)).

Soit h IBhomomorphisme dOZtiquettes dZbni par IOapplicatioh " " " et soitA un
automate "~ contraintes numZriques. Nous allons dZpniol@ateA” = (* *,Q",# ', F ) tel que
L(A) = h(L(A)).

Tout dOabord, I0ensemble dOZtatsad le meme que IOensemble dOZtats dad
Q=0Q
Pour la relation de transitio# ", elle est dZbnie par :

#° = {(a,h ("),D) | (q,,D ) # #}.
Finalement, la condition dOacceptafiorest Zgale F.

Par sa dZbnition meme)" est un automate "~ contraintes numZriques. Montrons que la
construction de\" est correcte.

Lemme 2.19L(A") = h(L(A)).

Preuve Nous allons montrer que pour tout Ztat dgnd. a: () = h(La(q)) et pour tout en-
semble de multiensembl&s dansN®, L (D) = h(La(D)). La preuve se fait par rZcurrence
sur la taille des arbres. Nous dZbnissons la hauteur duenZtarbre pahauteur(e) =
hauteur({€}). Pour tout entier naturel, soitA , I0ensemble des arbres de hauteur aunpits
soit EA, 10ensemble des ZIZments dOarbres de hauteur muNdus montrons que pour tout
entier natureh, pour tout ZtatjdansQs et pour tout ensemble de multiensemke$ NOs

(i) h(La(@) 2EAn = Lai(Q) 2EA, et
(i) h(La(D)) 2An = La(q) 2An.

La preuve est une rZcurrence simple suwutilisant uniquement les dZpnitions dg (q) et
La(D).

Nous en dZduisons immZdiatement la cI™ture des automatesdirtes numZriques par les
homomorphismes dOZtiquettes.

Lemme 2.20 Les automates ~ contraintes numZriques sont clos par hompismne dOZti-

quettes.

2.3.4 Testduvide

Le test du vide dOun automate est dZcider si le langage dearatte est Zgal ~ I0ensemble
vide. Les deux questions qui se posent sont, dOabord, sakotest du vide est dZcidable et
enstite, si cOest le cas, conna’tre la complexitZ pouueffee test.
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Remarquons que le test du vide pour les ACN nOest pas déadalslle cas gZnZral, ceci
cause de la grande gZnZricitZ de la dZpbnition de ces awperaparticulier, dans une transition
(9,',D ) dOun automate " contraintes numZriques,

(i) 1Gensemble est quelconque, et~ priori le vide nOest pas dZcidable lpctlagse de) cet
ensemble ;

(i) 1OensemblB est quelconque, et~ priori le vide nOest pas dZcidable lpatlagse de) cet
ensemble.

Cette deuxisme condition sOapplique Zgalement " IOersdatceptation dOun autonta}e (
Nous illustrons ci-dessous deux exemples simples qui montue ces deux propriZtZs font
obstacle " la dZcidabilitZ du vide dOun automate.

P ConsidZrons |Qautomate= (" ,{d},#,F) " un seul Ztat, ave¢ contenant IOunique
regle (q,', {O°}) etF = {14} . Intuitivement, cet automate reconna’t les arbres ~ une
seule arete ZtiquetZe par une Ztiquette darlse langage de cet automate est vide si et
seulement si est IOensemble vide.

P ConsidZrons |Qautomate= (" ,{d},#,F) " un seul Ztat, ave¢ contenant IOunique
regle (g," ,{09}) etF estun sous ensemble NalZPni comme le langage dOune machine
de Turing. LOautomatereconna’t les arbres plats (de hauteur un) alyamttes, poutk
appartenant F . Le langage de cet automate est vide si et seulement sihdi@aseest
vide.

Ces deux exemples peuvent para’tre anecdotiques. Cepdadmuxisme cas est rencontrZ
dans cette these, lorsquOon sQintZresse "~ un automateaintestnumZriques dont le langage
est un ensemble dZPni par une formule de la logique spdtaigue dZpPnie dans le chapitre
suivant) . En effet, dans le chapitre 5 quOil existe une ferlogique de la logique spatiale pour
laquelle on peut dZPnir un automate ~ contraintes numZ&igemonnaissant exactement [Oen-
semble dOarbres satisfaisant cette formule, et tel quadéaion dOacceptation de cet automate
est un ensemble rZcursivement ZnumZrable quelconque.

Dans ce qui suit, nous donnons une condition sufpsante peuleqvide dOun automate *
contraintes numZriques soit dZcidable. A part excluredas das de bgure (i) et (i) ci-dessus,
cette condition comprend une restriction supplZmentaire.

SoitA = (" ,Q,#,F) un automate " contraintes numZriques. Pour toutiftatOautomate,
nous disons qug estaccessible dans IOautomatesi IOensemblea (g) nOest pas vide. De la
meme faeon, pour tout ensemble de multiensemtide$ N<, nous disons qub estaccessible
dans IOautomat® si IOensemblea (D) nOest pas vide. DOapres ces dZpPnitions, le langage de
IOautomataA est non vide si et seulement si la condition dOaccepfatest accessible dars

Rappelons quia, par dZPnition, pour tout ensemble de nmasdtigsieD [e langage associZ
"D estLa(D) = " 44p d(m) @la(on) |ada&d (o) & La(ok). Rappelons Zgalement que pour
tout entier natureh et pour tout ensemble dOZIZments dO&bl@snsemble dOartmeiE est
vide seulement si > OetE = ! . Alors IOensembl@ est accessible das si et seulement
sQOil existe un multiensemtaledansD tel que pour tout] dansQ, IOensemble(q) & La (q) est
non vide, et donc, si et seulement si

() il existed dansD tel que pour toutj dansQ, d(qg) > 0 implique queL A (q) est non vide
(cad |OZtatest accessible dars).
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ConsidZrons maintenant la fonction boolZenne
accessiblA = (" ,Q,#,F),D,Q)

qui pour [Qautomate = (" ,Q,#,F), IOensemble de mulitensembes$ NQ et IOensemble
dOZtat®" $ Q retourne vrai si et seulement si il existedansD tel que pour tout] dansQ,
sid(q) > 0, alorsq appartient "Q". Notons que la dZcidabilitZ du test du vide dZpendra de la
possibilitZ de donner un algorithme pour cette fonctiompP® ce qui a ZtZ dit juste avant(®i

est un ensemble dOZtats accessiblesdangueaccessiblA = (* ,Q,#,F),D, Q") retourne

vrai, alors nous pouvons conclure gbDeest accessible dams. Alors, si hous connaissons
IOensembl®” $ Q des Ztats accessibles d#nsaccessiblgA = (" ,Q,# ,F),F,Q") retourne

vrai si et seulement si le langage de IQautodast non vide.

IntZressons nous maintenant au calcul de IOensemble tdch’ssibles dOun automate.
Rappelo~n§ gue, par dZbnition, le langage associZ " {{x4thta (g) = (9D )#" '~[LA(D)]-
Donc, I0Ztag est accessible si et seulement si ils existent un ensempiteukdes non
vide et un ensemble de multiensembl2gels que(q,',D ) est une transition de IQautomate
et IOensembl®@ est accessible daks ConsidZrons maintenant la fonctietats acc aux(A =
(" ,Q,#,F),Q") suivante :

etats acc auxA = (" ,Q,#,F),Q) =
Q"' : variable acceptant des sous-ensemble® de
Q" =Q;
pour tout(q,’,D ) dans# faire
si' = ! etaccessibld,D,Q")
alors ajouteq” Q";
Pnsi;
bn faire ;
retournerQ”:

DOapres ce qui a ZtZ dit prZcZdemment, il est facile de veipour tout automaté
(" ,Q,#,F) et tout ensemble dOZt@is$ Q, IOensembl®” retournZ pagtats acc aux A
(" ,Q,#,F),Q") est exactement IOensemble des Ztats de IOautomate qucsssibles sa-
chant que les Ztats da@s sont accessibles. Alors, en itZrant cette fonction comargrparQ”
Ztant IOensemble vide et jusque saturation, nous allarsrdflensemble des Ztats accessibles
de IOautomat. Ceci se fait par la fonctiortats acqA = (" ,Q,# ,F)) suivante :

etats acdA = (" ,Q,#,F)) =
Q’, Qa: variables acceptant des sous-ensembled de
Qa="!;
faire
Q' = etats acc auxQy) ;
tant queQ” = Qa;
retournerQ;,;

Remarquons que commencer garZgal ~ I0ensemble vide nOest pas genant, puisque
etats acc auxA = (" ,Q,#,F),! ) nOest pas forcZment un ensemble vide ; plus prZcisZment,
etats acc aux A = (" ,Q,#,F),! ) estOensemble des Ztatsls qudil existe une transition
(g,',D ) dans# avec' Ztant non vide €D contenant le multiensemb0®.
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Nous pouvons maintenant dZPnir la fonction boolZetd®A) qui retournevraisi et seule-
ment si le langage de IOautomAtest vide

vidgA=(" ,Q,#,F)) =
retourner noraccessibl@, F, etats acqA)) ;

Notons maintenant que la dZpbnition (effective) de ces gdatctions est possible ~ deux
conditions, qui sont ZnoncZes dans le lemme suivant etsf#phides conditions sufbPsantes
pour que le vide dOun automate " contraintes numZriquesbquek puisse stre calculZ.

Lemme 2.21 SoitA = (" ,Q,#,F) un automate " contraintes numZriques. IitkDensemble
des contraintes numZriques apparaissant dans la dZbniéiddautomate, cad

D={F}1{D $ N° | ilexiste' $",q# Qtelsque(g,’,D ) ##}.

Si pour tout ensemble dOZtiquetteapparaissant dans une transition de IQautomate, on peut
dZcider si est vide et si pour tout sous-ensemble dOZtats de IOaufpriat® et pour tout
ensemble de multiensembRdansD on peut dZcider la propriZtZ suivante

() il existed # D tel que pour tout Ztag # Q, d(q) > 0impliqueq # Q"
alors on peut dZcider $i(A) est vide.

Remarques

Nous pouvons donner uniquement une estimation du cozt detZgure de test du vide
dOun automate = (" ,Q,#,F), qui est paramZtrZe par le coZt pour tester la propnJt¥ 4
complexitZ du test du vide, tel quOil a ZtZ dZbni, eS| /| #|/ f (A)), |# | dZsigne le
nombre de transitions de IQautomatie(&f) est la complexitZ (au pire) pour tester la propriZtZ
()) pourQ"$ Q etD apparaissant dans une transition de IOautoiate

2.3.5 Test dOappartenance

Rappelons que le test dDappartenance est, Ztant donnZroatedtet un arbre, dZcider
sit est reconnu paf. Nous avons donnZ prZcZdemment une mZthode possible fectuesf
le test dOappartenance, "~ savoir construire une exZcstiendante de IOautomatsur I0arbre
t; ceci est toujours possible lorsque IQautomatsst ~ exZcution calculable (par dZPnition).
Un automate a exZcution calculable est un autorhate (" ,Q, # ,F) satisfaisant ces trois
conditions :

b 10ensemble des triplegs', D ) appartenant # est bni et on peut effectivement ZnumzZ-

rer ces triplets,

P pour toute Ztiquetiet tout ensemble dOZtiquettetl que(q,', D ) est une transition

de IOautomate, on peut dZcidex appartient ™ et

P pour tout multiensembik dansN® et pour tout ensemble de multiensemtless N<

dans
{F}1{ D |(q,,D ) dans#}

on peut dZcider sl appartient D.
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Nous avons Zgalement prZsentZ brievement comment onedeuhaniere ascendante une exZ-
cution acceptable pour IOautomatsur IOarbre lorsqueA est ™ exZcution calculable. Ici nous
donnons juste une estimation du coZt du calcul dOune exZpotir un automate dZterministe et
complet. Soit IOautomate " contraintes numZriques daistenet compleA = (* ,Q,#,F),

et supposoNns que nous avons une reprZsentation ~ exZcatiomable deA. ftant donnZ un
arbret, voici une fonction permettant de calculer une exZcutioA dert :

calculer executiorfA = (" ,Q,#,F),t) =
1. r : exZcution en train dOstre calculZe, initialisZe gr= indebni
pour toute aretee det ;

2. pour toute arete de IQarbre, dans un ordre ascendant, faire
3. soit{ey, ..., &} I0ensemble des arstes successeues de
4, soitd le multiensembldr(ey),...,r(e)}

5. pour tout(q,',D ) appartenant # faire

6. sietq(e) # ' etd # D alors

7. r(e) = q;

8. Pn si;

9. Pn pour;

10. Pn pour;

Pour une reprZsentation adZquate de IOaibeelignes 3. et 4. de cette fonction peuvent sOexZ-
cuter en temps constant. Pour tout multiensendbtiansN?, notons patd| le nombre dOZ1Z-
ments dad (chaque ZIZment Ztant comptZ autant de fois que sa mitfiplitest facile de voir

que le multiensembld construit ~ la ligne 5. de cet algorithme est tel dd¢ % [t|.

La complexitZ du calcul dOune exZcution esD@h| /| #|/ f (A1), o= |#| dZsigne
le nombre de transitions de IQautormfatet f (A, t) est la fonction qui majore la complexitZ
du testd # D pour tout multiensemble dansNQ tel que|d| % |t| et pour tout ensemble
de multiensemble® apparaissant dans une transition |Oautofaia en tant que condition
dOacceptation de celui-ci.

2.4 PropriZtZs des automates " contraintes numZriques sa#soile
et semilinZaires

Nous reprenons ici les rZsultats sur les ACN en gZnZralmZasgans la section prZcZdente
et essayons de voir comment ils sOappliquent aux ACN saleseftaux ACN semilinZaires.
Dans cette Ztude, nous prendrons Zgalement en considAidts automates considZrZs sont
effectifs ou non. Dans les cas o- il sOagit de dZpbnir un ateofisultat (par exemple pour la
dZterminisation, pour la cl™ture par les opZrations lmmaZenous essayerons que cet automate
rZsultat soit effectif si les automates donnZs au dZpashte s

2.4.1 DZterminisation

Nous montrons que les ACN sans Ztoile et semilinZaires Beatieement dZterminisables :
cad SiA estun ACN sans Ztoile (respectivement semilinZaire)s Kl@utomate dZterministg
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Zquivalent A dZbni dans la section 2.3.1 est sans Ztoile (respectiveemilinZaire). De plus,
si IOautomaté est effectif, on peut donner une reprZsentation effectvieqg:.

Nous commeneons par le cas des ACN sans Ztoile.

ACN sans Ztoile

Soit A un ACN sans Ztoile, nous devons montrer que IQautoaateomme dZpni prZ-
cZdemment est un ACN sans Ztoile. DOapres la constructidnegdévoir la section 2.3.1)
et en utilisant le fait que les ensembles de multiensemiales Ztoile sons clos par union et
complZmentaire, il sufbt de montrer que pour tout ensemb& NQ sans Ztoile, IOensemble
Hp $ NQuet est un ensemble sans Ztoile. Rappelons que, par dZbrii@rsdmbld est sans
Ztoile si cOest une union bnie dOensembles linZairessduftideles sont des multiensembles
unitaires (cad de la form&,;). Comme les ensembles sans Ztoile sont clos par unionbi daf
montrer que sD est un ensemble linZaire de pZriodes unitaires, Blgrest un ensemble sans
Ztoile. Nous commeneons par un rZsultat intermZdiaire.

Lemme 2.22 Pour tous multiensembles;, d, dansN@, on a

Hd1+d2 = Hd1 + Hdz-

Preuve Supposons dOabord dué Hgq, - ¢,. Donc, par dZPnition,

YW # Qget ) qf#w. . Nw,q # Ntelgque :
0)a#Q. 2 Qe i G = (di+ d2)(0) et

O ) W # Qdet- q#W nw,q = h(W)

eth(! ) = 0. Soient maintenant, pour tout dansQge; €t pour toutg dansw, les nombresm( )

gt n(z) tels quen\(,\})q + n\(,f)q = nw,q et tels que pour dansl, 2 et pour toutq dansQ, on a

WHQuet | GHW n\(,b)q = dj(q). Notons que les nombres(,\i,,)q existent toujours. Soit maintenant

#
hi,h, # NQet |es multiensembles tels que pour tewtdansQge, hi(w) = aw n\(,&)q, Ceci

pourl Ztantl ou2. Alors il est facile de voir que, dOune phitappartient Hq, eth, appartient
" Hg, et, dOautre patt,= hy + h,. Donc,h appartient Hg, + Hg,.

Supposons maintenant ghe# Hgy, + Hq,, cad il existeh, # Hqy, eth, # Hy, tels que
h = hy+ h,. Alors, par dZpnition, pourZtantL ou2, on a :

)W # Qget. ) qj# w. n\(,\',)q #N tel§ que :
0) g# Q. 2W#Qdet|q#W§Wq = dj(q) et
0) W# Qdet  guw iy = hi(w)

eth;(! ) = 0. ConsidZrons maintenant, po%r toutlansQqe; €t pour toutg dansw, le nombre
Nw,q = n\(,\})qg n\(,\?)q Alors, pour touig dansQ, W#Quat| gtw Mw,g = d1(g)+ d»(q) et pour tout
u dansQget, qew Nw,g = h1(w)+ hy(w). Alors, en utilisant qué 1(g)+ d2(q) = ( d1+ d2)(q)

et queh;(w)+ hp(w) = h(w), et par dZpbnition de 4, + 4, , il est facile de voir qué appartient

) Hd1+d2.
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Par associativitZ et commutativitZ de la somme de multiebiseet dOensembles de mul-
tiensembles, I0ZgalitZ Ztablie dans le prZcZdent lemtmapeallement stre Ztendue pour les
sommes dOun nombre bni dOZIZments.

Lemme 2.23 Pour tout Ztaty dansQ,

(
Ha, = {1n}.

W# Qe G# W

Preuve ConsZquence facile de la dZPnition : gd#txZ. On peut voir que pour togtdiffZrent
deq, tous les nombres,,  sont nuls et quey, q est Zgal " un pour un unique tel queq# w ;
soit doncw tel queny, q = 1. Alors,h(w) = 1, eth(w’) = 0 pour toutw" diffZrent dew.

Lemme 2.24 SoitD |Oensemble linZaitén(b, 1y, ..., 1g, ), 0° G, - - - , G SONt des Ztats dans
Q. SoitB IOensemble

UnULh?%.”,hT”X.H,hSK.”,hEWU
h#Hp

0e pour touti dansl..k, {hi(l),...,hi(mi)} est Iéensembﬂelqi .AlorsHp = B.

Preuve Par dZpPnitionh” appartient "B si et seulement si il existe dansH}, et pour tout
dansl..k ils existent les entiers naturesél) - ,$i(mi) tels que

h"=h+$PhP + aa6 $"n{™ + 486 $h(Y + aaa ${™h{™).
COQest le cas si et seulemerit appartient ~ I0ensemble

Hp + $1Hy, + aad $Hy, ,

# .
oe pour touti dansl.k, i = = juq $i(’). Or, par le lemme 2.22, ce dernier ensemble est
Zgal "Hq, o= d est le multiensemblb + $;1q, + 444 $x 1, , cadh” appartient Hgy pour un
certaind dansLin(b, 1y, ..., 1g).

Maintenant, dOapres le lemme 2.23, les multienserhiftés .. ,h{™) ... h® . h{m)
ci-dessus sont des multiensembles unitaires, et #anest un ensemble sans Ztoile. Remar-
quons Zgalement que si IOensemble sans Ptadist effectif, nous avons une reprZsentation
effective deHp.

Proposition 2.25 Pour tout ACN sans Ztoile effect¥, il existe un ACN sans Ztoile effectif
dZterministe et complétgetel quel (A) = L (Aged)-

Pour bnir, notons que les remarques sur la taille de IOaetd@terministe faites dans le cas
gZnZral sont valables Zgalement ici. Le nombre dOZtadsimeriéie dZterministe est exponen-
tiel dans le nombre dOZtats de IOautomate dOorigine. Ire dertransitions pour chaque Ztat
peut Zgalement stre @B(2/91), os Q est IOensemble dOZtats de IOautomate dDorigine.
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ACN semilinZaires

Le fait que les ACN semilinZaires sont dZterminisablesaesi; ~ travers leur Zquivalence
avec les automates de Presburger [Seidl et al., 2003]. &t lafhotion dOautomate dZterministe
pour les automates de Presburger correspond " la notiortond2de dZterministe et complet
pour les ACN semilinZaires. Nous avons donc le rZsultaastive dZterminisation des ACN
semilinZaires.

Lemme 2.26 Pour tout ACN semilinZair@, un ACN dZterminist&" peut stre construit tel que
L(A) = L(A").

Preuve DOapres la proposition 2.4, sait = (" ,Q, #, p) un automate de Presburger dZtermi-
niste tel queL (A™) = L (A). Par dZbnition, nous savons d@tiest une fonction d®/ " dans
PresbForm({zq | q# Q}), IOensemble des formules de I0arithmZtique de Presbusgavites
sur IOensemble de variables | g # Q}. ConsidZrons IOACN semilinZate= (" ,Q,# ', F)

oe la relation de transitior# * est

# = {(q,{a}, solutions(p)) | q, atels que#( q,a) = p},

o+ pour toute formule de IOarithmZtique de PresbusgelansPresbForm({zq | q # Q}),
solitions(p) est IOensemble de multiensemblesl@elZbni par

solutions(p) = {(ch " %zq,)..... Gk " %zq) | %F p)},

0° nous avons supposd = {a, ..., 0} . La condition dOacceptatiBnestsolutions(p). Nous
savons que IOensemble de multiensembles semilimbhitons(p’) peut stre construit pour
toute formule de IQarithmZtique de Presbysger

Ce lemme nous donne le rZsultat thZorique montrant quedsecties ACN semilinZaires
est dZterminisable. Il serait cependant intZressant d& saet comment un ACN semilinZaire
dZterministe effectif peut stre construit directement tjpadOun ACN semilinZaire effectif.
Montrons que IOautomalge tel quOil a ZtZ dZbni dans la section 2.3.1 peut stre eéhewiv
construit. Comme pour le cas des ACN sans Ztoile, il suftegiiouvoir calculer (et reprZsenter
effectivement) I0ensemitie, pourD Ztant un ensemble semilinZaire, et donc, IOensétable
pourD Ztant un ensemble linZaire. La construction et la preuvesBoilaires au cas sans Ztoile :
pour IOensemble linZaPe= Lin(b,p1,...,pk), |Oensembldp est IOensemble semilinZaire

h'=h+$Ph + aaa ${"n{™ + aaa sh + aas s{™n(™.

0+ pour touti dansl. .k, {hi(l),...,hi(mi)} est IOensembie,, .

En ce qui concerne la taille de IQautonfagg, le nombre dOZtats Age st exponentiel
dans le nombre dOZtats de IOautafndte nombre de transitions pour chaque Ztat peut aussi
«tre exponentiel dans le nombre dOZtats de IQautomagindOori

Nous terminons cette section en remarquant que IQautotatenhiste dZbni de cette fa-
*0n a une taille beaucoup trop grande pour stre exploitable.
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2.4.2 Cl™ture par les opZrations boolZennes

Nous savons par [Seidl et al., 2003] que les ACN semilingaioat clos par union et inter-
section. DOapres les constructions ci-dessus, il est fdeilvoir que les ACN sans Ztoile sont
effectivement clos par union et complZmentaire. La cl"HaureomplZmentaire vient du fait que
les ensembles sans Ztoile sont clos par complZmentames|8tture par union suit du fait facile-
ment vZribable que Bi est une ensemble sans Ztoile, alors IOensé¢mid), Q, Q" | d # D}
est Zgalement sans Ztoile (voir la section 2.3.2 pour laitidiPde cet ensemble).

Proposition 2.27 D [Seidl et al., 2003] Les automates " contraintes numZggemilinZ-
aires sont clos effectivement par les opZrations boolZenne
D Les automates " contraintes numZriques sans Ztoile $entiegment clos par les opZ-
rations boolZennes.

2.4.3 Cl™ture par homomorphisme

Dans la section 2.3.3 nous avons montrZ que les automategraiotes numZriques sont
clos par homomorphisme dOZtiquettes. Ce nOest pas le aa®deses ~ contraintes numZ-
riques sans Ztoile ou semilinZaires. Nous donnons en exa®#ACN sans Ztoike et un ho-
momorphismeh tel que IOimage du langageAi@arh nOest pas dZPnissable par un ACN sans
Ztoile. Ensuite nous montrons que les ACN sans Ztoile etisgaifes sont clos par les homo-
morphismes dOZtiquettes surjectifs.

Soit" 10ensemble dOZtiquefims| i # N} et" "10ensemblfh | i # N}, et considZrons
|Oapplicatioi; de" dans' " dZbnie par :

pour toutk dansN, hy (ax) = by eth (ag+1) = bok+1 -

Soit IOautomate (sans Ztoe¥ (" ,Q,#,F)avecQ = {q},#= {(q," " {az, a3, as},{0°})}
etF = 14. Intuitivement, cet automate reconna’t les arbres comspd®dne unique arste dont
IOZtiquette est diffZrente ale az, as. Il nOest pas difbcile de voir ghél (A)) est IOensemble
dOarbres composZs dOune unique arste dont IOZtiquetigastiny, by, bs, b7, . .., s, . . ..

Cet ensemble ne peut pas tre reconnu par un ACN sans Ztoikfféf, rappelons que dans un
automate sans Ztoile, tout ensemble dOZtiquettes agmpatrdmns une transition de [Oautomate
doit tre Pni ou cobni, ce qui nOest pas le cas de [Oenddmibie bs, by, . .., byks1, ...}

Dans la suite nous prZsentons plus en dZtail la raison puella la mZthode utilisZe dans
la section 2.3.3 pour montrer que les ACN sont clos par hompiisme dOZtiquettes ne marche
pas dans le cas particulier des ACN sans Ztoile. Ceci nousettes Zgalement de montrer la
cl™ture de ces automates par les homomorphismes surjectifs

Rappelons dOabord comment nous avons Ztabli la cI™tute damsles ACN en gZnZral
(section 2.3.3). Soib; : " " " " une application eh est IOhomomorphisme dZbni par
soitA = (" ,Q,#,F) un automate " contraintes numZriques. Dans la section 80818 avons
montrZ que lIQautomate = (" ", Q,# ,F), avec# = {(q,h (' ),D) | (q,"D) # #}
satisfaitL (A") = h(L(A)).

Si I0automaté ci-dessus est sans Ztoile, ce nOest pas forcZment le castoimaeA
ceci ~ cause des ensembiie (' ) apparaissant dans les transitionsAdejui ne sont pas forcZ-
ment Pnis ou cobnis, comme nous avons vu un peu plus hautofae,cremarquons que les
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contraintes numZriques apparaissant dansont les memes que dams. Donc, si toutes les
contraintes numZriques dafssont des ensembles sans Ztoile (respectivement serméis)/ai
cOest Zgalement le cas de IQautoat@eci nous mene ~ remarquer que si IOapplication
est telle que IOimage gar de tout ensemble Pni ou cobni est un ensemble Pni ou cobrsi, alo
|IQautomatd” est sans Ztoile (respectivement semilinZaird) est sans Ztoile (respectivement
semilinZaire). Cette condition est vZribZe par une apiplich, surjective.

Lemme 2.28Sih, : " " " estune application surjective, alors pour tdut$ " bni ou
cobni,h, (" ) est bni ou cobni.

Preuve Soit' un sous ensemble bni de Par dZbnition meme), (' ) est un sous ensemble
Pni de" . Montrons quéh, (' ) est un ensemble cobni Yé. Par surjectivitZ dé; , il est facile
de voir que

he(C)=""" (h ()" hi ()

LOensemble (' )" h, (") Ztant Pni, nous en dZduisons ¢ué' ) est un ensemble cobni.

Maintenant, un homomorphisme dOZtiquéttest surjectif si et seulement si IOapplication
h, le dZbnissant est surjective. Nous en dZduisons que

Lemme 2.29 Les ACN sans Ztoile et semilinZaires sont clos par les honphismes dOZti-
quettes surjectifs.

2.4.4 Testduvide

Nous montrons que le test du vide est dZcidable pour les A@&Z&aile et les ACN semi-
linZaires. Il sufbt de montrer que la condition donnZe datenime 2.21 est vZribZe pour ces
deux fragments. Ceci nOest pas tres difbcile ~ voir ; considZjuste le cas des ACN semili-
nZaires, le cas des ACN sans Ztoile Ztant un cas particulier.

Soit IDACN semilinZaird = (" ,Q,#,F). ftant donnZRQ" $ Q sous ensemble des Ztats
deA etD ensemble de contraintes numZriques défsnous devons dZcider si

()) D contient un ZIZment tel que les composantes non nullesddeorrespondent ~ des Ztats
dansQ'.

Rappelons qu® est un ensemble semilinZaire, donc une union bnie dOeasdimBhires.
Alors il sufbt de pouvoir dZcider la propriZtZ pour chacus etfesembles linZaires composant
D. Soit doncL = Lin(b, p1,...,pk) un ensemble linZaire. Nous devons pouvoir dZcidkr si
contient un ZIZment satisfaisant)(). Il est facile de voir que cOest le cas seulemdnsatisfait
cette propriZtZ, cad pour tagitlansQ, sib(q) est strictement positif, alogappartint "Q".

Lemme 2.30 Le vide est dZcidable pour les automates ~ contraintes nigus semilinZaires
et les automates " contraintes numZriques sans Ztoile.

En ce qui concerne la complexitZ du test du vide, rappeloasdgus le cas des ACN en
gZnZral elle est e@(|Q| /| #|/ f(A)), os |# | est le nombre de transitions de IOautomate et
f (A) est la complexitZ au pire des pour tester la propriftbqurQ” & Q etD un ensemble
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apparaissant dans une transition de IOautomate. Danspartiaslier des ACN sans Ztoile,
() se rZsume " tester sOil existe un ensemble lintaife, p1, ..., px) composanD tel que
toute composante non nulle Becorrespond " un Ztat dagg. Ceci se fait edQ|/ K (A), oe

K (A) est le plus grand nombre dOensembles linZaires composamgamble semilinZaif@
apparaissant dans une regle de IQautoate

Des rZsultats Ztablis dans la section 2.3.4 et de ce quiderZwus dZduisons

Lemme 2.31 Pour un ACN sans Ztoile ou semilinZaire effektif (" ,Q,# ,F), tester si_(A)
est vide peut se faire en un ten@gl# | /| Q|?/ K (A)).

2.4.5 Test dOappartenance

Nous montrons que le test dOappartenance est dZcidabllep@@N sans Ztoile et les
ACN semilinZaires, cad pour tout ACN sans Ztoile ou senailieA et pour tout arbre, on
peut dZcider di appartient au langage de

Commeneons par les ACN sans Ztoile, pour lesquels le teppdfenance est tres facile.
SoitA = (" ,Q,#,F) un ACN sans Ztoile. Rappelons quQil sOagit de tester sitiensarhble
d # NQ appartient "D, o» D est un ensemble de multiensembles apparaissant dans mne tra
sition de IQautomafe, et doncD est un ensemble sans Ztoile. Par dZbnifloest reprZsentZ
comme une union dOensembles linZaires de la tdnfie, 1, , ..., 1q,), 0* {h,.... &} $ Q.
Donc, il sufbt de pouvoir tester di appartient ~ IOun de ces ensembles linZaires. Ceci est tres
simple :d appartient "Lin(b, 1q,, ... 1g.) si et seulement si pour togtdansQ, d(q) 3 b(q) et
pour toutg dansQ, sid(qg) > b(q), alors il existg parmil..k tel queqg = qg.

En ce qui concerne la complexitZ, le tesd sippartient Lin(b, 1q,, . . ., 1q,) se fait enQ|?

(en remarquant qule % |Q]). Rappelons que (voir la section 2.3.5), dans le cas desairs

" contraintes numZriques en gZnZral, la complexitZ dGuh d@lexZcution de IOautomate est en
O(t]/] #]|/ f(A,1)),0ef (A, t) estune fonction qui majore la complexitZ du tkst D pour
tout multiensemblel tel que|d| % |t]| et pour tout ensembl® apparaissant dans une transition
de IOautomate. Nous en dZduisons facilement que pour tout artigster st appartient L (A)
peut se faire e®([t| /| #|/]| Q|?/ K (A)), os K (A) est le plus grand nombre dOensembles
linZaires dZPbnissant un des ensembles de multienseBbdgparaissant dans une transition
|Gautomata.

Regardons maintenant le cas d®un automatd" ,Q,# ,F) ~ contraintes semilinZaires,
et plus prZcisZment comment en peut tester si un multiefsenappartient ~ I0ensemble semi-
linZaireD apparaissant dans une transition de IOautomdacore une fois, il sufbt de pouvoir
tester sid appartient ~ IOensemble linZdiia(b, p1, ..., pk). Ceci peut stre effectuZ en temps
exponentiel.

Une autre fason " envisager pour le test dOappartenance esindtruire, pour tout en-
semble de multiensembl&s apparaissant dans une transition de IQautomate, un saif@®at
mots) reconnaissant les reprZsentations binaires deésmselnblesl apparaissantD (voir par
exemple [Boudet and Comon, 1996], [Wolper and Boigelot020Cet automate est construit
" partir de la formule de Presburger dont les solutions sOeinkemblB . La construction de
cette formule est linZaire daks, os K est la somme de toutes les muItipIicitZs de toutes les
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bases et pZriodes dZpbnissant IOensénlila taille de IQautomate reconnaisargst au pire
des cas triplement exponentielle dans la taille de la foerdel Presburger [Klaedtke, 2004].



Chapitre 3

Logigues

Nous prZsentons dOabord la logique monadique du secoadM@®) et son extension,
la logique MSO de Presburger. Ensuite nous dZpPnissonsidméogpatiale LS dont IOZtude est
IOobjet central de cette these. Nous prZsentons diffAragtsents et variantes de la logique
spatiale, obtenus par des restrictions syntaxiques de-aell

3.1 Logique monadique du second ordre et extension

3.1.1 Logique monadique du second ordre (MSO)

Les logiques monadiques du second ordre (MSO) sont obtemmesie la restriction des
logiques du second ordre aux prZdicats du second ordre maeauli bien comme IQextension
des logiques du premier ordre (FO) par des variables ensgathl

Le grand succes des logiques MSO est dZ ~ une suite de rZsudiant ces logiques ~ des
automates sur diffZrentes structures, ce qui traduit dgalecertaines bonnes propriZtZs de ces
logiques.

P Un langage de mots bnis est reconnaissable par un automaieebseulement sOil est

MSO dZpbnissable [BYchi, 1960], [Elgot, 1961].

P Un langage de termes sur une signature bnie dont tous Iéslegnsont dOaritZ bhie
est reconnaissable par un automate dOarbres bni si etesetLdéit est MSO dZbnissable
[Doner, 1970], [Thatcher and Wright, 1968].

D Un langage dOarbres ordonnZs dOaritZ non bornZe esigsaiolenpar un automate ~
haie si et seulement sQil est MSO dZbnissable. Ce rZsptateaant au C folklore E est
explicitement annoncZ dans [Neven and Schwentick, 2002].

Lorsque nous parlons de C logiques MSO E, nous entendonsiiie fde logiques qui
different uniquement par leurs prZdicats de base, qui sBnZgalement combinZs entre eux par
des opZrations boolZennes et des quantibcations sur ddsesdu premier ou second ordre.
Par exemple, MSO sur les mots est construite sur les prédieabasd®,(u) vrai si lau™®
lettre du mot est um etu % u" vraie si la positionu prZcede la positioru”. Pour les arbres

1Ces termes sont le plus souvent appelZs arbres; " la dii@mes arbres que nous considZrons, ce sont des
arbres ordonnZs et dOaritZ bornZe.
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ordonnZs dOaritZ non bornZe, une logique MSO utilisZeotresrs a pour prZdicats de base
premiefu, u’) vrai si le niud u” est le premier bls du nfudi et suivan{u, u’) vrai si le niud

u etu” ont le meme niud pere etu” suit immZdiatement. Dans la suite, nous prZsentons une
logique MSO adaptZe aux arbres non ordonnZs dOaritZ nde loimous intZressent dans ce
travail.

Syntaxe

Nous considZronb); et U, deux familles dZnombrables de variables. Les ZIZmernits de
sont des variables du premier ordre, nous utilisons leelettavec Zventuellement un indice
pour dZsigner ces variables. Les ZIZments,dgont des variables du second ordre, notZes
Les formules de la logique MSO sont dZPnies par la syntaxe :

* = etgy(u) (poura# ") | u<u | u#U | *-* | Ax | .ux | .U*¥

Une occurrence de variable dans une formule MSO estlitite si elle nOappara’t sous
aucun opZrateur de quantiPcation existentielldne formule est ditelosesi elle nOadmet pas
de variables libres.

SZmantique

Les formules de MSO sont interprZtZes sur des arbres vus ea@snstructures logiques.
Rappelons qué& est la signaturé<}1{ etq, | b# " } o < est un prZdicat binaire (en notation
inPxZe) et legtq, sont des prZdicat unaires, et que tout atlpeut «tre reprZsentZ comme une
&-structureS! bnie. SoitS une&-structure Pnie de domairie et+ une valuation des variables :
+ associe des ZIZments Beaux variables de premier ordre et des sous-ensembl&s alex
variables de second ordre. Pour la valuatipta variableu dansU; et I0ZIZmeertde E, on note
+u I" €] la valuation qui associe” la variableu et est identique + pour toutes les variables
diffZrentes del. La valuatior+[U I" E'], pourU # U, etE" $ E est dZPnie de fason similaire.
On dit que la structur§ satisfaitla formule* pour la valuationt, notZs, + E *,si:

b * estetq,(u) etetgy(+(u)) est vrai dans;

P * estu<u et+(u) <+ (u’) estvrai dans;

b * estu# U et+(u) appartient +(U) ;

D* est*' - *"etS,+F *'ouS,+fF *";

P * estA*"etS,+E * " nOest pas vZribZ;

D * est.u*"etS,+u!" a] E * " estvZribZ pour un certanZIZment dé ;

D * est. Ux"etS,HU I" E']E * " estvZribZ pour un certaihi sous-ensemble de.

Pour une formulé close, nous Zcrirons parfos | * ~ la place deS,+ E * . Pour une
formule de MSO closé , le langageassociZ * , notZ!* ", est IOensemble dOarress que
St E *. Pour un ensemble dOarbfesous disons quE est MSO-dZbnissabéil existe une
formule close* de la logique MSO telle qu& = !*".

Si* et*" sont des formules de MSO, alors les formules dZrivZds* ", Yu.* , ) U.*,
* n o+ x 5 *"gont dZPnies en utilisant la nZgation de la fason habitidgles allons
librement utiliser ces formules dZrivZes.
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Exemple 3.1 Nous dZPnissons la formule MSO cldsqui est satisfaite par les arbrtetls que
toute arste det ZtiquetZes pax a au plus deux aretes successeurs et toute ar-tediguetZe
parb a au plus trois successeurs. DZPnissons dOabord quelpuelegaauxiliaires u = u”
permettant de tester I0ZgalitZ de deux astes(u, U) vZribZe sU est IOensemble des arstes
successeurs deet card,(U) etcardz(U) vraies si le cardinal de I0ensemblest infZrieur
deux, respectivement ~ trois.

u=u:=)Uu# U5 u #U
sucqu,U) == )u.u #U5 u<u’
cardo(U) = )ug, Uz, Uz. (U1 # U4 u#U4uzs# U)" (Up=Upx- Up= U3- U3 = Uj)
cardz(U) ::= )ug, Uz, Uz, Us.(Us # U4 up # U4 uzs# U4 us# U)"
(Up=Uz- Uz=U3z- U3= Ug- Up = U3z- Up = Ug- U= Ug)

Alors * est la formule

) U,)u.sucdu,U) " ((etgy(u) " carda(U)) 4 (etqy(u) " cardz(U)))

3.1.2 Logique MSO de Presburger (PMSO)

La logique PMSO [Seidl et al., 2003] est introduite commersion de MSO dans le cadre
des langages de documents semi-structurZs. Dans sa dZriiitale, |a logique est interprZtZe
sur des arbres ZtiquetZs sur les nluds par des Ztiquettased€emble bni de symboles. Nous
|Oadaptons ici pour des arbres ZtiquetZs sur les arstesgrasamble de symboles dZnombrable.
PMSO permet de dZbnir des conditions arithmZtiques suatdiaux de sous-ensembles de
successeurs dOun niud de IQarbre. Ces conditions arghes/tiont dZPnies au moyen de for-
mules de |OarithmZtique de Presburger.

Syntaxe

La logique PMSO est dZPnie comme extension de MSO avec laliome basel/p , o
p est une formule de IQarithmZtique de Presburger consinni®@ensemble de variables numZ-
riques{zy | U # Uy} 1Z (on suppose quOaucun dgsnOappartientZ). Les formules de
PMSO sont donc dZpnies par :

* = etgy(u) (poura#") | u<u | up | u#U | *-* | .u* | .U*

SZmantique

Pour la&-structureS et la valuation des variables de premier et second erdge+ | u/p
est vZribZ sWE p, o* %est la valuation des variables dahsyui ~ la variablezy deZ associe
le nombre dOZIZments (@) qui sont aussi des arstes successeurs-@g. Formellement,
pour toutzy dansZ , %zy) = Card(+(U) 2 E"), o* E" est IOensemble des arstes successeurs
de+(u). LOinterprZtation des autres types de formules est iréhauag rapport ~ MSO.
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De la meme fason que pour la logique MSO,*siest une formule close, alors nous pourrons
ZcrireS E * "laplace deS, + E * . Pour une formule close, ! * " dZsigne IOensemble dOarbres
t tels queS! E * . Pour un ensemble dOarbFesious disons qu& est PMSO-dZbnissad®il
existe une formule clost de la logique PMSO telle que = !* ",

Exemple 3.2 Nous construisons la formule PMSO closeeconnaissant les arbresels que
chaque arete de IQarbre a autant dOaretes successe@tz &igaa que dOarstes successeurs
ZtiquetZes pas. Pour toute Ztiquette, la formule auxiliaireetiquette,(U) est vraie siU est
IOensemble des arstes de I0arbre ZtiquetZas par

etiquette,(U) == Ju.u# U 5 etqgy(u)
* 1= ) Ua,) Up.(etiquette,(Uy) 4 etiquette,(Up)) ") u.u/zy, = zy,

3.1.3 Logiques monadiques du second ordre et automates "~ dpaintes numZ-
riques

Nous prZsentons ici des Zquivalences qui existent enttegiesies MSO et PMSO et les
automates "~ contraintes numZriques.

Dans [Boneva and Talbot, 2005] nous avons montrZ que ladeditBO est Zquivalente aux
automates "~ contraintes numZriques sans Ztoile.

ThZoreme 3.1 Un ensemble dOarbres est MSO-dZbPnissable si et seulehesitie@angage
dOun automate " contraintes numZriques sans Ztoile.

Preuve Pour montrer que tout langage dOarbres reconnaissable p@Nisans Ztoile est
MSO-dZPnissable, on dZpnit une formule MSO qui vZribestéro@ dOune exZcution accep-
tante de IOautomate. Inversement, pour montrer que tembiesdOarbres MSO-dZPnissable est
reconnu par ACN sans Ztoile, I0idZe est de construire unatatpour chaque formule MSO
atomique, et dOutiliser la cI™ture des ACN sans ZtoilespguZeations boolZennes et la projec-
tion. Cette idZe (classique dans les preuves dOZquivdent®O avec une classe dOautomates)
ne marche pas directement pour les ACN sans Ztoile ~ causndembles co-bnis dOZtiquettes
qui peuvent appara’tre dans les transitions ; nous utiisoe extension des ACN comme re-
prZsentation intermZdiaire. Une preuve dZtaillZe estpiZisdans la section A.1 IOannexe A.

Sion considere que IOensemble dOZtiquettssbni, alors la logique PMSO est Zquivalente
aux automates de Presburger; ce rZsultat est Ztabli dadsdSa., 2003]. Nous montrons
que" est un ensemble dZnombrable, alors la logique PMSO estafentiy aux automates
contraintes numZriques semilinZaires.

ThZoreme 3.2 Un ensemble dOarbres est PMSO-dZPnissable si et seul®iest k langage
dOun automate " contraintes numZriques semilinZaires gussi [Seidl et al., 2003], ThZo-
reme 5).

2Dans [Boneva and Talbot, 2005], ce rZsultat est Ztabli praididbnition diffZrente des automates ~ contraintes
numZriques.
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Preuve La preuve est similaire ~ celle du thZoreme 3.1.

3.2 Logique spatiale (LS)

La logique spatiale que nous prZsentons ici est une exted§lan fragment de la logique
des ambients [Cardelli and Gordon, 2000a]. Il sOagit dmagdit spatial, qui est interprZtZ
sur des arbres et non sur des processus du calcul des andoiemtse cOest le cas de la logique
dans [Cardelli and Gordon, 2000a]. Cette logique a ZtAZgilicomme la base du langage de
requetes pour donnZes semi-structurZes TQL [Cardelli draliG2001].

3.2.1 Syntaxe

SoitXe un ensemble dZnombrable de variables dOZtiquettesxatZes, X, un ensemble
dZnombrable de variables dOarbres ndt2¢s. . . etX, un ensemble dZnombrable de variables
de rZcursion notZes. . .. Les formules de LS sont dZpbnies par la syntaxe :

"= 0 arbre vide
-] imbrication ou embo”tement
" composition
6 vZritZ
A" nZgation
o disjonction
X variable dOarbre
X quantibcation existentielle sur les arbres
X quantibcation existentielle sur les Ztiquettes
, variable de rZcursion
o,." plus petit point bxe
-=- test dOZgalitZ dOZtiquettes
-5I= a Ztiquette constante
X variable dOZtiquettes

o+ a est une Ztiquette dafis Pour garantir IQexistence du plus petit point Pxe (forpauile),
nous imposons la restriction syntaxique que dans la forpauile, toutes les occurrences libfes
de la variable dans' apparaissent sous un nombre pair de nZgations'dans

Une occurrence de la variable dOZtiqueftespectivement occurrence de la variable dOarbre
X)) est ditelibre dans la formulé si elle nOappara’t pas sous une quantibcatigrespective-
ment. X ) dans la formulé' . De la meme fason, une occurrence de variable de rZcursiest
dite libre dans" si elle nOappara’t sous un opZrateur de poini,Rxéne formule est ditelose
si elle nOadmet pas dOoccurrences libres de variables.

On note pawarrec(") IOensemble des variables de rZcursion apparaissant damsule

3Voir dZpbnition de variable libre ci-dessous.
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Tout au long de cette these et ~ chaque fois quOil sOagit @unke" de la logique LS,
nous supposons que deux occurrences distinctes des opZragép dans' lient des variables
diffZrentes et quOaucune variable nOappara’t " la feigtinon libre dans une formule. Cette
propriZtZ peut toujours etre assurZe par un renommage daslea non libres.

3.2.2 SZmantique

LOinterprZtation des formules de la logique spatiale asZa@oen termes dOensembles dOar-
bres. Soit une valuation des variables dOZtiquettes et des varidbdebrds, et sditune va-
luation des variables de rZcursion ; cOest " ditme application d&X. 1 X ; dans" 1 Arbres
qui respecte les types des variables (cad associe desttésgaex variables dOZtiquettes et des
arbres aux variables dOarbres) &t une application &%, dans! (Arbres ). Pour deux valua-
tions. et/, on notedom(. ) etdom(/) leurs domaines respectifs.

LOinterprZtation de la formulesous les valuations et/, notZe!" "4, est un ensemble
dOarbres dZPni rZcursivement sur la structutecdenme suit (nous utilisons ici la reprZsenta-
tion des arbres comme des multiensembles imbriquZs) :

1043 = {B

-0 Tes = LG el

P Mes = Ml Mas

16"4¢ = Arbres

TA" "y g = Arbres " !""4g
TR T

X'%s = . (X))

X" s = ) X#Arbres, " "#[X (.8
Lx"s = 7 a1 als

L s = ()

w." "s¢ = '>{S $ Arbres |S7 !"""#Y$[%( s}
S _ Arbres si.(-)= .(-)
T !

sinon

Pour IQarbrg la formule de la logique spatiafeet les valuations,/ , on dit quet satisfait"
pour les valuations et/, Zcritt, .,/ F ", sit appartient 1" "4 . Lorsque” est une formule
close, nous Zcrirons parfdis" ett F " "la place del" "4 g ett,.,/ E " respectivement.
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3.2.3 OpZrateurs dZrivZs

Plusieurs opZrateurs dZrivZs ont ZtZ introduits pour iquegles ambients et la logique
TQL. Nous donnons ici la dZpbnition de certains de ces opifsate

8 = A6 faux

"4 = AA"-AM) conjonction

0 = A0 arbre non vide

"g"t = A(A"|A") composition duale

B = A(" |A'.'.")

R implication

YX.S = AL X.A") quantibcation universelle sur les arbres

) X" = A( x.A") quantibcation universelle sur les Ztiquettes
0,." = Apy,.A"+ "A ,, plusgrand point bxe

=w"|,-0 Ztoile

o* "+ "A ,, estlaformule obtenue en remplasant ddn®utes les occurrence libres de la
variable, par la formuleA, .

3.2.4 PropriZtZs de la satisbabilitZ

LOinterprZtation des formules logiques peut Zgalemexprrisd® en termes de la relation
de satisfaction. Les propriZtZs ZnoncZes ci-dessousieotintre prises comme dZPnition de
la satisfaction, mais IOinterprZtation sous forme dOglesegue nous avons donnZe est plus
adaptZe pour les formules ~ point bxe.

Lemme 3.3 Pour tout arbret, toutes formule, " " et toutes valuations et/ les Zquivalences
suivantes sont vZribZes :

t,..,/ FO ot={}

t.., F-["] t"# Arbres .t = . ()t 4 t,../ E"

t., E"|" tt"#Arbres .t=t (t 4t.,./ E"4t,, /"
t,../] F 6

t,../ EA" R A B

t.,, E"-"" ;. t., F"-t.,F"

t,../] EX ;o t=.(X)

t,../ E.X" ;. S# Arbres .t,. [X " s,/ E"

t,../ E.x" ;o.oa#t.t,.[x" a,/E"

t,../ E, o t# /()

t,../ EW." S A A S TV

t,../ FO ; = {}

t,.,/ E"9"" ;) tutaa=t(t* @, F"-t,,F")
t,/ E"F ") tt@=t(tT4t,  E")Y t ] E"
t,.,/ '1:#’$8

t,.,/ E"4"" ; t., E"4t., E"

t,../ E)X" ;) s# Arbres . t,.[X " s|,/ E"

t,../ E)x" ;) a#".t,..[x" a,/E"

t,../ E": . . n#Nt#na""
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Preuve Presque toutes ces propriZtZs ont ZtZ montrZes dans lGadi&helli, 2004], sauf
celles concernant les opZrateurs dZriv&s" | "". PourO, la propriZtZ suit directement de

la dZPbnition de cet opZrateur, et pSuf " se dZduit de la dZpbnition de IQopZrateur et des
propriZtZs pout |" " etA" .

Dans la suite nous utilisons le lemme 3.3 sans y faire rAf&ren

3.2.5 Fragments et variantes de la logique

Dans cette these nous allons Ztudier diffZrents fragmerarntes de la logique spatiale.

Le fragment minimal mini-LS

Nous appelons ce fragment C minimal E puisquOil se rZdyieamént aux opZrateurs spa-
tiaux de la logique et les connecteurs boolZens : en quetgteecdest le plus petit fragment de
LS contenant les opZrateurs spatiaux. mini-LS est le fragoeeLS suivant :

tmEO LAl |t I 6 AT |-

o* aest une Ztiquette dafs

LOexpressivitZ de la logique mini-LS est assez limitZgtiteiment, elle permet de dZcrire
des ZIZments de la structure dOune partie de I0arbre grixhacihe et de taille limitZe par la
taille de la formule, comme le montre IOexemple 3.3.

Exemple 3.3 PropriZtZs exprimables par la logique mini-LS :
(i) Un chemina.b.cdans IQarbre, partant de la racine :

albic[6]|6]|6]|6

(i) Laracine possede une arete successeur ZtiquetZe gar posssde au moins deux arstes
successeurs ZtiquetZes Ipar

a[bj6]|b[6]]6]|6

(iii) Au moins deux aretes successeurs de la racine sonti@ifes paa et au plus une arete
successeur de la racine est ZtiquetZdopar

(al6]1a[6]16) 4 (A(b6]|b6]|6))

Cette propriZtZ peut sOZcrire Zgalement
a[6]|a[6]|A(b6]|b6]6)

Le principal intZret dOZtudier cette logique est de condped®expressivitZ des opZrateurs
spatiaux.

Notons bPnalement que ce fragment peut stre facilement ghdads MSO. Comme nous le
verrons plus tard, un fragment qui inclut mini-LS est Zgeive™ MSO, mais le passage de I0un
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vers |Oautre nZcessite dOutiliser des automates d®atsemnnons ici un encodage direct de
mini-LS dans MSO.

Pour toute formulé dans mini-LS, nous construisons la formule cléggU) de MSO telle
que pour tout arbré dansA, ,t F " siet seulement $' F )U.()u.u # U) " %g), 0°
St est la&-structure correspondantt” Le r™le de la variablé est dOassurer que le domaine
dOinterprZtation de la formule MSO est bien le domairgs de

% (U) ::= vrai
%ag(U) = A%g(U)
Yogr g (U) := % (V) - Y%g (U)
%p(U) == U =1
Yoare)(U) 1= ) U, Ur.(src(Ug, Up) 4 Up=U" Up) " (singl_etiqy(Uz) 4 ! g(Un))
%g e (U) = . U", U dunion(U, U",U") 4 %g(U") 4 % (U™)4

) U1, Uy, Us.(src(U, Up) 4 src(U, Uy) 4 sre(U™, Us)) " dunion(Uq, Uy, Us)

La dZPnition des formules auxiliaires est donnZe ci-dsssoiwitivementsrc(U, U") est vraie
si U" est IOensemble des aretes successeurs de la racine dares datrle domaine edd ;
dunion(U, U, U") est vraie si IOensemitleest IOunion disjointe des ensemilestU™ ; pour
toute Ztiquette, sing_etiq,(U) est vraie si IOensemtleest un ensemble contenant une seule
arete et cette arste est ZtiquetZe par

vrai = )u.u=u

U=U1U":=)u(u#U)5 (u#U - u#t U
U=U2U":=)u.(u# U)5 (u#U 4u#U")
U=U" U":=)u(u#U)5 (u# U 4A@u#U")
dunion(U,U,U") ==(! =U2U)4U=U1U")
singl_etig,(U) == ()u,u.(u# U4u #U)" (u=u)4(Quu#U" etqg(u))

Le fragment sans quantiPcation L$

La quantiPcation de la logique est connue «tre une sourceA@dabilitZ pour le probleme
de satisbabilitZ (voir [Charatonik et al., 2003] et la sech.1). Par contre, il nOest pas connu si
en absence de quantibcation on peut avoir des fragmentiatiés de la logique. La premisre
partie de la these est consacrZe "~ 10Ztude de la satisPdbilié logique en absence de quantib-
cation. La quique Lp n(:)estvpas un fr~agment purement syntaxique de la logiqueespabus
modibpons IZgerement IOopZrateur dOembo”tement.

Soit le nouveau constructeur de formulds], o ' est sous ensemble Pni ou co-Pni‘de

LOinterprZtation de la formul¢" ] est donnZe par :
[Ts = 1]
Alors la logique L§ est dZbnie par la syntaxe :
CEEO LTI I e AT et
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Remarquons que I0ajout du constructdlif nOajoute pas dOexpressivitZ ~ la logique spatiale
en prZsence de quantibcation, puisq[ig peut stre exprimZ en utilisant la quantipcation*; si

est IOensemble Hry, ..., ac}, alors' ['] = a1["]-aaa-a["]etsi' estlOensemble co-bni

" {ay,...,a},alors' [']= . x.(A(x = ay) 4aaéa4 &= a)4x[")).

Pour' un ensemble dOZtiquettes Pni ou cobni, nous notsna complZmentaire': =
" " ' Nous avons |IOZquivalence suivante :

Lemme 3.4 Pour tout arbret, toute formul€' et toutes valuations/ ,

t,../ EA["]; t./ EO-0]0-"[6]-"[A"]

Preuve Par dZpnitiont,.,/ [ '[']sietseulement &i= {a[t']} eta# ' ett,./ E ".
Donc,t,.,/ E A'[']siet seulement si

() t nOest pas un multiensemble " un unique ZIZment ou bien
() ) testun multiensemble ~un unique ZIZment, Hoif, tel queb(t'], .,/ ne satisfait pas["].

Par les propriZtZs de la satisbabilitZ, il est facile dequar() est Zquivalentt | 0- 0|0 et
() ) est Zquivalent b# ' oub# ' ett’,.,/ £ ". Il est facile de voir que cOest Zquivalent "
t!'l/ |: ' [6]- l [A"]'

De meme que pour les propriZtZs ZnoncZes dans le lemme &3utat sera utilisZ explicite-
ment lorsquOil sOagira de la logiqug LS

Exemple 3.4 PropriZtZs exprimables sans quantibcation.
(i) Les successeurs de la racine sont tous ZtiquetZs par

w.al6lf, - 0

(i) Arbres” couches dQaretes ZtiquetZesaptrarstes ZtiquetZes parcad
D toutes les aretes successeurs de la racine sont Ztiqaet/Zstp
P toutes les arstes successeurs dOune arete Ztiquet/sguarZtiquetZes paret vice
versa.

U,-a[u, "'kL]l!"' 0]|’ -0

(i) Arbres dans lesquels chaque niud a autant dOarstesesseurs ZtiquetZs parque
dOaretes successeurs ZtiquetZb par

U,-a[’“b[,”’ -0

Remarquons que la prZsence de variables dOZtiquettedetsdést le mZcanisme le plus
naturel permettant de dZpnir des requstes non boolZennes.
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La fragment sans rZcursion L,

Un autre fragment intZressant de la logique est le fragnaest i cursion. La rZcursion est
un mZcanisme ajoutant de IQexpressivitZ de la logiquemiep@ar exemple de dZpnir des
rZpZtitions non bornZes dans la structure des arbres od®@xprimer des propriZtZs qui sont
vZribZes " une profondeur quelconque de IOarbre (ZloigaZaténe de maniere non bornZe).
La combinaison de la rZcursion et de la quantibcation agndere plus dOexpressivitZ. Elle per-
met par exemple dOexprimerla rZpZtition dOun motif noretemmgnt dZbni. Pour illustration
des ces intuitions, voir IOexemple 3.5.

La logique LS, est dZPnie par la syntaxe :

TEE O LTI LB AT T X XS x| =
a| x

Exemple 3.5 PropriZtZs exprimables dans la logique sans rZcursion.
() Toutes les arstes successeurs de la racine portent leerZtiguette

)x.)y.(x[6]ly[6]]6)" x=y

(i) Lalogique permet dOexprimer IQisomorphisme dOadewsarbres, t sont isomorphes
si et seulement si |Oarrat]} ({ bs]} satisfait la formule

. X.a[X][bhX]

3.2.6 Exemples

Nous donnons ici des exemples de propriZtZs exprimabledalgique spatiale.

(i) Arbres dans lesquels tout niud (" IOexception des fea)lla exactement trois arstes suc-
cesseurs, IOune ZtiquetZeapdDautre ZtiquetZe et la troisieme ayant une Ztiquette
arbitraire.

.. xal ]leL 1Ix[]1- 0

Cette meme propriZtZ peut Zgalement «tre exprimZe enautille fragment sans quanti-
bcation, gr%.ce " la constructiofi ] :

w.allle, 11", ]1- 0

(i) Arbres dans lesquels tout niud (" IOexception des feg)l a exactement quatre arstes
successeurs, I0une ZtiquetZagéautre ZtiquetZe et les deux autres ayant la meme
Ztiquette arbitraire.

W, xal 116, 11X - 0

Cet exemple illustre la possibilitZ de dZbnir des motifs@gYs (non totalement dZbnis)
reproduits partout dans IQarbre. La propriZtZ ZnoncZpasmgrimable dans la logique
sans quantibcation, qui permet uniquement de tester i@a@pae dOune Ztiquette ~ un
ensemble, et ne permet pas de comaprer deux ZtiquettesliuStie la possibilitZ de
dZbnir des motifs approchZs (non totalement dZbnis) étgqértout dans Oarbre.
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(iii) Arbres ayant un niud " trois aretes successeurs Ztitfes pag, betc; ce niud se trouve
nOimporte o dans |Oarbre :

M. . X.(X[,]16) - (a6 ]|b6]|c[6])
Cette propriZtZ est Zgalement exprimable sans quantiipéafaide de la formule
w."[,]1- (al6]|bi6][c[6])
(iv) Arbres contenant un chemin dont toutes les arstes stiquiétZes par le meme symbole
XX ]I6- 0

(v) Arbres ayant un nlud " trois arstes successeurs Ztigestzam, betc et tel que toutes les
aretes du chemin dans IQarbre qui mene " ce niud sont Ztigsepdr la meme Ztiquette :

XM, X []16- (a6 ][b6][c6]).

Cette propriZtZ ne peut pas stre exprimZe sans quantikcatio



Deuxieme partie

SatisbabilitZ et expressivitZ de la
logique spatiale






Dans cette partie hous gonsierons la logiqug Léad Je fragment de la logique spatiale
sans quantibcation et nous Ztudions le probleme de saiitPdle cette logique et de certains de
ses fragments, ainsi que I0expressivitZ de la logiqgueeRapmue le probleme de satisbabilitZ
est, Ztant donnZ une formule cldsedZcider si IOinterprZtation de cette formule est IOdesemb
vide (cad dZcider di' " est IOensemble vide). Nous dirons que le problsme de daitisbast
dZcidable si on peut dZcider de cette propriZtZ, et quiditiEsidable sinon. LOexpressivitZ de
la logique LS est ZtudiZe conjointement avec le problsme de satisR&héliten comparaison
avec les logiqgues MSO et PMSO.

Cette partie est organisZe comme suit : dans le chapitrestpridsentons essentiellement
des rZqutats techniques utilisZs dans la SLVJitve, dont mmIgprZsenter les formules|LS
par des Zquations ~ point bxe et des propriZtZs de ces sgstbiguations. Dans le chapitre 5,
nous rappelons le rZsultat que le probleme de satispabgitthdZcidable pour la logique spa-
tialg avec quantibcation et nous montrons que la satiSliabvd la logique L est ZgalemenE
indZcidable. Dans le chapitre 6 nous montrons comment ddfPautomate ~ contraintes numZ-
riques Zquivalent “Vune formule LSFinalement, dans le chapitre 7 nous utiIisonsJes aut@nate
" contraintes numZriques pour identiPer deux fragments éiegique LG qui sont Zquivalent
aux logiques MSO et PMSO respectivement.

Dans cette partie de la these, par C formule logique E noes@mis une formule de LS
(sauf dans la section 5.1 o nous rappelons quelques rigsdifindZcidabilitZ pour la logique
avec quantibcation).






Chapitre 4

Formules logiques et systemes
dOZquations ~ point bxe

Dans ce chapitre nous prZsentons une reprZsentation ahesefsiogiques sous la forme de
systemes dOZquations ~ points bxes. Cette reprZsensttiailieZe dans la suite pour la preuve
de divers rZsultats. Nous donnons Zgalement des repit#sentzormalisZes de ces systemes
dOZquations, qui seront utilisZes plus tard pour la dbdiflun automate pour une formule
logique, mais qui nous permettent Zgalement dOexprimigugaeconditions qui garantissent
IOunicitZ du point bxe pour les formules logiques.

Le chapitre est organisZ comme suit : dans la section 4. ldxusissons les notions de base
liZes aux systemes dOZquations " points bPxes. Dans lansé@inous introduisons un type de
systemes dOZquations qui peut servir de reprZsentatitormeses de la logique, et nous mon-
trons comment construire un systeme dOZquations " partied@mule et inversement. Dans la
section 4.3 nous prZsentons deux formes normales pourdemeg dOZquations. Finalement,
dans la section 4.4 nous donnons quelques conditions g@mt que le plus petit et le plus
grand points bxes coencident.

4.1 GZnZralitZs sur les systemes dOZquations ~ point bxe

Cette section commence avec les dZbnitions de quelquesside base : treillis, fonctions
monotones, points bxes, avant de dZpbnir un systeme d@Aguagioint Pxe. Nous donnons
ensuite quelques propriZtZs des systemes dOZquatiorsomtitgiles pour la suite. Pour plus
dOinformations sur ces notions, le lecteur peut se rZf@&endld and Niwinski, 2001].

4.1.1 DZbpnitions
Treillis, monotonie, points bxes
Un treillis 4H, %, est un ensemblel muni dOun ordre partiéd et tel que pour tout couple

dOZIZmenks | appartenant H, I0ensemblgh, |} admet une plus petite (pour IOoréeborne
supZrieure notZe- . | et une plus grande (pour IQoréeborne infZrieure notZe4. |. Un
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treillis completest un treillis+H, %, tel que toutl sous ensemble dé¢ gdmet une plus petite
borne supZrieure et une plus grande borne infZrieure,notZ& et , L respectivement.
Nous notons alors ce treilligH, - ., 4. ,, ou bien+H, - , 4, sila relation dOordgs est claire
dans le contexte. Il est facile de voir que pour tout enseribleé (F),- ,4 , estun treillis
complet, 0*$ est IQinclusion dOensembles eet4  sont IQunion et intersection dOensembles
respectivement.

Soit+H, %, un ensemble muni dOun ordre partiel. La fondtiotd " H est ditemonotone
si pour touth,| dansH, h % | impliquef (h) % f (1). Soitn un entier naturel. La fonction
f : H" " H est ditemonotone dans toutes les variabl&spour toushy, ..., hn,l1...,1,
ZIZments del, hy %1, et ...eth, %I, impliquef (hy,...,hy) %f (I1,...,15).

Soitf une fonction deH dansH (pour un ensemblel quelconque). LOZIZméntleH est
dit point bxe dé sif (h) = h. LOensemble des points Pxe$ @t notZFix (f ).

Le thZoreme de Knaster-Tarki Ztablit que toute fonctign atone sur @ treillis complet
admet un plus grand point bxe et un plus petit point bxe, notZBix (f ) et —, Fix (f).

ThZoreme 4.1 (Knaster-Jarski) Soit+#4 - +, 4+, un treillis complet ef une fonction mono-
tone deH dansH . Alors * , Fix (f) et , Fix (f) appartiennent Fix (f ). De plus,
? ? @ _ @
L Fix(f)= {h#H |h%f(h)} et L Fix(f)= ", {h#H|f(h) %h}.

Le plus grand et plus petit point bxe de la fonctforsont usuellement notZ.f (x) et
ux.f (x). Soit maintenant une fonction deH" dansH . Nous pouvons Zgalement dZbnir le

plus petit ou plus grand point bxe flepour une de ses variableqx;.f (X1,...,Xj,...,Xn)
est une fonction déi" 1 dansH qui ~ tout (n 0 1)-uplet(Sy,...,Si- 1,Si+1,...,Sn) dans
H"- 1 associe la valeynx;.f (s1,...,Si- 1, Xi,Si+1,--.,Sn). Une propriZtZ importante est que

le point Pxe par rapport ~ une composante prZserve la moieaton

Proposition 4.2 (JArnold and Niwinski, 2001], Proposition1.2.23) SoitH un treillis complet
et soitf une fonction déd " dansH monotone dans toutes les variables. Alors pour ta#ns
1.0, pxif (X1, ..., Xiy ..., Xn) €t0X;.f (X1,...,Xi,...,Xn) sont des fonctions dd "~ 1 dans
H monotones dans toutes les variables.

Une consZquence de ce rZsultat est que IOon peut imbripeimes bxes : cad nous pouvons
considZrer les fonctionsx; O0x;.F (X1,...,Xn), 0%.0%;.f (X1,...,Xn), etc.

Points bxes sur un treillis produit

Nous rZsumons ici quelques notions liZes aux points Pxegstreillis produits. Pour plus
de dZtails, voir la section 1.4 de [Arnold and Niwinski, 2p01

Soit+H, - 4,4+, un treillis complet. Alors IOensemitie’ muni de la relation dOordd,
qui est IOextension habituelle %esur les tuples de valeurs d forme Zgalement un treillis
complet. Soient,,...,f, des fonctions déi" dansH monotones dans toutes les variables.
Alors le tuple de fonction$ = 4, ..., f,, dZPnit une fonction monotone #" dansH" de
la fason suivante : pour tout = +hy, ..., h,, ZIZments d&l" et pour touf dansl..n, laj ™
composante di(h) estf; (hy,...,hp).
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CommeH " est un treillis complet et la fonctidnest monotone, on peut calculer le point bxe
def, qui est un ZIZment dé" ; ainsi le plus petit et le plus grand points bxed dentux.f (x)
et0Ox.f (x) respectivement. Ces points bxes peuvent stre reprZsenfasd alternative comme
la solution extreme du systeme deZquations h inconnues

X1 = f1(X1,...,Xn)
Xn = fn(X1,...,Xn)
oelesxi,...,Xn sont des variables stt.

La solution dOun tel systeme dOZquation peut «tre calcatfemincipe dOZlimination de
Gauss Supposons quOon cherche ~ calculer le veetgur. . , an,, le 1 point bxe de I0Zquation
ci-dessus (poull Ztantp ou 0). En posant(Xa,...,Xn) = 1x1.f1(X1,...,Xn), NOUS avons
que+ay, ..., a,, estla Cl-solution E (cad la plus petite ou la plus grande solutiondydirme
" n0 1Zquations

X2 = fa(0(X2,...,Xn),X2,...,Xp)
Xn = fn(0(X2,...,Xn),X2,...,Xn)
Dans ce casa; = g(az,...,an).

Systemes dOZquations " points bxes

Les systemes dOZquations " point bPxe sont une gZnZralidatisystemes dOZquations prZ-
sentZs dans la section prZcZdente. Dans un systeme dé@quptints Pxes, les points bxes
sont associZs aux Zquations du systeme et non au systeméi@n en

DZbnition 4.3 (Systeme dOZquations " point Px&oient+H, - , 4, et+H",- ", 4", des treillis
complets efq, ..., T, des fonctions d&i" / H" dansH monotones dans toutes les variables,
et soientxy, ..., Xn, X des variables prenant leurs valeurs denstx une variable prenant ses
valeurs dansi . Un systeme dOZquations " point xest une sZquence

Xl :1 fl(Xl,... ,me)’éé—é-xi :I fi(le--an,X),ééé-Xn = fn(xl’--wxmx)
o chacun ded; est Zgal 11 ou " 0.
La solutionde S est len-uplet dZbni par : sh = 1, alors la solution du systeme; 2
f1(x1,X) est+liXq.f 1(X1,X),. Sinon, la solution du systeme
Xl :l fl(xll .Xnvx)-éé—axi :, fI(XL,Xn-X)vé-éé-Xn :n fn(xll'--vxnvx)

estigi (ha(Xx), ..., ha(X),X), h2(X), ..., ha(X), 0° g1 (X2, ..., Xn,X) = L11X1.F1(X1,...,Xn,X)
et+y(x),...,hn(x), estla solution de

x2':2 fo(g1(X2,...,Xn,X),X2,...,Xn,X),a48Xn B fr(o(X2,...,Xn), X2, ..., Xn,X).
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Pour les systemes dOZquations que nous aurons ~ consiaizséa duite, les fonctioris ci-
dessus ne seront pas des fonctions de la vanatff®est pourquoi, nous omettons cette variable
dans ce qui suit, cad un systeme dOZquations sera une s/dedadorme

X1 = f1(X1,...,Xn), 888X = fi(X1,...,Xn), 448X = fn(X1,...,Xn).

Dans ce cas, la solution dOun systeme dOZquationsiesplet de fonctions constantes (puisque
ne dZpendant pas @, et donc un ZIZment dé".

Pour le syst'me dOZquatioBsZtantx; = f1(X1,...,%n), 448Xy = Fn(X1-..)Xn),
on noteVaryS) la sZquence de variablas, ..., X, et {VargS)} IOensemble de variables
{X1,...,Xn}. La variablex,, sera dZsignZe pdern(S). La solution du systeme dOZquations
S est notZeSol(S) et pour toute variable dansVargS), on ZcritSol(S, x) pour dZsigner la
composante de la solution du syste@@&orrespondant ~ la variabbe.

Il appara’t de la dZPnition pour la solution dOun systengudfhs que IOordre dOZlimi-
nation des variables pour le calcul de la solution a une itapoe. En effet, en utilisant un
autre ordre dOZlimination des variable on peut obteniralmgos diffZrente, comme le montre
|IGexemple suivant.

Exemple 4.1 Soit+H, %, un ensemble ordonnZgOau moins deux ZIZments etel,gue, 4+ ,
est un treillis complet. Nous notorts I0ZIZment , H et8 10ZIZment, H. Il est facile de
voir que les plus petit et plus grand points bPxes de la fondtentitZ sont respectivement :
pX.Xx = 8 etOx.x = 6.

SoientS le systsme dOZquatiorst y,y £ x. En calculant la solution d& Zliminant la
variablex en premier, nous obtenons g8el(S, x) est Zgal ux.y et donc “y. En remplasant
ceci dans la deuxisme Zquation, nous obtenons que la Soldé& poury estOy.y = 6. Et
commeSol(S, x) = Sol(S,y), hous obtenons6,6, comme solution du systeme. Calculons
la solution de5 en Zliminant la variablg en premier Sol(S, y) estOy.x qui est Zgal X. Donc,
en remplasant dans IOZquation pautous avons qusol(S, x) estux.x qui est Zgal B . Alors
la solution du systeme dOZquations+&si8, .

Solution extreme dOun systeme dOZquations vs. solution @éysteme dOZquations " points
Pxes

Nous tenons " faire ici la distinction et le lien entre les xi¢ypes de systemes dOZquations
qui ont ZtZ dZPnis dans les deux sections prZcZdentegitldsa un cas de calculer une
solution extreme dOun systeme dOZquations et dOautre aduter la solution dOun systeme
dans lequel des opZrateurs de point Pxes sont associZsuhehdes Zquations. Les mZthodes
de rZsolution qui ont ZtZ proposZes pour ces deux systemesessemblantes. NZanmoins,
le principe dOZlimination de Gauss qui a ZtZ proposZ dareni@pcas peut stre appliquZ
en Zliminant les variables dans un ordre quelconque, al@sapmme nous IOavons vu dans
IGexemple 4.1, I0Zlimination des variables dans un systdguations ~ points bxes doit se
faire dans un ordre prZcis.

Meme si cela nOappara’t pas directement des solutionssil pé3 tres difbcile de voir que
le lien qui existe entre ces deux types de systemes dOZwuetible suivant : la solution du
systeme dOZquations ~ points bxes

X1 = f1(X1,...,Xn), @daxn = fn(Xg,...,Xn)
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est Zgale " ld.-solution du systeme dOZquations

X1 = f1(Xg,...,Xn)

Xn = fna(X1,...,%n)

Il en dZcoule que, si dans un systeme dOZquations " poirgsubeeul opZrateur de point bxe
est utilisZ, alors sa solution peut stre calculZe en Zlinifes variables dans nOimporte quel
ordre.

Dans la suite, nous utilisons principalement des systen@&qgiations ~ points Pxes, que
nous appelons C systemes dOZquations E. Pour les raremioas oensidZrons IOextreme solu-
tion dOun systeme dOZquations sur un treillis produit|apu&ciserons explicitement.

4.1.2 PropriZtZs des systemes dOZquations

Tous les rZsultats ZnoncZs dans cette section peuvenbetv@s dans le premier chapitre
de [Arnold and Niwinski, 2001].

Cette premisre proposition montre que la solution dOunrsgstOZquatiorS peut stre
calculZe par blocsS est dZcoupZ en deux sous-systemes dont les solutions $omZes de
faeon relativement indZpendante et ensuite combinZesgienir la solution dé.

Proposition 4.4 (JArnold and Niwinski, 2001], Proposition1.4.13) La solution du systeme
dbZquations

x1'=1f1(x1,...,xn),...,xi = fi(X1,...,%Xn), ..., Xn = fn(X1,...,%Xn)

est Zgale °
H1(hizr, .-, hy), o hi(higg oo hy), higg oy,
0° M1 (Xj+1,+--,%Xn), -+, Ni(Xj+1,...,Xn), €stla solution de
x1':1f1(x1,...,xn),...,xi = fi(X1,...,Xn)

et+:,,,...,h,, estlasolution de

Xier = Fiad (D1(Xia1s -3 Xn)s ooy M (Xikt s« oo, X )y Xi41 5 -+ - Xn),

Xn ':n fn(hl(xi+1'---vxn)-----hi(xi+1'----Xn)-xi+1v---vxn)

La proposition suivante montre deux fasons de modiber utmgsdOZquations en prZser-
vant sa solution.

Proposition 4.5 (JArnold and Niwinski, 2001], Proposition1.4.14) Pour touti %j, les trois
systemes

Xllzlfl(Xl,...,Xn),...

X 2 (X, X)),

...,Xn I:n fn(Xl,...,Xn)
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xllzlfl(xl,...,xn),...
ca X d fi(Xe, - Xie L fi(Xe, .o Xn), Xi+1, -y Xn), - -
.oy Xn '=“fn(x1,...,xn)
x1':1f1(x1,...,xn),...
o X o fi(Xe, .o Xie 14X Fi(Xe, o Xn )y Xitd s ooy Xn), e e
.oy Xn '=“fn(x1,...,xn)

ont la meme solution.

Nous terminons par un rZsultat qui peut stre facilement i£ths rZsultats prZsentZs dans
[Arnold and Niwinski, 2001]. Nous omettons la preuve de celtaire, qui demanderait dOin-
troduire plusieurs notations non nZcessaires pour le deste these, ainsi que de reproduire
presque la totalitZ des rZsultats du premier chapitre de[dand Niwinski, 2001].

Corollaire 4.6 SoitS le systeme dOZquations
X1 = F1a(X1, .o, Xn)s e aXi = Fi(X1, ..o, Xn), vy Xn = Fn(X4,...,Xn)

et soith = +hy, ..., h,, sa solution. Alors pour tout sous ensemble dd, ..., n}, le systeme
S ala meme solution que le systeme

Xll:lfl(YL---vYn)-----Xi I:‘ fi(Yl----uYn)v---an ':n fn(Yl----uYn)

0+ pour toutj,y; = Xj sij '#1 ety; = h; sij #1.

Ce corollaire se dZduit des propositions 1.4.1 et 1.4.1Ad®[d and Niwinski, 2001].

4.2 Formules logiques et systemes dOZquations

Nous montrons ici que toute formule logique close peut «er£sentZe par un systeme
dOZquations " point bxe. Plus prZcisZment, pour toutelélogigue” on peut construire le
systeme dOZquatioBs(" ) tel que!" " est Zgal " la solution dEg(") pour la derniere variable
dansVargEq(")). Inversement, pour tout systeme dOZquaos peut construire une formule
logique closeformulg(S) telle que la solution d& pour sa dernisre variable est I0ensemble
Iformulg(S)".

Nous commeneons par quelques dZPnitions dans la sectioh fans la section 4.2.2
nous dZbnissons une famille de fonctions monotones quitsatiisZes comme parties droites
dOZquations dans le systeEg"). Ensuite, dans la section 4.2.3, nous montrons comment
calculer la formule correspondant ~ un systeme dOZquagiohaalement dans la section 4.2.4
donnons une mZthode pour construire le systeme dOZquatidns
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4.2.1 Termes fonctionnels et termes ~ point bxe

Soit& une signature, cad un ensemble de symboles fonctionneis eyacun une aritZ bxe,
et soitV un ensemble dZnombrable de variables.

DZbnition 4.7 (Terme fonctionnel) LOensembifonct(&,V) destermes fonctionnels siu& et
V est dZPni rZcursivement par :
b toute variable dansest un terme fonctionnel ;
b siop # & est un symbole dOaritZet f4,...,f, sont des termes fonctionnels, alors
op(f1,...,fn) estun terme fonctionnel.

DZbnition 4.8 (Terme " point bxe) LOensemblexpt(&,V) destermes " point bxe su& etV
est dZbni rZcursivement par :
b toute variable dansest un terme ~ point bxe;
b siop # & est un symbole dQaritZet f4,...,f, sont des termes ~ point bxe, alors
op(fi,...,fn) estunterme ~ point bxe;
b six #V etf estunterme " point bxe, alogp.f etOx.f sont des termes ~ point bxe.

Il est Zvident qudonct(&,V) $ Pxpt(&,V) pour toute signaturé& et tout ensemble de
variablesV.

Les notions dOoccurrence de variable libre et occurrengaridble liZe dans un terme sont
dZpbnies comme dOhabitude, sachant que les opZpaglriient toutes les occurrences libres
de la variablex dans les termes " point bxex.f ou Ox.f . Par simplicitZ, nous supposons que
dans tout terme, aucune variable nOappara’t " la fois ~ dasrences libres et liZes, ce qui nous
permet de parler de variables libres et variables liZesauwlDoccurrences libres et occurrences
liZes.

Soientf,f " des termes fonctionnels (respectivement des termes " pai, et soiix une
variable. Nous notons#x " f ", le terme fonctionnel (respectivement le terme " point Pxe)
obtenu en remplasant dafisles occurrences libres de la variakl@arf .

DZbnition 4.9 (1-interprZtation) Soit & une signature dZnombrable. UpénterprZtation|
des symboles d& est un coupl€+D, - +,4.,,1) o* 4D, - ., 4., est un treillis complet et
est une fonction qui " tout symbolep dOaritk dans& associe une fonction monotone B&
dansD notZeop' .

Pour toute signatur& et toutep-interprZtation de &, cette interprZtation est Ztendue aux
termes fonctionnels déonct(&,V) comme une composition de fonctions; dans ce cas pour
tout termef dansfonct(&,V), nous notong' IQinterprZtation deparl qui est une fonction
de DX dansD, o+ k est le nombre de variables libres tle Remarquons que $i est une
p-interprZtation, alors la fonction' est monotone dans toutes les variables. De cel fgigut
Zgalement otre Ztendue aux termes " point bxexf&(&, V) : pour tout termé et toute variable
X, (ux.f )! est la fonctiorux. ()" .

Si| est unep-interprZtation de&& etf est un terme danbxpt(&,V) de variables libres
X1,...,Xk, hous notong ' (x1,...,xy) lIQinterprZtation deparl si nous voulons rendre ex-
plicites les variables dé' . Dans ce cas, S, ..., Sk sont des valeurs dari3, nous notons
fl(sy,...,sk) If)application de cette fonction aux valesyrs . ., sx. DOautre part, siest une
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valuation de domaing&,,...,Xx qui ~ Xj associe la valeus;, alors!f ; est notation alterna-
tive " f' (sy,...,sk). Dans cette derniere notation, nous omettrbris;rsquf)il est clair dans le
contexte.

Remarquons Zgalement que

Remarque 4.10 Pour toute signature dZnombralfietoutep-interprZtationl de& et pour tous
termed,f " # bxpt(2, X) tels que les ensembles des variables libres d&f * sont inclus dans
{X1,...,Xn}, pour toutx; dans{x4,...,Xn}, lafonction(f #; " ) (X1,...,Xi,...,Xn)
est Zquivalente " la fonctioh' (X1, ..., Xi- 1,F (X1, .+, Xis+ o1 Xn), Xi+1 -+, Xn)-

ConsidZrons maintenant la sZquence
X12f1, oo, Xy 2 fh 4.1)

o+ les x; sont des variables dans un ensemble de variablest lesf; sont des termes sur
fonct(&, X) tels que pour tout dansl..n, IOensemble des variables libre$ dest inclus dans
{X1,...,Xn} etoelasignature est Pnie. ftant donnZ jainterprZtation = (4D, - +,4+,,1)
de la signature, la sZquence (4.1) dZpPnit le systeme dOZquadions

xllzlfi(xl,...,xn), ey Xn ':“fl'((xl,...,xn)

La solution de ce systeme dOZquations est-uplet surD et sera notZ&ol, (S). Un tel sys-
teme est appelBysteme dOZquations $oinct(&, X) si lesf; sont des termes dafsnct (&, X)

et est appeldysteme dOZquations $expt(&, X) si lesf; sont des termes dafsxpt(&, X).
Dans la suite, nous allons librement confondre les systa@&quations sfanct(&, X) et sur
Pxpt(&, X) avec des sZquences comme (4.1). Nous avons besoin de ceeuir purement
syntaxique pour dZbnir des transformations syntaxiqueessystemes dOZquations. Gr¥%ece
la remarque 4.10, toute une famille de transformationsasysuies prZservera la solution dOun
systeme dOZquations.

4.2.2 Les formules logiques comme des fonctions sufA, )

Soit2 la signature (inPnie)0,0,6,8,- ,4,],9}1 ) " | pnioucobr 1 O°les symboles
0,0,8,6 sont des constantes, les symboled, |, 9 sont binaires utilisZs en notation inbxe
et les symboles, pour tout $ " Pni ou cobni, sont des symboles dOaritZ un et seront utilisZs
avec des crochets au lieu des parenthesesf : et un terme, on Zcrit[f ] au lieu de' (f).
ConsidZrons la-interprZtationiT = (H (A, ),- ,4,,T) des symboles d2 dont la dZpnition
est donnZe sur la Pgure 1.

Il est facile de voir qud est uneu-interprZtation.

Maintenant, sV = X1, alors tout termé dansfonct(2,X,) oubxpt(2,X,) est une formule
logique utilisant les opZrateurs duaux. Le lien qui existeeela fonctionf T (,1,...,,n) et la
formulef est le suivant :

pour tous ensembles dOart8es .., Sy, fT(St,...,Sn) = ' "loe( sijadsa( su]-

'Rappelons qui; est IOensemble de variables de rZcursion sur lequel sstruites les formules logiques.
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or = {{B

o' = A"l

6T = A!

8T = 1

"T[S] = {alt}| a# 't #S}

S|ITS = {t(t'|t#S,t#S}

S9TSs = (")t t"=t(t * (t#Sout'#S")}
S-Ts" = s18S

S4Ts" = s2¢

Fic. 1 B DZPnition de lp-interprZtationT . Ici S, S" sont des ZIZments téA, ).

Pour la suite nous convenons que pour tout tefrrdansbxpt(2,X;) " variables librexy, ..., Xn,
f (X1,...,Xn) dZsignera la fonctioh™ etf (Sy, ..., Sy) dZsignera la meme fonction appliquZe
aux ensembles dOarbsgss. . ., Sy.

4.2.3 Formule associZe "~ un systeme dOZquations

Nous montrons ici comment, Ztant donnZ un systeme dOzm@sarf # fonct(2,X;) on
peut construire une formule close nofdenulgS) telle queSolr (S, dern(S)) = !formulgS)".

Une substitution& est une sZquence bnie de la fofixe" fi]aain " fn], 0° lesx;
sont des variables dadg distinctes deux ~ deux et lds sont des termes dafspt(2,X,). La
sZquence vide, ou substitution vide, est n8tZe

Pour la formule logiqué et la substitutior&, [Oapplication d& ~ f est une formule notZe
&(f ) et dZbnie rZcursivement sur la structur&@®mme suit :

pf)=f;

P@EX" fPf)=&(fu" ")
Autrement dit, le remplacement dZbni par le dernier ZIZdeftest appliquZ en premier.

Le domainede la substitutior&, notZdom(&), est dZbni pardom(3 = ! etdom([x "
f1&) = {x}1 dom(&).

Pour tout systeme dOZquatidhZgal “x 2 fq,...,%, = f,,, On note&s la substitution
[Xl " llxlfl]ééﬁn " lan.fn].

DZbnition 4.11 (Formule pour un systeme dOZquation§oit le systeme dOZquaticBsur
fonct(2,X;) suivant

12 11,444, 2 f,484, 2 f,
Alors formulg(S) = & s(,n).
Exemple 4.2 Si S est le systeme dOZquations

,1£ 119,240, L1]l,2- 0O
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alors

formulgS)=[,1" 0,1,19,240][,2" W 2." [1]].2- 0](,2)
[,1" 0,1,19,24 0l(K, 2." [,1]ll,2- 0)

,2.[0,1.,19,240]|,2- 0

Cette construction diarmulg(S) est correcte (par rapport ce qui a ZtZ annoncZ au dZbut de
la section 4.2) :

Lemme 4.12 Pour tout systeme dOZquatidsurfonct(2,X;),

Solr (S, dern(S)) = !formulg(S)".

Remarquons que ce lemme est vZribZ Zgalement $aitant un systeme dOZquations sur
pxpt(2,X;). Nous I0Znoneons ici sous sa forme qui sera utilisZe.

Preuve Montrons dOabord le rZsultat intermZdiaire suivant :

Fait 4.1 Pour toute substitutio&, pour tous termeg f “ dansbxpt(2,V) et pour toute variable
x #V telle quex #dom(&), on a(&(f ))& " &), = (&[x " f(f).

La preuve se fait par rZcurrence sur la structure du térnfRour les cas de base :fsiest la
variablex, et commex nOest pas dadem(&), alors(&(x))+ " &(f"), = x&x " &(f"), =
&(f ") et(&x " f](x) est par dZbnition Zgal&(x+ " f") = &(f"); sif estune des
constante$ , 8,0 ouO0, alors les deux c™tZs de 10ZgalitZ ~ prouver sont Zigaux ~

Pour les cas dOinduction :fsi= ' [g], alors (&(' [g]))# " &), = (' [&(Q)] X "
&Y, = "[(&@)+« " &(F"),], ce qui par hypothese de rZcurrence est Zga[(&[x "
f D(g)], ce quiest Zgal (&[x " f (" [g]) = (&[x " f (f). La preuve pour les autres cas
est tres similaire et nous la laissons au lecteur. Ceci teerta preuve du fait 4.1

Revenant " la preuve du lemme, pour towtansl..n, soit&; le prZbxe d& de longueui,
cad& =[,1" 11,1.f:]aak " 1;,i.fi]; dans ce ca&g est la substitution vid8 Supposons
ques est le systeme dOZquations= f4,...,Xn = f,, et soit la suite de systemes dOZquations
(Si)i#1.n SUr Pxpt(2,X;) dZPnie par S; = S et pour touti # 1.n 0 1, si S; est Zgal
X1= Q1 ..y Xn = On, alorsSi.; est le systeme dOZquations

"i+l

X1 = 01, Q44X = g, Xi+1 = G+ ¥ " 1iX.Gi,, 484Xy < g i " 1iXi.Gi,.

Montrons dOabord que

() pour touti dansl..n, et pour touf 3 i, la partie droite de I0Zquation pgpidansS; est le
termeé&;. 1(f;). La preuve se fait par rZcurrence sur

La propriZtZ est vraie pour= 1 puisque&y = 3et donc pour touj 3 1, f; = &o(fj).

Soit la propriZtZ vraie pour3 1, nous allons montrer quQelle est Zgalement vraiei polir

Soitj 3 i+ 1. Par dZbnition, la partie droite de I0Zquation pputansSi+1 estg +; "

1iXi.Gi,, 0* g estla partie droite de I0Zquation pqudansS;. Or, par hypothese de rZcurrence,

g = &i-1(fj) etg = &j- 1(fi). Donc, la partie droite de IOZquation poudansS;.; est
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(& 1(Fj )i " 1ixi.&. 1(fi),, ce qui est Zgal T&- 1(f))) =i " &- 1(1ix;.fi),. Par le
fait 4.1, ceci est Zgal (&- 1[x; " 1ix;.fi])(f;) et donc "&(f;).

Maintenant, par la proposition 4.5, pour togansl..n0 1, S; etS;j+; ontla meme solution,
et donc pour tout, S a la meme solution qué&, = S. Par consZquen§olt (S,dern(s)) =
Solt (Sh, dern(Sy)). De () nous savons que la dernisre Zquation ddnestx, = &n. 1[f n].
Or, le terme&,. 1(fn) a comme unique variable libre,, et donc la solution de cette Zqua-
tion dans le systemeS, est!1,X,.&- 1(fn)", cOest " dire IOinterprZtation du terme (clos)
1nXn.&n- 1(fn). Nous allons montrer maintenant que le terbpe&,.&y- 1(fn) est exactement
&n(Xn), etdonc, par dZpbnitioformulg(S). En effet,1nXn.&n- 1(fn) estZgal &n- 1(1nXn.fn),
ce qui est la meme chose qu@+, " & 1(1nXn.fn), et, commex, nOest pas dans le do-
maine de&,. 1, cOest Zgal@n. 1(Xn))#n "  &n- 1(1nXn.fn),. Par le fait 4.1, cOest Zgal ~
(&n- 1[Xn " LnXn.Fa])(Xn), cOest " dire & (xn).

4.2.4 Systeme dOZquations pour une formule

Nous montrons ici comment, Ztant donnZ une formule ¢lpsa peut construire un systeme
d®Zquations siamct(2,X,), notZEq("), tel queSolr (Eq("), dern(Eg("))) = !"".

Montrons dOabord que, gr%.ce aux opZrateurs logiques8dwWaus, 4, et0, la nZgation
peut «tre ZliminZe de la logique. COest " dire, pour chaquoeife close', il existe une formule
close sans nZgatigmog") qui lui est Zquivalente. En analogie aveqealcul, une formule
close est ditgositivesi elle est construite en utilisant uniqguement les opZra@&w0, 6, ' [ ],
|, 9,-,4,net0.2Soit" une formule close. La formulgoq") est dZbnie rZcursivement sur
la structure dé comme sulit :

pog0) =0 neg0) =0

pog6) =6 neq6) =8

po{' [') ="T["] neg' [']) =0-0]|0-"[6]- " [ne")]
("=,) pogA") = neq") negA") = pog")

pog{" ") = pog")|pog"") neg" |"") = neq")9neq"")

pog{" - ") = pog")- pog"’) neg" - ") = neq") 4 neq"")

pog,) =, neq, ) = A

pogA,) = A, negA,) =,

pogi,." ) = ,.pog") negp,.") = 0,.neq"+ "A ,,)

Lemme 4.13 Pour toute formule clos sur la syntaxe dOorigineoq" ) est une formule posi-
tive et Zquivalente " .

Avant de donner la preuve de ce lemme, nous faisons dansiedehi5 une caractZrisation
de la formulepog") et de la relation qui existe entog") et". Cette caractZrisation est
utilisZe pour la preuve du lemme 4.13 mais Zgalement pldsitars la these.

2La notion de formule positive existe Zgalement pour les fiemon closes. Dans ce cas |[OopZrateur de nZgation
est autorisZ uniqguement immZdiatement devant une valiatse
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DZPnition 4.14 (Chemin)Un cheminest une sZquence non vide dOopZrateurs de la sighature
enrichis avec un rang pour les opZrateurs binaires : cadamiotest une suite dOZIZments de

{Av (I )" o IJ.,,O,, - LT 21411421 |11 |2| 911 92}
et qui se termine Zventuellement par un opZrateur constemi p

{0,0,6,8,,}.

On utilise le point (C . E) pour sZparer les ZIZments dOuimattepour la concatZnation de
chemins.

Chaque formule' dZpbnit un ensemble de chemins qui sont les chemins dansel@arb
dZrivation dé . Pour les opZrateurs binaires, I0indice indique si I3 Erivant dans le chemin
est le premier ou le second opZrande de cet opZrateuwrh®ain dans nous entendons un
chemin qui commence par la racine 'leDOautre part, chaque cheroidans une formulé
dZbnit un niud dans IOarbre de dZrivatiort d& donc une sous formule de Nous notons par
" (c) la sous formule d& dont la racine est le niud dé dZbni par le chemin. Par exemple,
si" est la formuley,.' [0]9, - ((A([A,]98)4,") etcle cheminy,. - 2.41. 9 .A(,
alors" 1(c) = ([A,]. Si", est la formule' [0]]' [6], alors" »(]1 .' ) est la formule' [0] et
",5(]2 ." ) est la formule [6]. Ce deuxiseme exemple illustre la nZcessitZ dOutilisemdéses
pour les opZrateurs binaires pour garantir que tout chearis"ddZpnit de fason unique une
sous formule dé .

Dans la suite, les chemins seront utilisZs pour deux choses :

D Pouvoir dZsigner prZcisZment une occurrence de sousdomau exemple dans la for-
mule" ; ci-dessus, les deux occurrences, dgeuvent stre distinguZes par le chemin qui
les dZPnit.

D PrZciser le contexte dans lequel une sous formule apgaaaxemple dans la formule
" 1 ci-dessus, un chemin peut nous indiquer si la formu@para’t sous un opZrateur de
nZgation ou non.

Pour raccourcir 10Zcriture, lorsquOun chemin est utilisZd@ZPnir un contexte, nous allons
omettre les indices des opZrateurs binaires {cada place de- ; et - 5, etc.). Cependant,
meme si les indices sont omis, nous admettons que tout cheams' dZPnit de fason unique
une occurrence de sous formule'de

Les chemins des formules de la syntaxe dOorigine sonttu@ssties opZrateuds 6, , ,
A, -i, i (pouri Ztantl ou 2), les opZrateurs pour nOimporte quel ensemble Pni ou co-Pni
dOZtiquettés et des opZrateurs de plus petit point bxe de la fqeméour nOimporte quelle
variable de rZcursion). Remarquons que, dOapres la dZbnition ci-dessus, leinshdans la
formulepog") ouneq") peuvent contenir aussi IOopZrateureci ~ cause des reglgsogA, )
et neq,). Comme le lemme 4.13 nOest pas prouvZ, nous supposons sjueffeGivement
possible.

Dans le but de pouvoir comparer les chemins dans une forthaleec les chemins des
formulespog") etned" ), nous Ztendons les opZratiges) etneq) sur les chemins comme
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suit (le point . dZsigne IOopZrateur de concatZnation chénshe

pog0) =0 neg0) =0

pog6) =6 neg6) =8

pog,) =, ned,) = A,

pog'.c) =". podc) neq'.c) = -.. neqgc)
pogA.c) = nedc) negA.c) = pogc)

pog|.c) =|.pogqc) neq|.c) = 9.neq(c)

pog-.c) = -.pogqcC) neq- .c) = 4.neg(c)
pog|,.C) = W,.pogc) negy,.c) = 0,.negc+ "A .,))

Ici, c+ " A .,, dZsigne le chemin obtenu en remplasant dat@occurrence (Zventuelle) de
par le chemirA., .

Soitcun chemineX = {,1,...,,n} un ensemble de variables de rZcursion. Nous notons
parc¥X " A X, le cheminct 1 " A .,1,444+% " A .,,,. Remarquons que le chemime
peut contenir quOune variable de rZcursion, en derni-itiopos

Lemme 4.15 Soit une formule closk.
(i) Pour tout chemirc dans", pogc) est un chemin dansoq").
(i) Pour tout chemirc'., danspog"), il existe un chemie dans" tel quec., = pogc);
(i) Soit c1.¢o linvchemin dang et soitX IOensemble de variables de chursvidelles que
U, estun ZlZment dg ety, appara’t dang; sous un nombre impair de nZgations. Avec

ces notations,
b sic; contient un nombre pair de nZgations, alors

pog(c1.Cz) = pogcy).pogctX "A X))

et
P sic; contient un nombre impair de nZgations alors

pogcy.cp) = pogcy).negctX "A X),).

Remarquons que la deuxieme propriZtZ ZnoncZe dans ce leenpminetre gZnZralisZe dans
le style de la premiere : cad il nOest pas vrai que pour touhiche danspog"), il existe
un cheminc dans" tel quec = pogc), ceci ~ cause de la reglmeq" ["]) qui gZnere les
chemins- .0, - .|.0 et- .". 6 en plus des chemins.'. neg(c) pourc Ztant un chemin dar's
COest pourquoi nous limitons ici cette propriZtZ aux clseseitierminant par une variable de
rZcursion, puisque dans la suite la propriZtZ sera applisniguement ~ ce type de chemins.

Preuve La preuve de ce lemme est une rZcurrence fastidieuse migssacla structure
de la formule" .

Nous pouvons maintenant donner la preuve du lemme 4.13lsantile lemme 4.15.

Preuve du lemme 4.13 Pour montrer que la formulé est Zquivalente ~ la formulpog"),
nous montrons par rZcurrence sur la structuré dgie pour toute valuation des variables
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Ipog")"s = !""g etlneg")" = !!""s. Cette preuve se fait tres facilement en utilisant les
propriZtZs de IQinterprZtation des formules.

Montrons maintenant que la constructionpae(" ) etneg(" ) termine. Remarquons dOabord
que dans la plupart des regles dZbnissaoy" ) etneq" ), une rZcursiompog" ") ou neq" ")
apparaissant en partie droite de ces regles est telle querntaufe” " est une sous formule stricte
de" . Les seule regle qui ne satisfait pas cette propriZtZ esgle r

negu,." )= 0,.neq"+ "A ,)).

Nous allons donc dZbnir une relation dOordre bien fondZessormules qui est basZe sur la
relation de sous formule, mais ne prend pas en compte le rodebnZgations qui peuvent se
trouver immZdiatement devant une variable de rZcursiom: ®ate formule" de la logique
spatiale, soit sa formule C tZmoiten(" ) dZbnie par :

si"=0ou" =6
si" estdela form@@?@,&pourn # N
n fois
em(ry = | em ) siv= [ o
Atem(" ") si" = A" et" nOest pas de la forr@WApourn #N
i} § n fois
u,.tem(" ) si" = "
T tem("") <tem("™) si" = ""<""et<estun des opZrateursou |

Nous dZbnissons alors la relation dOotdemtre formules ® <" "sitem(") est sous-formule
stricte detem(" ). Il est facile de voir que cette relation dZPnit un ordre lgenZ. Notons par
<& IOordre entre formules dZpbni par la relation de sous fostridee, et considZrons 10ordre
lexicographique entre formulés, < ). On peut voir que chacune des regles dZbnissedt' )
etneg") qui est dZbnie de manisre rZcursive, est dZpPnie en fonatiforohules' " infZrieures
pour 1Qordré<, < ). Plus particulisrement, toutes les regles font dZcro’&r@remiere compo-
sante de cet ordre sauf les reglesgA") = neq") etnegA") = pog") lorsque" est une
formule de la formed 44 4,A dans quel cas [Oappel rZcursif se fait sur des formuless Fgair
|Qordre< . (En effet,” < & " " implique" <" "sauf dans le cas d* et de la formeA 444'A.)
Dans le cas de ces deux regles, nous avons ‘bier; " .

Il reste ~ montrer quepog") est effectivement une formule positive. DOaprss les regges
construction de la formuleog"), on peut voir quOun opZrateur de nZgation peut appara’tre
danspog") uniquement devant une variable de rZcursioBonc, la formulepoq") contient
une nZgation seulement si elle contient une nZgation sunemia se terminant par. Dans
le lemme 4.15 point (ii), nous avons vu quedsj est un chemin dangoq, ), alors il existe
un cheminc’ dans" tel qued., = pogc). DOapres les regles de constructionpae(c), nous
pouvons voir que nZcessairemenest de la formes.,. Donc, pog") contient une nZgation
seulement sQil existe un chemindans" tel quepogc.,) contient une nZgation. Nous allons
monter que pour tout chemin de la forme dans", pogc.,) ne contient pas de nZgation.
DOabord, puisque la formuleest close et correcte, nous savons gue= ¢;.J,.C»., 0° C; et
¢, sont des chemins et le chermincontient un nombre pair de nZgations. Maintenant, dOapres
le lemme 4.15 point (iii), soiX IOensemble des variables de rZcursiteiles quel, " appara’t
dansc;.,.c 2 sous un nombre impair de nZgations. Alors, de deux choses (Gppelant que
¢, contient un nombre pair de nZgations) :
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() c1 contient un nombre pair de nZgationpe{(ci.|,.C2.,) = pogCi.H,.C2).pog, X "
AX ) ou
(i) ¢, contient un nombre impair de nZgationpe#(ci.|,.C».,) = pogCi.|,.C2).neg, X "
AX ).
Dans le premier cas, nOappartient pasX et doncpogci.|,.C2.,) = podCi.1,.C2).,, qui
est un chemin ne contenant pas de nZgations. Dans le secndagpartient "X et donc
pogCi.1,.C2.,) = pogci.l,.C2).negA.,), ce qui est Zgal pogci.1,.C2)., et est un chemin
sans nZgation.

Corollaire 4.16 Pour toute formule close de la logique L, il existe une formule positive,
notZepog"), telle quel" " = pog")".

Suite ~ ce corollaire, ~ partir de maintenant jusque la bn éiecpartie de la these et sauf
mention du contraire, quand nous parlons de formule logimues entendrons une formule
positive. COest " dire, " partir de maintenant nous idenHormules logiques et termes sur
Pxpt(2,X,) et formules logiques sans rZcursion et termegamwt(2,X,).

Soit maintenanf une formule positive sans rZcursion close (ou, de fasonvakguite, un
terme clos danfonct(2,X,)). Sans perte de gZnZralitZ, nous supposon$ @sé de la forme
1,.f ". A partir de cette formule nous allons construire le systed@&quations stanct(2,X,),
notZEq(f ), tel queSolr (Eq(f ), dern(Eq(f ))) = !f ". Pour chaque formulg, nous notons par
tr(g) la formule obtenue en remplasants danshaque sous formule rZcursive de la forme”
par la variable, . La dZbnition der(g) rZcursivement sur la structure deest donnZe sur la
Pgure 2.

g tr(g)
0,0,8,6,, g

' "[9"] ' [tr"(g")]
g <g (pour<#{|,9,-,4}) tr(g)<tr(g")
H,.g :

FiG. 2 B DZPnition de la formute(g).

Alors le systemeEq(f ) est dZbni rZcursivement sur la structuré @emme suit :

iEqFxﬁéuuﬁ sif = 1,"f"

rEq(f ), Eq(f ) sif = <f " pour<#{- ,4,|,9}
$ Eq(f ) sif =[]

-3 sinon

Eqf) =

o+ 3dZsigne la sZquence (dOZquations) vidssela composition sZquentielle de deux systemes
dOZquations.

LOexemple ci-dessous illustre la constructioEqié ).
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Exemple 4.3 Soit la formulef “ = p, "' [0,., 9,4 0]|, - 0. Enposanf = , 9, 40 et
"= "'[0,f]|, - 0, nous avong * = y, .f". Notons dOabord qu&f ) = ' [,]], - O et
tr(fF)= f.

Alors Eq(f ") est le systemeEq(p, .f ) = Eq(f),," £ "[]|,"- 0. MaintenantEq(f ")
est Zgal "Eq(' [0,.f ]|, - O) et se rZduit en quelques pas Eg(f ) et Eq(f ) se rZduit en
L 9."40.Donc, le systeme dOZquations associZ " la forfulkest

L 9,740, 2 [1"-0

Pour montrer que cette mZthode de constructiofE@(é) est correcte, nous utilisons la
propriZtZ suivante :

Lemme 4.17 Pour toute formule closg, formulgEq(f )) = f.

Preuve Montrons dOabord que pour toute fornful&gqyy (tr(f)) = f. La preuve se fait par
rZcurrence sur la structure de la formiile

Pour le cas de bask,est IOune des formul@s0, 6,8 oux, alors par dZpbnitioEq(f ) est
le systeme "~ zZro Zquation&gqs) est la substitution vide et(f ) = f, dOoe la propriZtZ suit
immZdiatement.

Pour IQinduction : §i= ' [f '], alors par dZPnition

b Eq(f ) = Eq(f ),

D &eq(r) = &eqr ) €t

ptr(f)= " [tr(f")].
Maintenant&eq 1y (" [tr(f)]) = ' [&eqe 1) (tr(f )], ce qui par hypothese de rZcurrence est Zgal
"' [f], etdonc f. Sif = f <f ", oe <estlOun des symboles4, |, 9, la preuve est similaire
au cas prZcZdent. Finalement, si 1,.f *, alors par dZPnition

b Eq(f ) est le systeméEq(f ),, = tr(f ),

b &Eq(f) = &Eq(f !)[, "o, tr(f )] et

ptr(f) =
Donc &Eq(f)(tr(f ) = &gyl " L.tr(FI(G) = &gqpr (L.t (f "), et cette derniere ex-
pression est Zgalel’,. &gt ! )(tr(f ") et par hypothese de rZcurrence est Zgglf *, et donc "
f.

Maintenant, comme nous avons supposZ sans perte de gZriirefli est une formule de la
forme 1,.f ", par dZpbnitiorEq(f ) = Eq(f ),, = trv(fv") et doncformule(Eq(f ) = & gq(r)(, )-
Or, par dZPnition, = tr(f ) et donc par la propriZtZ prZcZde&gg)(,) = f, ce qui termine
la preuve du lemme.

Lemme 4.18 Pour toute formule closk, Soly (Eq(f ), dern(Eq(f ))) = !f".

Preuve Parle lemme 4.12, nous avo8sly (Eq(f ), dern(Eq(f ))) = !formuleg(Eq(f ))" et par
le lemme 4.17 nous avorfiermulg(Eq(f )) = f.
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4.3 Formes normales des systemes dOZquations

Jusque la bn de ce chapitre, et sauf mention du contrair€; ggsteme dOZquations E nous
entendons un systeme dOZquationgoswt (2, X;).

Les rZsultats prZsentZs dans cette section sont essemgigides rZsultats techniques qui
seront utiles dans la suite. Nous prZsentons deux formesates dOun systeme dOZquations. La
premisre est appelZe C systeme simplibZ E et est obtenuep#adsformations syntaxiques.
Les systemes simplibZs sont introduits pour restreindtgple de termes qui peuvent appara’tre
en partie droite dOZquation ~ des termes cons®@yisq, 8 ), des termes de la fornig, ] ou
de la formef <f ", oe <est un opZrateur binaire. Les systemes simplibZs serdisZstpour
dZPnir un automate " contraintes numZriques correspofdansysteme dOZquations, et donc
" une formule L . La deuxisme forme normale est appelZe C systsme normaks£&t un
systeme surfonct(2', X,), o* 2" est une extension de la signat@eavec deux nouveaux sym-
boles de composition. Un systeme normalisZ est obtenu matrdasformations syntaxiques,
mais en utilisant Zgalement des informations dOordre sgueasur les solutions du systeme
dOZquations.

La propriZtZ principale dOun systeme dOZquations sireptidrin systeme dOZquations nor-
malisZs obtenus "~ partir dOun systeme quelconque est laryaifsn des solutions : la trans-
formation se faisant en ajoutant de nouvelles variabless noulons garantir quOapres trans-
formation, la solution du systeme reste la meme pour lesalddgs dOorigine. Pour cela nous
introduisons la notion dOZquivalence de systeme dOAguatio

DZbnition 4.19 (Systemes dOZquations Zquivalen&)it & une signature dt unep-interprZ-
tation des symboles & Les systemes dOZquati@etS" surfonct(&, X,) sont ditsZquivalents
pour IOensemble de variab\ésiV $ { VargS)},V $ { Var(S')} et pour toute variable dans
V, Sol (S,,) = Sol (S",,)

Le chapitre est organisZ comme suit : dans la section 4.8us, diZbnissons ce quOest un
systeme dOZquations simplibZ et nous montrons commenstemaylOZquations sur peut stre
transformZ en un systeme simplibZ Zquivalent. Dans laosetiB.2 nous prZsentons la signature
2" et les systemes dOZquations normalisZs. Nous prZserat@mety une mZthode de construc-
tion dOun systeme normalisZ Zquivalent ~ partir dOun syspiconque. Finalement dans la
section 4.4 nous utilisons les systemes dOZquations msfmpbur dZduire certaines conditions
pour IOunicitZ du plus petit et plus grand point Pxe de lguegis, .

4.3.1 Systeme dOZquations simpliPZ

Le systeme dOZquations simpliPZ est la premisre forme teadaun systeme dOZquations
que nous introduisons ici. LOutilitZ dOun systeme d@bgusitnplipZ est de nOautoriser que
certains types de termes en partie droite dOZquation. Coousiée verrons plus tard (dans le
chapitre 6), cette restriction est nZcessaire pour podidnir I(Oautomate ~ contraintes numzZ-
riques reconnaissant le langagemulg(S), o« S est un systeme dOZquations.

Ainsi, un systeme dOZquations simpliPZ est dZpbni de lasatzemte :
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DZbnition 4.20 (Terme simple et systeme simplipAYn terme fonctionnel su2 est ditterme
simplesOil est de IOune des formes suivantes

O 0O 6 8 L1 L e - 4y
o+, et, sontdes variables.

Un systeme dOZquatioBssurfonct(2,X,) est ditsimplibZsi toute partie droite dOZquation
dansS est un terme simple.

Dans la suite nous montrons comment un systeme dOZquatsngonct(2,X,) peut stre
transformZ en un systeme simplipZ Zquivaler® 3ur IOensemble des variablésqS). La
mZthode de transformation utilise le systeme de rZZcritersystemes dOZquations prZsentZ sur
la bgure 3 ci-dessous.

(Red" ) =] V=, =L

(Red<1) <=1[,9,-,4 , = f <, , =f,=,<

(Red<2) <=, 9,-,4 L=, < e
(Red<3) <=|,9,-,4 = f <f AT AP

FiGc. 3 B Ensemble de regles de rZZcriture pour la simplipca@imaysteme dOZquations. Ici
s a.  sont des variables ét',f ", f " sont des termes qui ne sont pas des variables. Nous
imposons Zgalement que si le systeme dOZqua&idnS” se rZZcrit en le systeme dOZquations
S,r, S, pour nOimporte quel des couplgs, alors les variables” et, " apparaissant dans
nOappartiennent pa§VargS)} 1 { VargS"}.

Lemme 4.21 La relation de rZZcrituré < termine. De plus, sB; est une forme normale d&
pour" g, alors

(i) St estsimplibZ;
(i) S;estZquivalent S sur{VaryS)} :

Preuve \oir la section A.2 de IOannexe A.

Exemple 4.4 Comme nous IOavons vu dans I0exemple 4.3, le systeme ddZ@sabciZ ~ la
formuley, "' [0,., 9, 4 0]|, - Oest
L9740, E [0
Avec la procZdure de simpliPcation prZsentZe ici, nousobsele systeme dOZquations
simplibZ suivant
1t,9,, 220, L4,

e L £
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4.3.2 Systeme dOZquations normalisZ

Soit la signature (inPnie) = {0,0,6,8,-,4,|,9, >, :>}1) * 1 pnioucoprd } avecles
memes conventions que pour la signat@rdZbnie dans la section 4.2.2 (page 72). Nous allons
montrer que tout systeme dOZquatiSnsur fonct(2,X,) peut stre transformZ en un systeme
dOZquatior8 surfonct(2’, X;) nOutilisant pas les symbolest 9 et Zquivalent 'S (pour une
interprZtation des symboleset =>donnZe ci-dessous).

Nous considZrons la-interprZtationT pour la signatur@’ dans le treillis# (A ),- ,4, .
Pour tous les symboles " IOexceptiorset =>cette interprZtation cosncide avec IQinterprZtation
T pour la signatur@ prZsentZe sur la Pgure 1 page 73. Pour les symbaés>, T est dZPnie
par

SIS ={t(t | t#S" {} .t #S" {}
SIS ={t" )ttt =t (tr t#SL{P out' #S 1{} )}

o+ S,S sont des ensembles dQarbres. Il est facile de voiTqast effectivement ung-
interprZtation.

Remarque 4.22 Comme consZquence immZdiate des dZpnitions, pour tomsésdOarbres
S,S,ona

s=Ts'=(s" {B IS {H)
S='S'=(S1{l} )9S 1 )

De plus, les deux opZrateurs et => sont duaux dans le sens o pour tous ensembles dOarbres
S,S,
S='s'=1(1S8'18)

os | dZsigne le complZmentaire dans IOenseMble

Pour un systeme dOZquatidghsur fonct(2", X,), nous noteronsSolr (S) sa solution ob-
tenue par IOinterprZtatidn Il est Zvident que tout systeme dOZquationdawt(2,X;) est
Zgalement un systeme sfanct (2", X,).

DZbnition 4.23 (Composition gardZe)JUn systeme dOZquatioSssur fonct(2', X,) est dit”
composition gardZsi aucune partie droite dOZquation @n@utilise les symboléset 9.

Un terme de la formé <f " pourf Ztant un des symbolds 9, =ou =>sera appelZ&rme
" composition Si<est| ou 9, nous dirons que cOest erne ~ composition non gardZet si
<est=o0u =, nous parlerons derme ~ composition gardZe

Un terme boolZemst un terme construit en utilisant uniqguement des vasagiées sym-
boles de fonctior6, 8, - et4. On dit que la variable appara’t eposition boolZenndans
le terme fonctionnef sOil existe un chemmdansf tel quef (c) = , etc est composZ des
opZrateurs et4 uniquement (en plus dequi est nZcessairement le dernier ZIZmera).de

DZbnition 4.24 (DZpendance boolZenn&pit S un systeme dOZquations simplibZ. Soit la re-
lation binaireBs(,) entre les variables déarqS) dZpbnie par Bs(,,, ') si la partie droite de
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IOZquation poyrdansS est un terme boolZen et la variableappara’t dans ce terme. Nous
notons paBs(,) la cl™ture transitive d&s(,). Pour deux variables, ', on dit que, est en
dZpendance boolZenne,delansS siBg(,,, ). Ondit que, est en auto-dZpendance boolZenne
dansS siBg(,,, ).

Nous dirons qués est sans cycles de dZpendance boolZenne si aucune vasiab\éayS)
nOest en auto-dZpendance boolZenne.

Finalement, nous introduisons la notion de systeme semptPZ qui dZPnit des restrictions
sur la forme des parties droites dOZquations du systemedrarendes systemes simplibPZs.

DZbnition 4.25 (Systeme semi-simplibZ)e systeme dOZquatioSssur fonct(2,X;) est dit
semi-simplibP4i toute partie droite dOZquation d8nest ou bien un terme boolZen, ou bien
de la forme

0 0 6 8 "I,1 L .9, > =2

o+, et, sontdes variables.

La diffZrence qui existe entre un systeme simplibZ et unmgssemi-simplibZ est dans la res-
triction plus ou moins forte pour les termes boolZens. Erdedeur utilisation, dans le premier

cas nous avons besoin dOimposer la forme restreinte pdarrees boolZens apparaissant en
partie droite dOZquatian (, “ou, 4, "), tandis que dans le second cas, nous autorisons nQimporte
quel terme boolZen en partie droite dOZquétion.

Remarquons quOun systeme dOZquatiorisrsi(2’, X,) peut stre transformZ en un sys-
teme semi-simpliPZ par un systeme de rZZcriture tres seliblacelui prZsentZ dans la sec-
tion 4.3.1. Plus prZcisZment, il sufbt dOajouter ~ ce sgsteenrZZcriture des regles pour les
symboles= et => de la meme maniere que les regles pour les symbdlet9 et de modiber
les regles (Red 3) et (Red4 3) en ajoutant la condition que etf " ne doivent pas etre des
termes boolZens. DOautre part, nous pouvons Zgalemelittairap systeme dOZquations sur
fonct(2", X,). Il sufbt pour cela dOajouter au systeme de rZZcrituredesspour les symboles
set=>sans affaiblir les regles pour les symbolest4. Il nOest pas difbcile de voir quOavec ces
deux modibcations du systeme de rZZcriture servant " lalgiegtions dOun systeme dOZqua-
tions, la prZservation de la solution telle que est ZnoraZeld lemme 4.21 reste valide.

Nous pouvons maintenant dZbnir un systeme dOZquationalis@rm

DZbnition 4.26 (Systeme normalisZ)_e systeme dOZquatioBssurfonct(2", X,) est ditnor-
malisZsi les trois conditions ci-dessous sont vZribZes

() S est” composition gardZe
(i) S est semi-simplibZ:
(i) S est sans cycles de dZpendance boolZenne.

Le rZsultat principal de cette section est le suivant

3Plus prZcisZment, les systemes semi-simplibZs seromusbtmmme Ztape de la construction dOun systeme
dOZquations normalisZ. Affaiblir les conditions sur hesee boolZens en partie droite dOZquation a comme principal
but de faciliter la preuve dOZquivalence entre le systitia et le systeme dOZquations normalisZ correspondant
obtenus par la mZthode que nous prZsentons.
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Lemme 4.27 Tout systeme dOZquatidBsur fonct(2', X;) peut stre effectivement transformZ
en un systeme dOZquations normaBsAur fonct(2', X,) Zquivalent °S sur IOensemble de
variables{VarqS)}.

Le reste de la section est consacrZ " la preuve de ce lemms. ddéounons une mZthode
effective de construction du systeme dOZquations no#méalisus prZsentons dOabord une mZ-
thode dOZlimination des compositions non gardZes dBuresgsensuite une mZthode dOZli-
mination des cycles de dZpendance boolZenne.

flimination des compositions non gardZes

LOZlimination des compositions non gardZes est posstaleedr deux propriZtZs des for-
mules et des systemes dOZquations que nous prZsentomd.diaboe part, pour tout systeme
dOZquatior et pour toute variable apparaissant darg on peut dZcider si IOarbre vide appar-
tient ~ la solution deS pour, (voir le lemme 4.29). DOautre part, pour tous ensemblesrear
S, S, les expressionS| ' S etS9T S" sont Zquivalentes " des expressions utilisant uniquement
des compositions gardZe qui peuvent stre trouvZes ~ condité savoir si les ensembl8sS’
contiennent ou non IQarbre vide (voir la bgure 4).

*

£ T>'S sif# T,4%#% S
TI"s= » T='S- (S40) siff# T.04# S
+ T=>'S- (T40) sif'# T,00# S
T T>'S-(S40)- (T40)-0  sift# T.04# S
+ T='S4(T-0)4(S-0)40 sif# T.4# S
ToTg= T='S4(T- 0) sif# T.04# S
+ T='S4(S- 0) sip# T.04# S
T T='s si# T,{4# S

FIG. 4 D Relation entre la composition gardZe et la compositiongardZeT et S sont des
ensembles dOarbres.

Lemme 4.28 Les ZgalitZs de la bgure 4 sont vZriPZes pour tous enserfldseasS, T.

Preuve \oir la section A.2 de IOannexe A.

Montrons maintenant que pour tout systeme dOZqu&Sioms peut vZriber §} appartient
" chacune des composantes de la solutios de

Lemme 4.29 SoitS un systeme dOZquations ganct (2", X,). Alors pour toute variable dans
VargS), on peut dZcider §} appartient “Sol (S, , ).

Preuve Pour la preuve complete, voir la section A.2 IOannexe AZdadt qudl appartient
toujours “Solr (S, ,) (respectivement nOappartient jama&sF (S, , )) lorsque la partie droite
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de IOZquation popdansS est6 ou0 (respectivemert ou0 ou de la formé [, ). De meme,
si la partie droite de I0Zquation pputansS est de la formeg1 - ,» ou bien, 19, », alors{}
appartient "Solt (S, , ) seulement sf} appartient "Soly (S, , 1) ou” Soly (S, , 2). Finalement,
si la partie droite de I0Zquation poutansS est de la forme s 4 ,, ou bien, 1 |, », alors{}
appartient "Solt (S, ,) seulement sf} appartient "Soly (S, , 1) et” Solr (S, , 2).

La preuve du lemme 4.29 nous permet dOZnoncer le coroil@iessous, qui nOest pas
directement reliZ avec IOZlimination des compositiongjami¥es mais reprZsente un rZsultat
intZressant en soi.

Corollaire 4.30 Pour tout termef sur bxpt(2', X,) et pour toute valuatiort, {} appartient ~
'w,.f " sietseulement §} appartient "!f "go; 1 €t{} appartient”!0,.f " si et seulement si

{} appartient "!f "goga -

Maintenant en utilisant le lemme 4.29 et les ZgalitZs de lmegy nous pouvons dZpPnir le
systeme dOZquatiof$XS) Zquivalent 'S sur IOensemble de variabj&&rgS)}. ConsidZrons
X une variable dan¥argS) et soientS’, S™ les systemesf le terme etl IOopZrateur de point
bxetels qués = S',x = f, S". Le systeme dOZquatio8S (x, S) est dZbni par

CG(x, S\x=1,S"=S" cgx=1f),S"

oe le systeme dOZquationg(x = f ) est dZpni par :

cgx =f) = x=f sif nOest pas un terme ~ composition non gardZe
$ x=ysz si{t'# Solr(S,y),{}'# Sok (S,2)

calx ~ 12) = 'oX=ySz- 2z si{t# Solr(S,y),{} # Soly (S, 2)

g y I x=y=z-y si{} # Soly (S,y),{}# Soly(S,2)

X=y=>z-y-2z-0 si{}# Solt(S,y).{}# Solr(S,2)

¥ x:: y=24y4z40 si{}'# Solt(S,y),{} # Soly (S, 2)

B _ ' x=y=>z4y si{}# Solt(S,y),{} # Soly (S, 2)
cg(x = y92z) = + x=y=z47 sift# Solr(S.y).,{1# Sol (S,2)
T ox=y=x2 si{}# Solr(S,y),{}# Solt(S,2)

SoitVarS) = Xi,...,Xn €tX1,...,Xn # X . Alors CES) est dZbni par :
CGES) = CG(Xn,CG(Xn- 1,...CG(x1,S)...)).

Lemme 4.31 Pour tout systeme dOZquations normafisie systeme dOZquatioB&(S) est un
systeme dOZquations ~ composition gardZe Zquivagstit IOensemble de variabjés&ryS)} .

Preuve \oir la section A.2 de IOannexe A.
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flimination des auto dZpendances boolZennes

ConsidZrons un systeme dOZquat®semi simplibPZ et~ composition gardZe. Nous allons
montrer comment Zliminer les auto dZpendances boolZeai$epat un systeme de rZZcriture
de systemes dOZquations.

Annoneons dOabord un rZsultat connu popedalcul propositionnel qui permettra dOZlimi-
ner les cycles de dZpendances boolZennes.

Proposition 4.32 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition 9.1.2) Soitt un terme proposi-
tionnel (cad sur la signatur¢8 ,6 ,- ,4} o 8 et6 sont des symboles dOaritZ zZro et 4
sont des symboles binaires) et sbitun treillis distributif dans leque8 et 6 sont interprZ-
tZs comme la borne infZrieure et la borne supZrieure du dendeD respectivement et et
4 sont interprZtZs comme la plus petite borne supZrieure plugrande borne infZrieure
respectivement. Alors avec cette interprZtation, pouteteariablex,

px.t = t+ " 8, Ox.t = t+ " 6,

Un treillis est distributif sOil satisfait les lois de disitivitZx - (y4 z) = (x - y) 4 (x - z) et
X4 (y- z)=(x4y)- (x4 z)pourtousx,y,z ZIZments du domaine du treillis. Clairement,
(A ,-,4) estun treillis distributif.

Pour tout systeme dOZquatigsurfonct(2',{,1,...,,n}) et pour tout dansl..n, nous
dZPnissons les systemes dOZquatiansformgs, , ;) etelimingsS, ,;) par des transformations
syntaxiques d&. Pour la suite, supposons g8eest le systeme

12 i 2 0 2
Le systemetransformgsS, ,;) est dZpni par :

transformgs, ,;) = g sif; nOest pas un terme boolZen,

,1':lf1,...,,i':ifi,
transformes, ,;) = "
vi#l = Gi+ls +ooy on = On

sinon,

o+ pour toutj dansi +1..n,g = f; sif; nOest pas un terme boolZeg et fj+;
est un terme boolZen.

fi, Sifj

Le systemeelimingS, ,;) est dZbni par :

elimingS,,i) = S sif; nOest pas un terme boolZen ;
:l- ’1":1f11---!!i-l i:#1fi-1!
elimings,,)= . ,iZ g, sinon.
¥ il ‘n
vitl  — fi+1----v-n—fn
oeg="f;+;"8, silj=petg="fi+;"6, silj=0.
Lemme 4.33 Pour tout systeme dOZquatidhsur fonct(2',{,1,...,,n}) et pour touti dans

1.n:
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() les trois systemes$, transform€s, ,;) etelimingsS, ,;) ont la meme solution lorsque les
parties droites dOZquations sont interprZtZed par

(ii) siS estun systeme dOZquations semi-simplibZ et~ compositititeg alorlimings, , ;)
et transformds, ,;) le sont aussi. De plus, pour toptdansl..n, si la partie droite de
I6Zquation pour la variable dansS est un terme boolZen, alors les parties droites des
Zquations pouy; danstransformes, ,;) etelimingsS, , ;) sont aussi des termes boolZens.

Preuve Pour (i), le fait quaransformés, , ;) a la meme solution qu8 est simple consZquence
de la proposition 4.5 et le fait quaimindS, ,;) a la meme solution qué est consZquence de
la proposition 4.32 : en effet IQinterprZtaffode 2" satisfait les conditions de cette proposition.

Pour (ii), par dZPnitiotransform&s, , ;) differe S uniquement par la partie droite de I0Zqua-
tion pour,; si celle-ci est un terme boolZen dahisDe plus, si cOest le cas, la partie droite de
IOZquation poyr danstransformés, , ;) est obtenue en remplasant dans un terme boolZen les
occurrences de la variable par un terme boolZen dans un terme boolZen, ce qui nous donne
un terme boolZen comme rZsultat et donc prZserve le caraatplipZ du systeme dOZqua-
tions. Des arguments similaires sont valables @uningS, ,;), qui est obtenu ~ partir d& en
modibant certaines parties droites dOZquations qui soteroies boolZens par dOautres termes
boolZens.

Les deux transformations ci-dessus vont stre utilisZes pansformer un systeme dOZqua-
tionsS en un systeme dOZquations Zquivalent mais sans cyclesemeldZpes boolZennes. Soit
comme prZcZdemmestun systeme dOZquations sur les variables. ., , n, et soit(S;)i#o.n
la suite de systemes dOZquations suivaBie=: S et pour touti dansl..n,

S; = transformdelimin€S;. 1,,i),,i).

Le lemme qui suit Ztablit que pour toutdans le systeme dOZquatidhs les variables
,1,.-.,,i e sont en dZpendance boolZenne que de variables les suatdiukla sZquence
VarqS).

Lemme 4.34 SiS est un systeme dOZquations semi-simplibPZ, alors pourdans0..n et pour
tousj, k dansl..n tels qug %i, siBs, (,j,,k), alorsk > .

Preuve \oir la section A.2 de IOannexe A.

Il appara’t du lemme prZcZdent que dans le systme dORgSatitoute variables; est en
dZpendance boolZenne uniquement de varigplésrang strictement supZrieur, @&g(, ;. k)
impliquek > | , ce qui donne naturellement corollaire suivant.

Corollaire 4.35 Le systeme dOZquatidBs est sans cycles de dZpendance boolZenne.
De meme, une consZquence immZdiate du lemme 4.33 est laisuiva

Corollaire 4.36 Le systeme dOZquatidBs est Zquivalent au systeme dOZquatfins
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Nous avons donc dZbni, ~ I0aide des transformations dengpstlOZquations purement syn-
taxiquestransformgs, , I) etelimingS, ,;), une mZthode pour transformer un systeme dOZqua-
tions semi-simplibZ et ~ composition gardZe=n un systeme Zquivalent qui est de plus sans
cycles de dZpendances boolZennes, cad en un systeme &ujunaimalisZ.

Revenons maintenant " la preuve du lemme 4.27, cad monteetogi systeme dOZquations
peut effectivement stre transformZ en un systeme dOZgsatiormalisZ. ftant donnZ le sys-
teme dOZquatior® nous commeneons par simplib&ren utilisant la procZdure dZcrite dans la
section 4.3.1; soi; le systeme obtenu. Par le lemme 4.3}, est simplibZ et ZquivalentS
sur IOensemble de variabfé&rgS)} . Ensuite, nous transformoSs en utilisant la procZdure
dZcrite dans la section 4.3.2 ; sBitle systeme obtenu. Par le lemme 4.%},est un systeme ~
composition gardZe Zquivalens; sur IOensemble de variabjé&rgS;)} ; donc par transiti-
vitZ de la relation dOZquivalenSg, est Zquivalent S sur IOensemble de variabjé&rgS)}.
Par contreS, nOest pas forcZment un systeme semi-simpliPZ. Nous dewoliguar ~ S, la
procZdure de semi-simpliPcation ; s8§ le systeme obtenu. Alor§;z est un systeme semi-
simplibZ et ~ composition gardZe et est Zquivaledy Sur IOensemble de variabj&é&rgS;)},
donc Zquivalent S sur IOensemble de variabjégarsS)}. Finalement, nous appliquonsS;
la procZdure dZcrite dans le section 4.3.2; Soike systeme obtenu. Par le lemme 4.38,
est semi-simplibZ et ~ composition gardZe ; par le corell4iB5,S" est sans cycles de dZpen-
dances boolZennes et, par le corollaire 48@&st Zquivalent 53 sur IOensemble de variables
{VargS3)}, donc aussi S sur IOensemble de variabjagrsS)}. Ceci termine la preuve du
lemme 4.27.

Exemple 4.5 ConsidZrons la formule = p,. (" [,]- 0)|(([0] - ,). Nous allons montrer les
diffZrentes Ztapes de la construction dOun systeme d@x&jpatr cette formule et sa transfor-
mation en un systeme dOZquations normalisZ.

La formulef Ztant positive, nous pouvons directement construire lersgsdOZquations
Eq(f ). Il est facile de voir que cOest le systeme " une seule Zquatio

CEC LI 01(([0]- )
gue nous noterortS pour la suite.

Le systeme dOZquations simplibZ obtenu ~ parti6 ger la procZdure de simplibcation
dZcrite dans la section 4.3.1 est le Systéggp suivant :

,41_;1'[’]’ 151_;101 111_2114_151 :61_;101

3% (Lel, 2% 3, , g,ll,z

Nous devons dOabord Zliminer les compositions gardZesseimeydOZquatiorBimpi.
Pour cela, nous commencons par dZterminer, pour toutebleyidansVary Ssimpi) , Si |Oarbre
{} appartient ~ la solution dé&simp pour cette variable. Nous obtenons deappartient ~
Solt (Ssimpi, » ) lorsque, est IOune des variablas, s, , s et{f nOappartient pasolr (Ssimpls »)
lorsque, est IOune des variablesy, , 3, , 4.

Avec ces informations, nous pouvons Zliminer les composithon gardZes ®jmp pour
obtenir le systeme "~ compaosition gardEg Zquivalent "Ssimpl SUr IGensemble de variables
{VarySsimp)} - La seule Zquation ~ composition (non gardZeBgg est la derniere Zquation.
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Donc, S¢q est identique Sgimpi ~ part pour la dernisre Zquation qui deviem'—H V12,2 40,
Remarquons quOalors le syst'me dOZqu&ign©est pas un systeme semi-simplibZ. Or, pour
appliquer la prochaine Ztape de normalisation, nous awes@mbdOun systeme semi-simplipZ.
En appliquant la procZdure de simplibcation dZcrite dasedéion 4.3.1, nous obtenons le
systeme dOZquatioBg, Zquivalent "Ssimp sur IOensemble de variabj&rsSsimpi)} suivant :

VERNNH 5% 0, 1% 40 s, 6% 0,

3% (Lel, 2 L3, 7 E 130, L =72

Pour obtenir un systeme dOZquations normalisZ, il noesmestitenant ~ Zliminer les cycles
de dZpendance boolZenneSg Plus prZcisZment, le systerBgom est obtenu par une succes-
sion dOZtapes de transformation, une par variable du 8ySiymet qui sont effectuZs dans
Iggrdre des variables dans la sZ"unaxrs(Ség). Ainsi, le syst-m? dg)unaj["iloSQ,, obtenu ©
|IOZtape correspondant ~ la variableesttransformgelimindSey ,, ),, ), 0*, est la variable
qui prZcede immZdiatement dans la sZquence des variables du sysSgge

Pour nous Zviter de dZrouler toutes les huit Ztapes surifilexeemarquons dOabord cer-
taines propriZtZs des transformatiasningS’, , ") et transformdS’,, "), valables pour tout
systemeS” et toute variable " dansVargS"), et qui dZcoulent directement des dZbnitions :

(i) sila partie droite de IOZquation pourdansS" nOest pas un terme boolZen, alors les
systemeselimingS’, , ") ettransformdS’, , ") sont tous deux ZgauxS';
(i) sila partie droite de IOZquation peuest un terme boolZen qui ne contient pas dOoccur-
rence de la variable', alorselimingS’,, ") est Zgal S".
Revenant ~ notre exemple;Npar la remarque prZcZdente ntersool quéSy, = So, = S(';g
et @limingSq,,1) = Se. Il NOest pas difpcile de voir qansformgelimingSq, , 1), ,1)
est aussi Zgal Sy, ceci ~ cause du fait que la variabje nOappara’t pas en partie droite des
Zquations pour les variablgset, (qui sont les variables aprss pour lesquelles la partie droite
dOZquation est un terme booIZgn). Nous en dZduisqlﬁ/gquesgg. Encore une fois par les
remarques prZcZdentes, nous dZduisonSguest aussi Zgal au systeme de dZSagt Ensuite,
pour le systemeSy, nous obtenons

14}_4‘[!]1 151_1101 111_514_151 :61_501

32 (Lol 2% 3, L7513, CE - G- )
Sy, @ ZtZ obtenu en remplaeant- , pour, dans la dernisre Zquation. Encore une fois par la
remarque prZcZdente, nous obtenonsSyest Zgal au systsmsy,. Finalement, le systeme
eliming Sy, , ) est Zgal au system®y, sauf pour la dernisre Zquation qui devient
2,7 (3-8)
et le systemdransformégelimingS, , ), , ) est donc

VERNN) 5% 0, 1% 4- 45, 6% 0,

731_;1([16]1 121_;113_11 171_511:!21 '1_21’7_ (13_8)

Par dZPnitionSporm st Zgal Sy, et doncSporm est le systeme ci-dessus.
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4.4 UnicitZ du point Pxe

Nous allons montrer que dans un systeme dOZquations rsxtpedi opZrateurs de plus pe-
tit et plus grand point Pxe peuvent tre inter-changZs saescgla ne modibe la solution du
systeme. Ce rZsultat peut stre vu comme une gZnZralisaid®uhicitZ du point Pxe pour les
formules " rZcursion descendante (voir ci-dessous) Atabs [Dal Zilio, 2001]. Nous commen-
ons par prZsenter brievement le rZsultat de [Dal Zilio, Jafans les termes utilisZs plus tard
dans cette section.

Une formule" est dite” rZcursion descendante poursi dans", toute occurrence de la
variable, appara’t sous un opZrateur dOembo”tefh@rt.montre alors que $i est une for-
mule gardZe dans la variablealors pour toute valuation des variablesp,." "¢ = 10,." "s.
Pour la preuve, IOauteur utilise la propriZtZ suivanter:tpos ensembles dOarb‘Eeé’ et pour
tout arbret appartenant "$[% s], mais nOappartenant pas §% T, la hauteur de est su-
pZrieure ou Zgale T + h(t"), o t" est un plus petit arbre (pour sa hauteur) appartenght
mais nOappartenant pab."De cette propriZtZ dZcoule le fait que la fonction qui, Aisémble
dOarbreS associd" "so 5] €St strictement contractante, et donc a un unique point e (
plus bas pour la dZPnition dOune fonction contractante).

Dans ce qui suit, nous Zlargissons ce rZsultat en montrantirquitivement, sf est un
terme ~ composition gardZe et sans dZpendance boolZemiie asisfait les conditions pour
les termes en partie droite dOune Zquation dans un systsmalisZ), alors la fonctioh T est
contractante et donc " unique point bxe.

Nous commeneons par identiPer une condition sufpsantegitam dOinter-changer les opZ-
rateurs de point bxe dans un systeme dOZquations.

Lemme 4.37 Soient+E, %, un treillis complet e6 le systeme dOZquations

xllzlfl(xl,...,xn),...,xn B fn(X1,...,Xn),

oe pour touti dansl. .k, fi(x1,...,X,) est une fonction monotone &' dansE. Supposons
que pour touf dansl..k et pour toudhy, ..., hi. 1,hi+1,...,hy ZIZments dE on a

p.Xi.fi(hl,...,hi_ 1,X,hi+1,...,hn): OXi.fi(hl,...,hi_ 1,X,hi+1,...,hn) (4.2)

Alors le systeme dOZquatidh®st Zquivalent " tout systen® de la forme

X1 = f1(X1,. ., Xn), - ou Xn = Fn(X1, ..., Xn),

o+ les 1; sont des opZrateurs de points Pxes arbitraires.

Preuve Il sufbt de montrer que)§ si (4.2) est vZribZ pour un certdirdansl..n, alors on
peut changer IOopZrateur de point Bixd.a preuve du lemme est alors une rZcurrence facile
sur le nombre dOopZrateurs de point bxe ayant changZ. Rurgrn)g, il sufbt dOutiliser la
proposition 4.4 en coupant le systeme dOZquations entrariablesx;. 1 etx;.

“Dans [Dal Zilio, 2001], les formules " rZcursion descendasunt appelZes C formules gardZes E. Comme nous
allons le voir bient™t, IQutilisation du terme C gardZ Bapoamposition gardZe nQest pas un hasard. En effet, cOest
cette C garde E qui garantit IOunicitZ du point bxe.
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Dans la suite de la section nous allons montrer que les éomslitequises par le lemme 4.37
sont satisfaites par tout systeme dOZquation®sar(2’, X,) normalisZ en considZrant sa solu-
tion pour IQinterprZtatioh. Plus prZcisZment, nous allons montrer qude#sifonct (2", X;) est
la partie droite de la variable dans un systeme dOZquations normalisZ, Blatsnet un et un
seul point bxe (par rapport,). Pour cela, nous utilisons le thZoreme suivant.

ThZoreme 4.38 (ThZoreme du point Pxe des applications cordctantes) Si(E, d) est un es-
pace mZtrique complet (pour la distandpetf : E " E est une application strictement
contractante (pour la distanad), alorsf admet un unique point bxe.

Rappelons dOabord les ZIZments de topologie nZcessairés rpanipulation de ce thZo-
reme. Unespace mZtriquée, d) est un espace muni dOune distande Un espace mZtrique
(E, d) est ditcomplet pour la distance si toute suite de Cauchy dOZIZment& dmnverge
danskE. Une suite(Sp)ngn st ditesuite de Cauchgi pour toutd > 0, il existeN # N tel que
pour tousn,m 3 N, d(Sn,Sm) < 4. Une applicatiorf dOun espace mZtrigii& d) dans lui
meme est diteapplication strictement contractans®il existe une constaftés c < 1 telle que
pour tousx, y appartenant €, d(f (x),f (y)) %cd(x,y).

Dans ce qui suit, nous allons dZPnir une distash@®ur IOensemble(A, ), nous allons
montrer que cet ensemble est complet pour la distdretd>nalement nous allons montrer que
toute fonction apparaissant en partie droite dOun sys@#equhtions stonct(2, X;) norma-
lisZ est strictement contractante.

Soit [Oapplicatiod : ! (A ),! (A1) " R dZbnie par: pourtol8, T $A |,
<
d(S,S) =0

d(S,TY=2"%oex=inf{[t| | t#(SL1T)" (S2T)} pourS= T

Autrement dit, la distance(S, T) est2!!l o« t est un plus petit arbre, du point de vue de la taille,
qui appartient seulement ~ 1Oun des ensen®l@s

Lemme 4.39 LOapplication est une distance pour(A, ).

Preuve \oir la section A.2 de IOannexe A.

Montrons "~ prZsent que(A, ) est un espace complet pour la distadce

Lemme 4.40! (A, ) est un espace complet pour la distamtce

Preuve Il nous faut montrer que toute suite de Cauchy dOZIZmehi&Adg converge dans
F(A).

Soit (Un)n#n Une suite de Cauchy dOZIZments @e ). Pour toutk # N, soitNy le plus
petit entier naturel vZribant que pour taysn 3 Ny, d(Un, Un) < 2 K. Il est Zvident de cette
dZbnition que
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() pour toutk, Ni+1 3 Ny.

Soit k un entier naturel quelconque et sbitin arbre de taillk. Supposons que appartient

" Un, et supposons que pour un certair> N i, t nOappartient pasJ,,. Donct # (Un, 1
Un)" (Un, 2 Up) etnous en dZduisons qd@n, ., Un) 3 2 K. Or, nous savons qudau contraire
d(Un,,Un) < 2 K, donc pour tout arbre de taillek, sit appartient “Un, , alorst appartient
" Un, ceci pour toun > N . De meme, si nous supposons queOappartient padJy, mais
t appartlent “Un pour un certaim > N , nous arrivons ~ une contradiction. En utilisaiy,(
nous rZsumons ces deux constats dans la propriZtZ suivante :

pour toutk # N et pour tout arbre de taille infZrieure k et pour toutn 3 Ny,
t # Uy, Sietseulement gi# Up. (4.3)

Soit maintenant) I0ensemble dOarbres dZbni par :
pour toutk # N et pour tout arbré de taillek, t appartient “U sit appartient Uy, .

Nous allons montrer que la suif&),)n#n converge verd). Plus prZcisZment, nous montrons
que pour toutd > 0, si k est IQentier naturel tel qae®®*) < 4 % 2 X, alors IQindicé
satisfait que pour tout 3 Ny, d(U,, U) < 4. En effet, soin 3 Ny. Par dZPnition d& nous
savons que les ensembleg, etU contiennent les memes arbres de taille infZrieute Par
(4.3) nous savons que les ensemhblgst Uy, contiennent les memes arbres de taille infZrieure
" k. Donc les ensembles,, et U contiennent les memes arbres de taille infZrieude. Par
dZPnition de la distanak nous concluonsg(Up, U) %2 kD) <4,

Pour pouvoir appliquer le thZoreme du point bxe des fonstioontractantes et montrer
IOunicitZ du point bxe des fonctions en partie droite di@gg@un systeme normalisZ, il nous
reste " montrer que ces fonctions sont contractantes.

Lemme 4.41 SoitS le systeme dOZquations normalisZ

Xl ':1 fl,...,Xn ':D fn.
Pour touti dans1..n et pour tous ensembles dOark®gs. .., S;. 1, Si+1, ..., Sn, la fonction
g(xi)= f7(S1,...,Si- 1,Xi,Si+1,- -, Sn) est strictement contractante.

Preuve \oir la section A.2 de IOannexe A.

Corollaire 4.42 Supposons les hypotheses du lemme 4.41. Alors pour tatsl..n et pour
tous ensembles dOarb®s. .., Si- 1, Si+1, ..., Sn, UX.g(x) = 0x.g(x).

Preuve ConsZquence immZdiate du lemme 4.41 et du thZoreme du p@imtds applications
contractantes (thZoreme 4.38).

Maintenant nous avons tous les ingrZdients pour Znoncgsldtat principal de cette sec-
tion.
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ThZoreme 4.43 SoitS un systeme dOZquations normalisZ. Alors pour tout sys@guhtions
S’ obtenu "~ partir deS en changeant un ou plusieurs opZrateurs de point bxe, leose de
S etS’ coencident.

Preuve Il sufbt de montrer que les hypotheses du lemme 4.37 sordfgi#is, ce qui est vrai
par le corollaire 4.42.

Comment transfZrer ce rZsultat sur les formules de la logige spatiale

Les rZsultats de cette section nous permettent de traresféoote formule positive close
en une formule positive Zquivaleriteet dans laquelle tous les opZrateurs de point bxe sont des
opZrateurs de plus petit point bxe. Pour cela, il faut comstte systeme dOZquatioBg(" ),
transformetEq(" ) en un systeme dOZquations norm&list transformer tous les opZrateurs de
point bxe dans$S enu. Rappelons qué est un systeme dOZquations feunct(2', X;). Mais
S peut etre transformZ, de fason syntaxique, en un systmeuididnsS" sur fonct(2,X,)
(cad Zliminer les opZrateurs et =>) simplement en utilisant les correspondances qui existent
entre les opZrateurs de composition gardZe et les opZraewomposition initiaux (voir la
remarque 4.22). Il sufbt ensuite de construire la fornfiodeulg(S”) qui est Zquivalente * et
ne contient que des opZrateurs de plus petit point bxe.

Il serait intZressant de voir comment le rZsultat de cettéosepeut «tre utilisZ pour carac-
tZriser les formules logiques sur la syntaxe dOorigine (gafrateurs dZrivZs), pour lesquelles
nous avons unicitZ du point Pxe. Ou mieux encore, se posaesign sOil existe une caractZri-
sation syntaxique de ces formules (comme dans [Dal Zili61P0

Remarquons dOabord que si la logique spatiale avait Ztié @xenlOopZrateur de compo-
sition gardZe= et non avec la compositiop alors toute formul¢ dans laquelle la variable
, nOest pas en position boolZenne dZpbnirait une formuledeupant bxe® Donc, pour une
formule” sur la vraie syntaxe de la logique (opZratguta condition pour IQunicitZ du point
pxe serait qué ne contienne pas dOoccurrence @@ position boolZenne, et que toutes les
compositions dan$ soient Zquivalentes ~ des compositions gardZes. Intoitng, cela veut
dire que pour toute valuatioh on auraiti" "g = 1" ™, oe la formule (ou plut™t le terme) est
obtenue " partir d¢ en remplasant toute occurrence de IQopZrateur de coropggitir IOopZ-
rateur de composition gardZe Nous ne voyons pas, ~ ce jour, une caractZrisation syntaxiq
des formules satisfaisant cette propriZtZ.

Conclusion

Le premier rZsultat de ce chapitre est que les formulgs pSuvent tre reprZsentZes par
des systemes dOZquations dont les parties droites dQ¥gs@it des fonctions ayant une forme
particulisre. A tout systeme dOZquatidsyant cette forme correspond une formule clos
" toute formule closé correspond un systeme dOZquatiBrisls que!" " est Zgal " la solution

51l faut Zvidemment qué soit monotone dan's pour que le point bxe existe, mais nous supposons que cOest
toujours le cas.
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de S pour la derniere variable du systeme. La constructionSiepartir de" et vice versa est
purement syntaxique. Cette Zquivalence entre systemesialfosds et formules logiques nous
permettra dOutiliser dans nombreuses situation des sgsttaplace de formules, ce qui facilite
certaines preuves notamment gr%oce au fait quOelle peraisbdeer sur les sous formules °
point Pxe indZpendemment les unes des autres, meme siciedlest imbriquZes.

Un autre rZsultat de ce chapitre est que la nZgation peutlnnéenZe des formules logiques
gr¥oce aux opZrateurs duaBx4(,0,9,0). Plus prZcisZment, pour toute formule clésen
peut construire la formule close sans nZgapog") utilisant les opZrateurs duaux telle que
I"" = Ipog")". Encore une fois, la construction est purement syntaxiGu.ce ~ ce rZsultat,
dans la suite nous considZrons uniquement les formules\Zgasion.

Finalement, pour tout systeme dOZquation nous avons dixficdmes normales. La prin-
cipale utilitZ de ces formes normales sera de permettrebaitizh dans le chapitre 6 dOun au-
tomate ~ contraintes numZriques reconnaissant le langagebdes dZbni par une formule. Une
premiere utilisation des formes normales dOun systemeud@fts est la possibilitZ dOZliminer
les plus grands points bxes dOune formule positive.
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Chapitre 5

Fragments indZcidables de la logique
spatiale

Il est connu que le probleme de satisbabilitZ est indZoidablr la logique spatiale avec
quantibcation [Charatonik and Talbot, 2001, Charatoni.e2003] (voir la section 5.1). COest
pourquoi nous nous intZressons ici ~ la dZcidabilitZ dedajie spatiale sans quantiPcation.
Nous montrons dans ce chapitre que la satispabilitZ estidadife pour le fragment de la lo-
gique spatiale sans quantibcation. Nous commeneons ppelexpbrievement la preuve dOin-
dZcidabilitZ pour le cas avec quantibcation dans la seBtibnNous prZsentons ensuite les
machines ~ deux compteurs (section 5.2) qui seront utisi&ms la section 5.3 pour montrer
IOindZcidabilitZ de la satispabilitZ de la logique sangtifeation. Nous terminons le chapitre
par une comparaison de la logique PMSO et le fragment samgilgoation de la logique spa-
tiale, montrant notamment que ce dernier est strictemestg{pressif que PMSO.

5.1 IndZcidabilitZ de la logique en prZsence de quantibcatti

Dans [Charatonik et al., 2003], les auteurs prouvent |@uteialitZ de la satisbabilitZ de
la logique des ambients sans IQopZrateur de noms nouvesansdOopZrateur de garantie.
La preuve utilise une rZduction du probleme de IQexiste@em anodele bni pour les formule
du premier ordre en le probleme de satisbabilitZ de la lagiqiet encodage est directement
adgptable " la Iovgique spatiale (comme nous le verrons, seuragment de L§ est uti-
lisZ dans cette rZduction). Dans ce qui suit, nous donnsngrdedes lignes de la preuve de
[Charatonik et al., 2003]. Ce rappel est intZressant p@igglonne un exemple supplZmentaire
de IOexpressivitZ de IOopZrateur de composition.

ConsidZrons I0ensembBledes formules de la logique du premier ordre construites sur u
ensemble dZnombrable de variabkey, z,... et un ensemble bni de symboles de relation
{Ry1,..., Ry} dOaritZ strictement positive. FormellemEngst le plus petit ensemble tel que

b pour tourR; dOaritZ, Ri(x1, ..., X|) est une formule dar ;

b pour toud,g formules dand= et toute variablau, f 4 g, Af et.u.f sont aussi des

formules dan$- .
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Les notions de variable libre, variable liZe et formule elssnt comme dOhabitude ; nous sup-
posons que les variables liZes dOune formule sont toutastdis

Les formules dé= sont interprZtZs sur des structures rationnelles ; unetwt@® sur un

domaineD est un ensemble dOobjets de la foRn@y, . .., a), o* R; est un symbole de re-
lation etay, ..., a sont des ZIZments @k La structureS est dite Pnie si son domairi® est
Pni.

Pour une formuld et une structur& de domaineD, une valuationt+ est une application
des variables libres dedansD. La structureS estmodelede la formulef sous la valuatior,
ZcritS,+ F f, si

b Rj(+(X1),...,+(x))) # S pourf = R;(X1,...,X]);

DS,+F f etS,+F f pourf =f 4",

D S,+% f pourf = Af ";

D ilexistea# D tel queS,+wu" a,|= f sif = .uf".

DOapres le rZsultat bien connu de Trakhtenbrot [Trakhaerit®50], IOexistence de modsle Pni
pour une formule du premier ordfearbitraire est indZcidable.

E toute formulef dansF on associe la formule de la logique spati#l& dZPnie rZcursi-
vement sur la structure depar :

D#?(xl,"...,x|)$: ri[xl[xz[...[x|[0]]...]]]|6,

D# 41 $=#H3$4#89,

D #Af $= A#f $

b # x.f$=.x.(dx[0]]|6)4 # &
Remarquons que les variables utilisZes dans les formulessdet les memes que les variables
utilisZe dans les formules logiques. Doh@t# $ont les memes variables libres.

LOidZe est dOutiliser le fait que IOopZrateur de conmpisiidogique est interprZtZ comme
une union (de multiensembles). Ainsi, un domaine Pnét une structures sur D peuvent
stre reprZsentZs par |Ounion des ZIZmeriis eldes relations qui sont vraies da®s chaque
ZIZmenta de D est reprZsentZ par 10ZIZment dOaifai} }] (10Ztiquettel Ztant rZservZe
" cet usage) et la relatioR(ay, ...,a) vraie dansS est reprZsentZe par I0ZIZment dOarbre
ri{ac[{azl. .. a[{} 1}]}H; la structureS et le domaineD sont reprZsentZs par |Qarbre composZ
des ZIZments dOarbres correspondant aux ZIZmeénet dax relations vraies dass Alors la
formulef admet un modele bni si et seulement si la formifl§est satispable.

5.2 Machines " deux compteurs

Une machine "~ deux compteurs possede deux cases mZ@geeC, appelZes compteurs
qui peuvent prendre des valeurs naturelles positives ebnim™le Pni qui dZPnit la fason dont
la machine peut changer dOZtat en incrZmentant ou dZeinierdes deux compteurs.

DZbnition 5.1 (Machine ~ deux compteurs [Minsky, 1961])Une machine ~ deux compteurs
M = +Q,q,q,#, est un systeme de transitions bni @ est I[Oensemble des Ztagset o
sont IOZtat initial et I0Ztat Pnal respectiveméntest un ensemble de transitions de la forme
(q,r,9), 00 g,q # Q etr est une Ztiquette qui appartenant ~ IOensemble

Trans= {Incg, Inc 1, Decy, Decy, Zerog, Zero,}.
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Une conbguratiorde la machinéVl est un triplet(q, ng, n1), 0* ¢ est un Ztat de la machine et
les entiers1g etn; sont les valeurs des compte@g et C, respectivement.

LOensemble de transitiotisdZpbnit une relation de transition sur les Ztats de la machine
notZe?y . On Zcrira(g, o, N1) ?m (d’, Ny, N;) si les conbguration&y, no, n1) et(q’, ng, ny)
sont en relation paPy .La machine peut changer dOZtat suivant une trangitjorg’) dans
# en incrZmentant le compte@; sir = Incj, en dZcrZmentant le comptelir si la valeur
de celui-ci est positive at = Dec; et en testant que la valeur du compté€lyrest nulle si
r = Zero; . Formellement,

DZbnition 5.2 (Relation de transition) Pour touteM = +Q, g, ¢f, # , machine ~ deux comp-
teurs, la relation de transition d& , notZe?y , est la plus petite relation satisfaisant (pour tous
entiers naturelsg, nq) :

(9,n0,N1) ?m (4, No+1,ny) si(g.Inco, q) # #

(9,no,N1) ?m (4, No, N1 +1) si(g.Incy, q) # #

(g,no,n1) ?m (q,ng0 1,n49) si(q,Decy,q) # # etng> 0

(9,n0,n1) ?m (g,ng,n1 0 1) si(g,Deci,q) # # etny > 0
(9,0,n1) ?m (q,0,n1) si(q,Zerog, q) # #
(d,no,0) ?m (4, No,0) si(q,Zeroy,q) # #

Nous notong;, la cl™ture rZRexive et transitive de la transitign

DZbnition 5.3 (Langage)Le langagede la machine ~ deux compteuM = +Q, ¢, ¢, # ,,
notZL (M ), est IOensemble dOentiers natarplsur lesquels ils existent deux entiers naturels
Mo, My tels que(q, n, 0) ?j, (of, Mo, My).

Il est bien connu que le vide du langage dOune machine ~ dewpt@ars est indZcidable,
puisque tout ensemble rZcursivement ZnumZrable dOeatigrds peut stre reprZsentZ comme
le langage dOune machine ~ deux compteurs [Minsky, 1961].

Machine ~ compteurs Ztendue

SoitM = 4Q, g, ¢, # , une machine ~ deux compteurs. Nous allons montrer commesnt le
calculs deM peuvent stre simulZs par une sorte de machine ~ quatre comspp®ur laquelle
les seules opZrations autorisZs sont la dZcrZmentatiocatfpteur et le test dOZgalitZ de deux
compteurs. Intuitivement, la conbguratigm mg, m1) deM est reprZsentZe par un ZIZment de
(g,N) deQ/ N* oe le quadrupletN = (ng,Xg,N1,X1) est tel quamg = ng 0 Xp etmy =
n1 0 X1. Une incrZmentation du compte@y (j = 0,1) deM est effectuZe en dZcrZmentant
X;j ; une dZcrZmentation @ est effectuZe en dZcrZmentapet un test dOZgalitZ ~ zZro sur le
compteurC; consiste " tester si; = X;.

Soit N§ $ N*10ensemble de quadrupléts, Xo, N1, X1) tels queng 3 Xxp andny 3 Xj.
COest " direN? est I0ensemble des quadruplets qui sont des conbguraigsislgs dOune
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machine ~ compteurs Ztendue. Les relations bind&gs pour toutr dansTranssont les plus
petites relations sup / N qui vZribent :

(9,(N0,X0,N1,X1)) Rinco s (4, (N0,X00 1,n1,X1))  si(g,Inco,q) # #
(9,(N0,X0,N1,X1)) Rinc,» (4, (No,Xo,N1,x10 1)) si(g,Incy,q) # #
(d,(no, X0, N1,X1)) Rpeco” (d,(No 0 1,X0, N1, X1)) si(q,Deco,q) # # etng0 xo > 0
(9,(no, X0, N1,X1)) Rpec,» (4, (No,X0,N10 1,x1))  si(q,Decy,q) # # etn 0 x1 > 0

(q1(n01 n01 nlixl)) RZeI’O()," (q"1 (n01 n01 nl,Xl)) SI (qizer001q") # #
(d,(no, X0, N1,N1)) Rzero,» (9, (No, X0, N1, N1)) si(q.Zeroq,q) # #

La relation binaireR» est IOunion des relatioRg,» pour toutr dansTransetR: estsa cl™ture
transitive et rZRexive.

Lemme 5.4 SoitM = +Q, g, ¢, #, une machine ~ deux compteurs. Pour tous Ztptg de
M et pour tous entiers naturelso, ny, Ny, N3, (4, No, N1) ?iy (g, Ng,N7) si et seulement sOil
existe quatre entiers natureks, X1, X, X, tels que(g, (No+ Xo, Xo, N1+ X1,X1)) R: (g, (Ng+
Xg, Xgy N1 + X71,X7))-

Preuve Supposons dOabarl, no,nl) 2 (d,ng,n;). Alors ils existent un entier naturel
p et une suitg(cP, no, 1) aaa(qp no, p) de conbgurations de la machlwe tels que pour
touti dansl..p, (-1 ,Ng 1) 2w (d,nh,n) etg = g, = q,nd = No,NH = ng et
n = ng,nf = nl. Pour toutr dansTrans soitp; le nombre de fois oe la transition a ZtZ
utilisZe pour passer de la conbgurat(qnno, ny) " la conbguratlor(q Ny, N;) de la machine
M . Alors il est facile de voir queO = No+ Pinco O Ppecy etn1 = N1+ Pinc, O Poec; - DOautre
part, par dZpnition d&- il est facile de voir quéq, (ng + Pinco + Ppecys Pinco + Pbecy, N1 +
Pinc: * Pbecys Pinc, + Ppec;)) R (d'(no + Pinc o+ Ppeco ng + Pinc s Ppec, )) - Alors il sufpt de
prendreXo = Pinc, + Pbecor X1 = Pinc; + Pbec; s Xo Pbeco etxl = Pbec; -

Supposons maintenant (e (No+ Xo, Xo, N1+ X1,X1)) Ri (4, (Ng+ Xg, Xg, N1+ X1, X1))-
Par dZpbnition d&- il est facile de voir que pour tous Ztais ¢ de la machine et pour tous
entiersno, Xo, N1, X1 €tMo, Yo, M1, Y1, Si (0, (No, X0, N1, X1)) R+ (0, (Mo, Yo, M1, y1)), alors
(1, no 0 Xg,N1 0 X1) ?m (p, Mg 0 yo,m1 0 y;1). La preuve est alors une rZcurrence facile
sur la longueur du nombre de pas pour mettre en reldtigfng + Xg, X, N1 + X1,X1)) et
(g, (ng + Xg,Xg, Ny + X7,X;)) par la cl™ture transitive &e .

Le quadrupleM ¢ = +Q, g, ¢, R+ , est appelZ machine ~ compteurs ZtendutdeNous
Ztendons le vocabulaire liZ aux machines ~ deux compteurmauhines " compteurs Ztendues
correspondantes. Ureenbguratiorde M ¢ est un ZIZment d@ / NZ; le langagede M ¢ est
IGensemble de quadrupléts+ x,x,y,y) # N2 tels que ils eX|stent des entiems x’,m",y’

pour lesquelgq, (N + x,%,y,y)) Ri (g, (n"+ x',x,m" +y,y)).
Comme consZquence facile du lemme 5.4, nous avons les delirices suivant.
Corollaire 5.5 Pour toute machine ~ deux compteuvs et pour tout entier natureh, n ap-

partient au langage d&1 si et seulement sOil existent deux entiers natarglsels que(n +
X, X,Y,Y) appartient au langage del .
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Corollaire 5.6 Pour toute machine " deux compteuvk, le langage dévl est vide si et seule-
ment si le langage di! ¢ est vide.

Remarque 5.7 De la fason dont une machine ~ deux compteurs a ZtZ dZpnist fheile de
voir que si le quadrupletn + x, X, y, y) appartient au langage dOune machihe;, alors(n +
x+1,x+1,y,y)et(n+ x,x,y +1,y+1) appartiennent Zgalement " ce langage.

5.3 Preuve dOindZcidabilitZ

Cette section est consacrZe " la preuve dOindZcidabiliéZsdésbabilitZ du fragment de
la logique sans quantibcation. Plus prZcisZment, noussaitinstruire un systeme dOZquations
Sw tel que I0ensembB8ol; (Sy , dern(Sy )) est vide si et seulement si le langage dOune ma-
chine ~ deux compteurd est vide. A proprement parler, nous allons utiliser une rimech
deux compteurs Ztendue. LOidZe de cette preuve sOinépipeedre dOindZcidabilitZ du vide
des automates ACU alternants [Goubault-Larrecq and VexGa£], [Verma, 2003].

SoitM = +Q,q,q,#, une machine ~ deux compteurs que nous considZrons bxZe pour
la suite de la section. Pour tout Z¢gde la machine, nous notons pecy () IOensemble des
quadrupletss # N2 qui correspondent aux conPgurationshMe; C acceptables E ~ partir de
|OZtat, cad

Accy () = {s# NZ|.s #N&, (9,9 Ri (g, )}

Lemme 5.8 Pour toute machine " deux comptels = +Q, ¢, ¢, # ,, le langage de la machine
" compteurs Ztendul! ¢ estAccy () 2{ (n,x,m,m) | n,x,m # N}.

Preuve ConsZquence immZdiate des dZbnitions.

Les ZIZments de? peuvent stre encodZs par des arbres de fason assez natQetisidZ-
rons les quatre Ztiquettes distincégshy, a1, by # " . Pour tout quadruplet = (ng, Xg, N1, X1)
dansN, soit# $l0arbre

#No, X0, N1, X1)$= no &ao[{} ] ( xo aw[{} 1 ( nydag[{t 1( x1am[f} ]
Pour un sous-ensembie deNZ, #N $est I0ensemble dOarkres$| n # N}.

Soit le systeme dOZquatidhg sur IOensemble de variables

{180.Hal.!!OkO!!Okl!!Ok!!ZGI’(ﬂ!!ZGI’O].!!}l{ 1 q | q# Q}



102 Chapitre 5 : Fragments indZcidables de la logique spatiale

Les sept premieres Zquations 8g sont :

va0. £ @0[0]],a0. - O

va1. = a1[0]],a1. - O

voko = @0[0]|bo[0]], oko -+ a0.
yokt = a1[0]|bu[0]], oka - ;a1
yok = »oko| s okt

, zer = Ao[0]|o[O] ], zere -, oka

yzerdl — al[o] | b1[0]| yzerdl = s okO

= e Ik Ik Ik Ik

Les Zquations suivantes sont pour les variahjggourq dansQ. Pour chaque Ztat I0Zquation
pour la variable 4 est : A
,qJ—J Pred, ¢,r)
(qrah)#"

o pour toutr dansTrans, Pred,, ", r) est donnZ par

Pred,",Inc;) = (, 1B [0]) 4 , o
Pred,",Dec) = (, |&[0]) 4, ok
Pred, ", Zeroj) = , 4, zerq

La derniere Zquation du systen®, est

H
y — ,qi4 y zerdl -

Le lemme qui suit prZcise le r™le des sept premisres ZopidbSy, .

Lemme 5.9 Dans le systeme dOZquati@is ,
D Solr (Sw ,, oK) = #NES$;
b SOIT (SM ”zerd)) = {#(n1n!m!y)$| n,m,y # N1m 3 y} ;
D Solt (Swm », zera) = {#n,x,m,m)$| n,x,m # N,n 3 x}.

COest " direSoly (Su , , o) est IOensemble des arbres qui sont des encodages dOuneeconbg
tion correcte de la machine ZtendueSett (Sy , , zerq) €St I0ensemble des arbres qui sont des
encodages corrects de la machine Ztendue et dans laquedleua dui*™® compteur (deM )

est zZro, pour ZtantO ou 1.

Preuve ConsidZrons le systsm®,, composZ par les sept premisres ZquationSyeet
Sy le systeme composZ par les Zquations restantes. DOapppdaition 4.4, et en remarquant
quOaucune des variablessje nOappara’t libre dasg , nous dZduisons que les solutions de
S,'\',| etSy coencident pour les variablegqo, , ok1, » oks » zerds » zerdLs » - DONC, il sufbt de montrer
la propriZtZ pous, .

Il est facile de voir que pour les deux premieres ZquationSge les solutions correspon-
dants sonSolt (S, ,a0.) = {n.ag[{} 1| n # N} etSolr (S, ,a1.) = {n.az[{} ] | n # N}. De ce
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fait on dZduit facilement que pour les deux Zquations questiiles solutions correspondantes
sontSolr (S, , ok0) = {n.aclt 1 ( (n+ X).bof} ] n,x # N} etSolr (S, , o) = {n.asff} ] (

(n+ x).by[{} 1| n,x # N}. Le lemme suit immZdiatement de ces deux propriZtZs et de la
dZpPnition deNZ.

Les Zquations pour les variablgs (pour g un Ztat de la machinkl ) dZPnissent les en-
sembles de conbgurations acceptables dans I0Ztat amieegpo

Lemme 5.10 Pour tout Ztaty de la machineV , dans le systeme dOZquatiGys,

Solr (Sm ,,q) = #Accu (9%

Preuve SoientSyo., Sa1., Sokos Sokis Soks Szerm €t Szerq l€S Solutions des sept premisres
Zquations du systen®y . Supposons que [Oensemble dOZtats de la mdclesi€ay, ..., o} .
SoitS" le systeme dOZquations " points bxes obtenu comme latiessideSy aux Zquations
pour les variablesy,,...,,q, et dans lesquelles les variablgg , ,a1., ,okos » oki, » oks » zer®d

et, zerq ONt ZtZ remplacZes par la solution correspondante. ReonarqueS” est un systeme
clos dans le sens que toutes les variables apparaissanttiendpaite dOZquation sont dZbnies
par une Zquation d&'. Pour toutg Ztat de la machine, notohg la partie droite de I0Zquation
pour, i dansS’. ConsidZrons le systme dOZquations

v = faGaroia)
(5.1)
von = foCGareevvian)
Soit+Sy,, . . ., Sg» la plus petite solution de (5.1)ll est clair par construction d8y et deS’

et du lemme 5.9 que pour togZtat de la machingq = #Accy ()% La conclusion suit du fait
que les solutions des systemes (5.1Betoencident (voir la section 4.1.1).

Comme consZquence immZdiate des deux lemmes prZcZdastayons
Lemme 5.11 Dans le systeme dOZquati@is ,

Solt (Sm ,,) = #Accy (g) 2{ (n,x,m,m) | n,x,m # N}&

Preuve Parlelemme 5.4, nous savons e, x,m,m) | n,x,m # N} est la solution d&y
pour la variable ,¢rq €t par le lemme 5.10 nous savons didecy (G)$est la solution d&y,
pour la variable ¢, dOos la conclusion se dZduit immZdiatement.

Rappelant que, par le lemme 58&;cpm () 2{ (n,x,m,m) | n,x,m # N} est exactement
le langage de la machine ~ compteurs ZtenNug, et que par le corollaire 5.6, la langage
de M ¢ est vide si et seulement si le langage Me est vide, nous dZduisons du prZcZdent

1 sOagit ici de la solution extreme dOun systeme dOZguatiomn treillis produit et non de la solution dOun
systeme dOZquations " points bxes ; voir la section 4.1 1l@distinctions entre les deux.
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lemme que dans le systeme dOZquatns Solr (Sw ,, ) est IOensemble vide si et seulement
siL(M ) estvide. Or, Ztant la dernisre variable d&, , nous savons qugolt (Sy ,,) est Zgal
~ IQinterprZtation de la formulermulg(Sy, ), dOos le principal thZoreme de cette section :

ThZoreme 5.12 La satisbabilitZ de la logique spatiale sans quantiPcatstrindZcidable.

Ce rZsultat auxiliaire qui dZcoule de la preuve du thZorerh2 &era utilisZ dans la section
Suivante.

Lemme 5.13 Pour toute machine ~ deux compteuvk, il existe une formulé y, telle que
> =

"= (0 x) daolfh T ( x kol 1( v daulit 1( y dbullh 12

=(n+ Xx,x,y,y) dans
= le langage deM ¢

0 ag, by, a1, by sont quatre Ztiquettes distinctes.

5.4 Comparaison de IOexpressivitZ des logiques L& PMSO

Nous avons montrZ dans la section prZcZdente que la loguen@est pas dZcidable.
Nous savons par ailleurs que la logigue PMSO est dZcidalales De qui suit, nous allons
montrer que Lp permet effectivement de dZbnir des ensembles dOarbressgut pas PMSO-
dZPbnissables. Plus tard, le chapitre 7 nous allons montesladogique PMSO est C incluse E
dans Ly, dve part son expressivitZ ; PMSO est Zquivalente ~ un fragdeehS, . Combinant
ces deux rZsultats, nous pourrons conclure que la logigueesBstrictement plus expressive
que PMSO.

Nous montrons dans la proposition 5.14 quQil existe uneufermtelle que I0ensemble
dOarbrek' " nOest pas PMSO dZbnissable. Plus prZcisZment, cettefestial formulé'
dZbnie dans le lemme 5.13 ci-dessus ;!¢agl" est en quelque sorte une reprZsentation du lan-
gage de la machine "~ deux comptets LOidZe est la suivante : nous allons montrer quQil existe
une machine ~ deux compteuss telle que!" y " nOest le langage dOaucun automate automates
" contraintes numZriques semilinZaire. Nous utilisermssiie le fait que les ensembles dOarbres
reconnaissables par un ACN semilinZaire sont exactengenkembles dOarbres PMSO dZb-
nissables.

Proposition 5.14 Il existe une formulé de la logique L$ telle que!™ " nOest pas un ensemble
dOarbres PMSO dZbnissable.

Preuve La preuve se fait par contradiction. Supposons que poue foanule" , IOensemble
dOarbrek' " est PMSO dZbnissable. Donc, par le thZoreme 3.2 nous samehs'gest le lan-
gage dOun ACN semilinZaire. ConsidZrons maintenant uhémadeux compteurs arbitraire
M etsoit"y la formule telle que, dOapres le lemme 5!13; " est IOensemble dOarbres

{(n+x).a0ft 1 ( ool 1 ( y.a[t 1 ( y-mu[ft] | (n+ X x,y,y) dans le langage d¥ g,

0 ag, by, a1, by sont quatre Ztiquettes distinctes. DOapres les hypotinmes savons qué \ "
est le langage dOun ACN semilinZaire. Soit donm ACN semilinZaire dZterministe tel que
L(A) = "y "; par le lemme 2.26 nous savons que cet automate dZtermémiste toujours.
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Nous commeneons par montrer quOon peut considZrer quen@ait a une forme particuliere,
telle que dZcrite dans le fait qui suit.

Fait 5.1 LOensemble dOarbreg " est reconnu par un ACN semilinZaire si et seulement sOil
est reconnu par un ACN semilinZaire dZtermindste (" ,Q,#,F) tel que :

(i) toute transition dé\ est de la formgq,', 0°) (pour un certaig# Qet' $ ");

(ii) toute transition de\ est de la formégq,’, 0%), avec Ztant un ensemble dOZtiquettes non
vide et inclus dan§ag, by, a1, by} (pour un certaimg # Q) ;

(iii) pour toutq Ztat de IOautomate, IOensemble de trangitionatient au plus une transition
de la forme(q, ', 09);

(iv) pour toutes transitiongq,', 0°) et(q,' ,0°) dans#, siq = g, alors les ensembles
dOZtiquettéset' " sont disjoints.

La direction de la droite vers la gauche est triviale.

Pour la direction de la gauche vers la droite, goit (" ,Q,# ', F) un ACN semilinZaire
tel queL (A") = 1"y ". Par le lemme 2.26, nous pouvons supposer sans perte dalgZrdire
A’ est dZterministe.

Pour la preuve du point (i), nous montrons simplement que,siD ) est une transition
dans# " etD = 09, alors cette transition peut stre enlevZe#lesans que cela ne modibe le
langage de I0automae Soit donc(q,',D ) dans# " etD = 0°.SiD = ! ou, de fason plus
gZnZrald_a:(D) est vide, alors cette transition peut otre enlevZe puisigudiecontribue en
rien "L at(g). SiLa'(D) nOest pas vide, aldrg:(qg) contient des arbres de hauteur supZrieure
strictement ~ un. Or, nous savons par dZbnition kjG&") contient uniquement des arbres de
hauteur un. Alors IOZtgtne contribue pas " la dZbnition du langage de IQautomatetet to
transition le concernant peut etre enlevZedonc, IQautomaté = (* ,Q,#,F) satisfait la
condition du point (i), o# est la relation de transition dZpPnie par :

#=# " {(q,,D)|D=0°}.

Il est facile de voir que IOautomatest ~ contraintes semilinZaires et dZterministe. Ceciiterm
la preuve du point (i).

Pour le point (i), soiA" = (* ,Q,# ', F) un ACN semilinZaire dZterministe tel quéA’) =
I" v " ettel que toute transition de est de la forméq, ', 0%). Par le point (i), nous savons que
|IOautomaté” existe toujours. Nous allons montrer quéai’', 0°) est une transition da" et
" nOest pas inclus ddres, by, a1, b1} ou' est I©ensemble vide, alors cette transition peut «tre
enlevZe sans que cela ne modibe le langage de IQautom@ie = ! , alors cette transition
ne contribue en rien L 51 () et peut donc stre enlevZe. Si= | mais' contient une Ztiquette
c qui nOest pas parfag, by, a1, by}, alors nZcessairemen(q) contient IQarbre{} ]. Or, par
dZbnition nous savons que les arbres daf#s) contiennent uniqguement les Ztiquettes parmi
{ag, bp, a1, by}, ce qui signipe que IOZtphe contribue pas " la dZpPnition du langage de IQau-
tomate et toute transition le concernant peut stre enleDdac, IQautomate = (" ,Q,# ,F)
satisfait la condition du point (i), o# est la relation de transition dZPnie par :

#=# " {(q,, 0°)|' =1 ou' '${ao by, a,bi}}.

2Plus prZcisZment, pour taditdansF , d(qg) = 0, ce qui signibe que |OZtpde IOautomate est inutile.



106 Chapitre 5 : Fragments indZcidables de la logique spatiale

I est facile de voir que IOautomatest ~ contraintes semilinZaires et dZterministe. Ceciiterm
la preuve du point (ii).

Pour le point (iii), si(g,', 02) et(qg," ", 0?) sont deux transitions diffZrentes #e il sufpt
de les remplacer par IOunique transiigri 1 ' *,09). Il est facile de voir que ce remplace-
ment ne modiPe pas le langageAl@t queA reste un automate ~ contraintes semilinZaires et
dZterministe.

Le point (iv) est consZquence directe du fait que IOautomeast dZterministe. En effet, i
(q,', 0R) et(q,' *,0°) sont deux transitions de IQautomate‘etq etc# ' 2 ' ", alors IOZIZ-
ment dOarbi{} ] appartient La(qg) et "L a(q), et doncA nOest pas un automate dZterministe.
Ceci termine la preuve du point (iv) et du fait 5.1.

Soit maintenanA” = (" ,Q’,#",F") un automate " contraintes numZriques dZterministe
tel queL (A") = !" " et qui satisfait les contraintes annoncZes dans le failCaisidZrons
|Gautomaté = (" ,Q,#,F) dZpnipar : I0ensemble dOQ@SH{ 0, , Gy, » G, » Gy, } ; la relation
de transitior# est

#= { (G, {0}, 0), (Ghy, {0}, 09), (ty, {20}, 0V), (y , {1}, 0V)}. (5.2)

Finalement, la condition dOacceptafiorst dZbnie par :

(
F = Hd

d#F!

o+ pour tout multiensemble dansN?', [Oensembld 4 $ N? est dZpni par :
>

f Q! " 9# B
Hy = pour tout(q,’, 0% ) dans# , 4. h(c) = d(q) et

h= pour toutc dans(, h(q:) =0

os ( ${ ap, bn,as, by} dZsigne I0ensemble dOZtiquettes qui nOapparaissentutansansi-
tion de IOautomatk’. Formellement( est IOensemble des Ztiquettéslles quOils nOexistent
pasq# Q' et' avecc# ' et(q,', 0?) transition dang ".

Il nOest pas difbcile de voir que IOensembist semilinZaire (en utilisant que, par hypo-
these,F " est un ensemble semilinZaire). En effet, Ztant donnZ umeiode 1OarithmZtique de
Presburger dZbnissaht, on peut construire une formule de IQarithmZtique de Poestuyp-
nissantF . Il nOest pas non plus difbcile de voir que le langage requemi®automatit est le
meme que le langage reconnu par IQautorAate

Nous en dZduisons que pour toute machine ~ deux compMurd existe un automate
" contraintes numZriques semilinZaitgs= (" ,Q,#,F) tel que IOensemble dOZGtsst
{ %y, Gy Gy » O, } €t la relation de transitio# est celle dZpbnie dans (5.2) et tel du@\) =
I" v ". Rappelons que, par dZpnitidtiy " est IOensemble dOarbres

{(n+x)éao[{t 1 ( xao[{t1( yaau[ft]1( yau[{t] | (n+x,X,y,y) dans le langage dd e} .
Par dZbnition de IOautomateon peut voir quOalors IOensemble de multienséhdde

{(Go " Ml " X 0a” ¥, " Y)(N+XxXxy,y)danslelangage dd ey} .

Maintenant, comme IQautomaeest semilinZaire, nous savons que IOensemldst semi-
linZaire. DOautre part, nous savons que les ensemblem&aireés sont clos par projection.
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ConsidZrons dong;, IOensemble de multiensembles{syg, g, } obtenu en projetarf sur
les composantes correspondamg, et o, :

F1={(Ca " MOy " X)| (%" N0 " X Ca " Y 0y " Y)dansF}.

Alors F, est un ensembles de multiensembles semilinZaire. Nousss@dgalement que les
ensembles semilinZaires sont clos par somme et soustraetiocomposante$.ConsidZrons
F», IOensemble de multiensembles{$as,, )}, obtenu deF; en soustrayant la composante
correspondant ¢, de la composante correspondarmg, :

Fo={((G G)" NOX)|(Cy" N, O " X)| dansFi}.

Donc I0ensemble est semilinZaire et, par consZquent, I0ensemble

N = {n]((Gy ) " n)danska}

est un ensemble dOentiers naturels semilinZaire. Fimaeuae le corollaire 5.5 et par dZb-
nition de F,, nous pouvons facilement dZduike est exactement le langage de la machine °
deux compteur$! . Rappelons qu# est une machine ~ deux compteurs arbitraire ; nous dZ-
duisons donc que pour toute machine ~ deux comptblrde langage dé1 est un ensemble
dOentiers naturels semilinZaire, ce qui est ZvidlemmentGatte contradiction vient de IOhy-
pothese initiale que pour toute machine ~ deux compteédrs IOensemble dOarbreg " est
PMSO-dZpPnissable. Nous en concluons quOil existe unelédrrde la logique L$ telle que
IOensemble dOarhbresnOest pas PMSO-dZPnissable.

Conclusion

Nous avons Ztabli dans cette section deux rZsultats imparfeout dOabord, nous avons
montrZ que la logique spatiale est indZcidable meme en ebsknquantibcation. La preuve se
fait en encodant le vide du langage dOune machine ~ deux@arspsuivant des idZes prZsen-
tZes dans [Goubault-Larrecq and Verma, 2002], [Verma,]a@ddZs pour montrer IOindZcida-
bilitZ du vide des automates ACU alternats. Il est " remargi€jue cet encodage nOutilise pas
toute la puissance de la logique : notamment, la conjonetntilisZe, mais pas la nZgation,
et la rZcursion se fait uniquement en C largeur E, cad lexbleside rZcursion nOapparaissent
jamais sous un opZrateur dOembo’tement. DOailleursydssuitisZs pour IOencodage des Ztats
de la machine ~ deux compteurs sont des arbres plats, deuhaumteEnsuite nous avons utilisZ
le rZsultat dOindZcidabilitZ pour montrer que la logiqyedss strictement plus expressive que
la logigue PMSO qui, elle, a un probleme de satisbabilitddétde.

%Dans le cas gZnZral, la soustraction de composantes pélregdas nombres nZgatifs. Sans rentrer dans les
dZtails, un ensemble semilinZaire de vecteurs peut etrei d¥ibles vecteurs de nombres rationnels. La restriction
dOun tel ensemble aux vecteurs dOentiers naturels eshamsemble semilinZaire. De ce fait, la soustraction ne
nous fait pas vraiment sortir du cadre des ensembles s&amil@s. Notons pour Pnir que dans notre cas de bgure,
la soustraction faite " x satisfait toujours qua # X, et donc les ensembles gZnZrZs sont bien des ensembles
semilinZaires sur les entiers naturels tels que nous lesdmons partout dans cet ouvrage.
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Chapitre 6

Automates dOarbres pour la logique
sans quantibcation

Dans ce chapitre nous montrons que pour toute formule dgitqueNLS}! on peut construire
un automate ~ contraintes numZrigues Zquivalent = cetteadtw, cOest ™ dire un automate
dont le langage est Zquivalent ~ IQinterprZtation de catteufe. Pour dZpbnir un tel auto-
mate, nous allons utiliser les systemes dOZquations sEmpIEn effet, comme nous [Oavons vu
dans le chapitre prZcZdent, toute formule logique peutepe/sentZe par un systeme dOZqua-
tions simplibZ. Nous commeneons par prZsenter brisvemams th section 6.1 comment dans
[Dal Zilio et al., 2004] des automates dOarbres semblable$@N ont ZtZ dZPnis pour une
logique qui sOavere stre un fragment de la logique spatiisuite, dans la section 6.2 nous
dZbnissons I0automAte associZ au systeme dOZquations sim8iH¥ans le section 6.3 nous
montrons que cette dZPnition est correcte, cad que I0&eidgdZPni dans la section 6.2 est
effectivement Zquivalent "~ la formule telle queS est un systeme dOZquations simplibZ pour
" . Dans la dernisre section 6.4 nous prZsentons un algorifiouele test dOappartenance dOun
arbre au langage dOun automate lorsque celui-ci est |@muitgnivalent ~ une formule de la

logique LS, .

6.1 Lalogique etles automates " faisceaux

Une premiere dZbnition dOautomates dOarbres pour uneldgioZrateur de composition
a ZtZ faite dans la suite de travaux [Lugiez and Dal Zilio220al Zilio and Lugiez, 2003],
[Dal Zilio et al., 2004] par Dal Zilio, Lugiez et Meyssonni¢&Oarticle [Dal Zilio et al., 2004] a
fortement inspirZ la mise en correspondance entre la legigatiale et les automates dOarbres
" contraintes numZriques que nous faisons ici. Dans ce Gquirfwus prZsentons brisvement
IOapproche et les rZsultats de ce travail.

LOidZe initiale est quOun arbre (un multiensemble) estduwitpie la forme
+vecteur de cardinalitZa wecteur dOZIZments dOarbre

Par exemple, IOarbre plat ayant quatre arstes ZtiquetZeetpdeux aretes ZtiquetZes fmest
reprZsentZ par le produ#, 2) a(a[f} 1, bif} 1). Ce type de produit est Ztendu aux ensembles
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dOarbres par
+ensemble de vecteurs de cardinaliZ&ecteur dDensembles dOZIZments dDarbres

Par exemple, IOensemble dOarbres plats ayant deux fai®atetes ZtiquetZes pajue dOZti-
quettes ZtiquetZes paest reprZsentZ par le prod{iien, n) | n # N}a{a[{} ]} {0{} ]})
LOensemble dOarbres ayant deux fois plus dOarstes edtigagijue dOaretes ZtiquetZes par

b sous la racine est reprZsentZ par le progd@n,n) | n # N}a{a}[A: ],{b[A: ]). (Rap-
pelons qué [T] est IOensemble dOarlfraf$] | a # .t # T}.) On voit immZdiatement le
lien avec les automates " contraintes numZriques : danstamate "~ contraintes numZriques
qui reconna’trait ce meme ensemble dOarbres. Dans cescaastmbles dOZIZments dOarbres
{a}[A ] et{B}[A, ] seraient les langages des Ztats de IOautomate, et |Oemtkerddteurs
{(2n,n) | n # N} correspondrait " la condition dOacceptation.

Dans [Dal Zilio et al., 2004], les auteurs sOintZressentffagment de la logique des am-
bients, appelZ TL (poutree logid, et introduisent une classe dOautomates qui capture cette
logique. Une formule de la logique TL, que nous notdngst dZbnie par la syntaxe suivante :

*u= 0 arbre vide
al* ] imbrication ou embo”"tement
*|* composition
* " * adjonction

* itZration
6 vZritZ
Ax nZgation

* - * (disjonction

Les formules de TL sont interprZtZes sur les arbres non afgotOaritZ non bornZe, IOinterprzZ-
tation de la formulé est notZeé* " et est un ensemble dOarbres dZpni par :

TN )
ta]* = {ap[*"]

I* |*"" = !*Hl!*""

s LU ) # 1 )
N = 7 ynax"

16" = Arbres

!A* " = Arbres B A

Peoox = e e

Pour passer de la logique TL " une reprZsentation sous laefaienproduit (un couple)
+vecteur de cardinalitZsa +vecteur dOZIZments dOaypes de celle-ci ~ un automate, les
auteurs proposent dans [Dal Zilio et al., 2004] un formatismiermZdiaire, qui est lagique "
faisceaux que nous notons ShL (posheaves logic Une formule de cette logique sera notZe

ILe lien existant entre un ensemble de vecteurs et un enselmbfriltiensembles est facile ~ voir.
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% et est dZPnie par la syntaxe suivante :

= expression dOZtiquette

{a1,...,a} ensemble bni dOZtiquettes

‘ IOensemble complZmentaire -
E = ' [%] embo’tement
% = formule ShL

6 vrai

.2.p(2).E composition ~ faisceaux

Ici z est un vecteur de variables entisres positiyesst une formule de |OarithmZtique de Pres-
burger dont les variables libres sont toutes daesE est un vecteur de formules dOembo’te-
ment. Sans donner la sZmantique exacte de ShL, expliqustes@interprZtation des formules
dOembo’tement et des formules ShL ; comme pour les logitues!d logique spatiale, 10in-
terprZtation de la formule SHk est un ensemble dOarbres métZ Tout dOabord, une formule
dOembo’temeBt = ' [%)]est interprZtZe comme I0ensemble dOarbres

' [%] = {alt]|a# "t #19%'7.

Alors IOinterprZtation de la formule S¥.= . zy,...,z.p(z1, . ..,2).(E1,..., Eyx) est IOen-
semble dOarbres

{(ny,....,nKY | (zZ2" Nnqg,...,zx" ng) satisfait laformulep} a('E.", ..., 'Ex").

dZpbni comme le produit de IOensemble des vecteurs modtefodaule de IQarithmZtique de
Presburgep et le vecteur des ensembles dOZIZments dOarbres moBsles deEy.

Dans [Dal Zilio et al., 2004] il est Ztabli quO” toute fornililecorrespond une formule ShL
Zquivalente (dZbnissant le meme ensemble dOarbres).

Le dernier rZsultat prZsentZ dans [Dal Zilio et al., 2004hqus intZresse ici est la dZPni-
tion dOune classe dOautomates, les automates " faisegaaptare la logique ShL, et donc
aussi la logique TL. Sans rentrer dans les dZtails, ces atgersont tres proches des automates
de Presburger. La seule diffZrence est IOexistence deypesxdOZtats dans les automates
faisceaux : des Ztats pour Ztiqueter les niuds de IQarbeséttdts pour Ztiqueter les aretes de
IQarbre. Dans une exZcution ascendante dOun automatsiaisOZtat ~ associer ~ un niud de
IQarbre est dZterminZ "~ partir des Ztats associZs aus atretesseurs de celui-ci et le nombre
dOoccurrences de chacun de ces Ztats. La contrainte smblertDoccurrences est exprimZe
IOaide dOune formule de Presburger. LOZtat ~ associersteiestadZterminZ ~ partir de 10OZti-
quette de cette arste et de 10Ztat associZ ou niud successeatle-ci. 1| nOest pas difbcile
Voir que ces automates sont Zquivalents aux automates steiRyer.

Dans ce chapitre et le chapitre suivant, nous complZtots cetrespondance entre auto-
mates et logique ~ composition, en dZbnissant une classéod@ses qui capture la logique
LS, . Nous parlons de G complZtion E pour deux raisons. DOablagiglie TL sOavere stre un
fragment de L§. Meme si ceci nOest pas immZdiat pour IOinstant (* causnmp(ieafal{r dOad-
jonction qui est absent dans $ nous montrons dans le chapitre 7 que PMSO, Zquivalente
aux automates de Presburger, est C incluse E danseL8ous venons de voir que TL peut «tre
encodZe dans des automates Zquivalents aux automateshiegre Ceci signibe, entre autres,
que IOopZrateur dOadjonction nOajouterait pas dQexpresi . Par ailleurs, ce nOest pas un
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opZrateur monotone, et son utilisation avec [OopZratequimtebxe ne pourrait se faire sans
restrictions. La deuxieme raison pour laquelle nous paride complZtion est que nous allons
Ztablir une Zquivalence entre des fragments (syntaxigiees§, et des classes dOautomates
contraintes numZriques. Dans le cas de TL, la logique TLigstesnent moins expressive que
les automates " faisceauk Pour sOen convaincre, il sufbt de remarquer que TL ne prppsse
de mZcanisme de rZcursion en profondeur, qui vient natorefit avec les automates de par la
possibilitZ de C boucler E sur un Ztat.

6.2 Automate pour un systeme dOZquations

Nous prZsentons ici comment " partir dOun systeme dOasusitiplipZS [Oon peut dZbnir
un automate ~ contraintes numZriques tel queL (As) = Solt (S, dern(S)) (rappelons que
Solr (S, dern(S)) est la solution d& pour sa derniere variable). Comme toute formule logique
close" peut otre effectivement reprZsentZe par un systeme d@tgusimplipZ (voir le cha-
pitre 4), nous pourrons en dZduire une construction dOomaiet ~ contraintes numZriqués
" partir de la formule' tel que le langage dé& est!" ".

Soit doncS un systeme dOZquations simpliPZ que nous considZronssgre ja Pn de
la section ; nous allons dZpnir [Qautorate= (" , Qs,# s, Fs). Dans la section 6.2.1 nous
montrons comment IOensemble dOQtaesst construit ~ partir d&. Dans la section 6.2.2 nous
introduisons une nouvelle interprZtation du systeme dfidgsS, dont nous dZduirons dans la
section 6.2.3 la relation de transition de IOautorate

6.2.1 ftats de IOautomate
Nous dZpbnissons ici IOensen®igdes Ztats de I0automate.

DZbnition 6.1 (Variables ZIZmentairesBoitS" un systeme dOZquations simplibZ. Une variable
, deVargS") est ditevariable ZIZmentairsi la partie droite de I0Zquation powtansS” est

de la forme [, "]. La sous sZquence ¥argS") constituZe des variables ZIZmentaires est notZe
Evar{S"), et IOensemble sous-jacent est fiEMar{S")}.

Pour toute variable ZIZmentairelansS, soient les formule®og, ), Neq,) et Comp(,)
dZbnies comme suit :

Pog,)= "] Neg(,)="[A] Comp(,) =" [6]

os , = '[,'] est IBZquation pour la variabl@ansS. Qs, IOensemble dOZtats de IOautomate
As est alors dZbni comme le produit cartZsien des ensefiitdes ), Neq(, ), Comp(, )} pour
toute variable ZlIZmentaire

C
QS = {POE(1 )! Neq1 )! Comp(! )}

%dansEVars(S)

2Dans [Dal Zilio et al., 2004], les auteurs dZpbnissent Zgateénme extension de la logique " faisceaux par un
mZcanisme de rZcursion qui permet dOatteindre la memessixjieque les automates " faisceaux.
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Par consZquent, tout ZtptlansQs est unn-uplet de la forméys, ..., yn), 0* pour touti dans
1..n,y; estun parmPog,;), Neq,;) etCompl,;) et,1,...,,n sont les variables ZIZmentaires
deS. Pour tout ZtafjdansQs et toute variable dansEVargS), nous notons pax(, ) I0Z1Zment
deq correspondant ~ la variablg cadq(, ) est un parmPog, ), Neq(, ), etCompl, ).

Notons que si le systeme dOZquatisnma pas de variables ZIZmentaires, @grsontient
un unique Ztat, 18-uplet.

6.2.2 Systemes dOZquations numZriques

Pour dZbnir IOensemble des transitions de [Oautdg)aieus allons transformer le systeme
dOZquatiorss en un systeme dOZquations appelZ systeme dOZquatiorisjumesngt nots"™,
le systemeS"UMsera appelZ systeme dOZquations numZriques. Ce systematidd®zAumZrique
est interprZtZ sur le treillis de I0ensemble des multidhsgnet ~ partir de ses solutions nous
allons dZPbnir les transitions de |IQautorate

Soit. la signature (inPnie0,0,6,8,-,4, |, 9} 1{ Cp}pu+pnes- COmme dOhabitude,

0,0,6,8 sont des symboles dDaritZ zZre &, |, 9 des symboles binaires utilisZs en no-
tation inbxe. Les symboleCp } 4+ (yos ) SONt des symboles dOaritZ zZro. ConsidZrgns la

interprZtatiorR des symboles de dans le treillis# (N9s),- ,4, prZsentZe sur la bgure 1. Il
est facile de voir qu® est effectivement ung-interprZtation.

CR = D

oR = {09s}

oR = A, " {09}
6 R = NQs

8R = |

DRD" = D+D’
DD = D+ D’
D-RD" = D1D’
D4RD" = D2D’

FiG. 1 B DZPnition de Ip-InterprZtatiorR . Ici D, D * sont des sous ensemblesifes .

Comme pour la signatur2, la signature. est Ztendue avec deux nouveaux symboles bi-
naires, = et =, pour obtenir la signature : {0,0,6,8,-,4, |, 9, = =}1{Cp}pupos -
LOinterprZtatioR est Ztendue " par :

D=>"D"=(D" {0%})+(D"" {0%})
D=>RD" = (D 1{09})+( D 1{09s}).
LOopZratew est le dual de la somme de multiensembles et a ZtZ dZpbni ddapliee 1.

Pour amZliorer la lisibilitZ, dans la suite nous allons cndfe le symbole constaflpy et
son interprZtation, IOensemble de multiensenibles

Remarquons maintenant que les notion de systeme dOZgustignibZ et systeme dOZqua-
tions normalisZ peuvent stre Ztendues aux systemefosot (., X,) etfonct(. ", X;). Plus prZ-
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cisZment, un systeme sfonct(., X;) sera dit simplibZ si les parties droites dOZquations sont de
la forme

0 0 6 8 Cp A .9, 4,

et un systeme sufonct(. ', X;) sera dit semi-simplibPZ si les parties droites dOZquatiohsast
des termes boolZens, soit de la forme

0 0 6 8 Co . ,9,” = e

Un systeme dOZquations normalisZauct (. *, X,) est comme prZcZdemment un systeme semi-
simplipZ, sans cycles de dZpendance boolZenne et ~ coimpagrdZe. De plus, $" est

un systeme dOZquations semi-simplipZA@nct(., X,), la procZdure de normalisation dZcrite

dans la section 4.3.2 peut «tre appliquZe telle quelle pbterir un systeme dOZquations sur
fonct(. ", X;) normalisZ et ZquivalentS'.

Soit maintenant le systeme dOZquations numZ8gtféconstruit ~ partir deS de la maniere
suivante VargS"™M = VargS) et pour tout, dansVargS), I0Zquation pourdansS™™ est
< "

) : Cprj(% si, #{ EV&I’E(S)} '
, = f si, '#{EVardS)} et, = f est1OZquation poudansS

o* pour toute variable dansEVargS), prj(,) est IOensemble de multiensembles s
dZbni par (rappelons qug est le multiensemble unitaire contenant une seule ocaereen) :

(
pri(,) = {1q}.
o# Qs |d(%= Pos(%
Soit Zgalement le systeme dOZquations norn@listirfonct(2", X;) Zquivalent "S" et obtenu
par la mZthode de normalisation dZcrite dans la sectio. £8mme cette mZthode nOaffecte
pas les variables ZIZmentaires, il est facile de voir3jU€™ est exactement le systeme dOZqua-
tions surfonct(. ", X;) obtenu en normalisai® ™™ par cette meme mZthode de normalisation.

6.2.3 Transitions de IQautomate

Nous pouvons maintenant dZbnir IOensemble des tranditid@automates.

Pour tout, variable ZIZmentaire d®, soientetq(, ) |OZtiquette atar(,) la variable dans
VargS) tels que I0Zquation paudansS est, = etq(, )[var(, )]. Par exemple, si I0Zquation
pour, dansS est, = ' [, ], alorsetq(,) = ' etvar(,) =, .

Pour tout Ztat] dansQs, soient' 4 I0ensemble dOZtiquetted gtOensemble de multien-
sembles danklQs dZpnis par :

1
"q=" 2 etq(,) 2 etq(,) (6.1)
%| (%= Pos(% ouq(%= Neg(% %] (%= Compl(%
1 1
Dgq= N2 Solg (S™™ var(, )) 2 NOs" Solg (S™™ var(,)) (6.2)
%| (%= Pos(% %| a(%= Neg(%

Maintenant# g, la relation de transition de IQautomAtg est donnZe par :

#s=1{(d,"q,Dg) | a# Qs}
etFgs, la condition dOacceptation Alg, est [OensembBolg (S™™, dern(S"U™)).
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6.2.4 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple de la constraiun automate " contraintes
numZriques " partir dOun systeme dOZquations simplibZ.

Soit" la formulep,.{a}[,]|1{B}[,]], - O. Cette formule est satisfaite par IOensemble des
arbres ayant autant dOarstes successeurs ZtiquetdegipatOarstes successeurs ZtiquetZes par
b pour chaque niud de IOarbre.

Dans la suite, nous Zcriroa§ ] etb],] " la place de{a} [, ] et{b}[, ] eta etb pour dZsigner
les ensembles dOZtiqueftay et{b} .

SoitS le systeme dOZquations simplibPZ correspondant " la form@est alors le systeme

suivant :
0

al, |
o, |
2,3
a4l
) 57 51
Nous allons construire IOautomate= (* ,Qs,# s, Fs).

1
)
'3
14
V5

Il= k= 1= ke e ke

Les variables ZIZmentaires du systsgsont, , et, 3. Nous savons qu@s, IOensemble des
Ztats de IQautomaite est

Qs = {Pog,2), Neqd(, 2), Comp(, 2)}/{ Pog,3), Ned(,3), Compl, 3)}
o* Poqg,i), Ned,;) etCompl,;), pouri =2, 3, sont les formules
Pog,2) = a[,] Ned(,2) = a[A, ] Compl,2) = a[6]
Pog,3) = B,] Ned(,3) = HA, ] Compl,3) = b6]

Donc,Qs est un ensemble de neuf ZIZments. Pour la suite, nous aslop@Zcriture plus breve
pour ces neuf ZIZments

Qs = {app, gpn, gpc, gnp, gnin, gnc, gep, gen, gect

o+ par exemplegpp = (Pog,»), Pog, 3)), ce qui par dZPnition est Zgal(a[, ], 1, ]), gpn =
(Pog, »), Neqd(, 3)), ce qui est Zgal (a[, ], b{A, 1), gpc = ( Pog, »), Compl, 3)), ce qui est Zgal
" (al,],b6]), etc.

Pour construire IOensemble des transitions de IQaufomatzus devons dOabord construire
le systeme dOZquations numZrique correspondamaotZS™™. Par dZpnitionS"U™ est :

0
Corio)
Cori(oe)
20,3
val,

y 157 451

1
2
'3
14
15

I ke ke ke ke e
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0° prj(;2) = Lgop 1 Lgpn 1 Lgpc €tpri(s3) = Lgpp 1 Lgnp 1 Lep-

Comme nous |IOavons vu, il y a une transition par Ztat dern@aeitdour chaque Zigty,
soit (gxy, " xy, Dxy) cette transition, oé y est un ensemble dOZtiquettdB)@test un ensemble
de multiensembles damé®. Nous savons que les ensemblgg sont dZbnis et effectivement
calculables (en tant quOensembles dOZtiquettes Pnisisy tpbrtir du systeme dOZquations
S, et que leDy sont dZbnis de fason symbolique " partir de la solution dtrsys dOZquations

Snum.
Regardons la dZbnition gy etDy juste pour les Ztaty = gpp, gnc, gcc. Par dZbnition,

1 ) 1 .
xy=" 2 etq(, ) 2 etq(, )
% | gxy(%)= Pos(%) ou gxy(%)= Neg(%) % | gxy(%)= Compl(%)

oe, rappelons leetq(, ) est IOensemble de variables apparaissant en partie @ré@Zquation
dansS pour la variable ". Dans la formule ci-dessus, est une variable ZIZmentaire, et donc
dans notre cas peut prendre la valguou, 3.

Maintenant, pour IO0Ztgpp, gpp(,2) = Pog,2) et gpp(,3) = Pog,3) et donc' py
etq(, ) 2 etq(, 3), ce qui est Zgal{a} 2 { b} et donc "~ IOensemble vide.

Pour IOZtainc, nous avongnc(,2) = Neq(,») etanc(,3) = Compl,3), et donc' nc
etq(, ») 2 etq(, 3), ce qui est Zgal{a} 2 b, et donc {a}.

Finalement, pour IOZgdc, nous obtenons ques. = etq(, 2) 2 etq(, 3), ce qui est Zgal ~
{a,b.

Pour I0ensembles dOZtiqutigsnous savons que par dZpPnition

1 . 1 .
Dy = N2 Solg (S™™ var(, ) 2 NOs " Solg (S™™ var(, )
% | q(%)= Pos(%) % | q(%)= Neg(%)

Encore une fois, peut prendre comme valews ou, 3. Rappelons quear(, ) est la variable
apparaissant en partie droite de I0Zquation,poDans notre casar(, ») etvar(, 3) sont toutes
les deux Zgales " la variable Notons donc pab la solution deS™™ pour la variable, :
D = Solg (S™™,).

Maintenant, dOapres cette dZPnition, nous obtenon®gye D. PourDye, nous avons
Dne = N@s " D. FinalementDc. = NOs.

Pour bnir avec la dZpnition de IOautoraienotons qué s, la condition dOacceptation de
cet automate est IOensenile

Ce qui est intZressant ~ voir, cOest comment la dZPnititexayme des Ztats de IOautomate
As estreliZe avec le langage de IOautomate pour chacun datseBditr voir cette correspon-
dance, nous listons ci-dessous toutes les transitionsdmifateA s, en utilisant cette fois-ci
non pas la notation courte des Ztats de la faqryemais leur dZpbnition sous la forme de couples
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de formules.
#s={ ((aL]H.], {a}2{b}, D2D ),
((al1,HA, D), {a}2{b, D2D ),
((al,],b6]), {at2b, D ),
((afA 10D, {a}2{b, D2D ),
((alA,1bA,]), {a}2{b, D2D ),
((afA,1,b6]), {a}2b, D )
((a6],b,]), az2{k, D ),
((a6],b{A,]), a2{h}, D ),
((a[6],b6]), az2b, N® ) }

Ce sont ces correspondances qui sont ~ IQorigine de laidAktEs Ztats de IOautomate sous la
forme de couples de formules. Pour stre plus prZcis, chatpiel& IOautomates est un tuple

de formules logiques faisant intervenir des variables$ibia taille de ces tuples est Zgale au
nombre de variables ZIZmentaires dans le sysS8mea dZpbnition de IQautomake garantit
que pour chaque Ztgtde IOautomate, le langage associZ ~ cet Ztat est Zgal rsKdiime des
interprZtations des formules qui le forment, sous la vanajui ~ toute variable libre associe

la solution deS pour cette variable. Retournant ™ notre exemple, nous agangxemple pour

I0Ztatpp = (a[,1, b, ]) :
Las((al, 1. b, ]) = tal]'s 2 'k, I"s

oe / est la valuation qui ; associeSolr (S, ,). Pour cet Ztat particulie, o (gqpp) = ! .

Pour terminer avec cet exemple, nous allons donner une titpeifective de IOautomate
As ; il nous manque uniquement une reprZsentation effectil@eresemble . On peut montrer
que IO0ensembi est Zgal ~

*

, app ! npp,  gpn!™ npp, gpc!” Ny, /

D= _anp! npp, agnn!" O, gnc!™ 0, ZNpp+ Npn+ Npc= Npp+ Npp + Nepg
acp!" nep, qen!" 0, gecc!" 0~

Comme nous IQavons dZj” notZ, cOest Zgalement la con@iioregtation de IQautomate. On
voit que IQautomat&s ainsi construit correspond peu " IQintuition quOon pewirgedOun
automate reconnaissant IOensemble dOathreRar ailleurs, un automate reconnaissant cet
ensemble dDarbres a ZtZ prZsentZ dans I0exemple 2.JarGegierals enlevons daAs; les
Ztats dont le langage est vide, on peut voir que IQauteheatst proche de IQintuition. En
effet,L o< (gxy) est vide pourxy # { gpp, gpn, gnp, gnn}, ce qui signibe que ces Ztats ne seront
jamais utilisZs dans une exZcution de IQautomate. DarsentéeD peut stre remplacZ (dans
les transitions de IQautomate) par IOensembl2 " :

]
0

. gep!" O, gen!" 0, gpc!” npc,
D =D 2_ agnp!" 0O, gnn!" O, anc!™ nNnpc, ZNpe, Niney Neny Nep, Nen, Nee # N
acp!" nep, qcn!" nen, qec! Nee ~
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COQest " dire, IOensembleest Zgal ~

*

IRIRIRII
~

) gpp!" O, gon!" O, gpc!" ng,
D= _ap!" 0 gn! 0, gnc!" 0, Z=npc= nCIOO
acp!" nep, gen!™ 0, qee!™ O

Remarque sur les systemes sans variables ZIZmentaires

Comme la dZbnition de IQautomateutilise IOensemble de variables ZIZmentaires du sys-
teme S, nous discutons ici de la dZpbnition de cet automate lorSeest un systeme dOZquations
sans variables ZIZmentaires. DOabord, I0ens@gbies Ztats de IQautomate est dZbni comme
le produit cartZsien de ensembles, on est le nombre de variables ZIZmentaires du systeme
S. Lorsquen est Zgal ~ zZroQs est le produit cartZsien de zZro ensembles, et contient donc
un unique ZIZment. Nous en dZduisons qu® est un systeme dOZquations sans variables
ZIZmentaires, alors IOautonfagea un unique Ztat.

Par dZbnition, IOautomae a autant de transitions que dOZtats,(goitD ) son unique
transition. Il nOest pas difbcile de voir par leur dZpmsitipre =" etD = NOs,

Regardons maintenant quel est le type de langages qui getreereconnus par cet auto-
mate. COest un automate dZterministe et complet, donopbartret, il existe une exZcution
deAs sur cet arbre. NZcessairement, toute arteet ZtiquetZe pardans cette exZcution. En
ce qui concerne la condition dOacceptation de IOautofast,un sous ensembleNjesoit F .
LOarbré est alors acceptZ pAs si le nombre de successeurs de la racine tapgartient F .

Donc, dans ce cas, le langageAle est dZPni uniquement par le nombre dOarstes successeurs
de laracine.

Pour bnir, faisons le lien avec la formulequi aurait servi ~ construire le systente. " est
une formule qui nOutilise pas IOopZrateur dOembo’temepewat voir que IOensemble dOarbres
I" " peut effectivement tre dZPni par le nombre dOarstes ssosgde la racine. Voici quelques
exemples de telles formules :

b plus de trois successeurs de la racine

0/0]0;
b au plus trois successeurs de la racine
A(0|0]0]0);
P un nombre pair de successeurs de la racine
k.- ((0]0)4A(0[0|0) |, - O;

P toute formule nOutilisant que les opZrateurs boolZemns meoprZtation |Oensemble de
tous les arbres ou IOensemble vide.

6.2.5 Remarques sur la taille de IOautomate et le calcul d@@xZcution

Nous ne pouvons pas vraiment parler de complexitZ de laroctish pour IOautomafes,
puisquOil est dZbni uniquement de fason syntaxique ; lesndtessD  tels que(d, ' ¢, D) est
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une transition de IQautomate nOont pas dOautre repoAsgriaine expression faisant intervenir
des opZrations ensemblistes sur les composantes de larsalutsysteme dOZquatioB8'™.
Nous pouvons tout de meme donner une borne infZrieure ddlla de IOautomatds : le
nombre dOZtats Ae est Zgal 3%, o« k est le nombre de variables ZIZmentaires @ames donc

k est limitZ par le nombre dOZquations dans le sySeet@ar la taille de la formul® telle que

S est un systeme dOZquations simplibZ Zquivalent ~

En ce qui concerne le calcul dOune exZcution, rappelohsuftrOde

(i) pouvoir ZnumZrer en un temps Pni les triplets, D ) appartenant # ,

(ii) pour toute Ztiquetta et tout ensemble dOZtiquettespparaissant dans une transition de
|IGautomate, pouvoir dZcideasippartient ™ et

(iii) pour tout multiensemble dansN®s et pour tout ensembl® $ N?s apparaissant dans
une transition de IQautomate, pouvoir dZcideragipartient D .

La premiere condition est satisfaite par constructionspue IQautomate a un nombre bni de
transitions. Pour la deuxisme condition, les ensembleigi®@#es apparaissant dans les tran-
sitions de IOautomate sont exactement les ensempkd%bnis ci-dessus. Rappelons que les
" g sont dZbnis par des opZrations ensemblistes sur des eesappéraissant dans le systeme
dOZquatiors, et donc sont des ensembles bnis ou co-bnis dOZtiquettest d@appartenance
pour un ensemble bni ou co-bni est dZcidable pour sa repaisercanonique. Finalement,
pour la troisisme condition, Ztant donnZ la dZpnition deseleD 4, qui sont exactement les
ensembles apparaissant dans une transition de IQautdmate par (6.2), pour tester [Oap-
partenance del © Dq (pour un certaing), il sufbt de pouvoir tester |Oappartenancel de
Solg (S"M ) pour chaque variable dansVargS™™). Nous en dZduisons le lemme suivant :

Lemme 6.2 Si pour toute variable dansvar(S™™ et pour tout multiensembbkdansN?®s on
peut dZcider sil appartient ~Solg (S™™ ), alors IQautomatés est ~ exZcution calculable.

6.3 Preuve de correction de IOautomate

Nous montrons ici que la construction de IQautoratest correcte, catl(As) est Zgal °
Solr (S, dern(S)), ceci pour tout systeme dOZquations simpBbFa preuve utilise la notion
de base que nous prZsentons dOabord dans la section 6m3.1a Bection 6.3.2 nous Znon-
-ons quelques propriZtZs des bases, et bPnalement la prewegrdction est prZsentZe dans la
section 6.3.3.

6.3.1 Bases b dZPnitions et exemples

Nous voulons pouvoir reprZsenter un ensemble dO&rtsess la forme dOun couple (un
produit)D, $, 0* $ est un support et peut stre apparentZ ~ un vecteur dOenseididZ ments
dOarbres & est la dZcomposition desur$ est peut stre apparentZ ~ un ensemble de vecteurs.
Comme nous IQavons vu, cette reprZsentation des ense®étbeed sous la forme dOun produit
est utilisZe dans la logique " faisceaux, mais aussi darsilesnates ~ contraintes numzZriques.
Dans la formule de la logique ~ faisceauz.p(z).E, E est le support et est la dZcomposi-
tion. Pour IQautomate " contraintes numZrigues (" ,{q,...,th},#,F), le langage dé
est dZbni comme le C produit E de la condition dOacceptatifcompositionf et le support
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La(),...,La(0n). Comme *a a ZtZ notZ dans [Dal Zilio et al., 2004], certaippats ont de
meilleures propriZtZs que dOautres, par exemple les tsugpiciorment une partition de 10en-
semble des ZIZments dOarbres. De tels supports sont dppdidses. Donc, du point de vue de
son utilisation, une base est une partition Pnie de I0efesdatZIZments dOarbEdsbres .3

ftant donnZ un systeme dOZquations simpBbrous allons dZbnir une mZthode pour
construire une basks et une dZcompositioR telle que IOensemble dOarBas (S, dern(S))
sOZcrit comme le coupide $ s. Nous allons montrer ensuite que la partition de IOensatable
ZIZments dOarbrigsdrbres dZbnie pas s est la meme que la partition dZbnie par IOensemble
des Ztats de IOautomate dZPni dans la section prZcZdente. De cela nous dZduirarsde-c
tion de la construction de IOautomate

Nous commeneons par introduire la notion de base et dZPeiqaes propriZtZs des bases.

Rappelons une notation qui a ZtZ introduite au dZbut de de theiP et Q sont des en-
sembles quelconqueB,Q 1O0ensemble des applicationsQlelansP. SiP est IOensemble des
entiers naturels, ces applications sont appelZes desnsgthbles.

Chacune des dZPnitions qui suivent est illustrZe dansiPexg.1 de la page 122.
DZbnition 6.3 (Base)Soit Q un ensemble bni et non vide. Uhase suiQ est une application
$ deQ dans! (EArbres ) telle que

o) ppour tous Ztats q dansQ diffZrents , I0ensemi$é€ g) 2 $( q) est vide ;
D" 4o $(0) = EArbres .

Pour des exemples de bases, voir les points (i), (i) etd@i)Oexemple 6.1.

DZbnition 6.4 (Produit de bases)SoientQy, ..., Q, des ensembles Pnis non v[ifles et soient
$1,...,9ndesbasess@;, ..., Q, respectivement. Lproduitde ces bases, notZ ,,; , $i
est IOapplication dah¢EArbres )Q143433%n 47pnije par
C
$; : Qr1/4aal/ Qn " ! (EArbres)
i#e..n 1
i (,....n) $i(q).
i#1.n i#1l.n

Le produit de bases est Zgalement une base.

Lemme 6.5 SoientQ4,...,Q, des eBsembIes Pnis non vides, et sdent .., $, des bases
surQg, ..., Qn respectivement. Alors ;,,, , $i estune base s@;/aaa/ Qn.

D " "
Preuve Soit$= ,; ,$;.Lefaitque pourtougqs,...,th), (0, ...,0,) # Qi1/aéal Qn,
$( ... ) 2%((G,...,0)) = ! estimmZdiat de la dZPnition. Pour montrer que

(
$((q,---,0n)) = EArbres,
(91,.-.,0n )#Q1&444&n

il sufbt de montrer que pour tout ZIZment dOagbiteexiste un tuple(ay, . . ., o) tel quee #
$(( q,...,0n)). En effet, il sufbt de prendrg tel quee# $i(q), pour touti dansl..n.

3Techniquement, la dZpbnition que nous donnons est |Zgstatiiéirente.






































































































































































































































































































































































































