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TH ÈSE

pr«esent«eeet soutenue publiquement le 22 juin 2006

pour lÕobtention du

Do ctorat de lÕUniversit «e des Sciences et Technologies de Lille
(sp«ecialit «e informatique)

par

Iovka Bonev a

Comp osition du jury

Pr«esident : Pierre Boulet , Professeur Universit«e de Lille I

Rapporteurs : Bruno Cour celle , Professeur Universit«e de Bordeaux I
Denis Lugiez , Professeur Universit«e de Provence
Wolfgang Thomas , Professeur RWTH Aachen

Examinateurs : Luc Segoufin , Charg«e de recherche INRIA

Dir ecteurs : SophieTison , Professeur Universit«e de Lille I
Jean-Marc Talbot , Maöõtrede conf«erences Universit«e de Lille I

UNIVERSIT «E DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE
Laboratoire dÕInformatiqueFondamentale de Lille Ñ UPRESA 8022

U.F.R. dÕI.E.E.A. ÐBöat. M3 Ð59655 VILLENEUVE DÕASCQCEDEX
T«el. : +33 (0)3 28 77 85 41 ÐT«el«ecopie : +33 (0)3 28 77 85 37 Ðemail : direction@lifl.fr



Mis enpageetcomposŽavecLATEX.



Remerciements

Trouver les bons mots pour dire merci est chose difÞcile, dÕautant plus dans une langue qui
nÕest pas sa langue maternelle.

Je remercie ma directrice de th•se Sophie Tison et mon encadrant Jean-Marc Talbot, dÕabord
pour lÕencadrement scientiÞque Ð le travail en Žquipe, les intuitions, les conseils et suggestions Ð
sans lequel cette th•se ne serait pas, mais aussi pour nos rapports humains simples et chaleureux.

Je remercie Jean-Marc pour son investissement dans lÕencadrement de ma th•se et de mÕavoir
guidŽe jour apr•s jour dans lÕapprentissage du mŽtier de chercheur. Merci aussi pour sa patience,
en particulier les jours o• nos avis divergeaient.

Je remercie Sophie qui, malgrŽ un emploi du temps chargŽ, a toujours trouvŽ du temps ˆ me
consacrer. JÕai grandement apprŽciŽ la conÞance quÕelle mÕa accordŽe.

Merci ˆ Bruno Courcelle, Denis Lugiez et Wolfgang Thomas pour leurs remarques critiques
sur mon travail et de mÕavoir fait lÕhonneur de rapporter cette th•se. Merci Žgalement ˆ Luc
SŽgouÞn et Pierre Boulet de participer au jury de th•se.

Pendant les annŽes de th•se, jÕai beaucoup apprŽciŽ lÕambiance amicale qui r•gne au LIFL.
Je tiens ˆ remercier plus particuli•rement les membres de lÕŽquipe STC pour les nombreux
moments passŽes ˆ discuter de travail, ou de la pluie et du beau temps, ainsi que les membres de
lÕŽquipe MOSTRARE pour les sŽminaires et rŽunions dans une ambiance dŽtendue. Merci aux
enseignants et personnels du dŽpartement informatique de lÕIUT A pour leur accueil pendant
mes trois annŽes de monitorat.

Merci Žgalement aux nombreux doctorants du LIFL avec qui on apu discuter des joies et
des malheurs de la vie de thŽsard. Merci ˆ Mirabelle, Rapha‘l, CŽdric et Denis pour les pauses
passŽs ensemble et leurs encouragements les moments de doute.

Je pense aujourdÕhui avec beaucoup de tendresse ˆ mes parents, ˆ la conÞance quÕils mÕac-
cordent et qui, malgrŽ la tristesse de voir leur Þlle partir ˆlÕŽtranger, mÕont toujours soutenue et
encouragŽe.

Je suis tr•s reconnaissante ˆ Claire et Jean, MŽlina et Elsa,pour leur gŽnŽreux accueil et leur
amitiŽ. Merci Žgalement ˆ Yana pour son amitiŽ.

JÕai aujourdÕhui une pensŽe pour mes amis, dÕici et de lˆ-bas, et pour les diffŽrents profes-
seurs mÕayant donnŽ le gožt des sciences.

Merci ˆ Damien, mon compagnon ; il sait pour quoi.





Table des mati•res

Introduction 7

I PrŽliminaires 11

1 DŽÞnitions de base 13
1.1 Multiensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13
1.2 ArithmŽtique de Presburger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 15
1.3 Mod•le dÕarbres et reprŽsentations des arbres . . . . . . . .. . . . . . . . . . 16

2 Automates 21
2.1 Automates de Presburger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 22
2.2 Automates ˆ contraintes numŽriques . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 23

2.2.1 ExŽcution dÕun automate et calcul dÕune exŽcution . . .. . . . . . . . 26
2.2.2 Automate dŽterministe et automate complet . . . . . . . . .. . . . . . 28
2.2.3 Sous classes dÕautomates ˆ contraintes numŽriques . .. . . . . . . . . 29

2.3 PropriŽtŽs des automates ˆ contraintes numŽriques . . . .. . . . . . . . . . . . 30
2.3.1 DŽterminisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3.2 Cl™ture par les opŽrations boolŽennes . . . . . . . . . . . . .. . . . . 34
2.3.3 Cl™ture par homomorphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .36
2.3.4 Test du vide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.3.5 Test dÕappartenance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4 PropriŽtŽs des automates ˆ contraintes numŽriques sansŽtoile et semilinŽaires . 41
2.4.1 DŽterminisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.4.2 Cl™ture par les opŽrations boolŽennes . . . . . . . . . . . . .. . . . . 45
2.4.3 Cl™ture par homomorphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45
2.4.4 Test du vide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.4.5 Test dÕappartenance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3 Logiques 49
3.1 Logique monadique du second ordre et extension . . . . . . . .. . . . . . . . 49

3.1.1 Logique monadique du second ordre (MSO) . . . . . . . . . . . .. . . 49
3.1.2 Logique MSO de Presburger (PMSO) . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
3.1.3 Logiques monadiques du second ordre et automates ˆ contraintes numŽ-

riques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.2 Logique spatiale (LS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 53

3.2.1 Syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3



3.2.2 SŽmantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2.3 OpŽrateurs dŽrivŽs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.4 PropriŽtŽs de la satisÞabilitŽ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 55
3.2.5 Fragments et variantes de la logique . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 56
3.2.6 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

II SatisÞabilitŽ et expressivitŽ de la logique spatiale 61

4 Formules logiques et syst•mes dÕŽquations ˆ point Þxe 65
4.1 GŽnŽralitŽs sur les syst•mes dÕŽquations ˆ point Þxe . . .. . . . . . . . . . . . 65

4.1.1 DŽÞnitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.1.2 PropriŽtŽs des syst•mes dÕŽquations . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 69

4.2 Formules logiques et syst•mes dÕŽquations . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 70
4.2.1 Termes fonctionnels et termes ˆ point Þxe . . . . . . . . . . .. . . . . 71
4.2.2 Les formules logiques comme des fonctions sur! (A ! ) . . . . . . . . . 72
4.2.3 Formule associŽe ˆ un syst•me dÕŽquations . . . . . . . . . .. . . . . 73
4.2.4 Syst•me dÕŽquations pour une formule . . . . . . . . . . . . . .. . . . 75

4.3 Formes normales des syst•mes dÕŽquations . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 81
4.3.1 Syst•me dÕŽquations simpliÞŽ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 81
4.3.2 Syst•me dÕŽquations normalisŽ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 83

4.4 UnicitŽ du point Þxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .91

5 Fragments indŽcidables de la logique spatiale 97
5.1 IndŽcidabilitŽ de la logique en prŽsence de quantiÞcation . . . . . . . . . . . . 97
5.2 Machines ˆ deux compteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 98
5.3 Preuve dÕindŽcidabilitŽ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 101
5.4 Comparaison de lÕexpressivitŽ des logiques LS|! et PMSO . . . . . . . . . . . 104

6 Automates dÕarbres pour la logique sans quantiÞcation 109
6.1 La logique et les automates ˆ faisceaux . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 109
6.2 Automate pour un syst•me dÕŽquations . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 112

6.2.1 ƒtats de lÕautomate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
6.2.2 Syst•mes dÕŽquations numŽriques . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 113
6.2.3 Transitions de lÕautomate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 114
6.2.4 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.2.5 Remarques sur la taille de lÕautomate et le calcul dÕune exŽcution . . . 118

6.3 Preuve de correction de lÕautomate . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 119
6.3.1 Bases Ð dŽÞnitions et exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 119
6.3.2 PropriŽtŽs des bases discriminantes . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 124
6.3.3 Lien entre bases et automates et preuve de correction de la construction

de lÕautomate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
6.4 Test dÕappartenance pour lÕautomate Žquivalent ˆ une formule . . . . . . . . . 132

4



5

7 Fragments dŽcidables de la logique spatiale 141
7.1 Les fragments LSrd et LSrpd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 141
7.2 Sous-classes dÕautomates et satisÞabilitŽ pour les logiques LSrd et LSrpd . . . 144

7.2.1 Une mŽthode abstraite de rŽsolution dÕun syst•me dÕŽquations . . . . . 145
7.2.2 RŽsolution effective du syst•me lorsque" est une formule des fragments

quÕon consid•re . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
7.2.3 Type de solution et rŽsolution des syst•mes extraits .. . . . . . . . . . 153

7.3 Encodage des automates vers des formules . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 158
7.4 ƒquivalences des fragments de la logique spatiale avec MSO et PMSO . . . . . 163

III Model checking de la logique spatiale 165

8 Un algorithme de model checking pour la logique spatiale 169
8.1 DŽÞnitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
8.2 PropriŽtŽs de la satisÞabilitŽ pour les formules ˆ quantiÞcation . . . . . . . . . 172
8.3 Algorithme de model checking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 174
8.4 Preuve de correction de lÕalgorithme . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 175

8.4.1 Invariants de lÕalgorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 175
8.4.2 Terminaison de lÕalgorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 178
8.4.3 Correction de lÕalgorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 180

8.5 ComplexitŽ de lÕalgorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 186
8.5.1 Taille dÕun probl•me de model checking . . . . . . . . . . . . .. . . . 186
8.5.2 ComplexitŽ en espace de lÕalgorithme . . . . . . . . . . . . . .. . . . 186

9 Bornes infŽrieures pour la complexitŽ du model checking 191
9.1 PrŽliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .191

9.1.1 Quelques classes de complexitŽ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 192
9.1.2 Formules boolŽennes quantiÞŽes . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 192

9.2 Borne infŽrieure pour la complexitŽ combinŽe . . . . . . . . .. . . . . . . . . 193
9.2.1 La logique sans opŽrateurs spatiaux . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 194
9.2.2 Le fragment sans quantiÞcation et sans rŽcursion (mini-LS) . . . . . . 197

9.3 Bornes infŽrieures pour la complexitŽ de donnŽes . . . . . .. . . . . . . . . . 200
9.3.1 La logique sans quantiÞcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 201
9.3.2 Premier encodage des formules propositionnelles . . .. . . . . . . . . 202
9.3.3 La logique LS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
9.3.4 Le fragment sans rŽcursion (LS|µ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

9.4 Comparaison avec une logique spatiale de graphes . . . . . .. . . . . . . . . . 211

Conclusion 215

Bibliographie 217

A Preuves omises dans le document 221
A.1 Preuve du thŽor•me 3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 221
A.2 Preuves omises dans le chapitre 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 227
A.3 Preuves omises dans le chapitre 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 236
A.4 Preuves des lemmes 8.6 et 8.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 243



6



Introduction

LÕobjet de cette th•se est de donner diffŽrentes caractŽrisations formelles dÕune logique
dÕarbres que nous appelons icilogique spatiale. Les motivations initiales de ce travail viennent
de la possibilitŽ dÕutiliser la logique spatiale en tant quelangage dÕinterrogation de documents
semi structurŽs et typage de documents semi structurŽs. Cesmotivations ont dŽÞni les pro-
bl•mes auxquels nous nous sommes intŽressŽs principalement, ˆ savoir la complexitŽ du model
checking et la satisÞabilitŽ de la logique, ainsi que de certaines restrictions de celle-ci. Les
motivations secondaires viennent des particularitŽs de cette logique par rapport au cadre dÕap-
plication envisagŽ. DÕune part, lÕinterprŽtation dÕune logique spatiale sur des arbres est moins
ŽtudiŽe, en gŽnŽral, que sur dÕautres objets tels que les processus mobiles, les tas, les graphes.
DÕautre part, cette logique sÕinterpr•te sur un mod•le dÕarbresnon ordonnŽs, qui est un mo-
d•le pour les donnŽes semi structurŽes et documents XML relativement peu ŽtudiŽ. Toutes ces
particularitŽs nous ont amenŽs ˆ nous intŽresser plus ˆ ce quÕon peut appeler le pouvoir dÕex-
pression de la logique (pour le mod•le dÕarbres considŽrŽ).Nous rassemblons sous ce terme
diffŽrentes caractŽrisations comme la dŽcidabilitŽ de la logique, les types de propriŽtŽs quÕelle
permet dÕexprimer ou non, le cožt dÕune vŽriÞcation automatisŽe de ces propriŽtŽs, ainsi quÕune
comparaison avec des logiques plus Ç classiques È sur les arbres.

Les arbres non ordonnŽs

Nous considŽrons dans cette th•se des arbres Þnis ŽtiquetŽssur les ar•tes par les symboles
dÕun alphabet dŽnombrable. Il nÕy a pas de bornea priori du nombre de Þls quÕun nÏud de
lÕarbre peut avoir, nous parlons alors dÕarbredÕaritŽ non bornŽe. De plus, il nÕy a pas dÕordre
entre les Þls dÕun nÏud de lÕarbre : la seule relation entre nÏuds qui est prise en compte Žtant la
relation p•re-Þls ; nous parlons alors dÕarbresnon ordonnŽs.

Peu de travaux existent sur des formalismes dÕarbres non ordonnŽs (par rapport aux arbres
ordonnŽs) ; on peut citer la logique CMSO [Courcelle, 1990b]qui capture la notion de recon-
naissabilitŽ algŽbrique pour les arbres non ordonnŽs ; la logique ˆ traits et les automates ˆ
traits1 [Niehren and Podelski, 1993] qui mettent Žgalement en correspondance une notion de
dŽÞnissabilitŽ et de reconnaissabilitŽ sur les arbres non ordonnŽs ; dans [Colcombet, 2002],
une notion dÕautomates ˆ multiensembles2 a ŽtŽ introduite pour capturer la notion dÕensembles
de termes rationnels modulo lÕassociativitŽ et la commutativitŽ ; les travaux [Ohsaki, 2001] et
[Ohsaki and Takai, 2002] introduisent les automates dÕarbres Žquationnels qui reconnaissent des
termes modulo des thŽories Žquationnelles et en particulier modulo lÕassociativitŽ et la commu-

1features logic, features automata
2multiset automata

7
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tativitŽ ; les automates ˆ multiarbres [Lugiez, 2003] sont des automates dÕarbres qui utilisent
des contraintes numŽriques. A ces formalismes nous pouvonsajouter la logique monadique du
second ordre (MSO) sur les graphes qui peut Žgalement •tre interprŽtŽe sur des arbres.

LÕintŽr•t grandissant sur la modŽlisation et lÕexploitation des donnŽes semi structurŽes a
suscitŽ quelques autres travaux sur les arbres non ordonnŽs, bien que le mod•le prŽdominant
soit celui des arbres ordonnŽs. Dans ce sens, on peut identiÞer deux courants. Le premier,
qui contient un plus grand nombre de travaux, est celui qui sÕest intŽressŽ ˆ la logique des
ambients[Cardelli and Gordon, 2000a], ou plut™t ˆ son fragment statique. Le calcul des am-
bients [Cardelli and Gordon, 2000b] est une alg•bre de processus. Les termes de cette alg•bre,
appelŽs processus, ont une structure dÕarbre qui peut changer dans le temps au fur et ˆ mesure
que le processus effectue des calculs. La logique des ambients permet de dŽcrire des propriŽ-
tŽs sur ces processus et leur Žvolution ; le fragment statique de la logique ne sÕintŽresse quÕˆ
la structure des processus, cÕest donc une logique (spatiale) pour arbres. Divers fragments et
variantes du fragment statique de la logique des ambients ont ŽtŽ ŽtudiŽs en vue de la mo-
dŽlisation, lÕinterrogation et le typage des documents structurŽs [Cardelli and Ghelli, 2004],
[Calcagno et al., 2003], [Dal Zilio and Lugiez, 2003], [Dal Zilio et al., 2004]. Le second groupe
de travaux consid•re une extension de la logique monadique du second ordre avec des contraintes
de comptage, reprŽsentŽes par des formules de lÕarithmŽtique de Presburger [Seidl et al., 2003],
[Seidl et al., 2004] ; il sÕagit de la logique PMSO. On peut Žgalement citer, en dehors de ces deux
groupes de travaux, lÕexistence de quelques rŽsultats sur lÕutilisation des logiques temporelles
pour des arbres non ordonnŽs [Barcelo and Libkin, 2005]. UneŽtude de diffŽrentes logique pour
arbres dÕaritŽ non bornŽe a ŽtŽ effectuŽe rŽcemment dans [Libkin, 2005].

La logique spatiale

Une logique est ditespatialelorsquÕelle poss•de un opŽrateur de sŽparation ou de compo-
sition. Cet opŽrateur permet dÕexprimer quÕune structure peut •tre sŽparŽe en deux parties, cha-
cune de ces deux parties pouvant •tre caractŽrisŽe indŽpendamment de lÕautre (par une formule
logique). Dans les processus du calcul des ambients par exemple, cette composition est utili-
sŽe pour exprimer lÕexŽcution en parall•le de deux processus [Cardelli and Gordon, 2000a]. Sur
les graphes, la sŽparation consiste ˆ partitionner lÕensemble des ar•tes du graphe en deux et de
considŽrer les deux graphes dŽÞnis par chacun des sous ensembles dÕar•tes [Cardelli et al., 2002],
[Dawar et al., 2004].

La logique que nous Žtudions ici sÕinscrit dans le premier groupe de logiques mentionnŽ
ci-dessus, cad les logiques issues de la logique des ambients et appliquŽes aux documents semi-
structurŽs. Plus prŽcisŽment, nous Žtudions la logique introduite dans [Cardelli and Ghelli, 2004]
et nous lÕappelonslogique spatiale. Cette logique a ŽtŽ initialement introduite comme la base
dÕun langage de requ•tes pour donnŽes semi structurŽes, le langage TQL [Conforti et al., 2002b].
Elle reprŽsente essentiellement le fragment statique de lalogique des ambients enrichi avec un
opŽrateur de point Þxe et un opŽrateur de quantiÞcation sur les arbres. En plus des connecteurs
boolŽens classiques (disjonction, nŽgation, vŽritŽ), cette logique comprend des opŽrateursspa-
tiaux, de laquantiÞcationet un mŽcanisme derŽcursionpar lÕintermŽdiaire dÕun opŽrateur de
point Þxe. Les opŽrateurs spatiaux permettent de parler de la structure de lÕarbre :a[" ] exprime
le fait que lÕarbre a une seule ar•te partant de la racines et qui m•ne vers un sous arbre satis-
faisant" ; " 1 | " 2 exprime que lÕarbre peut •tre obtenu en fusionnant les racine de deux arbres,
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lÕun satisfaisant" 1 et lÕautre satisfaisant" 2. Ce dernier opŽrateur est appelŽcompositionet re-
prŽsente une des particularitŽ des logiques spatiales. La quantiÞcation dans la logique permet
de quantiÞer sur des Žtiquettes et sur des arbres. Quant ˆ lÕopŽrateur de point Þxe, il ajoute un
mŽcanisme de rŽcursion permettant, par exemple, dÕexprimer des rŽgularitŽs dans les chemins
de lÕarbre, des rŽpŽtitions dÕun motif exact ou approchŽ dans lÕarbre, dÕexprimer que Ç quelque
part dans lÕarbre È" est vŽriÞŽ, ou bien Ç partout o•" 1 est vŽriÞŽ," 2 lÕest aussi È et beaucoup
dÕautres.

Gr‰ce ˆ la multitude dÕopŽrateurs, cette logique spatiale est tr•s expressive. On peut consi-
dŽrer quÕelle englobe tous les fragments et variantes de la logique des ambients qui ont ŽtŽ citŽs
plus haut, et qui ont ŽtŽ ŽtudiŽs pour une application aux donnŽes semi-structurŽs. Par ailleurs,
certains rŽsultats connus pour la logique des ambients sÕappliquent directement ˆ la logique
spatiale. Par exemple, nous savons que la satisÞabilitŽ de cette logique nÕest pas dŽcidable en
prŽsence de quantiÞcation [Charatonik and Talbot, 2001, Charatonik et al., 2003]. De plus, le
langage TQL dispose dÕune implŽmentation [Conforti et al.,2002a], ce qui laisse croire que le
probl•me de model checking de la logique est dŽcidable, au moins pour le fragment utilisŽ dans
le langage de requ•tes TQL.

Nous nous proposons ici de faire une Žtude de la logique spatiale qui se veut systŽmatique
en ce qui concerne deux probl•mes particuliers : le probl•mede satisÞabilitŽ et le probl•me de
model checking. Cette Žtude est systŽmatique parce que nousconsidŽrons divers fragments de la
logique qui ont parfois ŽtŽ introduits par ailleurs, et pourchacun de ses fragment nous donnons
des rŽsultats sur la satisÞabilitŽ et le model checking. Nous faisons Žgalement le rapprochement
avec la logique monadique du second ordre et la logique PMSO.

Les probl•mes de satisÞabilitŽ et de model checking

Une des premi•res question quÕon se pose lorsquÕon Žtudie une logique est le probl•me
de satisÞabilitŽ. Le probl•me de satisÞabilitŽ pour la logique spatiale est le probl•me de dŽci-
sion suivant : Žtant donnŽ une formule logique" , dŽcider sÕil existe un arbre qui satisfait cette
formule. Lorsque ce probl•me est dŽcidable, nous disons quela logique est dŽcidable.

DÕun point de vue thŽorique, la dŽcidabilitŽ est en quelque sorte une mesure pour lÕexpressi-
vitŽ dÕune logique : les logiques pouvant exprimer des propriŽtŽs complexes ont plus de chances
dÕ•tre indŽcidables. DÕun point de vue plus pragmatique, lasatisÞabilitŽ dÕune logique permet
de rŽsoudre le probl•me dÕimplication dÕune formule par uneautre et lÕŽquivalence de deux
formules.

Le probl•me demodel checkingpour la logique spatiale est le probl•me suivant : Žtant donnŽ
une formule logique" et un arbret, dŽcider sit satisfait la formule" . Nous nous intŽressons
dÕune part ˆ la dŽcidabilitŽ de ce probl•me, et dÕautre part ˆsa complexitŽ lorsquÕil est dŽcidable.

Dans le contexte des bases de donnŽes, le model checking peut•tre utilisŽ pour lÕŽvaluation
de ce quÕon appelle requ•tes boolŽennes, qui reviennent ˆ vŽriÞer si une base de donnŽe, ou un
document semi structurŽ, satisfait une contrainte. On peutŽgalement utiliser le model checking
pour tester si un ou plusieurs objets (arbres, Žtiquettes) sont le rŽsultat dÕune requ•te.

En ce qui concerne la complexitŽ, on a deux mani•res dÕŽvaluer la complexitŽ du model
checking. La premi•re, appelŽecomplexitŽ combinŽe, est la complexitŽ du probl•me dans le sens
classique, en considŽrant lÕarbre et la formule comme donnŽes du probl•me. La seconde, appelŽe
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complexitŽ de donnŽes, est la complexitŽ du probl•me en considŽrant seul lÕarbre comme donnŽe
du probl•me. La complexitŽ de donnŽes est une mesure plus pertinente pour la praticabilitŽ
dÕune logique en tant que langage de requ•tes. En effet, dansune utilisation pratique, la taille
de lÕarbre (de la donnŽe) est beaucoup plus grande que la taille de la formule, cette derni•re est
alors considŽrŽe comme une constante.

Plan de la th•se

Premi•re partie : les basesLa premi•re partie est consacrŽe essentiellement ˆ lÕintroduction
des objets de base que nous allons considŽrer tout au long de la th•se, notamment le mod•le
dÕarbres non ordonnŽs dÕaritŽ non bornŽe que nous adoptons,ainsi que deux reprŽsentations
de ces arbres. Nous introduisons Žgalement la classe dÕautomates ˆ contraintes numŽriques, qui
nous serviront comme outil pour Žtablir une grande partie des rŽsultats de la th•se. Nous Žtudions
certaines propriŽtŽs essentielles de ces automates : dŽterminisation, cl™ture par les opŽrations
boolŽennes, test dÕappartenance et test du vide. Nous introduisons Þnalement la logique spatiale,
ainsi que la logique monadique du second ordre et son extension, la logique PMSO.

Deux•me partie : satisÞabilitŽLa deuxi•me partie est consacrŽe ˆ lÕŽtude du probl•me de satis-
ÞabilitŽ de la logique spatiale sans quantiÞcation (Žtant donnŽ que la logique avec quantiÞcation
est connue pour •tre indŽcidable). Les deux principaux rŽsultats de cette partie sont :

Ð montrer que la logique spatiale a un probl•me de satisÞabilitŽ indŽcidable, m•me en ab-
sence de quantiÞcation ;

Ð dŽÞnir un automate ˆ contraintes numŽriques Žquivalent ˆ une formule de la logique spa-
tiale ;

Ð identiÞer deux fragments syntaxiques de la logique spatiale Žquivalents ˆ la logique PMSO
et ˆ la logique MSO respectivement. Conjointement avec ces Žquivalences nous Žtablis-
sons que le probl•me de satisÞabilitŽ est dŽcidable pour cesdeux fragments de la logique.

Pour Žtablir les rŽsultats ci-dessus, nous avons ŽtŽ amenŽsˆ introduire une reprŽsentation des
formules de la logique spatiale comme des syst•mes dÕŽquations ˆ point Þxe.

Troisi•me partie : model checkingLa troisi•me partie est consacrŽe ˆ lÕŽtude du probl•me de
model checking de la logique spatiale. Nous Žtablissons quece probl•me est dŽcidable, en prŽ-
sentons un algorithme permettant de le rŽsoudre. Cet algorithme requiert un espace polynomial
pour •tre exŽcutŽ. Dans un deuxi•me temps, nous Žtudions lesbornes infŽrieures de la com-
plexitŽ du model checking. Nous montrons que la complexitŽ combinŽe est PSPACE-difÞcile,
et que la complexitŽ de donnŽes va de linŽaire, ˆ PSPACE-difÞcile, en fonction du fragment de
la logique quÕon consid•re.



Premi•re partie

PrŽliminaires





Chapitre 1

DŽÞnitions de base

1.1 Multiensembles

SoientP et Q deux ensembles quelconques. Nous notons parPQ lÕensemble des appli-
cations deQ dansP. Si Q est lÕensemble Þni{ q1, . . . , qn} , nous Žcrirons parfois(q1 !"
p1, . . . , qn !" pn) pour dŽsigner lÕapplication dansPQ qui ˆ qi associepi # P pour chaque
i dans1..n.

Soit Q un ensemble. Unmultiensemble surQ est une application deQ dansN, lÕensemble
des entiers naturels. Donc,NQ est lÕensemble des multiensembles surQ. Le multiensemble vide
surQ est lÕapplication qui associe0 ˆ tout ŽlŽment deQ ; il sera notŽ0Q. Le multiensemble#
surQ est ditunitaire sÕil existeq dansQ tel que#(q) = 1 et pour toutq" dansQ diffŽrent deq,
#(q") = 0 ; dans ce cas# est notŽ1q. Si # est un multiensemble surQ, pour toutq dansQ, le
nombre#(q) est appelŽmultiplicitŽ deq dans#.

LÕinclusion de multiensembles a la dŽÞnition attendue : soient # et #" des multiensembles
surQ. On dit que le multiensemble# estinclusdans le multiensemble#", notŽ# $ #", si pour
tout q dansQ, #(q) % #"(q) ; # eststrictement inclusdans#", notŽ# & #", si # est inclus dans
#" et diffŽrent de#".

Un multiensemble# est ditÞnisi lÕensemble{ q # Q | #(q) > 0} est Þni.

Notations

Chaque multiensemble Þni# sur Q peut •tre reprŽsentŽ comme une sŽquence dÕŽlŽments
deQ, notŽeseq(#), o• chacun de ses ŽlŽments appara”t autant de fois que sa multiplicitŽ dans
#. Par exemple, siq1, q2, q3 sont des ŽlŽments deQ et # est le multiensemble tel que#(q1) =
2, #(q2) = 1 , #(q3) = 2 et #(q) = 0 pour toutq diffŽrent deq1, q2, q3, alorsseq(#) est
q1, q1, q2, q3, q3 (ou toute autre sŽquence contenant les m•mes ŽlŽments dans un ordre diffŽrent).
De fa•on gŽnŽrale, si# est le multiensemble vide, alorsseq(#) est la sŽquence vide. Si# nÕest
pas le multiensemble vide,q # Q est tel que#(q) > 0 et#" est le multiensemble surQ tels que
#(q) = #"(q) + 1 et pour toutq" '= q, #(q") = #"(q"), alorsseq(#) estq,seq(#"). On Žcrira
{| seq(#)|} pour le multiensemble (Þni)#, et donc{||} pour le multiensemble vide. Notons que,
sauf dans quelques cas rares facilement identiÞables, cette fa•on dÕŽcrire les multiensembles
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sera utilisŽe pour la reprŽsentation des arbres non ordonnŽes et dÕaritŽ non bornŽe que nous
considŽrons dans cette th•se (voir la section 1.3 ci-dessous).

OpŽrations sur les multiensembles

LÕunion de multiensemblesousomme de multiensemblesest lÕopŽration binaire sur les mul-
tiensembles qui ˆ deux multiensembles#, # " surQ associe le multiensemble#"" surQ tel que
pour toutq dansQ, #""(q) = #(q) + #"(q). Il est facile de voir que lÕunion de multiensembles
est une opŽration associative et commutative dÕŽlŽment neutre 0Q. Suivant lÕutilisation des mul-
tiensembles, la somme de# et#" sera notŽe# ( #" ou# + #". Plus prŽcisŽment, nous rŽservons
la notation# ( #" pour les arbres (voir la section 1.3 ci-dessous), et dans tous les autres cas
nous utilisons la notation# + #".

Si $ est un entier naturel et# est un multiensemble surQ, le produit de$ et#, notŽ$# , est
le multiensemble surQ tel que pour toutq dansQ, ($# )(q) = $#(q).

La somme et le produit sont Žtendus aux ensembles de multiensembles : soient! , ! " des
sous-ensembles deNQ et$ un entier naturel. La somme de! et ! ", notŽe!+! ", est lÕensemble
dans! (NQ)

!+! " = { # + #" | # # ! , #" # ! "} .

Le produit de$ et ! , notŽ$! , est lÕensemble dans! (NQ)

$! = { $# | # # ! } .

Finalement, la somme duale! ++ ! " des deux ensembles du multiensembles! et ! " est dŽÞnie
par

! ++ ! " = { #"" | ) #, # ". #"" = # + #" * (# # ! ou # # ! ")} .

Classes dÕensembles de multiensembles

Par analogie avec les ensembles de vecteurs dÕentiers sans Žtoile [Gaubert and Giua, 1999]
et les ensembles de vecteurs dÕentiers semilinŽaires, nousintroduisons les ensembles de mul-
tiensembles sans Žtoile et les ensembles de multiensemblessemilinŽaires.

DŽÞnition 1.1 (Ensembles de multiensembles linŽaires)Soit Q un ensemble Þni non vide et
soientp1, . . . , pk et b des multiensembles dansNQ. LÕensembleLin(b, p1, . . . , pk) est dŽÞni
par :

Lin(b, p1, . . . , pk ) = { b + $1p1 + á á á+ $kpk | $1, . . . , $k # N} .

Tout ensemble de multiensembles de la formeLin(b, p1, . . . , pk) est ditensemble linŽaire. Le
multiensembleb est appelŽebaseet les multiensemblesp1, . . . , pk despŽriodes.

DŽÞnition 1.2 (Ensembles de multiensembles sans Žtoile)Soit Q un ensemble Þni non vide.
Un sous-ensemble deNQ est ditsans ŽtoilesÕil peut sÕŽcrire comme une union Þnie dÕensembles
linŽaires dont les pŽriodes sont des multiensembles unitaires : toute pŽriode est Žgale ˆ1q pour
un certainq # Q.
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DiffŽrentes autres dŽÞnitions existent pour les ensemblessans Žtoile. En thŽorie des langages,
un ensemble de mots est sans Žtoile sÕil peut •tre dŽÞni ˆ lÕaide dÕune expression rŽguli•re
sans utiliser lÕŽtoile et en utilisant le complŽmentaire. Un ensemble de vecteurs (de taille Þni)
est sans Žtoile sÕil est Þni ou bien sÕil peut •tre obtenu par ˆpartir dÕensembles de vecteurs
sans Žtoile en utilisant les opŽrations boolŽennes. Ils existent Žgalement dÕautres caractŽrisations
Žquivalentes des ensembles sans Žtoile. Voir par exemple [Gaubert and Giua, 1999] o• certaines
de ces Žquivalences sont Žtablies.

DŽÞnition 1.3 (Ensemble de multiensembles semilinŽaire)SoitQ un ensemble Þni non vide.
Un sous ensemble deNQ est dit semilinŽairesÕil peut sÕŽcrire comme une union Þnie dÕen-
sembles linŽaires.

Il est immŽdiat de ces dŽÞnitions que tout ensemble de multiensembles sans Žtoile est Žga-
lement un ensemble semilinŽaire.

Les rŽsultats suivants, connus pour les ensembles de vecteurs sans Žtoile et semilinŽaires,
sont facilement adaptŽs aux ensembles de multiensembles.

DŽÞnition 1.4 (Ensemble effectif)Un ensemble sans Žtoile ou semilinŽaire est diteffectifsÕil
est donnŽ sous la forme dÕune union Þnie dÕensemble linŽaires, chacun de ces ensembles li-
nŽaires Žtant donne par sa base et ses pŽriodes.

La notion dÕensemble effectif se rŽf•re donc ˆ la reprŽsentation de lÕensemble, et non pas ˆ
sa nature. Par exemple, un ensemble de multiensembles sans Žtoile pourrait •tre dŽÞni par une
machine de Turing, ou par une fonction rŽcursive qui Žnum•reses ŽlŽments, ou par une ex-
pression construite ˆ partir dÕensembles Þnis et dÕopŽrations boolŽennes. Aucune de ces trois
reprŽsentations ne dŽÞnit un ensemble effectif, m•me sÕil pourrait •tre possible dÕen dŽduire une
reprŽsentation effective sous la forme dÕunion dÕensembles linŽaires.

Terminons par ce fait bien connu sur les ensembles sans Žtoile et semilinŽaires.

Fait 1.1 Les ensembles sans Žtoile et les ensembles semilinŽaires sont clos par union, intersec-
tion et complŽmentaire. De plus, si ces ensembles sont effectifs, alors les cl™tures sont Žgalement
effectives (cad lÕunion, lÕintersection et le complŽmentaire peuvent •tre calculŽs et reprŽsentŽs
par des unions Þnies dÕensembles linŽaires donnŽs par leursbases et leurs pŽriodes).

1.2 ArithmŽtique de Presburger

LÕarithmŽtique de Presburger est la thŽorie du premier ordre sur la structure+N, + , = , des
nombres entiers naturels avec lÕaddition. SoitZ un ensemble dŽnombrable de variables sur
les entiers naturels ; les ŽlŽments deZ sont notŽsz, z", . . .. Les formules de lÕarithmŽtique de
Presburger sont dŽÞnies par la syntaxe :

p ::= v = v | Âp | p - p | . z.p
v ::= n | z | v + v

o• n dŽsigne un nombre entier quelconque. Les sous-formules obtenues pour le non terminal
v sont appelŽs destermes numŽriques. LÕensemble des formules de lÕarithmŽtique Presburger
pouvant •tre construites sur lÕensemble de variablesZ est notŽPresbForm(Z ).
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Les formules de lÕarithmŽtique de Presburger sont interprŽtŽes sur la structure+N, + , = , .
Soit %une valuation des variables, cÕest ˆ dire%est une application deZ dansN. %est Žtendue
aux termes numŽriques comme suit : siv = n pour un certain entier natureln, alors%(v) = n ;
si v = v1 + v2, pour les termes numŽriquesv1, v2, alors%(v) = %(v1) + %(v2). On dit que la
valuation%estsolutionde la formulep, ou encore que%satisfaitp, notŽ%|= p, si :

Ð p estv = v" et%(v) = %(v") ;
Ð p estÂp" et%'|= p" ;
Ð p estp" - p"" et %|= p" ou %|= p"" ;
Ð p est. z.p" et il existe un entier natureln tel que%[z !" n] |= p".

Il est bien connu que lÕensemble des solutions dÕune formulede Presburger est semilinŽaire.
Avec les notations ci-dessus, et remarquant que toute valuation %peut •tre assimilŽe ˆ un mul-
tiensemble surZ , cette propriŽtŽ sÕexprime de la fa•on suivante :

Fait 1.2 Soit p(z1, . . . , zk ) une formule de lÕarithmŽtique de Presburger ˆk variables libres,
prŽcisŽmentz1, . . . , zn ; soit Z lÕensemble{ z1, . . . , zk } . ConsidŽrons lÕensemble de multien-
sembles! inclus dansNZ dŽÞni par :

! =
!

%# NZ | %|= p(z1, . . . , zn )
"

.

LÕensemble! est semilinŽaire.

1.3 Mod•le dÕarbres et reprŽsentations des arbres

Soit " un ensemble dŽnombrable dÕŽtiquettes. Les ŽlŽments de" sont notŽsa, bavec Žven-
tuellement un indice. Tout au long de ce document, nous considŽrons des structures arbores-
centes Þnies dont les ar•tes sont ŽtiquetŽs par des ŽlŽmentsde" .

Un arbre t est un triplet+N, E, etq, , o• N est un ensemble Þni non vide de nÏuds,E $
N / N est un ensemble Þni dÕar•tes etetq est une application de lÕensemble des ar•tesE vers
lÕensemble dÕŽtiquettes" qui dŽÞnit lÕŽtiquetage des ar•tes de lÕarbre. Pour lÕar•tee = ( v, v")
(avecv, v" dansN ), le nÏud v est appelŽsourcede e et le nÏud v" est appelŽdestination

de e. De plus, lÕensemble dÕar•tesE garantit que lÕarbre soit connectŽ et admet un nÏud
racine. Formellement, il existe un nÏud particulier notŽracine(t) tel que (i)racine(t) nÕest la
destination dÕaucune ar•te dansE et (ii) pour tout nÏud v diffŽrent deracine(t), il existe une
unique suite dÕar•tese1, . . . , ek telle que la source dee1 estracine(t), la destination deek estv
et pour touti dans1..k 0 1 la destination deei et la source deei +1 co•ncident.

Deux arbres isomorphes sont considŽrŽs Žtant Žgaux. Nous notonsA ! lÕensemble des arbres
ŽtiquetŽs par des Žtiquettes de lÕensemble" . Pour un nÏud v de lÕarbret = +N, E, etq, , les
nÏuds successeursde v sont les nÏudsv" tels que(v, v") # E et lesar•tes successeursde
v sont les ar•tese" telles quev est la source dee". Pour lÕar•tee de lÕarbret = +N, E, etq, ,
les ar•tes successeursde e sont les ar•tese" telles que la source dee" et la destination dee
co•ncident. LÕarbre videest lÕunique arbre dont lÕensemble des nÏuds est un ensemblerŽduit ˆ
un unique ŽlŽment : la racine de lÕarbre. Par consŽquent, lÕarbre vide nÕa pas dÕar•tes.

Pour illustrer certains exemples, nous utiliserons une reprŽsentation graphique des arbres,
comme sur la Þgure 1.
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v1

v2 v3

v4 v5 v6

a b

b b c

a b

b b c

FIG. 1 Ð Exemple de reprŽsentations graphiques dÕun arbre. A gauche, les nÏuds ont ŽtŽ nom-
mŽs.

Exemple 1.1 Soit lÕarbret = +N, E, etq, dŽÞni par :
Ð N = { v1, v2, v3, v4, v5, v6} ,
Ð E = { (v1, v2), (v1, v3), (v2, v4), (v2, v5), (v3, v6)} et
Ð etq((v1, v2)) = a, etq((v1, v3)) = b, etq((v2, v4)) = b, etq((v2, v5)) = b, etq((v3, v6)) =

c,
o• a, b, cappartiennent "̂ . Une reprŽsentation graphique de lÕarbret est donnŽe sur la Þgure 1.

Remarquons que le terme Ç arbre È est utilisŽ pour dÕautres types de structures arborescentes.
Tr•s souvent, les arbres sont des termes construits sur une signature Þnie ; ceci revient ˆ consi-
dŽrer que les nÏuds de lÕarbre sont ŽtiquetŽs par les ŽlŽments de la signature. De plus, lÕŽtiquette
dÕun nÏud dŽtermine le nombre de ses nÏuds successeurs (qui est Žgale ˆ lÕaritŽ de lÕŽtiquette
du nÏud). Si la signature ne contient pas de symboles constants, alors lÕarbre est inÞni. Ce type
dÕarbres peut •tre appelŽ Ç arbres ordonnŽs dÕaritŽ bornŽe È. Par analogie, nous pouvons Žga-
lement considŽrer des arbres ordonnŽs dÕaritŽ non bornŽ. Cesont des arbres pour lesquels le
nombre de successeurs dÕun nÏud nÕest pas bornŽa priori (par rapport aux Ç arbres termes È,
dans lesquels le nombre de successeurs dÕun nÏuds est bornŽ,par la plus grande aritŽ dans la
signature, mais aussi ÞxŽ par lÕŽtiquette du nÏud). Dans un arbre ordonnŽ dÕaritŽ non bornŽe,
en plus de la relation p•re-Þls entre les nÏuds dŽÞnie par lesar•tes de lÕarbre, on doit considŽrer
une relation Ç fr•re suivant È qui dŽÞni un ordre total entre tous les nÏds successeurs dÕun nÏud
donnŽ.

Taille et hauteur dÕun arbre

La taille de lÕarbret = +N, E, etq, , notŽetaille (t) ou simplement|t|, est le cardinal de
lÕensembleN des nÏuds de lÕarbre. Notons que pour tout arbre, le nombre deses nÏuds est
Žgal au nombre de ses ar•tes plus un. Donc, la taille dÕun arbre est Žgale au nombre de ses ar•tes
plus un.

La hauteurde lÕarbret = +N, E, etq, , notŽehauteur(t), est la longueur de la plus longue
branche de lÕarbre, cad la longueur de la plus longue suite dÕar•tese1, . . . , ek dansE telles que
e1 est successeur de la racine det, ek est sans successeurs danst et pour touti dans1..k 0 1,
lÕar•teei +1 est successeur de lÕar•teei .

Nous donnons dans la suite deux reprŽsentations supplŽmentaires des arbres (en plus de la
reprŽsentations par son ensemble de nÏuds, dÕar•tes et lÕŽtiquetage des ar•tes). Chacune de ces
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reprŽsentations est mieux adaptŽe que lÕautre pour lÕinterprŽtation de certaines logiques ou pour
lÕutilisation dÕautomates dÕarbres.

Les arbres comme structures logiques

On consid•re la signature& = { < } 1 { etqb | b # " } o• < est un prŽdicat binaire (en
notation inÞxŽe) et lesetqb sont des prŽdicat unaires. Alors ˆ chaque arbret = +N, E, etq, dans
A ! on peut associer la&-structure ÞnieSt = +E, { etqt

b | b # " } , < t , o•, pour chaquebdans"
et chaque ar•tee dansE, etqt

b(e) est vrai dansSt si etq(e) = b et pour chaque couple dÕar•tes
e, e" dansE, e <t e" est vrai si la destination de lÕar•tee et la source de lÕar•tee" co•ncident.

Il est ˆ noter que la structure logique que nous proposons iciest orientŽe ar•tes, cÕest ˆ dire
les ŽlŽments de base deSt sont les ar•tes de lÕarbre alors que dans la littŽrature, lesarbres (et les
graphes en gŽnŽral) sont plus souvent reprŽsentŽs par des structures logiques orientŽes nÏuds.
Notre choix sera discutŽ dans la section 3.1 ci-dessous.

Il existe une bijection entre les arbres et les structures logiques.

Les arbres comme multiensembles imbriquŽs

Soit " un ensemble dŽnombrable, et soientArbres! et EArbres! les ensembles dŽÞnis rŽ-
cursivement comme :

Ð Arbres! est lÕensemble des multiensembles surEArbres! ;
Ð EArbres! est lÕensemble desa[t] o• a est ŽlŽment de" et t est ŽlŽment deArbres! .

Les ŽlŽments deEArbres! sont appelŽsŽlŽments dÕarbre.

Fait 1.3 Il existe une bijection entre les ensemblesA ! etArbres! .

Montrons dÕabord comment passer dÕun arbre vers sa reprŽsentation sous forme de multien-
sembles imbriquŽs. Soit lÕarbret = +N, E, etq, , et construisonss # Arbres! qui reprŽsente
lÕarbret. A chaque nÏud v dansN nous associons un multiensemble dÕŽlŽments dÕarbressv.
Chacun de ces multiensembles contient exactement les ŽlŽments dÕarbresa[sv! ] tels que(v, v")
est une ar•te de lÕarbret et etq(v, v") = a.

Inversement, Žtant donnŽ lÕobjets dansArbres! , construisons lÕarbret = +N, E, etq, dont
s est la reprŽsentation sous forme de multiensembles imbriquŽs. Le cardinal de lÕensemble de
nÏuds N est Žgal au nombre de multiensembles apparaissant danss. (On associe deux nÏuds
diffŽrents ˆ deux occurrences diffŽrentes du m•me multiensemble apparaissant danss. Par
exemple, il y a autant de nÏuds dansN correspondant au multiensemble{||} que dÕoccurrences
de ce multiensemble danss.) Les ar•tes des sont isomorphes aux ŽlŽments dÕarbres apparais-
sant danss. Pour tout ŽlŽment dÕarbree = a[s"] apparaissant danss, et pour toute occurrence de
cet ŽlŽment dÕarbre danss, il y a une ar•te(v"", v") dansE et etq(v"", v") = a, o• v" est le nÏud
correspondant au multiensembles" et v"" est le nÏud correspondant au multiensemble danss
qui contient lÕŽlŽmente.

Le passage dÕune reprŽsentation ˆ lÕautre est linŽaire dansla taille de lÕarbre. De plus, la
taille et la hauteur dÕun arbret peuvent •tre dŽterminŽes ˆ partir de sa reprŽsentation sousforme
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de multiensembles imbriquŽss. La taille est Žgale au nombre de multiensembles qui appa-
raissent danss, la hauteur est la plus grande profondeur dÕimbrication de multiensembles. Plus
prŽcisŽment, pour touts # Arbres! , taille (s) et hauteur(s) sont rŽcursivement dŽÞnies sur la
structure des par :

Ð taille ({||} ) = 1 ;
Ð taille ({| a1[s1], . . . , ak [sk ]|} ) = 1 +

#
i # 1..k taille (si )

et
Ð hauteur({||} ) = 0 ;
Ð hauteur({| a1[s1], . . . , ak [sk ]|} ) = 1 + max i # 1..k taille (si ).

Exemple 1.2 La reprŽsentation multiensembliste de lÕarbre de la Þgure 1est

{| a[{| b[{||} ], b[{||} ]|} ], b[{| c[{||} ]|} ]|} .

Suite ˆ cette correspondance entre lÕensemble des arbresA ! et lÕensembleArbres! , les
ŽlŽments de ce dernier sont appelŽs simplement arbres.

Notations

Nous terminons cette section par quelques notations.

Pour tout ensemble dÕŽtiquettes' et tous ensembles dÕarbresT, T", ' [T ] et T | T " sont les
ensembles dÕarbres

' [T ] = { a[t] | a # ', t # T}

T |T " =
!

t ( t " | t # T, t" # T"" .

Autrement dit, | est une notation alternative de la somme dÕensembles de multiensembles qui
sera utilisŽe uniquement pour les ensembles dÕarbres. De cefait, lÕopŽrateur| est associatif et
commutatif : pour tous ensembles dÕarbresT, T", T "", on aT | T" = T" | T et (T | T ") | T "" =
T | (T " | T ""). Il est Žgalement facile ˆ voir que pour tous ensembles dÕŽtiquettes', ( et tous
ensembles dÕarbresT, T", on a

' [T ] 2 ( [T "] = ( ' 2 ( )[T 2 T"].

Par dŽÞnition, lÕensemble' [T ] est vide si et seulement si' est vide ouT est vide.

Pour tout entier natureln, tout ŽlŽment dÕarbree et tout ensemble dÕŽlŽments dÕarbresE,
n áe et n áE sont respectivement lÕarbre et lÕensemble dÕarbres dŽÞnispar :

n áe = {| e, . . . , e
$ %&'

n fois

|}

n áE = {{| e1, . . . , en |} | ) i # 1..n, ei # E}

Notons quÕalors pour tout ensemble dÕarbresE, 0 áE = {||} et que pour tout entier naturel
strictement positifn, n á! = ! . Ceci implique en particulier quen á! nÕest pas lÕensemble
vide seulement sin est Žgal 0̂.
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Chapitre 2

Automates

Sont prŽsentŽs ici deux classes dÕautomates dÕarbres et leurs propriŽtŽs. ConsidŽrer un for-
malisme dÕautomates peut sÕavŽrer utile dans une multitudede cas, aussi bien pour rŽsoudre
des probl•mes pratique que pour Žtablir des rŽsultats thŽoriques. Pour une Žtude large et ap-
profondie de diverses problŽmatiques liŽes aux automates dÕarbres, le lecteur peut consulter
[Comon et al., 1997]. Comme nous le verrons par la suite, les classes dÕautomates dÕarbres que
nous prŽsentons ici vont nous permettre dÕŽtablir des rŽsultats de dŽcidabilitŽ, de complexitŽ et
de comparaison dÕexpressivitŽ pour la logique spatiale.

Les automates ˆ contraintes numŽriques tels que nous les dŽÞnissons ici (section 2.2) nÕont
pas ŽtŽ considŽrŽs auparavant sous cette forme exactement.Cependant, on ne peut pas vraiment
considŽrer que cÕest une nouvelle classe dÕautomates. Divers types dÕautomates pour arbres non
ordonnŽs ont ŽtŽ dŽÞnis, plus ou moins proches des automatesˆ contraintes numŽriques. On
peut citer les automates ˆ traits1 [Niehren and Podelski, 1993] dŽÞnis ˆ travers une reconnaissa-
bilitŽ algŽbrique modulo associativitŽ et commutativitŽ ;les automates dÕarbres conditionnels2

[Lugiez and Moysset, 1994] travaillent sur une reprŽsentation multiensembliste des arbres et
utilisent des contraintes de comptage pour les transitions; les automates dÕarbres Žquationnels3

[Ohsaki, 2001], [Verma, 2003] reconnaissent des termes modulo des thŽories Žquationnelles, et
en particulier modulo lÕassociativitŽ et la commutativitŽ; les Ç automates ˆ multiensembles ra-
tionnels È [Colcombet, 2002] utilisent dans les transitions des contraintes de comptage dŽÞnies
par des ensembles de multiensembles reconnaissables. Finalement, dans le domaine des don-
nŽes semi-structurŽes ont ŽtŽ rŽcemment dŽÞnis, dÕune part, les automates ˆ multiarbres4 et leur
variante les automates ˆ faisceaux5 [Lugiez and Dal Zilio, 2002] [Dal Zilio and Lugiez, 2002]
[Dal Zilio and Lugiez, 2003] [Dal Zilio et al., 2004] qui utilisent des contraintes numŽriques ex-
primŽes dans lÕarithmŽtique de Presburger, et font le lientavec (un fragment de) la logique spa-
tiale (voir aussi la section 6.1) et, dÕautre part, les automates de Presburger [Seidl et al., 2003]
utilisant Žgalement des contraintes de lÕarithmŽtique de Presburger.

1feature automata
2conditional tree automata
3equational tree automata
4multitree automata
5sheaves automata
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Les automates de Presburger (section 2.1) ont ŽtŽ introduits dans [Seidl et al., 2003]. Nous
donnons bri•vement leur dŽÞnition et quelques propriŽtŽs.Les automates ˆ contraintes numŽ-
riques sont prŽsentŽs dans la section 2.2.

Les deux derni•res sections du chapitre sont consacrŽes ˆ lÕŽtude des propriŽtŽs des au-
tomates ˆ contraintes numŽriques, telles que dŽterminisation, cl™ture par les opŽrations boo-
lŽennes, cl™ture par homomorphisme, dŽcidabilitŽ et complexitŽ du test du vide et du test dÕap-
partenance. La section 2.3 sÕintŽresse aux automates ˆ contraintes numŽriques en gŽnŽral, et la
section 2.4 sÕintŽresse ˆ deux sous classes des automates ˆ contraintes numŽriques.

2.1 Automates de Presburger

Les automates de Presburger ont ŽtŽ dŽÞnis dans [Seidl et al., 2003] par Seidl, Schwentick
et Muscholl dans et des variantes de ces automates ont ŽtŽ ŽtudiŽs dans [Seidl et al., 2004]. Dans
ces travaux, les auteurs consid•rent des arbres dÕaritŽ nonbornŽe, ordonnŽs ou non, et ŽtiquetŽs
sur les nÏuds par des Žtiquettes dÕun alphabetÞni.

Un automate de Presburger est un tupleA = (" , Q, # , p) o• " est un ensemble Þni de sym-
boles appelŽ alphabet,Q est un ensemble Þni dÕŽtats,p est une formule dansPresbForm({ zq |
q # Q} ) et # est une fonction deQ / " dansPresbForm({ zq | q # Q} ).6

DŽÞnition 2.1 (Langage dÕun automate de Presburger)Soit A = (" , Q, # , p) un automate
de Presburger. Pour tout Žtatq de lÕautomate,L A (q) $ EArbres! est lelangage associŽ ˆ lÕŽtat
q. Pour toute formulep" dansPresbForm({ zq | q # Q} ), L A (p") $ A ! est lelangage associŽ
ˆ la formule p". L A (q) etL A (p") sont rŽcursivement dŽÞnis par :

Ð L A (q) est lÕensemble dÕŽlŽments dÕarbres

(

"( q,a)= p!!

a[L A (p"")];

Ð soitQ = { q1, . . . , qk} , alorsL A (p") est lÕensemble dÕarbres

(

! |= p!

%(zq1 ) á LA (q1) |á á á|%(zqk ) á LA (qk).

Le langage de lÕautomateA, notŽL (A), est lÕensemble dÕarbresL A (p).

Les automates de Presburger ont diverses bonne propriŽtŽs Žtablies dans [Seidl et al., 2003],
dont certaines sont citŽes ci-dessous.

ThŽor•me 2.2 ([Seidl et al., 2003], ThŽor•me 2)La famille des langages dŽÞnissables par un
automates de Presburger est effectivement close par union,intersection et complŽmentaire.

ThŽor•me 2.3 ([Seidl et al., 2003], ThŽor•me 1)Le vide dÕun automate de Presburger est dŽ-
cidable.

6Rappelons quePresbForm({ zq | q ! Q} ) est lÕensemble des formules de lÕarithmŽtique de Presburger
construites sur lÕensemble de variables{ zq | q ! Q} .
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Un automate de PresburgerA est ditdŽterministesi pour tout ŽlŽment dÕarbree, il existe un
et un seul Žtat de lÕautomateq tel quee appartient L̂ A (q).

Proposition 2.4 ([Seidl et al., 2003], ThŽor•me 3)Pour tout automate de PresburgerA, un
automate de Presburger dŽterministeA" peut •tre construit tel queL (A) = L (A").

2.2 Automates ˆ contraintes numŽriques

Les automates ˆ contraintes numŽriques que nous allons dŽÞnir sont une extension des au-
tomates de Presburger ˆ un alphabet" dŽnombrable et o• les contraintes de Presburger sont
remplacŽes par des contraintes plus gŽnŽrales.

Un automate ˆ contraintes numŽriques (ACN)A est un quadruplet(" , Q, # , F ) o• " est
un ensemble de symboles dŽnombrable appelŽ alphabet de lÕautomate,Q est un ensemble Þni
dÕŽtats,# est une relation surQ / ! (") / ! (NQ) appelŽe relation de transition de lÕautomate
Finalement,F $ ! (NQ) est la condition dÕacceptation de lÕautomate. Nous supposons que la
relation de transition est Þnie (le graphe de la relation estÞni).

Les triplets(q, ', D ) appartenant #̂ sont Žgalement appelŽstransitions de lÕautomate.

DŽÞnition 2.5 (Langage dÕun automate)Soit A = (" , Q, # , F ) un automate ˆ contraintes
numŽriques. Pour tout Žtat de lÕautomateq, L A (q) $ EArbres! est lelangage associŽ ˆ lÕŽtat
q et pour tout ensemble dÕapplicationsD $ NQ, L A (D ) $ ! (A ! ) est lelangage associŽ D̂ .
L A (q) et L A (D ) sont dŽÞnis rŽcursivement par :

Ð L A (q) est lÕensemble dÕŽlŽment dÕarbres
)

(q,",D )# " ' [L A (D )] ;
Ð soitQ = { q1, . . . , qn} , alorsL A (D ) est lÕensemble dÕarbres

L A (D ) =
(

d# D

d(q1) á LA (q1) |á á á|d(qn) á LA (qn).

Le langage deA, notŽL (A), est lÕensemble dÕarbresL A (F ).

Remarque 2.6 (Forme des transitions dÕun ACN)SoientA = (" , Q, # , F ) un automate et
(q, ', D ) et (q, ', D ") des transitions dans# . Par dŽÞnition deL (A), le langage de lÕautomate
A, il est facile de voir que celui-ci ne change pas si les deux transitions(q, ', D ) et (q, ', D ")
sont remplacŽes par la transition(q, ', D 1 D "). Ceci peut •tre Žtendu ˆ tout sous ensemble
dŽnombrable de transition de# qui ne diff•rent que par leur troisi•me composante. Plus prŽ-
cisŽment, si{ (q, ', D i ) | i # I } est sous ensemble de# (pour un certain ensemble dŽnom-
brableI ), alors le langage de lÕautomateA = (" , Q, # , F ) est Žgal au langage de lÕautomate
A" = (" , Q, # , F ), o• # " est la relation(# " { (q, ', D i ) | i # I } ) 1 { (q, ',

)
i # I D i )} .

Nous en concluons que tout automate ˆ contraintes numŽriques A = (" , Q, # , F ) est Žqui-
valent ˆ un automate ˆ contraintes numŽriquesA = (" , Q, # ", F ) o• la relation # est fonc-
tionnelle dans les deux premi•res composantes, cad si(q, ', D ) et (q, ', D ") appartiennent ˆ
# ", alorsD = D ".

Si lÕarbret appartient L̂ (A), on dit que lÕautomateA reconna”tlÕarbret.7

7Ce terme vient de la mŽthode usuellement utilisŽe pour tester si un arbre appartient au langage dÕun automate, ˆ
savoir calculer une exŽcution de lÕautomate sur lÕarbre. Voir la section suivante sur ce point.
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Exemple 2.1 Nous prŽsentons ici plusieurs exemples dÕautomates ˆ contraintes numŽriques. Ce
que nous considŽrons ici comme la hauteur dÕune ar•tee est la hauteur de lÕarbre{| e|} constituŽ
de cette unique ar•te.

(i) AutomateA = (" , Q, # , F ) reconnaissant tous les arbres de hauteur un :Q = { q} ,
# = { (q," , { 0Q} )} et F = { (q !" n) | n 3 1} . LÕidŽe ici est queL A (q) est lÕensemble
de tous les ŽlŽments dÕarbres de hauteur un, cadL A (q) = "[ {{||}} ]. La condition dÕaccep-
tationF exprime le fait quÕun arbret est de hauteur un si et seulement sit = n á"[ {{||}} ]
et n 3 1.

(ii) Tout automateA = (" , Q, # , F ) avecF = { 0Q} reconna”t uniquement lÕarbre{||} , ceci
indŽpendemment deQ et # .

(iii) Construisons un automateA = (" , Q, # , F ) reconnaissant le singleton{ t} o• t est
lÕarbre{| a[{| a[{||} ], b[{||} ]|} ], b[{| b[{||} ], b[{||} ]|} ]|} ou, de fa•on visuelle, lÕarbre reprŽsentŽ sur
la Þgure 1.
LÕidŽe est dÕintroduire un Žtatqe par ŽlŽment dÕarbree diffŽrent danst et de construire#
de fa•on ˆ ce que pour toute, L A (qe) = { e} . Les ŽlŽments dÕarbres diffŽrents dans
t sont e1 = a[{||} ], e2 = b[{||} ], e3 = a[{| e1, e2|} ] et e4 = b[{| e2, e2|} ]. Donc, Q =
{ qe1 , qe2 , qe3 , qe4 } . La fonction de transition# est dŽÞnie par :

# =

*
++,

++-

(qe1 , { a} , { 0Q} ),
(qe2 , { b} , { 0Q} ),
(qe3 , { a} , { (qe1 !" 1, qe2 !" 1, qe3 !" 0, qe4 !" 0)} ),
(qe4 , { b} , { (qe1 !" 0, qe2 !" 2, qe3 !" 0, qe4 !" 0)} )

.
++/

++0

a b

a b b b

e3 e4

e1 e2 e2 e2

FIG. 1 Ð A gauche, une reprŽsentation graphique de lÕarbret = et ˆ droite une reprŽsentation
graphique du m•me arbre sur laquelle chacune des ar•tes est annotŽe par lÕŽlŽment dÕarbre
quÕelle dŽÞnit :e1 = a[{||} ], e2 = b[{||} ], e3 = a[{| e1, e2|} ] et e4 = b[{| e2, e2, e2|} ].

(iv) Construisons un automateA = (" , Q, # , F ) reconnaissant lÕensemble des arbres bi-
naires complets de hauteur deux (cad ayant la m•me structureque lÕarbret reprŽsentŽ sur
la Þgure 1). LÕidŽe est dÕintroduire un Žtatqf par structure diffŽrente dÕŽlŽment dÕarbre
apparaissant danst (la structure det exceptŽ) et de garantir par# que pour toute struc-
ture, L A (qf ) reconna”t exactement les arbres ayant cette structure. Lesstructures dif-
fŽrentes rencontrŽes sont une seule ar•te, ˆ laquelle on fait correspondre lÕŽtatq1, et
une ar•te avec deux successeurs qui sont elles-m•mes sans successeurs, ˆ laquelle on
fait correspondre lÕŽtatq2. Donc, nous obtenons lÕautomate suivant :Q = { q1, q2} ,
# = { (q1, " , { 0Q} ), (q2, " , { (q1 !" 2, q2 !" 0)} )} etF = { (q1 !" 0, q2 !" 2)} .
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(v) Le langage de lÕautomateA = (" , Q, # , F ) dŽÞni dans ce qui suit est lÕensemble des
arbres dont le nombre dÕar•tes successeurs de la racine est premier :Q = { q} , # contient
comme unique transition(q," , NQ) et F = { (q !" n) | n nombre premier} .

(vi) Le langage de lÕautomateA = (" , Q, # , F ) dŽÞni dans ce qui suit est lÕensemble des
arbres plats (de hauteur un) pour lesquels le nombre dÕar•tes successeurs de la racine
ŽtiquetŽes para est pair et le nombre dÕar•tes successeurs de la racine ŽtiquetŽes parb
est impair :Q = { qa, qb, q} , # contient les transitions(qa, { a} , { 0Q} ), (qb, { b} , { 0Q} ),
(q,{ a, b} , { 0Q} ) et F = { (qa !" na, qb !" nb, q !" n) | na est pair, nb est impair, n #
N} . LÕidŽe ici est que lÕensemble dÕŽtats de lÕautomate doit permettre de faire la distinction
entre les ŽlŽments dÕarbres (de hauteur un) ŽtiquetŽs para, bou une autre Žtiquette.

(vii) Le langage de lÕautomateA = (" , Q, # , F ) dŽÞni dans ce qui suit est lÕensemble des
arbres plats (de hauteur un) pour lesquels les ar•tes successeurs de la racine peuvent
•tre partitionnŽs en deux multiensemble de taille Žgale, lepremier contenant uniquement
des ŽlŽments dÕarbres ŽtiquetŽs para ou b et le second contenant uniquement des ŽlŽ-
ments dÕarbres ŽtiquetŽs para ou c. Autrement dit,t appartient L̂ (A) si et seulement si
t = {| e1, . . . , en |} ( {| e"

1, . . . , e"
n |} et pour touti dans1..n, ei appartient ˆ{ a, b} [A ! ]

et e"
i appartient ˆ{ a, c} [A ! ]. Alors Q = { qb, qc} et la fonction de transition assure

que L A (qb) = { a, b} [A ! ] et L A (qc) = { a, c} [A ! ]. Donc, # contient les transitions
(qb, { a, b} , { 0Q} ) et (qc, { a, c} , { 0Q } ). La condition dÕacceptation estF = { (qb !"
n, qc !" n) | n # N} .

(viii) Le langage de lÕautomateA = (" , Q, # , F ) dŽÞni dans ce qui suit est lÕensemble des
arbres binaires pour lesquels chaque nÏud a zŽro ou deux ar•tes successeurs et dans ce
dernier cas lÕune de ces ar•tes est ŽtiquetŽe para et lÕautre parb: Q = { qa, qb} , # contient
les transitions(qa, { a} , D ) et (qb, { b} , D ) o• D = { (qa !" 0, qb !" 0), (qa !" 1, qb !"
1)} et F = D.

(ix) Le langage de lÕautomateA = (" , Q, # , F ) dŽÞni dans ce qui suit est lÕensemble des
arbres dont tous les nÏuds ont autant dÕar•tes successeurs ŽtiquetŽes para que dÕar•tes
successeurs ŽtiquetŽes parb : Q = { qa, qb} , # contient les transitions(qa, { a} , D ),
(qb, { b} , D ) o• D = { (qa !" n, qb !" n) | n # N} etF = D.

(x) Les deux derniers exemples illustrent comment on peut dŽÞnir des propriŽtŽs faisant in-
tervenir la hauteur des arbres. Tout dÕabord, prŽsentons unautomateA = (" , Q, # , F ) de
langage lÕensemble des arbres dont la racine a au plus quatrear•tes successeurs de hauteur
supŽrieure ˆ deux :Q = { q1, q2} , # contient les transitions(q1, " , { 0Q} ), (q2, " , { (q1 !"
n1, q2 !" n2) | n1 3 1, n2 # N} ) et F = { (q1 !" n1, q2 !" n2) | n2 % 4, n1 # N} . Ici,
L A (q1) est lÕensemble des ŽlŽments dÕarbres de hauteur un etL A (q2) est lÕensemble des
ŽlŽments dÕarbres de hauteur supŽrieure ou Žgale ˆ deux.

(xi) Finalement, lÕautomateA = (" , Q, # , F ) reconna”t les arbres pour qui toutes les ar•tes
ˆ profondeur impaire (en commen•ant ˆ compter ˆ 1 pour le niveau sous la racine) sont
ŽtiquetŽes para et il nÕy a pas de restriction pour les autres ar•tes. LÕensemble dÕŽtats
de lÕautomate estQ = { qaa, qa, qa, qerr} . LÕensemble des transitions de lÕautomate est
(q, ', D ), o• q, ', D sont donnŽs par les lignes du tableau ci-dessous, o•m1, m2, m3 dŽ-
signent nÕimporte quel nombre naturel (positif ou nul), etn1, n2 sont des nombres stric-
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tement positifs.

D ' q

1 { (qaa !" m1, qa !" 0, qa !" 0, qerr !" 0)} { a} qaa

2 { (qaa !" m1, qa !" 0, qa !" 0, qerr !" 0)} " " { a} qa

3 { (qaa !" m1, qa !" n1, qa !" 0, qerr !" 0)} " " { a} qerr

4 { (qaa !" m1, qa !" n1, qa !" 0, qerr !" 0)} { a} qa

5 { (qaa !" m1, qa !" n1, qa !" n2, qerr !" 0)} " qerr

6 { (qaa !" m1, qa !" 0, qa !" n1, qerr !" 0)} " qa

7 { (qaa !" m1, qa !" m2, qa !" m3, qerr !" n1)} " qerr

LÕensemble dÕacceptationF est{ (qaa " m1, qa " 0, qa !" m3, qerr !" 0) | m1, m3 #
N} . Pour une prŽsentation intuitive de lÕensemble dÕŽtats et de r•gles de cet automate,
nous utilisons la notion dÕexŽcution dŽÞnie dans la sectionsuivante. Soitr une exŽcution
de lÕautomate. LÕŽtatqaa va •tre associŽ parr aux ar•tes dŽÞnissant un ŽlŽment dÕarbre
ne contenant que lÕŽtiquettea. LÕŽtatqa sera associŽ aux ar•tes qui ne sont pas ŽtiquetŽes
para et dont toutes les ar•tes successeurs et leur descendants sont ŽtiquetŽes para (r•gle
2). Une ar•te ˆ laqueller associe lÕŽtatqa dŽÞnit une succession dÕŽtatsqa et qa sur le
chemin entre cette ar•te et la racine de lÕarbre. Ainsi, si une ar•te a une ar•te successeur ˆ
laqueller associe lÕŽtatqa, elle doit obligatoirement •tre ŽtiquetŽe para dans lÕarbre (les
r•gles 3 et 4) et inversement, sir associeqa ou qaa ˆ toutes les ar•tes successeurs dÕune
ar•te, alors celle-ci peut porter nÕimporte quelle Žtiquette et se trouve sur un niveauqa (la
r•gle 6). Finalement, la r•gle 5 interdit le mŽlange dÕŽtatsqa et qa au m•me niveau, et la
r•gle 7 assure la propagations de lÕŽtat dÕerreur vers le haut.

2.2.1 ExŽcution dÕun automate et calcul dÕune exŽcution

Soit t un arbre etA = (" , Q, # , F ) un automate ˆ contraintes numŽriques. UneexŽcution8

de lÕautomateA sur lÕarbret est une applicationr qui ˆ toute ar•te det associe un Žtat de
lÕautomateA et telle que, sir (e) = q et e" est lÕŽlŽment dÕarbre dŽÞni par lÕar•tee, alorse"

appartient ˆL A (q). DÕapr•s la dŽÞnition deL A (q), ceci est Žquivalent ˆ dire quÕil existe une
transition(q, ', D ) de lÕautomate telle que lÕŽtiquette de lÕar•tee appartient '̂ et le multien-
semble{| r (e1), . . . , r (ek )|} appartient D̂ , o• { e1, . . . , ek } est lÕensemble des ar•tes successeurs
dee. Une exŽcution est diteacceptantesi le multiensemble{| r (e1), . . . , r (ek)|} appartient ˆF ,
pour { e1, . . . , ek } Žtant lÕensemble des ar•tes successeurs de la racine. Il estfacile de voir que
lÕarbret appartient au langage de lÕautomateA si et seulement sÕil existe une exŽcution accep-
tante deA surt.

Exemple 2.2 ConsidŽrons lÕautomateA dŽÞni dans lÕexemple 2.1 (ix) ;A reconna”t lÕensemble
des arbres dont tous les nÏuds ont autant dÕar•tes successeurs ŽtiquetŽes para que dÕar•tes
successeurs ŽtiquetŽes parb. Rappelons queA = (" , Q, # , F ) et Q = { qa, qb} , # contient les
transitions(qa, { a} , D ), (qb, { b} , D ) o• D = { (qa !" n, qb !" n) | n # N} etF = D.

Une exŽcution de cet automate sur lÕarbret {| a[{||} ], b[{||} ], a[{| a[{||} ], b[{||} ]|} ], b[{| a[{||} ], b[{||} ]|} ]|}
(ˆ gauche) est prŽsentŽe ci-dessous (ˆ droite) :

8Nous utilisons ici le mot Ç exŽcution È comme traduction du mot anglais Ç run È habituellement utilisŽ dans ce
cas.



2.2 Automates ˆ contraintes numŽriques 27

a b

a b b a

a b
a b

a b b a

a b

qa qb

qa qb qb qa

qa qb

Remarquons que cette exŽcution est acceptante car le multiensemble(qa !" 2, qb !" 2) appar-
tient ˆ la condition dÕacceptation de lÕautomate.

Comme dÕhabitude, tester lÕexistence dÕune exŽcution acceptante de lÕautomateA pour
lÕarbret est une mŽthode pour tester sit appartient au langage deA. Naturellement, pour faire
ce test il sufÞt dÕŽnumŽrer toutes les exŽcutions possibleset tester si lÕune dÕentre elles est ac-
ceptante (faisable pour des arbres Þnis et des automates ˆ nombre Þni dÕŽtats). Mais la mŽthode
plus astucieuse est de construire directement une exŽcution acceptante ; on dit alors quÕoncal-
culeune exŽcution. Il y a usuellement deux mani•res pour calculer une exŽcution acceptante :
en commen•ant par les feuilles de lÕarbre ou en commen•ant par la racine. Dans le premier
cas, on parle dÕune exŽcutionascendante, et dans le second dÕune exŽcutiondescendante. Plus
prŽcisŽment, pour le calcul dÕune exŽcution ascendante on commence par affecter des Žtats aux
ar•tes sans successeurs et on continue ˆ affecter des Žtats en Ç remontant È dans lÕarbre. Pour le
calcul dÕune exŽcution descendante on commence par affecter des Žtats aux ar•tes successeurs
de la racine et on affecte les Žtats aux autres ar•tes en Ç descendant È dans lÕarbre.

Calcul dÕune exŽcution ascendante

Comme nous lÕavons remarquŽ, Žtant donnŽ un automateA et un arbret, dire quÕil existe
une exŽcution acceptante deA pour t est Žquivalent ˆ dire que lÕarbret est reconnu par lÕau-
tomateA. Ceci nous donne donc une mŽthode pour tester si un arbret appartient au langage
dÕun automate : il sufÞt de tester lÕexistence dÕune exŽcution acceptante. Dans ce qui suit nous
prŽsentons une mŽthode de construction dÕune exŽcution ascendante acceptante, lorsque celle-ci
existe.

ConsidŽrons lÕautomateA = (" , Q, # , F ) et lÕarbret. Soit r lÕexŽcution que nous sommes
en train de calculer ; initialementr (e) est indŽÞni pour toute ar•tee de lÕarbret. Les ar•tes
dont on calcule lÕimage parr en premier sont les ar•tes sans successeurs ; soite une telle ar•te.
Si etq(e) = a, alors pour toute transition de lÕautomate de la forme(q, ', D ) aveca # ' et
0Q # D, on peut dŽÞnirr (e) comme Žtantq. Donc, pour pouvoir calculerr (e) lorsqueeest une
ar•te sans successeurs, il sufÞt de pouvoir identiÞer toutes les transitions de lÕautomate(q, ', D )
pour lesquelles0Q appartient ˆD etetq(e) appartient '̂ . Soit maintenante une ar•te telle que
pour toute ar•tee" successeur dee, r (e") a ŽtŽ calculŽ et soita lÕŽtiquette dee. ConsidŽrons le
multiensembled = {| r (e1), . . . , r (ek)|} , o• { e1, . . . , ek} est lÕensemble des ar•tes successeurs
dee. Alors pour toute transition de lÕautomate(q, ', D ) telle quea # ' et d # D , lÕŽtatq est
une valeur correcte pourr (e). Donc, pour pouvoir calculerr (e) pour une ar•teequelconque, on
doit pourvoir identiÞer les transitions de lÕautomate(q, ', D ) telles quea # ' et d # D , ceci
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pour tout multiensembled dansNQ. Il est facile de voir que ces deux conditions sont Žgalement
sufÞsantes pour dŽcider si une exŽcution est acceptante. Nous dŽÞnissons ci-dessous la notion
dÕautomate ˆ exŽcution calculable qui garantit que ces deuxconditions sont satisfaites. Notons
que cette notion fait rŽfŽrence ˆ lareprŽsentationdÕun automate, et non pas ˆ lÕautomate lui
m•me (notamment, reprŽsentation de la relation de transition et reprŽsentation des ensembles
de multiensembles apparaissant dans les transitions de lÕautomate).

DŽÞnition 2.7 (Automate ˆ exŽcution calculable)LÕautomate ˆ contraintes numŽriquesA =
(" , Q, # , F ) est ditˆ exŽcution calculablesi

(i) les triplets(q, ', D ) appartenant #̂ peuvent •tre effectivement ŽnumŽrŽs ;

(ii) pour toute Žtiquettea et tout ensemble dÕŽtiquettes' tel que(q, ', D ) est une transition
de lÕautomate, on peut dŽcider sia appartient '̂ et

(iii) pour tout multiensembled dansNQ et pour tout ensemble de multiensemblesD $ NQ

dans
{ F } 1 { D | (q, ', D ) dans# }

on peut dŽcider sid appartient ˆD .

Remarquons que la premi•re de ces conditions sera probablement toujours satisfaite. Par contre,
suivant le type dÕensembles dÕŽtiquettes et dÕensembles demultiensembles apparaissant dans
les transitions de lÕautomate et de leur reprŽsentation, les deux autres conditions ne seront pas
forcŽment satisfaites.

Notons Žgalement que ces conditions sont aussi valables pour tester si une exŽcution (arbi-
traire) de lÕautomateA sur lÕarbret est une exŽcution acceptante.

Lemme 2.8 Pour tout automate ˆ exŽcution calculableA et tout arbret, il est dŽcidable sit
appartient ˆL (A).

Preuve On sait quet appartient L̂ (A) si et seulement sÕil existe une exŽcution acceptante de
A sur t. Il sufÞt alors de calculer toutes les exŽcutions deA sur t et de tester pour chacune de
ces exŽcutions si elle est acceptante.

!

2.2.2 Automate dŽterministe et automate complet

Comme pour dÕautres types dÕautomates, les notions dÕautomate dŽterministe et dÕautomate
complet peuvent •tre dŽÞnies pour les automates ˆ contraintes numŽriques.

DŽÞnition 2.9 (Automate dŽterministe)LÕautomate ˆ contraintes numŽriquesA est ditdŽter-
ministesi pour tout couple dÕŽtatsq, q", on aL A (q) 2 L A (q") = ! .

DŽÞnition 2.10 (Automate complet)LÕautomate ˆ contraintes numŽriquesA = (" , Q, # , F )
est ditcompletsi

)
q# Q = EArbres! .

Si A est un automate dŽterministe, alors pour tout arbret, il existe au plus une exŽcution de
A pourt. Si A est complet, il existe au moins une exŽcution deA pourt.
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2.2.3 Sous classes dÕautomates ˆ contraintes numŽriques

Dans la dŽÞnition des automates ˆ contraintes numŽriques nous nÕavons posŽ aucune res-
triction ni sur les ensembles dÕŽtiquettes, ni sur les ensembles de multiensembles qui peuvent
appara”tre dans une transition de lÕautomate. En particulier, on pourrait m•me imaginer des
automates dans lesquels la relation de transition utilise des ensembles non rŽcursivement Žnu-
mŽrables. Naturellement, lÕintŽr•t de tels automates est limitŽ. Dans ce qui suit nous dŽÞnissons
deux sous-classes dÕautomates ˆ contraintes numŽriques obtenues par des restrictions sur les
ensembles dÕŽtiquettes et les ensembles de multiensemblespouvant •tre utilisŽs dans la relation
de transition. Comme nous le verrons plus tard dans cet ouvrage, les deux classes que nous
prŽsentons ici ont diffŽrentes propriŽtŽs intŽressantes,par exemple lÕappartenance et le test du
vide sont dŽcidables, ces classes sont closes par les opŽrations boolŽennes, les automates de ces
classes peuvent •tre dŽterminisŽs.

DŽÞnition 2.11 (Automate ˆ contraintes numŽriques sans Žtoile) LÕautomate ˆ contraintes
numŽriquesA = (" , Q, # , F ) est dit ˆ contraintes sans Žtoile, ou simplementsans Žtoile, si
pour tout triplet(q, ', D ) appartenant ˆ la relation de transition#

Ð lÕensemble dÕŽtiquettes' est Þni ou coÞni et
Ð lÕensemble de multiensemblesD est un ensemble sans Žtoile.

DŽÞnition 2.12 (Automate ˆ contraintes numŽriques semilinŽaire) LÕautomate ˆ contraintes
numŽriquesA = (" , Q, # , F ) est ditˆ contraintes semilinŽaires, ou simplementsemilinŽaire
si pour tout triplet(q, ', D ) appartenant ˆ la relation de transition# ,

Ð lÕensemble dÕŽtiquettes' est Þni ou coÞni et
Ð lÕensemble de multiensemblesD est un ensemble semilinŽaire.

Sachant que les ensembles semilinŽaires sont exactement les mod•les des formules de Pres-
burger (le fait 1.2), on en dŽduit que les automates ˆ contraintes numŽriques dŽÞnis sur un
alphabet" Þni sont Žquivalents aux automates de Presburger, cad un langage dÕarbresL $ A !

pour " Þni est dŽÞnissable par un automate ˆ contraintes numŽriques si et seulement sÕil est
dŽÞnissable par un automate de Presburger.

DŽÞnition 2.13 (Automate effectif)LÕautomate ˆ contraintes numŽriquesA = (" , Q, # , F )
sans Žtoile (respectivement semilinŽaire) est diteffectifsi tout ensemble de multiensemblesD tel
que(q, ', D ) est une transition de lÕautomate (pour un certain Žtaitq # Q et un certain ensemble
dÕŽtiquettes' ) est un ensemble effectif et la condition dÕacceptationF est un ensemble effectif.

Notons que pour quÕun ACN sans Žtoile ou semilinŽaire effectif soit ˆ exŽcution calculable,
il sufÞt quÕon puisse ŽnumŽrer les triplets(q, ', D ) appartenant ˆ sa relation de transition. Les
deux autres conditions pour avoir un automate ˆ exŽcution calculable sont garanties par la dŽÞ-
nition des ACN sans Žtoile et semilinŽaires effectifs : dÕune part, tout ensemble dÕŽtiquettes'
apparaissant dans une transition de lÕautomate est Þni ou coÞni et donc le test dÕappartenance
ˆ ' est dŽcidable (pour une reprŽsentation Ç raisonnable È de' ) et dÕautre part, le test dÕap-
partenance ˆ un ensemble de multiensembles sans Žtoile ou semilinŽaire effectif est Žgalement
dŽcidable.
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2.3 PropriŽtŽs des automates ˆ contraintes numŽriques

Nous Žtudions ici les propriŽtŽs des automates ˆ contraintes numŽriques telles la dŽtermini-
sation, la cl™ture par les opŽrations boolŽennes et par homomorphisme, dŽcidabilitŽ du test du
vide et du test dÕappartenance et leur complexitŽ.

Nous commen•ons par la dŽterminisation des ACN (dans la section 2.3.1) : nous Žtablissons
que tout ensemble dÕarbres dŽÞnissable par un ACN est aussi dŽÞnissable par un ACN dŽter-
ministe, dont nous prŽsentons la dŽÞnition. On dit alors queles ACN sont Ç dŽterminisables È.
Ensuite nous Žtablissons que les ACN sont clos par les opŽrations boolŽennes. Rappelons quÕune
classe dÕautomate est close par union (respectivement par intersection et par complŽmentaire)
si pour tout couple dÕensembles dÕarbresS, T dŽÞnissables par un automate de cette classe,
lÕensemble dÕarbresS 1 T (respectivementS 2 T et ! S) sont Žgalement dŽÞnissables par un
automate de cette classe. Nous montrons Žgalement que les ACN sont clos par les homomor-
phismes dÕŽtiquettes (dans la section 2.3.3). Intuitivement, un homomorphisme dÕŽtiquettes est
une application de" dans un ensemble dÕŽtiquettes" " Žtendue de mani•re canonique sur les
arbres. Finalement, nous nous intŽressons au test du vide (dans la section 2.3.4) et au test dÕap-
partenance (dans la section 2.3.5) des ACN. Le probl•me du test du vide est, Žtant donnŽ un
automate, dŽcider si le langage de cet automate est lÕensemble vide. Nous donnons une condi-
tion pour que le test du vide dÕun ACN soit dŽcidable ; cette condition porte sur les ensembles de
multiensemblesD apparaissant dans les r•gles de lÕautomate. Nous proposonsŽgalement un al-
gorithme pour le test du vide, ce qui nous permet dÕŽtablir une borne maximale de la complexitŽ
du test du vide, lorsque le probl•me est dŽcidable. Le probl•me du test dÕappartenance est, Žtant
donnŽ un automateA et un arbret, tester sit appartient au langage deA. Comme nous avons
dŽjˆ notŽ, il sufÞt pour cela de tester lÕexistence dÕune exŽcution acceptante deA pour t. Nous
dŽÞnissons la notion dÕautomate ˆ exŽcution calculable, qui donne des conditions sur la reprŽ-
sentation de lÕautomateA garantissant la possibilitŽ de calculer une exŽcution acceptante deA
pourt, et donc de rŽpondre au probl•me du test dÕappartenance. Cela nous donne Žgalement une
borne maximale de la complexitŽ du test dÕappartenance.

2.3.1 DŽterminisation

Nous montrons ici que les automates ˆ contraintes numŽriques sont Ç dŽterminisables È :
pour tout automate ˆ contraintes numŽriquesA, il existe un automate ˆ contraintes numŽriques
dŽterministeAdet tel que les langages deA et Adet co•ncident. Pour faire la preuve, nous dŽÞ-
nissons un tel automateAdet.

ConsidŽrons pour la suite lÕautomateA = (" , Q, # , F ). Nous allons construire lÕautomate
dŽterministeAdet = (" , Qdet, # det, Fdet) tel queL (A) = L (Adet).

Tout dÕabord, lÕensemble des Žtats deAdet est lÕensemble des parties deQ :

Qdet = ! (Q).

Pour tout Žtatw dansQdet, soit$ w $ EArbres! lÕensemble dÕŽlŽments dÕarbres dŽÞni par

$ w =
1

q# w

L A (q) 2
1

q# Q! w

EArbres! " L A (q). (2.1)
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Nous allons construire lÕensemble de transitions# det de telle fa•on que pour toutw # Qdet,

L A det(w) = $ w. (2.2)

Il est immŽdiat que si (2.1) est vŽriÞŽ, alors lÕautomateAdet est dŽterministe.

Pour tout multiensembled dansNQ, soitHd $ NQdet lÕensemble dŽÞni par :

h # Hd si et seulement si

*
++,

++-

) w # Qdet. ) q # w. . nw,q # N tels que :

0 ) q # Q.
2#

w# Qdet | q# w nw,q

3
= d(q) et

0 ) w # Qdet.
2#

q# w nw,q

3
= h(w)

Remarquons que cette dŽÞnition nous garantit queh(! ) = 0 et doncHd est un ensemble Þni.

Pour la suite de la construction de lÕautomate dŽterministe, nous adoptons une notation. Soit
$ lÕapplication deQdet dans! (EArbres! ) qui ˆ tout w dansQdet associe lÕensemble$ w dŽÞni
ci-dessus (2.1). Pour tout ensemble de multiensemblesH dansNQdet, nous notons par!H, $ "
lÕensemble dÕarbres

!H, $ " =
(

h# H

h(w1) á$( w1) |á á á|h(wk) á$( wk)

o• { w1, á á á, wk} est lÕensembleQdet. (Rappelons que pour tout entier natureln et tout ensemble
dÕŽlŽments dÕarbresT, n áT est lÕensemble dÕarbres{{| e1, . . . , en |} | ei # E} .)

Lemme 2.14 Pour toutD $ NQ, soitHD =
)

d# D Hd . AlorsL A (D ) = !HD , $ ".

Preuve Soit Q = { q1, . . . , qn} et Qdet = { w1, . . . , wk} . Supposons dÕabord que lÕarbret
appartient L̂ A (D ), cad, par dŽÞnition, il existe un multiensembled dansD tel quet appartient
ˆ lÕensemble dÕarbres

d(q1) á LA (q1) |á á á|d(qn) á LA (qn).

Autrement dit, ils existent des ŽlŽments dÕarbreseq
j pour toutq # Q et toutj # 1..d(q) tels que

t = {| eq1
1 , . . . , eq1

d(q1) |} ( á á á ( {| eqn
1 , . . . , eqn

d(qn ) |} (2.3)

et eq
j # L A (q) pour tousq, j . Remarquons que, par dŽÞnition des$ w, pour tousq, j , lÕŽlŽment

dÕarbreeq
j appartient ˆ exactement un des$( w), pourw dansQdet; de plus, sieq

j appartient ˆ
$( w), alors nŽcessairementq appartient ˆw. Pour toutq dansQ et pour toutw dansQdet tel
queq # w, soit tw,q le multiensemble constituŽ des ŽlŽments dÕarbres parmieq

1, . . . , eq
d(q) qui

appartiennent $̂( w) et soitnw,q le nombre dÕŽlŽments detu,q. Par dŽÞnition des$( w) on sait
que

() ) pour tousw, q, w", q" tels queq # w et q" # w", les multiensemblestw,q et tw! ,q! ont des
ŽlŽments en commun si et seulement siw = w".

En utilisant la dŽÞnition destw,q, on en dŽduit que

t = ( w# Qdet,q# w tw,q. (2.4)

Soit maintenanth le multiensemble dansNQdet tel que pour toutw dansQdet, h(w) =
#

q# w nw,q.
Maintenant, par dŽÞnition destw,q et nw,q, on sait que pour tousw, q, le multiensemble (cad
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lÕarbre)tw,q appartient ˆnw,q á$( w). Donc, de (2.4) nous dŽduisons facilement que lÕarbret
appartient ˆ

h(w1) á$( w1) |á á á|h(wk) á$( wk). (2.5)

Remarquons Þnalement que, par dŽÞnition destw,q et desnw,q et par () ), pour toutq dansQ,#
w# Qdet|q# w nw,q = d(q). Il en suit queh appartient ˆHd et donc ˆHD , et de (2.5) nous

dŽduisons quet appartient !̂HD , $ ".

Supposons maintenant que lÕarbret appartient ˆ!HD , $ ". Soit h le multiensemble dans
NQdet tel que lÕarbret appartient ˆ lÕensemble dÕarbres

h(w1) á$( w1) |á á á|h(wk) á$( wk).

Autrement dit, lÕarbret est de la forme

t = {| ew1
1 , . . . , ew1

h(w1 ) |} ( á á á ( {| ewk
1 , . . . , ewk

h(wk ) |} (2.6)

o• pour tousw, j , lÕŽlŽment dÕarbreeu
j appartient ˆ$( w). Soit d le multiensemble dansD tel

queh appartient ˆHd . Par dŽÞnition, nous savons quÕils existent les entiers naturelsnw,q pour
tout w dansQdet et pour toutq dansw tels que

pour toutq dansQ,
4

w# Qdet | q# w

nw,q = d(q) (2.7)

pour toutw dansQdet,
4

q# w

nw,q = h(w) (2.8)

Nous savons, par dŽÞnition des$( w), que pour toutw dansQdet et pour toutq # w, lÕensemble
$( w) est inclus dansL A (q). Soient maintenant les ŽlŽments dÕarbrestw,q, pour toutw dansQdet

et pour toutq dansw tels que :
Ð pour tousw, q, tw,q est composŽ denw,q ŽlŽments dÕarbres parmiew

1 , . . . , ew
h(w) ;

Ð pour toutw dansQdet, {| ew1
1 , . . . , ew1

h(w1) |} = ( q# w tw,q.
Par dŽÞnition desnw,q et par (2.8), ceci est toujours possible. Maintenant, par dŽÞnition des
$( w), on sait que pour toutw dansQdet et pour toutq dansw, chacun des ŽlŽments dÕarbres
composanttw,q appartient ˆL A (q). Donc, par (2.7) nous dŽduisons que pour toutq dansQ,
lÕarbre( w# Qdet|q# w tw,q est composŽ ded(q) ŽlŽments dÕarbres et chacun de ces ŽlŽments
dÕarbres appartient ˆL A (q). Autrement dit, lÕarbret appartient ˆd(q1) á LA (q1) | á á á |d(qn) á
L A (qn) et donct appartient L̂ A (D ).

!

Suite au lemme prŽcŽdent, pour tout ensemble de multiensembles D $ NQ, soit HD $
NQdet lÕensemble de multiensembles tel queL A (D ) = !HD , $ ". Par dŽÞnition, pour toutq # Q,

L A (q) =
(

(q,",D )# "

' [L A (D )]

et donc, par le lemme 2.14, pour toutq # Q,

L A (q) =
(

(q,",D )# "

' [!HD , $ "].
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Donc, par dŽÞnition, pour toutw # Qdet,

$ w =
1

q# Q | q# w

5

6
(

(q,",D )# "

' [!HD , $ "]

7

8 2
1

q# Q | q$#w

EArbres! "

5

6
(

(q,",D )# "

' [!HD , $ "]

7

8 .

Maintenant, pour toutw # Qdet et pour toutq '# w,

EArbres! "

5

6
(

(q,",D )# Delta

' [!HD , $ "]

7

8 =
1

(q,",D )# "

EArbres! " ' [!HD , $ "].

Il est facile de voir que pour tout ensemble dÕŽtiquettes' et tout ensemble dÕarbresS, EArbres! "
' [S] = ' [A ! ]1 ' [A ! S]. En utilisant cette derni•re ŽgalitŽ et le lemme 6.10, nous dŽduisons que
pour tout ensemble de multiensemblesD , EArbres! " ' [!HD , $ "] = ' [!NQdet, $ "]1 ' [!NQdet"
HD , $ "]. Nous en dŽduisons que pour toutw # Qdet,

$ w =

1

q# Q | q# w

5

6
(

(q,",D )# "

' [!NQdet, $ "]

7

8 2
1

q# Q | q$#w

1

(q,",D )# "

9
' [!HD , $ "] 1 ' [!NQdet " HD , $ "]

:

Dans cette expression, toutes les unions et intersections sont Þnies, donc lÕexpression peut •tre
mise sous la forme dÕune union dÕintersections, et il est facile de voir que chacune des ces
intersections est de la forme

;
i # I ' i [!H i , $ "], o• I est un ensemble Þni, les' i sont des en-

sembles dÕŽtiquettes et lesH i sont des ensembles de multiensembles dansNQdet. Remarquons
maintenant que chacune des intersections se rŽduit en un ensemble dÕŽlŽments dÕarbres de la
forme ' [!H, $ "], o• ' $ " et H $ NQdet. En effet, dÕune part, pour tous ensembles dÕŽti-
quettes', ( et tous ensembles dÕarbresS, T, on a' [S] 2 ( [T ] = ( ' 2 ( )[S 2 T] et dÕautre
part, il nÕest pas difÞcile de voir que pour tous ensembles demultiensemblesH, H " $ NQdet,
on a !H, $ " 2 !H, $ "" = !H 2 H ", $ ". 9 Soit doncw # Qdet et les ensembles dÕŽtiquettes
' j et les ensembles de multiensemblesHj , pour j # J et J un ensemble Þni, tels que$ w =)

j # J ' j [!H j , $ "]. Soit la relation de transition# det surQdet / ! (") / ! (NQdet) qui contient
exactement les tuples

(w, ' j , H j )

pour toutw dansQdet et pour toutj dansJ avecJ , les ' j et lesH j comme dŽÞnis ci-dessus.
Soit ÞnalementFdet = HF . DÕapr•s ce qui a ŽtŽ dit prŽcŽdemment, il est facile de voir que
lÕautomateAdet = (" , Qdet, # det, Fdet) reconna”t le m•me ensemble dÕarbres que lÕautomateA
et, par (2.1), cÕest aussi un automate dŽterministe.

Nous avons donc montrŽ que pour tout automate ˆ contraintes numŽriques on peut dŽÞnir un
automate ˆ contraintes numŽriques dŽterministe Žquivalent. Remarquons Žgalement que lÕauto-
mateAdet tel que nous lÕavons dŽÞni, est Žgalement un automate complet ; ceci vient de fait que
w = ! est Žtat deAdet.

Proposition 2.15 Pour tout automate ˆ contraintes numŽriquesA, il existe un automate ˆ
contraintes numŽriques dŽterministe et completAdet tel queL (A) = L (A").

9Pour cette derni•re propriŽtŽ, voir Žgalement le lemme 6.10.
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Remarques

Le nombre dÕŽtats de lÕautomate dŽterministe est exponentiel dans le nombre dÕŽtats de
lÕautomate dÕorigine. De plus, de mani•re globale, le nombre de transitions pour un Žtat de lÕau-
tomate dŽterministe peut •tre exponentiel en le nombre dÕŽtats de lÕautomate dÕorigine (cad pour
certains Žtatsw de lÕautomate dŽterministe, le nombre de transitions de la forme(w, ', D ) # #
est enO(2|Q|), o• Q est lÕensemble dÕŽtats de lÕautomate dÕorigine).

Remarquons que si lÕautomate de dŽpartA est ˆ exŽcution calculable, alors lÕautomateAdet

est Žgalement ˆ exŽcution calculable. Ceci signiÞe quÕŽtant donnŽ un multiensembleh surNQdet,
on peut dŽcider sih appartient ˆ chacun desHD et, de ce fait, ˆ lÕensembleH apparaissant dans
une transition deAdet. Notons que pour cela il nÕest pas nŽcessaire de Ç calculer È les ensembles
HD , il sufÞt de pouvoir effectuer un test dÕappartenance aux ensemblesD apparaissant dans
une transition de lÕautomate dÕorigine. Techniquement cela correspond bien au fait de calculer
tous les exŽcutions possibles.

2.3.2 Cl™ture par les opŽrations boolŽennes

Nous Žtudions la cl™ture des ACN par complŽmentaire, union et intersection.

Cl™ture par complŽmentaire

Les ACN sont clos par complŽmentaire : pour tout ACNA, il existe un ACNA" dont le
langage est le complŽmentaire deL (A) dans lÕensemble de tous les arbresA ! .

Nous avons vu dans la section 2.3.1 que pour tout automateA = (" , Q, # , F ), il existe
un automate dŽterministe et complet ŽquivalentAdet = (" , Qdet, # det, Fdet). DÕautre part, nous
avons remarquŽ que lÕapplication qui ˆ chaque Žtatq dansQdet associe lÕensemble dÕŽlŽments
dÕarbresL A det(q) est une partition de lÕensemble des ŽlŽments dÕarbres ; soit$ cette application.
Alors, avec les notations introduites pour la dŽterminisation dÕun automate,L (A) = L (Adet) =
!Fdet, $ ". Il nÕest pas difÞcile de voir queA ! " L (Adet) = !NQdet" Fdet, $ ". Nous en concluons
que lÕautomateAcompl = (" , Qdet, # , NQdet " Fdet) est tel queL (Acompl) = A ! " L (A) et donc
les automates ˆ contraintes numŽriques sont clos par complŽmentaire.

Cl™ture par union

Les ACN sont clos par union : pour tous automatesA, B , il existe un automateC dont le
langage est ŽgalL̂ (A) 1 L (B ).

SoientA = (" , QA , # A , FA ) et B = (" , QB , # B , FB ) deux automates. Sans perte de
gŽnŽralitŽ, nous pouvons supposer que les ensembles dÕŽtats QA et QB sont disjoints. Nous
commen•ons par dŽÞnir les automatesA" et B " qui sont Žquivalents Â et B respectivement
et dont lÕensemble dÕŽtats estQA 1 QB . Pour tous ensembles Þnis non videsQ, Q" et tout
multiensembled dansNQ, soit aug(d, Q, Q") le multiensemble dansNQ%Q!

qui co•ncide avec
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d sur lÕensembleQ et associe0 ˆ tout q dansQ". Formellement, pour toutq dansQ 1 Q",

(aug(d, Q, Q"))( q) =

<
d(q) si q # Q

0 sinon.

Nous Žtendons cette notation aux ensembles de multiensembles : pour tout ensemble de mul-
tiensemblesD inclus dansNQ, aug(D, Q, Q ") $ NQ%Q!

est lÕensemble de multiensembles

aug(D, Q, Q ") = { aug(d, Q, Q") | d # D} .

La relation de transition de lÕautomateA" = (" , QA 1 QB , # "
A , F "

A ) est dŽÞnie par :

# "
A = { (q, ', aug(D, Q, Q ")) | (q, ', D ) # # A }

et la condition dÕacceptationF "
A est lÕensembleaug(FA , Q, Q").

LÕautomateB " = (" , QA 1 QB , # "
B , F "

B ) est dŽÞni de fa•on similaire.

Il est facile de voir queL (A) = L (A") etL (B ) = L (B "). En effet, pour tout ŽtatqdansQB ,
L A ! (q) est vide, de m•meL B ! (q") est vide pour toutq" dansQA et pour toutD dansNQA %QB ,
L A ! (D ) ne dŽpend pas desL A ! (q) pourqappartenant Q̂B . ConsidŽrons maintenant lÕautomate
C = (" , QA 1 QB , # "

A 1 # "
B , F "

A 1 F "
B ).

Lemme 2.16 Le langage de lÕautomateC est lÕunion des langages des automatesA etB .

Preuve DÕapr•s la dŽÞnition deC, il nÕest pas difÞcile de voir que pour tout arbret, si r est
une exŽcution acceptante deC surt, alorsr est une exŽcution acceptante deA surt our est une
exŽcution acceptante deB surt. LÕinverse est Žgalement vrai : toute exŽcution acceptantedeA
surt est Žgalement une exŽcution acceptante deC surt, et pareil pour lÕautomateB .

!

Cl™ture par intersection

La cl™ture par intersection des automates ˆ contraintes numŽriques suit directement de la
cl™ture par union et de la cl™ture par complŽmentaire, utilisant que pour tous automatesA, B ,
L (A) 2 L (B ) = A ! " ((A ! " L (A)) 1 (A ! " L (B ))) . Cependant, dans ce cas, le calcul
de lÕautomate dŽterministe demande trois calculs dÕun automate complŽmentaire, et donc trois
calculs dÕun automate dŽterministe, ce qui est beaucoup trop cožteux.

Un automate intersection peut •tre construit Žgalement en utilisant un automate produit.
SoientA = (" , Q, # , F ) et A" = (" , Q", # ", F ") deux automates. ConsidŽrons lÕautomate
produit A& = (" , Q& , # & , F& ) dŽÞni par : lÕensemble des ŽtatsQ& est le produit cartŽsien
Q / Q", la relation de transition# & est

# & = { ((q, q"), ' 2 ' ", prod(D, D ", Q& )) | (q, ', D ) # # , (q", ' ", D ") # # "}

o• pour D, D " Žtant des ensembles de multiensembles dansNQ et NQ!
respectivement, lÕen-

sembleprod(D, D ", Q& ) est le sous ensemble deNQ" dŽÞni par :
(

d# D, d ! # D !

prod(d, d", Q& )
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et, Þnalement, pour tous multiensemblesd, d" dansNQ et NQ!
respectivement, lÕensemble de

multiensembleprod(d, d", Q& ) est dŽÞni par :

prod(d, d", Q& ) =

*
,

-
h # NQ"

=
=
=
=
=
=

) q # Q |
#

q! # Q h((q, q")) = d(q)
et
) q" # Q |

#
q# Q h((q, q")) = d(q")

.
/

0

Finalement, la condition dÕacceptation estprod(F, F ", Q& ).

Cette construction assure que pour tout Žtat(q, q") de lÕautomate produitA& , le langage de
cet Žtat dansA& est lÕintersection des langages des Žtatsq dansA etq" dansA", cad

L A " ((q, q")) = L A (q) 2 L A ! (q").

Notons que si les automatesA etA" sont dŽterministes et complets, alors lÕautomate produit
A / A" lÕest aussi.

Remarques

Le calcul de lÕautomate complŽmentaire est aussi cožteux que le calcul de lÕautomate dŽ-
terministe, et si un automate est ˆ exŽcution calculable, cÕest aussi le cas de son automate com-
plŽmentaire. Pour lÕunion, lÕautomate union a une taille qui nÕexc•de pas la somme des tailles
des automates dÕorigine. Le caract•re dÕexŽcution calculable est prŽservŽ. Par contre, lÕunion de
deux automates dŽterministes, telle quÕelle est dŽcrite, ne rŽsulte pas en un automate dŽtermi-
niste. Finalement, un automate intersection de deux automates peut •tre construit dont le nombre
dÕŽtats nÕexc•de pas le produit du nombre dÕŽtats des deux automates dÕorigine.

Les rŽsultats de cette section nous m•nent ˆ la proposition ci-dessous :

Proposition 2.17 Les automates ˆ contraintes numŽriques sont clos par union,intersection et
complŽmentaire.

2.3.3 Cl™ture par homomorphisme

Nous commen•ons par dŽÞnir ce quÕest un homomorphisme dÕŽtiquettes et ce que nous
Žtendons par Ç cl™ture par homomorphisme (dÕŽtiquettes) È.Ensuite nous montrons que les au-
tomates ˆ contraintes numŽriques sont clos par les homomorphismes dÕŽtiquettes.

DŽÞnition 2.18 (Homomorphisme dÕŽtiquettes)Soient " " un ensemble inÞni dŽnombrable
dÕŽtiquettes (pas forcŽment disjoint de" ) et soit h! une application de" dans" ". LÕhomo-
morphisme dÕŽtiquettesdŽÞni parh! est lÕapplicationh : EArbres! 1 A ! " EArbres! ! 1 A ! !

dŽÞnie par :
Ð Pour tout ŽlŽment dÕarbrea[t] dansEArbres! , h(a[t]) est lÕŽlŽment dÕarbreh! (a)[h(t)] ;
Ð Pour tout arbre{| e1, . . . , en |} dansA ! , h({| e1, . . . , en |} ) est lÕarbre{| h(e1), . . . , h(en )|} .

Intuitivement, lÕhomomorphisme dÕŽtiquettesh est un rŽŽtiquetage dÕarbres parh! .
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Pour lÕensemble dÕŽtiquettes' $ " , nous noterons parh! (' ) lÕensemble dÕŽtiquettes de" "

qui est lÕimage de' parh! . De m•me, siS est un ensemble dÕarbres deA ! , h(S) est lÕensemble
dÕarbres deA ! ! image deS par lÕhomomorphisme dÕŽtiquettesh.

On dit quÕune classe dÕautomates est close par homomorphisme dÕŽtiquette si pour tout
automateA de cette classe et pour tout homomorphisme dÕŽtiquettes, ilexiste un automate de
la m•me classe dont le langage esth(L (A)) .

Soit h lÕhomomorphisme dÕŽtiquettes dŽÞni par lÕapplicationh! : " " " " et soitA un
automate ˆ contraintes numŽriques. Nous allons dŽÞnir lÕautomateA" = (" ", Q", # ", F ") tel que
L (A") = h(L (A)) .

Tout dÕabord, lÕensemble dÕŽtats deA" est le m•me que lÕensemble dÕŽtats deA, cad

Q" = Q

Pour la relation de transition# ", elle est dŽÞnie par :

# " = { (q, h! (' ), D ) | (q, ', D ) # # } .

Finalement, la condition dÕacceptationF " est Žgale F̂ .

Par sa dŽÞnition m•me,A" est un automate ˆ contraintes numŽriques. Montrons que la
construction deA" est correcte.

Lemme 2.19 L (A") = h(L (A)) .

Preuve Nous allons montrer que pour tout Žtat dansQ, L A ! (q) = h(L A (q)) et pour tout en-
semble de multiensemblesD dansNQ, L A ! (D ) = h(L A (D )) . La preuve se fait par rŽcurrence
sur la taille des arbres. Nous dŽÞnissons la hauteur dÕun ŽlŽment dÕarbre par :hauteur(e) =
hauteur({| e|} ). Pour tout entier natureln, soitA n lÕensemble des arbres de hauteur au plusn et
soit EAn lÕensemble des ŽlŽments dÕarbres de hauteur au plusn. Nous montrons que pour tout
entier natureln, pour tout Žtatq dansQS et pour tout ensemble de multiensemblesD $ NQS

(i) h(L A (q)) 2 EAn = L A ! (q) 2 EAn et

(ii) h(L A (D )) 2 A n = L A ! (q) 2 A n.

La preuve est une rŽcurrence simple surn, utilisant uniquement les dŽÞnitions deL A (q) et
L A (D ).

!

Nous en dŽduisons immŽdiatement la cl™ture des automates ˆ contraintes numŽriques par les
homomorphismes dÕŽtiquettes.

Lemme 2.20 Les automates ˆ contraintes numŽriques sont clos par homomorphisme dÕŽti-
quettes.

2.3.4 Test du vide

Le test du vide dÕun automate est dŽcider si le langage de cet automate est Žgal ˆ lÕensemble
vide. Les deux questions qui se posent sont, dÕabord, savoirsi le test du vide est dŽcidable et
ensuite, si cÕest le cas, conna”tre la complexitŽ pour effectuer ce test.
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Remarquons que le test du vide pour les ACN nÕest pas dŽcidable dans le cas gŽnŽral, ceci ˆ
cause de la grande gŽnŽricitŽ de la dŽÞnition de ces automates, en particulier, dans une transition
(q, ', D ) dÕun automate ˆ contraintes numŽriques,

(i) lÕensemble' est quelconque, et ˆ priori le vide nÕest pas dŽcidable pour (la classe de) cet
ensemble ;

(ii) lÕensembleD est quelconque, et ˆ priori le vide nÕest pas dŽcidable pour (la classe de) cet
ensemble.

Cette deuxi•me condition sÕapplique Žgalement ˆ lÕensemble dÕacceptation dÕun automate (F ).
Nous illustrons ci-dessous deux exemples simples qui montrent que ces deux propriŽtŽs font
obstacle ˆ la dŽcidabilitŽ du vide dÕun automate.

Ð ConsidŽrons lÕautomateA = (" , { q} , # , F ) ˆ un seul Žtat, avec# contenant lÕunique
r•gle (q, ', { 0Q} ) et F = { 1q} . Intuitivement, cet automate reconna”t les arbres ˆ une
seule ar•te ŽtiquetŽe par une Žtiquette dans' . Le langage de cet automate est vide si et
seulement si' est lÕensemble vide.

Ð ConsidŽrons lÕautomateA = (" , { q} , # , F ) ˆ un seul Žtat, avec# contenant lÕunique
r•gle (q," , { 0Q} ) etF est un sous ensemble deN dŽÞni comme le langage dÕune machine
de Turing. LÕautomateA reconna”t les arbres plats (de hauteur un) ayantk ar•tes, pourk
appartenant F̂ . Le langage de cet automate est vide si et seulement si lÕensembleF est
vide.

Ces deux exemples peuvent para”tre anecdotiques. Cependant, le deuxi•me cas est rencontrŽ
dans cette th•se, lorsquÕon sÕintŽresse ˆ un automate ˆ contraintes numŽriques dont le langage
est un ensemble dŽÞni par une formule de la logique spatiale (logique dŽÞnie dans le chapitre
suivant) . En effet, dans le chapitre 5 quÕil existe une formule logique de la logique spatiale pour
laquelle on peut dŽÞnir un automate ˆ contraintes numŽriques reconnaissant exactement lÕen-
semble dÕarbres satisfaisant cette formule, et tel que la condition dÕacceptation de cet automate
est un ensemble rŽcursivement ŽnumŽrable quelconque.

Dans ce qui suit, nous donnons une condition sufÞsante pour que le vide dÕun automate ˆ
contraintes numŽriques soit dŽcidable. A part exclure les deux cas de Þgure (i) et (ii) ci-dessus,
cette condition comprend une restriction supplŽmentaire.

SoitA = (" , Q, # , F ) un automate ˆ contraintes numŽriques. Pour tout Žtatqde lÕautomate,
nous disons queq estaccessible dans lÕautomateA si lÕensembleL A (q) nÕest pas vide. De la
m•me fa•on, pour tout ensemble de multiensemblesD $ NQ, nous disons queD estaccessible
dans lÕautomateA si lÕensembleL A (D ) nÕest pas vide. DÕapr•s ces dŽÞnitions, le langage de
lÕautomateA est non vide si et seulement si la condition dÕacceptationF est accessible dansA.

Rappelons que, par dŽÞnition, pour tout ensemble de multiensembleD , le langage associŽ
ˆ D estL A (D ) =

)
d# D d(q1) á LA (q1) | á á á |d(qk) á LA (qk). Rappelons Žgalement que pour

tout entier natureln et pour tout ensemble dÕŽlŽments dÕarbresE, lÕensemble dÕarbresn áE est
vide seulement sin > 0 et E = ! . Alors lÕensembleD est accessible dansA si et seulement
sÕil existe un multiensembled dansD tel que pour toutq dansQ, lÕensembled(q) á LA (q) est
non vide, et donc, si et seulement si

() ) il existe d dansD tel que pour toutq dansQ, d(q) > 0 implique queL A (q) est non vide
(cad lÕŽtatq est accessible dansA).



2.3 PropriŽtŽs des automates ˆ contraintes numŽriques 39

ConsidŽrons maintenant la fonction boolŽenne

accessible(A = (" , Q, # , F ), D, Q ")

qui pour lÕautomateA = (" , Q, # , F ), lÕensemble de mulitiensemblesD $ NQ et lÕensemble
dÕŽtatsQ" $ Q retourne vrai si et seulement si il existed dansD tel que pour toutq dansQ,
si d(q) > 0, alorsq appartient ˆQ". Notons que la dŽcidabilitŽ du test du vide dŽpendra de la
possibilitŽ de donner un algorithme pour cette fonction. DÕapr•s ce qui a ŽtŽ dit juste avant, siQ"

est un ensemble dÕŽtats accessibles dansA et queaccessible(A = (" , Q, # , F ), D, Q ") retourne
vrai, alors nous pouvons conclure queD est accessible dansA. Alors, si nous connaissons
lÕensembleQ" $ Q des Žtats accessibles dansA, accessible(A = (" , Q, # , F ), F, Q") retourne
vrai si et seulement si le langage de lÕautomateA est non vide.

IntŽressons nous maintenant au calcul de lÕensemble des Žtats accessibles dÕun automate.
Rappelons que, par dŽÞnition, le langage associŽ ˆ lÕŽtatq estL A (q) =

)
(q,",D )# " ' [L A (D )].

Donc, lÕŽtatq est accessible si et seulement si ils existent un ensemble dÕŽtiquettes' non
vide et un ensemble de multiensemblesD tels que(q, ', D ) est une transition de lÕautomate
et lÕensembleD est accessible dansA. ConsidŽrons maintenant la fonction«etats_acc_aux(A =
(" , Q, # , F ), Q") suivante :

«etats_acc_aux(A = (" , Q, # , F ), Q") =
Q"" : variable acceptant des sous-ensembles deQ" ;
Q"" = Q" ;
pour tout(q, ', D ) dans# faire

si ' '= ! et accessible(A, D, Q ")
alors ajouterq ˆ Q"" ;
Þn si ;

Þn faire ;
retournerQ"" ;

DÕapr•s ce qui a ŽtŽ dit prŽcŽdemment, il est facile de voir que pour tout automateA =
(" , Q, # , F ) et tout ensemble dÕŽtatsQ" $ Q, lÕensembleQ"" retournŽ par«etats_acc_aux(A =
(" , Q, # , F ), Q") est exactement lÕensemble des Žtats de lÕautomate qui sont accessibles sa-
chant que les Žtats dansQ" sont accessibles. Alors, en itŽrant cette fonction commen•ant parQ"

Žtant lÕensemble vide et jusque saturation, nous allons obtenir lÕensemble des Žtats accessibles
de lÕautomateA. Ceci se fait par la fonction«etats_acc(A = (" , Q, # , F )) suivante :

«etats_acc(A = (" , Q, # , F )) =
Q", Qa : variables acceptant des sous-ensembles deQ ;
Qa = ! ;
faire

Q" = «etats_acc_aux(Qa) ;
tant queQ" '= Qa ;
retournerQa ;

Remarquons que commencer parQa Žgal ˆ lÕensemble vide nÕest pas g•nant, puisque
«etats_acc_aux(A = (" , Q, # , F ), ! ) nÕest pas forcŽment un ensemble vide ; plus prŽcisŽment,
«etats_acc_aux(A = (" , Q, # , F ), ! ) est lÕensemble des Žtatsq tels quÕil existe une transition
(q, ', D ) dans# avec' Žtant non vide etD contenant le multiensemble0Q.
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Nous pouvons maintenant dŽÞnir la fonction boolŽennevide(A) qui retournevraisi et seule-
ment si le langage de lÕautomateA est vide

vide(A = (" , Q, # , F )) =
retourner nonaccessible(A, F, «etats_acc(A)) ;

Notons maintenant que la dŽÞnition (effective) de ces quatre fonctions est possible ˆ deux
conditions, qui sont ŽnoncŽes dans le lemme suivant et dŽÞnissent des conditions sufÞsantes
pour que le vide dÕun automate ˆ contraintes numŽriques quelconque puisse •tre calculŽ.

Lemme 2.21 SoitA = (" , Q, # , F ) un automate ˆ contraintes numŽriques. SoitD lÕensemble
des contraintes numŽriques apparaissant dans la dŽÞnitionde lÕautomate, cad

D = { F } 1 { D $ NQ | il existe' $ " , q # Q tels que(q, ', D ) # # } .

Si pour tout ensemble dÕŽtiquettes' apparaissant dans une transition de lÕautomate, on peut
dŽcider si' est vide et si pour tout sous-ensemble dÕŽtats de lÕautomateQ" $ Q et pour tout
ensemble de multiensemblesD dansD on peut dŽcider la propriŽtŽ suivante

() ) il existed # D tel que pour tout Žtatq" # Q, d(q") > 0 impliqueq" # Q"

alors on peut dŽcider siL (A) est vide.

Remarques

Nous pouvons donner uniquement une estimation du cožt de la procŽdure de test du vide
dÕun automateA = (" , Q, # , F ), qui est paramŽtrŽe par le cožt pour tester la propriŽtŽ () ). La
complexitŽ du test du vide, tel quÕil a ŽtŽ dŽÞni, est enO(|Q| / | # | / f (A)) , |# | dŽsigne le
nombre de transitions de lÕautomate etf (A) est la complexitŽ (au pire) pour tester la propriŽtŽ
() ) pourQ" $ Q etD apparaissant dans une transition de lÕautomateA.

2.3.5 Test dÕappartenance

Rappelons que le test dÕappartenance est, Žtant donnŽ un automateA et un arbret, dŽcider
si t est reconnu parA. Nous avons donnŽ prŽcŽdemment une mŽthode possible pour effectuer
le test dÕappartenance, ˆ savoir construire une exŽcution ascendante de lÕautomateA sur lÕarbre
t ; ceci est toujours possible lorsque lÕautomateA est ˆ exŽcution calculable (par dŽÞnition).
Un automate a exŽcution calculable est un automateA = (" , Q, # , F ) satisfaisant ces trois
conditions :

Ð lÕensemble des triplets(q, ', D ) appartenant #̂ est Þni et on peut effectivement ŽnumŽ-
rer ces triplets,

Ð pour toute Žtiquettea et tout ensemble dÕŽtiquettes' tel que(q, ', D ) est une transition
de lÕautomate, on peut dŽcider sia appartient '̂ et

Ð pour tout multiensembled dansNQ et pour tout ensemble de multiensemblesD $ NQ

dans
{ F } 1 { D | (q, ', D ) dans# }

on peut dŽcider sid appartient ˆD .
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Nous avons Žgalement prŽsentŽ bri•vement comment on calcule de mani•re ascendante une exŽ-
cution acceptable pour lÕautomateA sur lÕarbret, lorsqueA est ˆ exŽcution calculable. Ici nous
donnons juste une estimation du cožt du calcul dÕune exŽcution pour un automate dŽterministe et
complet. Soit lÕautomate ˆ contraintes numŽriques dŽterministe et completA = (" , Q, # , F ),
et supposons que nous avons une reprŽsentation ˆ exŽcution calculable deA. ƒtant donnŽ un
arbret, voici une fonction permettant de calculer une exŽcution deA surt :

calculer_execution(A = (" , Q, # , F ), t) =
1. r : exŽcution en train dÕ•tre calculŽe, initialisŽe parr (e) = indeÞni

pour toute ar•tee det ;
2. pour toute ar•tee de lÕarbre, dans un ordre ascendant, faire
3. soit{ e1, . . . , ek } lÕensemble des ar•tes successeurs dee;
4. soitd le multiensemble{ r (e1), . . . , r (ek)}
5. pour tout(q, ', D ) appartenant #̂ faire
6. sietq(e) # ' etd # D alors
7. r (e) := q;
8. Þn si ;
9. Þn pour ;
10. Þn pour ;

Pour une reprŽsentation adŽquate de lÕarbret, les lignes 3. et 4. de cette fonction peuvent sÕexŽ-
cuter en temps constant. Pour tout multiensembled dansNQ, notons par|d| le nombre dÕŽlŽ-
ments ded (chaque ŽlŽment Žtant comptŽ autant de fois que sa multiplicitŽ). Il est facile de voir
que le multiensembled construit ˆ la ligne 5. de cet algorithme est tel que|d| % |t|.

La complexitŽ du calcul dÕune exŽcution est enO(|t| / | # | / f (A, t )) , o• |# | dŽsigne
le nombre de transitions de lÕautomateA et f (A, t ) est la fonction qui majore la complexitŽ
du testd # D pour tout multiensembled dansNQ tel que|d| % |t| et pour tout ensemble
de multiensemblesD apparaissant dans une transition lÕautomateA ou en tant que condition
dÕacceptation de celui-ci.

2.4 PropriŽtŽs des automates ˆ contraintes numŽriques sansŽtoile
et semilinŽaires

Nous reprenons ici les rŽsultats sur les ACN en gŽnŽral prŽsentŽs dans la section prŽcŽdente
et essayons de voir comment ils sÕappliquent aux ACN sans Žtoile et aux ACN semilinŽaires.
Dans cette Žtude, nous prendrons Žgalement en considŽration si les automates considŽrŽs sont
effectifs ou non. Dans les cas o• il sÕagit de dŽÞnir un automate rŽsultat (par exemple pour la
dŽterminisation, pour la cl™ture par les opŽrations boolŽennes) nous essayerons que cet automate
rŽsultat soit effectif si les automates donnŽs au dŽpart le sont.

2.4.1 DŽterminisation

Nous montrons que les ACN sans Žtoile et semilinŽaires sont effectivement dŽterminisables :
cad siA est un ACN sans Žtoile (respectivement semilinŽaire), alors lÕautomate dŽterministeAdet
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Žquivalent Â dŽÞni dans la section 2.3.1 est sans Žtoile (respectivementsemilinŽaire). De plus,
si lÕautomateA est effectif, on peut donner une reprŽsentation effective deAdet.

Nous commen•ons par le cas des ACN sans Žtoile.

ACN sans Žtoile

Soit A un ACN sans Žtoile, nous devons montrer que lÕautomateAdet comme dŽÞni prŽ-
cŽdemment est un ACN sans Žtoile. DÕapr•s la construction deAdet (voir la section 2.3.1)
et en utilisant le fait que les ensembles de multiensembles sans Žtoile sons clos par union et
complŽmentaire, il sufÞt de montrer que pour tout ensembleD $ NQ sans Žtoile, lÕensemble
HD $ NQdet est un ensemble sans Žtoile. Rappelons que, par dŽÞnition, lÕensembleH est sans
Žtoile si cÕest une union Þnie dÕensembles linŽaires dont les pŽriodes sont des multiensembles
unitaires (cad de la forme1q). Comme les ensembles sans Žtoile sont clos par union, il sufÞt de
montrer que siD est un ensemble linŽaire de pŽriodes unitaires, alorsHD est un ensemble sans
Žtoile. Nous commen•ons par un rŽsultat intermŽdiaire.

Lemme 2.22 Pour tous multiensemblesd1, d2 dansNQ, on a

Hd1+ d2 = Hd1 + Hd2 .

Preuve Supposons dÕabord queh # Hd1+ d2 . Donc, par dŽÞnition,

) w # Qdet. ) q # w. . nw,q # N tels que :

0 ) q # Q.
2#

w# Qdet | q# w nw,q

3
= ( d1 + d2)(q) et

0 ) w # Qdet.
2#

q# w nw,q

3
= h(w)

et h(! ) = 0 . Soient maintenant, pour toutw dansQdet et pour toutq dansw, les nombresn(1)
w,q

et n(2)
w,q tels quen(1)

w,q + n(2)
w,q = nw,q et tels que pouri dans1, 2 et pour toutq dansQ, on a

#
w# Qdet | q# w n(i )

w,q = di (q). Notons que les nombresn(i )
w,q existent toujours. Soit maintenant

h1, h2 # NQdet les multiensembles tels que pour toutw dansQdet, hi (w) =
#

q# w n(i )
w,q, ceci

pouri Žtant1 ou2. Alors il est facile de voir que, dÕune part,h1 appartient Ĥd1 eth2 appartient
ˆ Hd2 et, dÕautre part,h = h1 + h2. Donc,h appartient ˆHd1 + Hd2 .

Supposons maintenant queh # Hd1 + Hd2 , cad il existeh1 # Hd1 et h2 # Hd2 tels que
h = h1 + h2. Alors, par dŽÞnition, pouri Žtant1 ou 2, on a :

) w # Qdet. ) q # w. . n(i )
w,q # N tels que :

0 ) q # Q.
2#

w# Qdet | q# w n(i )
w,q

3
= di (q) et

0 ) w # Qdet.
2#

q# w n(i )
w,q

3
= hi (w)

et hi (! ) = 0 . ConsidŽrons maintenant, pour toutw dansQdet et pour toutq dansw, le nombre
nw,q = n(1)

w,q + n(2)
w,q. Alors, pour toutqdansQ,

#
w# Qdet | q# w nw,q = d1(q)+ d2(q) et pour tout

u dansQdet,
#

q# w nw,q = h1(w)+ h2(w). Alors, en utilisant qued1(q)+ d2(q) = ( d1+ d2)(q)
et queh1(w)+ h2(w) = h(w), et par dŽÞnition deHd1+ d2 , il est facile de voir queh appartient
ˆ Hd1+ d2 .
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!

Par associativitŽ et commutativitŽ de la somme de multiensemble et dÕensembles de mul-
tiensembles, lÕŽgalitŽ Žtablie dans le prŽcŽdent lemme peut naturellement •tre Žtendue pour les
sommes dÕun nombre Þni dÕŽlŽments.

Lemme 2.23 Pour tout Žtatq dansQ,

H1q =
(

w# Qdet|q# w

{ 1w} .

Preuve ConsŽquence facile de la dŽÞnition : soitq ÞxŽ. On peut voir que pour toutq" diffŽrent
deq, tous les nombresnw,q! sont nuls et quenw,q est Žgal ˆ un pour un uniquew tel queq # w ;
soit doncw tel quenw,q = 1 . Alors, h(w) = 1 , eth(w") = 0 pour toutw" diffŽrent dew.

!

Lemme 2.24 SoitD lÕensemble linŽaireLin(b, 1q1 , . . . , 1qk ), o• q1, . . . , qk sont des Žtats dans
Q. SoitB lÕensemble

(

h# H b

Lin(h, h(1)
1 , . . . , h(m1 )

1 , . . . , h(1)
k , . . . , h(mk )

k )

o• pour tout i dans1..k, { h(1)
i , . . . , h(mi )

i } est lÕensembleH1qi
. AlorsHD = B .

Preuve Par dŽÞnition,h" appartient ˆB si et seulement si il existeh dansHb et pour touti
dans1..k ils existent les entiers naturels$(1)

i , . . . , $(mi )
i tels que

h" = h + $(1)
1 h(1)

1 + á á á+ $(m1)
1 h(m1)

1 + á á á+ $(1)
k h(1)

k + á á á+ $(mk )
k h(mk )

k .

CÕest le cas si et seulement sih appartient ˆ lÕensemble

Hb + $1H1q1
+ á á á+ $kH1qk

,

o• pour tout i dans1..k, $i =
#

j # 1..m i
$(j )

i . Or, par le lemme 2.22, ce dernier ensemble est
Žgal ˆHd , o• d est le multiensembleb + $11q1 + á á á+ $k1qk , cadh" appartient ˆHd pour un
certaind dansLin(b, 1q1 , . . . , 1qk ).

!

Maintenant, dÕapr•s le lemme 2.23, les multiensemblesh(1)
1 , . . . , h(m1 )

1 , . . . , h(1)
k , . . . , h(mk )

k
ci-dessus sont des multiensembles unitaires, et doncHD est un ensemble sans Žtoile. Remar-
quons Žgalement que si lÕensemble sans ŽtoileD est effectif, nous avons une reprŽsentation
effective deHD .

Proposition 2.25 Pour tout ACN sans Žtoile effectifA, il existe un ACN sans Žtoile effectif
dŽterministe et completAdet tel queL (A) = L (Adet).

Pour Þnir, notons que les remarques sur la taille de lÕautomate dŽterministe faites dans le cas
gŽnŽral sont valables Žgalement ici. Le nombre dÕŽtats de lÕautomate dŽterministe est exponen-
tiel dans le nombre dÕŽtats de lÕautomate dÕorigine. Le nombre de transitions pour chaque Žtat
peut Žgalement •tre enO(2|Q|), o• Q est lÕensemble dÕŽtats de lÕautomate dÕorigine.
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ACN semilinŽaires

Le fait que les ACN semilinŽaires sont dŽterminisables est connu, ˆ travers leur Žquivalence
avec les automates de Presburger [Seidl et al., 2003]. En effet, la notion dÕautomate dŽterministe
pour les automates de Presburger correspond ˆ la notion dÕautomate dŽterministe et complet
pour les ACN semilinŽaires. Nous avons donc le rŽsultat suivant de dŽterminisation des ACN
semilinŽaires.

Lemme 2.26 Pour tout ACN semilinŽaireA, un ACN dŽterministeA" peut •tre construit tel que
L (A) = L (A").

Preuve DÕapr•s la proposition 2.4, soitA"" = (" , Q, # , p) un automate de Presburger dŽtermi-
niste tel queL (A"") = L (A). Par dŽÞnition, nous savons que# est une fonction deQ / " dans
PresbForm({ zq | q # Q} ), lÕensemble des formules de lÕarithmŽtique de Presburger construites
sur lÕensemble de variables{ zq | q # Q} . ConsidŽrons lÕACN semilinŽaireA" = (" , Q, # ", F )
o• la relation de transition# " est

# " = { (q,{ a} , solutions(p)) | q, a tels que#( q, a) = p"} ,

o• pour toute formule de lÕarithmŽtique de Presburgerp" dansPresbForm({ zq | q # Q} ),
solitions(p") est lÕensemble de multiensembles deNQ dŽÞni par

solutions(p") = { (q1 " %(zq1 ), . . . , qk " %(zqk ) | %|= p")} ,

o• nous avons supposŽQ = { q1, . . . , qk} . La condition dÕacceptationF estsolutions(p). Nous
savons que lÕensemble de multiensembles semilinŽairesolutions(p") peut •tre construit pour
toute formule de lÕarithmŽtique de Presburgerp".

!

Ce lemme nous donne le rŽsultat thŽorique montrant que la classe des ACN semilinŽaires
est dŽterminisable. Il serait cependant intŽressant de savoir si et comment un ACN semilinŽaire
dŽterministe effectif peut •tre construit directement ˆ partir dÕun ACN semilinŽaire effectif.
Montrons que lÕautomateAdet tel quÕil a ŽtŽ dŽÞni dans la section 2.3.1 peut •tre effectivement
construit. Comme pour le cas des ACN sans Žtoile, il sufÞraitde pouvoir calculer (et reprŽsenter
effectivement) lÕensembleHD pourD Žtant un ensemble semilinŽaire, et donc, lÕensembleHD

pourD Žtant un ensemble linŽaire. La construction et la preuve sont similaires au cas sans Žtoile :
pour lÕensemble linŽaireD = Lin(b, p1, . . . , pk), lÕensembleHD est lÕensemble semilinŽaire

h" = h + $(1)
1 h(1)

1 + á á á+ $(m1)
1 h(m1)

1 + á á á+ $(1)
k h(1)

k + á á á+ $(mk )
k h(mk )

k .

o• pour touti dans1..k, { h(1)
i , . . . , h(mi )

i } est lÕensembleHpi .

En ce qui concerne la taille de lÕautomateAdet, le nombre dÕŽtats deAdet est exponentiel
dans le nombre dÕŽtats de lÕautomateA. Le nombre de transitions pour chaque Žtat peut aussi
•tre exponentiel dans le nombre dÕŽtats de lÕautomate dÕorigine.

Nous terminons cette section en remarquant que lÕautomate dŽterministe dŽÞni de cette fa-
•on a une taille beaucoup trop grande pour •tre exploitable.
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2.4.2 Cl™ture par les opŽrations boolŽennes

Nous savons par [Seidl et al., 2003] que les ACN semilinŽaires sont clos par union et inter-
section. DÕapr•s les constructions ci-dessus, il est facile de voir que les ACN sans Žtoile sont
effectivement clos par union et complŽmentaire. La cl™turepar complŽmentaire vient du fait que
les ensembles sans Žtoile sont clos par complŽmentaire, et la cl™ture par union suit du fait facile-
ment vŽriÞable que siD est une ensemble sans Žtoile, alors lÕensemble{ aug(d), Q, Q" | d # D}
est Žgalement sans Žtoile (voir la section 2.3.2 pour la dŽÞnition de cet ensemble).

Proposition 2.27 Ð [Seidl et al., 2003] Les automates ˆ contraintes numŽriques semilinŽ-
aires sont clos effectivement par les opŽrations boolŽennes.

Ð Les automates ˆ contraintes numŽriques sans Žtoile sont effectivement clos par les opŽ-
rations boolŽennes.

2.4.3 Cl™ture par homomorphisme

Dans la section 2.3.3 nous avons montrŽ que les automates ˆ contraintes numŽriques sont
clos par homomorphisme dÕŽtiquettes. Ce nÕest pas le cas desautomates ˆ contraintes numŽ-
riques sans Žtoile ou semilinŽaires. Nous donnons en exemple dÕACN sans ŽtoileA et un ho-
momorphismeh tel que lÕimage du langage deA parh nÕest pas dŽÞnissable par un ACN sans
Žtoile. Ensuite nous montrons que les ACN sans Žtoile et semilinŽaires sont clos par les homo-
morphismes dÕŽtiquettes surjectifs.

Soit " lÕensemble dÕŽtiquettes{ ai | i # N} et " " lÕensemble{ bi | i # N} , et considŽrons
lÕapplicationh! de" dans" " dŽÞnie par :

pour toutk dansN, h! (a2k ) = b0 et h! (a2k+1 ) = b2k+1 .

Soit lÕautomate (sans Žtoile)A = (" , Q, # , F ) avecQ = { q} , # = { (q," " { a2, a3, a4} , { 0Q} )}
et F = 1 q. Intuitivement, cet automate reconna”t les arbres composŽs dÕune unique ar•te dont
lÕŽtiquette est diffŽrente dea2, a3, a4. Il nÕest pas difÞcile de voir queh(L (A)) est lÕensemble
dÕarbres composŽs dÕune unique ar•te dont lÕŽtiquette est une parmib0, b1, b5, b7, . . . , b2k+1 , . . ..
Cet ensemble ne peut pas •tre reconnu par un ACN sans Žtoile. En effet, rappelons que dans un
automate sans Žtoile, tout ensemble dÕŽtiquettes apparaissant dans une transition de lÕautomate
doit •tre Þni ou coÞni, ce qui nÕest pas le cas de lÕensemble{ b0, b1, b5, b7, . . . , b2k+1 , . . .} .

Dans la suite nous prŽsentons plus en dŽtail la raison pour laquelle la mŽthode utilisŽe dans
la section 2.3.3 pour montrer que les ACN sont clos par homomorphisme dÕŽtiquettes ne marche
pas dans le cas particulier des ACN sans Žtoile. Ceci nous permettra Žgalement de montrer la
cl™ture de ces automates par les homomorphismes surjectifs.

Rappelons dÕabord comment nous avons Žtabli la cl™ture dansle cas des ACN en gŽnŽral
(section 2.3.3). Soith! : " " " " une application eth est lÕhomomorphisme dŽÞni parh! ,
soit A = (" , Q, # , F ) un automate ˆ contraintes numŽriques. Dans la section 2.3.3nous avons
montrŽ que lÕautomateA" = (" ", Q, # ", F ), avec# " = { (q, h! (' ), D ) | (q, ', D ) # # }
satisfaitL (A") = h(L (A)) .

Si lÕautomateA ci-dessus est sans Žtoile, ce nÕest pas forcŽment le cas de lÕautomateA",
ceci ˆ cause des ensembleh! (' ) apparaissant dans les transitions deA" qui ne sont pas forcŽ-
ment Þnis ou coÞnis, comme nous avons vu un peu plus haut. Par contre, remarquons que les
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contraintes numŽriques apparaissant dansA" sont les m•mes que dansA. Donc, si toutes les
contraintes numŽriques dansA sont des ensembles sans Žtoile (respectivement semilinŽaires),
cÕest Žgalement le cas de lÕautomateA". Ceci nous m•ne ˆ remarquer que si lÕapplicationh!

est telle que lÕimage parh! de tout ensemble Þni ou coÞni est un ensemble Þni ou coÞni, alors
lÕautomateA" est sans Žtoile (respectivement semilinŽaire) siA est sans Žtoile (respectivement
semilinŽaire). Cette condition est vŽriÞŽe par une application h! surjective.

Lemme 2.28 Si h! : " " " est une application surjective, alors pour tout' $ " Þni ou
coÞni,h! (' ) est Þni ou coÞni.

Preuve Soit ' un sous ensemble Þni de" . Par dŽÞnition m•me,h! (' ) est un sous ensemble
Þni de" ". Montrons queh! (' ) est un ensemble coÞni de" ". Par surjectivitŽ deh! , il est facile
de voir que

h! (' ) = " " " (h! (' ) " h! (' ))

LÕensembleh! (' ) " h! (' ) Žtant Þni, nous en dŽduisons queh! (' ) est un ensemble coÞni.
!

Maintenant, un homomorphisme dÕŽtiquettesh est surjectif si et seulement si lÕapplication
h! le dŽÞnissant est surjective. Nous en dŽduisons que

Lemme 2.29 Les ACN sans Žtoile et semilinŽaires sont clos par les homomorphismes dÕŽti-
quettes surjectifs.

2.4.4 Test du vide

Nous montrons que le test du vide est dŽcidable pour les ACN sans Žtoile et les ACN semi-
linŽaires. Il sufÞt de montrer que la condition donnŽe dans le lemme 2.21 est vŽriÞŽe pour ces
deux fragments. Ceci nÕest pas tr•s difÞcile ˆ voir ; considŽrons juste le cas des ACN semili-
nŽaires, le cas des ACN sans Žtoile Žtant un cas particulier.

Soit lÕACN semilinŽaireA = (" , Q, # , F ). ƒtant donnŽQ" $ Q sous ensemble des Žtats
deA et D ensemble de contraintes numŽriques dansNQ, nous devons dŽcider si

() ) D contient un ŽlŽmentd tel que les composantes non nulles ded correspondent ˆ des Žtats
dansQ".

Rappelons queD est un ensemble semilinŽaire, donc une union Þnie dÕensembles linŽaires.
Alors il sufÞt de pouvoir dŽcider la propriŽtŽ pour chacun des ensembles linŽaires composant
D . Soit doncL = Lin(b, p1, . . . , pk) un ensemble linŽaire. Nous devons pouvoir dŽcider siL
contient un ŽlŽmentd satisfaisant () ). Il est facile de voir que cÕest le cas seulement sib satisfait
cette propriŽtŽ, cad pour toutq dansQ, si b(q) est strictement positif, alorsq appartint ˆQ".

Lemme 2.30 Le vide est dŽcidable pour les automates ˆ contraintes numŽriques semilinŽaires
et les automates ˆ contraintes numŽriques sans Žtoile.

En ce qui concerne la complexitŽ du test du vide, rappelons que dans le cas des ACN en
gŽnŽral elle est enO(|Q| / | # | / f (A)) , o• |# | est le nombre de transitions de lÕautomate et
f (A) est la complexitŽ au pire des pour tester la propriŽtŽ () ) pourQ" & Q et D un ensemble
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apparaissant dans une transition de lÕautomate. Dans le casparticulier des ACN sans Žtoile,
() ) se rŽsume ˆ tester sÕil existe un ensemble linŽaireLin(b, p1, . . . , pk) composantD tel que
toute composante non nulle deb correspond ˆ un Žtat dansQ". Ceci se fait en|Q| / K (A), o•
K (A) est le plus grand nombre dÕensembles linŽaires composant unensemble semilinŽaireD
apparaissant dans une r•gle de lÕautomateA.

Des rŽsultats Žtablis dans la section 2.3.4 et de ce qui prŽc•de, nous dŽduisons

Lemme 2.31 Pour un ACN sans Žtoile ou semilinŽaire effectifA = (" , Q, # , F ), tester siL (A)
est vide peut se faire en un tempsO(|# | / | Q|2 / K (A)) .

2.4.5 Test dÕappartenance

Nous montrons que le test dÕappartenance est dŽcidable pourles ACN sans Žtoile et les
ACN semilinŽaires, cad pour tout ACN sans Žtoile ou semilinŽaire A et pour tout arbret, on
peut dŽcider sit appartient au langage deA.

Commen•ons par les ACN sans Žtoile, pour lesquels le test dÕappartenance est tr•s facile.
SoitA = (" , Q, # , F ) un ACN sans Žtoile. Rappelons quÕil sÕagit de tester si un multiensemble
d # NQ appartient ˆD , o• D est un ensemble de multiensembles apparaissant dans une tran-
sition de lÕautomateA, et doncD est un ensemble sans Žtoile. Par dŽÞnition,D est reprŽsentŽ
comme une union dÕensembles linŽaires de la formeLin(b, 1q1 , . . . , 1qk ), o• { q1, . . . , qk} $ Q.
Donc, il sufÞt de pouvoir tester sid appartient ˆ lÕun de ces ensembles linŽaires. Ceci est tr•s
simple :d appartient L̂in(b, 1q1 , . . . 1qk ) si et seulement si pour toutq dansQ, d(q) 3 b(q) et
pour toutq dansQ, si d(q) > b(q), alors il existej parmi1..k tel queqj = q.

En ce qui concerne la complexitŽ, le test sid appartient L̂in(b, 1q1 , . . . , 1qk ) se fait en|Q|2

(en remarquant quek % |Q|). Rappelons que (voir la section 2.3.5), dans le cas des automates
ˆ contraintes numŽriques en gŽnŽral, la complexitŽ dÕun calcul dÕexŽcution de lÕautomate est en
O(|t| / | # | / f (A, t )) , o• f (A, t ) est une fonction qui majore la complexitŽ du testd # D pour
tout multiensembled tel que|d| % |t| et pour tout ensembleD apparaissant dans une transition
de lÕautomateA. Nous en dŽduisons facilement que pour tout arbret, tester sit appartient L̂ (A)
peut se faire enO(|t| / | # | / | Q|2 / K (A)) , o• K (A) est le plus grand nombre dÕensembles
linŽaires dŽÞnissant un des ensembles de multiensemblesD apparaissant dans une transition
lÕautomateA.

Regardons maintenant le cas dÕun automateA = (" , Q, # , F ) ˆ contraintes semilinŽaires,
et plus prŽcisŽment comment en peut tester si un multiensemble d appartient ˆ lÕensemble semi-
linŽaireD apparaissant dans une transition de lÕautomateA. Encore une fois, il sufÞt de pouvoir
tester sid appartient ˆ lÕensemble linŽaireLin(b, p1, . . . , pk). Ceci peut •tre effectuŽ en temps
exponentiel.

Une autre fa•on ˆ envisager pour le test dÕappartenance est de construire, pour tout en-
semble de multiensemblesD apparaissant dans une transition de lÕautomate, un automate (de
mots) reconnaissant les reprŽsentations binaires des multiensemblesd apparaissantD̂ (voir par
exemple [Boudet and Comon, 1996], [Wolper and Boigelot, 2000]). Cet automate est construit
ˆ partir de la formule de Presburger dont les solutions sont lÕensembleD . La construction de
cette formule est linŽaire dansK , o• K est la somme de toutes les multiplicitŽs de toutes les
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bases et pŽriodes dŽÞnissant lÕensembleD . La taille de lÕautomate reconnaissantD est au pire
des cas triplement exponentielle dans la taille de la formule de Presburger [Klaedtke, 2004].



Chapitre 3

Logiques

Nous prŽsentons dÕabord la logique monadique du second ordre (MSO) et son extension,
la logique MSO de Presburger. Ensuite nous dŽÞnissons la logique spatiale LS dont lÕŽtude est
lÕobjet central de cette th•se. Nous prŽsentons diffŽrentsfragments et variantes de la logique
spatiale, obtenus par des restrictions syntaxiques de celle-ci.

3.1 Logique monadique du second ordre et extension

3.1.1 Logique monadique du second ordre (MSO)

Les logiques monadiques du second ordre (MSO) sont obtenuescomme la restriction des
logiques du second ordre aux prŽdicats du second ordre monadique ou bien comme lÕextension
des logiques du premier ordre (FO) par des variables ensemblistes.

Le grand succ•s des logiques MSO est dž ˆ une suite de rŽsultats reliant ces logiques ˆ des
automates sur diffŽrentes structures, ce qui traduit Žgalement certaines bonnes propriŽtŽs de ces
logiques.

Ð Un langage de mots Þnis est reconnaissable par un automate Þni si et seulement sÕil est
MSO dŽÞnissable [BŸchi, 1960], [Elgot, 1961].

Ð Un langage de termes sur une signature Þnie dont tous les symboles sont dÕaritŽ Þnie1

est reconnaissable par un automate dÕarbres Þni si et seulement sÕil est MSO dŽÞnissable
[Doner, 1970], [Thatcher and Wright, 1968].

Ð Un langage dÕarbres ordonnŽs dÕaritŽ non bornŽe est reconnaissable par un automate ˆ
haie si et seulement sÕil est MSO dŽÞnissable. Ce rŽsultat, appartenant au Ç folklore È est
explicitement annoncŽ dans [Neven and Schwentick, 2002].

Lorsque nous parlons de Ç logiques MSO È, nous entendons une famille de logiques qui
diff•rent uniquement par leurs prŽdicats de base, qui sont gŽnŽralement combinŽs entre eux par
des opŽrations boolŽennes et des quantiÞcations sur des variables du premier ou second ordre.
Par exemple, MSO sur les mots est construite sur les prŽdicats de basePa(u) vrai si la u•me

lettre du mot est una et u % u" vraie si la positionu prŽc•de la positionu". Pour les arbres

1Ces termes sont le plus souvent appelŽs arbres ; ˆ la diffŽrence des arbres que nous considŽrons, ce sont des
arbres ordonnŽs et dÕaritŽ bornŽe.
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ordonnŽs dÕaritŽ non bornŽe, une logique MSO utilisŽe tr•s souvent a pour prŽdicats de base
premier(u, u") vrai si le nÏud u" est le premier Þls du nÏudu et suivant(u, u") vrai si le nÏud
u et u" ont le m•me nÏud p•re etu" suit immŽdiatementu. Dans la suite, nous prŽsentons une
logique MSO adaptŽe aux arbres non ordonnŽs dÕaritŽ non bornŽe qui nous intŽressent dans ce
travail.

Syntaxe

Nous considŽronsU1 et U2 deux familles dŽnombrables de variables. Les ŽlŽments deU1

sont des variables du premier ordre, nous utilisons la lettre u avec Žventuellement un indice
pour dŽsigner ces variables. Les ŽlŽments deU2 sont des variables du second ordre, notŽesU.
Les formules de la logique MSO sont dŽÞnies par la syntaxe :

* ::= etqa(u) (poura # ") | u < u " | u # U | * - * | Â* | . u.* | . U.*

Une occurrence de variable dans une formule MSO est ditelibre si elle nÕappara”t sous
aucun opŽrateur de quantiÞcation existentielle. . Une formule est diteclosesi elle nÕadmet pas
de variables libres.

SŽmantique

Les formules de MSO sont interprŽtŽes sur des arbres vus comme des structures logiques.
Rappelons que& est la signature{ < } 1 { etqb | b # " } o• < est un prŽdicat binaire (en notation
inÞxŽe) et lesetqb sont des prŽdicat unaires, et que tout arbret peut •tre reprŽsentŽ comme une
&-structureSt Þnie. SoitS une&-structure Þnie de domaineE et+ une valuation des variables :
+ associe des ŽlŽments deE aux variables de premier ordre et des sous-ensembles deE aux
variables de second ordre. Pour la valuation+, la variableu dansU1 et lÕŽlŽmentedeE, on note
+[u !" e] la valuation qui associee ˆ la variableu et est identique +̂ pour toutes les variables
diffŽrentes deu. La valuation+[U !" E "], pourU # U2 etE " $ E est dŽÞnie de fa•on similaire.
On dit que la structureS satisfaitla formule* pour la valuation+, notŽS, + |= * , si :

Ð * estetqa(u) et etqa(+(u)) est vrai dansS ;
Ð * estu < u " et +(u) < + (u") est vrai dansS ;
Ð * estu # U et+(u) appartient +̂(U) ;
Ð * est* " - * "" et S, + |= * " ou S, + |= * "" ;
Ð * estÂ* " etS, + |= * " nÕest pas vŽriÞŽ ;
Ð * est. u.* " et S, +[u !" a] |= * " est vŽriÞŽ pour un certaina ŽlŽment deE ;
Ð * est. U.* " etS, +[U !" E "] |= * " est vŽriÞŽ pour un certainE " sous-ensemble deE.

Pour une formule* close, nous Žcrirons parfoisS |= * ˆ la place deS, + |= * . Pour une
formule de MSO close* , le langageassociŽ *̂ , notŽ! * ", est lÕensemble dÕarbrest tels que
St |= * . Pour un ensemble dÕarbresT, nous disons queT est MSO-dŽÞnissablesÕil existe une
formule close* de la logique MSO telle queT = ! * ".

Si * et * " sont des formules de MSO, alors les formules dŽrivŽes* 4 * ", ) u.* , ) U.* ,
* " * ", * 5 * " sont dŽÞnies en utilisant la nŽgation de la fa•on habituelle.Nous allons
librement utiliser ces formules dŽrivŽes.
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Exemple 3.1 Nous dŽÞnissons la formule MSO close* qui est satisfaite par les arbrest tels que
toute ar•te det ŽtiquetŽes para a au plus deux ar•tes successeurs et toute ar•te det ŽtiquetŽe
par b a au plus trois successeurs. DŽÞnissons dÕabord quelques formules auxiliaires :u = u"

permettant de tester lÕŽgalitŽ de deux ar•tes,succ(u, U) vŽriÞŽe siU est lÕensemble des ar•tes
successeurs deu et card2(U) et card3(U) vraies si le cardinal de lÕensembleU est infŽrieur ˆ
deux, respectivement ˆ trois.

u = u" ::= ) U.u # U 5 u" # U

succ(u, U) ::= ) u".u" # U 5 u < u "

card2(U) ::= ) u1, u2, u3.(u1 # U 4 u2 # U 4 u3 # U) " (u1 = u2 - u2 = u3 - u3 = u1)

card3(U) ::= ) u1, u2, u3, u4.(u1 # U 4 u2 # U 4 u3 # U 4 u4 # U) "

(u1 = u2 - u2 = u3 - u3 = u4 - u1 = u3 - u1 = u4 - u2 = u3)

Alors * est la formule

) U, ) u.succ(u, U) " ((etqa(u) " card2(U)) 4 (etqb(u) " card3(U)))

3.1.2 Logique MSO de Presburger (PMSO)

La logique PMSO [Seidl et al., 2003] est introduite comme extension de MSO dans le cadre
des langages de documents semi-structurŽs. Dans sa dŽÞnition initiale, la logique est interprŽtŽe
sur des arbres ŽtiquetŽs sur les nÏuds par des Žtiquettes dÕun ensemble Þni de symboles. Nous
lÕadaptons ici pour des arbres ŽtiquetŽs sur les ar•tes par un ensemble de symboles dŽnombrable.
PMSO permet de dŽÞnir des conditions arithmŽtiques sur les cardinaux de sous-ensembles de
successeurs dÕun nÏud de lÕarbre. Ces conditions arithmŽtiques sont dŽÞnies au moyen de for-
mules de lÕarithmŽtique de Presburger.

Syntaxe

La logique PMSO est dŽÞnie comme extension de MSO avec la formule de baseu/p , o•
p est une formule de lÕarithmŽtique de Presburger construitesur lÕensemble de variables numŽ-
riques{ zU | U # U2} 1 Z (on suppose quÕaucun deszU nÕappartient Ẑ ). Les formules de
PMSO sont donc dŽÞnies par :

* ::= etqa(u) (poura # ") | u < u " | u/p | u # U | * - * | . u.* | . U.*

SŽmantique

Pour la&-structureS et la valuation des variables de premier et second ordre+, S, + |= u/p
est vŽriÞŽ si%|= p, o• %est la valuation des variables dansZ qui ˆ la variablezU deZ associe
le nombre dÕŽlŽments de+(U) qui sont aussi des ar•tes successeurs de+(u). Formellement,
pour toutzU dansZ , %(zU ) = Card(+(U) 2 E "), o• E " est lÕensemble des ar•tes successeurs
de+(u). LÕinterprŽtation des autres types de formules est inchangŽe par rapport ˆ MSO.
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De la m•me fa•on que pour la logique MSO, si* est une formule close, alors nous pourrons
ŽcrireS |= * ˆ la place deS, + |= * . Pour une formule close* , ! * " dŽsigne lÕensemble dÕarbres
t tels queSt |= * . Pour un ensemble dÕarbresT, nous disons queT est PMSO-dŽÞnissablesÕil
existe une formule close* de la logique PMSO telle queT = ! * ".

Exemple 3.2 Nous construisons la formule PMSO close* reconnaissant les arbrest tels que
chaque ar•te de lÕarbre a autant dÕar•tes successeurs ŽtiquetŽes para que dÕar•tes successeurs
ŽtiquetŽes parb. Pour toute Žtiquettea, la formule auxiliaire«etiquettea(U) est vraie siU est
lÕensemble des ar•tes de lÕarbre ŽtiquetŽes para.

«etiquettea(U) ::= ) u.u # U 5 etqa(u)

* ::= ) Ua, ) Ub.(«etiquettea(Ua) 4 «etiquetteb(Ub)) " ) u.u/z Ua = zUb

3.1.3 Logiques monadiques du second ordre et automates ˆ contraintes numŽ-
riques

Nous prŽsentons ici des Žquivalences qui existent entre leslogiques MSO et PMSO et les
automates ˆ contraintes numŽriques.

Dans [Boneva and Talbot, 2005] nous avons montrŽ que la logique MSO est Žquivalente aux
automates ˆ contraintes numŽriques sans Žtoile.2

ThŽor•me 3.1 Un ensemble dÕarbres est MSO-dŽÞnissable si et seulement sÕil est le langage
dÕun automate ˆ contraintes numŽriques sans Žtoile.

Preuve Pour montrer que tout langage dÕarbres reconnaissable par un ACN sans Žtoile est
MSO-dŽÞnissable, on dŽÞnit une formule MSO qui vŽriÞe lÕexistence dÕune exŽcution accep-
tante de lÕautomate. Inversement, pour montrer que tout ensemble dÕarbres MSO-dŽÞnissable est
reconnu par ACN sans Žtoile, lÕidŽe est de construire un automate pour chaque formule MSO
atomique, et dÕutiliser la cl™ture des ACN sans Žtoile par les opŽrations boolŽennes et la projec-
tion. Cette idŽe (classique dans les preuves dÕŽquivalencede MSO avec une classe dÕautomates)
ne marche pas directement pour les ACN sans Žtoile ˆ cause desensembles co-Þnis dÕŽtiquettes
qui peuvent appara”tre dans les transitions ; nous utilisons une extension des ACN comme re-
prŽsentation intermŽdiaire. Une preuve dŽtaillŽe est prŽsentŽe dans la section A.1 lÕannexe A.

!

Si on consid•re que lÕensemble dÕŽtiquettes" est Þni, alors la logique PMSO est Žquivalente
aux automates de Presburger ; ce rŽsultat est Žtabli dans [Seidl et al., 2003]. Nous montrons
que" est un ensemble dŽnombrable, alors la logique PMSO est Žquivalente aux automates ˆ
contraintes numŽriques semilinŽaires.

ThŽor•me 3.2 Un ensemble dÕarbres est PMSO-dŽÞnissable si et seulement sÕil est le langage
dÕun automate ˆ contraintes numŽriques semilinŽaires (voir aussi [Seidl et al., 2003], ThŽo-
r•me 5).

2Dans [Boneva and Talbot, 2005], ce rŽsultat est Žtabli pour une dŽÞnition diffŽrente des automates ˆ contraintes
numŽriques.
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Preuve La preuve est similaire ˆ celle du thŽor•me 3.1.
!

3.2 Logique spatiale (LS)

La logique spatiale que nous prŽsentons ici est une extension dÕun fragment de la logique
des ambients [Cardelli and Gordon, 2000a]. Il sÕagit du fragment dit spatial, qui est interprŽtŽ
sur des arbres et non sur des processus du calcul des ambientscomme cÕest le cas de la logique
dans [Cardelli and Gordon, 2000a]. Cette logique a ŽtŽ utilisŽe comme la base du langage de
requ•tes pour donnŽes semi-structurŽes TQL [Cardelli and Ghelli, 2001].

3.2.1 Syntaxe

SoitXe un ensemble dŽnombrable de variables dÕŽtiquettes notŽesx, y, . . ., Xa un ensemble
dŽnombrable de variables dÕarbres notŽesX, Y, . . . etXr un ensemble dŽnombrable de variables
de rŽcursion notŽes,, . . . . Les formules de LS sont dŽÞnies par la syntaxe :

" ::= 0 arbre vide
- [" ] imbrication ou embo”tement
" | " composition
6 vŽritŽ
Â" nŽgation
" - " disjonction
X variable dÕarbre
. X." quantiÞcation existentielle sur les arbres
. x." quantiÞcation existentielle sur les Žtiquettes
, variable de rŽcursion
µ,." plus petit point Þxe
- = - test dÕŽgalitŽ dÕŽtiquettes

- ::= a Žtiquette constante
x variable dÕŽtiquettes

o• a est une Žtiquette dans" . Pour garantir lÕexistence du plus petit point Þxe (formuleµ,." ),
nous imposons la restriction syntaxique que dans la formuleµ,." , toutes les occurrences libres3

de la variable, dans" apparaissent sous un nombre pair de nŽgations dans" .

Une occurrence de la variable dÕŽtiquettex (respectivement occurrence de la variable dÕarbre
X ) est ditelibre dans la formule" si elle nÕappara”t pas sous une quantiÞcation. x (respective-
ment. X ) dans la formule" . De la m•me fa•on, une occurrence de variable de rŽcursion, est
dite libre dans" si elle nÕappara”t sous un opŽrateur de point Þxeµ, . Une formule est diteclose
si elle nÕadmet pas dÕoccurrences libres de variables.

On note parvarrec(" ) lÕensemble des variables de rŽcursion apparaissant dans laformule
" .

3Voir dŽÞnition de variable libre ci-dessous.
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Tout au long de cette th•se et ˆ chaque fois quÕil sÕagit dÕuneformule " de la logique LS,
nous supposons que deux occurrences distinctes des opŽrateurs . etµ dans" lient des variables
diffŽrentes et quÕaucune variable nÕappara”t ˆ la fois libre et non libre dans une formule. Cette
propriŽtŽ peut toujours •tre assurŽe par un renommage des variables non libres.

3.2.2 SŽmantique

LÕinterprŽtation des formules de la logique spatiale est donnŽe en termes dÕensembles dÕar-
bres. Soit. une valuation des variables dÕŽtiquettes et des variables dÕarbres, et soit/ une va-
luation des variables de rŽcursion ; cÕest ˆ dire,. une application deXe 1 X a dans" 1 Arbres!
qui respecte les types des variables (cad associe des Žtiquettes aux variables dÕŽtiquettes et des
arbres aux variables dÕarbres) et/ est une application deXr dans! (Arbres! ). Pour deux valua-
tions. et / , on notedom(. ) etdom(/ ) leurs domaines respectifs.

LÕinterprŽtation de la formule" sous les valuations. et / , notŽe! " "#,$, est un ensemble
dÕarbres dŽÞni rŽcursivement sur la structure de" comme suit (nous utilisons ici la reprŽsenta-
tion des arbres comme des multiensembles imbriquŽs) :

!0"#,$ = {{||}}
! - [" ]"#,$ = { . (- )} [! " "#,$]
! " | " ""#,$ = ! " "#,$ | ! " ""#,$

!6 "#,$ = Arbres!
!Â" "#,$ = Arbres! " ! " "#,$

! " - " ""#,$ = ! " "#,$ 1 ! " ""#,$

!X "#,$ = { . (X )}
! . X." "#,$ =

)
X # Arbres!

! " "#[X '( t ],$

! . x." "#,$ =
)

a# ! ! " "#[x '( a],$

! , "#,$ = / (, )
! µ,." "#,$ =

;
{ S $ Arbres! | S 7 ! " "#,$[%'( S]}

! - = - ""#,$ =
>

Arbres! si . (- ) = . (- ")
! sinon

Pour lÕarbret, la formule de la logique spatiale" et les valuations., / , on dit quet satisfait "
pour les valuations. et / , Žcrit t, ., / |= " , si t appartient !̂ " "#,$. Lorsque" est une formule
close, nous Žcrirons parfois! " " et t |= " ˆ la place de! " "#,$ et t, ., / |= " respectivement.
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3.2.3 OpŽrateurs dŽrivŽs

Plusieurs opŽrateurs dŽrivŽs ont ŽtŽ introduits pour la logique des ambients et la logique
TQL. Nous donnons ici la dŽÞnition de certains de ces opŽrateurs.

8 = Â6 faux
" 4 " = Â(Â" - Â " ) conjonction
0 = Â0 arbre non vide
" 9" " = Â(Â" |Â" ") composition duale
" |* " " = Â(" |Â" ")
" " " " = Â" - " " implication
) X." = Â(. X. Â" ) quantiÞcation universelle sur les arbres
) x." = Â(. x.Â" ) quantiÞcation universelle sur les Žtiquettes
0,." = Âµ,. Â" +, " Â , , plus grand point Þxe
" : = µ,." | , - 0 Žtoile

o• " +, " Â , , est la formule obtenue en rempla•ant dans" toutes les occurrence libres de la
variable, par la formuleÂ, .

3.2.4 PropriŽtŽs de la satisÞabilitŽ

LÕinterprŽtation des formules logiques peut Žgalement sÕexprimer en termes de la relation
de satisfaction. Les propriŽtŽs ŽnoncŽes ci-dessous pourraient •tre prises comme dŽÞnition de
la satisfaction, mais lÕinterprŽtation sous forme dÕensembles que nous avons donnŽe est plus
adaptŽe pour les formules ˆ point Þxe.

Lemme 3.3 Pour tout arbret, toutes formules", " " et toutes valuations. et / , les Žquivalences
suivantes sont vŽriÞŽes :

t, ., / |= 0 ; t = {||}
t, ., / |= - [" ] ; . t " # Arbres! . t = . (- )[t "] 4 t", ., / |= "
t, ., / |= " | " " ; . t ", t "" # Arbres! . t = t" ( t "" 4 t, ., / |= " 4 t", ., / " |= " "

t, ., / |= 6
t, ., / |= Â" ; t, ., / '|= "
t, ., / |= " - " " ; t, ., / |= " - t, ., / |= " "

t, ., / |= X ; t = . (X )
t, ., / |= . X." ; . s # Arbres! . t, . [X " s], / |= "
t, ., / |= . x." ; . a # " . t, . [x " a], / |= "
t, ., / |= , ; t # / (, )
t, ., / |= µ,." ; t, ., / |= " +, " µ,." ,
t, ., / |= 0 ; t '= {||}
t, ., / |= " 9" " ; ) t ", t "". t = t" ( t "" * (t ", ., / |= " - t"", ., / |= " ")
t, ., / |= " |* " " ; ) t ", t "". (t = t" ( t "" 4 t", ., / |= " ) * t"", ., / |= " "

t, ., / '|= #,$ 8
t, ., / |= " 4 " " ; t, ., / |= " 4 t, ., / |= " "

t, ., / |= ) X." ; ) s # Arbres! . t, . [X " s], / |= "
t, ., / |= ) x." ; ) a # " . t, . [x " a], / |= "
t, ., / |= " : ; . n # N.t # n á! " "
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Preuve Presque toutes ces propriŽtŽs ont ŽtŽ montrŽes dans [Cardelli and Ghelli, 2004], sauf
celles concernant les opŽrateurs dŽrivŽs0 et " |* " ". Pour0, la propriŽtŽ suit directement de
la dŽÞnition de cet opŽrateur, et pour" |* " " se dŽduit de la dŽÞnition de lÕopŽrateur et des
propriŽtŽs pour" | " " et Â" .

!

Dans la suite nous utilisons le lemme 3.3 sans y faire rŽfŽrence.

3.2.5 Fragments et variantes de la logique

Dans cette th•se nous allons Žtudier diffŽrents fragment etvariantes de la logique spatiale.

Le fragment minimal mini-LS

Nous appelons ce fragment Ç minimal È puisquÕil se rŽduit uniquement aux opŽrateurs spa-
tiaux de la logique et les connecteurs boolŽens : en quelque sorte cÕest le plus petit fragment de
LS contenant les opŽrateurs spatiaux. mini-LS est le fragment de LS suivant :

" ::= 0 | a[" ] | " | " | 6 | Â " | " - ".

o• a est une Žtiquette dans" .

LÕexpressivitŽ de la logique mini-LS est assez limitŽe. Intuitivement, elle permet de dŽcrire
des ŽlŽments de la structure dÕune partie de lÕarbre proche de la racine et de taille limitŽe par la
taille de la formule, comme le montre lÕexemple 3.3.

Exemple 3.3 PropriŽtŽs exprimables par la logique mini-LS :

(i) Un chemina.b.cdans lÕarbre, partant de la racine :

a[b[c[6 ] |6 ] |6 ] |6

(ii) La racine poss•de une ar•te successeur ŽtiquetŽe para qui poss•de au moins deux ar•tes
successeurs ŽtiquetŽes parb

a[b[6 ] | b[6 ] |6 ] |6

(iii) Au moins deux ar•tes successeurs de la racine sont ŽtiquetŽes para et au plus une ar•te
successeur de la racine est ŽtiquetŽe parb :

(a[6 ] | a[6 ] |6 ) 4 (Â(b[6 ] | b[6 ] |6 ))

Cette propriŽtŽ peut sÕŽcrire Žgalement

a[6 ] | a[6 ] |Â(b[6 ] | b[6 ] |6 )

Le principal intŽr•t dÕŽtudier cette logique est de comprendre lÕexpressivitŽ des opŽrateurs
spatiaux.

Notons Þnalement que ce fragment peut •tre facilement encodŽ dans MSO. Comme nous le
verrons plus tard, un fragment qui inclut mini-LS est Žquivalent ˆ MSO, mais le passage de lÕun
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vers lÕautre nŽcessite dÕutiliser des automates dÕarbres.Nous donnons ici un encodage direct de
mini-LS dans MSO.

Pour toute formule" dans mini-LS, nous construisons la formule close%&(U) de MSO telle
que pour tout arbret dansA ! , t |= " si et seulement siSt |= ) U.(( ) u.u # U) " %&), o•
St est la&-structure correspondant ˆt. Le r™le de la variableU est dÕassurer que le domaine
dÕinterprŽtation de la formule MSO est bien le domaine deSt .

%) (U) ::= vrai

%Â&(U) ::= Â%&(U)

%&* &! (U) ::= % &(U) - %&! (U)

%0(U) ::= U = !

%a[&](U) ::= ) U2, U1.(src(U1, U2) 4 U1 = U " U2) " (singl_etiqa(U2) 4 ! &(U1))

%&| &! (U) ::= . U", U"".dunion(U, U", U"") 4 %&(U") 4 %&! (U"")4

) U1, U2, U3.(src(U, U1) 4 src(U", U2) 4 src(U"", U3)) " dunion(U1, U2, U3)

La dŽÞnition des formules auxiliaires est donnŽe ci-dessous. Intuitivement,src(U, U") est vraie
si U" est lÕensemble des ar•tes successeurs de la racine dans lÕarbre dont le domaine estU ;
dunion(U, U", U"") est vraie si lÕensembleU est lÕunion disjointe des ensemblesU" etU"" ; pour
toute Žtiquettea, sing_etiqa(U) est vraie si lÕensembleU est un ensemble contenant une seule
ar•te et cette ar•te est ŽtiquetŽe para.

vrai ::= ) u.u = u

src(U, U") ::= ) u".(u" # V ) 5 (u" # U 4 ) u"".u"" # U " Â (u"" < u "))

U = U" 1 U"" ::= ) u.(u # U) 5 (u # U" - u # U"")

U = U" 2 U"" ::= ) u.(u # U) 5 (u # U" 4 u # U"")

U = U" " U"" ::= ) u.(u # U) 5 (u # U" 4 Â(u # U""))

dunion(U, U", U"") ::= ( ! = U" 2 U"") 4 (U = U" 1 U"")

singl_etiqa(U) ::= ( ) u, u".(u # U 4 u" # U) " (u = u")) 4 () u.u # U " etqa(u))

Le fragment sans quantiÞcation LS|!

La quantiÞcation de la logique est connue •tre une source dÕindŽcidabilitŽ pour le probl•me
de satisÞabilitŽ (voir [Charatonik et al., 2003] et la section 5.1). Par contre, il nÕest pas connu si
en absence de quantiÞcation on peut avoir des fragments dŽcidables de la logique. La premi•re
partie de la th•se est consacrŽe ˆ lÕŽtude de la satisÞabilitŽ de la logique en absence de quantiÞ-
cation. La logique LS|! nÕest pas un fragment purement syntaxique de la logique spatiale : nous
modiÞons lŽg•rement lÕopŽrateur dÕembo”tement.

Soit le nouveau constructeur de formules' [" ], o• ' est sous ensemble Þni ou co-Þni de" .
LÕinterprŽtation de la formule' [" ] est donnŽe par :

! ' [" ]"$ = ' [! " "$]

Alors la logique LS|! est dŽÞnie par la syntaxe :

" ::= 0 | ' [" ] | " | " | 6 | Â " | " - " | µ,."
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Remarquons que lÕajout du constructeur' [" ] nÕajoute pas dÕexpressivitŽ ˆ la logique spatiale
en prŽsence de quantiÞcation, puisque' [" ] peut •tre exprimŽ en utilisant la quantiÞcation : si'
est lÕensemble Þni{ a1, . . . , ak} , alors' [" ] = a1[" ] - á á á -ak [" ] et si ' est lÕensemble co-Þni
" " { a1, . . . , ak} , alors' [" ] = . x.(Â(x = a1) 4 á á á 4 Â(x = ak) 4 x[" ]).

Pour ' un ensemble dÕŽtiquettes Þni ou coÞni, nous notons' son complŽmentaire :' =
" " ' . Nous avons lÕŽquivalence suivante :

Lemme 3.4 Pour tout arbret, toute formule" et toutes valuations., / ,

t, ., / |= Â' [" ] ; t, ., / |= 0 - 0 |0 - ' [6 ] - ' [Â" ].

Preuve Par dŽÞnition,t, ., / |= ' [" ] si et seulement sit = {| a[t"]|} et a # ' et t", ., / |= " .
Donc,t, ., / |= Â' [" ] si et seulement si

() ) t nÕest pas un multiensemble ˆ un unique ŽlŽment ou bien

()) ) t est un multiensemble ˆ un unique ŽlŽment, soitb[t"], tel queb[t"], ., / ne satisfait pas' [" ].

Par les propriŽtŽs de la satisÞabilitŽ, il est facile de voirque () ) est Žquivalent t̂ |= 0 - 0 |0 et
()) ) est Žquivalent b̂ # ' ou b # ' et t", ., / '|= " . Il est facile de voir que cÕest Žquivalent ˆ
t, ., / |= ' [6 ] - ' [Â" ].

!

De m•me que pour les propriŽtŽs ŽnoncŽes dans le lemme 3.3, cerŽsultat sera utilisŽ explicite-
ment lorsquÕil sÕagira de la logique LS|! .

Exemple 3.4 PropriŽtŽs exprimables sans quantiÞcation.

(i) Les successeurs de la racine sont tous ŽtiquetŽs para

µ,.a [6 ] | , - 0

(ii) Arbres ˆ couches dÕar•tes ŽtiquetŽes para et ar•tes ŽtiquetŽes parb, cad
Ð toutes les ar•tes successeurs de la racine sont ŽtiquetŽs par a et
Ð toutes les ar•tes successeurs dÕune ar•te ŽtiquetŽe para sont ŽtiquetŽes parb et vice

versa.

µ,.a [µ, ".b[, ] | , " - 0] | , - 0

(iii) Arbres dans lesquels chaque nÏud a autant dÕar•tes successeurs ŽtiquetŽs para que
dÕar•tes successeurs ŽtiquetŽs parb

µ,.a [, ] | b[, ] | , - 0

Remarquons que la prŽsence de variables dÕŽtiquettes et dÕarbres est le mŽcanisme le plus
naturel permettant de dŽÞnir des requ•tes non boolŽennes.
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La fragment sans rŽcursion LS|µ

Un autre fragment intŽressant de la logique est le fragment sans rŽcursion. La rŽcursion est
un mŽcanisme ajoutant de lÕexpressivitŽ de la logique ; il permet par exemple de dŽÞnir des
rŽpŽtitions non bornŽes dans la structure des arbres ou biendÕexprimer des propriŽtŽs qui sont
vŽriÞŽes ˆ une profondeur quelconque de lÕarbre (ŽloignŽ dela racine de mani•re non bornŽe).
La combinaison de la rŽcursion et de la quantiÞcation ajouteencore plus dÕexpressivitŽ. Elle per-
met par exemple dÕexprimerla rŽpŽtition dÕun motif non compl•tement dŽÞni. Pour illustration
des ces intuitions, voir lÕexemple 3.5.

La logique LS|µ est dŽÞnie par la syntaxe :

" ::= 0 | - [" ] | " | " | 6 | Â " | " - " | X | . X." | . x." | - = -

- ::= a | x.

Exemple 3.5 PropriŽtŽs exprimables dans la logique sans rŽcursion.

(i) Toutes les ar•tes successeurs de la racine portent la m•me Žtiquette

) x.) y.(x[6 ] | y[6 ] |6 ) " x = y

(ii) La logique permet dÕexprimer lÕisomorphisme dÕarbres: deux arbress, t sont isomorphes
si et seulement si lÕarbre{| a[t]|} ( {| b[s]|} satisfait la formule

. X.a [X ] | b[X ]

3.2.6 Exemples

Nous donnons ici des exemples de propriŽtŽs exprimables dans la logique spatiale.

(i) Arbres dans lesquels tout nÏud (ˆ lÕexception des feuilles) a exactement trois ar•tes suc-
cesseurs, lÕune ŽtiquetŽe para, lÕautre ŽtiquetŽe parb et la troisi•me ayant une Žtiquette
arbitraire.

µ,. . x.a[, ] | b[, ] | x[, ] - 0

Cette m•me propriŽtŽ peut Žgalement •tre exprimŽe en utilisant le fragment sans quanti-
Þcation, gr‰ce ˆ la construction' [" ] :

µ,.a [, ] | b[, ] | "[ , ] - 0

(ii) Arbres dans lesquels tout nÏud (ˆ lÕexception des feuilles) a exactement quatre ar•tes
successeurs, lÕune ŽtiquetŽe para, lÕautre ŽtiquetŽe parbet les deux autres ayant la m•me
Žtiquette arbitraire.

µ,. . x.a[, ] | b[, ] | x[, ] | x[, ] - 0

Cet exemple illustre la possibilitŽ de dŽÞnir des motifs approchŽs (non totalement dŽÞnis)
reproduits partout dans lÕarbre. La propriŽtŽ ŽnoncŽe nÕest pas exprimable dans la logique
sans quantiÞcation, qui permet uniquement de tester lÕappartenance dÕune Žtiquette ˆ un
ensemble, et ne permet pas de comaprer deux Žtiquettes. Elleillustre la possibilitŽ de
dŽÞnir des motifs approchŽs (non totalement dŽÞnis) reproduits partout dans lÕarbre.
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(iii) Arbres ayant un nÏud ˆ trois ar•tes successeurs ŽtiquetŽes para, betc; ce nÏud se trouve
nÕimporte o• dans lÕarbre :

µ,. . x.(x[, ] |6 ) - (a[6 ] | b[6 ] | c[6 ])

Cette propriŽtŽ est Žgalement exprimable sans quantiÞcation ˆ lÕaide de la formule

µ,. "[ , ] - (a[6 ] | b[6 ] | c[6 ])

(iv) Arbres contenant un chemin dont toutes les ar•tes sont ŽtiquetŽes par le m•me symbole

. x.µ,.x [, ] |6 - 0

(v) Arbres ayant un nÏud ˆ trois ar•tes successeurs ŽtiquetŽes para, betc et tel que toutes les
ar•tes du chemin dans lÕarbre qui m•ne ˆ ce nÏud sont ŽtiquetŽes par la m•me Žtiquette :

. x.µ,.x [, ] |6 - (a[6 ] | b[6 ] | c[6 ]).

Cette propriŽtŽ ne peut pas •tre exprimŽe sans quantiÞcation.



Deuxi•me partie

SatisÞabilitŽ et expressivitŽ de la
logique spatiale





Dans cette partie nous considŽrons la logique LS|! , cad le fragment de la logique spatiale
sans quantiÞcation et nous Žtudions le probl•me de satisÞabilitŽ de cette logique et de certains de
ses fragments, ainsi que lÕexpressivitŽ de la logique. Rappelons que le probl•me de satisÞabilitŽ
est, Žtant donnŽ une formule close" , dŽcider si lÕinterprŽtation de cette formule est lÕensemble
vide (cad dŽcider si! " " est lÕensemble vide). Nous dirons que le probl•me de satisÞabilitŽ est
dŽcidable si on peut dŽcider de cette propriŽtŽ, et quÕil estindŽcidable sinon. LÕexpressivitŽ de
la logique LS|! est ŽtudiŽe conjointement avec le probl•me de satisÞabilitŽ, et en comparaison
avec les logiques MSO et PMSO.

Cette partie est organisŽe comme suit : dans le chapitre 4 nous prŽsentons essentiellement
des rŽsultats techniques utilisŽs dans la suite, dont une fa•on de reprŽsenter les formules LS|!
par des Žquations ˆ point Þxe et des propriŽtŽs de ces syst•mes dÕŽquations. Dans le chapitre 5,
nous rappelons le rŽsultat que le probl•me de satisÞabilitŽest indŽcidable pour la logique spa-
tiale avec quantiÞcation et nous montrons que la satisÞabilitŽ de la logique LS|! est Žgalement
indŽcidable. Dans le chapitre 6 nous montrons comment dŽÞnir un automate ˆ contraintes numŽ-
riques Žquivalent ˆ une formule LS|! . Finalement, dans le chapitre 7 nous utilisons les automates
ˆ contraintes numŽriques pour identiÞer deux fragments de la logique LS|! qui sont Žquivalent
aux logiques MSO et PMSO respectivement.

Dans cette partie de la th•se, par Ç formule logique È nous entendons une formule de LS|!
(sauf dans la section 5.1 o• nous rappelons quelques rŽsultats dÕindŽcidabilitŽ pour la logique
avec quantiÞcation).





Chapitre 4

Formules logiques et syst•mes
dÕŽquations ˆ point Þxe

Dans ce chapitre nous prŽsentons une reprŽsentation des formules logiques sous la forme de
syst•mes dÕŽquations ˆ points Þxes. Cette reprŽsentation est utilisŽe dans la suite pour la preuve
de divers rŽsultats. Nous donnons Žgalement des reprŽsentations normalisŽes de ces syst•mes
dÕŽquations, qui seront utilisŽes plus tard pour la dŽÞnition dÕun automate pour une formule
logique, mais qui nous permettent Žgalement dÕexprimer quelques conditions qui garantissent
lÕunicitŽ du point Þxe pour les formules logiques.

Le chapitre est organisŽ comme suit : dans la section 4.1 nousdŽÞnissons les notions de base
liŽes aux syst•mes dÕŽquations ˆ points Þxes. Dans la section 4.2 nous introduisons un type de
syst•mes dÕŽquations qui peut servir de reprŽsentation desformules de la logique, et nous mon-
trons comment construire un syst•me dÕŽquations ˆ partir dÕune formule et inversement. Dans la
section 4.3 nous prŽsentons deux formes normales pour les syst•mes dÕŽquations. Finalement,
dans la section 4.4 nous donnons quelques conditions garantissant que le plus petit et le plus
grand points Þxes co•ncident.

4.1 GŽnŽralitŽs sur les syst•mes dÕŽquations ˆ point Þxe

Cette section commence avec les dŽÞnitions de quelques notions de base : treillis, fonctions
monotones, points Þxes, avant de dŽÞnir un syst•me dÕŽquations ˆ point Þxe. Nous donnons
ensuite quelques propriŽtŽs des syst•mes dÕŽquations qui seront utiles pour la suite. Pour plus
dÕinformations sur ces notions, le lecteur peut se rŽfŽrer ˆ[Arnold and Niwinski, 2001].

4.1.1 DŽÞnitions

Treillis, monotonie, points Þxes

Un treillis +H, %, est un ensembleH muni dÕun ordre partiel% et tel que pour tout couple
dÕŽlŽmentsh, l appartenant Ĥ , lÕensemble{ h, l } admet une plus petite (pour lÕordre%) borne
supŽrieure notŽeh - + l et une plus grande (pour lÕordre%) borne infŽrieure notŽeh 4+ l . Un



66 Chapitre 4 : Formules logiques et syst•mes dÕŽquations ˆ point Þxe

treillis completest un treillis+H, %, tel que toutL sous ensemble deH admet une plus petite
borne supŽrieure et une plus grande borne infŽrieure, notŽes

?
+ L et

@
+ L respectivement.

Nous notons alors ce treillis+H, - + , 4+ , , ou bien+H, - , 4, si la relation dÕordre% est claire
dans le contexte. Il est facile de voir que pour tout ensembleF , +! (F ), - , , 4 , , est un treillis
complet, o•$ est lÕinclusion dÕensembles et- , et 4 , sont lÕunion et intersection dÕensembles
respectivement.

Soit+H, %, un ensemble muni dÕun ordre partiel. La fonctionf : H " H est ditemonotone
si pour touth, l dansH , h % l implique f (h) % f (l ). Soit n un entier naturel. La fonction
f : H n " H est ditemonotone dans toutes les variablessi pour toush1, . . . , hn , l1 . . . , ln
ŽlŽments deH , h1 % l1 et . . . ethn % ln impliquef (h1, . . . , hn ) % f (l1, . . . , ln ).

Soit f une fonction deH dansH (pour un ensembleH quelconque). LÕŽlŽmenth deH est
dit point Þxe def si f (h) = h. LÕensemble des points Þxes def est notŽFix (f ).

Le thŽor•me de Knaster-Tarki Žtablit que toute fonction monotone sur un treillis complet
admet un plus grand point Þxe et un plus petit point Þxe, notŽs

?
+ Fix (f ) et

@
+ Fix (f ).

ThŽor•me 4.1 (Knaster-Tarski) Soit+H, - + , 4+ , un treillis complet etf une fonction mono-
tone deH dansH . Alors

?
+ Fix (f ) et

@
+ Fix (f ) appartiennent ˆFix (f ). De plus,

?
+ Fix (f ) =

?
+ { h # H | h % f (h)} et

@
+ Fix (f ) =

@
+ { h # H | f (h) % h} .

Le plus grand et plus petit point Þxe de la fonctionf sont usuellement notŽs0x.f (x) et
µx.f (x). Soit maintenantf une fonction deH n dansH . Nous pouvons Žgalement dŽÞnir le
plus petit ou plus grand point Þxe def pour une de ses variables :µx i .f (x1, . . . , xi , . . . , xn )
est une fonction deH n- 1 dansH qui ˆ tout (n 0 1)-uplet (s1, . . . , si - 1, si +1 , . . . , sn ) dans
H n- 1 associe la valeurµx i .f (s1, . . . , si - 1, xi , si +1 , . . . , sn ). Une propriŽtŽ importante est que
le point Þxe par rapport ˆ une composante prŽserve la monotonie :

Proposition 4.2 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition1.2.23) SoitH un treillis complet
et soitf une fonction deH n dansH monotone dans toutes les variables. Alors pour touti dans
1..n, µx i .f (x1, . . . , xi , . . . , xn ) et 0xi .f (x1, . . . , xi , . . . , xn ) sont des fonctions deH n- 1 dans
H monotones dans toutes les variables.

Une consŽquence de ce rŽsultat est que lÕon peut imbriquer les points Þxes : cad nous pouvons
considŽrer les fonctionsµx i .0xj .f (x1, . . . , xn ), 0xj .0xi .f (x1, . . . , xn ), etc.

Points Þxes sur un treillis produit

Nous rŽsumons ici quelques notions liŽes aux points Þxes surdes treillis produits. Pour plus
de dŽtails, voir la section 1.4 de [Arnold and Niwinski, 2001].

Soit +H, - + , 4+ , un treillis complet. Alors lÕensembleH n muni de la relation dÕordre%n

qui est lÕextension habituelle de% sur les tuples de valeurs deH forme Žgalement un treillis
complet. Soientf 1, . . . , f n des fonctions deH n dansH monotones dans toutes les variables.
Alors le tuple de fonctionsf = +f 1, . . . , f n , dŽÞnit une fonction monotone deH n dansH n de
la fa•on suivante : pour touth = +h1, . . . , hn , ŽlŽments deH n et pour toutj dans1..n, la j •me

composante def (h) estf j (h1, . . . , hn ).
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CommeH n est un treillis complet et la fonctionf est monotone, on peut calculer le point Þxe
def , qui est un ŽlŽment deH n ; ainsi le plus petit et le plus grand points Þxes def sontµx.f (x)
et0x.f (x) respectivement. Ces points Þxes peuvent •tre reprŽsentŽs de fa•on alternative comme
la solution extr•me du syst•me den Žquations n̂ inconnues

x1 = f 1(x1, . . . , xn )

. . .

xn = f n (x1, . . . , xn )

o• les x1, . . . , xn sont des variables surH .

La solution dÕun tel syst•me dÕŽquation peut •tre calculŽe par le principe dÕŽlimination de
Gauss. Supposons quÕon cherche ˆ calculer le vecteur+a1, . . . , an , , le 1 point Þxe de lÕŽquation
ci-dessus (pour1 Žtantµ ou 0). En posantg(x2, . . . , xn ) = 1x1.f 1(x1, . . . , xn ), nous avons
que+a2, . . . , an , est la Ç1-solution È (cad la plus petite ou la plus grande solution) dusyst•me
ˆ n 0 1 Žquations

x2 = f 2(g(x2, . . . , xn ), x2, . . . , xn )

. . .

xn = f n (g(x2, . . . , xn ), x2, . . . , xn )

Dans ce cas,a1 = g(a2, . . . , an ).

Syst•mes dÕŽquations ˆ points Þxes

Les syst•mes dÕŽquations ˆ point Þxe sont une gŽnŽralisation des syst•mes dÕŽquations prŽ-
sentŽs dans la section prŽcŽdente. Dans un syst•me dÕŽquations ˆ points Þxes, les points Þxes
sont associŽs aux Žquations du syst•me et non au syst•me en entier.

DŽÞnition 4.3 (Syst•me dÕŽquations ˆ point Þxe)Soient+H, - , 4, et +H ", - ", 4 ", des treillis
complets etf 1, . . . , f n des fonctions deH n / H " dansH monotones dans toutes les variables,
et soientx1, . . . , xn , x des variables prenant leurs valeurs dansH et x une variable prenant ses
valeurs dansH ". Un syst•me dÕŽquations ˆ point ÞxeS est une sŽquence

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn , x), á á á, xi

' i= f i (x1, . . . , xn , x), á á á, xn
' n= f n (x1, . . . , xn , x)

o• chacun des1i est Žgal µ̂ ou ˆ 0.

La solutionde S est len-uplet dŽÞni par : sin = 1 , alors la solution du syst•mex1
' 1=

f 1(x1, x) est+11x1.f 1(x1, x), . Sinon, la solution du syst•me

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn , x), á á á, xi

' i= f i (x1, . . . , xn , x), á á á, xn
' n= f n (x1, . . . , xn , x)

est+g1(h2(x), . . . , hn (x), x), h2(x), . . . , hn(x), o• g1(x2, . . . , xn , x) = 11x1.f 1(x1, . . . , xn , x)
et +h2(x), . . . , hn (x), est la solution de

x2
' 2= f 2(g1(x2, . . . , xn , x), x2, . . . , xn , x), á á á, xn

' n= f n(g1(x2, . . . , xn ), x2, . . . , xn , x).
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Pour les syst•mes dÕŽquations que nous aurons ˆ considŽrer dans la suite, les fonctionsf i ci-
dessus ne seront pas des fonctions de la variablex. CÕest pourquoi, nous omettons cette variable
dans ce qui suit, cad un syst•me dÕŽquations sera une sŽquence de la forme

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), á á á, xi

' i= f i (x1, . . . , xn ), á á á, xn
' n= f n (x1, . . . , xn ).

Dans ce cas, la solution dÕun syst•me dÕŽquations est unn-uplet de fonctions constantes (puisque
ne dŽpendant pas dex), et donc un ŽlŽment deH n.

Pour le syst•me dÕŽquationsS Žtantx1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), á á á, xn

' n= f n (x1, . . . , xn ),
on noteVars(S) la sŽquence de variablesx1, . . . , xn et { Vars(S)} lÕensemble de variables
{ x1, . . . , xn } . La variablexn sera dŽsignŽe pardern(S). La solution du syst•me dÕŽquations
S est notŽeSol(S) et pour toute variablex dansVars(S), on ŽcritSol(S, x) pour dŽsigner la
composante de la solution du syst•meS correspondant ˆ la variablex.

Il appara”t de la dŽÞnition pour la solution dÕun syst•me dÕŽquations que lÕordre dÕŽlimi-
nation des variables pour le calcul de la solution a une importance. En effet, en utilisant un
autre ordre dÕŽlimination des variable on peut obtenir une solution diffŽrente, comme le montre
lÕexemple suivant.

Exemple 4.1 Soit+H, %, un ensemble ordonnŽ dÕau moins deux ŽlŽments et tel que+H, - + , 4+ ,
est un treillis complet. Nous notons6 lÕŽlŽment

?
+ H et 8 lÕŽlŽment

@
+ H . Il est facile de

voir que les plus petit et plus grand points Þxes de la fonction identitŽ sont respectivement :
µx.x = 8 et0x.x = 6 .

SoientS le syst•me dÕŽquationsx
µ
= y, y (= x. En calculant la solution deS Žliminant la

variablex en premier, nous obtenons queSol(S, x) est Žgal µ̂x.y et donc ˆy. En rempla•ant
ceci dans la deuxi•me Žquation, nous obtenons que la solution deS pour y est0y.y = 6 . Et
commeSol(S, x) = Sol(S, y), nous obtenons+6, 6, comme solution du syst•me. Calculons
la solution deS en Žliminant la variabley en premier :Sol(S, y) est0y.x qui est Žgal x̂. Donc,
en rempla•ant dans lÕŽquation pourx, nous avons queSol(S, x) estµx.x qui est Žgal 8̂ . Alors
la solution du syst•me dÕŽquations est+8, 8, .

Solution extr•me dÕun syst•me dÕŽquations vs. solution dÕun syst•me dÕŽquations ˆ points
Þxes

Nous tenons ˆ faire ici la distinction et le lien entre les deux types de syst•mes dÕŽquations
qui ont ŽtŽ dŽÞnis dans les deux sections prŽcŽdentes. Il sÕagit dans un cas de calculer une
solution extr•me dÕun syst•me dÕŽquations et dÕautre part de calculer la solution dÕun syst•me
dans lequel des opŽrateurs de point Þxes sont associŽs ˆ chacune des Žquations. Les mŽthodes
de rŽsolution qui ont ŽtŽ proposŽes pour ces deux syst•mes sont ressemblantes. NŽanmoins,
le principe dÕŽlimination de Gauss qui a ŽtŽ proposŽ dans le premier cas peut •tre appliquŽ
en Žliminant les variables dans un ordre quelconque, alors que, comme nous lÕavons vu dans
lÕexemple 4.1, lÕŽlimination des variables dans un syst•mes dÕŽquations ˆ points Þxes doit se
faire dans un ordre prŽcis.

M•me si cela nÕappara”t pas directement des solutions, il nÕest pas tr•s difÞcile de voir que
le lien qui existe entre ces deux types de syst•mes dÕŽquations est le suivant : la solution du
syst•me dÕŽquations ˆ points Þxes

x1
'= f 1(x1, . . . , xn ), á á á, xn

'= f n(x1, . . . , xn )
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est Žgale ˆ la1-solution du syst•me dÕŽquations

x1 = f 1(x1, . . . , xn )

. . .

xn = f n(x1, . . . , xn )

Il en dŽcoule que, si dans un syst•me dÕŽquations ˆ points Þxes un seul opŽrateur de point Þxe
est utilisŽ, alors sa solution peut •tre calculŽe en Žliminant les variables dans nÕimporte quel
ordre.

Dans la suite, nous utilisons principalement des syst•mes dÕŽquations ˆ points Þxes, que
nous appelons Ç syst•mes dÕŽquations È. Pour les rares cas o•nous considŽrons lÕextr•me solu-
tion dÕun syst•me dÕŽquations sur un treillis produit, nousle prŽciserons explicitement.

4.1.2 PropriŽtŽs des syst•mes dÕŽquations

Tous les rŽsultats ŽnoncŽs dans cette section peuvent •tre trouvŽs dans le premier chapitre
de [Arnold and Niwinski, 2001].

Cette premi•re proposition montre que la solution dÕun syst•me dÕŽquationsS peut •tre
calculŽe par blocs :S est dŽcoupŽ en deux sous-syst•mes dont les solutions sont calculŽes de
fa•on relativement indŽpendante et ensuite combinŽes pourobtenir la solution deS.

Proposition 4.4 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition1.4.13) La solution du syst•me
dÕŽquations

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), . . . , xi

' i= f i (x1, . . . , xn ), . . . , xn
' n= f n (x1, . . . , xn )

est Žgale ˆ
+h1(h"

i +1 , . . . , h"
n ), . . . , hi (h"

i +1 , . . . , h"
n ), h"

i +1 , . . . , h"
n ,

o• +h1(xi +1 , . . . , xn ), . . . , hi (xi +1 , . . . , xn ), est la solution de

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), . . . , xi

' i= f i (x1, . . . , xn )

et +h"
i +1 , . . . , h"

n , est la solution de

xi +1
' i +1= f i +1 (h1(xi +1 , . . . , xn ), . . . , hi (xi +1 , . . . , xn ), xi +1 , . . . , xn ),

. . . ,

xn
' n= f n(h1(xi +1 , . . . , xn ), . . . , hi (xi +1 , . . . , xn ), xi +1 , . . . , xn )

La proposition suivante montre deux fa•ons de modiÞer un syst•me dÕŽquations en prŽser-
vant sa solution.

Proposition 4.5 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition1.4.14) Pour touti % j , les trois
syst•mes

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), . . .

. . . , xj
' j
= f j (x1, . . . , xn ), . . .

. . . , xn
' n= f n(x1, . . . , xn )
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x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), . . .

. . . , xj
' j
= f j (x1, . . . , xi - 1, f i (x1, . . . , xn ), xi +1 , . . . , xn ), . . .

. . . , xn
' n= f n(x1, . . . , xn )

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), . . .

. . . , xj
' j
= f j (x1, . . . , xi - 1, 1i xi .f i (x1, . . . , xn ), xi +1 , . . . , xn ), . . .

. . . , xn
' n= f n(x1, . . . , xn )

ont la m•me solution.

Nous terminons par un rŽsultat qui peut •tre facilement dŽduit des rŽsultats prŽsentŽs dans
[Arnold and Niwinski, 2001]. Nous omettons la preuve de ce corollaire, qui demanderait dÕin-
troduire plusieurs notations non nŽcessaires pour le restede la th•se, ainsi que de reproduire
presque la totalitŽ des rŽsultats du premier chapitre de [Arnold and Niwinski, 2001].

Corollaire 4.6 SoitS le syst•me dÕŽquations

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), . . . , xi

' i= f i (x1, . . . , xn ), . . . , xn
' n= f n(x1, . . . , xn )

et soith = +h1, . . . , hn , sa solution. Alors pour toutI sous ensemble de{ 1, . . . , n} , le syst•me
S a la m•me solution que le syst•me

x1
' 1= f 1(y1, . . . , yn ), . . . , xi

' i= f i (y1, . . . , yn ), . . . , xn
' n= f n (y1, . . . , yn )

o• pour tout j , yj = xj si j '# I et yj = hj si j # I .

Ce corollaire se dŽduit des propositions 1.4.1 et 1.4.11 de [Arnold and Niwinski, 2001].

4.2 Formules logiques et syst•mes dÕŽquations

Nous montrons ici que toute formule logique close peut •tre reprŽsentŽe par un syst•me
dÕŽquations ˆ point Þxe. Plus prŽcisŽment, pour toute formule logique" on peut construire le
syst•me dÕŽquationsEq(" ) tel que! " " est Žgal ˆ la solution deEq(" ) pour la derni•re variable
dansVars(Eq(" )) . Inversement, pour tout syst•me dÕŽquationsS on peut construire une formule
logique closeformule(S) telle que la solution deS pour sa derni•re variable est lÕensemble
! formule(S)".

Nous commen•ons par quelques dŽÞnitions dans la section 4.2.1. Dans la section 4.2.2
nous dŽÞnissons une famille de fonctions monotones qui seront utilisŽes comme parties droites
dÕŽquations dans le syst•meEq(" ). Ensuite, dans la section 4.2.3, nous montrons comment
calculer la formule correspondant ˆ un syst•me dÕŽquationset Þnalement dans la section 4.2.4
donnons une mŽthode pour construire le syst•me dÕŽquationsEq(" ).
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4.2.1 Termes fonctionnels et termes ˆ point Þxe

Soit& une signature, cad un ensemble de symboles fonctionnels ayant chacun une aritŽ Þxe,
et soitV un ensemble dŽnombrable de variables.

DŽÞnition 4.7 (Terme fonctionnel)LÕensemblefonct(&,V) destermes fonctionnels sur& et
V est dŽÞni rŽcursivement par :

Ð toute variable dansV est un terme fonctionnel ;
Ð si op # & est un symbole dÕaritŽn et f 1, . . ., f n sont des termes fonctionnels, alors

op(f 1, . . ., f n ) est un terme fonctionnel.

DŽÞnition 4.8 (Terme ˆ point Þxe)LÕensembleÞxpt(&,V) destermes ˆ point Þxe sur& et V
est dŽÞni rŽcursivement par :

Ð toute variable dansV est un terme ˆ point Þxe ;
Ð si op # & est un symbole dÕaritŽn et f 1, . . ., f n sont des termes ˆ point Þxe, alors

op(f 1, . . . , f n ) est un terme ˆ point Þxe ;
Ð six # V et f est un terme ˆ point Þxe, alorsµx.f et0x.f sont des termes ˆ point Þxe.

Il est Žvident quefonct(&,V) $ Þxpt(&,V) pour toute signature& et tout ensemble de
variablesV.

Les notions dÕoccurrence de variable libre et occurrence devariable liŽe dans un terme sont
dŽÞnies comme dÕhabitude, sachant que les opŽrateursµ et 0 lient toutes les occurrences libres
de la variablex dans les termes ˆ point Þxeµx.f ou 0x.f . Par simplicitŽ, nous supposons que
dans tout terme, aucune variable nÕappara”t ˆ la fois ˆ des occurrences libres et liŽes, ce qui nous
permet de parler de variables libres et variables liŽes au lieu dÕoccurrences libres et occurrences
liŽes.

Soientf, f " des termes fonctionnels (respectivement des termes ˆ pointÞxe), et soitx une
variable. Nous notonsf +x " f ", le terme fonctionnel (respectivement le terme ˆ point Þxe)
obtenu en rempla•ant dansf les occurrences libres de la variablex parf ".

DŽÞnition 4.9 (µ-interprŽtation) Soit & une signature dŽnombrable. Uneµ-interprŽtationI
des symboles de& est un couple(+D, - + , 4+ , , I ) o• +D, - + , 4+ , est un treillis complet etI
est une fonction qui ˆ tout symboleop dÕaritŽk dans& associe une fonction monotone deD k

dansD notŽeopI .

Pour toute signature& et touteµ-interprŽtationI de&, cette interprŽtation est Žtendue aux
termes fonctionnels defonct(&,V) comme une composition de fonctions ; dans ce cas pour
tout termef dansfonct(&,V), nous notonsf I lÕinterprŽtation def par I qui est une fonction
de D k dansD , o• k est le nombre de variables libres def . Remarquons que siI est une
µ-interprŽtation, alors la fonctionf I est monotone dans toutes les variables. De ce fait,I peut
Žgalement •tre Žtendue aux termes ˆ point Þxe deÞxpt(&,V) : pour tout termef et toute variable
x, (µx.f )I est la fonctionµx. (f )I .

Si I est uneµ-interprŽtation de& et f est un terme dansÞxpt(&,V) de variables libres
x1, . . . , xk , nous notonsf I (x1, . . . , xk ) lÕinterprŽtation def par I si nous voulons rendre ex-
plicites les variables def I . Dans ce cas, sis1, . . . , sk sont des valeurs dansD , nous notons
f I (s1, . . . , sk ) lÕapplication de cette fonction aux valeurss1, . . . , sk . DÕautre part, si+ est une
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valuation de domainex1, . . . , xk qui ˆ xi associe la valeursi , alors! f "I
) est notation alterna-

tive ˆ f I (s1, . . . , sk ). Dans cette derni•re notation, nous omettronsI lorsquÕil est clair dans le
contexte.

Remarquons Žgalement que

Remarque 4.10 Pour toute signature dŽnombrable&, touteµ-interprŽtationI de&et pour tous
termesf, f " # Þxpt(2, X) tels que les ensembles des variables libres def et f " sont inclus dans
{ x1, . . . , xn } , pour toutxi dans{ x1, . . . , xn } , la fonction(f +xi " f ", )I (x1, . . . , xi , . . . , xn )
est Žquivalente ˆ la fonctionf I (x1, . . . , xi - 1, f "I (x1, . . . , xi , . . . , xn ), xi +1 , . . . , xn ).

ConsidŽrons maintenant la sŽquence

x1
' 1= f 1 , . . . , xn

' n= f n (4.1)

o• les xi sont des variables dans un ensemble de variablesX et lesf i sont des termes sur
fonct(&, X ) tels que pour touti dans1..n, lÕensemble des variables libres def i est inclus dans
{ x1, . . . , xn } et o• la signature& est Þnie. ƒtant donnŽ laµ-interprŽtationI = ( +D, - + , 4+ , , I )
de la signature&, la sŽquence (4.1) dŽÞnit le syst•me dÕŽquationsS

x1
' 1= f I

1 (x1, . . . , xn ) , . . . , xn
' n= f I

k (x1, . . . , xn )

La solution de ce syst•me dÕŽquations est unn-uplet surD et sera notŽeSolI (S). Un tel sys-
t•me est appelŽsyst•me dÕŽquations surfonct(&, X ) si lesf i sont des termes dansfonct(&, X )
et est appelŽsyst•me dÕŽquations surÞxpt(&, X ) si les f i sont des termes dansÞxpt(&, X ).
Dans la suite, nous allons librement confondre les syst•mesdÕŽquations surfonct(&, X ) et sur
Þxpt(&, X ) avec des sŽquences comme (4.1). Nous avons besoin de ce pointde vue purement
syntaxique pour dŽÞnir des transformations syntaxiques sur les syst•mes dÕŽquations. Gr‰ce ˆ
la remarque 4.10, toute une famille de transformations syntaxiques prŽservera la solution dÕun
syst•me dÕŽquations.

4.2.2 Les formules logiques comme des fonctions sur! (A ! )

Soit 2 la signature (inÞnie){ 0, 0, 6 , 8 , - , 4 , | , 9 } 1
)

" , ! Þni ou coÞni{ ' } , o• les symboles
0, 0, 8 , 6 sont des constantes, les symboles- , 4 , | , 9 sont binaires utilisŽs en notation inÞxe
et les symboles' , pour tout' $ " Þni ou coÞni, sont des symboles dÕaritŽ un et seront utilisŽs
avec des crochets au lieu des parenth•ses : sif est un terme, on Žcrit' [f ] au lieu de' (f ).
ConsidŽrons laµ-interprŽtationT = ( +! (A ! ), - , 4, , T) des symboles de2 dont la dŽÞnition
est donnŽe sur la Þgure 1.

Il est facile de voir queT est uneµ-interprŽtation.

Maintenant, siV = Xr
1, alors tout termef dansfonct(2,Xr) ouÞxpt(2,Xr) est une formule

logique utilisant les opŽrateurs duaux. Le lien qui existe entre la fonctionf T (, 1, . . . , , n ) et la
formulef est le suivant :

pour tous ensembles dÕarbresS1, . . . , Sn , f T (S1, . . . , Sn) = ! f "[%1( S1]ááá[%n ( Sn ].

1Rappelons queXr est lÕensemble de variables de rŽcursion sur lequel sont construites les formules logiques.
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0T = {{||}}
0T = A ! " {{||}}
6 T = A !

8 T = !
' T [S] = {{| a[t]|} | a # ', t # S}
S | T S" = { t ( t" | t # S, t" # S"}
S 9T S" = { t"" | ) t, t ". t "" = t ( t" * (t # S ou t" # S")}
S - T S" = S 1 S"

S 4T S" = S 2 S"

FIG. 1 Ð DŽÞnition de laµ-interprŽtationT . Ici S, S" sont des ŽlŽments de! (A ! ).

Pour la suite nous convenons que pour tout termef dansÞxpt(2,Xr) ˆ variables libresx1, . . . , xn ,
f (x1, . . . , xn ) dŽsignera la fonctionf T et f (S1, . . . , Sn) dŽsignera la m•me fonction appliquŽe
aux ensembles dÕarbresS1, . . . , Sn .

4.2.3 Formule associŽe ˆ un syst•me dÕŽquations

Nous montrons ici comment, Žtant donnŽ un syst•me dÕŽquationsS surf # fonct(2,Xr) on
peut construire une formule close notŽeformule(S) telle queSolT (S, dern(S)) = ! formule(S)".

Une substitution& est une sŽquence Þnie de la forme[x1 " f 1] á á á[xn " f n ], o• les xi

sont des variables dansXr distinctes deux ˆ deux et lesf i sont des termes dansÞxpt(2,Xr). La
sŽquence vide, ou substitution vide, est notŽe3.

Pour la formule logiquef et la substitution&, lÕapplication de& ˆ f est une formule notŽe
&(f ) et dŽÞnie rŽcursivement sur la structure de& comme suit :

Ð 3(f ) = f ;
Ð (&[x " f "])( f ) = &( f +x " f ", )

Autrement dit, le remplacement dŽÞni par le dernier ŽlŽmentde& est appliquŽ en premier.

Le domainede la substitution&, notŽdom(&), est dŽÞni par :dom(3) = ! et dom([x "
f ]&) = { x} 1 dom(&).

Pour tout syst•me dÕŽquationsS Žgal ˆx1
' 1= f 1, . . . , xn

' n= f n , on note&S la substitution
[x1 " 11x1.f 1] á á á[xn " 1nxn .f n ].

DŽÞnition 4.11 (Formule pour un syst•me dÕŽquations)Soit le syst•me dÕŽquationsS sur
fonct(2,Xr) suivant

, 1
' 1= f 1, á á á, , i

' i= f i , á á á, , n
' n= f n

Alors formule(S) = & S(, n ).

Exemple 4.2 Si S est le syst•me dÕŽquations

, 1
(= , 1 9, 2 4 0, , 2

µ
= ' [, 1] | , 2 - 0
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alors

formule(S) = [ , 1 " 0,1., 1 9, 2 4 0][, 2 " µ, 2.' [, 1] | , 2 - 0](, 2)

= [ , 1 " 0,1., 1 9, 2 4 0](µ, 2.' [, 1] | , 2 - 0)

= µ, 2.' [0,1., 1 9, 2 4 0] | , 2 - 0

Cette construction deformule(S) est correcte (par rapport ce qui a ŽtŽ annoncŽ au dŽbut de
la section 4.2) :

Lemme 4.12 Pour tout syst•me dÕŽquationsS sur fonct (2,Xr),

SolT (S, dern(S)) = ! formule(S)".

Remarquons que ce lemme est vŽriÞŽ Žgalement pourS Žtant un syst•me dÕŽquations sur
Þxpt(2,Xr). Nous lÕŽnon•ons ici sous sa forme qui sera utilisŽe.

Preuve Montrons dÕabord le rŽsultat intermŽdiaire suivant :

Fait 4.1 Pour toute substitution&, pour tous termesf, f " dansÞxpt(2,V) et pour toute variable
x # V telle quex '# dom(&), on a(&(f ))+x " &(f "), = (&[ x " f "])( f ).

La preuve se fait par rŽcurrence sur la structure du termef . Pour les cas de base : sif est la
variablex, et commex nÕest pas dansdom(&), alors(&(x))+x " &(f "), = x+x " &(f "), =
&(f ") et (&[x " f "])(x) est par dŽÞnition Žgal&̂(x+x " f ", ) = &( f ") ; si f est une des
constantes6 , 8 , 0 ou0, alors les deux c™tŽs de lÕŽgalitŽ ˆ prouver sont Žgaux ˆf .

Pour les cas dÕinduction : sif = ' [g], alors (&(' [g]))+x " &(f "), = ( ' [&(g)])+x "
&(f "), = ' [(&(g))+x " &(f "), ], ce qui par hypoth•se de rŽcurrence est Žgal ˆ' [(&[x "
f "])(g)], ce qui est Žgal (̂&[x " f "])( ' [g]) = (&[ x " f "])( f ). La preuve pour les autres cas
est tr•s similaire et nous la laissons au lecteur. Ceci termine la preuve du fait 4.1

Revenant ˆ la preuve du lemme, pour touti dans1..n, soit&i le prŽÞxe de& de longueuri ,
cad&i = [ , 1 " 11, 1.f 1] á á á[, i " 1i , i .f i ] ; dans ce cas&0 est la substitution vide3. Supposons
queS est le syst•me dÕŽquationsx1

' 1= f 1, . . . , xn
' n= f n et soit la suite de syst•mes dÕŽquations

(Si )i # 1..n sur Þxpt(2,Xr) dŽÞnie par :S1 = S et pour touti # 1..n 0 1, si Si est Žgal ˆ
x1

' 1= g1, . . . , xn
' n= gn , alorsSi +1 est le syst•me dÕŽquations

x1
' 1= g1, á á á, xi

' i= gi , xi +1
' i +1= gi +1 +xi " 1i xi .gi , , á á á, xn

' n= gn+xi " 1i xi .gi , .

Montrons dÕabord que

() ) pour touti dans1..n, et pour toutj 3 i , la partie droite de lÕŽquation pourxj dansSi est le
terme&i - 1(f j ). La preuve se fait par rŽcurrence suri .

La propriŽtŽ est vraie pouri = 1 puisque&0 = 3 et donc pour toutj 3 1, f j = & 0(f j ).
Soit la propriŽtŽ vraie pouri 3 1, nous allons montrer quÕelle est Žgalement vraie pouri + 1 .
Soit j 3 i + 1 . Par dŽÞnition, la partie droite de lÕŽquation pourxj dansSi +1 estgj +xi "
1i xi .gi , , o• gj est la partie droite de lÕŽquation pourxj dansSi . Or, par hypoth•se de rŽcurrence,
gj = & i - 1(f j ) et gi = & i - 1(f i ). Donc, la partie droite de lÕŽquation pourxj dansSi +1 est
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(&i - 1(f j ))+xi " 1i xi .&i - 1(f i ), , ce qui est Žgal (̂&i - 1(f j ))+xi " &i - 1(1i xi .f i ), . Par le
fait 4.1, ceci est Žgal (̂&i - 1[xi " 1i xi .f i ])( f j ) et donc ˆ&i (f j ).

Maintenant, par la proposition 4.5, pour touti dans1..n0 1, Si etSi +1 ont la m•me solution,
et donc pour touti , Si a la m•me solution queS1 = S. Par consŽquent,SolT (S, dern(S)) =
SolT (Sn, dern(Sn)) . De () ) nous savons que la derni•re Žquation dansSn estxn

' n= & n- 1[f n ].
Or, le terme&n- 1(f n ) a comme unique variable librexn , et donc la solution de cette Žqua-
tion dans le syst•meSn est !1nxn .&n- 1(f n )", cÕest ˆ dire lÕinterprŽtation du terme (clos)
1n xn.&n- 1(f n). Nous allons montrer maintenant que le terme1nxn .&n- 1(f n ) est exactement
&n(xn), et donc, par dŽÞnition,formule(S). En effet,1n xn.&n- 1(f n) est Žgal &̂n- 1(1n xn .f n),
ce qui est la m•me chose quexn+xn " &n- 1(1n xn .f n), et, commexn nÕest pas dans le do-
maine de&n- 1, cÕest Žgal(̂&n- 1(xn))+xn " &n- 1(1nxn .f n ), . Par le fait 4.1, cÕest Žgal ˆ
(&n- 1[xn " 1nxn .f n ])(xn ), cÕest ˆ dire &̂n (xn).

!

4.2.4 Syst•me dÕŽquations pour une formule

Nous montrons ici comment, Žtant donnŽ une formule close" , on peut construire un syst•me
dÕŽquations surfonct(2,Xr), notŽEq(" ), tel queSolT (Eq(" ), dern(Eq(" ))) = ! " ".

Montrons dÕabord que, gr‰ce aux opŽrateurs logiques duaux8 , 0, 9 , 4 , et 0, la nŽgation
peut •tre ŽliminŽe de la logique. CÕest ˆ dire, pour chaque formule close" , il existe une formule
close sans nŽgationpos(" ) qui lui est Žquivalente. En analogie avec leµ-calcul, une formule
close est ditepositivesi elle est construite en utilisant uniquement les opŽrateurs 0, 0, 6 , ' [ ],
| , 9, - , 4 , µ et 0. 2 Soit " une formule close. La formulepos(" ) est dŽÞnie rŽcursivement sur
la structure de" comme suit :

pos(0) = 0 neg(0) = 0

pos(6 ) = 6 neg(6 ) = 8

pos(' [" ]) = ' [" ] neg(' [" ]) = 0 - 0 |0 - ' [6 ] - ' [neg(" )]

(" '= , ) pos(Â" ) = neg(" ) neg(Â" ) = pos(" )

pos(" | " ") = pos(" ) | pos(" ") neg(" | " ") = neg(" ) 9neg(" ")

pos(" - " ") = pos(" ) - pos(" ") neg(" - " ") = neg(" ) 4 neg(" ")

pos(, ) = , neg(, ) = Â,

pos(Â, ) = Â, neg(Â, ) = ,

pos(µ,." ) = µ,. pos(" ) neg(µ,." ) = 0,.neg(" +, " Â , , )

Lemme 4.13 Pour toute formule close" sur la syntaxe dÕorigine,pos(" ) est une formule posi-
tive et Žquivalente "̂ .

Avant de donner la preuve de ce lemme, nous faisons dans le lemme 4.15 une caractŽrisation
de la formulepos(" ) et de la relation qui existe entrepos(" ) et " . Cette caractŽrisation est
utilisŽe pour la preuve du lemme 4.13 mais Žgalement plus tard dans la th•se.

2La notion de formule positive existe Žgalement pour les formule non closes. Dans ce cas lÕopŽrateur de nŽgation
est autorisŽ uniquement immŽdiatement devant une variablelibre.
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DŽÞnition 4.14 (Chemin)Un cheminest une sŽquence non vide dÕopŽrateurs de la signature2
enrichis avec un rang pour les opŽrateurs binaires : cad un chemin est une suite dÕŽlŽments de

{Â , (' )" , ! , µ,, 0,, - 1, - 2, 41, 42, |1, |2, 91, 92}

et qui se termine Žventuellement par un opŽrateur constant parmi

{ 0, 0, 6 , 8 , , } .

On utilise le point (Ç . È) pour sŽparer les ŽlŽments dÕun chemin et pour la concatŽnation de
chemins.

Chaque formule" dŽÞnit un ensemble de chemins qui sont les chemins dans lÕarbre de
dŽrivation de" . Pour les opŽrateurs binaires, lÕindice indique si lÕŽlŽment suivant dans le chemin
est le premier ou le second opŽrande de cet opŽrateur. Parchemin dans" nous entendons un
chemin qui commence par la racine de" . DÕautre part, chaque cheminc dans une formule"
dŽÞnit un nÏud dans lÕarbre de dŽrivation de" et donc une sous formule de" . Nous notons par
" (c) la sous formule de" dont la racine est le nÏud de" dŽÞni par le cheminc. Par exemple,
si " 1 est la formuleµ,.' [0] 9 , - ((Â( [Â, ] 9 8 ) 4 , ") et c le cheminµ,. - 2 . 41 . 91 .Â.( ,
alors " 1(c) = ( [Â, ]. Si " 2 est la formule' [0] | ' [6 ], alors" 2(|1 .' ) est la formule' [0] et
" 2(|2 .' ) est la formule' [6 ]. Ce deuxi•me exemple illustre la nŽcessitŽ dÕutiliser des indices
pour les opŽrateurs binaires pour garantir que tout chemin dans" dŽÞnit de fa•on unique une
sous formule de" .

Dans la suite, les chemins seront utilisŽs pour deux choses :
Ð Pouvoir dŽsigner prŽcisŽment une occurrence de sous formule ; par exemple dans la for-

mule" 1 ci-dessus, les deux occurrences de, peuvent •tre distinguŽes par le chemin qui
les dŽÞnit.

Ð PrŽciser le contexte dans lequel une sous formule appara”t; par exemple dans la formule
" 1 ci-dessus, un chemin peut nous indiquer si la formule, appara”t sous un opŽrateur de
nŽgation ou non.

Pour raccourcir lÕŽcriture, lorsquÕun chemin est utilisŽ pour dŽÞnir un contexte, nous allons
omettre les indices des opŽrateurs binaires (cad- ˆ la place de- 1 et - 2, etc.). Cependant,
m•me si les indices sont omis, nous admettons que tout chemindans" dŽÞnit de fa•on unique
une occurrence de sous formule de" .

Les chemins des formules de la syntaxe dÕorigine sont constituŽs des opŽrateurs0, 6 , , ,
Â, - i , |i (pour i Žtant1 ou 2), les opŽrateurs' pour nÕimporte quel ensemble Þni ou co-Þni
dÕŽtiquettes' et des opŽrateurs de plus petit point Þxe de la formeµ, (pour nÕimporte quelle
variable de rŽcursion, ). Remarquons que, dÕapr•s la dŽÞnition ci-dessus, les chemins dans la
formulepos(" ) ouneg(" ) peuvent contenir aussi lÕopŽrateurÂ, ceci ˆ cause des r•glespos(Â, )
et neg(, ). Comme le lemme 4.13 nÕest pas prouvŽ, nous supposons que cÕest effectivement
possible.

Dans le but de pouvoir comparer les chemins dans une formule" avec les chemins des
formulespos(" ) etneg(" ), nous Žtendons les opŽrationspos() etneg() sur les chemins comme
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suit (le point . dŽsigne lÕopŽrateur de concatŽnation de chemins) :

pos(0) = 0 neg(0) = 0

pos(6 ) = 6 neg(6 ) = 8

pos(, ) = , neg(, ) = Â,

pos('.c ) = '. pos(c) neg('.c ) = - .'. neg(c)

pos(Â.c) = neg(c) neg(Â.c) = pos(c)

pos( | .c) = | .pos(c) neg( | .c) = 9.neg(c)

pos(- .c) = - .pos(c) neg(- .c) = 4.neg(c)

pos(µ,.c ) = µ,. pos(c) neg(µ,.c ) = 0,.neg(c+, " Â ., , )

Ici, c+, " Â ., , dŽsigne le chemin obtenu en rempla•ant dansc lÕoccurrence (Žventuelle) de,
par le cheminÂ., .

Soit c un chemin etX = { , 1, . . . , , n } un ensemble de variables de rŽcursion. Nous notons
par c+X " Â X , le cheminc+, 1 " Â ., 1, á á á +, n " Â ., n , . Remarquons que le cheminc ne
peut contenir quÕune variable de rŽcursion, en derni•re position.

Lemme 4.15 Soit une formule close" .

(i) Pour tout cheminc dans" , pos(c) est un chemin danspos(" ).

(ii) Pour tout cheminc"., danspos(" ), il existe un cheminc dans" tel quec"., = pos(c) ;

(iii) Soit c1.c2 un chemin dans" et soitX lÕensemble de variables de rŽcursion, telles que
µ, est un ŽlŽment dec1 etµ, appara”t dansc1 sous un nombre impair de nŽgations. Avec
ces notations,
Ð sic1 contient un nombre pair de nŽgations, alors

pos(c1.c2) = pos(c1).pos(c2+X " Â X ,)

et
Ð sic1 contient un nombre impair de nŽgations alors

pos(c1.c2) = pos(c1).neg(c2+X " Â X ,).

Remarquons que la deuxi•me propriŽtŽ ŽnoncŽe dans ce lemme ne peut •tre gŽnŽralisŽe dans
le style de la premi•re : cad il nÕest pas vrai que pour tout chemin c" danspos(" ), il existe
un cheminc dans" tel quec" = pos(c), ceci ˆ cause de la r•gleneg(' [" ]) qui gŽn•re les
chemins- .0, - . | .0 et - .'. 6 en plus des chemins- .'. neg(c) pourc Žtant un chemin dans" .
CÕest pourquoi nous limitons ici cette propriŽtŽ aux chemins se terminant par une variable de
rŽcursion, puisque dans la suite la propriŽtŽ sera appliquŽe uniquement ˆ ce type de chemins.

Preuve La preuve de ce lemme est une rŽcurrence fastidieuse mais facile sur la structure
de la formule" .

!

Nous pouvons maintenant donner la preuve du lemme 4.13 en utilisant le lemme 4.15.

Preuve du lemme 4.13 Pour montrer que la formule" est Žquivalente ˆ la formulepos(" ),
nous montrons par rŽcurrence sur la structure de" que pour toute valuation des variables/ ,
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!pos(" )"$ = ! " "$ et !neg(" )" = ! ! " "$. Cette preuve se fait tr•s facilement en utilisant les
propriŽtŽs de lÕinterprŽtation des formules.

Montrons maintenant que la construction depos(" ) etneg(" ) termine. Remarquons dÕabord
que dans la plupart des r•gles dŽÞnissantpos(" ) et neg(" ), une rŽcursionpos(" ") ou neg(" ")
apparaissant en partie droite de ces r•gles est telle que la formule" " est une sous formule stricte
de" . Les seule r•gle qui ne satisfait pas cette propriŽtŽ est la r•gle

neg(µ,." ) = 0,.neg(" +, " Â , , ).

Nous allons donc dŽÞnir une relation dÕordre bien fondŽe surles formules qui est basŽe sur la
relation de sous formule, mais ne prend pas en compte le nombre de nŽgations qui peuvent se
trouver immŽdiatement devant une variable de rŽcursion. Pour toute formule" de la logique
spatiale, soit sa formule Ç tŽmoin Ètem(" ) dŽÞnie par :

tem(" ) =

*
++++++++++++,

++++++++++++-

" si " = 0 ou " = 6

, si " est de la formeÂ á á á Â$ %&'
n fois

, pourn # N

' [tem(" ")] si " = ' [" "]

Âtem(" ") si " = Â" " et " nÕest pas de la formeÂ á á á Â$ %&'
n fois

, pourn # N

µ,. tem(" ") si " = µ,." "

tem(" ") < tem(" "") si " = " " < " "" et< est un des opŽrateurs- ou |

Nous dŽÞnissons alors la relation dÕordre< entre formules :" < " " si tem(" ) est sous-formule
stricte detem(" "). Il est facile de voir que cette relation dŽÞnit un ordre bienfondŽ. Notons par
< sf lÕordre entre formules dŽÞni par la relation de sous formulestricte, et considŽrons lÕordre
lexicographique entre formules(<, < sf). On peut voir que chacune des r•gles dŽÞnissantpos(" )
etneg(" ) qui est dŽÞnie de mani•re rŽcursive, est dŽÞnie en fonction de formules" " infŽrieures
pour lÕordre(<, < sf). Plus particuli•rement, toutes les r•gles font dŽcro”tre la premi•re compo-
sante de cet ordre sauf les r•glespos(Â" ) = neg(" ) et neg(Â" ) = pos(" ) lorsque" est une
formule de la formeÂ á á á Â, , dans quel cas lÕappel rŽcursif se fait sur des formules Žgales pour
lÕordre< . (En effet," < sf " " implique" < " " sauf dans le cas o•" et de la formeÂ á á á Â" ".)
Dans le cas de ces deux r•gles, nous avons bien" < sf " ".

Il reste ˆ montrer quepos(" ) est effectivement une formule positive. DÕapr•s les r•glesde
construction de la formulepos(" ), on peut voir quÕun opŽrateur de nŽgation peut appara”tre
danspos(" ) uniquement devant une variable de rŽcursion, . Donc, la formulepos(" ) contient
une nŽgation seulement si elle contient une nŽgation sur un chemin se terminant par, . Dans
le lemme 4.15 point (ii), nous avons vu que sid., est un chemin danspos(, ), alors il existe
un cheminc" dans" tel qued., = pos(c"). DÕapr•s les r•gles de construction depos(c"), nous
pouvons voir que nŽcessairementc" est de la formec., . Donc,pos(" ) contient une nŽgation
seulement sÕil existe un cheminc., dans" tel quepos(c., ) contient une nŽgation. Nous allons
monter que pour tout chemin de la formec., dans" , pos(c., ) ne contient pas de nŽgation.
DÕabord, puisque la formule" est close et correcte, nous savons quec., = c1.µ,.c 2., o• c1 et
c2 sont des chemins et le cheminc2 contient un nombre pair de nŽgations. Maintenant, dÕapr•s
le lemme 4.15 point (iii), soitX lÕensemble des variables de rŽcursion, " telles queµ, " appara”t
dansc1.µ,.c 2 sous un nombre impair de nŽgations. Alors, de deux choses lÕune (rappelant que
c2 contient un nombre pair de nŽgations) :
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(i) c1 contient un nombre pair de nŽgations etpos(c1.µ,.c 2., ) = pos(c1.µ,.c 2).pos(, +X "
ÂX ,) ou

(ii) c1 contient un nombre impair de nŽgations etpos(c1.µ,.c 2., ) = pos(c1.µ,.c 2).neg(, +X "
ÂX ,).

Dans le premier cas,, nÕappartient pasX̂ et doncpos(c1.µ,.c 2., ) = pos(c1.µ,.c 2)., , qui
est un chemin ne contenant pas de nŽgations. Dans le second cas, , appartient ˆX et donc
pos(c1.µ,.c 2., ) = pos(c1.µ,.c 2).neg(Â., ), ce qui est Žgal p̂os(c1.µ,.c 2)., et est un chemin
sans nŽgation.

!

Corollaire 4.16 Pour toute formule close" de la logique LS|! , il existe une formule positive,
notŽepos(" ), telle que! " " = !pos(" )".

Suite ˆ ce corollaire, ˆ partir de maintenant jusque la Þn de cette partie de la th•se et sauf
mention du contraire, quand nous parlons de formule logiquenous entendrons une formule
positive. CÕest ˆ dire, ˆ partir de maintenant nous identiÞons formules logiques et termes sur
Þxpt(2,Xr) et formules logiques sans rŽcursion et termes surfonct(2,Xr).

Soit maintenantf une formule positive sans rŽcursion close (ou, de fa•on Žquivalente, un
terme clos dansfonct(2,Xr)). Sans perte de gŽnŽralitŽ, nous supposons quef est de la forme
1,.f ". A partir de cette formule nous allons construire le syst•medÕŽquations surfonct(2,Xr),
notŽEq(f ), tel queSolT (Eq(f ), dern(Eq(f ))) = ! f ". Pour chaque formuleg, nous notons par
tr (g) la formule obtenue en rempla•ants dansg chaque sous formule rŽcursive de la forme1,.g "

par la variable, . La dŽÞnition detr (g) rŽcursivement sur la structure deg est donnŽe sur la
Þgure 2.

g tr(g)

0, 0, 8 , 6 , , g
' [g"] ' [tr (g")]
g" < g"" (pour< # { | , 9, - , 4} ) tr (g") < tr(g"")
µ,.g ,

FIG. 2 Ð DŽÞnition de la formuletr(g).

Alors le syst•meEq(f ) est dŽÞni rŽcursivement sur la structure def comme suit :

Eq(f ) =

*
++++,

++++-

Eq(f "), , " '= tr (f ") si f = 1, ".f "

Eq(f "), Eq(f "") si f = f " < f "" pour< # {- , 4 , | , 9 }

Eq(f ") si f = ' [f "]

3 sinon

o• 3dŽsigne la sŽquence (dÕŽquations) vide et, est la composition sŽquentielle de deux syst•mes
dÕŽquations.

LÕexemple ci-dessous illustre la construction deEq(f ).
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Exemple 4.3 Soit la formulef "" = µ, ".' [0,., 9 , " 4 0] | , " - 0. En posantf = , 9 , " 4 0 et
f " = ' [0,.f ] | , " - 0, nous avonsf "" = µ, ".f ". Notons dÕabord quetr(f ") = ' [, ] | , " - 0 et
tr (f ) = f .

Alors Eq(f "") est le syst•meEq(µ, ".f ") = Eq(f "), , " µ
= ' [, ] | , " - 0. MaintenantEq(f ")

est Žgal ˆEq(' [0,.f ] | , " - 0) et se rŽduit en quelques pas enEq(f ) et Eq(f ) se rŽduit en
, (= , 9, " 4 0. Donc, le syst•me dÕŽquations associŽ ˆ la formulef "" est

, (= , 9, " 4 0, , " µ
= ' [, ] | , " - 0

Pour montrer que cette mŽthode de construction deEq(" ) est correcte, nous utilisons la
propriŽtŽ suivante :

Lemme 4.17 Pour toute formule closef , formule(Eq(f )) = f .

Preuve Montrons dÕabord que pour toute formulef , &Eq(f ) (tr (f )) = f . La preuve se fait par
rŽcurrence sur la structure de la formulef .

Pour le cas de base,f est lÕune des formules0, 0, 6 , 8 ou x, alors par dŽÞnitionEq(f ) est
le syst•me ˆ zŽro Žquations,&Eq(f ) est la substitution vide ettr (f ) = f , dÕo• la propriŽtŽ suit
immŽdiatement.

Pour lÕinduction : sif = ' [f "], alors par dŽÞnition
Ð Eq(f ) = Eq(f "),
Ð &Eq(f ) = & Eq(f ! ) et
Ð tr(f ) = ' [tr (f ")].

Maintenant,&Eq(f ! ) (' [tr (f ")]) = ' [&Eq(f ! ) (tr (f "))] , ce qui par hypoth•se de rŽcurrence est Žgal
ˆ ' [f "], et donc ˆf . Si f = f " <f "", o• < est lÕun des symboles- , 4 , | , 9, la preuve est similaire
au cas prŽcŽdent. Finalement, sif = 1,.f ", alors par dŽÞnition

Ð Eq(f ) est le syst•meEq(f "), , '= tr (f "),
Ð &Eq(f ) = & Eq(f ! ) [, " 1,. tr (f ")] et
Ð tr(f ) = , .

Donc &Eq(f ) (tr (f )) = & Eq(f ! ) [, " 1,. tr (f ")]( , ) = & Eq(f ! ) (1,. tr (f ")) , et cette derni•re ex-
pression est Žgale1̂,. &Eq(f ! ) (tr (f ")) et par hypoth•se de rŽcurrence est Žgal ˆ1,.f ", et donc ˆ
f .

Maintenant, comme nous avons supposŽ sans perte de gŽnŽralitŽ quef est une formule de la
forme1,.f ", par dŽÞnitionEq(f ) = Eq(f "), , '= tr (f ") et doncformule(Eq(f )) = & Eq(f ) (, ).
Or, par dŽÞnition,, = tr(f ) et donc par la propriŽtŽ prŽcŽdente&Eq(f ) (, ) = f , ce qui termine
la preuve du lemme.

!

Lemme 4.18 Pour toute formule closef , SolT (Eq(f ), dern(Eq(f ))) = ! f ".

Preuve Par le lemme 4.12, nous avonsSolT (Eq(f ), dern(Eq(f ))) = ! formule(Eq(f )) " et par
le lemme 4.17 nous avonsformule(Eq(f )) = f .

!
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4.3 Formes normales des syst•mes dÕŽquations

Jusque la Þn de ce chapitre, et sauf mention du contraire, parÇ syst•me dÕŽquations È nous
entendons un syst•me dÕŽquations surfonct(2,Xr).

Les rŽsultats prŽsentŽs dans cette section sont essentiellement des rŽsultats techniques qui
seront utiles dans la suite. Nous prŽsentons deux formes normales dÕun syst•me dÕŽquations. La
premi•re est appelŽe Ç syst•me simpliÞŽ È et est obtenue par des transformations syntaxiques.
Les syst•mes simpliÞŽs sont introduits pour restreindre letype de termes qui peuvent appara”tre
en partie droite dÕŽquation ˆ des termes constants (0, 0, 6 , 8 ), des termes de la forme' [, ] ou
de la formef < f ", o• < est un opŽrateur binaire. Les syst•mes simpliÞŽs seront utilisŽs pour
dŽÞnir un automate ˆ contraintes numŽriques correspondantˆ un syst•me dÕŽquations, et donc
ˆ une formule LS|! . La deuxi•me forme normale est appelŽe Ç syst•me normalisŽ Èet est un
syst•me surfonct(2", Xr), o• 2" est une extension de la signature2 avec deux nouveaux sym-
boles de composition. Un syst•me normalisŽ est obtenu par des transformations syntaxiques,
mais en utilisant Žgalement des informations dÕordre sŽmantique sur les solutions du syst•me
dÕŽquations.

La propriŽtŽ principale dÕun syst•me dÕŽquations simpliÞŽet dÕun syst•me dÕŽquations nor-
malisŽs obtenus ˆ partir dÕun syst•me quelconque est la prŽservation des solutions : la trans-
formation se faisant en ajoutant de nouvelles variables, nous voulons garantir quÕapr•s trans-
formation, la solution du syst•me reste la m•me pour les variables dÕorigine. Pour cela nous
introduisons la notion dÕŽquivalence de syst•me dÕŽquations.

DŽÞnition 4.19 (Syst•mes dÕŽquations Žquivalents)Soit& une signature etI uneµ-interprŽ-
tation des symboles de&. Les syst•mes dÕŽquationsS etS" surfonct(&,Xr) sont ditsŽquivalents
pour lÕensemble de variablesV si V $ { Vars(S)} , V $ { Vars(S")} et pour toute variable, dans
V, SolI (S, , ) = SolI (S", , )

Le chapitre est organisŽ comme suit : dans la section 4.3.1, nous dŽÞnissons ce quÕest un
syst•me dÕŽquations simpliÞŽ et nous montrons comment un syst•me dÕŽquations sur peut •tre
transformŽ en un syst•me simpliÞŽ Žquivalent. Dans la section 4.3.2 nous prŽsentons la signature
2" et les syst•mes dÕŽquations normalisŽs. Nous prŽsentons Žgalement une mŽthode de construc-
tion dÕun syst•me normalisŽ Žquivalent ˆ partir dÕun syst•me quelconque. Finalement dans la
section 4.4 nous utilisons les syst•mes dÕŽquations normalisŽs pour dŽduire certaines conditions
pour lÕunicitŽ du plus petit et plus grand point Þxe de la logique LS|! .

4.3.1 Syst•me dÕŽquations simpliÞŽ

Le syst•me dÕŽquations simpliÞŽ est la premi•re forme normale dÕun syst•me dÕŽquations
que nous introduisons ici. LÕutilitŽ dÕun syst•me dÕŽquations simpliÞŽ est de nÕautoriser que
certains types de termes en partie droite dÕŽquation. Commenous le verrons plus tard (dans le
chapitre 6), cette restriction est nŽcessaire pour pouvoirdŽÞnir lÕautomate ˆ contraintes numŽ-
riques reconnaissant le langageformule(S), o• S est un syst•me dÕŽquations.

Ainsi, un syst•me dÕŽquations simpliÞŽ est dŽÞni de la fa•onsuivante :
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DŽÞnition 4.20 (Terme simple et syst•me simpliÞŽ)Un terme fonctionnel sur2 est ditterme
simplesÕil est de lÕune des formes suivantes

0 0 6 8 ' [, ] , | , " , 9, " , - , " , 4 , "

o• , et , " sont des variables.

Un syst•me dÕŽquationsS surfonct(2,Xr) est ditsimpliÞŽsi toute partie droite dÕŽquation
dansS est un terme simple.

Dans la suite nous montrons comment un syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2,Xr) peut •tre
transformŽ en un syst•me simpliÞŽ Žquivalent ˆS sur lÕensemble des variablesVars(S). La
mŽthode de transformation utilise le syst•me de rŽŽcriturede syst•mes dÕŽquations prŽsentŽ sur
la Þgure 3 ci-dessous.

l r

(Red' ) , '= ' [f ] , " '= f, , '= ' [, "]

(Red< 1) < = | , 9, - , 4 , '= f < , "" , " '= f, , '= , " < , ""

(Red< 2) < = | , 9, - , 4 , '= , "" < f , " '= f, , '= , "" < , "

(Red< 3) < = | , 9, - , 4 , '= f < f " , " '= f, , "" '= f ", , '= , " < , ""

FIG. 3 Ð Ensemble de r•gles de rŽŽcriture pour la simpliÞcation dÕun syst•me dÕŽquations. Ici
,, , ", , "" sont des variables etf ", f ", f "" sont des termes qui ne sont pas des variables. Nous
imposons Žgalement que si le syst•me dÕŽquationsS, l, S" se rŽŽcrit en le syst•me dÕŽquations
S, r, S", pour nÕimporte quel des couplesl, r , alors les variables, " et , "" apparaissant dansr
nÕappartiennent pas ˆ{ Vars(S)} 1 { Vars(S")} .

Lemme 4.21 La relation de rŽŽcriture" s termine. De plus, siSt est une forme normale deSi

pour " s, alors
(i) St est simpliÞŽ ;
(ii) St est Žquivalent Ŝi sur { Vars(Si)} ;

Preuve Voir la section A.2 de lÕannexe A.
!

Exemple 4.4 Comme nous lÕavons vu dans lÕexemple 4.3, le syst•me dÕŽquations associŽ ˆ la
formuleµ, ".' [0,., 9, " 4 0] | , " - 0 est

, (= , 9, " 4 0, , " µ
= ' [, ] | , " - 0

Avec la procŽdure de simpliÞcation prŽsentŽe ici, nous obtenons le syst•me dÕŽquations
simpliÞŽ suivant

, 1
(= , 9, ", , 2

(= 0, , (= , 1 4 , 2,

, "
3

µ
= ' [, ], , "

1
µ
= , "

3 | , ", , "
2

µ
= 0, , " µ

= , "
1 - , "

2
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4.3.2 Syst•me dÕŽquations normalisŽ

Soit la signature (inÞnie)2" = { 0, 0, 6 , 8 , - , 4 , | , 9, =>, =>}1
)

" , ! Þni ou coÞni{ ' } avec les
m•mes conventions que pour la signature2 dŽÞnie dans la section 4.2.2 (page 72). Nous allons
montrer que tout syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2,Xr) peut •tre transformŽ en un syst•me
dÕŽquationsS" surfonct(2", Xr) nÕutilisant pas les symboles| et 9 et Žquivalent Ŝ (pour une
interprŽtation des symboles=>et =>donnŽe ci-dessous).

Nous considŽrons laµ-interprŽtationT pour la signature2" dans le treillis+! (A ! ), - , 4, .
Pour tous les symboles ˆ lÕexception de=>et =>cette interprŽtation co•ncide avec lÕinterprŽtation
T pour la signature2 prŽsentŽe sur la Þgure 1 page 73. Pour les symboles=>et =>, T est dŽÞnie
par

S=>T S" = { t ( t" | t # S " {{||}} , t " # S " {{||}}}

S=>T S" = { t"" | ) t, t ". t "" = t ( t" * (t # S 1 {{||}} ou t" # S" 1 {{||}} )}

o• S, S" sont des ensembles dÕarbres. Il est facile de voir queT est effectivement uneµ-
interprŽtation.

Remarque 4.22 Comme consŽquence immŽdiate des dŽÞnitions, pour tous ensembles dÕarbres
S, S", on a

S=>T S" = ( S " {{||}} ) | (S" " {{||}} )

S=>T S" = ( S 1 {{||}} ) 9(S" 1 {{||}} )

De plus, les deux opŽrateurs=> et => sont duaux dans le sens o• pour tous ensembles dÕarbres
S, S",

S=>T S" = ! (! S=>T ! S")

o• ! dŽsigne le complŽmentaire dans lÕensembleA ! .

Pour un syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2", Xr), nous noteronsSolT (S) sa solution ob-
tenue par lÕinterprŽtationT . Il est Žvident que tout syst•me dÕŽquations surfonct(2,Xr) est
Žgalement un syst•me surfonct(2", Xr).

DŽÞnition 4.23 (Composition gardŽe)Un syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2", Xr) est dit ˆ
composition gardŽesi aucune partie droite dÕŽquation dansS nÕutilise les symboles| et 9.

Un terme de la formef < f " pourf Žtant un des symboles| , 9, =>ou =>sera appelŽeterme
ˆ composition. Si < est | ou 9, nous dirons que cÕest uneterme ˆ composition non gardŽe, et si
< est =>ou =>, nous parlerons determe ˆ composition gardŽe.

Un terme boolŽenest un terme construit en utilisant uniquement des variables et les sym-
boles de fonction6 , 8 , - et 4 . On dit que la variable, appara”t enposition boolŽennedans
le terme fonctionnelf sÕil existe un cheminc dansf tel quef (c) = , et c est composŽ des
opŽrateurs- et4 uniquement (en plus de, qui est nŽcessairement le dernier ŽlŽment dec).

DŽÞnition 4.24 (DŽpendance boolŽenne)Soit S un syst•me dÕŽquations simpliÞŽ. Soit la re-
lation binaireBS(, ) entre les variables deVars(S) dŽÞnie par :BS(,, , ") si la partie droite de
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lÕŽquation pour, dansS est un terme boolŽen et la variable, " appara”t dans ce terme. Nous
notons parB.

S(, ) la cl™ture transitive deBS(, ). Pour deux variables,, , ", on dit que, est en
dŽpendance boolŽenne de, " dansS si B.

S(,, , "). On dit que, est en auto-dŽpendance boolŽenne
dansS si B.

S(,, , ).

Nous dirons queS est sans cycles de dŽpendance boolŽenne si aucune variable dansVars(S)
nÕest en auto-dŽpendance boolŽenne.

Finalement, nous introduisons la notion de syst•me semi-simpliÞŽ qui dŽÞnit des restrictions
sur la forme des parties droites dÕŽquations du syst•me ˆ la mani•re des syst•mes simpliÞŽs.

DŽÞnition 4.25 (Syst•me semi-simpliÞŽ)Le syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2,Xr) est dit
semi-simpliÞŽsi toute partie droite dÕŽquation dansS est ou bien un terme boolŽen, ou bien
de la forme

0 0 6 8 ' [, ] , | , " , 9, " , =>, " , =>, "

o• , et , " sont des variables.

La diffŽrence qui existe entre un syst•me simpliÞŽ et un syst•me semi-simpliÞŽ est dans la res-
triction plus ou moins forte pour les termes boolŽens. En vuede leur utilisation, dans le premier
cas nous avons besoin dÕimposer la forme restreinte pour lestermes boolŽens apparaissant en
partie droite dÕŽquation (, - , " ou, 4 , "), tandis que dans le second cas, nous autorisons nÕimporte
quel terme boolŽen en partie droite dÕŽquation.3

Remarquons quÕun syst•me dÕŽquations surfonct(2", Xr) peut •tre transformŽ en un sys-
t•me semi-simpliÞŽ par un syst•me de rŽŽcriture tr•s semblable ˆ celui prŽsentŽ dans la sec-
tion 4.3.1. Plus prŽcisŽment, il sufÞt dÕajouter ˆ ce syst•me de rŽŽcriture des r•gles pour les
symboles=> et => de la m•me mani•re que les r•gles pour les symboles| et 9 et de modiÞer
les r•gles (Red- 3) et (Red4 3) en ajoutant la condition quef et f " ne doivent pas •tre des
termes boolŽens. DÕautre part, nous pouvons Žgalement simpliÞer un syst•me dÕŽquations sur
fonct(2", Xr). Il sufÞt pour cela dÕajouter au syst•me de rŽŽcriture les r•gles pour les symboles
=>et=>sans affaiblir les r•gles pour les symboles- et 4 . Il nÕest pas difÞcile de voir quÕavec ces
deux modiÞcations du syst•me de rŽŽcriture servant ˆ la simpliÞcations dÕun syst•me dÕŽqua-
tions, la prŽservation de la solution telle que est ŽnoncŽe dans le lemme 4.21 reste valide.

Nous pouvons maintenant dŽÞnir un syst•me dÕŽquations normalisŽ.

DŽÞnition 4.26 (Syst•me normalisŽ)Le syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2", Xr) est ditnor-
malisŽsi les trois conditions ci-dessous sont vŽriÞŽes

(i) S est ˆ composition gardŽe ;

(ii) S est semi-simpliÞŽ ;

(iii) S est sans cycles de dŽpendance boolŽenne.

Le rŽsultat principal de cette section est le suivant
3Plus prŽcisŽment, les syst•mes semi-simpliÞŽs seront obtenus comme Žtape de la construction dÕun syst•me

dÕŽquations normalisŽ. Affaiblir les conditions sur les termes boolŽens en partie droite dÕŽquation a comme principal
but de faciliter la preuve dÕŽquivalence entre le syst•me initial et le syst•me dÕŽquations normalisŽ correspondant
obtenus par la mŽthode que nous prŽsentons.
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Lemme 4.27 Tout syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2", Xr) peut •tre effectivement transformŽ
en un syst•me dÕŽquations normalisŽS" sur fonct(2", Xr) Žquivalent ˆS sur lÕensemble de
variables{ Vars(S)} .

Le reste de la section est consacrŽ ˆ la preuve de ce lemme. Nous donnons une mŽthode
effective de construction du syst•me dÕŽquations normalisŽ. Nous prŽsentons dÕabord une mŽ-
thode dÕŽlimination des compositions non gardŽes dÕun syst•me et ensuite une mŽthode dÕŽli-
mination des cycles de dŽpendance boolŽenne.

ƒlimination des compositions non gardŽes

LÕŽlimination des compositions non gardŽes est possible gr‰ce ˆ deux propriŽtŽs des for-
mules et des syst•mes dÕŽquations que nous prŽsentons dÕabord. DÕune part, pour tout syst•me
dÕŽquationsS et pour toute variable, apparaissant dansS, on peut dŽcider si lÕarbre vide appar-
tient ˆ la solution deS pour , (voir le lemme 4.29). DÕautre part, pour tous ensembles dÕarbres
S, S", les expressionsS| T S" etS9T S" sont Žquivalentes ˆ des expressions utilisant uniquement
des compositions gardŽe qui peuvent •tre trouvŽes ˆ condition de savoir si les ensemblesS, S"

contiennent ou non lÕarbre vide (voir la Þgure 4).

T | T S =

*
+++,

+++-

T =>T S si {||} '# T, {||} '# S
T =>T S - (S 4 0) si {||} # T, {||} '# S
T =>T S - (T 4 0) si {||} '# T, {||} # S
T =>T S - (S 4 0) - (T 4 0) - 0 si {||} # T, {||} # S

T 9T S =

*
+++,

+++-

T =>T S 4 (T - 0) 4 (S - 0) 4 0 si {||} '# T, {||} '# S
T =>T S 4 (T - 0) si {||} # T, {||} '# S
T =>T S 4 (S - 0) si {||} '# T, {||} # S
T =>T S si {||} # T, {||} # S

FIG. 4 Ð Relation entre la composition gardŽe et la composition non gardŽe.T et S sont des
ensembles dÕarbres.

Lemme 4.28 Les ŽgalitŽs de la Þgure 4 sont vŽriÞŽes pour tous ensembles dÕarbresS, T.

Preuve Voir la section A.2 de lÕannexe A.
!

Montrons maintenant que pour tout syst•me dÕŽquationsS, on peut vŽriÞer si{||} appartient
ˆ chacune des composantes de la solution deS.

Lemme 4.29 SoitS un syst•me dÕŽquations surfonct (2", Xr). Alors pour toute variable, dans
Vars(S), on peut dŽcider si{||} appartient ˆSolT (S, , ).

Preuve Pour la preuve compl•te, voir la section A.2 lÕannexe A. LÕidŽe est que{||} appartient
toujours ˆSolT (S, , ) (respectivement nÕappartient jamais ˆSolT (S, , )) lorsque la partie droite
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de lÕŽquation pour, dansS est6 ou0 (respectivement8 ou0 ou de la forme' [, "]). De m•me,
si la partie droite de lÕŽquation pour, dansS est de la forme, 1 - , 2 ou bien, 1 9 , 2, alors{||}
appartient ŜolT (S, , ) seulement si{||} appartient ŜolT (S, , 1) ou ˆ SolT (S, , 2). Finalement,
si la partie droite de lÕŽquation pour, dansS est de la forme, 1 4 , 2 ou bien, 1 | , 2, alors{||}
appartient ˆSolT (S, , ) seulement si{||} appartient ˆSolT (S, , 1) et ˆ SolT (S, , 2).

!

La preuve du lemme 4.29 nous permet dÕŽnoncer le corollaire ci-dessous, qui nÕest pas
directement reliŽ avec lÕŽlimination des compositions nongardŽes mais reprŽsente un rŽsultat
intŽressant en soi.

Corollaire 4.30 Pour tout termef sur Þxpt(2", Xr) et pour toute valuation/ , {||} appartient ˆ
!µ,.f " si et seulement si{||} appartient ˆ ! f "$[%({||} ] et {||} appartient ˆ !0,.f " si et seulement si
{||} appartient ˆ ! f "$[%(A ! ].

Maintenant en utilisant le lemme 4.29 et les ŽgalitŽs de la Þgure 4, nous pouvons dŽÞnir le
syst•me dÕŽquationsCG(S) Žquivalent Ŝ sur lÕensemble de variables{ Vars(S)} . ConsidŽrons
x une variable dansVars(S) et soientS", S"" les syst•mes,f le terme et1 lÕopŽrateur de point
Þxe tels queS = S", x '= f, S"". Le syst•me dÕŽquationsCG"(x, S) est dŽÞni par

CG"(x, S", x '= f, S"") = S", cg(x '= f ), S"",

o• le syst•me dÕŽquationscg(x '= f ) est dŽÞni par :

cg(x '= f ) = x '= f si f nÕest pas un terme ˆ composition non gardŽe

cg(x '= y |z) =

*
+++,

+++-

x '= y=>z si {||} '# SolT (S, y), {||} '# SolT (S, z)
x '= y=>z - z si {||} # SolT (S, y), {||} '# SolT (S, z)
x '= y=>z - y si {||} '# SolT (S, y), {||} # SolT (S, z)
x '= y=>z - y - z - 0 si {||} # SolT (S, y), {||} # SolT (S, z)

cg(x '= y9z) =

*
+++,

+++-

x '= y=>z 4 y 4 z 4 0 si {||} '# SolT (S, y), {||} '# SolT (S, z)
x '= y=>z 4 y si {||} # SolT (S, y), {||} '# SolT (S, z)
x '= y=>z 4 z si {||} '# SolT (S, y), {||} # SolT (S, z)
x '= y=>z si {||} # SolT (S, y), {||} # SolT (S, z)

SoitVars(S) = x1, . . . , xn et x1, . . . , xn # X . Alors CG(S) est dŽÞni par :

CG(S) = CG"(xn , CG"(xn- 1, . . . CG"(x1, S) . . .)) .

Lemme 4.31 Pour tout syst•me dÕŽquations normalisŽS, le syst•me dÕŽquationsCG(S) est un
syst•me dÕŽquations ˆ composition gardŽe Žquivalent ˆS sur lÕensemble de variables{ Vars(S)} .

Preuve Voir la section A.2 de lÕannexe A.
!
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ƒlimination des auto dŽpendances boolŽennes

ConsidŽrons un syst•me dÕŽquationsS semi simpliÞŽ et ˆ composition gardŽe. Nous allons
montrer comment Žliminer les auto dŽpendances boolŽennes de S par un syst•me de rŽŽcriture
de syst•mes dÕŽquations.

Annon•ons dÕabord un rŽsultat connu pour leµ-calcul propositionnel qui permettra dÕŽlimi-
ner les cycles de dŽpendances boolŽennes.

Proposition 4.32 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition 9.1.2) Soit t un terme proposi-
tionnel (cad sur la signature{8 , 6 , - , 4} o• 8 et 6 sont des symboles dÕaritŽ zŽro et- et 4
sont des symboles binaires) et soitD un treillis distributif dans lequel8 et 6 sont interprŽ-
tŽs comme la borne infŽrieure et la borne supŽrieure du domaine deD respectivement et- et
4 sont interprŽtŽs comme la plus petite borne supŽrieure et laplus grande borne infŽrieure
respectivement. Alors avec cette interprŽtation, pour toute variablex,

µx.t = t+x " 8, 0x.t = t+x " 6, .

Un treillis est distributif sÕil satisfait les lois de distributivitŽ x - (y 4 z) = ( x - y) 4 (x - z) et
x 4 (y - z) = ( x 4 y) - (x 4 z) pour tousx, y, z ŽlŽments du domaine du treillis. Clairement,
(A ! , - , 4 ) est un treillis distributif.

Pour tout syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2", { , 1, . . . , , n } ) et pour touti dans1..n, nous
dŽÞnissons les syst•mes dÕŽquationstransforme(S, , i ) et«elimine(S, , i ) par des transformations
syntaxiques deS. Pour la suite, supposons queS est le syst•me

, 1
' 1= f 1 , . . . , , i

' i= f i , . . . , , n
' n= f n .

Le syst•metransforme(S, , i ) est dŽÞni par :

transforme(S, , i ) = S si f i nÕest pas un terme boolŽen,

transforme(S, , i ) =

<
, 1

' 1= f 1, . . . , , i
' i= f i ,

, i +1
' i +1= gi +1 , . . . , , n

' n= gn
sinon,

o• pour toutj dansi + 1 ..n, gj = f j si f j nÕest pas un terme boolŽen etgj = f j +, i " f i , si f j

est un terme boolŽen.

Le syst•me«elimine(S, , i ) est dŽÞni par :

«elimine(S, , i ) = S si f i nÕest pas un terme boolŽen ;

«elimine(S, , i ) =

*
+,

+-

, 1
' 1= f 1, . . . , , i - 1

' i # 1= f i - 1,
, i

' i= g,

, i +1
' i +1= f i +1 , . . . , , n

' n= f n

sinon.

o• g = f i +, i " 8, si 1i = µ et g = f i +, i " 6, si 1i = 0.

Lemme 4.33 Pour tout syst•me dÕŽquationsS sur fonct(2", { , 1, . . . , , n } ) et pour touti dans
1..n :
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(i) les trois syst•mesS, transforme(S, , i ) et«elimine(S, , i ) ont la m•me solution lorsque les
parties droites dÕŽquations sont interprŽtŽes parT ;

(ii) si S est un syst•me dÕŽquations semi-simpliÞŽ et ˆ composition gardŽe, alors«elimine(S, , i )
et transforme(S, , i ) le sont aussi. De plus, pour toutj dans1..n, si la partie droite de
lÕŽquation pour la variable, j dansS est un terme boolŽen, alors les parties droites des
Žquations pour, j danstransforme(S, , i ) et«elimine(S, , i ) sont aussi des termes boolŽens.

Preuve Pour (i), le fait quetransforme(S, , i ) a la m•me solution queS est simple consŽquence
de la proposition 4.5 et le fait que«elimine(S, , i ) a la m•me solution queS est consŽquence de
la proposition 4.32 : en effet lÕinterprŽtationT de2" satisfait les conditions de cette proposition.

Pour (ii), par dŽÞnitiontransforme(S, , i ) diff•re S uniquement par la partie droite de lÕŽqua-
tion pour, i si celle-ci est un terme boolŽen dansS. De plus, si cÕest le cas, la partie droite de
lÕŽquation pour, i danstransforme(S, , i ) est obtenue en rempla•ant dans un terme boolŽen les
occurrences de la variable, j par un terme boolŽen dans un terme boolŽen, ce qui nous donne
un terme boolŽen comme rŽsultat et donc prŽserve le caract•re simpliÞŽ du syst•me dÕŽqua-
tions. Des arguments similaires sont valables pour«elimine(S, , i ), qui est obtenu ˆ partir deS en
modiÞant certaines parties droites dÕŽquations qui sont des termes boolŽens par dÕautres termes
boolŽens.

!

Les deux transformations ci-dessus vont •tre utilisŽes pour transformer un syst•me dÕŽqua-
tionsS en un syst•me dÕŽquations Žquivalent mais sans cycles de dŽpendances boolŽennes. Soit
comme prŽcŽdemmentS un syst•me dÕŽquations sur les variables, 1, . . . , , n , et soit(Si )i # 0..n

la suite de syst•mes dÕŽquations suivante :S0 = S et pour touti dans1..n,

Si = transforme(«elimine(Si - 1, , i ), , i ).

Le lemme qui suit Žtablit que pour touti , dans le syst•me dÕŽquationsSi , les variables
, 1, . . . , , i ne sont en dŽpendance boolŽenne que de variables les succŽdant dans la sŽquence
Vars(S).

Lemme 4.34 SiS est un syst•me dÕŽquations semi-simpliÞŽ, alors pour touti dans0..n et pour
tousj, k dans1..n tels quej % i , si BSi (, j , , k ), alorsk > j .

Preuve Voir la section A.2 de lÕannexe A.
!

Il appara”t du lemme prŽcŽdent que dans le syst•me dÕŽquationsSn, toute variables, j est en
dŽpendance boolŽenne uniquement de variables, k de rang strictement supŽrieur, cadB.

Si
(, j , , k )

impliquek > j , ce qui donne naturellement corollaire suivant.

Corollaire 4.35 Le syst•me dÕŽquationsSn est sans cycles de dŽpendance boolŽenne.

De m•me, une consŽquence immŽdiate du lemme 4.33 est le suivant

Corollaire 4.36 Le syst•me dÕŽquationsSn est Žquivalent au syst•me dÕŽquationsS.
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Nous avons donc dŽÞni, ˆ lÕaide des transformations de syst•mes dÕŽquations purement syn-
taxiquestransforme(S, , i ) et«elimine(S, , i ), une mŽthode pour transformer un syst•me dÕŽqua-
tions semi-simpliÞŽ et ˆ composition gardŽeS en un syst•me Žquivalent qui est de plus sans
cycles de dŽpendances boolŽennes, cad en un syst•me Žquivalent normalisŽ.

Revenons maintenant ˆ la preuve du lemme 4.27, cad montrer que tout syst•me dÕŽquations
peut effectivement •tre transformŽ en un syst•me dÕŽquations normalisŽ. ƒtant donnŽ le sys-
t•me dÕŽquationsS, nous commen•ons par simpliÞerS en utilisant la procŽdure dŽcrite dans la
section 4.3.1 ; soitS1 le syst•me obtenu. Par le lemme 4.21,S1 est simpliÞŽ et ŽquivalentŜ
sur lÕensemble de variables{ Vars(S)} . Ensuite, nous transformonsS1 en utilisant la procŽdure
dŽcrite dans la section 4.3.2 ; soitS2 le syst•me obtenu. Par le lemme 4.31,S2 est un syst•me ˆ
composition gardŽe Žquivalent ˆS1 sur lÕensemble de variables{ Vars(S1)} ; donc par transiti-
vitŽ de la relation dÕŽquivalence,S2 est Žquivalent Ŝ sur lÕensemble de variables{ Vars(S)} .
Par contre,S2 nÕest pas forcŽment un syst•me semi-simpliÞŽ. Nous devons appliquer ˆ S2 la
procŽdure de semi-simpliÞcation ; soitS3 le syst•me obtenu. AlorsS3 est un syst•me semi-
simpliÞŽ et ˆ composition gardŽe et est Žquivalent ˆS2 sur lÕensemble de variables{ Vars(S2)} ,
donc Žquivalent Ŝ sur lÕensemble de variables{ Vars(S)} . Finalement, nous appliquonsŜ3

la procŽdure dŽcrite dans le section 4.3.2 ; soitS" le syst•me obtenu. Par le lemme 4.33,S"

est semi-simpliÞŽ et ˆ composition gardŽe ; par le corollaire 4.35,S" est sans cycles de dŽpen-
dances boolŽennes et, par le corollaire 4.36,S" est Žquivalent Ŝ3 sur lÕensemble de variables
{ Vars(S3)} , donc aussi Ŝ sur lÕensemble de variables{ Vars(S)} . Ceci termine la preuve du
lemme 4.27.

Exemple 4.5 ConsidŽrons la formulef = µ,. (' [, ] - 0) | (( [0] - , ). Nous allons montrer les
diffŽrentes Žtapes de la construction dÕun syst•me dÕŽquations pour cette formule et sa transfor-
mation en un syst•me dÕŽquations normalisŽ.

La formule f Žtant positive, nous pouvons directement construire le syst•me dÕŽquations
Eq(f ). Il est facile de voir que cÕest le syst•me ˆ une seule Žquation

,
µ
= ( ' [, ] - 0) | (( [0] - , )

que nous noteronsS pour la suite.

Le syst•me dÕŽquations simpliÞŽ obtenu ˆ partir deS par la procŽdure de simpliÞcation
dŽcrite dans la section 4.3.1 est le syst•meSsimpl suivant :

, 4
µ
= ' [, ], , 5

µ
= 0, , 1

µ
= , 4 - , 5, , 6

µ
= 0,

, 3
µ
= ( [, 6], , 2

µ
= , 3 - ,, ,

µ
= , 1 | , 2

Nous devons dÕabord Žliminer les compositions gardŽes du syst•me dÕŽquationsSsimpl.
Pour cela, nous commencons par dŽterminer, pour toute variable , dansVars(Ssimpl), si lÕarbre
{||} appartient ˆ la solution deSsimpl pour cette variable. Nous obtenons que{||} appartient ˆ
SolT (Ssimpl, , ) lorsque, est lÕune des variables, 1, , 5, , 6 et{||} nÕappartient pas ˆSolT (Ssimpl, , )
lorsque, est lÕune des variables,, , 2, , 3, , 4.

Avec ces informations, nous pouvons Žliminer les compositions non gardŽes deSsimpl pour
obtenir le syst•me ˆ composition gardŽeScg Žquivalent ˆSsimpl sur lÕensemble de variables
{ Vars(Ssimpl)} . La seule Žquation ˆ composition (non gardŽe) deSsimpl est la derni•re Žquation.
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Donc,Scg est identique Ŝsimpl ˆ part pour la derni•re Žquation qui devient,
µ
= , 1 =>, 2 - , 2.

Remarquons quÕalors le syst•me dÕŽquationsScg nÕest pas un syst•me semi-simpliÞŽ. Or, pour
appliquer la prochaine Žtape de normalisation, nous avons besoin dÕun syst•me semi-simpliÞŽ.
En appliquant la procŽdure de simpliÞcation dŽcrite dans lasection 4.3.1, nous obtenons le
syst•me dÕŽquationsS"

cg Žquivalent Ŝsimpl sur lÕensemble de variables{ Vars(Ssimpl)} suivant :

, 4
µ
= ' [, ], , 5

µ
= 0, , 1

µ
= , 4 - , 5, , 6

µ
= 0,

, 3
µ
= ( [, 6], , 2

µ
= , 3 - ,, , 7

µ
= , 1 =>, 2, ,

µ
= , 7 - , 2

Pour obtenir un syst•me dÕŽquations normalisŽ, il nous reste maintenant ˆ Žliminer les cycles
de dŽpendance boolŽenne deS"

cg. Plus prŽcisŽment, le syst•meSnorm est obtenu par une succes-
sion dÕŽtapes de transformation, une par variable du syst•me S"

cg, et qui sont effectuŽs dans
lÕordre des variables dans la sŽquenceVars(S"

cg). Ainsi, le syst•me dÕŽquationsS%! , obtenu ˆ
lÕŽtape correspondant ˆ la variable, ", esttransforme(«elimine(S%!! , , "), , "), o• , "" est la variable
qui prŽc•de immŽdiatement, " dans la sŽquence des variables du syst•meS"

cg.

Pour nous Žviter de dŽrouler toutes les huit Žtapes sur lÕexemple, remarquons dÕabord cer-
taines propriŽtŽs des transformations«elimine(S", , ") et transforme(S", , "), valables pour tout
syst•meS" et toute variable, " dansVars(S"), et qui dŽcoulent directement des dŽÞnitions :

(i) si la partie droite de lÕŽquation pour, " dansS" nÕest pas un terme boolŽen, alors les
syst•mes«elimine(S", , ") et transforme(S", , ") sont tous deux ŽgauxŜ" ;

(ii) si la partie droite de lÕŽquation pour, " est un terme boolŽen qui ne contient pas dÕoccur-
rence de la variable, ", alors«elimine(S", , ") est Žgal Ŝ".

Revenant ˆ notre exemple ; par la remarque prŽcŽdente nous obtenons queS%5 = S%4 = S"
cg

et «elimine(S%5 , , 1) = S%5 . Il nÕest pas difÞcile de voir quetransforme(«elimine(S%5 , , 1), , 1)
est aussi Žgal Ŝ%5 , ceci ˆ cause du fait que la variable, 1 nÕappara”t pas en partie droite des
Žquations pour les variables, 2 et , (qui sont les variables apr•s, 1 pour lesquelles la partie droite
dÕŽquation est un terme boolŽen). Nous en dŽduisons queS%1 = S"

cg. Encore une fois par les
remarques prŽcŽdentes, nous dŽduisons queS%3 est aussi Žgal au syst•me de dŽpartScg. Ensuite,
pour le syst•meS%2 nous obtenons

, 4
µ
= ' [, ], , 5

µ
= 0, , 1

µ
= , 4 - , 5, , 6

µ
= 0,

, 3
µ
= ( [, 6], , 2

µ
= , 3 - ,, , 7

µ
= , 1 =>, 2, ,

µ
= , 7 - (, 3 - , )

S%1 a ŽtŽ obtenu en rempla•ant, 3 - , pour , 2 dans la derni•re Žquation. Encore une fois par la
remarque prŽcŽdente, nous obtenons queS%7 est Žgal au syst•meS%2 . Finalement, le syst•me
«elimine(S%7 , , ) est Žgal au syst•meS%2 sauf pour la derni•re Žquation qui devient

,
µ
= , 7 - (, 3 - 8 )

et le syst•metransforme(«elimine(S%7 , , ), , ) est donc

, 4
µ
= ' [, ], , 5

µ
= 0, , 1

µ
= , 4 - , 5, , 6

µ
= 0,

, 3
µ
= ( [, 6], , 2

µ
= , 3 - ,, , 7

µ
= , 1 =>, 2, ,

µ
= , 7 - (, 3 - 8 )

Par dŽÞnition,Snorm est Žgal Ŝ%, et doncSnorm est le syst•me ci-dessus.
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4.4 UnicitŽ du point Þxe

Nous allons montrer que dans un syst•me dÕŽquations normalisŽ, les opŽrateurs de plus pe-
tit et plus grand point Þxe peuvent •tre inter-changŽs sans que cela ne modiÞe la solution du
syst•me. Ce rŽsultat peut •tre vu comme une gŽnŽralisation de lÕunicitŽ du point Þxe pour les
formules ˆ rŽcursion descendante (voir ci-dessous) Žtablidans [Dal Zilio, 2001]. Nous commen-
•ons par prŽsenter bri•vement le rŽsultat de [Dal Zilio, 2001] dans les termes utilisŽs plus tard
dans cette section.

Une formule" est diteˆ rŽcursion descendante pour, si dans" , toute occurrence de la
variable, appara”t sous un opŽrateur dÕembo”tement.4 On montre alors que si" est une for-
mule gardŽe dans la variable, , alors pour toute valuation des variables/ , ! µ,." "$ = !0,." "$.
Pour la preuve, lÕauteur utilise la propriŽtŽ suivante : pour tous ensembles dÕarbresS, T et pour
tout arbret appartenant !̂ " "$[%( S] mais nÕappartenant pas ˆ! " "$[%( T ], la hauteur det est su-
pŽrieure ou Žgale 1̂ + h(t"), o• t" est un plus petit arbre (pour sa hauteur) appartenant ˆS
mais nÕappartenant pas ˆT. De cette propriŽtŽ dŽcoule le fait que la fonction qui, ˆ lÕensemble
dÕarbresS associe! " "$[%( S] est strictement contractante, et donc a un unique point Þxe (voir
plus bas pour la dŽÞnition dÕune fonction contractante).

Dans ce qui suit, nous Žlargissons ce rŽsultat en montrant que, intuitivement, sif est un
terme ˆ composition gardŽe et sans dŽpendance boolŽenne (cad f satisfait les conditions pour
les termes en partie droite dÕune Žquation dans un syst•me normalisŽ), alors la fonctionf T est
contractante et donc ˆ unique point Þxe.

Nous commen•ons par identiÞer une condition sufÞsante permettant dÕinter-changer les opŽ-
rateurs de point Þxe dans un syst•me dÕŽquations.

Lemme 4.37 Soient+E, %, un treillis complet etS le syst•me dÕŽquations

x1
' 1= f 1(x1, . . . , xn ), . . . , xn

' n= f n(x1, . . . , xn ),

o• pour tout i dans1..k, f i (x1, . . . , xn ) est une fonction monotone deE n dansE. Supposons
que pour touti dans1..k et pour toush1, . . . , hi - 1, hi +1 , . . . , hn ŽlŽments deE on a

µx i .f i (h1, . . . , hi - 1, x, hi +1 , . . . , hn) = 0xi .f i (h1, . . . , hi - 1, x, hi +1 , . . . , hn) (4.2)

Alors le syst•me dÕŽquationsS est Žquivalent ˆ tout syst•meS" de la forme

x1
' !

1= f 1(x1, . . . , xn ), . . . , xn
' !

n= f n(x1, . . . , xn ),

o• les 1"
i sont des opŽrateurs de points Þxes arbitraires.

Preuve Il sufÞt de montrer que () ) si (4.2) est vŽriÞŽ pour un certaini dans1..n, alors on
peut changer lÕopŽrateur de point Þxe1i . La preuve du lemme est alors une rŽcurrence facile
sur le nombre dÕopŽrateurs de point Þxe ayant changŽ. Pour montrer () ), il sufÞt dÕutiliser la
proposition 4.4 en coupant le syst•me dÕŽquations entre lesvariablesxi - 1 et xi .

4Dans [Dal Zilio, 2001], les formules ˆ rŽcursion descendante sont appelŽes Ç formules gardŽes È. Comme nous
allons le voir bient™t, lÕutilisation du terme Ç gardŽ È pourla composition gardŽe nÕest pas un hasard. En effet, cÕest
cette Ç garde È qui garantit lÕunicitŽ du point Þxe.
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!

Dans la suite de la section nous allons montrer que les conditions requises par le lemme 4.37
sont satisfaites par tout syst•me dÕŽquations surfonct(2", Xr) normalisŽ en considŽrant sa solu-
tion pour lÕinterprŽtationT . Plus prŽcisŽment, nous allons montrer que sif # fonct(2", Xr) est
la partie droite de la variable, dans un syst•me dÕŽquations normalisŽ, alorsf admet un et un
seul point Þxe (par rapport ˆ, ). Pour cela, nous utilisons le thŽor•me suivant.

ThŽor•me 4.38 (ThŽor•me du point Þxe des applications contractantes) Si(E, d) est un es-
pace mŽtrique complet (pour la distanced) et f : E " E est une application strictement
contractante (pour la distanced), alors f admet un unique point Þxe.

Rappelons dÕabord les ŽlŽments de topologie nŽcessaires pour la manipulation de ce thŽo-
r•me. Unespace mŽtrique(E, d) est un espaceE muni dÕune distanced. Un espace mŽtrique
(E, d) est dit complet pour la distanced si toute suite de Cauchy dÕŽlŽments deE converge
dansE. Une suite(Sn)n# N est ditesuite de Cauchysi pour tout4 > 0, il existeN # N tel que
pour tousn, m 3 N , d(Sn , Sm ) < 4. Une applicationf dÕun espace mŽtrique(E, d) dans lui
m•me est diteapplication strictement contractantesÕil existe une constante0 % c < 1 telle que
pour tousx, y appartenant Ê , d(f (x), f (y)) % c d(x, y).

Dans ce qui suit, nous allons dŽÞnir une distanced pour lÕensemble! (A ! ), nous allons
montrer que cet ensemble est complet pour la distanced et Þnalement nous allons montrer que
toute fonction apparaissant en partie droite dÕun syst•me dÕŽquations surfonct(2", Xr) norma-
lisŽ est strictement contractante.

Soit lÕapplicationd : ! (A ! ), ! (A ! ) " R dŽÞnie par : pour tousS, T $ A ! ,
<

d(S, S) = 0

d(S, T) = 2 - x o• x = inf {| t | | t # (S 1 T) " (S 2 T)} pourS '= T

Autrement dit, la distanced(S, T) est2|t | o• t est un plus petit arbre, du point de vue de la taille,
qui appartient seulement ˆ lÕun des ensemblesS, T.

Lemme 4.39 LÕapplicationd est une distance pour! (A ! ).

Preuve Voir la section A.2 de lÕannexe A.
!

Montrons ˆ prŽsent que! (A ! ) est un espace complet pour la distanced.

Lemme 4.40 ! (A ! ) est un espace complet pour la distanced.

Preuve Il nous faut montrer que toute suite de Cauchy dÕŽlŽments de! (A ! ) converge dans
! (A ! ).

Soit (Un )n# N une suite de Cauchy dÕŽlŽments de! (A ! ). Pour toutk # N, soit Nk le plus
petit entier naturel vŽriÞant que pour tousn, m 3 Nk, d(Un , Um ) < 2- k . Il est Žvident de cette
dŽÞnition que
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() ) pour toutk, Nk+1 3 Nk.

Soit k un entier naturel quelconque et soitt un arbre de taillek. Supposons quet appartient
ˆ UNk et supposons que pour un certainn > N k, t nÕappartient pasÛn . Donc t # (UNk 1
Un) " (UNk 2 Un) et nous en dŽduisons qued(UNk , Un) 3 2- k . Or, nous savons quÕau contraire
d(UNk , Un ) < 2- k , donc pour tout arbret de taillek, si t appartient ˆUNk , alorst appartient
ˆ Un, ceci pour toutn > N k. De m•me, si nous supposons quet nÕappartient pasÛNk mais
t appartient ˆUn pour un certainn > N k, nous arrivons ˆ une contradiction. En utilisant () ),
nous rŽsumons ces deux constats dans la propriŽtŽ suivante :

pour toutk # N et pour tout arbret de taille infŽrieure k̂ et pour toutn 3 Nk,

t # UNk si et seulement sit # Un. (4.3)

Soit maintenantU lÕensemble dÕarbres dŽÞni par :

pour toutk # N et pour tout arbret de taillek, t appartient ˆU si t appartient ˆUNk .

Nous allons montrer que la suite(Un )n# N converge versU. Plus prŽcisŽment, nous montrons
que pour tout4 > 0, si k est lÕentier naturel tel que2- (k+1) < 4 % 2- k , alors lÕindiceNk

satisfait que pour toutn 3 Nk, d(Un , U) < 4. En effet, soitn 3 Nk. Par dŽÞnition deU nous
savons que les ensemblesUNk et U contiennent les m•mes arbres de taille infŽrieure ˆk. Par
(4.3) nous savons que les ensemblesUn etUNk contiennent les m•mes arbres de taille infŽrieure
ˆ k. Donc les ensemblesUn et U contiennent les m•mes arbres de taille infŽrieure ˆk. Par
dŽÞnition de la distanced, nous concluonsd(Un, U) % 2- (k+1) < 4.

!

Pour pouvoir appliquer le thŽor•me du point Þxe des fonctions contractantes et montrer
lÕunicitŽ du point Þxe des fonctions en partie droite dÕŽquation dÕun syst•me normalisŽ, il nous
reste ˆ montrer que ces fonctions sont contractantes.

Lemme 4.41 SoitS le syst•me dÕŽquations normalisŽ

x1
' 1= f 1, . . . , xn

' n= f n .

Pour tout i dans1..n et pour tous ensembles dÕarbresS1, . . . , Si - 1, Si +1 , . . . , Sn , la fonction
g(xi ) = f T

i (S1, . . . , Si - 1, xi , Si +1 , . . . , Sn) est strictement contractante.

Preuve Voir la section A.2 de lÕannexe A.
!

Corollaire 4.42 Supposons les hypoth•ses du lemme 4.41. Alors pour touti dans1..n et pour
tous ensembles dÕarbresS1, . . . , Si - 1, Si +1 , . . . , Sn , µx.g(x) = 0x.g(x).

Preuve ConsŽquence immŽdiate du lemme 4.41 et du thŽor•me du point Þxe des applications
contractantes (thŽor•me 4.38).

!

Maintenant nous avons tous les ingrŽdients pour Žnoncer le rŽsultat principal de cette sec-
tion.
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ThŽor•me 4.43 SoitS un syst•me dÕŽquations normalisŽ. Alors pour tout syst•me dÕŽquations
S" obtenu ˆ partir deS en changeant un ou plusieurs opŽrateurs de point Þxe, les solutions de
S etS" co•ncident.

Preuve Il sufÞt de montrer que les hypoth•ses du lemme 4.37 sont satisfaites, ce qui est vrai
par le corollaire 4.42.

!

Comment transfŽrer ce rŽsultat sur les formules de la logique spatiale

Les rŽsultats de cette section nous permettent de transformer toute formule positive close"
en une formule positive Žquivalente" " et dans laquelle tous les opŽrateurs de point Þxe sont des
opŽrateurs de plus petit point Þxe. Pour cela, il faut construire le syst•me dÕŽquationsEq(" ),
transformerEq(" ) en un syst•me dÕŽquations normalisŽS et transformer tous les opŽrateurs de
point Þxe dansS en µ. Rappelons queS est un syst•me dÕŽquations surfonct(2", Xr). Mais
S peut •tre transformŽ, de fa•on syntaxique, en un syst•me dÕŽquationsS" sur fonct(2,Xr)
(cad Žliminer les opŽrateurs=> et =>) simplement en utilisant les correspondances qui existent
entre les opŽrateurs de composition gardŽe et les opŽrateurs de composition initiaux (voir la
remarque 4.22). Il sufÞt ensuite de construire la formuleformule(S") qui est Žquivalente "̂ et
ne contient que des opŽrateurs de plus petit point Þxe.

Il serait intŽressant de voir comment le rŽsultat de cette section peut •tre utilisŽ pour carac-
tŽriser les formules logiques sur la syntaxe dÕorigine (sans opŽrateurs dŽrivŽs), pour lesquelles
nous avons unicitŽ du point Þxe. Ou mieux encore, se poser la question sÕil existe une caractŽri-
sation syntaxique de ces formules (comme dans [Dal Zilio, 2001]).

Remarquons dÕabord que si la logique spatiale avait ŽtŽ dŽÞnie avec lÕopŽrateur de compo-
sition gardŽe=> et non avec la composition|, alors toute formule" dans laquelle la variable
, nÕest pas en position boolŽenne dŽÞnirait une formule ˆ unique point Þxe.5 Donc, pour une
formule " sur la vraie syntaxe de la logique (opŽrateur|), la condition pour lÕunicitŽ du point
Þxe serait que" ne contienne pas dÕoccurrence de, en position boolŽenne, et que toutes les
compositions dans" soient Žquivalentes ˆ des compositions gardŽes. Intuitivement, cela veut
dire que pour toute valuation/ , on aurait! " "$ = ! " ""$, o• la formule (ou plut™t le terme)" " est
obtenue ˆ partir de" en rempla•ant toute occurrence de lÕopŽrateur de composition | par lÕopŽ-
rateur de composition gardŽe=>. Nous ne voyons pas, ˆ ce jour, une caractŽrisation syntaxique
des formules satisfaisant cette propriŽtŽ.

Conclusion

Le premier rŽsultat de ce chapitre est que les formules LS|! peuvent •tre reprŽsentŽes par
des syst•mes dÕŽquations dont les parties droites dÕŽquations sont des fonctions ayant une forme
particuli•re. A tout syst•me dÕŽquationsS ayant cette forme correspond une formule close" et
ˆ toute formule close" correspond un syst•me dÕŽquationsS tels que! " " est Žgal ˆ la solution

5Il faut Žvidemment que! soit monotone dans" pour que le point Þxe existe, mais nous supposons que cÕest
toujours le cas.



4.4 UnicitŽ du point Þxe 95

deS pour la derni•re variable du syst•me. La construction deS ˆ partir de " et vice versa est
purement syntaxique. Cette Žquivalence entre syst•mes dÕŽquations et formules logiques nous
permettra dÕutiliser dans nombreuses situation des syst•mes ˆ la place de formules, ce qui facilite
certaines preuves notamment gr‰ce au fait quÕelle permet deraisonner sur les sous formules ˆ
point Þxe indŽpendemment les unes des autres, m•me si celles-ci sont imbriquŽes.

Un autre rŽsultat de ce chapitre est que la nŽgation peut •treŽliminŽe des formules logiques
gr‰ce aux opŽrateurs duaux (8 , 4 , 0, 9, 0). Plus prŽcisŽment, pour toute formule close" on
peut construire la formule close sans nŽgationpos(" ) utilisant les opŽrateurs duaux telle que
! " " = !pos(" )". Encore une fois, la construction est purement syntaxique.Gr‰ce ˆ ce rŽsultat,
dans la suite nous considŽrons uniquement les formules sansnŽgation.

Finalement, pour tout syst•me dÕŽquation nous avons dŽÞni deux formes normales. La prin-
cipale utilitŽ de ces formes normales sera de permettre la dŽÞnition dans le chapitre 6 dÕun au-
tomate ˆ contraintes numŽriques reconnaissant le langage dÕarbres dŽÞni par une formule. Une
premi•re utilisation des formes normales dÕun syst•me dÕŽquations est la possibilitŽ dÕŽliminer
les plus grands points Þxes dÕune formule positive.
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Chapitre 5

Fragments indŽcidables de la logique
spatiale

Il est connu que le probl•me de satisÞabilitŽ est indŽcidable pour la logique spatiale avec
quantiÞcation [Charatonik and Talbot, 2001, Charatonik etal., 2003] (voir la section 5.1). CÕest
pourquoi nous nous intŽressons ici ˆ la dŽcidabilitŽ de la logique spatiale sans quantiÞcation.
Nous montrons dans ce chapitre que la satisÞabilitŽ est indŽcidable pour le fragment de la lo-
gique spatiale sans quantiÞcation. Nous commen•ons par rappeler bri•vement la preuve dÕin-
dŽcidabilitŽ pour le cas avec quantiÞcation dans la section5.1. Nous prŽsentons ensuite les
machines ˆ deux compteurs (section 5.2) qui seront utilisŽes dans la section 5.3 pour montrer
lÕindŽcidabilitŽ de la satisÞabilitŽ de la logique sans quantiÞcation. Nous terminons le chapitre
par une comparaison de la logique PMSO et le fragment sans quantiÞcation de la logique spa-
tiale, montrant notamment que ce dernier est strictement plus expressif que PMSO.

5.1 IndŽcidabilitŽ de la logique en prŽsence de quantiÞcation

Dans [Charatonik et al., 2003], les auteurs prouvent lÕindŽcidabilitŽ de la satisÞabilitŽ de
la logique des ambients sans lÕopŽrateur de noms nouveaux etsans lÕopŽrateur de garantie.
La preuve utilise une rŽduction du probl•me de lÕexistence dÕun mod•le Þni pour les formule
du premier ordre en le probl•me de satisÞabilitŽ de la logique. Cet encodage est directement
adaptable ˆ la logique spatiale (comme nous le verrons, seulun fragment de LS|µ est uti-
lisŽ dans cette rŽduction). Dans ce qui suit, nous donnons les grandes lignes de la preuve de
[Charatonik et al., 2003]. Ce rappel est intŽressant puisquÕil donne un exemple supplŽmentaire
de lÕexpressivitŽ de lÕopŽrateur de composition.

ConsidŽrons lÕensembleF des formules de la logique du premier ordre construites sur un
ensemble dŽnombrable de variablesx, y, z, . . . et un ensemble Þni de symboles de relation
{ R1, . . . , Rk} dÕaritŽ strictement positive. Formellement,F est le plus petit ensemble tel que

Ð pour toutRi dÕaritŽl , Ri (x1, . . . , xl ) est une formule dansF ;
Ð pour tousf, g formules dansF et toute variableu, f 4 g, Âf et . u.f sont aussi des

formules dansF .
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Les notions de variable libre, variable liŽe et formule close sont comme dÕhabitude ; nous sup-
posons que les variables liŽes dÕune formule sont toutes distinctes.

Les formules deF sont interprŽtŽs sur des structures rationnelles ; une structureS sur un
domaineD est un ensemble dÕobjets de la formeRi (a1, . . . , al ), o• Ri est un symbole de re-
lation eta1, . . . , al sont des ŽlŽments deD. La structureS est dite Þnie si son domaineD est
Þni.

Pour une formulef et une structureS de domaineD, une valuation+ est une application
des variables libres def dansD. La structureS estmod•lede la formulef sous la valuation+,
ŽcritS, + |= f , si

Ð Ri (+(x1), . . . , +(xl )) # S pourf = Ri (x1, . . . , xl ) ;
Ð S, + |= f " etS, + |= f "" pourf = f " 4 f "" ;
Ð S, + '|= f " pourf = Âf " ;
Ð il existea # D tel queS, ++u " a, |= f " si f = . u.f ".

DÕapr•s le rŽsultat bien connu de Trakhtenbrot [Trakhtenbrot, 1950], lÕexistence de mod•le Þni
pour une formule du premier ordref arbitraire est indŽcidable.

Ë toute formulef dansF on associe la formule de la logique spatiale#f $, dŽÞnie rŽcursi-
vement sur la structure def par :

Ð #R(x1, . . . , xl )$= r i [x1[x2[. . . [xl [0]] . . .]]] |6 ,
Ð #f 4 f "$= #f $4 #f $",
Ð #Âf $= Â#f $,
Ð #. x.f $= . x.(d[x[0]] | 6 ) 4 #f $.

Remarquons que les variables utilisŽes dans les formules deF sont les m•mes que les variables
utilisŽe dans les formules logiques. Donc,f et #f $ont les m•mes variables libres.

LÕidŽe est dÕutiliser le fait que lÕopŽrateur de composition de la logique est interprŽtŽ comme
une union (de multiensembles). Ainsi, un domaine ÞniD et une structureS sur D peuvent
•tre reprŽsentŽs par lÕunion des ŽlŽments deD et les relations qui sont vraies dansS : chaque
ŽlŽmenta de D est reprŽsentŽ par lÕŽlŽment dÕarbred[{| a[{||} ]|} ] (lÕŽtiquetted Žtant rŽservŽe
ˆ cet usage) et la relationR(a1, . . . , al ) vraie dansS est reprŽsentŽe par lÕŽlŽment dÕarbre
r [{| a1[{| a2[. . . al [{||} ]]|} ]|} ] ; la structureS et le domaineD sont reprŽsentŽs par lÕarbre composŽ
des ŽlŽments dÕarbres correspondant aux ŽlŽments deD et aux relations vraies dansS. Alors la
formulef admet un mod•le Þni si et seulement si la formule#f $est satisÞable.

5.2 Machines ˆ deux compteurs

Une machine ˆ deux compteurs poss•de deux cases mŽmoireC0 et C1 appelŽes compteurs
qui peuvent prendre des valeurs naturelles positives et un contr™le Þni qui dŽÞnit la fa•on dont
la machine peut changer dÕŽtat en incrŽmentant ou dŽcrŽmentant un des deux compteurs.

DŽÞnition 5.1 (Machine ˆ deux compteurs [Minsky, 1961])Une machine ˆ deux compteurs
M = +Q, qi, qf, # , est un syst•me de transitions Þni o•Q est lÕensemble des Žtats,qi et qf

sont lÕŽtat initial et lÕŽtat Þnal respectivement et# est un ensemble de transitions de la forme
(q, r, q"), o• q, q" # Q et r est une Žtiquette qui appartenant ˆ lÕensemble

Trans= { Inc 0, Inc 1, Dec0, Dec1, Zero0, Zero1} .
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UneconÞgurationde la machineM est un triplet(q, n0, n1), o• q est un Žtat de la machine et
les entiersn0 etn1 sont les valeurs des compteursC0 et C1 respectivement.

LÕensemble de transitions# dŽÞnit une relation de transition sur les Žtats de la machine,
notŽe?M . On Žcrira(q, n0, n1) ?M (q", n"

0, n"
1) si les conÞgurations(q, n0, n1) et (q", n"

0, n"
1)

sont en relation par?M .La machine peut changer dÕŽtat suivant une transition(q, r, q") dans
# en incrŽmentant le compteurCj si r = Inc j , en dŽcrŽmentant le compteurCj si la valeur
de celui-ci est positive etr = Decj et en testant que la valeur du compteurCj est nulle si
r = Zeroj . Formellement,

DŽÞnition 5.2 (Relation de transition)Pour touteM = +Q, qi, qf, # , machine ˆ deux comp-
teurs, la relation de transition deM , notŽe?M , est la plus petite relation satisfaisant (pour tous
entiers naturelsn0, n1) :

(q, n0, n1) ?M (q", n0 + 1 , n1) si (q,Inc 0, q") # #

(q, n0, n1) ?M (q", n0, n1 + 1) si (q,Inc 1, q") # #

(q, n0, n1) ?M (q", n0 0 1, n1) si (q,Dec0, q") # # etn0 > 0

(q, n0, n1) ?M (q", n0, n1 0 1) si (q,Dec1, q") # # etn1 > 0

(q,0, n1) ?M (q", 0, n1) si (q,Zero0, q") # #

(q, n0, 0) ?M (q", n0, 0) si (q,Zero1, q") # #

Nous notons?.
M la cl™ture rŽßexive et transitive de la transition?M .

DŽÞnition 5.3 (Langage)Le langagede la machine ˆ deux compteursM = +Q, qi, qf, # , ,
notŽL (M ), est lÕensemble dÕentiers naturelsn pour lesquels ils existent deux entiers naturels
m0, m1 tels que(qi, n, 0) ?.

M (qf, m0, m1).

Il est bien connu que le vide du langage dÕune machine ˆ deux compteurs est indŽcidable,
puisque tout ensemble rŽcursivement ŽnumŽrable dÕentiersnaturels peut •tre reprŽsentŽ comme
le langage dÕune machine ˆ deux compteurs [Minsky, 1961].

Machine ˆ compteurs Žtendue

Soit M = +Q, qi, qf, # , une machine ˆ deux compteurs. Nous allons montrer comment les
calculs deM peuvent •tre simulŽs par une sorte de machine ˆ quatre compteurs pour laquelle
les seules opŽrations autorisŽs sont la dŽcrŽmentation dÕun compteur et le test dÕŽgalitŽ de deux
compteurs. Intuitivement, la conÞguration(q, m0, m1) deM est reprŽsentŽe par un ŽlŽment de
(q, N) de Q / N4 o• le quadrupletN = ( n0, x0, n1, x1) est tel quem0 = n0 0 x0 et m1 =
n1 0 x1. Une incrŽmentation du compteurCj (j = 0 , 1) de M est effectuŽe en dŽcrŽmentant
xj ; une dŽcrŽmentation deCj est effectuŽe en dŽcrŽmentantnj et un test dÕŽgalitŽ ˆ zŽro sur le
compteurCj consiste ˆ tester sinj = xj .

Soit N4
c $ N4 lÕensemble de quadruplets(n0, x0, n1, x1) tels quen0 3 x0 andn1 3 x1.

CÕest ˆ dire,N4
c est lÕensemble des quadruplets qui sont des conÞgurations possibles dÕune
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machine ˆ compteurs Žtendue. Les relations binairesR r, " pour toutr dansTranssont les plus
petites relations surQ / N4

c qui vŽriÞent :

(q,(n0, x0, n1, x1)) R Inc 0," (q", (n0, x0 0 1, n1, x1)) si (q,Inc 0, q") # #

(q,(n0, x0, n1, x1)) R Inc 1," (q", (n0, x0, n1, x1 0 1)) si (q,Inc 1, q") # #

(q,(n0, x0, n1, x1)) R Dec0," (q", (n0 0 1, x0, n1, x1)) si (q,Dec0, q") # # et n0 0 x0 > 0

(q,(n0, x0, n1, x1)) R Dec1," (q", (n0, x0, n1 0 1, x1)) si (q,Dec1, q") # # et n1 0 x1 > 0

(q,(n0, n0, n1, x1)) R Zero 0," (q", (n0, n0, n1, x1)) si (q,Zero0, q") # #

(q,(n0, x0, n1, n1)) R Zero 1," (q", (n0, x0, n1, n1)) si (q,Zero1, q") # #

La relation binaireR " est lÕunion des relationsR r, " pour toutr dansTransetR .
" est sa cl™ture

transitive et rŽßexive.

Lemme 5.4 Soit M = +Q, qi, qf, # , une machine ˆ deux compteurs. Pour tous Žtatsq, q" de
M et pour tous entiers naturelsn0, n1, n"

0, n"
1, (q, n0, n1) ?.

M (q", n"
0, n"

1) si et seulement sÕil
existe quatre entiers naturelsx0, x1, x"

0, x"
1 tels que(q,(n0+ x0, x0, n1+ x1, x1)) R .

" (q", (n"
0+

x"
0, x"

0, n"
1 + x"

1, x"
1)) .

Preuve Supposons dÕabord(q, n0, n1) ?.
M (q", n"

0, n"
1). Alors ils existent un entier naturel

p et une suite(q0, n0
0, n0

1), á á á, (qp, np
0, np

1) de conÞgurations de la machineM tels que pour
tout i dans1..p, (qi - 1, ni - 1

0 , ni - 1
1 ) ?M (qi , ni

0, ni
1) et q0 = q, qp = q", n0

0 = n0, np
0 = n"

0 et
n0

1 = n1, np
1 = n"

1. Pour toutr dansTrans, soit pr le nombre de fois o• la transitionr a ŽtŽ
utilisŽe pour passer de la conÞguration(q, n0, n1) ˆ la conÞguration(q", n"

0, n"
1) de la machine

M . Alors il est facile de voir quen"
0 = n0 + pInc 0 0 pDec0 etn"

1 = n1 + pInc 1 0 pDec1 . DÕautre
part, par dŽÞnition deR " il est facile de voir que(q,(n0 + pInc 0 + pDec0 , pInc 0 + pDec0 , n1 +
pInc 1 + pDec1 , pInc 1 + pDec1 )) R " (q"(n0 + pInc 0 , pDec0 , n1 + pInc 1 , pDec1 )) . Alors il sufÞt de
prendrex0 = pInc 0 + pDec0 , x1 = pInc 1 + pDec1 , x"

0 = pDec0 et x"
1 = pDec1 .

Supposons maintenant que(q,(n0+ x0, x0, n1+ x1, x1)) R .
" (q", (n"

0+ x"
0, x"

0, n"
1+ x"

1, x"
1)) .

Par dŽÞnition deR " il est facile de voir que pour tous Žtatsq1, q2 de la machine et pour tous
entiersn0, x0, n1, x1 etm0, y0, m1, y1, si (q1, (n0, x0, n1, x1)) R " (q2, (m0, y0, m1, y1)) , alors
(q1, n0 0 x0, n1 0 x1) ?M (q2, m0 0 y0, m1 0 y1). La preuve est alors une rŽcurrence facile
sur la longueur du nombre de pas pour mettre en relation(q,(n0 + x0, x0, n1 + x1, x1)) et
(q", (n"

0 + x"
0, x"

0, n"
1 + x"

1, x"
1)) par la cl™ture transitive deR " .

!

Le quadrupletM et = +Q, qi, qf , R " , est appelŽ machine ˆ compteurs Žtendue deM . Nous
Žtendons le vocabulaire liŽ aux machines ˆ deux compteurs aux machines ˆ compteurs Žtendues
correspondantes. UneconÞgurationdeM et est un ŽlŽment deQ / N4

c ; le langagedeM et est
lÕensemble de quadruplets(n + x, x, y, y ) # N4

c tels que ils existent des entiersn", x", m", y"

pour lesquels(qi , (n + x, x, y, y )) R .
" (qf, (n" + x", x", m" + y", y")) .

Comme consŽquence facile du lemme 5.4, nous avons les deux corollaires suivant.

Corollaire 5.5 Pour toute machine ˆ deux compteursM et pour tout entier natureln, n ap-
partient au langage deM si et seulement sÕil existent deux entiers naturelsx, y tels que(n +
x, x, y, y ) appartient au langage deM et.
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Corollaire 5.6 Pour toute machine ˆ deux compteursM , le langage deM est vide si et seule-
ment si le langage deM et est vide.

Remarque 5.7 De la fa•on dont une machine ˆ deux compteurs a ŽtŽ dŽÞnie, il est facile de
voir que si le quadruplet(n + x, x, y, y ) appartient au langage dÕune machineM et, alors (n +
x + 1 , x + 1 , y, y) et (n + x, x, y + 1 , y + 1) appartiennent Žgalement ˆ ce langage.

5.3 Preuve dÕindŽcidabilitŽ

Cette section est consacrŽe ˆ la preuve dÕindŽcidabilitŽ dela satisÞabilitŽ du fragment de
la logique sans quantiÞcation. Plus prŽcisŽment, nous allons construire un syst•me dÕŽquations
SM tel que lÕensembleSolT (SM , dern(SM )) est vide si et seulement si le langage dÕune ma-
chine ˆ deux compteursM est vide. A proprement parler, nous allons utiliser une machine ˆ
deux compteurs Žtendue. LÕidŽe de cette preuve sÕinspire dela preuve dÕindŽcidabilitŽ du vide
des automates ACU alternants [Goubault-Larrecq and Verma,2002], [Verma, 2003].

Soit M = +Q, qi, qf, # , une machine ˆ deux compteurs que nous considŽrons ÞxŽe pour
la suite de la section. Pour tout Žtatq de la machine, nous notons parAccM (q) lÕensemble des
quadrupletss # N4

c qui correspondent aux conÞgurations deM et Ç acceptables È ˆ partir de
lÕŽtatq, cad

AccM (q) = { s # N4
c | . s" # N4

c, (q, s) R .
" (qf, s")} .

Lemme 5.8 Pour toute machine ˆ deux compteursM = +Q, qi, qf, # , , le langage de la machine
ˆ compteurs ŽtendueM et estAccM (qi) 2 { (n, x, m, m ) | n, x, m # N} .

Preuve ConsŽquence immŽdiate des dŽÞnitions.
!

Les ŽlŽments deN4
c peuvent •tre encodŽs par des arbres de fa•on assez naturelle. ConsidŽ-

rons les quatre Žtiquettes distinctesa0, b0, a1, b1 # " . Pour tout quadrupletn = ( n0, x0, n1, x1)
dansN4

c, soit#n$lÕarbre

#(n0, x0, n1, x1)$= n0 áa0[{||} ] ( x0 áb0[{||} ] ( n1 áa1[{||} ] ( x1 áb1[{||} ].

Pour un sous-ensembleN deN4
c, #N $est lÕensemble dÕarbres{ #n$ | n # N } .

Soit le syst•me dÕŽquationsSM sur lÕensemble de variables

{ , a0. , , a1. , , ok0, , ok1, , ok, , zero0, , zero1, , } 1 { , q | q # Q} .
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Les sept premi•res Žquations deSM sont :

, a0.
µ
= a0[0] | , a0. - 0

, a1.
µ
= a1[0] | , a1. - 0

, ok0
µ
= a0[0] | b0[0] | , ok0 - , a0.

, ok1
µ
= a1[0] | b1[0] | , ok1 - , a1.

, ok
µ
= , ok0 | , ok1

, zero0
µ
= a0[0] | b0[0] | , zero0 - , ok1

, zero1
µ
= a1[0] | b1[0] | , zero1 - , ok0

Les Žquations suivantes sont pour les variables, q pourq dansQ. Pour chaque Žtatq, lÕŽquation
pour la variable, q est :

, q
µ
=

A

(q,r,q! )# "

Pred(, q! , r )

o• pour toutr dansTrans, Pred(, ", r ) est donnŽ par

Pred(, ", Inc j ) = ( , " |bj [0]) 4 , ok

Pred(, ", Decj ) = ( , " |aj [0]) 4 , ok

Pred(, ", Zeroj ) = , " 4 , zeroj

La derni•re Žquation du syst•meSM est

,
µ
= , qi 4 , zero1.

Le lemme qui suit prŽcise le r™le des sept premi•res Žquations deSM .

Lemme 5.9 Dans le syst•me dÕŽquationsSM ,
Ð SolT (SM , , ok) = #N4

c$;
Ð SolT (SM , , zero0) = { #(n, n, m, y )$ | n, m, y # N, m 3 y} ;
Ð SolT (SM , , zero1) = { #(n, x, m, m )$ | n, x, m # N, n 3 x} .

CÕest ˆ dire,SolT (SM , , ok) est lÕensemble des arbres qui sont des encodages dÕune conÞgura-
tion correcte de la machine Žtendue etSolT (SM , , zeroi ) est lÕensemble des arbres qui sont des
encodages corrects de la machine Žtendue et dans laquelle lavaleur dui •me compteur (deM )
est zŽro, pouri Žtant0 ou1.

Preuve ConsidŽrons le syst•meS"
M composŽ par les sept premi•res Žquations deSM et

S""
M le syst•me composŽ par les Žquations restantes. DÕapr•s la proposition 4.4, et en remarquant

quÕaucune des variables deS""
M nÕappara”t libre dansS"

M , nous dŽduisons que les solutions de
S"

M etSM co•ncident pour les variables, ok0, , ok1, , ok, , zero0, , zero1, , . Donc, il sufÞt de montrer
la propriŽtŽ pourS"

M .

Il est facile de voir que pour les deux premi•res Žquations deS"
M , les solutions correspon-

dants sontSolT (S, , a0. ) = { n.a0[{||} ] | n # N} et SolT (S, , a1. ) = { n.a1[{||} ] | n # N} . De ce
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fait on dŽduit facilement que pour les deux Žquations qui suivent, les solutions correspondantes
sontSolT (S, , ok0) = { n.a0[{||} ] ( (n + x).b0[{||} ] | n, x # N} et SolT (S, , ok1) = { n.a1[{||} ] (
(n + x).b1[{||} ] | n, x # N} . Le lemme suit immŽdiatement de ces deux propriŽtŽs et de la
dŽÞnition deN4

c.
!

Les Žquations pour les variables, q (pour q un Žtat de la machineM ) dŽÞnissent les en-
sembles de conÞgurations acceptables dans lÕŽtat correspondant.

Lemme 5.10 Pour tout Žtatq de la machineM , dans le syst•me dÕŽquationsSM ,

SolT (SM , , q) = #AccM (q)$.

Preuve SoientSa0. , Sa1. , Sok0, Sok1, Sok, Szero0 et Szero1 les solutions des sept premi•res
Žquations du syst•meSM . Supposons que lÕensemble dÕŽtats de la machineM est{ q1, . . . , qn} .
SoitS" le syst•me dÕŽquations ˆ points Þxes obtenu comme la restrictions deSM aux Žquations
pour les variables, q1 , . . . , , qn et dans lesquelles les variables, a0. , , a1. , , ok0, , ok1, , ok, , zero0

et , zero1 ont ŽtŽ remplacŽes par la solution correspondante. Remarquons queS" est un syst•me
clos dans le sens que toutes les variables apparaissant en partie droite dÕŽquation sont dŽÞnies
par une Žquation deS". Pour toutqi Žtat de la machine, notonsf qi la partie droite de lÕŽquation
pour, qi dansS". ConsidŽrons le syst•me dÕŽquations

, q1 = f q1 (, q1 , . . . , , qn )

. . .

, qn = f qn (, q1 , . . . , , qn )

(5.1)

Soit +Sq1 , . . . , Sqn , la plus petite solution de (5.1).1 Il est clair par construction deSM et deS"

et du lemme 5.9 que pour toutq Žtat de la machine,Sq = #AccM (q)$. La conclusion suit du fait
que les solutions des syst•mes (5.1) etS" co•ncident (voir la section 4.1.1).

!

Comme consŽquence immŽdiate des deux lemmes prŽcŽdents, nous avons

Lemme 5.11 Dans le syst•me dÕŽquationsSM ,

SolT (SM , , ) = #AccM (qi) 2 { (n, x, m, m ) | n, x, m # N} $.

Preuve Par le lemme 5.4, nous savons que{ (n, x, m, m ) | n, x, m # N} est la solution deSM

pour la variable, zero1 et par le lemme 5.10 nous savons que#AccM (qi)$est la solution deSM

pour la variable, qi , dÕo• la conclusion se dŽduit immŽdiatement.
!

Rappelant que, par le lemme 5.8,AccM (q) 2 { (n, x, m, m ) | n, x, m # N} est exactement
le langage de la machine ˆ compteurs ŽtendueM et, et que par le corollaire 5.6, la langage
de M et est vide si et seulement si le langage deM est vide, nous dŽduisons du prŽcŽdent

1Il sÕagit ici de la solution extr•me dÕun syst•me dÕŽquations sur un treillis produit et non de la solution dÕun
syst•me dÕŽquations ˆ points Þxes ; voir la section 4.1.1 pour la distinctions entre les deux.
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lemme que dans le syst•me dÕŽquationsSM , SolT (SM , , ) est lÕensemble vide si et seulement
si L (M ) est vide. Or,, Žtant la derni•re variable deSM , nous savons queSolT (SM , , ) est Žgal
ˆ lÕinterprŽtation de la formuleformule(SM ), dÕo• le principal thŽor•me de cette section :

ThŽor•me 5.12 La satisÞabilitŽ de la logique spatiale sans quantiÞcationest indŽcidable.

Ce rŽsultat auxiliaire qui dŽcoule de la preuve du thŽor•me 5.12 sera utilisŽ dans la section
suivante.

Lemme 5.13 Pour toute machine ˆ deux compteursM , il existe une formule" M telle que

! " M " =
>

(n + x) áa0[{||} ] ( x áb0[{||} ] ( y áa1[{||} ] ( y áb1[{||} ]

=
=
=
=

(n + x, x, y, y ) dans
le langage deM et

B
,

o• a0, b0, a1, b1 sont quatre Žtiquettes distinctes.

5.4 Comparaison de lÕexpressivitŽ des logiques LS|. et PMSO

Nous avons montrŽ dans la section prŽcŽdente que la logique LS|! nÕest pas dŽcidable.
Nous savons par ailleurs que la logique PMSO est dŽcidable. Dans ce qui suit, nous allons
montrer que LS|! permet effectivement de dŽÞnir des ensembles dÕarbres qui ne sont pas PMSO-
dŽÞnissables. Plus tard, le chapitre 7 nous allons montrer que la logique PMSO est Ç incluse È
dans LS|! , de part son expressivitŽ ; PMSO est Žquivalente ˆ un fragment de LS|! . Combinant
ces deux rŽsultats, nous pourrons conclure que la logique LS|! est strictement plus expressive
que PMSO.

Nous montrons dans la proposition 5.14 quÕil existe une formule " telle que lÕensemble
dÕarbres! " " nÕest pas PMSO dŽÞnissable. Plus prŽcisŽment, cette formule est la formule" M

dŽÞnie dans le lemme 5.13 ci-dessus ; cad! " M " est en quelque sorte une reprŽsentation du lan-
gage de la machine ˆ deux compteursM . LÕidŽe est la suivante : nous allons montrer quÕil existe
une machine ˆ deux compteursM telle que! " M " nÕest le langage dÕaucun automate automates
ˆ contraintes numŽriques semilinŽaire. Nous utiliserons ensuite le fait que les ensembles dÕarbres
reconnaissables par un ACN semilinŽaire sont exactement les ensembles dÕarbres PMSO dŽÞ-
nissables.

Proposition 5.14 Il existe une formule" de la logique LS|! telle que! " " nÕest pas un ensemble
dÕarbres PMSO dŽÞnissable.

Preuve La preuve se fait par contradiction. Supposons que pour toute formule" , lÕensemble
dÕarbres! " " est PMSO dŽÞnissable. Donc, par le thŽor•me 3.2 nous savons que! " " est le lan-
gage dÕun ACN semilinŽaire. ConsidŽrons maintenant une machine ˆ deux compteurs arbitraire
M et soit" M la formule telle que, dÕapr•s le lemme 5.13,! " M " est lÕensemble dÕarbres

{ (n + x).a0[{||} ] ( x.b0[{||} ] ( y.a1[{||} ] ( y.b1[{||} ] | (n + x, x, y, y ) dans le langage deM et} ,

o• a0, b0, a1, b1 sont quatre Žtiquettes distinctes. DÕapr•s les hypoth•ses, nous savons que! " M "
est le langage dÕun ACN semilinŽaire. Soit doncA un ACN semilinŽaire dŽterministe tel que
L (A) = ! " M " ; par le lemme 2.26 nous savons que cet automate dŽterministeexiste toujours.
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Nous commen•ons par montrer quÕon peut considŽrer que lÕautomateA a une forme particuli•re,
telle que dŽcrite dans le fait qui suit.

Fait 5.1 LÕensemble dÕarbres! " M " est reconnu par un ACN semilinŽaire si et seulement sÕil
est reconnu par un ACN semilinŽaire dŽterministeA = (" , Q, # , F ) tel que :

(i) toute transition deA est de la forme(q, ', 0Q) (pour un certainq # Q et ' $ " ) ;

(ii) toute transition deA est de la forme(q, ', 0Q), avec' Žtant un ensemble dÕŽtiquettes non
vide et inclus dans{ a0, b0, a1, b1} (pour un certainq # Q) ;

(iii) pour toutq Žtat de lÕautomate, lÕensemble de transitions# contient au plus une transition
de la forme(q, ', 0Q) ;

(iv) pour toutes transitions(q, ', 0Q) et (q", ' ", 0Q) dans# , si q '= q", alors les ensembles
dÕŽtiquettes' et ' " sont disjoints.

La direction de la droite vers la gauche est triviale.

Pour la direction de la gauche vers la droite, soitA" = (" , Q, # ", F ) un ACN semilinŽaire
tel queL (A") = ! " M ". Par le lemme 2.26, nous pouvons supposer sans perte de gŽnŽralitŽ que
A" est dŽterministe.

Pour la preuve du point (i), nous montrons simplement que si(q, ', D ) est une transition
dans# " et D '= 0 Q, alors cette transition peut •tre enlevŽe de# " sans que cela ne modiÞe le
langage de lÕautomateA". Soit donc(q, ', D ) dans# " et D '= 0 Q. Si D = ! ou, de fa•on plus
gŽnŽraleL A ! (D ) est vide, alors cette transition peut •tre enlevŽe puisquÕelle ne contribue en
rien ˆ L A ! (q). Si L A ! (D ) nÕest pas vide, alorsL A ! (q) contient des arbres de hauteur supŽrieure
strictement ˆ un. Or, nous savons par dŽÞnition queL (A") contient uniquement des arbres de
hauteur un. Alors lÕŽtatq ne contribue pas ˆ la dŽÞnition du langage de lÕautomate et toute
transition le concernant peut •tre enlevŽe.2 Donc, lÕautomateA = (" , Q, # , F ) satisfait la
condition du point (i), o•# est la relation de transition dŽÞnie par :

# =# " " { (q, ', D ) | D '= 0 Q} .

Il est facile de voir que lÕautomateA est ˆ contraintes semilinŽaires et dŽterministe. Ceci termine
la preuve du point (i).

Pour le point (ii), soitA" = (" , Q, # ", F ) un ACN semilinŽaire dŽterministe tel queL (A") =
! " M " et tel que toute transition deA" est de la forme(q, ', 0Q). Par le point (i), nous savons que
lÕautomateA" existe toujours. Nous allons montrer que si(q, ', 0Q) est une transition deA" et
' nÕest pas inclus dans{ a0, b0, a1, b1} ou ' est lÕensemble vide, alors cette transition peut •tre
enlevŽe sans que cela ne modiÞe le langage de lÕautomateA". Si ' = ! , alors cette transition
ne contribue en rien L̂ A ! (q) et peut donc •tre enlevŽe. Si' '= ! mais' contient une Žtiquette
c qui nÕest pas parmi{ a0, b0, a1, b1} , alors nŽcessairementL (q) contient lÕarbrec[{||} ]. Or, par
dŽÞnition nous savons que les arbres dansL (A") contiennent uniquement les Žtiquettes parmi
{ a0, b0, a1, b1} , ce qui signiÞe que lÕŽtatq ne contribue pas ˆ la dŽÞnition du langage de lÕau-
tomate et toute transition le concernant peut •tre enlevŽe.Donc, lÕautomateA = (" , Q, # , F )
satisfait la condition du point (i), o•# est la relation de transition dŽÞnie par :

# =# " " { (q, ', 0Q) | ' = ! ou ' '$ { a0, b0, a1, b1}} .

2Plus prŽcisŽment, pour toutd dansF , d(q) = 0 , ce qui signiÞe que lÕŽtatq de lÕautomate est inutile.
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Il est facile de voir que lÕautomateA est ˆ contraintes semilinŽaires et dŽterministe. Ceci termine
la preuve du point (ii).

Pour le point (iii), si(q, ', 0Q) et (q, ' ", 0Q) sont deux transitions diffŽrentes de# , il sufÞt
de les remplacer par lÕunique transition(q, ' 1 ' ", 0Q). Il est facile de voir que ce remplace-
ment ne modiÞe pas le langage deA et queA reste un automate ˆ contraintes semilinŽaires et
dŽterministe.

Le point (iv) est consŽquence directe du fait que lÕautomateA est dŽterministe. En effet, si
(q, ', 0Q) et (q", ' ", 0Q) sont deux transitions de lÕautomate etq '= q" et c # ' 2 ' ", alors lÕŽlŽ-
ment dÕarbrec[{||} ] appartient L̂ A (q) et ˆ L A (q"), et doncA nÕest pas un automate dŽterministe.
Ceci termine la preuve du point (iv) et du fait 5.1.

Soit maintenantA" = (" , Q", # ", F ") un automate ˆ contraintes numŽriques dŽterministe
tel queL (A") = ! " M " et qui satisfait les contraintes annoncŽes dans le fait 5.1.ConsidŽrons
lÕautomateA = (" , Q, # , F ) dŽÞni par : lÕensemble dÕŽtatsQ est{ qa0 , qb0 , qa1 , qb1 } ; la relation
de transition# est

# = { (qa0 , { a0} , 0Q), (qb0 , { b0} , 0Q), (qa1 , { a0} , 0Q), (qa1 , { b1} , 0Q)} . (5.2)

Finalement, la condition dÕacceptationF est dŽÞnie par :

F =
(

d# F !

Hd

o• pour tout multiensembled dansNQ!
, lÕensembleHd $ NQ est dŽÞni par :

Hd =
>

h

=
=
=
=

pour tout(q, ', 0Q!
) dans# ",

9#
c# " h(c)

:
= d(q) et

pour toutc dans(, h(qc) = 0

B

o• ( $ { a0, b0, a1, b1} dŽsigne lÕensemble dÕŽtiquettes qui nÕapparaissent dans aucune transi-
tion de lÕautomateA". Formellement,( est lÕensemble des Žtiquettesc telles quÕils nÕexistent
pasq # Q" et ' avecc # ' et (q, ', 0Q!

) transition dans# ".

Il nÕest pas difÞcile de voir que lÕensembleF est semilinŽaire (en utilisant que, par hypo-
th•se,F " est un ensemble semilinŽaire). En effet, Žtant donnŽ une formule de lÕarithmŽtique de
Presburger dŽÞnissantF ", on peut construire une formule de lÕarithmŽtique de Presburger dŽÞ-
nissantF . Il nÕest pas non plus difÞcile de voir que le langage reconnupar lÕautomateA est le
m•me que le langage reconnu par lÕautomateA".

Nous en dŽduisons que pour toute machine ˆ deux compteursM , il existe un automate
ˆ contraintes numŽriques semilinŽairesA = (" , Q, # , F ) tel que lÕensemble dÕŽtatsQ est
{ qa0 , qb0 , qa1 , qb1 } et la relation de transition# est celle dŽÞnie dans (5.2) et tel queL (A) =
! " M ". Rappelons que, par dŽÞnition,! " M " est lÕensemble dÕarbres

{ (n+ x) áa0[{||} ] ( x áb0[{||} ] ( yáa1[{||} ] ( yáb1[{||} ] | (n+ x, x, y, y ) dans le langage deM et} .

Par dŽÞnition de lÕautomateA, on peut voir quÕalors lÕensemble de multiensembleF est

{ (qa0 " n, qb0 " x, qa1 " y, qb1 " y) | (n + x, x, y, y ) dans le langage deM et} .

Maintenant, comme lÕautomateA est semilinŽaire, nous savons que lÕensembleF est semi-
linŽaire. DÕautre part, nous savons que les ensembles semilinŽaires sont clos par projection.
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ConsidŽrons doncF1, lÕensemble de multiensembles sur{ qa0 , qb0 } obtenu en projetantF sur
les composantes correspondant ˆqa0 etqb0 :

F1 = { (qa0 " n, qb0 " x) | (qa0 " n, qb0 " x, qa1 " y, qb1 " y) dansF } .

Alors F1 est un ensembles de multiensembles semilinŽaire. Nous savons Žgalement que les
ensembles semilinŽaires sont clos par somme et soustraction des composantes.3 ConsidŽrons
F2, lÕensemble de multiensembles sur{ (qa0 , qb0 )} , obtenu deF1 en soustrayant la composante
correspondant q̂b0 de la composante correspondant ˆqa0 :

F2 = { ((qa0 , qb0 ) " n 0 x) | (qa0 " n, qb0 " x) | dansF1} .

Donc lÕensembleF2 est semilinŽaire et, par consŽquent, lÕensemble

N = { n | ((qa0 , qb0 ) " n) dansF2}

est un ensemble dÕentiers naturels semilinŽaire. Finalement, par le corollaire 5.5 et par dŽÞ-
nition deF2, nous pouvons facilement dŽduireN est exactement le langage de la machine ˆ
deux compteursM . Rappelons queM est une machine ˆ deux compteurs arbitraire ; nous dŽ-
duisons donc que pour toute machine ˆ deux compteursM , le langage deM est un ensemble
dÕentiers naturels semilinŽaire, ce qui est Žvidemment faux. Cette contradiction vient de lÕhy-
poth•se initiale que pour toute machine ˆ deux compteursM , lÕensemble dÕarbres! " M " est
PMSO-dŽÞnissable. Nous en concluons quÕil existe une formule " de la logique LS|! telle que
lÕensemble dÕarbres! " " nÕest pas PMSO-dŽÞnissable.

!

Conclusion

Nous avons Žtabli dans cette section deux rŽsultats importants. Tout dÕabord, nous avons
montrŽ que la logique spatiale est indŽcidable m•me en absence de quantiÞcation. La preuve se
fait en encodant le vide du langage dÕune machine ˆ deux compteurs, suivant des idŽes prŽsen-
tŽes dans [Goubault-Larrecq and Verma, 2002], [Verma, 2003] utilisŽs pour montrer lÕindŽcida-
bilitŽ du vide des automates ACU alternats. Il est ˆ remarquer ici que cet encodage nÕutilise pas
toute la puissance de la logique : notamment, la conjonctionest utilisŽe, mais pas la nŽgation,
et la rŽcursion se fait uniquement en Ç largeur È, cad les variables de rŽcursion nÕapparaissent
jamais sous un opŽrateur dÕembo”tement. DÕailleurs, les arbres utilisŽs pour lÕencodage des Žtats
de la machine ˆ deux compteurs sont des arbres plats, de hauteur un. Ensuite nous avons utilisŽ
le rŽsultat dÕindŽcidabilitŽ pour montrer que la logique LS|! est strictement plus expressive que
la logique PMSO qui, elle, a un probl•me de satisÞabilitŽ dŽcidable.

3Dans le cas gŽnŽral, la soustraction de composantes peut gŽnŽrer des nombres nŽgatifs. Sans rentrer dans les
dŽtails, un ensemble semilinŽaire de vecteurs peut •tre dŽÞni sur les vecteurs de nombres rationnels. La restriction
dÕun tel ensemble aux vecteurs dÕentiers naturels est alorsun ensemble semilinŽaire. De ce fait, la soustraction ne
nous fait pas vraiment sortir du cadre des ensembles semilinŽaires. Notons pour Þnir que dans notre cas de Þgure,
la soustraction faiten " x satisfait toujours quen # x, et donc les ensembles gŽnŽrŽs sont bien des ensembles
semilinŽaires sur les entiers naturels tels que nous les considŽrons partout dans cet ouvrage.
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Chapitre 6

Automates dÕarbres pour la logique
sans quantiÞcation

Dans ce chapitre nous montrons que pour toute formule de la logique LS|! on peut construire
un automate ˆ contraintes numŽriques Žquivalent ˆ cette formule, cÕest ˆ dire un automate
dont le langage est Žquivalent ˆ lÕinterprŽtation de cette formule. Pour dŽÞnir un tel auto-
mate, nous allons utiliser les syst•mes dÕŽquations simpliÞŽs. En effet, comme nous lÕavons vu
dans le chapitre prŽcŽdent, toute formule logique peut •trereprŽsentŽe par un syst•me dÕŽqua-
tions simpliÞŽ. Nous commen•ons par prŽsenter bri•vement dans la section 6.1 comment dans
[Dal Zilio et al., 2004] des automates dÕarbres semblables aux ACN ont ŽtŽ dŽÞnis pour une
logique qui sÕav•re •tre un fragment de la logique spatiale.Ensuite, dans la section 6.2 nous
dŽÞnissons lÕautomateAS associŽ au syst•me dÕŽquations simpliÞŽS. Dans le section 6.3 nous
montrons que cette dŽÞnition est correcte, cad que lÕautomate AS dŽÞni dans la section 6.2 est
effectivement Žquivalent ˆ la formule" telle queS est un syst•me dÕŽquations simpliÞŽ pour
" . Dans la derni•re section 6.4 nous prŽsentons un algorithmepour le test dÕappartenance dÕun
arbre au langage dÕun automate lorsque celui-ci est lÕautomate Žquivalent ˆ une formule de la
logique LS|! .

6.1 La logique et les automates ˆ faisceaux

Une premi•re dŽÞnition dÕautomates dÕarbres pour une logique ˆ opŽrateur de composition
a ŽtŽ faite dans la suite de travaux [Lugiez and Dal Zilio, 2002], [Dal Zilio and Lugiez, 2003],
[Dal Zilio et al., 2004] par Dal Zilio, Lugiez et Meyssonnier. LÕarticle [Dal Zilio et al., 2004] a
fortement inspirŽ la mise en correspondance entre la logique spatiale et les automates dÕarbres
ˆ contraintes numŽriques que nous faisons ici. Dans ce qui suit, nous prŽsentons bri•vement
lÕapproche et les rŽsultats de ce travail.

LÕidŽe initiale est quÕun arbre (un multiensemble) est un produit de la forme

+vecteur de cardinalitŽs, á +vecteur dÕŽlŽments dÕarbre, .

Par exemple, lÕarbre plat ayant quatre ar•tes ŽtiquetŽes par a et deux ar•tes ŽtiquetŽes parb est
reprŽsentŽ par le produit(4, 2) á(a[{||} ], b[{||} ]). Ce type de produit est Žtendu aux ensembles
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dÕarbres par

+ensemble de vecteurs de cardinalitŽs, á +vecteur dÕensembles dÕŽlŽments dÕarbres,

Par exemple, lÕensemble dÕarbres plats ayant deux fois plusdÕar•tes ŽtiquetŽes para que dÕŽti-
quettes ŽtiquetŽes parb est reprŽsentŽ par le produit{ (2n, n) | n # N} á ({ a[{||} ]} , { b[{||} ]} ).
LÕensemble dÕarbres ayant deux fois plus dÕar•tes ŽtiquetŽes para que dÕar•tes ŽtiquetŽes par
b sous la racine est reprŽsentŽ par le produit{ (2n, n) | n # N} á ({ a} [A ! ], { b} [A ! ]). (Rap-
pelons que' [T ] est lÕensemble dÕarbres{ a[t] | a # ', t # T} .) On voit immŽdiatement le
lien avec les automates ˆ contraintes numŽriques : dans un automate ˆ contraintes numŽriques
qui reconna”trait ce m•me ensemble dÕarbres. Dans ce cas, les ensembles dÕŽlŽments dÕarbres
{ a} [A ! ] et { b} [A ! ] seraient les langages des Žtats de lÕautomate, et lÕensemble de vecteurs
{ (2n, n) | n # N} correspondrait ˆ la condition dÕacceptation.1

Dans [Dal Zilio et al., 2004], les auteurs sÕintŽressent ˆ unfragment de la logique des am-
bients, appelŽ TL (pourtree logic), et introduisent une classe dÕautomates qui capture cette
logique. Une formule de la logique TL, que nous notons* , est dŽÞnie par la syntaxe suivante :

* ::= 0 arbre vide
a[* ] imbrication ou embo”tement
* | * composition
* " * adjonction
* : itŽration
6 vŽritŽ
Â* nŽgation
* - * disjonction

Les formules de TL sont interprŽtŽes sur les arbres non ordonnŽs dÕaritŽ non bornŽe, lÕinterprŽ-
tation de la formule* est notŽe! * " et est un ensemble dÕarbres dŽÞni par :

!0" = {{||}}
! a[* ]" = { a} [! * "]
! * | * "" = ! * " | ! * ""
! * " * "" = { t | ) t " # ! * ".(t | t ") # ! * ""}
! * : " =

)
n# N n á! * "

!6 " = Arbres!
!Â* " = Arbres! " ! * "
! * - * "" = ! * " 1 ! * ""

Pour passer de la logique TL ˆ une reprŽsentation sous la forme de produit (un couple)
+ vecteur de cardinalitŽs, á +vecteur dÕŽlŽments dÕarbre, , et de celle-ci ˆ un automate, les
auteurs proposent dans [Dal Zilio et al., 2004] un formalisme intermŽdiaire, qui est lalogique ˆ
faisceaux, que nous notons ShL (poursheaves logic). Une formule de cette logique sera notŽe

1Le lien existant entre un ensemble de vecteurs et un ensemblede multiensembles est facile ˆ voir.
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% et est dŽÞnie par la syntaxe suivante :

' ::= expression dÕŽtiquette
{ a1, . . . , ak} ensemble Þni dÕŽtiquettes
' lÕensemble complŽmentaire ˆ'

E ::= ' [%] embo”tement
% ::= formule ShL

6 vrai
. z.p(z).E composition ˆ faisceaux

Ici z est un vecteur de variables enti•res positives,p est une formule de lÕarithmŽtique de Pres-
burger dont les variables libres sont toutes dansz et E est un vecteur de formules dÕembo”te-
ment. Sans donner la sŽmantique exacte de ShL, expliquons juste lÕinterprŽtation des formules
dÕembo”tement et des formules ShL ; comme pour les logiques TL et la logique spatiale, lÕin-
terprŽtation de la formule ShL%est un ensemble dÕarbres notŽ!%". Tout dÕabord, une formule
dÕembo”tementE = ' [%]est interprŽtŽe comme lÕensemble dÕarbres

! ' [%]" = { a[t] | a # ', t # !%"} .

Alors lÕinterprŽtation de la formule ShL% = . z1, . . . , zk .p(z1, . . . , zk ).(E1, . . . , Ek) est lÕen-
semble dÕarbres

{ (n1, . . . , nk) | (z1 " n1, . . . , zk " nk) satisfait la formulep} á(!E1", . . . , !Ek").

dŽÞni comme le produit de lÕensemble des vecteurs mod•les dela formule de lÕarithmŽtique de
Presburgerp et le vecteur des ensembles dÕŽlŽments dÕarbres mod•les deE1, . . . , Ek .

Dans [Dal Zilio et al., 2004] il est Žtabli quÕˆ toute formuleTL correspond une formule ShL
Žquivalente (dŽÞnissant le m•me ensemble dÕarbres).

Le dernier rŽsultat prŽsentŽ dans [Dal Zilio et al., 2004] qui nous intŽresse ici est la dŽÞni-
tion dÕune classe dÕautomates, les automates ˆ faisceaux, qui capture la logique ShL, et donc
aussi la logique TL. Sans rentrer dans les dŽtails, ces automates sont tr•s proches des automates
de Presburger. La seule diffŽrence est lÕexistence de deux types dÕŽtats dans les automates ˆ
faisceaux : des Žtats pour Žtiqueter les nÏuds de lÕarbre et des Žtats pour Žtiqueter les ar•tes de
lÕarbre. Dans une exŽcution ascendante dÕun automate ˆ faisceaux, lÕŽtat ˆ associer ˆ un nÏud de
lÕarbre est dŽterminŽ ˆ partir des Žtats associŽs aux arr•tes successeurs de celui-ci et le nombre
dÕoccurrences de chacun de ces Žtats. La contrainte sur le nombre dÕoccurrences est exprimŽe ˆ
lÕaide dÕune formule de Presburger. LÕŽtat ˆ associer ˆ une ar•te est dŽterminŽ ˆ partir de lÕŽti-
quette de cette ar•te et de lÕŽtat associŽ ou nÏud successeurde celle-ci. Il nÕest pas difÞcile ˆ
voir que ces automates sont Žquivalents aux automates de Presburger.

Dans ce chapitre et le chapitre suivant, nous complŽtons cette correspondance entre auto-
mates et logique ˆ composition, en dŽÞnissant une classe dÕautomates qui capture la logique
LS|! . Nous parlons de Ç complŽtion È pour deux raisons. DÕabord, la logique TL sÕav•re •tre un
fragment de LS|! . M•me si ceci nÕest pas immŽdiat pour lÕinstant (ˆ cause de lÕopŽrateur dÕad-
jonction qui est absent dans LS|! ), nous montrons dans le chapitre 7 que PMSO, Žquivalente
aux automates de Presburger, est Ç incluse È dans LS|! , et nous venons de voir que TL peut •tre
encodŽe dans des automates Žquivalents aux automates de Presburger. Ceci signiÞe, entre autres,
que lÕopŽrateur dÕadjonction nÕajouterait pas dÕexpressivitŽ ˆ LS|! . Par ailleurs, ce nÕest pas un
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opŽrateur monotone, et son utilisation avec lÕopŽrateur depoint Þxe ne pourrait se faire sans
restrictions. La deuxi•me raison pour laquelle nous parlons de complŽtion est que nous allons
Žtablir une Žquivalence entre des fragments (syntaxiques)de LS|! et des classes dÕautomates ˆ
contraintes numŽriques. Dans le cas de TL, la logique TL est strictement moins expressive que
les automates ˆ faisceaux.2 Pour sÕen convaincre, il sufÞt de remarquer que TL ne proposepas
de mŽcanisme de rŽcursion en profondeur, qui vient naturellement avec les automates de par la
possibilitŽ de Ç boucler È sur un Žtat.

6.2 Automate pour un syst•me dÕŽquations

Nous prŽsentons ici comment ˆ partir dÕun syst•me dÕŽquations simpliÞŽS lÕon peut dŽÞnir
un automate ˆ contraintes numŽriquesAS tel queL (AS) = SolT (S, dern(S)) (rappelons que
SolT (S, dern(S)) est la solution deS pour sa derni•re variable). Comme toute formule logique
close" peut •tre effectivement reprŽsentŽe par un syst•me dÕŽquations simpliÞŽ (voir le cha-
pitre 4), nous pourrons en dŽduire une construction dÕun automate ˆ contraintes numŽriquesA
ˆ partir de la formule" tel que le langage deA est! " ".

Soit doncS un syst•me dÕŽquations simpliÞŽ que nous considŽrons Þxe jusque la Þn de
la section ; nous allons dŽÞnir lÕautomateAS = (" , QS, # S, FS). Dans la section 6.2.1 nous
montrons comment lÕensemble dÕŽtatsQS est construit ˆ partir deS. Dans la section 6.2.2 nous
introduisons une nouvelle interprŽtation du syst•me dÕŽquationsS, dont nous dŽduirons dans la
section 6.2.3 la relation de transition de lÕautomateAS.

6.2.1 ƒtats de lÕautomate

Nous dŽÞnissons ici lÕensembleQS des Žtats de lÕautomateAS.

DŽÞnition 6.1 (Variables ŽlŽmentaires)SoitS" un syst•me dÕŽquations simpliÞŽ. Une variable
, de Vars(S") est ditevariable ŽlŽmentairesi la partie droite de lÕŽquation pour, dansS" est
de la forme' [, "]. La sous sŽquence deVars(S") constituŽe des variables ŽlŽmentaires est notŽe
EVars(S"), et lÕensemble sous-jacent est notŽ{ EVars(S")} .

Pour toute variable ŽlŽmentaire, dansS, soient les formulesPos(, ), Neg(, ) et Compl(, )
dŽÞnies comme suit :

Pos(, ) = ' [, "] Neg(, ) = ' [Â, "] Compl(, ) = ' [6 ]

o• , '= ' [, "] est lÕŽquation pour la variable, dansS. QS, lÕensemble dÕŽtats de lÕautomate
AS est alors dŽÞni comme le produit cartŽsien des ensembles{ Pos(, ), Neg(, ), Compl(, )} pour
toute variable ŽlŽmentaire, :

QS =
C

%dansEVars(S)

{ Pos(, ), Neg(, ), Compl(, )} .

2Dans [Dal Zilio et al., 2004], les auteurs dŽÞnissent Žgalement une extension de la logique ˆ faisceaux par un
mŽcanisme de rŽcursion qui permet dÕatteindre la m•me expressivitŽ que les automates ˆ faisceaux.
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Par consŽquent, tout Žtatq dansQS est unn-uplet de la forme(y1, . . . , yn ), o• pour touti dans
1..n, yi est un parmiPos(, i ), Neg(, i ) etCompl(, i ) et , 1, . . . , , n sont les variables ŽlŽmentaires
deS. Pour tout Žtatq dansQS et toute variable, dansEVars(S), nous notons parq(, ) lÕŽlŽment
deq correspondant ˆ la variable, , cadq(, ) est un parmiPos(, ), Neg(, ), etCompl(, ).

Notons que si le syst•me dÕŽquationsS nÕa pas de variables ŽlŽmentaires, alorsQS contient
un unique Žtat, le0-uplet.

6.2.2 Syst•mes dÕŽquations numŽriques

Pour dŽÞnir lÕensemble des transitions de lÕautomateAS, nous allons transformer le syst•me
dÕŽquationsS en un syst•me dÕŽquations appelŽ syst•me dÕŽquations numŽriques, et notŽSnum,
le syst•meSnum sera appelŽ syst•me dÕŽquations numŽriques. Ce syst•me dÕŽquation numŽrique
est interprŽtŽ sur le treillis de lÕensemble des multiensembles, et ˆ partir de ses solutions nous
allons dŽÞnir les transitions de lÕautomateAS.

Soit . la signature (inÞnie){ 0, 0, 6 , 8 , - , 4 , | , 9 } 1 { CD } D # * NQ S . Comme dÕhabitude,
0, 0, 6 , 8 sont des symboles dÕaritŽ zŽro et- , 4 , | , 9 des symboles binaires utilisŽs en no-
tation inÞxe. Les symboles{ CD } D # * (NQ S ) sont des symboles dÕaritŽ zŽro. ConsidŽrons laµ-
interprŽtationR des symboles de. dans le treillis+! (NQS ), - , 4, prŽsentŽe sur la Þgure 1. Il
est facile de voir queR est effectivement uneµ-interprŽtation.

CR
D = D

0R = { 0QS }
0R = A ! " { 0QS }
6 R = NQS

8 R = !
D |R D " = D + D "

D 9R D " = D ++ D "

D - R D " = D 1 D "

D 4R D " = D 2 D "

FIG. 1 Ð DŽÞnition de laµ-InterprŽtationR. Ici D, D " sont des sous ensembles deNQS .

Comme pour la signature2, la signature. est Žtendue avec deux nouveaux symboles bi-
naires, => et =>, pour obtenir la signature. " : { 0, 0, 6 , 8 , - , 4 , | , 9 , =>, => } 1 { CD } D # NQ S .
LÕinterprŽtationR est Žtendue .̂ " par :

D =>R D " = ( D " { 0QS } )+ ( D " " { 0QS } )

D =>R D " = ( D 1 { 0QS } ) ++ ( D " 1 { 0QS } ).

LÕopŽrateur++ est le dual de la somme de multiensembles et a ŽtŽ dŽÞni dans lechapitre 1.

Pour amŽliorer la lisibilitŽ, dans la suite nous allons confondre le symbole constantCD et
son interprŽtation, lÕensemble de multiensemblesD .

Remarquons maintenant que les notion de syst•me dÕŽquations simpliÞŽ et syst•me dÕŽqua-
tions normalisŽ peuvent •tre Žtendues aux syst•mes surfonct (., Xr) et fonct(. ", Xr). Plus prŽ-
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cisŽment, un syst•me surfonct (., Xr) sera dit simpliÞŽ si les parties droites dÕŽquations sont de
la forme

0 0 6 8 CD , | , " , 9, " , - , " , 4 , "

et un syst•me surfonct(. ", Xr) sera dit semi-simpliÞŽ si les parties droites dÕŽquations sont soit
des termes boolŽens, soit de la forme

0 0 6 8 CD , | , " , 9, " , =>, " , =>, ".

Un syst•me dÕŽquations normalisŽ surfonct(. ", Xr) est comme prŽcŽdemment un syst•me semi-
simpliÞŽ, sans cycles de dŽpendance boolŽenne et ˆ composition gardŽe. De plus, siS" est
un syst•me dÕŽquations semi-simpliÞŽ surfonct(., Xr), la procŽdure de normalisation dŽcrite
dans la section 4.3.2 peut •tre appliquŽe telle quelle pour obtenir un syst•me dÕŽquations sur
fonct(. ", Xr) normalisŽ et ŽquivalentŜ".

Soit maintenant le syst•me dÕŽquations numŽriqueSnum construit ˆ partir deS de la mani•re
suivante :Vars(Snum) = Vars(S) et pour tout, dansVars(S), lÕŽquation pour, dansSnum est

<
, '= Cprj(%) si , # { EVars(S)}

, '= f si , '# {EVars(S)} et , '= f est lÕŽquation pour, dansS

o• pour toute variable, dansEVars(S), prj(, ) est lÕensemble de multiensembles dansNQS

dŽÞni par (rappelons que1q est le multiensemble unitaire contenant une seule occurrence deq) :

prj(, ) =
(

q# QS |q(%)= Pos(%)

{ 1q} .

Soit Žgalement le syst•me dÕŽquations normalisŽS"" surfonct(2", Xr) Žquivalent ˆS" et obtenu
par la mŽthode de normalisation dŽcrite dans la section 4.3.2. Comme cette mŽthode nÕaffecte
pas les variables ŽlŽmentaires, il est facile de voir queS""num est exactement le syst•me dÕŽqua-
tions surfonct(. ", Xr) obtenu en normalisantS"num par cette m•me mŽthode de normalisation.

6.2.3 Transitions de lÕautomate

Nous pouvons maintenant dŽÞnir lÕensemble des transitionsde lÕautomateAS.

Pour tout, variable ŽlŽmentaire deS, soientetq(, ) lÕŽtiquette etvar(, ) la variable dans
Vars(S) tels que lÕŽquation pour, dansS est , '= etq(, )[var(, )]. Par exemple, si lÕŽquation
pour, dansS est, '= ' [, "], alorsetq(, ) = ' et var(, ) = , ".

Pour tout Žtatq dansQS, soient' q lÕensemble dÕŽtiquettes etDq lÕensemble de multien-
sembles dansNQS dŽÞnis par :

' q = " 2
1

%| q(%)= Pos(%) ou q(%)= Neg(%)

etq(, ) 2
1

%| q(%)= Compl(%)

etq(, ) (6.1)

Dq = NQS 2
1

%| q(%)= Pos(%)

SolR (Snum, var(, )) 2
1

%| q(%)= Neg(%)

NQS " SolR (Snum, var(, )) (6.2)

Maintenant,# S, la relation de transition de lÕautomateAS, est donnŽe par :

# S = { (q, ' q, Dq) | q # QS}

etFS, la condition dÕacceptation deAS, est lÕensembleSolR (Snum, dern(Snum)) .
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6.2.4 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple de la construction dÕun automate ˆ contraintes
numŽriques ˆ partir dÕun syst•me dÕŽquations simpliÞŽ.

Soit " la formuleµ,. { a} [, ] | { b} [, ] | , - 0. Cette formule est satisfaite par lÕensemble des
arbres ayant autant dÕar•tes successeurs ŽtiquetŽes para que dÕar•tes successeurs ŽtiquetŽes par
bpour chaque nÏud de lÕarbre.

Dans la suite, nous Žcrironsa[, ] et b[, ] ˆ la place de{ a} [, ] et { b} [, ] et a et bpour dŽsigner
les ensembles dÕŽtiquettes{ a} et { b} .

SoitS le syst•me dÕŽquations simpliÞŽ correspondant ˆ la formule" , S est alors le syst•me
suivant :

, 1
µ
= 0

, 2
µ
= a[, ]

, 3
µ
= b[, ]

, 4
µ
= , 2 | , 3

, 5
µ
= , 4 | ,

,
µ
= , 5 - , 1

Nous allons construire lÕautomateAS = (" , QS, # S, FS).

Les variables ŽlŽmentaires du syst•meS sont, 2 et , 3. Nous savons queQS, lÕensemble des
Žtats de lÕautomateAS est

QS = { Pos(, 2), Neg(, 2), Compl(, 2)} / { Pos(, 3), Neg(, 3), Compl(, 3)}

o• Pos(, i ), Neg(, i ) etCompl(, i ), pouri = 2 , 3, sont les formules

Pos(, 2) = a[, ] Neg(, 2) = a[Â, ] Compl(, 2) = a[6 ]

Pos(, 3) = b[, ] Neg(, 3) = b[Â, ] Compl(, 3) = b[6 ]

Donc,QS est un ensemble de neuf ŽlŽments. Pour la suite, nous adoptons une Žcriture plus br•ve
pour ces neuf ŽlŽments

QS = { qpp, qpn, qpc, qnp, qnn, qnc, qcp, qcn, qcc}

o• par exempleqpp = ( Pos(, 2), Pos(, 3)) , ce qui par dŽÞnition est Žgal ˆ(a[, ], b[, ]), qpn =
(Pos(, 2), Neg(, 3)) , ce qui est Žgal (̂a[, ], b[Â, ]), qpc = ( Pos(, 2), Compl(, 3)) , ce qui est Žgal
ˆ (a[, ], b[6 ]), etc.

Pour construire lÕensemble des transitions de lÕautomateAS, nous devons dÕabord construire
le syst•me dÕŽquations numŽrique correspondant ˆS, notŽSnum. Par dŽÞnition,Snum est :

, 1
µ
= 0

, 2
µ
= Cprj(%2)

, 3
µ
= Cprj(%3)

, 4
µ
= , 2 | , 3

, 5
µ
= , 4 | ,

,
µ
= , 5 - , 1
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o• prj(, 2) = 1 qpp 1 1qpn 1 1qpc et prj(, 3) = 1 qpp 1 1qnp 1 1qcp.

Comme nous lÕavons vu, il y a une transition par Žtat de lÕautomate. Pour chaque Žtatqxy,
soit (qxy, ' xy, Dxy) cette transition, o•' xy est un ensemble dÕŽtiquettes etDxy est un ensemble
de multiensembles dansNQ. Nous savons que les ensembles' xy sont dŽÞnis et effectivement
calculables (en tant quÕensembles dÕŽtiquettes Þnis ou coÞnis) ˆ partir du syst•me dÕŽquations
S, et que lesDxy sont dŽÞnis de fa•on symbolique ˆ partir de la solution du syst•me dÕŽquations
Snum.

Regardons la dŽÞnition de' xy etDxy juste pour les Žtatsqxy = qpp, qnc, qcc. Par dŽÞnition,

' xy = " 2
1

%! | qxy(%! )= Pos(%! ) ou qxy(%! )= Neg(%! )

etq(, ") 2
1

%! | qxy(%! )= Compl(%! )

etq(, ")

o•, rappelons le,etq(, ") est lÕensemble de variables apparaissant en partie droite de lÕŽquation
dansS pour la variable, ". Dans la formule ci-dessus,, " est une variable ŽlŽmentaire, et donc
dans notre cas peut prendre la valeur, 2 ou , 3.

Maintenant, pour lÕŽtatqpp, qpp(, 2) = Pos(, 2) et qpp(, 3) = Pos(, 3) et donc' pp =
etq(, 2) 2 etq(, 3), ce qui est Žgal {̂ a} 2 { b} et donc ˆ lÕensemble vide.

Pour lÕŽtatqnc, nous avonsqnc(, 2) = Neg(, 2) et qnc(, 3) = Compl(, 3), et donc' nc =
etq(, 2) 2 etq(, 3), ce qui est Žgal {̂ a} 2 b, et donc ˆ{ a} .

Finalement, pour lÕŽtatqcc, nous obtenons que' cc = etq(, 2) 2 etq(, 3), ce qui est Žgal ˆ
{ a, b} .

Pour lÕensembles dÕŽtiquettesDxy, nous savons que par dŽÞnition

Dxy = NQS 2
1

%! | q(%! )= Pos(%! )

SolR (Snum, var(, ")) 2
1

%! | q(%! )= Neg(%! )

NQS " SolR (Snum, var(, "))

Encore une fois,, " peut prendre comme valeur, 2 ou , 3. Rappelons quevar(, ") est la variable
apparaissant en partie droite de lÕŽquation pour, ". Dans notre cas,var(, 2) etvar(, 3) sont toutes
les deux Žgales ˆ la variable, . Notons donc parD la solution deSnum pour la variable, :
D = SolR (Snum, , ).

Maintenant, dÕapr•s cette dŽÞnition, nous obtenons queDpp = D . PourDnc, nous avons
Dnc = NQS " D . Finalement,Dcc = NQS .

Pour Þnir avec la dŽÞnition de lÕautomateAS, notons queFS, la condition dÕacceptation de
cet automate est lÕensembleD .

Ce qui est intŽressant ˆ voir, cÕest comment la dŽÞnition syntaxique des Žtats de lÕautomate
AS est reliŽe avec le langage de lÕautomate pour chacun de ces Žtats. Pour voir cette correspon-
dance, nous listons ci-dessous toutes les transitions de lÕautomateAS, en utilisant cette fois-ci
non pas la notation courte des Žtats de la formeqxy, mais leur dŽÞnition sous la forme de couples
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de formules.

# S = { ( (a[, ], b[, ]), { a} 2 { b} , D 2 D ),

( (a[, ], b[Â, ]), { a} 2 { b} , D 2 D ),

( (a[, ], b[6 ]), { a} 2 b, D ),

( (a[Â, ], b[, ]), { a} 2 { b} , D 2 D ),

( (a[Â, ], b[Â, ]), { a} 2 { b} , D 2 D ),

( (a[Â, ], b[6 ]), { a} 2 b, D ),

( (a[6 ], b[, ]), a 2 { b} , D ),

( (a[6 ], b[Â, ]), a 2 { b} , D ),

( (a[6 ], b[6 ]), a 2 b, NQS ) }

Ce sont ces correspondances qui sont ˆ lÕorigine de la dŽÞnition des Žtats de lÕautomate sous la
forme de couples de formules. Pour •tre plus prŽcis, chaque Žtat de lÕautomateAS est un tuple
de formules logiques faisant intervenir des variables libres ; la taille de ces tuples est Žgale au
nombre de variables ŽlŽmentaires dans le syst•meS. La dŽÞnition de lÕautomateAS garantit
que pour chaque Žtatq de lÕautomate, le langage associŽ ˆ cet Žtat est Žgal ˆ lÕintersection des
interprŽtations des formules qui le forment, sous la valuation qui ˆ toute variable libre, associe
la solution deS pour cette variable. Retournant ˆ notre exemple, nous avonspar exemple pour
lÕŽtatqpp = ( a[, ], b[, ]) :

L A S ((a[, ], b[, ])) = !a[, ]"$ 2 !b[, ]"$

o• / est la valuation qui ,̂ associeSolT (S, , ). Pour cet Žtat particulier,L A S (qpp) = ! .

Pour terminer avec cet exemple, nous allons donner une dŽÞnition effective de lÕautomate
AS ; il nous manque uniquement une reprŽsentation effective delÕensembleD . On peut montrer
que lÕensembleD est Žgal ˆ

D =

*
,

-

qpp !" npp, qpn !" npn, qpc !" npc,
qnp !" nnp, qnn !" 0, qnc !" 0,
qcp !" ncp, qcn !" 0, qcc !" 0

=
=
=
=
=
=
npp + npn + npc = npp + nnp + ncp

.
/

0

Comme nous lÕavons dŽjˆ notŽ, cÕest Žgalement la condition dÕacceptation de lÕautomate. On
voit que lÕautomateAS ainsi construit correspond peu ˆ lÕintuition quÕon peut se faire dÕun
automate reconnaissant lÕensemble dÕarbres! " ". Par ailleurs, un automate reconnaissant cet
ensemble dÕarbres a ŽtŽ prŽsentŽ dans lÕexemple 2.1. Cependant, si nous enlevons dansAS les
Žtats dont le langage est vide, on peut voir que lÕautomateAS est proche de lÕintuition. En
effet,L A S (qxy) est vide pourqxy # { qpp, qpn, qnp, qnn} , ce qui signiÞe que ces Žtats ne seront
jamais utilisŽs dans une exŽcution de lÕautomate. Donc, lÕensembleD peut •tre remplacŽ (dans
les transitions de lÕautomateAS) par lÕensembleD " :

D " = D 2

*
,

-

qpp !" 0, qpn !" 0, qpc !" npc,
qnp !" 0, qnn !" 0, qnc !" nnc,
qcp !" ncp, qcn !" ncn, qcc !" ncc

=
=
=
=
=
=
npc, nnc, ncn, ncp, ncn, ncc # N

.
/

0
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CÕest ˆ dire, lÕensembleD " est Žgal ˆ

D " =

*
,

-

qpp !" 0, qpn !" 0, qpc !" npc,
qnp !" 0, qnn !" 0, qnc !" 0,
qcp !" ncp, qcn !" 0, qcc !" 0

=
=
=
=
=
=
npc = ncp

.
/

0

Remarque sur les syst•mes sans variables ŽlŽmentaires

Comme la dŽÞnition de lÕautomateAS utilise lÕensemble de variables ŽlŽmentaires du sys-
t•me S, nous discutons ici de la dŽÞnition de cet automate lorsqueS est un syst•me dÕŽquations
sans variables ŽlŽmentaires. DÕabord, lÕensembleQS des Žtats de lÕautomate est dŽÞni comme
le produit cartŽsien den ensembles, o•n est le nombre de variables ŽlŽmentaires du syst•me
S. Lorsquen est Žgal ˆ zŽro,QS est le produit cartŽsien de zŽro ensembles, et contient donc
un unique ŽlŽment. Nous en dŽduisons que siS est un syst•me dÕŽquations sans variables
ŽlŽmentaires, alors lÕautomateAS a un unique Žtat.

Par dŽÞnition, lÕautomateAS a autant de transitions que dÕŽtats, soit(q, ', D ) son unique
transition. Il nÕest pas difÞcile de voir par leur dŽÞnitions que' = " et D = NQS .

Regardons maintenant quel est le type de langages qui peuvent •tre reconnus par cet auto-
mate. CÕest un automate dŽterministe et complet, donc pour tout arbret, il existe une exŽcution
deAS sur cet arbre. NŽcessairement, toute ar•te det est ŽtiquetŽe parq dans cette exŽcution. En
ce qui concerne la condition dÕacceptation de lÕautomate, cÕest un sous ensemble deN, soit F .
LÕarbret est alors acceptŽ parAS si le nombre de successeurs de la racine danst appartient F̂ .
Donc, dans ce cas, le langage deAS est dŽÞni uniquement par le nombre dÕar•tes successeurs
de la racine.

Pour Þnir, faisons le lien avec la formule" qui aurait servi ˆ construire le syst•meS. " est
une formule qui nÕutilise pas lÕopŽrateur dÕembo”tement, et on peut voir que lÕensemble dÕarbres
! " " peut effectivement •tre dŽÞni par le nombre dÕar•tes successeurs de la racine. Voici quelques
exemples de telles formules :

Ð plus de trois successeurs de la racine

0 |0 |0;

Ð au plus trois successeurs de la racine

Â(0 |0 |0 |0);

Ð un nombre pair de successeurs de la racine

µ,. ((0 |0) 4 Â(0 |0 |0)) | , - 0;

Ð toute formule nÕutilisant que les opŽrateurs boolŽens a pour interprŽtation lÕensemble de
tous les arbres ou lÕensemble vide.

6.2.5 Remarques sur la taille de lÕautomate et le calcul dÕune exŽcution

Nous ne pouvons pas vraiment parler de complexitŽ de la construction pour lÕautomateAS,
puisquÕil est dŽÞni uniquement de fa•on syntaxique ; les ensemblesDq tels que(q, ' q, Dq) est



6.3 Preuve de correction de lÕautomate 119

une transition de lÕautomate nÕont pas dÕautre reprŽsentation quÕune expression faisant intervenir
des opŽrations ensemblistes sur les composantes de la solution du syst•me dÕŽquationsSnum.
Nous pouvons tout de m•me donner une borne infŽrieure de la taille de lÕautomateAS : le
nombre dÕŽtats deAS est Žgal 3̂k , o• k est le nombre de variables ŽlŽmentaires dansS, et donc
k est limitŽ par le nombre dÕŽquations dans le syst•meS et par la taille de la formule" telle que
S est un syst•me dÕŽquations simpliÞŽ Žquivalent ˆ" .

En ce qui concerne le calcul dÕune exŽcution, rappelons quÕil sufÞt de

(i) pouvoir ŽnumŽrer en un temps Þni les triplets(q, ', D ) appartenant #̂ ,

(ii) pour toute Žtiquettea et tout ensemble dÕŽtiquettes' apparaissant dans une transition de
lÕautomate, pouvoir dŽcider sia appartient '̂ et

(iii) pour tout multiensembled dansNQS et pour tout ensembleD $ NQS apparaissant dans
une transition de lÕautomate, pouvoir dŽcider sid appartient ˆD .

La premi•re condition est satisfaite par construction, puisque lÕautomate a un nombre Þni de
transitions. Pour la deuxi•me condition, les ensembles dÕŽtiquettes apparaissant dans les tran-
sitions de lÕautomate sont exactement les ensembles' q dŽÞnis ci-dessus. Rappelons que les
' q sont dŽÞnis par des opŽrations ensemblistes sur des ensembles apparaissant dans le syst•me
dÕŽquationsS, et donc sont des ensembles Þnis ou co-Þnis dÕŽtiquettes. Letest dÕappartenance
pour un ensemble Þni ou co-Þni est dŽcidable pour sa reprŽsentation canonique. Finalement,
pour la troisi•me condition, Žtant donnŽ la dŽÞnition des ensemblesDq, qui sont exactement les
ensembles apparaissant dans une transition de lÕautomateAS, et par (6.2), pour tester lÕap-
partenance ded ˆ Dq (pour un certainq), il sufÞt de pouvoir tester lÕappartenance ded ˆ
SolR (Snum, , ) pour chaque variable, dansVars(Snum). Nous en dŽduisons le lemme suivant :

Lemme 6.2 Si pour toute variable, dansvar(Snum) et pour tout multiensembled dansNQS on
peut dŽcider sid appartient ˆSolR (Snum, , ), alors lÕautomateAS est ˆ exŽcution calculable.

6.3 Preuve de correction de lÕautomate

Nous montrons ici que la construction de lÕautomateAS est correcte, cadL (AS) est Žgal ˆ
SolT (S, dern(S)) , ceci pour tout syst•me dÕŽquations simpliÞŽS. La preuve utilise la notion
de base que nous prŽsentons dÕabord dans la section 6.3.1. Dans la section 6.3.2 nous Žnon-
•ons quelques propriŽtŽs des bases, et Þnalement la preuve de correction est prŽsentŽe dans la
section 6.3.3.

6.3.1 Bases Ð dŽÞnitions et exemples

Nous voulons pouvoir reprŽsenter un ensemble dÕarbresT sous la forme dÕun couple (un
produit)D, $ , o• $ est un support et peut •tre apparentŽ ˆ un vecteur dÕensembles dÕŽlŽments
dÕarbres etD est la dŽcomposition deT sur$ est peut •tre apparentŽ ˆ un ensemble de vecteurs.
Comme nous lÕavons vu, cette reprŽsentation des ensembles dÕarbres sous la forme dÕun produit
est utilisŽe dans la logique ˆ faisceaux, mais aussi dans lesautomates ˆ contraintes numŽriques.
Dans la formule de la logique ˆ faisceaux. z.p(z).E, E est le support etz est la dŽcomposi-
tion. Pour lÕautomate ˆ contraintes numŽriquesA = (" , { q1, . . . , qn} , # , F ), le langage deA
est dŽÞni comme le Ç produit È de la condition dÕacceptation (le dŽcomposition)F et le support
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L A (q1), . . . , L A (qn). Comme •a a ŽtŽ notŽ dans [Dal Zilio et al., 2004], certains supports ont de
meilleures propriŽtŽs que dÕautres, par exemple les supports qui forment une partition de lÕen-
semble des ŽlŽments dÕarbres. De tels supports sont appelŽsdes bases. Donc, du point de vue de
son utilisation, une base est une partition Þnie de lÕensemble des ŽlŽments dÕarbresEArbres! .3

ƒtant donnŽ un syst•me dÕŽquations simpliÞŽS, nous allons dŽÞnir une mŽthode pour
construire une base$ S et une dŽcompositionD telle que lÕensemble dÕarbresSolT (S, dern(S))
sÕŽcrit comme le coupleD, $ S. Nous allons montrer ensuite que la partition de lÕensembledes
ŽlŽments dÕarbresEArbres! dŽÞnie par$ S est la m•me que la partition dŽÞnie par lÕensemble
des Žtats de lÕautomateAS dŽÞni dans la section prŽcŽdente. De cela nous dŽduirons la correc-
tion de la construction de lÕautomateAS.

Nous commen•ons par introduire la notion de base et dŽÞnir quelques propriŽtŽs des bases.

Rappelons une notation qui a ŽtŽ introduite au dŽbut de la th•se : siP et Q sont des en-
sembles quelconques,PQ lÕensemble des applications deQ dansP. Si P est lÕensemble des
entiers naturels, ces applications sont appelŽes des multiensembles.

Chacune des dŽÞnitions qui suivent est illustrŽe dans lÕexemple 6.1 de la page 122.

DŽÞnition 6.3 (Base)Soit Q un ensemble Þni et non vide. Unebase surQ est une application
$ deQ dans! (EArbres! ) telle que

Ð pour tous Žtatsq, q" dansQ diffŽrents , lÕensemble$( q) 2 $( q") est vide ;
Ð

)
q# Q $( q) = EArbres! .

Pour des exemples de bases, voir les points (i), (ii) et (iii)de lÕexemple 6.1.

DŽÞnition 6.4 (Produit de bases)SoientQ1, . . . , Qn des ensembles Þnis non vides et soient
$ 1, . . . , $ n des bases surQ1, . . . , Qn respectivement. Leproduitde cesn bases, notŽ

D
i # 1..n $ i

est lÕapplication dans! (EArbres! )Q1&ááá&Qn dŽÞnie par
C

i # 1..n

$ i : Q1 / á á á / Qn " ! (EArbres! )

C

i # 1..n

$ i : (q1, . . . , qn) !"
1

i # 1..n

$ i (qi ).

Le produit de bases est Žgalement une base.

Lemme 6.5 SoientQ1, . . . , Qn des ensembles Þnis non vides, et soient$ 1, . . . , $ n des bases
sur Q1, . . . , Qn respectivement. Alors

D
i # 1..n $ i est une base surQ1 / á á á / Qn.

Preuve Soit$ =
D

i # 1..n $ i . Le fait que pour tous(q1, . . . , qn), (q"
1, . . . , q"

n ) # Q1 /á á á/ Qn,
$(( q1, . . . , qn)) 2 $(( q"

1, . . . , q"
n )) = ! est immŽdiat de la dŽÞnition. Pour montrer que
(

(q1,...,qn )# Q1&ááá&Qn

$(( q1, . . . , qn)) = EArbres! ,

il sufÞt de montrer que pour tout ŽlŽment dÕarbree, il existe un tuple(q1, . . . , qn) tel quee #
$(( q1, . . . , qn)) . En effet, il sufÞt de prendreqi tel quee # $ i (qi ), pour touti dans1..n.

3Techniquement, la dŽÞnition que nous donnons est lŽg•rement diffŽrente.




































































































































































































































































