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Resumé

Lors du développement des applications de traitement numérique du signal, les algorithmes sont spé-
cifiés en virgule flottante pour s’affranchir des problémes liés a la précision des calculs. Cependant, pour
satisfaire les contraintes de cotit et de consommation, I'implantation de ces applications dans les systémes
embarqués nécessite 'utilisation de 'arithmétique virgule fixe. Ainsi, ’application définie en virgule flot-
tante doit étre convertie en une spécification virgule fixe. Pour réduire les temps de mise sur le marché
des applications, des outils de conversion automatique de virgule flottante en virgule fixe sont nécessaires.
Au sein de ces outils, une étape importante correspond a I'évaluation de la précision de la spécification
virgule fixe. En effet, 'utilisation de 'arithmétique virgule fixe se traduit par la présence de sources de
bruits liées & I’élimination de bits lors d’un changement de format. Ces bruits se propagent au sein du
systéme et modifient la précision des calculs en sortie de I’application. La dégradation de la précision des
calculs doit étre maftrisée afin de garantir 'intégrité de ’algorithme et les performances de I’application.
La précision de 'application peut étre évaluée par des simulations virgule fixe, mais celles-ci requiérent des
temps de calcul élevés. L’utilisation de ce type d’approche pour 'optimisation d’une spécification virgule
fixe conduit & des temps d’optimisation prohibitifs. De ce fait, 'objectif de cette thése est de proposer
une nouvelle approche pour ’évaluation automatique de la précision des systémes en virgule fixe basée
sur un modéle analytique. La précision est évaluée en déterminant ’expression du Rapport Signal & Bruit
de Quantification (RSBQ) de Iapplication considérée. Des méthodes ont été proposées pour traiter les
systémes linéaires et invariants dans le temps (LTI) ainsi que les systémes non-LTT non-récursifs. Ainsi,
I’objectif de la thése est de proposer une méthode d’évaluation automatique de la précision en virgule fixe
pour tout type de systéme et notamment, les systémes non-LTI présentant une recursion dans le graphe,
comme les filtres adaptatifs. Dans un premier temps, des modéles d’évaluation de la précision dédiés aux
filtres adaptatifs sont proposés. Dans un second temps, une extension vers un modéle général pour tout
type de systéme est présentée.

Le premier aspect de ce travail concerne le développement de modéles analytiques d’évaluation de la
précision dédiés a des applications particuliéres issues du domaine du filtrage adaptatif. En effet, ces ap-
plications non-LTT ne peuvent étre traitées par les techniques automatiques classiques. Pour ces systémes,
les modéles dédiés existants ne sont valables que pour une loi de quantification par arrondi convergent.
Les modéles proposés par notre approche prennent en compte toutes les lois de quantification, notamment
la loi de quantification par troncature. Pour les différents algorithmes adaptatifs et notamment les algo-
rithmes du gradient, une expression analytique de la puissance du bruit en sortie du systéme est proposée.
Ces modeles ont été intégrés au sein d’un générateur d’IP (Intellectual Properties) permettant de générer
un composant matériel ou logiciel optimisé d’un point de vue arithmétique.

Le second aspect de notre travail correspond & la définition d’une approche générale d’évaluation ana-
lytique de la précision valable pour ’ensemble des systémes composés d’opérations arithmétiques. Cette
méthode se base sur une approche matricielle permettant de traiter plus facilement certains algorithmes de
transformée (FFT, DCT). Pour les systémes récursifs, le déroulement de la récurrence est mis en ceuvre.
La complexité de notre approche a été déterminée et un modeéle de prédiction linéaire a été proposé afin de
réduire celle-ci. Ce modéle permet d’accélérer le déroulement de la récurrence. Le modéle a été implanté
sur l'outil Matlab et s’intégre au flot général de conversion automatique de virgule flottante en virgule
fixe. Cette approche permet ainsi d’optimiser la largeur des opérateurs dans un processus d’optimisation
du cotit de lapplication (consommation d’énergie, surface de 'architecture).

Ces deux approches sont évaluées et comparées en termes de précision et de temps de calcul pour
différentes applications, et plus particuliérement, le Least Mean Square (LMS) ou les Algorithmes de
Projection Affine (APA). Les deux méthodes permettent d’obtenir des valeurs de la puissance du bruit
en sortie du systéme trés proches des valeurs réelles. Le temps d’exécution du modéle sous Matlab a été
évalué. L’approche par prédiction linéaire permet de réduire de maniére significative le temps de calcul
de la puissance du bruit. Les temps d’exécution, dans le cas d’un processus d’optimisation de la largeur
des opérateurs, ont été mesurés et comparés & ceux obtenus par une approche par simulations virgule fixe.
Notre approche permet de réduire le temps de calcul par rapport aux approches basées sur la simulation
au bout de quelques itérations seulement. Ces résultats montrent 'intérét de notre méthodologie pour
réduire le temps de développement des systémes en virgule fixe.
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Introduction

Les activités dans le secteur de la défense puis I'essor important des télécommunications ces
derniéres années, ont permis le développement du domaine du traitement numérique du signal et
de 'image. Les applications de traitement du signal se retrouvent maintenant dans de nombreux
domaines tels que les télécommunications, la défense, le multimédia, I’électronique grand public,
le transport mais aussi dans I'instrumentation scientifique, industrielle et médicale. Les avancées
technologiques permettent d’implanter des applications de plus en plus complexes. En quelques
années, le domaine de la téléphonie mobile a rapidement évolué et plus particuliérement avec
I'introduction des systémes troisiéme génération. En conséquence, de nombreuses applications a
base d’algorithmes de traitement du signal cohabitent au sein d’un méme appareil. Ces mobiles in-
tégrent différentes technologies de communication numeérique (e.g. GPRS, WCDMA, Bluethooth,
WIFI). De plus, de nouveaux services permettent de traiter différents médias tels que la parole
(e.g. codeur/décodeur AMR), I'image (e.g. compression JPEG), le son (e.g. codec MP3), la vidéo
(e.g. visiophonie H264, DVB-x, MPEGXx).

A Thorizon 2010, les technologies permettront d’implanter plusieurs milliards de transistors
sur une méme puce. Les avancées techniques dans le domaine matériel permettent de répondre
aux besoins croissants des applications de traitement numérique du signal. Cependant, la durée
de vie des différents produits diminuant, le temps de mise sur le marché (Time-to-Market) de
ces produits doit étre réduit. Ainsi, pour satisfaire les contraintes de temps de mise sur le mar-
ché et 'augmentation de la complexité des applications utilisées, des outils de haut-niveau sont
nécessaires pour la conception et le développement de ces applications. Ces outils ont un intérét
a toutes les étapes du cycle de développement d’une application de traitement numérique du si-
gnal. Ils doivent par exemple faciliter I'implantation de ’application dans les systémes embarqués
en aidant le concepteur a choisir I'architecture adéquate. Ces outils doivent permettre de passer
rapidement d’un haut niveau d’abstraction a une description bas niveau.

Contexte de 1’étude

Le cycle de développement d’une application de traitement numérique du signal est représenté
sur la figure 1. Tout d’abord, le cahier des charges de 'application est défini. Celui-ci contient
les différentes fonctions devant étre réalisées par le systéme et les différentes contraintes archi-
tecturales du systéme au niveau temporel et de la consommation d’énergie. Les spécifications
opératoires déterminent les performances minimales du systéme. Par exemple, dans le cadre de
systémes d’annulation d’écho basés sur des techniques de filtrage adaptatif, les performances sont
spécifiées a travers 'erreur quadratique moyenne.

L’étape suivante correspond & la spécification de ’application. Cette phase permet d’aboutir
a la description compléte de I'algorithme de traitement du signal. Pour vérifier que ’algorithme
ainsi défini respecte les différents critéres liés au besoin de I'application, des simulations sont
effectuées. Elles permettent de s’assurer que les performances du systéme sont satisfaites. Ces si-
mulations peuvent étre effectuées au sein d’outils permettant de simuler des algorithmes de TNS
tels que Matlab (Mathworks) [68], Scilab (INRIA) [5], SPW (CoWare) [33]. Cette étape utilise
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Fi1G. 1 — Cycle de développement d’une application de TNS

I'arithmétique virgule flottante permettant de s’affranchir des problémes de précision des calculs.

Une fois les algorithmes de TNS définis, ceux-ci sont décrits sous forme d’une code C et
implantés dans le systéme embarqué. Les solutions architecturales permettant d’implanter ces al-
gorithmes sont les ASIC (Application Specific Integrated Circuit), les FPGA (Field Programmable
Gate Array), les ASIP (Application Specific Instruction-set Processor), ou bien les DSP (Digital
Signal Processor). Ces différentes structures peuvent étre associées au sein d’un méme systéme
sur puce (SoC: System on Chip). Les différentes contraintes de cotit, de consommation d’énergie,
de flexibilité et de temps de développement définissent les différentes solutions architecturales
choisies. Les contraintes de coiit et de consommation propres aux systémes embarqués requiérent
I'utilisation de I'arithmétique virgule fixe. La largeur des données codées en virgule fixe étant plus
faible que celle utilisée pour I'arithmétique virgule flottante, la consommation d’énergie et le cotit
du circuit sont moindres. En général, les structures basées sur 'arithmétique virgule flottante
codent les données sur 32 bits alors que les données virgule fixe sont codées sur des largeurs plus
faibles. De nombreux DSP travaillent avec des données codées sur 16 bits. De plus, les opérateurs
en virgule fixe sont moins complexes que ceux utilisant I’arithmétique virgule flottante. Pour cette
derniére, la partie matérielle doit permettre de gérer la mantisse et I’exposant. En conséquence,
I’arithmétique virgule fixe est privilégiée dans les systémes embarqués. Néanmoins, les temps de
développement en virgule fixe sont plus importants car les formats des différentes données doivent
étre définis. Ces formats doivent garantir 'absence de débordement au sein de I’application.

L’application spécifiée en virgule flottante doit donc étre convertie en virgule fixe. Cette tache
est longue, fastidieuse et source d’erreurs. La conversion peut représenter 30% du temps lié a
I'implantation du systéme [50, 7]. De plus, la spécification virgule fixe doit satisfaire les contraintes
de performance associées 'application. Le temps de mise sur le marché des produits nécessite
d’automatiser certaines taches. En conséquence, des outils de conversion automatique de virgule
flottante en virgule fixe sont nécessaires. Ces outils doivent optimiser le cotit de 'implantation
tout en satisfaisant les contraintes de précision permettant de maintenir les performances de
I’application.

Problématique de I’étude

Une méthodologie d’implantation automatique d’applications spécifiées en virgule flottante
sur des systémes embarqués en virgule fixe a été définie au sein de I’équipe R2D2 de I'IRISA.
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L’approche pour une implantation logicielle est présentée dans [75] et pour une implantation ma-
térielle dans [54]. Le synoptique de approche globale est présentée a la figure 2 et se décompose
en plusieurs parties.

Critére de qualité
de I'application

Description de
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la contrainte de de la position

précision de la virgule
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Ordonnancement Ordonnancement
Assignation Optimisations

Description RTL Code assembleur

F1a. 2 — Synoptique de la méthodologie de conversion en virgule fixe développée dans l’équipe R2D2
de I’IRISA

L’application est spécifiée en langage C a l'aide de types utilisant 'arithmétique virgule flot-
tante. L utilisateur fournit les contraintes architecturales et les performances devant étre satisfaites
par l'application aprés conversion en virgule fixe. La premiére partie de la méthodologie corres-
pond & la détermination de la position de la virgule. Tout d’abord, la dynamique des données
est déterminée afin de connaitre I’étendue des valeurs prises par cette donnée. Ensuite, le nombre
de bits nécessaires pour coder la partie entiére des données est déduit de la dynamique. Cette
position de la virgule doit permettre d’éviter la présence de débordements. Des opérations de
recadrage sont insérées afin d’aligner la virgule des opérandes d’entrée des additions, modifier la
position de la virgule de certaines données ou adapter le codage des données & leur dynamique.

La seconde partie correspond & 'optimisation de la spécification virgule fixe. Cette étape per-
met de définir le nombre de bits nécessaires pour la partie fractionnaire des données. Ce nombre
de bits est un compromis entre le coiit de 'implantation et la précision des calculs réalisés. L’arith-
métique virgule fixe induit la réalisation des calculs en précision finie se traduisant par ’apparition
d’erreurs entre les calculs réalisés en virgule fixe et ceux effectués en précision infinie. L’implanta-
tion de 'application en virgule fixe est valable uniquement si les critéres de qualité associés a cette
application sont respectés malgré les erreurs liées & 'arithmétique virgule fixe. La précision des
calculs est évaluée a travers le Rapport Signal a Bruit de Quantification (RSBQ). Une métrique
unique est utilisée pour mesurer la qualité des calculs et un lien avec les métriques de qualité
propres a lapplication est effectué. Une méthode a été proposée dans [97] pour déterminer la
valeur minimale du RSBQ (RSBQmin) permettant de respecter les performances associées a I’ap-
plication. L’optimisation de la spécification virgule fixe s’effectue sous une contrainte de précision
définie a travers la valeur minimale du RSBQ. Une fois la spécification virgule fixe obtenue, une
simulation en virgule fixe est effectuée pour s’assurer que les performances associées a ’application
sont bien respectées.

Dans le cadre d’une implantation logicielle au sein de DSP ou de micro-contréleur, ’architec-
ture du processeur est figée et la largeur des opérateurs pré-définie. Cependant, les processeurs
supportent différents types d’instructions. Les instructions de type SWP (Sub-Word Parallelism)
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permettent d’accélérer les traitements en exécutant plusieurs opérations en paralléle sur un méme
opérateur. En contrepartie, la largeur des opérandes est plus faible par rapport aux instructions
classiques. A I'opposé, les processeurs proposent des instructions multi-précision. Ces instructions
permettent de manipuler des données stockées en mémoire avec une précision plus importante.
Chaque instruction multi-précision étant composée d’une suite d’instructions arithmétiques clas-
siques, son temps d’exécution est plus important. L’objectif de la méthodologie est d’optimiser
le codage des données afin de minimiser le temps d’exécution et la taille du code sous contrainte
de précision. Ainsi, le temps d’exécution du code T,.ze est minimisé tant que la contrainte de
précision RSBQmin est satisfaite tel que présenté a I’équation (1). Les variables de ce probléme
d’optimisation correspondent au vecteur B représentant les largeurs des données présentes dans
I’application. Les valeurs prises par les données appartiennent a ’ensemble Ep regroupant 1’en-
semble des largeurs supportées par le processeur.

min (Tm (B) ) tel que RSBQ (B) > RSBQmin (1)
BeEp
Le temps d’exécution du code est modifié a travers le choix du type d’instruction sélectionnée
(classique, SWP, multi-précision) et le placement des opérations de recadrage.

Dans le cas d’'une implantation matérielle dans un ASIC ou un FPGA, I'architecture du sys-
téme doit étre définie. Le nombre d’opérateurs et leurs caractéristiques doivent étre déterminés
lors de la conception de I’architecture. En particulier, la largeur des différents opérateurs arithmé-
tiques est a fixer. Ces choix au niveau des opérateurs conditionnent la précision des calculs réalisés.
Ainsi, I'objectif de la méthodologie est de minimiser le cotit de I’architecture en termes de surface
ou de consommation d’énergie pour une précision des calculs donnée. L’architecture est obtenue
a partir de I'assemblage d’éléments issus d’une bibliothéque. Chaque élément est caractérisé en
termes de latence, de surface et de consommation d’énergie. Le cotit global de I'architecture C;.cp,
est déterminé & partir des colits associés a chaque élément présent dans l’architecture. Ainsi,
le colit de I'architecture Cgpep, est minimisé tant que la contrainte de précision RSBQ.,i, est
satisfaite tel que présenté a I’équation (2). Les valeurs prises par les largeurs des données appar-
tiennent aux entiers naturels. Chaque variable B; du processus d’optimisation pouvant prendre
un nombre relativement important de valeurs, I’espace de conception en virgule fixe est vaste. En
conséquence, le nombre d’itérations du processus d’optimisation peut étre élevé.

min (Curer (B) ) tel que  RSBQ (B) = RSBQuun (2)

L’étape clé de ces processus d’optimisation de la spécification virgule fixe (équations (2) et
(1)) est I’évaluation de la précision des calculs. Cette évaluation de la précision peut s’effectuer au
moyen de techniques basées sur la simulation en virgule fixe, ou par une approche analytique. A
chaque itération du processus d’optimisation, la précision des calculs (RSBQ(B)) est évaluée. En
conséquence, les techniques basées sur la simulation conduisent & des temps d’optimisation prohi-
bitifs. Ainsi, dans un souci de réduction du temps d’optimisation par rapport aux méthodes basées
sur la simulation, une approche analytique est proposée dans le cadre de ces travaux de recherche.
Tout d’abord, l'expression analytique (RSBQ(B)) de la métrique de précision est déterminée.
Ensuite, le processus d’optimisation est mis en ceuvre et & chaque itération de ce processus, la
valeur du RSBQ est déterminée et correspond & I’évaluation d’une expression mathématique en
un point donnée. En conséquence, ce temps d’évaluation est négligeable.

Des approches analytiques ont été proposées dans [74| ou [28] concernant uniquement les
systémes linéaires et invariants dans le temps (LTI). D’autre part, des approches analytiques
pour les systémes non-LTI non-récursifs ont été définies dans [76] ou [112]. Les systémes non-
LTT récursifs ne peuvent étre traités par ces approches. L’objectif de ce travail de recherche est
de proposer une approche supportant tous les systémes a base d’opérations arithmétiques et plus
particuliérement les systémes non-LTT tels que les filtres adaptatifs. Cette approche doit supporter
I’ensemble des lois de quantification et ne pas faire d’hypothése sur la spécification virgule fixe.
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Systémes Systéme non-récursif | Systéme récursif

Systéme LTI

Systéme non-LT1I

TAB. 1 — Classification des différents systémes

Ces systémes non-LTT sont soit non-linéaires, soit linéaires variants dans le temps (LTV). Cette
derniére catégorie regroupe les filtres adaptatifs. Au sein de ces systémes, une récursion apparait
dans le graphe, permettant ainsi la mise & jour des coefficients. De ce fait, ces systémes sont
considérés comme des systémes non-LTI récursifs. Les différents systémes traités peuvent étre
classifiés selon le tableau 1.

Contributions

Ce travail de recherche s’articule autour de deux axes principaux. Dans un premier temps, des
modéles analytiques dédiés pour I’évaluation de la précision ont été établis pour les filtres adap-
tatifs basés sur I'algorithme du gradient. Les méthodes d’évaluation automatique de la précision
ne permettent pas de traiter ce type d’application. Les modéles existants pour les algorithmes
LMS et NLMS sont valides uniquement pour une loi de quantification par arrondi convergent
car ces modeéles ne prennent pas en compte la moyenne du bruit. Ainsi, un modéle valide pour
toutes les lois de quantification a été proposé pour les algorithmes LMS, NLMS et Leaky-LMS
[88]. A notre connaissance, aucune étude du comportement en virgule fixe n’a été publiée pour les
algorithmes APA. Une analyse du fonctionnement en virgule fixe de cet algorithme a été effectuée
et un modeéle a été proposé [89]. Ces différents modeéles définissent ’expression de la puissance du
bruit en sortie de ces filtres et sont valides pour toutes les lois de quantification car la moyenne
des bruits de quantification est prise en compte.

Ces modeles de précision spécifiques associés a une application donnée trouvent leur place dans
le cadre de la conception de composants dédiés. Ainsi, un nouveau type de générateur d’IPs (Intel-
lectual Properties) optimisé d’un point de vue arithmétique a été proposé [86], [87]. L utilisateur
définit la contrainte de précision associée & son application et cet outil génére une architecture
pour laquelle la largeur des différents opérateurs est optimisée sous contrainte de précision. Cette
approche permet de réduire la surface de ’architecture et la consommation d’énergie par rapport
A une approche classique.

Dans un second temps, un modéle général d’évaluation analytique de la précision est proposé
pour tout type de systéme a base d’opérations arithmétiques. Les approches existantes d’évalua-
tion de la précision basées sur les simulations en virgule fixe conduisent & des temps d’optimisation
prohibitifs. Les méthodes analytiques existantes sont restreintes a certains types de systéme (en
général des systémes LTIT). Le modéle général proposé est analytique et permet d’obtenir des
temps de calcul raisonnables. Ce modéle est valide pour tout type de systéme a base d’opérations
arithmétiques et les résultats connus pour les systémes LTI sont retrouvés avec notre approche.
Ce modéle général se base sur une modélisation matricielle de la propagation des sources de bruit
dans le systéme, permettant ainsi de traiter plus facilement les systémes manipulant des vecteurs
ou des matrices tels que les algorithmes de transformée (FFT, DCT).

Les systémes récursifs sont traités en déroulant les équations récurrentes associées a I’appli-
cation. La complexité de cette nouvelle méthode a été déterminée. Une approche basée sur la
prédiction linéaire a été proposée pour réduire la complexité de la méthode. Cette approche per-
met de réduire significativement le temps de calcul nécessaire pour obtenir I'expression du RSBQ.
Des gains d’un facteur 100 ont été obtenus pour le temps de calcul. Le biais généré par I'ap-
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proche par prédiction linéaire a été mesuré et celui-ci influe peu sur la qualité de I'estimation de
la puissance du bruit.

Cette méthode générale a été développée sous 'outil Matlab et s’intégre au flot global de
conversion de virgule flottante en virgule fixe. Cette partie d’évaluation de la précision est une
étape clé du processus de conversion et notre approche analytique permet d’obtenir des temps
d’optimisation raisonnables. Une comparaison de cette méthode par rapport aux approches ba-
sées sur des simulations virgule fixe a été effectuée. Celle-ci illustre les gains de temps obtenus
et l'intérét d’utiliser des approches analytiques. Aprés seulement quelques itérations du processus
d’optimisation, notre approche conduit & des temps de calcul plus faibles.

Pour les modéles de bruit dédiés et la méthode générale, la qualité de I'estimateur a été étudiée
& travers la mesure de l'erreur relative entre notre estimation et celle basée sur des signaux issus
de simulations en virgule fixe. Les résultats montrent que cette erreur est faible et nettement
suffisante pour la conception de systémes embarqués virgule fixe.

Plan de I’étude

Ce travail de recherche est présenté au travers de quatre parties. Le premier chapitre per-
met d’introduire I'arithmétique virgule fixe. Dans un premier temps, les caractéristiques de cette
arithmétique sont présentées. Ceci permet de comparer cette derniére & l'arithmétique virgule
flottante et de justifier son utilisation dans le cadre des systémes embarqués. Dans un deuxiéme
temps, les modéles statistiques des bruits générés par 'arithmétique virgule fixe sont introduits.
Dans une derniére partie, les différentes méthodologies existantes pour I’évaluation de la précision
des systémes sont présentées. Les méthodes basées sur la simulation virgule fixe et les méthodes
analytiques sont explicitées. Une comparaison entre ces deux types d’approche permet de mettre
en avant l'intérét de 'utilisation d’'une méthode analytique.

Le deuxiéme chapitre présente I’évaluation de la précision dans le cadre des filtres adaptatifs.
Tout d’abord, ces filtres sont introduits et leur implantation en virgule fixe est étudiée. Les dif-
férentes approches existantes et analysant le comportement de ces systémes en virgule fixe sont
détaillées. Ensuite, les modéles proposés pour les différents filtres adaptatifs basés sur les algo-
rithmes du gradient sont présentés. Les expressions déterminant la puissance du bruit généré en
sortie du systéme en virgule fixe sont développées pour les algorithmes Least Mean Square (LMS),
Normalized Least Mean Square (NLMS), Leaky Least Mean Square (Leaky-LMS) ou encore les
Algorithmes de Projection Affine (APA). De plus, un modéle général pour les algorithmes du gra-
dient est obtenu et présenté. Dans une derniére partie, la qualité de ces estimateurs est mesurée.

Dans le troisiéme chapitre, une méthode générale d’évaluation de la précision pour tout type
de systéme est proposée. Dans un premier temps, les caractéristiques statistiques des sources de
bruit sont présentées ainsi que leurs modéles de propagation au sein des différentes opérations
arithmétiques. Dans une deuxiéme temps, le systéme en virgule fixe traité est modélisé. Une
analyse du systéme permettant de modéliser analytiquement la propagation des sources de bruit
est effectuée. Cette analyse est ensuite étendue & la composition de systémes. Ainsi, la méthode
générale permet d’étudier une application compléte ou chaque bloc la composant est analysé de
maniére indépendante. Dans un troisiéme temps, 'expression de la puissance du bruit en sortie
du systéme est calculée de maniére analytique en fonction des statistiques des bruits d’entrée
et de la modélisation du systéme parcouru. Cette expression permet de déterminer la précision
de la spécification virgule fixe testée. Aprés une étude de la complexité de notre approche, une
technique basée sur la prédiction linéaire est proposée pour réduire cette derniére. Cette méthode
générale est illustrée a travers 'exemple de 'algorithme LMS. La qualité de cette approche pour
évaluer la précision des calculs est mesurée et les résultats sont présentés dans une derniére partie.
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La quatriéme partie est consacrée a l'exploitation de ces modéles dans le cadre d’outils de
conception de haut-niveau. Tout d’abord, un nouveau type de générateur de composants dédiés
utilisant les modéles présentés dans le second chapitre sont présentés. Les différents éléments de
cet outil sont détaillés et les résultats d’expérimentations sont présentés pour illustrer 'utilisation
de 'outil et montrer 'intérét de ce type d’approche.

Dans la seconde partie de ce chapitre, I'outil d’évaluation automatique de la précision basé
sur le modéle général présenté dans le troisiéme chapitre est détaillé. Les différentes étapes de cet
outil sont décrites et plus particuliérement la partie finale de ’outil correspondant & I’application
du modéle général. Les temps d’exécution mesurés pour la partie finale de 'outil implanté sous
Matlab sont fournis. L’intérét de notre approche est souligné a travers les résultats obtenus et la
comparaison avec les méthodes basées sur la simulation.
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Chapitre 1

Arithmétique virgule fixe

Sommaire
1.1 Les différents typesdecodage . . . . . . . . . ... 9
1.1.1 Codage virgule flottante . . . . . . .. .. ... Lo, 10
1.1.2 Codage virgule fixe . . . . . . ... L 10
1.1.3 Comparaison virgule flottante et virgule fixe . . . . . . . ... ... ... 11
1.2 Modélisation du bruit de quantification . . . ... ... ... ...... 14
1.2.1 Introduction . . . . . . . .. ... 14
1.2.2 Signal & amplitude continue . . . . . . ... oL oL 14
1.2.3 Signal & amplitude discréte . . . . ... ..o oL oL 17
1.2.4 Conclusion . . . . . . .. .. 19
1.3 Meéthodes existantes d’évaluation de la précision . . ... .... ... 20
1.3.1 Meétriques d’évaluation de la précision . . . . ... ... ... ... ... 20
1.3.2 Méthodes statistiques par simulation . . . . . . .. ... .. ... 21
1.3.3 Méthodes analytiques . . . . . . . . ... ... 26
134 Bilan. . . ... 32
1.4 Conclusion . . . .. . . i i i i ittt e e e e e e e e e e 33

L’objectif de cette partie est de présenter 'arithmétique virgule fixe ainsi que les différentes
méthodologies d’évaluation de la précision existantes. Dans un premier temps, 'arithmétique vir-
gule fixe est introduite. Cette arithmétique, plus simple d’implantation que I'arithmétique virgule
flottante, conduit & l'existence de bruits dans le systéme appelés bruits de quantification. Ces
bruits, dont le modéle est détaillé dans la seconde partie de ce chapitre, se propagent dans 1’en-
semble du systéme pour aboutir & un bruit global en sortie de celui-ci. La qualité de ’application
est ainsi modifiée. La précision de ’application en virgule fixe doit étre évaluée de facon & s’assurer
que les performances de I’application ne sont pas trop dégradées. Ainsi, dans la troisiéme partie,
les différentes méthodes d’évaluation de la précision existantes sont explicitées. Elles sont basées
sur deux approches distinctes. Tout d’abord, les méthodes d’évaluation de la précision par simu-
lation sont détaillées. Pour ces méthodes, la précision est évaluée en effectuant des simulations en
virgule fixe de 'application. La seconde approche désigne les méthodes analytiques d’évaluation
de la précision pour lesquelles une expression mathématique du bruit de quantification en sortie
du systéme est exprimée. Ces deux approches sont par la suite comparées.

1.1 Les différents types de codage

Dans cette section, les différentes arithmétiques utilisées dans un systéme numérique sont pré-
sentées. Tout d’abord, I'arithmétique virgule flottante est développée puis, 'arithmétique virgule
fixe est étudiée plus en détails. Finalement, les deux types d’arithmétique sont comparés.
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1.1.1 Codage virgule flottante

Les données codées en virgule flottante sont composées de deux parties distinctes : ’exposant et
la mantisse, comme représenté sur la figure 1.1. L’exposant permet d’obtenir un facteur d’échelle
explicite et variable au cours du traitement. Celui-ci est défini comme une puissance de deux.
La mantisse représente la valeur de la donnée divisée par le facteur d’échelle. Afin d’éviter toute
ambiguité, le premier bit de la mantisse représente le coefficient % et est fixé & 1. La valeur de ce
bit restant fixe au cours du traitement, celui-ci n’est pas représenté dans le code.

. dy [dy deq| Sm | Cy| Cy| G Cyva

O

A\ N — _/
hd 'l

Exposant (E bits) Mantisse (M bits)

F1G. 1.1 — Représentation des données en virgule flottante [62]

La mantisse et I’exposant sont codés avec une représentation en signe valeur absolue, la valeur
de la donnée z est la suivante:

;Mo E—1
x = 2%(—1)M (5 + Z C’i2_i_1) avec u = (—1)°F Z d;2! (1.1)
i=1 i=1

D’apreés 'équation (1.1) la valeur 0 n’est pas représentable. De ce fait, le domaine de définition
des valeurs représentables avec ce codage est composé de deux parties distinctes:

Dp = [— 9k —Q*Kﬂ U [2*K*1;2K} avee K —2F-1_1 (1.2)

Le pas de quantification désigne ’écart minimal entre deux valeurs représentables par le code
considéré. 11 est fonction de la valeur représentée. Pour les valeurs de x comprises dans 'intervalle
[—2v, — 2¢=1]J[24,2471], le pas de quantification est égal a:

q = 2v2~(M+1) (1.3)

L’expression (1.4) détermine les bornes minimales et maximales du pas de quantification relatif.
Celui-ci peut étre considéré comme pratiquement constant pour I’ensemble des valeurs de z. Ainsi,
la présence d’'un facteur d’échelle explicite permet d’adapter le pas de quantification & la valeur
de la donnée & coder.

9-(M+1) o L g-M (1.4)
|z |
La norme IEEE 754 utilise cette représentation en signe valeur absolue. Dans ce cas, la donnée
est composée d’'un exposant codé sur 8 bits et d’'une mantisse sur 24 bits.

1.1.2 Codage virgule fixe

Les données en virgule fixe sont composées d’'une partie fractionnaire et d’une partie entiére
pour lesquelles le nombre de bits alloués reste figé au cours du traitement. L’exposant associé
a chaque donnée est implicite et fixe. En conséquence, le facteur d’échelle attaché & la donnée
est constant. La figure 1.2 représente une donnée en virgule fixe composée d’un bit de signe
et de b — 1 bits répartis entre la partie entiére et la partie fractionnaire. Soit m le paramétre
représentant la position de la virgule par rapport au bit le plus significatif (MSB) et n la position
de la virgule par rapport au bit le moins significatif (LSB). Dans le cadre d’une donnée signée,
les différents paramétres respectent la relation b = m + n + 1. Les paramétres m et n sont des
entiers et représentent la distance, en nombre de bits, entre la virgule et les bits MSB et LSB. Si



1.1 Les différents types de codage 11

2m-l 21 20 2—1 on
MSB - bm—l bm-Z | | bl b0 b-l | b-Z | b-n+2 b-n+l b-n LSB
E Partie entiere Partie fractionnaire
- b >

Fi1G. 1.2 — Représentation des données en virgule fize

ces paramétres sont positifs, ils correspondent respectivement au nombre de bits pour la partie
entiére et pour la partie fractionnaire.

Le format d’une donnée en virgule fixe est entiérement défini par la représentation choisie
et la largeur de sa partie entiére et de sa partie fractionnaire. La représentation en complément
a deux [62]| est détaillée ci-dessous. Cette représentation est trés utilisée car elle posséde des
propriétés arithmétiques trés intéressantes pour ’addition et la soustraction. En effet, méme si
les résultats intermédiaires d’une série d’additions sont en dehors du domaine de définition du
codage, le résultat final sera correct si celui-ci appartient au domaine de définition du codage. De
plus, I'implantation dans les processeurs numériques des opérateurs traditionnels utilisant ce code
est plus simple. Les valeurs négatives de r sont codées par 2" — r, ainsi la valeur de la donnée x
est égale a:

m—1
r=-2"5+ > b2 (1.5)
1=—nN
Par rapport au code signe valeur absolue, ce code a ’avantage de ne posséder qu’'une seule
représentation de la valeur zéro. En conséquence, le domaine de définition de ce code n’est pas
symétrique par rapport a l’origine, il est composé de 2°~1 — 1 valeurs positives et de 207! valeurs
négatives :

D= [-2™;2" — 27" (1.6)

Le pas de quantification est égal & ¢ = 27",

1.1.3 Comparaison virgule flottante et virgule fixe

Dans cette section, une comparaison entres les codages en virgule flottante et virgule fixe est
présentée. Cette analyse est faite selon deux points de vue. Tout d’abord, 'aspect arithmétique
est regardé puis 'implantation matérielle de ces deux types de codage est étudiée.

Comparaison d’un point de vue arithmétique

Au niveau arithmétique, pour analyser la qualité du codage, la dynamique et le Rapport Signal
a Bruit de Quantification (RSBQ) sont étudiés.

Comparaison de la dynamique La dynamique Dz d'un code correspond au rapport loga-
rithmique entre les valeurs maximale x4, et minimale x,,;, de ce code:

Dap = 20log <M> (1.7)

Tmin

La dynamique permet d’illustrer I’espace des valeurs représentables par le code. L’intérét d’une
dynamique importante est d’assurer 'absence de débordement. Dans le cas de 'arithmétique
virgule flottante, la dynamique des données s’exprime sous la forme suivante [122]:

Dgp ~ 201og(225tY)  avec K =2F"1_1 (1.8)
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ou FE désigne le nombre de bits alloués pour ’exposant. Dans le cas de 'arithmétique virgule
fixe, la dynamique est donnée par la relation suivante :

Dap = 20(b — 1) log(2) = 6(b — 1) (1.9)

L’évolution de la dynamique pour chacune des deux arithmétiques en fonction de I’évolution du
nombre de bits alloués est représentée a la figure 1.3. La dynamique de I'arithmétique virgule fixe
est bien linéaire comme défini a ’équation (1.9). De plus, pour un nombre de bits inférieur a 16, la
dynamique de I'arithmétique virgule fixe est supérieure a la dynamique de I'arithmétique virgule
flottante. Par contre, pour un nombre de bits supérieur & 16, I'arithmétique virgule flottante a
une dynamique supérieure. Pour un nombre de bits élevé (supérieur a 25), I'arithmétique virgule
flottante montre son intérét par sa dynamique trés importante.

Dynamique virgule fixe/flottante
T

T
1500 - —— Codage virgule fixe

—— Codage virgule flottante

1000 - 4

Dynamique en dB

500~ .l

0 1 1 1 1 1
10 15 20 25 30
Nombre de bits

F1c. 1.3 — Evolution du niveau de dynamique des codages en virgule fixe et en virgule flottante en
fonction du nombre de bits utilisés

Comparaison du RSBQ Le Rapport Signal & Bruit de Quantification est défini comme le

rapport entre la puissance du signal P, et la puissance de I’erreur de quantification P.. L’expression
du RSBQ en dB est la suivante:

Py
RSBQ4p = 10log <P> (1.10)

Soit D, la dynamique linéaire du signal = et K, le rapport entre la racine carrée de la puissance
du signal P, et sa dynamique D,. Ainsi, P, est défini selon I’expression

P, = (KxDz)z (1'11)

Dans le cas de 'arithmétique virgule fixe, le RSBQ est défini par

RSBQ4p = 20log(D) + 20log(K,) — 10log(P.)
= Dyp + 20log(K) — 10log(P.) (1.12)

L’expression du RSBQ en fonction de la dynamique est une relation linéaire. Pour I'arithmé-
tique virgule flottante, I’étude de son RSBQ est obtenue a partir de Pexpression (1.4) et présentée
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Rapport Signal & Bruit virgule fixefflottante. Nombre de bits:16
T T T T T T T

A1V

RSB en dB
&
S

Codage en virgule fixe N=16
— Codage en virgule flottante E=4 M=12
T T T T

~10 I
-50 -40 =30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Dynamique du signal d entrée en dB

Fic. 1.4 — Evolution du RSBQ en fonction de la dynamique du signal d’entrée

dans [57]. La figure 1.4 illustre I’évolution du RSBQ en fonction de la dynamique pour les deux
arithmétiques pour des données codées sur 16 bits.

Pour 'arithmétique virgule flottante, le RSBQ est quasi constant en fonction de la dynamique
du signal. Ceci est dii a 'utilisation de I’exposant évoluant au cours du temps et permettant ainsi
d’adapter le RSBQ a la dynamique du signal. Pour un niveau de dynamique bas, le RSBQ de la
virgule flottante est supérieur a celui de la virgule fixe. Cette tendance s’inverse pour des signaux
a dynamique élevée dans le cas d'une représentation sur 16 bits.

Comparaison au niveau implantation

Le choix de I'arithmétique pour un systéme est fonction des contraintes associées a I'implan-
tation. L’arithmétique virgule flottante présente I’avantage d’avoir une plus grande dynamique
pour des données de taille 32 bits ainsi qu’un meilleur RSBQ par rapport a I'arithmétique virgule
fixe. Néanmoins, comme ’exposant est variable pour les différents données codées, les opérations
en arithmétique virgule flottante sont complexes & effectuer. Par exemple, ’addition en virgule
flottante s’effectue en trois étapes. Tout d’abord, les données sont dénormalisées pour obtenir
leur valeur réelle. Ensuite, I’addition est effectuée. Enfin, la normalisation est mise en ceuvre pour
adapter 'exposant a la valeur de la sortie de I’addition. Ainsi, le cotit d’une opération en virgule
flottante est trés élevé par rapport au cotlit d'une opération en virgule fixe pour laquelle les bits
sont simplement décalés pour aligner la virgule dans le cas d’une addition. Les systémes embar-
qués doivent avoir une consommation en énergie trés limitée obtenue grace a la virgule fixe. En
effet, Parithmétique virgule flottante basée sur le norme IEEE-754 nécessite d’utiliser des don-
nées codées sur au moins 32 bits. Or, la majorité des données virgule fixe sont codées sur 16
bits. Ainsi, la largeur des bus et des mémoires au sein des architectures virgule fixe sont plus
faibles. Par conséquent, ajouté au fait que les opérateurs en virgule fixe sont moins complexes, la
consommation d’énergie et le coiit sont moins importants pour une architecture basée sur 'arith-
métique virgule fixe. De ce fait, dans le cadre d’'une implantation de I'algorithme dans un systéme
embarqué, 'arithmétique virgule fixe sera privilégiée.

Cependant, l'arithmétique virgule fixe présente le désavantage d’avoir un RSBQ plus faible
et donc une précision des calculs moins bonne. Ainsi, il est nécessaire de porter attention & la
précision des calculs lors d’une implantation en virgule fixe. La précision des calculs peut étre
déterminée soit par des simulations soit par des méthodes analytiques comme présenté dans la
partie 1.3. Pour développer des méthodes analytiques, le bruit de quantification est tout d’abord
modélisé. Ces modéles de bruits sont présentés dans la partie suivante.
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1.2 Modélisation du bruit de quantification

L’élimination de certains bits lors des calculs génére des bruits appelés bruits de quantification.
Dans cette partie, la modélisation du bruit de quantification est étudiée. Une distinction est faite
dans le cas ou le signal & quantifier est & amplitude continue ou discréte puisque le modeéle de
bruit en est modifié.

1.2.1 Introduction

Dans cette partie, la modélisation du processus de quantification est étudiée. Les résultats
obtenus dans [115] et [116] sont présentés. La quantification d’un signal = de fonction de densité
de probabilité (FDP) continue p,(x) génére un nouveau signal y de densité de probabilité p,(y)
discréte. Cette densité de probabilité est alors composée de M valeurs notées p;. Chacune de ces
valeurs désigne la probabilité que le signal d’entrée x soit compris dans un intervalle A;. La valeur
de cet intervalle dépend de la loi de quantification choisie. Celles-ci sont présentées par la suite.
La valeur de p; correspond a l'intégrale de p,(x) sur U'intervalle A;.

= /px(w)d:c (1.13)

Ay

Ces valeurs discrétes p; sont distantes d’une constante ¢ appelée pas de quantification. Ainsi,
la FDP du signal quantifié y s’écrit

M
py(y) = pid(y —iq) (1.14)
=1

La fonction caractéristique est définie comme la Transformée de Fourier de la FDP. En faisant
une analogie avec les théories de I’échantillonage, Widrow dans [118] démontre que si la fonction
caractéristique du signal d’entrée ¢z (u) est nulle a Iextérieur de I'intervalle D = —[7,7] , alors le
signal y peut se modéliser comme la somme de deux variables aléatoires = et e de FDP p,(z) et
pe(€). Ainsi, la quantification du signal x peut se modéliser comme la somme du signal d’entrée
x et d’une variable aléatoire e comme le montre la figure 1.5. Cette variable aléatoire e appelée
bruit de quantification est étudiée en détails dans les prochaines parties, en distinguant les cas ou

le signal d’entrée = est & amplitude discréte ou & amplitude continue.

Xx—» Q()F—Py = x—P» y

e

Fi1a. 1.5 — Modélisation du processus de quantification du signal x

1.2.2 Signal a4 amplitude continue

Dans cette partie, le cas ot le signal d’entrée x est a amplitude continue est étudié. Dans ce
cas, la FDP du signal z est bien continue. Pour étudier plus en détails le bruit e, les différents
intervalles A; sont définis en fonction du type de quantification (troncature et arrondi). Ensuite,
les différentes caractéristiques statistiques des bruits sont présentées.

Lois de quantifications

Pour chaque loi de quantification, la densité de probabilité ainsi que la puissance du bruit
généré par la quantification sont calculés.
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Loi de quantification par troncature La loi de quantification par troncature consiste a
choisir la valeur représentable immédiatement inférieure. Cependant, cette loi de quantification
génére un écart entre la valeur réelle et la valeur codée. L’intervalle A; représente I'intervalle entre
deux valeurs représentables par le codage [p;,pj+1]

A = [pi,pieal (1.15)
La valeur de erreur est alors uniformément répartie sur U'intervalle D = [0,q]. La fonction
densité de probabilité, représentée sur la figure 1.6, est rectangulaire et s’exprime selon 1’équation
suivante :
3
pe(e) = —rect( ) (1.16)
‘ q q
P&
1/q
0 4 e

Fi1c. 1.6 — Densité de probabilité de la loi de troncature continue

Dans le cas d’une quantification par troncature, la moyenne et la variance du bruit sont données
par l’expression suivante [108]:

,ue:/ e p(e) de:/ fede:§ (1.17)

—00 o ¢4
2 > 2 71 q\? 'S
ol = /_Oo(e — pe)” p(e)de = /0 6(6 - 5) de = 3 (1.18)
Sa puissance est définie par la somme de sa variance et de sa moyenne au carrée.
E(e*) =pi+o2 = q; (1.19)

Loi de quantification par arrondi Pour obtenir une erreur e de moyenne nulle, la loi de
quantification par arrondi est introduite. Cette loi affecte & chaque donnée d’entrée x la valeur
représentable p; la plus proche. L’intervalle A; est alors défini par

Av=lpi = S+ 3 (1.20)

ou q est le pas de quantification. La distribution du bruit est uniforme sur l'intervalle D =
[—2,2] comme le montre la figure 1.7. Sa FDP est définie par I'expression suivante:

1 e
pe(e) = ;rect(;) (1.21)

Les expressions de sa moyenne et de sa variance sont définies par Widrow dans [115] et [116]:

9) q/2 1
e = / e p(e)de = / —ede=0 (1.22)

—0o0 —q/2 4
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pe(e)

-q/2 0 q/2

Fi1G. 1.7 — Densité de probabilité de la loi d’arrondi continue

% q/2 e2 (]2
02 = / (e — pe)? ple)de = / —de = — (1.23)
—o0 —q/2 4 12

2
Sa puissance est alors seulement égale & sa variance de valeur %45

Statistiques du bruit de quantification

Les statistiques du bruit de quantification e sont présentées dans cette partie. Les valeurs de
la moyenne et de la variances ont été étudiées pour les différents types de quantification. Pour les
autres caractéristiques statistiques, une étude générale est faite.

Autocorrélation du bruit e Dans ce paragraphe, I'étude de la corrélation des bruits entre
eux est effectuée. Soient e; et ez deux variables aléatoires. Dans [122], auteur définit la FDP
conjointe des deux bruits

€1

Deres (€1,€2) = rect( .

€2
)Tect(;)[pxhxz (z1,22) * (f(e1).f(e2))] (1.24)
L’auteur a montré que la FDP conjointe pe, ,(e1,e2) est égale a:

1 e1.1 e
Peyes(€1,€2) = ;rect(j)gect(f) = ey (€1)Pes (€2) (1.25)

La FDP conjointe étant égale au produit des deux FDP de chacun des bruits, les deux bruits
sont indépendants. De plus, la fonction d’autocorrélation Re.(f) & un instant 6 est définie par
I’expression suivante

Ree(0) = 026(0) + 12 (1.26)

avec ¢ la fonction Dirac. L’erreur de quantification est donc un bruit blanc. Pour une valeur
nulle de 0, la puissance est retrouvée.

Corrélation avec le signal Dans ce paragraphe, ’étude de la corrélation entre le signal d’entrée
x et Perreur e est étudiée. Pour ce faire, Zolzer dans [122] étudie le moment d’ordre deux du signal
quantifié y. Comme y = x + e, le moment d’ordre deux de y est défini par I’équation suivante

E(y?) = E(2?) 4 E(e?) 4 2E(ze) (1.27)

Or, le moment d’ordre k du signal correspond a la dérivée £'™¢ de la fonction caractéristique a
lorigine. La dérivée seconde de la fonction caractéristique du signal y permet d’avoir une nouvelle
expression de la corrélation entre x et e
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Bwe)= 3 q<1>(¢2;)(_1,>l (1.28)

Donc si @(—i%) = 0 quelle que soit la valeur de k, 'erreur de quantification n’est pas corrélée
au signal. Cette condition est vérifiée dés que le pas de quantification ¢ est inférieur a I’écart-type
du signal [122]. Dans le cas contraire, le bruit généré a une puissance supérieure a celle du signal
et le bon fonctionnement du systéme n’est plus assuré.

Conclusion

En conclusion, la quantification d’un signal & amplitude continue génére un bruit de quanti-
fication modélisé sous la forme d’un bruit blanc, additif, non-corrélé avec le signal, indépendant
des autres signaux et dont la distribution est uniforme sur son espace de représentation.

1.2.3 Signal 4 amplitude discréte

Dans cette partie, la cas ot le signal est & amplitude discréte est traité. La quantification d’un
signal a amplitude discréte est présente lors de I’élimination de plusieurs bits d’'une donnée. Ce
changement de format de la donnée entraine la génération d’un bruit & amplitude discréte. Ces
bruits apparaissent lors d’une mise en mémoire ou lors d’une opération (addition, multiplication)
pour lesquels les formats doivent étre identiques pour les entrées et les sorties. Ces bruits ont des
caractéristiques différentes selon le type de quantification.

Lois de quantifications

Dans le cas de la quantification d’un signal & amplitude discréte, le bruit généré n’a plus
une distribution continue mais discréte dont la représentation varie selon le type de loi considérée.
Constantinides propose dans [27] un modéle de calcul des moments du bruit en fonction du nombre
k de bits éliminés.

Loi de quantification par troncature Cette loi de quantification est la plus utilisée car la plus
simple d’implantation. En effet, la troncature consiste & éliminer simplement les bits de poids faible
ne pouvant étre conservés dans le nouveau format appliqué a la donnée traitée. L’implantation est
trés simple car seuls les bits de poids forts de la donnée sont conservés. La distribution du bruit
est représentée sur la figure 1.8 ot k désigne le nombre de bits éliminés. Le modéle développé par
Constantinides dans [27] considére I’équiprobabilité des valeurs 0 et 1 pour les bits considérés. Les
valeurs des moments sont exprimées dans 1’équation suivante :

fte = %(1 — 27 (1.29)
2 q2 2k
—Lq 9 1.

Loi de quantification par arrondi Dans le cas de la quantification d’un signal & amplitude
discréte, 'espace de représentation n’est plus centré autour de 0. En effet, la difficulté revient a
déterminer la valeur & affecter & une donnée située sur la médiane d’un intervalle de représentation
pr+ %. Par choix, celle-ci est fixée a la valeur représentable supérieure p;y1. Néanmoins, par ce
choix, la moyenne de I'erreur n’est pas nulle mais le biais est beaucoup plus faible que pour la loi
de quantification par troncature. Pour résumer, la valeur quantifié¢e y = Q(z) d’un signal = peut
s’exprimer sous la forme

Dl si p <z <p+3
y=Q(x) =1 D1 si i+ % <z <pg (1.31)
py1 st x=p 44
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A D(xy)

2-k

Fi1G. 1.8 — Densité de probabilité de la loi de troncature discréte

En conséquence, la moyenne d’une loi d’arrondi n’est plus nulle comme le montre la figure 1.9.

JHUTIIIL

F1G. 1.9 — Densité de probabilité de la loi d’arrondi discréte

Ses moments du premier et second ordre sont exprimés par ’expression suivante [27]:

e = 3(2_’“) (1.32)

o2 =L (1972 (1.33)

Loi de quantification par arrondi convergent Pour éliminer en totalité le biais présent
au niveau de l'erreur, la loi par arrondi convergent est introduite [63|. Cette loi est la méme
que la loi par arrondi conventionnel sauf pour le traitement de la valeur médiane. Celle-ci est
alternativement fixée & la valeur supérieure puis a la valeur inférieure représentable. Le biais est
alors annulé. Tout ceci est résumé dans ’expression suivante :

Di si p <z <p+3
y=Q(r) =14 pry1 si 44 <z <pga (1.34)
poupyr st x=p+2

avec les probabilités égales dans le dernier cas. La valeur médiane est alors distribuée de
maniére égale sur les deux valeurs représentables les plus proches. La figure 1.10 représente la
distribution du bruit. La moyenne de celui-ci est bien nulle.

Ses moments sont alors exprimés par les équations suivantes :

fie =0 (1.35)

2
o2 = L (1 4 9-2k+1) (1.36)
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ST,

F1G. 1.10 — Densité de probabilité de la loi d’arrondi convergente discrete

Conclusion La quantification d’un signal a amplitude discréte génére un bruit dont la distri-
bution n’est plus continue mais discréte. De plus, les moments d’ordre un et deux du bruit font
intervenir le nombre de bits k éliminés. Ce modéle s’adapte au bruit généré au niveau des addi-
tions, multiplications mais aussi lors des mises en mémoire. Dans [74], 'auteur propose un modéle
ou le nombre de bits éliminés et valant 0 est pris en compte. Ce modéle se base sur I’hypotheése
d’équiprobabilité des bits de valeurs 0 et 1. En effet, un bit éliminé et valant 0 n’introduit pas
de bruit. Ce modéle est notamment utilisé dans le cas de la multiplication d’un signal par une
constante.

Multiplication par une constante

Soit un signal x multiplié par une constante C. La multiplication de ces deux termes s’effectue
sur un nombre N de bits dont n bits pour la partie fractionnaire. Le codage d’une constante
contient un certain nombre de 0 dans les bits de poids faible. Ces 0 se retrouvent lors de la
multiplication de cette constante par le signal z. Soit ] le nombre de bits de poids faibles nuls.
Lors de la quantification du résultat de la multiplication, un nombre k£ de bits est éliminé. Or, ces
k bits contiennent les [1 bits de poids faible nuls comme le montre la figure 1.11

2 k| pntk-l 2t on

o T Topud e[ mlo [o]o]»

k U

Fi1c. 1.11 — Modélisation du résultat de la multiplication d’un signal par une constante

Ces [1 bits éliminés n’apportent pas de bruit car ils sont nuls. Il est donc nécessaire de les
prendre en compte pour avoir un modéle réaliste. Dans [74], 'auteur étudie la probabilité de chaque
bit du résultat du produit zxC et fournit les moments d’ordre un et deux du bruit généré dans le
cas de la multiplication d’un signal par une constante en fonction du nombre de bits éliminés k et
du nombre de bits de poids faibles [ initialement nuls. Les valeurs des moyennes et des variances
des différents bruits sont repris dans le tableau 1.1 en fonction de la loi de quantification.

1.2.4 Conclusion

La quantification d’un signal & amplitude continue ou discréte génére une erreur appelée bruit
de quantification modélisée par un bruit blanc additif non-corrélé avec le signal, indépendant des
autres bruits et dont les caractéristiques statistiques du premier et second ordre dépendent du
type de loi de quantification utilisé ainsi que du type de signal (& amplitude continue ou discréte).
Le tableau 1.1 résume ces valeurs pour les différentes lois.
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Paramétres | Amplitude- Amplitude discréte
statistiques continue z=x XY, z=x+Yy z=xxC
Arrondi convergent
He 0 0 0
2 2 2
O'g % ({_2(1 _ 2—2k+1) %(1 _ 272(k711)+1)
Arrondi
pe 0 12H) 32t
2 2 2
o? < (1 —272k) (1 —2720k=h))
Troncature
pe 3 $a-27%) (12t
2 2 2
o? % (1 —27%) (1 —2720k=h))

TAB. 1.1 — Parameétres statistiques du bruit généré

1.3 Meéthodes existantes d’évaluation de la précision

L’utilisation de I'arithmétique virgule fixe limite la précision des calculs et conduit & une erreur
de quantification en sortie de I'algorithme correspondant & la différence entre le signal en précision
infinie et en précision finie. Il est nécessaire de vérifier que I'emploi de 'arithmétique virgule fixe
modifie le comportement de ’algorithme dans une limite raisonnable. L’analyse des performances
de l'application en virgule fixe peut étre réalisée directement & ’aide de simulations en virgule
fixe de 'application. Cependant, cette approche conduit & des temps d’exploration de ’espace
de conception en virgule fixe prohibitifs. Ainsi, des métriques intermédiaires sont utilisées pour
évaluer la précision des calculs. Le concepteur du systéme doit ensuite vérifier que sa spécification
virgule fixe conduit & une valeur de la métrique de précision supérieure a un seuil pré-défini. Dans
une premiére partie, une présentation des différentes métriques utilisées pour évaluer la précision
des systémes en virgule fixe est développée. Pour déterminer la métrique de précision en sortie
de lalgorithme, deux types d’approche peuvent étre utilisés. La premiére consiste & déterminer
la valeur de cette métrique a partir de la simulation de 'algorithme en virgule fixe et en virgule
flottante. Cette approche est présentée dans la seconde partie. L’approche alternative détermine
I’expression analytique de cette métrique en propageant un modéle de bruit au sein du graphe flot
de I'algorithme. Les différents modéles analytiques sont détaillés dans la troisiéme partie. Dans
une quatriéme partie, un bilan et une comparaison des différents modéles existants sont présentés.

1.3.1 Meétriques d’évaluation de la précision

L’évaluation de la précision des applications peut se faire au moyen de différentes métriques
présentées ci-dessous. Le critére le plus utilisé pour évaluer la précision est le Rapport Signal a
Bruit de Quantification (RSBQ)[74, 59]. Celui-ci correspond au rapport entre la puissance du
signal P, et la puissance du bruit de quantification Fj:

by

RSBQ =2 (1.37)
b

En pratique, le RSBQ est exprimé en dB aboutissant & I’équation suivante
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P
RSBQ.p = 10log (%) (1.38)
b

Il permet de déterminer la puissance du bruit en rapport avec celle du signal associé. Cette
métrique est trés utilisée dans le traitement numérique du signal.

Le seconde métrique modélise les bornes du bruit [85, 43]. L’intervalle D = [byin,bmaz] définit
les valeurs prises par le bruit. Ainsi cette métrique permet d’encadrer et de borner les valeurs du
bruit. Elle est utilisée pour garantir que 'erreur de quantification ne dépassera pas une valeur
maximale ou minimale.

La derniére métrique représente le nombre de bits significatifs associé a une valeur [22]. Cette
méthode évalue le nombre de bits d’'une donnée n’étant pas modifiés par le bruit environnant et
représentant ainsi de maniére correcte la donnée. Par exemple, considérons une donnée codée sur
16 bits. Les bruits de quantification modifient les valeurs des 3 derniers bits. De ce fait, le nombre
de bits significatifs est ici de 13. Il représente le nombre de bits non bruités et permettant de
modéliser correctement le signal.

1.3.2 Meéthodes statistiques par simulation
Introduction

Dans cette partie, un panorama des méthodes statistiques d’évaluation de la précision est
dressé. Tout d’abord, les techniques utilisées pour simuler un systéme en virgule fixe sont présen-
tées puis les méthodes statistiques sont détaillées selon les différentes métriques utilisées.

Les différentes techniques présentées dans cette partie déterminent la valeur de la métrique de
précision & partir de la simulation du systéme en virgule fixe. Afin d’obtenir des résultats précis,
il est nécessaire d’utiliser un nombre d’échantillons en entrée du systéme (Necp) élevé. Soit Nops le
nombre d’opérations présentes dans la description de 'algorithme et INV; le nombre de fois que la
métrique de précision associée a cette description est évaluée. Une premiére estimation du nombre
de points (Nps) & calculer, présentée a I’équation (1.39) met en évidence la nécessité d’utiliser un
simulateur efficace afin d’obtenir des temps de simulation raisonnables.

Npts = NechNopsNi (139>

En effet, le temps de simulation est proportionnel au nombre de points Ny, et dans 'optique
d’une optimisation de la spécification virgule fixe, le nombre de simulation effectuées peut étre
important. En effet, 'optimisation de la spécification en virgule fixe nécessite de réaliser une
nouvelle simulation lorsque le format d’une des données de 'application est modifié. Soit 7 le
temps de simulation d’un point. Le temps de simulation global du systéme complet est alors
donné par la relation suivante:

Tsim = TNechNopsNi (140)

Pour réduire le temps d’optimisation de la spécification en virgule fixe, les méthodes proposées
vont agir sur les différents parameétres de ’expression (1.40).

Tout d’abord, l'objectif des simulateurs virgule fixe est de minimiser le temps de calcul 7
d’un point en utilisant des simulateurs efficaces. De plus, le but des méthodes d’évaluation de
la précision est de limiter le nombre d’échantillons N.., nécessaires pour obtenir une estimation
assez précise. Certaines méthodologies de conversion en virgule fixe vont chercher & réduire le
nombre d’itération IN; du processus d’optimisation en limitant ’espace de recherche. Dans la

méthode définie par Rupp dans [9] et [8], les largeurs possibles sont restreintes a une série du
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type 8,16,32. L’espace de recherche étant limité, ces techniques ne conduisent pas forcément a la
solution optimale.

Simulation virgule fixe

Les différentes méthodes statistiques présentées dans cette partie sont basées sur 1'utilisation
d’un outil permettant de simuler un systéme en virgule fixe. Cet outil nécessite d’émuler sur une
station de travail utilisant 'arithmétique virgule flottante les mécanismes de I'arithmétique virgule
fixe (processus de dépassement et de quantification). Pour émuler les mécanismes de l'arithmé-
tique virgule fixe, les méthodes existantes sont soit basées sur les propriétés de la surcharge des
opérateurs au sein des langages objet soit sur l'utilisation des types disponibles sur la machine
hote.

La méthode présentée par Kim dans [61] permet de simuler une spécification en virgule fixe,
en utilisant les concepts de surcharge des opérateurs au niveau du langage C++. Le type gFiz [59]
[60] est introduit. Celui-ci est composé de la valeur de la donnée, de sa largeur totale, de la largeur
de sa partie entiére et de différents attributs (type de codage, lois de quantification et de dépasse-
ment). Les différents opérateurs arithmétiques sont surchargés afin d’implanter les mécanismes de
I’arithmétique virgule fixe. La surcharge des opérateurs met en évidence que l'exécution de I'al-
gorithme en virgule fixe sera nettement plus longue qu’une simulation en virgule flottante. Dans
[30], les temps de simulation en virgule flottante et en virgule fixe sont comparés pour quelques
applications de traitement du signal. Les temps de simulation obtenus avec la librairie SystemC
classique et celle en précision limitée sont respectivement en moyenne 540 et 120 fois supérieurs
& ceux obtenus en virgule flottante.

Afin de diminuer le temps de simulation par rapport a la méthode présentée ci-dessus un nou-
veau type pFiz a été proposé [61]. Il a pour but d’améliorer le temps de calcul des opérations en
virgule fixe en utilisant au mieux, le chemin de données de I'unité de calcul en virgule flottante.
Pour cela, le type pFiz utilise la mantisse des données en virgule flottante pour stocker les données
en virgule fixe. Ce type permet d’améliorer nettement le temps de simulation de I’algorithme, mais
il est limité par la taille maximale de la mantisse (53 bits dans le cas d’un double). Le temps de
simulation en virgule fixe d'un filtre IIR d’ordre 4 avec le type pFiz est 7,5 fois supérieur a celui
obtenu en virgule flottante [61].

La méthode proposée par Coster dans [32] utilise les différents types entiers présents sur la
machine afin de coder plus efficacement les données de I'algorithme en vue de diminuer le temps
d’exécution des simulations. La méthode minimise un cofit reflétant le temps d’exécution de la
simulation composé du cott lié & I'alignement des données avant les opérations arithmétiques et
du cott lié a la réalisation des mécanismes de quantification et de dépassement. Le probléme d’op-
timisation obtenu n’est pas linéaire. De nouvelles approches sont donc nécessaires pour diminuer
I’espace de recherche. Les temps de simulation avec la méthode implantée dans HYBRIS (simula-
teur associé a 'outil FRIDGE [58]) sont 3,6 fois supérieurs & ceux obtenus en virgule flottante [30].
Néanmoins, les temps d’optimisation ne sont pas pris en compte dans ce calcul. Ceux-ci peuvent
réduire de maniére importante les gains ainsi obtenus.

Vérification directe du critére de qualité de P’application

L’utilisation de techniques de simulation en virgule fixe permet de vérifier directement les
critéres de qualité associés a 'application. La dégradation des performances liées & 1'utilisation
de larithmétique virgule fixe est mesurée en simulant 1’algorithme en virgule fixe et en virgule
flottante tel qu’illustré a la figure 1.12. La virgule flottante est considérée comme la référence car
Perreur liée & I'utilisation de cet arithmétique est négligeable. Cependant cette approche atteint
rapidement ses limites. Pour vérifier les critéres de qualité associés a ’application, de nombreux
échantillons doivent étre utilisés en entrée
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Comparaison des
performances

Entrée

FiG. 1.12 — Méthode d’évaluation directe des performances de Uapplication par simulation

Dans les systémes de communications numériques, la mesure d’un taux d’erreur binaire faible
nécessite de tester un nombre de symboles élevé. Les expérimentations menées sur un récepteur
WCDMA montrent que la simulation d’une spécification virgule fixe sous Matlab nécessite plu-
sieurs heures [111]|. Les mémes conclusions ont été obtenues sur un codeur-décodeur MP3 [97].
Ainsi, cette technique est inutilisable pour explorer I’espace de conception en virgule fixe.

Evaluation de la puissance du bruit par simulation

L’évaluation de la précision peut s’effectuer & travers une métrique comme le RSBQ. Dans ce
cas, la puissance du bruit en sortie du systéme (figure 1.13). L’objectif est de réduire le nombre de
simulations en virgule fixe pour réduire les temps de simulation. Le bruit de sortie b, est déterminé
en effectuant la différence entre la sortie obtenue en précision infinie et en précision finie.

Entrée

Fi1c. 1.13 — Méthode d’évaluation de la puissance du bruit par simulation

Dans [73], la qualité de I’estimation de la puissance du bruit est analysée en fonction du nombre
d’échantillons N, utilisés en entrée du systéme. Pour cela, I'erreur relative entre la puissance
estimée & l'aide de N, échantillons et la puissance réelle obtenue avec un nombre de points net-
tement plus important est mesurée. La figure 1.14 illustre 'erreur obtenue pour des simulations
effectuées sur un nombre de points allant de 1 & 1000. L’application testée est un rake receiver.
Pour 1000 points I'erreur est inférieure a 8%. Pour obtenir une erreur inférieure a 5%, 5000 échan-
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tillons sont nécessaires. Pour avoir des résultats corrects, le nombre de points de simulations doit
étre relativement important.
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Fic. 1.14 — Calcul de Uerreur relative entre la puissance du bruit estimée par simulation et sa
valeur réelle en fonction du nombre de points de simulations

L’utilisation d’autres métriques permet de réduire de maniére importante ce nombre d’échan-
tillons d’entrée. Pour cela, des hypothéses sur la nature du bruit en sortie doivent étre posées
comme pour la méthode présentée dans la partie suivante.

Evaluation du nombre de bits significatifs

La méthode présentée dans [22] a pour objectif de déterminer le nombre de bits significatifs.
Cette méthode est basée sur 'arithmétique stochastique [23]. L’arithmétique stochastique consiste
a modifier de maniére aléatoire le dernier bit de chaque donnée. Le programme est exécuté un
nombre N de fois en utilisant les mémes données en entrée de 'application. A partir de ces N
échantillons, la valeur de la sortie R est estimée en moyennant les échantillons R;, fournis par les
différentes simulations.

M=

R;

le (1.41)

Avec ce modéle, le nombre de bits significatifs correspond au nombre de bits communs entre

R=!

la valeur réelle R et celle estimée R. La variable aléatoire N (%) suit une loi de Student & N —1
degrés de liberté, ou s est défini par

(1.42)

Le nombre de bits significatifs est déterminé par la relation suivante :
VN|R|
Cr=1 1.43
R — '092 ( 573 (1.43)

De plus, la variable 73 du test de Student pour N — 1 degrés de liberté et de probabilité 3
permet de valider cette méthode. Ceci permet aussi de réduire N de facon drastique. En pratique
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le nombre d’exécution N peut étre réduit & 2 ou 3. De ce fait, ’avantage de ce modéle est de faire
appel & un nombre trés faible de simulations. Par contre, cette méthode suppose que le bruit de
quantification en sortie du systéme soit gaussien. Cette hypothése n’est pas valable dans le cas
ou un seul bruit de quantification prédomine. De plus, la moyenne de la sortie est supposée nulle
alors que dans le cas d’'une quantification par troncature, la moyenne du bruit n’est pas nulle
comme présenté dans la partie 1.2. Cette méthode donne le nombre de bits significatifs pour un
échantillon en entrée du systéme mais ne donne pas d’indications sur le comportement moyen au
cours du temps du systéme en virgule fixe.

Méthode basée sur les bornes de 1’erreur

Dans [82], les auteurs utilisent la Théorie des Valeurs Extrémes pour déterminer les bornes
de lerreur de quantification en sortie du systéme. Cette théorie se base sur le fait que les va-
leurs extrémes d’une suite d’échantillons suivent une distribution bien précise correspondant a la
distribution de Gumbel exprimée par la relation suivante:

(1.44)

% et 4w = T — oA Les termes s et T désignent 1’écart-type et la moyenne des

échantillons, et A = 0.5772 la constante d’Euler. La méthodologie est basée sur une simulation de
N échantillons fournissant N valeurs x; en sortie du systéme. A partir de ces valeurs, les termes

s et T sont déterminés par la relation suivante:

ou o =

1 N
T = N;xi (1.45)
1=

(1.46)

La probabilité de dépassement f est fixée. La valeur maximale obtenue a est alors donnée par
la relation suivante:

a=p—oln <ln( )) (1.47)

1

=7

Cette valeur a est la valeur maximale de la sortie du systéme avec une probabilité de dépasse-
ment de f. Cette méthode peut s’adapter a I’évaluation de la précision. En effet, les échantillons
de bruit sont injectés en entrée. Sa valeur maximale est alors obtenue en sortie. Les résultats
montrent qu’avec des tailles d’échantillons variant entre 150 et 600 selon les applications, les
résultats obtenus sont optimaux. La méthode permet de diminuer le nombre de simulations de
maniére importante. Cependant, bien que choisis trés faibles, les risques de dépassement ne sont
pas nuls. De plus, les temps de simulations ne sont pas indiqués.

Conclusion

Les méthodes par simulations exigent des temps d’exécution importants. Les principales opti-
misations concernent la réduction du temps de simulation en virgule fixe et la réduction du nombre
de simulations en virgule fixe en utilisant des approches semi-analytiques. Les méthodes analy-
tiques, présentées dans la partie suivante, ont le principal avantage de réduire de fagon drastique
les temps d’optimisation.
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1.3.3 Meéthodes analytiques

Une approche alternative pour déterminer la précision d’un systéme consiste a utiliser des
méthodes analytiques. Cette méthodologie permet de s’affranchir des simulations nécessitant des
temps d’exécution assez longs. L’idée consiste a utiliser des modéles mathématiques fournissant
une connaissance sur le bruit en sortie du systéme. Plusieurs types de métriques peuvent étre
prises en compte comme la puissance du bruit, le nombre de bits significatifs ou encore les bornes
de l'erreur de quantification.

Détermination des bornes de ’erreur de fagon analytique

Arithmétique d’intervalles Une méthode d’évaluation analytique des bornes de ’erreur utilise
larithmétique d’intervalle [85] définissant les bornes des données traitées. Celle-ci est basée sur la
propagation des intervalles dans lesquels se trouvent les données. Les régles de propagation sont
les suivantes. Tout d’abord, les intervalles de définition de nos entrées sont fixés. Un intervalle D,
est associé a chaque données x

D, = [ivminaxmax] (148)

Cet intervalle D, fixe les valeurs minimale et maximale pouvant étre prises par la donnée x.
De méme, pour une donnée y, son intervalle de définition D, est donné par Dy = [Ymin,Ymaz)- La
propagation de ces intervalles lors du passage dans différentes opérations telles que I'addition, la
multiplication de signaux ou la multiplication par une constante, est fournie dans les équations
suivantes :

Dz+y = [:L'mzn + Ymin,Tmaz + ymax]
ny = [mln(xmmymm yYTminYmaz r TmazYmin ,TmaxYmax )
s max(zvminymin7xminymaxaxmaa:ymin7$mamymax)]
Dor = [aTmin,0Tmaz] sia >0
= [a%maz,0Tmin] i a <0 (1.49)

L’un des défauts majeurs de cette méthode vient de ’estimation pessimiste faite de I'intervalle
de définition des données. Pour illustrer ce phénoméne, considérons la fonction f suivante:

fle) =e(e—2) (1.50)
et e est une erreur définie dans l'intervalle D, = [0,¢]. En appliquant les régles de propagation
des intervalles, il vient

Df(e) = [—2q,0] (1.51)

Or en réécrivant f(e) sous la forme
fle)=(e—1)2—1 (1.52)

son intervalle de définition devient
Dy(z) = [—4q,0] (1.53)

Ainsi, selon 'expression utilisée, 'intervalle sera plus ou moins large. Avec I’exemple précédent,
la seconde forme de f(e) permet de réduire de moitié la taille de I'intervalle. Ceci est di au fait
que Parithmétique d’intervalles fait une estimation pessimiste de Uintervalle de définition et ne
prend pas en compte les corrélations entre les données. De ce fait, les résultats sont obtenus pour
le pire cas. De plus, cette méthode connait également ses limites avec les systémes récursifs pour
lesquels l'intervalle de définition de la sortie du systéme ne peut étre déterminé. Soit I’application

y(n) = ay(n —1) +e(n) (1.54)
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oU [Ymin(n — 1),Ymaz(n — 1)] désigne 'intervalle de y(n — 1) et [0,q] celui de e. La valeur
maximale de l'intervalle de y(n) est donnée par la relation suivante

ymax(n) = aymax(n — 1) +q (155)

La valeur y,q, dépend d’elle-méme. Cela signifie que le graphe flot de signal modélisant I’ap-
plication contient des circuits. Ainsi le parcours de graphe permettant de déterminer les différents
intervalles des données est infini. De ce fait, cette méthode peut s’appliquer uniquement aux
systémes dont la sortie ne dépend que des valeurs d’entrée.

Arithmétique affine Pour résoudre une partie des problémes de I'arithmétique d’intervalle
concernant la non prise en compte des corrélations entre les données, I'arithmétique affine a été
introduite [34]. Une donnée z est définie par I'expression linéaire suivante :

T=x0+ €121+ ... + €20 (1.56)

avec ¢; € [—1,1]. Chaque symbole ¢; est indépendant des autres et représente la valeur prise par
x selon la composante ;. Ces derniers étant les bornes de x. Ainsi x( représente la moyenne des
valeurs que = peut prendre. Cette méthode permet de prendre en compte la corrélation spatiale
entre les différentes données. Pour propager les valeurs de 'intervalle de définition, la forme affine
est développée en fonction des ¢;. Soit deux données z et y définies par

T =xz0+exy+ ... +entn (1.57)
Yy =Y F+eayr+..+eln (1.58)

La somme de ces deux données est une fonction affine des ¢;, soit

r4+y=xz0+yo+e(xr1+uy1)+ ... +en(xn +yn) (1.59)

Pour la multiplication, le résultat est plus complexe. En effet, cette opération n’est plus une
opération affine puisque la multiplication de z par y donne

n n n
z+y=xoyo+ Y _(Toyi + Yoi)ei + D wi€i Y yje (1.60)
i1 i—1 j=1

Cette forme n’étant plus affine, il convent alors de majorer le dernier terme de cette expression
en introduisant par exemple 2,11 tel que

n n
‘Zn—i-l’ > ineiZijj (1.61)
i=1 j=1

soit par exemple

n n
21 > Y |zl Yyl (1.62)
=1 j=1

et si €,41 représente le facteur associé a z,41, il vient

n
x4y = zoyo + Z(woyi + Yoxi )€ + Znt1€nt1 (1.63)
i=1
L’exemple traité précédemment est repris, a savoir f(e) = e(e —2) et D, = [0,q]. L’expression
affine de e est alors
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q 4q
=515 1.64
e=5 T4 (1.64)
Donc
q q
—2=5-2+45 1.
e 5 + 5 €1 (1.65)
De ce fait, f(e) s’écrit
q° q°
fle) = Z—Q‘i'(E —q)e1 + 2262 (1.66)
avec
2
949 g
=55= 1.67
273271 (1.67)
d’ot
¢ e 2
fl@)="r—aq+ (5 —ae + et e (1.68)
4 2 4
Cette expression fournit comme bornes 'intervalle [% — 2¢,0]. Cet intervalle est meilleur que

celui obtenu pour Parithmétique d’intervalle ([—2¢,0]) mais est encore un peu éloigné de l'inter-
valle réel [—¢,0] puisque ¢ < 1. Cette méthode peut étre appliquée pour les systémes en virgule
flottante [43] ou en virgule fixe [44]. Néanmoins, bien que 'arithmétique affine utilise les cor-
rélations spatiales entre les données permettant une amélioration de I’évaluation de l'intervalle
de définition des données, la corrélation temporelle n’est pas prise en compte. En effet, dans le
domaine du traitement du signal, la plupart des données sont réutilisées dans le temps. De ce fait,
des échantillons x(n) apparaissent en méme temps que leurs versions antérieures z(n—1),x(n—2)
dans différents systémes comme par exemple les filtres FIR. Pour optimiser 1’evaluation des in-
tervalles de définition des différentes données, il est donc nécessaire de prendre en compte les
corrélations temporelles existantes entre les données limitant 1'utilisation de 'arithmétique affine
dans le domaine du Traitement Numérique du Signal.

Méthode basée dur la théorie de la perturbation La méthode proposée par Wadekar
dans [114]| permet de déterminer les bornes de l'erreur en sortie de I'application. L’evaluation de
la précision au sein de cette méthodologie est effectuée au moyen d’un développement de Taylor
au second ordre. Soit f(u,v) la sortie d’'un opérateur contenant deux entrées u et v et &, et
0, les erreurs au pire cas sur chacune des deux variables. L’erreur en sortie, déterminée par un
développement de Taylor & l'ordre deux, est égale &

_of . Of L[ oo, o O2F P - s
0 = S (0) + 50 (00) + o | 55 (8% + 252 (8u80) + 55 (60) (1.69)

L’erreur au pire cas en sortie de 'opérateur est ainsi obtenue et propagée pour déterminer
lerreur en sortie du systéme. Ce modéle posséde 'avantage de fonctionner pour les systémes LTI
et non-LTI. Cependant, les systémes récursifs ne peuvent étre traités car cette technique se base
sur la propagation des bruits au sein du systéme.

Méthodes analytiques de calcul de la puissance du bruit

Méthodes basées sur la théorie de la perturbation Dans [26], une approche analytique
pour évaluer la précision d’un systéme est proposée. Celle-ci est basée sur l'analyse de la per-
turbation présentée dans [114] . La quantification d’un signal génére un bruit de quantification
pouvant étre considéré comme une perturbation sur le signal. De ce fait, chaque perturbation sur
les entrées d’un opérateur va générer une perturbation en sortie de celui-ci. La valeur de cette
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perturbation en sortie de 'opérateur est déterminée de maniére analytique. La sortie Y d’un
opérateur est fonction de ses entrées X1,...,Xn

Y = f(X1,X2,...Xn) (1.70)

A chaque donnée d’entrée Xi est associée une perturbation xi conduisant a une autre pertur-
bation y en sortie. Cette valeur y est calculée en effectuant un développement de Taylor au ler
ordre donnant I’expression suivante :

daf daf

=zl—+ ... —_— 1.71
Yy de1+ +:den (1.71)

Cette méthode permet de linéariser les différents opérateurs de facon & se ramener & un sys-
téme LTI et reprendre la méthode présentée dans [29]. La précision du systéme est alors étudiée
a partir d'un graphe flot de données (GFD). Le GFD initial est modifié¢ en introduisant les diffé-
rentes sources de bruit et leur propagation selon la méthode de la perturbation. Une fois le GDF
final défini, le bruit en sortie est obtenu. Cette méthode est donc semi-analytique puisqu’elle ne
permet pas d’avoir une expression global du bruit. Seule une expression au niveau de chaque
opérateur est obtenue et donc des simulations sont nécessaires. Celles-ci augmentent le temps de
calcul.

La méthode d’évaluation de la précision de C. Shi dans [103] est basée sur la théorie de la
perturbation [103],[100]. Soient xi,...,x, les n entrées d’un opérateur auxquelles sont associés
les bruits €1,...,6,. La sortie ypp de cette opérateur en précision finie est donc une fonction ¢;
dépendant de ces entrées a l'instant ¢t . Un développement de Taylor & 'ordre 2 de la sortie du
systéme en précision finie en fonction des ¢; est alors mise en ceuvre et conduit a

Ot(T1 ey Ty €15y = ¢i(T1,eeeyTn,0,...,0) (1.72)
n n
T3 GGt Y gt (1.73)
i=1 ij=1

Cette méthode est ensuite insérée dans un modéle plus général de conversion de virgule flot-
tante en virgule fixe [101] et [102]. La puissance du bruit est alors donnée par la relation suivante :

Pb=7'Bu + > Ci272m (1.74)
i€chemin de données

ol n; désigne le nombre de bits de la partie fractionnaire des données et C; des constantes
multiplicatrices. Le terme [ est un vecteur contenant l’ensemble des moyennes des différents
bruits de quantification générés. Le terme B est une matrice carrée de taille N, ou N, désigne le
nombre de bruits générés. Les termes B et C; sont alors déterminés par des simulations. Le nombre
de simulations nécessaires est alors de 'ordre de N2. Le probléme posé par cette méthode est le
nombre de simulations effectuées. En effet, le nombre de simulations augmente avec 1’accroissement
du nombre de sources de bruit. De ce fait, le temps requis pour I’évaluation de la précision

augmente en conséquence.

Meéthodes basées sur les modéles de bruits Dans [112, 67|, une méthode de calcul ana-
lytique du bruit de quantification est proposée. Cette méthode est basée sur la propagation de
modéles de bruit au sein de la description de ’algorithme. Chaque opérateur est modélisé par une
source de bruit propagé et une source de bruit généré. Afin d’obtenir des expressions des bruits
générés et propagés indépendantes de la statistique des signaux utilisés en entrée des opérateurs,
I'auteur a posé plusieurs hypothéses. Les variables en entrée de chaque opérateur sont considé-
rées comme indépendantes et centrées. Les bruits générés lors d’un changement de format sont
assimilés a des variables aléatoires centrées. Ainsi, ce modéle n’est valide que pour les opérateurs
utilisant une loi de quantification par arrondi. Chaque variable est codée en virgule fixe cadrée
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& gauche et afin d’étre indépendant de la puissance de chaque donnée, celle-ci est bornée par la
valeur 1. Ces différentes simplifications permettent d’obtenir une expression de la puissance du
bruit en sortie, proportionnelle au carré du pas de quantification q.

L’application est modélisée par un graphe flot de données et celui-ci est parcouru des entrées vers
la sortie et pour chaque noeud le bruit est calculé a partir des prédécesseurs de ce noeud. Cette
méthode permet de calculer plus rapidement le bruit de quantification en sortie de ’algorithme
par rapport aux méthodes basées sur la simulation. Cependant, I'utilisation d’une technique de
propagation d’un modéle de bruit ne permet pas de traiter les graphes possédant des cycles. Ainsi,
la méthode ne peut pas étre appliquée aux systémes récursifs.

Le modéle, présenté dans [78] et [77], permet de traiter les systémes LTI. Cette approche
utilise les fonctions de transfert définissant le systéme considéré. Soit un systéme LTI de sortie
y(n) composé de N, entrées z;(n). Soit H;(z) la fonction de transfert entre l'entrée x;(n) et la
sortie y(n), et h; la réponse impulsionnelle associée a H;(z). Dans ces conditions, le systéme peut
s’écrire sous la forme

Ne—1

y(n) = 3 hyxa;(n) (1.75)
j=0

Dans le cas d’une implémentation en virgule fixe, a chaque échantillon du signal d’entrée x;(n)
est associé un bruit de quantification bj(n). De plus, au cours des recadrages internes au systémes
Ny sources de bruit by, vont également apparaitre. Soit Hy,(2) la fonction de transfert entre la
source de bruit by, et la sortie y’(n) en virgule fixe. Le bruit en sortie du systéme by, (n) (figure
1.15) s’écrit alors

Ne—1 Ng—1

by(n) = Y hjxbi(n)+ > hy, xbg,(n) (1.76)
§=0 k=0

En réindexant les termes, ’équation suivante est obtenue

Source de bruit généré

lors d’un changement  p' (n) b, (n)
de format & hgi g Bruit de
quantification
o , de sortie
Bruit d’entrée be (}'l) h I bg (”)

b0

Signal d'entrée  X(1) " Wn)

Signal de sortie

Fi1G. 1.15 — Modélisation d’un systéme LTI

Ng—1

by(n) = Y hi*by,(n) (1.77)
=0
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ou

Ny = Ne+ Ny

hi = hg,_y. ~ pouri€]Ne,Nq]
bg,(n) = by,_, (n) pour i €| Ne,Nq]
bg; (1) = bi(n) pour ¢ € [0,Ne] (1.78)

Soit my,. la moyenne du bruit d’entrée by, et agqi sa variance. La puissance du bruit est alors
donnée par [80]

N‘I
1 7 . 2
Py, = Zaiﬁ%/ | H;(e79)2d92 + (mbqui(1)> (1.79)
i=0 -

Cette méthode permet de fournir la puissance du bruit dans le cas des systémes LTI. Cette
approche se base sur la détermination de la fonction de transfert liant la source de bruit a la
sortie du systéme. Les différentes fonctions de transfert sont déterminées automatiquement a par-
tir de I'analyse du graphe flot de signal de I'application. Cependant, cette méthode ne peut pas
s’adapter aux systémes non-LTT pour lesquelles la notion de fonction de transfert n’est pas définie.

Pour traiter les systémes non-LT1 non récursifs, un modéle de calcul de la puissance du bruit a
été présenté dans [76]. Ce modele se base sur la propagation des bruits. Cette méthodologie a été
développée pour des systémes utilisant des opérateurs classiques du type addition, multiplication
et division. Chaque source de bruit b, est propagée a travers K; opérations vg;, et conduit a
un bruit bﬁh en sortie du systéme. Ce bruit est le produit de chaque source de bruit by, et des
différents signaux oy, associés aux opérations v, incluses dans la propagation des sources de bruit
by, comme le montre la figure 1.16.

Fi1G. 1.16 — Modélisation d’un systéme non-LTI non-récursif

Kz' Ki
bfh = by, H ag = by, v; avec v; = H oy (1.80)
k=1 k=1

Le bruit de sortie b, peut s’exprimer comme suit

Ns—1 Ns—1

by= > b, =Y byui (1.81)
=0 =0

La puissance du bruit, présentée dans [76], est donnée par I'expression suivante :
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N Ns N

Py, =Y BB)EWE) +2 3 E(by) B(by,) B(vivy) (1.82)
=0 i=0 j=0
G>i

Cette expression permet de déterminer la puissance du bruit en sortie d’'un systéme non-LTI
non-récursif. Par contre, cette méthode ne peut pas traiter les systémes non-LTI possédant une
récursion comme les filtres adaptatifs.

1.3.4 Bilan

Les deux types d’approche permettant d’évaluer la précision d’une implantation en virgule fixe
ont été détaillés. Les méthodes statistiques basées sur la simulation de 'algorithme en virgule fixe
permettent de traiter tous les types d’algorithme de traitement numérique du signal. Cependant,
ces techniques conduisent a des temps de simulation élevés et plus particuliérement si elles sont
intégrées au sein d’un processus d’optimisation du format des données ot de multiples simulations
sont nécessaires. En effet, I’émulation des mécanismes de 'arithmétique virgule fixe augmente le
temps de simulation par rapport a la virgule flottante. De plus, il est nécessaire d’utiliser de
nombreux échantillons d’entrée afin d’obtenir des paramétres statistiques réalistes.

La seconde approche correspond aux méthodes analytiques permettant d’obtenir ’expression
de la métrique définie. Cette expression fournit plus d’information sur le comportement du bruit
au sein de l'algorithme par rapport & une méthode basée sur la simulation. En effet, cette approche
permet d’analyser l'influence de telle ou telle opération sur la précision globale des calculs. La
détermination de ’expression de la métrique est réalisée une seule fois et ensuite le temps de calcul
de celle-ci correspond au temps d’évaluation de ’expression analytique. Ce temps de calcul est
définitivement plus faible que le temps de simulation de I’application en virgule fixe. Sur la figure
1.17, le temps d’optimisation en fonction du nombre d’évaluations de la métrique de précision
est représenté dans les cas des méthodes par simulation ou des méthodes analytiques. Le gain en
temps des méthodes analytiques est trés important sauf pour un nombre de simulation trés faible
comme dans [22].

Temps d’optimisation

. \&0‘\
E)
>
Q
&@

€ )
\Sg\ Méthode analytique

Nombre d’évaluation de la
meétrique de précision

F1G. 1.17 — Comparaison en temps d’optimisation des méthodes analytiques et par simulation.

Néanmoins cette approche est trés restrictive au niveau des caractéristiques du bruit de sortie.
La méthode analytique est donc privilégiée. Ces approches analytiques nécessitent un temps de
mise en place initial non négligeable correspondant au calcul des différents termes statistiques
présents dans ’expression. Ensuite, a chaque nouvelle évaluation effectuée, une expression mathé-
matique relativement faible en termes de temps d’évaluation est appliquée. Ainsi le temps requis
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pour I’évaluation analytique est quasiment constant par rapport au nombre d’itérations du pro-
cessus d’optimisation.

1.4 Conclusion

Cette premiére partie a permis de définir 'arithmétique virgule fixe. Celle-ci se traduit par
la présence de bruits appelés bruits de quantification dont les modéles ont été présentés. Les
bruits de quantification se propagent au sein du systéme pour aboutir & une erreur globale en
sortie de celui-ci. Cette erreur modifie la précision de I'application et nécessite son évaluation.
Les différentes méthodes d’évaluation de la précision ont été présentées. Deux types d’approche
existent. Tout d’abord les méthodes d’évaluation de la précision par simulation. La qualité de
I’application est évaluée en simulant I’application en virgule fixe et en virgule flottante. Cependant,
cette approche est trés contraignante en terme de temps de simulation. La deuxiéme approche
concerne les méthodes analytiques d’évaluation de la précision. La métrique d’évaluation de la
précision est déterminée par une expression mathématique. Cette approche permet de réduire le
temps d’optimisation par rapport aux méthodes basées sur la simulation. De ce fait, le modéle
développé par la suite est analytique et la métrique utilisée est le RSBQ. Cette métrique est celle
représentant le mieux l'influence du bruit dans I'application. Or, les méthodes analytiques sont
définies pour des types d’applications particuliéres comme les systémes LTI ou bien les systémes
non-LTT non-récursifs. Ces méthodes ne permettent pas de traiter des systémes non-LT1 possédant
une récursion comme les filtres adaptatifs. Dans un premier temps, 'objectif est de développer
des modéles pour des applications plus complexes comme les filtres adaptatifs. Cette partie est
présentée dans le chapitre 2. Dans un second temps, dans un souci de généralisation, le but est de
développer un modéle valide pour tout type de systéme. Ce modeéle est étudié dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Evaluation de la précision des filtres
adaptatifs
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L’objectif de ce chapitre est d’analyser les filtres adaptatifs en virgule fixe et de proposer
un modéle dédié pour les différents filtres basés sur l'algorithme du gradient. Dans notre cas, la
précision est évaluée au moyen du Rapport Signal a Bruit de Quantification (RSBQ). La méthode
proposée est une approche analytique pour laquelle aucune simulation virgule fixe n’est requise.
L’objectif est de définir une expression analytique de la puissance du bruit en sortie du systéme
considéré. L’expression du RSBQ différe selon le type de systéme considéré. Plusieurs méthodes ont
été présentées dans le chapitre précédent permettant de traiter les systémes LTI et des systémes
non-LTT non récursifs. Cependant, les systémes non-LTI présentant une récursion tels que les filtres
adaptatifs, ne peuvent étre traités par cette approche. En effet, ce type de systéme est le plus
complexe & étudier. Ainsi, dans ce chapitre, ’expression du bruit en sortie des filtres adaptatifs est
présentée. Dans une premiére partie, une présentation des filtres adaptatifs est développée. Leur
implantation en virgule fixe est présentée ainsi que les différentes approches existantes pour étudier
leur comportement en précision finie. Dans une seconde partie, I’expression de la puissance du bruit
en sortie des filtres adaptatifs est présentée. Pour cette partie, la puissance du bruit en sortie des
algorithmes LMS, NLMS, Leaky-LMS ou encore APA est exprimée analytiquement. Finalement,
diverses expérimentations évaluent la qualité des modéles proposés. Les termes scalaires sont notés
en minuscule z(n), les vecteurs en majuscule X (n) et les matrices en majuscule gras X(n).
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2.1 Modéles existants pour les filtres adaptatifs

Dans cette partie, les filtres adaptatifs sont présentés. Ensuite, 'implantation des différents
algorithmes existants en virgule fixe est répertoriée pour déterminer les différents modéles définis.
Les filtres adaptatifs [52] sont utilisés dans de nombreux domaines tels que annulation d’échos,
I’égalisation, la prédiction linéaire et I’évaluation de canal. L’objectif des filtres adaptatifs est
d’estimer une séquence désirée y(n) a partir de données observées X (n). Pour ce faire, les données
observées sont filtrées par des coefficients W (n) de fagon a converger vers la séquence désirée.
Cette convergence s’effectue en minimisant l'erreur quadratique J(n) commise entre les données
d’entrée filtrées y(n) et la séquence désirée y(n). Cette erreur quadratique J(n) différe selon le
type d’algorithme choisi. Pour les algorithmes du gradient, 'erreur quadratique correspond a
la puissance de l'erreur e(n) entre la séquence désirée y(n) et les données d’observation filtrées
Wtn)X(n):

J(n) = E[e*(n)] (2.1)

Pour les algorithmes des moindres carrés, 'erreur quadratique s’écrit

n

J(n) =Y A"Fe(k) (2.2)

k=0
ot A désigne le facteur d’oubli. La mise a jour des coefficients W (n) se fait alors selon l'ex-
pression suivante :

Wn+1)=W(n)-=

(2.3)

ou  désigne le pas d’adaptation. Ces types d’algorithme sont définis dans les parties suivantes.

2.1.1 Algorithmes du gradient

Dans cette partie les algorithmes du gradient ainsi que leur implantation en précision finie est
présentée. Pour ce faire, les différents algorithmes dérivant de cette méthode sont étudiés.
Algorithme LMS

L’algorithme Least Mean Square (LMS) est défini dans [52] et [117]. Pour les algorithmes du
gradient, la mise & jour des coefficients s’effectue selon ’expression suivante :

W(n+1) = W(n)— g;#g;)
_ w 0e%(n)
= W= W)
= W(n)— pe(n) a;/(zz)
= W) — ey ) - ;@X(n))
= W(n) + pe(n)X(n) (2.4)

La figure 3.22 illustre le graphe de cet algorithme. Les équations du systéme sont les suivantes :

Wi(n+1)=W(n)+ pe(n)X(n) (2.5)
e(n) =y(n) —y(n) (2.6)
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X(n-N+1) Filrage

Fic. 2.1 — Schéma du filtre LMS en précision infinie

j(n) =W'(n)X(n) (2.7)

Les termes W(n) = [wo(n)...wy_1(n)]* et X(n) = [x(n)...z(n — N + 1)]* sont des vecteurs
de taille N représentant les coefficients du systéme et le vecteur de données d’entrée. Les termes
e(n) et y(n) sont des scalaires. Le fonctionnement de ce systéme peut étre divisé en deux phases.
Tout d’abord une phase de convergence pendant laquelle les coefficients W (n) convergent vers la
solution optimale W,,; définie par

Wopt = R;@}ny (2.8)

ot R, désigne la matrice d’autocorrélation des données d’entrée R, = E(X (n)X'(n)) et Ry,

représente l'intercorrélation entre les données d’entrée et la valeur désirée R,y = E(X(n)y(n)).

Le temps de convergence vers ces coeflicients optimaux dépend de la valeur du pas d’adaptation
. Celui-ci doit étre compris dans l'intervalle

O<pu< (2.9)

2
Tr(Ryy)

ou T'r désigne 'opérateur Trace. La vitesse de convergence est donc liée a la corrélation des
données d’entrée X (n). Une étude de cette convergence pour des données d’entrée gaussiennes et
non-corrélées est donnée dans [45]. Une autre étude est présentée dans [37] dans laquelle les don-
nées d’entrée sont considérées corrélées. Dans ces deux études, les auteurs présentent de nouvelles
bornes de p pour assurer une convergence des coefficients. Pour étudier la convergence, Slock dans
[104] utilise un modéle de décomposition des données en les écrivant selon la formule

X(n) = s||X||v (2.10)
ou s désigne le signe, || X|| la norme et v un vecteur défini par

Prob(v =v;) = ﬁ pour i € [1: N] (2.11)
ol v; désigne le vecteur propre associé a la valeur propre A; de la matrice d’autocorrélation R,
des données d’entrée. Cette modélisation permet d’étudier la vitesse de convergence de 'algo-
rithme.
La seconde phase correspond & I’état stable du systéme, une fois la convergence terminée. Lors de
cette phase, les coefficients W (n) oscillent autour de leur valeur optimale W,,,;. Bershad dans [15]
montre que la distribution des coefficients w;(n) est gaussienne centrée sur le coefficient optimal
Wopt; . L'écart entre les coefficients et leur valeur optimale W, est étudié dans [106] pour la va-
riance. Un autre intérét de 1’état stable est d’analyser le comportement de l'erreur quadratique.
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Celle-ci est fonction de l'erreur quadratique minimale J,,;, [52]. Dans [107], 'auteur étudie plus
en détails sa variance.

Algorithme LMS en précision finie L’implémentation en précision finie de I’algorithme LMS
est représentée sur la figure 2.2. Soit X'(n) = (2/(n)z'(n — 1)...2'(n — N + 1))* le signal d’entrée
quantifié. Il correspond & un vecteur colonne de taille N (ou N désigne la taille du filtre) et 2’(n)
I'échantillon d’entrée a Uinstant n. Soit y'(n) le signal désiré quantifié et §'(n) le signal quantifié
en sortie du filtre. Le terme W’(n) représente le vecteur colonne de taille N des coefficients en
précision finie et u désigne le pas de quantification et est supposé étre une puissance de deux.

Les bruits de quantification sont au nombre de quatre. Soit a(n) le bruit de quantification asso-
cié au signal d’entrée, G(n) celui associé au signal désiré, n(n) le bruit a intérieur du FIR et v(n)
I’ensemble des bruits au niveau de la multiplication. De plus, le terme p(n) représentant I’écart
entre W' (n) et W(n) est introduit. Il ne peut étre considéré comme un bruit de quantification.
Ces bruits sont donc définis par les relations suivantes :

X'(n) = X(n)+a(n)
y'(n) = y(n)+B(n)
W'(n) = W(n)+p(n) (2.12)

Adaptation

Fi1G. 2.2 — Schéma du filtre LMS en précision finie

En précision finie, les équations régissant le systéme, et introduisant les bruits vy(n) et n(n)
sont définies par:

W' (n+1)=W'(n)+ ue'(n)X'(n) +v(n) (2.13)
¢(n) =y (n) = y'(n) (2.14)
Y (n) = W) X' (n) +n(n) (2.15)

Convergence de I’algorithme L’implémentation de l'algorithme doit permettre d’assurer la
convergence du filtre. Pour ce faire, il est nécessaire d’allouer un nombre de bits suffisant au codage
des coefficients. Pour que la convergence du filtre soit assurée, la mise & jour de ceux-ci doit étre
satisfaite. Le produit pe’(n)X’(n) assurant la mise a jour des coefficients ne doit pas étre nul lors
de la phase de convergence. Il doit étre supérieur au pas de quantification du format appliqué aux
coefficients [10], [19] et [51]. Le signal sortant de la conversion en sortie de la multiplication (lié
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au bruit y(n)) ne doit donc pas étre nul. L’amplitude de ce signal doit étre supérieure au pas de
quantification ¢ lié & la conversion.

pX'(n)e'(n) > q (2.16)

Or X'(n) et €/(n) peuvent étre approchés par leur valeur en précision infinie soit :

uX(n)e(n) > q (2.17)

Puis, en supposant 'indépendance entre le signal d’entrée X (n) et 'erreur e(n), et en passant
a la puissance, il vient :
PPt > ¢ (2.18)

oil 02 représente la puissance du signal d’entrée et &, I'erreur quadratique moyenne. Cette
équation permet de déterminer la valeur maximale du pas de quantification ¢ assurant une bonne
convergence des coefficients. Cette valeur du pas de quantification ¢ fournit le nombre de bits
minimal du format des coefficients assurant une convergence correcte de ’algorithme.

Calcul de I’erreur quadratique Une fois la convergence de I’algorithme assurée, un critére de
qualité utilisé est I'erreur quadratique. Elle caractérise I’écart entre les coefficients et leur valeur
optimale. Dans cette partie, ’erreur quadratique moyenne en précision finie est considérée. De
nombreuses études ont été effectuées [21, 99, 64, 35, 52, 47, 46, 49, 3] mais trois en particulier ont
retenu notre attention. La premicre est celle développée par Caraiscos dans [19]. La seconde est
celle proposée par Bellanger dans [10]. Bien que la fagon d’approcher le probléme soit différente,
les résultats obtenus sont trés proches. Ces modeéles sont présentés dans le cadre d’'une loi de
quantification par arrondi. Cependant, comme dans les deux mode¢les les moyennes des bruits
de quantification sont considérées comme nulles, les modéles sont en réalité proposés pour le
cas de l'arrondi convergent. Le dernier modéle est celui proposé par Bershad dans [16]. 11 utilise
une décomposition du bruit en série de Fourier puis étudie I'erreur quadratique & partir de cette
décomposition.

Modéle proposé par C.Caraiscos dans [19] Ce modéle présenté dans [19], étudie I'influence
de la virgule fixe sur 'erreur quadratique moyenne de l'algorithme LMS en précision finie. Les
bruits de quantification générés par la virgule fixe entrainent une différence sur lerreur qua-
dratique moyenne par rapport & la précision infinie. L’objectif est de déterminer cette nouvelle
erreur quadratique. L’étude est faite uniquement dans le cadre d’une quantification par arrondi
convergent car la moyenne de tous les bruits est nulle. Pour simplifier, les notations précédentes
au niveau du schéma 2.2 sont reprises. L’erreur réelle en sortie du filtre, a savoir ’écart entre le
signal désiré et le signal en sortie du filtre quantifiée est donnée par la relation suivante:

e'(n) =y(n) —§'(n) (2.19)

Or en injectant les équations (2.15), et (2.12) dans Iexpression précédente et en négligeant le
terme croisé de bruits p'(n)a(n), il vient:

¢'(n) = y(n) = W'n)X(n) - p'(n)X(n) — o' (n)W(n) —1(n) (2.20)

Le terme y(n) — W¥(n)X(n) correspond a l'erreur e(n) en précision infinie. Ainsi I'équation
(2.20) peut étre réécrite de la maniére suivante:

¢/(n) = e(n) — p' ()X (n) — o (n) W (n) — n(n) (2.21)

Soient & = E(e'(n)?) et € = E(e(n)?) les erreurs quadratiques moyennes en précision finie
et en précision infinie. Les termes croisés sont nuls puisque les moyennes de a(n), p(n) et de
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n(n) sont considérées nulles, et ces termes sont non-corrélés. L’erreur quadratique moyenne totale
conduit & I'expression suivante :

¢ =&+ E(p'(n)X (n)* + E(a'(m)W(n))* + E(n(n))* (2.22)

Soit Ry, la matrice d’autocorrélation du signal d’entrée et J,,;, 'erreur quadratique minimale
obtenue avec les coefficients optimaux. D’aprés [72], 'erreur quadratique en précision infinie est
égale a:

5 B 2 - :UTT(R:E:E)

(2.23)

L’erreur quadratique moyenne totale est alors la somme de 'erreur quadratique moyenne en
précision infinie et de trois termes correspondant aux trois termes de bruits précédents. L’étude
proposée dans [19] analyse ensuite chacun des trois termes. Pour le premier terme, le calcul est le
suivant :

E(W!(n)a(n))* = EW' ()W (n))og = (E(Wg,Wop) + E(¢' (n)d(n))) og (2.24)

ou ¢(n) désigne I'écart entre les coefficients W(n) et leur valeur optimale Wy L’auteur
fournit dans [117] I’égalité suivante :

2

Finalement, avec la notation suivante |W||?> = E(W!W), le calcul du premier bruit donne
I’expression suivante :

E(¢'(n)¢(n)) = (2.25)

E(a' (m)W(n))? = (|Wopt|* + %qumN)Gi (2.26)

Pour le terme E(af(n)W(n))?, le développement proposé dans [19] conduit & I'équation sui-
vante :

p(n+1) =F(n)p(n) + B(n) (2.27)

F(n) =In — pX(n)X"(n) (2.28)

B(n) — uX (n)W'(n)a(n) + pX (n)(B(n) — n(n)) + pa(n)e(n) +v(n) (2.29)

En introduisant P(n) = E(p(n)p'(n)), les termes croisés n’apparaissent plus puisque la quan-
tification est par arrondi convergent (les moyennes des bruits sont nulles). Il vient alors:

P(n+1) = E(F(n)P(n)F(n)) + Q(n) (2.30)
avec Q(n) = O-%IN + ,UZHWoptHQO'ZR:px + /£203£minIN + M2(0'% + U»,Z])Rx:r .

Ensuite, le développement de I'expression F(F(n)P(n)F(n)) utilise les propriétés présentées
dans [56] pour aboutir & 'équation suivante:

P(n+1) = P(n) — p(ReeP(n) + P(n)Ryz) + 1> RuzTr(RyxP(n)) + Q(n) (2.31)

Finalement, le développement conduit & 1’équation :
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B Nog + 12 ([|[Wopt|[2o2 + ag + U%)TT(RM) + Np202 Join

E(p'(n)X(n))? 2.32
(6 ()X (n) T (232

La puissance du dernier terme 7n(n) est la suivante :
E((n)) = o (2.33)

Le résultat global de Iexpression de erreur quadratique moyenne en précision finie & est
obtenue en sommant les expressions (2.26), (2.32) et (2.33).

NJminTT(RM) 2 1 2
- T D> o o man

N NO’,ZY + p2([|[Wopt| 202 + a% + J%)TT(RM) + Np202 Join
2:“’ - IU’QTT(RQCJJ)

5/ = szn +
(2.34)

2
+0’n

Ainsi, comme 'erreur quadratique moyenne est la somme de 'erreur quadratique en précision
infinie et de la puissance du bruit, alors la puissance totale du bruit est égale a

1
Pb = (|Wopt||* + 5quJ\f)ag + o
(2.35)

N Nagy + P2 ([|Wopt| |22 + O’% + a%)Tr(Rm) + Np202 Join
2:“’ - :U’QTT(Rx:c)

Cette expression de la puissance du bruit en sortie du systéme est assez complexe. L’erreur
quadratique minimale J,,;, doit par exemple étre connue. De plus, certains termes contenus dans
cette expression pourraient étre négligés sans réduire la qualité de ’évaluation.

Modéle proposé par M.Bellanger dans [10]

Ce modele proposé dans [10] utilise une approche différente. Comme précédemment, la loi
utilisée est 'arrondi convergent. Cependant, le bruit sur le signal d’entrée n’est pas pris en compte
(a(n) = 0 ¥n). Les mémes notations sont reprises dans un souci de clarté. La matrice Ry, est
la matrice d’autocorrélation du signal d’entrée. Elle est symétrique donc diagonalisable. 11 existe
une matrice M et une matrice D diagonale telle que: Ry, = MDME?. Soit (n) 1’écart entre les
coefficients et les coefficients optimaux dans I’espace transformé en précision infinie.

0(n) = M[Wop — W (n)] (2.36)

D’aprés [10] les équations suivantes sont obtenues :

O(n+1)=6(n) — pMX(n)e(n) (2.37)
E(0(n+1)0'(n+1)) = IN — 2uD]E (6(n)8"(n)) + p*E(e*(n))D (2.38)
E(€*(n)) = Jmin + A'E(6°(n)) (2.39)

ot A désigne le vecteur colonne des valeurs propres \; de D et E(6%(n)) = [0%(n),03(n),...,0% (n)]',
le vecteur colonne contenant les éléments de 6(n) au carré.

Dans le cadre d’une implémentation en virgule fixe apparaissent alors deux bruits de quanti-
fication au sein du systéme: n(n) et y(n) tel que représenté sur la figure 2.2. Les bruits a(n) et
B(n) n’existent pas car ils ne sont pas pris en compte. Alors les équations (2.37), (2.38) et (2.39)
deviennent :
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0'(n+1)=0(n) — uMX(n)e'(n) +v(n) (2.40)
E(0'(n+1)0"(n+1)) = [In — 2uD]E (¢'(n)8" (n)) + p>E(e”(n))D + o2 1Ix (2.41)
E(e*(n)) = Jmin + A E(07(n)) + 02 (2.42)

A Détat stable, en notant & = E(e'2(c0)), les équations (2.41) et (2.42) s’écrivent :

2uDE(0,,02L) = 12¢'D + o%In (2.43)
¢ = Join + N'E(02) + 0 (2.44)

Les éléments composant 6 sont non-corrélés et ont méme puissance. En prenant la trace de
Pexpression (2.43), et en notant ||§/2]| la puissance d’un élément du vecteur E(#2), il vient :

20|02 || T (Rag) = 26 Tr(Rys) + No? (2.45)

D’autre part, 'équation (2.44) peut étre réécrite sous la forme

fl = Jmin + H9l02oHTT(RMJ) +o0;

2 (2.46)

Puis en 'injectant I’équation (2.45) dans (2.46), cela méne finalement & I’expression suivante :

¢ = (i + =2 + 02) (2.47)

L’équation correspond a la nouvelle valeur de l'erreur quadratique moyenne comme dans
I’étude précédente. La premiére partie correspond a ’erreur quadratique en précision infinie et les
autres termes correspondent & la puissance du bruit & I'intérieur du systéme, d’ott:

1 No?
Pb = ( 4 a$,> (2.48)

1—5Tr(Ree) \ 20
L’équation obtenue semble différente de celle obtenue par la méthode présentée dans [19]. En

fait, les résultats sont identiques. L’équation (2.34) est reprise en y enlevant tous les termes en «
et 6. 11 vient alors:

,UJJm'mTT(R:D:v) NU?y + M2U727TT(RII)

/ 2
= Jmi 2.49
¢ min 5 uTr(Ryy) 2u — p2Tr(Ryy) T (249)
Puis en remettant au méme dénominateur et en simplifiant par 2u cela aboutit a:
1 No?
e = (Jo 452 2.50
g L= %TT(Rmx) ( min ¥ 2,U " 0-77) ( )

Malgré des approches différentes, ces deux méthodes conduisent donc a des résultats identiques.
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~

F1G. 2.3 — Représentation du bruit en fonction du signal

Modéle basé sur une décomposition en série de Fourier [16] Ce modéle utilise une
décomposition en série de Fourier du bruit. En effet, le bruit e est périodique en fonction du
signal x auquel il est associé comme le montre la figure 2.3. A partir de 14, une décomposition du
bruit en série de Fourier est faite. Puis une étude sur le désajustement (écart normalisé entre les
coefficients optimaux et les coefficients en précision finie) est effectuée. Celle-ci est réalisée pour le
cas d'un pas d’adaptation quelconque dans [17] ou une puissance de 2 dans [16]. Elle est également
développée dans le cas de données d’entrée gaussiennes [18]. Bien que I'approche soit innovante,
les équations obtenues sont trés complexes surtout par rapport & celles développées par les deux
modeéles précédents.

Les modéles présentés précédemment ont le principal désavantage de n’étre élaborés que pour
la loi d’arrondi convergent. Leur utilisation est donc limitée. Néanmoins, la seconde approche
fournit une expression plus simple & exploiter.

Algorithme NLMS

L’algorithme NLMS (Normalized Least Mean Square) est dérivé du LMS. Cet algorithme
présenté dans [52] normalise les données d’entrées si bien que la convergence est assurée pour une
valeur du pas d’adaptation comprise entre 0 et 2

O<pu<?2 (2.51)
L’équation de mise & jour des coefficients difféere du LMS et est égale &

X (n)

7Xt(n)X(n) (2.52)

W(n+1) = W(n) + pe(n)

Le comportement de cet algorithme est étudié dans [14] avec la restriction de données d’entrée
gaussiennes. De la méme fagon, Slock dans [104] utilise sa modélisation dans le cadre du NLMS
pour étudier sa convergence. Dans [110], les auteurs démontrent que la convergence du NLMS est
plus rapide que celle du LMS pour le pas d’adaptation p optimal dans les deux cas. Par contre,
le désajustement de l'erreur quadratique est plus important dans le cas du NLMS.

L’implantation de I'algorithme NLMS en précision finie est présentée sur la figure 2.8.

La mise a jour des coeflicients est la suivante:

W (n+1) = W(n) + pe (n) -l o+ (2.53)

X"t (n)X'(n
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Adaptation

Fi1G. 2.4 — Schéma du filtre NLMS' en virgule fize

Convergence de l’algorithme NLMS Comme dans le cas de I'algorithme LMS, la conver-
gence est assurée si le terme de mise & jour des coefficients est supérieur au pas de quantification
du codage lié aux coefficients [20]|. L’équation assurant une convergence correcte de ’algorithme
est la suivante:

P ) X ()

En passant & la puissance, en utilisant I'approximation F(< (n%X(n)) = Tr(ﬁ 3 fournie par

>q (2.54)

Slock dans [104] et en considérant I'indépendance entre le signal d’entrée X (n) et erreur e(n), il
vient :

2
Oz 2

u2§TT<R) > q (2.55)

Comme dans le cas du LMS, le nombre de bits minimum assurant une convergence correcte
de I'algorithme est ainsi déterminée.

Erreur quadratique moyenne ’algorithme NLMS en virgule fixe Un modéle est proposé
par Chang dans [20]. Ce modéle s’intéresse a l'erreur quadratique moyenne de 1'algorithme NLMS
en précision finie. Pour cela, une méthodologie identique & celle présentée dans [19] est utilisée.
L’erreur quadratique en virgule fixe £’ est dans ce cas la somme de l'erreur quadratique en précision
infinie et de la puissance du bruit.

fl _ Jmin

N
SIS T e
P min Y 1 )02
1— ”Zg:l m i—1 2Tr(Rayz) — phi” @
N NoZ + 2 E(f(X(n)*) (|Wopt|IP03 + 0§ + 07) T (Raa) + Np?E(f(X (n))?) 0 Jmin 2

2uE(f(X(n))?) — W2 E(f(X(n))*)Tr(Rea) !
(2.56)

+ (HVVozthz+

ou f(X(n)) = m correspond & la fonction de normalisation. Cette equation est complexe
& mettre en ceuvre mais donne des résultats satisfaisants en terme de qualité de 'estimation de
la puissance du bruit |20].
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Autres algorithmes transversaux du gradient

Pour prévenir les problémes de stabilité occasionnés par la virgule fixe, un nouveau type
d’algorithme a été créé correspondant a l’algorithme Leaky-LMS [71]. La seule différence avec
I’algorithme LMS vient de la mise & jour des coefficients effectuée a ’aide de ’équation suivante:

W(n+1) =AW (n)+ pe(n)X(n) (2.57)

ol A est une constante comprise entre 0 et 1. Son implementation est étudiée en [38] et 'influence
de la virgule fixe est vue en [120]. Ce modéle se base sur la conservation de I’énergie. Il fournit
une étude de l'erreur quadratique a posteriori. Cette étude généralisable & tous les algorithmes
du gradient reste néanmoins complexe en termes mathématiques.

Un autre algorithme utilisé est ’algorithme du signe [13], pour lequel la mise & jour des coeffi-
cients est faite en prenant le signe de I'erreur. Cette variante de ’algorithme LMS est plus simple &
mettre en ceuvre mais la vitesse de convergence est plus importante. Deux études sur son compor-
tement sont faites en [69] et [41]. Une autre est effectuée en [31] ou une modélisation non-linéaire
de l'opérateur signe est utilisée. Une étude de 'influence en précision finie est présentée en [101]
dans laquelle une analyse de 'opérateur ’signe’ est effectuée. Cet algorithme présente I'intérét
de supprimer la multiplication au niveau de la mise & jour des coefficients mais la convergence
est beaucoup plus lente. Une autre variante appelé sign-sign algorithm existe [39],[40]. Pour cet
algorithme, la mise & jour est faite en prenant également le signe des données d’entrées simplifiant
encore son implémentation. La complexité est encore réduite mais le temps de convergence en est
rallongé.

Les signaux non-stationnaires rendent les algorithmes précédents moins robustes. Pour ré-
soudre ce probléme, l'algorithme Least-Mean-Fourth (LMF), dans lequel la fonction & minimiser
est le moment d’ordre 4 de l'erreur, a été créé [119].

J(n) = e*(n) (2.58)

Cet algorithme est beaucoup plus intéressant pour les signaux non-stationnaires en terme de
convergence. Néanmoins les études analytiques concernant cet algorithme sont difficiles a mettre
en ceuvre.

Un autre algorithme est le Constant Modulus Algorithm (CMA) [48] ou la fonction de coiit
est différente de celle rencontrée dans les algorithmes LMS ou NLMS. Celui-ci est introduit car il
est plus robuste que le LMS dans le cadre d’une égalisation aveugle. Son critére d’erreur est égal
a [y — |y(n)?]]. L'implantation de cet algorithme est étudié dans [53].

Filtres en treillis

Ce type de filtres basés sur la récurrence d’ordre sont définis en [52|. Ces filtres peuvent étre
basés soit sur la méthode du gradient soit sur celle des moindres carrés. Pour les algorithmes basés
sur la méthode du gradient, une étude de leur comportement en précision infinie est donnée dans
[105] et [55]. Leur implémentation est souvent utilisée dans des domaines tels que I'annulation
de bruit ou I’égalisation [94]. Leur implementation en précision finie est étudiée dans [70] et [95].
Ces études montrent que l'erreur quadratique en précision finie est inversement proportionnelle
au parameétre de convergence définissant la mise & jour du coeflicient entre deux états. De plus,
les signaux corrélés introduisent plus de bruits que les signaux faiblement corrélés.

2.1.2 Algorithmes des moindres carrés

Dans cette partie, ’étude des algorithmes des moindres carrés est effectuée. L’erreur quadra-
tique & minimiser est donnée par I’expression suivante:
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J(n) = En: AR e2 (k) (2.59)
k=0

L’algorithme le plus utilisé est I'algorithme RLS (Recursive Least Square) étudié dans la partie
suivante.

Algorithme RLS

L’algorithme RLS utilise une inversion de matrice implémentée de maniére récursive, d’otl son
nom. Il est défini dans [52]|. Son implantation en précision finie est représentée sur la figure 2.5.

X (n) X(n-j) y?‘ X (n-N+1) Filtrage

wi(n), Wi

Fi1G. 2.5 — Schéma du filtre RLS en virgule fize

Ses équations en précision finie sont les suivantes :

W (n+1) = W' (n) +Ak:’(n)e'(n)X’(n) +6(n)e'(n) +v(n)
e(n) = y'(n)—y(n)
!/ n)

y(n) = W'n)X'(n)+n(n) (2.60)

avec 0(n) le bruit généré par la multiplication entre les données d’entrée X’(n) et le vecteur
gain k’(n), décomposé de la fagon suivante :

W B A P/(n—1)
) = T TX )P (- DX ()
P'(n) = MN'P'n—1) - X)X (n)P'(n—1) (2.61)

Le terme P’(n), calculé récursivement, désigne l'inverse de la matrice d’autocorrélation des
données d’entrée et \ désigne la facteur d’oubli de valeur positive inférieure ou égale a 1.

Ainsi, il est clair que la principale difficulté vient de la détermination du vecteur k'(n) plus
complexe que dans le cas des algorithmes du gradient. Dans [65], 'auteur étudie I'accumulation
des erreurs d’arrondi non-linéaires. Cette analyse permet de fournir les bornes de l'erreur et
déterminent les conditions sur celles-ci assurant la stabilité du systéme.

Convergence de l’algorithme RLS Pour assurer le bon fonctionnement de 'algorithme, il
est nécessaire d’avoir une mise a jour correcte des coefficients. D’aprés [4], une évolution correcte
des coeflicients est obtenue si:

K'(n)e'(n)z'(n) > q (2.62)
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ou ¢ est le pas de quantification du codage lié¢ aux coeflicients. En passant & la puissance, et en
supposant l'indépendance entre l'erreur e(n) et le gain k(n), le résultat suivant est obtenu :

E(k(n)*)éos > ¢° (2.63)

Cette équation permet de déterminer le nombre minimal de bits assurant une mise a jour des
coefficients.

Erreur quadratique moyenne de Dlalgorithme RLS Le calcul de l'erreur quadratique
moyenne dans le cadre d’une implémentation en précision finie est proposé dans [4], [1] et [2].
Ce modéle ne prend pas en compte le bruit sur le signal d’entrée (X'(n) = X(n)) et tous les
bruits sont considérés comme étant blancs et centrés. Soit ¢(n) I’écart entre la valeur courante
des coefficients W'(n) et leur valeur optimale Wop;.

¢(n) = W/(n) — Wopt (2.64)
Les relations de récurrence suivantes sont obtenues :

¢(n) = (In—K(n)X(n)X"(n)d(n —1)+v(n)
=K' (n)X(n)n(n) +y(n)
¢(n) = X'(n)d(n)—n(n) (2.65)

=
3
|

Ainsi, lerreur quadratique moyenne £’ est donnée par

= E (X"(n)¢(n)¢'(n)X(n)) +o

( (2.66)
Tr(Ry:Ry) + ag

2
n

oit Ry = E(¢(n)¢!(n)). Si le signal d’entrée est blanc, en notant T7(Ry) = E(||¢(n)|?) alors cela
aboutit a I’expression suivante :

¢ =arB(|6(n)]?) + oy (2.67)

Ensuite, une étude est faite pour déterminer E(||¢(n)||?) et conduit & 'expression suivante :

0'2 0'2
B(lomI?) = 255N + 5N 1 - NG (2.69)

ot 02 désigne la variance du bruit associé a k/(n). La difficulté est de déterminer cette valeur.
Pour tenter d’y répondre, une approche est proposée dans [52]. Ce modéle permet de donner
I’expression de l'erreur quadratique moyenne de l'algorithme RLS en précision finie mais valable
uniquement pour la loi de quantification par arrondi convergent.

Filtres en treillis

Les filtres en treillis des moindres carrés sont définis en [52| et [98]. De plus, il existe de
nombreuses variantes de ce type de filtre [42]. Ceux-ci ont une structure identique aux filtres du
gradient mais 'algorithme est différent. Une étude de leur implémentation en précision finie est
proposée dans [92]|. Elle étudie la propagation des bruits dans le systéme ainsi que linfluence
de chacun d’eux. Elle illustre le fait que le bruit augmente quand le facteur d’oubli tend vers 1.
Néanmoins, le cas ou le facteur d’oubli est égal a 1 n’est pas pris en compte.
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Autres filtres

D’autres études existent pour les algorithmes particuliers des moindres carrés. Pour accélérer
la convergence de ces algorithmes, des versions rapides ont été introduites [25]. Dans [12], auteur
étudie la propagation des erreurs dans le systéme et leur influence sur sa stabilité. Une structure
de larchitecture en est déduite dans [121] assurant I’absence de débordement. Dans [11], 'auteur
développe une réalisation compléte de la version rapide QR-RLS. Cette version se base sur une
décomposition QR utilisant des rotations. Son implantation en précision finie est présentée dans
[36]. Néanmoins, les calculs sont trés complexes et le papier est difficilement accessible.

Une autre version rapide est le Scaled Tangent Rotations RLS (STAR-RLS). Dans [84], I'in-
fluence de la précision finie et de la précision infinie sur cette variante est étudiée. Cependant, les
calculs sont difficilement accessibles.

2.1.3 Conclusion

Dans cette partie ont été présentés les différents algorithmes adaptatifs existants ainsi que
leurs études en précision finie. D’une maniére plus générale, dans [24], 'auteur regarde U'influence
de la précision finie sur les filtres adaptatifs de maniére générale notamment en termes de stabilité.
Des contraintes sont fixées pour assurer la stabilité des systémes. L’influence de la précision finie
est trés importante sur les systémes et des études sur la convergence et 'erreur quadratique sont
faites pour la plupart des filtres adaptatifs. Cependant, les différents modéles existants ne prennent
pas en compte la moyenne des bruits générés. Or lors d'une quantification par troncature, cette
moyenne n’est pas nulle. L’utilisation de ces modéles est donc limitée.

2.2 Proposition de nouveaux modéles pour les algorithmes du gra-
dient

Dans cette partie, 'expression analytique de la puissance du bruit en sortie des filtres adap-
tatifs est présentée. Celle-ci est définie pour les algorithmes du gradient introduits dans la partie
précédente.

2.2.1 Algorithme LMS

Dans cette section, le calcul de la puissance du bruit en sortie de I’algorithme LMS est présenté.
Ainsi, pouvoir déterminer de maniére analytique la puissance du bruit de quantification en sortie
du systéme permet d’analyser le comportement de I’algorithme implémenté en virgule fixe [88].
Le filtre LMS est présenté sur la figure 2.6. Le bruit en sortie du filtre défini par ’écart entre la
sortie du filtre en précision finie et celle en précision infinie est étudié. La loi de quantification est
quelconque (troncature ou arrondi) afin d’étudier le cas le plus général. Une étude de I'influence
de la précision finie sur la convergence a été présentée dans la partie précédente. Ces approches
ne sont valables que pour une loi de quantification par arrondi convergent. L’étude développée ci-
dessous est valide pour toutes les lois de quantification. Cette étude est effectuée a 1’état stable du
filtre. En effet, la sortie du filtre est exploitable une fois la convergence des coefficients effectuée.

Le bruit de quantification b,(n) en sortie du systéme correspond & la différence entre la sortie
du systéme §'(n) en précision finie et §(n) celle en précision infinie:

by(n) =i (n) = §(n) (2.69)

Soit X (n) = [z(n)z(n—1)...z(n — N + 1)]* le vecteur de taille N des données d’entrée et a(n)
son vecteur bruit associé. Le terme W (n) = [wo(n)....wy_1(n)]* désigne le vecteur de coefficients
et le vecteur p(n) représente 1'écart entre les coefficients W' (n) en précision finie et W(n) ceux en
précision infinie. Le bruit n(n) fait référence a 'ensemble des bruits générés dans le FIR. 11 est lié
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|?| x'(n-j) E'_EL?_—N+1) Filtrage

w,(n) w;(n) W,.(n)
X )
m v, (n) [Q]v.(m)
D

Adaptation

F1G. 2.6 — Filtre LMS en précision finie

a tous les bruits générés dans le filtre. En développant de la méme fagon que dans la partie 2.1.1,
le bruit de sortie b, (n) s’écrit alors sous la forme:

by(n) = p'(n) X (n) + o' ()W (n) + n(n) (2.70)

L’objectif étant de déterminer la puissance du bruit, le moment d’ordre deux du bruit b,
est calculé. Les termes croisés, correspondant au produit de deux termes de bruits, peuvent étre
négligés car trés faibles devant les autres termes. L’expression suivante est obtenue.

E(by(n)) = E(a'(n)W (n))* + E(p'(n)X (n))* + E(n(n)) (2.71)

Le bruit total est alors la somme de trois bruits dont les expressions sont déterminées dans les
parties suivantes.

Calcul du terme E(a!(n)W(n))?

Le premier terme E(a!(n)W (n))? correspond au filtrage du bruit de quantification associé a
I'entrée. Soit W (n) = E(W(n)Wt(n)) et T'(n) = E(a(n)at(n)) deux matrices carrées de taille N
représentant les autocorrélations des coefficients W (n) et du bruit d’entrée a(n). En notant w;(n)
le i®™m¢ coefficient, la trace du produit de ces deux matrices aboutit au terme cherché comme le
montre I’équation (2.72).

- N N
- E (Z > <wi<n>wk<n>az<n>ak<n>>>
=1 k=1
N N (2.72)
=F <Z(wl(n)o¢z(n)) Z(wk(n)ak(n))>
i=1 k=1
=F <Z(wz(n)az(n))2
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Pour déterminer la valeur du terme E(af(n)W(n))?, le produit des deux matrices doit étre
calculé. Or, a(n) est le bruit généré par la quantification du signal d’entrée. Celui-ci est considéré
comme un bruit blanc. Sa matrice d’autocorrélation I'(n) s’écrit donc:

I'(n) = o’In + m21n (2.73)

ou In est la matrice identité de taille NV et 1n la matrice unitaire de taille N. Le terme m,,
désigne la moyenne du bruit a(n) et o2 sa variance. Ainsi, I'’équation (2.72) devient :

E(a!(n)W(n))? = o2Tr(E(W (n)W'(n))) + m2Tr(E(W (n)W'(n))1n) (2.74)

D’autre part, les termes Tr (E(W (n)W'(n))) et Tr(E(W (n)W'(n))1n) s'écrivent :

N
Tr(E(W(n)W(n))) = Z E(wi(n))

Tr(E(W(n)W'(n))1ln) = [Z E(w;(n))]? (2.75)

Aprés convergence, les coefficients W(n) sont trés proches des coefficients optimaux Wop.
Ainsi, 'approximation suivante W (n) ~ Wy, peut étre faite a 1'état stable. L’expression analy-
tique de ce bruit est alors égale a:

N N
Tr(W(n)E(n)) = 050 Y wip, +ma (Y wopt, ) (2.76)
i=1 i=1

e

avec Wopt; le i°¢ coefficient optimal du vecteur W,,:. En introduisant |]W0pt\|2 la puissance

N

des coefficients optimaux définie par |[Wop||* = >_ w2, la puissance du premier terme de bruit
i=1

est égale a:

N
E(W (n)'a(n))® = [Wopt|*o + mi (Y wopt, ) (2.77)
i=1

Ce bruit correspond au bruit d’entrée filtré par les coefficients optimaux.

Calcul du terme E(1n(n))?

Ce bruit représente le bruit présent en sortie du filtre 1ié aux bruits générés au sein du filtre.
Pour déterminer ce bruit, considérons I'implémentation du filtre représentée a la figure 2.7. Ce
terme est la somme des bruits en sortie de chaque multiplication v;(n) et du bruit de cadrage en
sortie v(n).

N—
n(n) = Z vi(n) +v(n) (2.78)

7=

—_

Les termes v;(n) dépendent du nombre de bits by, alloués a la sortie de la multiplication.
Si I'implémentation est faite en double précision (b = beoef + bin), aucun bruit n’est généré.
Le terme v(n) dépend du nombre de bits byqq en sortie du FIR. Si 'implémentation est faite en
simple précision bygq = bpuyit, ce bruit n’est pas présent. Dans le cas le plus général, n(n) est la
somme de ces différents bruits non-corrélés entre eux.

La moyenne m,, de n(n) est donnée par la relation suivante :
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Wiy (n) a
Q] vualm

y(n)
e
v(n) badd

FiGc. 2.7 — Schéma du FIR du LMS en précision finie

my = Nmy, +my, (2.79)
oil m,, et m,, désignent les moyennes des bruits v(n) et v(n). En notant o2 et o2 les variances
des bruits v(n) et v(n), la variance 0'% du bruit n(n) est donnée par I’expression suivante :
ag = No2 + o2 (2.80)
Alors, la puissance du bruit au niveau du filtre correspond & la somme de sa moyenne et de
sa variance comme indiquée dans 'expression (2.81).

E(n(n)*) =m} + o} (2.81)

Calcul du terme E(p'(n)X(n))?

Le terme E(p'(n)X (n))? correspond au bruit sur les coefficients. La principale difficulté pour
le calcul de ce bruit vient du fait que le terme p(n) ne correspond pas & un bruit de quantification.
Le point de départ utilisé est la récurrence de ce terme p(n). Celle-ci est explicitée ci-dessous. Les
termes €'(n), y(n) et S(n) désignent respectivement 'erreur en précision finie, le signal désiré en
précision infinie et son bruit associé. L’équation (2.14) est développée et aboutit a ’expression
suivante :

¢'(n) = =W"(n)X'(n) — n(n) +y(n) + B(n) (2.82)

Puis, en développant W' (n)X’(n) avec les termes de bruits et en négligeant le produit des
deux bruits a(n) et p(n), cela méne a:

¢(n) = =W)X (n) +y(n) —a'(m)W(n) — p'(n) X (n) — n(n) + B(n) (2.83)
e(n)

En soustrayant les équations de mise & jour des coefficients en précision finie et en précision
infinie, en intégrant I’équation (2.83) et en négligeant les termes d’ordre deux, I’expression de p(n)
s’exprime par la récurrence suivante:

p(n+1) =F(n)p(n) + B(n) (2.84)

ou
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F(n) =In — pX(n)X"(n) (2.85)

B(n) = —uX ()W (n)a(n) + pX (n) (B(n) — n(n)) + pa(n)e(n) +(n) (2.86)

Ainsi, une récurrence sur le terme p(n) est obtenue. Or, pour calculer ce deuxiéme bruit, p(n)
doit étre mis au carré en introduisant sa matrice d’autocorrélation P(n) = E(p(n)pt(n)).
L’équation (2.84) est transformée en introduisant P(n) conduisant a ’équation suivante :

P(n+1) = E(B(n)B'(n)) + E(F(n)p(n)B'(n)) + E(B(n)p' (n)F'(n)) + E(F(n)p(n)p' (n)F(n))

(2.87)
Les signaux étant réels et stationnaires, le terme F(n) est égal a son terme transposé. Cette équa-
tion est composée de quatre termes développés ci-dessous.

Le terme B(n) s’écrit
B(n) = —u [X(n)W'(n)a(n) + X (n) (B(n) = n(n)) + a(n)e(n)] +(n) (2.88)

Hypothése Hormis 7(n), tous les termes correspondent au produit de p par un terme de bruit.
Les valeurs de p étant en général inférieures & 1 ainsi que les puissances des signaux, I’hypothése
de prédominance de y(n) au sein de B(n) est faite conduisant a 'approximation suivante :

E(B(n)B'(n)) =~ E(y(n)y'(n)) (2.89)
Le deuxiéme terme E(F(n)p(n)B'(n)) de I'équation (2.87) se décompose de la fagon suivante :
E(F(n)p(n)B'(n)) = E(p(n)B'(n)) — nE (X (n) X" (n)p(n) B'(n))

Or, comme précédemment, B(n) peut étre approximé par le bruit blanc y(n). Ce terme est
donc indépendant de tous les autres termes contenus dans I’expression.

E(F(n)p(n)B'(n)) = E(p(n)E(Y'(n)) — nE (X (n) X' (n)p(n)) E(y'(n)) (2.90)

En repartant de ’équation (2.84) et en prenant l'espérance, les deux équations suivantes
peuvent étre déduites:

pE(X (n)X"(n)p(n)) = E(v(n)) (2.91)

-1 n

ot Ryy = E(X(n)X%(n)) est la matrice d’autocorrélation du signal d’entrée. Cette derniére ex-
pression est basée sur ’hypothése d’indépendance entre les données d’entrée X (n) et le vecteur
de bruit p(n).

(2.92)

En introduisant les équations (2.91) et (2.92), 'expression (2.90) donne:

R, E(v(n)E(y'(n)
W

Le terme E(B(n)p'(n)F(n)) est développé de la méme fagon que précédemment conduisant a
I’expression suivante :

E(F(n)p(n)B'(n)) = — E(y(n)E(Y'(n)) (2.93)

E(B(n)p' (n)F(n)) = — E(y(n))E(y'(n)) (2.94)



2.2 Proposition de nouveaux modéles pour les algorithmes du gradient 53

Dans ce paragraphe, l'expression E(F(n)p(n)p'(n)F(n)) est calculée. Le terme §;; désigne le
symbole de Kronecker défini de la fagon suivante :

1 sioi=j
5”_{ 0 s it (2.95)

Soit (i,7) € [1 : N]?. En utilisant le fait que F(n) = In — uX(n)X?(n), I'expression suivante
est développée.

N
ka<n>pk<n>pl<n>ﬂj<n>)

N
=F ( Z(éikz — pxi(n)x(n))pr(n)pi(n)(dy; — sz(n)xj(n)))
k=1

=1
N N
— E(pi(n)p;(n) — 13 E (ps(n)pi(m)zi(n)s(n) — 13 E (as(n)acy (n) i (m)py (m)
=1 k=1
N
12337 E (pu(n)pr(m)as (m)ar (m)i (n)e (n)

k=1 1=1
(2.96)

Le signal d’entrée X (n) est supposé indépendant du bruit sur les coefficients p(n). De plus,
en négligeant le terme en p2, faible devant les autres termes, I'’équation (2.97) est obtenue.

E (F(n)p(m)o! ())F(n)),, = Pis(n) — (R P())ij — 1(P(n) R )i (2.97)
L’équation (2.87) est développée avec les équations (2.89), (2.93), (2.94) et (2.97).

n t n —1
P(n+1) =P(n) — p(RyzP(n)) — p(P(n)Ray) + B ))ES )Ry (
N\ B 2.98)
+ R BOUDEOD oy 0)) B ) + B0 ()

Or al'état stable, P(n+1) = P(n), et en prenant la trace de cette égalité, 'expression suivante
est obtenue:

Tr (E(y(n))E(y'(n))Ry;

2uTr(ReeP(n)) = 2 ) 277 (E(v(n))E(y'(n))) + Tr (E(v(n)v'(n)))

i
(2.99)
Le premier terme Tr(Rz;P(n)) correspond au second terme de l'expression (2.71):
Tr(RzP(n)) = E(p'(n) X (n))? (2.100)
Les trois autres termes sont obtenus & partir des équations (2.101), (2.102) et (2.103).
N
Tr (E((n)E( (n)Rey) =m3 Y Y (R, (2.101)

Pour calculer ce terme, tous les éléments de la matrice R, sont sommés puis multipliés par
2

m5 (moyenne au carré de y(n)).

Tr (E(’y(n))E(’yt(n))) = Nm,zy (2.102)
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Ce terme correspond a N fois la moyenne au carré du bruit y(n).

Tr (E(fy(n)yt(n))) = N(mg + 03) (2.103)
Ce terme correspond a N fois la puissance du bruit y(n). Avec tous les termes développés,

I'équation (2.99) aboutit a:

S S (R:L)
=1k e +N('2Y ) (2.104)

E(p! ()X (m))? = m 1=

Calcul global

La puissance du bruit global b,(n) est la somme des trois puissances de bruits calculées pré-
cédemment :

M=

N
| kz ( a:a:;“) N(O'gf o m’Qy) ) )
5 + o +m;, + o, (2.105)

N
Pb = |[Wopt|*o2 + mi(z Wopt;)? + m?yl

=1
=1 K

Plusieurs termes sont nécessaires pour calculer 'expression. En premier lieu, trois bruits
doivent étre connus et tout particuliérement leurs moments d’ordre un et deux, a savoir le bruit
a(n) sur le signal d’entrée, v(n) au niveau de la multiplication et enfin n(n), le bruit a l'intérieur
du filtre. En second lieu, les coefficients optimaux doivent étre connus. Ils peuvent étre estimés en
prenant la moyenne des coefficients a 1’état stable. En effet, ceux-ci oscillent autour de la valeur
optimale [15]. Enfin, la matrice d’autocorrélation du signal d’entrée est nécessaire au calcul de la
puissance du bruit. Si le bruit se rapproche d’un bruit blanc, la matrice peut étre approchée par
une matrice diagonale (significative des bruits blancs), simplifiant ainsi les calculs. A I'opposé,
si le signal est trés corrélé, la matrice peut étre approximée par une matrice homogéne dans un
souci de simplification.

Cas de la quantification par arrondi Dans ce paragraphe, le cas d’'une quantification par
arrondi est plus spécifiquement étudié afin d’analyser les simplifications sur le calcul de la puissance
du bruit. Le bruit a(n) sur le signal d’entrée aura une moyenne nulle dans ce cas. Par contre,
n(n), le bruit associé au FIR, y(n), le bruit di a un cadrage et, a fortiori, p(n) n’auront pas
forcément une moyenne nulle. La moyenne de ces trois termes doit toujours étre prise en compte.
La puissance globale du bruit est définie par I’expression suivante :

N
1192::1( m’“ N(o
12

o8

2 m2)

+—2 Tt m2 4o (2.106)
20 n n

Dans le cas de la quantification par arrondi convergent. Les moyennes de tous les bruits de

quantification sont nulles. L’expression de la puissance du bruit est la suivante:

Pb= ”W0pt||2‘73 + mzz

No 2

Pb = |Wop P02 + —2 o 1 +o7 (2.107)
L’utilisation de 'arrondi convergent simplifie énormément I'expression. D’ailleurs, 'utilisation
de cet arrondi permet de comparer avec les autres modéles déja proposés et s’appliquant seulement
dans ce cadre. Cette expression ne fait pas intervenir les moyennes des bruits. L’expression générale
(2.105) de la puissance du bruit en sortie du systéme en prenant en compte les moyennes des
bruits est bien plus complexe. Elle justifie sa mise en ceuvre dans le cas d’une loi de quantification
quelconque par rapport aux modéles développés dans la partie précédente et valable uniquement
pour arrondi convergent. Le modéle proposé est plus général et permet de modéliser la puissance

du bruit dans le cas d’une quantification par troncature notamment.
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2.2.2 Algorithme Leaky LMS

Lors d’une implémentation en précision finie, des risques de dépassements existent au niveau
des coefficients et de leur mise & jour. Pour éviter ce probléme I'algorithme Leaky-LMS est intro-
duit. La mise & jour des coefficients est faite selon 1’équation :

W(n+1) =AW (n)+ pe(n)X(n) (2.108)

ol A est une constante comprise entre 0 et 1 appelée coefficient de leakage. Le calcul de la
puissance du bruit est fait pour cet algorithme. Par rapport au LMS, seule la mise a jour des
coeflicients différe. De ce fait, seul le bruit lié a ceux-ci varie. L’équation de récurrence sur le bruit
lié aux coefficients est donné par la relation suivante :

p(n+1) =F(n)p(n) + B(n) (2.109)

avec

F(n) = Mn — uX(n)X'(n) (2.110)

B(n) = —pX (n)W(n)a(n) + pX (n)(B(n) — n(n)) + pa(n)e(n) +~(n) + ¢(n) (2.111)

ol ¢(n) représente les bruits généré par la multiplication des coefficients par le coefficient
de leakage A. Le terme (n) ne prédomine pas forcément par rapport a ¢(n). L’hypothése de
prédominance de y(n) n’est pas prise en compte ici. La matrice P(n) d’autocorrélation du bruit
p(n) est égale a:

E(B(n))E(B"(n)) Rz,

P(n+1) = AP (n) — Au(RewP (1)) — Au(P(n)Ray) +
a (2.112)
—2E(B(n))E(B(n)) + E(B(n)B(n))

. Rey E(B(n)) E(B(n))
I

Avec le méme développement que pour le LMS, la puissance du bruit lié aux coefficients est
donnée par I'expression suivante :

B! (m)X (m))? = Tr (((1 ~ )y + 200R,., )

[Nang +m (1= NIn+ pRee ) (14 A)In - iRy ) (1NRM)D (2.113)

Cette expression permet d’établir la puissance du bruit en sortie du Leaky-LMS. En prenant
A =1, Pexpression de la puissance du bruit lié aux coefficients pour le LMS est retrouvée.

2.2.3 Algorithme NLMS

Dans cette partie, un modéle d’évaluation de la précision pour 'algorithme NLMS est déve-
loppé. La puissance du bruit généré en sortie du systéme est calculée comme pour 1’algorithme
LMS. Le schéma du systéme est présenté sur la figure 2.8. Par rapport au LMS, la seule différence
est au niveau du gain. Pour le LMS, celui-ci est défini par le pas d’adaptation p alors que pour le
NLMS, le gain en précision finie k’(n) est défini par la relation suivante :

K (n) = m (2.114)
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Adaptation

F1G. 2.8 — Filtre NLMS en précision finie

La propagation des bruits au sein de ce gain k'(n) est étudiée en [76]. Le bruit v(n) en sortie
du gain k'(n) est généré par la propagation du bruit d’entrée a(n) au sein de celui-ci. Le bruit en
sortie v(n) est défini par la relation suivante:

) = 2 LX)
(X"(n)X"(n))

En pratique, pour simplifier 'implantation et éviter une division, la normalisation est effectuée
en approchant le terme de normalisation par la puissance de deux la plus proche. Cette approche
ne génére pas de nouveau bruit mais assure la propagation du bruit a(n) en son sein. Ensuite, la
méthode appliquée est la méme que pour le LMS. Seuls deux éléments différent. Tout d’abord,
un nouveau bruit v(n) apparait dans le systéme. Ensuite, le gain n’est plus p mais m
Ainsi tous les termes p sont modifiés dans I'expression de la puissance du bruit. L’équation (2.84)
développée pour le LMS devient dans le cas du NLMS.

(2.115)

p(n+1) =F(n)p(n) + B(n) (2.116)
ou: F(n)=1In— u%
B) =~y YW ma(n) + greses X () - n(n)
g e + e + () (2.117)
Slock dans [104] fournit I’égalité suivante E (X(n)Xt(")) = ~Bar Lo terme B(n) contient un

: Al XXt (n)) = Tr(Rao)
nouveau terme lié & la normalisation. Ce nouveau terme est pris en compte dans le modéle. En

introduisant le terme & désignant ’erreur quadratique ainsi que la relation précédente, ’expression
finale de la puissance du bruit est la suivante :

N
N 2 k; (Riay,)
Pb = |[Wopt|*0% +ma (D wopr,)? + m3Tr(Rey ) ———5——
i=1 H (2.118)
N(02 —m2) + T (E(y(n)yt(n)))

21

M=

+ Tr(Raz) +mj + o
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Le terme T'r (E ((V(n)ut(n)))> est déterminé dans [76]. La principale différence entre le LMS
et le NLMS vient de la normalisation assurant la convergence de ’algorithme pour p € [0,2].
Pour ce faire, le pas d’adaptation est divisé par la trace de R;,. Ceci est repris dans I’équation
précédente. En effet, celle-ci est identique par rapport & celle du LMS excepté que le pas u est
normalisé par Tr(Ry,).

2.2.4 Algorithmes de Projection Affine (APA)

Dans cette partie, un autre type d’algorithme correspondant aux Algorithmes de Projection
Affine (APA) est étudié [81]. Ces algorithmes sont dérivés du NLMS pour avoir une convergence
plus rapide. Pour un pas d’adaptation g = 1, 'algorithme NLMS annule une erreur a posteriori.

y(n) — Whn +1)X(n) =0 (2.119)

Les algorithmes APA permettent d’annuler K erreurs a posteriori pour pu = 1.

yn—i+1) = Win+1)X(n—i+1)=0pouric [l: K] (2.120)

Les équations régissant cet algorithme sont les suivantes:

¢(n) = Y(n)—X"(n)W(n)
Wn+1) = W(n)+ pXn)[X(n)X(n) + 0Ik] " *¢(n) (2.121)

ou X (n) représente le vecteur de taille N des données d’entrée [z(n),x(n —1),...x(n — N +1)]* et
X(n) est la matrice de taille NxK des K derniers vecteurs d’observation X(n) = [X(n),X(n —
1),...X(n—K+1)]. Ainsi, le signal d’entrée n’est plus seulement le vecteur X (n) comme précédem-
ment mais la matrice X(n) contenant les K derniers vecteurs d’observation. Les termes Y'(n) et
((n) représentent respectivement, le signal désiré et I'erreur commise et sont des vecteurs de taille
K. La principale difficulté correspond a l'inversion de la matrice. Une version appelée NLMS-
OCF de ce type d’algorithmes est développée pour résoudre ce probléme. Dans cette version, les
vecteurs d’entrée sont traités de facon a étre orthogonaux entre eux. La matrice X!(n)X(n) est
alors diagonale et I'inversion de celle-ci n’est plus nécessaire.

Soit V'(n) le vecteur d’écart des coefficients par rapport au coefficients optimaux.
Vi(n) =W(n) — Wop (2.122)

Alors le signal désiré peut s’écrire :

Y (n) = X' (n)Wep + U(n) (2.123)

ot U(n) est un vecteur bruit. Alors, la mise a jour du vecteur V(n) donne:

Vin+1) = Gn)V(n) + I(n)U(n) (2.124)

avec G(n) = In — uX(n)[X (n)X(n)]7'X!(n) et J(n) = puX(n)[X!(n)X(n)]~!. Cette mise a
jour équivaut a projeter le vecteur d’écart V(n) sur un espace affine (défini par les vecteurs co-
lonnes de G(n)) orthogonal & l'espace constitué par les vecteurs colonnes de la matrice X(n)
pour p = 1. Ainsi, ces algorithmes sont appelés algorithmes de projection affine. Cette projection
permet d’avoir un temps de convergence plus rapide. Pour mieux comprendre, une interprétation
géométrique peut étre faite [79]. Soit I'hyperplan II,, = {W € RY /y(n) — W!X (n) = 0}. L’algo-
rithme NLMS permet de construire une suite de vecteurs {WW(n),n > 0} convergeant vers le filtre
optimal W,,;. Par définition, ce filtre optimal appartient & intersection de tous les hyperplans
{II(n),n > 0}. Ainsi, le NLMS projette le vecteur W (n — 1) sur II(n) colinéairement & X (n) pour
obtenir W (n) vérifiant ||V (n + 1)|| < ||V (n)||. La vitesse de convergence est liée & ’angle entre
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les hyperplans II(n — 1) et II(n) correspondant a la corrélation entre X (n — 1) et X(n). Dans le

K—1
cas de ’APA la projection est faite en direction de l'intersection des K hyperplans () II(n — ).
i=0
Cette projection permet de réduire la norme de V(n) et donc d’accroitre la vitesse de convergence
de lalgorithme. Des études plus détaillées sont présentées dans [93] et [96]. Celles-ci étudient son

temps de convergence en particulier pour la version NLMS-OCF.

Algorithme APA en précision finie

Dans cette partie, ’étude de ’APA en précision finie est faite et un modéle pour 1’évaluation
de sa précision est proposé [89]. En effet, & notre connaissance, aucun modéle n’a été proposé pour
étudier le comportement des algorithmes APA en virgule fixe. Le modéle de ’APA en précision
finie est le suivant :

((n) = Y'(n)=X"(m)W(n) - n(n)
W' (in+1) = W'(n)+ X' ()X (n)X'(n) + 6Ik] ¢ (n) + v(n) (2.125)
ot X' (n) représente le vecteur de taille N des données d’entrée quantifiées [2/(n),'(n—1),...2"(n—

N +1)]t. Le terme X'(n) désigne la matrice de taille NxK des K derniers vecteurs d’ observatlon
X'(n) = [2'(n),2’(n—1),...2"(n— K +1)]. Les termes Y'(n) et ¢/(n) représentent respectivement, le
signal désiré quantifié et l erreur commise quantifiée et sont des vecteurs de taille K. La constante §
permet de rendre réguliere la matrice X (n)/tX '(n) et est supposée étre une somme de puissance de
2. Le terme y(n) est un vecteur bruit de taille N da au calcul de X'(n)[Xt(n)X'(n)+0Ix] ¢ (n).
Le terme 7(n) est un vecteur bruit de taille K généré par le filtre. Les autres bruits de quantification
sont exprimés a 'aide des équations suivantes:

X'(n) = X(n)+ a(n)
Y'(n) = Y(n)+B(n)
| = [X{(n)X(n)+ k]t +v(n)
(n) = W(n)+pn) (2.126)

Le bruit a(n) est une matrice de taille NxK.

Puissance du bruit

L’objectif de cette partie est d’estimer analytiquement la puissance du bruit généré dans le
systéme. Celle-ci est déterminée en suivant la méme démarche que dans le cas du NLMS et du
LMS et en négligeant les produits des termes de bruit.

TrBB,(mBym)] = Tr(E[(X )W (n) +n(n) - X)W (n))

(X W) 4 0t - X))
— Tr [ (0! ()W) e ()W ()')]
T [B (K () (K (n)p(m)))] + T [B ()’ (m))] (2:127)

La puissance du bruit global est donc la somme de trois termes développés dans la suite.
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Bruit d’entrée Le premier terme de 1'équation (2.127) est donné par la propagation du bruit
d’entrée a(n) a travers le systéme selon I'expression suivante :

B.(n) = o' (n)W(n) (2.128)

Or, I’égalité suivante est vérifiée comme dans le cas du LMS:
Tr(E(By(n)BL(n))) = Tr (E(a(n)at(n))E(W(n)wf(n))) (2.129)

En approximant a l'état stable les coefficients W (n) par les coefficients optimaux W, et
sachant que a(n) est un bruit blanc, la puissance du premier terme est égale a:

N-1 N-1 2
Tr (E (By(n)BL(n))) = Ko? Z wﬁm + Km?2, (Z wopti> (2.130)
=0 =0

Bruit lié aux coefficients Le bruit B, (n) lié¢ aux coefficients est le deuxiéme terme de I’équa-
tion (2.127) et est égal a:

By(n) = Xt (n)p(n) (2.131)

En écrivant P(n) = E(p(n)p'(n)) et en supposant la non-corrélation entre le vecteur bruit
p(n) et les données d’entrée X(n) comme dans le cas du LMS, la puissance de ce terme est donnée
par la relation suivante :

Tr(E(Bw(n)B (n))) = Tr (E(X(n)xt(n))P(n)) (2.132)

Or, depuis les équations (2.125), (2.126) et 'equation de mise a jour des coefficients en précision
infinie, la récursion suivante peut étre écrite :

p(n+1) =F(n)p(n) + B(n) (2.133)

avec

F(n) = In — pX(n)[ X (n)X(n)] 71X (n) (2.134)

B(n) = ~(n)+pX(n)[X! (n)X(n)] " (B(n) —n(n)) + pe(n)[X' ()X (n)] "¢ (n)
+ pX(n)r(n)¢(n) — pX(n)[X (n)X(n)] " o ()W (n) (2.135)

En supposant qu’a I’état stable, P(n + 1) = P(n), et avec B(n) = E(B(n)B!(n)), I'équation
(2.133) conduit a:

-1

Tr(E(X(n)Xt(n))P(n)> - Tr(E(X(n)Xt(n))(IN—E(F(n)F(n)t)) [B(n)

+ 2E(F(n))(IN—E(F(n)))_IE(B(H))E(Bt(n))]) (2.136)

Les termes E(F(n)F(n)!), E(F(n)) et E(X(n)X!(n)) peuvent étre estimés facilement par une
simulation en virgule flottante. Ces termes ne font pas intervenir de termes de bruits. Ainsi une
seule simulation virgule flottante est nécessaire pour obtenir la valeur de ces termes. Les autres
termes peuvent étre développés en séparant les termes de bruit et les signaux tel que détaillé dans
[89] et repris dans Iexpression suivante :
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= pX(n)[X" (n)X(n)] "t ()W (n) (2.137)

Bruit généré par le filtre Le bruit n(n) généré par le filtre est un vecteur de taille K. En

notant m, sa moyenne, a,% sa variance, la trace de sa matrice d’autocorrélation est égale a:

Tr(E(n(n)n(n)") = K(m2 + o2) (2.138)

Puissance du bruit En utilisant les équations (2.130), (2.136) et (2.138), la puissance du bruit
global en sortie du systéme est donnée par ’expression suivante:

N

-1 N-1
Tr[E(By(n)B,(n))] = K (Uﬁ > Wopr, A MY wopt,)” 4 myy + U?,)

1=0 =0

+Tr (E (X(n)Xt(n)> (IN - E(F(n)Ft(n))> o (2.139)

{B<n> +2B(F(n)) (In - E(F(n))) E(B(n))E(B%n»D

Un modéle analytique de la puissance du bruit en sortie du systéme a donc été présenté. Cette
expression définit la puissance du bruit en sortie de 'application. Le bruit de sortie est un vecteur
de taille K. Or, en pratique, seul le premier terme de ce vecteur a un intérét. En effet, ce terme
de bruit correspond a I’échantillon de sortie 37’ (n) du filtre a 'instant n. Cet échantillon de sortie
permet d’approcher au mieux la séquence désirée y'(n). Les autres échantillons du vecteur de
sortie du filtre servent uniquement dans la mise & jour des coefficients. De ce fait, en pratique,
la puissance du bruit en sortie de I'application se résume a la puissance du bruit sur le premier
échantillon du vecteur de sortie Y’(n). La puissance utile du bruit en sortie se retrouve alors
dans D'expression précédente. Elle correspond au premier terme de la matrice E(By(n)Bj(n)). La
puissance utile P, est alors définie par la relation suivante :

N—-1 N-—1
2 2 2 2 2 2
PU:Ua E wopti—i_ma(E :wopti) +mn+gn
1=0 i=0

+(B(XmX ) (1x ~ BE@F @) (2.140)

-1

B(n) + 2E(F(n)) (In — E(F(n)) E(B(n))E(B%n))D

(L,1)

ou le terme (1,1) désigne le premier terme de la matrice. Les deux premiers termes de cette
expression sont divisés par K pour établir I'expression de la puissance utile du bruit en sortie.
Dans la prochaine partie, ’expression de la puissance du bruit de sortie est développée dans le
cas de l'algorithme NLMS-OCF.
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Algorithme NLMS-OCF

L’objectif de cette partie est d’appliquer le modéle précédent & ’algorithme NLMS-OCF. Cet
algorithme est un algorithme de projection affine dans lequel les K derniéres observations sont
orthogonales. Dans un souci de simplification, X (n) est supposé centré et o2 désigne la variance
d’un échantillon,

Le terme E(X(n) (Xt(n)X(n))_lXt(n)) peut étre approché par:

_ K
E<X(n)(Xt(n)X(n)) 1Xt(n)> ~ TN (2.141)
Bruit lié aux coefficients dans le NLMS-OCF Chaque terme de I’équation (2.136) peut
étre simplifié de la fagon suivante:

(IN—E(F(n)Ft(n))> ~ (2M—M2)%IN (2.142)
E(X(n)X'(n)) ~ Ko2In (2.143)
(I~ E(F() ~ pidx (2.144)

En utilisant I’équation (2.136) et en remplagant par les relations précédentes, le bruit di aux
coefficients est égal a:

Tr(B(X(n)X (1) P(n))
= i [Tr(B) + 2R T (B(B () E(B' ()| (2.145)

Les termes Tr(B(n)) et Tr(E(B(n))E(B!(n))) doivent étre calculés pour déterminer com-
plétement le bruit di aux coeflicients. Soit Rp, la matrice d’autocorrélation de chacun des cinq
termes B;(n) de l'expression (2.137). Ces cing termes de bruits sont non-corrélés car ils dépendent
de sources de bruit différentes donc indépendantes. Le terme Tr(B(n)) est exprimé en fonction
de ces bruits dans ’équation suivante:

5
Tr(B(n)) =Y Tr(Rg,) (2.146)
i=1
Par la suite, chaque terme Rp, est développé.

Tr(Rp,) = Tr(E(y(n)y'(n))) = K*Nm? + KNo? (2.147)

Ici, Bi(n) peut étre considéré comme la somme de K bruits non-corrélés avec la méme densité
de probabilité.

Tr(Rp,) = u°Tr

<(O’% + O'%)IN + (m% + m%)lN)

<E <X(n) [X!(n)X(n)] _QXt(n)) )] (2.148)

1
N¢y+ N(N —1)o

T

= Ku*(B(6%) + B(1))

ol ¢, est le kurtosis du signal d’entrée x(n). Le terme Ba(n) peut étre exprimé comme la somme
de K bruits.
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(E([X%n)X(n)]‘1c<n><<n>t[X%n)xw]*))] (2.149)

- K 20 2 2
Hoa + M) N = 1ol
Le terme B3(n) est également la somme de K bruits de moyenne nulle car {(n) est centré. Le
terme £ désigne lerreur quadratique. Les deux derniers termes By(n) et Bs(n) peuvent étre déve-
loppés de la méme fagon. Ensuite, Tr(E(B(n))E(B(n)!)) doit étre développé. Le terme E(B(n))
est égal a:

E(B(n)) = [Km,,Km.,... Km," (2.150)
Donc Tr(E(B(n))E(B(n)?)) est défini par la relation suivante:

Tr(E(B(n))E(B(n)") = NK*m?2 (2.151)

Ce terme peut étre interprété comme la somme de K sources de bruit. Ainsi, chaque terme du
NLMS-OCF (Bi, Bz, Bs, By et Bs) est la somme de K bruits. Dans le cas o seule la puissance
du bruit utile en sortie de I'application est considérée, le facteur K disparait. La puissance utile
du bruit en sortie de ’APA est alors égale a la puissance du bruit en sortie du NLMS.

Bruit lié aux données dans le NLMS-OCF Dans le NLMS-OCF, comme dans 1’équation
(2.130), le bruit lié aux données est égal a:

N-1 N-1
Tr(E(a(n)al (n)W(n))) = Koo Y why, + Kmi(D | wop,)? (2.152)
i=0 i=0
La valeur de la puissance utile est représentée par I'expression précédente divisée par K.

Bruit lié au filtre dans le NLMS-OCF Comme dans l’équation (2.138), la puissance du
bruit 1ié¢ au calcul du filtre est égale a:

Tr(E(n(n)n(n)") = K(m2 + o2) (2.153)

Dans cette partie, le bruit généré dans l'algorithme NLMS-OCF a été calculé. En analysant
les résultats et en comparant au NLMS , la puissance du bruit généré dans le NLMS-OCF est égal
a K fois la puissance du bruit généré dans le NLMS. Le NLMS-OCF peut étre considéré comme
un NLMS d’ordre K. Si la puissance utile est étudiée, la puissance du bruit est égale a celle du
NLMS.

Conclusion

Dans cette partie le calcul de la puissance du bruit a été présenté pour les algorithmes de
projection affine. Le calcul est plus complexe car les principales données & traiter sont matricielles
et non plus vectorielles comme dans le cas du NLMS. Néanmoins, en ne prenant en compte que la
puissance utile du bruit lié & la valeur en sortie du systéme, ’expression est plus simple. D’ailleurs,
dans le cas du NLMS-OCF, la puissance utile est égale a la puissance du bruit en sortie du NLMS.
Ces matrices sont de tailles NxK pour K < N. Dans le cas ou K = N, le cas des algorithmes des
moindres carrés est retrouvé. De ce fait, les algorithmes de projection affine sont définis comme
faisant le lien entre le NLMS et les algorithmes des moindres carrés.
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2.2.5 Généralisation du modéle

Les quatre algorithmes du gradient traités précédemment sont trés proches les uns des autres.
De ce fait, un modéle général de calcul de la puissance du bruit pour ceux-ci peut étre établi. Elle
s’exprime sous la forme suivante:

N—-1 N—-1
Tr(E(by(n)b(n)) = 02> why, +m2(Y_ wep,)? +m? + o
1=0 =0

-1
+ Tr(((l — \)IN + 2uf(X(n))ARm> : [Nang + m} ((1 - MNIn

+ uf(X(n)Ras ) ((1+A)IN—uf(X(n))Rm)aNRm)]) (2.154)

Le terme f(X(n)) est une fonction des données d’entrée valant 1 pour le LMS et m pour
le NLMS. Le coefficient A est le coeflicient de leakage différent de 1 seulement pour leaky-LMS.
Cette expression permet d’obtenir une expression générale valable pour I’ensemble des algorithmes
du gradient et s’adaptant pour chacun d’eux.

2.3 Qualité des modéles proposés

Dans la partie précédente, des modeéles dédiés d’évaluation de la puissance du bruit pour
différents types de systéme ont été présentés. Dans cette partie, la qualité de ces modéles est
analysée au moyen de diverses expérimentations. Tout d’abord, les conditions d’expérimentation
sont définies. Ensuite, les modeéles destinés aux filtres adaptatifs sont validés sur les algorithmes

LMS, Leaky-LMS et APA.

2.3.1 Conditions d’expérimentations

Dans cette section, les diverses conditions mises en ceuvre pour évaluer la qualité des modéles
sont présentées. Dans un premier temps, la procédure de test est définie. Elle permet de présenter
le mode opératoire utilisé pour estimer la précision de nos approches. La qualité des modéles est
estimée en utilisant l'erreur relative. Dans un second temps, le signal d’entrée utilisé pour les
expérimentations est explicité. Le choix du signal permet de tester les différentes configurations
de signaux existants. Finalement, les conditions du domaine de filtrage choisi pour les filtres
adaptatifs sont définies.

Procédure de test pour mesurer ’erreur relative

Dans cette section, la méthode d’évaluation de la qualité des modéles est définie. D’une part, le
modeéle défini dans les parties précédentes est appliqué et fournit la valeur de la puissance du bruit
estimée en sortie du systéme. Cette valeur Pegs correspond & la valeur obtenue analytiquement
par notre approche. Pour valider ce résultat, celui-ci doit étre comparé a la valeur réelle de la
puissance du bruit en sortie du systéme Pg;,,. La valeur réelle de la puissance du bruit Pg;,, est
déterminée par simulation selon la technique illustrée a la figure 2.9. Pour ce faire, 'application
est simulée en virgule fixe et en virgule flottante sur 'outil Matlab/Simulink. La virgule flottante
génére également des bruits comme 'arithmétique virgule fixe. Cependant, les bruits générés par
I’arithmétique virgule flottante sont négligeables par rapport & ceux générés par 'arithmétique
virgule fixe étant donnée la largeur des données en virgule fixe. De ce fait, la virgule flottante est
considérée comme la référence. Ainsi, I’écart entre la sortie du systéme simulé en virgule fixe et
celle du systéme simulé en virgule flottante représente le bruit réel en sortie du systéme. Ensuite,
ses parameétres statistiques sont calculés pour pouvoir déterminer sa puissance réelle Ps;,,. La
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puissance du bruit P,.g estimée par notre modéle peut alors étre comparée a la puissance réelle
Ps;m pour mesurer sa qualité. Le nombre d’échantillons pris en compte pour les calculs statistiques
est 10000.

Mesure des paramétres
statistiques

@ O—=
Entrée

Fi1G. 2.9 — Procédure d’évaluation de la qualité de [’estimation

La qualité des résultats fournis par notre approche est mesurée au moyen de ’erreur relative.
Celle-ci est définie par la relation suivante:

|Psim - Pest’

Err =
Psim

(2.155)
Elle correspond & I’écart entre la puissance réelle Ps;,, et la puissance estimée par le modéle
P, relativement a la puissance réelle Py;,,. Elle se représente sous la forme d’un pourcentage
d’erreur commise sur ’estimation de la valeur réelle de la puissance. Les résultats obtenus doivent
étre interprétés selon d’autres mesures comme le nombre de bits significatifs ou I'écart de la
puissance en dB. Le nombre de bits significatifs représente le nombre de bits associés aux formats
des données n’étant pas affectés par le bruit. L’écart en dB définit la différence entre la puissance
estimée par notre approche et la puissance réelle en dB comme ’exprime la relation suivante :

Pyp = 10log(Psipm,) — 10log(Pest) (2.156)

Par exemple, une erreur relative de 300 % semble énorme. En réalité, cela correspond a seule-
ment 1 bit significatif supplémentaire estimé par notre approche. De la méme facon, 1 bit signifi-
catif en moins représente 75 % d’erreur relative et un écart de 6 dB. Ainsi, les résultats obtenus
avec 'erreur relative doivent étre interprétés pour juger la qualité du modéle proposé.

Signal d’entrée

Dans cette section, le signal d’entrée choisi est présenté. Le signal d’entrée est du type AR(1)
(Auto-Régressif d’ordre 1). Le principal avantage de ce type de signal est de pouvoir controler et
faire varier sa corrélation et ainsi, de tester le modéle sur des bruits blancs mais aussi des signaux
trés corrélés. L’équation de ce signal est la suivante:

z(n+1) = pz(n) + u(n) (2.157)

ot u(n) est un bruit blanc centré de puissance o2 et 3 € [0,1[. Lorsque 3 tend vers 0, alors le
signal z(n) est un bruit blanc. A l'inverse, quand [ tend vers 1 le signal est trés corrélé. De ce fait,
ce type de signal permet d’effectuer des simulations sur des signaux non-corrélés, moyennement
corrélés ou fortement corrélés. Différents termes statistiques de ce signal peuvent étre calculés. Sa
moyenne est nulle et sa puissance est définie par ’expression suivante :

0_2

B(r(n)?) = 7

(2.158)

L’expression suivante en est déduite:
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o2 B—0

2y
E(z(n)*) = { o §-1 (2.159)
Si /3 tend vers 0 la puissance du signal tend vers la puissance du bruit blanc u(n). Si § tend vers
1, la puissance du signal tend vers 'infini. La puissance de ce signal est déterminée par la valeur

de f3. Sa fonction d’autocorrélation R, est définie dans I'expression suivante pour k € [0 : N —1].

R.z(k) = E(z(n)x(n —k)) = E(Bz(n — k)x(n — 1) + z(n — k)u(n — 1))
= (BE(x(n —1)z(n —k)) + E(x(n — k)) E(u(n — 1))
—_————

(2.160)
=0
= BRyz(k—1)
Cette formule de récurrence aboutit a ’expression suivante :
Bk 02
Ry (k) = - 2.161

Si 3 tend vers 0, la fonction d’autocorrélation est diagonale comme celle du bruit blanc. Si 3
tend vers 1, la matrice est plus homogéne démontrant la corrélation du signal.

Domaine de filtrage

Les différentes expérimentations sont effectuées a 'aide du signal d’entrée présenté précé-
demment et sont mises en ceuvre sur des filtres adaptatifs. Ces derniers sont utilisés dans divers
domaines comme 'annulation d’échos, I'égalisation ou encore l'identification de canal. Les tests
présentés pour les filtres adaptatifs utilisent le domaine de I’égalisation. Pour ce faire, les données
d’entrée sont filtrées par le filtre de référence H,y. Puis, un bruit blanc b(n) gaussien centré de
puissance ag est ajouté pour aboutir au signal désiré y(n). Le schéma 2.10 illustre le systéme mis
en ceuvre.

Bruit : b(n)

Signal d’entrée x(n Signal désiré y(n)

Filtre adaptatif

Fi1G. 2.10 — Domaine d’utilisation des filtres adaptatifs

Le filtre de référence choisi est un filtre IIR d’ordre 2 défini par la relation suivante :

bo + blzfl
1—ajz=! —agz™

Hope = (2.162)

2

Les coefficients du filtre adaptatif convergent donc vers ce filtre. Le choix des différents coef-
ficients de ce filtre optimal permet de faire varier les valeurs des coefficients optimaux du filtre
adaptatif.
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2.3.2 Evaluation de la qualité du modéle dédié a P’algorithme LMS

Dans cette section, le modéle dédié a l'algorithme LMS est évalué au moyen de diverses
expérimentations. Dans un premier temps, ’analyse de la convergence de I'algorithme en fonction
du nombre de bits destiné au codage des coefficients est présentée. Dans un deuxiéme temps,
I’étude de 'influence des différents bruits présents dans le systéme est effectuée. L’erreur relative
commise par notre approche est évaluée dans un troisiéme temps. Finalement, une comparaison
avec les autres méthodes existantes est mise en ceuvre.

Analyse de la convergence de ’algorithme

La convergence du filtre nécessite une mise a jour correcte des coefficients. Cette derniére est
assurée par la multiplication entre ’erreur courante et le signal d’entrée. Le signal sortant de la
conversion en sortie de la multiplication (li¢ au bruit y(n)) ne doit donc pas étre nul. Ce signal
doit étre d’amplitude supérieure au pas de quantification comme ’expression (2.18), reprise par
la suite, I'indique.

1 ’E 2
Nb = —5logs <%%(2)5) (2.163)

avec £ lerreur quadratique moyenne et wy,,, la valeur maximale des coefficients. La valeur
Nb obtenue définit le nombre de bits minimum associé au codage des coefficients assurant une
convergence correcte de ceux-ci.

Pour vérifier la validité de cette égalité, un test a été effectué. Soit un filtre de taille N = 1
pour pouvoir visualiser la convergence de ce coefficient. Les autres constantes sont fixées aux
valeurs 3 = 0.85, i = 27° et la quantification est effectuée par arrondi. Avec I’expression précé-
dente, le nombre de bits minimum pour le codage du coefficient assurant une convergence correcte
est de Nb = 5.8. En théorie, si le nombre de bits pour la simple précision est inférieur ou égal
a 5, le filtre ne converge pas correctement. La figure 2.11 représente 1’évolution du coefficient
en fonction du nombre de bits alloués a son codage. Dans le cas ou 16 bits sont prévus pour
son codage, son évolution est tout a fait correcte. Lorsque le nombre de bits passe a 6, le filtre
converge toujours mais les mises & jour sont trés visibles. Le nombre de bits étant faible, celles-ci
s’effectuent lentement, mais le résultat est satisfaisant. Lorsque le nombre de bits est fixé a 5, la
convergence n’est pas correcte car le coeflicient ne converge pas. Sur cet exemple, I'expression du
nombre de bits permet d’aboutir & des résultats corrects. Celle-ci n’a pas pour but de donner la
valeur exacte du nombre minimal de bits mais plutét un ordre d’idée permettant d’assurer de ma-
niére correcte la convergence du filtre. Par la suite, les cas traités assurent la convergence du filtre.

03 gt Cocflicient sur 16 bits
R P Cocfficient sur 6 bits

0.25¢ ~==== Coefficient sur 5 bits

Valeur du coefficient
=
5

oasfs e

H H
0.1 S —

0.05

X0 05 1 15 2 25
Nombre d'échantillons x10'

FiG. 2.11 — Evolution du coefficient pour un nombre de bits variant entre 5, 6 et 16
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Influence des différents bruits

Dans cette section, une étude est faite sur 'influence des différents bruits présents au sein
de lapplication LMS. L’expression (2.71) page 49, montre que la puissance du bruit en sortie
de l'algorithme LMS est composée de trois termes. Tout d’abord, le bruit a(n) lié aux données
d’entrée. Ensuite, le bruit p(n) sur les coefficients. Enfin le bruit n(n) modélisant ’ensemble des
bruits générés dans le filtre. Chacun de ces trois termes influe de fagon plus ou moins importante
sur la puissance du bruit en sortie du systéme. La figure 2.12, illustre la puissance de chacun de
ces trois termes en sortie du systéme pour des lois de quantification par troncature et arrondi.
Les résultats obtenus pour I'arrondi convergent sont du méme ordre que 'arrondi classique. Pour
cette expérimentation, la taille du filtre varie entre N = 2 et N = 64 pour une valeur de pas
d’adaptation p = #me2 Le bruit dont la contribution est la plus importante correspond au bruit
sur les coefficients dans le cas de la loi de quantification par troncature et arrondi. La puissance
de ce bruit augmente avec la taille du filtre. Pour ce cas-ci, la puissance de ce bruit en sortie est
de I'ordre de 107° pour la troncature et de 10~ pour I’arrondi. La puissance des autres bruits est
environ 100 & 1000 fois plus faible. Le bruit sur les coefficients prédomine donc au sein du systéme.
De plus, la puissance des bruits différe de maniére importante selon la loi de quantification utilisée.
Cette différence s’explique par la prise en compte de la moyenne des bruits dans ’expression de
la puissance de ces termes. La prise en compte de la moyenne des termes de bruit est primordiale
pour obtenir un modéle général et valable pour tous les cas. Pour les lois de quantification par
arrondi et arrondi convergent, la puissance du bruit sur les coefficients prédomine également.

Loi de quantification par troncature Loi de quantification par arrondi

Sx 10’

6

— Bruit lié aux coefficients
—— Bruit lié au filtre
—©— Bruit lié aux données d'entrée

©u
T

Puissance du bruit
w A
: :

)
T

~
T

Taille du filtre Taille du filtre

Fi1G. 2.12 — Influence des trois termes de bruit

Analyse de l’erreur relative d’estimation

Dans cette section, 'analyse de la qualité de notre modéle d’estimation est effectuée. Dans
un premier temps, 'estimation est étudiée en fonction de la taille du filtre pour des lois de
quantification par troncature et arrondi.

La figure 2.13 montre ’erreur relative associée & notre modéle pour une loi de quantification
par arrondi avec une taille de filtre variant entre N = 2 et N = 128. Le signal d’entrée est soit
trés corrélé B = 0.95, soit moyennement corrélé 5 = 0.5, soit trés peu corrélé 5 = 0.05. Les valeurs
du pas d’adaptation p sont fixées & y = “m% Pour les 3 cas considérés, I'erreur relative commise
se situe entre 8% et 25%. Ces résultats sont trés corrects car ils correspondent & un écart de
seulement 1 & 2 dB sur le RSBQ. De plus, la corrélation du signal n’influe pas sur la qualité de
I’estimation.

La figure 2.14 illustre les mémes expérimentations effectuées pour une loi de quantification par
troncature. L’erreur relative est inférieure & 30%. Néanmoins, I’erreur commise pour des données
d’entrée trés peu corrélées 0 = 0.05 est plus faible que pour les deux autres cas. L’erreur relative



68 Evaluation de la précision des filtres adaptatifs

0.26 T . . ! ' :
—e— beta=0.05
0.24F -8- peta=0.5
=% beta=0.95

0.22

S o
= o
%

Erreur relative
>
x

0 081 2 4 8

Taille du filtre

32 64 128

F1G. 2.13 — Erreur relative pour l'algorithme LMS en fonction de N pour une loi de quantification
par arrondi
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F1G. 2.14 — Erreur relative pour l'algorithme LMS en fonction de N pour une loi de quantification
par troncature

obtenue permet de montrer que ’hypothése de non-corrélation entre les données d’entrées z(n)
et le bruit sur les coefficients p(n) utilisée dans notre modéle n’affecte pas la qualité de ’estima-
tion. Cependant, moins les données d’entrée x(n) sont corrélées, plus cette hypothése se vérifie
car ’erreur relative est moindre. Les expérimentations montrent que ’hypothése peut étre utilisée.

Le modéle a été validé pour différentes valeurs de N mais pour une valeur de y fixe. Ensuite,
Iobjectif est de valider le modéle pour différentes valeurs de p. Ainsi, la valeur de N est fixée a
16. Le terme u est normalisé par rapport & sa valeur maximale fiq, €t #mﬁ varie de 0.1 4 0.9.
La figure 2.15 représente les résultats obtenus pour une loi de quantification par troncature.

L’erreur relative obtenue augmente en fonction de —— pour aboutir a des valeurs inférieures
a 45%. L’augmentation de cette erreur est due au raplg}(gchement de p par rapport a sa valeur
maximale fiyq;. Pour une valeur supérieure a 0.9, les résultats obtenus divergent. Néanmoins et
en pratique, les valeurs de p utilisées restent trés inférieures a finq,. Ainsi, le modéle est correct
pour ces valeurs de p. La figure 2.16 représente les mémes expérimentations effectuées pour une
loi de quantification par arrondi. Les résultats obtenus sont du méme ordre que ceux pour la tron-
cature. L’erreur relative est inférieure a 50%. Pour des valeurs de y inférieures a #2322 Ierreur est
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F1G. 2.15 — Erreur relative pour 'algorithme LMS en fonction de p pour une loi de quantification
par troncature
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F1G. 2.16 — Erreur relative pour ’algorithme LMS en fonction de pu pour une loi de quantification
par arrondi

Comparaison avec les modéles présentés dans [19] et [10]

Pour des valeurs de p utilisées en pratique, 'erreur relative reste inférieure a 25%. Ce modéle
fournit de bons résultats. Pour terminer, le modéle est comparé aux résultats obtenus avec les
modeles développés par M.Bellanger [10] et C.Caraiscos [19]. L’expérimentation est effectuée avec
un signal moyennement corrélée (5 = 0.5) et la taille du filtre varie de 2 & 128. La loi de quanti-
fication choisie est ’arrondi convergent car ces deux modéles sont développés dans ce cadre. La
figure 2.17 montre l'erreur relative obtenue par les trois modéles en fonction du pas d’adaptation.
Les résultats sont trés proches les uns des autres. Néanmoins, le modéle de M.Bellanger présente
une erreur relative plus importante due a la non prise en compte des bruits a(n) sur les données
d’entrée. Les écarts entre notre modéle et celui de C.Caraiscos sont trés proches (de I'ordre de 1%
en moyenne). Ces résultats justifient les simplifications effectuées par notre approche. Celles-ci
permettent de simplifier I’expression sans diminuer la qualité de ’estimation.
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Fic. 2.17 — Erreur relative sur la puissance du bruit pour les trois modéles

Dans le cas ol les bruits d’entrée ne sont pas pris en considération, les trois modéles fournissent
des résultats équivalents. Dans ce cas, le modéle de Bellanger est plus adéquate que celui de
Caraiscos car son expression est plus simple et fournit un résultat du méme ordre.

2.3.3 Evaluation de la qualité du modéle dédié aux Algorithmes de Projection
Affine

Cette partie présente les expérimentations effectuées pour valider le modéle de puissance de
bruit pour les filtres adaptatifs basés sur les Algorithmes de Projection Affine (APA). Les condi-
tions de simulations sont identiques a celles de la partie précédente. Les termes N et K désignent
respectivement, la taille du filtre et 'ordre de projection. Dans un premier temps, les résultats
sont présentés pour une loi de quantification par arrondi. La figure 2.18 est définie pour N entre
1 et 20, K entre 1 et N — 1 et pour les données d’entrée orthogonales. De ce fait, I’algorithme
simulé est le NLMS-OCF dans le cas d’'une quantification par arrondi. L’erreur relative obtenue
est inférieure & 38% et de valeur moyenne égale & 19 %, permettant ainsi de montrer que le modeéle
pour le NLMS-OCF permet d’obtenir une estimation précise.

Erreur relative

Fi1G. 2.18 — Erreur relative pour le NLMS-OCF dans le cadre d’une quantification par arrondi
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Arrondi | Troncature

Erreur moyenne 14.52% 16.77%

Erreur maximale 38% 36%

TAB. 2.1 — Valeurs mazimales et moyennes de lerreur relative pour les algorithmes APA

La figure 2.19 montre la qualité du modéle pour N entre 1 et 20, K entre 1 et NV — 1, pour les
données d’entrée trés corrélées (3 = 0.9) dans le cadre d’une loi de quantification par troncature.
L’erreur relative obtenue est inférieure a 36%. Le résultat est correct car cela représente une
différence de seulement de 2 dB sur le RSBQ. Ainsi, ce nouveau modéle développé fournit une
estimation précise pour les entrées trés corrélées. Pour des entrées peu corrélées, une erreur relative
inférieure & 30% est obtenue.
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Fic. 2.19 — Erreur relative pour les APA dans le cadre d’une quantification par troncature

Le modéle pour déterminer analytiquement la puissance de bruit en sortie des APA est validé
par des simulations pour la version générale des APA mais aussi pour ’algorithme NLMS-OCF.
Le tableau 2.1 résume les valeurs moyennes et maximales de ’erreur relative ainsi obtenues.

2.3.4 Evaluation du modéle dédié a I’algorithme Leaky-LMS

Dans cette partie, la qualité du modéle développé pour 'algorithme Leaky-LMS est testée.
Le coefficient de leakage est fixé a la valeur 0.999. La figure 2.20 illustre 'erreur relative obtenue
pour une loi de quantification par arrondi en fonction de la taille NV du filtre et de la valeur de
1. Les résultats obtenus montrent une erreur inférieure a 10%. La figure 2.21 représente 1’erreur
relative obtenue avec la taille du filtre variant de 2 & 128 pour une valeur de p fixé & #2% et une
loi de quantification par troncature. Les résultats obtenus sont trés bons car I'erreur relative est
inférieure & 7%. Cette expérimentation permet de valider le modéle dédié a 1'algorithme Leaky-
LMS. Les valeurs moyennes et maximales de I’erreur relative sont résumées dans le tableau 2.2.

2.3.5 Conclusion

Dans cette section, les modéles dédiés aux filtres adaptatifs présentés dans ce chapitre ont
été validés par diverses expérimentations. Les erreurs relatives obtenues sont trés correctes car en
général inférieures a 35%. Pour cette valeur, 'erreur représente un écart de seulement 2 dB. Les
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F1G. 2.20 — Erreur relative pour l’algorithme Leaky-LMS en fonction de la taille du filtre et du pas
d’adaptation pour une loi par arrondi
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F1a. 2.21 — Erreur relative pour ’algorithme Leaky-LMS en fonction de la taille du filtre pour une
loi par troncature

cas ou l'erreur est supérieure a cette valeur proviennent des limites mémes des algorithmes. Les
expérimentations ont été effectuées pour les algorithmes LMS, APA et Leaky-LMS. Pour chacun
des ces trois types d’algorithme, I'erreur relative a été mesurée pour les lois de quantification par
arrondi et troncature. Les valeurs obtenues de l'erreur relative permettent donc de montrer la
qualité de ces différents modéles.

2.4 Conclusion

Dans cette partie, des modéles analytiques d’évaluation de la précision en virgule fixe pour
les systémes non-LTI récursifs représentés par les filtres adaptatifs ont été présentés. Dans un
premier temps les filtres adaptatifs ont été introduits et les différentes méthodes étudiant leur
implantation en virgule fixe ont été explicitées. Dans un second temps, un modéle analytique de
calcul de la puissance du bruit de quantification en sortie du systéme a été développé pour chaque
type d’algorithme adaptatif. Ces modéles différent les uns des autres car ils prennent en compte
les caractéristiques propres des systémes. Dans la derniére partie, la qualité des modeéles proposés
a été évaluée au moyen de différentes expérimentations.
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Arrondi | Troncature

Erreur moyenne 2.62% 3%

Erreur maximale 10% 6.5%

TAB. 2.2 — Valeurs mazimales et moyennes de l’erreur relative pour l'algorithme Leaky-LMS

Dans le premier chapitre, des modéles ont été présentés pour les systémes LTI et les systémes
non-LTT non-récursifs. Ce deuxiéme chapitre permet d’avoir a disposition des modéles analytiques
dédiés pouvant étre utilisés par exemple dans la génération de composants matériels dédiés. Ce-
pendant, ces approches spécifiques ne sont pas généralisables aux autres systémes. Ainsi, dans le
chapitre suivant, une approche analytique de ’évaluation de la précision, valide pour tout type
de systéme, est mise en ceuvre.
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La conversion de virgule flottante en virgule fixe doit satisfaire les contraintes de précision as-
surant I'intégrité de ’algorithme & convertir. Un outil de conversion en virgule fixe doit supporter
tous les types de systéme. Les modéles présentés dans la partie précédente sont valides unique-
ment pour des algorithmes particuliers. La démarche suivie pour obtenir ces modéles est liée aux
applications considérées. Ainsi, dans le but d’avoir un modéle général, une nouvelle approche doit
étre définie. Cette approche doit permettre par la suite de retrouver les résultats obtenus dans la
partie précédente en appliquant le nouveau modéle aux systémes particuliers.

Ainsi, dans cette partie, une méthodologie générale d’évaluation automatique de la précision
des systémes est élaborée. Les systémes considérés sont de type quelconque et composés d’opéra-
tions arithmétiques (addition, soustraction, multiplication et division). La méthode adoptée est
la suivante. La propagation de chaque source de bruit est modélisée sous la forme d’une pseudo
fonction de transfert. Pour déterminer celle-ci, une modélisation du systéme est développée. En-
suite, le bruit de sortie est la somme de chacune des contributions de chaque source de bruit. A
partir de cette formulation, la puissance du bruit de sortie et toutes les autres caractéristiques
statistiques peuvent étre calculées. D’autre part, I’algorithme & convertir peut n’étre qu’une partie
d’un systéme plus complet. Le modéle développé doit étre capable de cascader plusieurs systémes.
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Ainsi le modéle général doit vérifier la contrainte suivante. Connaissant les caractéristiques statis-
tiques des bruits d’entrée, il doit permettre de retrouver les caractéristiques de la contribution de
ces bruits de sortie. Ainsi, ce modéle est capable de mettre en ccuvre la composition de différents
systémes.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans une premiére partie, la modélisation des bruits
est définie. Elle permet de présenter les termes statistiques définissant les sources de bruit et leur
modéle de propagation au sein des opérations arithmétiques. Dans une seconde partie, la mo-
délisation des systémes et leur composition sont présentées. Chaque bloc composant le systéme
est modélisé analytiquement. Cette démarche permet de mettre en ceuvre une méthodologie étu-
diant la composition des systémes. Dans un troisiéme temps, le calcul de la puissance du bruit
en sortie du systéme traité est développé. L’expression obtenue est analytique et dépend unique-
ment des statistiques des bruits d’entrée et du systéme considéré. Une approche par prédiction
linéaire est présentée permettant de réduire la complexité des calculs des statistiques des bruits
de sortie. Dans une quatriéme partie, ’application LMS est traitée en détails. Finalement, dans
un cinquiéme partie, la qualité de la méthode proposée est évaluée au moyen de diverses expé-
rimentations sur différents types de systéme. Avant tout cela, les notations mises en place sont
définies.

Pour I'étude de la précision suivante, le systéme a étudier est composé de N, bruits d’entrée et
de Ny bruits de sortie. Chaque bruit d’entrée est noté b;(n) o n est 'instant donné et i € [1 : N].
Chaque terme de sortie est noté by,(n) ot uw € [1 : Ng|. De plus, les notations permettent de
différencier les dimensions des données. Les scalaires sont notés en minuscules (xz(n)), les vecteurs
en majuscules (X (n)) et les matrices en gras majuscules (X (n)).

3.1 Modélisation des bruits

Cette section permet de définir les termes statistiques des bruits et d’étudier leur mode de
propagation & travers les différentes opérations rencontrées.

3.1.1 Caractéristiques statistiques des bruits

Dans cette partie, les caractéristiques statistiques des différents bruits sont définies. Dans un
systéme quelconque, le bruit en entrée peut étre un bruit généré ou un bruit provenant de la
sortie d’un autre systéme. Ainsi ce bruit n’a plus les caractéristiques du bruit blanc. De ce fait,
la connaissance des caractéristiques statistiques des bruits est nécessaire. Plusieurs sont définies
(Fonction Densité de Probabilité (FDP), moyenne, autocorrélation....). Le bruit d’entrée considéré
est noté b;(n) dans tous les cas bien qu’il puisse étre scalaire, vectoriel ou matriciel. Ses dimensions
sont notées M;xNz.

Densité de probabilité

Un bruit b;(n) est déterminé par sa Fonction de Densité de Probabilité (FDP) notée fp, ()
représentant sa répartition sur R. Si b; est un scalaire alors sa FDP est une fonction: R — R.
Sinon, sa FDP est une fonction multidimensionnelle : RMixN; — R. Dans le cas de bruits générés,
leur FDP correspond & une loi uniforme. Dans le cas ol le bruit n’est pas blanc, sa FDP est
modifiée par le systéme traversé précédemment par le bruit.

Moyenne du bruit

Le bruit b;(n) est de taille M;xN; Vi € [1 : N.]. Sa moyenne posséde les mémes dimensions et
est notée my, = E(b;(n)). Elle correspond & la moyenne de chacun des termes composant b;(n).
En effet, b;(n) est de la forme:
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bin (n) biny (n) 11N, (n)
= | 0 e e &
bi]%,bvl (n) biMla (n) s biIMiNi (n)

Donc my, correspond a la moyenne de chacun des termes composant le bruit b;(n). Soit b,
J

la moyenne du terme b;,;(n) de la matrice, alors my, est défini par I'expression suivante:

Moy, Hb; ., 'ubiuvi
my, = | P Hhm o Hhay, (3.2)
MbiMil 'ubiMiz MbiMiNi

De cette fagon, m;, posséde des dimensions identiques & celles de b;(n) alors que [b,, . €st un
J

scalaire. Si b;(n) est un scalaire alors 'égalité suivante est vérifiée my, = pp, .

Auto-corrélation du bruit

Deux notions différentes sont associées a l'autocorrélation. Tout d’abord, si le bruit b;(n) est
un vecteur, alors I'auto-corrélation est la corrélation entre les différentes valeurs de ce vecteur,
ceci correspond & la corrélation spatiale. D’autre part, la notion de corrélation temporelle entre
les données correspond a la relation entre les vecteurs pris a des instants différents. De ce fait,
plusieurs matrices d’auto-corrélation notées Ry, (0) sont définies de la maniére suivante :

Ry,b, (0) = E(bi(n)bi(n — 0)) (3-3)

Ces matrices sont de taille M;xM; et § € N. Dans le cas oi § = 0, la formulation de la
corrélation spatiale est retrouvée.

Inter-corrélation des bruits

L’inter-corrélation entre deux bruits b;(n) et b;(n) différents (i # j) est la matrice définie par:

Ry, (0) = E(bz(n)bz(n —0)) (3.4)

D’autre part, si les deux bruits b;(n) et bj(n) considérés sont non-corrélés, leur matrice d’in-

tercorrélation de taille M;xM; est obtenue a partir des moyennes my, et my, associées a chaque
bruit.

Ryp, (0) = mp,mp, (3.5)

Cette inter-corrélation est possible uniquement si les bruits ont des tailles compatibles. L’éga-
lité N; = N; doit étre respectée et dans ce cas la matrice d’inter-corrélation a pour dimensions
MZ'XM]'.

Covariance du bruit

La matrice de covariance Cpy, (6) d’'un bruit b;(n) correspond a l'autocorrélation du bruit
centré. Son expression est donnée par la relation suivante :

Co,p, (0) = E ((bi(n) — my, ) (b5(n — 0) —my,)) (3.6)

L’autocorrélation et la covariance sont reliées par 1’expression suivante :

Rbibi(g) = Cbibi(g) + mbimii (3-7)
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Dans le cas ot 8§ = 0, la covariance est simplement la variance du bruit. L’intercovariance de
deux bruits b;(n) et bj(n) est égale a:

Cop, (0) = B ((bs(m) =y, ) (n = 0) = mih ) )

= sz‘bj (0) — My, ’I?’Lf)j

Si les deux bruits b; et b; sont non-corrélés, alors leur intercovariance est nulle.

Cas d’un bruit blanc

Dans cette partie, le cas des bruits de quantification est traité. Ces bruits sont blancs et non-
corrélés entre eux. Le bruit b;(n) est alors composé de termes ayant tous les mémes caractéristiques
statistiques. Le terme O'gi désigne la variance des échantillons de b;(n) et up, leur moyenne. En
notant 1 la matrice unité de taille N et In la matrice identité, les termes statistiques de b;(n)
peuvent s’écrire sous la forme suivante :

Cbibi (0) = O'liINé(e) (39)
Ry, (0) = 07 IN6(0) + 13, 1N (3.10)
Rip,(0) = pw, pin; 1N (3.11)

Conclusion

Les termes statistiques des bruits ont été définis. A partir des connaissances des termes en
entrée du systéme, I’objectif est de déterminer ces mémes caractéristiques pour les bruits en sortie
du systéme. Pour cela, les termes statistiques des bruits d’entrée b;(n) sont supposés connus et
le modéle a élaborer doit permettre de déterminer ces mémes termes pour les bruits de sortie
byu(n). Ainsi, si le modéle vérifie cette condition, alors celui-ci permet I’étude de la composition
de différents systémes. De ce fait, le modéle est complet en s’adaptant & tout type de systéme et
chaque bloc contenu dans le systéme peut étre étudié indépendamment des autres.

3.1.2 Modéles de propagation des bruits

Les différentes sources de bruit dont les caractéristiques statistiques ont été définies dans la
partie précédente se propagent au sein du systéme pour aboutir a la présence d’un bruit de sortie
byu(n). Le bruit se propage a travers les différents opérateurs arithmétiques (additionneur, sous-
tracteur, multiplieur et diviseur) composant le systéme. Pour étudier en détails le bruit de sortie
byu(n), les modéles de propagation des bruits au niveau de chaque type d’opération doivent étre
définis. Dans cette partie, les différents modeéles de propagation des bruits au sein des opérations
arithmétiques sont présentés.

Soit 7 une opération arithmétique composée de deux entrées z(n) et y(n) et d'une sortie z(n).
A chacune des deux entrées est associée un bruit b,(n) et by(n). Soit b,(n) le bruit associé a la
sortie z(n). L’objectif est d’exprimer ce bruit de sortie b,(n) en fonction des données et des bruits
d’entrée selon l'opération v effectuée. Ce bruit b,(n) s’exprime en fonction des données d’entrée
x(n) et y(n), mais aussi des bruits d’entrée b;(n) et by(n) comme défini au travers de Iexpression
suivante :

bz(n) = f’y(xyyabmaby) (3.12)
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ot la fonction f, dépend de 'opération v en question. Cependant, les tailles des données x(n)
et y(n) influent sur la modélisation de la propagation des bruits. En effet, si les données sont
scalaires ou vectorielles, le traitement n’est pas le méme et le résultat du modéle différe. Ainsi,
les cas scalaires et vectoriels/matriciels sont traités séparément.

Opérations scalaires

Dans cette section, un modéle de propagation des bruits au sein d’opérations effectuées sur
des scalaires est proposé. Une étude est réalisée sur les différentes opérations arithmétiques puis
une généralisation est faite pour toutes ces opérations.

Opération d’addition/soustraction Dans ce paragraphe, 'opération d’addition/soustraction
est considérée. La somme de deux données bruitées peut se séparer en deux additions distinctes:
I’une sur les données et I'autre sur les bruits comme le montre la figure 3.1. Le bruit de sortie
b.(n) est défini par 'expression suivante :

b.(n) = by(n) £ by(n) (3.13)

y(n)
x(n)+ by(n)

z(n)+b,(n)

y(n) +b (1

by(n)
b,(n)

by()

Fi1G. 3.1 — Modélisation au niveau signal et bruit de lopération d’addition

Le bruit en sortie de I'opération est simplement la somme des deux bruits d’entrée.

Opération de multiplication Dans le cas d’une opération de multiplication, le graphe peut
étre divisé en deux graphes distincts. La valeur du bruit de sortie est représentée sur la figure 3.2
et exprimée par la relation suivante :

b=(n) = by (n)y(n) + z(n)by(n) (3.14)

Le terme croisé b,.b, apparait initialement dans cette expression. Néanmoins, ce terme n’est pas
pris en compte car il est négligeable par rapport aux autres termes présents dans I’équation. En
effet, les modeéles de bruits présentés dans la partie 1.2 sont basés sur une condition. La puissance
du bruit doit étre inférieure a celle du signal. De ce fait, les termes d’ordre 2 du bruit peuvent
étre négligés par rapport aux termes d’ordre 1. Le bruit en sortie de 'opération de multiplication
est la somme de chaque source de bruit multipliée par 'autre terme de signal.

Opération de division La sortie bruitée d’une opération de division s’exprime sous la forme

2(n n) — z(n) + bz(n) _ x(n) + by(n
(n) +bs(n) y(n) + by (n) y(n)(1 + byy((nn)) (3.15)

~—

—
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x(n)

y(n)

%

x(n)*+ b, ()

TGO dnprbm)

y(n) +b_v(n/

b(n)

y(n) XD b,(n)
by(n)

m

FiG. 3.2 — Modélisation au niveau signal et bruit de l'opération de multiplication

Un développement de Taylor a l'ordre 1 permet d’aboutir & I'expression suivante :

1 by (n)
TR () (3.16)
y(n)
Ainsi, la sortie bruitée de I'opération s’écrit
z(n)+bz(n _by(m)
2(n) + bo(n) = )0 o)
_ 2 () by by()ba(n)
=y yy(n)2 y(n)? (3.17)
—_———
négligé

De ce fait, le bruit b,(n) en sortie s’exprime comme la différence de la sortie bruitée et du
signal de sortie de l'opération de division (figure 3.3).

(3.18)

. y(n)
x(n)+ by(n) g
~
3w,

b,(n)

FiG. 3.3 — Modélisation au niveau signal et bruit de l’opération de division

Le bruit en sortie s’écrit comme la somme des deux bruits associés aux données d’entrée
multipliés par des termes composés des données d’entrée.
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Operation | Valeur de | Valeur de
a® a?

z=xzty 1 +1
Z2=x XYy Y T

—z 1 _z
S y y?

TAB. 3.1 — Différentes valeurs des termes oY) et o?) de I’équation (3.20) pour différentes opéra-
tions {4+, —, x ,=}

Cas général Les 4 exemples précédents permettent de modéliser le bruit de sortie b,(n) en
fonction des 2 bruits d’entrée by(n) et by(n) traités de maniére séparée car les termes croisés
n’apparaissent pas. En effet, les termes de bruit d’ordre 2 sont négligés par rapport aux termes
d’ordre 1. Cette hypothése réaliste se base sur les modéles des bruits de quantification. En effet,
si cette condition n’est pas vérifiée, le bruit n’est plus uniformément réparti sur son intervalle de
définition. Le bruit de sortie b,(n) s’écrit comme la somme de deux fonctions appliquées aux deux
bruits d’entrée b, (n) et by(n):

bz(n) = fly(2,y)ba(n) + f24(z,)by(n) (3.19)

Les 2 bruits d’entrée contribuent donc de maniére séparée a générer le bruit de sortie b,(n).
Ainsi, pour étudier la propagation des bruits au sein des opérations arithmétiques, la propagation
d’un seul des bruits d’entrée peut étre étudiée car les termes croisés n’apparaissent pas. Le bruit
en sortie est la somme des différentes sources de bruit propagées.

De plus, le bruit en sortie de 'opérateur peut s’écrire comme la somme de chaque bruit d’entrée
pondéré par des termes de signaux comme le montre ’expression suivante :

by = fy (basby) = aWb, + Q(Z)by (3.20)

Les valeurs de ces termes de signaux a® et @ dépendent du type d’opération effectuse.
Le tableau 3.1 résume les valeurs des termes a(!) et o?) en fonction du type d’opération et des
signaux z(n) et y(n) en entrée de 'opération.

Opérations vectorielles

Dans cette section, les opérations effectuées sur des vecteurs ou des matrices sont étudiées.
Comme dans le cas scalaire, une étude des différentes opérations arithmétiques est faite et un
modéle de propagation des bruits en est déduit. Soit une opération arithmétique v composée de
deux entrées X (n) et Y(n) vectorielles ou matricielles et d’une sortie Z(n). A chacune des deux
entrées est associé un bruit noté Bx(n) et By(n). L'objectif est de déterminer I’expression du
bruit de sortie Bz(n) associé au signal de sortie Z(n).

Opération d’addition vectorielle Dans le cas d’une opération d’addition, le bruit en sortie
Bz(n) est égal a la somme des deux bruits d’entrée Bx(n) et By (n) comme l'exprime ’équation
suivante :

Bz(n) = Bx(n) + By(n) (3.21)
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Opération de multiplication vectorielle Pour une multiplication vectorielle, plusieurs cas
sont & considérer. En effet, une multiplication vectorielle peut se faire sous la forme classique
Z(n) = X(n)Y (n) mais également en faisant intervenir des termes transposés comme Z(n) =
X*(n)Y (n) ou encore Z(n) = X (n)Y*(n). Selon chaque cas, le bruit propagé s’exprime de maniére
différente comme le montrent les relations suivantes:

Z(n)=Xn)Y(n) — Bz(n) Bx(n)Y (n) + X(n)By(n)
Z(n) = X'(n)Y(n) — Bz(n) = B%n)Y(n)+ X'(n)By(n
Z(n) = X(n)Y"(n) — Bz(n) Bx (n)Y"(n) + X (n)By (n)

(3.22)

Contrairement au cas scalaire, les termes vectoriels ne commutent pas. Dans ’expression pré-
cédente, le terme de bruit est multiplié par un terme de signal, placé soit & gauche, soit & droite
du bruit. De plus, dans la deuxiéme expression, le terme de signal est transposé. Le modéle de
propagation des bruits scalaires n’est plus valable ici. Soit B’(n) le bruit di a la propagation
du bruit Bx(n) dans 'opération. La propagation du bruit Bx(n) au sein d’une opération peut
s’écrire sous la forme :

B'(n) = AxBx(n)Dx + Ux B (n)Vx (3.23)

ou les termes A x, Dx, Ux et Vx sont des termes de signaux dont les dimensions dépendent de
celles des signaux traités. Ce modéle permet d’étre général a I’ensemble des cas vus précédemment.
Pour chaque cas traité, I'un des deux termes A x Bx(n)Dx ou Uy B (n)Vx est nul. Néanmoins,
pour simplifier le modeéle, la propagation du bruit Bx(n) est simplement notée

B'(n) = ABx(n)D (3.24)

Le terme de transposition n’apparait plus par souci de clarté. Il est néanmoins pris en compte
pour le calcul de la puissance du bruit de sortie. La valeur du bruit de sortie Bz(n) peut s’écrire
sous la forme générale suivante

Bz(n) = AxByx (n)DX + Ay By (n)DY (325)

Opération d’inversion vectorielle L’opération de division n’existe pas dans le cas vectoriel.
Dans le cas matriciel, cela correspond & la multiplication par une matrice inverse. Ainsi, ces
opérations sont des multiplications. Le modéle de la multiplication vectorielle s’applique donc
dans ce cas.

Conclusion

Les modéles de propagation des bruits scalaires est un cas particulier du modéle de propagation
des bruits vectoriels. Dans un souci de généralisation, le modéle de propagation de bruit adopté
est repris dans ’expression suivante :

V' (n) = Ab(n)D (3.26)

ou b(n) est la source de bruit et b'(n) la propagation en sortie de 'opération due a b(n). Cette
expression permet de modéliser la propagation d’une source de bruit dans différentes opérations
arithmétiques. Les termes A et D sont des termes multiplicateurs du bruit d’entrée b(n) dépendant
des données d’entrée et du type d’opération effectuée. Ces termes de bruits sont de dimensions
quelconques car ce modéle est valable pour les bruits scalaires, vectoriels ou matriciels. Si le bruit
b(n) est scalaire, 'expression obtenue pour la propagation des bruits scalaires est retrouvée. Ce
modeéle de propagation de bruit est utilisé par la suite pour établir I’expression du bruit en sortie
d’un systéme composé d’opérations arithmétiques.
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3.2 Modélisation du systéme

Dans cette partie, la modélisation du systéme utilisée pour déterminer ’expression du bruit
en sortie est présentée. Cette méthode a pour but de développer une expression analytique de la
propagation des bruits au sein du systéme composé d’opérations arithmétiques (addition, soustrac-
tion, multiplication, division). Dans un premier temps, la modélisation d’un systéme est présentée.
Dans un second temps, ce modéle est appliqué a la composition de systémes.

Dans le cadre d’un systéme en précision finie, des bruits sont associés aux données d’entrée du
systéme. De plus, des bruits sont générés également au niveau des différentes opérations inclues
dans le systéme. La modélisation du systéme en précision finie posséde en entrée les sources de
bruit (les bruits associés aux signaux d’entrée et les bruits générés au niveau des opérateurs). La
sortie du systéme au niveau bruit comporte les différents bruits associés aux signaux de sortie du
systéme initial. Le systéme est composé de N bruits de sortie et N, bruits d’entrée. Le modéle
doit permettre de calculer les caractéristiques statistiques de ces Ny bruits de sortie. Chacun de ces
bruits de sortie pouvant étre étudié indépendamment des autres, un seul bruit de sortie by, (n) est
pris en considération. Pour traiter les autres termes, la méthode définie ci-dessous est reprise. En
fonction du systéme considéré, ce bruit peut étre soit scalaire, soit vectoriel ou encore matriciel.
L’étude proposée est développée dans le cas général. L’objectif de la méthode est de déterminer
une expression analytique liant les bruits de sortie du systéme aux bruits d’entrée. Or, le bruit de
sortie dépend du systéme parcouru par les bruits d’entrée. Pour obtenir une expression analytique
du bruit de sortie, le systéme doit étre modélisé.

Dans la section 3.1.2 en page 78, la propagation des bruits au sein des différentes opérations
a été étudiée. Le bruit en sortie peut se modéliser sous la forme d’une somme pondérée des
différentes sources de bruit en entrée de 'opération. Le bruit en sortie est donc la somme de tous
les bruits d’entrée pondérés par des termes incluant les signaux ou des coefficients (figure 3.4).
Chaque terme b),(n) désigne la propagation du bruit b;(n) vers la sortie u du systéme. Le bruit
final by, (n) est alors la somme de toutes ces contributions.

b,ul (l’l)

b,ui (n) -

b'uNe (I’Z)

F1G. 3.4 — Modélisation du bruit de sortie

Ne
byu(n) = D_bri(n) (3.27)

Pour simplifier les notations, by,(n) est simplement noté y(n) car un seul bruit de sortie est
pris en considération. Le terme b}(n) définit la contribution du bruit b;(n) en sortie du systéme.
L’expression simplifiée est la suivante:

Ne
y(n) => bj(n) (3.28)
=1
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Chacune de ces contributions b;(n) est générée par un bruit initial b;(n) passant dans un
systéme S; (figure 3.5).

b(n)

b(n) y(n)

by.(n)

Fic. 3.5 — Modélisation du bruit dans le systéme

Le bruit en sortie est donc fonction des bruits d’entrée et des différents systémes rencontrés
par ces sources de bruit modélisé sous la forme:

Ne
y(n) =Y h{bi(n) (3.29)
=1

ol hgn) représente I'influence du systéme sur le bruit d’entrée b; a 'instant n. L’objectif est de
modéliser ce terme hgn), et ainsi, de déterminer la contribution du bruit b;(n). Pour déterminer
le bruit de sortie, le chemin emprunté par chacun des bruits d’entrée doit étre établi. De ce fait,
pour développer le modéle, la propagation des différentes sources de bruit doit étre connue pour

identifier les circuits empruntés par chacune d’elles.

Le bruit b;(n) contribue a générer le bruit de sortie y(n) en parcourant le systéme 5;. Cepen-
dant, lors de son parcours du systéme, celui-ci peut emprunter différents circuits (chacun d’eux
étant composé de différents sous-systémes placés en série ou en paralléle) pour aboutir & la sortie
y(n) (figure 3.15). Les termes S;, désignent les différents sous-systémes parcourus par le bruit
bi(n). Le systéme S; parcouru par b;(n) correspond donc & la superposition de sous-systémes pla-
cés en série ou en paralléle. Pour obtenir une modélisation général du systéme, les sous-systémes
sont d’abord étudiés. Ensuite, le modéle développé est propagé a leur mise en série ou en paralléle
pour obtenir une modélisation du systéme global parcouru par b;(n). Ainsi la contribution du
bruit b;(n) au bruit de sortie y(n) est complétement déterminée.

3.2.1 Modélisation d’un systéme

Dans cette partie, la modélisation d’un systéme est effectuée. La propagation d’un bruit d’en-
trée vers la sortie du systéme se caractérise par le passage du bruit d’entrée dans différents systémes
placés en série et en paralléle. De ce fait, pour modéliser le systéme global, les sous-systémes em-
pruntés par le bruit d’entrée doivent étre modélisés. Or, les systémes peuvent étre soit LTI ou
non-LTI, soit récursifs ou non récursifs. Un modéle général & I’ensemble de ces types est mis en
ceuvre. L’idée est de déterminer le systéme parcouru par le bruit sous forme d’une pseudo fonc-
tion de transfert car les termes rencontrés ne sont pas forcément constants. Pour modéliser ces
différents systémes, la contribution d’un seul bruit d’entrée est étudiée car les sources de bruit
peuvent étre étudiées indépendamment les unes des autres.

Le systéme considéré est composé du bruit b(n) en entrée et le terme b/(n) désigne le bruit en
sortie. Ce bruit en sortie correspond a la propagation du bruit b(n) dans le sous-systéme considéré.
Le bruit de sortie ¥'(n) est donc fonction du bruit d’entrée b(n) comme le modélise I’expression
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s {s )

bi(n) b’ (n)
S,, ()

@ 4

F1G. 3.6 — Division en sous-systéemes

b (n) = h™b(n) (3.30)

L’objectif est d’exprimer le terme h(™ en fonction des caractéristiques du systéme. La déter-
mination de ce terme permet de mesurer I'influence du systéme sur le bruit considéré. Il permet
d’établir la contribution du bruit b(n) a la génération du bruit de sortie. L’entrée du systéme
est le bruit b(n). Cependant le systéme peut aussi utiliser les échantillons précédents de ce bruit

b(n —m) pour m € N. Soit géz)_m) le terme appliqué a I’échantillon de bruit d’entrée b(n — m)
retardé de m échantillons alors que le bruit de sortie b’(n) est a 'instant n. Les termes croisés n’ap-
paraissent pas comme l'indiquent les modéles de propagation étudiés précédemment. Le nombre
d’échantillons retardés pris en compte par le systéme est noté @. La contribution du bruit b(n)

et de ses échantillons précédents est notée by (n) et exprimée par la relation suivante :

Q
bi(n) =D g, b(n —m) (3.31)
m=0

Le bruit b1(n) s’exprime comme la somme des contributions de toutes les versions retardées
du bruit b(n). Le terme gEZlm) correspond & la modélisation de la contribution du bruit b(n —m)
a la génération du bruit de sortie. Il est défini par des termes scalaires, matriciels ou vectoriels.
Sa valeur est déterminée par la suite. La contribution du bruit b(n —m) se définit comme la mo-
délisation de la propagation du bruit au sein du systéme pour les échantillons retardés de méme

période d’échantillonnage.

Le bruit de sortie du systéme b'(n) est donc fonction du bruit d’entrée b(n) et de ces échantillons
précédents. Cependant, le bruit de sortie peut aussi dépendre des échantillons de sortie précédents
b'(n—p) pour p € N*. Soit ba(n) la contribution des échantillons précédents de b'(n) a la génération
du bruit de sortie b'(n). Soit P le nombre d’échantillons précédents de b'(n) pris en compte. Le
terme ba(n) est représenté sur la figure 3.8 et peut s’écrire sous la forme

P

ba(n) = Y Sy (=) (3:32)

ou f((::)_ k) désigne le terme associé a I’échantillon de sortie retardé de k alors que la sortie est
a I'instant n. Celui-ci représente des termes scalaires, vectoriels ou matriciels.
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b(n)
(n) (n) (n)
g(:) g(::—l) g(n”—m)
by(n)
+

F1G. 3.7 — Modélisation du bruit généré par les échantillons du bruit d’entrée b(n)

b'(n
"
(n) (n) (n)
(n=p) (n=2) (n-1)
by(n)

F1G. 3.8 = Modélisation du bruit généré par les échantillons du bruit de sortie b'(n)

Le bruit de sortie b'(n) est la somme des contributions du bruit d’entrée by (n) et des contri-
butions du bruit de sortie précédentes ba(n).

H(n) = by(n)+ba(n)

P Q
= Y =i+ g b —1) (3.33)
=1 =0

Cette expression permet d’obtenir une modélisation du systéme parcouru par le bruit d’entrée.
Par la suite, 'objectif est de définir les différentes fonctions g et f modélisant le systéme.

Pseudo fonction de transfert

Un systéme & coefficients constants peut se modéliser sous la forme d’une fonction de transfert.
Dans le cas général, le systéme considéré n’a pas nécessairement de coeflicients fixes. Ceux-ci
peuvent varier au cours du temps. La notion de fonction de transfert n’est plus valide dans ce
cas. Cependant, la notion de pseudo fonction de transfert peut étre introduite. Au sein de cette
pseudo fonction, les coefficients peuvent varier dans le temps. L’équation (3.33) peut étre réécrite
en utilisant la pseudo fonction de transfert H (™ (z) associée au systéme parcouru par le bruit b(n).
Celle-ci est exprimée dans I’équation suivante :
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e

Eei
H™(z) = —=
1- ; f((:)_Z zt

(3.34)

Cette expression permet d’exprimer une relation analytique modélisant le systéme considéré.
A l'intérieur de cette expression, les termes f et g désignent soit des scalaires, soit des vecteurs, ou
encore des matrices. De ce fait, cette notation permet par la suite, de modéliser le systéme. Cette
expression permet alors de relier le bruit de sortie &' (n) au bruit d’entrée b(n). Dans le cas ou les

coefficients sont des termes constants, la fonction de transfert classique est retrouvée comme dans
le cas des filtres FIR et TIR.

Pseudo réponse impulsionnelle

La notion de réponse impulsionnelle est intéressante car elle permet d’exprimer la sortie uni-
quement en fonction des entrées méme pour les systémes récursifs. Dans le cadre de notre approche,
la notion de pseudo réponse impulsionnelle est introduite. Dans ce paragraphe, I'expression de la
pseudo réponse impulsionnelle est déterminée. L’idée est de repartir de I’équation récurrente du
systéme (3.33) et de la développer. Cette étape permet d’obtenir I’expression du bruit de sortie
b'(n) en fonction du bruit d’entrée et de ses échantillons précédents b(n — k). Cela aboutit a
I’équation suivante:

b(n) = i ¥ (=) + i gl b(n —1)
i=1 1=0
= gm0+ (610000 + 90 )b n=1)
+ (f((ﬁfll)f(( ) (Z 3) + f ") gEZ
+ f((n)l)g((n 2)) +9((n) 2)) (n—2)... (3.35)
Le début du développement de cette derniére équation conduit a la modélisation du bruit b'(n)
sous la forme:

= he (k) (3.36)
k=0

ot h(™ désigne la pseudo réponse impulsionnelle du systéme pour le bruit de sortie a I'instant
n. Celle-ci s’exprime sous la forme de scalaires, vecteurs ou matrices, appliqués au bruit b. La
n) e fonction de termes g et f modélisant

difficulté réside dans la détermination des différents hE
le systéme. Les premiers termes sont obtenus assez facilement et sont égaux a:

n _ ()
hiw) = 9(ny
(n) _ ) (n-1) (n)
hin=1y = Faln9n-1) T 91y
(n) _ () (n=1) (n—2) (n)  (n—-2)
hin2) folnf—29(-2) + Fnl2)9(mn-2)
t Jm9m-2) T 9n-2) (337)

Les termes suivants peuvent étre calculés en déroulant plus en profondeur la récurrence re-
présentée par I’équation (3.33). Néanmoins, une autre méthode plus rapide consiste & trouver les
termes suivants en fonction des termes précédents. En fait, ’objectif est de pouvoir déterminer
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(n) 3 (n) PPy s . i
G +1)’h’(z IR En étudiant plus en détails 1 expressm(n )(3.37), une recur(re)nce
n n

pour passer d'un terme au suivant est présente. En effet pour calculer h(n72) a partir de h(n) et
Bl (n)

(n-1)’ le lien suivant existe. Les termes de h(n_l) sont décrémentés ((n — 1) devient (n — 2)) puis

(n)

multipliés par f((:)_l) d’une part, et d’autre part, les termes de h(n) sont décrémentés de 2 puis

(n)

multipliés par f((:;)—2)' Enfin, le terme I(n-2) est ajouté. De maniére plus générale, pour calculer

hgl)) en fonction de h

hg.b)), la procédure suivante doit étre suivie.

hg )) dépend des hE ") 1) Précédents termes ou j € [1: P] et P est I'ordre du dénominateur de
la pseudo fonction de transfert.

hEZ; est initialisé a g((Z))

(n)
(n—3)

Chaque hglj) est décrémenté de j puis composé par f

(n)

hg?)) est défini comme la somme de chacun des termes précédents et de 9y -

Cette méthode est appliquée pour trouver hEZ)_?’). Soit hEZ)_Q) défini par:
= 1 I O Y R PN G R (3.38)
(n— 2) (n—1)7( g(n 2 Iin— 2) In—-2) T Yn—2) :
Le terme est décrémenté de 1 et composé par par f(n_l). Ceci conduit & ’expression suivante :
(n—1) p(n—2) ( (n) (n—3)
fn 1) (n 2)fn 3) (n 3 +fn l)f (n 3)
(n— 1 n— 2 71

D’autre part, I’expression de hgz)_l) est décrémentée de 2, puis multipliée par f((:)—2)' Cela
aboutit a I’équation :

f(n 2f (Z g?))g +f(”) "_;f)) (3.40)

Ensuite, hgz; est décrémenté de 3 puis multiplié par f(n,g) conduisant a:

f(n 3)9 3)) (3'41)
Finalement, hE:)_g) est la somme des trois equations (3.39), (3.40) et (3.41) et du terme g((z)_g).
(n) _ ) p(n—=D) p(n=2) (n—3) (n)  p(n=1) (n—3)
sy = T2 fn9) I T T in1) i) Iins)
(n)  ¢(n=1) (n—2) (n) _(n—1)
T T2 I 1) 93
(n) p(n=2) (n—3) (n) _(n=2)
+ fnlyf-39m-3) T fn"2)9n-3)
s + 9 (3.42)

(n)

De ce fait, ’equation de récurrence permettant de trouver h(?)
des termes précédents.

peut étre déterminée en fonction

P
hy =2 fal ity + oy (3.43)
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Systémes Systéme non-récursif | Systéme récursif
Systéme LTI FIR,FFT IIR
Systéme non-LT1I Normalisation LMS

TAB. 3.2 — Exzemples traités en fonction du type de systeme correspondant

Ainsi, cette méthode permet de déterminer les termes de la pseudo réponse impulsionnelle du
systéme par récurrence. Le bruit en sortie b/(n) peut s’écrire sous la forme

Z h)b(k) (3.44)

Cette expression permet de modéliser le bruit de sortie en fonction uniquement du bruit
d’entrée.
Les éléments h(z) correspondent aux termes de pseudo réponse impulsionnelle du systéme. Ce
dernier est composé d’opérations arithmétiques. Dans la partie 3.1.2, un modéle de propagation
du bruit & travers les opérations arithmétiques est présenté. Celui-ci démontre la modélisation
de la propagation d’un bruit dans un systéme composé d’opérations arithmétiques a l'aide d’un

produit de deux termes AE k)) et DEZ)) La fonction hE )) appliquée & I’échantillon d’entrée retardé de

k, correspond & la multiplication de celui-ci par deux termes AEZ)) et DEZ)) définis par les opérations
arithmétiques rencontrées. Le bruit en sortie b'(n) du systéme s’écrit sous la forme :

Z A ”)b )) (3.45)

Les termes AE )) et DE )) sont scalaires, vectoriels ou matriciels selon les dimensions des bruits

b(n) et &' (n). De maniére générale ces termes sont souvent matriciels car ils permettent de factoriser
des termes et de simplifier le modéle. Ainsi ces termes sont considérés comme des matrices. Cette
derniére expression permet d’écrire de maniére exacte la valeur du bruit en sortie du sous-systéme.
De plus, si les termes transposés sont pris en compte, 'expression s’écrit alors sous la forme
suivante :

= Ab(k)D{) + UG (k) V) (3.46)

ot les termes U(Z)) et VEZ)) sont des compositions de signaux multipliant les échantillons trans-
posés du bruit d’entrée.

Exemples illustrant le modéle

Pour illustrer le modéle, plusieurs exemples sont présentés. Des systémes LTI, non-LTI, ré-
cursifs et non-récursifs sont détaillés. Les applications traitées sont présentées dans le tableau
3.2.

Systéme LTI non-récursifs: Le filtre FIR Pour illustrer ’approche avec un exemple simple,
le cas du filtre & réponse impulsionnelle finie (FIR) est traité. Soient N la taille du filtre, X (n) =
[z(n)z(n — 1)..x(n — N + 1)]* le vecteur colonne des N derniers échantillons d’entrée et H le
vecteur colonne des N coefficients. De plus, y(n) est la sortie du FIR a 'instant n. La relation
suivante est établie:
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y(n) = H' X (n) (3.47)

Soit un vecteur bruit B(n) associé au vecteur X (n). Dans ce cas, le bruit scalaire b'(n) généré
en sortie par la propagation de B(n) est défini par I’expression suivante :

V(n) = H'B(n) (3.48)

La formule du modéle précédent est retrouvée avec

Ay
Al = 0vk<N
(n) _
D= 1
D) = 0Vk<N (3.49)

Les termes U et V sont nuls car le bruit d’entrée n’apparait pas sous sa forme transposée.

(n)

Ici, b'(n) est un scalaire, et B(n) un vecteur de taille N. Donc A(Z) = H? est un vecteur ligne de
taille N et DEZ) =1 est un scalaire. Le modéle s’écrit alors

V' (n) = A{) B(n) (3.50)

Cet exemple permet d’illustrer le modéle de multiplication du bruit par des termes A et D.

Exemple d’un systéme non-LTI non-récursif: La Normalisation Pour rendre un peu
plus concréte la modélisation présentée, un exemple de systéme non-LTT est développé. Pour cela,
la normalisation vectorielle est choisie. Soit X (n) = [z(n)z(n — 1)...z(n — N + 1)]* un vecteur de
taille N. Dans ce cas, M; = N et N; = 1 et sa normalisation est représentée a la figure 3.9.

X(n)

X mxim b A

—L

X'(n)

F1G. 3.9 — Schéma de la Normalisation

_ X
- X'(n)X(n)
Au signal X (n) est associé un bruit Bx(n). L’'objectif est déterminer le bruit Bz(n) (de

dimension N) associé a la sortie Z(n) di a la propagation de Bx(n). Ici, le bruit se situe a la fois
au numérateur et au dénominateur. La valeur en sortie de 'opérateur est la suivante :

Z(n) (3.51)

X(n) + Bx(n)
(X*(n) + B (n))(X(n) + Bx(n))

Z(n) + Byz(n) = (3.52)
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Pour mieux étudier la propagation du bruit, la figure 3.10 illustre la modélisation de 'opération
de normalisation en précision finie. En entrée du graphe, les bruits Bx (n) et sa version transposée
B (n) sont présents. Le bruit Bx (n) parcourt deux chemins différents comme le montre la figure
3.11. Le premier chemin parcouru par Bx(n) aboutit & un bruit Bx, (n). Ce dernier est obtenu
en utilisant le modéle de propagation de bruit présenté en section 3.1.2 et est égal a:

X(n) @ Z(n)
By(n) /
e > /

— \ B,(n)

By(n) S

Fic. 3.10 — Schéma de la Normalisation au niveau graphe

B.(n)

X'(n)

X(n)
By(n) B’x(n)

X'(n)

X’(’“;%D@
X(m)

F1G. 3.11 — Graphe du parcours du bruit Bx (n)

Bx(n)

PRl = S X )

(3.53)

ou encore
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en utilisant le modéle défini en section 3.1.2 avec Aj(n) = m et Di(n) = 1 étant 2

scalaires dans ce cas. Le second chemin parcouru par le bruit Bx(n) aboutit & un bruit Bx,(n)
défini par la relation suivante :

_ _X(n)X"'(n)Bx(n)
Bx,(n) = (X{m)X ()2 (3.55)
ou encore
Bx,(n) = Aa(n)Bx(n)Da2(n) (3.56)
avec Ag(n) = —% et Do(n) = 1. Le terme Ag(n) est une matrice de taille NxN

alors que Dy(n) est un scalaire. La contribution globale B’ (n) du bruit Bx(n) est égale a la
somme des deux contributions en sortie de chacun des deux chemins parcourus.

Byt X()X'(n)Bx(n) -
Xt n)X(n)  (X'(n)X(n))? '
Le modélisation de la propagation du bruit Bx(n) est repris sur la figure 3.12. Les symboles
= et x. désignent, respectivement, une multiplication & gauche et a droite.

Bx(n)

By(n)

X'(n)X(n) B'x(n)

)

X X(n)
[X'(n)X(n)]?

F1G. 3.12 — Modélisation de la propagation du bruit Bx (n)

Le bruit B (n) parcourt un seul chemin représenté sur la figure 3.13, pour aboutir a la sortie
du systéme. Sa contribution notée B, (n) est donnée par la relation suivante:

X(n)Bk (n)X(n)
! — X
wi(n) = (X ()X ()2 (3.58)
ou encore

Bl (n) = Us(n) B (n)Vs(n) (3.59)
avec Ug(n) = 7% et Vz(n) = X (n), étant 2 vecteurs colonne de taille N. Ces termes

U et V sont introduits car le bruit d’entrée Bx(n) est transposé. Les dimensions de ces termes
étant différents de ceux de A et D définis précédemment, ces nouvelles notations sont utilisées
dans ce cas. La propagation du bruit BE( est présentée sur la figure 3.14.
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X(n) X(n)

By(n)

X(n)

FI1G. 3.13 — Graphe de la propagation du bruit B (n)

Bi(n) %*“ ? B (n)
X(n) -X(n)
[X'(n)X(n)]?

F1G. 3.14 — Modélisation de la propagation du bruit B (n)

Finalement, Bz(n) est la somme des contributions des bruits Bx(n) et de B%(n) comme
I’exprime la relation suivante:

Bx(n)  X(n)BY{(n)X(n) X(n)X'(n)Bx(n) (3.60)

Bz(n) = Xt(n) X (n) (Xt(n)X(n))? (Xt(n)X(n))?

Cet exemple permet de modéliser la propagation d’un bruit empruntant plusieurs chemins
différents. Le bruit de sortie est alors la somme des contributions du bruit d’entrée.

Exemple d’un systéme LTI récursif: le Filtre IR Pour illustrer la méthode de détermina-
tion de la pseudo réponse impulsionnelle, le modéle est appliquée & un filtre & réponse impulsion-
nelle infinie (IIR). Pour cela, le filtre IIR choisi est d’ordre 2 et défini par la fonction de transfert
suivante :

Hi(z) = ! (3.61)

1—a1z71 —agz2

Au signal d’entrée x(n) (scalaire) est associé un bruit b(n) également scalaire. Ce dernier
génére un bruit ¥'(n) en sortie du filtre ITR. Pour simplifier la présentation, aucun bruit n’est
généré par les multiplications. De ce fait, le systéme se résume a un bruit b(n) en entrée et un
bruit b’(n) en sortie. En temporel, 'équation de b'(n) en fonction de b(n) devient :

V' (n) =ab'(n — 1) + axd'(n — 2) + b(n) (3.62)

Par analogie, avec notre modéle présenté précédemment, les termes f et g sont des scalaires
définis de la maniére suivante :
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(n)
I(n)

(n)
Fn-1)
(n)
Fin-2)
(n)
Fen—iy

=1Vn
=a1 Vn
=as Vn

=0Vi>2 (3.63)

En appliquant 'equation (3.37) aux données précédentes, les 3 premiers termes de réponse

impulsionnelle ont pour valeur:

(n)
hiny
(n)
M)
(n)
(

n

hn 2)

=aia; + ag

=1

(3.64)

Avec la méthodologie présentée pour déduire les termes de réponse impulsionnelle, les termes

suivants sont égaux a:

hgz),g) = ajai1a1 + aga; +ajaz + as
~—
0
hgz)le) = aia1a1a1 + azaia1 + ajaza1 + a1ai1a2 + axa2 + aijas (3.65)
~—~—~
=0
Pour résumer, les premiéres valeurs de h sont les suivantes
(n) _
h(n) = 1
(n)  _
h‘(n—l) ay
hgz)_2) = CL% + a9
hgz)_?)) = aif + 2a9a1
hg") 5= a} + 3a%as + a3 (3.66)

Pour montrer la validité de notre approche, ’objectif est de retrouver ces résultats en utilisant
la fonction de transfert du systéme et en appliquant les techniques classiques de traitement du
signal pour les systémes LTI. La fonction de transfert du filtre est égale a:

1

Hl(Z) =

1—ajz=! —agz2

(3.67)

En prenant la Transformée en Z inverse de Hy(z), les valeurs de h(™ devraient étre retrouvées.

Si hy(n) = 271

(Hi(z)), alors 'égalité hy(n) = h doit étre vérifiée. Les calculs sont présentés en

annexe B. Le bruit de sortie ¥'(n) s’écrit de la maniére suivante :

o
=Y enbln—m (3.68)
m=0
avec
1 L]
Con = o Cffillagndp(a% + 4a9)? (3.69)

p=0
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C ,q . p ], ] . ,g ] . .
(TL*’L) ?

De ce fait, notre modéle est correct car les résultats sont identiques a ceux obtenus a ’aide
d’une étude propre aux systémes LTI. Ce modéle s’adapte donc bien aux systémes récursifs LTI
et permet de retrouver la réponse impulsionnelle de ce systéme.

Conclusion Les exemples présentés permettent d’illustrer le modéle développé. Celui-ci s’adapte
parfaitement & chacun des cas rencontrés. Le filtre FIR illustre la méthode sur un exemple simple.
La normalisation montre les différents chemins parcourus par le bruit pour aboutir & la sortie.
L’algorithme IIR valide la méthode de calcul de la pseudo réponse impulsionnelle.

Modéle général

La modélisation de la propagation d’un bruit au coeur d’un systéme a été présentée. La pro-
pagation au sein du systéme peut se représenter sous la forme de la pseudo fonction de transfert
définie par la relation suivante :

L

Fo-
H™(2) = —=%
1- ; f((:;),l z7t

(3.71)

Cette expression peut étre transformée avec les termes h(™ de la pseudo réponse impulsion-
nelle :

Nk
=D hil iz (3.72)
k=0

De maniére générale, chaque terme de pseudo réponse impulsionnelle correspond a la multi-
plication par deux termes de signaux A et D comme I'exprime la relation suivante:

=Y Alb(kD) (3.73)
k=0

Le bruit d’entrée b(n) est de dimension quelconque (scalaire, vectoriel, matriciel) tout comme
le bruit de sortie &' (n). L’équation (3.73) permet d’obtenir le modéle général de la propagation
d’une source de bruit en sortie d’un systéme quelconque. En présence de plusieurs sources de
bruit, le bruit de sortie y(n) est alors la somme des contributions de chacune de ces sources et
donne I’équation suivante :

Z Z Al ”> i E‘k)) (3.74)

=1 k=0

De plus, si le systéme considéré posséde plusieurs sorties, alors ’écriture doit encore étre
modifiée. La u®™® sortie notée by, (n) a pour valeur:

Y yAl D) (3.75)
i=1 k=0
Cependant, ce modéle peut encore étre complété. En effet, lors de la propagation de la source de
bruit dans le systéme, cette derniére peut passer dans un opérateur de transposition. Ainsi, un
nouveau terme est ajouté concernant les termes transposés en sortie du systéme. L’expression du
bruit de sortie devient :
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Ne n
byu(n) = > > AU bi(k)DUY, + UL RV, (3.76)

i=1 k=0
ou les termes U et V sont des combinaisons de signaux associées a la propagation de la source de
bruit transposée. Si la source de bruit est un scalaire, alors ce nouveau terme n’existe pas car la
transposition agit uniquement sur les vecteurs et les matrices. Dans la majorité des cas ce terme
n’intervient pas. Ainsi, pour simplifier I’écriture, ce terme n’apparait pas dans nos équations sauf
pour le calcul des statistiques du bruit de sortie détaillé par la suite.

L’expression comporte alors de nombreux indices et devient assez complexe. Ainsi, dés que
possible, Iexpression est simplifiée. Si une seule sortie est considérée, celle-ci est notée y(n) et
Pexpression (3.74) est retrouvée. Si de plus, un seul bruit d’entrée est pris en compte, I’équation
(3.73) est reprise. D’autre part, sauf cas contraire, I'instant de sortie est toujours n. De ce fait,
les termes matriciels sont simplement notés A (k) si aucune confusion n’est possible.

Les systémes traités peuvent étre relativement complexes et composés de différents blocs.
Dans cette partie, un modéle définissant la propagation d’une source de bruit dans un systéme
de base & été défini (equation (3.73)). Dans la partie suivante, la composition de systémes afin de
déterminer la propagation d’un bruit au travers de différents systémes cascadés. Cette approche
permet d’obtenir un modéle général pour tout type de systéme et toute composition de systémes
entre eux.

3.2.2 Composition de systémes

Dans la partie précédente, la modélisation d’un systéme a été présentée. Dans cette section, le
modéle est généralisé a la composition des systémes entre eux. La propagation d’une seule source
de bruit peut se modéliser sous la forme suivante :

b(n) = A(k)b(k)D(k) (3.77)
k=0

Or lors de I’étude de la précision d’une application, celle-ci peut étre divisée en plusieurs blocs
indépendants. Le modéle doit étre capable de mettre en ceuvre la composition de systémes entre
eux. Le bruit d’entrée parcourt alors plusieurs systémes différents comme le montre la figure 3.15.
Ces systémes traversés par le bruit d’entrée b(n) peuvent étre placés soit en paralléle, soit en
série. De plus, cette approche permet d’étudier les différents systémes indépendamment les uns
des autres. Chaque cas est traité par la suite.

bi (n) b'in)

Fic. 3.15 — Division en sous-systémes
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Composition de sous-systémes en paralléle

Dans cette partie, 'étude porte sur le cas ou les deux systémes sont placés en paralléle (fi-
gure 3.16). Pour simplifier les notations, les termes AEZ) sont simplement notés A (k). Le modéle
développé utilise la pseudo réponse impulsionnelle. La sortie b1(n) du premier sous-systéme peut

s’écrire sous la forme suivante :

b(n) bi(n)
S1,

b’(n)
(o

b2(n)

S2,

FiG. 3.16 — Composition de sous-systémes en paralléle

bl(n) = A1(k)b(k)D1 (k) (3.78)
La sortie b2(n) du second sous-systéme est égale a:

b2(n) = Ag(k)b(k)Da(k) (3.79)
k=0

Or la sortie de la mise en paralléle des deux sous-systémes est définie par la somme des sorties
de chaque sous-systéme.

V' (n) = bl(n) + b2(n) (3.80)
Le bruit de sortie est alors égal a:
V()= Ai(k)b(k)D1(k) + Y Aa(k)b(k)Da(k) (3.81)
k=0 k=0

Cette expression ne peut étre factorisée. Pour simplifier I’écriture, de nouvelles notations sont
employées concernant la factorisation de matrices. Considérons le cas ol un terme commun est
présent dans deux expressions mais ot la factorisation classique est impossible. Par exemple, le
terme Aj(n)b(n)Di(n)+ Az(n)b(n)D2(n) ot chaque composant est matriciel ne peut se factoriser
alors que le terme b(n) est présent dans chacune des deux opérations. Cette expression est alors
notée

A1 (n)b(n)Di (n) + As(n)b(n)Da(n) = A(n)b(n)D(n) (3.82)

A D
avec A(n) = (3,() et D(n) = (33(7)
De maniére plus générale si la somme y(n) de plusieurs produits de termes matriciels est

représentée comme sur I’équation suivante :

y(n) = Z A;(n)b(n)Dj(n) (3.83)
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alors, la notation suivante peut étre adoptée:

Ai(n) D1 (n)
y(n) = : b(n) : (3.84)
Apr(n) Dy (n)
A(n) D(n)

Ainsi, les termes A(n) et D(n) sont des juxtapositions de matrices de mémes dimensions. Si
un élément de A(n) a pour taille Px@), alors A(n) a pour taille aPx@, ol a correspond au nombre
de termes compris dans A(n). Les composants A(n) et D(n) doivent avoir le méme nombre de
termes.

Avec les notations présentées et en posant

A(n) = @;EZ;) (3.85)

D(n) = <g;§2§> (3.86)

la sortie de la mise en paralléle de deux sous-systémes peut finalement s’écrire sous la forme
suivante :

W) =3 A(R)ID(R) (387
k=0

Dans le cas ou plus de deux sous-systémes sont en paralléle, I’équation précédente est généra-
lisée.
Composition de sous-systémes en série

Dans cette partie, le cas de deux sous-systémes placés en série est étudié (figure 3.17). La

démarche consiste a utiliser la pseudo réponse impulsionnelle du systéme. L’instant de sortie du

(n)

bruit n’étant plus forcément égal a n, la notation A(Z) est reprise.

b(n) bi(n) b’(n)

Fia. 3.17 — Composition de sous-systémes en série

La sortie du premier sous-systéme bl(n) est égale a:

b1(n) =Y AL (k)DL (3.88)
k=0
La sortie b'(n) s’exprime en fonction de b1(n) sous la forme suivante :
V(n) =AY b1(k)DY, (3.89)
k=0

N (n)
ol A2(k) et Dz(k

introduisant 1’équation (3.88) dans l’expression (3.89), la relation suivante est obtenue:

) désignent les termes de signaux multipliant le bruit b1(k) a Uinstant n. En
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() A () ()
Z ZAQ(k A (b()DY Dy (3.90)
k=0 j=0

Pour simplifier cette expression, les notations développées dans le paragraphe précédent sont
utilisées. Si les termes suivants sont introduits:

() (k)
A(>A(>

A | A0 A®

20 A1) (3.91)

() (k)
Ay Ai)

(n) (k)
Dy DPigk)

D(") — D(n) D(k)

() 20 216) (3.92)

() T (k)
D, D10

I'expression (3.90) peut se réécrire sous la forme suivante

N A ™
b (n) = Zgé(k)b(Z)D(k) (3.93)

La mise en série de sous-systémes permet de modéliser la propagation du bruit sous la forme

d’une multiplication par deux termes de signaux AEZ)) et QEZ)) . Ces termes s’obtiennent en multi-
pliant les pseudo réponses impulsionnelles de chaque sous-systéme.

Modéle général issu de la composition

D’un point de vue général, la composition de systémes permet d’écrire la sortie d’un circuit
de la fagon suivante:

B(n) = 3" A(K)b(HID(K) (3.94)
k=0

Les termes A et D sont plus complexes si le nombres de sous-systémes empruntés par le
bruit est important. Cette équation représente la contribution d’une source de bruit a la sortie du
systéme global. En reprenant les notations initiales (b;(n) bruit d’entrée et b/, (n) bruit de sortie
du circuit), le bruit en sortie dit a la propagation d’un bruit en entrée a travers le systéme est
alors égal a:

V(i,u) € [1: NeJN[l: Ns]

byi(n) = y A i (F)bi(k)D,; (k) + U, (k)b; (k) V. (k) (3.95)
k=0

en séparant les termes pour lesquels le bruit est transposé. Finalement, le bruit en sortie est
égal & la somme de toutes les contributions de ’ensemble des bruits d’entrée.
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Ne
bu(n) = > Haln)
=1

Ne n
= D) A(R)bi(k)Dy (k) + Uy (k)b (R)V (k) (3.96)
i=1 k=0

Les termes de bruit b; et by, peuvent étre de taille quelconque (scalaire, vectoriel ou matriciel).
Les termes de signaux A,;(k), D,,;(k), U,;(k) et V,,;(k) ont des dimensions s’adaptant aux bruits.
Ils peuvent étre scalaires, vectoriels ou matriciels. S’ils sont scalaires, alors ’expression peut étre
simplifiée en mettant les termes A (k) et D,;(k) du méme coté. Cette simplification permet
d’écrire la propagation du bruit comme la multiplication par un seul terme de signaux égal a la
multiplication des termes A ;(k) et D,;(k). Néanmoins, ces termes de signaux sont considérés
dans le cas général comme des matrices car cette modélisation permet d’exprimer de maniére plus
simple le bruit de sortie.

Exemple de La Transformée de Fourier Rapide (FFT)

Dans cette partie, 'exemple de la Transformée de Fourier Rapide (FFT) est traité. Soit un
signal z(n) dont la Transformée de Fourier classique X (k) de ce dernier définie sur N points est
donnée par la relation suivante:

N-1
X(k) =S z(n)e-¥R) (3.97)
n=0
Cette équation peut étre écrite sous la forme matricielle suivante :
1 1 1 1
X(0) Lowk o Wy g #(0)
2(N-1
~ 1 w2 wi o W | : (3.98)
X(N —1) ! : : : : (N —1)
(N-1) 2(N-1) (N-1)2
1 Wy Wy o Wy

ol Wﬁ, — (25, L’objectif est de modéliser la propagation des bruits au sein de ce systéme
en utilisant le modéle précédemment développé.

Modéle d’un papillon Pour accélérer le traitement de la Transformée de Fourier classique,
la complexité est réduite en utilisant des papillons. Ceux-ci sont représentés sur la figure 3.18.
Un papillon est composé de deux entrées complexes P(n) et Q(n) et de deux sorties P(n + 1) et
Q(n + 1). L’expression de la sortie en fonction de I'entrée est la suivante:

(n) — WAQ(n) (3.99)

Dans le cadre d’une implantation en précision finie, les bruits de quantification sont générés
(figure 3.19). Le terme = présent dans les sinus et cosinus désigne l'angle z = 72% défini sur la
figure 3.18. Pour simplifier les notations, les bruits sont regroupés sous la forme d’un bruit généré
par addition b,gqq et d’'un autre généré par les multiplications b, comme 'exprime la relation
suivante :
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Pn) o P(n+1)

Q(n)

Om+l)

F1G. 3.18 — Modélisation d’un papillon de FFT

bg addl ]
ar Pp(nt)

4 P(n+1)

bg addi2

¢

Qrn+D)

Q1)

gaddl4

4

sin(x) bg add0?

F1c. 3.19 — Modélisation de la FFT en précision finie

bm1 = by(cos(x) — sin(x))
bma = by(cos(x)+ szn( )) + 2.bgm
bms = by(sin(z) — cos(x))
bna = —by(sin(x) + cos(z)) + 2.bgm
badal = bgadd11 + bgaddo1 + be
badaz = bgadd12 + bgaddoz + bx
badas = bgadd13 + bgaddoz + bz
badds = bgaddia + bgaddos + bz

(3.100)

Ainsi, les sorties du papillons sont données par 1’équation suivante :

Pr(n+1) = Pgr(n)+ cos(x)Qr(n) — sin(z)Qr(n) + baddr + bm1
Pr(n+1) = Pr(n)+ sin(x)Qr(n) + cos(z)Qr(n) + badde + bme
Qr(n+1) = Pr(n) — cos(x)Qr(n) + sin(x)Qr(n) + badds — bms
Qrin+1) = Pr(n) — sin(z)Qr(n) — cos(x)Qr(n) + bagas — (3.101)
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ou encore en les regroupant sous la forme complexe

P(n+1) = P(n)+WLQ(n) + blaga + bl
Qn+1) =P(n)—WLQ(n) + b2u44 — b2m (3.102)

avec les bruits complexes suivants :

blaga = badar + Jbadaz
b24dd = badds + Jbadds
bl,, = bpi+ jbme
b2, = bz + jbma (3.103)

Au sein d’un papillon, la génération des bruits peut se modéliser & partir de I’expression pré-
cédente dans laquelle les termes de bruit bl,44, b24d4, b1 et b2,, sont complexes. Pour modéliser
complétement le systéme, la propagation des bruits en entrée & travers le papillon est étudiée. Soit
p(n) et g(n), les bruits associés au signaux P(n) et Q(n). Ceux-ci se propagent selon ’expression
suivante :

(n) + Wiq(n)
(n) = Wig(n) (3.104)

p(n+1)
p(n+1)

p
p

Cette modélisation peut également s’écrire sous forme matricielle. Or, la FFT est composée
de plusieurs niveaux de papillons composés chacun de plusieurs papillons (figure 3.20). Pour avoir
un modéle plus clair, I’ensemble des papillons de chaque niveau doit étre pris en compte.

Modéle du premier niveau de papillons La FFT est composé de log2(NN) niveaux de pa-
pillons et chaque niveau comprend % papillons. Les bruits associés aux termes X initiaux se pro-
pagent dans le premier niveau de papillons. Soit B le vecteur bruit associé aux données d’entrée
X. La propagation des B a travers le premier niveau de papillons se modélise grace a ’expression
(3.104) sous forme matricielle. Soit H; la matrice modélisant la propagation des b au sein du
premier niveau de papillons. Celle-ci s’exprime sous la forme suivante :

1 Wy
( . —Wz(\)/> 0 0
0 0 (1 W](\)fo ) 0 0
_— 1 -WY (3.105)
1wy
0 0 < 1 —W]% )

Cette matrice permet d’exprimer la valeur des bruits en sortie du premier niveau de papillon
en fonction de tous les bruits présents en entrée. En sortie de ce premier niveau de papillons,
sont présents les bruits d’entrée propagés tout comme les bruits générés par les papillons (byqq et
b). Tous ces termes de bruits se propagent ensuite dans le deuxiéme niveau de papillons puis
le troisiéme et ainsi de suite jusqu’a la sortie du systéme. La propagation compléte nécessite de
modéliser tous les niveaux de papillons.



3.2 Modélisation du systéme 103

TFD sur N/2 points

X(0— X0

s N ii:;
i Q%N "
P S SN
X(14 ‘ \”"” X(7)
X(1) "‘w "““ X(8)
e 4?“ TR
S

<>
X(13| < X(11)
X3)—| %’é’ X(12)
X(11)_| ‘0 /0‘/ ;Z jj

X(7— ’ X(15)
X(15—

F1G. 3.20 — Modélisation de la FFT (N=16)

Modéle du ™€ niveau de papillons Tous les niveaux de papillons doivent étre modélisés
pour obtenir la propagation complétes des bruits présents dans le systéme. Ainsi, dans ce para-
graphe la modélisation du i®™° niveau de papillons est effectuée pour 1 < i < log2(N). Soit H;
la matrice de propagation au sein du ™€ niveau de papillons. Pour exprimer cette matrice, la
matrice intermédiaire carrée M; de taille 2° est introduite.

1 0 ... 0 woY o ... 0
0 1 ... 0 0o w2 ... 0
0 ... 0 1 0 ... 0 w2T-y
M; = 1 0 ... 0 S 77U R 0 (3.106)
0 1 0 0o —-w? 0
0 0 1 0 0 —Ww2eT-n

Cette matrice M; est composée de 4 blocs distincts. En notant Iyi-1, la matrice identité de
taille 271 et L;, la matrice définie par 1’expression suivante :

wo o ... 0
0o w2 ... 0
L, = : (3.107)
0 ... 0 we2-y

la matrice M; peut s’écrire sous la forme

o 121—1 Li
M, = ( S > (3.108)
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Cette matrice permet ensuite de définir la matrice H; de la fagon suivante

M; 0 0 ... 0
0 M; 0 ... 0

H=| + & @ 1 (3.109)
0 0 ... 0 M

La matrice M; est de taille 2¢ alors que la matrice H; est de taille N. La matrice M; apparait
donc Z—J\f fois sur la diagonale de la matrice H;.

Composition en série Le bruit situé a 1’étage k passe dans les matrices de propagation
Hp1..... Hjogo(n) pour aboutir a la sortie du systeme. Ainsi, la propagation du bruit se modélise
comme la propagation a travers la mise en série de matrices H;.

La contribution d’un bruit B;(n) se modélise comme le produit des matrices Hy rencontrées
comme expliquée dans la section 3.2.2 sur la composition de systémes. En effet, la mise en série
de systémes se modélise en multipliant leur pseudo réponse impulsionnelle. Ici la pseudo réponse
impulsionnelle est simplement modélisée par une matrice Hy. La mise en série des ces papillons
est donc analysée en multipliant ces matrices Hy. Le bruit en sortie de la FFT, By(n), est alors la
somme de toutes les sources de bruit apparaissant a chaque niveau de papillons, puis se propageant
dans les papillons suivants. Ceci peut se modéliser sous la forme suivante :

log2(N)
By(n)= Y_ FiBi(n) (3.110)
=0
ou F; est défini par:

i+1

F, = [ H;

j=log2(N)

0
Fo = [ H; (3.111)
Jj=log2(N)

Le bruit B;(n) est un vecteur de taille N généré au i®™° étage de papillons ot chaque terme
est composé de bruits d’addition b,4q et de bruits de multiplication b, apparaissant en sortie du
papillon précédent. La matrice Fy définissant la propagation des bruits d’entrée est différente. En
effet cette matrice correspond a la multiplication des matrices H; et de la matrice Hy. La matrice
H, définit le passage des données d’entrée en bit-reversed. Ainsi, celle-ci affecte uniquement le
bruit d’entrée. Elle réorganise les échantillons d’entrée de fagon & permettre 'exploitation de la
FFT. Cette matrice Fy définit la propagation des bruits d’entrée a travers tout le systéme. En
calculant Fy, celle-ci est égale a:

11 1 1
1 W wz o oow{Y
N—
Fo=|1 Wg wh o Wty (3.112)
1wV N (VD

Elle correspond & la matrice modélisant le systéme complet et permet de vérifier la validité du
modeéle. L’exemple de la FFT & permis de montrer I'intérét de modéle matriciel pour exprimer la
propagation des bruits. L’expression obtenue est nettement plus compacte que celles développées
dans la littérature [83]. De plus, cet exemple illustre la mise en série de différents blocs.
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3.3 Expression de la puissance du bruit

La conversion de précision infinie en précision finie se traduit par la présence de bruits influant
sur les performances de ’application. La qualité des calculs est mesurée dans ce modeéle par
Pexpression du Rapport Signal a Bruit de Quantification (RSBQ). Alors que la puissance du
signal de sortie peut étre déterminée par une unique simulation en virgule flottante, la puissance
du bruit est exprimée de maniére analytique. Dans cette partie, le calcul de la puissance du bruit
en sortie et les autres termes statistiques de ce bruit sont détaillés.

3.3.1 Approche théorique de la détermination de la puissance du bruit

Dans la partie 3.1 ont été présentées les caractéristiques statistiques des bruits en entrée du
systéme. Dans cette partie, les propriétés statistiques du bruit de sortie sont déterminées en fonc-
tion de celles des bruits d’entrée en utilisant le modéle présenté dans I'expression (3.96). L’objectif
est de pouvoir exprimer sa moyenne et son autocorrélation en fonction des caractéristiques statis-
tiques du bruit d’entrée et du systéme considéré. Le bruit de sortie by, (n) s’exprime en fonction
des bruits d’entrée b;(n) sous la forme suivante:

Ne n
byu(n) = DY Aui(R)bi(k)D (k) + U, (k)0 (k) V (k) (3.113)
i=1 k=0
Ces bruits sont soit des scalaires, des vecteurs ou des matrices. De ce fait, M, et IV}, sont les
dimensions du bruit d’entrée b;(n) et M,, et Ny, celles du bruit de sortie by, (n). Pour cette étude,
les bruits sont considérés non-corrélés aux signaux. Cette hypothése n’est pas simplificatrice mais
découle directement des caractéristiques statistiques des bruits définis en section 1.2. D’autre part,
les termes transposés sont pris en compte pour le calcul des statistiques.

Moyenne

L’expression de la moyenne my,, = E(by,(n)) du bruit de sortie u est trouvée en repartant de
I’équation (3.113). En prenant la moyenne de cette derniére, I’équation suivante est obtenue.

Ne n
Moy = D0 D B Ay (k)bi(k)Dyi(k) + Ui (k)b (R) V() (3.114)
i=1 k=0

La non-corrélation entre le bruit et le signal permet la simplification suivante: E(AbB) =
E(AE(b)B) [19]. De ce fait, I’expression de moyenne du bruit de sortie est la suivante :

Ne n
M, = 0 O B A ()ms, Dy (k) + Uy (k) myg Vi (k) (3.115)
=1 k=0

avec my, désignant la moyenne du bruit b;(n).

Auto-corrélation

La matrice d’auto-corrélation Ry,,p,,(0) du terme de sortie by, (n) est de taille M,, xM,, et
est donnée par la relation suivante :

Ry, b, (0) = E(byu(n)b;, (n —6)) (3.116)

Pour calculer cette expression, le bruit de sortie est considéré aux instants n et n—#. Ainsi les
termes matriciels devraient s’écrire A(@ ou A(rffe)
ui(k) ui(m)
simplifier, ces termes s’écrivent A, ;(k) et A,;(m). L’indice k étant celui lié & I'instant de sortie

n et l'indice m, celui de 'instant de sortie n — 6. Ces deux indices k et m sont toujours utilisés

pour différencier les instants de sortie. Pour
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dans ces conditions pour les termes statistiques développés ci-dessous.

Pour exprimer la valeur de cette autocorrélation, le cas ou les bruits transposés n’apparaissent
pas est pris en compte dans un premier temps. De ce fait, ’expression du bruit de sortie est la
suivante :

Ne n
byu(n) = D> Ay (k)bi(k)D,,;(k) (3.117)

i=1 k=0
La matrice d’autocorrélation des bruits d’entrée Ry, (¢) s’exprime alors de la fagon suivante:

R0, (0) = E(byu(n)bl,(n—0)) (3.118)

= 333 B [AuR)bi(R)D, (k)DL (m)bi(m)Al(m)]  (3.119)

i,j=1 k=0 m=0

Pour simplifier le développement de I'expression précédente, des notations simplificatrices sont
introduites. Les termes de signaux sont remplacés par A (k) = A(k) et D,;(k) = D(k). De plus,
le développement est effectué dans le cas ou les bruits d’entrée b;(n) sont des vecteurs. Si ces
bruits sont matriciels, la méme expression est obtenue. Ce cas est démontré en annexe A. Les
bruits étant considérés comme des vecteurs, les bruits b;(n) et bj(n) ont pour dimensions Mp,x1
et Mp,x1. Les dimensions des termes de signaux s’adaptent aux tailles des bruits. Les termes
A(k), A(m), D(k) et D(m) ont pour dimensions respectivement My, xMy,, My xMp;, 1xNy, et
1xN,,. La matrice S, de taille M, xM,, et de valeur S = E[A(k)b;(k) D(k)D* (m)bl(m)A*(m)] est
introduite. Pour déterminer complétement cette matrice, chacun de ces termes est calculé. Soient
(a,b) € [1: My, ])* et S(, ) définissant I'élément de la a®™® ligne et b colonne de S. Cet élément
s’obtient a ’aide du produit des termes contenus dans S.

A%iA@uA%j

Sy =E D D> Awe(k)bi,, (k)Da) (k) Dy 1) (m)b} - (m) Al 4(m) (3.120)

c=1d=1e=1

En réordonnant les termes, ’expression suivante est obtenue.

Mbi Nyu Mbj
Stan) = E [ DD > At (k)bi,, (), (m) Dy ay (k) Dy 1) (m) A 5 (m) (3.121)

c=1d=1e=1

Le terme b;, , (k)b _(m) dans ce produit de matrices est retrouvé. D’aprés le modeéle de bruit,
les termes de bruit et de signaux sont non-corrélés. En utilisant la simplification E(AbB) =
E(AE(b)B) utilisée pour le calcul de la moyenne, 1’équation suivante est obtenue

Mbi Nyu Mbj
St = B | 33D Awe)(R)E (bigyy (B0, (m)) Dt ay (k) Dl gy (m) Al (m) | (3.122)

c=1d=1e=1

Le terme E (bi<c 1>(l<:)b§‘(1 )(m)) correspond exactement & 1'élément de la c¢®™° ligne et e®™®

colonne de la matrice d’'intercorrélation entre les bruits b; et b;
¢
By, (BB, () = (R, (m — F)) (3.123)
Or, la matrice d’intercorrélation est égale a la somme de la matrice d’intercovariance et de la
matrice produit des moyennes soit Ry, (m — k) = Cypp, (m — k) + mbimij.
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Ces termes sont introduits dans I’expression (3.122) pour aboutir a la formule suivante :

[ My, N, M

S(a,b) = F Z Z ZA (a,c) (Cbibj (m - k) + mbimij>(

cldlel

[ My, N, M

- E ZZZAM )Chub, (M = k) (c.e) D1,y (k) Dl 1y (m) AY, ) ()

c=1d=1e=1
_MbiNyuMbj

+ K Z Z Z A(a,c) (k)mbi@yl) D(l,d) (k)Dl(fd,l) (m)mf’ju,e) Aée,b) (m) (3124>

c=1d=1e=1

Les termes de signaux sont alors réorganisés. L’expression (3.124) s’écrit alors sous la forme :

Mbi Nyu Mbj

Z Z Z Afa,e)(F)Cyp; (m = k), s D1.a) (k) D{y.1)(m) A, 4 (m)

c=1d=1e=1

My, Ny, Mo,

+ZZZA(¢1 o) (k )( 71)D(17d)(k)D€d71)(m)mi (m )(1 G)A(e b)( m)
c=1d=1e=1

Mb Mb Yu
=F ZZAQC )C,p, (m — k)(ce)A(eb)( m) D(Ld)(k)D](fdal)(m)

c=1e=1

z

a
Il
—_

[A(R)Cyoy (m=R)A%(m)] Tr(D(k) D! (m))

+E [A(k)mbi(k)D(k)Dt(m)mij (m)At(m)} (a,b)

S=FE [A(k:)Cbibj (m — k)A (m)Tr(D(k) D! (m)) + A(k)ms, (k) D(k) D! (m)m, (m)A*(m)
(3.125)

Chaque élément de la matrice S est déterminé. La matrice d’autocorrélation du bruit de sortie
est alors égale a:

Ne n n—0
D> > ElAL(R)bi(k)Dy (k)DY; (m)bl(m) Al (m)]
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
=Y > > E(Tr[D,(k)DL,;(m))] A, (k)Chp, (m — k)AL (m))
i,j=1 k=0 m=0 (3.126)

Terme de covariance

Ne n n—0

+ 3737 E(Ai(k)my, D, (k)DY; (m)m}, Al (m))

7,7=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne

Ce terme peut étre analysé comme étant composé de deux parties :

— Une partie regroupant des termes de moyenne correspondant & la moyenne au carré du bruit
de sortie by, (n)
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— Une partie intégrant des termes de covariance définissant la covariance du bruit de sortie.

Ainsi, la matrice d’autocorrélation est égale & la somme de la matrice de covariance et de la
matrice de moyenne au carré. Dans le cas ol les termes de transposition sont pris en compte, le
développement est présenté en annexe A. L’expression de I'autocorrélation du bruit de sortie est
définie dans I’expression suivante :

Rbyubyu( ) E[byu n) ( )]

Ne n n—0
> (D0 (41D, ()] A (6) s, (o —~ KAL)
1,j=1 k=0 m=0
Ne n n—60
¥ B 80 C (o — Y. () DAL ) )
2,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
+ > E(Ui(k)D,,; (m) Vs, (k) Coyp, (m — k)éij(m)> (3.127)

Au sein d’un systéme, la grande majorité des bruits apparaissant sont des bruits de quanti-
fication issus d’un changement de format au sein du systéme. Les seuls termes de bruit pouvant
avoir des caractéristiques statistiques différentes sont les bruits associés aux données d’entrée. En
effet, si les données d’entrée proviennent de la sortie d’un autre systéme, les bruit associés n’ont
plus les caractéristiques des bruits blancs. Ainsi, les termes statistiques des bruits d’entrée sont
simplifiés et la complexité de la relation donnant la puissance du bruit de sortie est fortement
diminuée. Par exemple, les matrices d’intercovariances sont nulles dans ce cas. Les simplifications
engendrées par les bruits blancs sont présentées par la suite. La valeur de la puissance du bruit
est obtenue pour une valeur nulle de . Ainsi, le puissance du bruit est calculée et le RSBQ de
I'application est déterminé & l’aide de cette formule.

Covariance

La matrice de covariance Cy,,p,, () s'obtient en soustrayant les équations (3.127) et (3.115)
au carré. Ainsi, la covariance du bruit de sortie évolue dans le temps selon ’expression suivante :

beubyu (‘9) = Rbyubyu (9) - mbyumiw (3.128)

Pour une valeur de # nulle, la variance du bruit de sortie by, (n) est retrouvée.

Corrélation entre les bruits

La sortie du systéme est composée de IN; bruits de sortie. La corrélation existant entre ces
différents bruits de sortie peut étre déterminée. Elle permet de regarder si les bruits en sortie du
systéme sont indépendants entre eux. Cette corrélation dépend des bruits d’entrée mais également
des pseudo réponses impulsionnelles inhérentes & la propagation des sources de bruit pour aboutir
& une sortie. Soit deux bruits de sortie by, (n) et by, (n) Yu # v € [1 : Ns]?. Ces matrices ont pour
tailles My, ,xNyp,,, et sont calculées par la suite.
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Intercorrélation entre deux bruits de sortie La matrice d’intercorrélation de deux bruits
de sortie by, (n) et by,(n) est définie par:

Ro,1,,(0) = Ebyu(n)bh,(n — 0)) (3.129)

Son expression est obtenue en utilisant un développement identique au calcul de 'autocorré-
lation. L’intercorrélation entre deux bruits de sortie est alors égale a:

Ri, ()b, (0) = Elbyu(n)by, (n —0)]

m)my, D, ;(m) + ij(m)mgjzvj(m)} t> (3.130)

Intercovariance entre deux bruits de sortie L’intercovariance est la matrice définie par la
différence entre la matrice d’intercorrélation et du produit des moyennes.

beuby'u (0) = Rbyubyv (0) - mbyumzyv (3131)

Si les deux bruits de sortie sont non-corrélés, cette matrice est alors nulle pour tout 6.

Cas des bruits de quantification (bruits blancs)

Dans cette partie, le cas des bruits blancs est pris en considération. En effet, les bruits de
quantification générés au sein du systéme sont des bruits blancs. Ceux-ci correspondent & la ma-
jorité des bruits présents dans le systéme. Leur modéle, présenté en section 1.2, définit ces termes
comme des bruits blancs. Ainsi, traiter le cas des bruits blancs permet d’étudier les caractéris-
tiques des bruits de sortie dans le cas ou I'ensemble des bruits sont des bruits de quantification.
Ces termes sont non corrélés les uns aux autres. De plus, les échantillons composant les bruits
d’entrée b;(n) ont les mémes caractéristiques statistiques (moyenne ji, et variance Ugi). Ainsi les
termes statistiques des bruits de sortie sont simplifiés.

La moyenne du bruit de sortie est définie par ’expression suivante :

Ne n
Mo, = 3, D E(As(k)1Di(k) + Us(k)1'Vi(k) (3.132)
1=1 k=0

La matrice d’autocorrélation devient :
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Ne n—~0

Ry, (0) = Zabz[ (T D ()DL ()] A ()AL )
=1
+ E(Au(B) VL ()DL ()UL () + B(U, (kD () Ve (k)AL ()

+ E(uuxk)uzi(k)ﬂ[X@(kzww(’fﬂ>]

Ne Ne n n—~0

 E S £ olaorm oo

i=1 j=1 k=0 m=0

+ E(Au(R)ID,(R)VY, (m)1U,(m)) + E(uuxk)lfzm(kmzj<m>1tAzj<m>)

b (U1 (VL ()1 )| (3.133)

Cette expression est simplifiée par rapport a lexpression (3.127). Dans la majorité des cas
considérés, I'ensemble des bruits présents au sein du systéme sont des bruits de quantification.
Alors, lexpression précédente (3.133) est utilisée pour estimer la puissance du bruit en sortie. Si
les signaux d’entrée du systéme proviennent de la sortie d’'un autre systéme, cette expression ne
peut étre utilisée. L’équation (3.127) est alors reprise pour les bruits d’entrée. Sinon, la puissance
du bruit peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante :

Ne Ne
Z oy, Ka; + Z Zub iy Kmg (3.134)
=1 j=1

Elle s’exprime alors comme la somme de la puissance de chacun des bruits, les termes Ka et
Km étant des constantes définissant le systéme.

Ces deux constantes correspondent & des espérances de termes de signaux. Lors de I’évalua-
tion analytique de la précision, le temps requis le plus important est celui de la détermination de
ces constantes. En effet, pour les établir, les termes statistiques de combinaisons de signaux sont
calculés. Cette étape peut étre longues pour des systémes de taille élevée. Une fois cette étape
franchie, ces constantes sont multipliées par les moyennes et variances des bruits de quantifica-
tions. Ces termes sont calculés & ’aide des modéles des bruits comme expliqué dans la partie 1.2.
Cette seconde étape consiste a évaluer 'expression analytique de la puissance du bruit P, . Le
temps requis est alors trés faible.

L’intercorrélation entre deux bruits de sortie s’exprime alors sous la forme suivante :

Ne n—~0

R (0) = 3o0h 3| B(Tr[DuDL (0] A (DAL

i=1 k=0

+ B(Au(R)VE (k)DL (kUL (k) ) + B (U, (R)Dy; (k) VY (k) AL (k)

V1

+ E (Hm(k‘)gii(k’)Tr (Vi () Vi (F)] >]

Ne Ne n n—~0
+ Z Z/’Lbiiu“bj Z Z [E (Aui(k)lguz(k’)Df]j(m)ltAfjj(m))
i=1 j=1 k=0 m=0

B Ay (01D, ()Y (m)1UY;(m) ) + B (U, (k)1 (k)DY, (m) 1Al (m))

b B(N VsV ()1 ) (3.135)
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Elle s’exprime comme la produit des termes de moyenne. L’intercovariance entre deux bruits
de sortie différents s’exprime selon la relation suivante :

beubyv (9) = Rbyubyv (9) - mbyumzyv (3136)

Dans ce paragraphe, les calculs des statistiques des bruits de sortie sont exprimés dans le cas
des bruits blancs. Ce contexte représente la majorité des cas traités. Les expressions obtenues sont
alors simplifiées car les statistiques des bruits sont mises en facteur.

Si les signaux sont complexes, alors les bruits peuvent 1’étre aussi. Dans ce cas, les matrices
sont définies par ’expression suivante :

R, ; (0) (3.137)

byubyu

ou byiu désigne le conjugué de by,. Pour le reste, le modele n’est pas modifié.

3.3.2 Calcul de la complexité

Les caractéristiques statistiques sont données par les expressions précédentes. Dans le but d’im-
planter ces calculs dans un outil, leur complexité doit étre évaluée. La complexité est déterminée
& partir du nombre de multiplications et d’additions & effectuer. Pour ce faire, les complexités
dans le cas du calcul de la moyenne et de I'autocorrélation sont développées ci-dessous.

Cas de la moyenne

La moyenne est donnée par I’expression suivante:

Ne n
i=1 k=0

Elle correspond au produit de six matrices. Pour rappel, le produit de deux matrices de taille
Px@Q et QxR nécessite PQR multiplications et P(Q — 1)R additions. Or, pour plus de clarté,
le nombre d’additions est approximé par PQR comme pour les multiplications. L’objectif étant
d’obtenir un ordre de complexité, cette hypothése n’influe pas sur les calculs. De plus, pour
simplifier les notations, My, = M,,, Ny = Ny, M; = M, et N; = Np,. Les différents termes
présents dans I’équation ont les tailles suivantes:

— A (k) a pour tailles MyxM,;.
— myp, a pour dimensions M;xN;.

— D,i(k) a pour tailles N;xNj.

Donc le produit A;(k)ms, nécessite MgM;N; multiplications et produit une matrice de taille
MxNj;. Le produit A;(k)my, par D;(k) requiert MsN; N, multiplications donnant un nombre
global de M;M; N; + M;N; Ns multiplications. De méme, MM; N; + M M; Ns multiplications sont
nécessaires pour obtenir le terme Uj(k)mj Vi(k).

Le nombre de multiplications pour le calcul de la moyenne est égal a:

Le nombre d’additions nécessaires est égal & la somme du nombre de multiplications précédent
et de M N; liés a la somme des termes A ;(k)my,D,,;(k) et U, (k)my V. ; (k)

Ngaa = 2MM; N; + MSNS(Ml + Nz) + M¢Ng (3140)
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Ne n n
Or, le calcul de la moyenne est composé d'une double somme ) > . La somme ) est a priori
i=1k=0 k=0

une somme infinie. En pratique, cela est résolu en arrétant la somme aprés le calcul d’un nombre
p; d’échantillons. Ce nombre p; est fixé de fagon a s’assurer que les termes de bruit b;(n) non pris
en compte dans le calcul soient négligeables par rapport aux termes pris en compte. En effet, les
échantillons du bruit d’entrée a l'instant n prédominent en terme de puissance. Les échantillons
précédents ont une puissance décroissante. Ceci est dii & la décroissance des matrices A et D,
assurant ainsi la stabilité du systéme. En pratique ce nombre p; peut varier entre 50 et 1000 selon
la vitesse de décroissance des termes & calculer. Plus les termes décroissent rapidement, moins le
nombre de termes & prendre en compte est important. Le nombre de multiplications nécessaires
au calcul de la moyenne pour un bruit d’entrée b;(n) est égal a:

Le nombre d’additions est alors de:

Le nombre complet de multiplications est alors la somme sur I’ensemble des bruits d’entrée.
Cela correspond a la somme sur i de 'expression (3.141).

> pi @M M;N; + MN(M; + N;)) (3.143)
7

Le nombre complet d’additions est alors la somme sur ¢ de Iexpression (3.142)

> pi @M M;N; + MyNy(M; + N;) + M,N,) (3.144)

2

Pour terminer, le nombre de termes pour le calcul de ’espérance doit étre pris en compte.
Soit T' le nombre de termes de calcul d’espérance utilisé. En pratique 7' = 100 permet d’avoir un
résultat correct. Le nombre complet d’additions et de multiplications est alors de:

T " pi (2MM;N; + MNo(M; + N;)) (3.145)

T pi M M;N; + MNo(M; + N;) + Mo Ny) (3.146)
%

Pour rendre ces expressions un peu plus lisibles, un exemple est traité. Considérons le cas ou
les bruits d’entrée sont des vecteurs de taille N (donc M; = N et N; = 1) et ot les sorties sont des
scalaires (Ms =1 et Ng = 1). De plus, le nombre p; de termes nécessaires au calcul est fixé a 500
et le nombre de termes pour l'espérance est 7' = 100. Le nombre de multiplications nécessaires
est égal a:

T " piNmur = 50000N (3N + 1) (3.147)
ot N, désigne le nombre de sources de bruit. La complexité obtenue est alors en O(N).

Cas de ’autocorrélation

Dans cette section, la complexité de ’autocorrélation est calculée. L’autocorrélation s’exprime
avec ’équation suivante :
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Ry, b, (0) = Ebyu(n)b,, (n — 0)]

Ne n n—0
Z Z Z E(TT m‘(k)Dtuj (m))]Aui(k)Cbibj (m — k)AZJ(m))
4,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
+ 333 B(A(B)Cos, (m — KV, (m)DY (k)T (m))
i,=1 k=0 m=0
]JVe n n—~6
+ 33> B(Usi(k)Dy(m) Ve ()i, (m — K AL (m)) (3.148)
4,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
+ Z E( )Qt (m)Tr[V!, ;(m)Chp, (k — m)Xm(k)])

n

>

i,j=1 k=0 m=0
Ne -0
53

i,j=1 k=0 m=0

(A (m)my, Dy () + U, (m)mh, V., (m))'|

B (Aui (k) Dy (k) + Uy (k)mh, Vi ()

Cette équation est composée de cing termes. La complexité de chacun de ces cing termes est
déterminée.

Complexité du premier terme Tout d’abord, le premier terme est composé de la trace du
produit de D et D!. Donc, pour déterminer la trace, les termes présents sur la diagonale de DD?
doivent étre connus. Cela représente un nombre de N; termes. Chacun de ces N; termes est généré
par la multiplication de Ny termes. Cette étape nécessite donc NgN; multiplications. Ensuite, le
produit des matrices ACA? est considéré. Pour le produit de ces trois matrices, M, SME + M2M;
multiplications sont effectuées. Ceci conduit au nombre de multiplications suivant :

M M? 4+ M2M; + N, N; (3.149)

Puis, ces deux termes sont multipliés, d’oit 'ajout de M2 multiplications.

MgM? + M2?M; + NsN; + M? (3.150)

Le calcul de la trace nécessite environ V; additions, mais aucune addition n’intervient dans le
produit de la trace par AC A!. Le nombre d’additions nécessaires est de:

MM? + M2M; + NsN; + N; (3.151)

Complexité du deuxiéme terme FEn analysant le deuxiéme terme comme le premier, cela
conduit & un nombre de multiplications de:

My M7 + M;M;Ns + MsN;N; + M7 N; (3.152)

Le nombre d’additions est de:

MM; + MM;N, + M NN; + MZN; (3.153)
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Complexité du troisiéme terme Le nombre de multiplication pour le troisiéme terme est
égal a:
MM} + M M;Ng + M,NoN; + M2M; (3.154)

et le nombre d’additions est de:
MM} + M,M;Ng + MyNoN; + M2M; (3.155)

Complexité du quatriéme terme Pour le quatriéme terme, cela conduit & un nombre de
multiplications de:

NyM? + NoM; + M? + M2N; (3.156)

et un nombre d’additions égal a:
NsM? + NsM; + Ng + M2N; (3.157)

Complexité du cinquiéme terme Pour le cinquiéme terme, le nombre de multiplications a
pour valeur :

2(2M,M;N; + NyN; M, + M M;N,) + M2N, (3.158)

et le nombre d’additions est égal a:

2(2MM;N; + MyNy(M; + N;) + MNy) + M2N, (3.159)

Complexité globale La complexité de 'autocorrélation est la somme de la complexité prise
pour chacun des cing termes. Comme dans le cas de la moyenne, p; désigne le nombre de termes
du bruit b;(n) pris en compte dans le calcul et T' correspond au nombre de termes de calcul de la
moyenne. Le nombre complet de multiplications est égal & :

T pi((M; + N (AM,N, + 2M2 + Ny + 3M M) + My(NiM; + MNy) + M2(2 + N,) }3.160)

7

Pour simplifier la compréhension, le cas ot le bruit b;(n) est un vecteur de taille N et, ou la
sortie est un scalaire, est repris. Le nombre de multiplication devient :

szl-Nmult = N,50000(4N? + 11N + 10) (3.161)

)

Dans ce cas, le nombre d’additions est du méme ordre:

T " piNada = Ne50000(4N? + 11N + 10) (3.162)

)

Ainsi la complexité est donc en O(N?). Dans le cas ot I'entrée devient une matrice et la
sortie un vecteur, la complexité est en O(N?). La complexité est du méme ordre pour les autres
termes (covariance et intercorrélation). Ces calculs sont faits dans le pire cas. Pour les systémes
non-récursifs, 'ordre de complexité est moins important car le terme de somme disparait.
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3.3.3 Meéthode de réduction de la complexité

Dans cette section, une méthode de réduction de la complexité au moyen d’une approche par
prédiction linéaire est présentée. En effet, les termes de signaux A, D,U et V sont présents dans
les expressions des statistiques des bruits de sortie sous la forme d’une somme infinie (équations
(3.127) et (3.133)). L’objectif de I'approche est d’exprimer ces sommes infinies d’une maniére
différente permettant de réduire la complexité des calculs. Dans un premier temps, la prédiction
linéaire est présentée. Ensuite, la méthode est définie pour notre modéle. Finalement, elle est
appliquée aux sommes infinies pour montrer les simplifications obtenues.

Méthode de prédiction linéaire

Dans la partie précédente, les calculs de complexité du modéle ont été présentés. Dans un souci
d’optimisation, réduire cette complexité permettrait d’obtenir des gains importants en temps de
calcul. L’idée est de simplifier le développement de la récursion en approchant la somme infinie
par une méthode basée sur la prédiction linéaire. La prédiction linéaire se définit de la maniére
suivante. Elle permet d’approximer les termes d’une séquence au moyen d’une fonction linéaire
appliquée aux P précédents termes. Les premiers termes étant h(n),h(n — 1)..., le terme h(7) est
estimé & partir des P précédents termes h(i + j). Soit A;..Ap les P coefficients de prédiction
linéaire. La valeur estimée h(i) de h(i) est donnée par 'expression suivante :

P
h@i) =" Ajh(i+ ) (3.163)
j=1

L’objectif est d’approcher les termes de la somme infinie & partir des premiers échantillons de
cette derniére et des coeflicients de prédiction calculés. Pour ce faire, le nombre de coefficients P
et leur valeur doivent étre déterminés.

Présentation de la méthode

La méthode de prédiction linéaire définie pour notre modéle est présentée dans ce paragraphe.
Cette méthode est appliquée aux termes de pseudo réponse impulsionnelle permettant de décrire
le systéme. En pratique, 'approche est utilisée sur les termes de signaux A et D. Les termes
de pseudo réponse impulsionnelle se déduisent les uns des autres d’aprés la formule explicitée en
section 3.2.1. L’objectif est de modéliser ces relations de fagon linéaire. Ainsi, les sommes infinies
peuvent ensuite étre modélisées par ces coefficients. Cependant, cette approximation génére un
biais entre la valeur obtenue et la valeur réelle. Ce biais ne diverge pas comme expliqué par la
suite, et son influence sur la qualité des calculs est mesuré dans la derniére partie de ce chapitre.
Le premier élément & déterminer pour appliquer cette méthode est 'ordre de prédiction P. Or un
systéme récursif peut se modéliser sous la forme d’une pseudo-fonction de transfert

(3.164)

Le calcul de la pseudo réponse impulsionnelle, présenté dans la partie 3.2.1, est obtenu en
déterminant les termes en fonction des L précédents termes calculés. En effet, 'ordre L d’un
systéme récursif définit le nombre de sorties précédentes dont est fonction la sortie actuelle. De
ce fait, ordre de prédiction P représentant le nombre de coefficients de prédiction & déterminer,
est égal & 'ordre L du systéme récursif.

P=1L (3.165)
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Ensuite, les coefficients doivent étre déterminés. Ces coefficients sont des scalaires de valeurs
constantes. La principale difficulté est de définir une méthode de calcul de ceux-ci. Ils doivent
minimiser l'erreur entre la valeur réelle h(i) et la valeur estimée h(i). Ces termes sont composés
de scalaires, vecteurs ou matrices. Ainsi, dans le cas général, ces termes sont considérés comme
des matrices. Le but est donc de minimiser cette erreur quadratique définie par:

E(e?) = E (Tr((h(z’) — h(i)) (h(i) — ﬁ%i)))) (3.166)

L’opérateur Trace permet d’obtenir des scalaires. Les P coefficients de prédiction sont notés
Al....Ap. La dérivée de cette erreur quadratique en fonction du coefficient A; donne

OE(e?)
Ok

— Ty (E [2h(i)h' (i + k) — 23 \jh(i + )R+ k)]) Vke[l: P (3.167)
J
L’erreur quadratique est minimale si sa dérivée est nulle donc si
Tr (E[h(z’)ht(z’ n k:)]) =3 NTr <E[h(i + )Rt + k)]) Vk € [1: P] (3.168)
J

De ce fait, cette expression peut étre représentée sous forme matricielle. La matrice S de
dimension PxP est introduite. L’élément de sa m°™® ligne et de sa n®"® colonne est donné par la
relation suivante:

Smm = Tr (E[h(i +m)ht(i + n)]) (3.169)

Un vecteur ligne J de taille P peut également étre introduit. Son n®™° terme est défini par
I’expression suivante

Ty = Tr (E[h(i)ht(i + n)]) (3.170)

Alors, le vecteur A = [A1...\p|" des coefficients de prediction linéaire vérifie I’égalité suivante :

AS=1J (3.171)

Pour déterminer les coefficients A, la matrice S doit étre inversée. Pour cela, cette matrice doit
étre inversible. Si ce n’est pas le cas, les coefficients ne peuvent étre déterminés de cette fagon. En
effet, dans le cas ou les fonctions h(i) sont des constantes, les lignes de la matrices S sont liées
deux & deux. Pour comprendre, traitons le cas d’un IIR 2 de fonction de transfert

bo
H(Z) = (3.172)

1—ajz71 —agz2

L’ordre de récursion de ce systéme est P = 2. Deux coefficients A; et Ay sont & déterminer.
Les premiers termes de la réponse impulsionnelle sont les suivants

h(n) = b(]
h(’I’L — 1) = a1b0
h(’I’L - 2) = a%bo + asby (3.173)

La valeur exacte du troisiéme terme de réponse impulsionnelle est h(n — 2) = a%bo + asbg.
Cherchons a calculer la valeur des coefficients permettant d’approcher au mieux cette valeur. Pour
ce faire, la matrice S est définie. Les termes h sont des constantes scalaires.

_( hn-1)7*  h(n-1)h(n)
> < h(n —1)h(n) h(n)? ) (3.174)
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En remplacant les termes h par leur valeur, cette matrice est égale a:

272 2
_ ( @by aibg
S = < wb? b2 > (3.175)

La premiére colonne de cette matrice se déduit de la seconde en la multipliant par a;. Ces
deux colonnes étant liées, la matrice n’est pas inversible. Pour pouvoir appliquer la méthode dans
I’ensemble des cas traités, cette matrice doit étre modifiée. Les colonnes de la matrice étant liées
entre elles, une seule doit étre conservée. Par choix, la colonne la plus & droite est conservée. Elle
regroupe les termes les plus anciens. Cette colonne permet d’obtenir une relation linéaire liant les
différents coefficients A. De la méme fagon, le vecteur J doit étre modifié. Seul le dernier élément
Tr (E[h(i)h(i + P)']) de ce vecteur est conservé. Cependant, une infinité de solution est possible.
Pour restreindre le choix & une solution unique, des contraintes doivent étre fixées. Reprenons
I’exemple du filtre IIR pour trouver ces contraintes. Les coefficients de prédiction correspondent
aux coefficients du filtre. En effet, les termes de réponse impulsionnelle se déduisent les uns des
autres en multipliant les termes précédents par les coefficients a; et ao, comme expliqué dans la
partie 3.2.1. De ce fait, les coefficients de prédiction & obtenir sont égaux a:

)\1:CL1
de = ap (3.176)

La contrainte linéaire obtenue par la derniére colonne de la matrice S pour ces coefficients est
la suivante:

A1a1bg 4+ A2 = (a? + a)b} (3.177)

Pour obtenir la valeur correcte des coeflicients des prédiction, la contrainte suivante est fixée:

A+ X=ai +as (3.178)

Cette expression doit étre réécerite pour l'utilisation de la forme générale des pseudo fonctions
de transfert. Les termes aj et as correspondent aux termes du dénominateur de la fonction de
transfert du IIR, donc aux termes f(™ de la pseudo fonction de transfert générale. Ces termes
™) peuvent étre de dimension M quelconque. Pour obtenir un scalaire, la moyenne des termes le
composant est pris en compte. La moyenne des termes est notée || f|| comme l'exprime la relation
suivante :

L ()
) Z,ij(n—l)i,j
Hf(sfl)H = 2 (3.179)

ou M désigne la taille de cette matrice. Avec cette notation, la contrainte définie pour I'IIR
s’écrit sous la forme suivante :

M2z =B 1+ 1] (3.180)

Pour déterminer de maniére unique ces P coefficients, P relations doivent étre établies entre
eux. La premiére relation désigne 1’égalité linéaire provenant de la colonne conservée de la matrice
S. Les P — 1 autres contraintes sont généralisées depuis ’expression précédente.

N+ X =B Il I+ 1500 ll| Yiet: P=1] (3.181)

De maniére plus générale, les contraintes permettent de normaliser les coefficients de prédiction
par rapport aux coefficients du systéme. La nouvelle matrice S ainsi obtenue est la suivante:
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1 0 0 0  Tr(E[h(i+ 1)kt i+ P)]
1 1 0 0  Tr(E[h(i+2)ht(i+ P)]
s=| " (3.182)
0 ... 1 1 0 Tr(E[h(i+P—2)nt(i+ P)]
0 ... 0 1 1 Tr(E[Rh(i+P—1)hi(i+ P)]
0 ... 0 0 1 Tr(E[h(z‘+P)ht(z'+P)])

Le vecteur J est défini par ’expression suivante :

E I 1+ 178
E I+ 158
J= (3.183)
B 55 oyl + 150 ]
Tr (E[h(i)ht(z' + P)])

Ainsi les coefficients de prediction peuvent étre déterminés en utilisant ces deux matrices.
Cette méthode peut alors étre utilisée pour prédire les termes de signaux. Néanmoins, pour le
calcul, les premiers termes de la réponse impulsionnelle sont déterminés. Ces termes corespondent
aux h(i+1)...h(i+ P) nécessaires a la détermination de la matrice S. Le nombre de termes néces-
saires au calcul de ces coefficients doit étre fixé. Si @) désigne 'ordre du numérateur de la pseudo
fonction de transfert, alors les P + () premiers termes de réponses impulsionnelles sont calculés.
La nécessité de calculer les P + () premiers termes permet de prendre en compte I’ensemble des
termes contenus dans la pseudo fonction de transfert pour calculer les coefficients de prédiction
linéaire et, ainsi, d’avoir un modéle encore plus réaliste car tous les termes interviennent. Par la
suite, les termes de prédiction linéaire sont établis. A partir de la, le systéme est parfaitement
modélisé. Pour appliquer cette méthode, la démarche suivante est proposée et résumée a la figure
3.21. Les termes P et ) désignent 'ordre du numérateur et du dénominateur de la pseudo fonction
de transfert du bruit considéré.

— Les P + @ premiers termes de réponses impulsionnelles sont calculés par la méthode pré-
sentée dans la partie 3.2.1.

— La matrice S et le vecteur J sont alors établis et ainsi, les coefficients de prédiction A sont
calculés \ = JS1.

— Uniquement les coefficients A et les P + @ — 1 premiers termes de réponse impulsionnelle
sont conservés en mémoire. Ainsi pour appliquer la méthode, seuls les ordres du numérateur
Q, du dénominateur P, et les P coeflicients de prédiction linéaire sont nécessaires. Le gain
de place en mémoire est alors trés important.

Le terme P+ @Q — 1 (somme des ordres du numeérateur et du dénominateur moins 1) s’appelle
ordre initial et le terme P (ordre du dénominateur) définissant le nombre de coefficients est
dénommé ordre de prédiction. Cependant, pour un systéme non-récursif, le dénominateur de la
fonction de transfert est d’ordre nul. Dans ce cas, un coefficient de prédiction est calculé de valeur
nulle car aucun terme n’est & prédire.

Le modele a été présenté pour les fonctions h. Or celles-ci correspondent a la multiplication
par deux termes de signaux A et D. En pratique, Deux séquences de termes de prédiction sont
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(" Pseudo fonction de transfert
Q ,
z 8 (( " 3i )% -
H (n) (z) = lZOP
- (n) ,-j
N 1 v Sinsy)%
4 I
Calcul des P+Q premiers termes de
pseudo réponse impulsionnelle : A"

o l J
e N
Détermination des matrices S et J
en fonction de /™ et h™®

}

Calcul des P coefficients
de prédiction linéaire

ordre initial (P+Q-1) : nombre de termes de
pseudo réponse impulsionnelle
a conserver en mémoire

J

Méthode de calcul des coefficients de prédicton linéaire

ordre de récursion (P) : nombre de coefficients

/

F1a. 3.21 — Méthode de calcul des coefficients de prédiction linéaire

alors calculées, une pour les termes A et une pour les termes D. Pour illustrer la méthode, celle-ci
est appliquée sur 'exemple de I'IIR traité plus haut.
La fonction de transfert est la suivante:

bo
1—ajz7! —asz™

H(z) - (3.184)

Avant de déterminer les coefficients de prédiction linéaire, il convient d’établir la valeur des
premiers termes de la réponse impulsionnelle. Si ) correspond au nombre de termes du numérateur
de la fonction de transfert, le nombre de termes de réponse impulsionnelle & établir est P + Q. Ici
P =2et Q =1, donc les 3 premiers termes de réponse impulsionnelle sont définis.

h(n) = bo
h(n —1) = ajby
h(n — 2) = a%bo + asbg (3.185)

Les termes étant des constantes, la trace de ’espérance de ces termes correspond aux termes
eux-mémes. La matrice S est définie par I’expression suivante

S = ( } h("h_(i))rf(") > (3.186)

En remplacant par leur valeur, la matrice S est égale a

2
S — < 1 aégo ) (3.187)
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Le vecteur J est défini par ’équation suivante :

J= (B N+ 152l Tr (Elbe = 2)htm)]) ) (3.188)

En introduisant la valeur de chaque terme, le vecteur J est égal a:

J = ( ai + az a%b% + agbg ) (3.189)

La multiplication de J par l'inverse de S fournit comme résultats les valeurs a; et ao. Les
coeflicients du filtre sont bien retrouvés.

Application de la méthode

L’application de cette méthode dans le calcul de la puissance du bruit de sortie est explicitée
ci-dessous. L’expression définissant la puissance du bruit comporte des sommes, en théorie infinies

(>> A(k)S(b)D(k)) ou S désigne une statistique du bruit b. De la méme fagon, les termes U et
k=0

V sont traités en considérant les termes transposés. Pour la présentation de ’application de la
méthode, seuls les termes non transposés sont pris en compte. D’autre part, dans la plupart des
cas traités, seuls un des termes A ou D apparait. Ainsi, dans un premier temps, la cas ol seul
un des deux termes apparait est considéré. Dans un second temps, la méthode est généralisée &
la présence des deux termes.

Si un seul terme de bruit apparait (par exemple A), la somme s’écrit sous la forme suivante :
n
> A(K)S(b) (3.190)
k=0

n
L’objectif est d’exprimer de maniére différente le terme > A(k). Les termes A (k) et les D(k)
k=0
définissent la pseudo réponse impulsionnelle du systéme parcouru par le bruit d’entrée. Ces termes

sont calculés en développant la pseudo fonction de transfert du systéme. Cette pseudo fonction
de transfert s’écrit sous la forme suivante:

o

Z g((Z),l)zil

H(n) (2) _ ZZOP

(3.191)

Avec la méthode explicitée précédemment, les P+ () — 1 premiers termes de la pseudo réponse
impulsionnelle sont déterminés directement. Ainsi, les termes A (n).....A(n—P—Q+1) sont calculés
par la méthode classique de détermination de la pseudo réponse impulsionnelle. La matrice €2
est introduite et définie par la relation suivante :

An—Q+1)
Qo = A(n:_Q) (3.192)
A@—PQQ+m

D’aprés 'expression précédente, €y semble étre un vecteur. Or les termes A (n— @) la compo-
sant sont en général des matrices. De ce fait, €2 est considérée comme une matrice. Cette derniére
contient les P termes de pseudo réponse impulsionnelle & partir de ’échantillons n — ). De la
méme fagon, la matrice €2, est introduite et définie par la relation suivante:
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An—Q—-m+1)
Q= Al = Q - (3.193)

Amn—P—-Q—-m+2)

Or, les coefficients de prédiction permettent de calculer les termes suivants de pseudo réponse
impulsionnelle. La méthode de calcul des coefficients s’applique & partir de ’échantillon P + Q)
donc & partir de Uinstant n — P — @) 4+ 1. L’échantillon de l'instant n — P — @) + 1 est présent
dans la matrice €21, puis dans les P — 1 suivantes. Comme 1’échantillon a 'instant n — P — Q + 1
peut étre calculé par les coefficients de prédiction, la matrice €21 peut également étre déterminée a
partir de ces coefficients. Ainsi, toutes les matrices €2, pour m non nuls peuvent étre déterminée
a l'aide des coefficients de prédiction. Soit A la matrice carrée de taille P définie par la relation
suivante :

0 1 0 0
0O 0 1 .. 0

A= o (3.194)
0 ... ... 0 1
Ap Ap—1 ... ..M

ol les \; désignent les termes de prédiction des A. Avec 'aide de cette matrice A la relation
de récurrence suivante est explicitée:

Qerl = AQm
= ATHQ, (3.195)

La matrice limite A™ posséde une limite nulle & l'infini. La somme des matrices €y, peut
s’exprimer sous la forme suivante :

iﬂm = iAmQO
m=0

m=0
= (Ip—-A)'Q (3.196)

D’autre part, la premiére ligne de la somme des matrices €2, est égale a:

n—Q+1
An-Q+1)+AMn—-Q)+...+A(0)= >  A(k) (3.197)
k=0

Cette expression représente une partie de la somme infinie & déterminer. Seuls les Q — 1
premiers termes de la pseudo réponse impulsionnelles sont absents pour avoir 1’égalité. Or ces
() — 1 premiers termes sont calculés par la méthode classiques pour déterminer les coefficients de
prédiction A. Pour aboutir & 'expression de la somme infinie, ces termes sont ajoutés a la premiére
ligne de la somme des matrices €2,,. La valeur de la matrice (Ip — A)f1 présente dans I’équation
(3.196) est calculée. Celle-ci est égale a:

P-1 P-2
Yoai—1 A—1 AM—1 -1
SR
1 —-A >\z -1 . A —1 -1
(Ip—A)' = I r Z:Z1 !
M- 1 —Ap —Ap — Ap_1 A—1 -1
i=1 : - , :
—Ap —Ap—Ap_1 —Ap—Ap_1—Ap_9 -1

(3.198)
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Or dans cette matrice, seule la premiére ligne a un intérét pour le calcul de la somme. En

effet, la somme & calculer est égale au produit de cette premiére ligne et de la matrice €2g. Cette
n—Q+1
somme Y A(k) est donc égale a:
k=0

n—Q+1 P-1 /P—j-1
> A(R) = 5—— Z(Z Ai—1>A(n—Q+1—j) (3.199)
k=0 Z —17J =

=1
=1

La somme infinie Z A (k) est obtenue en ajoutant les @@ — 1 premiers termes de réponse

impulsionnelle Calcules precedemment Cette somme infinie peut s’exprimer comme une fonction
® des premiers termes calculés et des coefficients de prédiction.

n Q-2 P—-1 /P—j—1
D AR = > An—i)+ P72<Z )\1—1) (n—Q+1-1j)
k=0 =0

= B(AN) (3.200)

L’expression précédente montre l'intérét des coefficients de prédiction. La somme infinie &
calculer est transformée. Lorsque l'ordre de récursion P est égal a 1, un seul coefficient A est
considéré. L’expression est alors simplifiée en une série géométrique immédiate :

n
> A(k) ZAn—z +—>\A(n—Q+1) (3.201)
k=0

Cette méthode permet de réduire la complexité des calculs effectués.

Dans un deuxiéme temps, le cas ou les termes A et D sont présents est considéré. L’objectif
est de modéliser la somme suivante :

Zn: A(k)S(b)D(k) (3.202)
k=0

Maintenant, I’objectif est de trouver les valeurs A des coefﬁcients de prédiction correspondant

n
a cette somme. Précédemment, les sommes Z A(k) et Z D(k) ont été modélisées. En fait, les

termes A correspondent au produit de A4 et )\ p. La valeur ainsi obtenue d’un coefficient \; pour
i € [1: P] est déterminée par 'expression suivante :

Ai = Aa, AD; (3.203)

Les puissances des sommes infinies sont calculées par la modélisation précédente au moyen des
coefficients de prédiction. Ainsi, les coefficients A\ sont déterminés. La valeur de la somme infinie
est alors déterminée par ’expression suivante :

zn: A(k)S(b)D(k) = ®(AS(b)D,)) (3.204)

L’équation précédente permet de modéliser la somme infinie dans les calculs des statistiques des
bruits de sortie. Les prédictions étant effectuées sur les termes de pseudo réponse impulsionnelle,
I’approximation ne diverge pas. En effet, 'approximation linéaire fournit une valeur estimée de la
somme infinie. Cette valeur est réelle car les coeflicients de prédiction sont inférieurs a 1. D’autre
part, la stabilité du systéme est assurée par le fait que la somme des termes de pseudo réponse
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impulsionnelle est réelle et ne diverge pas. Ainsi le biais généré par cette approche n’entraine pas
de dégénérescence. Néanmoins, pour mesurer les valeurs de ce biais, différentes expérimentations
sont effectués dans la partie 3.5. Elles permettent de s’assurer que le biais ne dégrade pas de
maniére importante la qualité des calculs. Ainsi, 'approche par coefficients de prédiction permet
de réduire la complexité des calculs. Dans la partie suivante, cette complexité est évaluée pour la
nouvelle approche.

Calcul de la complexité avec ’approche par prédiction linéaire

La méthode par prédiction linéaire est introduite pour réduire la complexité des expressions
traitées. Dans ce paragraphe, les complexités des calculs de la moyenne et de 'autocorrélation
sont évaluées.

Calcul de la complexité de la moyenne avec ’approche par prédiction linéaire Lae
calcul de la complexité de la moyenne des bruits de sortie est présenté ci-dessous. Soit b;(n) le
bruit d’entrée, P; et (); les ordres du numérateur et du dénominateur de sa pseudo fonction de
transfert. Seuls les P; + Q; — 1 premiers termes de A,D,U et V sont déterminés par la méthode
de calcul de la pseudo réponse impulsionnelle. La complexité de ces termes a été calculé lors du
calcul de la complexité de la méthode générale. L’expression est établie & partir de ces termes
multipliés par des sommes de coefficients de prédiction.

L’équation (3.200) permet d’établir la complexité introduite par les coefficients de prédiction.
Considérons les termes A. Pour ces termes, le calcul des coefficients de prédiction nécessite Multp,
multiplications et Addp, additions. Ensuite, chacun des termes A(n — Q; +1 — j) pour j € [0 :
P; — 1] est multiplié par une somme de ces coefficients (equation (3.200)). Ces multiplications
requiérent MgM; produits pour chaque terme A(n — @Q; + 1 — j), soit un total de P;MsM;. Ces
multiplications sont également effectuées pour les termes D, U et V. Le nombre de multiplications
supplémentaires est égal a:

P(M, + No)(M; + N;) (3.205)

De plus, les sommes des coefficients de prédiction ), \; — 1 nécessitent P; additions pour les
termes A, et autant pour les autres termes.
Le nombre complet de multiplications Ny, est alors donné par ’expression suivante :

A ZT[(PZ- +Q; — 1)(2M,M; N; + M,N,(M; + Ni))}
)
4 Bi(M, + Ny)(M; + N;) + 4Multp, (3.206)

Le nombre complet d’additions est égal a:

Nowir = Y T|(P+ Qi = 1) 2MM;N; + MyN, (M + Ny))|
+ 4P+ 4Addp, (3.207)

Par rapport aux expressions développées pour l'approche générale, le nombre de points de
somme p; disparait. D’autre part, 'espérance est prise en compte uniquement sur les P; + @J; —
1 premiers termes. Pour rendre ces expressions un peu plus parlantes, un exemple est traité.
L’exemple du vecteur d’entrée de taille N est repris. Les nombres @; et P; sont fixés & 1. Dans ce
cas, une série géométrique apparait. Le nombre de multiplications nécessaires est de:

Nppatt = 100(3N + 1)N, + (2N + 2)N, + 4Mult, (3.208)
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Le terme Mult; désigne le nombre de multiplications nécessaires au calcul du coefficient de
prédiction. Dans cet exemple, (2N + 1) multiplications sont effectuées afin de déterminer la valeur
du coefficient de chaque terme de bruit.

La complexité en termes de multiplications est alors égale a:

Nyt = 100(3N + 1) N, + No(4N + 3) (3.209)

n
La complexité semble alors réduite par 500 car la somme » disparait. Néanmoins le calcul
k=0
du coefficient réduit légérement le gain obtenu. Ce dernier demeure cependant trés important.

Calcul de la complexité de ’autocorrélation avec ’approche par prédiction linéaire

Comme pour la moyenne, la complexité est réduite d’un facteur 500 correspondant au nombre
de points utilisés pour calculer la somme par rapport a la méthode de calcul direct de cette
somme. Néanmoins, le temps de calcul des coefficients pour réduire ce gain. Les temps requis sont
explicités dans le chapitre 4.

Conclusion

La méthode de prédiction linéaire est une méthode permettant de réduire la complexité des
calculs. De plus, le gain mémoire est important dans ’ensemble des cas car la mémorisation de la
pseudo réponse impulsionnelle n’est plus nécessaire jusqu’a un ordre p. Seuls les premiers termes
et les coefficients de prédiction sont mémorisés. De plus, le gain en complexité est légérement
inférieur & p correspondant au nombre de points de somme utilisés dans I’approche générale. En
pratique, la valeur de p est fixée & 500. Ce gain n’est jamais atteint car le calcul des coeflicients
de prédiction réduit ce dernier. Les gains obtenus sont compris entre 100 et 300.

3.3.4 Exemples

Pour illustrer I'application du calcul de la puissance du bruit de sortie, deux exemples sont
traités.

Filtre FIR

Soit I'exemple du FIR défini en section 3.2.1. Pour rappel, la sortie du systéme est égale a:

V' (n) = H'B(n) (3.210)

ol B(n) est le vecteur bruit d’entrée et b'(n) le bruit de sortie scalaire. Seul ce terme de bruit
est considéré.

Caractéristiques du bruit d’entrée Comme B(n) = [b(n)b(n—1)...b(n — N +1)]*, la matrice
d’autocorrélation du bruit B(n) est égale a:

1 1 g

E(B(n)B(n—-0") =] pu%+o% e py e 1 (3.211)
MQB + 0123 ..................
/ﬂB . H2B + 0123 .. ,uQB

Cette matrice est composée des termes de moyenne au carré /LQB et de variance 0123. Alors que
les termes de moyenne apparaissent au niveau de chaque échantillon, la variance apparait sur la
6°me diagonale inférieure. Si § = 0 alors 0% est situé sur la diagonale principale. De ce fait, si
0 > N — 1, alors U% n’apparait pas.
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Caractéristiques du bruit de sortie Les statistiques du bruit de sortie sont déterminées dans
ce paragraphe. Sa moyenne est égale a:

E@{®' (n))= H'mp
= upXh (3.212)

ot mp = [up,.....,up|" est le vecteur des moyennes de B(n) et up la moyenne d’un échantillon
du vecteur B(n). L’autocorrélation du bruit de sortie est définie par la relation suivante :

EWM (n)b'(n—0)) = E(H'B(n)B'(n — 0)H) (3.213)

Différentes valeurs de 6 sont étudiées. La puissance de b'(n) (6 = 0) est alors donnée par
I’expression suivante :

E( (n)?*) = o4H'H + p4iH ANH
= o b+ up(3 h)? (3.214)

ou 1n désigne la matrice composée de 1. Si 0 < 6§ < N — 1, alors I'autocorrélation du bruit de
sortie a pour valeur :

N—-1-60
EW ()t (n—0) =08 Y hihiyo+ pp(>_ hi)? (3.215)
=0 %

Si # > N — 1, alors lautocorrélation de ¥'(n) se résume a:
E(V'(n)t'(n = 0)) = pp(Y_ hi)? (3.216)

De ce fait, la covariance de V/(n) est égale a:

N—-1-60
B (0~ 6) ~ BY0)? = ok 3 hiisg (3217)
i=0
Sa variance, définie pour 6§ = 0, est égale a:
N-1
oy =0p Y i (3.218)
i=0

La puissance du bruit de sortie est identique a celle obtenue avec la méthode proposée en
section 1.3.3, page 26. Le modéle développé permet d’aboutir & des résultats corrects pour un
systéme LTI non-récursif.

Filtre IIR

Dans ce paragraphe, le calcul de la puissance du bruit est développé pour un systéme LTI
récursif. L’exemple du filtre IIR est repris. Seul le bruit b(n) sur les données d’entrée est considéré.
Le bruit en sortie du systéme est défini par la relation suivante :

V(n) = hi)b(i) ==Y AlYb(i) (3.219)
=0 =0

ou h désigne la réponse impulsionnelle du systéme. L’exemple s’exprime sous la forme d’une
somme infinie.
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Caractéristiques des bruits d’entrée Les bruits b(i) sont blancs et indépendants les uns des
autres donc leur corrélation est égale a:

E(b(i)b(7)) = 1, + 036 (i — ) (3.220)

ol up désigne la moyenne d’un échantillon de bruit d’entrée et a? sa variance.

Caractéristiques du bruit de sortie Dans ce paragraphe, la puissance du bruit de sortie est
calculée. La moyenne de b'(n) est égale a:

my = BV (n)) = 3 (i) (3.221)
=0

Son autocorrélation est définie par I’expression suivante :

n n—~0
E@® (n)t'(n—0)) = E(;Oh(i)b(i) ;Oh(j)b(j))
n n—~0
= ;0 - h(0)h(5)E(b(i)b(7))
n n—~0 n—0
— N Y hOhG) + 0 S B (3.222)
=0 57=0 =0
Sa covariance est donnée par la relation:
n—~0
B[ (n) — i)V (0 — 0) — )] = 02 3 h(i)? (3.223)
=0
Sa variance est alors égale a:
ol = ot f: h(i)? (3.224)
i=0

L’expression obtenue en section 1.3.3 pour les systéme LTT est retrouvée ici. En effet, le terme
de variance du bruit de sortie est composé de la variance du bruit d’entrée multipliée par la
somme des termes de la réponse impulsionnelle au carré. Cependant, cette expression s’exprime
sous la forme d’une somme infinie. La premiére solution consiste & tronquer cette somme au bout
d’un nombre p d’échantillons de réponse impulsionnelle. L’autre solution, la prédiction linéaire
est présentée dans le paragraphe suivant.

Prédiction linéaire Pour simplifier les calculs, la prédiction linéaire peut étre appliquée. Si le
systéme est un IIR d’ordre 1 alors le coefficient de prédiction linéaire A vérifie I’équation suivante :

h(i — 1) = Ah(1) (3.225)
La variance de o' (n) s’écrit alors
h(n)?

et sa puissance est donnée par la relation suivante
_ 2 | by
b1 X2 T (1 —\)2

Les équations sont donc fortement simplifiées par cette méthode. La somme infinie n’apparait
plus. Pour cet exemple, I'expression précédente est identique a I’équation (1.79) pour les systémes

E(V'(n)?) (3.227)
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LTI en utilisant la fonction de transfert. En effet, le systéme traité est un IIR d’ordre 1 de fonction
de transfert

bo

Le coefficient de prédiction A est égal a a;. Le terme multipliant la variance des termes de
bruit dans l'expression (1.79) est défini de la maniére suivante :

1 r :
— [ [H(7)[?db 22
o [ 1) (3.220)
Ce terme peut étre calculé de deux fagons. Soit ’égalité de Parseval est utilisée :
1/ NP 20
o / |H(e7%)|2df = Z;\h ()] (3.230)

Ou bien, la fonction de transfert est développée.

1 17 b2
— [ |H(9)?do = — / 0 do 3.231
27 / [H )] 2m ) 1+ a? — 2aicos(0) ( )

—Tr

Dans les deux cas, le résultat suivant est obtenu.

1 b2
— [ |H(&?do = —9 3.232
s | 1HERd = 2 (3232)

Or, dans notre approche, le terme multipliant la variance a pour valeur :

h(n)®
-2

(3.233)

Comme X\ = a; et h(n) = by, 'égalité entre les termes est vérifiée. De la méme fagon, I’égalité
entre les termes multipliant les moyennes peut étre vérifiée. Pour un IIR d’ordre supérieur, notre
approche fournit également un résultat identique a celui de 'expression (1.79). Cet exemple illustre
I'utilisation de la méthode par prédiction linéaire pour le calcul de la puissance du bruit. Les
méthodes utilisant la somme ou les termes de prédiction permettent de retrouver des résultats
bien connus pour les systémes LTI. Pour ces systémes, la méthode utilisant la somme est analogue
au calcul de la puissance du bruit avec les termes de réponse impulsionnelle. L’approche par
prédiction est identique & la méthode utilisant la fonction de transfert.

Conclusion

Ces deux exemples ont permis d’appliquer les expressions de calcul des caractéristiques du
bruit de sortie. De plus, la méthode de prédiction linéaire est utilisée pour permettre de réduire
la complexité des calculs. Pour les systémes LTI, des résultats bien connus sont retrouvés par les
deux méthodes.

3.4 Application a I’algorithme LMS

Pour illustrer le modéle précédemment développé 'exemple complet du LMS est traité dans
cette partie. Le LMS en précision infinie est représenté sur la figure 3.22. Lors du passage de
I’algorithme LMS en précision finie, plusieurs bruits sont générés.
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x(n) [Sal x(n-j) . x(n-N+1) Filtrage
=] ]

wy(n w;(n) Wy(n)

e(n)

Adaptation

Fic. 3.22 — Algorithme LMS en précision infinie

— Le bruit a(n) est généré par la quantification du signal d’entrée X (n). Le signal d’entrée
quantifié est noté X'(n).

— Le bruit (n) est di a la quantification du signal désiré y(n), dont la version quantifiée est
notée y'(n).

— Le bruit vy(n) est généré par la quantification du résultat du produit de l'erreur quantifiée
¢’(n), du signal d’entrée quantifié X'(n) et du pas d’adaptation p lors de la mise a jour des
coeflicients.

— Le bruit n(n) modélise ’ensemble des bruits apparaissant dans le FIR. Le signal en sortie
du FIR est alors noté §'(n).

Wy | X(n=j) X (n—N+1) Filtrage

w,(n) wj(n) W, 4(n)
) Q)
[Q]v.(m [Q]fv.(n)
+
S

Adaptation

F1G. 3.23 — Algorithme LMS en précision finie
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L’algorithme LMS en précision finie est représenté sur la figure 3.23. Le bruit en sortie du
systéme by (n) est généré par la somme des contributions de chaque source de bruit. Celles-ci sont
au nombre de quatre et ont été définies auparavant. La propagation de ces sources est maintenant
étudiée.

3.4.1 Propagation des bruits dans le systéme

Dans cette partie sont étudiées les propagations des différentes sources de bruit générées par
I'implantation en précision finie de ’application. L’instant de sortie est n. De ce fait, pour simplifier
les notations, les termes de pseudo réponse impulsionnelle sont simplement notés h(k) et non plus

(n)
h(k).

Propagation du bruit ~(n)

Le bruit y(n) est généré lors de la mise a jour des coefficients. Ce terme de bruit est un vecteur
de taille N. Tout d’abord, le chemin parcouru par ce bruit est déterminé. Celui-ci est représenté
sur le graphe 3.24. Ce graphe peut étre modifié de fagon a relier les branches de méme retard.
Le graphe ainsi modifié apparait en figure 3.25. Celui-ci illustre la propagation du bruit v(n) au
travers de deux blocs au sein du systéme. Le premier est la récursion propre au systéme et le
second correspond & la multiplication par le signal d’entrée X¢(n). Le bruit v(n) se propage donc
au travers de deux blocs en série notés S1, et S2,. En notant F(n) la matrice définie par

X'(n)

yin) m 1] P y(n)
{ — ] Y

- pX(n)

F1G. 3.24 — Propagation du bruit v(n)

F(n) = In — pX(n) X (n) (3.234)

La pseudo fonction de transfert Hgn) (z) du systéme parcouru par le bruit y(n) est définie par
I’expression suivante :

Z—l

1-F(n—-1)z"1

H™(2) = X(n)

¢ (3.235)

A partir de 'expression de la pseudo fonction de transfert du bruit «(n), le calcul de sa pseudo
réponse impulsionnelle h(n) est effectué. Ses premiers termes sont donnés par les expressions
suivantes :

>
=2
—~
3
|
=
I

X'(n)
hy(n—2) = X'(n)F(n-1) (3.236)
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S1

y

« N

y(n) m =

V'(n)

o

C‘D

\ I-yX(n-J)X’(n-I)/

F1G. 3.25 — Modélisation de la propagation du bruit v(n)

La fonction h, s’écrit comme le produit de deux matrices A, et D,. Les termes de pseudo
réponse impulsionnelle calculés précédemment montrent que le bruit y(n) est multiplié & gauche
par la fonction h., correspondant a la réponse impulsionnelle. La matrice A est donc égale a h, et
la matrice D, est réduite a I'unité 1. Les valeurs calculées de h, la définissent comme un vecteur
ligne de taille N. La matrice A est donc un vecteur noté A, . Les termes A, sont alors définis en

continuant le développement de la pseudo fonction de transfert HSY”) (z). Leur expression générale
est donnée par la formule suivante :

n—1
Ay(k)=X'(n) [] F(m) (3.237)
m=k-+1

La contribution 4/(n) du bruit v(n) est alors exprimée par la relation suivante :

n—1
V() = ) Ay(k)y(k)
k=0
n—1 n—1
V) = S xm) I (I = nX )X m))2(k) (3.238)
k=0 m=k+1

Cette expression s’écrit comme une somme infinie. Pour calculer les caractéristiques du bruits
en sortie, un nombre représentatif d’échantillons de la pseudo réponse impulsionnelle doit étre pris
en compte. Ce nombre peut étre trés important. Pour résoudre ce probléme, les termes de pseudo
réponse impulsionnelle sont approchés en utilisant la prédiction linéaire présentée en partie 3.3.3.
Pour appliquer ce modéle, les coefficients de prédiction linéaire sont appliqués comme expliqué en
section 3.3.3 page 115. La pseudo fonction de transfert précédente donne un ordre de récursion de
valeur 1 (terme en z~! au dénominateur). Pour calculer le coefficient de prédiction, les premiers
termes de A, sont déterminés. Comme l'ordre de prédiction est 1, et 'ordre du numérateur de
la fonction de transfert est de 2 (terme en z~! au numérateur), les 3 premiers termes de réponse
impulsionnelle de A, sont établis et repris dans I'expression suivante :

Ay(n) = 0
Ay(n—1) = X'(n)
Ay(n—2) = X'(n)(In—pX(n-1)X"(n-1)) (3.239)
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La matrice S est alors définie par E(A,(n — 1)A%(n — 1)) et est donnée par I'expression
suivante :

S = E(X"(n)X(n)) (3.240)

L’opérateur Trace n’apparait pas car les termes F (AVA'ty) sont des scalaires. Pour calculer le
coeflicient de prédiction linéaire, le vecteur J est calculé. Il est défini par la relation suivante:

J = E(A,(n—2)A(n—1))
_ E(Xt(n) (In — pX(n — X' (n — 1))X(n)) (3.241)

Ces deux termes se résument ici a des scalaires. Le coefficient de prédiction linéaire (noté \,)
est défini par la relation suivante :

Lo

E(Xt(n) (Ix — X (n — 1)Xt(n — 1))X(n))

_ (3.242)
E(X'(n)X(n))

Si les échantillons d’entrées contenus dans le vecteur X (n) sont non-corrélés entre eux, le
coefficient A, peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante :

Tr(Rys) — I’LTT<R§‘I)
Tr(Ry)

avec Ry, la matrice d’autocorrélation de X (n) définie par Ry, = E(X (n)X%(n)) et T'r 'opé-
rateur trace sommant les termes de la diagonale de la matrice considérée. Pour appliquer le
modele, seuls les deux premiers termes de pseudo réponse impulsionnelle correspondant a A, (n)
et A,(n — 1) sont conservés. Le coefficient A, permet alors de calculer tous les autres termes de
pseudo réponse impulsionnelle.

A= (3.243)

Propagation du bruit 5(n)

Le terme f((n) correspond au bruit généré par le signal désiré y(n). Ce bruit est donc un
scalaire. La propagation de ce bruit au sein du systéme est modélisé par la figure 3.26. Celui-ci
génére en sortie du systéme un bruit '(n) correspondant & sa contribution au bruit de sortie
by(n). Le bruit $(n) parcourt trois systémes placés en séries. Le premier systéme S1g est défini
comme la multiplication par pX(n). Le deuxiéme systéeme S2g correspond au passage dans le
systéme récursif. Le dernier systéme S3g est défini par la multiplication par les données d’entrée
Xt(n).

La pseudo fonction de transfert modélisant la propagation du bruit 3(n) au sein du systéme
est donnée par la relation suivante :

Z_l

1-F(n-1)z

H((2) = X" (n) — X (n) (3.244)

Le calcul de la pseudo réponse impulsionnelle hg aboutit aux termes suivants:
hg(n) = 0

ha(n—1) = pX'(n)X(n—1)
ha(n—2) = uX'(n)F(n—1)uX(n—2) (3.245)
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B(n) /\F N =al ? B(n)
- uX(n) X'(n)
1-uX(m-1)X (n-1)
N -
Si, 52, S35

F1c. 3.26 — Propagation du bruit 5(n)

La pseudo réponse impulsionnelle hg s’exprime par un terme scalaire ag. De ce fait, le bruit
généré par (3(n) s’écrit sous la forme

n—1
Bn) = > aglk)B(k)
k=0

n—1 n—1

= uxXt )Y [T (T — wX ()X () X (R)5(K) (3.246)

k=0 m=k+1

Son terme de prédiction linéaire A\g est également calculé et est égal a:

E [aﬁ(n - 2)atﬂ(n — 1)]

E [ag(n — Daj(n — 1)]

_ PEX M)y — pX(n - DX (n—1)]X(n—2)X(n —1)X(n)) (3.247)
W2E(X'(n)X (n — D)X (n — 1)X(n)) '

Ag =

La contribution du bruit 5(n) est donc déterminée de cette fagon.

Propagation du bruit 7(n)

Le bruit n(n) modélise 'ensemble des bruits généré dans la FIR comme le montre la figure
3.27 et 'expression suivante :

X(n) X(n-j) X(n-N+1)
2 —l—
w(n) w4 (n)

w(n)
) ) Q
E Vo(n) m v, (n) E v,(n-N+1)

u(n)

Y I T

F1G. 3.27 — Schéma du FIR du LMS en précision finie
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n(n) = ‘ vi(n) +v(n) (3.248)

n'(n)

F1G. 3.28 — Propagation du bruit n(n)

Ce bruit est scalaire et se propage ensuite dans le systéme selon le graphe présenté sur la
figure 3.28. La propagation de ce bruit se modélise sous la forme de la pseudo fonction de transfert
suivante :

HM(z)=1- X" X 3.249
La pseudo réponse impulsionnelle h,, est égale a:
hy(n) = 1
ho(n—1) = —pX ()X (n—1)
hy(n—2) = —pX'(n)F(n—1)uX(n—2) (3.250)

La pseudo réponse impulsionnelle A, s’exprime par un terme scalaire a,. Le terme D n’apparait
pas dans I'expression. Le bruit généré par n(n) s’écrit sous la forme suivante :

n(n) = Y ay(k)n(k)
k=0
n—1 n—1

d) = n) —pX'm) Y T] (e = pX(m)Xm)) X)) (3.251)

k=0 m=k+1

Les termes a,, sont définis par I'expression suivante :

ap(n) = 1
n—1

ayk) = —pX'(n) ] (1— MX(m)Xt(m))X(k) si k<n (3.252)
m=k+1

Le coefficient de prédiction linéaire ), est ensuite calculé comme pour les bruits précédents.
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W' (n)

—()

uX(n) o'(n)

a(n)
()
ﬁ/

X'(n)

Y
*
N
Y

ue(n) I-pX(n-1)X (n-1)

F1G. 3.29 — Propagation du bruit a(n)

Propagation du bruit «(n)

Le dernier terme de bruit a(n) est généré par la quantification des données d’entrée X (n). Ce
terme est donc un vecteur de taille N. La propagation de ce bruit est représenté sur la figure 3.29.

La pseudo fonction de transfert H, modélisant le systéme complet est alors définie par 'ex-
pression suivante :

Z_l

1-F(n—1)z"1
Le modé¢le de la propagation du bruit «(n) est obtenu en utilisant les pseudo fonctions de

transfert. En développant cette fonction, la pseudo réponse impulsionnelle A, est déterminée dans
I’équation suivante:

H{Y(2) = pX*(n)

07

(e(n) + X(n)W'(n)) + W(n) (3.253)

ha(n) Wt(n)
ha(n—1) = pX'(n)(e(n—1) - X(n— Wi n —1)) (3.254)

La réponse impulsionnelle A, est donc composée d’'un terme vectoriel A, défini par

An(n) = Whn)
Apn—1) = pX'(n)(e(n—1)+ X(n—1)Wn - 1)) (3.255)

Le bruit o/(n) di a la propagation du bruit a(n) dans le systéme s’écrit donc sous la forme
suivante :

o (n) =Y Aa(k)a(k) (3.256)
k=0

Pour obtenir la valeur du coefficient de prédiction A, associé au bruit «(n), une méthode
identique & celle développée pour les autres termes est mise en ceuvre.
3.4.2 Puissance du bruit de sortie

Le bruit de sortie by(n) s’écrit comme la somme de toutes les contributions des bruits d’entrée
comme le montre l’expression suivante :
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Z Aa(k)a(k) + as(k)Bk) + ay(R)n(k) + Ay (k)y(k) (3.257)

Avant de calculer la puissance du bruit de sortie, les caractéristiques statistiques des bruits
d’entrée sont définies dans le paragraphe suivant.

Caractéristiques des bruits d’entrée Les 4 bruits d’entrée considérés sont des bruits de
quantification. Ils sont donc non-corrélés entre eux. Les bruits n(n) et 3(n) sont scalaires. Leurs
caractéristiques statistiques sont définies dans ’expression suivante :

E(B(k)B(1)) = ug +o3o(k 1)
Em(kn(l)) = up+op6(k—1)
E(B(k)n(l)) = 1ghin (3.258)

L’autocorrélation du bruit vectoriel v est donnée par I’expression suivante :

11+ 026(0) 1 T
I RN R R o 5250
(k) T 13+ o) Tk
I I 1+ a35(0)

035(0) 0 0
€ (6) = B () — mo(o (b — ) — ) — . 0 ..... . .' . 035(9) ) ..... 0 .. 5260
. 0 ............ O .......... 035(9)

Cette derniére s’écrit simplement sous la forme suivante :

Cyy(0) = 07Ind(0) (3.261)

De la méme fagon, la covariance du vecteur bruit «(n) s’écrit de la maniére suivante :
Coa(0) = 02ING(0) (3.262)

Caractéristiques du bruit de sortie L’objectif de ce paragraphe est de déterminer la puis-
sance du bruit en sortie du systéme by (n). Les termes m,, et m., représentent les vecteurs moyennes
des bruits a(n) et y(n). Comme toutes les sources de bruit correspondent a des bruits de quan-
tification, la puissance du bruit s’écrit pour # = 0 dans la relation (3.133). Au sein de cette
expression, les termes transposition n’apparaissent pas. Cette expression s’écrit sous la forme
générale suivante :

Ry,5,(0) = E[byu( )y (n = )]

S ZE(TT KD} (KA (k) AL(K) )
i=1

+ Z Z Z [ kymy, D; (k). (Aj(m)mijj(m))t} (3.263)

4,j=1 k=0 m=0
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Dans notre exemple, N, = 4 définissant les quatre sources de bruit. Les termes D, n’inter-
viennent pas ici. Les termes A, ont été définis précédemment. En remplacant les termes par les
valeurs définies pour le systéme, la puissance du bruit b,(n) est alors donnée par I’expression
suivante :

E(by(n)) = > oiBE(Aa(k)AL(K) + ) orE(al(k))
k=0 k=0
+ Y oE(aj(k) + Y o2 E(A,(k)AL(K))
k=0 k=0

n n

+ 3 B([Aatk)ma + ap(k)is + an(R)y + Ay (k)]
k=0 [=0
[l AL (1) + s (1) + p2al (1) + b AL (D))
(3.264)

Cette expression permet de calculer la puissance du bruit en sortie du systéme. Le calcul des
coefficients de prédiction permet de réduire la complexité de I'expression. En effet, les termes A
sont estimés par prédiction linéaire en fonction des termes précédents. Les systémes parcourus
sont récursifs d’ordre 1. L’expression (3.200) est appliquée pour Q = 2 et P = 1. De ce fait, une
série géométrique apparait comme le montre la relation suivante.

iA(k) = An)+An—-1)+An—-2)+ ...

k=0
= A(n) + M A(n) + N2A(n) + .....
= AT+ A+ A+ ..

(n)

= T (3.265)

N

—_

oll A désigne le coefficient de prédiction. De la méme facon, les termes A? s’exprime sous la
forme suivante :

- _ A(n)
kZOAZ(k) =Tz (3.266)

Pour appliquer ce modéle, les P + Q — 1 premiers termes de la pseudo réponse impulsionnelle
sont calculés a la main (avec P et @ les ordres du numérateur et du dénominateur de la pseudo
fonction de transfert associé). Ici P = 1 et @ = 2 car le systéme global est récursif d’ordre 1 et
un terme en z~! apparait au numérateur des pseudo fonctions de transfert. Les deux premiers
termes sont calculés manuellement. La méthode par prédiction s’applique a partir du troisiéme
échantillon de la pseudo réponse impulsionnelle. La somme infinie s’écrit dans ce cas sous la forme
suivante :

dSTA(R) = Am)+A(n—1)+MAn—1)+NAn—1)....

An—1)

= A(n)+ T

(3.267)

Ainsi, dans Iexpression (3.264), chaque somme est remplacée par la simplification précédente.
Les termes de pseudo réponse impulsionnelle & 'instant n apparaissent séparément car la méthode
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par prédiction s’applique & partir de I'instant n — 1. Cependant, les termes A, (n) et ag(n) ont été
déterminés précédemment et sont nuls. Ceux-ci n’apparaissent pas dans I'expression. En notant
b, le coefficient de prédiction du bruit b, 'equation (3.264) s’écrit sous la forme suivante :

2 o2

BB3n) = [1755E(Aa(n = DAL(n = 1)) + B(Aa(m) A4 (m) | + |15 B(adn = 1) + E(a3(n))]
a n
O'2 O'2
+ - _BAﬁE(a%(n 1))+ [1 5 B4y (n — 1) A (n - 1))}
+ ([E(Aa(n)) + %ﬂ;l))]ma + Bag(n — 1)) fiﬂ

* [1 _1,\77E(a77(” 1)+ E(an(n))}ﬂn + B(4y(n 1)1 Tt\)

(1t [T A = 1) + AL )] + 25 b= 1)

1 E(a%(n —-1))+ E(a%(n))] + 7 TW)\W

B (- 1)

La puissance du bruit s’exprime alors grice & une équation simplifiée car les sommes infinies
n’apparaissent plus. Ainsi, lors d’un processus d’optimisation, les termes de signaux A présents
dans l'expression sont tout d’abord déterminés. Ensuite, & chaque itération du processus d’op-
timisation, seuls les termes m et o2 varient en fonction des formats appliqués aux opérateurs.
L’expression précédente est alors simplement évaluée pour les nouvelles valeurs de m et 0. Dans
cette section, la méthode de calcul de la puissance du bruit a été appliquée a l'algorithme LMS.
La méthode par approximation linéaire permet de réduire la complexité de ’application.

3.4.3 Comparaison avec le modéle dédié

Dans le chapitre précédent, des modéles spécifiques a des types d’applications précises ont
été définis. Pour chacun de ces modéles, les particularités inhérentes au systéme associé ont été
prises en compte dans I’établissement du modéle dédié. Dans cette partie, au contraire, un modéle
général a 'ensemble des systémes a été présenté. Ce dernier ne fait aucune hypotheése sur le systéme
considéré. Dans le cas ol des hypothéses identiques a celles du modéle dédié sont appliquées au
modéle général, la méme équation doit étre retrouvée. Ceci est fait dans cette section au travers
de I'exemple du LMS. L’exemple du LMS a été traité en page 48 avec son modéle dédié et
précédemment avec le modéle général. La puissance du bruit de sortie fournie par le modéle dédié
donne I'expression suivante :

N N 1
R-
2/ 2 2 2 1; k:l( i) N(o2 —m?2) 2 92
Pb = [|[Wopt||* (05, +mg) +m3 2 + o +ml + o) (3.269)

L’objectif est de retrouver cette expression & partir du modéle général défini précédemment.
Pour ce faire, le terme y(n) est traité car celui-ci prédomine dans 'expression précédente. La
N N
szmg)

Y DR e

L . Le coefficient de
H 2p

puissance du bruit généré par le terme y(n) est m
prediction linéaire a été calculé et est égal a:

Tr(Ree) — uTT(R%x)
Tr(Rye)

Pour utiliser ce coefficient, les deux premiers termes de la pseudo réponse impulsionnelle du
systéme parcouru par le bruit y(n) sont établis et ont pour valeur :

A, = (3.270)

(3.268)
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Ay(n) = 0
Ay(n—1) = X'(n) (3.271)

Le bruit 7(n) est blanc. La puissance du bruit de sortie généré par y(n) est exprimée par
lexpression (3.133) appliquée ici.

Pb=02> " E(A,(i)AL (1)) + my® > ) " E(A,(i)InAL())) (3.272)

i=0 i=0 j=0
oll 1N est la matrice carrée unitaire de taille N. En utilisant le coefficient de prédiction Ay, le

terme Y- A, (i) AL (i) est égal a:
=0

3 N At (2 E(XY )X (n
;;E(AV(Z)AW(Z)) _ (1(_—)&<)>

Tr(Ry.)?
— 3.273
DHTr (R ) Tr(RE,) — p2Tr(RE,)? (3.273)

Les termes en p? sont négligés comme dans le modéle dédié. L’expression suivante est obtenue :

n - 2
S B(A, ()AL (7)) = ;ZT(TL(%)) (3.274)
i=0 e

Or dans le modéle dédié, 'hypothése faite de non-corrélation entre le bruit sur les coefficients
et les données d’entrée suppose que ces derniéres sont indépendantes. En notant m, la moyenne
et 02 la variance des données d’entrées, I'expression suivante est obtenue:

i N B Tr(Rgz)?
;E(AV(Z)AV(Z)) = W
N(o2 + m2)?
2u[N(0F +m3)? + (N — 1)mg]

(3.275)

2

T
'expression précédente est équivalente & 2 désignant le terme multiplicateur de o2 dans le modéle
21 Y

dédié. Dans les deux approches, les mémes termes sont obtenus. De la méme fagon, en développant

La moyenne des données d’entrée au carré m?2 étant supposée plus faible que la variance o

n n

I'expression de la moyenne > > E(A,(i)1nA(j)"), avec des hypothéses identiques a celles du
i=0 j=0

modéle dédié, la méme expressgon est obtenue.

Les deux autres termes présents dans le modele dédié sont [|[Wep[|* (03 +m2) et o7 +m7 et se
retrouvent en prenant les termes A des bruits a(n) et n(n) a U'instant n. De ce fait, I’expression de
la puissance du bruit en sortie du systéme dt au bruit (n) se retrouve a partir du modéle général.
De la méme fagon, la puissance du bruit générée par les autres termes a(n), 5(n) et n(n) peut
étre retrouvée de la méme fagon. Ainsi, cet exemple permet de mettre en lumiére le lien existant
entre le modéle général et la modéle dédié. La méme expression est obtenue dans les deux cas en
utilisant les mémes hypothéses.

3.5 Evaluation de la qualité de la méthode proposée

Dans cette partie, les expérimentations effectuées pour évaluer la qualité du modéle général
sont présentées. Pour ce faire, différents systémes sont testés. Des systémes LTI, non-LTT, récursifs
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Quantification

Erreur relative moyenne

Erreur relative maximale

Arrondi

2.49%

7.9%

Troncature

1.14%

2.41%

TAB. 3.3 — Erreur relative commise par ’approche générale pour un FIR32

Bloc

Erreur relative moyenne

Erreur relative maximale

Filtre polyphase

5.24%

20.57%

DCT

8.42%

49.8%

TAB. 3.4 — Erreur relative commise par ’approche générale pour un codeur/décodeur MP3

et non-récursifs sont expérimentés. La qualité de 'estimation du modéle général est effectuée sur
des systémes LTI non-récursifs comme le FIR ou des blocs composant le codeur/décodeur MP3,
des systémes LTI récursifs tels que le filtre IIR, ou encore des systémes non-LTI non-récursifs
comme le carré, le module ou un filtre de Volterra. Enfin, la méthode générale est appliquée aux
systémes non-LTT récursifs représentés par les filtres adaptatifs. Pour ce faire, la méthode de calcul
directe de la somme est appliquée. Les résultats de ’estimation sont comparés & ’approche basée
sur I'approximation linéaire.

3.5.1 Calcul direct de la somme

Dans cette partie, le modéle général est évalué en utilisant le calcul direct de la somme.
Celui-ci est appliqué a différents types de systéme. L’erreur relative est mesurée pour différentes
spécifications virgule fixe. Les erreurs moyenne et maximale obtenues par ces expérimentations
sont présentées pour chaque systéme.

Systémes LTI non-récursifs

Dans ce paragraphe, des systémes LTI non-récursifs sont évalués a ’aide de la méthode gé-
nérale. Un filtre FIR de taille 32 et un codeur/décodeur MP3 sont testés. Le filtre polyphase
et la DCT contenus dans le codeur/décodeur MP3 sont testés. Ces deux blocs représentent des
systémes LTI. Pour des systémes non-récursifs, les sommes présentes dans le modéle général n’ap-
paraissent pas. Dans ce cas, les modéles dédiés aux applications traitées sont retrouvés. Le tableau
3.3 résume les valeurs de l'erreur relative commise par 'approche générale. Les résultats fournis
sont excellents puisque I'erreur moyenne est de 2.49% pour une loi de quantification par arrondi
et de seulement 1.14% par troncature. De méme, les valeurs maximales de I’erreur sont trés faibles
(de lordre de 8%).

Le codeur/décodeur MP3 testé est composé d’un filtre polyphase et d’une Transformée en
Cosinus Discret (DCT) [97]. Le tableau 3.4 présente les erreurs moyennes et maximales obtenues
par la méthode générale pour les deux blocs définis précédemment. L’erreur moyenne commise est
de 5.24% pour le filtre polyphase et de 8.42% pour la DCT. Les erreurs maximales commises sont
de 20.57% pour le filtre polyphase et de 49.8% pour la DCT. Cette derniére valeur est élevée mais
elle représente un écart de seulement 3 dB entre la valeur réelle du RSBQ et la valeur estimée
par le modéle. Les valeurs maximales sont obtenues dans des cas particuliers. En moyenne, les
résultats sont bons.
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Cellules Erreur relative moyenne | Erreur relative maximale
18re cellule 0.09% 1.3%
2¢me cellule 0.78% 1.47%
3¢me cellule 0.68% 1.43%
4%me cellule 1.68% 3.3%

TAB. 3.5 — Erreur relative commise par ’approche générale pour un filtre IIR8

Systémes LTI récursifs

L’application de la méthode générale aux systémes LTI récursifs est étudiée au travers du filtre
IIR. Pour un systéme LTI récursif, la méthode générale correspond au calcul de la puissance du
bruit en utilisant la réponse impulsionnelle. Les termes de la réponse impulsionnelle au carré sont
sommeés. Pour ce faire, le nombre p de termes pris en compte doit étre défini. Pour notre exemple,
le filtre IIR est d’ordre 8. Sa réponse impulsionnelle peut étre tronquée au bout de 100 points. Le
filtre est composée de 4 cellules cascadées d’ordre 2. Les erreurs obtenues sont résumées dans le
tableau 3.5 en sortie de chacune des 4 cellules composant le filtre.

Les résultats obtenus montrent que l’erreur maximale est de 3.3%. Les estimations sont alors
trés précises. Pour un filtre ITR dont les pdles sont en limite de stabilité, la qualité de ’estimation
est inférieure. Des erreurs de 20% sont obtenues dans ce cas. L’erreur moyenne reste néanmoins
inférieure a 10%.

Systémes non-LTI non-récursifs

Le modéle d’évaluation de la précision par la méthode directe est appliquée aux systémes
non-LTT non-récursifs dans cette partie. Pour ce faire, quatre applications sont prises en compte :
le carré, le module au carré, le filtre de Volterra d’ordre 2 et le corrélateur. Soit z(n) le signal en
entrée du systéme. Le carré désigne tout simplement la multiplication du signal d’entrée par lui-
méme. Cette opération simple est néanmoins non-LTT tout comme le module. Le filtre de Volterra
d’ordre 2 est défini par I'expression suivante :

y(n) = ayz(n — 1) + agz(n — 2) 4+ ap12%(n — 1) + agz®(n — 2) + ag1x(n — 1)z(n — 2)  (3.276)

Enfin, pour deux séquences de scalaires x(n) et y(n) la corrélation est définie dans cet exemple
par

N—-1
Z hilz(n — i) — y(n —i)] (3.277)

1=

ol les coefficients h; valent £1.

Le modéle général appliqué a ces systémes non-récursifs correspond en réalité & leur modéle
dédié. En effet, les systémes étant non-récursifs, la somme du modéle général disparait. La formule
(1.82) page 32 définissant la puissance du bruit pour les systémes non-récursif est retrouvée. Les
expérimentations sont effectuées pour des lois de quantification par troncature et par arrondi. Les
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Systéme Erreur relative moyenne | Erreur relative maximale
Carré 0.65% 0.8%
Module 1.96% 7.58%
Filtre de volterra 1.79% 3.22%
Corrélateur 1.35% 5.78%

TAB. 3.6 — Erreur relative commise par ’approche générale pour des systemes non-LTI non récursifs

résultats sont présentés dans le tableau 3.6. Pour ces applications, I'erreur est inférieure a 8% et
en moyenne égale a 1.4%.

Ces résultats démontrent la validité du modéle général appliqué aux systémes non-LTI non-
récursifs. Dans la partie suivante, le modéle général est appliqué aux filtres adaptatifs

Evaluation de la méthode directe appliquée aux filtres adaptatifs

La méthode directe du modéle général est testée pour les filtres adaptatifs. Dans un premier
temps l'algorithme LMS est expérimenté. Pour cet exemple, la taille du filtre est fixé & 16. Le
modéle général proposé s’exprime au moyen d’une somme infinie. En pratique cette somme est
tronquée & partir d’un certain nombre d’échantillons. Le nombre d’échantillons p pris en compte
influe sur la qualité de I'estimation. D’autre part, des termes d’espérance mathématique sont &
calculer dans I’expression de la puissance du bruit de sortie. Cette espérance prend en compte un
nombre d’échantillons gq. Ce nombre doit étre suffisamment important pour modéliser de fagon
correcte la valeur exacte de 'espérance calculée. Sur la figure 3.30, I’évolution de l'erreur relative
est exprimée en fonction du nombre de points pris en compte pour le calcul de la somme p, et du
nombre de points ¢ utilisés pour le calcul de I’espérance.

__________

Erreur relative

100 100 200 p

FiG. 3.30 — Erreur relative en fonction du nombre de points de somme et d’espérance

La figure montre que la qualité de I'estimation augmente avec 1’accroissement du nombre de
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points p de la somme. D’autre part, le nombre de points utilisés pour le calcul de la moyenne
semble moins influer sur la qualité de I’estimation. La figure 3.31, illustre la variation de la qualité
de l'estimation en fonction du nombre de points g pour le calcul de la somme pour une valeur de
p fixée & 100.

0.1795

0.179

0.1785

0.178

Erreur relative

0.1775

0.177)

100 150 200 250 300 350 400 450 500

Nombre de points pour le calcul de la moyenne

FiG. 3.31 — Erreur relative en fonction du nombre de points d’espérance

La variation entre les deux valeurs extrémes ¢ = 100 et ¢ = 500 est trés faible et de 'ordre de
1%. Un nombre de points de 100 semble suffisant pour assurer un résultat correct en fonction de
la valeur du nombre de point de somme p choisi. Néanmoins, pour réduire le temps de calcul, le
nombre ¢ peut étre réduit sans dégrader la qualité de I’estimation.

Sur la figure 3.34, ’évolution de I'erreur relative en fonction du nombre de points de somme p
est présentée pour un nombre de points d’espérance g fixé & 100. Cette évolution est représentée
pour un signal d’entrée trés peu corrélé 8 = 0.05, moyennement corrélé 8 = 0.5 ou trés corrélé
B = 0.95. Pour chaque cas, 'erreur diminue quand la valeur de p augmente. En effet, plus p
est grand, plus le nombre de termes pris en compte est important. De ce fait, la puissance de
bruit évaluée est plus proche de sa valeur réelle. D’autre part, la décroissance de I'erreur relative
augmente avec la corrélation du signal. En effet, les termes de signaux définissant la propagation
du bruit d’entrée & Uinstant k vers la sortie & l'instant n sont les suivants:

n—1
Agz)) = [~ — X () X' (3)) (3.278)

i=k
Les échantillons de la diagonale de ces termes sont les plus représentatifs. La figure 3.32 illustre
la décroissance de ces termes en fonction de k. Cette décroissance assure la stabilité du systéme.
D’autre part, une décroissance est également liée a la corrélation du signal. En effet, sur la figure
(n)
(n—1
signaux d’entrée sont corrélés, plus les termes X (i) X?(i) sont grands. De la méme fagon, cette

décroissance est observée pour les autres termes de signaux AEZ)) . Par conséquent, les termes de

signaux AEZ)) sont d’amplitude plus faible pour des signaux trés corrélés et la convergence est plus

rapide dans ce cas.
Ainsi, pour aboutir & une erreur inférieure a 20%, un nombre p de points de somme égal

3.33 est représentée la variation d’un terme de la diagonale de A ) en fonction de 3. Plus les
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F1G. 3.32 — Décroissance des termes de signaux modélisant la propagation du bruit
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F1G. 3.33 — Décroissance des termes de signaux en fonction de la corrélation du signal

a 600 est nécessaire pour des signaux faiblement corrélés contre seulement 300 (soit deux fois
moins) pour des signaux trés corrélés. Pour un nombre de points p encore supérieur, 'erreur
relative diminue encore. Ainsi, selon le type de corrélation des données d’entrée, la complexité
peut doubler pour aboutir a la méme qualité d’estimation. Néanmoins, pour avoir des résultats
satisfaisants, un nombre p égal a 500 peut étre choisi.

Dans un second temps, les Algorithmes de Projection Affine sont évalués par cette méthode.
La figure 3.35 montre I'erreur relative commise en troncature pour un nombre de point de somme
p égal & 500 et des données d’entrée trés peu corrélées (8 = 0.05).

L’erreur relative obtenue est inférieure a 40%. A titre de comparaison, avec cette approche
et pour le nombre de points de somme défini précédemment, ’erreur relative est entre 5 et 10%
supérieure aux résultats obtenus avec les modéles dédiés. Pour aboutir & des résultats du méme
ordre, un nombre de points de somme p = 700 doit étre utilisé. Cependant, la corrélation des
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F1G. 3.34 — Erreur relative en fonction du nombre de points de somme
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F1c. 3.35 — Erreur relative pour les algorithmes de projection affine par la méthode directe

données d’entrée intervient peu dans la convergence de l’erreur relative. En effet, la normalisation
effectuée au sein des ces algorithmes permet d’assurer une convergence, en théorie indépendante,
des propriétés de corrélation des données d’entrée.

La méthode directe permet d’aboutir & de bons résultats pour les systémes non-récursifs comme
pour les filtres adaptatifs. Pour ce faire, un nombre de points de somme de p de l'ordre de 500
doit étre utilisé.

3.5.2 Meéthode basée sur la prédiction linéaire

Pour réduire la complexité de la méthode directe, ’approche par prédiction linéaire a été défi-
nie. Cette méthode définie en section 3.3.3, est évaluée dans cette partie. Cette approche permet
de réduire la complexité de fagon trés importante en approchant les termes de la somme au moyen
de coefficients de prédiction. Néanmoins, cette approche introduit un biais. Ce dernier est estimé
dans cette partie en mesurant ’erreur relative obtenue au moyen de diverses expérimentations.
Pour les systémes LTI, cette approche est équivalente a I’expression (1.79), page 31 de la puissance
du bruit en utilisant la fonction de transfert.

Pour un filtre LMS de taille N = 32, et avec des données d’entrée moyennement corrélées
(6 = 0.5), lerreur relative commise par la méthode utilisant les coefficients de prédiction est de
21.72%. La figure 3.36 montre l'erreur relative commise avec et sans les coefficients de prédiction en
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Valeur de § | Erreur relative | Nombre p equivalent

0.05 17% 650
0.5 5.31% 575
0.95 5.83% 503

TAB. 3.7 — Erreur relative commise par l’approche par prédiction et nombre de points de somme p abou-
tissant a la méme erreur pour l’algorithme LMS

fonction du nombre de termes de somme. L’erreur commise par la méthode utilisant les coefficients
est indépendante du nombre de point de somme car elle la supprime. Elle dépend uniquement
du nombre de points d’espérance. Pour obtenir un résultat meilleur avec la méthode directe, 350
points de somme p sont nécessaires. Considérons le cas ot la taille du filtre est NV = 128 pour une
loi de quantification par troncature. Le pas d’adaptation est fixé a sa valeur médiane p = Fmez,
Le tableau 3.7 montre I'erreur relative obtenue pour les trois valeurs de (8 par la méthode de
prédiction linéaire. L’erreur obtenue est comparée au nombre de points de somme p nécessaire
pour aboutir & un résultat équivalent.
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F1a. 3.36 — Qualité de lestimation des méthodes avec et sans les coefficients de prédiction en
fonction du mombre de points de somme p

Pour obtenir une erreur relative du méme ordre que I’approche par prédiction, un nombre
de point de somme d’environ 500 doit étre utilisé. Considérons maintenant les Algorithmes de
Projection Affine. Soit un APA de tailles N = 16 et K = 8. Des expérimentations identiques aux
précédentes sont effectuées et remémorées dans le tableau 3.8. Les résultats obtenus par ’approche
par coefficients sont trés bons (inférieurs & 30%). Comme pour le LMS, un nombre de points p de
somme proche de 500 permet d’aboutir aux mémes résultats.

3.5.3 Comparaison avec les modéles dédiés

Dans cette partie, une comparaison entre la méthode générale et les modéles dédiés est effectuée
en terme de précision. Sur la figure 3.37, les précisions de ces deux approches sont comparées pour
un LMS de taille variant entre N = 1 et N = 64. L’estimation est moins bonne pour I’approche par
prédiction comparée & ’approche par modéle dédié. Par exemple, pour le filtre de taille 8, I'erreur
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Valeur de § | Erreur relative | Nombre p equivalent

0.05 24.65% 465
0.5 20.4% 515
0.95 26.32% 452

TAB. 3.8 — Erreur relative commise par ’approche par prédiction et nombre de points de somme p abou-
tissant & la méme erreur pour les APA

relative est de 11% pour le modele dédié alors qu’elle est de 22% pour le modéle général avec
les coefficients linéaires. Pour obtenir un résultat équivalent avec le modéle général, la méthode
utilisant directement la somme doit étre utilisée. Avec cette méthode, pour obtenir 11% d’erreur
relative, 700 points de somme doivent étre pris en compte. Considérons le filtre LMS de taille 16.
Dans le tableau 3.9, la précision obtenue par la méthode par prédiction et le modéle dédié est
comparée pour différentes valeurs de corrélation des signaux d’entrée.
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Fic. 3.37 — Comparaison de l'erreur relative obtenue avec le modéle général et le modéle dédié
pour un filtre LMS

Les résultats obtenus sont trés proches. La méthode par prédiction est méme meilleure pour la
cas ott § = 0.5. L’approche par prédiction permet d’obtenir d’excellents résultats avec une com-
plexité réduite. Considérons ’exemple des APA de tailles N = 16 et K = 8. Une expérimentation
identique a la précédente est effectuée et les résultats sont fournis dans le tableau 3.10. L’approche
par prédiction linéaire fournit une erreur relative supérieure a celle obtenue avec le modéle dédié.

Ainsi, la méthode par prédiction permet d’obtenir des résultats quasi équivalents a ceux des
modéles dédiés. De plus, la complexité est réduite. Pour aboutir & de meilleurs résultats, la mé-
thode directe de calcul de la somme doit étre mise en ccuvre. Néanmoins, cette approche est plus
complexe.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une méthode générale d’évaluation automatique de la précision des systémes
en virgule fixe a été présentée. Aprés avoir défini les caractéristiques statistiques des bruits en
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Valeur de § | Méthode par prédiction | Modéle dédié

0.05 17% 14.25%
0.5 5.31% 6.8%
0.95 5.83% 4.49%

TAB. 3.9 — Erreur relative commise par l’approche par prédiction et le modéle dédié pour l’algorithme
LMS de taille 16

Valeur de 8 | Méthode par prédiction | Modéle dédié

0.05 24.65% 18.25%
0.5 20.4% 19.68%
0.95 26.32% 21.87%

TAB. 3.10 — Erreur relative commise par l’approche par prédiction linéaire et le modéle dédié pour les

APA

entrée du systéme et leur propagation, la méthode générale a été développée. Les systémes sont
modélisés par leur pseudo fonction de transfert. Le calcul de la puissance du bruit découle de la
pseudo réponse impulsionnelle du systéme. Pour réduire la complexité de ce calcul, une approche
par prédiction linéaire a été définie. Dans une derniére partie, la qualité de I’approche est estimée
par différentes expérimentations. La méthode générale permet d’obtenir une estimation précise
de la puissance du bruit en sortie du systéme. Le biais introduit par la prédiction linéaire n’altére
pas la qualité de I'estimateur.
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La méthodologie d’évaluation automatique de la précision des systémes en virgule fixe a été
présentée dans les chapitres précédents. Celle-ci se base sur une approche analytique permettant
une modélisation de la propagation des bruits dans le systéme. La précision est évaluée au travers
du RSBQ de l'application traitée. La nécessité de déterminer la qualité de I’application en pré-
cision finie s’insert dans un processus plus global de conversion en virgule fixe. Cette conversion
se fait & partir du code de 'application en précision infinie. L’objectif peut étre d’optimisé au
niveau arithmétique la génération d’'un composant matériel ou logiciel spécifique au moyen d’IPs
(Intellectual Properties). Dans ce cas, I’application est connue et son modéle dédié d’évaluation
analytique de la précision peut étre utilisé. Dans une premiére partie, I’exploitation des résultats
des modeéles dédiés définis dans le second chapitre est mise en avant au travers de I’étude d’un
générateur d’IPs. Les exemples des filtres LMS et IIR sont étudiés plus en détails. Dans le cadre
d’un outils général de conversion automatique, 'application n’est pas connue a priori et 'utilisa-
teur fournit le code source. Dans ce cas, le modéle général présenté dans le troisiéme chapitre est
mis en ceuvre. L’outil d’évaluation automatique de la précision inséré dans cette méthodologie de
conversion en virgule fixe, est présenté. Les temps de calcul de la méthode générale sont évalués
et comparés & une approche basée sur des simulations virgule fixe.

4.1 Geénération de composants virtuels optimisés

Les modéles dédiés présentés dans le second chapitre sont utilisés pour l'optimisation de la
spécification virgule fixe de I'application considérée. Ainsi, ce type de modéle s’intégre au sein
d’un générateur de composants matériels/logiciels dédiés. En effet, pour réduire le temps de mise
sur le marché des applications, une approche de développement des systémes embarqués basée
sur la réutilisation de blocs IPs (Intellectual Properties) est mise en ceuvre. L’utilisateur assemble
les différents composants virtuels pour réaliser ’architecture associée a I'application. Les blocs
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matériels dédiés sont associés & des processeurs pour accélérer certains traitements de 'applica-
tion dans le cadre de systémes sur puces (SoC). Dans le cadre de la conception d’ASIC ou le
développement d’applications sur FPGA, ces blocs IP spécifiques sont utilisés afin d’accélérer le
développement. Les applications traitées sont connues et, de ce fait, leur modéle dédié peut étre
appliqué. Ceux-ci s’insérent dans un générateur d’IPs détaillé par la suite. Le générateur proposé
optimise le cotit du composant tout en satisfaisant la contrainte de précision. Le but de cette
approche est de fournir & l'utilisateur un niveau d’abstraction plus important en optimisant au-
tomatiquement les aspects arithmétiques. L’utilisation d'un modéle analytique permet d’explorer
I’espace de conception virgule fixe et d’optimiser la structure de ’algorithme en des temps raison-
nables. Les générateurs existants permettent de fixer la largeur des données mais n’autorisent pas
& fournir uniquement une contrainte de précision. En effet, les différents outils existants utilisent
soit des simulations en virgule fixe [6, 113, soit n’explorent pas I’ensemble de ’espace de recherche
[58] ou encore nécessitent des temps de calcul relativement importants [32, 90, 91|. L’approche
analytique choisie permet d’obtenir la solution optimisée dans des temps raisonnables. Dans un
premier temps, la méthode générale est présentée. Le flot de génération des composants virtuels
optimisés est détaillé. Dans un second temps, les différentes contraintes fournies par I'utilisateur
pour la conversion en virgule fixe sont explicitées. Elles sont déterminées en fonction des objec-
tifs souhaités par l'utilisateur. Les modéles d’architecture sont définis dans la troisiéme partie.
La quatriéme partie présente la méthode de calcul du cotlit de 'architecture. Pour illustrer les
concepts définis, I'exemple de l'algorithme LMS est utilisé. Enfin, dans une derniére partie, des
expérimentations effectuées sur des algorithmes IIR et LMS sont présentées.
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Fi1G. 4.1 — Méthodologie de génération d’IPs en virgule fize

4.1.1 Flot de génération d’IP

Dans cette partie, la méthodologie de génération d’IP optimisée d’un point de vue arithmé-
tique est présentée. L’objectif de notre générateur est de fournir un code VHDL au niveau RTL
pour une IP dont le cotit architectural est minimal. Ce cofit correspond & la surface de 'architec-
ture, la consommation d’énergie ou de puissance. Ce générateur d’IP, présenté sur la figure 4.1, est
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composé de trois modules différents correspondant a ’exploration de I’algorithme, la conversion
en virgule fixe et le back-end générant le code VHDL au niveau RTL.

L’objectif de la partie exploration de l'algorithme est de trouver la structure d’implantation
minimisant le cotit architectural pour une contrainte de précision donnée. Ce module teste les
différentes structures d’une application donnée et choisit la meilleure en termes de cotit. Pour
chaque structure, le processus de conversion en virgule fixe recherche la spécification minimisant
le cotit C(B) tout en satisfaisant une contrainte de précision ou B représente le vecteur contenant
les largeurs des opérandes d’entrée et de sortie des opérations. Le processus de conversion retourne
le cotit minimal C’mm(ﬁ) pour la structure choisie.

La partie principale du générateur d’IP correspond au processus de conversion en virgule fixe.
Ce module doit explorer ’espace de recherche en virgule fixe pour trouver la spécification mini-
misant le coiit architectural. La premiére partie correspond & la détermination de la dynamique
des données. Ensuite, la position de la virgule est déduite de la dynamique de maniére a assu-
rer que toutes les données puissent étre codées sans débordement. La troisiéme partie effectue
l'optimisation de la largeur des données. L’algorithme d’optimisation a pour but de déterminer la
largeur optimale des différentes données de fagon & minimiser un cofit architectural C'(B) (surface,
energie, puissance) sous contrainte de précision comme exprimé par ’expression suivante :

min(C(B)) avec RSBQ(B) > RSBQmin (4.1)

ou B représente la largeur de toutes les données et RSBQmin la contrainte de précision. Le
processus d’optimisation requiert I’évaluation du cotit architectural C(E) et de la contrainte de
précision RS BQ(E ) définie au travers du Rapport Signal a Bruit de Quantification (RSBQ).

Le RSBQ de l'application est déterminé en utilisant son modéle dédié comme présenté dans
le chapitre 2. Le cofit de ’architecture dépend du niveau de parallélisme au sein de ’application.
Pour déterminer le niveau de parallélisme K permettant de respecter la contrainte de temps, le
temps d’exécution de 'architecture est évalué comme détaillé dans la section 4.1.2. Une fois les
largeurs des différents opérateurs et le niveau de parallélisme définis, le code VHDL représentant

I’architecture au niveau RTL est généré.

Interface utilisateur

L’interface utilisateur permet de définir les paramétres de I'IP et les contraintes. L’utilisa-
teur définit les différents parameétres associés a l'application. Par exemple, pour les filtres LTI
numériques, l'utilisateur spécifie la fonction de transfert. Pour les filtres adaptatifs type LMS,
I'utilisateur fournit la taille du filtre et le pas d’adaptation.

Pour une conversion en virgule fixe, I’évaluation de la dynamique ainsi que le calcul de la
précision requiérent différentes informations sur le signal d’entrée. Par conséquent, I'utilisateur
fournit la dynamique et des vecteurs de test des données d’entrée.

Pour générer I'architecture optimisée, 'utilisateur définit les contraintes de temps et de pré-
cision des calculs. La contrainte de temps détermine la fréquence des échantillons de sortie et est
liée a la fréquence d’échantillonnage de I'application. Différentes contraintes de précision peuvent
étre considérées selon 'application. Par exemple, pour le LMS, le RSBQ en sortie est pris en
compte. Pour les filtres LTI, trois contraintes sont définies correspondant & la déviation maximale
de la réponse fréquentielle |AH . (w)|, & la valeur maximale du spectre pour le bruit de sortie
| Binaz (w)| et au RSBQ minimal RSBQpin.

Détermination de la position de la virgule

La position de la virgule est déterminée & partir de la dynamique des données. Plusieurs
méthodes peuvent étre utilisées pour évaluer la dynamique des données d’une application. Pour
un systéme linéaire, la dynamique des données peut étre calculée en utilisant les Normes L1 ou
de Chebycheff. Ses normes permettent de déterminer les valeurs des dynamiques des différentes
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données présentes dans le systémes & partir de celles des données d’entrée et de la connaissance
des différents coefficients du systéme. Soit z(n) les données d’entrées et y(n) celles de sortie. La
norme L1 fournit la valeur maximale ¥4, de la sortie y(n) définie par la relation suivante :

Ymax = Tmax Z |hz| (42)

Ol Zymae désigne la valeur maximale des données d’entrée z:(n) et h(i) les termes de réponse
impulsionnelle de la fonction de transfert H(Z) entre I'entrée et la sortie. En utilisant la norme
de Chebycheff, la valeur maximale de la sortie a pour valeur:

Ymax = xmammaww‘H(w)’ (43)

Ces deux normes permettent de fournir la valeur maximale de la sortie y(n) en fonction de la
valeur maximale des données d’entrée x(n). Ces méthodes sont appliquées & des systémes pour
lesquelles les fonctions de transfert existent. Ainsi, ces normes peuvent étre utilisées uniquement
pour des systémes LTI. L’arithmétique d’intervalle peut étre utilisée pour les systémes non ré-
cursifs. Dans le cas ou les systémes sont non-LTI et présentant une récursion, une simulation en
virgule flottante de I’application est nécessaire. Cette simulation permet de déterminer les diffé-
rentes valeurs prises par les données & l'intérieur du systéme.

Les valeurs maximales des données présentes au sein du systéme sont alors déterminées. La
position de la virgule dans les différents formats en est déduite. Le nombre de bits m, pour le
codage de la partie entiére des données est déterminé a partir de leur valeur maximale permettant
ainsi d’assurer ’absence de débordement dans le systéme. Sa valeur est donnée par la relation
suivante :

my = [1092(Tmaz) ] (4.4)

Cette formule permet de définir 'ensemble des valeurs des nombres de bits nécessaires au
codage des parties entiéres des données présentes dans le systéme. Les opérations de recadrage
sont insérées dans I'application pour respecter les régles de I'arithmétique virgule fixe. Ainsi, les
virgules des opérandes en entrée des additionneurs sont alignées.

4.1.2 Modéle d’architecture
Modéle d’architecture générique

Les performances de ’architecture dépendent de I'algorithme. Ainsi, un modéle d’architecture
générique est défini pour chaque type de structures associées a ’algorithme ciblé. Ce modéle peut
étre configuré selon les paramétres fournis par l'utilisateur. Ce modéle d’architecture définit les
unités de traitement et de controle, la mémoire et les interfaces d’entrée et de sortie. L’unité de
traitement correspond & un ensemble d’opérateurs arithmétiques, de registres et de multiplexeurs
interconnectés. Ces opérateurs et la mémoire sont extraits d’une librairie associée a la technologie
utilisée. L’unité de controle génére les différents signaux de contréle gérant 'unité de traitement,
la mémoire et 'interface. Celle-ci est définie avec une machine d’états. Pour explorer ’espace de
recherche en un temps raisonnable, des modéles analytiques sont utilisés pour évaluer le cotit de
I’architecture, sa latence ainsi que le niveau de parallélisme.

Architecture LMS/DLMS Dans cette partie, 'architecture de I'ITP LMS est détaillée. L al-
gorithme adaptatif LMS, présenté en section 2.1 page 36 est repris sur la figure 4.2. La mise a
jour des coefficients se fait selon ’équation suivante :

W(n+1) = W(n) + uX(n)e(n — D) avec e(n)=y(n)—W(n)'X(n) (4.5)

ou D correspond a un retard appliqué a lerreur courante. Si ce retard est nul (D = 0), l'algo-
rithme LMS est retrouvé. Sinon, 'algorithme Delayed-LMS (DLMS) est obtenu [66]. Au sein de



4.1 Génération de composants virtuels optimisés 153
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F1G. 4.2 — Algorithme LMS/DLMS

cet algorithme, 'erreur courante est retardée d’un certain nombre d’échantillons. Ceci permet de
traiter séparément la mise a jour des coefficients et le calcul du filtre. Les parties mise a jour des
coefficients et calcul du filtre peuvent étre traitées en paralléle. Ainsi, la fréquence d’arrivée des
échantillons en entrée peut étre augmentée par rapport a ’algorithme LMS. En contrepartie, la
convergence de cet algorithme est moins rapide. Le modéle de I'architecture, présenté sur la figure
4.3 est composé d’une partie filtrage et d’une partie adaptation. Pour respecter la contrainte de
temps, ces deux parties doivent étre parallélisées. Pour la partie filtre, K multiplications sont
utilisées en paralléle et K’ MAD (Multiplications-Additions) pour la partie adaptation. Les diffé-
rentes largeurs des données sont b, pour les données d’entrée, b, pour la sortie des multiplieurs
du filtre, by, pour les coefficients et b. pour la sortie du filtre.

Pour accélérer le calcul, le processus est pipeliné et les opérateurs travaillent en paralléle.
Soit Tiyee le temps de cycle correspondant a la période d’horloge. Celui-ci est égal a la valeur
maximum entre le temps de latence d’un multplieur et d’un additionneur. La partie filtre est alors
divisée en plusieurs étages pipelines. Le premier étage correspond a I’étape de multiplication. Pour
additionner les différents résultats, un arbre d’addition est utilisé. Celui-ci est composé de logs(K)
niveaux. Soit Lopp le nombre d’additions pouvant étre exécutées en un temps de cycle. Alors, le
nombre d’étages pipelines pour l'addition globale est donné par la relation suivante:

l K T,

oll t4pp1 est la latence d'un additionneur & deux entrées. Le dernier niveau de pipeline cor-
respond & ’accumulation finale.

La partie adaptative est divisée en trois étages pipelines. Le premier désigne la soustraction
entre le signal désiré et la sortie du filtre. Le deuxiéme est la multiplication entre 'erreur et le
signal d’entrée, et 'addition finale entre le coefficient et son terme de mise & jour compose le
dernier niveau.
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F1G. 4.3 — Architecture générique de I’IP LMS/DLMS

Détermination du niveau de parallélisme

Pour satisfaire la contrainte de temps spécifiée par 1'utilisateur, plusieurs opérations doivent
étre exécutées en paralléle. Le niveau de parallélisme est déterminé tel que la latence du systéme
soit inférieure & la contrainte de temps. Pour résoudre cette inégalité, la latence des opérateurs
dépendant de la largeur des données doit étre connue. La méthode & adopter est la suivante.
Tout d’abord, la largeur des données est optimisée sans tenir compte du parallélisme. Les largeurs
obtenues permettent d’établir la latence des opérateurs. Ensuite, le niveau de parallélisme est
calculé & partir de la contrainte de temps puis, les largeurs des données sont optimisées avec le
vrai niveau de parallélisme.

Contrainte temporelle Dans cette partie, les contraintes temporelles associées a 'architecture
de 'TP LMS/DLMS sont détaillées. L’architecture est divisée en deux parties correspondant a
la partie filtre et la partie adaptation. Le temps d’exécution de la partie filtre est donné par
I’expression suivante :

N
Trir = ETcycle + MADDTcycle + Tcycle (47)
Le temps d’exécution de la partie adaptative est donné par:
N
TAdapt = Tcycle + E(Tcycle) + Tcycle (48)

La contrainte de temps du systéme dépend de 'algorithme choisi. Pour le LMS, la contrainte
de temps T, doit satisfaire I'inégalité suivante :
Trir + TAdapt < Te (4.9)

Le D-LMS posséde un temps de convergence nettement plus lent que le LMS, cependant, les
parties filtre et adaptation peuvent s’exécuter en paralléle puisque l'erreur prise en compte n’est
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pas l'erreur courante mais une erreur retardée d’un délai D supérieur & une période d’échantillon-
nage. La contrainte devient alors:

Trir <T. et TAdapt <T, (4.10)

Le niveau de parallélisme est obtenu en résolvant les expressions (4.9) et (4.10).

Evaluation du coiit de ’architecture

L’unité de traitement de I'IP est basée sur un ensemble d’opérateurs extraits d’une librai-
rie. Cette derniére contient les opérateurs arithmétiques, les registres, les multiplexeurs et les
mémoires pour les différentes largeurs de données possibles. Chaque élément de librairie [; est au-
tomatiquement généré et caractérisé par sa surface Ar; et sa consommation d’énergie En; grace
a des scripts utilisant les outils Synopsys. La surface de I'IP (Aryp) est obtenue a partir de la
somme de tous les éléments de base composant I'IP ainsi que la surface de la mémoire comme
Iexprime I'équation (4.11). Soit IP.cp; 'ensemble des éléments composants I'IP. La surface de
I’architecture est donc égale a:

Arrp (E’) - EIZP: Ar; (bs) (4.11)
7 archi

La consommation d’énergie de I'IP est la somme des consommations d’énergie de toutes les
opérations effectuées comme l'exprime I’équation (4.12). Ces opérations inclues les opérations
arithmétiques ainsi que les transferts de données entre I'unité de traitement et la mémoire. Soit
IP,,s, 'ensemble des opérations exécutées pour calculer la sortie. La consommation d’énergie des
différentes opérations En; dépend de la largeur des données b;.

Engp (ﬁ): S Enj(b) (4.12)

1;€1 Pops

La consommation d’énergie d’une opération est évaluée via des simulations avec I'outil Synopsys
[109]. L’énergie moyenne est calculée a partir de 1'énergie obtenue pour 10000 valeurs d’entrée
aléatoires. Une fois 'expression du colit obtenu, cette derniére est optimisée via un algorithme
d’optimisation [54] tout en respectant la contrainte de précision fournie.

4.1.3 Expérimentations et résultats

Des expérimentations ont été effectuées pour illustrer notre méthode. Pour ce faire, deux
applications ont été étudiées. Il s’agit du filtre IIR d’ordre 8 et de algorithme LMS/DLMS a
128 coefficients. La librairie utilisée a été générée depuis une technologie CMOS 0.18um. Chaque
élément de la librairie est automatiquement caractérisé en terme de surface et d’énergie en utilisant
des scripts avec les outils Synopsys.

Filtre IIR

Dans cette partie, un filtre & Réponse Impulsionnelle Infinie est étudié. Soit Nyrr 'ordre du
filtre. La fonction de transfert peut étre factorisée afin d’implanter le filtre sous forme cascadée.
Trois types de structures correspondant a la Forme Directe, le Forme Canonique Directe et la
Forme Canonique Transposée [80] sont disponibles. L’ordre des cellules Ncell peut évoluer entre
deux et % si Nyirp est pair ou de deux a % si Nirr est impair. La complexité de ces
différentes configurations est présentée dans le tableau 4.1 pour un filtre IIR d’ordre 8.

Pour une version cascadée du filtre IIR, la maniére dont les différentes cellules sont organi-
sées est importante. Ainsi, les différentes permutations des cellules doivent étre testées. Pour des
cellules d’ordre 4, trois différents couples de fonction de transfert peuvent étre obtenus et pour cha-
cun, 2 permutations sont possibles. Pour des cellules d’ordre 2, 24 permutations sont disponibles.

Pour un filtre IIR d’ordre 8, les différents types de structures, les différents ordres des cellules,
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Types Ordre Nombre Complexité du Filtre
de structure des cellules | de cellules | Addition | Multiplications | mises en mémoire | coefficients
8 1 16 17 15 17
Forme Directe 4 2 16 18 15 18
2 4 16 20 15 20
8 1 16 17 12 17
Forme Canonique Directe 4 2 16 18 12 18
2 4 16 20 12 20
8 1 16 17 12 17
Forme Canonique Transposée 4 2 16 18 12 18
2 4 16 20 12 20

TAB. 4.1 — Complexité des différentes structures d’un filtre IIR d’ordre 8

Ordre de la cellule | Largeur optimisée
des coefficients

8 24
4 15
2 13

TAB. 4.2 — Largeur des coefficients du filtre IIR

les différentes factorisations et les différentes permutations doivent étre testés. Cela conduit a 93
structures différentes pour une seule application. Ce nombre élevé de structures & tester montre
I'intérét d’une approche analytique pour obtenir des temps d’exécution raisonnables.

Optimisation de la largeur des coefficients Le processus d’optimisation pour un filtre IIR
est effectué en deux étapes. Tout d’abord, la largeur des coefficients by, est optimisée pour limiter
la déviation de la réponse fréquentielle |AH (w)| due & la précision finie des coefficients comme
I’exprime I’équation suivante :

min(by) avec |AH(w)| < |AHpae(w)] (4.13)

La déviation maximale en fréquence |AHq.(w)| est définie de telle sorte que la réponse
fréquentielle avec les coefficients en précision finie reste dans le gabarit. De plus, la stabilité
du filtre est vérifiée avec les valeurs des coefficients en virgule fixe. Les résultats obtenus avec
les versions cascadées et non-cascadées du filtre d’ordre 8 sont présentées dans le tableau 4.2.
Pour une cellule d’ordre élevé, les coefficients ont une valeur plus grande, donc plus de bits sont
nécessaires pour coder la partie entiére. Ainsi, pour obtenir la méme précision au niveau de la
réponse fréquentielle, la largeur des coefficients doit étre plus importante pour les cellules d’ordre
élevé. Pour simplifier, la méme largeur est adoptée pour tous les coefficients.

Optimisation de la largeur des signaux La seconde étape du processus d’optimisation cor-
respond a l’optimisation de la largeur des signaux. Le but est de minimiser ’architecture sous
contrainte de précision. Deux contraintes correspondant & la valeur maximale du spectre du bruit
de quantification en sortie |Byq.(w)| et au RSBQ minimal RSBQ ., sont prises en compte.

B RSBQ(B) > RSBQuin
min(C(B))  avec |B(@)] < [Bumas ()| (4.14)

La précision des calculs est évaluée a travers le RSBQ pour les 93 structures de fagon & analyser
les différences entre ces structures pour montrer 'influence de la structure d’implantation. La
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précision est évaluée avec une implémentation classique basée sur des multiplications 16 x 16 — 32-
bits et des additions sur 32 bits. Pour le filtre non-cascadé, les bruits de quantification sont tres
importants et conduisent & un systéme non-stable. Les résultats sont présentés sur la figure 4.4
pour des filtres basés sur des cellules d’ordre 2 et 4.

Les résultats obtenus pour la Forme Canonique Transposée sont les mémes que ceux obtenus
pour la Forme Directe avec un offset. Celui-ci est égal & 7 dB pour le filtre basé sur des cellules
d’ordre 2 et de 9 dB pour le filtre basé sur des cellules d’ordre 4. Ces deux types de filtres ont
la méme structure excepté le fait que les résultats des additions sont sauvegardés en mémoire
pour la forme Transposée. Ces mémorisations ajoutent un bruit supplémentaire car la taille des
données est réduite en mémoire.

Les résultats obtenus pour la Forme Directe et la Forme Canonique Directe indiquent qu’au-
cune des deux n’est meilleure. Les résultats dépendent de la permutation choisie. Dans le cas d’un
filtre basé sur des cellules d’ordre 2, le RSBQ varie de 42 dB a 57 dB pour la Forme Directe et
de 50 dB a 61 dB pour la Forme Canonique Directe. Pour les filtres basés sur les cellules d’ordre
4, le RSBQ varie de 30 dB & 45 dB pour la Forme Directe et de 26 dB & 49.5 dB pour la Forme
Canonique Directe. Ainsi, le choix de la forme du filtre ne peut étre fait initialement et toutes les
structures doivent étre testées.

La surface de l'architecture de I'IP et sa consommation d’énergie ont été optimisées pour
différentes structures et pour des contraintes de précision de valeurs 40 dB et 90 dB. Les résultats
sont présentés sur la figure 4.5 pour la consommation d’énergie et la figure 4.6 pour la surface de
Parchitecture. Pour souligner les variations de la surface de 'architecture dues aux changements de
largeur des opérateurs, la contrainte de temps n’est pas prise en compte dans les expérimentations
concernant le filtre ITR. Ainsi, le nombre d’opérateurs de I’architecture est identique pour chaque
type de structure testée.

Comme montré sur la figure 4.4, les filtres basés sur des cellules d’ordre 4 aboutissent & une
valeur de RSBQ plus faible que pour les structures basées sur des cellules d’ordre 2. Ainsi, ces filtres
requiérent des opérateurs de plus grandes largeurs pour satisfaire la contrainte de précision. Ce
phénomene augmente la surface de 'architecture de I'IP comme le montre la figure 4.6. Néanmoins,
ces filtres nécessitent moins d’opérations pour le calcul de la sortie du systéme. Ceci réduit la
consommation d’énergie comparé aux filtres basés sur des cellules d’ordre 2. La consommation
d’énergie est plus importante pour les filtres composés de cellules d’ordre 4 comme le montre la
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cellules

figure 4.5.

La consommation d’énergie est plus importante pour la Forme Directe car elle nécessite plus
d’accés mémoire pour le calcul de la sortie du filtre. Pour les structures Canonique Directe et Ca-
nonique Transposée, les résultats sont proches. La meilleure solution est obtenue pour la Forme
Canonique Transposée composée de cellules du 27¢ ordre et aboutit 4 une consommation d’énergie
de 1.6 nJ pour une contrainte de précision de 40 dB et de 2.7 nJ pour une contrainte fixée a 90
dB. Comme le montre la figure 4.4, cette structure donne le plus faible RSBQ, donc, la largeur
des opérateurs est plus grande que celle des autres structures. Néanmoins, cette forme consomme
moins d’énergie car elle requiert moins d’accés mémoire que la Forme Canonique Directe. Pour la
Forme Canonique Directe, les transferts en mémoire correspondent a la lecture des échantillons de
signaux pour le calcul des produits avec les coefficients, et a I’écriture en mémoire de la mise a jour
des échantillons retardés. Dans la Forme Canonique Transposée, les accés mémoire correspondent
seulement a la mémorisation des sorties des additionneurs.

Par rapport a la meilleure solution, les autres structures basées sur des cellules du second
ordre ménent & un surcotit maximal d’énergie de 36% pour une contrainte de précision de 40 dB
et de 53% pour une contrainte de 90 dB. Pour les structures basées sur des cellules d’ordre 4, le
surcolit maximum d’énergie est de 48% pour une contrainte de précision de 40 dB et de 71% pour
une contrainte de 90 dB.

La surface de 'architecture est plus importante pour les filtres composés de cellules d’ordre 4.
Comme expliqué précédemment, ces filtres conduisent a une valeur de RSBQ plus faible comparée
a celles obtenues avec des structures composées de cellules du second ordre. Ainsi, elles requiérent
des opérateurs avec une plus grande largeur pour satisfaire la contrainte de précision. La meilleure
solution obtenue pour la Forme Canonique Directe avec des cellules du second ordre aboutit &
une surface d’architecture de 0.3 mm? pour une contrainte de précision de 40 dB et & 0.12 mm?
pour une contrainte de 90 dB. Comparées & la meilleure solution, les autres structures basées sur
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ordre

des cellules du second ordre meénent & un surcotit maximal de 100% pour une contrainte de 40 dB
et de 40% pour une contrainte de 90 dB. Pour les structures composées de cellules d’ordre 4 le

surcolit maximal est de 225% pour une contrainte de 40 dB et de 74% pour une contrainte de 90
dB.

La meilleure structure dépend du coiit architectural défini. Les résultats sont différents pour
la surface et la consommation d’énergie. Ces résultats soulignent les opportunités offertes par
I'optimisation au niveau algorithme pour minimiser le cotit de ’architecture et la nécessité de
tester les différentes structures et de choisir la meilleure. En conséquence, des méthodes analytiques
d’évaluation de la précision sont nécessaires pour avoir des temps d’optimisation raisonnables.

Pour une structure donnée, la surface de ’architecture de I'IP et la consommation d’énergie
évoluent linéairement selon la contrainte de RSBQ. Entre les contraintes de 40 dB et 90 dB,
I’énergie varie d’un facteur 1.68 et la surface d’un facteur 4. Ces résultats soulignent la nécessité
de choisir la contrainte de précision adaptée de fagon & ne pas gaspiller ’énergie et la surface.

Algorithmes LMS et DLMS

Les blocs IP LMS et DLMS sont utilisés dans différentes expérimentations pour souligner la
nécessité d’optimiser les largeurs des opérateurs et des mémoires sous une contrainte de précision.
Pour générer une architecture, la contrainte de temps T, et la contrainte de précision RSBQmin
doivent étre définies.

Les blocs IP LMS et DLMS sont testés pour différentes valeurs de contraintes de temps T, et
de contraintes de précision RSBQ . Pour chaque valeur T, et RSBQin, les largeurs des opé-
rateurs et de la mémoire sont optimisées sous une contrainte de précision. Ensuite, ’architecture
est générée. La surface de 'architecture, le niveau de parallélisme et la consommation d’énergie
sont mesurés et les résultats sont présentés respectivement sur les figures 4.7.a, 4.7.b et 4.7.c pour
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une contrainte de temps entre 60 ns et 170 ns et une contrainte de précision entre 30 dB et 90 dB.
L’évolution de la consommation d’énergie selon la contrainte de précision est présentée sur la fi-
gure 4.7.c. Dans ce modéle, la consommation d’énergie est indépendante de la contrainte de temps
et la puissance peut étre estimée en divisant ’énergie par la latence. La consommation d’énergie
varie de 4 nJ a 8.1 nJ pour une contrainte de précision allant de 30 dB & 90 dB. L’énergie est
multipliée par deux entre ces deux valeurs de contrainte. Cette augmentation de la consommation
d’énergie est seulement due & I'augmentation de la largeur des éléments de l'architecture. Pour
satisfaire la contrainte de précision, la largeur des opérateurs doit étre augmentée.

L’évolution de la surface 'architecture de I'IP selon les contraintes de précision et de latence est
présentée sur les figures 4.7.a et 4.7.b. Pour des contraintes de précision de latence minimale, la
surface de I'architecture est égale 4 0.3 mm? avec un niveau de parallélisme de K = 4. La surface
de I'architecture monte & 9 mm? avec un niveau de parallélisme de K = 20 pour les contraintes
maximales. La surface augmente quand la contrainte de latence diminue. En effet, pour respecter
cette contrainte, le niveau de parallélisme K doit étre plus important. Plus d’opérateurs sont
nécessaires et, de ce fait, la surface de 'unité de traitement augmente. Des valeurs importantes de
contrainte de précision nécessitent 'utilisation d’opérateurs possédant une plus grande largeur.
Ainsi, la consommation d’énergie, la surface des unités de traitement et de mémoire augmentent
tout comme la latence des opérateurs. Pour respecter la contrainte de temps, le niveau de paral-
lelisme K doit étre augmenté et la surface de I'unité de traitement croit.

Nos résultats sont comparés a la solution classique basée sur des multiplications sur 16 x 16 — 32-
bits et des additions sur 32 bits. Cette solution fournit un RSBQ de 52 dB. Le cofit est évalué pour
notre approche avec une contrainte de précision de 52 dB avec différentes contraintes de temps.
Les résultats sont présentés sur la figure 4.7.d. Pour la méme qualité de calculs, notre approche
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réduit le cotit de architecture de 30% et la consommation d’énergie de 23%.

4.1.4 Conclusion

Dans cette partie, I'intérét des modéles dédiés a été démontré en les intégrant dans un gé-
nérateur d’IPs. Ce générateur minimise le cott de l'architecture de I'IP sous une ou plusieurs
contraintes. Le niveau de parallélisme de I'architecture est adapté aux contraintes de temps et de
qualité. Le coiit de 'architecture, et plus spécifiquement la qualité des calculs sont évalués analy-
tiquement au moyen des modéles dédiés présentés dans le chapitre 2. Cette approche analytique
permet de réduire de maniére importante le temps d’évaluation. Cette technique permet d’explo-
rer I’espace de recherche en virgule fixe et ainsi de trouver la spécification virgule fixe optimisant
I'implémentation. De plus, cette approche analytique offre 'opportunité d’explorer I'espace de re-
cherche au niveau algorithmique pour trouver la structure optimale. Les résultats présentés pour
le filtre IIR d’ordre 8 soulignent I'intérét d’une optimisation au niveau algorithmique. La meilleure
structure peut réduire de maniére significative la surface et la consommation en énergie de I’ar-
chitecture de I'IP par rapport a une structure inadaptée. Pour le filtre LMS a 128 coefficients,
la surface et la consommation d’énergie de ’architecture peuvent étre réduite respectivement de
30% et 23% par rapport a la solution classique. Avec cette approche, I'utilisateur peut optimiser
le compromis entre le colit de ’architecture, la précision et le temps d’exécution.

4.2 Méthode d’évaluation de la précision

Dans cette partie, la méthode d’évaluation automatique de la précision est présentée. Cette
méthode se base sur le modéle d’évaluation analytique développé dans le chapitre 3. Cette ap-
proche s’intégre au flot général de conversion de virgule flottante en virgule fixe. Elle détermine
automatiquement I’expression du RSBQ définissant la précision du systéme a partir de la descrip-
tion de celui-ci. La méthodologie se décompose en plusieurs parties telles que représentées a la
figure 4.8. La représentation de I’application en entrée est définie par un Graphe Flot de Signal
(GFS) S représentant le comportement de Iapplication spécifiée en virgule fixe. Cette représenta-
tion intégre les opérations de retard définissant le vieillissement des données. A chaque opération
o; du graphe est associée le type d’opération effectuée 7;, les formats des entrées (b5',m;* ,n:'),
(b52,m:?,n:?), le format de la sortie (bf,m{,nf) et le type de quantification @; utilisée en sortie
de l'opération. Les termes b; = (b5",07%,b7) et m; = (m;',m;*,m;) définissent la taille des données
et la position de la virgule au niveau de chaque opération o;. Soient B, m et ) les vecteurs défi-
nissant les paramétres b;, m; et @Q; des différentes opérations o;. L’expression du RSBQ dépend
donc de ces données. Ainsi, pour une application donnée, ’expression du RSBQ est déterminée
automatiquement en fonction de B, m et Q) sous la forme d’un code C décrivant le calcul du
RSBQ.

La méthodologie se décompose en trois grandes parties. Tout d’abord, le GFS de données
S est transformé en un GFS S’ au niveau bruit incluant les bruits de quantification. Il permet
de modéliser la maniére dont les bruits se propagent au sein du systéme. Pour ce faire, chaque
opération du systéme est modélisée au niveau bruit. Ensuite, par un parcours du GFS au niveau
bruit S’, les équations récurrentes du systéme définissant les relations entre les bruits d’entrée du
systéme et les bruits de sortie sont déterminées. Ces derniéres permettent de définir les pseudo
fonctions de transfert modélisant les chemins parcourus par chaque source de bruit pour aboutir &
une sortie. Ces deux premiéres parties utilisent la technique présentée dans [74|. Enfin, ’expression
du RSBQ est calculée & partir des pseudo fonctions de transfert et des caractéristiques statistiques
des sources de bruit. Cette derniére étape a été développée sous 'outil Matlab dans le cadre de
ce travail de recherche .
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Fi1G. 4.8 — Méthodologie d’évaluation de la précision

4.2.1 Modélisation du systéme au niveau bruit

Le GFS noté S représentant le systéme en virgule fixe est modifié en un GFS noté S’ modélisant
le systéme au niveau bruit. Dans un premier temps, le graphe S est transformé en un graphe
intermédiaire G g incluant toutes les sources de bruit au moyen d’une transformation 77. Ensuite,
le graphe &’ est obtenu en séparant la partie signal de la partie bruit. Le graphe &’ modélise la
propagation des différentes sources de bruit au sein du systéme.

La premiére étape désigne la représentation du graphe au niveau bruit. A chaque donnée d’en-
trée est associée une source de bruit. Ces caractéristiques statistiques dépendent de la provenance
du signal d’entrée. Si celui-ci vient de la sortie d’un autre systéme, les statistiques du bruit asso-
cié sont, soit définies par notre modéle appliqué précédemment au systéme d’ou proviennent les
données, soit spécifiées par 1'utilisateur. Sinon, les caractéristiques du bruits sont définies par les
modéles classiques des bruits de quantification en fonction en fonction du nombre de bits éliminés,
du format des données et de la loi de quantification utilisée (troncature, arrondi, ...).

Ensuite, chaque opération de la représentation intermédiaire est modélisée par ses formats
comme le montre la figure 4.9. L’opération of posséde deux entrées aux formats (be,,me;,Me; )
et (bey,Mey,Me,) €t une sortie au format (bs,ms,ns). Cette opération génére en sortie un bruit by
défini par les différents formats de I'opération. Les paramétres statistiques de ces sources de bruit
sont déterminés par le nombre de bits k£ éliminés, le nombre de bits n réservés au codage de la
partie fractionnaire des données et de la loi de quantification (). Les statistiques de ces bruits sont
définies dans le tableau 1.1 page 20. Ainsi, la représentation intermédiaire Gg est obtenue. Elle
représente 'application au sein de laquelle toutes les sources de bruit sont insérées. Une transfor-
mation de ce graphe peut étre réalisée afin de réduire le nombre de sources de bruit en déplagant
et regroupant celles-ci.

La seconde phase de la transformation 77 conduit & la modification du graphe Gg de fagon
a modéliser chaque opération o; par son modéle de propagation au niveau bruit. Dans la section
3.1.2, les différentes opérations arithmétiques présentes dans les systémes sont définies au niveau
bruit. Cette modélisation permet d’exprimer la maniére dont les bruits se propagent au sein de



4.2 Méthode d’évaluation de la précision 163

(bepme, ne)) @ (bymyny) I:> @
(beyMeyney) I

F1G. 4.9 — Modéle d’insertion des bruits

chaque opération présente dans le systéme. Ces opérations présentes dans le graphe Gg sont alors
modifiées en les remplacant par leur modélisation au niveau bruit. Chaque opération est séparée
en une partie signal et une partie bruit. Les modéles utilisés pour les délais, la multiplication et
I’addition sont définis dans la section 3.1.2.

Ainsi, Les entrées du graphe S’ correspondent aux bruits générés au sein du systéme ainsi que
les bruits associés aux données d’entrée. Les sorties de ce graphe S’ sont définies par les bruits
associés aux sorties du systéme initial S. Ces bruits de sortie sont générés par la propagation des
sources de bruit au sein du systéme.

4.2.2 Détermination des pseudo fonctions de transfert

La technique utilisée pour la détermination des pseudo fonctions de transfert est issue de la
thése de D. Menard [74]. Cette seconde étape de I’évaluation automatique des systémes en virgule
fixe notée Ty, correspond & la détermination des pseudo fonctions de transfert de chaque source
de bruit vers une sortie du systéme S’. Ces fonctions sont construites en parcourant le graphe
des entrées vers les sorties. Mais cette technique n’est pas utilisable si des cycles sont présents
dans le graphe comme dans le cas des structures récursives. Pour ces cas, le graphe est décomposé
en plusieurs graphes acycliques. Les différentes étapes de T5 sont illustrées sur la figure 4.10 et
détaillées dans les paragraphes suivants.

Transformation en graphes acycliques (751): Le role de la transformation 751 est de dé-
composer le graphe en plusieurs graphes acycliques dirigés si des circuits sont présents. La premiére
étape consiste a détecter 'occurence d’un circuit dans le graphe pour décider si la transformation
T51 doit avoir lieu. Un algorithme de recherche de circuit basé sur une traversée en profondeur
est utilisé. Cet algorithme permet de ne traiter chaque nceud qu’une seule fois. Lorsqu'un circuit
est détecté, le ou les points de coupe du circuit doivent étre déterminés pour séparer le graphe en
portions acycliques. Le ou les points choisis sont ceux permettant de quitter le circuit vers une
sortie du systéme lors du parcours du graphe orienté.

Expression des fonctions des sous-graphes (752): Les points de coupe p de I’étape précé-
dente sont dupliqués en un noeud d’entrée p’ et un nceud de sortie p. Un opérateur de retard doit
se trouver entre p’ et p sinon le systéme est en régime continu. Le graphe démantelé précédemment
en graphes acycliques est transformé en un graphe équivalent Geq spécifiant ’algorithme par un
ensemble de fonctions. Les points de ce graphe équivalent sont les entrées et sorties de chaque
graphe acyclique précédent et les arcs désignent des expressions pour passer du point source au
point destination. La notation fj,,, représente la fonction permettant d’aller au noeud p; depuis
le noeud p;. Des substitutions de variables sont effectuées pour conserver uniquement des circuits
unitaires, c’est & dire ne partageant qu'un seul point avec le reste du graphe. Ainsi fp,,, suivi de
fpopr Teprésentant le cycle pg,p1,po est transformé en f,p,. Ceci est la condition nécessaire pour
pouvoir obtenir les pseudo fonctions de transfert par une simple transformée en Z.

Pseudo fonctions de transfert partielles (753): Du graphe G est obtenu un graphe dirigé
G ,;, qui spécifie I'algorithme avec un ensemble de pseudo fonctions de transfert. Les nceuds sont
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les mémes que ceux du graphe Geq et les arcs sont attachés a une pseudo fonction de transfert
intermédiaire entre la source et la destination de ’arc orienté. Les circuits unitaires précédents
n’apparaissent plus dans ce graphe, mais les autres arcs sont identiques. Les circuits unitaires
se retrouvent dans les dénominateurs des pseudo fonctions de transfert. Les pseudo fonctions de
transfert des sous-systémes peuvent étre calculées directement & partir des équations récurrentes
de chaque sous-systéme.

Pseudo fonction de transfert (754): La pseudo fonction de transfert d’un point source a un
point destination s’exprime en fonction des pseudo fonctions de transfert partielles situées sur le
méme chemin. Les chemins partiels parcourus étant en série ou en paralléle, la pseudo fonction de
transfert finale est donc calculée en utilisant les méthodes de composition de systémes présentées
dans la section 3.2.2. Elle s’exprime sous la forme suivante :

Q
(n) 1
ZZ: Iin-1)*
H™(z) = (4.15)
1-> f((:)_z)z_l
i=1
Au sein de cette expression, les termes gé et f( sont définis comme le produit de termes

matriciels A et D pouvant évoluer au cours du tempb Cette modélisation est ensuite utilisée dans
le calcul du RSBQ de l'application considérée.
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4.2.3 Calcul de I’expression du RSBQ

La derniére étape de I’évaluation de la précision concerne le calcul de I'expression du RSBQ.
Ce dernier niveau s’effectue grace a I'outil Matlab et a été développé dans le cadre de ce travail de
recherche. Pour ce faire, le calcul est mis en ceuvre a partir des pseudo fonctions de transfert modé-
lisant la propagation des sources de bruit dans le systéme et de leurs caractéristiques statistiques.
Ensuite, 'outil implanté sous Matlab calcule les caractéristiques statistiques des des termes Ka
et Km de I'équation (3.134) présentée a la page 110. L’autocorrélation, la covariance et les autres
termes statistiques sont déterminés. A partir de 'autocorrélation du bruit de sortie, I’expression
de la puissance est déduite. D’autre part, une simulation de I'application en virgule flottante per-
met de déterminer la puissance du signal, nécessaire pour calculer le RSBQ de I'application. Le
code Matlab est divisé en 3 grandes parties comme le montre la figure 4.11.

Statistiques Pseudo fonctions
sources de bruits de transfert

E—

[ Calcul de la pseudo

réponse impulsionnelle

v

Outil Matlab Calcul des coefficients
de prédiction

A 4

Application de 1’équation

\\\{ du calcul de la puissance J
RSBQ(B,m,Q)

Fi1G. 4.11 — Synoptique de l’outil de calcul du RSBQ

Calcul de la pseudo réponse impulsionnelle

La premiére étape consiste a calculer les pseudo réponses impulsionnelles A(™ de chaque source
de bruit. Ces termes permettent d’exprimer 'influence du bruit d’entrée et de ses échantillons
précédents sur le bruit de sortie. Elle s’exprime selon la relation suivante :

y(n) = A b(n — k) (4.16)
k=0

(n)
(k)
D (ou/et U et V si le terme de bruit est transposé). Seuls les (P + () premiers termes sont
déterminés a partir de la pseudo fonction de transfert en utilisant la méthode de calcul de la
pseudo réponse impulsionnelle définie dans la section 3.2.1. Les valeurs de P et () désignant les
ordres du numérateur et du dénominateur de la pseudo fonction de transfert H(™(z).

Les termes suivants ne sont pas calculés. En effet, ’approche par prédiction linéaire permet de
s’affranchir de cette étape. Pour chaque source de bruit b;(n), les premiers termes de sa pseudo
réponse impulsionnelle sont ainsi obtenus.

Chacun de ces termes h,;,; correspond & la multiplication par des termes matriciels A et



166 Exploitation des modéles

(n)
H'™(z)
)
=
= 9
e =
2 g
2 £
] % Calcul des premiers termes
T.:j 2 de la pseudo
= E réponse impulsionnelle
o 2
- 8
Al
o 5
5 =
hm

Fi1G. 4.12 — Premiére étape de 'outil d’évaluation de la précision

Calcul des coefficients de prédiction linéaire

Dans la deuxiéme étape, les coefficients de prédiction modélisant la propagation du bruit dans
le systéme sont calculés & partir des premiers termes de la pseudo réponse impulsionnelle et de la
pseudo fonction de transfert comme expliqué dans la section 3.3.3 (figure 4.13). La matrice S et
le vecteur J nécessaires au calcul de ces coefficients sont tout d’abord établis. Pour ce faire, les
P + @ premiers termes de la pseudo réponse impulsionnelle sont utilisés ainsi que les termes du
dénominateur de la pseudo fonction de transfert. Ces coefficients A;; sont obtenus en inversant la
matrice S. Cette inversion est effectuée sur 'outil Matlab facilitant les calculs matriciels. Ensuite,
si les termes A et D sont présents ensemble au sein de la pseudo réponse impulsionnelle, les
coefficients de prédiction sont calculés en multipliant ceux obtenus pour les termes en A et ceux
obtenus pour les termes D. Ainsi, pour chacune des sources de bruit b;(n), les coefficients de
prédiction sont déterminés. Ils permettent de réduire la complexité lors du calcul du RSBQ de
I'application en supprimant les sommes infinies présentes dans l’expression.

H™(z) '

[ Calcul des coefficients de prédiction de chaque bruit b,(n) J

Etape 2 : Calcul des

coefficients de prédiction

|

A

I

F1G. 4.13 — Deuxiéme étape de outil d’évaluation de la précision

Calcul de P’expression de la puissance du bruit

Finalement, la derniére étape consiste au calcul de I'expression du RSBQ. Pour ce faire, une
simulation virgule flottante détermine la puissance du signal. La puissance du bruit s’exprime
selon 'equation (3.127) dans laquelle sont insérés la pseudo réponse impulsionnelle ainsi que les
coefficients de prédiction permettant de diminuer la complexité des calculs. Ces coeflicients de
prédiction permettent de remplacer les sommes infinies au moyen de I'expression (3.200). Les
termes multipliant les statistiques des bruits d’entrée sont alors obtenus. En effet, pour des bruits
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d’entrée blancs, représentant la quasi totalité des cas, la puissance du bruit de sortie s’exprime
selon la relation suivante :

Ne Ne Ne
B, = Z Uli-Kai + Z Zlu’bilu“ijm’ij (4.17)
i=1 i=1 j=1

Les coeflicients de prédiction permettent de déterminer les valeurs des constantes Ka et Km
dans des temps relativement faibles. Ainsi, I’expression analytique de la puissance du bruit est
obtenue sous la forme d'un code C au sein de laquelle les termes Ka et Km ont été calculés.
Ensuite, au sein du processus d’optimisation de la largeurs des données, ’expression précédente
est évaluée pour différentes valeurs de p et o fixées par la largeur des données. Le temps requis
est alors nettement moins important comparé a celui d’une approche par simulation. Si les bruits
d’entrée ne sont pas des bruits de quantification, 'expression (3.127) est reprise. Cette derniére
est plus complexe car des termes de covariance des bruits d’entrée apparaissent. Néanmoins, le
temps requis est du méme ordre.

Puissance
n,
h( ) A k du signal

/
a N

Calcul de la puissance du bruiq

|

Calcul des constantes Km et Ka
modélisant les statistiques des termes de signaux

ﬁi}tape 3 : Calcul du RSBQ}

/

RSBQ(B,m,Q)

Fi1G. 4.14 — Troisieme étape de 'outil d’évaluation de la précision

Conclusion

Dans cette partie, la méthodologie d’évaluation automatique de la précision des systémes en
virgule fixe a été présentée. Elle génére I'expression du RSBQ de I’application considérée a partir
du graphe définissant le systéme en virgule fixe. Le graphe est déterminé au niveau bruit en y
insérant les différentes sources puis les pseudo fonctions de transfert sont calculées pour chaque
source de bruit. Enfin, le RSBQ est calculé en utilisant les pseudo réponses impulsionnelles déduites
des pseudo fonctions de transfert.

4.2.4 Evaluation des temps de calcul de la méthodologie

Dans cette partie, les temps de calcul de la méthodologie générale sont évalués et plus parti-
culiérement le temps d’exécution de la partie finale de ’outil. Tout d’abord, le temps requis pour
le calcul des termes statistiques présents dans I'expression de la puissance du bruit est mesuré.
Dans un second temps, notre approche analytique est comparée & une approche basée sur des
simulations virgule fixe en terme de temps d’optimisation.
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Temps de calcul

Le temps d’obtention de I'expression du RSBQ de ’application est mesuré dans ce paragraphe.
Le temps de détermination des termes Ka et Km de I'equation (3.134) correspond au temps
d’exécution de I'outil d’évaluation automatique de la précision en virgule fixe. Pour estimer le
temps d’exécution de 'outil sur le filtre LMS, seule la partie finale est prise en compte car le temps
requis pour cette partie est plus important que celui de la partie frontale. Une fois ’expression
du RSBQ obtenue, celle-ci est évaluée a chaque itération du processus d’optimisation pour des
formats de données spécifiés. Ce temps d’évaluation de ’expression correspond & ’application
d’une relation mathématique dont le temps de calcul est négligeable.

Tout d’abord, le temps de calcul lié au LMS est présenté. Considérons un algorithme LMS de
taille N = 16. Le temps requis pour calculer les termes statistiques de la méthode directe pour
p = 500 et ¢ = 100 est de 84 secondes. Ce temps est relativement faible mais pour des valeurs de
N plus élevées, il peut devenir relativement important. La figure 4.15 montre I’évolution du temps
de calcul en fonction de la taille du filtre avec les valeurs de p et ¢ fixées précédemment. Alors
que pour N = 16 le temps de calculs est de 84 secondes, celui-ci est de 'ordre de 21000 secondes
pour N = 128 soit environ 5 heures. L’augmentation du temps de calcul est bien de 1'ordre de N2
comme calculé dans la partie complexité 3.3.2.

Pour réduire ces temps de calcul, la méthode d’approche par prédiction linéaire a été intro-
duite. Pour un filtre de taille 128, le temps de calcul est de seulement 4 minutes. Le gain est proche
d’un facteur 100. La figure 4.16 montre 1’évolution du temps requis pour le calcul de la méthode
par prédiction en fonction de la taille du filtre. Ces temps de calculs sont du méme ordre que ceux
obtenus pour les modéles dédiés aux applications. Le temps de calcul nécessaire avec la méthode
basée sur les coefficients de prédiction est de 3.43 secondes pour N = 16. Ainsi, la méthode uti-
lisant les coefficients de prédiction permet de réduire la complexité de maniére importante sans
pour autant affecter la qualité de I’estimation.
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FiG. 4.15 — Temps de calcul en fonction de la taille du filtre LMS

Traitons maintenant le cas des filtres adaptatifs basés sur les algorithmes APA. La figure 4.17
montre le temps de calcul du modéle général appliqué aux APA pour des tailles de N allant de
2 410 et K variant de 1 & N — 1. Le temps de calcul varie de 10 secondes & 233 secondes (soit
4 minutes). Pour mieux voir I’évolution du temps de calcul, la figure 4.18 représente le temps de
calcul pour la valeur de N fixée & 10 et K variant de 1 & 9. La valeur du temps de calcul varie
de 84 a 232 secondes entre ces valeurs. Cependant, la valeur du temps de calcul semble linéaire
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Fi1G. 4.16 — Temps de calcul du filtre LMS avec la prédiction linéaire

en fonction de K. En reprenant 'expression (3.160), page 114 du calcul de la complexité, celle-ci
s’exprime en O(K) pour une valeur de N fixée. Ainsi pour une valeur de K multipliée par 9, le
temps de calcul est multiplié par 3. Considérons maintenant, une valeur de K fixé a 1 et NV varie
de 2 a 10. La figure 4.19 représente les temps de calcul obtenus. Ils varient de 10 & 84 secondes.
Comme précédemment, la croissance est, en théorie, linéaire. Pour une valeur de N multipliée par
5, le temps de calcul est multiplié par 8. Pour terminer, regardons comment évolue le temps de
calcul pour des valeurs de K et N évoluants conjointement. La valeur de N varie de 2 & 10 et celle
de K est égale & N — 1. La figure 4.20 illustre les résultats obtenus. Le temps de calcul varie de
10 secondes a plus de 250 secondes. La croissance est plus importante que dans le cas précédent.
En théorie, la croissance du temps de calcul est en O(N?) pour ce cas présent. Le temps de calcul
évolue de la méme fagon selon les différentes tailles du systéme. En effet, en regardant plus en
détails les résultats obtenus, pour une valeur de N + K constante, le temps de calcul est quasi
constant. Les temps de calcul obtenus varient de 10 secondes & plus de 250 secondes. Pour réduire
ces temps, ’approche par approximation linéaire peut étre utilisée. Elle permet de diminuer le
temps de calcul par 100 en moyenne. Pour les mémes expérimentations, le temps de calcul varie de
0.04 & 1.26 secondes. La valeur maximale du gain obtenue est méme de I'ordre de 200. Ce cas est
obtenu pour les valeurs de K = 7 et N = 9. Les temps requis sont alors trés faibles. En pratique,
ces algorithmes sont utilisés avec un ordre de projection K = 12 au maximum. De ce fait, le temps
de calcul par la méthode par prédiction est présentée sur la figure 4.21 pour des tailles de filtres
variant de 16 & 128. Le temps requis oscille alors entre 9 secondes pour N = 16 et 310 secondes
(environ 5 min) pour N = 128. Les temps obtenus sont alors trés faibles et raisonnables dans le
cadre de la conception de systémes embarqués.

Comparaison avec les méthodes basées sur la simulation

Dans cette section, les méthodes analytiques proposées sont comparées aux méthodes par
simulation. Ces deux approches distinctes sont utilisées pour évaluer la précision d’un systéme
lors du processus de conversion en virgule fixe. Cette conversion en virgule fixe s’effectue en
optimisant un cotit (énergie, puissance, surface de I’architecture) comme le montre 'expression
suivante :

— —

min(C(B)) avec RSBQ(B) > RSBQmin (4.18)

ol B désigne le vecteur contenant les largeurs des opérateurs. A chaque itération du processus
d’optimisation, la précision de la spécification virgule fixe doit étre évaluée. Ainsi, dans ce souci
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Temps de calcul

F1G. 4.17 — Temps de calcul en fonction de la taille du filtre pour les APA
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Fi1G. 4.19 — Temps de calcul en fonction de la valeur de N pour les APA

de gain de temps, notre approche est comparée a une approche par simulation en terme de temps
d’optimisation. Pour ce faire, notre approche est estimée via 1’outil Matlab. De la méme fagon, les
approches basées sur des simulations virgule fixes sont évaluées au moyen de simulations Matlab.
Pour obtenir des résultats cohérents, le temps de notre outil complet (parties frontale et finale)
d’évaluation de la précision décrit dans le chapitre 4 est pris en considération. Pour des systémes
LTI, notre approche permet des gains de temps dés les premiéres itérations du processus d’opti-
misation. Ainsi, pour un filtre FIR de taille 16, le temps est moindre aprés seulement 3 itérations
et aprés 14 itérations pour un IIRS.
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F1G. 4.21 — Temps de calcul de la méthode par prédiction linéaire en fonction de N pour les APA

Considérons maintenant les systémes non-LTI comme les filtres adaptatifs. La figure 4.22
illustre le temps d’optimisation de 'algorithme LMS en fonction du nombre d’itérations. Le filtre
LMS choisi est de taille 16. Le temps initial des méthodes analytiques désigne le calcul des diffé-
rents termes statistiques présents dans ’expression analytique. La méthode directe par calcul de
la somme aboutit & un meilleur temps d’optimisation aprés 88 évaluations de la précision. L’ap-
proche par prédiction linéaire permet d’aboutir & un meilleur résultat aprés seulement 6 itérations.
En pratique, pour un probléme d’optimisation de 30 & 33 variables, la précision est évaluée 50
000 & 100 000 fois [74]. Ainsi, I'approche analytique permet d’obtenir des gains de temps trés
importants. Sur la figure 4.23, le temps d’optimisation des APA est présenté. Le systéme choisi
a pour dimensions N = 11 et K = 8. L’approche par calcul de la somme aboutit & un meilleur
résultat aprés 105 itérations alors que la méthode par prédiction linéaire permet d’obtenir des
gains de temps apreés 5 itérations seulement. Ainsi, cette partie illustre 'importance d’utiliser des
approches analytiques comme celle développée ici pour réduire de maniére importante les temps
de conversion en virgule fixe et d’optimisation de la spécification virgule fixe.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, deux approches ont été présentées au sein desquelles les modéles d’évaluation
automatique de la précision ont été intégrés. D’une part, les modéles dédiés sont utilisés au sein
d’un générateur de composants virtuels (IP). D’autre part, la méthode générale d’évaluation de la
précision s’intégre au flot général de conversion de virgule flottante en virgule fixe. La méthodolo-
gie d’évaluation automatique de la précision utilisant le modéle général a été présentée et 1'outil
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développé sous Matlab, déterminant automatiquement le RSBQ d’une application a été détaillé.
De plus, les temps d’optimisation de notre approche ont été évalués. Les gains de temps compa-
rés a une approche basée sur des simulations virgule fixe apparaissent aprés quelques itérations
seulement. Ainsi, ces résultats montrent I'intérét de I'utilisation de méthodes analytiques.
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Conclusion et Perspectives

L’implantation d’applications de traitement numérique du signal dans les systémes embarqués
requiérent l'utilisation de I'arithmétique virgule fixe pour satisfaire les contraintes de coiit, de
performance et de consommation d’énergie. Le codage manuel des données en virgule fixe est une
tache fastidieuse, longue et source d’erreurs. De plus, la réduction du temps de mise sur le mar-
ché des applications nécessite 1'utilisation d’outils de haut-niveau. Ainsi, des outils de conversion
automatique de virgule flottante en virgule fixe sont nécessaires. La conversion a pour objectif de
minimiser une fonction de coiit (surface de 'architecture, consommation d’énergie, temps d’exécu-
tion du code) de I'implantation. Au sein de ce type d’outil, une étape importante est I’évaluation
de la précision. En effet, le cotit de I'implantation est minimisée sous contrainte de précision des
calculs. A chaque itération du processus d’optimisation, la précision des calculs est évaluée. Ainsi,
dans ce travail de recherche, une méthode d’évaluation automatique de la précision des systémes
en virgule fixe a été définie. La méthodologie développée détermine ’expression du Rapport Signal
& Bruit de Quantification associée & une application. L’approche développée est analytique car
les approches basées sur des simulations en virgule fixe conduisent a des temps d’optimisation
prohibitifs.

Le travail s’articule autour de deux axes de recherche principaux. Dans un premier temps,
des modéles analytiques d’évaluation de la précision ont été définis pour les filtres adaptatifs. Les
méthodes d’évaluation automatique de la précision ne permettent pas de traiter ce type d’appli-
cation non-LTI et présentant une récursion dans le graphe. Les modéles existants et dédiés a ce
type d’application ne sont valides que pour une loi de quantification par arrondi convergent. Ainsi,
le premier objectif de ce travail a été d’élaborer des modéles destinés aux filtres adaptatifs. Des
modéles analytiques de calcul de la puissance du bruit ont été proposés pour les algorithmes du
gradient et plus spécifiquement les algorithmes LMS, NLMS, Leaky-LMS et APA. Ces modéles
ont été étendus pour définir une expression générale aux différents algorithmes du gradient. Les
expressions obtenues sont valides pour toutes les lois de quantification existantes.

La seconde partie de ce travail concerne 1’élaboration d’'une méthode générale d’évaluation de
la précision valide pour ’ensemble des systémes utilisant des opérations arithmétiques. Cette mé-
thode définit les caractéristiques statistiques du bruit en sortie du systéme considéré en fonction
des statistiques des bruits d’entrée et d’'une modélisation du systéme. Cette modélisation sous
forme matricielle est obtenue en définissant chaque opération traitée par son modeéle de propa-
gation des bruits. Une expression analytique de la puissance du bruit en sortie du systéme est
ainsi obtenue. D’autre part, pour réduire la complexité de cette expression, une approche par
prédiction linéaire & été introduite. Celle-ci permet d’obtenir plus simplement ’expression de la
puissance du bruit. Pour illustrer la méthode en détails, I’exemple de I'algorithme a été traité.
De plus, dans le cas d’une application de ’approche générale sur des systémes LTI, des résultats
connus ont été retrouvés.

La qualité de ces deux approches a été mesurée au moyen de diverses expérimentations. L’er-
reur relative commise entre la valeur estimée par ces méthodes et la valeur réelle est en général
inférieure a 35%. Cette erreur représente un écart maximal de 2 & 3 db entre la puissance du bruit
réelle et celle estimée par nos approches. Pour obtenir de meilleurs résultats, le nombre de points
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pris en compte dans le déroulement de la somme de la méthode générale doit étre plus important.
En contrepartie, le temps de calcul augmente pour cette méthode basée sur le déroulement de la
récurrence. Pour réduire le temps de calcul la méthode par prédiction linéaire a été proposée et
le biais introduit par cette approche a été mesuré et conduit & une erreur relative de I’ordre de 20%.

Les modéles dédiés ont été exploités dans le cadre d’un nouveau type de générateur de com-
posants matériels virtuels. Le cofit architectural du composant est optimisé sous une contrainte
de précision fournie par I'utilisateur. Cette contrainte de précision est évaluée a chaque itération
du processus d’optimisation & ’aide du modéle dédié propre & 'application traitée.

La méthode générale d’évaluation automatique de la précision proposée s’insére dans le flot
de conversion de virgule flottante en virgule fixe. La conversion en virgule fixe a pour objectif
d’obtenir une spécification optimisée d’un point de vue architectural (surface de l’architecture,
consommation d’énergie). Au sein de cet outil, I’évaluation de la précision de la spécification
virgule fixe est déterminée en appliquant la méthode générale. A chaque itération du processus
d’optimisation de la specification virgule fixe, uniquement I’expression analytique de la métrique
de précision est évaluée. Le temps requis pour cette évaluation est alors négligeable. La partie
finale de 'outil d’évaluation de la précision a été développé sous Matlab et les temps de calcul
ont été mesurés. L’approche par prédiction linéaire a été mise en ceuvre et permet de réduire
de maniére importante le temps de calcul par rapport a la méthode générale. Une comparaison
de cette méthode avec les approches basées sur des simulations virgule fixe a été effectuée. Notre
approche permet d’obtenir des temps d’optimisation plus faibles par rapport aux approches basées
sur la simulation aprés seulement quelques itérations. Ces résultats montrent l'intérét de notre
méthodologie pour réduire le temps de développement des systémes en virgule fixe.

Perspectives

La méthode générale proposée permet de simplifier ’expression de la puissance du bruit en
sortie des différentes transformées telles que la transformée de Fourier rapide ou en cosinus discret.
L’utilisation des matrices permet d’obtenir une expression plus compacte de cette puissance de
bruit comme présenté pour la FFT dans la section 3.2.2. De plus, les différentes matrices modéli-
sant le parcours des sources de bruits se construisent de maniére récursive. Ainsi, une perspective
est de développer un modéle Matlab spécifique aux FFT. Ce modéle a pour but de définir la puis-
sance du bruit de sortie pour une taille de FFT quelconque. L’objectif est d’utiliser la construction
récursive des matrices pour obtenir une expression de la puissance du bruit de sortie. Ceci peut
servir de base & la génération d’IPs pour les FFT.

La seconde perspective concerne 'interface des parties frontales et finales de ’outil d’évaluation
de la précision. Les équations récurrentes du systéme sont déterminées par une méthode dévelop-
pée dans [74] et présentée dans le dernier chapitre. La partie développée sous Matlab dans le cadre
de ce travail de recherche utilise les pseudo fonctions de transfert pour déterminer I’expression du
RSBQ de l'application considérée. L’objectif est de définir une interface entre la détermination
des équations récurrente et la partie calcul du RSBQ développée sous Matlab. Cette interface
doit permettre de déterminer les pseudo fonctions de transfert sous Matlab & partir des équations
récurrentes du systéme. Ainsi, cette interface permettra d’obtenir un outil complet d’évaluation
analytique de la précision.

Une autre perspective de ce travail de recherche se situe au niveau des opérations traitées.
L’objectif est de pouvoir intégrer de nouveaux opérateurs au sein de la méthodologie. Par exemple,
les opérateurs décisionnels ne peuvent s’insérer directement aux modéles. Ces opérateurs sont ca-
ractérisés par le fait que la valeur de leur sortie dépend d’une condition vérifiée par le signal en
entrée de 'opérateur. Les principaux exemples sont le signe ou le module. La sortie de 'opérateur
signe est égale a 1 si le signal d’entrée est positif, 0 sinon. Pour ce type d’opérateurs, la propaga-



Perspectives 175

tion des bruits ne peut pas se modéliser par I'approche proposée dans ce travail de recherche. En
effet, seule une approche statistique, peut étre mise en ceuvre. Les différentes valeurs pouvant étre
prises par le bruit en sortie sont déterminées ainsi que leur probabilité d’apparition. Si ces bruits
s’insérent dans un graphe contenant une récursion, les probabilités d’apparition d’un bruit en sor-
tie d’'un opérateur décisionnel dépendent des probabilités des instants précédents. L’utilisation des
Chaines de Markov semble étre une solution pour résoudre ce type de probléme. Des recherches
ont été faites dans le cadre de ce travail de recherche, mais des études plus approfondies sur ces
opérateurs décisionnels sont encore nécessaires pour pouvoir généraliser le modéle développé a un
ensemble plus important d’opérations.

Une derniére perspective concerne 1’évaluation de la dynamique au sein de I’outil de conversion
de virgule flottante en virgule fixe. La dynamique des données présentes dans le systéme est éva-
luée de maniére analytique pour des systémes LTI (normes L1 et Chebycheff) et pour des systémes
non-LTT non récursifs (Arithmétique d’Intervalle). Cependant, aucune méthode analytique n’est
disponible pour traiter la dynamique des systémes non-LTT présentant une récursion comme les
filtres adaptatifs. L’objectif est de définir une méthode analytique d’évaluation de la dynamique
des systémes traités. Une premiére approche pourrait étre de réutiliser les techniques développées
dans le cadre de ce travail de recherche pour I’évaluation de la dynamique.
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Annexe A

Calcul des caractéristiques des bruits de
sortie

Dans cette partie, les calculs des statistiques du bruit de sortie sont démontrés. Le bruit de
sortie by, (n) est défini par la relation suivante

byu(n) = 3D Aui(k)bi(k)Dyi (k) + Ui (k)b (k) V i (k) (A1)

A.1 Moyenne

Pour calculer la moyenne de ce terme, ’hypothése suivante est posée. Comme les bruits sont
non-corrélés aux signaux, 1’égalité suivante est vérifiée [19]: E(AbD) = E(AmpD) ou E désigne
I’espérance, A et D deux termes de signaux et b un bruit. La valeur de la moyenne du bruit de
sortie by, (n) est donnée par la relation suivante

n

Ne
Moy, = Elbyu(n) = S S B
=1 k=0

A.2 Auto-corrélation

Le terme by, (n) est de taille My, xN,,, . Sa matrice d’autocorrélation Ry, (0) = Elbyu(n)bl,, (n—
6)] de dimensions M,, xM,, est égale a:
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Ry, b, (0) = Elbyu(n)bl, (n — 0)]
= len: HEOOE [{ALi(k)bi(k)Dy; (k) + U, (k)0 (k) V. (k) }
-{Azj(mk);Tm)Duj(m) +0,,;(m)b5(m)V,,;(m)}']
= %:1 Zn: TS; B[A;(k)bi(k)D,,;(k)Dy,; (m)bj (m) AL, ; (m)
+ ZM(Z)_;E;_)DM(MXZJ (m)b;(m)Us,;(m)
+ U (k)b (k) V. (k) Dy (m) b5 (m) Aqy (m) + Ui (k)b (k) V. (k) Vi ()b (m) Uy, (m)]
Ne n

n—=0
> E[A,i(k)bi(k)D,,; (k)DL (m)b}(m) Al (m)]
=0

i,j=1k=0m

Ne n n—0

+ 30D B[A(R)bi(k)Dy (k) VE; (m)b (m)UL ()]
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0

+ 3NN B U () (R) Vi (B)DY, ()b () AL ()]
i,j=1 k=0 m=0
I]Ve n n—~0

+ 333 B (U ()b (k) Vi (k) VL (m)bs (m) UL (m)]
i,j=1 k=0 m=0

(A.3)

L’expression s’écrit comme la somme de quatre termes développés par la suite. Pour ce faire, deux
cas sont différenciés. Premier cas, le bruit d’entrée est considéré comme vectoriel. Dans un second
temps, le cas ol le bruit d’entrée est matriciel est étudié

A.2.1 Bruit vectoriel
Premier terme

Pour la calcul, les notations suivantes sont introduites A,;(k) = A(k)
D,;(k) = D(k)

Le terme E[A(K)b;(k)D(k)D"(m)b’(m)A*(m)] est & déterminer pour des valeurs de i,j,k et
m fixées. Comme by, (n) est de taille My, xNy, ., A(k)b;i(k)D(k) l'est également. D’autre part,
bi(k) et b;j(n) sont des vecteurs de taille My, x1 et My x1, donc A(k) et D(k) ont pour dimensions
M, xMy, et 1Xbeu
Soit la matrice M de taille M, xM,, définie par M = E[A(k)bi(k) D (k) D*(m)bs(m) A’ (m)]. Pour
déterminer M en détails, chacun de ces élément doit étre déterminé. Pour ce faire, I’élément de
la a®™® ligne et 5™ colonne de M est calculé. Celui-ci est exprimé en calculant un produit de six
matrices

My, Np,,, M

Jap) = Z Z ZA (a,c) z(c,1>(l’g)D(lvd)(k)Dl(td,l)( )b§<1 e>( )Afe,b)(m) (A.4)

c=1 d=1 e=1

ou encore, en réorganisant les termes

My, Ny, M

e =F |23 ZA (a.0) (F)Dige ) (B, o () Dy (R) Dl 1y (m) Al (m) | (A5)

c=1 d=1 e=1
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Le terme b; _ (k:)b;-(1 Y (m) est retrouvé dans ce produit de matrices. Or I'espérance de ce terme
correspond exactement a 1’élément de la ¢®™€ ligne et ™ colonne de la matrice d’intercorrélation
entre les bruits b; et b;

E(bi(c,l) (ki)b;(l,e) (m)) = (Rbib]- (m — k))(c,e) (A6)

De plus, la matrice d’intercorrélation est égale & la somme de la matrice d’intercovariance et
de la matrice produit des moyennes soit Ry, (m — k) = Cpp, (m — k) + mbimgj.

En réinjectant I’égalité précédente dans I'équation (A.7) et en utilisant 'hypothése E(AbD) =
E(AmyD), cela conduit a I’expression suivante :

Mb beu J
= 5 [ 3 35 3 A (a0, 0 K DB ) o)
c=1 d=1 e=1
Mb beu Mb
+E Z > ZA (a,0) J(B) ey Dr.ay (k) Dig,p) (m)mi, (m) (1.e) Al ) (m)

c=1 d=1 e=1

My, Mbj Noyy

= E D> Atae)(k)Chup,(m = k) c.0) Al ) (m ZD(ld) D{y1y(m)

c=1e=1

(A(k)Cbibj (m—k)At(m)) Tr(D(k)Dt(m))

(a;b) J

+ B [(A(k)mbi(k)D(k)Dt(m)ij (m)At<m)) (a,b):|

M = E [A(k)Cyyp, (m = k)A'(m)Tr(D(k) D' (m)) + A(k)ma, (k) B(k) B (m)m, (m) A" (m))|

(A.7)
Ainsi, le premier terme s’écrit sous la forme suivante:
Ne n n—6
DY 0D EIAL(R)bi(k)D,, (k)DL (m)bs (m) Al (m)]
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
= Z Z Z E TT Dt ( )JA ui(k)cbibj(m_ k)AZ](m»
i,j=1 k=0 m=0 (A8)
Terme de covariance
Ne n n—0
+ > > B(Ay(k)mp, Dy (k)DY(m)my, Al (m))
4,j=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne

Ce terme peut étre analysé comme étant composée de deux parties :

— Une partie intégrant les termes de moyenne correspondant & la moyenne au carré du bruit
de sortie byy(n).

— Une partie composée des termes de covariance définissant la covariance du bruit de sortie.

Ainsi, la matrice d’autocorrélation est bien égale & la somme de la matrice de covariance et
de la matrice de moyenne au carré.
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Deuxiéme terme

Comme pour le calcul du second terme les notations utilisées sont les suivantes:
Am(k‘) = A(k) et a pour dimensions M, xMy,

D,;(k) = B(k) et a pour dimensions 1x/N,,
U,;(k) = U(k) et a pour dimensions M, x1
V.,;(k) = V(k) et a pour dimensions My, xNy,

La matrice M définissant ce terme est égale a:

(M)(p) = E Z ZAM bite.y () D(1.0) (k) V(g o) ()b, 1y (M)Uy p) (m)
=1 =1

Z (c 1)(k)bj(e,l)(m)D(lad)(k)‘/(td,e) (m)Ufl,b) (m) (A.9)
=1

?
ZE

=FK Z ZZ z(c,l)(k)bé'(l’e) (m)D(l,d) (k)‘/(td,e) (m)UE‘/l,b) (m)
=1 =1 g=1

Comme précédemment, l'intercorrélation des bruits d’entrée est retrouvée.

E(bi,..,(k)j, , (m)) = (Cpup, (m — k), o + (16,00 ) (A.10)

ceci conduit & I'expression suivante:

Mbi Nyu Mbj

(M)(a,b) =E Z Z Z A(G,C)(k)(cbibj (m - k))(cve)v(e,d) (m)Dzd,l)(k)Ugl,b)(m)
c=1d=1e=1

Mbi Nyu Mbj

FE Y YN Ao (B)mi, (k) e,1) Div,ay (k) Vi o) (m)m, (m) 1y Uy g (m)

c=1d=1e=1
M = E [A(k)Chy, (m — &)V (m) D (k)U* (m)] + E [A(k)my, (k) D(k)V* (m)my, (m)U* (m)]

Finalement, le deuxiéme terme s’écrit sous la forme:

Ne n n—0
D> D BlAL(R)bi(k)Dy; (k) Vs, (m)b; (m) Uy, (m))
i,j=1 k=0 m=0

Ne n n—0

- Z Y>> E ( k)Crp;(m — k)V,,;(m) D}, (k)UZj(m)> (A.12)

2,j=1 k=0 m=0 ~~
Terme de covariance

Ne n n—0

+ 35N B(ALi(k)my, D (k)Y (m)my, UL (m))

4,j=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne

Comme pour le premier terme, celui-ci est composé d'une partie covariance et d’une partie
moyenne.
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Troisiéme terme

Ce troisiéme terme se développe comme le deuxiéme et conduit & I’équation finale suivante :

Ne n n—0

> D EUL (k)

i,j=1 k=0 m=0

Ne n n—60

=222 EUuk

k) (k)DL (m)b (m) As; (m)]

D,;(m)Vy;(k)Cu,p, (m — k) Ay, ;(m))

i,j=1 k=0 m=0

Ne n n—60

2D BU(k)m

Terme de covariance

Z Xui(k>22j(m)mijéf¢j(m))

i,j=1 k=0 m=0

Quatriéme terme

Pour calculer ce dernier terme, les notations précédemment utilisées sont reprises.

Mb N, Yu

S35 00

c—ld 1le=1

(M)(a,b) =F

[ My, N, M

S U

c=1d=1e=1
_MbiNyuMbj

c=1d=1e=1

E(bj(e,l) (k)b;t(l,c) (m)) =

Ceci conduit & I’équation suivante :

My, Ny, M,
(M) (ap) = E | Uga,1)(k)U{y gy (m ZZZVW )(Cyyp, (k= m) o Viea (k)
c=1d=1 e=1
+ U(k)mii(k)V(k)Vt(m)mb]. (m)Ut(m)]

M = E [U(k)U (m)Tr(V*(m)Cy,y, (k

Z Z Z Uta,1)(F)U

TV
Terme de Moyenne

Z(l c) k)‘/(c,d) (k)‘/(td,e) (m)b](e,l) (m)U(tl,b) (m)
](e,l) (k)blzg(l’c) (m> VY(C,d) (k)‘/(tcl,e) (m)U(tl,b) (m)

,b) (m) V(td,e) (m)bj(e,n ( )bg(lyc) (k)‘/(c,d) (k)

(ijbi (m — k))(e,c) + (mbimbg)(&c)

—m)V (k)]

Cela aboutit a I’équation finale suivante

Ne n n—0

YD > EU,k)b(k

i,j=1 k=0 m=0

Ne n n—0

=222 EU,KU,

)Xm(k)zzg‘ (m)b; (m)HZj (m)]

S ) Tr [V (m)Cop, (k — m) V. (k)])

i,j=1 k=0 m=0

Ne n n—0

Vv
Terme de covariance

3050 S B (Ul Vo () Vs m)mf, U (m) )

i,j=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)
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Calcul final

En introduisant les équations (A.30), (A.31), (A.32), (A.33) dans l’équation (A.3), la formule
de Pautocorrélation du bruit de sortie est obtenue sous la forme suivante :

Ryyp,(0) = Elbyu(n)by,(n —0)] (A.18)
Ne n n—0
> E (Tr[D5(k)Dly; (m)] A,5(k) Cr,p, (m — k)AL, (m))
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
+ > B (Aui(k)my, Dy (k)DL (m)mp Al (m))
i,j=1k=0m=0
Ne n n—0
+ S E (A4 (K)Chp, (m — k) (m)DLs (k)T (m))
i,j=1k=0m=0
Ne n n—0
+ Y B (Au(k)my Dy (k) Ve (m)my, Ul (m))
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
+ Z E (Uy;(k)Dy; (m) Ve, (k) Chyp, (m — k) Ag;(m))
i,j=1k=0m=0
Ne n n—0
+ 33N B (Usk)mi, V()DL (m)m) AL (m))
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
+ Z E (Hm(k)ﬂij (m)TT[KZj (m)cbjbi(k - m)zuzuf)])
1,j=1 k=0 m=0
Ne n n—60
+ Z E (U, (k)ymy, V., (k) Vi, (m)my, U, :(m)) (A.19)
i,j=1 k=0 m=0
pouvant se mettre sous la forme suivante :
Ry,.0t, (0) = Ebyu(n)by, (n — 0)]
Ne n n—0
= > > E(TrDy;(k)Dy; (m)] A, (k)Coyp, (m — k)AL (m))
i,j=1k=0m=0
Ne n n—=0
+ 333 B (Au(k)Co, (m — k)., (m)DL (k) UL, (m))
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
+ Z Z E (Uy;(k)Dy;(m) Ve, (k) Chyp, (m — k) Aq;(m)) (A.20)
1,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
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A.2.2 Cas matriciel

Dans cette partie, le cas ou le bruit d’entrée est matriciel est traité. Les quatre termes de
I’équation sont calculés comme dans le cas vectoriel.

Premier terme

Ne n n—0
Pour rappel, ce terme est égal a "21 kzo Zo E[Am(k)bl(k)gm(k)gf”(m)bﬁ(m)AZJ (m)]. Comme
,)= =Um=
dans le cas vectoriel, en reprenant les mémes notations, ’élément de la a®™¢ ligne et 5™ colonne
de M est exprimé en calculant un produit de six matrices

Mb Nb Ny b Mb

Dy = B | S5 S S Aoy (B0 (8D (1D (), ()AL ()| (A.21)

c=1d=1e=1 f=1g=1

ou encore

Mb Nb Ny b Mb

(M)ap) =E Z Z > Z Z A,y ()i gy (R)VS (M) Dyg.e) (k) D, gy (m)Afy ) (m) | (A.22)

c=1d=1e=1 f=1g=1

Le terme des bruits d’entrée est retrouvé sous la forme b; d)(kz)bt i )(m) a 'intérieur de ce
produit de matrices. Or, I'intercorrélation des bruits b; et b; s’exprime selon I’expression suivante :

Z bl(c d) J(d,g) ( ) (A-23)

De ce fait, le terme b; , , (k:)b;(f )( m) pour f # d ne peut étre exprimé en introduisant l'inter-

corrélation des deux bruits. Ainsi, une majoration de ces termes est effectuée.
Le terme posant probléme s’écrit de la fagon suivante:

D DD by (K)Daey (k) Dl g (m)bf () (A.24)
d e f

ou encore

Z Z bl(c d) )Dt(m))(d ) b; . g)( m) (A.25)
d f

La matrice D(k)D?(m) peut étre diagonalisée. Dans son espace transposé, seuls apparaissent
les termes de la diagonale. Cette matrice DD! est positive car elle modélise la puissance des
éléments contenus dans celle-ci. Dans ce cas, chaque valeur propre A; de cette matrice est majorée
par sa trace

A< N (A.26)
J
Cette majoration permet d’écrire 'expression suivante sous la forme:
Tr(D(k)D'(m)) Y > " bi gy (k)Ing, b, (m) = Tr(D Zb% o ()Y, (m) (A.27)
d f

Cela permet d’aboutir & la méme expression que dans le cas vectoriel
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(M)(apy = E |Tr(D ZAM bi, oy (R)S (M)A 5 (m) (A.28)
c=1d=1g=1

Alors, I'intercorrélation des deux bruits apparait, conduisant & une expression identique a celle
développée dans le cas vectoriel.

M=E [A(k:)Cbibj (m — k)A'(m)Tr(D(k)D'(m)) + A(kz)mbi(k)D(k:)Dt(m)mi]_ (m)At(m)
Ainsi, le premier terme s’écrit selon I’équation suivante :

Ne n n—0

>3 E[Ai(R)bi(k)D,, (k)DL (m)b (m) Al (m)]

i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—60
- Z Z Z L TT Dt ( )]Auz(k)cbzb](mik)AtuJ(m))
Fm e (A.30)

Terme de covariance

Ne n n—60

+ Z Z Z E(A,;(k)ymy,D,, (k)Dtuj(m)ijAZj(m))

1,j=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne

Second terme

Avec les mémes hypothéses que précédemment, cela aboutit & un terme identique & celui
obtenu dans le cas vectoriel.

Ne n n—0

D00 ElAL(k)bi(k)Dy,; (k) Ve (m)bi(m)Us; (m)]

i,j=1 k=0 m=0

Ne n n—0

= 3 3> B (Aulk)Ch, (m — H)V,,;(m)DY; (kUL (m)) (A.31)

1,j=1 k=0 m=0

Terme de covariance

Ne n n—0

+ 20D D> B(AL(k)my, Dy (k)Y (m)my, Uy (m)

1,j=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne

Troisiéme terme

Le troisiéme terme est également le méme

ST3TN T BUL (kB (R) V., (kYD (m)bh (m) Al (m)]
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—=0

= Z Z Z b (Hui(kj)guj(m)zii(k)cbibj (m — k)AZj(m)) (A.32)

i,j=1 k=0 m=0

Terme de covariance

Ne n n—0

+ 33N B(U,(k)mp, V., (k)D; (m)m), Al (m))

i,j=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne
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Quatriéme terme

Le quatriéme n’évolue pas non-plus

Ne n n—0
D0 BUL (k)Y (R)V i (k) Vi (m)b; (m) U}, (m)]
i,j=1 k=0 m=0
Ne n n—0
= 2. 2.2 E(UuRU,(m)TrVy,;(m)Cypp, (k = m)V,,(k)]) (A.33)

i,j=1 k=0 m=0

Terme de covariance
Ne n n—0

£33N B (Uaalk)mh, VRV (mym, Ul (m) )

i,j=1 k=0 m=0

Terme de Moyenne

A.2.3 Conclusion

En distinguant ces deux cas, le méme résultat est obtenu. Néanmoins, alors que les résultats
sont exacts dans le cas ou les bruits sont vectoriels, des majorations sont effectuées dans le cas o
les bruits sont matriciels.
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Annexe B

Réponse Impulsionnelle du filtre 1IR

Dans cette partie, les calculs des termes de la réponse impulsionnelle pour un filtre IIR 2
défini dans la section 3.2.1 sont présentés. Avec le modéle développé dans la partie 3.2.1, les

termes obtenus sont les suivants

hin) = 1
hgz)—l) = a1
hgz)q) = a3 + as
hgz)_3) = a3 + 2asay
hgz)_4) = af+3alas + a3 (B.1)

L’objectif est de retrouver ces valeurs en utilisant les techniques adaptées aux systémes linéaires
invariants dans le temps (LTI). La fonction de transfert du systéme est la suivante :

1
H =
1(2) 1—a1z7t —agz™

~ (B.2)

Cette fonction de transfert peut se décomposer de la maniére suivante :

H1<2) =

1—ajz7! —asz2
1
_ B.3
(1 — 2127 1) (1 — 29271) (B-3)

ol 21 et zg sont les deux poles de Hy(z). Ils sont supposeés réels. Leur valeur est alors recherchée.
Le discriminant du dénominateur est donné par ’expression suivante :

Donc 21 et 25 sont égaux a

A =a? + day (B.4)
1 2
z1 = 5((11 — /a7 + 4az)
1 /
29 = 5(0,1 + CL% + 4@2) (B5)

De ce fait, 1’égalité suivante est vérifiée:
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Hy(z) = m

Hi(z) = (1—Z1z*1)1(1—222’1)

H(5)= [ (eI ()]

. mio — (B.6)

avec la relation ¢, = Z 229" J
J=0

Maintenant, avec l'equation (B.6), hi(n) est parfaitement défini et est égale a:

= emd(n—m) (B.7)
m=0

ou d correspond a la fonction Dirac. Pour pouvoir déterminer entiérement hl(n), les valeurs
de ¢, doivent étre calculées.

m . .
Cm = ), 22y 7
j=0
m+1_ _m+1
Cn = T —— (B.8)
Or
29 — 21 = /a2 + 4ay (B.9)
De plus

At =t = % (a1 + /a3 + 4az)]™ ™ — [$(a1 — v/a? + dag)]™ !
+1-j j ; j
= Z @ [(Va T daa) — (1Y (/T + )|

m+1 . 7 . J
= T 2 Cnna a1 | (ya? + dag) — (=1 (y/a? +4ay) | (B.10)

-~
=0 si j est pair

(B.11)

Les termes précédents sont nuls si j est pair. De ce fait, en posant j = 2p + 1, seuls les termes
impairs sont conservés. Dans la somme, j varie de 0 & m + 1. Donc p varie de 0 & |%], ot |]
désigne la partie entiére. L’équation (B.10) devient alors:

2p+1
2l gl — STl Z 2C 2p+1 i <\/m)
\/al+—4ag Z OGP (42 4 4ay)P (B.12)

m+1 @1

Finalement, en intégrant les équations (B.9) et (B.12 dans 'équation (B.8), cela conduit a
I’expression suivante :
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b(n) = cmb(n—m) (B.13)

m—+41 m—+41
F2 T2

Cm = 20—21
J

= g chﬁllagn (a3 + dag)? (B.14)
p

ﬁ
SE

(B.15)

Ainsi, hq(n) est défini. Or avec notre modeéle défini par ’équation (B.1), le bruit en sortie
s’écrit selon la formule

(n) = h{b() (B.16)
j=0

En comparant les équations (B.13) et (B.16), la validité de notre méthode est démontrée si
les égalités suivantes sont vérifiées :

(n—i) = Ci
De plus, avec notre mode¢le, les premiers termes de la réponse impulsionnelle ont été calculés
et sont résumés dans ’expression suivante :

(B.17)

(n) _
h(n) = 1
(n) _
h(nfl) = al
hgz)—Z) = CL% + a9
hgz)—g) = a3 + 2aza;
hgz)%) = a}+3a%as + a3 (B.18)
et ¢; est égal a:
1 E(3%)
2p+1 i—2
= b S O oy 19
p=0
Donc
Q
co = % Z 2p+1 0= 2p(a%—|—4a2)p
p:
= Cla9(a? + 4az)°
= 1 (B.20)
1 () 2p+1 1-2p; 2
= gr 2, G ay T(af +4ag)?
p=0

= 3C3ai(af + 4az)°
= al (B.21)
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B(

[NV

)
1

2p+1 2-2p, o
52 CP a7 P (af + dag)?

]

Cy) =

p=0
= i[Cg}a a% + 4as)? + C3a1(a1 + 4az)!]
%[3@1 + a/]_ + 40/2]

= a%+a2

E(5)

C3 = 2% Z 02p+1 3= 2p(a%+4a2)p

Njw

= %[C’ia‘i’(a% +4a2)? + Caj(af + 4az)']
$[4a? + 4a3 + 1641 a2
= ad + 2as

E(3)
cy = % Z C’2p+1 = 2p(a1+4a2)
p=

= i=[Clal(a? + 4a2)® + C2a3(a? + 4az)' + Cal(a? + 4az)?]
ﬁ[&ﬁ + 10at + 40atas + af + 1643 + 8aias)

= a‘lL + ag + 3a%a2 + a%

Les égalités suivantes sont bien vérifiées

-
hEZ)_n = a
hEZ)m = 2
hEZ)_?,) = 4
hw) ) = s

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

En continuant de la méme fagon, 1’égalité de tous les autres termes est obtenue. De ce fait, le
développement des calculs a permis de démontrer la validité de la méthode de calcul de la pseudo

réponse impulsionnelle.



BIBLIOGRAPHIE 191

Bibliographie

1]

2l

13l

4]

[5]
(6]
7]
8]

19]
[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

T. Adali and S.H. Ardalan. Convergence and error analysis of the Fixed-Point RLS Algo-
rithm with correlated inputs. In IEEE Conference on Acoustics, Speech and Signal Proces-
sing (ICASSP’90), pages 1479-1482, 1990.

T. Adali and S.H. Ardalan. Error analysis of the Fixed-Point RLS Algorithm with correlated
inputs. In International Conference on Communications Control and Signal Processing
(CCSP’90), pages 1291-1297, 1990.

S.T. Alexander. Transient Weight Misadjustement Properties for the Finite Precision LMS
Algorithm. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, 35:1250-1258,
1987.

S.H. Ardalan and S.T. Alexander. Fixed-Point Roundoff Error Analysis of the Exponentially
Windowed RLS Algorithm for Time-Varying Systems. [EEE Transactions on Acoustics,
Speech, and Signal Processing, 6:770-783, 1987.

B. Pincon. Une introduction & Scilab. ESIAL Nancy, April 2006.

P. Banerjee, D. Bagchi, M. Haldar, A. Nayak, V. Kim, and R. Uribe. Automatic conversion
of floating point matlab programs into fixed point fpga based hardware design. 11th Annual
IEEE Symposium on Field-Programmable Custom Computing Machines (FFCM’03), 2003.
M. Barberis and N. Shah. Migrating signal processing applications from floating-point to
fixed-point. White paper, Catalytic Inc, Palo Alto, USA, November 2004.

P. Belanovic and M. Rupp. Fixify: A Toolset for Automated Floating-point to Fixed-
point Conversion. In International Conference on Computing, Communications and Control
Technologies (CCCT’04), pages 28-32, 2004.

P. Belanovic and M. Rupp. Automated Floating-point to Fixed-point Conversion with the
fixify Environment. In IEEE Rapid System Prototyping (RSP’05), pages 172-178, 2005.

M Bellanger. Analyse des signauz et Filtrage Numérique Adaptatif, volume 1 of Collection
technique et scientifique des télécommunications. Masson, 1 edition, 1989.

M. Bellanger. A survey of QR based fast least squares adaptive filters. In IEEFE International
Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP’91), pages 1833-1836,
1991.

A. Benallal and A. Gilloire. Etude des effets de quantification dans les algorithmes MCR
numériquement stables. In Treizieme collogue GRETSI, 1989.

N.J. Bershad. Comments on Comparaison of the Convergence of Two Algorithms for Adap-
tive FIR Digital Filters. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing,
pages 1604-1606, December 1985.

N.J. Bershad. Analysis of the Normalized LMS Algorithm with Gaussian Inputs. [EEFE
Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, 34(4):793-806, August 1986.
N.J. Bershad. On the Probability Density Function of the LMS Adaptive Filter Weights.
IEEFE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, 37(1):43-55, 1989.

N.J. Bershad and J.C.M. Bermudez. A Nonlinear Analytical Model for the Quantized LMS

Algorithm-The Power-of-Two Step Size Case. [IEEFE Transactions on Signal Processing,
44(11):2895-2900, November 1996.



192

BIBLIOGRAPHIE

[17]

[18]

[19]
[20]

[21]

[22]
[23]
[24]

[25]

[26]
[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

N.J. Bershad and J.C.M. Bermudez. A Nonlinear Analytical Model for the Quantized
LMS Algorithm-The Arbitrary Step Size Case. IEEE Transactions on Signal Processing,
44(5):1175-1183, May 1996.

N.J. Bershad and J.C.M. Bermudez. New Insights on the Transient and Steady-State
Behavior of the Quantized LMS Algorithm. I[EEE Transactions on Signal Processing,
44(10):2623-2625, October 1996.

C. Caraiscos and B.Liu. A Roundoff Error Analysis of the LMS Adaptive Algorithm. IFEE
Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, 32(1):34—41, February 1984.

P.S. Chang and A.N. Willson Jr. A Roundoff Error Analysis of the Normalized LMS Algo-
rithm. IEEFE Signal, Systems and Computers, 2:1337-1341, 1996.

Y.H. Chang, C.K. Tzou, and N.J. Bershad. Postmoothing for the LMS Algorithm and a
Fixed Point Roundoff Error Analysis. IEEFE Transactions on signal processing, 39:959-962,
1991.

J.M. Cheneaux, L.S. Didier, and F. Rico. The fixed cadna library. Real Number and
Computers, September 2003.

J.M. Cheneaux and J.Vignes. Les fondements de ’arithmétique stochastique. C.R. Académie
des Sciences, pages 1435-1440, 1992.

J.M. Cioffi. Limited-Precision Effects in Adaptive Filtering. IEEFE Transactions on Circuits
and Systems, 7:821-333, 1987.

J.M. Cioffi and T. Kailath. Fast, Recursive Least-Squares Transversal Filters for Adaptive
Filtering. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, pages 304-337,
April 1984.

G. Constantinides. Perturbation Analysis for Word-length Optimization. In IEEE Sympo-
sium on Field-Programmable Custom Computing Machines (FFCM’03), 2003.

G. Constantinides, P. Cheung, and W. Luk. Truncation Noise in Fixed-Point SFGs. IEFE
FElectronics Letters, 35(23):2012-2014, November 1999.

G. Constantinides, P. Cheung, and W. Luk. Roundoff-noise shaping in filter design. In IEEE
Symposium on Circuits and Systems (ISCAS’00), pages IV57-IV60, Geneva, Switzerland,
May 28-31 2000. Institute of Electrical and Electronics Engineers.

G. Constantinides, P.Y.K. Cheung, and W. Luk. The Multiple Wordlength Paradigm. In
IEEFE Symposium on Field-Programmable Custom Computing Machines (FFCM’01), March
2001.

M. Coors, H. Keding, O. Luthje, and H. Meyr. Integer Code Generation For the TI
TMS320C62x. In International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing
2001 (ICASSP’01), Sate Lake City, US, May 2001.

M.H. Costa, J.C.M. Bermudez, and N.J. Bershad. Statistical Analysis of the LMS Algorithm
with a zero-memory nonlinearity after the Adaptive Filter. In IEEFE Conference on Acoustic,
Speech, and Signal Processing (ICASSP’99), pages 1661-1664, 1999.

L. De Coster, M. Ade, R. Lauwereins, and J.A. Peperstraete. Code Generation for Com-
piled Bit-True Simulation of DSP Applications. In Proceedings of the 11th International
Symposium on System Synthesis (15S5°98), Taiwan, December 1998.

CoWare. CoWare Signal Processing Designer. CoWare, 2006.

L.H. de Figueiredo and J. Stolfi. Affine Arithmetic: Concepts and Applications. Numerical
Algorithms, pages 1-13, 2003.

H. Dedieu and F. Castanie. Analyse des effets de quantification dans l'implantation de
I’algorithme LMS. In Onziéme collogue GRETSI, 1987.

P.S. Diniz and M.G. Siqueira. Fixed-Point Error Analysis of the QR-Recursive Least Square

Algorithm. IEEFE Transactions on Circuits and Systems-11: Analog and Digital Signal Pro-
cessing, 42(5):334-348, 1995.



BIBLIOGRAPHIE 193

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]
[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

S.C. Douglas. Exact Expectation Analysis of the LMS Adaptive Filter for Correlated
Gaussian Input Data. In IEEE Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing
(ICASSP’93), volume 3, pages 519-522, April 1993.

S.C. Douglas. Performance Comparison of Two Implementations of the Leaky LMS Adaptive
Filter. IEEE Transactions on Signal Processing, 45:2125-2129, August 1997.

E. Eweda. Tracking Analysis of the Sign-Sign Algorithm for Nonstationnary Adaptive
Filtering with Gaussian Data. IFEE Transactions on Signal Processing, pages 1375-1378,
May 1997.

E. Eweda. Transient and Tracking Performance Bounds of the Sign-Sign Algorithm. I[EEE
Transactions on Signal Processing, pages 2200-2210, August 1999.

E. Eweda. Convergence Analysis of the Sign Algorithm Without the Independance and
Gaussian Assumptions. IEEE Transactions on Signal Processing, pages 2535-2543, Sep-
tember 2000.

H. Fan and X.Q. Liu. GAL and LSL Revisited : New Convergence Results. IEFEE Transac-
tions on Signal Processing, 41:55-64, 1993.

C. Fang Fang, T. Chen, and R.A. Rutenbar. Floating Point Error Analysis based on Affine
Arithmetic. In IEEFE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing
(ICASSP’03), pages 561-564, 2003.

C. Fang Fang, T. Chen, and R.A. Rutenbar. Towards Efficient Static Analysis of Finite-
Precision Effects in DSP Applications via Affine Arithmetic Modeling. In Design Automa-
tion Conference (DAC’03), pages 496-501, 2003.

A. Feuer and E. Weinstein. Convergence Analysis of LMS Filters with Uncorrelated Gaus-
sian Data. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, 33(1):222-230,
May 1985.

S. Gazor and B. Farhang-Boroujeny. Quantization effects in Transform-Domain Normalized
LMS Algorithm. IEEE Transactions on Circuits and Systems, 39:1-7, 1992.

R.D. Gitlin, J.E. Mazo, and M.G. Taylor. On the design of Gradient Algorithm for Digitally
Implemented Adaptive Filters. IEEE Transactions on Circuit Theory, 2:125-136, 1973.
D.N. Godard. Self-recovering equalization and carrier tracking in two-dimensional data com-
munication systems. IEEE Transactions on Communications, pages 18671875, November
1980.

M. Goel and N.R. Shanbhag. Finite-Precision Analysis of the Pipelined Strengh-Reduced
Adaptive Filter. IEEE Transactions on Signal Processing, 46(6):1763-1769, June 1998.

T. Grotker, E. Multhaup, and O.Mauss. Evaluation of HW /SW Tradeoffs Using Behavioral
Synthesis. In 7th International Conference on Signal Processing Applications and Technology
(ICSPAT’96), Boston, October 1996.

R. Gupta and A.O. Hero. Transient Behaviour of Fixed-Point LMS Adaptation. In IEEFE
Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP’00), pages 376-379, 2000.
S. Haykin. Adaptive Filter Theory. Prentice Hall Inc, 2 edition, 1991.

A. Hermének, J. Schier, and P. A. Regalia. Architecture design for FPGA implementation of
finite interval CMA. In European Signal Processing Conference (EUSIPCO’04), number 2,
pages 2039-2042, 2004.

N. Hervé, D. Ménard, and O. Sentieys. Data wordlength optimization for fpga synthesis.
In IEEE International Workshop on Signal Processing Systems (SIPS’05), pages 623-628,
Athens, Grece, November 2005.

M.L. Honig and D.G. Messerschmidt. Convergence properties of an adaptive digital lattice
filter. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, pages 642—-653, June
1981.

L.L. Horowitz and K.D. Senne. Performance Advantage of Complex LMS for Controlling
Narrow-Band Adaptive Arrays. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Pro-
cessing, 3:722-736, 1981.



194

BIBLIOGRAPHIE

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

|63]
[64]

[65]

[66]

|67]

[68]
[69]

[70]

[71]
72]
73]

[74]

[75]

[76]

K. Kalliojarvi and J. Astola. Roundoff Errors in Block-Floating Point Systems. I[EEFE
Transactions on Signal Processing, 44(4):783-790, April 1996.

H. Keding, M. Willems, M. Coors, and H. Meyr. FRIDGE: A Fixed-Point Design And
Simulation Environment. In Design, Automation and Test in Europe 1998 (DATE-98),
1998.

S. Kim, K. Kum, and W. Sung. Fixed-Point Optimization Utility for C and C++ Based
Digital Signal Processing Programs. In Workshop on VLSI and Signal Processing 95, Osaka,
November 1995.

S. Kim and W. Sung. Fixed-Point-Simulation Utility for C and C++ Based Digital Signal
Processing Programs. In Twenty-eighth Annual Asilomar Conference on Signals, Systems,
and Computer, October 1994.

S. Kim and W. Sung. Fixed-Point Error Analysis and Word Length Optimization of 8x8
IDCT Architectures. IEEE Transactions on Circuits and Systems for Video Technology,
8(8):935-940, December 1998.

M. Kunt, M. Bellanger, F De Coulon, and C Guegen. Techniques modernes de traitement
numérique des signauz, volume 1 of Traitement de linformation. Presses polytechniques et
universitaires romandes et CNET-ENST, 1 edition, 1991.

P. Lapsley, J. Bier, A. Shoham, and E. A. Lee. DSP Processor Fundamentals: Architectures
and Features. Berkeley Design Technology, Inc, Fremont, CA, 1996.

H. Leung and S. Haykin. Error Bound Method and its Application to the LMS Algorithm.
IEEE Transactions on Signal Processing, 39:354-358, 1991.

A.P. Livias and P. A. Regalia. On the Numerical Stability and Accuracy of the Conventional
Recursive Least Squares Algorithm. I[EEE Transactions on Signal Processing, (1):88-96,
January 1999.

G. Long, F. Ling, and J.G. Proakis. The LMS algorithme with delayed coefficienst adap-
tation. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, pages 13971405,
September 1989.

E. Martin, J. Toureilles, and C. Nouet. Conception optimisée d’architectures en précision
finie pour les applications de traitement du signal. Traitement du Signal 2001, 18(1):47-56,
2001.

Mathworks. System-Level Design Products for DSP and communications, 2001.

V.J. Matthews. Improved Convergence Analysis of Stochastic Gradient Adaptive Filters
Using the Sign Algorithm. IEEFE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing,
pages 450-454, April 1987.

V.J. Matthews and Z. Xie. Fixed-Point Error Analysis of Stochastic Gradient Adaptive
Lattice Filters. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, pages 70—
80, January 1990.

K. Mayyas and T. Aboulnasr. Leaky LMS Algorithm: MSE Analysis for Gaussian Data.
IEEFE Transactions on Signal Processing, 45:927-934, April 1997.

J.E. Mazo. On the independance theory of equalizer convergence. Bell Szst. Tech. J.,
58:963-993, 1979.

P. Meignen. Analyse statistique de systémes en virgule fixe. Technical report, ENSSAT,
Lannion, Septembre 2005.

D. Menard. Methodologie de compilation d’algorithmes de traitement du signal pour les
processeurs en virgule fize, sous contrainte de precision. PhD thesis, Universite de Rennes
I, Lannion, Décembre 2002.

D. Menard, D. Chillet, and O. Sentieys. Floating-to-fixed-point conversion for digital signal
processors. 2006:Article ID 96421, 25 pages, 2006.

D. Menard, R. Rocher, P. Scalart, and O. Sentieys. SQNR determination in non-linear and
non-recursive fixed-point systems. In XII Furopean Signal Processing Conference (EUSIP-
C0’04), pages 1349-1352, Vienna, Austria, September 2004.



BIBLIOGRAPHIE 195

[77]
78]
[79]
[30]
[81]

[82]

[83]
[84]
[85]

[36]

[87]

[38]

[89]

[90]

[91]

[92]

193]
[94]

[95]

[96]

D. Menard and O. Sentieys. A methodology for evaluating the precision of fixed-point
systems. In IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing
(ICASSP’02), Orlando, May 2002.

D. Menard and O. Sentieys. Automatic Evaluation of the Accuracy of Fixed-point Algo-
rithms. In Design, Automation and Test in Europe 2002 (DATE’02), Paris, March 2002.

F. Michaut and M. Bellanger. Filtrage Adaptatif. Lavoisier, 2 edition, 2005.

A. Oppenheim and R.W. Schafer. Discrete Time Signal Processing. Prentice All Signal
Processing series. Prentice All, Upper Saddle River, New Jersey, 2 edition, 1999.

K. Ozeki and T.Umeda. An adaptative filtering algorithm using an orthogonal projection to
an affine subspace and its properties. Electronics and Communications in Japan, 67:19-27,
1984.

E. Ozer, A.P. Nisbet, and D. Gregg. Stochastic Bitwidth Approximation Using Extreme Va-
lue Theory for Customizable Processors. Technical report, TrinityCollege, Dublin, Ireland,
October 2003.

S. Prakash and V.V. Rao. Fixed-Point Error Analysis of Radix-4 FFT. Transactions on
Signal Processing, (2):123-133, 1981.

K.J. Raghunath and K.K. Parhi. Finite-Precision Error Analysis of QRD-RLS and STAR-
RLS Adaptive Filters. IEEE Transactions on Signal Processing, 45(5):1193-1209, 1997.

N. Revol. Introduction a I'arithmétique par intervalles. Algorithms and Computer Algebra,
2004.

R. Rocher, N. Herve, D. Menard, and O. Sentieys. Fixed-point configurable hardware
components for adaptive filters. In IEEFE International Symposium on Circuits and Systems
(ISCAS’06), volume 5, pages 5760, Kos Island, Greéce, 2006.

R. Rocher, D. Menard, N. Herve, and O. Sentieys. Fixed-point configurable hardware
components. 2006:Article ID 23197, 13 pages, 2006.

R. Rocher, D. Menard, P. Scalart, and O. Sentieys. Accuracy evaluation of fixed-point lms
algorithm. In IEFEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing
(ICASSP’04), pages 237-240, Montreal, Canada, May 2004.

R. Rocher, D. Menard, O. Sentieys, and P. Scalart. Accuracy evaluation of fixed-point apa

algorithms. In IEEFE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing
(ICASSP’05), pages 57-60, Philadelphie, Etats-Unis, 2005.

S. Roy and P. Banerjee. An algorithm for converting floating-point computations to fixed-
point in matlab based fpga design. In Design Automation Conference (DAC’04), pages
484-487, June 2004.

S. Roy and P. Banerjee. An algorithm for trading off quantization error with hardware
resources for matlab-based fpga design. IEFEE Transactions on Computers, pages 886-896,
July 2005.

C.G. Samson and V.U. Reddy. Fixed-Point Error Analysis of the Normalized Ladder Algo-
rithm. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, pages 1177-1191,
October 1983.

S.D. Sankaran and A.A. Beex. Convergence Behavior of Affine Projection Algorithms. IEEE
Transactions Acoustic, Speech, and Signal Processing, 4:1086-1096, 2000.

E.H. Satorius and S.T. Alexander. Channel Equalization using adaptive lattice filters. IEEE
Transactions on Communications, pages 899-905, June 1979.

H.E. Satorius, S.W. Larisch, S.C. Lee, and L.J. Griffiths. Fixed-point implementation of
adaptive digital filters. In IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal
Processing (ICASSP’83), pages 33-36, 1983.

A.H. Sayed and H.C. Shin. Transient behavior of Affine Projections Algorithms. In IEEE

International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP’04), vo-
lume 52, pages 90-102, 2004.



196

BIBLIOGRAPHIE

[97]
98]

[99]

[100]
[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]
[107]
[108]
[109]

[110]

[111]
[112]

[113]

[114]

[115]
[116]

[117]

R. Serizel. Implantation en virgule fixe d’'un codeur audio. Master’s thesis, ENSSAT,
Lannion, Septembre 2006.

M.J. Shensa. Recursive Least-Square Lattice Algorithms. IEEE Transactions on Automatic
Control, pages 695-702, June 1981.

D.T. Sherwood and N.J. Bershad. Quantization Effects in the Complex LMS Adaptive
Algorithm-Linearization Using Dither-Applications. [TEFEE Transactions on Circuits ans
Systems, 35:466—470, 1988.

C. Shi. Statistical method for floating-point conversion. Master’s thesis, University of
California, Berkeley, 2002.

C. Shi. Floating-point to Fized-point Conversion. PhD thesis, University of California,
Berkeley, Spring 2004.

C. Shi and R.W. Bodersen. An automated floating-point to fixed-point conversion me-
thodology. In IEEFE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing
(ICASSP’03), pages 529-532, 2003.

C. Shi and R.W. Bodersen. A perturbation theory on statistical quantization effects in
fixed-point DSP with non-stationary inputs. In IEEFE International Symposium on Clircuits

and Systems (ISCAS’04), 2004.

D.T.M Slock. On the Convergence Behaviour of the LMS and the Normalized LMS Algo-
rithms. IEEE Transactions on Signal Processing, 41:2811-2825, 1993.

G.R.L. Sohie and L.H. Sibul. Stochastic Convergence Properties of the Adaptive Gradient
Lattice. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and Signal Processing, 32:102-107, Fe-
bruary 1984.

V. Solo. The Limiting Behavior of LMS. IEEE Transactions on Acoustics, Speech, and
Signal Processing, 37(12):1909-1922, December 1989.

V. Solo. The Error Variance of LMS Time-Varying Weights. IEEE Transactions on Acous-
tics, Speech, and Signal Processing, 40(4):803-813, April 1992.

A. Sripad and D. L. Snyder. A Necessary and Sufficient Condition for Quantization Error
to be Uniform and White. IEEE Trans. ASSP., 25(5):442-448, Oct. 1977.

Synopsys. Converting ANSI-C into Fized-Point using CoCentric Fize-Point Designer. Sy-
nopsys Inc., April 2000.

M. Tarrab and A. Feuer. Convergence and performance analysis of normalized LMS Filters
with Uncorrelated Gaussian Data. IEEE Transactions on Information Theory, 334(4):680—
691, July 1988.

L. Tizani. Implantation en virgule fixe d’un recepteur de radiocommunication WCDMA.
Technical report, ENSSAT, Lannion, Juin 2006.

J.M. Toureilles. Conception d’architectures pour le traitement du signal en précision finie.
PhD thesis, Université de Rennes I, Janvier 1999.

R. Uribe and T. Cesear. A methodology for exploring finite-precision effects when sol-
ving linear systems of equations with least-squares techniques in fixed-point hardware.
In Proceedings of the Ninth Annual Workshop on High Performance Embedded Computing
(HPEC’05), September 2005.

S. Wadekar and A. Parker. Accuracy Sensitive Word-Length Selection for Algorithm Op-
timization. IEEE/ACM International Conference on Computer Design (ICCAD’98), pages
54-61, 1998.

B. Widrow. A Study of Rough Amplitude Quantization by Means of Nyquist Sampling
Theory. RE Transactions on Circuit Theory, CT-3(4):266-276, Dec. 1956.

B. Widrow. Statistical Analysis of Amplitude Quantized Sampled-Data Systems. Transac-
tions AIEE, Part. II:Applications and Industry, 79:555-568, 1960.

B. Widrow. Stationary and nonstationary learning characteristics of the LMS adaptive
filter. Proceedings IEEFE, 64:1151-1162, 1976.



[118] B. Widrow, I. Kollar, and M.-C. Liu. Statistical Theory of Quantization. IEEE Transactions
on Instrumentation and Measurement, 45(2):353-361, Apr. 1996.

[119] N.R. Yousef and A.H. Sayed. Tracking Analysis of the LMF and LMMN Adaptive Algo-
rithms. Asilomar, pages 786-790, October 1999.

[120] N.R. Yousef and A.H. Sayed. Fixed-point steady-state analysis of adaptive filters. Interna-
tional Journal of Adaptive Control and Siganl Processing, 17:237-258, 2003.

[121] X.H. Yu. A new numerically stable structure for fast RLS adaptive filtering. In IEFEE

International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP’90), pages
1409-1412, 1990.

[122] U. Zolzer. Digital Audio Signal Processing. John Wiley and Sons, August 1997.

197



198



Publications

Revues internationales

[1] R. Rocher, D. Menard, N. Herve and O. Sentieys. Fixed-Point Configurable Hardware
Components. Eurasip Journal on Embedded Systems (JES), pages: 1-13, 2006.

[2] D. Menard, R. Rocher and O. Sentieys. Automatic Accuracy Evaluation for DSP Fixed-
Point Linear Systems. Submitted to the Journal Theoretical Computer Science, 2" version.

Conférences internationales

[3] R. Rocher, D. Menard, P. Scalart and O. Sentieys. Accuracy Evaluation of Fixed-Point
LMS Algorithm. In International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing 2004
(ICASSP 2004), pages: 237-240, Montreal, May 2004.

[4] D. Menard, R. Rocher, P. Scalart and O. Sentieys. SQNR determination in non-linear
and non-recursive fixed-point systems. In XII FEuropean Signal Processing Conference (EUSIPCO
2004), pages: 1349-1352, Vienna, September 2004.

[5] R. Rocher, D. Menard, O. Sentieys and P. Scalart. Accuracy Evaluation of Fixed-Point
APA Algorithms. In International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing 2005
(ICASSP 2005), pages: 57-60, Philadelphia, March 2005.

[6] R. Rocher, N. Herve, D. Menard and O. Sentieys, Fixed-Point Configurable Hardware
Components for Adaptive Filters In IEEE International Symposium on Circuits and Systems
(ISCAS 2006), pages: 57-60, Kos Island, March 2006,.

Conférence nationale

[7] R. Rocher, D. Menard, O. Sentieys and P. Scalart. Evaluation de la précision des Algo-
rithmes de Projection Affine en Virgule Fixe. In 20°™¢ colloque GRETSI sur le traitement du
signal et des images, Louvain, Septembre 2005.

199



